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INTRODUCTION 

 

Enjeux sociétaux 

La gestion quantitative et qualitative de la ressource en eau est, depuis plusieurs décennies, une 

préoccupation politique et scientifique majeure. Il est plus que probable que ces préoccupations 

s’accroissent encore durant le 21ème siècle. En effet, plusieurs facteurs (explosion démographique, 

modification des habitudes alimentaires, accroissement de l’industrialisation, hausse du niveau de 

vie et changements climatiques) vont se combiner pour accroitre la tension sur la ressource en eau 

[1]. Cette tension va nécessiter une gestion plus précise de cette ressource, tant au niveau quantitatif 

que qualitatif. De plus, des études récentes [2] montrent que les activités humaines sont désormais 

susceptibles de modifier durablement le sous-sol, qu’il s’agisse de ses propriétés hydrauliques [3], la 

structure de la matrice solide [4] ou la composition chimique des aquifères [5-7]. Ainsi, la 

combinaison de ces différents facteurs (besoins croissants, sensibilité plus forte à la qualité des eaux, 

augmentation des impacts et diversification des polluants) va nécessiter des capacités prédictives 

nouvelles, portant tant sur la quantité que sur la qualité de la ressource en eau. 

L’outil appelé modèle de transport réactif, permettrait de prédire l’évolution de la qualité (voire de la 

quantité) d’une ressource en eau, en intégrant les propriétés géologiques, géochimiques et 

biologiques du milieu, les différents contaminants et leurs interactions (entre eux et avec le milieu). 

On comprend aisément qu’un tel outil représenterait un élément prépondérant dans la gestion de la 

ressource en eau dans un contexte de pression croissante. 

Les récents développements des modèles de transport réactif dédiés à l’étude des hydrosystèmes 

naturels permettent aujourd’hui d’envisager une gestion prévisionnelle de la ressource en eau [2, 8, 

9]. Les domaines d’application des modèles de transport réactif sont aujourd’hui extrêmement 

vastes. Historiquement, les premiers travaux ont étudié l’impact du transfert sur les modifications de 

composition des eaux [10], puis sur celui de contaminants minéraux tels que des métaux lourds [11]. 

La problématique du devenir des déchets nucléaires à longue durée de vie et l’étude du stockage 

souterrain de ceux-ci a ouvert un très vaste champ de tests et de développement [12-14]. Les enjeux 

liés au réchauffement climatique ont posé la question de la faisabilité du stockage de CO2 ; ceci a 

donné lieu à de nombreux travaux [15-19]. De nombreuses études s’intéressent désormais au 

devenir des nouveaux contaminants dans l’environnement, parfois avant l’apparition d’éventuelles 

crises sanitaires : nanoparticules [20-22], nouvelles molécules phytosanitaires [23-25], médicaments 

[26, 27], solvants organiques [28]… On voit apparaitre de plus en plus de travaux portant sur la 

modélisation de systèmes aquifères complexes. La complexité peut alors résider dans 

l’hydrodynamique [29], dans la structure géologique ou géométrique de l’aquifère [30], dans la 

géochimie ou la biogéochimie impliquée [16, 17, 31-36], ou encore dans la diversité des phénomènes 

pris en compte : hydrodynamique, thermique, mécanique, chimique [32, 37]. 
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Contexte scientifique 

Lorsque l’on parle de modèle de transport réactif en géosciences, le choix des phénomènes décrits 

est extrêmement vaste. Les premiers modèles présentaient des domaines monodimensionnels [10, 

38, 39]. Actuellement, les domaines décrits sont bi- ou tridimensionnels [40-45] avec des milieux 

hétérogènes. Certains modèles prennent en compte la présence de fractures [41, 46-48], d’autres 

incluent des écoulements multiphasiques [49-52]. Concernant la partie réactivité, les modèles ont 

débuté avec une chimie en phase aqueuse et/ou des phénomènes de sorption par isotherme [53, 

54]. Puis des phénomènes chimiques plus complexes ont été pris en compte : échange d’ions [55, 

56], précipitation-dissolution [40, 57-59], redox [5, 28, 60], complexation de surface [61-63], 

formation de solutions solides [64], prise en compte de solutions non idéales [65]. Les phénomènes 

biologiques sont aujourd’hui inclus dans de nombreux travaux, soit par le biais de microorganismes 

[66-68] ou de phénomènes racinaires [69, 70]. Enfin, de nombreuses rétroactions sont prises en 

compte, décrivant les conséquences des phénomènes chimiques sur la structure du milieu poreux ou 

sur les caractéristiques du fluide. Certains travaux décrivent l’évolution des propriétés 

hydrodynamiques du milieu poreux : porosité, tortuosité, dispersivité [40, 71-74]. D’autres 

s’intéressent à la production de chaleur due aux réactions (souvent décroissance radioactive) et aux 

conséquences de l’élévation de température [32, 37, 40]. Enfin, il est possible d’intégrer les 

contraintes mécaniques s’exerçant sur le milieu et de décrire les déformations de celui-ci ainsi que 

l’évolution de ses propriétés mécaniques [32, 75, 76]. 

 

Un modèle de transport réactif, pour être utilisable, doit être construit de plusieurs éléments : un 

modèle, une formulation mathématique de ce modèle, des méthodes numériques, un code 

informatique dans un langage donné, des paramètres nécessaires au modèle et une description de 

l’état initial et des conditions aux limites du domaine étudié. On comprend alors que cet outil, 

essentiel pour l’analyse du comportement des hydro-systèmes [77] doit obéir à certaines règles, et 

présente des limitations intrinsèques [78]. 

(i) Ces codes de transport réactif sont basés sur des modèles conceptualisant les 

phénomènes de transport réactif dans les hydrosystèmes. En conséquence de quoi, ces 

codes ne peuvent être considérés comme vrais. Un modèle n’est jamais qu’une image 

idéalisée d’un système et, s’il est possible de prouver qu’un modèle est faux, la 

réciproque est fausse. Bredehoeft et Konikow [79, 80] soulignent que le terme 

validation, très largement usité, devrait être exclu car ce terme a, dans l’esprit du public, 

une connotation de vérité très forte. 

(ii) On distingue habituellement modèles heuristiques et mécanistes. Un modèle heuristique 

est sensé, après calage, simuler le comportement d’un système dans des conditions 

similaires à celles de son calage. Si les conditions ne sont pas conformes, un tel modèle 

n’est pas applicable. De plus en plus, nous développons des modèles mécanistiques qui 

devraient être capable de s’affranchir de cette limite. Cependant, un modèle 

mécanistique dépend de paramètres indispensables à la description du système 

modélisé. Or pour des systèmes complexes, l’acquisition de ces paramètres dépend très 

souvent d’un processus de calage. Ainsi que l’a montré Brusseau [81], il est tout à fait 

possible de caler de façon satisfaisante un modèle inadapté. A ce niveau de complexité, 
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la frontière entre modèle heuristique et mécanistique s’estompe et un tel modèle 

mécanistique dépend alors fortement des conditions ayant présidées à son calage. 

 

Les challenges qui se présentent aujourd’hui pour la partie conceptuelle de la modélisation (les 

modèles et leurs formulations mathématiques) vont porter sur les éléments suivants : 

(i) L’intégration de la bio-géochimie [9]. Il s’agira non pas d’associer des modèles semi-

empiriques de type loi de Monod à des modèles géochimiques, mais d’acquérir une 

compréhension des phénomènes biologiques permettant de développer des modèles 

mécanistiques, suffisamment souples et universels pour rester valides dans des conditions 

hydrodynamiques et chimiques variables. 

(ii) Augmenter la complexité de la partie hydrologique [9] pour intégrer les phénomènes de 

changement environnemental ou la pression sociale. 

(iii) Intégrer les modifications irréversibles observées [2], conséquence des actions anthropiques 

sur la structure physico-chimique des hydro systèmes. 

(iv) Gérer les différentes échelles [77], afin de surmonter les écarts reportés entre expériences 

de laboratoires et valeurs au champ, et pouvoir passer d’une réactivité décrite à l’échelle du 

pore à une échelle au moins décamétrique. 

(v) Assurer le couplage entre les processus chimiques et mécaniques en sub-surface [77]. Ce 

point nécessitera de gérer efficacement les différentes interactions et rétroactions entre les 

différentes modifications de la phase fluide, de la matrice solide et des propriétés des 

réactions chimiques [3, 76]. 

 

Concernant les méthodes numériques et la partie informatique, les verrous actuels dépendent 

fortement de l’évolution du matériel informatique [82]. Au cours des 20 dernières années, les 

conditions matérielles qui ont présidé à l’essor de cette discipline [83], ont évolué avec des coûts plus 

abordables, des ressources mémoires plus importantes et des capacités de calculs plus rapides. 

Cependant, si les coûts vont certainement continuer à baisser et les capacités de mémoire à 

augmenter, il semble que la vitesse de calcul soit arrivée à un plafond. 

(i) A l’heure actuelle, les progrès en ce domaine portent sur la multiplication de processeurs 

ou de cœurs. Ainsi les futurs développements des codes devront s’adapter à cette 

nouvelle tendance et les efforts devront porter sur la parallélisation des codes [82].  

(ii) La baisse des coûts de la mémoire et l’augmentation de la capacité de mémoire 

disponible a supprimé les contraintes relatives aux nombre de variables, permettant la 

prise en compte de systèmes extrêmement complexes. Cette complexité peut s’exprimer 

par la description de domaines vastes et hétérogènes ou/et par la prise en compte d’une 

grande variété de phénomènes. L’augmentation des capacités mémoire a eu également 

pour conséquence de rendre caduc l’un des principaux défauts des méthodes de 

résolution globales : leur grande consommation en place mémoire [83]. On a montré [84] 

qu’aujourd’hui, les méthodes globales sont au moins aussi performantes que celles par 

séparation d’opérateurs. 

(iii) Cependant, si les approches globales ont aujourd’hui tendance à être aussi 

performantes, sinon davantage, que les approches par séparation d’opérateurs, elles 

présentent encore un inconvénient de taille. Dans le cas d’une approche globale, il est en 



6 

effet nécessaire d’intégrer en un seul jeu d’équations l’intégralité des phénomènes pris 

en compte. Ceci nécessite un travail de codage extrêmement lourd, tant lors du 

développement initial que lors des évolutions du code. Les approches par séparation 

d’opérateurs, en permettant un développement distinct de plusieurs éléments de code 

sont plus simples à écrire, coder et maintenir [85]. 

 

Travaux réalisés 

Développement du code 

Ces recherches portant sur la modélisation du transport réactif ont débuté à l’Institut de Mécanique 

des Fluides et des Solides (UMR 7507 ULP-CNRS) de Strasbourg [86]. S’appuyant sur les compétences 

acquises au sein de l’unité, un modèle par séparation d’opérateurs a été développé sur la base d’une 

combinaison d’éléments finis discontinus et d’éléments finis mixtes hybrides pour la résolution de 

l’opérateur de transport [87]. Cette combinaison s’est révélée très efficace, permettant de minimiser 

les phénomènes de diffusion numérique induit par l’approche par séparation d’opérateurs, tout en 

fournissant une solution numérique stable. 

Il est cependant reconnu que l’approche par séparation d’opérateurs induit des erreurs numériques, 

liées à la méthode de résolution [83, 88]. Une étude analytique basée sur le suivi des bilans de masse 

nous a permis de quantifier ces erreurs de séparation d’opérateurs dans le cas d’une chimie décrite 

par loi cinétique [89]. On a montré que ces erreurs dépendent de la vitesse de réaction et du pas de 

temps choisi. En conduisant cette étude sur les différents schémas de séparation d’opérateurs 

utilisés, nous avons pu sélectionner les schémas les plus performants. Afin de vérifier 

numériquement ces résultats, et pour disposer d’un outil de référence, un code de transport réactif 

par approche globale a été développé lors de la thèse de M. Fahs. Au cours de ce travail, une étude 

systématique des diverses approches globales possibles a été menée pour montrer que l’approche 

par substitution est la plus efficace [90]. 

L’approche par séparation d’opérateurs qui a été choisie nécessite la résolution de l’opérateur de 

chimie, écrit dans le cas de l’équilibre instantané comme un système algébrique non linéaire. Ce 

système résulte de la combinaison des lois d’action de masse et de conservation [91]. Classiquement, 

de tels systèmes sont résolus par des méthodes de type Newton-Raphson. Néanmoins, ces méthodes 

ne sont pas assez robustes pour des systèmes aussi fortement non linéaires que ceux décrivant les 

phénomènes chimiques. L’étude de ces problèmes de robustesse a permis de développer de 

nouvelles méthodes de résolutions, comme la méthode des fractions continues positives ou la 

définition d’un domaine définition chimique [92]. L’implémentation de ces nouveaux outils nous a 

permis d’obtenir un code particulièrement robuste et rapide comme cela a été prouvé par la suite 

[84]. 

Dans le cas où l’opérateur de chimie est décrit par lois cinétiques, les temps caractéristiques des 

différents phénomènes, transport et chimie, sont très différents. De plus, il est fréquent que les 

temps caractéristiques des cinétiques chimiques changent au cours de l’évolution d’un même 

système. Afin de capturer ces évolutions, il est nécessaire d’avoir un pas de temps de calcul 

suffisamment petit pour suivre le plus rapide des phénomènes. Mais, dans le cas d’une résolution par 

séparation d’opérateurs, il n’est pas forcément nécessaire d’utiliser le plus petit pas de temps pour 

tous les opérateurs de calcul. Nous avons montré que la méthode d’extrapolation de Richardson 
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permet une adaptation du pas de temps basée sur un estimateur d’erreur à postériori efficace [93]. 

Cette méthode s’est révélée transposable à diverses thématiques : cinétique chimique, écoulement 

en milieu non saturé, transport réactif. 

 

Applications 

Les outils et méthodes développés ont conduit à un code flexible, robuste et rapide : SPECY. Ces 

qualités ont été mises à profit pour modéliser divers systèmes hydro-géo-chimiques. Ainsi ce code a 

été adapté à la description de processus d’épuration des eaux par infiltration-percolation [66]. Les 

phénomènes pris en compte pour décrire ce système sont complexes : écoulement transitoire non 

saturé, transport de l’oxygène gazeux, transport des nutriments dissous, cinétique de croissance du 

biofilm, de consommation de l’oxygène et de dégradation des nutriments. La capacité du code à 

intégrer aisément ces différents éléments montre la validité des choix qui ont été faits. 

 

Estimation de paramètres 

La rapidité et la robustesse du code nous a également permis d’initier une nouvelle approche : 

l’estimation de paramètres en transport réactif. Classiquement, les paramètres chimiques sont 

estimés à partir d’expériences faites en réacteur fermé [94]. Or ce type d’expérience ne permet pas 

toujours d’appréhender l’intégralité des phénomènes chimiques mis en jeu. A cause de la forte non-

linéarité des phénomènes étudiés, nous avons choisi de développer une méthode d’estimation de 

paramètres en transport réactif basée sur une approche de type Monte-Carlo [62]. Les paramètres 

estimés sont les paramètres spécifiques aux phénomènes chimiques : constantes d’équilibres, 

concentrations en sites de fixation… L’estimation de paramètres est réalisée sur un jeu de plusieurs 

expériences [95], afin d’obtenir des valeurs applicables à un vaste ensemble de conditions 

expérimentales. En testant différentes configurations réactionnelles, nous avons montré [63] que 

l’approche par estimation de paramètres permet de sélectionner le ou les mécanismes réactionnels 

les plus probables, et que la sélection obtenue est en accord avec les éléments théoriques connus. 

Cependant, les temps de calculs nécessaires à ce type d’approche sont très longs. La méthode 

initialement choisie, de type Monte Carlo, est très gourmande en temps de calcul. Une autre 

approche a été tentée, une approche par algorithme génétique [96], qui s’est révélée plus rapide que 

l’approche Monte-Carlo. 

 

Comparaison de méthodes 

L’expérience acquise concernant les enjeux numériques liés à la modélisation du transport réactif a 

été mise à profit pour développer, dans le cadre du GdR MoMaS, une série d’exercices dédiés à la 

comparaison des codes de transport réactif. La conception de ces exercices a répondu à un cahier 

des charges assez délicat : présenter un niveau de difficulté suffisant pour être discriminant vis-à-vis 

des outils numériques utilisés, mais être suffisamment simple d’un point de vue hydrodynamique et 

chimique pour être accessible à une communauté assez vaste [97]. Le choix s’est donc porté sur une 

chimie idéale, avec un petit nombre d’espèces et de réactions possibles, mais avec une très forte non 

linéarité. L’hydrodynamique est proposée en 1D ou 2D, et le domaine est hétérogène tant d’un point 
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de vue hydrodynamique que chimique. Enfin, 3 niveaux de difficultés sont proposés : un niveau easy 

pour lequel les phénomènes chimiques sont à l’équilibre instantané sans précipitation-dissolution ; 

un niveau medium avec des phénomènes chimiques décrits par équilibre instantané et d’autres par 

cinétique, toujours sans précipitation dissolution ; et un niveau hard avec des phénomènes 

chimiques avec précipitation-dissolution décrits par équilibre instantané et d’autres par cinétique 

[98]. Le niveau de difficulté requis pour obtenir un test discriminant exclu immédiatement la 

possibilité d’obtenir une solution analytique au problème. Il a donc été nécessaire de rechercher 

numériquement des solutions de référence afin de pouvoir procéder à l’analyse des résultats. Ces 

solutions de référence ont été obtenues à l’aide du code SPECY, en procédant à des raffinements de 

maillage successifs associés à des réductions de pas de temps [99]. La série d’exercices a été soumise 

à la communauté scientifique et un workshop international a été organisé (Internationnal workshop 

on reactive transport, Strasbourg 21-24 janvier 2008). Ce workshop a été suivi d’un intense travail 

d’analyse et de synthèse [100]. Les résultats de 7 codes différents ont été étudiés sur la base de la 

qualité des résultats fournis et des temps de calculs nécessaires [84]. Une très vaste palette de 

méthodes numériques est représentée dans ce travail :  

(i) Approche par séparation d’opérateurs non itérative [99] est utilisée par le code SPECY. 

(ii) Approche par séparation d’opérateurs itérative [101] est utilisée par le code HYTEC 

(iii) Une approche globale, basée sur une méthode Newton-Krylov est proposée par Amir et 

Kern [102], qui permet de garder deux entités de code distinctes pour le transport et la 

chimie. 

(iv) Approche globale basée sur une méthode of lines (MOL) est proposée par de Dieuleveult 

et Erhel [103]. 

(v) Une approche globale basée sur une méthode par discrétisation-substitution est 

proposée par le code MIN3P [104]. 

(vi) Une approche globale, développée pour un code parallèle, et basée un schéma de 

réduction des variables couplées est proposée par Hoffman et al. [105]. 

Ce travail a montré la robustesse et la qualité des codes développés depuis quelques années (HYTEC, 

MIN3P, SPECY) ainsi que la validité des nouvelles approches développées. De plus, la supériorité des 

approches par séparation d’opérateurs, validée dans les années 1990 par les travaux de Yeh et 

Tripathi [83], se trouve aujourd’hui invalidée. Ce point, justifié par l’évolution des matériels 

(augmentation de la place mémoire) et des méthodes, est confirmé par ce travail de comparaison. 

 

Objectifs de recherche 

Au cours des travaux effectués, j’ai abordé les problèmes de séparation d’opérateurs, de 

modélisation des phénomènes chimiques, de modélisation numérique d’expériences de laboratoire. 

L’enjeu général est d’étudier les problématiques multi-phénomènes de transport réactif en milieu 

poreux afin de comprendre, expliquer et prédire l’évolution d’un milieu poreux ou des contaminants 

impliqués.  

Les premiers travaux impliquaient des phénomènes de transport réactif sans modification 

structurelle du milieu poreux (porosité constante). Les développements récents mettent en jeu des 

phénomènes de colmatage impliquant des modifications de porosité, perméabilité et dispersivité du 

milieu poreux, ainsi que la prise en compte du fractionnement isotopique lors de certaines réactions 
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(thèse de Marianna Marinoni). Il devient nécessaire d’inclure la possibilité d’affecter des coefficients 

de diffusion moléculaires spécifique à chaque espèce tout en garantissant le respect de la condition 

d’électro-neutralité. A plus long terme, l’objectif est d’inclure les transferts de chaleur dans le 

modèle. 

 

Présentation de ce mémoire 

Ce mémoire est composé de 4 parties, la première consacrée à la présentation des phénomènes 

physico-chimiques et des modèles mathématiques impliqués dans le transport réactif en milieu 

poreux ; la seconde aux méthodes numériques utilisées et développées pour résoudre ces modèles 

mathématiques. La troisième partie présente l’exercice de comparaison des codes de transport 

réactif développé pour le GdR MoMaS et la quatrième est consacrée à deux axes de recherches que 

je souhaite approfondir et développer. 

L’objectif de la première partie de ce mémoire est de faire une présentation assez exhaustive des 

phénomènes et modèles mathématiques impliqués dans la problématique du transport réactif en 

milieu poreux. Cette présentation ne sera pas restreinte aux éléments déjà abordés au cours de mes 

recherches, mais intègrera les éléments en projet, qu’il s’agisse de projets à cours ou à long terme. 

Néanmoins, nous nous restreindrons aux phénomènes suivants : domaines mono- bi- ou tri-

dimensionnel, hétérogène non fracturé, saturé en eau. On supposera le milieu poreux indéformable. 

Aucune restriction ne sera faite sur les phénomènes chimiques possibles, et même si cette partie n’a 

pas encore été abordée dans le code développé, nous intègrerons les phénomènes de production et 

de transfert de chaleur à cette présentation. Un effort particulier sera fait pour présenter les 

différentes rétroactions et interactions entre les différents phénomènes et les évolutions des 

propriétés du milieu poreux ou du fluide. 

La méthodologie de résolution sera abordée en seconde partie, en présentant les choix techniques et 

leurs conséquences. Tout d’abord, ce travail s’appuie sur les avancées déjà établies au laboratoire, 

entre autre sur la modélisation de l’écoulement et du transport en milieu poreux par éléments finis 

discontinus et mixtes-hybrides [106-108]. Nous montrons [87] que ces méthodes sont également 

performantes dans le cas du transport réactif multi-espèces. Nous avons choisi de construire le code 

de transport réactif sur une méthodologie de séparation d’opérateurs. Les méthodes de séparation 

d’opérateurs ainsi que les erreurs liées à cette séparation d’opérateurs ont été étudiées de façon 

approfondie [89] et seront présentées ensuite. Enfin, nous aborderons la problématique de la 

résolution numérique des systèmes chimiques en présentant tout d’abord la spécificité des systèmes 

à l’équilibre instantané en détaillant la méthode classique de Newton-Raphson, ses limites et les 

améliorations apportées. Ensuite, nous montrerons comment associer description cinétique et à 

l’équilibre des phénomènes chimiques avec un algorithme basé sur l’extrapolation de Richardson 

[93]. 

En troisième partie seront présentés le contexte, la méthodologie de développement et de 

valorisation de l’exercice de comparaison des codes de transport réactif développé pour le GdR 

MoMaS. 

En quatrième partie, je présenterai deux points que je souhaite approfondir dans les prochaines 

années. Le premier, l’estimation de paramètre en transport réactif, a déjà été abordé lors des stages 
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de M2 de M. Aggarwal et de M. Ndiaye. Il s’agit d’utiliser des expériences de transport réactif pour 

déterminer les paramètres des lois chimique (constantes d’équilibres, nombre de site de sorption..). 

Le second, la problématique du maintien de l’électro-neutralité, notamment dans le cas des 

phénomènes diffusifs, est important pour renforcer les interactions au sein du laboratoire. Le travail 

entamé avec la thèse de M. Marinoni pour inclure le fractionnement isotopique dans le code donne 

de bons résultats et les premiers articles sont en préparation. Cependant, de nombreux travaux du 

laboratoire portent sur des problématiques d’altération où les phénomènes de transport sont 

fortement diffusifs. Dans ces cas là, les différents coefficients de diffusion induisent un non respect 

de l’électro-neutralité qu’il est indispensable de controler pour décrire correctement l’évolution du 

système. 
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1. PRESENTATION DES PHENOMENES 

Equation Chapter 1 Section 1 

Les phénomènes décrits dans les modèles de transport réactifs actuels sont connus et décrits, pour la 

plupart, depuis une vingtaine d’années [109]. Les premiers travaux portent sur la description de 

systèmes simplifiés [10, 38, 39, 57, 110-112]. Les milieux décrits sont souvent homogènes ; la chimie 

est idéalisée et souvent un seul phénomène d’immobilisation est étudié (échange d’ions le plus 

souvent). Néanmoins, une formulation extrêmement complète est rapidement proposée par P. 

Lichtner [49, 109, 113, 114]. Les éléments sont là pour décrire un système comportant des 

phénomènes chimiques en phase aqueuse (acide-bases, complexation, oxydation-réduction) décrits 

à l’équilibre ou sous forme cinétique. Les phénomènes d’immobilisation sont décrits par échange 

d’ions, sorption ou précipitation-dissolution sous forme d’équilibre ou cinétique. Le transport y est 

décrit par une équation de Nernst-Plank étendue, comme la superposition d’advection, diffusion 

(spécifique à chaque ion), dispersion, gradient d’activité, électrocinétique. Les variations de 

composition minéralogique du milieu vont induire des modifications de ses propriétés 

hydrodynamiques. Les apports récents portent essentiellement sur le couplage des phénomènes 

entre eux. Certains phénomènes ont été ajoutés : complexation de surface [51, 115], phénomènes 

biologiques [116, 117], écoulement en milieu non saturé [37, 50, 51] et d’autres le seront encore par 

la suite. Mais la principale difficulté réside dans la description des interactions entre tous ces 

phénomènes. 

 

Nous présenterons ici une formulation basée sur un modèle continu du milieu poreux. Un tel modèle 

est défini par Lichtner [114] : Le milieu poreux est représenté comme un continuum dans lequel les 

phases, gazeuse, solides et fluide coexistent simultanément en chaque point d’un espace 

mathématique idéal. Les variables spatiales représentant des quantités comme la température, la 

pression, la concentration en soluté ou la quantité en minéraux sont moyennées sur un volume 

élémentaire représentatif. L’objectif de ce chapitre est de donner une vision aussi claire que possible 

des différents phénomènes impliqués et de leurs interactions. Une synthèse visuelle de ce travail est 

donnée en Figure 1-1. Cette carte est centrée sur les deux entités en interactions : le milieu poreux et 

le fluide. Ces interactions vont générer trois types de phénomènes : l’écoulement de la phase fluide, 

le transport des solutés et de la chaleur ainsi que des réactions chimiques. On peut trouver une 

représentation de la problématique du transport réactif en milieu poreux utilisant le même outil de 

communication dans l’article de synthèse de Steefel et al. [77]. La présentation choisie par ces 

auteurs, plus formelle, met en évidence les différents types d’équations : équations de conservation, 

de l’énergie, des moments, des masses fluides, solides et solutés ainsi que les équations d’état. En 

centrant la présentation sur les entités physiques plutôt que sur la nature des équations, on met en 

valeur les interactions entre les phénomènes. 
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Nous présenterons en premier lieu le milieu poreux et les liens entre les différentes grandeurs qui le 

décrivent. L’évolution de la structure physique et de la composition minéralogique du milieu, en 

influant sur l’écoulement de la phase fluide ainsi que sur les différentes réactions chimiques, est l’un 

des éléments clés d’un modèle de transport réactif. C’est également l’un des verrous scientifiques 

majeurs. 

 

Ensuite une présentation similaire de la phase fluide sera faite. Issus des domaines scientifiques 

classiques tels que la chimie des solutions et la mécanique des fluides, les influences réciproques 

entre les différentes caractéristiques du fluide sont plutôt bien connues. On mettra en évidence les 

liens entre les propriétés du milieu poreux et celles de la phase fluide.  

 

 

Figure 1-1 : Carte synthétique des interactions lors du transport de soluté réactif en milieu poreux 

saturé. 
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Les équations de conservation ; conservation de l’énergie, de la quantité de mouvement, de la 

quantité de matière ; permettent de décrire les phénomènes de transfert en milieu poreux. Ces 

relations seront présentées sous leur forme adaptée à la description macroscopique d’un milieu 

poreux. L’accent sera mis sur les inter-relations entre ces équations et entre les différentes 

propriétés du milieu poreux et de la phase fluide. 

Enfin nous présenterons les principaux phénomènes chimiques rencontrés lors des interactions eau-

roches en milieu poreux. Cette présentation n’inclura pas les spécificités propres à chaque minéral, 

changeantes selon la forme cristallographique adoptée, ni une description étendue des différentes 

cinétiques chimiques rencontrées. L’objectif est de rester assez synthétique pour focaliser la 

présentation sur le cœur de ce travail : la modélisation. 
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1.1. LE MILIEU POREUX 

Un milieu poreux est représenté par différents champs de paramètres pouvant évoluer dans l’espace 

(milieu hétérogène) et/ou dans le temps (milieu évoluant). Afin de décrire un milieu poreux, il faut en 

premier lieu définir la taille d’un échantillon. Ce Volume Elémentaire Représentatif (VER) est 

largement défini et discuté dans les ouvrages de référence [118, 119]. Ces notions liées à la taille de 

l’élément observé sont un point parfois critique en transport réactif, notamment lorsque l’on 

superpose des phénomènes électrostatiques (complexation de surface, apparition de potentiels de 

surface) et des phénomènes de transport. En effet, les phénomènes de transport (dispersion entre 

autre) sont généralement décris à l’échelle d’un VER, souvent d’une taille d’au moins une dizaine de 

grains. Au contraire, les phénomènes de complexation de surface sont décrits en faisant intervenir la 

formation d’un potentiel électrostatique à la surface d’un grain. Cette contradiction sera discutée par 

la suite, et en attendant, nous poursuivrons notre présentation en considérant valide la description 

par VER. Nous supposerons également que la température (T) et la pression (p) est uniforme à 

l’échelle du VER, identique pour toutes les phases. 

 

1.1.1. DEFINITION DES GRANDEURS 
 

1.1.1.1. Porosité :   (-) 

La porosité ω d’un milieu poreux est donnée par la fraction du volume vide par rapport au volume 

total : 

 vide

total

V

V
   (1.1) 

Cette définition très générale peut être modulée suivant la géométrie du volume vide du milieu. On 

peut ainsi être amené à utiliser la porosité connectée plutôt que la porosité totale lorsque certains 

vides du milieu ne sont pas accessible à l’écoulement (voir [118] ou [119] pour une présentation 

détaillée). 

 

1.1.1.2. Tortuosité :   (-) 

La tortuosité   d’un milieu poreux est définie comme le ratio entre la longueur du trajet réel l  

d’une particule fluide et la plus courte distance x  entre deux points (voir Figure 1-2) : 

 
l

x






 (1.2) 

On peut trouver d’autres formulations pour des concepts similaires, ou d’autres définitions de la 

tortuosité. Elle est parfois définie comme le carré du rapport l  sur x . On utilise [120, 121] un 

facteur de résistivité ou facteur de formation, qui a les mêmes caractéristiques. Shen et Chen [121] 

proposent une revue assez compète des différentes formulations utilisées. Lorsque le milieu est 
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anisotrope, la tortuosité est alors définie sous forme tensorielle avec une valeur différente selon les 

axes principaux du milieu [118]. 

 

 

Figure 1-2 : Schéma d’un milieu poreux illustrant le concept de tortuosité 
(source : Shen et Chen 2007 [121]) 

 

D’après Boudreau [122], la valeur de la tortuosité répond à certaines contraintes géométriques : 

(i) La distance moyenne parcourue par un soluté en présence d’un milieu poreux est au 
moins aussi grande que celle parcourue en eau libre. Cela se traduit par : 

 1   (1.3) 

(ii) Lorsque la porosité augmente, la distance parcourue en présence de milieu poreux tend 
à égaler celle parcourue en eau libre : 

 
1

lim  1





  (1.4) 

(iii) Lorsque le milieu poreux tend à être totalement colmaté, ou imperméable, la distance 
nécessaire pour faire traverser ce milieu à un soluté devient infinie : 

 
0

lim  





   (1.5) 

 

1.1.1.3. Conductivité hydraulique K  (m.s-1) - Perméabilité k  (m2) 

La conductivité hydraulique K  d’un milieu poreux est introduite par la loi empirique proposée par H. 

Darcy en 1856 [123]. Historiquement présentée sous sa forme monodirectionnelle, elle est 

aujourd’hui utilisée sous forme généralisée aux problèmes bi- ou tridimensionnels [118] : 

  u grad H   K  (1.6) 

où u  (m.s-1) est la vitesse du fluide et H  (m) la charge hydraulique. La conductivité hydraulique n’est 

pas une propriété propre au milieu poreux car elle dépend également du fluide. La perméabilité, k , 

ou perméabilité intrinsèque est, elle, propre au milieu poreux. Elle est liée à la conductivité 

hydraulique par la relation suivante : 

 
f

f

g


K k  (1.7) 
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où f  (kg.m-3) est la masse volumique du fluide, f  (kg.m-1.s-1) sa viscosité dynamique et g  (m.s-2) 

l’accélération de la pesanteur. 

La perméabilité n’est pas une propriété locale du milieu poreux. Elle est la conséquence d’une 

description à grande échelle (échelle d’un VER) de processus agissant à une échelle beaucoup plus 

petite (échelle du pore).  

 

1.1.1.4. Dispersion iD  (m2.s-1), dispersivité   (m) et 

 diffusion moléculaire id  (m2.s-1) 

Lors du transport d’un soluté i en milieu poreux, on constate un étalement du profil de concentration 

autour de la valeur moyenne. Cet étalement est dû à la superposition de la diffusion moléculaire 

dans le milieu poreux id  et de la dispersion mécanique mD . La diffusion moléculaire est liée à 

l’agitation thermique des molécules du solvant et du soluté i. La dispersion mécanique est causée par 

l’hétérogénéité locale du champ de vitesse. On écrit le tenseur de dispersion comme la somme de 

ces deux termes [40] : 

 i m iD D d   (1.8) 

Etant liée au champ de vitesse, la dispersion mécanique change avec celui-ci. Bear [118] donne la 

relation suivante : 

    i T i L T

u u
D u d Id

u
    


       (1.9) 

où L  et T  sont les dispersivités longitudinales et transversales du milieu. 

Comme la perméabilité, la dispersivité n’est pas une propriété locale du milieu et découle d’un 

changement d’échelle entre celle du pore et celle du VER. 

 

1.1.1.5. Composition minéralogique : inm  (mol) 

La composition minéralogique d’un milieu poreux de volume totalV  (m3) est donnée par le nombre de 

moles inm  (mol) de chaque minéral qui le compose.  

Lorsque ce nombre de moles est rapporté au nombre de moles total, on parle alors de fraction 

molaire : iMm  (-) donnée par : 

 i
i

j

j

nm
Mm

nm
 


 (1.10) 

Afin d’assurer la cohérence avec les unités utilisées en chimie des solutions, on peut exprimer la 

composition minéralogique sous forme de concentration,  icm  (mol.m-3) , en moles de chaque 

minéral par volume total du milieu [124] : 
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   i
i

total

nm
cm

V
  (1.11) 

 

Elle peut également être donnée en fraction volumique, iVm  (-) définie comme le ratio entre le 

volume occupé par le minéral i : iVm  et le volume total de la phase solide : 

 
mol ,i ii

i

total total

V nmVm
Vm

V V


 


 

 
 (1.12) 

Cela peut également être exprimé en fonction du nombre de moles inm  en faisant intervenir le 

volume molaire du minéral mol ,iV  (m3.mol-1). 

 

1.1.1.6. Surface spécifique : A (m2.kg-1) 

La surface spécifique d’un milieu poreux se définit comme la surface disponible pour des réactions à 

l’interface liquide-solide. Elle est traditionnellement ramenée à une masse donnée de solide, 

exprimée en m2/g.  

Il a été proposé certaines règles, définies par les équations (1.3) à (1.5), pour contraindre les relations 

porosité-tortuosité. Il semble que de telles règles n’aient pas été explicitées pour des relations 

porosité-surface spécifique. Nous proposons les règles suivantes : 

(i) En absence de milieu poreux, la surface spécifique est nulle : 

 
1

0lim A


  (1.13) 

Il convient de souligner que cette limite a un caractère extrêmement théorique. En effet, il nous 

semble difficile de décrire l’évolution complète d’un milieu poreux ; de son colmatage à sa disparition 

avec une seule loi. Lorsque la porosité tend vers 1, on assiste à une disparition du squelette solide, 

les grains ne sont plus en contact les uns avec les autres et le milieu va alors se déformer. Le recours 

à un autre formalisme plus complexe devient alors évident. 

(ii) Lorsque le milieu poreux est totalement colmaté, la surface spécifique est nulle : 

 
0

0lim A


  (1.14) 

 

Il est possible de mettre en avant la complexité des relations entre porosité et surface spécifique en 

se penchant sur le cas très simple d’un milieu poreux constitué de sphères de rayon uniforme R. Dans 

ce cas, la porosité d’un tel milieu dépend entre autre du type d’arrangement (modèle cristallin) entre 

les sphères et varie entre 0,476 dans le cas d’un système cubique à 0,26 pour un système 

rhomboédrique. Si l’on considère une masse M de ce milieu poreux, en notant S  la masse 

volumique du solide, le nombre de sphères n  contenues dans cette masse est : 
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S

M
n

R 

  (1.15) 

La surface spécifique de ce milieu poreux est alors, quel que soit le modèle cristallin : 

 

24 3

S

n R
A

M R






   (1.16) 

Ainsi, cet exemple très simple montre que la construction de relations entre porosité et surface 

spécifique ne sera, au mieux, possible que dans des conditions très strictes en fortement 

dépendantes des conditions expérimentales. 

 

1.1.1.7. Capacité calorifique : Cp  (J.kg-1.K-1) 

La capacité calorifique Cp  représente l’apport d’énergie nécessaire à l’élévation de température du 

milieu. Elle dépend de la composition de celui-ci. C’est une grandeur thermodynamique intensive. 

Suivant les approches, on parle de capacité calorifique massique, volumique ou molaire. 

Le Tableau 1-1 montre que les capacités calorifiques des roches sont souvent très proches, et plutôt 

faible par rapport à celle de l’eau : 4 184 J.kg-1.K-1. 

 

Tableau 1-1 : Capacité calorifique de certaines roches. 
(source : Homand [125]) 

Roche Capacité calorifique massique 

J.kg-1.K-1 

Granite (Limousin) 700 

Ardoise (Angers) 740 

Argilite (Tournemire) 815 

Marne (Alsace) 826 

Argilite (Aisne) 845 

Calcaire (Euville) 846 

NaCl 870 
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1.1.1.8. Conductivité thermique T  (W.m-3.K-1) 

La conductivité thermique représente la capacité du milieu à conduire la chaleur. Elle dépend de sa 

composition, mais également de la géométrie porale du milieu. Elle varie selon l’anisotropie du 

milieu, elle est plus forte selon les plans principaux, plus faible perpendiculairement à ceux-ci. Ce 

point amène à suggérer l’usage d’un tenseur de conductivité thermique. Le Tableau 1-2 montre la 

conductivité thermique de certaines roches, et met en évidence l’importance de l’anisotropie en 

donnant les valeurs selon l’axe principal de la roche et perpendiculairement à celui-ci. 

 

Tableau 1-2 : Conductivité thermique de certaines roches. 
(source : Homand [125]) 

Roche Conductivité thermique 
W.m-3.K-1 

Grès (Vosges) 2,7 

Granite (Limousin) 2,8 

Ardoise (Angers) 1,2 et 4,5 

Argilite (Tournemire) 0,7 et 2 

Marne (Alsace) 1,04 et 1,4 

Argilite (Aisne) 0,75 et 1,4 

Calcaire (Euville) 3,5 

NaCl 6 

 

La conductivité thermique telle que nous l’avons présentée n’est pas une propriété locale du milieu 

et découle d’un changement d’échelle entre celle du pore et celle du VER. Cependant, la plage de 

variation de la conductivité (de 1 à 6 W.m-1.K-1) est relativement limitée, alors que la perméabilité 

varie sur 7 à 8 ordres de grandeur. De plus, en milieu poreux saturé, la conductivité apparente du 

milieu est la résultante de celle de la roche et de celle de l’eau. Or la conductivité thermique de l’eau 

(0,60 W.m-1.K-1) est relativement proche de celle des roches. Ainsi, pour la plupart des roches, et 

quelle que soit la configuration géométrique de la porosité locale, la conductivité thermique 

apparente se situera dans une plage assez restreinte : entre 0,60 et environs 3 ou 4 W.m-1.K-1. 
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1.1.2. EVOLUTION DU MILIEU 
Lorsque des phénomènes chimiques ont lieu au sein d’un milieu poreux, la structure de celui-ci peut 

être modifiée [3]. Cela peut se produire entre autre lors : 

- des réactions de précipitation et de dissolution, qui entrainent la croissance ou la 
décroissance, l’apparition ou la disparition de phases minérales. Ces phénomènes sont 
très largement abordés lors de l’étude de la diagénèse [40, 74, 120]. 

- des phénomènes de colmatage, liés à la croissance de microorganismes où à la 
mobilisation / redéposition de colloïdes ou de nanoparticules. A l’heure actuelle, ces 
phénomènes sont relativement peu abordés dans la littérature dédiée à la modélisation 
numérique et les travaux qui s’y rapportent sont extrêmement récents. 

L’évolution de la structure du milieu poreux est habituellement décrite comme la propagation en 

cascade des modifications d’une propriété sur l’autre. Les phénomènes chimiques (précipitation-

dissolution de minéraux, relargage ou capture de particules fines, échange d’ions et gonflement des 

argiles) entraînent une modification de la composition du milieu, représentée fréquemment par des 

variations de fraction volumique de chaque minéral. Des lois sont ensuite développées pour lier les 

fractions volumiques des minéraux à la porosité totale du milieu. Enfin, la porosité totale du milieu 

permet, sous certaines hypothèses, de déterminer les autres propriétés du milieu : porosité efficace, 

tortuosité, perméabilité, surface spécifique… La Figure 1-3 permet de visualiser les interactions entre 

ces grandeurs et de hiérarchiser les différentes boucles de rétroaction. 

 

Figure 1-3 : Interactions entre les paramètres décrivant la structure d’un milieu poreux 

 



21 

1.1.2.1. Composition minéralogique  

 Porosité 1.1.2.1.1.

L’évolution des différentes réactions chimiques peut entraîner des modifications de la composition 

(minéralogique entre autre) du milieu poreux. C’est par le biais de cette modification de composition 

que les phénomènes chimiques vont induire les changements des différentes propriétés du milieu 

poreux. 

Si on se rapporte à la définition de la porosité, on peut écrire la relation suivante entre porosité et 

composition minéralogique pour un volume donné de milieu poreux : 

 1 1
i mol ,i i

i i

total total

Vm V nm

V V




   
 

 (1.17) 

 

Exprimée en terme de concentration, cette relation s’écrit [45] : 

  1 mol ,i i

i ,mineral

V cm     (1.18) 

 

Historiquement, la variation de la porosité au cours du temps a été écrite [40, 109, 126] en fonction 

des vitesses de réactions de précipitation-dissolution irm  :  

 
mol ,i i

d
V rm

dt


    (1.19) 

Cependant, cette formulation suppose une formulation cinétique des réactions de précipitation 

dissolution afin de disposer des vitesses de réaction. Si on choisit une formulation à l’équilibre 

instantané, on utilisera plutôt la relation suivante, obtenue par dérivation temporelle de l’équation 

(1.17) : 

 
 1 i

mol ,i

itotal

d nmd
V

dt V dt


    (1.20) 

 

Si on se rapporte à une formulation en concentration de la composition minéralogique (1.11), on a la 

formulation suivante : 

 
  1 i total

mol ,i

itotal

d cm Vd
V

dt V dt


    (1.21) 

Si l’on suppose le volume total du milieu inchangé (pas de déformation mécanique), on obtient : 

 
 i

mol ,i

i

d cmd
V

dt dt


    (1.22) 
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Il est à souligner que cette formulation, opérationnelle, ne permet pas de faire la distinction entre les 

différents types de porosité (connectée ou non, voir Bear [118]). De plus, certains travaux montrent 

que cette approche ne peut être conservée lorsque la porosité devient trop faible. En effet, les 

réactions de précipitation et dissolution à l’origine des modifications du volume de la phase solide 

sont, dans la formulation présentée ici, traitées à pression et température constantes, et leurs 

vitesses sont contrôlées par les paramètres physico-chimiques classiques : température, pression, 

surface spécifique, concentration des réactifs et des catalyseurs. Cependant, lorsque la porosité 

diminue, Merino et Dewers [127] soulignent que ce n’est plus la pression qui est constante, mais le 

volume du solide. Dans ce cas, la formation d’une quantité donnée de solide engendrerait une 

contrainte mécanique augmentant ainsi la pression et générant des déformations du milieu. 

 

 Capacité calorifique 1.1.2.1.2.

Pour chaque minéral, la capacité calorifique change selon la température. On trouve [128] la relation 

empirique suivante donnant, la capacité calorifique sur une large plage de température : 

   2

2i

d
Cp T a b T c T

T
       (1.23) 

avec a, b, c et d des coefficients dépendant du matériau considéré. 

Pour un milieu poreux de porosité   et de composition molaire in , la capacité calorifique massique 

du solide s’exprime : 

  1s i i i

i

Cp Mm M Cp      (1.24) 

où iCp  est la capacité calorifique massique de chacun des minéraux composant le milieu et iM  leurs 

masses molaires respectives. 

 

1.1.2.2. La porosité pour déterminer les autres propriétés 

La porosité est très souvent utilisée comme paramètre clé pour contrôler l’évolution des autres 

propriétés du milieu poreux : perméabilité, diffusion effective, surface spécifique… Les rétroactions 

mises en évidence dans la Figure 1-3 explicitent ce choix. 

 

 Tortuosité 1.1.2.2.1.

Il existe de nombreuses relations, théoriques ou empiriques, permettant d’obtenir la tortuosité à 

partir d’une valeur de porosité. Des compilations de ces relations sont données par différents 

auteurs [121, 122].  
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Tableau 1-3 : Compilation des relations porosité-tortuosité 
(source Boudreau [122] et Shen et Chen [121]) 

Les chiffres (1) et lettre (B-F) entre parenthèse permettent de repérer les courbes sur la Figure 1-4 

Relation théorique Relation empirique 
Les valeurs des paramètres sont les meilleures 
estimations fournies par Boudreau sur un ensemble de 
données expérimentales 

(1)    2 3

2





  (A)         2 1 ma    

 
Loi de Archie     
 

1a   et 2 14 0 03m , ,   

(4)   2 2    

(5)   
1

2 2 


  

(2)   
1

2 3 


  (B-F)         2 1a      

 
Equation de Burger-Frieke 
 

3 79 0 11a , ,   

(3)    2 1
1

2
ln    

(8)    2 1 ln    

(6)   
 

2

1
31 1







 
 (M-W)         2 1 a ln     

 
Relation de Weissberg modifiée 
 

2 02 0 08a , ,   

(7)   

2

2 2 




 
  
 

 

 

Cependant, la grande variabilité de structure des milieux poreux naturels ne permet pas de dégager 

une relation universelle simple (ou non) comme cela peut se voir sur la Figure 1-4 qui superpose les 

relations théoriques présentées dans le Tableau 1-3 et une compilation de valeurs expérimentales de 

porosité et tortuosité. 

 

    

Figure 1-4 : Relation porosité-tortuosité, résultats expérimentaux et courbes théoriques 
(source : Boudreau 1996 [122]) 

Les équations théoriques sont présentées dans le Tableau 1-3 

 

  

2 2 
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Il semble néanmoins, comme cela se remarque sur la Figure 1-4, que les modèles théoriques ont 

pour une grande part (modèles 1, 2, 3, 4, 5 et 8) tendance à fournir une tortuosité plus faible que les 

valeurs expérimentales. Le modèle 6 présente également cette tendance à la sous-estimation pour 

les porosités faibles. Le modèle 7 propose plutôt une très nette surestimation. Les modèles 

empiriques, une fois le jeu de paramètres correctement calé, fournissent des valeurs de tortuosités 

passant par le nuage de point. Cependant, la dispersion des valeurs expérimentales (ou la grande 

variété des milieux poreux naturels), en permet pas de proposer un modèle unique. 

 

 Perméabilité : 1.1.2.2.2.

De nombreux modèles existent pour lier porosité et perméabilité. Les premières relations remontent 

à la formule de Hazen, liant la perméabilité au diamètre moyen des grains. Cependant, cette relation 

est souvent considérée comme trop simple pour décrire un milieu poreux naturel [129]. 

 

Le modèle Kozeny-Carman [118, 130] permet de déterminer la perméabilité sans tenir compte de 

l’état initial. Cependant, il fait appel à davantage de paramètres décrivant le milieu, incluant la la 

surface spécifique A , la tortuosité et K Cc   le paramètre de forme du milieu : 

 
 

3

22

1

1K Cc A



 


 

k   (1.25) 

Ainsi, l’utilisation de ce modèle pour décrire l’évolution d’un milieu poreux impose de développer 

des lois donnant l’évolution de la tortuosité et de la surface spécifique. 

 

Certains modèles de transport réactif utilisent une forme dérivée de la relation de Kozeny-Carman 

[73, 131] donnant la perméabilité pour une valeur de porosité donnée en fonction de la perméabilité 

0
k  et de la porosité 0  du milieu à l’instant initial : 
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0

k k  (1.26) 

Cette relation est obtenue en divisant la relation (1.25) à une valeur de porosité donnée par la même 

relation à une valeur de porosité de référence 0 . L’intérêt de ce modèle est de ne faire appel qu’à la 

porosité et à la perméabilité initiale, ce qui limite l’usage de multiples paramètres parfois difficiles à 

obtenir. De plus, ce modèle est adapté aux milieux anisotropes, car il permet de conserver la 

dimension tensorielle de la perméabilité. Cependant, il faut ici faire l’hypothèse que ni la tortuosité 

ni la surface spécifique ne changent durant la variation de porosité. 
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Le modèle de Brinkmann [48, 74] permet de déterminer la perméabilité à partir de la seule porosité 

du milieu : 

  
2

31 3 4 8
1 3 3

18 4 1 1


 

  
           

k  (1.27) 

Il est à noter que ce modèle ne permet pas la prise en compte de milieux anisotropes. 

 

Le modèle de Fair-Hatch [71, 74, 118] est un modèle empirique qui fait intervenir une description 

minéralogique plus précise du milieu poreux en prenant en compte, pour chaque minéral, le ratio 

entre son volume molaire et sa surface spécifique 
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k  (1.28) 

Où iVm  est la fraction volumique et iA  la surface spécifique de chaque minéral. 

 

Des travaux récents, basés sur une modélisation du transport réactif à l’échelle du pore [132] ou sur 

des réseaux de pores artificiels [133] montrent que l’obtention de relation porosité-perméabilité est 

un exercice extrêmement délicat et dépendant à la fois du milieu, de l’hydrodynamique et de la plage 

de variation de porosité envisagé. Une compilation de mesures expérimentales de porosité et 

perméabilité sur de nombreux milieux poreux montre (voir Figure 1-5) l’amplitude des variations 

possibles. Zinszner [134] utilise des relations porosité-perméabilité basées sur une expression 

polynomiale en  log k  en fonction de  log  . Selon la Figure 1-5, l’ordre du polynôme varie entre 3 

et 7.  

     
0

in

i

i

log k a log 


   (1.29) 

où n est l’ordre du polynôme et ia  sont les coefficients d’ordre i. 

 

Cependant, malgré la difficulté de la tâche, ce point reste prépondérant dans la modélisation de 

systèmes hydro-géo-chimiques en évolution. Ainsi que le soulignent Saripalli et al. [3] : il est clair que 

les modèles reliant les réactions aux modifications spatiales et temporelles de la porosité et de la 

perméabilité sont un composant essentiel lors de la modélisation. 
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Figure 1-5 : Relation porosité-perméabilité dans des roches carbonatées 
(source : Zinszner 2007 [134]) 

 

 Diffusion moléculaire et dispersivité 1.1.2.2.3.

La diffusion moléculaire d’un soluté dans un milieu poreux, id , n’est pas identique à sa diffusion en 

solution libre i ,wd . La diffusion en milieu poreux dépend de la tortuosité du milieu. Avec la définition 

de la tortuosité donnée par l’équation (1.2), la relation liant ces coefficients est donnée par [121, 

122] :  

 
2

i ,w

i

d
d


  (1.30) 

Par le biais d’une relation porosité-tortuosité (voir Tableau 1-3) on peut à partir d’une valeur de 

porosité obtenir la diffusion moléculaire en milieu poreux. 

Certains auteurs [74] introduisent une forme d’anisotropie dans la diffusion moléculaire en fonction 

de celle du milieu poreux en construisant un tenseur de diffusion id  : 
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Le lien entre la diffusion moléculaire d’un milieu poreux et sa porosité est souvent [71, 131] décrit en 

utilisant la loi de Archie (voir Tableau 1-3), ce qui donne :  

 
1m

i i ,wd d    (1.32) 

 

Il est possible d’introduire l’influence de la température dans la détermination de la diffusion 

moléculaire [135]. La relation proposée combine une loi similaire à celle de Archie et un formalisme 

proche d’une loi d’Arrhénius pour la prise en compte la température : 
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1 1 ma
i i ,w

E
d d exp

R T T


  
      

  

 (1.33) 

où 0T  est la température de référence à laquelle est donnée la diffusion libre (25°C) et aE  l’énergie 

d’activation du processus de diffusion. 

 

Il a été montré [136] que la dispersivité d’un milieu poreux change relativement peu, même si la 

porosité évolue et de nombreux auteurs ont négligé les modifications de dispersivité induites par les 

changements de porosité [131], comme cela a été le cas de la plupart des travaux menés en 

modélisation des transferts réactifs en milieu poreux. Ceci s’explique, entre autre, par des travaux 

menés en situation purement diffusive [137]. 

 

Il existe néanmoins quelques pistes permettant de construire des relations entre la dispersivité d’un 

milieu poreux et ses autres propriétés. Bear [118] présente quelques travaux qui tendent à montrer 

un lien fort entre la structure d’un milieu poreux et sa dispersivité : 

Si l’on assimile le milieu poreux à un ensemble de tubes capillaires de rayon R, on peut montrer que 

l’écoulement laminaire du fluide conduit à une dispersion mécanique des solutés et que cette 

dispersion mécanique dépend du rayon des capillaires, de la vitesse moyenne de l’écoulement U  et 

de la diffusion moléculaire du soluté : 
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  (1.34) 

Comme il est également possible de construire des lois donnant la perméabilité d’un réseau de 

capillaires en fonction de leur rayon, on voit immédiatement qu’un lien fort existe entre ces deux 

grandeurs. 
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 Mais il n’existe que très peu de travaux étudiant ce lien entre perméabilité et dispersivité. La 

seule étude trouvée est due à Harleman et al. [138]. Ces auteurs étudient expérimentalement le lien 

entre dispersivité transversale et perméabilité pour différents sables et pour des milieux 

synthétiques à base de sphères. Ces auteurs montrent que l’on peut déterminer trois paramètres a, b 

et m tels que : 
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 (1.35) 

Ils montrent que, pour tous les milieux étudiés, le paramètre m est identique, égal à 1,2 (voir Figure 

1-6). Pour un milieu composé de grain sphérique, ils donnent a = 0,66 et b = 54 ; et pour des sables, 

ils donnent a = 0,90 et b = 88. On obtient bien une relation entre dispersivité et perméabilité, mais 

comme le coefficient m n’est pas égal à 1, cette relation dépend de la vitesse du fluide : 
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 (1.36) 

D’un point de vue théorique, la relation (1.36) n’est pas entièrement satisfaisante, car perméabilité 

et dispersivité sont normalement des caractéristiques intrinsèques du milieu poreux. On devrait donc 

pouvoir s’affranchir de la vitesse dans cette relation. 

Une autre approche a été réalisée par Sallé et al. [139]. Ces auteurs ont générés différents milieux 

poreux artificiels (plans, réseaux de tubes, fractals) et ont résolus une équation de Stokes et de 

convection-diffusion sur ces milieux. L’analyse des moments du panache de concentration permet 

alors de déterminer la dispersion associée. Ces auteurs montrent que la dispersion suit une loi en 

puissance selon le nombre de Péclet UL / d  : 
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 (1.37) 

où L est une longueur caractéristique de l’écoulement et D  le coefficient de puissance de la loi. En 

étudiant des milieux poreux de porosités différentes, Sallé et al. montrent que la porosité n’a que 

peu d’influence sur la dispersivité (voir Figure 1-7). 

Le coefficient D  de la loi de puissance dépend de la porosité du milieu, et vaut entre 2 pour un 

milieu colmaté, environ 1 pour une porosité proche de 0,8 et entre 1,5 et 1 pour un milieu 

totalement ouvert (Figure 1-8). 
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Figure 1-6 : Corrélation expérimentale entre perméabilité et dispersivité 
(source : Halreman et al. 1963 [138]) 

 

Figure 1-7 : Evolution de la dispersivité  

en fonction du nombre de Péclet pour différentes porosités. 
(Source Sallé et al. 1992 [139]) 
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En général, les travaux de modélisation qui prennent en compte la modification de la structure du 

milieu poreux négligent les variations de la dispersivité. C’est par le biais de la modification de la 

vitesse d’écoulement que le tenseur de dispersion évolue avec la structure du milieu. Cette 

approximation peut en effet se justifier car, comme le montre la Figure 1-7, la sensibilité de la 

dispersivité au regard de la porosité est beaucoup plus faible que celle par rapport à la vitesse, donc 

au nombre de Péclet. 

 

 

Figure 1-8 : Evolution du coefficient de puissance D  de la dispersivité  

en fonction de la porosité pour différents solides. 
(Source Sallé et al. 1992 [139]) 

 

 Surface spécifique 1.1.2.2.4.

Les modèles de transport réactif recensés ne font que très peu appel à une quelconque modification 

de la surface spécifique au cours de l’évolution des systèmes. Les principales approches trouvées 

sont menées dans le cadre d’un milieu poreux idéal, constitué d’un empilement de sphères [72, 120, 

140, 141]. 

Lichtner [113] ou Emmanuel [72] proposent le modèle suivant, considérant que le milieu poreux est 

constitué de grains sphériques. : 
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 (1.38) 

où 0A  est la surface spécifique du milieu poreux à la porosité 0 . L’analyse de ce modèle montre 

que, si la condition (1.13) est respectée, ce n’est pas le cas de la condition (1.14) car à porosité nulle, 

la surface spécifique est ici égale à la surface spécifique initiale 0A . Ce point peut être constaté sur la 
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Figure 1-9 tirée des travaux de Kieffer et al. [141], où l’on remarque nettement que ce modèle est le 

seul à ne pas tendre vers une surface spécifique nulle à porosité nulle. 

 

En considérant que ce sont les pores du milieu qui sont sphériques, Lichtner [113] ou Merino et al. 

[142] proposent une modification au modèle précédent : 
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 (1.39) 

L’analyse de ce modèle montre un comportement inverse du précédent En effet, la condition (1.14) 

est ici respectée, alors que ce n’est pas le cas de la condition (1.13). Pour ce modèle, la surface 

spécifique tend vers 
2

3
0 0A 


  lorsque la porosité tend vers 1. Cependant, comme nous l’avons 

souligné précédemment, la description d’un milieu poreux dont la structure disparait imposerait la 

prise en compte des déformations de celui-ci. 

 

Canals et al. [140] proposent un modèle plus complexe. En partant de sphères empilées dans un 

système cubique faces centrées, ils envisagent la croissance du rayon de ces sphères et 

l’interpénétration de celles-ci. Ils définissent les relations suivantes donnant le volume de chaque 

grain grainV  ainsi que sa surface de contact avec le fluide grainA  : 
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 (1.40) 

où 0r  est le rayon initial des sphères et dr  l’accroissement de ce rayon dû aux réactions chimiques. 

Ils définissent aussi une valeur d’accroissement critique correspondant à la fermeture des pores et 

pour laquelle la surface spécifique est alors nulle. 

Le nombre de sphère par unité de volume de milieu poreux grainN  est supposé constant et est donné 

en fonction du volume initial des grains 0grain ,V  : 
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  (1.41) 

A chaque instant, la porosité et la surface spécifique sont données par : 

 
1 grain grain

grain grain

N V

A N A

   

 
 (1.42) 

Afin d’exploiter ce type de modèle d’une façon similaire à ceux présentés précédemment, il faut 

déterminer une relation entre porosité et surface spécifique. 
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Cependant, Kieffer et al. [141] montrent en comparant des résultats expérimentaux obtenus sur du 

sable de Fontainebleau et ces trois modèles, que la correspondance est loin d’être parfaite. 

Néanmoins, l’évolution générale de la surface spécifique en fonction de la porosité est correctement 

prévue par les modèles décrits par les équations (1.39) et (1.40) à (1.42) et les valeurs sont correctes 

à un facteur inférieur à 2. En revanche, le modèle donné par l’équation (1.38) ne correspond pas aux 

résultats expérimentaux. 

 

 

Figure 1-9 : Surface spécifique du sable de Fontainebleau en fonction de la porosité. 
Les points correspondent aux valeurs expérimentales ; Eqn 7a correspond à l’équation (1.38) ; Eqn 7b 

correspond à l’équation (1.39) ; Le modèle de Canals et Meunier est présenté dans les équations (1.40) à (1.42). 

(source : Kieffer et al. 1999 [141]) 

 

 Conductivité thermique T ,eq  1.1.2.2.5.

Il existe plusieurs modèles donnant la conductivité de la matrice poreuse en fonction de sa structure 

(porosité). De nombreux travaux existent également à l’échelle du pore [143-152]. 

Pichler et al. [148] proposent plusieurs modèles selon la structure du milieu. Pour des pores 

sphériques, avec une porosité comprise entre 0,2 et 0,8, le modèle MT donne  : 

 
2

3
T ,eq T ,S


 





 (1.43) 

avec T ,S  la conductivité thermique du solide plein et T ,eq  celle du milieu poreux de porosité  . Le 

modèle DS suppose une dilution de pores sphériques sans interactions et donne : 

 
3

2
T ,eq T ,S     (1.44) 
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Le modèle SCS est adapté aux matériaux polycristallins sans morphologie spécifique des pores. Ce 

modèle conduit à une conductivité thermique nulle si la porosité est supérieure à 1/3 ; et n’est donc 

pas adapté aux milieux fortement poreux : 
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 (1.45) 

Le modèle FEA (functional equation approach) suppose un milieu dont la porosité est constituée 

d’une distribution de sphères dont les diamètres sont distribués selon des lois spécifiques. On 

obtient une loi exponentielle : 
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 (1.46) 

 

 

Figure 1-10 : Comparaison des modèles de conductivité thermique. 

La porosité   est notée mf , la conductivité thermique T ,eq  est notée effk , la conductivité thermique du solide 

est fixée à 5 W/(mK)T ,S mk   . (Source Pichler et al. [148]). 

 

Cependant, l’enjeu de ce travail est nettement moins important que celui relatif à l’évolution de la 

perméabilité, car comme nous l’avons souligné (§ 1.1.1.8) la conductivité thermique apparente a une 

plage de variation relativement restreinte (0,6 à 3 ou 4 W.m-1.K-1) alors que la perméabilité varie sur 

6 à 8 ordres de grandeur. 

 

  



34 

1.1.3. CONCLUSION MILIEU POREUX 
Nous avons montré ici comment, à partir de l’évolution de la composition minéralogie du milieu 

poreux (représentée dans ce travail par les concentrations des différents minéraux  icm ), il était 

possible de décrire les modifications induites sur les autres grandeurs caractéristiques de ce milieu.  

La séquence algorithmique serait la suivante : à partir des variations de la composition 

minéralogiques, on recalcule la porosité du milieu. Cette nouvelle porosité permet d’obtenir de 

nouvelles valeurs de tortuosité et de surface spécifique. Selon le modèle choisi, on détermine de 

nouveaux champs de perméabilité et de diffusion moléculaire à l’aide des nouvelles valeurs de 

porosité, tortuosité et surface spécifique. Enfin, cette nouvelle perméabilité est utilisée pour 

déterminer une nouvelle dispersivité.  

 

A chaque étape, les verrous sont présents : 

Relation composition minéralogique – porosité : 

Certes les volumes molaires des différents minéraux purs sont bien connus, mais le cas des solutions 

solides, assez fréquent en milieu naturel, pose plus de problèmes. De plus, cette relation 

composition-porosité ne permet pas de déterminer le type de porosité : connectée ou non. 

Relations porosité – tortuosité ; surface spécifique ; perméabilité ; 

diffusion moléculaire 

Ces relations sont toutes plus ou moins empiriques, et dépendent fortement du milieu poreux 

étudié. A l’heure actuelle, les études réalisées portent sur différents types de milieux poreux, mais 

pas sur un milieu poreux au cours de son évolution. 

Relation perméabilité – dispersivité 

Nous avons une relation applicable en termes de modélisation, mais qui n’est pas totalement 

satisfaisante. La relation (1.36) est tout à fait apte à être insérée dans un code de calcul, car la vitesse 

de l’écoulement par maille ainsi que la perméabilité sont connues à chaque instant, ces paramètres 

étant utilisés ou fournis par le calcul de l’écoulement de la phase liquide. 

 

On constate que les difficultés sont associées aux grandeurs issues d’un processus de changement 

d’échelle. Des phénomènes physico-chimiques à l’échelle du pore ne sont pas explicitement décrits à 

l’échelle du VER et sont approchés par une relation macroscopique. Il est alors extrêmement difficile 

de fournir des relations macroscopiques valables dans des conditions très diverses, qu’il s’agisse 

d’utiliser la même relation pour des roches différentes ou pour des conditions d’écoulement 

différentes, ou dans le cas qui nous intéresse particulièrement, pour décrire une évolution de la 

nature et de la structure d’un milieu poreux. 
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1.2. LA PHASE FLUIDE 

La phase fluide d’un milieu poreux est le siège d’interactions complexes entres les différentes 

grandeurs qui la caractérise. Sous l’influence de contraintes extérieures, différents gradients peuvent 

apparaitre (de charge, de température, de concentration…) qui induiront des déplacements, soit de 

la phase fluide dans son ensemble (gradient de charge) soit des éléments dissous (gradient de 

concentration). 

 

 

Figure 1-11 : Schéma des interactions au sein de la phase fluide. 

 

1.2.1. DEFINITION DES GRANDEURS 
1.2.1.1. Masse volumique : f  (kg.m-3) 

La masse volumique de la phase fluide est définie comme le rapport de la masse d’une quantité de 

fluide par son volume. 

 

1.2.1.2. Viscosité f  (kg.m-1.s-1) 

La viscosité dynamique du fluide est définie comme le rapport entre la contrainte tangentielle et la 

surface de contact.  
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1.2.1.3. Concentration  ic  (mol.m-3) 

Pour chaque élément dissous dans la phase fluide, on définit sa concentration (concentration 

molaire) comme le rapport entre le nombre de mole du composé dissous et le volume de fluide. 

C’est la grandeur qui est usuellement utilisée pour décrire les phénomènes chimiques au sein de la 

phase fluide. 

On exprime parfois la quantité de matière en concentration massique M ,ic    (kg.m-3) : 

  M ,i mol ,i ic M c     (1.47) 

où mol ,iM  (kg.mol-1) est la masse molaire du composé dissous. 

Cependant, exprimer la réactivité d’un composé en fonction de sa concentration suppose 

l’hypothèse d’une solution diluée. En introduisant des coefficients de correction d’activité, il est 

possible de travailler dans ce formalisme jusqu’à des concentrations proche d’une mole par litre. Ceci 

est donc largement suffisant pour de nombreuses études environnementales. Néanmoins, il est 

possible d’avoir besoin d’un formalisme plus général, et on utilise alors la fraction molaire i  (-) d’un 

composé : 

 
i

i

w k

k

n

n n
 


 (1.48) 

où in  est le nombre de moles du composé i et wn  est le nombre de moles d’eau. En faisant 

l’hypothèse d’une solution diluée, c’est-à-dire que la quantité d’eau est très grande devant la 

quantité des autres composés, on obtient la relation suivante : 

 i
i

w

n

n
   (1.49) 

Ce qui donne, pour les solutions diluées, la relation entre concentration et fraction molaire : 

  i mol ,w iV c    (1.50) 

où mol ,wV  (m3.mol-1) est le volume molaire de l’eau. 

 

1.2.1.4. Capacité calorifique wCp  (J.kg-1.K-1) 

La capacité calorifique de l’eau est très grande, 4 189,3 J/kg/K à 12°C, par rapport à celle des roches 

(voir Tableau 1-1). Cette valeur change [128] avec la température passant de 4 217,7 J/kg/K à 0°C à 

une valeur minimale de 4 178,2 J/kg/K à 35°C pour remonter à 4 216,0 J/kg/K à 100°C. 
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Figure 1-12 : Capacité calorifique de l’eau en fonction de la température. 

 

1.2.2. INTERDEPENDANCES AU SEIN DE LA PHASE FLUIDE 
Les travaux dédiés à l’étude des écoulements en milieu poreux sous l’influence de forts contrastes de 

densité sont nombreux [153-155], souvent liés aux problématique d’intrusion d’eau salée dans les 

aquifères côtiers [156]. On peut citer deux articles de synthèses sur cette thématique, l’un centré sur 

les intrusions d’eau salée [156] ; l’autre sur la problématique générale des phénomènes 

d’écoulement et transport avec contraste de densité en milieu poreux [157]. 

 

1.2.2.1. Modification de la masse volumique 

La masse volumique du fluide est une fonction de la température, de la pression et de la composition 

du fluide. Les premiers travaux sur les transferts d’eau salée en milieu poreux [153] ont exprimé les 

modifications de masse volumique en terme de mélange entre l’eau douce et l’eau salée. Cependant, 

l’ensemble des auteurs se réfèrent à un formalisme thermodynamique, tel qu’il est présenté par 

Diersch et Kolditz [157] par exemple. 
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  (1.51) 

où T  et p  sont les température et pression de références pour lesquelles la masse volumique est 

connue. La relation (1.51) fait appel à différents coefficients : 

Le coefficient de compressibilité du fluide : 
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 (1.52) 

Le coefficient d’expansion thermique : 
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 (1.53) 

Les coefficients d’expansion de solubilisation de chaque espèce dissoute : 
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 (1.54) 

Sur des plages de variation du paramètre impliqué (pression (1.52), température (1.53), 

concentration (1.54)) assez faible, on peut considérer que les coefficients de compressibilité ou 

d’expansion sont constants. Cependant, sur des variations plus importantes, ce n’est plus le cas. 

Ainsi, Diersch et Kolditz [157] soulignent que le coefficient d’expansion thermique de l’eau varie de 
40 68 10,    à 4 17 50 10  , K   entre 0°C et 100°C. Afin de décrire de larges plages de variation, ces 

auteurs reportent l’usage de relations polynomiales d’ordre plus ou moins élevées pour exprimer ces 

coefficients. 

 

Bien qu’à notre connaissance ces travaux n’aient jamais été appliqués au domaine hydro-géo-

chimique, de récents développements en thermodynamique appliqués spécifiquement à l’eau [158] 

permettent, à partir de relations fondamentales, de déterminer les différentes propriétés 

thermodynamiques de l’eau (capacité calorifique, masse volumique ou vitesse du son) sur des plages 

de température et de pression très vastes (de -38°C à 1000°C et de 0,1 Pa à 106 Pa). Les relations 

utilisées sont assez complexes et longues et ne seront pas présentées ici. Cependant, il nous semble 

que, si la pression et la température varient sur de grandes plages, et que l’on souhaite obtenir une 

modélisation précise du comportement de l’eau, cette approche soit la seule valide. En effet, on peut 

constater [128] que les coefficients de compressibilité ou d’expansion thermique de l’eau changent 

avec la pression et la température.  

 

Pour des formulations plus simples, on peut utiliser les éléments suivants : Le Comité International 

des Poids et Mesures recommande l’usage de la relation de Tanaka et al. [159] pour des plages de 

température allant de 0°C à 40°C. 
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 (1.55) 

 

Diersch [160] reporte l’utilisation d’une interpolation polynômiale d’ordre 6, donnant un résultat 

parfait. Cependant, comme nous le montrons sur la Figure 1-13, une interpolation à l’ordre 3 donne 

déjà de très bons résultats. Les valeurs des coefficients de ces trois relations sont données dans le 
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Tableau 1-4. Il convient de remarquer, comme cela est montré sur la Figure 1-13, qu’un polynôme 

d’ordre 3 n’est pas adapté pour couvrir la totalité de la plage de température à cause de l’anomalie à 

4°C. 
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Figure 1-13 : Masse volumique de l’eau en fonction de la température. 
Comparaison des données expérimentales à trois modèles  Tanaka, polynôme d’ordre 3 et polynôme d’ordre 6 

(Source : Valeurs expérimentales d’après [128]) 

 

Tableau 1-4 : Valeurs des paramètres des relations température - masse volumique de l’eau. 

 

 Tanaka et al. 2001 Polynôme ordre 3 Polynôme ordre 6 

0w,A
 

 1 000,02132 999,84207 

1w,A
 

-3,983035 0,01901 0,0677 

2w,A
 

301,797 -0,00594 -0,00897 

3w,A
 

522 528,9 1,59988 E-5 8,91831 E-5 

4w,A
 

69,34881  -8,20763 E-7 

5w,A
 

999,974950  4,44714 E-9 

6w,A
 

  -1,01513 E-11 

 

Pour inclure l’influence des espèces dissoutes sur la masse volumique de l’eau, Cheng et Yeh [37] 

utilisent une approche simplifiée, qui néglige les phénomènes de changement de volume liés à la 

dissolution d’une espèce1 : 

    
 

1 W

f W i i

i ,dissou i

T
T c M


 



 
   

 
  (1.56) 

                                                           
1
 Lorsque l’on ajoute (par exemple) un acide fort dans de l’eau, on augmente localement les interactions 

électrostatiques entre les molécules d’eau, ce qui conduit à une diminution de volume : le volume final de l’eau 

acidifiée est plus faible que la somme du volume d’eau et du volume d’acide. 
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avec i  la densité intrinsèque de l’espèce i dissoute. 

 

Dans le cadre des phénomènes de transport en milieu poreux, la relation la plus complète est 

donnée par Diersch [160], relation valable cependant pour de petites plages de variations : 

       0 0 0 0

0
1w w w w

s

p p c c T T T
c c


   

 
       

 
 (1.57) 

où le coefficient d’expansion thermique est calculé en fonction de la température à partir d’un 

polynôme de degré 6 donné dans le Tableau 1-4. Les limitations de cette relation sont les suivantes : 

- Le coefficient de compressibilité isotherme w  est constant alors qu’il varie entre 50,88 

bar-1 à 0°C et 44,15 bar-1 à 46°C selon [128] 
- Tous les éléments dissouts sont supposés avoir la même influence sur la masse 

volumique de l’eau, alors que des différences telles que la masse molaire de la molécule 
ou son ionisation vont jouer un rôle important dans la masse volumique du mélange 
final. 

 

1.2.2.2. Modification de la viscosité 

L’influence des différents paramètres physiques d’un fluide sur sa viscosité sont décrits dans les 

travaux spécifiques de mécanique des fluides [161]. Il est souvent reporté que la température ou la 

composition d’un fluide jouent un rôle important, mais que la pression a une influence assez faible. 

 

Température 

En mécanique des fluides, l’influence de la température est souvent décrite par la loi empirique 

d’Andrade [162] : 
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 (1.58) 

 

Nous obtenons une bien meilleure estimation (voir Figure 1-14) avec la loi d’Andrade modifiée : 

   1

0

2

w,

w w,

w,

A
T A exp

A T


 
     

 (1.59) 

Diersch utilise la relation suivante [160] : 
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 (1.60) 
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On peut noter que cette relation est équivalente à la relation suivante que nous proposons ici, et qui 

fournit une très bonne estimation : 

   0

3

1 21

w,

w

w, w,

A
T

A T A T
 

   
 (1.61) 

Il est également possible d’utiliser un modèle polynômial pour lier température et viscosité. On 

obtient alors une description parfaite pour un polynôme d’ordre 6. Il faut un polynôme d’ordre 5 

pour obtenir le même niveau de description que celui fourni par la loi d’Andrade modifiée (R2 = 

0,99998). 
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Figure 1-14 : Comparaison des lois empiriques donnant la viscosité dynamique de l’eau en fonction de 

la température. 

 

Tableau 1-5 : Coefficients des lois de viscosité dynamique de l’eau (kg.m
-1

.s) en fonction de la 

température (°C) 
 

 Loi Andrade Andrade modifiée Diersch modifiée Polynôme ordre 6 

0w,A
 

1,20764E-6 3,1189E-5 0,00183 0,00179 

1w,A
 

1980,35821 488,02468 0,04115 -6,05927E-5 

2w,A
 

 120,56649 1,72431E-6 1,466E-6 

3w,A
 

   -2,5213E-8 

4w,A
 

   2,78904E-10 

5w,A
 

   -1,72863E-12 

6w,A
 

   4,50121E-15 
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Composition 

Pour prendre en compte l’influence de la compostion chimique, Cheng [37] utilise la relation 

suivante : 

    f w i i

i ,dissout

T c      (1.62) 

où i  est le coefficient d’influence de l’espèce dissoute i sur la viscosité totale. Cette relation à 

l’avantage d’être assez simple à mettre en œuvre, mais a une base empirique. 

La relation de Falkenhagen [161] propose une approche théorique pour des solutions di-ioniques où 

la valence et la mobilité des 2 ions sont identiques (1.63) : 

    1
f

i

w

A c B c



    (1.63) 

où A  est déterminé par (1.64) : 
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i w

, z
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 (1.64) 

avec 
iz  la charge de la paire d’ions, iL  sa mobilité à dilution infinie et 

0  la constante diélectrique 

de l’eau. Le terme 
iB  est un terme correcteur qui a été ajouté ultérieurement pour prendre en 

compte les ions de charges et mobilités différentes. 

 

Tableau 1-6 : Valeurs expérimentales du coefficient 
iB  dans l’équation (1.63) 

(Source Viswanath et al. [161]) 

 

 

Cependant, cette relation demeure restreinte à des solutions di-ioniques, et n’est donc pas 

simplement applicable à la problématique de nos modèles de transport réactif. Son usage peut 

s’envisager dans le cas où la phase aqueuse est dominée par un couple d’ions, comme c’est le cas 

dans des expériences de laboratoire où la force ionique est imposée. 

Lencka et al. [163] proposent un modèle qui conviendrait mieux à nos besoins. Ces auteurs décrivent 

la viscosité relative f w   d’une solution aqueuse multi-espèces comme la somme des termes 
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d’interactions électrostatiques longue distance 
LR , les termes spécifiques à chaque espèce 

S  et 

des termes d’interactions entre les espèces 
S S 

. 

 1
f

LR S S S

w


  


     (1.65) 

Le terme d’interactions longue distance est calculé à partir de la théorie développée par Onsager et 

Fuoss [164] à partir de la force ionique de la solution, de la température et de sa composition 

chimique : 
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 r s  (1.66) 

où 0 36454a , , 
w  est la constante diélectrique de l’eau, 

i  est la conductivité ionique que l’espèce 

et les termes 
i , r  et 

ns  se calculent à partir des concentration et des charges des espèces. 

Le terme spécifique à chaque espèce exploite l’additivité des coefficients 
iB  de l’équation (1.63) : 

  
Nc

S i i

i

B c   (1.67) 

Le terme d’interaction entre les espèces fait intervenir des termes, 
if , dérivés des fractions molaires, 

en ajustant celles-ci en fonction de la charge des espèces : 

 2

S S i j ij

i j

f f D I      avec 
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1

i i

i

k k

k

c max , z
f

c max , z



 (1.68) 

Le détail des relations, parfois lourdes, permettant de calculer les différents paramètres est donné 

par Lencka et al. [163]. Seul le terme ijD  contient des éléments empiriques nécessitant un calage 

expérimental. Le modèle présenté permet également d’inclure l’influence de la température. 

On peut remarquer sur la Figure 1-15 que la gamme de concentration couverte par ces relations est 

extrêmement vaste, beaucoup plus vaste que nécessaire pour un modèle de transport réactif 

développé sur une chimie exprimée en concentration.  
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Figure 1-15 : Evolution de la viscosité relative en fonction de la concentration pour différents 

systèmes chimiques 
(source Lencka et al. [163]) 

 

Il semble que la relation utilisée par Cheng [37], l’équation (1.62), puisse être assimilée à une 

simplification de la relation (1.65), dans laquelle seuls les termes spécifiques à chaque espèce 
S  

seraient pris en compte. 

Ce point peut sembler de faible importance si l’on part du principe que les solutions impliquées dans 

les codes de transport réactif sont diluées, car les variations de viscosité seraient alors plutôt faibles. 

Mais si l’on compare les variations de viscosité pour deux solution di-ioniques calculées à l’aide de la 

relation (1.63), on constate (Figure 1-16) que la présence des solutés peut induire des variations de 

viscosité relative d’environ 10 %. 

 

Figure 1-16 : Variations de viscosité relative pour une solution de MgSO4 ou de KI. 
(Paramètres A et B selon Viswanath et al. [161]) 
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1.2.3. CONCLUSION PHASE FLUIDE 
 

Les relations décrivant l’évolution de la phase fluide ainsi que les différents paramètres impliqués 

sont plutôt bien connus. Il semble que seule l’influence des différentes concentrations d’un 

ensemble d’ions sur la viscosité de l’eau soit encore délicate à prendre en compte. En effet, la 

relation (1.65) proposée par Lencka et al. [163] n’est actuellement pas utilisée par les codes de 

transport réactif, et bien que cette relation soit construite sur une base théorique stable, certains 

paramètres empiriques demeurent comme les termes 
iB  de l’équation (1.67) et les paramètres ijD  

de la relation (1.68). Comme cela peut se remarquer en observant le Tableau 1-6, les valeurs 

expérimentales de ces coefficients ne sont pas facilement accessibles pour l’ensemble des espèces 

chimiques : on constate que sont données les valeurs pour les ions simples et courants, mais pas 

pour ceux plus rares ou complexes tels que 2S  , 2

4CrO   ou  
2

Fe OH
 . 
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1.3. EQUATIONS DE CONSERVATION 

Les phénomènes de transport réactif en milieu poreux sont décrits par des équations de 

conservation. 

La conservation de la masse de solide nous donne la relation entre la composition minéralogique et 

la porosité du milieu, décrite précédemment(1.19). 

La conservation de la masse de fluide, associée à la conservation des moments, sont utilisées pour 

déterminer le champ de vitesse de la phase fluide. 

La conservation de la masse de soluté permet de déterminer l’évolution du champ de concentrations 

au cours du temps. 

La conservation de l’énergie décrit le transport de la chaleur au sein du milieu. 

 

 

Figure 1-17 : Schéma des interactions liées aux équations de conservation 
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1.3.1. ECOULEMENT – GRADIENT DE CHARGE 
Les relations décrivant l’écoulement du fluide au sein du milieu poreux expriment la conservation des 

moments de la phase fluide [77]. Suivant le degré de description du milieu poreux, cette relation 

peut prendre différentes formes. 

Avec une description à l’échelle du pore, beaucoup d’auteurs utilisent les équations de Navier-

Stockes. Selon la présentation de Kang et Lichtner [16, 165], on a l’équation de continuité : 

   0
f

f u
t





 


 (1.69) 

ainsi que l’équation de conservation du moment : 

    f f fu u u p g
t
   


     


 (1.70) 

où   est le tenseur des contraintes dues à la viscosité, exprimé de la façon suivante : 

    
2

3

T

f u u u  
 

      
 

Id  (1.71) 

 

A une échelle plus grande, laboratoire ou terrain, cette formulation n’est plus applicable. L’équation 

de continuité doit faire intervenir la porosité du milieu [118] : 

     0f f u
t
  


 


 (1.72) 

 et l’écoulement est classiquement décrit par la loi de Darcy [123] : 

  u K grad H     (1.73) 

où   est la porosité, u  le vecteur vitesse (m.s-1), K  est la perméabilité du milieu (m.s-1) et H  la 

charge hydraulique (m). Si l’on explicite la charge hydraulique et la conductivité hydraulique du 

milieu, on obtient alors : 

  f

f

k
u p g 


      (1.74) 
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1.3.2. TRANSPORT – GRADIENT DE CONCENTRATION 
Pour un soluté réactif ic , l’équation de conservation nous dit que la quantité de matière consommée 

par les réactions chimique, 
i ,r r

réactions ,r

b r  , est égale à la variation de concentration,   ic
t





, à 

laquelle on ajoute la matière apportée par le flux physique,  idiv J . 

     i i i ,q q

réactions,q

c div J b r
t



   


  (1.75) 

avec  ic  la concentration molaire du soluté (mol.m-3), iJ  (mol.m-2.s-1) le flux de matière, i ,qb  le 

coefficient stœchiométrique du soluté ic  dans la réaction q , et qr  la vitesse de la réaction q . 

Suivant la complexité des phénomènes à prendre en compte, le flux de matière peut s’exprimer de 

différentes façons. Il est assez courant de prendre la formulation proposée par Lichtner en 1985 

[109] : 

    i i i iJ u c D grad c    (1.76) 

avec D  le tenseur de dispersion (m2.s-1). Ce tenseur représente la superposition des phénomènes de 

diffusion moléculaire et de dispersion cinématique. On l’exprime par : 

    i T i L T

u u
D u d Id

u
    


       (1.77) 

où L  et T  sont les dispersivités longitudinales et transversales du milieu (m) et id  est le coefficient 

de diffusion moléculaire du soluté ic . 

D’autres possibilités existent ; ainsi Lichtner (1995) [114] utilise une équation de Nernst-Plank afin de 

tenir compte du champ électrique   ainsi que des différences spatiales de coefficients d’activité 

 igrad ln . Le flux s’exprime alors : 

  
 

        i i

i i i i i i i

d c
J u c z Fgrad d grad c c grad ln

RT
         (1.78) 

où   est la tortuosité du milieu, R  la constante des gaz parfaits et F  la constante de Faraday, T  est 

la température, iz  est la charge électrique du soluté et i  est son coefficient d’activité. 
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1.3.3. TRANSPORT DE CHALEUR 
1.3.3.1. Equation de transport de chaleur 

Le transfert de chaleur en milieu poreux pose la question de la température de la phase fluide et de 

la phase solide. A priori, ces deux températures sont différentes et il est nécessaire de décrire à la 

fois les variations spatio-temporelles du champ de température de chacune des phases, mais 

également les échanges entre phases. Cette approche par non-équilibre local impose une description 

de l’interface liquide-solide (§ 1.1.1.6). Cette description a été étudiée par de nombreux auteurs 

[147, 150, 151, 166-170]. Un modèle simple inclus une équation comprenant des termes 

d’accumulation, d’advection, de diffusion et d’échanges entre phase solide et liquide [150] : 

 
       

     1

f f f f f f f f h f s

s s s s s h f s

Cp T T Cp uT a h T T
t

Cp T T a h T T
t

    

  


      




       

 (1.79) 

où fT  et sT  sont les températures de la phase fluide et solide respectivement ; et ha  et h  sont la 

surface de contact entre les phases par unité de volume et h le coefficient de transfert thermique de 

l’interface fluide-solide. Cependant, ce modèle n’est pas dérivé d’une formulation à l’échelle du pore. 

Des modèles issus de formulation à l’échelle du pore existent [143, 150, 151, 170] mais sont plus 

complexes.  

A l’échelle du VER, le transport de chaleur en milieu poreux est décrit par une équation d’advection-

diffusion [77], similaire à celle décrivant le transport des solutés, si l’on suppose que l’équilibre 

thermique entre phase fluide et solide est rapidement atteint. 

       1 s s f f eq f f i i

i
reactions

Cp Cp T T Cp uT H r
t

      


           
  (1.80) 

Le terme  eq T   représente la dispersion et la diffusion de la chaleur au sein du milieu poreux 

saturé,  f fCp uT    représente le transport de chaleur par convection lié au mouvement de la 

phase fluide et i i

i
reactions

H r   représente la production de chaleur due aux phénomènes chimiques. 

iH  est l’enthalpie libre de la réaction i et ir  est la vitesse de la réaction. 

Le tenseur de dispersion-diffusion de la chaleur, eq  se définit comme la somme d’un terme de 

dispersion, faisant intervenir le champ de vitesse de la phase fluide, et d’un terme de diffusion de la 

chaleur : 

    1
i j

eq,i , j f f T ij L T s f ij

u u
Cp u

u
         

 
          
 

 (1.81) 
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On peut définir les grandeurs équivalentes suivantes pour le milieu poreux, capacité calorifique PMCp  

(1.82)et conductivité thermique PM  (1.83) : 

  1PM s s f fCp Cp Cp       (1.82) 

  1PM s f       (1.83) 

 

1.3.3.2. Approximation à porosité et densité constante 

Si l’on suppose que les variations de porosité et de densité sont négligeables ou très lentes, on peut 

reformuler l’équation (1.80) pour obtenir une forme similaire à l’équation de transport de soluté. La 

capacité calorifique équivalente du milieu poreux (1.82) peut se reformuler en mettant en avant la 

partie fluide de ce terme : 

 
 1

1
s s

PM f f f f T

f f

Cp
Cp Cp Cp R

Cp

 
   

 

 
    

 
 

 (1.84) 

où TR  apparait comme un facteur de retard thermique dû à la présence de la phase solide. 

Ainsi, le terme d’accumulation de l’équation (1.80) s’écrit sous la forme suivante : 

   1 s s f f f f T

T
Cp Cp T Cp R

t t
     

 
      

 (1.85) 

De même, le terme de convection thermique peut s’écrire dans ces conditions : 

    f f f fCp uT Cp uT        (1.86) 

Le tenseur de dispersion-diffusion thermique se reformule de la façon suivante : 

  
 1 s wi j

eq ,i , jeq ,i , j f f T ij L T ij f f

f f

u u
Cp u Cp

Cpu

  
        



              
    

 (1.87) 

L’équation de transfert de chaleur en milieu poreux prend alors la forme d’une équation d’advection-

dispersion, similaire à celle du transport de soluté. Les outils numériques développés pour l’une 

peuvent être appliqué à l’autre très facilement : 

    
1

eqT i i

if f
reactions

T
R uT T H r

t Cp





      


  (1.88) 
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1.3.4. CONCLUSION EQUATIONS DE CONSERVATION 
 

Ainsi que cela a été abordé à plusieurs reprises, le point délicat concernant ces équations de 

conservation réside dans le changement d’échelle. Les équations écrites à l’échelle du pore comme 

celles écrites à l’échelle du VER sont bien connues, mais si les paramètres à l’échelle du pore sont 

relativement bien déterminés, le passage à l’échelle du VER introduit une grande variabilité : des 

termes complexes à mesurer comme la tortuosité ou la dispersivité apparaissent. Ces questions ont 

été largement abordées dans la littérature [150, 151, 170, 171], et le seront certainement encore 

longtemps.  

 

Cependant, les travaux développés ici se placent résolument à l’échelle du VER et la problématique 

du niveau de description ne porte pas sur l’échelle spatiale mais plutôt sur l’aspect 

phénoménologique : quels sont les phénomènes à prendre en compte, quels sont ceux à négliger ? 

Parmi les points qui me semblent importants d’explorer, on trouve l’équation de Nernst-Planck (1.78) 

dans laquelle les termes électrostatiques en  grad   et d’activité en  grad ln  sont habituellement 

négligé. On retrouve alors l’équation d’advection-dispersion (1.76). Construire des critères objectifs 

permettant de déterminer dans quelles conditions l’un ou l’autre de ces termes peut être négligé 

constituera un axe de recherche. 
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1.4. REACTIONS 

Afin de décrire les phénomènes chimiques, deux voies sont couramment utilisées : la description par 

cinétique chimique et la description par équilibre instantané. La description par cinétique chimique 

permet d’obtenir l’évolution d’un système chimique au cours du temps compte tenu des vitesses 

respectives des différentes réactions. La description par équilibre instantané donne la composition 

du système chimique après un temps suffisamment long pour qu’aucune modification de 

composition n’y soit plus détectable. 

De ces deux définitions, il ressort que la description par équilibre est une approximation plus forte 

que celle par cinétique, et que tout système décrit de façon satisfaisante à l’aide d’une approche par 

équilibre pourra l’être également par cinétique. 

 

Figure 1-18 : Schéma des interactions liées aux réactions 

 

1.4.1. CINETIQUE CHIMIQUE 
Le choix de décrire les phénomènes chimiques par cinétique nécessite la connaissance des vitesses 

de réaction. Ces lois de vitesse peuvent prendre des formes extrêmement variées selon les 

phénomènes étudiés. 

 

1.4.1.1. Vitesse de réaction 

Dans l’équation de transport réactif (1.75), la vitesse des réactions, qr , apparaît sous la forme de 

terme puit-source. Selon les phénomènes modélisés, l’écriture de ces vitesses de réaction peut 

prendre des formes très diverses. 

  



53 

Lorsque la réaction q  est écrite sous la forme d’une réaction élémentaire : 

 
f

d

k

q,i i q,i ik
i j

b c b c   (1.89) 

où 
q,i i

i

b c  est la somme des réactifs multipliés par leur coefficient stœchiométrique et 
q,i i

j

b c  celle 

des produits de la réaction, et où fk  et dk  sont les constantes de vitesse de formation et de 

disparition des produits. 

Dans ce cas, la vitesse de la réaction s’écrit : 

  
q , jq ,i

bb

q f i d j

i j

r k c k c       (1.90) 

Cette formulation est une forme fondamentale issue des mécanismes moléculaires en jeu lors de la 

réaction. 

Cependant, les phénomènes chimiques modélisés actuellement en science de l’environnement sont 

souvent trop complexes pour être écrits sous la forme de réactions élémentaires. Des formulations 

spécifiques sont alors adoptées.  

 

On peut, entre autre, présenter les formulations de type Monod, fréquemment utilisées pour décrire 

les phénomènes de croissance bactérienne. Ainsi, Wanko et al. [66] décrivent la croissance d’une 

biomasse en présence d’oxygène et d’un substrat carboné à l’aide de la loi suivante : 

 
 
 

 
2 2

1 2

2 2

,aq ,aqS

B

S S O ,aq O ,aq

O OC
r k b k C

K C K O K O

          
          

 (1.91) 

où  BC  est la concentration en biomasse active (g.m-3), 2 ,aqO    celle en oxygène dissout (g.m-3) et 

 SC  celle du substrat carboné (g.m-3). 1k  est la constante d’utilisation du substrat (s-1), 2k  celle de 

l’utilisation de l’oxygène pour la synthèse de biomasse (-), b  est la constante de respiration de la 

biomasse (s-1). SK  est le coefficient de demi activité de Monod par rapport au substrat (g.m-3) et OK  

est le coefficient de demi activité de Monod par rapport à l’oxygène (g.m-3). 

 

Steefel et Lasaga (1994) décrivent la précipitation et dissolution des minéraux à l’aide de la loi 

suivante : 

    r A k f a g G      (1.92) 

où A  est la surface réactive du minéral (m2.m-3), k  est la constante de la réaction (mol.m-2.s),  f a  

est une fonction des activités des ions en solution et  g G  est une fonction de l’énergie libre de la 

solution. 
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Ces auteurs proposent la formulation suivante : 

   1

N
M

pm m
i

im m

Q Q
r A k sgn log a

K K

   
        

   
  (1.93) 

avec m ,ib

m i

i

Q a  l’indice de saturation du minéral ; mK  la constante de l’équilibre de précipitation-

dissolution ;  p

i

i

a  le produit des activités des catalyseurs et inhibiteurs de la réaction, M  et N  

sont des réels positifs empiriques. 

 

On constate donc que les descriptions cinétiques des phénomènes chimiques sont très diverses et ne 

se plient pas à un formalisme unique. Elles constituent des systèmes couplés d’équations 

différentielles ordinaires (ODE) qui sont souvent qualifiés de raides, ou stiff. Ceci signifie que les 

temps caractéristiques des phénomènes, temps de demi-vie par exemple, varient sur plusieurs 

ordres de grandeur. Ainsi, une réaction acide-base en milieux aqueux est à l’équilibre en quelques 

nano - secondes, le doublement d’une population bactérienne nécessite quelques heures, alors que 

l’altération du quartz requière quelques milliers d’années. 

 

1.4.1.1. Influence de la température 

Pour les réactions inorganiques, il est classique de décrire l’influence de la température sur la vitesse 

de réaction par la loi d’Arrhénius : 

 
 

2

a
d ln k E

dT RT
  (1.94) 

où k  est la constante de vitesse d’une réaction et aE  son énergie d’activation (en J.mol-1). 

Cependant, dans le cas de réactions organiques, cette relation n’est plus valable, car les mécanismes 

en jeu ont un optimum thermique. A l’heure actuelle, nous n’avons pas trouvé de travaux 

compatibles avec la démarche de modélisation menée ici. 

 

1.4.1.2. Bilan de matière 

Dans le cas de phénomènes de transport réactif où la chimie est décrite par le biais de la cinétique, 

les vitesses de réactions apparaissent immédiatement dans l’équation bilan d’advection-dispersion-

réaction (1.75). 
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1.4.2. CHIMIE A L’EQUILIBRE THERMODYNAMIQUE 
1.4.2.1. Lois d’action de masse 

 Cas général 1.4.2.1.1.

Considérons une réaction chimique, qui serait écrite sous forme de réaction élémentaire (1.89). La 

vitesse de cette réaction est donnée par la relation (1.90). Par définition, l’équilibre 

thermodynamique est atteint pour cette réaction lorsque sa vitesse est nulle : 

   0
q , jq ,i

bb

q f i d j

i j

r k c k c       (1.95) 

Il n’y a alors plus d’évolution macroscopique de ce système. Il est habituel de réorganiser l’équation 

(1.95) sous la forme suivante qui fait apparaître la constante d’équilibre thermodynamique qK  : 

 

 

q ,j

q ,i

b

j

j f

qb

di

i

c
k

K
kc

  
 




 (1.96) 

 Activité 1.4.2.1.2.

Ecrite sous forme de loi d’action de masse, on obtient une formulation unique pour décrire 

l’ensemble des phénomènes à l’équilibre thermodynamique. Pour cela, on introduit la notion 

d’activité des espèces chimiques  ic . L’activité représente la capacité à réagir d’une espèce donnée, 

en tenant compte des autres espèces chimiques environnantes. Dans le cas idéal (gaz parfait, 

solution diluée) les activités sont données par le Tableau 1-7 : 

 

Tableau 1-7 : Conventions d’activité 

Condition Activité 

Solvant (eau) 1 

Soluté dilué Concentration molaire 

Gaz Pression partielle 

Solide pur 1 

Solution solide Fraction molaire 

 

Dans le cas réel, on peut être amené à introduire les coefficients d’activités i  présentés dans 

l’équation (1.78) afin de lier concentration ou pression partielle et activité : 

        ou  i i i i i ic c p p    (1.97) 

avec ip  la pression partielle du gaz. 
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En phase aqueuse, les coefficients d’activité se déterminent à partir de I  qui est la force ionique de 

la solution : 

  21

2
i i

i

I z c   (1.98) 

Lorsque la force ionique est inférieure à 0,5 ; ce qui est le cas de la majorité des eaux naturelles ; les 

coefficients d’activité peuvent se calculer à l’aide de la loi de Davies [172] : 

   2

1
i i

I
log Az BI

I


 
   

 
 (1.99) 

Les paramètres de cette loi, A  et B  se déterminent de la façon suivante : 

  
3

6
21 82 10 WA , T


   et 0 2 0 3, B ,   (1.100) 

Depuis les travaux de Morel [173], la plupart des auteurs prennent 0 24B , . 

 

La loi d’action de masse décrivant les équilibres chimiques s’écrit alors : 
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j
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i

i

c

K
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 (1.101) 

où les coefficients q ,ia  et q ,ia  ne sont pas forcément égaux aux coefficients stœchiométriques q ,ib  et 

q,ib . Ce formalisme permet une description unique de la plupart des phénomènes chimiques. 

 

Ainsi, pour la réaction en phase aqueuse de dissociation de l’acide carbonique : 

 
2

2 2 3 3 32H O H CO H O CO    (1.102) 

La loi d’action de masse s’écrit : 

 
   
   

2
2

3 3

2 2 3

H O CO
K

H O H CO

 



 ou 

 

2
2 2

1 3 2 3

2 3

H O CO
K

H CO

          (1.103) 

 

Les échanges liquide-gaz sont décrits par une loi de Henry, et pour la dissolution dans l’eau du 

dioxyde de carbone, on a : 

    2 2 32 gaz liq
CO H O H CO  (1.104) 

La loi d’action de masse s’écrit : 
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 2

2 3 2 3

22 gazCOgaz liq

H CO H CO
K

PCO H O
 


 (1.105) 

 

 Echange d’ions 1.4.2.1.3.

Les phénomènes d’échange d’ions peuvent être écrits sous un formalisme similaire. Un échange 

d’ion sodium calcium peut s’écrire : 

    2

22 2S Na Ca S Ca Na        (1.106) 

 S Na   symbolise la surface du solide et met en évidence l’ion mobile, ici Na . La notation 

 2S Ca   indique clairement la stœchiométrie de la réaction et montre que l’ion divalent 2Ca   

occupe deux sites de surface. La loi d’action de masse s’écrit : 

 
 

 

2
2

2 1

22
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S Ca Na
K

Ca S Na









     
     

 (1.107) 

 

 Précipitation-dissolution 1.4.2.1.4.

Les phénomènes de précipitation et dissolution s’insèrent également dans ce formalisme. Pour la 

précipitation de la calcite, on peut écrire : 

 
2 2

3 3Ca CO CaCO   (1.108) 

Et la loi d’action de masse donne : 

 
 

2 2

2 2 3 2 2 2

2 3

3 solide

Ca CO
K Ca CO

CaCO

 


 

 
               

 (1.109) 

Dans l’écriture de la loi d’action de masse, l’activité de la calcite  3CaCO  est égale à 1 car il s’agit 

d’un solide pur. Cependant, la relation (1.109) n’est valable que lorsqu’il y a équilibre entre de la 

calcite solide et la phase aqueuse. Ainsi, il est préférable d’écrire cette loi d’action de masse sous la 

forme d’une inégalité : 

 
2 2 2

2 3K Ca CO           (1.110) 

 

 Formation de solution solide 1.4.2.1.5.

Lorsque plusieurs cations précipitent avec le même anion, il ne se forme pas plusieurs précipités 

distincts mais une solution solide. Alors, l’activité des espèces précipitées n’est plus égale à un mais 

doit être recalculée à partir de leurs fractions molaires respectives dans la solution solide formée. On 

peut ainsi avoir la formation de dolomite   31x x
Ca Mg CO


 par précipitation simultanée de calcite 

3CaCO  et de magnésite 3MgCO  : 



58 

 

2 2

3 3 1

2 2

3 3 2

       

     

CaCO Ca CO K

MgCO Mg CO K

 

 

 



 (1.111) 

La précipitation de la solution solide n’intervient que si la somme des produits de solubilité est 

supérieure ou égale à 1 : 

      2 2 2 2

3 3

1 2

1 1
1Ca CO Mg CO

K K

      (1.112) 

On constate ainsi qu’il est possible d’inclure dans la solution solide un élément à l’état de trace en 

phase aqueuse. Lorsque la formation d’une solution solide survient, les lois d’action de masse 

décrivant la formation de chacun des précipités doit être modifiée pour prendre en compte le fait 

que le solide formé n’est pas pur, en faisant intervenir la fraction molaire des précipités. 
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Ca CO
K

n

n n

Mg CO
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 (1.113) 

 

 Complexation de surface 1.4.2.1.6.

Les phénomènes de sorption par complexation de surface [173-175] prennent en compte la 

formation d’un potentiel électrique   à proximité des surfaces lorsqu’une (ou des) espèce(s) 

chimique(s) est (sont) fixée(s). La réaction s’écrit, dans le cas de la protonation d’un oxyde de fer : 

    2Fe OH H Fe OH       (1.114) 

On comprend aisément que si la surface  Fe OH   est déjà en partie protonée, alors elle sera 

chargée positivement, et la fixation d’une espèce chargée positivement sera défavorisée. On montre 

alors [173, 176] que la loi d’action de masse relative cet équilibre fait intervenir le potentiel 

électrique de la surface : 

 
 

  
2

intr

FeOHz F
K exp

RT FeOH H





  
    

 
 (1.115) 

où intrK  est la constante intrinsèque de l’équilibre, indépendante du potentiel électrique de surface ; 

F  est la constante de Farraday, R  la constante des gaz parfaits, T  la température et z  la 

différence de charge entre l’état de référence et l’état final de la surface.  

Le potentiel de surface dépend de la charge électrique totale de la surface  , qui se détermine par la 

relation suivante : 

  i i

surface S

F
z c

S



 


  (1.116) 
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où l’on ne compte que les espèces ic  liées à la surface étudiée, S  est la surface spécifique du 

matériau et S  sa concentration massique dans le milieu poreux. 

On utilise ensuite divers modèles pour exprimer le potentiel en fonction de la charge de surface 

[177]. Citons entre autre les modèles : 

- à capacité constante (CCM) 

 
1

cap
    (1.117) 

- à couche diffuse (DLM) 

  
1 2

08
2

/ elz F
RT I sinh

RT
  

  
       

 
 (1.118) 

De manière générale, les modèles de complexation de surface sont construits pour permettre de lier 

potentiel et charge de surface, ce que l’on peut symboliser par : 

  CSf    (1.119) 

avec CSf  la fonction modèle de complexation de surface. 

Bien que la théorie de la complexation de surface ne soit pas habituellement présentée sous cette 

forme, il est tout à fait possible d’interpréter l’influence du potentiel de surface comme le coefficient 

d’activité de la surface. La loi d’action de masse (1.115) s’écrit alors : 

 
   

2

1

surf

intr

FeOH
K

FeOH H









  


 (1.120) 

Avec 
surf

z F
exp

RT


  
  

 
 le coefficient d’activité de l’espèce chargée fixée sur la surface. 

 

 Précipitation de surface 1.4.2.1.7.

Les phénomènes de précipitation de surface sont des phénomènes de sorption qui peuvent se 

produire lorsque la saturation des sites de surface n’est pas observée (Sigg et al. 2000 [176]). 

Plusieurs auteurs ont présenté ces phénomènes [177, 178]. A la surface d’un oxyde, Ma(OH)3(s), la 

précipitation de surface d’un cation métallique Me2+ conduit alors premièrement la formation d’un 

complexe de surface (1.121) puis la formation d’une solution solide. 

     
 

  2

2 23( ) 3 2( )
2

s s s
Ma OH OH Me H O Ma OH Me OH OH H           (1.121) 

 

La précipitation de Me2+ s’écrit  : 

     
 

  2

2 2 22( ) 2 2( )
2 2

s s s
Me OH OH Me H O Me OH Me OH OH H            (1.122) 
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La précipitation de Ma3+ s’écrit : 

     
 

  3

23( ) 3 3( )
3 3

s s s
Ma OH OH Ma H O Ma OH Ma OH OH H          (1.123) 

 

Les lois d’actions de masse relatives à la réaction de complexation de surface, (1.121), de 

précipitation de Me2+, (1.122), et de précipitation de Ma3+, (1.123), s’écrivent : 

    
     

 

2

3( )

2 12( )

s

s

Ma OH OH Me
Me OH OH K e

H



 



  
      (1.124) 

  
  

 

 

2

2 22 s

Me
Me OH K

H




   (1.125) 

  
  

 

 

2

3 33 s

Ma
Ma OH K

H




   (1.126) 

 

  Influence de la température et de la pression 1.4.2.1.8.

Le formalisme des lois d’action de masse étant issu directement de l’application de la 

thermodynamique aux phénomènes chimiques, la prise en compte des modifications de température 

et de pression sur les équilibres chimiques est relativement aisé. 

La loi de Van’t Hoff permet d’exprimer la constante d’équilibre à la température T  en fonction de 

l’enthalpie libre de la réaction 
0

r H  : 

   
0

2

r Hd
ln K T

dT RT


    (1.127) 

 

La pression a également une influence sur les équilibres chimiques. La relation suivante lie la 

constante d’équilibre aux variations de pression en faisant intervenir V   qui est le changement de 

volume molaire partiel dû à la réaction : 

  
d V

ln K
dp RT

 
   (1.128) 

 

1.4.2.2. Approche par composants 

 Définition 1.4.2.2.1.

Depuis les travaux de Morel et Morgan [179], la plupart des modélisateurs  [41, 61, 112, 114, 180] 

utilisent la représentation des systèmes chimiques par espèces et composants, proposée par ces 
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auteurs. L’utilisation du tableau des équilibres [179] permet alors une écriture claire et synthétique 

de l’ensemble des équilibres thermodynamiques du système chimique. 

Parmi l’ensemble des Nc espèces chimiques ci, présentes dans le système, on choisit Nx composants 

Xj de telle façon qu’il soit possible d’écrire la formation de toutes les espèces par une combinaison 

des composants et sans que l’on puisse former un composant par combinaison d’autres composants. 

Les composants Xj forment ainsi un système libre et générateur de l’ensemble des espèces ci. Pour 

chaque espèce ci, on écrit la réaction de formation de cette espèce à partir des composants choisis : 

 
1

   1
Nx

i , j j i

j

b X c i ,...,Nc


   (1.129) 

où bi,j est le coefficient stœchiométrique pour la conservation de la matière du composant Xj lors de 

la formation de l’espèce ci. 

Le nombre de composants, Nx, servant à décrire un système chimique est donc égal à la différence 

entre le nombre d’espèces, Nc, et le nombre de réactions, Nr, soit à la variance V du système à 

température et pression fixées (Morel et Morgan, 1972 [179], Sigg et al., 2000 [176]) : 

 Nx Nc Nr V    (1.130) 

 

De manière générale, les lois d’action de masse s’écrivent de la façon suivante : 

    
1

i , j
Nx

a

i i j

j

c K X


   (1.131) 

où l’on exprime la formation de chacune des espèces à partir du jeu de composants choisis. 

 

Le choix des Nx composants peut être assez libre, à la condition que le jeu de composants choisis 

fournisse un système libre et générateur de l’ensemble des espèces chimiques. 

 

On définit alors jT    la concentration totale en composant jX , 

  
1

   1
Nc

j j i , j i

i

T X b c j ,...Nx


             (1.132) 

L’équation (1.132) introduit une distinction entre la concentration en composant jX    et les 

concentrations des autres espèces chimiques  ic . Or cette distinction n’est pas forcément 

nécessaire. On peut tout à fait considérer la réaction (1.133) pour chaque composant, qui a un 

coefficient stœchiométrique 1i , jb   et une constante d’équilibre 1iK   : 

 j iX c  (1.133) 

La concentration totale en composant s’écrit alors plus simplement : 
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1

   1
Nc

j i , j i

i

T b c j ,...Nx


         (1.134) 

 

On fait également apparaitre une distinction entre les espèces mobiles i ,mobc  et les espèces 

immobiles i ,imc  en définissant pour chaque composant une concentration totale mobile j ,mobT    et 

une concentration totale immobile j ,imT   , différente selon que le composant jX  est lui-même 

mobile  j ,mobX  ou immobile  j ,imX  : 

 
j ,mob j ,mob i , j i ,mob

i ,mobile

T X b c              et 
j ,im i , j i ,im

i ,immobile

T b c          si jX  mobile (1.135) 

 
j ,mob i , j i ,mob

i ,mobile

T b c          et 
j ,im j ,im i , j i ,im

i ,immobile

T X b c             si jX  immobile (1.136) 

 

On a évidemment la relation suivante entre les différentes concentrations totales en composant : 

 j j ,mob j ,imT T T             (1.137) 

 

Il est possible de synthétiser ce formalisme chimique sous forme de tableau des équilibres [179] tel 

que présenté dans le Tableau 1-10. On constate que ce tableau a une structure par blocs, reflétant 

les interactions possibles ou non entre les différents composants. Ainsi, une surface réactive est 

décrite soit sous forme d’échangeur d’ions, soit sous forme de complexation de surface, et ne peut 

donc pas intervenir dans les réactions de l’autre catégorie. De même, on suppose ici que ces surfaces 

sont insolubles et donc qu’elles n’interviennent pas dans la formation d’espèces dissoutes ou 

gazeuses. Ici, les composants gazeux sont susceptibles d’être dissous dans la phase aqueuse et 

d’intervenir alors dans la formation de précipités. L’exemple le plus courant est le dioxyde de 

carbone, donnant par dissolution des carbonates qui vont précipiter avec du calcium ou du 

magnésium pour donner les roches carbonatées (calcaire, magnésie, dolomite). 

 

 Echange d’ions 1.4.2.2.2.

La description des phénomènes d’échange d’ions dans le cadre d’un formalisme en composant ne 

présente pas de difficulté au premier abord, mais peut présenter quelques points délicats dans la 

pratique. Si l’on reprend l’exemple de la réaction (1.106), avec comme condition initiale une phase 

solide saturée en sodium à sa capacité d’échange cationique (CEC) en absence de calcium, on peut 

décrire ce système à l’aide du Tableau 1-8 : 
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Tableau 1-8 : Tableau des équilibres pour un échange d’ions avec un composant S Na   

 

 2Ca 

 Na

 S Na   Constante 

2Ca 

 1 0 0 1 

Na

 0 1 0 1 

S Na   0 0 1 1 

2S Ca   
1 -2 1 K 

Quantité totale 0 0 CEC   

 

Il est également possible de modifier le choix des composants pour choisir comme composant 

d’échange le solide saturé en calcium. La situation sera un peu plus compliquée, avec entre autre 

l’apparition de concentration totale négative, comme le montre le Tableau 1-9 : 

 

Tableau 1-9 : Tableau des équilibres pour un échange d’ions avec un composant 2S Ca   

 

 2Ca 

 Na

 2S Ca   
Constante 

2Ca 

 1 0 0 1 

Na

 0 1 0 1 

S Na   -1 2 1 1 

2S Ca   
0 0 1 1 K  

Quantité totale 
1

2
CEC

 
CEC  

1

2
CEC

 
 

 

On constate sur les deux formulations présentées précédemment que l’une ou l’autre forme du 

solide est privilégiée. Le Tableau 1-8 est adapté à un solide qui reste majoritairement saturé en 

sodium alors que le Tableau 1-9 est adapté à un solide restant majoritairement saturé en calcium. 

 

 



 

Tableau 1-10 : Tableau synthétique des équilibres  
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65 

On peut enfin choisir comme composant un solide fictif, n’existant pas réellement et donc n’apparaissant 

pas comme espèce, le solide nu S  . Le Tableau 1-11 montre alors que les 2 formes du solide, saturé en 

sodium ou saturé en calcium, sont considérées de façon identique. 

 

Tableau 1-11 : Tableau des équilibres pour un échange d’ions avec un composant S   

 

 2Ca 

 Na

 S   Constante 

2Ca 

 1 0 0 1 

Na

 0 1 0 1 

S Na   0 1 1 
NaK  

2S Ca   
1 0 2 

CaK  

Quantité totale 
1

2
CEC

 
CEC  

1

2
CEC

 
 

 

On a alors la relation suivante entre les deux constantes d’équilibre, dont l’une devra être fixée 

arbitrairement : 

 
2

Ca

Na

K
K

K
  (1.138) 

 

 Précipitation - dissolution 1.4.2.2.3.

Les réactions de précipitation-dissolution imposent une modification de la forme des lois d’action de 

masse. En effet, pour les autres réactions, la concentration des espèces est donnée par la loi d’action de 

masse (aux corrections d’activité près). Dans le cas des réactions de précipitation-dissolution, la loi d’action 

de masse donne l’activité du solide, qui ne peut être reliée à une quantité de matière : 

  
1

1
i , j

Nx
a

i j

j

K X


   (1.139) 

 

 Formation de solution solide 1.4.2.2.4.

Afin de décrire la formation d’une solution solide (eq. (1.113)), il est nécessaire d’ajouter les nombres de 

moles de chacun des précipité impliqués ( Pin ) dans la solution solide au jeu des composants : 

 

  ,

1

j ia

j

j

i

Pi
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k

X

K
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n







 (1.140) 
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 Complexation de surface. 1.4.2.2.5.

Si l’on considère une réaction de complexation de surface écrite de façon générique entre une surface S  

et un complexant M  : 

 
   
   

2

2
     

S OM H
S OH M S OM H K

S OH M

 

  



  
      

  
 (1.141) 

De façon plus générique, une telle réaction s’écrit : 

 
i i , j j

j

cs b X  (1.142) 

En construisant un composant électrostatique fictif, noté X , 

  
F

X exp
RT



 
   

 
 (1.143) 

on peut alors faire intervenir la partie électrostatique de la constante d’équilibre telle que présentée dans 

l’équation (1.115) dans une loi d’action de masse exprimée en composant : 

    
   

 

2

intr

S OH M
S OM K X

H





 

  
    (1.144) 

Ou de façon plus générique : 

       i , ja

i intr ,i j

j

cs K X X   (1.145) 

 

L’ajout de ce nouveau composant impose la prise en compte d’une nouvelle équation de conservation. 

Celle-ci sera utilisée pour déterminer la quantité totale de charge sur la surface (1.146) en ne prenant en 

compte que les espèces fixées sur la surface S . 

      i i i , i

i i
surface

T z c b c     (1.146) 

Pour peu que l’on impose i , ib z   si l’espèce est sur S  et 0i ,b    sinon, l’équation de conservation 

(1.146) ne diffère pas des autres équations de conservation. 

La relation (1.116) permet de calculer la charge électrique de surface en fonction de la quantité totale de 

charge sur la surface. Ensuite, à l’aide d’un des modèle ; CCM décrit par l’équation (1.117) ou DLM décrit 

par (1.118) ; on peut déterminer le potentiel de surface  . En utilisant le formalisme générique fourni par 

la relation (1.119), cela se traduit par une relation entre le potentiel et la quantité de charge sur la surface : 

    S
CS

S
T f

F





    ou bien    S

CS

S RT
T f ln X

F F


 

  
   

 
 (1.147) 
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 Précipitation de surface 1.4.2.2.6.

Comme cela a été présenté (§ 1.4.2.1.5), la précipitation de Ma(OH)3(s) et de Me(OH)2(s) forme une seule 

phase solide. L’activité de cette phase solide est égale à 1, mais l’activité de chaque précipité est égale à sa 

fraction molaire dans la phase solide. 
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Ma OH Me OH

 
 


   
   

 (1.148) 

  
  

 
 

 
 

 
 

2

2

3 2

s

s

s s

Me OH
Me OH

Ma OH Me OH

 
 


   
   

 (1.149) 

 

Un composant de précipitation de surface, TP, est défini de la façon suivante : 

    
 

 
 3 2P s s

T Ma OH Me OH    
   

 (1.150) 

 

Les lois d’action de masse (1.125) et (1.126) sont réécrites en utilisant le composant de précipitation de 

surface. 

  
 

 

 
 

2

2 22 Ps

Me
Me OH K T
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 (1.151) 

  
 

 

 
 

2

3 33 Ps

Ma
Ma OH K T

H





    
 

 (1.152) 

 

Afin de respecter l’activité de la phase solide égale à 1, la loi de conservation pour TP est écrite : 

    
    

  3 2
1P s s

T Ma OH Me OH    (1.153) 

 

La relation (1.153) impose de distinguer en temps qu’espèces chimiques l’activité et la concentration des 

précipités. Le système chimique décrit par les réactions (1.121), (1.122) et (1.123) est représenté par le 

Tableau 1-12. Le Tableau 1-12 fait intervenir les deux matrices stœchiométriques B pour les lois de 

conservation et A pour les lois d’action de masse. Les coefficients stœchiométriques B des espèces 

représentées par les activités des précipités sont nuls. Ainsi, ces espèces n’interviennent pas dans le bilan 

de matière : ce sont des espèces virtuelles. 
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Tableau 1-12 : Tableau des équilibres pour précipitation de surface 
Lorsque 2 coefficients stœchiométriques sont donnés, lire ai,j , bi,j 

 H+ Ma3+ Me2+ 
  3( )s

Ma OH OH 
 

X TP log (K) 

H+ 
1      0 

Ma3+  1     0 

Me2+   1    0 

  3( )s
Ma OH OH 

 
   1   0 

   22( )s
Me OH OH  

 
-1  1 1 1  log (K1) 

[Ma(OH)3(s)] -3 1    1 , 0 log (K3) 

[Me(OH)2(s)] -2  1   1 , 0 log (K2) 

{Ma(OH)3(s)} -3 , 0 1 , 0    0 , 1 log (K3) 

{Me(OH)2(s)} -2 , 0  1 , 0   0 , 1 log (K2) 

 [TH] [TMa] [TMe] [TSurf]  1  

 

1.4.3. FORMULATION DU TRANSPORT REACTIF 
1.4.3.1. Hypothèse de l’équilibre instantané 

Lorsque l’on souhaite étudier des phénomènes chimiques en faisant l’hypothèse de l’équilibre instantané, Il 

est nécessaire de reformuler le bilan de matière présenté par l’équation d’advection-dispersion-réaction 

(1.75). En effet, dans ce bilan de matière, les réactions chimiques apparaissent sous forme de quantité de 

matière consommé par unité de temps (
i ,r r

réactions ,r

b r  ). Or le principe d’une description par équilibre 

instantané est d’éliminer la variable temporelle en supposant que les réactions chimiques sont infiniment 

rapides. La méthode utilisée [114, 181] pour modéliser les phénomènes de transport réactif à l’équilibre 

instantané est la suivante : 

 

Pour les espèces, on peut réécrire l’équation d’advection-dispersion-réaction (ADR) en modifiant le terme 

de réaction, car dans la formulation par composant, une espèce chimique n’intervient que dans une seule 

réaction : celle qui décrit sa propre formation à partir du jeu de composants choisi. On fait également 

apparaître une distinction selon que l’espèce est mobile ou non : 

    i ,mob i ic div J r
t



    

 si ic  mobile (1.154) 

  i ,im ic r
t



   

 si ic  immobile (1.155) 
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Pour les composants, le terme de réaction jr  reprend la somme de tous les termes réactionnels des 

espèces ir  multipliés par leurs coefficients stœchiométriques i , jb , car les composants interviennent comme 

réactifs dans les réactions de formation des espèces. On a alors :  

 

1

   1
Nc

j i , j i

i

r b r j ,...Nx


      (1.156) 

L’équation d’advection-dispersion réaction devient : 

    
1

Nc

j ,mob j i , j i

i

X div J b r
t





     

  si jX  mobile (1.157) 

  
1

Nc

j ,im i , j i

i

X b r
t





    

  si jX  immobile (1.158) 

 

Si l’on somme l’équation d’ADR pour un composant avec les équations d’ADR pour toutes les espèces 

multipliées par leurs coefficients stœchiométriques respectifs, on a alors : 

 

          

   
1

j ,mob i , j i ,mob i , j i ,im j i , j i

i ,mobile i ,immobile i ,mobile

Nc

i , j i i , j i i , j i

i i ,mobile i ,immobile

X b c b c div J b div J
t t t

b r b r b r

  



     
                       

     

  

  
 (1.159) 

Ce qui donne, en exploitant la linéarité des opérateurs de dérivée spatiale et temporelle : 

 0j ,mob i , j i ,mob i , j i ,im j i , j i

i ,mobile i ,immobile i ,mobile

X b c b c div J b J
t
  
   

                       
    (1.160) 

Cette nouvelle forme de l’équation d’ADR fait apparaître les concentrations totales en composant et 

élimine les termes réactionnels. 

   0j j i , j i

i ,mobile

T div J b J
t


 
         

  si jX  mobile (1.161) 

Lorsque le composant jX  est immobile, l’équation devient : 

   0j i , j i

i ,mobile

T div b J
t


 
        

  si jX  immobile (1.162) 

 

Par souci de simplification, on écrit parfois l’équation d’ADR sous la forme suivante : 

     0j tot , jT div J
t



    

 (1.163) 
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1.4.3.2. Formulation mixte cinétique-équilibre 

Dans certaines conditions, il peut être intéressant de décrire un système chimique en utilisant 

simultanément les deux formulations, cinétique et équilibre thermodynamique. Cette formulation mixte a 

été utilisée par différents auteurs pour décrire des phénomènes de diagénèse [40, 131, 137, 182] ou bien 

des phénomènes biologiques [67, 68, 183, 184] Ce type de système était proposé pour le niveau le plus 

difficile du benchmark MoMaS [98]. Nous présentons ici la méthodologie développée pour associer ces 

deux représentations en une formulation cohérente. 

Pour obtenir un système d’équations couplant transport, chimie à l’équilibre et chimie cinétique, il est 

nécessaire de considérer les équations (1.154) et (1.155) qui constituent la formulation élémentaire du 

transport de chaque espèce. On utilisera également la décomposition du système chimique à l’équilibre 

entre espèces et composants ainsi que les équation de conservation de chaque composant (1.157) et 

(1.158). Il faut néanmoins introduire la distinction entre les espèces dont la formation sera décrite par 

équilibre et celles dont la formation sera décrite par cinétique. Il est évident que les composants doivent 

être choisis parmi les espèces décrites à l’équilibre. 

Les réactions chimiques modélisées peuvent donc s’écrire sous la forme suivante pour les réactions à 

l’équilibre : 

 
i i , j j

j

c b X  (1.129) 

et pour les réaction décrites par cinétique, en notant ncc  les espèces décrites par cinétique : 

 
n n,k ;cin k n,i;eq n n,m;eq m

k i m

cc bc cc bc c bx X        (1.164) 

 

Il faut alors modifier les équations de conservation des espèces qui seront décrites par équilibre de la 

manière suivante : 

    i;mob i i;eq i;cinc div J r r
t



     

 si ic  mobile (1.165) 

  i;im i;eq i;cinc r r
t



    

 si ic  immobile (1.166) 

où i ;eqr  est la vitesse des réactions qui seront décrites par équilibre et i ;cinr  est celle des réactions qui seront 

décrites par cinétique. 

Pour les espèces cinétiques, elles ne seront impliquées que dans des réactions décrites par cinétique : 

    n;mob n n;cincc div J rc
t



    

 si ncc  mobile, équilibre (1.167) 

  n;im n;cincc rc
t



   

 si icc  immobile, équilibre (1.168) 

Le même formalisme est applicable aux composants choisis, ce qui donne : 

    j;mob j j;eq j;cinX div J r r
t



      

 si jX  mobile (1.169) 
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  j;im j;eq j;cinX r r
t



     

 si jX  immobile (1.170) 

 

On a alors les relations suivantes entre les différentes vitesses des réactions ; pour les espèces et 

composants à l’équilibre, la relation (1.156) reste valable ; 

 
j;eq i , j i;eq

i

r b r    (1.156) 

Pour les espèces à l’équilibre et les espèces cinétiques, on a : 

 
i;cin n,i;eq n

n

r bc rc    (1.171) 

Pour les composants à l’équilibre et les espèces cinétiques, on a : 

 
j;cin n, j;eq n

n

r bx rc    (1.172) 

En sommant la relation (1.169) (resp. (1.170) avec les équations de conservation des espèces décrites par 

équilibre multipliées par leurs coefficients stœchiométriques respectifs (1.165) (resp. (1.166), on obtient les 

équations de conservation des totaux en composants mobiles et immobiles : 

  j j i , j i n , j;eq n i , j n ,i;eq n

i;mobile n i n

T div J b J bx rc b bc rc
t


   
                

     si jX  mobile (1.173) 

  j i , j i n , j;eq n i , j n ,i;eq n

i ,mobile n i n

T div b J bx rc b bc rc
t


   
               

     si jX  immobile (1.174) 

Les équations de conservations des espèces cinétiques mobiles (1.167) et immobiles (1.168) ainsi que celles 

des composants mobiles (1.173) et immobiles (1.174) sont similaires. Elles dépendent toutes du flux de 

matière J  de chacune des grandeurs conservées et des vitesses des réactions que l’on choisit de décrire 

par cinétique nrc .  

 

1.4.4. CONCLUSION REACTIONS 
Nous avons montré que la description des phénomènes chimiques dans les solutions aqueuses diluées était 

un domaine arrivé à maturité. Les deux formalismes, à l’équilibre instantané et sous forme cinétique sont à 

même de cohabiter au sein de la représentation d’un système chimique complexe. Ces formalismes sont 

également compatibles avec les équations de transport permettant ainsi la construction de modèles de 

transport réactifs fondés sur des lois phénoménologiques. 

Cependant, nous avons restreint cette présentation aux solutions diluées, dont la force ionique est 

inférieure à 0,5 mol/L-1. Certains codes de transport réactifs [185, 186] ont intégré le modèle de Pitzer pour 

calculer les corrections d’activité offrant la possibilité de décrire des solutions plus concentrées. 
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2. DEVELOPPEMENTS NUMERIQUES 

Equation Chapter 2 Section 2 

Un modèle de transport réactif doit relever plusieurs défis, souvent fortement contradictoires : 

i) Le défi de la précision. Il s’agit de résoudre le système d’équations décrivant les 
phénomènes avec le minimum d’erreurs. L’une des principales difficultés pour évaluer la 
performance d’un code au regard de la précision vient de l’absence de solution analytique 
dès que le problème de transport réactif devient un tant soit peu complexe. 
 

ii) Le défi de la robustesse. Il arrive fréquemment qu’au cours d’un processus de résolution, le 
code se bloque, par division par zéro (ou nombre trop petit), par multiplication par l’infini 
(ou nombre trop grand), par non convergence d’un processus itératif… Un code est dit 
robuste lorsqu’il surmonte ce type de difficultés. 
 

iii) Le défi de la rapidité. Les calculs de transport réactif sont souvent longs. Il est important de 
pouvoir effectuer ces calculs rapidement. 
 

iv) Le défi de la flexibilité. Le développement d’un code de transport réactif est un travail long 
et complexe. Il est donc intéressant de concevoir un code qui puisse évoluer et intégrer de 
nouveaux phénomènes, utiliser de nouvelles méthodes numériques, moyennant un 
minimum de modifications. 

 

2.1. ECOULEMENT ET TRANSPORT 

2.1.1. CONTEXTE 
Historiquement, les travaux, développés au sein de l’Institut de Mécanique des Fluides de Strasbourg puis 

du Laboratoire d’Hydrogéologie et de Géochimie de Strasbourg sur les modèles d’écoulement et de 

transport en milieux poreux par Ph. Ackerer, R. Mosé, A. Younès, H. Hoteit, F. Lehmann, ont permis 

l’émergence d’un modèle d’écoulement et de transport en milieu poreux : TRACES [13, 187-189] basé sur 

une combinaison d’éléments finis mixtes hybrides et d’éléments finis discontinus. Les éléments finis 

discontinus sont utilisés pour résoudre la partie advective de l’équation de transport et les éléments finis 

mixtes hybrides pour résoudre l’équation d’écoulement ainsi que la partie dispersive de l’équation de 

transport. 

 Les éléments finis mixtes hybrides permettent une conservation rigoureuse du bilan de masse sur 

chaque élément, la prise en compte d’un tenseur de perméabilité ou de dispersivité plein et garantissent 

un schéma inconditionnellement stable. 

 Les éléments finis discontinus permettent de modéliser des fronts de concentration très raides et 

garantissent l’absence d’oscillations. Cependant, leur formulation explicite en temps nécessite un respect 

strict du critère de Courant Friedrich Lévy (CFL). 
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2.1.2. SCHEMA ITERATIF ASSOCIE A UNE COMBINAISON 

D’ELEMENTS FINIS DISCONTINUS ET MIXTES HYBRIDES 
L’intérêt de cette approche se retrouve tout au long des travaux réalisés, comme par exemple dans la 

précision et l’efficacité du code présenté lors du benchmark Transport Réactif MoMaS [84, 99]. Le travail 

présenté en Annexe 1 ([87]) illustre bien l’intérêt de cette combinaison éléments finis dicontinus – éléments 

finis mixtes hybrides dans le contexte du transport réactif. L’expérience modélisée, réalisée par Lefèvre et 

al. [190], consiste en l’injection de Strontium dans une colonne remplie de sable calcaire. Les réactions de 

précipitation, d’échange d’ions et de dissolution qui se produisent au sein du milieu entrainent la formation 

d’un front compressif se traduisant par un pic de strontium en sortie de colonne. Ce pic est, du fait des 

réactions, retardé, plus bref dans le temps et d’amplitude plus importante que celui observé pour un soluté 

non réactif. 

Nous montrons que le schéma numérique utilisé permet la modélisation de ce front compressif avec une 

discrétisation spatiale et temporelle relativement modérée. Sur cet exemple, il est en effet impératif de 

maitriser au mieux la diffusion numérique, car celle-ci a un impact prépondérant sur la solution. Les 

phénomènes de précipitations, à l’origine de l’amplification du pic de Strontium, sont des phénomènes à 

seuil : ils ne se produisent que si la concentration dépasse le seuil de saturation et conduisent alors à une 

accumulation locale de strontium dans une zone de la colonne. Une diffusion numérique trop importante 

conduit à une baisse des concentrations, qui peuvent alors être inférieures au seuil de saturation. Il n’y a 

alors pas de précipitation et donc pas d’amplification du pic de strontium.  

 

Figure 2-1 : Courbes d’élution du Strontium expérimentales et modélisées par différences finies.  
(expérience d’après Lefèvre et al. [190]) 

 

Ainsi, bien que ces résultats ne soient pas présentés dans l’article [87], nous pouvons observer dans la 

Figure 2-1 qu’un modèle par différence finie est extrêmement sensible au choix de l’algorithme de 

couplage et que l’amplification du pic de strontium est complètement perdue si le couplage est réalisé par 

un schéma NI. Au contraire, on peut constater (voir Annexe 1) qu’un modèle basé sur des éléments finis 

discontinus et mixtes hybrides conduit à des résultats relativement proches, que le schéma de couplage 

soit itératif ou non, et que l’amplification du pic de strontium est correctement rendue.  
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2.2. COUPLAGE TRANSPORT – CHIMIE 

2.2.1. CONTEXTE 
Depuis les travaux de Yeh et Tripathi [83], les codes de transport réactif sont classés en 3 catégories, selon 

la méthode utilisée pour associer transport et chimie. 

(i) L’approche globale consiste à écrire un ensemble d’équations décrivant à la fois le 
transport des différents solutés présents et les réactions chimiques ayant lieux dans le 
domaine. Yeh et Tripathi avaient montré que cette approche était grande consommatrice 
de ressources informatiques, à la fois en temps de calcul et en place mémoire. 
Actuellement, la réduction des temps de calcul demeure un enjeu important pour la 
modélisation du transport réactif. Mais grâce à l’évolution des technologies et la baisse des 
coûts de la mémoire informatique il n’y a plus réellement de pression pour réduire la 
consommation en place mémoire. De plus, de nombreux travaux récents mettent en 
évidence de nouvelles méthodes numériques conduisant à des codes de transport réactif 
par approche globale aussi rapide, sinon plus, que les autres. 
 

(ii) L’approche par séparation d’opérateur non itérative consiste en une résolution successive 
des opérateurs de transport puis de chimie. Ainsi, au cours d’un pas de temps, on peut tout 
d’abord résoudre l’opérateur de transport pour chacune des espèces chimiques, puis 
résoudre l’opérateur de chimie dans chacune des mailles du domaine. Cette approche est 
extrêmement rapide, et peu gourmande en place mémoire. Cependant, la séparation des 
opérateurs introduit des erreurs intrinsèques, appelées erreurs de séparation d’opérateurs. 
 

(iii) L’approche par séparation d’opérateur itérative conserve la philosophie générale de la 
séparation des opérateurs, mais on rajoute des termes correctifs dans chacun des 
opérateurs pour annuler, ou minimiser les erreurs de séparation d’opérateurs. Ces termes 
correctifs sont calculés par itérations entre transport et chimie. 

 

D’un point de vue général, la résolution d’un problème de transport réactif s’apparente à la résolution d’un 

système non linéaire. Les approches classiques en mathématiques pour résoudre de tels systèmes sont des 

méthodes d’ordre zéro (type point fixe) et des méthodes d’ordre un (type Newton). On peut ainsi 

apparenter une approche globale à une méthode de Newton et une approche par séparation d’opérateurs 

itérative à une méthode du point fixe. L’approche par séparation d’opérateurs non itérative peut 

s’apparenter à la première itération du point fixe. 

En termes de mise en œuvre opérationnelle (développement, mise à jour, amélioration) du code, 

l’approche globale est assez lourde alors que les approches par séparation d’opérateur, plus modulaires, 

sont beaucoup plus souples. Compte tenu de la complexité et de la multiplicité des phénomènes envisagés 

dans ce code, nous avons opté pour une approche par séparation d’opérateurs. 
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2.2.2. SEPARATION D’OPERATEURS ET ERREURS EN BILAN DE 

MASSE 
 

Il est désormais bien établi que la résolution par séparation d’opérateurs peut introduire des erreurs 

intrinsèques [88, 191-199], liées à la résolution séparée d’opérateurs mathématiques représentant des 

phénomènes physico-chimiques fondamentalement liés. Dans le travail présenté en Annexe 2, nous 

présentons une compilation des différents schémas de séparation d’opérateurs recensés, itératifs et non 

itératifs, et nous établissons une étude analytique des erreurs de séparation d’opérateurs. En effet, lors 

d’une étude numérique, il est assez complexe de faire la part entre les erreurs de troncature (en temps et 

en espace), les erreurs de convergence (lors d’une résolution itérative de la chimie) et les erreurs de 

séparation d’opérateurs. Une étude analytique offre l’avantage d’éliminer erreurs de troncature et de 

convergence. Cependant, une telle étude n’est possible que sur un problème simplifié.  

Il s’agit donc à un système chimique composé de 2 espèces interagissant par une réaction réversible décrite 

par une cinétique d’ordre 1. Le domaine étudié est mono-directionnel, semi infini, homogène, avec une 

condition de flux imposé à la frontière amont. Dans ces conditions, le bilan de matière pour chaque 

élément chimique peut être calculé analytiquement, pour une résolution globale comme pour une 

résolution par séparation d’opérateur ; et ce à chaque pas de temps et à chaque itération (pour les 

schémas de séparation itératifs).  

Les erreurs de séparation d’opérateurs ainsi que les vitesses de convergence des schémas itératifs 

dépendent alors de temps adimensionnels construit à partir des constantes de réaction et des pas de 

temps des schémas de séparation. Certains schémas de séparation se révèlent alors plus imprécis (erreur 

de séparation forte) et/ou inefficaces (vitesse de convergence lente) que d’autres. Pour les schémas non 

itératifs, le schéma Strang-Splitting conduit aux plus faibles erreurs de bilan de masse ; pour les schémas 

itératifs, le schéma Symmetric est à préférer car il n’introduit pas d’erreurs de séparation et converge en 2 

itérations (voir Annexe 2). 

Cependant, ces résultats obtenus dans le cadre d’une étude analytique doivent être modérés et adaptés 

aux situations réelles. Ainsi, le schéma Strang-splitting conduit bien à des erreurs sur le bilan de masse plus 

faibles que le schéma NI standard pour une chimie cinétique, mais les erreurs sur le profil de concentration 

sont équivalentes pour les 2 schémas. De plus, le schéma Strang-splitting n’est absolument pas adapté à la 

description d’un système incluant une chimie à l’équilibre instantané. En effet, le principe d’un tels système 

est que l’équilibre chimique soit respecté à la fin de chaque pas de temps ; alors que le schéma Strang-

splitting consiste en un premier demi-pas de temps de transport (soit une perturbation de l’équilibre 

chimique), suivi d’une résolution de l’opérateur de chimie (soit une mise à l’équilibre chimique), puis d’un 

second demi-pas de temps de transport (donc une perturbation de l’équilibre chimique). 
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2.3. RESOLUTION DE L’EQUILIBRE CHIMIQUE 

2.3.1. METHODE CLASSIQUE DE NEWTON-RAPHSON 
Les premiers travaux en modélisation des systèmes chimiques à l’équilibre [91, 179, 180, 200] ont été 

développés en utilisant la méthode de Newton-Rapshon pour minimiser un système algébrique non 

linéaire. 

Nous avons montré précédemment (§ 1.4.2.2) qu’il est possible d’écrire tout système chimique à l’équilibre 

thermodynamique sous la forme d’un système constitué de Nc  lois d’action de masse : 

    
1

   1
i , j

Nx
a

i i j

j

c K X i ,...Nc


    (1.131) 

et de Nx  équations de conservation. 

  
1

   1
Nc

j i , j i

i

T b c j ,...Nx


         (1.134) 

La fermeture du système est assurée par la relation entre activité et concentration : 

    i i ic c  (1.97) 

Il peut s’avérer nécessaire d’introduire des modifications à cette formulation pour inclure certains 

phénomènes chimiques comme la complexation de surface (§ 1.4.2.1.6) 

 

2.3.1.1. Procédure de résolution 

En substituant les lois d’action de masse dans les équations de conservation à l’aide des coefficients 

d’activité, on obtient un système de Nx  équations à Nx  inconnues : 

   
1 1

   1
i ,k

Nc Nx
a

i
j i , j k k

i ki

K
T b X j ,...Nx

 

          (2.1) 

Notons que dans le système (2.1), les coefficients d’activité   dépendent des concentrations des espèces 

chimiques, donc des concentrations en composants. 

 

La résolution de ce système non linéaire par la méthode de Newton-Raphson implique une procédure 

itérative (on notera n  l’itération en cours). Si pour un jeu de concentrations en composants n

kX   , 

l’équation de conservation (2.1) n’est pas respectée, on notera ici n

jY  le résidu pour le composant j à 

l’itération n : 

  
1 1

   1
i ,k

Nc Nx a
n ni
j j i , j k k

i ki

K
Y T b X j ,...Nx

 

             (2.2) 
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La matrice jacobienne Z  de ce système non linéaire est définie par : 

 
 

n

jn

j ,k

k

Y
Z

X





 (2.3) 

Si l’on suppose que les coefficients d’activité sont constants, le calcul analytique donne : 

 

 

 

1

1 1

1

1 1

1

i ,h i ,h
i ,h

i ,h

NxNc a aan n ni

j ,k i , j h h i ,k k k

i hi
h k
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ni h hNc Nc
ii , j i ,kn h
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K
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 (2.4) 

Il est également possible de définir la jacobienne par rapport à une variation des concentrations en 

composants n

kX     : 

 

1n n n

j j jn

j ,k n n

k k

Y Y Y
Z

X X

 
 

       

 (2.5) 

L’objectif du travail étant de trouver le vecteur de concentration 1n

kX     tel que le résidu 1n

jY   soit nul, on 

peut alors écrire : 

 n n n

j ,k k jZ X Y      (2.6) 

L’inversion du système (2.6) donne le pas d’avancement de la méthode n

kX    , qui permet de calculer 

1n

kX     le nouveau vecteur des concentrations en composants.  

 1n n n

k k kX X X              (2.7) 

Cette procédure, de (2.2) à (2.7), est répétée jusqu’à convergence, c’est-à-dire jusqu’à ce que le résidu n

jY  

soit inférieur à un critère prédéfini : NR . 

 

2.3.1.2. Convergence 

Dans un formalisme mathématique, on trouve deux façons usuelles de présenter le critère de convergence 

de la méthode de Newton-Raphson. 

(i) Une formulation en termes de pas d’avancement : 

 
1n n

NR       X X  (2.8) 

où  est souvent la norme vectorielle et n  X  le vecteur des concentrations en composants. 

(ii) Une formulation en terme de minimalisation du résidu : 

 n

NRY  (2.9) 
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Dans le cas de l’application de la méthode de Newton-Raphson au problème spécifique de calcul des 

équilibres chimiques, ces deux formulations ne sont pas adaptées. En effet, la formulation (2.8) ne permet 

pas de détecter un minimum local. La formulation (2.9) quant à elle conduit à exiger la même précision de 

résolution pour toutes les espèces chimiques, alors que nous sommes souvent confrontés à des différences 

de concentrations de plusieurs ordres de grandeur entre les éléments majeurs ( 2Ca  , 3HCO , 

concentrations souvent supérieures à 10-2 mol/L) et les éléments traces (métaux lourds, pesticides, 

radioéléments, concentrations souvent inférieures à 10-6 mol/L).  

 

2.3.2. RESTRICTION DU DOMAINE CHIMIQUE ET FRACTIONS 

CONTINUES POSITIVES 
Il est reconnu que la méthode de Newton Raphson peut ne pas converger, si le jeu initial de composants 

proposé est loin de la solution. Dans l’optique d’une modélisation de transport réactif, cet échec de du 

processus de minimisation peut faire échouer tout le calcul. Nous avons donc travaillé sur cette 

problématique afin de proposer des solutions. 

Dans une première analyse, nous avons détecté que les difficultés proviennent d’une matrice jacobienne 

singulière ou quasi-singulière, traduisant une pente nulle ou quasi nulle de la fonction résidu. 

Lorsque la matrice jacobienne est singulière, il n’est pas possible d’inverser le système (2.6) et la méthode 

échoue. La solution apportée est de faire appel à une méthode d’ordre zéro, ne nécessitant pas le calcul de 

la pente de la fonction résidu. Après avoir testé et éliminé les méthodes d’ordre zéro les plus classiques 

(Picard et point fixe), deux méthodes ont été retenues : la méthode du simplex et la méthode des fractions 

continues. Sous sa forme originale, la méthode des fractions continue s’est révélée trop rigide et ne permet 

pas la prise en compte de coefficients stœchiométriques négatifs. Nous avons proposé une modification de 

cette méthode, appelée méthode des fractions continues positives, qui possède désormais la flexibilité 

souhaitée.  

Lorsque la matrice est quasi-singulière, le pas d’avancement  n   X  obtenu est alors très grand. Les 

concentrations en composant à l’itération suivante 1n  X  n’ont alors plus aucune signification physique. 

Nous avons proposé de limiter les valeurs possibles pour les composants en définissant des bornes 

construites sur la base de critères chimiques : le domaine chimiquement autorisé. 

Nous avons montré qu’en combinant ces deux nouveaux éléments à la méthode classique de Newton-

Raphson, on obtient un algorithme à la fois plus robuste et plus rapide que les méthodes existantes. Cet 

algorithme a été implanté dans le code de spéciation SPECY. 

L’ensemble de ces méthodes ont été testées et comparées. Les critères de comparaison retenus ont été la 

robustesse de la méthode et la vitesse de convergence. Deux systèmes chimiques ont été choisis pour les 

tests en raison de la différence de comportement des méthodes qu’ils induisent. Le test de l’acide gallique 

est proposé par Brassard et Bodurta [201]. Ce test présente un piège en boucle qui bloque les méthodes 

basées sur la pente : les directions de descente successives renvoient le processus de recherche au même 

point, comme s’il rebondissait contre les parois d’une vallée. Le test de la pyrite est proposé par J. Van der 

Lee (communication personnelle). Ce test présente de très grands écarts entre les concentrations des 

espèces et des composants. La concentration initiale choisie pour le composant  2O  est de 10-3 mol/L 

(situation proche de conditions aérobies) alors que la concentration à l’équilibre est de 1,10 10-73 mol/L. 
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Notons que cette concentration ne représente alors pas un nombre de molécule d’oxygène (une molécule 

pour 1037 km3) mais un potentiel redox très bas, car nous avons choisi d’utiliser l’oxygène comme 

accepteur/donneur d’électron. Les autres composants, H  , 2Fe   et 2

4SO   ont des concentrations à 

l’équilibre entre 10-9 et 10-7 mol/L. Les concentrations des espèces dissoutes sont comprises entre 10-6 et 

10-20 mol/L car nous avons décidé de négliger les concentrations des espèces inférieures à 10-23 mol/L (cela 

correspond à une molécule par litre).  

Les tests montrent bien l’intérêt de l’algorithme combiné, qui permet de réduire le temps de calcul et 

d’éliminer totalement les problèmes de non convergence. Ce travail a été publié dans AIChE Journal [92] et 

peut être trouvé en Annexe 3). 

 

2.3.3. FORMULATION EN LOGARITHME ET 

CONDITIONNEMENT DE LA JACOBIENNE 
Lors de la conception de l’exercice de comparaison de codes pour le GdR MoMaS, l’objectif était de 

proposer un cas test permettant de mettre à l’épreuve les différents outils numériques existants. Le niveau 

de non linéarité et de couplage du système chimique a ainsi été augmenté jusqu’à mettre en échec 

l’algorithme de SPECY. Par la suite, il a fallu développer de nouveaux outils pour pouvoir fournir des 

solutions à l’exercice proposé. 

 

2.3.3.1. Changement de variables : composants en logarithme d’activité 

 Présentation du concept 2.3.3.1.1.

La solution adoptée consiste en un changement de variables effectué dans le système (2.2). Au lieu de 

travailler sur les concentrations en composants jX   , nous avons écrit ce système en logarithme de 

l’activité des composants j  [99]. 

    j j j jln X ln X        (2.10) 

Ou, sous un formalisme matriciel : 

 ln ln ln
X X

diag diagX X  (2.11) 

On peut alors reformuler les relations chimiques de la façon suivante, pour les lois d’action de masse : 

 ln ln ln
C

diagC K A  (2.12) 

Et pour les équations de conservation : 

 
TT B C  (2.13) 

 

Le système (2.2) s’écrit alors en fonction de la variable   : 



81 

   
1 1

   1
i ,k

Nc Nx a
n ni
j j i , j k

i ki

K
Y T b exp j ,...Nx

 

           (2.14) 

Ce qui peut se reformuler de la façon suivante : 

 
1 1

   1
Nc Nx

n ni
j j i , j i ,k k

i ki

K
Y T b exp a j ,...Nx

 

 
          

 
   (2.15) 

Ou sous forme matricielle : 

 exp ln lnT

C
diagY T B K A  (2.16) 

 

Sous ce formalisme, le calcul analytique de la matrice jacobienne Z  donne, si l’on néglige les variations du 

coefficient d’activité 
i  : 

  
2

1 1 1

   1

n Nc Nx Nc
jn n ni

j ,k i , j i ,k i ,h h i , j i ,k i

i h ik i

Y K
Z b a exp a b a c j,k ,...Nx

   

  
                

    (2.17) 

Soit : 

 
T diagZ B C A  (2.18) 

Le système linéaire (2.6) à inverser s’écrit alors sous une forme similaire (2.19) : 

 
n n n    Z ξ Y  (2.19) 

 

En comparant la matrice jacobienne Z  obtenue en (2.17) avec Z  issue de la formulation initiale (2.4) on 

constate deux points : 

i) Le terme contenant initialement 
 
 

i

k

c

X
 a été remplacé par  ic . Ainsi, les termes de la 

matrice Z  sont tous du même ordre de grandeur que les concentrations (de 10-15 à 10-1 
mol/L en pratique). En revanche, certains termes de la matrice Z peuvent être du même 

ordre de grandeur que 
 
 

i

k

c

X
, c’est-à-dire selon le cas 

15

1

10

10




 ou 

1

15

10

10




. 

ii) La matrice Z  est remplie par blocs, selon les coefficients stœchiométriques des 
composants, de même que la matrice Z . Mais la matrice Z  est en plus symétrique dans la 

plupart des cas, car les coefficients stœchiométriques i , ja  et i , jb  sont très souvent 

identiques. 

Par ce moyen, on obtient alors une matrice jacobienne mieux conditionnée et symétrique dans la plupart 

des cas. 
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De plus, lorsque l’on travaille avec les concentrations en composants jX   , il arrive parfois d’un pas 

d’avancement n

kX     négatif conduise à des concentrations négatives, ce qui oblige à modifier 

arbitrairement le nouveau vecteur des composants. En travaillant en logarithme de l’activité j , un pas 

d’avancement négatif ne conduit jamais à une solution non physique. Il n’est donc plus nécessaire 

d’imposer la borne inférieure du domaine chimiquement autorisé. 

 

Ces améliorations ont été testées dans le cadre du benchmark Reactive Transport du GdR MoMaS [84, 97-

99]. La présentation d’une comparaison entre le code dans sa première version et celui obtenu suite à ces 

améliorations n’était pas pertinente dans le cadre de ce benchmark. Soulignons néanmoins que nous 

n’avons pas pu résoudre le problème proposé avec le code dans sa version initiale dans des temps de calcul 

raisonnables (j’ai abandonné lorsque le code a bloqué après 3 semaines de calcul sans avoir passé l’étape 

d’injection). Avec ces améliorations, il est possible de résoudre le test du benchmark, avec un pas d’espace 

et de temps assez grand pour avoir des temps de calcul court (environ une demi-heure). Cependant, il est 

nécessaire d’utiliser un maillage fin et un pas de temps petit pour obtenir une bonne résolution. 

 

Il est à noter que des travaux récents [202] conduisent à des résultats opposés, car ces auteurs 

recommandent l’utilisation d’une formulation en concentration plutôt qu’en logarithme d’activité. Ils 

montrent, entre autre, que pour une formulation en logarithme, la résolution du système conduit à une 

matrice jacobienne singulière si la concentration totale en composant tend vers 0. Ces résultats ne sont pas 

incompatibles avec ceux présentés en Annexe 4 car les tests effectués [203] n’incluent pas de tests avec 

des concentrations totales nulles ou quasi nulles, et les travaux de Erhel et Sabit [202] portent sur un 

modèle de transport réactif par approche globale. Ainsi la matrice jacobienne calculée par ces auteurs 

inclus des termes de transport. Cependant, ce point mérite d’être étudié plus avant et il faudra entre autre 

reprendre une partie des tests utilisés dans le travail [203] en les modifiant pour voir comment évoluent les 

matrices jacobiennes lorsque les concentrations totales tendent vers 0. Suivant le cas, on pourrait essayer 

de déterminer un critère pour choisir à priori la formulation la plus pertinente et basculer d’une 

formulation en concentration vers une formulation en logarithme d’activité selon les conditions. 

 

 Prise en compte des cas particuliers 2.3.3.1.2.

Cependant, ce nouveau formalisme ne permet plus de passer rapidement d’une résolution par la méthode 

des fractions continues positive à la méthode de Newton-Raphson. Il est à priori nécessaire de recalculer 

des concentrations en composant, ce qui peut s’avérer problématique d’un point de vue informatique, 

surtout lorsque j  est négatif avec une grande valeur absolue ( 400j   ). De plus, si l’intégration de 

phénomènes chimiques particuliers comme ceux de précipitation-dissolution ou de complexation de 

surface se font aisément dans le formalisme en concentration [92], cela n’est pas forcément le cas dans un 

formalisme en logarithme d’activité. 
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Précipitation-dissolution 

L’algorithme général de prise en compte de la précipitation-dissolution n’a pas été modifié par rapport à ce 

qui a été fait précédemment [92]. La loi d’action de masse (1.139) se réécrit sans difficulté en logarithme 

d’activité : 

  1
i , ja

i j

j

K exp    soit  0 i i , j j

j

ln K a     (2.20) 

On définit alors le résidu n

iYp  à l’itération n pour le précipité i de la façon suivante : 

      1n n

Nx i i i , j j

j

Yp ln K a i ,...NcP       (2.21) 

et le résidu (2.15) est modifié pour inclure la quantité de précipité formé : 

 
1 1 1

+    1
Nc NcP Nx NcP

n n ni
j j i , j i ,k k i , j i

i k ii

K
Y T b exp a b cp j ,...Nx





  

 
              

 
    (2.22) 

Le terme générique de la matrice jacobienne s’écrit dans ce cas : 

    1 1
n

n i
Nx i ,k i ,k

k

Yp
Z a i ,...NcP, k ,...Nx





     


 et    1 1

n
n i
i ,Nx k i ,kn

k

Y
Z b k ,...NcP, i ,...Nx

cp



     

   

 (2.23) 

 

Complexation de surface 

Le composant électrostatique X
 défini par l’équation (1.143) peut se redéfinir en logarithme d’activité 


 : 

 
F

RT
   


 (2.24) 

Le résidu sur l’équation de conservation des sites de surface jTs  s’écrit : 

 
1 1 1 1

NcS Nx NcS Nx
n n n ni i
j i , j i ,k k i , j i ,k k

i k i ki i
inclu

K K
Y b exp a b exp a  

 


   


 
               

 

     (2.25) 

On constate donc que sur l’équation (2.25), le composant potentiel   se comporte comme un composant 

classique, avec un coefficient stœchiométrique i ,a   égal à un. 

Le résidu sur l’équation de conservation des charges électrostatiques s’écrit lui selon l’équation (2.26) avec 

la particularité que le total T  dépend du composant potentiel X  selon l’équation (1.147) : 

  n n n n nS
i i CS i , i

i i

S RT
Y T z c f ln X b c

F F


   

  
                  

 
   (2.26) 

En incluant les composants   : 
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1

Nx
n n nS i

CS i , i ,k k

i ki

S KRT
Y f b exp a

F F


 


  



    
         

   
   (2.27) 

Pour le composant potentiel de surface, il faut donc modifier le terme de la matrice jacobienne relatif à ce 

composant. 

 
1

1

n Nx
n n ni

, j i , i ,k k i , i , j i

i k ij i j

n Nx
jn n ni

j , i , j i ,k k i , j i , i

i k ii

KY
Z b exp a b a c

Y K
Z b exp a b a c


  


  


  



 

 

    
               

    
               

  

  

 (2.28) 

On constate que pour les termes hors diagonaux, la matrice se calcule de façon identique aux termes 

génériques (2.17). Les termes diagonaux incluent une part provenant de la dérivée de la quantité totale de 

charges : 

 
1

n Nx
n n nS i

, CS i i ,k k

i ki

n n nS
, CS i i , j i

i

S KY RT
Z f z exp a

F F

S RT
Z f z a c

F F


 

   







  

  

  



        
                    

    
              

 



 (2.29) 

 

On constate ainsi que la matrice jacobienne obtenue en choisissant les j  comme composants conduit à 

une matrice symétrique si les coefficients stœchiométriques i , ja  et i , jb  sont égaux, et ceci même en 

incluant les phénomènes de précipitation-dissolution ou de complexation de surface. 

 

Solutions solides 

Il est possible de décrire la formation d’une solution solide en exprimant les concentrations de chaque pôle 

en concentration ou en logarithme de concentration. Cependant, la disparition d’une solution solide 

impose une expression en concentration. En effet, l’algorithme de résolution classique commence par une 

hypothèse : on suppose que la solution solide se forme (ou non). Si la résolution des équations de 

conservation et de loi d’action de masse conduit à des concentrations négatives pour l’un des pôles, alors 

l’hypothèse faite se révèle erronée et la résolution doit être recommencée avec l’hypothèse contraire. 

La loi d’action de masse (1.140), décrivant la formation d’un pôle Pi  au sein de la solution solide s  

comprenant PsN  pôles, s’écrirait alors : 

 
,

1

0 ln lni j

Ps

a Pi
i j N

j

Pk
Pk

n
K

n

 (2.30) 
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Cependant, au cours du processus de minimisation, il se peut que le terme 
1

PsN

Pk
Pk

n  devienne négatif, ce 

qui conduirait à un arrêt du code. Afin d’éviter cela, il est nécessaire de conserver un formalisme plus 

proche de l’écriture classique qui donne pour la loi d’action de masse : 

 
, 11 exp

Ps

i j

N

Pk
a Pk

i j
j Pi

n
K

n
 (2.31) 

Il est ainsi possible qu’au cours de la minimisation, le terme 
1

PsN

Pk
Pk

n  devienne négatif, mais il est 

également garanti que ce terme soit positif une fois la convergence obtenue. 

Nous avons ainsi un ensemble de Npss  (Nombre de pôles des solutions solides) variables primaires qui 

s’ajoutent aux Nx  composants existants. Le résidu sur les équations de conservation de matière pour les 

composants s’écrit alors : 

 , , , ,

1 1 1 1

exp +    1,...
NpssNc NcP Nx NcP

n n n ni
j j i j i k k i j i Pi j Pi

i k i Pii

K
Y T b a b cp bss n j Nx





   

 
                

 
     (2.32) 

Le résidu sur la loi d’action de masse relative à la formation du pôle Pi  d’une solution solide donne : 

 
, 11 exp

Ps

i j

N

Pk
an n k

SSi i j n
j Pi

n
Y K

n
 (2.33) 

Le terme de la matrice jacobienne relatif à la formation du pôle Pi  dans le résidu en bilan de masse du 

composant j  s’écrit : 

 , ,

n

jn

j Pi Pi jn

Pi

Y
Z bss

n


 


 (2.34) 

Le terme de la matrice jacobienne relatif à la formation du pôle Pi  dans le résidu de loi d’action de masse 

de la formation du pôle Pi  donne : 

 
, 1

,

1
exp 1

Ps

i j

N

n Pk
an nSSi k

Pi Pi i jn n n
jPi Pi Pi

n
Y

Z K
n n n

 (2.35) 

Le terme de la matrice jacobienne relatif à la formation du pôle Pm  dans le résidu de loi d’action de 

masse de la formation du pôle Pi  s’écrit : 

 
,

,

1
exp i j

n
an nSSi

Pi Pm i jn n
jPm Pi

Y
Z K

n n
 (2.36) 
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Fractions continues positives 

Telle qu’elle est présentée dans les travaux précédent [92], la méthode des fractions continues positives 

exprime le résidu sur les équations de conservation de la matière sous la forme d’une différence entre la 

somme des réactifs et la somme des produits : 

  
0i , j

react , j i , j i

i
b

Sum b c



   et  
0i , j

product , j j i , j i

i
b

Sum T b c



    (2.37) 

Pour un jeu de concentrations en composant, on définit la valeur suivante en fonction du rapport entre la 

somme des réactifs et celle des produits. 

 

1

1
i , ja

react , jn n

j j

product , j

Sum
X X

Sum




 

   
 

 (2.38) 

Cependant, la méthode des Fractions Continues Positives (comme toutes les méthodes d’ordre zéro) ne 

prennent pas en compte l’impact sur la fonction jY  d’une modification de la valeur 
kX  (à la différence des 

méthodes d’ordre un). La modification simultanée des valeurs de tous les composants entraîne des 

oscillations. L'introduction d'une moyenne pondérée permet de restreindre les oscillations et d'assurer la 

convergence dans un maximum de cas. 

  

1

1 1
i , ja

react , jn n n

j j j

product , j

Sum
X X X

Sum
 




 

      
 
 

 (2.39) 

avec   compris entre 0 et 1. 

Une valeur de   forte en début de recherche (  = 0,9) permet de se rapprocher rapidement de la solution. 

En effet, ceci revient à diviser (resp. multiplier) nX  par 10 si sa valeur est très grande (resp. très petite) 

devant la valeur d’équilibre. En fin de recherche, il est important de limiter les oscillations et une valeur de 

  plus faible (  = 0,1) permet d’assurer la stabilité de la méthode. Nous avons donc montré qu’il était 

intéressant de construire   comme un paramètre adaptatif qui décroît au fur et à mesure que l’on 

s’approche de la solution. 

 

 

 

if    then  0.9 0.8

if    then  0.9 0.8

reac

jreac prod

j j j prod

j

prod

jreac prod

j j j reac

j

Sum
Sum Sum

Sum

Sum
Sum Sum

Sum





 
    

 
 

 
    

 
 

 (2.40) 

 

L’utilisation d’une formulation en logarithme de l’activité des composants nécessite une réécriture de cette 

méthode des fractions continues positives. La relation (2.38) se prête bien à une réécriture en logarithme, 

mais pas la relation opérationnelle (2.39). Cependant, la relation (2.39) n’est qu’une façon d’introduire un 

terme de relaxation dans la méthode. Il est tout à fait possible d’introduire cette relaxation de façon 

différente. Ecrite en fonction du logarithme de l’activité des composants, la relation (2.38) donne : 
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    1 1n n

j j react , j product , j

i , j

ln Sum ln Sum
a

 



   
   (2.41) 

Il est alors très simple d’introduire un terme de relaxation dans la relation (2.41) : 

      1 1n n

j j react , j product , j

i , j

ln Sum ln Sum
a


  



    
   (2.42) 

La relation (2.40) doit alors être modifiée pour conserver les performances de la méthode des fractions 

continues positives : 

 

 

 

if    then  0.1 0.08

if    then  0.1 0.08

reac

jreac prod

j j j prod

j

prod

jreac prod

j j j reac

j

Sum
Sum Sum

Sum

Sum
Sum Sum

Sum





 
    

 
 

 
    

 
 

 (2.43) 

 

2.3.3.2. Structure et conditionnement de la jacobienne 

La matrice jacobienne associée au calcul d’un équilibre chimique possède une structure propre, similaire 

pour tous les systèmes. Issue de la structure du tableau des équilibres Tableau 1-10 et des interactions 

possibles ou non entre les différentes phases, la structure de la matrice jacobienne est plutôt creuse, carrée 

par blocs, comme cela peut se voir sur le Tableau 2-1.  

Dans l’optique d’un modèle numérique de transport réactif par séparation d’opérateurs, il est nécessaire 

de résoudre le problème de chimie à l’équilibre au moins une fois (plusieurs fois dans le cas de schémas 

itératifs) par maille (ou nœud selon la discrétisation spatiale) et par pas de temps. Cela implique donc la 

résolution d’un très grand nombre de systèmes linéaires (2.19). 

Ces système linéaires ont comme propriété d’être de relativement petite taille : 4 x 4 pour des applications 

de laboratoire simples, jusqu’à 20 x 20 pour des cas réels extrêmement complexes. On peut envisager dans 

un avenir proche des cas allant jusqu’à 50 composants, mais la dimension du problème reste relativement 

faible. D’autre part, nous avons déjà souligné que le conditionnement de la matrice jacobienne est 

relativement mauvais, et ce même après une reformulation en logarithme d’activité des composants.  

Pour la première fois, nous avons étudié de façon systématique le conditionnement des matrices 

jacobiennes issues de la modélisation des systèmes chimiques à l’équilibre (voir Annexe 4) ainsi que de 

nombreuses méthodes directes (6) et itératives (6) de résolution des systèmes linéaires. Une telle étude 

n’avait jamais été réalisée pour des matrices de petites tailles, mal conditionnées. Nous proposons une 

compilation de 10 cas-test de chimie à l’équilibre, de dimensions variables (de 3 à 52 composants, de 7 à 

780 espèces chimique), conduisant à des matrices jacobiennes dont les conditionnements varient de 100,61 

à 10213,9. Dans ce travail [203], nous avons mis en évidence plusieurs points importants :  

- Le conditionnement de ces petites matrices peut être extrêmement élevé, rendant la résolution 
du système linéaire difficile. La non-convergence de la méthode de Newton-Raphson dans 
certains cas peut s’expliquer par l’impossibilité de déterminer une direction de descente 
adaptée. 

- Il existe, pour les grands nombres de conditionnement, une relation entre la norme de l’erreur 

Y  et le conditionnement de la matrice jacobienne. Nous n’avons pas réussi à justifier 
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mathématiquement l’existence de cette relation. Cependant, ceci permet, d’un point de vue 
opérationnel, d’estimer le conditionnement de la matrice jacobienne pour un coût en temps de 
calcul minime. 

- Certaines méthodes de résolution (Décomposition LU et GMRES) sont plus rapides et moins 
sensibles au conditionnement que les autres méthodes testées. Lorsque le conditionnement de 
la matrice est fort, nous recommandons donc l’usage de ces méthodes. 

 

Tableau 2-1 : structure générique de la matrice jacobienne des systèmes chimiques 
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2.3.3.3. Pré-conditionnement de la matrice jacobienne 

Il est classiquement reconnu [204-206] que l’on ne peut obtenir une solution avec n décimales exactes à un 

système linéaire de conditionnement p que si l’on dispose d’une capacité de calcul à p-n chiffres 

significatifs. Or les conditionnements mis en évidence dans le travail de H. Machat [203] ne permettent pas 

d’envisager une solution correcte avec les moyens de calculs actuels. De nombreux outils mathématiques 

existent pour réduire le conditionnement d’un système linéaire. Dans le cadre de la thèse de M. Marinonni, 

nous avons étudié la possibilité d’utiliser de telles méthodes [207]. Le détail de ce travail est présenté en 

Annexe 5. 

Le principe des techniques de préconditionnement est de multiplier un système linéaire une ou deux 

matrices simples (diagonales) afin de réduire le conditionnement du système obtenu. Ainsi, le système 

(2.19) sera remplacé par le système (2.44) : 

 
1 2 1

n n n       D Z D ξ D Y  (2.44) 
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où 
1D  et 

2D  sont les deux matrices de préconditionnement et 1

2

n n        ξ D ξ . Les systèmes 

(2.19) et (2.44) sont analytiquement équivalents, mais un choix judicieux des matrices 
1D  et 

2D  

conduira à un meilleur conditionnement du système (2.44). Il est cependant reconnu [204] que 

l’efficacité de ces méthodes est fortement problème-dépendant et que seul un choix adapté des 

matrices 
1D  et 

2D  conduit à une diminution du conditionnement du système linéaire. 

Nous avons testé plusieurs combinaisons de matrices 
1D  et 

2D  pour examiner les différentes 

performances de ces préconditionnements. 

(i) Préconditionnement RId (Row Identity). La matrice 
2D  est la matrice identité, ce qui 

restreint le préconditionnement aux lignes de la matrice jacobienne. Si l’on note 
ia  

le vecteur formé de la ligne i  de la matrice n
Z , on définit ici la matrice 

1D  par la 

relation (2.45). 

  
1

1i ,i iD



 a  (2.45) 

(ii) Préconditionnement DId (Diagonal Identity). La matrice 
2D  est la matrice identité et 

la matrice 
1D  est formée des termes diagonaux de la matrice n

Z  : 

  
1

1

n

i ,i i ,iD


 Z  (2.46) 

(iii) Préconditionnement sDsD (square Diagonal). Les matrices 
1D  et 

2D  sont définies par 

les racines carrées des termes diagonaux de la matrice n
Z  (2.47). Ce 

préconditionnement est possible dans la plupart des cas chimiques car les matrices 
stœchiométriques relatives aux lois d’action de masse ( A ) et aux équations de 
conservation ( B ) sont très souvent identiques. De ce fait, la relation (2.17) garantit 
la positivité des termes diagonaux de n

Z  pour peu que les concentrations des 

espèces n

ic    soient positives, ce qui est garanti par la relation (2.12). 

 

1

1, , 2, , ,
n

i i i i i iD D Z  (2.47) 

(iv) Préconditionnement MEq (Matrix Equilibration). Il s’agit ici d’une procédure 
itérative, devant conduire à un conditionnement minimal de la matrice n

Z . En notant 

ia  le vecteur formé de la ligne i  et ic  le vecteur formé de la colonne i  de la matrice 
n

Z  ; les matrices 
1D  et 

2D  sont définies par les normes des vecteurs 
ia  et 

ic  (2.48). 

Knight et al. [208] recommandent 5 itérations de cette procédure pour obtenir un 
bon préconditionnement. 
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c

 (2.48) 

Ces procédures de préconditionnement ont été testées sur plusieurs cas tests chimiques, pour un 

grand nombre de vecteur de composants initiaux. Le nombre d’itérations de Newton nécessaire pour 

obtenir la convergence a été comparé pour un algorithme sans préconditionnement et pour chacun 

de ces préconditionnements. Nous avons également testé l’utilisation systématique de la méthode 

FCP comme initialisation de la méthode de Newton-Raphson.  

On montre que les techniques sDsD et MEq sont globalement plus efficaces que les autres, mais ces 

résultats restent très cas-dépendants. On distingue 3 cas de figures : 
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(i) Le conditionnement initial de la matrice n
Z  est bas, et l’inversion du système (2.19) est 

suffisamment précise pour assurer la convergence rapide de l’algorithme de Newton. Dans ce 
cas, les techniques de préconditionnement sont inutiles et n’apportent aucun gain. 

(ii) La matrice initiale n
Z  a un conditionnement intermédiaire. L’inversion du système (2.19) n’est 

pas suffisamment précise ; et les techniques de préconditionnement permettent de réduire le 
conditionnement pour assurer une résolution précise du système (2.44). Dans ces cas 
intermédiaires, le préconditionnement apporte un gain appréciable en termes de convergence. 

(iii) Lorsque le conditionnement initial de la matrice n
Z  est trop grand, même les techniques de 

préconditionnement ne permettent pas d’obtenir une résolution précise du système (2.44). Il 
n’y a alors aucun avantage à utiliser ces techniques de préconditionnement. 

Enfin, on montre que l’utilisation systématique de la méthode FCP pour initialiser le 1er jeu de composants 

avant l’algorithme de Newton permet un gain significatif en convergence, surtout lorsque le 

conditionnement de la matrice n
Z  est grand. 

 

2.3.4. PRISE EN COMPTE DE LA VARIATION DES COEFFICIENTS 

D’ACTIVITE 
Dans le calcul usuel de la matrice jacobienne Z , tel que présenté dans l’équation (2.17), il est supposé que 

les coefficients d’activités  iln   des espèces dissoutes sont quasiment constant pour les variations des 

activités de composants envisagées. Or dans certains cas, cette hypothèse n’est pas valide, et nous avons 

tenté de développer une approche prenant en compte ces éléments. Si l’on reprend la définition de la 

jacobienne en incluant la variation des coefficients d’activité, on obtient la relation suivante : 

      
2

1 1

   1
Nc Nx

n n n

j ,k i , j i i ,h h i

i hk

Z b exp ln K a ln j,k ,...Nx 
  

   
        
   

   (2.49) 

Soit 
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i k

ln
Z b C a j,k ,...Nx





  
       

 
 

  (2.50) 

Cette relation est obtenue à l’aide de l’élément suivant : 

    
 

1

n
n Nx

in n ni

i i ,h h i i i ,k

hk k k

lnC
exp ln K a ln C a


 

  

                       
 

  (2.51) 

Dans le cas d’un modèle de Davis de correction d’activité, le coefficient 
i  est donné par (1.99) 

     210
1

i i

I
ln ln Az BI

I


 
     

 (1.99) 

Et la force ionique I  par (1.98), où NcA  est le nombre d’espèces chimique en phase aqueuse : 

  2

1

1

2

NcA

i i

i

I z C


   (1.98) 

On a alors : 
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 (2.52) 

Le terme de dérivation de la force ionique donne, en utilisant la relation (2.51) : 
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   (2.53) 

Le terme de dérivation du coefficient d’activité selon la force ionique donne : 
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 (2.54) 

On obtient alors pour la dérivée du coefficient d’activité par l’activité du composant : 
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  (2.55) 

 

Ce terme peut être séparé en 2 partie, l’une explicite (ne dépendant pas de  n

pln  ), l’autre implicite : 
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  (2.56) 

Avec  
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Et  
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  (2.58) 

On a alors une formulation matricielle de la relation (2.55) : 

    n n

k k

ln ln 
 

 
     
    

N M  (2.59) 

Il est alors possible d’obtenir le terme de dérivée du coefficient d’activité par résolution du système : 

    
1n

k

ln 



    
 

Id M N  (2.60) 
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Ainsi, pour calculer les termes de la matrice Z , qui est de dimension Nx Nx , il devient nécessaire 

d’inverser le système (2.60) qui est de dimension NcA NcA . Il convient de rappeler que le nombre de 

composants Nx  est usuellement assez petit, 10 à 50 éléments, alors que le nombre d’espèces dissoutes est 

souvent beaucoup plus grand, parfois plusieurs centaines. 

Les résultats préliminaires obtenus en incluant ces dérivées des coefficients d’activité montrent un très 

léger gain en termes de nombre d’itération pour certains cas, mais en termes de temps de calcul, la 

résolution du système (2.60) est trop importante pour que le bénéfice de cette approche soit sensible. Ce 

travail nécessite encore une étude plus systématique, notamment le test de nombreux cas chimiques 

différents. 

 

2.3.5. RECHERCHE D’UNE BASE DE COMPOSANTS OPTIMALE 
Suite à ces premiers travaux, il nous semblait clair que la source des difficultés numériques est liée à un 

mauvais conditionnement de la matrice jacobienne. Ce mauvais conditionnement entrainerait l’échec de la 

procédure d’inversion, la divergence de la procédure de recherche vers des valeurs non physiques. Une 

première piste de recherche a été suivie lors du stage de master de Thierry Schwoertzig : nous avons 

envisagé la possibilité que toutes les bases de composant possible pour décrire un sytème chimique donné 

ne soient pas équivalentes. L’hypothèse était que certaines bases conduiraient à des matrices jacobiennes 

mieux conditionnées que d’autres. 

En nous basant sur l’analogie très forte entre le concept mathématique d’espace vectoriel (et des bases de 

vecteurs) et la formulation des systèmes chimiques sous forme d’espèces et de composants, les outils 

numériques de passage d’une base de composant à une autre ont été développés. 

 

2.3.5.1. Développement mathématiques 

Les éléments présentés ici ont été proposés par Westall [91, 180] dans le cadre du changement d’un seul 

composant à l’intérieur de la base. Nous présentons ici un formalisme plus général autorisant de modifier 

plusieurs composants. 

Si l’on considère un système chimique exprimé dans une base de composants 
oldX , il est nécessaire d’avoir 

une matrice stœchiométrique, un vecteur de constantes d’équilibre, un vecteur de concentrations totales 

en composant et un vecteur de composant. S’il est possible de construire une autre base de composants, 

newX , pour ce système chimique, alors il existe une matrice de passage 
BP  entre les bases 

oldX  et 
newX . 

 
new B old X P X  (2.61) 

L’équation (2.61) représente les réactions chimiques décrivant la formation des composants de la nouvelle 

base à partir des composants de l’ancienne base. La matrice de passage BP  est donc composée des 

coefficients stœchiométriques relatifs à la conservation de la matière. D’autre part, ces réactions sont 

décrites par des lois d’action de masse, que l’on peut écrire sous forme logarithmique : 

  new old A oldln  ξ K P ξ  (2.62) 
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où 
AP  est la matrice de passage entre les deux bases composée des coefficients stœchiométriques relatifs à 

la loi d’action de masse et oldK  est la restriction du vecteur des constantes d’équilibre aux seuls 

composants 
newX . 

On peut alors reconstruire une matrice stœchiométrique, ainsi que les vecteurs de concentrations totales 

et de constantes d’équilibre. 

 

Nouvelles matrices stœchiométriques 

Les réactions chimiques de formation des espèces en fonction du jeu de composant 
oldX  s’écrivent sous 

forme matricielle : 

 
old old C B X  (2.63) 

En utilisant l’équation (2.61) et le fait que les matrices de passage sont inversibles, nous pouvons exprimer 

ces réactions de formation des espèces en fonction du jeu de composant 
newX  : 

 
1

old B new

  C B P X  (2.64) 

Les matrices stœchiométriques relatives aux lois de conservation et aux lois d’action de masse s’expriment 

alors dans la base de composants 
newX  : 

 
1

new old B

 B B P  et 
1

new old A

 A A P  (2.65) 

 

Nouveaux vecteurs de concentrations totales 

Exprimées dans la bases de composants newX , les lois de conservations des concentrations totales en 

composants s’écrivent : 

 
T

new new T B C  (2.66) 

En faisant apparaitre la matrice stœchiométrique 
oldB  à l’aide de l’équation (2.65), on obtient : 

    1 1
T T

T

new old B B old

      T B P C P B C  (2.67) 

Ce qui permet d’exprimer la concentration totale dans la base newX  en fonction de celle dans la base oldX  : 

  1
T

new B old

 T P T  (2.68) 

 

Nouveaux vecteurs de constantes d’équilibre 

Exprimées sous forme logarithmique dans la base de composants newX , les loi d’actions de masse décrivant 

la formation des espèces s’écrivent : 

    new new newln ln  C K A ξ  (2.69) 
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Les relations (2.62) et (2.65) permettent de faire apparaitre les éléments relatifs à la base 
oldX  dans cette 

loi d’action de masse : 

      1

new old A old A oldln ln ln       
 

C K A P K P ξ  (2.70) 

Par simplifications, on obtient : 

      1 1

new old A old old A A oldln ln ln        C K A P K A P P ξ  (2.71) 

Soit : 

        1

new old A old old old old old oldln ln ln ln        C K A P K A ξ K A ξ  (2.72) 

Par identifications, les constantes d’équilibre dans la base 
newX  se déterminent de la manière suivante : 

      1

new old old A oldln ln ln   K K A P K  (2.73) 

 

2.3.5.2. Applications et perspectives 

Sur la base de ces outils numériques, plusieurs systèmes chimiques ont été testés, et pour chacun d’eux 

nous avons comparé différentes bases de composants. Les matrices jacobiennes ont été comparées ainsi 

que la vitesse de convergence de l’algorithme. L’hypothèse initiale que certaines bases de composants 

conduisaient à une résolution plus facile que d’autres a bien été confirmée. Cependant nous n’avons pas 

réussi à dégager de critère permettant de sélectionner à priori une base performante. 

Plus récemment, ce concept de changement de base dans l’espace des composants a été appliqué avec 

succès Hoffmann et al. [105]. Au lieu de chercher une base permettant une matrice jacobienne mieux 

conditionnée (aspect moins critique dans le cadre de l’approche globale choisie par cette équipe), ils ont 

cherché des bases de composants induisant un découplage entre les équations de transport de certains 

composants. 

Cette approche peut nous être utile pour trois raisons : 

(i) Dans le cadre de notre recherche d’une base de composants générant des matrices 
stœchiométriques mieux conditionnées, il faut retenir l’ouverture offerte par les travaux 
d’Hoffmann et al. : il n’est pas nécessaire que les composants choisis aient une existence 
physique. L’exploration d’un ensemble plus vaste de base de composants pourrait nous 
permettre de trouver un critère à priori de sélection des bases. 

(ii) La démarche de découplage des équations de transport réactif développée par Hoffmann 
et al. inclus une analyse à priori des bases de composants pour déterminer laquelle conduit 
au système le plus découplé. Est-il possible de s’inspirer de cette démarche pour 
développer un critère de sélection des bases ? 

(iii) En élargissant l’analyse menée dans ce chapitre et en revenant à l’objectif global de 
transport réactif, rien n’empêche de formuler une démarche de résolution par séparation 
d’opérateurs sur une base de composant choisie selon les critères de découplage proposés 
par Hoffmann et al. De ce fait, les erreurs de séparation d’opérateurs seraient localisées sur 
les seuls composants couplés. La question induite est évidement de savoir si ces erreurs 
sont alors plus faibles ou plus fortes que lorsqu’elles affectent davantage de composants. 
Dans le cadre d’une résolution par séparation d’opérateur itérative, il ne serait plus 
nécessaire de calculer les itérations de transport sur les composants découplés. La question 
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induite est alors de savoir si le temps de calcul global est alors réduit par rapport à une 
résolution sur une autre base de composants. 

Enfin, les travaux menés dans le cadre du benchmark de MoMas ont amené une nouvelle formulation de 

l’opérateur de chimie (voir § 2.3.3.1). Avec cette nouvelle formulation, la matrice jacobienne est calculée 

différemment. Il est possible que cette nouvelle formulation soit plus facile à étudier et que nous puissions 

alors trouver un critère de sélection des bases à priori.  
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2.4. RESOLUTION DE SYSTEMES COUPLES 

CINETIQUE-EQUILIBRE 

La description des phénomènes chimiques à l’équilibre thermodynamique instantané est une 

approximation (Local Equilibrium Approximation : LEA) qui permet de s’affranchir d’une description 

cinétique des réactions. Dans le cadre de notre étude, la modélisation numérique des transferts réactifs en 

milieu poreux, une telle approximation permet une diminution importante de la complexité. Comme cela a 

été présenté (§ 1.4.3), on peut alors réduire le nombre d’équations de transport à résoudre en ne 

transportant que les composants. 

Cependant, cette approximation n’est possible que lorsque la vitesse des réactions est grande devant celle 

du transport. Pour de nombreuses réactions, cela est tout à fait valable, même pour des écoulements assez 

rapides. En effet, les temps caractéristiques des réactions acide-bases par exemple sont de l’ordre de 10-9 à 

10-6 s.  

En général, on utilise les nombres de Damköhler (adimentionnels) pour comparer les temps 

caractéristiques du transport et de réaction. Le nombre de Damköhler 
IDa  représente le rapport entre la 

vitesse d’une réaction et le flux de matière entrant dans un réacteur : 

 
 

n

I

k c V
Da

 



 (2.74) 

où k  est la constante cinétique de la réaction, n  sont ordre, V  le volume du réacteur et   le flux de 

matière entrant dans le réacteur. Si l’on applique cette définition, à une réaction d’ordre 1 ayant lieu dans 

un milieu poreux de longueur L  et de porosité   avec une vitesse de Darcy U , on obtient  
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k c L S k L
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 (2.75) 

 

Pour d’autres réactions, il est cependant nécessaire de prendre en compte l’aspect cinétique du problème. 

Il s’agit entre autre des phénomènes biologiques (croissance microbienne ou biodégradation), de 

nombreux phénomènes aux interfaces (dissolution d’un gaz, dissolution d’un minéral ou précipitation d’une 

phase secondaire). Certains auteurs [104] ont choisi de décrire l’intégralité des phénomènes sous forme 

cinétique. Cela se traduit par un nombre d’équations de transport égal au nombre d’espèces mobiles et par 

des pas de temps assez petits car la résolution d’un système différentiel et algébrique est limitée par la 

vitesse de réaction la plus rapide. Ce point peut expliquer le temps de calcul important nécessaire au code 

MIN3P pour résoudre le test du benchmark MoMaS [84]. En plus de ces considérations numériques, 

l’hypothèse de l’équilibre local est souvent utilisée pour des raisons pratiques : les bases de données sont 

beaucoup plus riches et accessibles pour les phénomènes chimiques à l’équilibre que pour la description 

cinétique [209]. 

Ainsi, il nous semble important de pouvoir associer, au sein d’un même modèle, une description cinétique 

de certains phénomènes chimiques et une description à l’équilibre instantané pour d’autres. Il faut 

également que les vitesses de réactions puissent faire appel à la concentration de certaines espèces 

chimiques décrites par LEA : le proton H+ en est l’exemple le plus évident.  



97 

2.4.1. CRITERES DE CHOIX 
2.4.1.1. Test expérimental 

Plusieurs auteurs se sont penchés sur la problématique de la validité ou non de l’approximation de 

l’équilibre local. Expérimentalement, on peut considérer que la formulation LEA est valide si une 

modification de la vitesse d’écoulement ne modifie pas la forme du profil de concentration ou de la courbe 

d’élution. Dans ce cas, ces courbes tracées en temps ou en coordonnées réduites se superposent.  

Un exemple en est donné par M. Bueno et al. [95], qui étudient la sorption du tributhyl étain (TBT) sur un 

sable de quartz. Ces auteurs montrent que les courbes d’élution du TBT se superposent (en coordonnées 

réduites) pour différentes vitesses de pores allant de 0,05 cm/min jusqu’à 5 cm/min (voir Figure 2-2). On en 

conclut que, dans ce cas, les vitesses de réactions sont très rapides par rapport aux changements de 

concentrations induits par l’écoulement. 

 

 

Figure 2-2 : Courbes d’élution du TBT  

à travers une colonne de sable de quartz en fonction de la vitesse de pore 
V volume injecté, Vp volume de pore de la colonne ; C concentration en TBT, concentration en entrée ; u vitesse de 

pore. (source : Bueno et al. [95]) 

 

2.4.1.2. Test numérique 

Numériquement, certains auteurs ont étudié l’influence d’une formulation LEA et d’une formulation 

cinétique d’un même problème. Par exemple, Jennings et Kirkner [210] ont simulé des courbes d’élution et 

des profils de concentration pour un système chimique à plusieurs composants incluant de la complexation 

en phase aqueuse, de la sorption avec une compétition entre deux composants ou de l’échange d’ions. En 

comparant les courbes d’élution ou les profils de concentration obtenus par une formulation cinétique avec 

ceux obtenus sous LEA, ils montrent que les deux formulations deviennent équivalentes si le nombre de 

Damköhler devient suffisamment grand. Ces auteurs proposent une valeur de nombre de Damköhler de 

100 comme limite inférieure de validité de l’approximation de l’équilibre instantané comme cela peut se 
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voir sur la Figure 2-3. Cependant, ils soulignent que cette valeur est très dépendante du type de réaction, 

des conditions initiales et aux limites etc. 

 

Figure 2-3 : Différence par rapport à une solution par équilibre instantané en fonction du temps 

caractéristique et pour différentes valeurs de nombre de Damköhler. 
A gauche pour une réaction d’échange d’ion ; à droite pour une réaction de sorption.  

(source : Jennings et Kirkner [210]) 

 

2.4.1.3. Etudes théoriques 

Rubin [211] étudie les différents types de réactions possibles et propose une classification ainsi que des 

modèles pour décrire chacun des types décrits. La classification proposée repose fortement sur la validité 

ou non de l’hypothèse LEA. En effet, comme on peut le voir sur la Figure 2-4, deux grandes classes se 

dessinent, l’une avec des réactions réversibles et suffisamment rapides (sous-entendu pour que 

l’hypothèse LEA soit valide) et l’autre avec des réactions irréversibles et/ou pas assez rapides.  

 

Valocchi [212] étudie l’influence d’une formulation cinétique ou LEA en comparant les moments temporels 

des courbes d’élutions dans le cas d’un transport mono dimensionnel en milieu homogène. Il montre que la 

limite de validité de l’hypothèse LEA dépend de nombreux facteurs. Certes les nombres de Damköhler font 

partie des facteurs importants identifiés dans ce travail, mais le nombre de Péclet et le coefficient de retard 

jouent également un rôle important. 

 

Figure 2-4 : Classification des différentes réactions chimiques selon Rubin [211] 
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Bahr et Rubin [213] proposent une approche du problème basée sur la séparation du terme influencé par la 

cinétique (Separation of the Kinetically Influenced Term : SKIT). Cette démarche est suffisamment générale 

pour que les auteurs l’appliquent à de nombreux phénomènes chimiques : réaction d’ordre 1, cinétique de 

Langmuir, cinétique d’ordre n, diffusion et isotherme linéaire ou sorption multi-composant… Nous 

présenterons ici cette démarche dans le cadre d’une cinétique d’ordre 1.  

La première étape nécessite l’écriture des équations de transport réactif pour l’approche cinétique et pour 

la formulation LEA. Si l’on considère une réaction d’immobilisation d’une espèce chimique c  pour donner 

une espèce fixée s  : 

 
f

r

k

k
c s  (2.76) 

La vitesse de cette réaction d’ordre 1 s’écrit : 

 
   

   s f r

d c d s
r k c k s

dt dt
        (2.77) 

Dans le cas d’une formulation à l’équilibre, la vitesse de cette réaction est nulle et donc : 

    f rk c k s  soit      f

r

k
s c K c

k
   (2.78) 

où K  est la constante d’équilibre de cette réaction. 

Dans le cas d’une formulation cinétique de ce problème de transport réactif en monodimensionnel, 

l’équation de conservation donne : 
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D U c s
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 (2.79) 

et 
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s
k c k s
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 (2.80) 

Si l’on divise l’équation (2.80) par la porosité et que l’on ajoute cette relation à l’équation (2.79) on obtient 

la formulation LEA : 

 
       2

2

s
c s c c

D U
t t x x





   
  

   
 (2.81) 

 

Lors de la seconde étape, nous allons éliminer la concentration en espèce fixée  s  dans chacune des 

équations (2.79) et (2.81). 

En utilisant la loi d’action de masse (2.78), on peut éliminer  s  de la relation (2.81) pour faire apparaitre le 

facteur de retard 1 sR K



   : 
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 (2.82) 
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On obtient alors l’équation retardée dans la formulation LEA : 

 
     2

2

c c cD U

t R x R x

  
 

  
 (2.83) 

En isolant  s  dans l’équation (2.79), on obtient une expression explicite de  s  : 
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f

r r

kc c c
s D U c

k t x x k

    
    

   
 (2.84) 

 

La troisième étape consiste en la dérivation temporelle de la relation (2.84) : 

 
         2
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D U
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 (2.85) 

 

Lors de la quatrième étape, on substitue la relation (2.85) dans la relation (2.81) et l’on transforme 

l’équation obtenue pour faire apparaître l’équation LEA retardée (2.83) et un terme correctif. 

La substitution de (2.85) dans (2.81) donne : 
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Soit 
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Et donc 
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     (2.88) 

On fait alors apparaitre l’équation retardée : 
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 (2.89) 

Par réarrangement, on obtient la formulation SKIT : 
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 (2.90) 

La différence entre la formulation LEA (2.83) et la formulation cinétique SKIT est constituée par le terme 

additionnel  
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     2
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1
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 (2.91) 

Les formulations LEA et SKIT peuvent être présentées sous formes adimensionnelles en introduisant les 

termes suivants : 

Longueur adimensionnelle : 

 
x

X
L

  (2.92) 

où L  est une longueur de référence, souvent la longueur du milieu (colonne de laboratoire). 

Temps réduit : 

 
U t

T
R L

  (2.93) 

Concentration réduite : 

 
 
 0

c
C

c
  (2.94) 

où  0c  est une concentration de référence, souvent la concentration injectée à la limite du domaine. 

Le nombre de Péclet : 

 
UL

Pe
D

  (2.95) 

Un nombre de Damköhler I pour la sorption : 

 f

f

k L
Da

U
  (2.96) 

Un nombre de Damköhler I pour la désorption : 

 
r

r

s

k L
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U
  (2.97) 

 

En variables adimensionnelles, la formulation LEA s’écrit : 

 
2

2

1
0

C C C

T Pe X X

  
  

  
 (2.98) 
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La formulation SKIT adimensionnelle s’écrit : 
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 (2.99) 

Bahr et Rubin [213] montrent ainsi que la différence entre une formulation LEA et une formulation SKIT est 

contenue dans le second membre composé d’un préfixe et de la dérivée temporelle. On retrouve ainsi 

certaines considérations intuitives : lorsque le régime permanent est atteint, il n’y a pas de différence entre 

une formulation cinétique et une formulation à l’équilibre. Ils montrent également que la différence entre 

les deux formulations varie dans l’espace et le temps et dépend de tous les paramètres physico-chimiques 

comme l’avait mis en évidence Valocchi [212]. Cependant ces auteurs montrent également que la somme 

des nombres de Damköhler f rDa Da  est plutôt prédominant dans la validité ou non de l’hypothèse LEA et 

ils confirment la valeur limite de 100 proposée par Jennings et Kirkner [210]. 

La question serait alors de pouvoir généraliser cette approche pour pouvoir proposer une classification 

automatique des réactions conduisant, au fil de la simulation, à la prise en compte ou au rejet du caractère 

cinétique de telle ou telle réaction. 

 

2.4.2. OUTILS NUMERIQUES 
Dans le cadre de l’approche choisie ici, une approche par séparation d’opérateurs (voir 2.2) les termes de 

transport n’apparaissent dans l’opérateur de chimie cinétique que comme un terme puit-source. Le verrou 

se situe donc dans la façon d’associer la description à l’équilibre et celle cinétique. De très nombreux 

travaux existent sur les différentes méthodes pour calculer les systèmes chimiques cinétiques, notamment 

en modélisation de la chimie atmosphérique, où la rapidité de l’évolution des conditions de d’écoulement, 

de température, de pression et d’ensoleillement impose une description cinétique de tous les phénomènes 

chimiques. A cause d’une très grande différence de temps caractéristiques entre les différents phénomènes 

chimiques, on parle alors d’un système d’équations différentielles ordinaires raides. Plusieurs études sur la 

chimie atmosphérique [214-216] ont montré que les solveurs implicites sont beaucoup plus performants 

que les solveurs explicites sur ces systèmes. 

Malheureusement, la contrainte qui nous est imposée d’associer équilibre et cinétique rend la mise en 

place de méthodes implicites extrêmement complexe. Nous n’avons à ce jour pas encore trouvé ni 

d’application opérationnelle d’un solveur implicite, ni même de méthode numérique permettant une 

résolution implicite d’un système composé d’équations différentielles ordinaires raides et d’équations 

algébriques fortement non linéaires. Nous avons donc choisi d’orienter nos efforts vers les méthodes 

d’adaptation du pas de temps. 

 

2.4.2.1. Extrapolation de Richardson 

Le principe de base de cette méthode est de résoudre un système différentiel en 2 étapes : une première 

résolution sur un pas de temps complet, et une seconde résolution en 2 demi pas de temps. Ainsi, il est 

nécessaire, à chaque pas de temps, de résoudre 3 fois le système. Cependant, nous verrons que cet 

investissement peut se révéler extrêmement avantageux. Cette méthode est proposée par Richardson 

[217, 218] et est détaillée par Hairer et al. [219].  
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Cette méthode a été adaptée à la résolution des systèmes différentiels décrivant du transport réactif à 

l’équilibre instantané en milieu poreux saturé et à des systèmes décrivant le transfert de masse en milieu 

poreux non saturé. Le détail de ces adaptations est donné en Annexe 6. Voici le principe général de cette 

méthode : 

Soit l’équation (2.100), représentant la forme générale d’une ODE, d’une PDE, ou d’un système de cette 

nature : 

  
dc

f c
dt

  (2.100) 

L’équation (2.100) peut être discrétisée en temps (et en espace si nécessaire) pour donner la relation 

suivante entre les pas de temps n  et 1n  de durée t  : 

  
1n nc c

f c
t

 



 (2.101) 

 

 Extrapolation 2.4.2.1.1.

L’équation (2.101) étant résolue à l’aide d’une méthode numérique d’ordre p  en temps, la différence 

entre la solution exacte et la solution calculée au pas de temps 1n  est donnée par : 

  1 1 1 2n n , p p

Exc c A t t        O  (2.102) 

si l’équation est résolue en un seul pas de temps. Si l’équation (2.101) est résolue en 2 demi pas de temps, 

la différence entre solution exacte et solution approchée au demi pas de temps est donnée par : 
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O  (2.103) 

Au second demi pas de temps, l’erreur obtenue est la somme de l’erreur transportée depuis le 1er demi pas 

de temps et de celle provenant du second : 
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En simplifiant l’équation (2.104) et en éliminant les termes d’ordre supérieurs à 2p , on obtient : 
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O  (2.105) 

En négligeant les termes d’ordre supérieurs à 1p  , on a alors les relations suivantes :  
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Où 1n ,c    est la solution de l’équation (2.101) obtenue en un seul pas de temps et 1n ,c    est la solution 

obtenue en 2 demi pas de temps. En soustrayant (2.107) de (2.106) et en réorganisant les termes, on 

obtient une estimation du terme A , 
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 (2.108) 

qui peut être réinjecté dans l’équation (2.107) : 
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Il est ainsi possible de calculer une solution extrapolée 1nc   de l’équation (2.101), obtenue à l’ordre 1p   en 

temps : 
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 (2.110) 

 

 Pas de temps adaptatif 2.4.2.1.2.

L’erreur obtenue pas la solution extrapolée (2.110) est donnée par : 

   1 1n n

ExErr t c c     (2.111) 

Comme 1nc   est une approximation d’ordre 2p , il en découle l’inégalité suivante : 

   1 1n n ,

ExErr t c c      (2.112) 

En combinant l’équation (2.109) et l’inégalité (2.112) et en négligeant les termes d’ordre 1p  , on obtient 

un majorant de l’erreur : 
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 (2.113) 

Si l’on définit   comme le critère de précision que l’on souhaite respecter, l’inégalité (2.113) signifie que le 

pas de temps t  doit être choisi de telle façon que : 
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 (2.114) 

Supposons que le calcul a été mené avec un pas de temps 
initt . Si l’inégalité (2.114) est respectée, le calcul 

est alors validée et la simulation peut se poursuivre, avec un nouveau pas de temps, éventuellement plus 

grand que initt . Au contraire, si cette inégalité n’est pas respectée, le calcul doit être rejeté et 

recommencé avec une pas de temps plus petit que initt . Il faut donc déterminer un nouveau pas de temps 

newt . Si l’on suppose que A  demeure constant, l’équation (2.108) conduit au système suivant : 
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 (2.115) 

Or pour respecter le critère de précision choisi, il faut avoir : 
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 (2.116) 

Ce qui permet de définir le nouveau pas de temps : 

 
   1 11
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new initn , n ,p
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p

t t
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 (2.117) 

 Application à la cinétique chimique 2.4.2.1.3.

L’exemple suivant représente la croissance d’une population bactérienne  B  grâce à la dégradation d’un 

substrat carboné  C  en situation aérobie avec une concentration  2O  en oxygène dissous. La croissance 

bactérienne est exprimée par une loi de Monod (2.118) ; la consommation de substrat par la relation 

(2.119) ; et l’évolution de la concentration en oxygène dissous est contrôlée par la consommation due à la 

biomasse vivante et par les échanges avec l’atmosphère (2.120). 
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 (2.120) 

Les valeurs des différents paramètres sont données dans leTableau 2-2. 

Afin de tester l’efficacité de l’extrapolation de Richardson, le système différentiel composé des équations 

(2.118), (2.119) et (2.120) est résolu à l’aide de différentes méthodes numériques : une résolution explicite 

en temps, une résolution implicite en temps, un schéma implicite-explicite (Cranck-Nicholson), une 

méthode Runge-Kutta d’ordre 2 et une résolution par Runge-Kutta d’ordre 4. La solution de référence 

utilisée pour calculer les erreurs est obtenue par une méthode Runge-Kutta d’ordre 4 avec un pas de temps 

constant extrêmement petit (10 fois plus petit que le plus petit pas de temps utilisé par toutes les 

méthodes testées). 
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Tableau 2-2 : Valeurs des paramètres pour le test de simulation de croissance bactérienne 
 

Parameter Value Signification 

CK  
2 -11.98 10  g.l  (a) 

half life Monod coefficient for the 
carbonated substrate 

OK  
3 -14.00 10  g.l  (b) 

half life Monod coefficient for the 
dissolved oxygen 

gk
 

5 -12.96 10  s  (a) 
consummation rate of oxygen and 
substrate for biomass growth 

rk  
6 -13.47 10  s  (a) respiration rate of the biomass 

Y  0.67  (a) 
efficiency coefficient for conversion 
of substrate to biomass 

exchk  
5 -11.16 10  s  (c) 

rate of oxygen exchange between 
atmosphere and liquid phase 

2

EqO    
3 -112.00 10  g.l  (c) 

dissolved oxygen concentration at 
equilibrium 

  0B t 
 

3 -110  g.l
 

 

  0C t 
 

-10.10  g.l  
 

  2 0O t 
 

2 -110  g.l
 

 

Sources: (a) Insel et al. (2002); (b) Viotti et al. (2002); (c) Sigg et al. (2000) 

 

La Figure 2-5 présente les résultats de ce test. Les différents temps de calculs sont obtenus, soit en 

changeant le pas de temps pour les méthodes à pas de temps fixe (fixed) soit en modifiant la valeur du 

critère de précision   pour les méthodes basées sur l’extrapolation de Richardson (Richardson). On 

constate ainsi que l’extrapolation conduit bien à une solution d’ordre 1p   en temps : par exemple, les 

courbes Runge-Kutta 2 fixed (ordre 2 en temps) et Explicit Richardson sont superposées. On constate 

également que, à précision équivalente, il est plus rapide de faire les 3 calculs de la solution nécessaire à 

l’extrapolation de Richardson plutôt que de faire un seul calcul avec un pas de temps plus court. 

Afin de ne pas rejeter inutilement des calculs déjà effectués, une tolérance a été rajoutée dans le critère de 

précision (2.114). Tant que l’erreur est inférieure à 5 , le calcul est accepté, mais le nouveau pas de temps 

sera réduit pour viser une erreur égale à  . La Figure 2-6 présente l’évolution de l’erreur estimée (2.113) et 

de l’erreur exacte calculée à partir de la solution de référence au cours de la simulation, pour une 

résolution par un schéma explicite et pour une méthode Runge-Kutta d’ordre 4, et pour 2 critères de 

précision relative : 310   et 510  . On constate que l’estimateur d’erreur proposé est bien un 

majorant de l’erreur et que, durant toute la simulation, l’erreur exacte est bien inférieure ou égale au 

critère de précision choisi. Seuls 3 points, calculés par méthode Runge-Kutta 4 sont légèrement supérieurs 

à 10-3 (inférieurs à 3.10-3), mais que ces points auraient été rejetés sans la tolérance introduite dans le 

critère de précision. 
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Figure 2-5 : Evolution du temps de l’erreur relative en fonction du temps de calcul nécessaire. 

 

 

Figure 2-6 : Evolution de l’erreur estimée et de l’erreur exacte au cours de la simulation. 
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CONCLUSION 

 

Le développement d’un code de transport réactif (ne devrait-on pas plutot déjà parler de suite logicielle ?) 

est un travail de longue haleine, dépassant les capacité d’une personne seule, comme le soulignent Steefel 

et al. [295]. Le travail présenté ici s’appuie largement sur les travaux réalisés à l’Université de Strasbourg 

par l’équipe milieu poreux (sous diverses appellations successives), au sein de l’IMFS puis du LHyGeS, pour 

la construction de modèles et de codes d’écoulement et de transport en milieu poreux. J’ai eu la chance et 

le plaisir d’encadrer ou de co-encadrer de nombreux stagiaires et doctorants qui ont apporté de riches 

contributions. Cependant, je pense que nous ne disposons pas au sein du LHyGES, des forces humaines 

suffisantes pour developer un code à vocation commerciale ou à forte diffusion (PHREEQC, HYTEC, 

CRUNCHFLOW…). En effet, dans le cadre d’un développement pour diffusion, la quantité de travail dédiée 

au contrôle, à la vérification systématique et au maintient de capacités du code est extrêmement 

important.  

Il semble plus pertinent, compte tenu des capacités humaines actuelles de l’équipe, de maintenir une 

politique de diffusion restreinte, en développant des outils adaptés à chaque cas spécifique. La difficulté 

sera de maintenir le code suffisemment ouvert pour pouvoir basculer, le moment venu, vers une structure 

de diffusion plus large. Ce point était relativement facile à assurer tant que nous n’avions pas intégré de lois 

cinétiques pré-établies ni d’interface utilisateur ; mais avec le développement de ces deux points, il devient 

difficile de maintenir cette flexibilité dans le code. 

 

Phénomènes 

Nous avons présenté une synthèse partielle et partiale des différents phénomènes impliqués dans le 

transport de solutés réactifs en milieu poreux saturé ainsi que des modèles mathématiques développés 

pour les décrire. Cette synthèse est partielle car, comme aura pu le constater le lecteur, les phénomènes 

impliqués sont extrêmement nombreux et complexes [82]. Elle est de plus partiale, car, en sus des oublis, 

certains points ont été écarté (transport colloidal [22]) ou abordés très superficiellement (phénomènes 

biologiques). Ces choix ont été faits pour restreindre la présentation aux éléments déjà présents dans le 

modèle ou en projet d’insertion à cours terme. 

Il existe de nombreux articles de synthèse récents portant sur les enjeux de l’approche multiphysique [296], 

sur le transfert multiphasique [52], sur le transport réactif en milieu fracturé [48], sur les problèmes 

d’intrusion salée et de contraste de densité [156, 157, 297], sur le transfert colloidal [22], ou sur le 

transport réactif en général [2, 3, 8, 77, 82, 85, 295]. On y retrouve toujours ce besoin d’intégrer l’aspect 

trans-disciplinaire et multiphysique spécifique à ce champ d’étude que constitue le transport réactif en 

milieu poreux. Cette tendance a été impulsée au début des années 2000 [8, 9, 78, 85, 181, 298] suite aux 

spectaculaires progrès réalisés par les outils informatiques à cette époque.  

Ce travail d’intégration de phénomènes multiples au sein des différents codes de transport réactif est 

actuellement très avancé comme celà peut se constater à la lecture de l’article de synthèse de Steefel et al. 

[295]. Cependant, cette tâche d’intérgation est loin d’être achevée et, pour notre modèle il a été mis en 

évidence certains éléments à déveloper en priorité (voir Tableau 1) : 

(i) Poursuivre la phase d’intégration des modèles de variation de porosité. 
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(ii) Renforcer l’intégration de modèles cinétiques, comme des modèles de précipitation-

dissolution ou des modèles de biodégradation. 

(iii) Développer la prise en compte des contrastes de densité. 

(iv) Introduire la variation viscosité de la phase fluide en fonction de la concentration des 

espèces dissoutes. 

(v) Prendre en compte les phénomènes d’électromigration pour pouvoir utiliser des 

coefficients de diffusion spécifiques à chaque espèce tout en assurant le respect de 

l’électroneutralité. 

L’objectif de ces développements est de renforcer les liens avec les autres équipes du LHyGeS. De 

nombreux travaux portent sur les problèmes de diagénèse et/ou d’altération tandis que d’autres portent 

sur le devenir de composés d’origine anthropique (molécules phytosanitaires ou pharmaceutiques) dans les 

hydrosystèmes. Les phénomènes d’altération mettent en jeu des écoulements très fortement diffusifs pour 

lesquels la variation de porosité ainsi que la prise en compte de coefficients de diffusion spécifique à 

chaque espèce sont indispensables. Le transfert et la dégradation des molécules phytosanitaires et 

pharmaceutiques dans les hydrosystèmes demandent à être décrits à l’aide de modèles de biodégradation 

complexes faisant intervenir les carractéristiques physico-chimiques de l’eau (pH, oxygène…) ainsi qu’une 

description de la matière organique présente. 

 

Numérique 

Le code numérique développé s’appuie les travaux réalisés à l’Institut de Mécanique des Fluides et des 

Solides de Strasbourg et au LHyGeS [13, 108, 187, 189, 299, 300]. Les modules d’écoulement et de 

transport sont intégralement issus de ces travaux. Dans l’optique de développements futurs, nous pouvons 

nous appuier sur les travaux existants en écoulements densitaires [155, 301, 302] ou sur ceux en zone non-

saturée [93, 303-305]. Les travaux numériques réalisés ont permis d’assurer un bon contrôle de l’erreur de 

séparation d’opérateurs et une résolution plus robuste et rapide des systèmes chimiques complexes. 

En l’état actuel, le code propose une suite numérique complète intégrant les modules d’écoulement, de 

transport, de chimie et d’estimation de paramètres chimiques (voir Tableau 1). Le domaine physique décrit 

peut être un réacteur fermé, mono-, bi-, ou tri-dimensionnel ; homogène ou hétérogène physiquement 

et/ou chimiquement. Les phénomènes chimiques sont décrits à l’équilibre instantané et/ou sous forme 

cinétique, avec prise en compte de correction d’activité et du potentiel de surface. 

De nombreux travaux sont en cours, avec pour finalité de proposer un code plus simple à l’usage et plus 

rapide (voir tableau 1). Une interface utilisateur est en développement, ainsi que l’accès automatique à des 

bases de données thermodynamiques. Celà permettra, à terme, une prise en main plus rapide et intuitive 

de la partie chimique. La parallélisation du code est en cours de développement. La structure modulaire du 

code, soutenue par la résolution par séparation d’opérateurs, semble extrèmement performante. Les 

premières tentatives de parallélisation ont été réalisées sous Open MP. Les processus de pré-processing, de 

post-processing et de calcul d’écoulement sont gérés sur un seul processeur. Le processus de transport est 

distribué sur l’ensemble des processeurs, car chaque composant est transporté indépendamment des 

autres. Compte tenu du nombre restreint de composants, il est fréquent de n’avoir qu’un composant 

transporté pour chaque processeur. La stratégie de distribution est, pour la partie transport, de faible 

importance. Le processus de chimie est distribué sur l’ensemble des processeurs, car la chimie de chaque 

maille est résolue indépendamment des autres. Dans ce cas, la stratégie de distribution joue un grand rôle 

dans la performance générale de la parallélisation, car le calcul de nombreuses mailles est extrèmement 
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rapide alors que quelques unes requièrent un temps très long. Ces premiers résultats sont prometteurs, 

mais nécessiteront encore de longs développements. 

Comme celà est souligné dans plusieurs travaux de synthèse [76, 82, 295, 296], il me semble de plus en plus 

nécessaire de mettre en place des stratégies d’adaptation du pas de temps et du maillage. Le choix de 

séparation d’opérateurs impose, dans certains cas, des pas de temps ou d’espace assez fins pour minimiser 

les erreurs de séparation. Dans d’autres cas, ce sont les conditions physico-chimiques elles-même qui 

imposent ces efforts de calcul. La mise en place de méthodes d’adaptation en temps et en espace devrait 

permettre de concentrer davantage le temps de calcul sur les éléments sensibles de la simulation 

(domaines d’espace et/ou de temps ou la solution subit de fortes variations).  

 

Applications 

Les codes de transport réactif actuels sont arrivés à un niveau de maturité suffisant pour offrir des 

éléments de description, de compréhension et de prédiction pour des hydrosystèmes naturels complexes 

[2, 3, 77, 85]. Les choix de développement effectués orientent le champ d’utilisation de notre code vers les 

systèmes allant de l’échelle centimétrique à l’échelle kilométrique, en excluant l’échelle du pore. A ces 

échelles, les paramètres utilisés par les modèles sont toujours difficilement déterminables. Aux grandes 

échelles, pour les problèmes en milieu naturel, les hétérogénéites intrinsèques du milieu et les fluctuations 

des conditions imposent un calage du modèle. Comme cela a été montré par Brusseau [81], les modèles 

actuels sont devenu si complexes qu’il sera possible de trouver un jeu de paramètres permettant de décrire 

une expérience, même si les phénomènes modélisés ne sont pas adaptés.  

La démarche qui me semble intéressante à développer est une approche méthodologique axée non 

seulement sur l’estimation des paramètres, mais aussi sur la détermination des phénomènes à inclure dans 

le modèle. Il s’agira de construire une démarche alliant travail expérimental et modélisation. L’objectif est 

d’établir une succession de conditions expérimentales conduisant à l’élaboration d’un modèle 

phénoménologique non équivoque. Certaines étapes de cette succession sont déjà très bien établies, mais 

plutôt indépendantes les unes des autres :  

(i) Détermination des paramètres physiques du milieu par des mesures indépendantes : porosité 

par des mesures au porosimètre, perméabilité et dispersivité par des courbes d’élution de 

traceurs. Ce qui est moins systématique, c’est la réalisation de ces courbes d’élution à des 

débits différents et/ou pour des longueurs de colonne différentes pour contrôler la pertinence 

du traceur choisi ou vérifier l’absence de double porosité. 

(ii) Construction d’isothermes de sorption pour déterminer les constantes d’équilibre et les 

capacités de sorption des solides (CEC ou densité de site de surface). Cependant, il est moins 

fréquent de réaliser ces isothermes à différentes conditions expérimentales (pH, force 

ionique…). C’est pourtant par ce biais que l’on pourra valider ou invalider le modèle réactionnel 

choisi. 

(iii) Mesures de cinétiques réactionnelles, pour déterminer les constantes de vitesses 

réactionnelles. Encore une fois, il est assez peu fréquent de réaliser ces mesures à différentes 

conditions expérimentales. 

(iv) Réalisation d’expériences de transport réactif en colonne de laboratoire. Ces expériences 

permettent l’obtention de courbes d’élution qui servent à valider un modèle complet de 

transport réactif. Pour ces expériences aussi, il est important de réaliser des expériences avec 

différentes conditions expérimentales (longueur de colonne, débit, pH, force ionique, 

concentration injectée…). 
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On constate rapidement à l’examen de cette liste que le nombre d’expériences envisagées pour l’étude 

d’une problématique deviendrait extrèmement important. Ceci aurait bien sûr pour conséquence un coût 

financier et une durée de réalisation souvent déraisonnable. L’objectif de la méthodologie envisagée sera 

de proposer un plan d’expériences qui soient à la fois minimales (contraintes économique et humaines) et 

discriminantes (valider ou invalider clairement tel ou tel choix de phénomène). 

 

 



 

Tableau 1 : Bilan des modules dévveloppés et en cours dans le code SPECTR. 
Les éléments en oranges sont en projet de développement (source du tableau Steefel et al. 2015). 

 

Physique   Géochimie   Phénomènes couplés  
Dimension 

 
  Activité 

 
  Variation de porosité-perméabilité OUI 

 
0D réacteur fermé OUI   

 
modèle Debye-Hückel OUI   Couplage chaleur - réactions NON 

 
1D OUI   

 
modèle Davies OUI   Couplage déformation - compactage NON 

 
2D OUI   

 
modèle Pitzer NON   Réaction consommation de phase (H2O) NON 

 
3D OUI   

  
 

  Transport dans la double couche électrostatique NON 

  
 

  
 

Non isotherme NON   
 

 
Ecoulement    Equilibre    Schéma numérique 

 
Saturé OUI   

 
Complexation de surface CCM, DLM, TLM   Séparation d'opérateurs SNIA 

 
Equation richards NON   

 
Echange d'ions OUI   Approche globale NON 

 
Multiphase multiconstituant NON   

 
Precipitation-dissolution OUI   Transport à grand nombre de Péclet OUI 

 
Contraste de densité NON   

 
Solution solide OUI   

Discrétisation spatiale 
EF discontinus / 
mixtes hybrides 

 
Non isotherme NON   

 
Précipitation de surface OUI   

  
 

  
 

Fractionnement isotopique OUI   
Discrétisation temporelle 

Explicite / 
Implicite Transport 

 
  

 
Echange eau-gaz OUI   

 
Advection OUI   

  
 

  
 

 

 
Diffusion OUI   Cinétique    Calcul 

 
Migration électrochimique NON   

 
Precipitation-dissolution OUI   Parallélisation en cours 

 
Tenseur de dispersion Plein   

 
Fractionnement isotopique OUI   Estimation de paramètres OUI 

 
Advection phase gaz NON   

 
Cinétique en phase aqueuse OUI   Interface utilisateur en cours 

 
Diffusion phase gaz NON   

 
Nucléation minérale NON   Open source OUI 

 
Colloïdes NON   

 
Décroissance radioactive OUI   

 
 

 
Multiples continuum NON   

  
 

  
 

 

  
 

  Microorganismes 
 

  
 

 

  
 

  
 

Cinétique Monod OUI   
 

 

  
 

  
 

Thermodynamique NON   
 

 

  
 

  
 

Croissance biomasse NON   
 

 

1
1

3
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Modelling reactive transport in saturated porous media 

Reactive transport modelling is a well-established research field. It is widely used for water resources management, contaminants 

flow prediction and comprehension, geological nuclear wastes disposal or CO2 sequestration. 

Reactive transport modelling requires a multiphysic description of the studied system, including the solid phase, the aqueous phase 

and the dissolved compounds; the transformation of each part and the interactions between all of them. Even if the models 

describing the water phase evolution and the aqueous chemical reactions are well known and accurate, the chemical reactions at 

the solid-water interface, their influence on the solid structure and on the water flow are still challenging because of the 

complexity of the phenomena, the heterogeneity of the porous media and the scaling effects. Transport phenomena are described 

through conservation equations leading to Darcy’s law for water flow, advection-dispersion equation (that should be extended to 

Nernst-Planck one) for solute transport and advection-diffusion for heat transport. Chemical phenomena are described either by 

kinetic formulations for slow reactions or by instantaneous equilibrium for the fast ones. Instantaneous reactions at the liquid-solid 

interface can be mineral precipitation and dissolution, ion exchange, surface complexation with surface electrical potential or solid-

solution formation. 

We present some numerical works done to model reactive transport. In order to handle the multiphysical aspects of reactive 

transport, we chose an operator-splitting (OS) approach, which induces some errors. We present an analytical study of the OS 

schemes and the associated errors. Mass action laws and conservation equations are used to describe chemical equilibria. They lead 

to a non-linear system which is classically solved using the iterative Newton-Raphson method. Because of the very high non-

linearity of the system, this method does not converge in some cases. We propose new numerical approaches to manage this 

problem, including numerical analysis of the system’s condition number, matrix preconditioning and a new robust numerical 

method for non-linear systems: the Positive Continuous Fraction method. To model system including both equilibrium and kinetic 

reactions, we adapted the Richardson extrapolation to obtain a very flexible adaptive time step method. 

Modern reactive transport codes are too complex to be verified but they can be tested and invalidated. By developing a set of 

reactive transport exercises for GdR MoMaS, we propose a benchmarking of seven reactive transport codes. This benchmark 

showed that the old classification (global approaches are less efficient that OS ones) is no more valid due to the new numerical 

methods and the evolution of the hardware. 

We present two major orientations for future research: The first one aims at investigating the problematic of ion-specific diffusion 

and the respect of electro-neutrality and the second one deals with parameter estimation. When diffusion becomes the dominant 

transport process, the differences in transport between the diffusion coefficients of the ions have to be taken into account. We 

have to develop a model including electro-migration to maintain the electro-neutrality of the solution. The actual reactive transport 

codes are very complex and include a very large number of different reactive models. They require many reactive parameters that 

have to be fitted on experimental data. Nevertheless, because of the large number of parameters to be fitted, it is possible to 

describe an experiment using an erroneous reactive model. We expect to develop a global methodology and the required numerical 

tools for selecting the correct reactive model and estimating the parameters to describe an experiment or a set of experiments with 

a mechanistic reactive transport model. 
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