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Résumé et liste des travauzr présentés

Je donne ici la liste des articles présentés dans ce mémoire ainsi qu’'un résumé de chaque
chapitre.

Les appels bibliographiques sont ceux utilisés dans le reste du mémoire ou ils se distinguent
par une écriture en caractéres gras. Les marques ‘1617 et ‘187" 7 signalent que la date mentionnée
(ici 2016) est la date de dépdt, pour les prépublications , respectivement que larticle est en cours
d’écriture.

Chapitre 1

Les éléments classiques d’'un probleme de transport sont mis en place, faisant apparaitre
I’équivalence pour une mesure 7 de marges | et v données entre trois types de propriétés :
le transport est optimal, le transport est monotone, le transport est défini par une formule
ou construit par une méthode identifiée. On étudie trois variantes du probléme en dimension 1,
donnant lieu a des solutions respectant les propriétés citées, sous une forme adaptée : le transport
quantile et sa version « graphe » [Juill], le transport montagne (projet en cours dans [Juil8*7])
et le transport rideau gauche R& [BeiJ16]. La spécificité de ces problémes de dimension 1 est que
lexistence et I'unicité de solutions se produisent sans hypotheses supplémentaires sur les marges
p et v du plan de transport. Notre travail [Juill] alimente aussi ce qui est connu en dimension
supérieure au sujet des mesures u € Z(R?Y) dites réguli¢res, c’est-a-dire les mesures auxquelles
s’appliquent les conclusions du théoreme d’existence et unicité de Brenier (contrairement & la
dimension 1, cette existence et unicité ne s’appliquent pas & toutes les mesures).

[BeiJ16] M. Beiglbock et N. Juillet. On a problem of optimal transport under marginal
martingale constraints. Ann. Probab., 44(1) :42-106, 2016. 11, 15, 19, 22, 37, 38,
39, 43, 45, 46, 55

[Juil8**] N. Juillet. Optimal transport on the line for power costs close to but smaller than
one. Article en préparation, 2018. 11, 13, 19, 32, 34

[Juill] N. Juillet. On displacement interpolation of measures involved in Brenier’s theorem.
Proc. Amer. Math. Soc., 139(10) :3623-3632, 2011. 11, 19, 27, 28, 29, 30, 31

[Juil6b]  N. Juillet. Stability of the shadow projection and the left-curtain coupling. Ann.
Inst. Henri Poincaré Probab. Stat., 52(4) :1823-1843, 2016. 11, 19, 40, 43, 44, 49,
50, 51

Chapitre 2

Dans ce chapitre on complete ’étude du couplage rideau SR® en centrant la présentation
sur la projection d’ombres, une opération qui intervient dans la définition de 93&%. On met en
évidence les propriétés de stabilité métrique [Juil6b] de cette projection, ainsi que la possiblité
de définir de nouveaux plans de transport martingale, notamment le couplage soleil Gol et le
couplage rideau centré RC. On présente aussi les liens entre cette famille de transports dits
ombrés et le probleme de Skorhokhod d’une part, et le probleme de transport généralisé d’autre
part [BeiJ161].

[BeiJ16"] M. Beiglbock et N. Juillet. Shadow couplings. ArXiv e-prints, septembre 2016. 11,
16, 43, 54

[BeiJ16]  Voir plus haut, chapitre 1, 11, 15, 19, 22, 37, 38, 39, 43, 45, 46, 55
[Juiléb] Voir plus haut, chapitre 1, 11, 19, 40, 43, 44, 49, 50, 51
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Chapitre 3

Ce chapitre présente le théoreme de Kellerer (1972). La démonstration en est revue et enrichie
en faisant judicieusement figurer le couplage soleil Gol. On présente ensuite certaines solutions
au probleme des peacocks, dont seule I'existence est garantie par le théoreme de Kellerer. Il est
ainsi vu comment, d’aprés [Juil8], le couplage rideau R® permet, dans des cas particuliers, de
fournir des solutions explicites a ce probleme. On détaille les difficultés rencontrées lorsqu’on
souhaite généraliser le théoreme de Kellerer aux dimensions supérieures [Juil6a]. Finalement le
théoreme de Kellerer est généralisé de 1'ordre convexe & l'ordre stochastique [BouJ18*]. Clest
une possibilité offerte par le processus Markov-quantile 919, introduit a la fin du chapitre. Une
démonstration indépendante est aussi proposée.

[BouJ18"] C. Boubel et N. Juillet. The Markov-quantile process attached to a family of Mar-
ginals. ArXiv e-prints, avril 2018. 12, 16, 57, 61, 62, 63, 70, 71, 73, 74, 76, 82, 84,
85, 86
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2016. 12, 57, 64, 66, 67
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J. Probab., 23 :Paper No. 8, 29, 2018. 12, 57, 68, 69

[BeiJ16"] Voir plus haut, chapitre 2, 11, 16, 43, 54

Chapitre 4

L’équation de continuité peut étre vue comme un probléme de transport infinitésimal. Dans ce
chapitre, il est expliqué que le processus MM, lorsque (1Lt )er est une courbe absolument continue
(d’ordre 2), est une représentation lagrangienne de I’équation de continuité qui possede, de plus,
la propriété de Markov. Dans un sens a préciser, c’en est aussi I'unique solution markovienne.
On rend compte de situations rencontrées dans [ErbJ18] ou il convient d’étudier 1’équation
de continuité pour des mesures gaussiennes (on désigne ainsi des mesures obtenues comme la
distribution d’un mouvement brownien partant d’un point & un instant donné). Cette étude est
justifiée par celle du flot de Ricci par Gigli et Mantegazza conduite a 1’aide du transport optimal
et de I’équation de la chaleur. On expose ainsi des résultats relatifs au groupe de Heisenberg
sous-riemannien. D’autres résultats sont aussi présentés [BonJ187"] en relation avec la diffusion
de la chaleur dans le groupe de Heisenberg et le couplage des mouvements browniens apparentés.

[BonJ18%| M. Bonnefont et N. Juillet. Couplings in LP distance of two Brownian motions and
their Lévy area. ArXiv e-prints, janvier 2018 12, 78, 80, 86, 87, 88

[ErbJ18] M. Erbar et N. Juillet. Smoothing and non-smoothing via a flow tangent to the
Ricci flow. J. Math. Pures Appl. (9), 110 :123-154, 2018. 12, 77, 78, 90, 91

[BouJ18*"| Voir plus haut, chapitre 3, 12, 16, 57, 61, 62, 63, 70, 71, 73, 74, 76, 82, 84, 85, 86
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Introduction

Dans ce mémoire je souhaite rendre compte de certains résultats que j’ai obtenus, seul ou
en collaboration, ces dernieres années. Généralement il s’agit de résultats faisant intervenir des
probabilités en transport optimal ou, peut-étre plus justement, de résultats sur des problemes
partiellement nouveaux apportés aux probabilités par le transport optimal.

Plut6t qu'un véritable sous-domaine des mathématiques, le transport optimal semble davan-
tage étre une grille de lecture, un point de vue, un langage mais aussi une famille de questions
mathématiques et un outil intervenant dans les grands domaines que sont la géométrie, ’ana-
lyse et les probabilités. Généralement la pluralité des champs qu’investit le transport optimal,
ou plus concretement la facilité avec laquelle des mathématiciens d’horizons divers s’approprient
les techniques du transport optimal a des fins disparates, surprend les spécialistes eux-mémes.
On peut le remarquer des les origines de la théorie avec le probleme de Monge (« des déblais
et des remblais ») [Mon81] qui, peu apres avoir été formulé en 1776 a généré des développe-
ments inattendus en géométrie différentielle (sur les congruences de droite et la géométrie des
surfaces). Dans les années 1940, le probleme du transport était intimement lié & ’émergence
de la programmation linéaire et de la recherche opérationnelle notamment sous 'impulsion de
Kantorovich (qui transforma au passage le probléeme de Monge en le relaxant) [Kan42]. Avec la
mécanique des fluides le transport a ensuite trouvé un excellent terrain d’application. De leur
rencontre on retient notamment le célebre théoréme de décomposition polaire de Brenier [Bre91].
Une nouvelle percée spectaculaire s’est faite au cours des années 2000 ouvrant la voie vers des
sujets analytico-géométriques tels que la courbure de Ricci ou les équations de diffusion dans les
espace métriques. Elle prolonge la vague des inégalités fonctionnelles, de la courbure-dimension
de Bakry et Emery et de la concentration de la mesure dans laquelle le transport opérait déja
(voir [BGL14] ou bien le survol [GL10]). Des travaux plus récents concernent quant & eux le
pendant numérique du transport avec des applications notamment au traitement d’image, aux
équations d’évolution, a ’économie ou a I'analyse statistique. En conséquence le domaine jouit
d’une grande reconnaissance. Il est par exemple fait mention du transport optimal dans la cita-
tion de la médaille Fields décernée & Alessio Figalli' cet été, et de facon plus diffuse dans celle
décernée a Cédric Villani en 2010. Pour une présentation complete des théories et applications
du transport optimal, nous invitons le lecteur a consulter les ouvrages et survols de référence
([RR98a, RR98b, Vil03, AGS08, Vil09, San15, PC18*] et [MG13, AG08, BK12]).

A Torée de la période moderne, au cours la période 1970-2000, des chercheurs, comme Kelle-
rer, Rachev et Riischendorf, ont utilisé le transport optimal en théorie des processus, statistique
théorique et probabilités appliquées notamment pour quantifier les fluctuations de phénomenes
aléatoires ou en relation avec les ordres stochastiques. Ce type de développements semble étre
ensuite passé au second plan. A la fois & rebours et dans le prolongement de I’évolution ac-
tuelle j’ai contribué & fonder le « transport martingale »? pour lequel on ajoute au probléme
de Monge—Kantorovich la contrainte de ne considérer que des plans de transport qui sont des
martingales. Ce nouveau sous-domaine des probabilités est né au début des années 2010 lorsque
des membres de la communauté des mathématiques financieres ont trouvé de I'intérét a investir
la théorie du transport. Cette connexion est établie dans [BHLP13] et [GHLT14] en relation avec
le robust ou model-independent hedging de Hobson et de ses coauteurs [HN12, HK15]. Le principe
en est rappelé en quelques pages non-spécialisées dans la section 1.7.5 du livre de Santambrogio
[San15] 2. L article [BeiJ16] est vraisemblablement le troisieme sur le sujet ; il a recu un trés bon
accueil. Nous y proposons une étude classique et approfondie, entierement théorique et émancipée

1. pour son apport a ’analyse des EDP mais aussi a la géométrie métrique et aux probabilités

2. parfois abrégé MOT : Martingale Optimal Transport

3. Essayons en quelques lignes non-spécialisées ! La valeur d’un titre évolue de fagon aléatoire en suivant une loi
de martingale. On ne connait pas cette loi, cependant on sait que c’est une martingale en vertu du Fundamental
Theorem of Asset Pricing qui stipule que la dynamique des prix dans un modele sans opportunité d’arbitrage
doit en étre une. De plus, on suppose que la connaissance du marché donne accés aux marges de la martingale
a différents instants. Le juste prix d’une option vendue & l'instant initial est la valeur espérée du gain qu’elle
engendrera. Or cette espérance dépend de la loi de martingale. On peut au mieux obtenir un encadrement de ce
prix (le pricing) et ce sont précisément deux problémes de transport martingale (multi-marges) que de déterminer
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16 INTRODUCTION

de la modélisation. On s’y concentre sur le probléeme pour une période, c’est-a-dire pour deux
marges, avec des colts de transport généraux, certaines familles de colits étant cependant étu-
diées plus attentivement. Le sous-sujet transport martingale compte désormais plusieurs dizaines
d’articles, certains de mathématiques financieres, d’autres entierement généralistes. La tendance
actuelle est, assez naturellement, a la généralisation aux dimensions supérieures des résultats
connus en dimension 1 pour deux marges, qu’il s’agisse de transport martingale multi-marges ou
de transport martingale a deux marges pour des loi multi-dimensionnelles.

Je complete a présent le préambule Résumé et travaux présentés par quelques mots sur
I’organisation de ce mémoire. Le chapitre 1 est un peu plus détaillé et pédagogique que les autres.
J'introduis les concepts du transport autour de I’exemple le plus simple imaginable : le probleme
de transport quadratique sur la droite réelle. J’insiste sur le fait peut-étre parfois méconnu
qu’on peut obtenir des théorémes de monotonie cyclique (appelés ici « lemmes d’échange »)
de fagon directe sans faire appel a la dualité. Je décline cette méthode pour traiter trois variantes
du probleme de transport a chaque fois en dimension 1. Plus que de simples illustrations il
s’agit d’études inspirées par la littérature : une question de Gigli autour de la réciproque du
théoreme de Brenier, un couplage de mesures aléatoires issu d’une question pour des temps
aléatoires de mouvements browniens bi-infinis et finalement le probleme de transport martingale.
L’enchainement des chapitres 1-3 suit une progression logique. Je pars au chapitre 1 de problemes
de transport généraux de dimension 1, considérant donc des mesures de couplages sur R? pour,
au chapitre 2, me concentrer sur les mesures martingales (toujours sur RZ) seulement et leur
construction par la méthode des ombres [BeiJ16%]. Au chapitre 3 ce sont enfin les lois de
martingale (des mesures martingale sur R7 o1 le cardinal de 7 est supérieur & trois) qui sont
au centre de lattention. Ce troisieme chapitre est lié au probleme des Processus Croissants
pour 1'Ordre Convexe (les PCOC ou peacocks) de Hirsch et Yor [HY10]. Etant donnée une
famille de mesures ()R, il s’agit de construire une martingale markovienne (Xy)cr telle que
Xt ~ 1t pour tout t € R. Pour cela, (1y)ier doit nécessairement étre un peacock. Un célebre
théoreme de Kellerer stipule que, pour des mesures réelles, cette condition est aussi suffisante
lorsque (Wt)ter est un peacock. J'aurais aimé construire une telle martingale markovienne qui
soit completement comprise et construite par une procédure identifiée, la méme pour tout jeu de
données. Il faut savoir qu’une telle prouesse a déja été réalisée par Lowther [Low09, HRY14] sur la
base des « diffusions presque continues » obtenues par des techniques de convolution et du calcul
stochastique classique. On souhaiterait faire apparaitre une autre solution qui serait, elle, fondée
sur les techniques et constructions du transport martingale, dans la continuité du chapitre 2.
Dans une direction un peu différente le summum serait de généraliser le théoreme de Kellerer aux
dimensions supérieures. Nous n’atteindrons malheureusement aucun de ces deux objectifs dans
ce mémoire. Toutefois le processus Markov-quantile 99 construit dans [BouJ18*] représente
pour un probléme trés proche (impliquant Pordre de domination stochastique plutot que I'ordre
convexe) une solution trés satisfaisante offrant ainsi un aboutissement aux efforts engagés dans
la recherche de martingales particulieres, telle que je viens de I’évoquer. La présentation de 9t
couronne donc le chapitre 3. Le chapitre 4 est un peu différent des précédents puisqu’on sort
des processus sur R pour investir des questions plus géométriques dans le groupe de Heisenberg
davantage dans la lignée des travaux de ma these*. L’équation de continuité fait le lien entre
les chapitres 3 et 4. En effet d’une part 9 en est une solution intégrale distinguée, d’autre
part cette équation entre également en jeu dans notre contribution a I’approche du flot de Ricci
par Gigli et Mantegazza. Cette derniere se faisant aussi par l'entremise de la diffusion de la
chaleur, c’est 1a une occasion naturelle de présenter certaines de mes tentatives pour coupler

les bornes de l'intervalle optimal, en considérant ’espérance pour toutes les martingales dont les marges coincident
avec les données. Notons finalement que le probleme de transport dual trouve ici une interprétation éclairante du
point de vue de la couverture du titre. Le prix maximal de I’option est couvert par les combinaisons des prix de
certaines options (dites européennes) lies au titre que 1’on suppose étre toutes disponibles & I’achat et la vente. La
borne supérieure du prix est atteinte en minimisant sur ces combinaisons : le prix maximal de ’option correspond
au cout minimal de sur-réplication et, de méme, le prix minimal correspond au coiit maximal de sous-réplication.

4. Optimal transport and geometric analysis in the Heisenberg groups, Universités de Bonn et Grenoble 1,
2008
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deux mouvements browniens du groupe de Heisenberg. C’est & ce sujet que dans les dernieres
pages, nous retrouverons un probléme de dimension 1 du type de ceux présentés au cours du
premier chapitre.






Exemples de transports optimaux inconditionnellement
déterminés par leurs marges et ensemble des mesures
réqulieres au sens du théoreme de Brenier

Les résultats de ce chapitre sont parus ou & paraitre dans les articles suivants : [Juill],
[Juil8* 1], [BeiJ16], [Juil6b]. Ils s’insérent & la racine de la théorie puisqu’il y est question
d’existence et d’unicité d’un transport optimal. Contrairement & ce qui est attendu lorsqu’on
connait le théoreme de Brenier, le grand résultat de ce type, nous obtiendrons le diptyque
existence-unicité sans aucune hypothese sur les mesures déblai p ou remblai v & transporter
l'une sur autre (I’hypothese la plus répandue pour obtenir le théoréme de Brenier est d’imposer
a p d’étre absolument continue). C’est 1’axe directeur et 'originalité de ce chapitre. Les-dites
mesures seront toutes deux arbitraires et pourront en particulier présenter une partie atomique.
Ce « miracle », tout apparent, possede une explication simple : il tient au fait que les hypotheses
arrangeantes sont transférées de celles faites sur les mesures a celle concernant ’espace ot se joue
le probleme de transport qui sera, dans les trois cas que nous envisagerons, soit la droite réelle
soit la réunion de deux courbes lipschitziennes. Nous verrons ainsi apparaitre comme solutions a
nos problemes de transport le couplage quantile, le couplage montagne et le couplage rideau.

Paradoxalement c’est en partant de la dimension 1 qui nous seront renseignés, en section 1.3,
sur la structure de I’ensemble des mesures p réguliéres, qui sont les mesures de probabilité de
R4 (avec d > 2) satisfaisant précisément aux hypothéses nécessaires et suffisantes & ce que le
théoreme de Brenier s’applique de la méme maniere qu’il le fait pour les mesures p absolument
continues. La structure géodésique de ’ensemble des mesures régulieres dans ’espace de Wasser-
stein sera étudiée avec en filigrane et comme point de comparaison un théme géométrique, celui
des points réguliers des espaces d’Alexandrov a courbure sectionelle positive.

Tandis qu’il ne sera question du couplage montagne (section 1.4) que dans ce chapitre, les cha-
pitres & venir exprimeront plus en détails les possibilités offertes par le couplage rideau (introduit
en section 1.5).

1.1 Rappels et définitions sur le probleme de transport

Nous noterons Z(X) I’espace des mesures de probabilité sur un espace polonais ! X muni de
sa tribu borélienne et par M (X) 'espace des mesures positives finies. I’espace M(X') sera celui
des mesures de signées et Mo (X) le sous-espace des mesures de masse zéro. La partie positive
d’une measure © € M(X) sera L, sa partie négative p_ € M (X). On notera |u| la mesure
e + p_ et Masse(pn) = |u/(X) sera appelée la masse de p. La comparaison py <, p signifiera
1 — Ho € M (X).

Pour p € [1,+o0[, &, (X) sera le sous-espace des mesures de probabilité de p® moment fini,
classiquement nommé espace de Wasserstein d’ordre p. Pour des mesures positives de masse
autre que 1 on notera M(X), , 'espace correspondant.

Un plan de transport, ou simplement transport entre des mesures p et v prises dans M (X)
est une mesure 7t de M (X x X') dont la premiere marge est 1 et la seconde est v. Ces affirmations
se résument aux équations proj;& T=pet proji =vou proji désigne, pour i = 1, 2, la projection
définie par proji s (x1,%x2) € X% = x4 et le symbole # signale 'opération de « pousser en avant ».
Quand le contexte s’y prétera on utilisera aussi proj' lorsqu’une variable, ici t mais souvent x ou
Yy, sera associée & un facteur de I’espace produit (ici X2 mais plus loin souvent X7).

La désintégration de 7 selon p induit une famille (7t )xex de mesures dans &?(X) définie
presque partout pour p (de masse finie). Nous noterons 7t(dx,dy) = p(dx)my, . (dy). Deux cas
spéciaux seront 7t . = v/v(R) correspondant au transport indépendant, et 7, = = dy(x) lorsque
le plan de transport est déterministe, c’est-a-dire que la destination est déterminée par T. Si

1. c’est-a-dire une espace topologique métrisable de fagon a étre complet et séparable. De facon abusive nous
pourrons considérer qu’il s’agit directement d’un espace métrique.

19
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Tuu = v on parle pour T d’application de transport. Des compléments relatifs & la désintégration
des mesures, leurs paramétrages, ainsi qu’a la composition et la concaténation des plans de
transport et des noyaux seront donnés aux pages 51 et 59.

Précisons l'interprétation donnée a W, v et 7t en transport optimal : la mesure p représente
chez Monge un déblai qu’il s’agit de déplacer pour lui donner la forme d’un remblai distribué
selon v. La masse transportée de A C X vers B C X est de mesure t(A x B).

Nous utiliserons le terme peu usité de route de transport pour les couples de points (x,y) € X2.
Définir un plan de transport consiste donc a pondérer I’ensemble de ces routes de transport. On
notera Marg(p, v) 'ensemble des plans de transports entre p et v. Lorsque, plus loin au chapitre
3, nous introduirons des processus stochastiques, des notations similaires seront employées pour
Marg((py)ie7) Uespace des mesures & marges prescrites sur X7 .

Nous pouvons maintenant formuler le probleme de Monge—Kantorovich associé a deux mesures
p et v, & un ensemble contraignant M C Marg(u,v) et & une fonction (mesurable) de coit
c:(x,y) € X2 = R.

Définition 1.1.1. Le probleme de Monge-Kantorovich consiste a
Minimiser C: 7 ”c(x,y) dnt(x,y) pour me M C Marg(u,v),

et, le cas échéant, a prouver I'existence et 'unicité des solutions ainsi qu’a décrire ou caractériser
ces dernieres.

Nous noterons fréquemment M} (ou Marg} si Marg = M) I'ensemble des minimiseurs et 7t*
leurs éléments.

Remarque 1.1.2. Le probléeme peut s’avérer non déterminé de différentes maniéres. Il peut
arriver que M soit [’ensemble vide, par exemple si W et v ne sont pas de méme masse. Il peut aussi
se faire que ¢ ne soit pas intégrable sous certaines mesures ™ € M. Méme bien définie, l’intégrale
pourrait prendre la valeur +o0o sur tout M. Il y a donc des préalables a l’étude du probléme associé
a X, u, v, M et c. Tout au long du texte, nous nous placerons sous des hypothéses permettant
d’éviter les cas dégénérés. Nous supposerons M # 0, la partie négative de ¢ sera intégrable pour
tout élément @ € Marg(u, v). Il sera pour cela suffisant de supposer c(x,y) = a(x)+b(y) ot a et
b sont intégrables, respectivement par rapport a | et v. Finalement nous supposerons qu’il existe
au moins un élément T € M tel que [[ cdm < +oo.

Présentons maintenant les trois situations principales pour lesquelles nous étudierons le pro-
bleme de transport dans le présent chapitre.

Coiit quadratique Dans un espace métrique, (X, d) pour se donner une notation, on parle de
coiit quadratique lorsque la fonction de cofit est ¢ @ (x,y) — d(x,y)?. Dans ce chapitre
nous aurons X = RY et |x| représentera la norme euclidienne de x. On considere p et v
concentrées sur? deux courbes et ¢ : (x,y) — [y — x|?. Le cas de deux droites identiques,
qu’on peut identifier a R, est extrémement basique et fondamental en mathématique, pour
commencer en statistique mathématique puisqu’il fait apparaitre le couplage par quantiles
et correspond & la corrélation maximale d’une variable aléatoire (X,Y) de lois marginales p
et v. Nous verrons que lorsque les courbes sont certains graphes lipschitziens, 1'existence,
I’unicité et la caractérisation par quantile sont conservées.

Coiit sous-linéaire, limite en s’approchant du cotut linéaire Ici X = R, n et v sont élé-
ments de &1 (R) et ¢ : (x,y) — [y —x|" ol le sens & donner & 1~ est & préciser. En peu
de mots on considere les ensembles optimaux pour ¢ = ¢p, : (x,Yy) — [y —x|P. Ceux-ci pos-
seédent un unique point d’accumulation lorsque p < 1 tend vers 1 par valeurs inférieures.
C’est une premiere facon de voir apparaitre I'existence et I'unicité du plan de transport
que nous appellerons tranport montagne entre n et v. La deuxieme fagon qui rentre, elle,
véritablement dans le cadre de la définition 1.1.1, consiste a voir ce transport montagne

2. c’est-a-dire affectant la masse totale a
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comme 'unique transport optimal du probleme de transport dont 1’ensemble contraignant
est M = Marg7 (i, v) (celui des solutions du probleme de cotit ¢1) et le coit ¢y, ol tout
p €10, 1] convient.

Coit ¢ du type 6xa§c < 0 sous contrainte martingale De nouveau X sera R. On se don-
nera la contrainte supplémentaire de ce que 7 doit étre un plan de transport martingale
plus simplement nommé transport ou couplage martingale. Nous noterons Mart(p, v) = M
I’ensemble des transports martingale de Marg(u, v). Alors que le colt quadratique et cer-
tains autres satisfont & 0x0yc < 0, les cotits analogues du probleme martingale satisfont a
axaﬁc < 0, une condition satisfaite par exemple par c : (x,y) — (y —x)> ou, pour parler

d’un cotit positif, ¢ : (x,y) — exp(y — x), ou bien encore par c : (x,y) — /1 +92%

qui présente 'avantage d’étre & la fois positif et intégrable en y par toute mesure de &2 (R).

1.2 Rappels sur le probleme a coiit puissance sur-linéaire et sur le
transport quantile

Nous présentons tout d’abord brievement ’archétype du probleme de transport sur R. Les
étapes de sa résolution seront les mémes que pour les problemes qui viendront.

A Uaide d’un lemme d’échange on repere, pour un transport optimal donné, les com-
binaisons de routes interdites ou autorisées, on définit un plan de transport spécifique
qui respecte ces interdictions puis on démontre que c’est l'unique plan de transport
qui les respecte. Comme il existe au moins un plan de transport optimal (ce qui est
en général démontré par le théoréme de Prokhorov) on a trouvé une équivalence entre
transport optimal, transport respectant des interdictions et le transport spécifique. Les
théorémes 1.8.2, 1.4.7 et 1.5.8 seront de ce type et concerneront, respectivement, les
transports quantiles sur des graphes, les transports montagne et les transports rideau
gauches.

Nous rappelons tout d’abord le théoreme de monotonie cyclique, fondamental en transport opti-
mal. Nous I’énongons comme modeéle dans un cadre général (celui de I'énoncé d’une équivalence
pour un colit borélien) au théoreme 1.2.3. Toutefois, dans ce chapitre des versions élémentaires
(implication seule et colt continu), que nous nommerons lemmes d’échange seront suffisantes.
Elles présentent ’avantage de posséder des démonstrations élémentaires. Leur modele sera le co-
rollaire 1.2.4. Nous aurons aussi des lemmes d’échanges pour le probleme a mesures concentrées
sur des graphes dans RY (corollaire 1.3.1), un lemme d’échange pour un probléeme secondaire
(lemme 1.4.4) et un lemme d’échange dans le cadre du transport martingale (lemme 1.5.4).

Définition 1.2.1 (Ensemble finiment optimal). On dit qu'un borélien S est finiment optimal
pour c si tout plan de transport « € M., (X'2) dont le support est fini et inclus dans S est aussi un
transport optimal sur Marg(proj; o, proji o). On appelle par ailleurs compétiteur tout élement

o' de Marg(projl o, proji o). L’ensemble S est donc finiment optimal si

[Jodas [fea

pour tout o avec Spt(a) C S fini et tout compétiteur o’ (non nécessairement concentré sur S).

Remarque 1.2.2 (Notion équivalente classique). Un ensemble est finiment optimal si et seule-
ment si il est cycliquement monotone tel que défini dans les traités de référence. Pour rappel, on
dit qu’un borélien S C X x X est cycliquement monotone (pour ¢) si

Z c(xi,Yx) < Z (i, Y1) (1.1)

k=1 k=1

est satisfaite pour toute famille de routes (xx,Yx)k=1,...n dans S et tout n € N*. Ici par conven-
tion Yn1 = Y1 ce qui clot donc un cycle Yi1,X1,Y2,X2,.--yYn,Xn, Y1 dont les paires d’éléments
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consécutifs constituent les routes d’un des deux transports pour celle commengant par Yy, de son
compétiteur, pour celle commencant par yYy.

Alors que &' = Y 1 8x, yr s (00 Yns1 = Y1) est un compétiteur de o« = Y ;1 8x, 1y,
et qu’il en va de méme des combinaisons linéaires a coefficients positifs impliquant de telles
mesures ()_, & est un compétiteur de ) | xx), on montre assez simplement que toute paire
(a,’) de la définition 1.2.1 se représente de cette maniére. Il s’ensuit que, comme annoncé, S
est cycliqguement monotone (pour un codt ¢ donné) si et seulement si il est finiment optimal.

Théoréme 1.2.3 (Théoréme fondamental de monotonie). Soit ¢ une fonction de coit borélienne
telle que les plans de transport de Marg(u, v) sont intégrables. Un transport 1 est optimal (pour
le probléme sans contraintes) si et seulement si il existe un borélien S C X x X finiment optimal
pour ¢ tel que (S) = 1.

Ainsi un plan de transport est optimal si pour un probléeme discrétisé aucun déroutage n’amene
un cout strictement moindre. Un corollaire est le suivant.

Corollaire 1.2.4 (Lemme d’échange). Soit 7w un plan de transport optimal. Alors il existe un
borélien S de mesure pleine tel que tout (x,y) et (x',y’) pris dans S satisfait a

C(X>y) + C(X/)y/) < C(X»yl) + C(X/>U)- (12)
Si de plus c est un cott continu, tout S tel que S C Spt(m) et 7(S) =1 convient.

Le théoreme 1.2.3 est une équivalence et concerne des cofiits généraux. Sa démonstration
nécessite un arsenal spécial, désormais classique, mettant en jeu des théoremes de dualité (voir
notamment [BS11, BC10, Beilb, Kel84, BGMS09] pour des résultats de dualité et monotonie
pour ¢ parmi les plus avancés dans les espaces polonais). Toutefois, dans cette partie, nous
n’allons utiliser qu’une seule implication et, de plus, seulement pour des cotits continus. La
démonstration est alors extrémement simple et se résume a ceci : on prend S, ¢ et des routes
(x,y), (x',y’) contredisant (1.2). On peut supposer S C Spt(7t) et S = Spt(7). Ainsi, pour tout
¢ > 0 suffisamment petit il est possible de trouver des mesures positives y et 'y’ satisfaisant &

— v =24 1 (cest-a-dire T—y € M (X)) et vy est concentrée sur [B(x, €) x By, e)]U[B(x’, ¢)x
B(y’, e)l, ou B(x, €) est la boule de centre x et rayon e.

—v'e Marg(proj;&y, projf‘7£ v), et y’ est concentrée sur [B(x, €) x B(y’, ¢)]JUIB(x', ¢) x B(y, €)].

Alors, du fait de la continuité de ¢, pour ¢ suffisamment petit on trouve [cdy > [cdy’ et le
transport m—y+7y’ € M (X?) est un élément de Marg(u, v) qui porte un cotit total strictement
inférieur & celui associé a 7.

Remarque 1.2.5. Le corollaire 1.2.4 trouvera dans la partie sur le couplage montagne un pen-
dant avec le lemme 1.4.4, €galement simple a démontrer. Dans la partie concernant le transport
martingale, on trouvera le méme type de résultat (une seule implication pour un codt continu)
avec le lemme 1.5.4.

A noter qu’un théoréeme élaboré correspondant au théoreme 1.2.3 sera aussi cité avec le théo-
réme 1.5.8. Ce dernier est démontré dans [BeiJ16].

Le probléme puissance sur-linéaire et le transport quantile

Ici, nous traitons de X =R, M = Marg(pu,v) et c=cp: (x,y) = ly—x[P o p > 1.

Corollaire 1.2.6 (Lemme d’échange). Soit 7w un plan de transport optimal sur R et ¢ = ¢, pour
p > 1. Alors il existe un borélien S vérifiant (S) =1 et S C Spt T tel que tout couple de routes
(x,y) et (x',y’) pris dans S vérifie [y —xP + |y’ —x'P <|y" —x[P + [y —x'|P et donc

(x'=x)(y" —y') =0 (1.3)
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Démonstration. Nous appliquons simplement le lemme d’échange (corollaire 1.2.4) & ¢ = cp.
La condition (y —x)(y’ — x’) > 0 résulte d’une étude de fonction élémentaire. On cherche en
effet le signe de f(y’) — f(y) ou la fonction f est y — [y — x'[P — |y — x[P. Sa dérivée en y vaut
f'ly) =h'(y—x’)—h/(y—x) ot h:y — [y|P. La fonction h étant strictement convexe, sa dérivée
h’ est strictement croissante. Ainsi, f(y’) — f(y) est du méme signe que (y’ —y)(x’ — x). O

Nous avons donc identifié une interdiction dans les combinaisons de routes : si (x,y) et (x’,y)
sont des routes de transports, il n’y a pas de croisement dans I’ordre des destinations par rapport
a celui des origines. Nous représenterons cette interdiction dans le plan en matérialisant les routes
par des segments entre un point x sur une droite réelle de Ry ol est distribuée p et un point y
sur une droite réelle de variable Ry, parallele a la premiere, ol est distribuée v. Les segments [xy]
représentant les routes peuvent avoir des extrémités communes mais ne doivent pas se croiser.
Voir la figure 1.1 page 25 pour un exemple.

Pour définir le transport quantile nous faisons tout d’abord quelques rappels, utiles non
seulement dans ce chapitre mais dans tout le mémoire, sur les fonctions de répartitions et les
fonctions quantiles.

Définition 1.2.7 (Fonction de répartition). Soit p € M (R%). Sa fonction de répartition F,,
que nous noterons parfois F[u] est définie par

Fu:xeRdHu(]—oo,x])

. d
ot | —oo,x] =[]i_;] —o0,xi] avec x = (x1,...,xk).

Rappelons que F : u — F[u] est injective ; la fonction de répartition caractérise la mesure. Avec
les fonctions de répartition nous pouvons définir 'ordre <), dont nous ferons usage a plusieurs
reprises dans les chapitres suivants, comme a la page 71.

Définition 1.2.8 (Ordres stochatiques). Soit p et v deux mesures de M (R%) de méme masse.
On note p <y, v si Flu] > F[v]. Pour k = 1, on note p =g, v et dit que v est plus grand que v
dans ’ordre stochastique

Remarque 1.2.9. Comme on peut le constater, =, prolonge l'ordre stochastique =4, aux di-
mensions supérieures a deuz. Il existe pour autant un ordre stochastique distinct pour les espaces
partiellement ordonnés dont la définition, plus cohérente, s’accorde au théoréme de Strassen
(énoncé a la proposition 2.1.4 pour R).

Définition 1.2.10 (Fonction quantile et barycentre). Pour p € M (R), la fonction quantile G, :
[0, Masse(pn)] — RU{—o00, +00}, qu'on pourra aussi noter G[p], est la fonction croissante continue
a gauche telle que (G, ) A = u, c’est-a-dire l'inverse généralisé de la fonction de répartition Fy, :

Gu(a) =inf{x e R: Fy(x) > a}.

Si G, est intégrable, on définit le barycentre comme

1

x dp(x) = Masse(p) ! J G (o) dex.

Bary(p) = Masse(p) ™! J
0

R

Sip e Z(R), la fonction quantile Gy, est une variable aléatoire définie sur ([0, 1], B,A), de loi p
et d’espérance (si celle-ci est bien définie) Bary(u).

L’interprétation graphique de la fonction quantile consiste, pour &« donné, a considérer le point
d’intersection du graphe de F,, avec la droite horizontale d’ordonnée o. Les sauts correspondant
aux atomes sont complétés par des segments verticaux et lorsque la droite verticale croise un
palier horizontal (correspondant & une absence de masse) on prend le point le plus en bas (voir
de nouveau la figure 1.1).
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Définition 1.2.11 (Transport quantile et inégalité de Hoeffding—Fréchet). Soit p et v des me-
sures de probabilité. Le transport quantile m € Marg(p,v) de 1 et v est la loi de la variable
aléatoire

(Guy Gv) r o€ (0, 1,A) = (Gp(a), Gy () € (RU {Ho0})?.

Il est également caractérisé par le fait que I'inégalité de Hoeffding—Fréchet Fr(x,y) < min(F,(x), Fv(y))
est une égalité. Le transport quantile s’étend naturellement aux mesures de (mémes) masses fi-
nies. Nous le noterons Q(u,v).

En prenant S = (G, G+)(10,1]), les deux fonctions G, et G, étant croissantes, il est bien
clair que le transport quantile respecte la condition (y’ —y)(x’ —x) = 0 du corollaire 1.2.6. Nous
montrons maintenant que c’est I'unique transport de marges p et v vérifiant cela.

Lemme 1.2.12. Soit w, v des mesures de probabilités sur R et m € Marg(u,v) tels qu’il existe
SCRXR avec 1i(S) =1 et (y' —y)(x’ —x) = 0 pour tout (x,y,x’,y’) € S x S. Alors 7 est
entierement déterminé par la formule, liant les fonctions de répartitions

FT[(X)U) = 7[(] — 00, Ix] — OO»H]) = min(Fu(X)>Fv(U))~
On trouve donc = Q(u,v).

La démonstration n’a rien d’original. Elle est extrémement classique. Nous la donnons tout
de méme comme modele pour celles, analogues, que nous ne ferons pas qui concernent les autres
problémes de transport de ce chapitre.

Démonstration. Soit T € Marg(u, v) et S de masse pleine telle que (y’—y)(x’ —x) = 0 pour tout
(x,Y,x’,y’) € SxS. Nous souhaitons montrer Fr(s,t) = min(F,(s), Fy(t)). L’inégalité < est celle
de Hoeffding—Fréchet. Elle vient simplement de F,,(s) = m(]—o0, s] xR) et Fy (t) = m(Rx]—o00, t]).
Pour l'autre inégalité il suffit de démontrer que F,,(s) > Fx(s,t) entraine Fr(s,t) = Fy(t). (Fy(t) >
Fr(s,t) entrainera F,(s,t) = F,(s) pour les mémes raisons). Supposons donc F,(s) > F(s,t).
On a alors 7t(] — oo, s]x]t,+o00[) > 0 et il existe ainsi une route (x,y) € S telle que x < s et
y > t. On déduit ensuite de (y’ —y)(x’ —x) > 0 qu’aucun point (x’,y’) de Js, +oo[x] — 0o, t] C
Ix, +00[x] — 0o, y[ ne peut étre une route de S. On trouve alors

Fy(t) — Fx(s,t) = m(Rx] — oo, t]\] — 0o, ] x] — 0o, t])
= 7 (]s, +oo[x] — 00,1]) = 0.

O

Comme le théoreme de Prokhorov garantit l’existence d’un transport optimal, avec le co-
rollaire 1.2.6 et le lemme 1.2.12 on peut conclure au théoreme suivant, qui sera le modele des
théoremes a venir dans ce chapitre.

Théoréme 1.2.13. Soit p > 1 et p,v € F,(R). Soit ™ un transport de Marg(u,v). Alors les
énoncés sutvants sont équivalents :

— T est un transport optimal pour le coftt cp.
— T est monotone au sens ot il existe S de masse pleine avec (y' —y)(x’ —x) > 0 sur S x S.

— T est le transport quantile Q(w,v) entre u et v.
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FIGURE 1.1 — Le transport quantile £

Distances de Wasserstein. Cas des mesures sur la droite réelle.

Nous rappelons la définition de la distance de Wasserstein, directement liée a 1’étude du
probleme a colt puissance surlinéaire. Le théoreme 1.2.13 nous donnera l'occasion de rappeler
certaines formules valables lorsque X = R.

Définition 1.2.14. Soit (X,d) un espace métrique complet et séparable. Pour tout p > 1,
on appelle espace de Wasserstein ’espace des mesures de probabilité boréliennes possédant un
pe moment fini. On note &7, (X) cet espace. Ainsi

2o(0) = {we 212): | abxorant

oll Xp est un point quelconque de X' (cela n’influence pas la définition).
Etant donné p,v € M, (R), on introduit la distance de Wasserstein Wy, (W, v) comme suit :

1/p
Wov = ot ( [[atxyranixw)

Sur P, (X), Wy, est effectivement une distance. Elle vérifie en particulier I'inégalité triangulaire
et prend ses valeurs dans [0, co[. Pour deux mesures de masses différentes, la distance est infinie
(Marg(u,v) est d’ailleurs vide). La topologie induite par W, sur &, (X) est la topologie faible
avec p® moment telle que décrite dans [Vil03, Theorem 7.12].

Les propriétés suivantes, classiques, concernent le transport sur R.

Proposition 1.2.15. Soit u et v des mesures de Z,(X). On a

1/p
Wolio ) = ([162 = 6P (@) > Bary(y) - Baryv).

L’égalité est obtenue exactement dans les cas suivants :

— st | et v sont des translatées l'une de ’autre,
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— de plus, seulement dans le casp =1 : si Gy < Gy ou Gy < Gy (c’est-a-dire si L =g V
ou Vv =gt W, voir les définitions 1.2.8 et 1.2.10).

Démonstration. On utilise du théoreme 1.2.13 le fait que (G, Gy ) a pour loi le transport optimal.
Cela donne

Wy, V)P = J Gy — Gyl (@) dax (1.4)

P
< U(GV _G)(o)da| = [Bary(u) — Bary(v)[P.

Le cas d’égalité repose sur I’analyse de I'inégalité de Jensen, sur le fait que x — xP est strictement
convexe pour p > 1 et sur celui que pour p = 1, application x — |x| est linéaire par morceaux
sur R~ et R™. O

Un résultat trahissant un comportement différent pour la puissances p = 1/2, sera énoncé au
lemme 4.4.7 pour étre utilisé dans le cadre du transport de mesures sur le groupe de Heisenberg.

Autres caractérisations et propriétés du transport quantile

En préparation aux chapitres suivants nous évoquons ici une autre caractérisation du trans-
port quantile.

Définition 1.2.16. Soit v et o € [0, Masse(v)]. Nous nommons mesure de masse « la plus a
gauche sous v la mesure 1 = (G )#A[o,«[- Elle possede en effet la propriété suivante : si v’ vérifie
a la fois Masse(n’) = Masse(n) = ax et 1’ <, v, alors 1 =g 1.

Proposition 1.2.17. Soit i et v des mesures réelles et m = Q(w,v). Alors pour tout x € R la
mesure Vi = (proj¥)um|)_oo xIxr €st un élémentn de

Sx=:n=4v et Masse(n) = p(l —oo,x|)}

qui vérifie de plus N =40 M’ pour tout autre élément n’ € Sy.
En particulier, en termes probabilistes, si (X,Y) ~ Q(w,v), alors n = Loi(Y[X < x) est
inférieure pour =g, d toute mesure ’ = Loi(Y'|X’ < x) ou Loi(X',Y’) € Marg(p, v).
Réciproquement, si pour tout x la mesure (proj” ) um|) oo xxr €st le minimum pour =g, de
Sy, alors la mesure T est le transport quantile Q(u,v).

Remarque 1.2.18 (Signification de (proj¥)4m|) oo xjxr). Nous rencontrerons a d’autres occa-
sions des mesures (proj¥) 4[| oo x]xr @ssoci€es a 7 et x. Leur interprétation peut étre malaisée.
Elles sont le résultat du transport par 7 de la mesure W|)_o ). On serait tenter de les noter
« T ] )—oo x] » Puisque dans le cas déterministe T = (Id, T)xp on a vraiment (proj¥ ) 47| )_c x]xr=
Tyrli—cox-

Par ailleurs la mesure 7 peut se noter w- (id,k) ot k: x € R— k(x,-) € Z(R) est un noyau
(voir & la page 59 pour des rappels sur les noyauz. En fait K(x) = T, presque surement pour
W, avec Ty, )xer comme a la page 20). Alors (proj?) 4[| oo x]xrR= K|]—cox)-k. Cette deuxie¢me
écriture présente l'avantage de s’étendre puisque 0 -k a du sens pour toute mesure 6 < L.

Démonstration de la proposition 1.2.17. Partons de (G, Gy) dont la loi est Q(p,v). La condi-
tion {G,, < x} désigne une partie [0, ] C [0, Masse(p)]. Ainsi (projz)#nL]_w,x]XR est exactement
(Gv)#A0,«), c’est & dire la mesure de masse o la plus a gauche sous v.

Réciproquement, soit 7t telle que pour tout x € R, 7[j_ xJxr s0it la mesure de masse
Fu(x) = p(l — 00,x]) la plus & gauche sous v. Sa fonction de répartition est donc donnée par
FH(X)H) = (projy)#ﬂb—oo,x]x]l%ﬂ - 00>U]) = (GV)#A[O,O(](] - OOJJ]) ol & = Fu(x)~ Si y 2z GV((X)
I'ensemble est de mesure pleine, a savoir de mesure « = Fy(x). Sinon (Gy)xA[o, (] —00,yl) =
v(]—o0,yl) = Fy(y). En tout état de cause Fr(x,y) = min(F,(x),Fv(y)), si bien que m = Q(u,v)
(voir la définition 1.2.11). O
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Remarque 1.2.19. Alors qu’il est possible de définir un transport @ = Loi(X,Y) par la famille
Loi(Y|X = x)xer la proposition 1.2.17 caractérise la loi jointe (X,Y) de facon univoque par la
famille Loi(Y|X < X)xer-

De facon générale une famille de mesures de probabilités (Yx)xer définit une loi jointe (X,Y)
par le biais de 'équation yx = Loi(Y|X < x) a la condition nécessaire et suffisante suivante que
x = P(X < x) Xyx soit croissante pour <. Il est en effet nécessaire que x — (projz)#(ﬂh,oo,x])
croisse pour =i.

1.3 Le probleme a cout puissance sur-linéaire, étude des mesures
régulieres pour le théoreme de Brenier

Dans cette section nous démontrons le théoreme 1.3.11 tiré de [Juill]. Ce résultat concerne
la géométrie et les géodésiques de Z(R?) vu comme un espace d’Alexandrov ainsi que la notion
d’interpolation par déplacement, classique en transport. Alors que Z(R%) est de dimension infinie
la démonstration de notre théoréme passe par un probleme de transport de dimension 1 dont la
solution est résumée au théoreme 1.3.2.

Le probléme quadratique et le transport quantile entre des mesures
concentrées sur des graphes

Ici, nous traitons de X = R%, M = Marg(n,v) et ¢ = ¢z : (x,y) — |ly —x||*> ot la norme
est euclidienne. Dans cette situation le lemme d’échange (corollaire 1.2.4) s’applique et s’adapte
aisément, donnant 1’énoncé suivant dont la démonstration est aussi simple que celle du corollaire
1.2.6.

Corollaire 1.3.1 (Lemme d’échange). Soit 7 un plan de transport optimal sur RY et ¢ = c,.

Alors il existe un borélien S vérifiant (S) = 1, tel que tout couple de routes (x,y) et (x’'yy’) pris
dans S vérifie

(x'=xy'—y)>0. (1.5)

Par ailleurs, tout S tel que m(S) =1 et Spt(m) C S convient.

Gy
W
x/
Ru s
I >
GQ

Y y’
FIGURE 1.2 — Transport entre deux graphes lipschitziens.
Nous allons maintenant appliquer ce résultat au transport optimal entre deux mesures concen-

trées sur des graphes lipschitziens. Cela ménera au théoreme 1.3.2, un analogue de notre théoreme
modele 1.2.13.
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Théoréeme 1.3.2 ([Juill, voir Lemma 1.6]). Soit d > 2 un entier et u et v des mesures de
P, (RY) concentrées, respectivement, sur G et Gg les graphes des fonctions lipschitziennes f, g
Ru — (Ru)t de constantes optimales < 1, ot w est un vecteur unitaire. Soit ™ € Marg(i, V).
Alors, les énoncés suivants sont équivalents

— 7t est un transport optimal pour le coit quadratique cy.

— Tt est concentrée sur un ensemble S de routes de transport vérifiant (x' —x,y’' —y) = 0
pour tout (x,y) € S et (x',y’) €8S.

— 7 s’exprime sous la forme m = (f @ g)uxy ou v est le couplage quantile entre proj;; u et
projy v sur l'aze Ru = R.

En particulier nous avons Uexistence et l'unicité (le transport quantile, f et g sont bien définis)
d’un tel transport .

La démonstration suivante suit le plan logique annoncé en page 21.

Démonstration. Remarques préalables : dans le cadre des hypotheses on dispose de u, un vecteur
unitaire de R% et de Gy C R le graphe défini par Gy = {f(x) = (x, f(x)) € Rux (Ru)* : x € Ru}
ou f:Ru=R — (Ru)’ est une application k¢-lipschitzienne avec k¢ < 1. Le méme u est pris
pour G4 avec g lipschitzienne de constante kg < 1 et g := (Id, g). Alors, la projection orthogonale
proj* : R — Ru induit une bijection, d’inverse f= (Id, ), entre G¢ et Ru d’une part, et, entre
les mesures concentrées sur Gy et Ru d’autre part.

Considérons maintenant les mesures p,v € Z(R9Y) concentrées I'une sur Gy, lautre sur
Gg. Alors, de nouveau, comme proj* ® proj* constitue une bijection mesurable entre G¢ x Gg et
(Ru)?, elle induit aussi une bijection entre Marg(p, v) et Marg(projy W, projy v). Finalement, di
au choix de prendre des constantes de Lipschitz < 1, le signe de <1?(X/) —f(x), gly")—g(y)), c’est-a-
dire > 0 ou = 0 ou < 0, est le méme que celui de (x’'—x,y’—y). Soit 7* € Marg™(u, v) un transport
optimal pour le coiit quadratique. En vertu du corollaire 1.3.1, son support vérifie (1.5). Ainsi
S = (proj* ® proj*)(Spt(m)) C (Ru)? est un ensemble de mesure 1 pour T = (proj" @ proj*) xm
et on a bien (y’ —y,x" —x) > 0 pour tout couple de routes (x,y), (x’,y’) dans S. La mesure
7 est donc la mesure quantile Q(proj;; Ly proj%t v), ce qui finit de caractériser 7t* puisque c’est
alors (f ® g)xQ.

Notons finalement qu’il existe effectivement un transport optimal 7t* : le théoréeme de Pro-
khorov assure que Marg® (i, v) est non vide. O

Les mesures « réguliéres » pour lesquelles le théoreme de Brenier s’applique

Contrairement a ce que nous avons vu pour le colit de transport c;, et ce que nous ver-
rons encore pour d’autres problémes en dimension 1, dans les dimensions supérieures 1’ensemble
Marg*(u,v) des transports optimaux n’est pas réduit & un unique élément. Le théoréme de
Brenier est un résultat fondamental qui précise une condition suffisante sur p pour que cela se
produise avec, de plus, un transport déterministe comme solution. L’hypothése en est que p doit
étre absolument continue. Le sous-espace des mesures absolument continues présente par la suite
I’avantage d’étre stable par interpolation de type déplacement, ce qui sera important vis-a-vis du
théoreme 1.3.11, le résultat principal de cette section.

On trouve toutefois des versions plus élaborées du théoreme de Brenier. Elles s’appuient sur
des hypotheses plus faibles, par exemple impliquant les « petits ensembles » (voir [Vil03, Theorem
2.12], [San15, Theorem 1.22] et exemple 1.3.7 ii). Tout ces théorémes sont communément et &
raison appelés théoreme (d’existence et d’unicité) de Brenier [Bre87, Bre91]. On pourra toutefois
utilement consulter [MG13, §1.3] au sujet de résultats proches démontrés & la méme époque par
d’autres auteurs. Une mesure w de 22, (R9) est réguliére (pour le théoréme de Brenier) si elle
vérifie les conclusions classiquement attribuées dans (la plupart des versions de) ce théoréme aux
mesures absolument continues. La notion a été introduite par Gigli dans [Gigl1, Definition 2.3]
en commencant par une définition équivalente, celle suivant la proposition 1.3.6.
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Définition 1.3.3 (Mesure réguliere). Une mesure déblai p € 92,(R9) est dite réguliére, ou
réquliére pour le théoréme de Brenier si pour tout remblai v € 22;(RY) les plans de transport
optimaux 7 € Marg*(y,v) s’écrivent sous la forme 71 = (Id, T)xp ou T est une application
mesurable de R4 dans lui-méme.

Une conséquence immédiate est 'unicité de T et donc de 7. Rappelons en effet que si Tq et
T, sont des applications de transport amenant le minimum alors %((Id, Ti)pn+ (Id, T2)xp) est
également un transport optimal. Puisque tout transport optimal est de la forme 7 = (Id, T)xWu,
on en déduit Ty = T, presque surement. Avec la théorie de la dualité on sait en réalité bien plus.
On connait par exemple la « forme » de T, basée sur les fonctions convexes (voir la proposition
1.3.6).

Il n’est pas essentiel d’énoncer ici le théoreme de Brenier sous sa forme la plus complete. Nous
nous contenterons donc d’une version courte.

Théoréme 1.3.4 (Théoréme de Brenier). Soit u € P5(R%) une mesure absolument conti-
nue. Alors pour toute mesure v € P5(RY) il existe un unique plan de transport optimal T €
Marg*(u,v). Celui-ci s’écrit sous la forme m = (Id, V@)up ot @ : U C R — R est une fonc-
tion convexe, U un ouvert conveze et Ve : U C R s R est définie presque surement pour
L.

En particulier, en des termes anachroniques, les mesures absolument continues de ;(R9)
sont régulieres pour le théoreme de Brenier.

Comme préalable a la proposition 1.3.6 voyons que tous les transports du type V@ peuvent
étre considérés lorsque | est une mesure réguliere.

Proposition 1.3.5 ([Gigl1]). Une mesure p € 95 (R9) est réguliére si et seulement si pour toute
application convere @ : U C R — R on U est un ouvert conveze, le lieu de non-différentiabilité
de @ est de mesure nulle pour .

On peut donc maintenant considérer des applications de transport de la forme Vo : U C
R4 — R4 avec @ convexe car elles sont bien définies pour les mesures régulieres.

Proposition 1.3.6 (Voir [Gigll, §2], Théoréme de Brenier pour une mesure réguliere). Si p est
réguliere, pour toute mesure v € P, (RY), il existe (pour le coit quadratique) un unique plan de
transport T € Marg*(u,v). Celui-ci s exprime sous la forme = (Id, Vo)zp ot @ : U C R4 - R
est une fonction convezre et U un ouvert convexe.

Partant de la proposition 1.3.5 on sait exactement caractériser les mesures régulieres (voir
[GM96, Gigl2] et [Zaj79]). Cette caractérisation est 1’énoncé de théorie géométrique de la mesure
que voici : une mesure W est réguliere si et seulement si 71(G) = 0 est vérifiée pour tout ensemble
G qui s’écrit sous la forme d'un graphe G = {(x,f — g(x)) € (Ru)* x Ru: x € (Ru)*}, ou f
et g sont des fonctions convexes. Le travail de Zajicek [Zaj79] indique en effet que le lieu de
non-différentiabilité de @ : U ¢ R4 — R est recouvert par une réunion dénombrable Uy, Gy de
tels ensembles (pour des vecteurs (u, ), variables).

Donnons maintenant des exemples de mesures régulieres. Nous donnerons a chaque fois une
caractérisation duale en spécifiant les ensembles F auxquels les mesures de la classe en question
doivent affecter la valeur zéro.

Exemple 1.3.7 ([Juill, Exemples 1.9 and 1.10]). 1 Les mesures absolument continues. Elles
sont réguliéres en vertu du théoreme de Rademacher. Ici nous considérons comme en-
sembles d’annulation les ensembles F dont la mesure (de Lebesgue L% ou, de fagcon équiva-
lente, Hausdorff H%) est zéro.

1 Les mesures ne donnant pas de masse aux petits ensembles, ceur de dimension de Haus-
dorff < d — 1. Ici nous considérons donc comme ensembles d’annulation les F tels que
HITHE(F) = 0 pour tout ¢ > 0. Un exemple de telle mesure est la mesure ‘uniforme’ sur
un ensemble de dimension de Hausdorff comprise strictement entre k—1 et k (et de mesure
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finie). On peut par exemple prendre sur R? le produit de deux ensembles triadiques de Can-
tor, ou, plus précisément la mesure de Hausdorff H?'°8(2)/1083) restreinte o cet ensemble.
En effet 21og(2)/1og(3) > 1.

111 Les mesures k— 1-purement non-rectifiables au sens de la théorie géométrique de la mesure.
Ici F est de type F1 = f(RYT) ou f : RT — RY est lipschitzienne, ou de type F2 a
savoir vérifiant H 1 (F;) = 0. Un exemple sur R? est la mesure uniforme sur l’ensemble
de Cantor 4 coins, dont la construction est analogue a celle de ’ensemble du précédent
exemple avec, dans la construction, un rapport 1/4 au lieu de 1/3 (voir [Mat95, Pajo2] au

sujet de l’ensemble de Cantor 4 coins).

iv Les mesures k — 1-purement non rectifiables pour la régularité C*. Ici, F est de type F1 =
f(RY1) ou f : R — RY est de classe C*(RY™T,RY) ou de type Fa, & savoir vérifie
HIV(Fy) = 0. Le fait que ces mesures sont réquliéres provient d’un résultat d’Alberti
[Alb94], que nous utilisons dans [Juill, Proposition 1.8].

C’est dans la classe iv que nous puiserons notre exemple du théoreme 1.3.11. La raison, qui
prendra du sens a la remarque 1.3.12, en est que les applications lipschitziennes n’envoient pas
les ensembles du type f(R¥') ou f est de classe C? sur des ensembles C2-rectifiable. C’est-a-dire
que f(R¥1) peut n’étre recouvrable par aucun ensemble (Upfyn (R*"T)UN ot ¥ T(N)) =0 et
les fn, sont de classe C2.

Structure géodésique de I’espace d’Alexandrov Z(RY)

Nous avons donc vu comment la régularité d’une mesure pour le théoreme de Brenier implique
finalement des considérations de théorie géométrique de la mesure. La caractérisation suivante
est peut-étre encore plus inattendue puisqu’elle concerne les espaces d’Alexandrov a courbure
positive tels que définis, par exemple, dans [BGP92, BBIO1]. Rappelons que si X est un espace
d’Alexandrov a courbure positive il en va de méme de &, (X) muni de sa distance de Wasserstein
W,. Cela s’applique ainsi & R<.

Proposition 1.3.8 ([LV09, Appendix A][Stu06, Proposition 2.10 (iv)][Gigll, Corollary 6.6]).
L’espace de Wasserstein 25 (RY) muni de la distance de Wasserstein W est un espace géodésique
qui est a courbure sectionelle positive au sens d’Alexandrov.

Toutefois, alors que Z,(R%) est de dimension infinie, la théorie des espaces d’Alexandrov
est essentiellement développée pour les espaces de dimension (topologique ou de Hausdorff, cela
revient au méme) finie. Dans cette théorie, un point est dit régulier si son cone tangent (au sens
de la Définition 12.4.3 dans [AGS08]) est isométrique & un espace euclidien. En étendant le sens
de euclidien a hilbertien pour la dimension infinie, on dispose de ’équivalence suivante.

Proposition 1.3.9 (« Régulier égale régulier » , [Gigl1, Corollary 6.6]). Un point p € 2;(R9)
est régulier au sens (géométrique) de la théorie des espaces d’Alexandrov si et seulement si cette
mesure W est réguliere pour le théoréme de Brenier.

Le théoreme 1.3.11 sera directement en lien avec ce résultat :

Proposition 1.3.10 ([Pet98, Corollary of Theorem 1.2(A), p. 132]). Les points réguliers consti-
tuent un ouvert dense géodésiquement convexe.

Rappelons la structure géodésique de I’espace de Wasserstein : soit t € [0,1] — py € 5 (R9)
une courbe de I'espace de Wasserstein. Les deux propriétés suivantes concernant (¢ )e(o,17 sont
équivalentes :

— (C’est une géodésique paramétrée a vitesse constante entre g et Wy, c’est-a-dire que pour
tout s, t dans [0, 1] nous avons

W (s, 1) = [t — s|Wa(uo, ).
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— 1l existe (Xo,X7) : Q — R9 x R un couple de variables aléatoires tel que
— Loi(Xo, X7) est un transport optimal de Margy, (1o, K1)
— ¢ = Loi(tX7 + (1 —t)Xo) pour tout t € [0, 1].

Cette procédure porte aussi le nom d’interpolation par déplacement. Le sous-espace 222¢(R4) C
2 (R9) des mesures absolument continues de R présente I'intérét d’étre géodésiquement convexe,
ou, en d’autres termes, stable pour l'interpolation par déplacement.

Le résultat principal de [Juill] (voir le théoréme 2.5) est le suivant.

Théoréme 1.3.11 ([Juill, §2]). Soit d > 2. Il existe wo et w1 dans P2(R9) toutes deux
régulieres, telles que l'unique géodésique (Wi)refo,1) les reliant passe a l'instant t = 1/2 par une
mesure W2 qui n'est pas régulicre.

Remarque 1.3.12. i Le théoréme 1.3.11 indique donc qu’il existe un espace d’Alexandrov a
courbure positive, et deux points réguliers, qui sont interpolés par une géodésique traversant
un point non régulier. Cela fournit une réponse négative a la question posée dans [Gigl1,
Remark 2.12].

1 Nous avons rappelé que QSC(R“) est géodésiquement convezre. C’est également le cas des
mesures apparaissant aux exemples 1.3.7 i et i (mais pas de celle en iv). La raison en est
que pour t €]0,1[, il existe une application de transport T lipschitzienne qui transporte (it
sur po = Tupe (voir [Vil09, Chapitre 8]). Ainsi les ensembles d’annulation des exemples
1.3.7 i, 4, 4 (par exemple ceux vérifiant dimy (F) < d — 1 pour ii) sont-ils préservés lors
du transport.

i1t Dans le groupe de Heisenberg (introduit au chapitre 4), nous avons démontré avec Alessio
Figalli ([FigJ08] résultat de la thése de doctorat) que 25°(H) est géodésiquement conveze.
On répondait ainsi ¢ une question énoncée dans [AR04] le premier article mélant trans-
port optimal et géométrie sous-riemannienne. D’autres, dont [FR10] ont suivi. On pourra
consulter l'ouvrage [Rif14] pour un panorama.

i Pour que w (avec t < 1) soit dans une des classes i, ii ou @i de 'exemple 1.5.7 il est en
fait suffisant que o en fasse partie. Rien n’est exigible concernant wy. Cette remarque est
ausst valable pour 275°(H).

Démonstration. Nous démontrons ce résultat pour d = 2. En tensorisant iy = py ® A®472 pour
tout t € [0, 1] on obtient une géodésique de Z?(R%). Le principe est alors le méme que ce qui va
suivre avec recours au théoreme de Fubini pour conclure.

Considérons une application f: [0, 1] — R qui vérifie ceci

— f est lipschitzienne de constante k < 1,

— Pour toute fonction g : [0,1] — R de classe C?, le lieu d’intersection {x € [0,1]: f(x) = g(x)}
est de mesure nulle.

Une telle fonction existe; elle peut étre construite comme la primitive d’une trajectoire brow-
nienne & la condition que celle-ci reste dans [—k, k]. On peut aussi utiliser une série de fonctions
pour la définir.

Nous définissons maintenant po = (Id, f)xA et g = (Id, (—f))xA. D’apres ce que nous avons
expliqué au théoreme 1.3.2, il existe un unique plan de transport entre ces deux mesures, c’est celui
induit par la symétrie dont ’axe est celui des abscisses. On trouve donc py = (Id, ((1—2t)f))xA
et en particulier uy,, = A ® 8¢. Il est tres clair que cette mesure n’est pas réguliere, par la
proposition 1.3.5, par exemple. En revanche les mesures p et @y le sont car elles entrent dans
la classe iv de 'exemple 1.3.7 : elle affecte la masse 0 aux courbes de classe C2, ce qu’on obtient
avec les hypothéses faites sur f en appliquant le théoreme de Sard. O
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1.4 Le probleme a cout puissance sous-linéaire et le transport
montagne

Ce travail est en cours d’écriture [Juil8TT]. Nous avons souhaité en faire état parce qu’il
s’insére naturellement dans le chapitre 1 de ce mémoire.

Ici, nous traitons de X = R, M = Marg(p,v) et ¢ = ¢ : (x,y) — [y —x[? ou p €0, 1[.
L’objectif de cette section est de faire apparaitre un transport vérifiant certaines contraintes.
Pour la source d’inspiration, voir la remarque 1.4.6 au sujet des mesures aléatoires.

Les mesures p et v considérées sont dans 27 (R) si bien que, pour p €]0,1[, le coiit ¢, :
(x,y) — |y — x[P est intégrable pour tout élément 7w de Marg(p,v). Alors que pour p > 1 (et
des marges dans &, (R)) nous savons que le transport optimal est le transport quantile, ce,
indépendamment de la valeur de p, la situation pour p < 1 est bien moins nette. L’exemple
suivant, central, témoigne d’une part de la non-unicité des solutions au probleme, d’autre part
du fait que, lorsque elle est unique, cette solution dépend du parameétre p.

Exemple 1.4.1. On pose u = %(50 +05) et v= %(54 + 89). L’ensemble des plans de transport
est alors clairement
Marg(yw,v) ={m=An"+ (1 —-A)n": A € [0,1]}

oum = %(60,4—1—65,9) et = %(60,9 +085.4). Pour la valeur p = 1/2 chacun des m € Marg(u,v)
donne le méme coit global Cp(m) = 7\15(\/214— VA + (1 — 7\)%(\/‘?—1— V1) = 2, ce qui témoigne
de la non-unicité ; Marg(u,v) = Margj (1, v). Si maintenant p < 1/2 ou p > 1/2, la mesure
7! ou ", respectivement, est l'unique plan de transport optimal. Ainsi la solution du probleme
dépend de la valeur de p.

Fixons donc p < 1. Le coiit ¢, étant continu, on peut comme dans le cas p > 1 disséquer
les informations fournies par le corollaire 1.2.4 pour quatre points distincts. Nous en donnons ici
une version spécifique au cotit ¢, avec p < 1:

Corollaire 1.4.2 (Lemme d’échange). Soit 7t € Margy, (1, v) un plan de transport optimal pour
le cotit ¢, avec p €]0,1[. Alors il existe S de mesure pleine tel que tout (x,y) et (x',y’) pris dans
S satisfait a

y—xP +ly" —x'P <ly" —xPP +ly —x'IP. (1.6)
Comme de plus cp, est un cott continu, tout S tel que S C Spt(m) et m(S) =1 convient.

Le premier constat est classique et concerne le fait qu’autant de masse que possible restera
sur place. Ceci se démontre assez simplement comme dans [GM96] ou la démonstration est béatie
sur la comparaison de [y —x[P + [y’ —x'|P et [y’ —x|P + [y — x/|P lorsque x = y. Quels que soient
les emplacements de x’ et y’, pour peu que I'un des deux au moins est différent de x =y, on aura
ly—xP+y —x'IP <y’ —x[P + |y —x'|P. La réduction du probleme & des mesures étrangeres
est illustrée sur le haut de la figure 1.3.

Lemme 1.4.3. Soit w et v dans Z1(R) et W’ = (u—V)y =p— (LA V) et v = (v—pu)y =
v— (WAV), les mesures w et v réduites de la partie commune ¢ 1 et v. Pour p €]0,1[ tout plan
de transport optimal Tt € Margy, (1, v) s’écrit sous la forme (Id ® Id)4(n A\ v) + " ot 7' est un
élément (optimal) de Margy, (n',v').

Réciproquement, si T est construit de cette maniere il est optimal.

Exploitons maintenant dans le corollaire 1.4.2 le cas de quatre points distincts dont on
connait seulement les emplacements respectifs. En représentant les configurations des quatre
points (x,y) € S et (x’,y’) € S par abcd lorsque a < b < ¢ < d il apparait que l'ordre xx'y'y
est préféré a xx'yy’ (qui ne peut donc pas étre généré par S). De méme pour xyy’x’, a la fa-
veur de xy'yx’. Les symétries du probléme nous permettent de nous épargner le détail de toutes
les configurations : nous avons (x,y;x’,y’) & (x',y’;x,y) et (x,y;x’,y’) & (y,xy’,x’) car
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cp(%,Yy) = cp(y,x). Nous nous contentons donc d’examiner les mots commencant par x. Avant
de comparer xyx’'y’ et xy’x’y (les derniers mots & comparer), nous allons commenter une re-
présentation graphique commode, celle de la figure 1.3. Celle-ci contient toutes les informations
extraites jusqu’a présent du corollaire 1.4.2 et méme davantage. Elle fait donc apparaitre graphi-
quement que xx'y’y est préféré a xx'yy’ et xyy’x’ 'est & xy’yx’. On représente p et v sur une
unique droite réelle et les routes de transport (x,y) € S sont représentées par des arches orien-
tées de x a y, au-dessus de la droite. Les interdictions que nous avons précisées nous indiquent
exactement qu’il est impossible que deuz arches se coupent. (On pourra supposer que les arches
décrivent des demi-cercles afin d’empécher que deux arches enchéssées ne se coupent.)

L’exemple 1.4.1 illustre le fait que la condition de non-intersection des arches ne suffit pas a
déterminer le transport optimal. Nous allons donc ajouter une préférence entre les configurations
xyx'y’ et xy’x’y a la faveur de la premiere. En terme d’arche, cela se lira de la fagon suivante :
deux arches enchéssées sont orientées de la méme maniere. Une fagon de faire apparaitre cette
préférence combinatoire, et, on le verra?®, ainsi de contraindre entierement le transport, est d’in-
troduire un probleme secondaire de cotit ¢, pour les solutions Margj (i, v) du probleme primaire
de cotit ¢y. Le lemme suivant se démontre en peu de lignes d’'une maniere tres analogue au
corollaire 1.2.4. Si la démonstration est plus délicate du point de vue technique, elle reste plus
simple que celle du lemme 1.5.4. Conformément & nos notations, Marg’{fp = (Marg}k); désigne
I'ensemble de minimiseurs du probleme de transport dit secondaire de cofit ¢, et de contrainte
M = Margj (1, v).

Lemme 1.4.4 (Lemme d’échange secondaire). Soit 7t € Marg}k’fp(p,v) oup <1letu,ve P(R).

Alors, il existe un ensemble S C R? avec 7(S) =1 tel que pour tout couples (x,y) et (x',y’) de
S nous avons

ly—x[+ 1y —x|<ly—xT+y —x| (1.7)
et, dans le cas ot [y — x|+ [y’ —x'| =y —x'| + |y — x|, également :
y—xIP+ly —x'P <ly—x'IP+ly —xP. (1.8)

Remarquons qu’avec (1.7) xx'y’y et xx'yy’ donnent le méme coiit pour ¢7 mais que le second
est ensuite préféré au premier dans (1.8). Pour conclure la discussion suivant le lemme 1.4.3, les
configurations xx'y’y et xyy’x’ sont donc autorisées au détriment, respectivement, de xx'yy’ et
xy’yx’. A celles-ci s’ajoute donc une troisiéme, & savoir xyx'y’ qui est préférée a xy’x'y.

Avant de présenter le transport montagne, expliquons encore le contexte mathématique qui
a prévalu a son introduction. Dans [LMT14], Last, Morters et Thorisson ont observé lexistence
d’(une sorte de) plan de transport satisfaisant & une condition de stabilité. Cette condition
se traduisant sur un ensemble S analogue a celui des conditions de monotonie il était naturel
de s’interroger sur la possibilité de retrouver le transport semi-stable comme la solution d’un
probléme de transport adapté.

Remarque 1.4.5 (Stabilité). La stabilité d’un plan de transport/mariage, au sens du probléme
des mariages (hétérosexuels) de Gale et Shapley [GS62] est la propriété d’existence d’un ensemble
S C X? de masse pleine i(S) =1 tel que

min (c(x,y),c(x’,y")) < min (c(x,y'),c(x’yy)) (1.9)

pour tout (x,y) € S et (x',y’) € S. La signification en est que pour deux femmes x, x’ et deux
hommes y, y' les individus les plus « proches », ot ¢ mesure la « distance », sont mariés.

Si (X,<) est ordonné, un transport T est stable & droite au sens de [LMT14, §7] si il est
concentré sur T :={(x,y) € X?: x <y} et qu’il existe un S C T de mesure pleine pour 7 avec
(1.9) dés que {(x,y), (x",y")} C S et {(x,y"), (x",y)} C T.

On pourra vérifier que T € Marg’f’fp n’est pas nécessairement stable pour ¢ = ¢y. Toutefois
en verty du lemme 1.4.4 si t(S) =1 (c’est un transport croissant selon la définition 3.2.6) il est
stable a droite.

3. ou, pour étre prudent « on le suppose » puisque ’article est en cours d’écriture.
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Remarque 1.4.6 (Mesures aléatoires). La section 1.4 s’inspire de [LMT1/4] au sujet du probléme
de Skorohod pour un mouvement Brownien éternel (By)ier. On y recherche un temps aléatoire T
nommé décalage non-biaisé tel que Bt posséde a la fois la loi v € P(R) demandée et soit aussi
indépendante de (Bt t—BT)ter. Pour la résolution les auteurs transportent les unes sur les autres
les mesures d’occupation de O et de v. A peu de choses preés, ce sont des mesures aléatoires sur
R invariantes par translation et donc de masse infinie transportées a l'aide d’ « applications de
transport infinies et aléatoires », nommeées allocations, ou par des plans de transport du méme
type (induits par des noyaux de transport). Une solution minimale est exhibée [LMT1/, §7] pour
laquelle la masse n’est transportée que vers la droite (ce qui dans notre construction du transport
montagne qui s’en inspire ne se produit que si W <5 V). La solution minimale jouit de plus de
la propriété de stabilité a droite au sens de la remarque 1.4.5. Notons encore que le méme type
de problématique est repris dans [LTT167].

La formule qui gouverne ce transport de masse est celle du temps local d’un mouvement
brownien et concerne les processus a variation quadratique finie. Comme [’'ont constaté Bertoin
et Yor [BY14], une analogie forte peut étre établie avec une version non stochastique pour les
fonctions a wvariation finie. C’est cette version, faisant intervenir lindicatrice de Banach que
nous exploitons pour définir le transport montagne.

Présentation du transport montagne

Nous donnons une présentation heuristique du transport montagne. On se référera a [Juil8* "],
en cours d’écriture pour plus de détails. Soit F : R — R cadlag et a variation bornée, telle que
limy_, 400 F(x) = 0. La fonction F correspond & une mesure signée o € M dont elle est la fonction
de répartition. Les variations signées de F permettent donc de retrouver o, ses variations abso-
lues |o], ses variations positives 0, et ses variations négatives o_. Nous allons faire apparaitre un
plan de transport entre o, et 0_. L’appellation « transport montagne » est une référence sans
subtilité au fait que le graphe de F peut faire songer a un profil montagneux dont les fagades
montantes et descendantes décrivent o, et o_ respectivement.

L’application F permet de transporter |o| de 'axe des abscisses & celui des ordonnées pour
définir une mesure ¢ dont nous aurons besoin. Toutefois F#|O'| = ( est légerement faux. Plutot
que de transporter les atomes adyx de o (avec a € R) de fagon déterministe en F(x) on choisit
de répartir leur masse uniformément sur tout I'intervalle [F(x~), F(x)] = [F(x~), F(x~) £ a]. Soit
donc ( la mesure définie ainsi. Il est assez intuitif que ¢ est absolument continu par rapport a
la mesure de Lebesgue et admet pour densité une fonction if a valeur entiere. Cette fonction,
appelée parfois indicatrice de Banach indique en yo le nombre d’intersections entre le graphe de
F et la droite horizontale d’équation y = yo, autrement dit le nombre de solutions de I’équation
F =yo. Il convient de préciser que le graphe de F est complété par des parties verticales a chaque
discontinuité, correspondant comme on le sait aux atomes de |o]. La variation totale de F étant
finie, il est facile d’admettre que presque surement, pour (, les intersections seront nettes : de
cardinal fini et pair, alternant entre intersections montantes et descendantes (& commencer par
les intersections montantes si y > 0, descendantes si y < 0).

Partant de I'observation suivante nous allons pouvoir définir le transport montagne de la
fagon illustrée sur la figure 1.3 : voyant ¢ comme la loi d’une variable aléatoire Z (ce qui, quitte
& normaliser, est possible), nous choisissons, conditionnellement & Z et uniformément une valeur
I €{1,...,1r(Z)/2} et retournons la i® intersection montante avec le graphe (généralisé) de F.
Cette procédure construit une variable aléatoire X de loi oy (& normalisation pres). On peut
construire simultanément une variable aléatoire Y en procédant de la méme maniere avec le
méme Z et le méme [ mais en comptant cette fois les intersections descendantes. Nous simulons
ainsi 0, et 0_ de facon couplée. Le transport 7w € Marg(o, 0_) résultant du couplage (X,Y) est
notre définition du transport montagne entre 0 et 0_. Un lemme généralisant le théoréme des
valeurs intermédiaires nous permet de vérifier les conditions sur (x,y) = (X, Y)(w) et (x',y’) =
(X,Y)(w’) : leurs arches ne s’intersectent pas et si elles sont enchassées elles sont orientées dans
le méme sens.
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FIGURE 1.3 — Le transport montagne

Le théoreme suivant est a paraitre dans un article en préparation, la partie la plus délicate
duquel est sans doute I'implication (iii)=(iv). Pour des mesures p et v générales, c’est-a-dire non
nécessairement mutuellement singuliéres, le transport montagne est défini comme (Id ® Id)x (/A
v) + 7’ ou 7t est le transport montagne associé & 0 = p— v de la maniere décrite ci-dessus.

Théoréme 1.4.7. Soit w et v des mesures de &1 (R) et m € Marg(u, v). Soit de plus p €]0,1[.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

i (Solution du probléme de transport L', premiére version) Il existe une suite (7tn, pn)n € N
avec, pour tout n, pn < 1 et M, € Marg;‘,n(u,v), telle que (Ttn, Pn) —n (7, 1).

i (Solution du probléme de transport L', seconde version) 7 est un élément de Marg (u,v)
qui sur cet ensemble minimise y € Marg] (1, v) — [[ [y —x[P dn(x,y).

iii (Monotonie) T is monotone au sens des arches (pas d’intersection et méme orientation
quand les arches sont enchdssées).

iv (Transport montagne) T est le transport montagne de \ vers v.
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1.5 Le probleme martingale et le transport rideau

Ici, nous traitons de X = R, M = Mart(u,v) et ¢ vérifiant 0xyyc < O (par exemple c :
(%,y) — (y —x)?). Introduisons toutefois Mart(u,v) dans un cadre un peu plus général.

Définition 1.5.1. (a) Soit w et v des mesures de Z2; (R4). Un transport de Marg(u,v) est un
transport martingale si pour toute fonction mesurable positive bornée f : R¢ — R :

H f(x)(y —x)dm(x,y) = 0. (1.10)

(b) Pour d = 1, 7 est un transport sous-martingale si 'integrale dans (1.10) est positive pour
toute fonction positive bornée f: R — R.

Ces définitions se généralisent simplement aux mesures de M, ; (plutét que de & seule-
ment). On notera Mart(p, v) Pensemble des transports martingale et SousMart(p, v) celui des
transports sous-martingale.

Nous présentons maintenant le probleme de transport martingale que nous allons poursuivre
dans les chapitres & venir et nous nous plagons dans #;(R). Alors que nous parlons de mar-
tingales, il semble indiqué de rappeler la formulation probabiliste du probleme de transport et
de faire le lien avec les martingales (pour rappel, voir la définition 3.1.1). Des lois marginales p
et v, de probabilités, étant données il s’agit de trouver des variables aléatoires X ~ pet Y ~ v
sur le méme espace probabilisé (Q,P) telle que C : m — E(c(X,Y)) atteigne son minimum,
ou 7 := Loi(X,Y) € Marg(u,v). Le calcul de cette espérance ne dépend que de 7. Comme la
contrainte martingale 1 € Mart(p, v) s’exprime aussi E(Y|X) = X on s’apercoit qu’elle n’est vé-
rifiée que si le processus (Xi)i—1,2 & deux instants X; = X et X; =Y est une martingale dans sa
propre filtration.

Suivant le formalisme de la définition 1.1.1, le probléme de transport martingale consiste a
minimiser C pour la contrainte M = Mart(w, v).

Nous ne nous intéresserons au probleme martingale que sous I’hypothese que Mart(p, v) est
non-vide. Notons que cette non-vacuité implique j edp < f @ dv pour toute fonction @ : R — R
convexe. En effet partant de Loi(X,Y) € Mart(u,v), nous trouvons & 'aide de I'inégalité de
Jensen,

jcpdv — E((Y)) = E(E(o(V)IX)) > E(p(X)) = Jcpdu,

ce, d’ailleurs, que ces quantités soit finies ou vaillent +o00. Un cas particulier du théoreme de
Strassen (voir la proposition 2.1.4) nous permet d’affirmer qu’il s’agit en fait d’une condition
nécessaire et suffisante (que les mesures soient de probabilité ou non). Elle se notera p <¢ v et
nous dirons que u et v sont dans ’ordre convexe.

Un lemme d’échange pour le probleme martingale.

Nous présentons maintenant I’analogue de la notion de compétiteur introduite a la définition
1.2.1.

Définition 1.5.2. Soit &« € M, (R x R) une mesure dont le premier moment est fini pour la
deuxieéme variable. On dit que &’ est un compétiteur martingale de « si o’ a les mémes marges
que o et pour presque tout x € R, par rapport a la mesure (proj}, ), on trouve

[[ydan.tv) = [yaut, ),

pour les familles (o, )xer et () )xer de mesures de &1 (R) apparaissant dans la désintégration
de o et o’ conditionnellement a proj’y o.

Le théoréme suivant est ’analogue du théoreme fondamental de monotonie 1.2.3, celui pour
lequel la démonstration n’est pas élémentaire.
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Théoréme 1.5.3 (Théoréme de monotonie martingale). Soit w et v des mesures de 91 (R)
prises dans lordre conveze et ¢ : R? — R une fonction borélienne intégrable pour les éléments de
Mart(u, v). Soit T € Mart™(w, v) un plan de transport optimal.

Alors, il existe un borélien S de mesure 1, pour T, qui vérifie ceci : si & est une mesure de
R x R de support fini |Spt(e)] < oo et Spt(x) C S, alors on a [[cda < [[cda’ pour tout
compétiteur o' de .

Si, de plus, ¢ est continue et bornée la réciproque est vérifi€e : tout transport martingale
concentré sur un borélien S finiment optimal (pour le probléme martingale) est un transport
optimal.

La démonstration de la partie directe [BeiJ16, Lemma 1.11], qui concerne les cofits boréliens,
s’appuie sur une technologie sophistiquée qui passe par un résultat de Kellerer [Kel84] s’appuyant
lui-méme sur le théoreme de capacibilité de Choquet. Le principe s’étend au probleme martingale
de dimension supérieure et est utilisé également dans [BGMS09, BCH17]. La partie réciproque
s’appuie sur des résultats de dualité aménagés au probleme martingale [BeiJ16, Lemma A.2]
(prolongés dans [BNT17]). Toutefois, comme précédemment dans les sections 1.2, 1.3 et 1.4 il est
possible de démontrer la partie directe seule avec des arguments élémentaires de théorie (géomé-
trique) de la mesure. Le lemme d’échange suivant s’obtient ainsi de nouveau en prolongeant la
technique de démonstration du corollaire 1.2.4.

Lemme 1.5.4 (Lemme d’échange, [BeiJ16, Theorem B.4]). Soit w et v des mesures de &1 (R)
prises dans Uordre conveze et ¢ : R? — R une fonction continue intégrable pour les éléments de
Mart(p, v). Soit © € Mart’(u, v) un plan de transport optimal.

Alors, il existe un borélien S de mesure 1, pour 7, qui vérifie ceci : si & est une mesure de
R x R de support fini |Spt(a)] < oo et Spt(x) C S, alors on a [[cda < [[cda’ pour tout
compétiteur o’ de .

L’ensemble S peut étre choisi sous une forme spécifique spécifiée dans [BeiJ16, Appendiz
BJ.

Le lemme 1.5.4 permet d’extraire de nombreuses informations sur les transports optimaux
7t € Mart™ (W, v), en particulier dans les cas suivants :

i Si p est diffuse et ¢ = ¢4 alors card(Spt7,) < 3, presque surement pour p. L’exemple
décrit dans [BeiJ16, §7.3.1] illustre que la valeur 3 peut effectivement étre atteinte presque
surement.

ii Plus généralement, si p est diffuse et ¢ est de la forme (x,y) — h(y —x) ott h € C'(R) est
telle que h' posséde au maximum k points d’intersection avec les fonctions affines, alors
card(Spt my,.) < k, presque surement pour w. ([BeiJ16, Theorem 7.1])

iii If n est diffuse et c(x,y) = —|y — x|, alors il existe un unique transport optimal 7 €
Mart* (i, v). De plus, card(Spt7tk,.) < 2, presque surement pour p (démontré en premier
par Hobson et Neuberger [HN12] et dans [BeiJ16, Theorem 7.3] avec notre méthode)

iv Si p est diffuse et c(x,y) = |y — x|, alors il existe un unique transport optimal 7 €
Mart* (i, v). De plus, card(Spt7y,.) < 3 et card(Spt7y,. \ {x}) < 2, presque surement
pour p (voir Hobson et Klimmek [HK15] et [BeiJ16, Theorem 7.4])

Nous remarquons que les énoncés suivants donnent une idée précise de la forme des transports
optimaux pour des cout variés, au point méme d’obtenir 'unicité du transport optimal pour
c(x,y) = £y — x|. Toutefois, ces résultats sont obtenus sous ’hypotheése que u est diffuse. En
ce qui concerne le transport rideau, le transport optimal pour le coiit (x,y) — (y —x)> (ainsi
que pour d’autres cotuts), qui nous accompagnera & la fin de ce chapitre et dans les chapitres
suivants, cette hypothese sera superflue.

Présentation du transport rideau

Nous appliquons le lemme d’échange 1.5.4 aux cofits vérifiants 9yyyc < 0.
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Lemme 1.5.5 (Lemme d’échange). Soit i et v des mesures de 21 (R) prises dans l'ordre conveze
et c : R? = R une fonction continue intégrable pour les éléments de Mart(w,v) telle que OxyyC <
0. Soit m € Mart} (1, v) un plan de transport optimal.
Alors, il existe un borélien S de mesure 1, pour T, qui vérifie ceci : pour tout (x,y~ ), (x,yT), (x',y’) €
S la configuration suivante (voir la figure 1.4, a gauche) est impossible

x<x' et y <y’ <yt (1.11)

Remarque 1.5.6. Nous donnerons plus loin la définition 1.5.12, celle d’un ensemble S, construit
de facon systématique a partir de T, qui convient.

Définition 1.5.7. Un plan de transport martingale 7t est dit martingale-monotone (gauche) si
il existe un borélien S C R x R de masse 1 tel que pour tout (x,y~ ), (x,y"), (x’,y’) € S la
configuration suivante est impossible

x<x" et y <y’ <yt (1.12)

De fagon analogue 7 est martingale-monotone droite si il existe S tel que pour des éléments
(x,y7), (x,y*) et (x’,y’) de S on n’a pas

x>x" et y <y’ <yt
On parlera pour S d’'un ensemble de monotonie martingale de .

X x’ xx* X

-
Ll

Y

Y

N
-

y oy yr y oy yr

F1GURE 1.4 — Configurations de routes interdites d’apres la proposition 1.5.13.

Voici I’équivalent martingale des théoremes 1.2.13, 1.3.2 et 1.4.7.

Théoréme 1.5.8 ([BeiJ16, Theorem 1.9]). Soit u,v € 1 (R) des mesures dans l’ordre conveze
et ¢ un cotut intégrable pour les éléments des Mart(w,v) tel que aiyyc < 0. Soit m € Mart(u,v)
un plan de transport martingale. Les énoncés suivants sont équivalents

— Le transport T est optimal.
— Le transport Tt est martingale-monotone gauche.

— Le transport 7 est RS = RB(u, V), le transport rideau (gauche), défini ainsi : pour tout
x € R, la mesure v = (projz)#nh_oo,x]xR est, parmi les éléments de Sy = {n € M :
W—sox1Zcm et M =y v} celui qui est le plus petit pour l'ordre conveze.

Notre théoreme suppose, de fagon anticipée, que ’on peut toujours définir un couplage rideau
gauche RB (W, v) et que celui-ci est défini de maniere univoque. Des détails quant a la définition et
sur la fagon de la généraliser seront donnés au cours du chapitre 2. Pour lors, nous rappelons que
la signification de (projz)#nh,oo,x] «R & été commentée a la remarque 1.2.18 et faisons également
remarquer que la définition de R® est du type de celle du couplage quantile, voir la remarque
1.2.19. La fin du chapitre est dédiée, d’une part, & une présentation des probléemes triviaux en
transport martingale, d’autre part, a une définition alternative du couplage rideau gauche obtenue
par un passage a la limite en s’appuyant sur le fait que c¢’est un transport martingale-monotone
gauche.

Remarque 1.5.9. Dans le méme cadre que celui du théoréme 1.5.8, si W est diffuse, mous
pouvons extraire, comme dans les exemples suivant le lemme 1.5.4, une information concernant
le cardinal de . Il existe un borélien A C R et Ty : A — R pour i € {1,2} des fonctions
mesurables telles que
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— le transport RS est concentré sur la réunion des graphes de Ty et Ty,

— pour tout x € A, T1(x) < x < T2 (x),

— Pour tout x <x' € R on a Ta(x) < To(x') et T1(x’) €Ty (x), T2 (x)[.
Ceci est démontré dans [BeiJ16, Corollary 1.6].

Discussions sur le coiit ¢ dans le probleme martingale

Fonctions de coiit triviales Alors que ¢, est un des coiits les plus importants de la théorie
du transport, il ne I’est plus dans la variante martingale. Supposons Loi(X,Y) = 7t € Mart(p, v)
et admettons que p et v possedent un second moment fini. Alors E[XY] = E [E[XY|X]] = E[X?],
ce qui amene

H c2(x,y) dm(x,y) = ”(y —x)%dn(x,y) = E[(Y — X)?] = E[Y?] — E[X?].

Ceci est une constante sur Mart(y, v), et donc Mart(p, v) = Mart; (i, v).
On peut en tirer la conséquence suivante : soit ¢ une fonction de cotit et

Exy) =clxy)+p-(Yy—x)2+q-(y—x)

ou p et q sont des constantes réelles. Alors les solutions au probleme sont les mémes pour c
et ¢. En particulier, si c(x,y) = h(y — x), une hypothése de monotonie ou de croissance sur h
n’apporte rien.

Autres types de coits triviaux Il convient aussi de constater, comme dans [BeiJ16, §7.3.1],
que les cotits proposés ne sont pas du type c(x,y) = h(ly — x|) = c(y,x). En fait pour p =
1/2(6_1 + &1) et v = 1/3(6_2 + 8o + &2), tous les plans de transport donnent le méme cotit
global & savoir h(1) + (h(3) — h(1))/12. Notons, pour le voir que Mart(u,v) est un segment.
Ces éléments sont les combinaisons linéaires de deux mesures, celle transportant paritairement
la masse de —1 vers {—2,0} et celle le faisant pour 1 vers {0, 2}.

Exemples de coiits associés au transport rideau R Quant bien méme une grande partie
de nos résultats sur le probleme de transport martingale sont généraux, une partie concerne le
couplage rideau, le transport optimal pour un cott spécifique. Or, celui-ci est obtenu comme
solution de chacun des problémes associés a des cotits ¢ qui vérifient la condition du troisieme
ordre 6iyyc < 0. C’est le cas, par exemple, de ¢ : (x,y) — (y—x)3 oude c: (x,y) — exp(y —x)
qui sont des fonctions dans la classe ¢ : (x,y) — h(y — x) avec h(3) > 0, ou bien de (x,y) —
v/ 1 +yzexe+% qui est du type @(x)b(y) avec @" < 0 et V" > 0. Ces deux types de fonc-
tion de colt sont apparus dans [BeiJ16]. La généralisation du propos a aiyyc < 0 est venue
dans [HLT16]. C’est des lors la condition retenue par les chercheurs du domaine, avec méme
une interprétation faible (si x < x’ alors ¢(x,-) — ¢(x’,-) est convexe) dans [NST17*"] ou bien
des conditions supplémentaires du second ordre, telles que aiyc < 0 dans le probleme de trans-
port surmartingale présenté dans [NS16]. Notons finalement que l'intégrabilité requise dans le
théoreme 1.5.8 n’est pas vérifiée pour toutes ces fonctions de maniere équivalente. Pour le cotit

c(x,y) = (y —x)3, une condition suffisante est par exemple v € Z3(R).

Ensembles de monotonie martingale et stabilité du transport rideau R®

Une différence entre les lemmes d’échanges du transport optimal classique (corollaire 1.2.4),
celui conduisant au transport montagne (lemme 1.4.4) et le lemme d’échange du transport mar-
tingale conduisant au transport rideau (lemmes 1.5.4 et 1.5.5) est le fait que l’ensemble de
monotonie S ne soit pas aussi bien connu dans les trois cas. En particulier on sait que S = Spt(7)
est un choix valide dans le cas de référence. Voyons maintenant qu’il ne 1'est pas dans les deux
autres cas.
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Exemple 1.5.10. Soit w la mesure de probabilité uniforme sur [—2,—1]U[0, 1] et v celle uniforme
sur [—1,0] U [1,2]. Il n’est alors pas trés difficile de voir que le transport montagne, c’est-a-dire
le transport optimal T auquel s’applique le lemme 1.4.4 est donné par l'application de transport

T_ —2—x sixe[-2,—1]
o )2—x six € [0,1].

Ainsi les routes (x,y) = (—2,0) et (x',y’) = (0,2) sont-elles dans le support de m et, donc,
Spt(m) n’est pas un ensemble de monotonie au sens du lemme 1.4.4.

Exemple 1.5.11. [Juil6b, Example 2.11] Prenons pour w la mesure uniforme sur [—1,1] et
v = %. L’ensemble des transports martingale Mart(w, v) ne contient alors qu’un seul
élément T, nécessairement optimal pour tous les cott c. Celui-ci s’écrit T= U ® Ty . avec

] aexb 4 (x=1)s0) six e 1,00
o %((1_X)5o+x51) six €]0,1].

Ainsi (x,y~) = (0,—1) et (x,yT) et (x',y’) = (1,0) sont-elles trois routes de transport contenues
dans Spt(m). Elle contredisent les conclusions qui s’appliquent a S dans le lemme 1.5.5. Le support
du couplage rideau n’est donc pas systématiquement un ensemble de monotonie martingale.

En réponse a 'exemple 1.5.11 il est possible de définir une notion de support réduit Spt™* ()
qui soit un ensemble de monotonie.

Définition 1.5.12. Soit m € M (R?) s’écrivant T = u®7,, . On introduit d’abord A ={x € R :
(] — oo, x[x]x,+0o[) = 0 et A~ le sous-ensemble des points isolés & droite dans A, c’est-a-dire
A- ={xe€A: Je >0, ANlx,x + ¢[= 0}. Alors le support réduit est défini par la formule

Spt*(m) = (Spt(m) \ (A~ xR)) U | {x} x Spt(m,.).
p(x)>0

On peut donner pour exemple 7T = (59 + A)®2 dont le support est [0,1]? mais qui a {(0,0)}U
(10,1] x [0, 1]) pour support réduit.
Ce qui suit est la proposition 2.14 et le corollaire 2.15 de [Juil6b].

Proposition 1.5.13. Un plan de transport martingale T € Mart(w, v) est martingale-monotone
(gauche) si et seulement si il vérifie

x<x' =y’ ¢ly ,y'l (1.13)

pour tout triplet de routes (x',y’), (x,y~) et (x,y*) contenues dans Spt*(m).
De plus, un plan de transport martingale 1 € Mart(u, v) est martingale-monotone si et seule-
ment si il vérifie

x  <xT<x' et y <y =y ¢y ,yL (1.14)
pour tout triplet de routes (x',y’), (x7,y*) et (x*,y~) contenues dans Spt* (7).

Cette caractérisation est plus précise que le lemme 1.5.5 car elle décrit, avec le support réduit,
un ensemble de monotonie martingale. Nous pouvons deés lors obtenir le résultat de stabilité
suivant en nous basant sur la seconde forme du lemme (illustrée & droite de la figure 1.4).

Théoréme 1.5.14 (Theorem 2.16 de [Juil6b)). Dans l’espace D = {(n,v) € 21 (R)? : u <¢c v}
muni de la topologie faible, le transport rideau, vu comme ’application

(1, v) € D= RB(1,v)

est une application continue.
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Le plan de la démonstration est assez simple et bien identifié puisqu’il suit un schéma classique
(il correspond & [Vil09, Theorem 5.20]) ot c’est le support Spt(7) qui joue le réle que nous ferons
jouer au support réduit. Soit (wn,vn) € D convergeant vers (w,v) € D et soit 7 une valeur
d’adhérence de la suite (71 )neny avec M, = RB(Un, vn). On va montrer que 7 est monotone
gauche. En utilisant le théoréme 1.5.8 c’est alors I'unique transport rideau RS (i, v). On suppose
par Iabsurde qu’il existe un vecteur v = (x~,y~,x*,y*,x’,y’) qui & la fois est dans (Spt*(n))3
mais qui est aussi dans I’ensemble interdit

E={(x,y"x,y",x,y)eRo: x" <x <x’ et y <y <y}

Comme (71, )y, tend vers 7, il en va de méme de ((71,)®3),, vers ®3 (& une sous-suite prées pour
les deux suites). Comme 7, (Spt*(7t,,)) = 1 il existe donc une suite v, d’éléments de (Spt*(7t,))3
tendant vers v. Il est alors suffisant de démontrer que v;; € E pour n suffisamment grand. Si E
était ouvert I’analyse serait rapide. il ne l’est pas mais le théoreme se démontre tout de méme
rapidement. A noter que pour le transport quantile ’ensemble E serait E = {(x,y,x’,y’) € R*:
x <x’" et y’ <y}, un ensemble ouvert.

Une construction du couplage rideau R& (., v) entre p et v

Nous présentons maintenant une construction de R&(u,v). Puisque celle-ci passe par le
théoreme 1.5.14 elle s’appuie aussi sur le théoreme 1.5.8 et donc sur I’équivalence entre martingale-
monotone gauche et rideau. Sans cette équivalence le principe de démonstration du théoreme
1.5.14 permettrait seulement d’établir qu’il existe un transport martingale-monotone de marges
i et v. Ainsi, notre construction ne peut elle pas logiquement se substituer & la définition du
transport rideau.

Les étapes de la construction sont

i Approximation de 1 par une suite (U, )nen+ convergeant vers w et telle que 1y, est atomique
de support fini.

ii Expression du couplage rideau RS (., v) entre une mesure de support fini p, et v.

iii Utilisation du théoréeme 1.5.14.

(i) On approche la mesure p par une suite de mesures (pn)nen telle que py, est la somme
de 2™ atomes de masse 1/2™. Pour ce faire on pose w, = Zk; 2%6,(,( avec

(k+1)/2™
Xk = Z“J Gu(t)dA(t).
k/2n

La fonction quantile associée & W, est constante sur chaque intervalle Jk/2™, (k + 1)/2"]; sa
moyenne sur cet intervalle est celle de G,,. Comme p possede un premier moment, on reconnait
avec (Gy, Jnen+ une martingale L' fermée sur la filtration des intervalles dyadiques. D’apres la
propostion 1.2.15 on a ||G,, — G| = Wi (tn, 1), si bien que pun, — p. Notons au passage que
Hm =c Un =Xc W pour tout m < n.

(ii) Nous allons maintenant décrire le couplage rideau m = RS, v) ol u, est a support
fini et u, =<c v. Nous notons p, = Z,t; Oy, Ol X1 < --- < xN. Les faits que N = 2™ et
o, = 1/N ne sont pas utiles a I’étude. Nous oublierons donc cette information pour permettre
une description plus générale. Nous pouvons écrire 7t sous la forme m = Z}:‘:] dx, ® Vi ol
2511 vx = v. Notons que cette forme implique que 7 = 8x, ® Vi et Vi ont pour masse i
et que e € Mart(adx,, Vi). A partir de la propriété de martingale-monotonie il est facile de
déduire que v7 est de la forme (Gy)xAjs, ¢, [ : aucune masse venant de x; pour un k > 1 ne peut
se glisser entre y_ et y, dans le support de vq. Cette forme, vi = (Gy)xAs, t,[, laisse deux
degrés de liberté qui sont ensuite fixés par les équations de masse et de barycentre, déterminant
entierement v. Il reste donc & déterminer m— 7 = thl:z dx ® Vic € Mart(p — o718y, v —"v1).
Ce transport martingale est bien évidemment lui-méme martingale-monotone. 11 s’ensuit que I'on
connait v, et ainsi de suite toutes les mesures vy jusqu'a vy. Pour résumer, la mesure vy est
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la mesure de masse o qui s’écrit sous la forme vic = (Gy_ (v, 4 tvy 1)) #A
aux équations de barycentre (& savoir xi) et de masse (& savoir o).

(iii) On utilise le théoreme 1.5.14 pour caractériser ARG (1, v) comme la limite de la suite
(RS (1ny V))nen-

et [ €6 qui satisfait



Plans de transport définis par les ombres

Ce chapitre est principalement construit & partir de certains résultats de [Juil6b] et [BeiJ167]
autour de la notion d’ombre SY (W) d’une mesure w sur v. Nous étudions en particulier ’aspect
métrique de cette opération de projection, étendant le théoreme 1.5.14, celui stipulant que ’ap-
plication (u, v) — RB(W, v) est continue. D’autre part, & ’aide des ombres, on rend le principe de
construction du transport rideau plus explicite, et on donne naissance & la famille des transports
ombrés avec en particulier, en plus R® et RD, le transport rideau centré RC et le transport
soleil Gol.

2.1 Ordres stochastiques

Les ordres stochastiques jouent un role important dans ce mémoire. Nous avons déja rencontré
=sto €t =10 a la définition 1.2.8, <, aux pages 19, 22 et <¢ apres la définition 1.5.1. Ceux définis
maintenant seront des ordres composés des précédents. D’autres ordres seront considérés plus
tard ; voir la définition 2.2.15 pour <c¢p.

Définition 2.1.1. La lettre E est une variable représentant un ensemble de fonctions a crois-
sance au plus linéaire en Hoo. Soit, ainsi, E; 1’ensemble des fonctions positives, Eg, celui des
fonctions croissantes et E¢ celui des fonctions convexes, tous trois, donc, restreints aux fonctions
a croissance au plus linéaire. Pour pu, v € M nous posons P(E) la propriété suivante :

P(E): Vdé €E, Jd)duéjd)d\l.

Alors, pour w, ve M.,
— Si P(E) est vérifiée, nous noterons p <, v (ordre usuel),

— 81 P(Egto) est vérifiée, nous noterons p =g, v (ordre stochastique, 1°* ordre de domination
de Choquet),

— si P(Ec) est vérifiée, nous noterons p <¢ v (ordre convexe, 2¢ ordre de domination de
Choquet),

— si P(Ec NEL) est vérifiée, nous noterons p <¢ 4+ v,

— si P(E4 N Ego) est vérifiée, nous noterons p <4 g0 v,

— si P(Ec N Egto) est vérifiée, nous noterons p <c st V,
(

— si P(Ec NE4 N Ego) est vérifiée, nous noterons w <c 4 sto V.

Pour illustrer © <¢ v nous donnons quelques exemples simples.

Exemple 2.1.2 (Exemples pour p <¢ v [BeiJ16, §2.2]). — Soit 6 un atome de masse a > 0
concentré en x : 8 = abdy, alors & <c Vv est vérifiée si et seulement si Masse(v) = a et
Bary(v) = x.

— Si i <c vy pouri=1,...,m, alors 2?21 ui <c 2?21 Vi.
— Soit w et v de méme barycentre et de méme masse telles que 1 est concentrée sur [a,b] et
v sur R\]a, b[. Alors pu <¢c V.

— Soit 1 et v de méme barycentre et de méme masse telles que w— (L/\V) est concentrée sur
[a,b] et v — (LA V) est concentrée sur R\]a,b[. Alors p <¢c V.
L’ordre <, sera essentiel pour définir 'ombre SY(u).
Remarque 2.1.3 (Remarques au sujet de <c ). — Chacune des relations L <c v et B =4
v implique u <c 4 V.

— Sous la condition w <c 4+ Vv, les mesures | et v nont, a priori, ni la méme masse ni le
méme barycentre.

43
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— Sous u Zc,+ v on a Masse(p) < Masse(v). De plus, dans le cas d’égalité ou Masse(n) =
Masse(v), la relation p <c + v équivaut & L <c V.

Pour les ordres <¢ et =g, la comparaison entre @ et v est équivalente a l’existence d’un
plan de transport spécial. Ce sont des résultats attribués a Strassen bien que ces résultats soient
en partie antérieurs et en fait bien plus généraux chez Strassen. Se basant sur [Str65, Théoréme
7], Particle de Lindvall [Lin99] donne les détails sur la fagon dont se démontrent les deux lignes
concernant <¢ apres la démonstration du Théoréme 11 dans [Str65]. Comme nous le verrons plus
tard & la remarque 3.1.4, [Str65, Theorem 8] concerne les martingales de dimension k indexées
sur N. On rappelle que nous avons introduit SousMart a la définition 1.5.1.

Proposition 2.1.4 (Attribués & Strassen d’apres [Str65]). Soit p et v deuz mesures de %1 (R).

1 On a1 =<4 Vv si et seulement si il existe (X,Y) sur un espace probabilisé (Q,F,P) tel
que Loi(X,Y) € Marg(u,v) et X <Y, presque surement pour P. Ceci vaut également pour
u,ve ZR)D 2 (R).

it On a w=c Vv si et seulement si il existe (X,Y) sur un espace probabilisé (Q,F,P) tel que
Loi(X,Y) € Mart(u, v).

it On a | =2c,st0 Vv st et seulement si il existe (X,Y) sur un espace probabilisé (Q, F,P) tel
que Loi(X,Y) € SousMart(u,v).

On observe que si, dans (iii), on note V = E(Y|X), on se retrouve avec une mesure n = Loi(V)
telle que 1 <gto M €t N <¢c v permettant ainsi une décomposition de <c sto €n « Zgt0 pPuis <c ».
Mieux encore, le vecteur (X, V,Y) réalise cette décomposition sur un unique espace de probabilité.
Le théoréme suivant illustre le méme comportement pour les ordres de la définition 2.1.1. Notons
seulement que dans son énoncé, nous nous permettons de changer I'ordre des indices. L’ordre
=4,sto,Cc alra par exemple exactement la méme signification que <c 4 sto-

Théoreme 2.1.5 (Chaine de relations, [Juil6b, Theorem 1.7]). Les sept relations d’ordre appa-
raissant dans la définition 2.1.1 sont transitives et antisymétriques; ce sont des ordres partiels.
De plus pour toute suite ({i)i—o,....n (avec N = 2 ou 3) vérifiant les relations i1 =y, W
pouri=1,...,m on a ko =+,,...rn Hn-
Réciproquement si Wo =r,,... v, Hn On trouvera une suite (Wi)i—o,...,n telle que Wi =<+, Wi
pour tout i > 1.

Pour la suite, il est important de détailler le cas de ¢ ;.

Corollaire 2.1.6. Soit u, v et 1 des mesures telles que @ <c n et =< v. Alors u <¢c 4 V.
Réciproquement, supposons W =<c 4 v. Alors, il existe une mesuren telle que w 2c 1M et <4 V.

Remarque 2.1.7. Le théoréme 2.1.5 s’applique 4 =c 1 sto €t se prolonge au couplage de va-
riables aléatoires. Comme établi au corollaire 1.8 de [Juil6b], les quatres mesures L = o =<
W <c W2 =<st0 U3 =V peuvent étre couplées sur une méme espace (Q, F,P) notamment a l'aide
d’un ensemble A € F, utilisé pour restreindre la masse afin de réaliser no <4 Wy.

2.2 Définition et propriétés de 'ombre d’une mesure sur une autre

Fonctions potentiel

Nous introduisons les fonctions potentiel qui jouent, pour <c, un role proche de celui joué
pour =<, par les fonctions de répartition. Une fonction potentiel Uy, ou U[ul, est associée a
toute mesure p € My 1(R) de la fagon suivante

o0

UH:XERHJ ly — x| du(y).

—0o0
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Proposition 2.2.1. Soit u une mesure de M, 1 et k = Masse(n), m = Bary(p). Alors U,
vérifie les propriétés suivantes :

i U, est conveze,
i limy oo Up(x) —kIx —m| =0 et limy_ oo Uu(x) —klx —m|=0.

Réciproquement, si une fonction f vérifie ces propriétés pour certains m > 0 et k > 0, alors il
existe une mesure L € M dont T est la fonction potentiel. La mesure u est la moitié de ", la
dérivé seconde de f, au sens des distributions.

Démonstration. On pourra consulter [HR12, Proposition 2.1]. O

Nous listons ici les propriétés importantes des fonctions potentiel, en lien avec ’ordre convexe.

Proposition 2.2.2. Soit i et v des éléments de M.
1 Si W et v ont méme masse, alors U] < U[v] équivaut a p <c Vv.

it On a w =4 v si et seulement si U, est moins courbé que U,. Plus précisément, u 2, v
équivaut a la convexité de U, —U,,.

i1 Une suite de mesures (1n)n uniformément intégrables de masse k et barycentre m converge
dans M, vers une mesure u € M, si et seulement si (U[un])n converge simplement vers
la fonction potentiel U[K'] d’une mesure W’ € M,. Dans ce cas-la, L= p'.

Démonstration. Voir [HPRY11, Exercise 1.7] pour (i), et [HR12, Proposition 2.3] pour (iii). La
propriété (ii) se déduit de la proposition 2.2.1. En effet 2 et 2v sont les dérivées secondes de U,
et U,. O

Définition des ombres

La définition qui suit contient en fait un résultat : il faut reconnaitre que 'ombre d’une mesure
est correctement définie. Ceci est démontré dans [BeiJ16] au Lemma 4.6 ou la démonstration
s’appuie sur les propriétés des fonctions potentiel.

Définition 2.2.3 (Ombre d’une mesure sur une autre). Soit p,v € M telles que p <¢c 4+ V.
Alors, il existe une mesure SY(u) € M, appelée l'ombre de u sur v, telle que

i SY(p) =4 v.
i =< S¥(p).
iii Siune mesure n satisfait aux conditions (i) et (ii) & la place de S¥(u), alors on a S () <¢ 1.

En conséquence de (iii), la mesure SY (i) est unique.

Avec cette définition nous pouvons reformuler la définition du couplage rideau T = RS (u, v),
donnée dans ’énoncé du théoreme 1.5.8, de la fagon suivante : la mesure 7t est 'unique mesure telle
que pour tout x € R la mesure (projz)#ﬂh,oo’x]xﬂg s0it SY(1|)_oo,x]). Il convient de remarquer
que cette définition ne sera entierement éclaircie que lorsqu’on aura vu que 0 =<, 0’ implique
SY(0) <4 SY(0') (voir la remarque 1.2.19 & ce sujet). Ce sera le cas avec le théoréme 2.2.7 sur
I’associativité des ombres, dont c’est une conséquence.

De plus, il faut noter la similarité entre cette définition et celle de Q(u,v) présentée & la
page 26. Dans le cas de Q les mesures (K|]_oo x])xer sont transportées sur la mesure de masse
w(] — oo, x]) la plus & gauche sous v, & savoir le minimum pour =g, de Sy ={n € M, : n =34
v et Masse(r) = p(] — oo, x])}. Dans le cas de R® les mémes mesures sont transportées sur le
minimum pour <¢c de S ={n: M X4y Vet u[j_cox=c N et Masse(n) = u(] — oo,x])} (ol la
troisieéme condition est en fait une conséquence de la seconde).
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Premiers exemples de calculs d’ombres

Il est souvent difficile de déterminer quelle est 'ombre d’une mesure pu sur une autre v.
On y parvient parfois en observant qu’il s’agit d’une mesure 1 dont le barycentre est celui de p,
comme c’est le cas de toutes les mesures de {n: u <c n <; v}, et qui minimise le second moment
(correspondant & la variance pour la variable aléatoire canoniquement associée) parmi celles de
cet ensemble. En effet, 1 <c n’ implique f x2dn < fxzdn’ avec, puisque X — x? est strictement
convexe, égalité dans I'inégalité de Jensen si et seulement si ) =1’ ou bien fxzdn = 4-00. Suivant
ce principe on peut aisément reconnaitre, par exemple, 'ombre d’un atome.

Exemple 2.2.4 (Exemple trivial). Si p <. v, alors S¥(u) = v.

Exemple 2.2.5 (Ombre d’un atome, Example 4.7 dans [BeiJ16]). Soit § un atome de masse
a concentré en x : & = adx. Supposons & 2c 1 v. Alors SY(8) est la restriction de v entre deuz
quantiles, c¢’est-a-dire SY(8) = f(aq, ) ot flxa, %) = (Gv)#A [y, o] aveC, pour déterminer
(xq, o) les équations Masse(f(oxg, 0y )) = ot — g = a, et Bary(f(og, o)) = x.

Dans le méme ordre d’idée on reconnait facilement que d <c Vv est réalisé si et seulement
st x est encadré par les barycentres des mesures de masse a les plus a gauche et les plus a droite
sous v (cette notion est introduite o la definition 1.2.16).

Exemple 2.2.6. Soit u et v telles que | est concentrée sur [a,b] et v sur R\la,b[. On sup-
pose W Zc 4 V. Alors S¥(u) = flag, x) ot flog, %) = (Gyv)#A[ay,au] avec, pour déterminer
(xq, o) les équations Masse(f(ocg, 6y )) = oy — xg = Masse(p) et Bary(f(ag, o)) = Bary(p).

Associativité des ombres

Le théoréeme suivant est fondamental dans la compréhension des ombres. Ainsi que nous
I’avons expliqué a la suite de la définition 2.2.3, en relation avec la remarque 1.2.19, c’est aussi
I’élément manquant pour définir le transport rideau. Plus généralement I'implication « 6 =<
0’ = SY(0) <, SY(0’) » aura son importance dans la définition des transports ombrés.

Théoréme 2.2.7 (Ombre d’une somme / associativité des ombres). Soityi,v2 et v des éléments
de M tels que p =v1+v2 Zc,+ V. On a alors y» <c,+ v—SY(y1) et

SY(v1+v2) =S¥ (v1) +8Y 5 ) (y2).
En particulier lorsque y1 <4 W et L =c 4+ Vv, on a S¥(y1) =4 SY(W).

Dans [BeiJ16], la démonstration de ce théoréme (voir Theorem 4.8) repose sur une série de
lemmes pour lesquels Y7 et vy, sont successivement des atomes, des sommes d’atomes ou des
mesures générales obtenues comme des limites de sommes d’atome (voir, entre autres, Lemma
4.12 et Lemma 4.16). Les démonstrations s’appuient sur les propriétés d’ordre liées au fonctions
quantile et sur des raisonnements élémentaires du type de ceux rencontrés dans les exemples
précédents.

La figure 2.1 illustre le calcul visuel de 'ombre de it =y 4y, sur v en jouant sur les ordres
possibles dans la décomposition de p. Comme y; =<, v il est bien clair que SY(y1) = v1. Le
calcul de la seconde ombre sur la partie gauche de la figure est assez simple (voir 'exemple 2.2.6).
A partir du théoréme 2.2.7 on déduit facilement, & droite, Pombre de v, sur SY =5 (V1) Clest
bien entendu la mesure SY(u) — SY(y1) ou SY(u) est connue par la construction & gauche.

De nouveaux exemples de calculs d’ombre résultent de 'emploi du théoreme 2.2.7. L’exemple
suivant enrichit 'exemple 2.2.6 et peut s’appliquer pour un calcul direct de 'ombre S¥Y~V1(y3)
sur la partie droite de la figure 2.1 (avec (y2,v —v1) & la place de (u,v)).

Exemple 2.2.8. Soit u et v telles que w — (L /\ V) est concentrée sur [a,b] et v — (LA
v) sur R\]a,bl. On suppose p <c 4+ v. Alors S¥(n) = (LA V) + flxg, o) ot flag, o) =
(Gyv—vAW #A [y, an] avEC, pour déterminer (xg, &) les équations Masse(f(xg, ¢ )) = o —oxg =
Masse(p — u A v) et Bary(f(og, o)) = Bary(u — p /A v).
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o

Y2 Y1

Y1

FIGURE 2.1 — Ombre de la somme @ =y 4+ y2 sur v.

\

Exemple 2.2.9 (Ombre d’une somme d’atomes). Pour une mesure W ¢ support fini, du type
212121 aydyx, donc, et v =c 4 W, 'ombre de p sur v peut se calculer de facon itérative en utilisant
le théoreme 2.2.7 pour Wi = ZL:1 aydyx, et ai4104,,,, respectivement dans le réle de y1 et ya,
ainsi que lexemple 2.2.5 au sujet de lombre d’un atome. On peut naturellement indexer les
atomes dans l’ordre que l'on souhaite, mais arrétons-nous sur le choix X1 < x2 < .-+ < xN. Dans
ce cas on est en effet trés prés des N étapes relatives a la construction d’un transport martingale-
monotone gauche expliquée a la fin du chapitre 1. Il n’y a pas de hasard a cela, les ombres sont
le moyen de définir le transport rideau gauche RS, par un parcours de la gauche vers la droite,
et RG est aussi ['unique transport martingale-monotone gauche.

Le lemme suivant concerne la queue des ombres sur v au-dela des limites du support de p.
On prétera spécialement attention aux mesures p dont le support se finit par un atome.

Lemme 2.2.10. Soit pu, v des éléments de M, avec n <c 4+ v. Supposons que le support de
W est borné supérieurement et posons y = sup[Spt ] < 4oo. Alors SY(u) est sur [y,+oo[ la
mesure la plus a gauche sous v parmi celles de méme masse. Plus précisément, la restriction de
(S¥(u) — Wy aly,+ool est une mesure 0, la plus petite mesure pour 'ordre stochastique parmi
celles de méme masse satisfaisant & © <y (v — W)y [y, +ool-

L’énoncé équivalent est naturellement valable si le support de w est borné inférieurement.

Utilisation des ombres pour définir le transport rideau centré

Nous allons définir un transport martingale particulierement simple, le transport rideau centré
RE(u, v). Toutefois, la définition n’est vraiment simple que lorsque p et v sont dans 'ordre
diatomique w <¢p Vv, un ordre que nous allons définir et qui implique n <¢ v. Plus loin, nous
étendrons cette définition a tous les couples p <¢ v dans le cadre des transports ombrés. Pour
simplifier la présentation, nous supposerons que p et v sont des mesures de probabilité.

Nouveau paramétrage du couplage quantile et du couplage rideau gauche

Nous avons indiqué un parallele entre Q(u,v) et RS (u,v) (voir les propositions 1.2.17 et
théoreme 1.5.8). Ces transports se présentent en effet comme une loi jointe 7w = Loi(X, Y) définie
a partir de la famille Loi(Y|X < x)xer. Nous revisitons ici ce principe en paramétrant désormais
i a aide des niveaux de quantile o € [0, 1] plutét qu’avec x € R. Notons tout d’abord

1 1

5Gv(cx)d(x» Q(k,v) :J SGp(CxJ ® 6Gv(0¢)dcx' (2.1)

1
HZJ 6Gu(cx]d“x» VIJ o

0 0
La famille (v )yeo,17 avec vy = f;t 3G, (a) ® 8, (x)da est croissante pour < dans M (R?).

Pour u = F,,(x) la mesure y,, posséde pour marges j;”(x) 0G, (Aot = H[j—oo,x) €t (Gv)#A0,F, (x)]5
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les mesures apparaissant dans la proposition 1.2.17 au sujet d’une caractérisation de Q(u,v).
Voici, sans démonstration, une nouvelle caractérisation qui servira de modele a celle du trans-
port rideau centré.

Lemme 2.2.11. Pour u et v, il existe une unique mesure 7 € Marg(u,v) pour laquelle on
peut trouver une famille croissante (pour <1 ) de mesures (Yu)ue]o,” tendant vers m =y avec
Yu € Marg(jsL 3G, (a)s fg 86, (). Les deux marges de 'y, sont les mesures de masse u les plus
a gauche, sous | et v respectivement. Cette mesure est le transport quantile Q(u,v).

De méme, voici une caractérisation du transport rideau gauche :

Lemme 2.2.12. Soit u <¢c v. Il existe une unique mesure T et une unique famille (Yu)uejo,1
tendant vers T avec Y., € Mart(fz)l 3G, (x)s SV(‘]"(L)L dG, («))), telle que w = vy soit croissante pour
<. C’est le transport rideau gauche RB(u,v).

De nouveau, cette caractérisation est légerement différente de celle du théoreme 1.5.8. A cet
. N Fu(x) ~
endroit on ne considere que les mesures fo 8G, (a) = M1—co,x] Plutdt que toutes les mesures

Jo 86,(e0)-

Remarque 2.2.13. Le transport rideau centré répond au schéma de construction que nous ve-
nons d’exposer dans les lemmes 2.2.11 et 2.2.12. Toutefois, l'unicité de la caractérisation néces-
sitera une analyse approfondie qui sera faite en section 2.3 quand nous définirons les transports
ombrés. Ce cadre passe par des transports paramétrés ft € l\fz;g(ﬁ,v), La mesure vy y apparait
sous Uécriture Ryo v),.... Par rapport auzx deuz lemmes, dg, (v) et LL)L dG, (x)dew seraient dans ce
cadre respectivement notés L. et fijo ...

Le transport rideau centré

Soit w <c v. Nous supposons toujours qu’il s’agit de probabilités et notons m = Bary(p) =
Bary(v). Alors les deux équations de gauche dans (2.1) peuvent étre remplacées par

1

1
p:J Olf* (), g"* ()] dox et V:J O[fY (), g¥ ()] dx (2.2)
0 0

ot Ola, b] est la seule mesure de probabilité concentrée sur {a, b} dont le barycentre est m. Les
fonctions f*, g* vont étre définies dans quelques lignes. On pourra vérifier, par exemple a 1'aide
du théoréme de Douglas [Dou64], que les mesures du type 0[a,b] sont les points extrémes de
Pensemble des mesures de masse 1 et de barycentre m, tout comme dans (2.1) on avait les points
extrémes de Pespace des mesures de probabilité. L’équation (2.2) constitue une représentation
de Choquet, tout comme c’était le cas de (2.1). En la matiere il n’y a pas d’unicité comme le
montre I’exemple suivant

Exemple 2.2.14. Supposons m = 0 si bien que 0[a,b] = %60 + 5= 0v. Voici alors deur
décompositions différentes de la méme mesure :

(2/3)81=1,1] + (1/3)6[=2,2] = (1/2)6[-1,2] + (1/2)8[-2, 1].

Toutefois on peut supposer qu’a gauche dans (2.2) les fonctions f* et g* sont monotones, don-
nant ainsi un moyen de faire émerger une décomposition de Choquet canonique. Nous définissons
pour ce faire les fonctions f*, g* (et ¥, g¥) de la fagon suivante :

M o — max(Spt(S*(adm))) et g": o — min(Spt(SH(adm)))-

On utilisera aussi les notations f[u] et g[u] pour les mémes quantités.
Les propriétés des ombres, en particulier 'ombre d’un atome (exemple 2.2.5) nous indiquent
que



2.2. OMBRE D’UNE MESURE 49

— la mesure S*(xd,,) est de masse « et barycentre m.

— elle est du type (Gpu)#A(ay, o) Cest-a-dire du type W|ju(«),gu (a)[+a0¢n (o) + DOgu(a) (OU
a, b > 0 sont nuls lorsqu’il n’y a pas d’atome en f*(x) ou g ( )).

— VDintervalle [o¢q, &ty ] est un intervalle croissant pour C en &

— la fonction g* est continue a gauche et croissante,

— la fonction f* est continue a gauche et décroissante.

Le cas d’une relation spéciale u et v doit maintenant étre exposé.
Définition 2.2.15 (Ordre <cp). Soit p et v deux mesures de probabilité. On dit que p et v
sont dans lordre convexre diatomique, et note @ <cp Vv lorsqu’une des assertions suivantes est
vérifiée :

— Pour tout « €]0, 1], [f*(a), g* ()] C [f¥(x), gV ()],
0,11, 0[f*(a), g* ()] =c B1F (o), g (0],
0,1], S*(odm) =c SY(odmm ),

1], SY(S*(adm)) = SV (b ).

De plus ces assertions sont équivalentes.

— pour tout « €

— pour tout « €0,

]
]
]
— pour tout & €]0,

En prenant o« = 1 dans la troisieme assertion on trouve que W <cp Vv implique pw <c¢ V.

Nous sommes maintenant en mesure de définir le transport rideau centré RE€(w,v) pour
u =c v et méme de le décrire sous 'hypothese supplémentaire @ <cp v. C’est cependant
seulement en section 2.3 que nous pourrons vérifier la consistence de cette définition.

Définition 2.2.16 (Transport rideau centré). Soit p et v dans Pordre convexe. Le transport
rideau centré RE(K, v) est 'unique mesure qui est la limite en 1 d’une suite (yy)uejo,1), crois-
sante pour <, dans M, (R?), de mesures de masse u €]0,1], telle que y,, est un élément de
Mart(S* (udm ), SY(SH(udm))).

Si de plus @ <¢p v, on a

1

RE (1, v) = L OIF* (o), g* (); (), g ()] dlc.

ou 0[a, b;c, d] est 'unique élément de Mart(6[a, b],0[c, d]) (non vide si 8[a, b] <¢ Olc, d], ce qui
est garanti ici). L’expression en est

b—m d—a(S +a—c(S +m—a d_bé _‘_b—c(S
b—a\d—c @ g tad b—a\d—c )T g &d )"

Stabilité métrique des ombres

Nous allons ici établir le théoreme 2.2.17 qui est un résultat quantifié de continuité de 'ap-
plication p — SY(u). Pour ce faire nous citerons un & un les éléments nécessaires pour aboutir,
en page 50, a la démonstration du théoreme. Ce théoreme est important pour la construction
des transports ombrés qui viendra ensuite. Nous l'avons établi dans [Juil6b] ainsi que ses pro-
longements, le théoreme 2.2.25 et son corollaire [Juil6b, Corollary 2.32]. Ce dernier est une
version quantitative de la continuité de (p,v) — RS (1, v), déja obtenue au théoreme 1.5.14 en
s’appuyant sur la propriété de monotonie gauche.

Théoréme 2.2.17 (Stabilité des ombres). Soit u,pu’ € My deur mesures de méme masse.
Supposons que v € M vérifie w <c ;. v et que, de méme, W’ <c 1 v. Alors,

Wi (S¥ (1), ¥ (1)) < Wi lw, 1'). (2.3)

Pour ce lemme non trivial, il faut plus que la compréhension attentive de ’exemple 2.2.9.
Donnons les ingrédients menant & la démonstration page 50.
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Lemme 2.2.18 ([Juil6b, Lemma 2.33]). Soit n un entier et u, u’ deur mesures obtenues comme
la somme de n atomes de méme masse. Supposons de plus w <4, L. Alors, si v € M, vérifie
w=c,+ Vvetn <c 4 v on trouve encore l'ordre stochastique pour les ombres : S¥ () <510 S¥(1').

Définition 2.2.19. Soit u, v € M des mesures de méme masse, m > 0. On définit les minimums
et maximums stochastiques de pn et v de la fagon suivante :

max(p, v) = max(Gy, Gyv)gAp,m) et rgltion(u,v):min(Gu,Gv)#?\[oym].

sto

Les exemples suivants résultent de ce que (G, Gv) ~ Q(u,v).
Exemple 2.2.20. i) Si u et v sont des probabilités et (X,Y) ~ Q(w,v), alors Irslta})x(p,v) and
nsltion(u,v) sont les lois de max(X,Y) et min(X,Y).

W) Sipw =Y 8 et v =318y oules suites (xi)i, (yi)i sont croissantes, alors
max(p, v) = 2 i1 Smax(xi,yy) € min(p, v) = 2 i1 dmin(xi,y0)-

Le lemme suivant résulte simplement de la proposition 1.2.15.
Lemme 2.2.21. Soit u et v des éléments de 2?1(R). On a

Wi (i, v) = Wi (w, min(y, v)) + Wi (min(g, v), v)
= Wi (w, max(p, v)) + Wi (max(p, v), v).

Lemme 2.2.22 (Ajout de masse en +o00). Soit des mesures W,V satisfaisant & W =<c 4 sto V-
Pour tout a € R il existe v/ ot v’ est concentrée sur ] —oo,al et @ <¢c 1+ v+ v'. De plus, sans
aucune hypothése sur p, pour tout a, b € R, il existe v/ avec v'(Ja,b[) =0 et p <¢c 4 v'.

Lemme 2.2.23 (Role joué par la portion de v qui est proche de +00). Soit 1 et v des éléments
de My tels que u <¢ 4+ v. Soit (vn)n telle que inf(Sptvn) —n +oo. Alors, la suite S¥TVn ()
tend vers S¥(u) € M.

Les hypothéses sup(Spt vi) —n —00 ou vn(lan,bnl) =0 avec —an, by —n +0o conduisent
a la méme conclusion.

Proposition 2.2.24. Supposons que (Un)n est croissante dans l'ordre convere avec W, =c
i =c,+ v pour tout n € N. Alors les suites (in)n €t (SY(Un))n convergent toutes les deux dans
(M, W1). Si teo et Soo désignent leurs limites, la mesure Soo est alors "ombre de W sur v :
SY(limy pn) = limy SY (pn).

Démonstration du théoréme 2.2.17. 1. On suppose tout d’abord que u et p’ sont des sommes
d’atomes de méme masse. On suppose également mtin(u, u') <c,+ Vv et on note fL = mtin(u, .
sto sto

La mesure [t est du méme type que p et p’. On applique maintenant Lemma 2.2.18 séparément
aux couples (W, it) et (1, ft). A I'aide de la proposition 1.2.15 et du lemme 2.2.21 on trouve ainsi

Wi, 1) = Wi, 1) + Wi (0, i)
Wi (SY (1), SY () + Wi (SY ('), SV (i)
> Wi (SY (), SY(un').

2. Nous allons maintenant nous défaire de I’hypothese i <c 4 v faite au-dessus. On a tou-
jours [t <c 4 sto Vv si bien qu'il existe une suite (vn)n comme dans le lemme 2.2.22, c’est-a-dire
telle ft <¢,+ v+ v et sup Spt v, tend vers —oo. Le calcul fait en (1.) reste valable et donne

W(SYHVn (1), SYHVn(u')) < W(w, u'). Finalement & Paide du lemme 2.2.23, on obtient (2.3).

3. La seconde hypothese a lever est celle sur le type, atomlque des mesures [ et V. Pour ce faire
on approche les mesures par des suites de terme pu,, = Zk ] zn dx, et U, = Zk 1 21“6 / telles
que celle construite & la page 41. Pour ces mesures on a, avec (2.) I'inégalité W(SY (i, ), SY (pn)) <
W(pn, u),). Puisque les suites sont croissantes pour <c et convergent vers @ et p', on peut
finalement obtenir (2.3) avec la proposition 2.2.24 en passant a la limite. O
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Le théoreme suivant est une continuation (démontrée au Theorem 2.31 de [Juil6b]) du théo-
réme 2.2.17. Un majoration de la distance entre RS (u, v) et RS(1',v’) est également possible
en introduisant une (semi-)distance ad hoc Z (voir [Juil6b, Definition 2.28 et Corollary 2.32]
pour cet énoncé).

Théoréme 2.2.25. Soit u,u',v,v’ des mesures de M. On suppose i <c + v et p' <c v’
ainsi que Masse(n) = Masse(w') et Masse(v) = Masse(v’). On a alors W7 (SY(u),SY (1)) <
W1 (H» H/) + 2W1 (V)V/)-

2.3 Définition des couplages ombrés

Le principe de la remarque 1.2.19 a valeur de définition pour Q et A& : un couplage (X,Y) est
entierement défini par la famille de mesures (Loi(Y|X < x))xer. Informellement, cela permet de dé-

finir 7, . = Loi(Y|X = x) pour presque tout x € R (pour ) et ainsi de retrouver 7. En fait, les me-
sures T_oo x],. = P(X < x) Loi(Y[X < x) sont des mesures croissantes pour <, dont la masse est
P(X < x) et on peut assimiler 7y au taux d’accroissement limite h™! (m,oo’x]‘_ — m,oo,x,h]).)

lorsque h tend vers zéro.

Le méme principe fonctionne pour le couplage rideau droit RD en utilisant (Loi(Y[X = x))xer
et (Loi(Y|X = x))xer- On semble donc libre de paramétrer n de la fagon que 'on souhaite. Cette
intuition est a 'origine des couplages ombrés. Pour ces derniers on parcourt p de facon croissante
pour =, al'aide d'un paramétrage ({0, «],.)xc(o0,1] de limite p = {ijo 17, et on y associe 'ombre de
ces mesures sur v, constituant ainsi un deuxieme paramétrage, de v cette fois, (910, «],.)xc(0,1]-
Il s’avere, ce qui n’est pas évident, que ces deux paramétrages amenent une unique mesure
T = Ro,1],.,., elleeméme paramétrée par (R0 «],...)ac[0,1] OU R[0,q],.,. & POUr marges o o, et
¥10,a],.- Ces notations paraissent certainement barbares au lecteur; le systeme conduisant & ce
choix est expliqué a la suite de cette introduction.

Revisitons maintenant le transport rideau par notre nouvelle approche, donnant de la consis-
tence & notre pré-approche de la page 47. On considére pour tout « € [0, 1] la mesure la plus a
gauche (voir la définition 1.2.16) de masse & sous | que nous notons fljp «j,.. Nous introduisons
ensuite V[0 «),. = SY(fl[0,«),.)- On trouve alors une unique famille croissante (R ., Jacio,1]
avec g «1,.,. € Mart(fljp «),.,V[0,«],.)- La mesure R 1) . est alors le transport rideau gauche
RG(u, v). Notons qu’avec {ijp ), = S*(xdm) on retrouve, a la place, la construction du trans-
port rideau centré comme a la définition 2.2.16. Un des paramétrages naturels considérés plus
tard est fljp,«),. = apt qui donne naissance au couplage soleil (voir la définition 2.3.6).

Les avantages de travailler avec « plutot qu’avec x sont les suivants : on connait la masse des
mesures, c’est «, et on n’a pas besoin de traiter les atomes différemment des autres points, on
peut envisager de nouveaux paramétrages. Notre nouveau paradigme est donc : « Loi(U, X, Y) est,
sous certaines conditions, entierement définie par les familles Loi(X|U < o) et Loi(Y|U < ) ».

Fonctionnement des notations On continuera a considerer @ et v comme les marges de
7 € Marg(y,v). La plupart du temps il s’agira d’'un transport martingale mais nous aurons
aussi a 'esprit le transport quantile comme modele. Par ailleurs p, v et 7t seront la plupart du
temps des mesures de probabilité. Les mesures accentuées {1, 9 et 7t signaleront respectivement
des éléments de Marg(A, i), Marg(A, v) et Marg(A, 7t) ol A est la mesure de Lebesgue restreinte
& [0, 1]. Ainsi 7 est elle une mesure sur R x R2.

On utilisera en principe le triplet de lettres (a,x,y) € [0,1] x R x R avec parfois u a
la place de «. Rappelons, comme premier exemple que (7ty,.)xer est la famille de mesures
sur R correspondant & la désintégration 7(dxdy) = p(dx)my, (dy). De fagon analogue on a
(R oeio s (Rox)xe et (9. )yer avee f(docdx) = A(da)fla, (dx), Adocdx) = u(dx) L.« (da)
et ¥(dady) = v(dy)9_ y(da). On utilise aussi (Rx,.,.)acio,1] €t (Ra,x, )a,xel0,11xr PoUr la désin-
tégration fA(dadx dy) = fi(dacdx)fix x,. (dy) = A(dx) Ry, ... (dx dy).

Yoy



52 CHAPITRE 2. TRANSPORTS OMBRES

paramétrage 3]

intégration

ésintégration

primitive

(010,01, ) axci0,1]

(eoc,-)oce[o,ﬂ

dérivée

FIGURE 2.2 — Triangle de désintégration

Nous avons également une notation pour les mesures ou le parametre de conditionnement est
partiellement intégré, donnant lieu & des « marginales partielles ». Des exemples en sont R[g «j,.,.
et fl[o,q],., qui sont des mesures de masse «. Pour ot = 1 on retrouve 7 = ftj9 17..,. et W= fijo 1),..

On appelle paramétrage en pseudo-quantiles de p tout élément de fi € Marg(A, u). L’ensemble
des paramétrages en pseudo-quantile des transports de Mart(, v) respectant le paramétrage en
pseudo-quantile {t de p est alors

mm,v) = {ﬁ € Marg(fi,v) : [ydRsx, = X, pour fi-presque tout («, x)} .

Le triangle de la figure 2.2 indique les trois manieres équivalentes de paramétrer 0, ou 0
représente I'une des mesures p, v ou 7. Si © = 7 alors A C R?, sinon A C R.

Le théoréme des couplages ombrés

Le théoreme suivant étend le théoreme 1.5.8, sur le transport rideau.

Théoréme 2.3.1. Soit u,v € Z1(R) des mesures de probabilité dans ’ordre convexe. On se
donne de plus une paramétrage en pseudo-quantiles t € Marg(A, 1) de w. Alors il existe un
unique transport paramétré ft € m(ﬁ,v) C Marg(A, u,v) vérifiant chacune des propriétés
sutvantes (qui le caractérisent donc chacune)

1 La mesure @ minimise sur l\@(ﬁ,v) la fonction
e ||| (1= a1+ v2d(e % ).
[0,TIXRXR

i Il existe un ensemble borélien S C R3, tel que ﬁ(g) =1, qui vérifie la contrainte suivante :
st o oy %, X",y Yyt et y’ sont des réels tels que o < o et (o, %,y ), (%, y), (/%75 y")
sont dans S, alors y' n’appartient pas & ly~,y*[. Cela peut s’écrire de fagon synthétique :

a <oy (o %,y ), (x%,y 1), (o, x',y ) €S =y ¢y, y'L

i Pour tout oc € [0, 1] la mesure R ,.,. a pour premiere marge fjo «),. el pour seconde marge
SY(Q0,«1,.), l'ombre de la premiére marge sur v.

Une démonstration de ce théoréme peut se faire en suivant assez fidelement celle du théo-
réeme 1.5.8. Toutefois un passage délicat concerne le fait que dans le point (iii) il n’est pas établi
que les deux familles ({0 o), )aeio, 17 €t (V[0,u1,.)ael0,11 OU V(0,a1,. = S¥(fl0,a],.) Permettent de
définir totalement une unique famille (R0 «],., Jxe(o0,1] (et donc 7). La stratégie de notre démons-
tration consiste & remplacer les trois « courbes » de mesures (R0, «,., Jac(0,11> (0,ul,.,.) xc[0,1]
et (V10,a,.,.)aclo,1] de masse « par leurs dérivées dans (M., W7) a savoir les trois familles



2.3. DEFINITION DES COUPLAGES OMBRES 53

(R, Jxer0,175 (O, Jacio,1] €t (Va,.,.)xefo,17, qui sont des familles de mesures de probabilités
avec Ry, € Mart({ly,..,9y,.,.). C'est a cet endroit que I'équation Vi «),. = SY(fl[0,,.) SC€
transforme et donne

Vo, = PPV Vi0 (), (2.4)

ou P est la projection de Kellerer, une notion présentée a la définition 2.3.2. Nous détaillerons
ensuite au théoréme 2.3.3 les étapes permettant le passage & 1’équation (2.4). Insistons seulement
encore sur le fait que (2.4) détermine (R, Jxefo,115 (f0,a,.,.)acl0,1], €t donc finalement 7.
Soit F(R) D’espace des fermés de R, et Z le sous-espace des ensembles T € F(R) tels que
supT = —inf T = 400. L’espace F(R) est muni de la topologie la plus grossiere telle que T €
F(R) — d(x,T) € [0,00] est continue. D’apres [Kel73, Satz 13] Pespace est ainsi compact et
métrisable, et d’apres [Kel73, Satz 14], Z est un sous-ensemble de type Gs dans F(R).

Définition 2.3.2 (Projection et dilatation de Kellerer, voir la figure 2.3). Soit T un élément of
Z. Pour tout x € T, soit x; = sup(T N (—o0,x]) et xT = inf(T N [x,+00)). Nous définissons tout
d’abord un noyau, la dilatation® de Kellerer ([Kel73, Definition 16]) :

x,) Oy sixeT
X,) =
P (¢ —x7) " [(xF — %)y + (x —x7)8y+] sinon.

Ainsi pour p € M, la projection de psur T est v =p - pt et le transport associé entre p et v
est m=p- (id,p7).

Par similarité avec S¥, la notation des ombres, on notera P' la projection de Kellerer, & savoir
I'opérateur défini par PT(u) = - pr.

X1 X2

)E )y ()i

FIGURE 2.3 — La dilatation de Kellerer.

Notons que si T ¢ Z mais que Spt(u) C [inf Tysup T] il est possible de préserver le sens de
PT(u) en remplacant T par T* =] — oo, inf T U T U [sup(T), +ool. Cette possibilité est toujours
offerte par T = Spt(v) lorsque p <¢ 4+ V.

Conformément a la discussion précédente, on s’intéresse aux dérivées de x — /9\[0,“]7..

Théoréme 2.3.3. Soit w,v € Z1(R) telles que u <c v et soit i € Marg(A, 1) un paramétrage
en pseudo-quantiles de . Supposons que ot — {ljp «),. admette une dérivée a droite fly,,. en oo et
500t V0,1, I'ombre S¥ ([0, &,.) de fljo, o) surv. Alors, & = (V)0 «1,.) posséde une dérivée a droite
en og. Cette dérivée est donnée par flx,,. - p1 ot T est le support de 914, 17, =V — (0,01, La

projection PT ({la, .) est par ailleurs bien définie car Spt(flx,,.) C linf Tsup T].

Démonstration. A I'aide du théoreme d’associativité 2.2.7 on peut travailler I’expression du taux
d’accroissement. Ainsi

on =h" (900,00 tn], — V0,a0,-) =SV (R0, 000+ 1,) — S¥ (10,x01,-)

—1¢9 . h 194 1
=h" 'S o1 (ﬁ']oco,‘onrh]"):S Joo 1, (h ﬁ1060;0¢o+h]y')

1. Une dilatation est un noyau de martingale. Les définitions concernant les noyaux sont rappelées au début
du chapitre 3.
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olt on a posé f g, = (o1, — B0,e,-- Or h_lﬁ]%’“o+h}). tend vers {ly,,. lorsque h | 0. A
la limite nous sommes « moralement » presque en train de considérer 'ombre de fly,,. sur une
mesure infinie co - 9}y, 11,., faisant apparaitre la projection de Kellerer. Techniquement, cela se
regle avec le lemme suivant.

Lemme 2.3.4. Soit (Nn)n une suite de £1(R) et (Hy)n une suite de réels positifs. Soit de plus
v une mesure. Supposons N, — N dans (1 (R),W7) et H,, — o0o. Supposons de plus que pour
tout n =1, Ny <c,+ Hpv. Alors, S""Y(n,) — PT(n) avec T = Spt(v) et Spt(n) C [inf T,sup T].

Ce lemme est démontré dans [BeiJ167]|. La démonstration étudie successivement les cas
Mn = O0x, Mn = ZE:1 axdx, (en utilisant le théoréme d’associativité 2.2.7), puis N, = 1 une
mesure constante (en passant a la limite comme & la fin du chapitre 1) pour finir par le cas

général. Le théoreme de stabilité des ombres 2.2.17 est employé aux deux dernieres étapes.
O

Représentation graphique et probleme de Skorohod

Ala figure 2.4, nous avons représenté trois couplages ombrés, correspondant aux mémes
mesures | et v mais & des paramétrages i différents (voir a la page 55). Puisque le mécanisme
repose sur trois coordonnées («,x,y) il bien faut comprendre comment celles-ci se distribuent
sur deux axes : le premier axe correspond aux pseudo-quantiles o« € [0, 1] ; le second axe est 1a
pour x ainsi que pour y. La mesure en vert est {L € Marg(A, it). Sa projection sur le second axe
est . Pour € [0, 1] fixé, la mesure fiy,. se lit comme la mesure de dimension 1 & l'intersection
de la droite verticale d’abscisse « et la tache verte représentant fi. On sait, avec le théoreme
2.3.3, que cette mesure est projetée sur 94, = PT«({ly, ) & l'aide de la projection de Kellerer
sur Ty = Spt(v —90,«,.). Ici T est représenté par l'intersection entre la droite verticale et
la région hachurée par les lignes sinueuses. C’est ainsi qu’on reconnait 9 comme la projection
de 9 sur I'ensemble en question, que 'on nomme barriére, en référence, comme on le verra, au
probléeme de Skorohod. Finalement on retrouve v en projetant sur le second axe. Si on souhaite
comprendre directement la loi jointe 7t € Mart(p, v) on peut s’intéresser aux noyaux iy, dont la
lecture consiste d’abord & prendre la partie de (i sur la droite horizontale d’ordonnée x, a projeter
ensuite sur la barriere, pour finalement projeter le résultat sur ’axe des ordonnées.

On rappelle que le probleme de Skorohod consiste en la recherche d’un temps d’arrét T d’un
mouvement Brownien (B¢)t>o tel que Bo ~ p afin de réaliser Br ~ v. De nombreuses méthodes
existent ; un survol sur le sujet est celui d’Obltéj [Obl04]. On consultera aussi & profit [BCH17],
un article récent qui prend l'angle des problemes et des méthodes du transport optimal pour
retrouver, a l'aide de lemmes d’échanges, de nombreuses solutions connues précédemment et en
créer de nouvelles. Nos couplages ombrés s’inscrivent dans cette mouvance car la projection de
Kellerer 94,. = PT“(ﬁ(x,.) et surtout la loi jointe qui en résulte, s’obtiennent en considérant un
mouvement Brownien distribué selon {iy, arrété lorsqu’il atteint T, pour finir distribué selon
V.

Nous pouvons donc revisiter sous cette perspective la représentation graphique de la figure
2.4 : un point de départ (U, X) est choisi selon {t. On commence un mouvement Brownien vertical
jusqu’a atteindre la barriere Barr = {(&,Ty) € R? : « € [0,1]} en un point (U,Y). Alors, le
couplage ombré est la loi de (X,Y). Le nom « barriere », treés classique en transport de Skorohod,
fait notamment référence aux solutions de Rost et Root, pour lesquelles on arréte le processus
lorsque (t,B¢)t>0 rencontre une barriere Barr qui est, dans un cas, saturée sur la droite (c’est-
a-dire (t,y) € Barret t < t' = (t',y) € Barr), dans lautre cas, saturée sur la gauche. Notre
barriére est saturée sur la gauche. Sur figure T, apparait avec la notation Barr[a].

Remarque 2.3.5 (Unicité de la barriere). Plusieurs barriéres peuvent donner lieu au méme
transport ombré de m(ﬁ,v), car on peut en effet « trouer » la barriére aux endroits ou
n’attribue aucune masse. Toutefois un transport ombré entre (L et v qui est obtenu par une
barriere saturée sur la gauche sera en fait unique transport ombré de l\@(ﬁ,v). Cela est
démontré de deuz fagcons dans [BeiJ16"]. On peut s’appuyer sur le théoréme 2.3.1 en évoquant
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le fait que les transports ainsi obtenus sont monotones au sens du deuxieme point. On peut aussi
s’appuyer sur Uargument classique de Loynes [Loy70] utilisé pour le probléme de Skorohod. C’est
ce que nous faisons dans la partie 4 de [BeiJ16].

A

>

x, y A

~—_
N
NN

N—"
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——
/ g
v 28
[ v i
(x -
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3
>

(CCCccecee ﬁ%
i —

— Allo,1
AL[OJ ’ @(}\L[ 1]
(
N ( e ~—
= = =
Barr[«]

FIGURE 2.4 — La mesure {i, en vert, se projette sur Ox = Oy pour former p, ou bien, pour former
v apres avoir diffusé verticalement et heurté la barriere. De gauche & droite : transport rideau
gauche, centré, transport soleil. Les mesures p et v sont uniformes sur [0, 1] et [—1,2].

Exemples de transports ombrés

Nous complétons ici la présentation des transports rideau gauche & (ou droit D) et rideau
centré RC faite aux lemmes 2.2.12, remarque 2.2.13 et a la définition 2.2.16. Ce sont les transports
ombrés correspondant aux paramétrages

— fljo,a1,- = (Gp)#Alj0,«) POUr le couplage rideau gauche ;
— Qo,a1,- = (Gp)#Al[1—«,1) Pour le couplage rideau droit ;
— 0,01, = S*(x.8m) ot m = [ xdu(x) pour le couplage rideau centré.

Nous introduisons maintenant le transport soleil

Définition 2.3.6 (Transport soleil Gol). Soit u, v € £;(R) deux mesures dans l'ordre convexe.
Nous appelons transport soleil Gol(u,v) le transport ombré dont le paramétrage est donné par
flj0,«1,- = 0t - 1 (ou, de facon équivalente, par fl = A ® p ou encore par flo,. = W).

Notons que dans I’exemple de la figure 2.4, on a u <¢p Vv si bien RC suit la description faite
a la définition 2.2.16.

Les transports ombrés vus comme solutions de problemes de transport
généralisés

Alors que certains transports ombrés, comme PR® sont 'unique solution d’un probléme de
transport martingale, ce n’est pas le cas de tous les transports ombrés, loin s’en faut. Nous allons
illustrer ce propos par un exemple puis montrer comment tout transport ombré est 1'unique

solution d’un probléme de transport généralisé, au sens de [GRST17] ot ceux-ci d’ailleurs nommés
transports faibles.
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Exemple 2.3.7. Soit i et v dans l'ordre convexe telles que

1 W est concentrée sur [a,b] et v sur R\]a,b[ avec a < b € R.

it W, v sont a support fini.
On suppose que Gol est optimal pour le probléme martingale associé a un cotut de transport c.
Alors, les éléments de Mart(w, v) sont tous optimauz pour ce probleme de transport.

Démonstration. Le point (i) nous situe dans le cadre de l’exemple 2.2.6. On peut facilement
vérifier que Sol(p, v) a pour support Spt(p) X Spt(v). Tout transport martingale dont le support
est inclus dans cet ensemble est optimal entre ses marges. Puisque, avec (ii), le probléme est
discret cela résulte de la dualité classique en programmation linéaire. Sans (ii), I’énoncé reste
vrai pour ¢ continue et bornée, mais il faut invoquer la réciproque du théoreme 1.5.3, ce dont
nous nous sommes passé jusqu’a présent. O

Le probleme de transport généralisé consiste en la recherche du minimum pour
7 € Marg(py,v) — JC(X, Ty,.) dp(x), (2.5)

o C:R x Z(R) — R est une fonction de cotlit généralisée.

Proposition 2.3.8. Soit w et v dans l'ordre conveze, et € Marg(A, i) un paramétrage. Soit
encore la fonction de cott généralisée

i int (1T R y) (2.6)

PEMart(fl. x®5x,m)

définie a partir de fi. Alors, le couplage ombré m € Mart(u,v) associé au paramétrage i est
l'unique minimiseur du probléme de transport généralisé (2.5) associé ¢ CH.

Remarque 2.3.9. — OnaCR(x,.) < 400 si et seulement si Bary(n) = x. En effet l\fz;t(ﬁ.,x(g)
dx, M) n'est non vide qu’a cette condition.

L’équation définissant en (2.6) le coit C® constitue un probléme de transport martingale
paramétré du type de celui résolu par ft dans le théoréme 2.3.1. Le paramétrage est différent
puisque la premiére marge fl. x n’est pas A mais {i .. La solution s’obtient toutefois de la

méme maniére, par les ombres, amenant ici une construction s’appuyant sur les ombres
ST« ([0, x])dx). En particulier

1
CR(x,m) = JO (J VT2 S (10, a])éx)(dy)> o,

avec CR(x,1) = 400 si une des ombres n'est pas définie, ¢’est-a-dire si x # Bary(n).

Pour distinguer un transport ombré m* comme transport optimal, on pourrait trés bien
définir un coit C(x,n) qui ne serait fini que pourn =T , et infini sinon. La définition du
cotit serait alors indexée sur w et v, ce qui n'est pas souhaitable. Dans notre probléme C#
dépend encore de | ce qui reste dérangeant. Toutefois pour il = A ® W, le paramétrage du
transport soleil, on a fi.x = A et donc

Clxm) = _inf Jm —OVIT Rl x,y)

PEMart(A@5,m)

_ {j; (J‘ Wsn(afix)(dy)) do.  si Bary(n) = x,

+00 sinon

ne dépend pas de w. On a donc un coit C®°' indépendant de w, pour lequel le probléme

de transport martingale généralisé a une unique solution, a savoir Gol. Cela détone avec
Uexemple 2.3.7 au sujet de Gol, pour lequel tout transport martingale est un minimiseur.



Autour du théoreme de Kellerer, utilisation dynamique
des transports martingale et quantile pour définir des
processus particuliers

Dans ce nouveau chapitre ’objectif est de construire des processus markoviens en s’appuyant
sur le transport martingale, tel que présenté au chapitre 2. Pour ce faire nous nous appuierons
principalement sur les articles [Juil8], [Juil6a] et [BouJ18"]. Nous passerons ainsi des mesures
7 & deux marges & des mesures P possédant une infinité de marges (u¢)ie7. Ici py sera le plus
souvent une mesure de probabilité sur R ou R4, et 7 un ensemble totalement ordonné tel que,
par exemple, [0, 1], RT ou R.

Définition 3.0.1. Soit (u¢)ie7 une famille de mesures de M (X) olt X est un espace métrique
complet séparable muni de sa tribu borélienne. On note Marg((it)te7) 'ensemble des mesures
P sur X7 muni de la tribu cylindrique qui possédent de plus les mesures |y pour marges :

Marg((pe)ier) ={P € W(XT) YVt e T, (proj*) 4P = ul.

Comme précédemment pour Marg(u, v) nous chercherons dans ce chapitre & distinguer des
éléments particuliers de Marg( (1 )te7). Aucune cohérence entre les mesures, aucune régularité de
t — Wy n’est requise & priori. Des éléments particuliers de Marg((Lt)te7) sont la mesure produit
Ind = @7 He et la mesure quantile Q = ([ [ o7 G, )#A qui sont définies quels que soient 7~
et (1t)te7. Ces mesures jouissent de propriétés les caractérisant. Nous sommes intéressés par
la recherche de mesures canoniques dans Mart((w)te7), le sous-espace des mesures martingale
(voir la définition 3.1.1 plus loin).

Nous appellerons processus (au sens large) toute famille de variables aléatoires (Xi)ie7 dé-
finies sur un méme espace probabilisé. Aucune mesurabilité de (t,w) — X¢(w) n’est requise.
Rappelons que le processus canonique associé & P € Z2(X7) est la famille des X; définis par
X¢ = projt: w € X7 — projt(w). La loi de (X{)¢e7 est naturellement P. Rappelons que cette
derniére est entierement déterminée par {Loi(X{)ies : S fini C T}. C’est une partie du théoreme
de Kolmogorov-Daniell. Au cours de ce chapitre nous noterons PS la projection (projs)#P.

Théoréme 3.0.2 (Kolmogorov—Daniell). Soit (us)s une famille de mesures de probabilité ot S

est un sous-ensemble fini de T telles que us € P2(XS). Si pour tout S’ C S on a (projsl)#us =
us/, alors il existe une unique mesure P € 2(X7T) telle que PS = us pour tout S.

3.1 Mesures martingale et mesures markoviennes

La propriété de Markov ou bien celle d’étre une martingale font partie des plus importantes
en théorie des processus. Comme on le sait, leur définition fait intervenir une filtration (Fi)ieT
ou T est partiellement ordonné. Dans notre contexte, F¢ sera systématiquement o((Xs)s<t), la
tribu engendrée par les variables aléatoires dont 'indice s est, pour 'ordre partiel de T, plus
petit que t. Ce n’est en particulier pas nécessairement la « filtration naturelle » de la théorie des
processus.

Mesures martingale

Définition 3.1.1 (Martingale & indices partiellement ordonnés). Soit (7, <) un ensemble partiel-
lement ordonné. Un processus (Xi)ie7 & valeur dans RY est appelé martingale si E(||X¢||) < +o0
pour tout t € 7 et si pour tout s < t on a E[X{| Fs] = X, ou Fs est la tribu définie par
Fs = o(Xe|r <s).

De facon équivalente (X )teT est une martingale si pour tout s < t, et toute famille {s7,...,8n}
finie d’indices inférieurs a s on a E(X¢ | Xs; Xspy -0y Xs,, ) = Xs.

o7
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Une mesure P de marges py € &1 (R9) a premier moment fini est dite mesure martingale si
c’est la loi d’'une martingale. Cela se traduit de fagcon équivalente par

Jf(xh...,xn,x) X (y=x)dP3(X1y.0 vy Xn, X, y) =0 (3.1)

pour toute famille d’indice S = {s1,...,sn < s <t} C T telle que précédemment et toute fonction
f mesurable, bornée et positive.
Nous désignerons par Mart((p¢)ie7) 'ensemble des mesures martingale de Marg((p)ie7)-

Définition 3.1.2 (Sous-martingales). Pour RY = R, les mémes définitions sont opérantes pour
les sous-martingales en remplagant = par >, notamment dans (3.1). On notera SousMart((1L)re7)
I’ensemble des mesures sous-martingale.

Remarque 3.1.3. Lorsque T = {1,2} est un un ensemble totalement ordonné a deux in-
dices, mous retrouvons les transports martingale et sous-martingale de la définition 1.5.1. Alors,
Mart((pe)eer) = Mart(p, n2) et SousMart((pe)ie7) = SousMart (i, uz).

Remarque 3.1.4. Pour T ={0,...,n}, I’ensemble Mart((1¢)re7) est non-vide si et seulement
st Wi =S¢ Wit1. C’est un théoréme de Strassen [Str65, Theorem 8], qui part de la version de
dimension d de la proposition 2.1.4 puis se démontre par concaténation (voir le paragraphe
sutvant). Pour T =N le théoréme 3.0.2 permet d’aboutir & la méme conclusion.

Mesures markoviennes

Sur R™ on définit la transposition par *x = (Xm,...,Xx7) ol X = (X7,...,%m). L’'opé-
ration s’étend & Marg(pi,..., um) de facon a ce que *P € Marg(im,..., 1) lorsque P €
Marg(u1 Yoo Hm)~

L’opération de concaténation markovienne est définie par Kellerer dans [Kel72] p. 111. Elle est
centrale dans cet article, duquel sont extraits les théoremes 3.1.14, 3.2.1 et 3.3.2, et correspond
simplement, en probabilités, a la loi obtenue lorsqu’on met bout & bout deux processus de facon
a ce que le passé soit indépendant du futur conditionnellement au présent.

Définition 3.1.5 (Concaténation de mesures partageant une marge). Soit m, n > 2 des en-
tiers et (K¢)eeqr,..., m4n—1) des mesures de Z(X). Etant donnés P € Marg(uy,...,um) et
Q € Marg(tmy.--yhm+n—1), la concaténée P o Q des deux mesures est I'unique élément de

Marg (1, .-y bmin—1) tel que

(P oQ)(B: x By x Ba) = | B (ﬂ o th,.(dX)Qy,.(dZ)) dim ().
yeB; tx€B1,z€B3

pour tout boréliens By ¢ X™~ 1, B, C X et B3 C &A™

La concaténation est une opération associative. Définissions maintenant la propriété de Mar-
kov.

Définition 3.1.6 (Mesure markovienne). Soit (7, <) un ensemble partiellement ordonné. Un
processus (Xi)ieT est appelé markovien si pour tout t € T et s < t on a égalité entre Loi(X| Fs)
et Loi(X¢|Xs), o, comme précédemment, Fs est la tribu o(X;)rs.

Une mesure P € Z(X7) est markovienne si elle est la loi d’un processus markovien. Cela se
traduit de fagon équivalente par I’équation

pS1 yeesSn PSI 82 5... 0 pSn—hSn

pour tout ensemble fini d’indice totalement ordonné sy < -+ < s,.
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Remarque 3.1.7. Soit (T, <) un ensemble partiellement ordonné et (1t)teT une famille de me-
sure de probabilité dans 21 (RY). Une mesure P € 2(X7) est une mesure (ou loi) de martingale
markovienne si pour tout ensemble fini d’indices totalement ordonnés s1 < --- < sy on a

{ Psi>Si+ c Mart(HSﬂusiH)) v1< TL—1,

PSIvN)Sn — p31 2 5... 0 Psnfl ,Sn.

I’énoncé suivant est un corollaire classique du théoreme 3.0.2

Corollaire 3.1.8. Soit T un ensemble totalement ordonné et (1 )reT une famille de probabilités
sur X. Soit encore (Us,t)s<t une famille de plans de transport avec s+ € Marg(ws, pie). Si

Hs,u = (pl“OjS’u)#(us,t © ut,u) (3'2)

pour tout triplet ordonné s < t <, alors il existe une unique mesure markovienne P € 2(X7T)
telle que P>t = s ¢ pour tout s < t.

Définition 3.1.9. On appelle famille consistente toute famille (ps)s ou (s, t)s<t telle que celles
apparaissant dans le théoreme 3.0.2 ou le corollaire 3.1.8.

Composition de noyaux et de plans de transport.

Rappelons que deux noyaux se composent de la fagon suivante :
(k) x,A) = [ Ky, AJkix,dy)

Nous savons désintégrer un plan de transport w1 € Marg(w, v) par rapport & sa premiere marge
u, produisant la famille de lois conditionnelles (7tx, )xer. Nous noterons kr le noyau k, défini
par kx(x,-) = 7, .. Notons que x — Kkx(x,-) = 7y . est seulement presque surement défini, par
rapport a . L’opération inverse a la désintégration, celle de jonction d’une mesure et d’un noyau
sera notée Joint. Elle est définie par Joint(u,k) = - (id, k) € Marg(u, 1 - k).

Pour m € Marg(u, 1) et ' € Marg(pn/, t”), nous définissons la composition des deux plans
de transport par :

-’ = Joint(u, ky - knr) € Marg(p, n').

On observe que k. = k- k.. Il y a une parenté claire entre les relations de composition et
de concaténation. Celle-ci s’illustre par exemple dans 1’équation (3.2) lorqu’on la compléte ansi :

Hs,u = (projs’u)#(us,t S Ht,u) = Hs,t - He,u

PCOC et théoréeme de Kellerer.

Le concept de Processus Croissant pour I’Ordre Conveze (PCOC) est apparu pour la premiére
fois dans [HY'10]. Un jeu de mots est a 'origine de l'intitulé peacock, en anglais. Le terme a évolué
et peut prendre des significations diverses selon les auteurs. En particulier ce que nous appellerons
PCOC n’est pas un processus.

Définition 3.1.10 (PCOC). Soit (7, <) un ensemble partiellement ordonné et d > 1 un entier.
Une famille (¢ )te7 de mesures dans &1 (R9) est un PCOC, ou peacock, si pour tout couple (s, t)
satisfaisant a s <t on a us <c Uy.

Du fait de I'inégalité de Jensen conditionnelle, si (Xi)ie7 est une martingale, la famille (w)ieT
définie par puy = Loi(X¢) est un PCOC. On dira que la martingale (Xi)ie7 est associée au PCOC
(Le)ter. Clest lobjet de ce chapitre et du theme des PCOC que de trouver des martingales
associées & un PCOC. Nous sommes en particulier intéressé par les martingales markoviennes.
Le concept suivant est spécialement important a cet égard.
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Définition 3.1.11 (Noyau (1-)lipschitzien). Un noyau k : x — k(x,-) € 21 (R%) transportant
wsur v = -k est dit 1-lipschitzien ou, plus souvent, lipschitzien si il existe un borélien A C
R4 tel que n(A) = 1 et pour lequel k| A est lipschitzien de constante < 1 entre (A, ||.|[ga) et
(Z(RY), W;), c’est-a-dire :

Wi (k(x, ), k(x',)) < [lx = /]| (3.3)

pour tout x, x’ € A C R%. On notera Marg™"(u,v) Pensemble des plans de transport m €
Marg(u, v) tels que k, est un noyau lipschitzien.

Remarque 3.1.12 (Extension du noyau). Pour tout noyau lipschitzien k il existe un noyau ]~<,
coincidant avec k presque surement (pour ) tel que la relation (3.3) est vérifiée sur tout R (voir
le théoréme d’extension des fonction lipschitziennes de Lang et Schroeder [LS97]. Il s’applique
du fait que 2(R®) est un espace d’Alexandrov). La méme remarque vaut pour la définition 3.2.7
des noyaur croissants.

Définition 3.1.13 (Martingale markovienne a noyaux lipschitziens). Soit (7, <) un ensemble
partiellement ordonné. Un processus (Xi)ieT sera appelé martingale markovienne a noyauz lip-
schitziens si c’est une martingale markovienne dont les lois de transitions Loi(Xg, X() sont des
noyaux lipschitziens (au sens de la définition 3.1.11) pour tout s < t.

Notre énoncé du Theorem 3 de Kellerer dans [Kel72] (celui que, en absence d’autre précision,
nous appelons « le théoréme de Kellerer ») est formulé en terme de peacocks :

Théoréme 3.1.14 (Théoreme de Kellerer). Soit (W)ier une famille de mesures de 71(R)
indexée sur un ensemble totalement ordonné T . Les assertions suivantes sont équivalentes :

i (t)teT est un PCOC,

\

it (W)reT est associé a une martingale (X¢)ieT,
1 (U)teT est associé a une martingale markovienne (X¢)ie,
w (W)reT est associé a une martingale markovienne a noyaux lipschitziens (Xi)ieT-

L’analogue vaut avec une sous-martingale & noyauz lipschitziens si (W )ie7 est croissante pour
jC,sto-

On notera que les implications 4 = 3 = 2 = 1 sont évidentes.

3.2 Ameéliorations de la démonstration et du théoréme de Kellerer

Nous donnons le plan de la démonstration de Kellerer au sujet des martingales markoviennes
[Kel72] ou des sous-martingales markoviennes [Kel73]. Notre premier objectif est ici d’expliquer
comment nous étendons ce théoréeme aux processus croissants.

La démonstration de Kellerer de [Kel72] est construite sur le Theorem 1 (reproduit ici dans le
théoreme 3.2.1) au sujet de l'existence d’un processus markovien dont les marges sont données.
Ce théoréme peut étre vu comme une prolongation du théoreme de Kolmogorov—Daniell et de son
corollaire (théoréme 3.0.2 et corollaire 3.1.8). Vient ensuite, chez Kellerer, Theorem 2 qui (avec
Satz 20) ameéne l'existence d’un transport martingale & noyau lipschitzien (voir théoréme 3.3.2).
Le pendant sous-martingale est démontré dans [Kel73]. Au théoréme 3.2.14 nous reviendrons
sur l'existence d’un tel transport martingale a noyau lipschitzien en lui attribuant un choix
canonique, tout & fait dans I'esprit du travail de Kellerer, celui du transport soleil. Finalement,
Kellerer conclut avec le Theorem 3, celui que nous appelons théoreme de Kellerer dans ce mémoire
et que nous avons cité, en le reformulant légerement, au théoreme 3.1.14.

Théoréme 3.2.1 ([Kel72, Theorem 1]). Soit (u)rer une famille de mesures de probabilité sur
un espace métrique polonais X, et, pour tout couple s < t, soit N5 C P(X?) un ensemble de
plans de transport. On suppose que :
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(1) pour tout s,t, Ny est non-vide,

(2) pour tout s,t, N C Marg(pi, pte),

(3) pour tout s,t, N+ est fermé pour la topologie faible,

(4) pour v <s<tet(mmn')eNysxNsy, le produit -1’ est dans Ny ¢,

(5) pour tout entier d et t; < --- < ta, et des suites (T, ¢, In € Niito,, convergeant
faiblement vers des limites T, v, ., la suite (T, y, o+~ o Ty, | ¢, )n tend faiblement vers
Ty b, O O Ty 4 tq-

Alors, il existe une mesure P € Marg((w)t), markovienne, telle que (projs’t)#P € N, pour
tout couple s < t.

Le lemme suivant est central. C’est celui sur la continuité de la concaténation o lorsque les
noyaux sont lipschitziens. C’était un élément utilisé d’'une maniére ot d’une autre dans toutes
les démonstrations connues du théoreme de Kellerer [Kel72, Kel73, Low08", BHS16, HRY 14].

Lemme 3.2.2 ([Kel72, Sitze 14 and 15] ). Awvec les notations du théoréme 3.2.1 et en prenant
Nt = MargNL(us, we) pour tout s < t, la propriété (5) du méme théoréme est satisfaite par

(Ns,t)s<t-

Théoréme 3.2.3 ([Kel72, Theorem 2, Satz 20] et [Kel73]). Soit w et v des mesures de 1 (R)
dans lordre convexe. Alors [’'ensemble

Mart™(p, v) = Mart(w, v) N Marg™" (, v)

est non-vide.
Si maintenant W et v sont dans l’ordre convexe croissant, l’ensemble

SousMart™(p, v) := SousMart(y, v) N Marg™*(p, v)

est également non-vide.

Du fait du lemme 3.2.2, Kellerer démontre que les cing propriétés de son Theorem 1 (c’est-a-
dire le théoréme 3.2.1) sont satisfaites par la famille (Mart™"™ (i, p¢))s<ter (sous réserve, bien
str, que (pi)ter est un PCOC). La remarque 3.1.7 met alors en évidence le fait que le théoréme
de Kellerer (c’est-a-dire théoreme 3.1.14) est démontré.

Extension du théoréme de Kellerer a ’ordre stochastique

Le théoreme de Kellerer concerne les martingales et les sous-martingales, en relation avec
les ordres <c et =c sto- Il semble naturel, notamment quand on pense & la décomposition de
Doob—Meyer, de se pencher sur le cas des processus croissants. Nous démontrons ainsi I’extension
du théoreme de Kellerer suivante :

Théoréme 3.2.4 (Théoréme « parapluie » [BouJ18", Theorem C]). Soit (Wi)ier une famille
de mesures de #1(R) croissante pour ¢, 3¢, sto 0U pour =g,. Alors, il existe une mesure mar-
kovienne P € Marg((wt)t) qui est, respectivement, la loi d’une martingale, d’une sous-martingale
ou d’un processus croissant.

Remarque 3.2.5 (Remarques sur le théoreme). — Notre démonstration épouse les contours
de celle de Kellerer a un détail important pres, que nous allons souligner, et qui nous permet
d’inclure lordre stochastique. Il s’agira de remplacer les noyaux lipschitziens apparaissant
dans le lemme 3.2.2 et utilisés dans toutes les démonstrations connues du théoréme de
Kellerer par des « noyauz croissants » (voir la définition 3.2.7).

— « P est la loi d’un processus croissant » se comprend d’abord dans un sens large comme :
P € Crois((i)ter) (voir définition 3.2.6). Le corollaire 3.2.12 apparaissant plus loin donne
toutefois un fondement plus sir a cette dénomination.
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— Avec le processus Markov-quantile, nous donnerons au chapitre 4 une seconde démonstra-
tion de ce que nous obtenons ici pour <g,.

Définition 3.2.6 (Transport croissant). Soit p et v des mesures de Z(R). Une mesure 7 €
Marg(u, v) est appelée transport croissant si m({(x,y) € R? : x < y}) = 1, c’est-a-dire si m =
Loi((Xi)ieq1,2) ot X3 < Xz presque surement.

Nous noterons Crois(p, v) Pensemble des transports croissants de marge pu et v. De méme
Crois((ut)te7) sera ’ensemble des mesures P telle que PS>t € Crois(us, 1) pour tout s < t.

La notion suivante est différente de celle de transport croissant.

Définition 3.2.7 (Noyau croissant). Un noyau k : x — k(x,-) € Z(R9%) transportant p sur
v = -k est dit croissant si il existe un borélien A C RY tel que u(A) = 1 et pour lequel k| A
est croissant de (A C R, <) dans (Z(R), <st0), ¢’est-a-dire :

x < X/ E k(X, ) jsto k(X/) )

pour tout couple (x,x’) de points de A. On notera Marg™© (i, v) Pensemble des plans de transport
7 € Marg(p, v) tels que k, est un noyau croissant.

Ce lemme démontré dans [BouJ187] se substitue au lemme 3.2.2.

Lemme 3.2.8 (Continuité de o lorsque les noyaux sont croissants). Awvec les notations du théo-
réme 8.2.1 et en prenant Ny = MargNC (i, we) pour tout s < t, la propriété (5) du méme
théoréme est satisfaite par (NSI\ItC)Kt.

Remarque 3.2.9. Le lemme 3.2.8 signifie en particulier que lorqu’elles sont définies les limites
sutvantes commutent :

(n) _ . (m)y . . ()

it = L Mot ) LB, )

Dans ce lemme, U’hypothese ﬂi’?t) € Marg(us, Le) est indispensable. Ce n'est pas le cas dans le
lemme 3.2.8 dont l’énoncé peut étre étendu a des transports dont les marges varient avec n.

Théoréme 3.2.10 (Ersatz du Theorem 2 de Kellerer). Soit 1 et v des mesures de 221 (R) dans
lordre conveze. Alors l’ensemble

Mart™C(j1, v) == Mart(u, v) N Marg™¢ (u, v)

est non-vide.
Si maintenant W et v sont dans l’ordre convexe croissant, l’ensemble

SousMart™C(p, v) == SousMart (t, v) N Marg™® (u, v)

est €galement non-vide.
Finalement si w et v sont des mesures de Z2(R) dans l'ordre stochastique, l’ensemble

CroisNC(p, v) := Crois(p, v) N Marg™C(u, v)
est non-vide lui aussi.

Démonstration. On peut tout d’abord constater MartN¢(p, v) = Mart™N*(u, v). Ceci se déduit
simplement des définitions de noyau croissant, de noyau lipschitzien et de la proposition 1.2.15
appliquée, pour p = 1, aux mesures k(x,-) et k(x’,-) dont les barycentres sont x et x’. Ainsi le
résultat de non-vacuité est-il une conséquence du théoreme 3.3.2.

Il en va de méme pour le fait que SousMart™C(, v) est non vide (pour peu que U =<c st0 V).
Toutefois ¢’est seulement en consultant la démonstration, par Kellerer, du fait que SousMart™" (j1, v)
est non vide, que l'on s’apercoit que I’élément exhibé est aussi dans SouSMartNC(u, v). Il n’y a
en particulier pas égalité des deux ensembles en général, contrairement au cas martingale.

Finalement si p =g v, le transport quantile Q(y,v) est un élément de Crois™° (i, v). En
effet ¢’est un transport croissant au sens de la définition 3.2.6. Le noyau correspondant est aussi
croissant au sens de la définition 3.2.7. Nous retiendrons ce résultat pour plus tard.
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Lemme 3.2.11. Le transport quantile Q(u,v) est a noyau croissant. De plus Crois(y,v) est
non vide si et seulement si 1L =g, V, i et seulement si Q(u,v) € Crois(u, v).

O

Faisant suite au théoréeme 3.2.4 on peut finalement parler de processus croissant au sens du
corollaire suivant, démontré au Corollary 1.14 de [BouJ18*].

Corollaire 3.2.12. Soit (uy)ier € Z(R)R une famille de mesures croissantes pour =<g,. Alors,
il existe un processus markovien X = (X¢)ter : Q — RF défini sur un espace probabilisé tel que
Loi(X) € Marg((wt)¢) et les trajectoires t — X¢(w) sont croissantes pour tout w € Q.

La démonstration du corollaire 3.2.12 se base sur le fait qu'une courbe (W¢)ier croissante
pour =g, possede au maximum un nombre dénombrable de discontinuités.

Le transport soleil comme transport canonique dans [Kel73] par Kellerer

Nous allons décrire le principe de la démonstration par Kellerer du théoréeme 3.3.2, le théoreme
qui stipule que pour p <¢ v Pensemble MartN" (1, v) est non-vide. Le cas de SousMart™N"(p, v) #
0, similaire, ne sera pas détaillé. Nous avons déja mentionné MartN¢ (u, v) = Mart™ (u, v) si bien
que nous montrerons a la fois I’existence d’un transport martingale & noyau lipschitzien et & noyau
croissant. Alors que la démonstration de Kellerer est basée sur l'existence d’une représentation
de Choquet de laquelle on extrait 1'existence d’un élément dans Mart™"(p,v), nous allons voir
que le transport soleil Gol(w, v) correspond & cette représentation de Choquet, fournissant donc
un choix canonique.

Principe de la démonstration du théoréme 3.3.2. Dans [Kel73], Kellerer exhibe un noyau lip-
schitzien de martingale entre pu et v en décrivant v comme la combinaison d’une famille de
mesures extrémes dans l’ensemble convexe E(u) = {w € Z1(R) : p <¢ w}. Il prouve que si
w est une mesure extréme de cet ensemble, alors Mart(p, w) est réduit & un unique transport
martingale 7t pour lequel k,; est un noyau lipschitzien. Or la propriété d’étre un noyau lipschitzien
est conservée pour les combinaisons convexes. On obtient donc pour tout v € E(u) existence
d’un noyau lipschitzien k avec v = p - k. Notons tout de méme que E(u) n’est pas compact, ce
qui nécessite des détours dans ’emploi du théoreme de Choquet. O

Comparons cette construction a celle de Gol € Mart(p, v). D’apres les théoremes 2.3.1, 2.3.3,
il est aussi défini comme une combinaison convexe :

1
Gol :J' R, do.
0

Ici Ay, = Loi((Bo,Br) | U = o), la variable U est de loi uniforme sur [0,1], (B¢) est un
mouvement brownien indépendant de U tel que By ~ u, et T (conditionné & U = «) le temps
d’atteinte de la section Barr[od :={y € R: (a,y) € Barr} avec la barriere (voir les figures 2.3 et
2.4). Nous avons

1

1
V:J' PR (1) doc et GO[ZJ o (id, Peanieg)  de
0 0 N—

Ru,.,. EMart (p,PBarled (1))

ott on rappelle que P est 1a projection de Kellerer et PBarr[«] la dilatation de Kellerer comme
a la définition 2.3.2.

Or il a été établi par Kellerer que les mesures extrémes de E(p) sont précisément les mesures
w = PT(u) obtenues par projection de Kellerer. Le principe de démonstration que nous venons de
rappeler plus haut précisait que les dilatations correspondantes étaient des noyaux lipschitziens.
On a donc
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Lemme 3.2.13. Les dilatations de Kellerer pt sont des noyaux lipschitziens. Il en va de méme
de f; pr, doc pour tout x — Ty € T mesurable.

Autre démonstration. Rappelons qu’une dilatation est un noyau lipschitzien si et seulement si
c’est un noyau croissant, ce qui a été expliqué dans la démonstration du théoreme 3.2.10. La
définition 2.3.2 de pt ainsi que la figure 2.3 le décrivant nous permettent aisément de conclure
sur ce point. La deuxiéme propriété se voit par exemple & partir de la formule F[(f(]) pr.da)(x)] =

f; FlpT, (x)]dec et de la définition 1.2.8 de l'ordre stochastique. O

Pour compléter ce qui a été signalé plus haut Rty,.. = Joint(K, Pearria)) = K - (id, PBarr(a))
est en particulier 'unique élément de Mart(p, PB2r® (1)) et la dilatation de Kellerer pgarr(o
est 'unique noyau lipschitzien correspondant. Le théoreme suivant récapitule et insiste sur le
caractere canonique du transport soleil en rappelant des faits déja évoqués a la section 2.3 et la
remarque 2.3.5.

Théoréme 3.2.14 (Transport soleil et noyau lipschitzien). Soit u,v € 9?7 telles que n <¢c v. Il
existe une mesure de probabilité x sur Z ={T C R : T est fermé, inf T = —oo, sup T = 400} qui
représente v dans le sens ot pour tout borélien A

V(A) = [ PT(W)(A) dx(T) = PX(k)(A). (3.4)

L’opération PX s’obtient a laide de py = J'I dpt x(T) si bien que p- (id,py) = Joint(w, py) €
Mart™ (u, v).

Un choiz pour X est celui de la mesure uniforme sur (Ry)uepo,11 ot Ry est une famille
décroissante pour C. Si de plus X' est une autre mesure du méme type, c’est-a-dire associée
a une famille décroissante (R{)uejo,1] avec v = PX/(u) et w- (id, py/) € Mart(w,v), alors
Joint(u, py) = Joint(, py/) et ce transport est le transport soleil Sol(u, V).

Remarque 3.2.15. Les autres démonstrations de ce que Mart™" # () reposent sur des plonge-
ments de Skorohod (celui de Root dans [BHS16], celui de Hobson [Hob98] dans [Low08"]). Avec
Gol, notre point de vue sur la démonstration de Kellerer construit finalement un pont entre la
démonstration de Kellerer et celles par plongement de Skorohod.

3.3 Généralisation du théoréeme de Kellerer aux dimensions
supérieures

Les problemes 7a et 7b de [HPRY11] interroge sur la possibilité de généraliser le théoréme
3.1.14 au cas de PCOC, soit indexés sur RY, soit constitués de mesures vectorielles indexées
sur R. Par exemple, citons le probleme 7a : “Let (X¢a;t,A = 0) be a two-parameter peacock.
Does there exist an associated two-parameter martingale (Mg a;t, A > 0) 27 Ici peacock est un
processus plutét qu'une mesure : il faut remplacer (X¢a)e,n par Loi(X¢a),a pour permettre une
lecture conforme a la définition 3.1.10.

Probléeme 7a de [HPRY11]

Au théoreme 3.3.1 nous répondons négativement au probléme 7a, en niant une a une les
implications du théoreme 3.1.14.

Théoréme 3.3.1 ([Juil6a, Theorem 2]). Soit (T,<) l'un des ensembles {0,1}2, R2 ou R? muni
de son ordre partiel. Pour chacun de ces choix de T :
1 1l existe un PCOC indexé par T qui n’est associé a aucune martingale,

it il existe un PCOC indexé par T qui est bien associé a une martingale mais & aucune
martingale markovienne,
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115 1l existe un PCOC indexé par T qui est bien associé a une martingale markovienne mais a
aucune martingale markovienne a noyaux lipschitziens.

Démonstration. 11 suffit de traiter du cas 7 = {0,1,1/,2} = {0,1}> = {0,1}? avec 1, 1/ comme
indices intermédiaires, 0 = (0,0) et 2 = (1,1). Les cas T = Ri et 7 = R? s’obtiennent en prenant
des peacocks constantes sur quatre morceaux ordonnés de 7T .

Les trois constructions sont illustrées sur les figures 3.1, 3.2 et 3.3 sur lesquelles nous préfé-
rons indiquer des entiers proportionnels aux probabilités plutot que les probabilités elles-mémes
(facteur 6 sur la figure 3.1 et 3.2, et 12 sur la figure 3.3). Les choix de marges que nous faisons,
ainsi que les propriétés (martingale, martingale markovienne) déterminent entiérement les mar-
tingales de Mart((We)iefo,1,2)) et Mart((We)iefo,/1,2)). En particulier les dilatations utilisées sont
parfaitement connues. Nous les représentons aux figures 3.1, 3.2 et 3.3.

Le premier point du théoreme 3.3.1 est démontré par le PCOC (p¢)ie7 de la figure 3.1.

9 2
610 = 36_1 + 36 Al <
611 = 265 + 45, 7~al,
61 = 280 + 265 + 26, 1 9
61y =45_1 + 25,. —» =2

FIGURE 3.1 — La martingale associée & (W¢)iefo,1,2) au théoréme 3.3.1 (i). Aucune masse ne
transite de A vers Z.

Pour le second cas du théoreme 3.3.1 on effectue une petite modification.

6110 = 351 + 36,
611 = 5_5 + 56
611y = 280 + 25_5 + 255 1

611 = 55_1 + 5.

FIGURE 3.2 — Noyaux de transitions de (X¢)¢efo,1,2) du théoreme 3.3.1.(ii)

Pour le dernier point, les peacocks (i¢)tefo,1,2) €t (Kt)tefo, 1,2} ne sont plus symétriques I'une
par rapport a l'autre.

1210 = 681 + 65 1

1211 = 280 + 651 + 453 P
121y =580 + 662 + 6 3

6 7 1 5

]

1219, = 1067 + 82 + 86
0 0

—_—

2

FIGURE 3.3 — Les martingales associées & (It)tefo,1,2) €t (Ht)tefo, 1,21 pour le théoreme 3.3.1(iii).

O
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Probléme 7b de [HPRY11]

Le probleme 7b est le suivant “Is a R™-valued peacock a R™-valued 1-martingale ?”En d’autres
termes : Peut-on & tout PCOC sur R associer une martingale & valeur dans R¢? Hirsch et
Roynette y ont répondu positivement dans [HR13].

Théoréme 3.3.2 ([HR13]). Soit (wi)ier une famille de mesures de &1 (RY) ou (T,<) est
totalement ordonné. Les énoncés suivants sont équivalents.

1 W est un PCOC,

i1 W est associé a une martingale (Xi)ieT-

Il reste le probleme ouvert de déterminer si tout PCOC peut étre associé a une martin-
gale markovienne. Cette question était signalée par Kellerer deés I'introduction de [Kel72] : /. ../,
wihrend die Ubertragung der im zweiten Teil enthaltenen Ergebnisse etwa auf den mehrdimen-
sionalen Fall ein offenes Problem darstellt”. Cette équivalence serait celle de (1) et (3) dans le
théoréme 3.1.14. Nous savons avec le théoréeme 3.3.2 que (1) et (2) sont équivalents et montrons
maintenant dans la proposition 3.3.3 que (1) et (4) ne sont pas équivalents.

Proposition 3.3.3 ([Juil6a, Proposition 1]). Il existe un PCOC (Wi)ier indexé sur T =
0,1} avec py € P(R?) tel qu’aucune martingale markovienne & noyauz lipschitziens ne lui soit
associée. Ceci est également valable pour T = R, par exemple (en prenant un PCOC constant
par morceaux sur deus morceaur.)

Démonstration. Soit po = Alj0,11®80 € P (R?) et ks le noyau (x,0) — %(é(x’f(x)) + 0 (x,—f(x)))-
Soit wy = wo - kf € P21 (R?). Si 1 = uo - k pour une autre dilatation k : R? — 2 (R?), la
projection de k sur I'axe des abscisses est une dilatation envoyant Al 1) sur elle-méme. C’est
donc lidentité id : x € R — 8, € Z1(R). On a donc k = k¢. En choisissant f discontinue
comme, par exemple f = 1;,5 1}, on obtient le résultat : k n’est pas un noyau lipschitzien et

Mart"" (o, 1) = 0. O

Le probléme suivant reste ouvert. C’est la grande motivation pour trouver de nouvelles idées
pour construire des processus markoviens dont les marges sont prescrites, telles que celle de
remplacer noyau « lipschitzien » par « croissant » (lemme 3.2.8) ou celle derriere la construction
du processus Markov-quantile 919Q.

Probléme 3.3.4 (Théoreme de Kellerer dans R4). Peut-on, dans le théoréme 3.3.2, demander
additionnellement que (X¢)e7 soit markovienne 7

3.4 Construction d’une martingale construite a partir de R¢€ pour des
peacocks partiellement indexés

Dans cette partie nous considérons un PCOC (¢)ie7 indexé sur un ensemble partiellement
ordonné (7,<) et cherchons une martingale qui lui est associée. Nous avons vu au théoréme
3.3.1 que cela ne se fait pas de fagon générale. Nous nous restreindrons ici aux PCOC tels
que t < t/ implique uy <cp Wi/. Rappelons que l'ordre convexe diatomique <cp est apparu
A la définition 2.2.15. A la page 48 nous avons également défini O[a,b] comme la mesure de
probabilité de barycentre m concentrée sur {a,b}. Nous rappelons que si 6[a,b] <¢ 6lc,d],
I’ensemble Mart(0[a, b], 6[c, d]) contient un unique élément, noté 0[a, b;c, d]]. Notre résultat est
le suivant

Théoréeme 3.4.1 ([Juil6a, Theorem 4]). Soit (T,<) un ensemble partiellement ordonné et
(L)teT une famille de mesures dans £21(R) croissant pour l'ordre convexe diatomique <cp-
Alors il existe une martingale (X¢)te, de loi P, associée a (Wi)ie. On peut de plus imposer
que les lois jointes PHt soient des transports rideau centrés.

De plus, si toutes les mesures sont du type 0la,b] et T est totalement ordonné, la loi de
(Le)teT est entierement déterminée.
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Principe de la démonstration. Pour simplifier la présentation nous considérons que le barycentre
des mesures g est 0.

De la méme fagon qu’a la page 48 nous décomposons chaque mesure ¢ sous la forme pg =
O[f*t («), g*t (at)]. Du fait de notre hypothese sur l'ordre diatomique nous obtenons ainsi une
famille & un parametre o €]0, 1[ de peacocks (L¥)te7. Nous allons définir la martingale (X¢)teT
comme le mélange des martingales (X&)c7 associées a (L&) te7 pour tout « €]0, 1[. Le processus
(X¢)ter de loi P = f; Py do avec Py = Loi((X{)ie7) est une martingale associée & (pi)eT-

Il nous reste donc a associer une martingale (X{)te7 a (1{)te7. Cela se fait en considérant
un mouvement brownien standard (Bt)i>o et en définissant les variables aléatoires en fonction
de (By)iso par

XE = () L (e (> gl (o)) + 95 () Lo (o)) <(gline (o))
o1, pour tout x € R, t(x) est le temps d’atteinte de x par le mouvement brownien. O

Définition 3.4.2. Soit (7,<) un ensemble partiellement ordonné et (ut)te7 une famille de
mesures dans £ (R) croissant pour l'ordre convexe diatomique =<cp. Nous appelons processus
rideau centré SRE((y)ie7), le processus défini dans la démonstration du théoréme 3.4.1 dont les
marges de dimension deux sont des transports rideau centrés.

Remarque 3.4.3. Dans [BHJ18" "], en préparation, & l'aide d’une notion d’ombres généra-
lisées, nous construisons des martingales définies de facon univoque dont fait partie SRC. Dans
Uarticle en question, T est totalement ordonné et le PCOC (wi)ier arbitraire. Le principe de
définition est proche de celui des transports ombreés.

Processus quantiles £ markoviens

En raison du théoreme de Kellerer et du probleme 3.3.4 les constructions aboutissant a des
martingales markoviennes présentent un intérét certain. Dans [Juil6a, Theorem 5] nous expri-
mons les conditions nécessaires et suffisantes pour que RE( (Lt )re7) soit markovien. L’énoncé est
compliqué et difficilement mémorisable si bien que nous préférons présenter seulement le résultat
analogue pour les processus quantile, & savoir le théoreme 3.4.4 paru dans le méme article.

Pour (p)ter) donné, la mesure quantile Q = Q((pe)eer) est la loi du processus (G, ))teT
défini sur (]0, 1[,A). Nous observons que, pour tout s < t la mesure %" est le transport quantile
(s, ). Dans certains cas seulement cette mesure est markovienne.

Théoréeme 3.4.4 (Q markovien et « X »s, [Juil6a, Proposition 3]). La mesure quantile 9
est markovienne si et seulement si pour tout s < t < u et & < o’ €]0,1[, la conjonction des
conditions suivantes

Gy, (')
G (')

(Xl
0(/

Gy, () <
Gy, ()

implique Gy, () = Gy, (). Autrement dit, la condition peut se traduire comme « Gy, (x) =
Gu (o') impligue {Gy, (&) = Gy, (&) ou Gy (o) = Gy, (o))} ».

La condition pour que £ soit markovien peut se mémoriser en disant que deux trajectoires
associées & & < o’ ne forment jamais de « X ». Voir la figure 4.1 pour une illustration d’un pro-
cessus £ non-markovien : sur le shéma de gauche les trajectoires bleues rejoignent les trajectoires
rouges puis s’en séparent.

3.5 Martingales construites a ’aide du couplage rideau gauche R®

Il est tentant de penser que la construction canonique d’un transport martingale que nous
avons obtenue avec R® au chapitre 1 se décline dans une version (loi de) processus canonique.
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En rapport avec le théoreme de Kellerer, cela 'est d’autant plus qu’on peut espérer obtenir
une martingale markovienne. Dans [Juil8], nous avons fait 1’essai de concaténer des transports
rideau gauches a partir de marges extraites du PCOC (w¢)ie7 auquel on souhaite associer une
martingale. Nous rendons compte ici des théoremes principaux. Une démarche analogue a été
proposée par Henry-Labordére, Tan et Touzi dans [HTT16].

Dans les théorémes a venir les peacocks seront des familles de mesures de £77(R) indexées
sur [0, 1]. On note Subdiv([a, b]) ’ensemble des subdivisions de [a,b]. Le pas de |IR| de R ={a =
To<T1 <+ < T < Tmy1 = b} est maxy  [Tk1 — ri]. Pour une subdivision R € Subdiv([0, 1])
donnée nous associons & (itt)e[o,1] une mesure Prry € Mart((K|¢)))tefo, 1) ot [t]r = max(ry €
R: 1 < t, k <m). Cest 'unique mesure qui, a la fois

i est markovienne,

ii vérifie P{r]‘g}’r" " =R&(r,, Ur, ., ), Oll On précise que P{r,‘g}’r“ " est le transport (Pgy) ™o =
(proj{rk’rkﬂ})#P{R}.

Puisque Prg) est une loi de martingale dont les marges sont constantes par morceaux, on pour
noter que le processus le sera aussi sur chacun des intervalles [ry, T 1] et [rm, 1].

Nous appelons mesure rideau gauche limite toute valeur d’adhérence obtenue lorsque |R| tend
vers zéro, c’est-a-dire toute limite d’une suite (Pr, j)nen+ ol [Rn| — 0. Cette notion dépend de
la topologie choisie, dans cette section la topologie fini-dimensionnelle ou celle de Skorohod.

Remarque 3.5.1. Des facons différentes d’associer une mesure a une famille (Wi)icjo,1) et une
subdivision R sont introduites plus loin. Par exemple, le processus Pg) introduit a la page 70 n’est
pas constant par morceaur.

On peut aisément montrer qu'une martingale cadlag est associée & un PCOC continu a droite
et possédant une limite & gauche (pour la topologie faible). Notons que tous les PCOC possedent
une limite a gauche en tout point. Pour voir cela on peut considérer la fonction croissante t —
[ VT +x2dp(x) ou la famille (U[pe])tejo,17 des fonctions potentielles.

Théoréme 3.5.2 ([Juil8, Theorem Al). Soit ([)iejo,1) un PCOC continu a droite. Pour la
topologie fini-dimensionnelle l’ensemble des mesures rideau gauche limites est non vide. Cet en-
semble contient au moins une mesure P pertinente, c’est a dire vérifiant P € Mart((Wi)iejo,17) et
associée a un processus cadlag.

Pour la topologie de Skorohod les mesures rideau gauche limites sont toutes pertinentes (mais
il n’est pas démontré que l'ensemble est non-vide).

Le second résultat concerne les PCOC dont les marges sont des mesures uniformes. La figure
3.4 illustre les étapes de construction du processus de loi P(g; pour f linéaire et R équirépartie.

Théoréeme 3.5.3 ([Juil8, Theorem B]). Soit wy la mesure uniforme sur [—f(t), f(t)], ot f est
strictement positive, croissante et continue sur [0,1]. Il existe une unique mesure rideau gauche
limite associée a (Wi)iejo,1) et celle-ci est markovienne.

Le processus associé est continu par morceaut, croissant entre les sauts (4 incréments négatifs)
vers —f(t) a linstant t. Les sauts dépendent seulement du temps et non de la position. Ils se
produisent avec intensité 2~ dlog(f(t))/dt.

Pour f(t) = exp(2t)/2, les sauts se produisent en suivant une processus de Poisson standard.

Le troisieme résultat concerne des mesures atomiques. On obtient de nouveau 1'unicité du
processus limite.

Théoréme 3.5.4 ([Juil8, Theorem C]). Soit (t)iefo,1) un PCOC du type

n
W = Z ai(t)éxi(t)
i=1
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F1GURE 3.4 — Composition de transports rideau gauches entre mesures uniformes.

out (X1y.00yXn, A1y...,an)(t) est analytique réelle et satisfait de plus a
a1 (t)y...,an(t) >0 et x1(t) <...<xn(t).

Alors, il existe une unique mesure rideau gauche limite associée a (Wt)ie(o,1) et celle-ci est mar-
kovienne.

Comme énoncé dans le théoreme suivant, il n’y a pas unicité du processus limite et la limite
peut étre markovienne ou non. La figure 3.5 représente le processus contre-exemple décrit dans
[Juil8, §6]. Il présente la particularité de posséder des marges p toutes continues. Sur la figure,
les trajectoires x1 et x, partent séparément, puis fusionnent, et enfin se séparent de nouveau.

geé %%0 kage

t =0 to =1y t=2

FIGURE 3.5 — Processus rideau limite non-markovien associé a un PCOC de marges absolument
continues.

Théoréme 3.5.5 ([Juil8, Theorem D]). Il existe un PCOC ([t)iejo,1) €t un processus rideau
gauche limite (X¢)iejo,11 associé a (WUi)iejo,1) tel que Loi(X¢) = wy pour tout t, mais (X¢)iepo,1
n’est pas markovien. De plus, nous connaissons deux exemples ou les mesures de la famille
(Ke)tefo,1] peuvent étre choisies toutes discrétes ou toutes continues.
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3.6 La mesure Markov-quantile 9Q

Nous avons vu au théoreme 3.4.4 que Q(ut)ter n'est pas (la mesure d’)un processus mar-
kovien. Dans cette section nous rendons compte de travaux effectués dans [BouJ18*] faisant
apparaitre 9, la version markovinfiée du processus quantile. Le processus 91 conserve des
propriétés de 9 mais il est en plus markovien. Commencgons par considérer la markovinification
d’un processus en général.

Markovinification d’un processus 4 noyaux croissants ou lipschitziens

Dans la section précédente nous avons expliqué notre objectif de créer un processus markovien
canonique, dont les marges sont prescrites, a ’aide de transports canoniques (dans ladite section,
le transport rideau gauche). Nous poursuivouns ici avec cette méme visée en prenant comme plans
de transport de référence les lois jointes 2-dimensionnelles d’une loi processus P qui nous est
donnée. L’objectif est de batir une famille compatible de transports, donnant ainsi une mesure
« markovinifiée » P’, la mesure P rendue markovienne. La markovinifiée d’une mesure P marko-
vienne est P elle-méme. Nous nous préoccuperons plus tard de la markovinifiée de Q( (¢ )ier) qui
sera unique et nommée mesure Markov-quantile. Si nous ne connaissons pas d’autres résultats
généraux d’unicité sur la markovinfiée, voici toutefois un résultat d’existence général.

Théoréme 3.6.1 (Markovinification). Soit (W)rer une famille de mesures dans Z(R) et P €
Marg((wt)ter). Si P est a noyaux croissants ou bien a noyauz lipschitziens, il existe une mesure
markovienne P’ € Marg((ut)ter) dont tous les transports (P'SY)s ¢ sont du type

(n) (n)
P&t = lim Pigi = lim PSM .. Pt
(o) n n—oo
o, pour tout s <t etn, RS ={s = T([)n) < Tgn) <l < rgff] < ri:jr] =t} est une subdivision de

[s,t]. On peut de plus exiger de la suite (Ry)n qu’elle satisfasse a |[Ry| — 0.

Ce théoreme, du moins pour les noyaux lipschitziens, aurait pu étre écrit par Kellerer puisque
ce n’est pas bien plus qu’un corollaire de son travail. La démonstration s’appuie sur les lemmes
3.2.2 et 3.2.8.

L’idée du nom « markovinification » est que les transitions infinitésimales de P’ ressemblent &
celles de P, si bien qu’on estime que P’ conserve quelque chose de P, tout en étant markovienne.

Markovinification du processus quantile

La notation Pg; est apparue dans le théoreme 3.6.1 par le biais du transport P[S,{;t] associé
a la mesure P et a la subdivision Rf{t C [s,t] sans que l'on ait besoin de définir le sens de la
mesure P(gs.i) elle-méme. Le voici donc. Pour une subdivision R = {r1 <--- <7} donnée nous
associons & (it )ter la mesure Pir) € Mart((pe)ter)) telle que
P[R] — p]*oo»ﬁ] o p[h T2l gl o P[qu Tml g P[TerOO[
ou on généralise la concaténation o, apparue en définition 3.1.5, de la seule facon envisageable.
Plus précisément la mesure P satisfait a

m

0 0 1 1
(proj®)4Ppr) = PS15m0 T o PTISTrnSngoT2 o o PTmosTsensily,

ot S ={sf,...,88 11,8, 0y 8h T2, T, ST ST L

En terme de processus, le principe est que la loi de Py est celle de P a cela pres qu’aux
instants 1, € R le passé est rendu indépendant du futur conditionnellement au présent. Les
instants de R peuvent étre considérés comme des « coupes » du temps dans lesquelles on injecte

et impose de 'indépendance au processus.
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Notons spécifiquement que si P vaut Q et R ={ry,...,rm} Cls,t[, on a Qf,{ﬁ =9 .QrTe.
e QT Tm QTmt

Pour toute mesure quantile Q € Marg((it)ie7) indexée par un ensemble arbitraire 7 1'in-
égalité de Hoeffding-Fréchet, rappelée en définition 1.2.11 pour deux indices, se prolonge : si
t1,...,tm sont des éléments de T alors pour tout x € R™, Qttrotm(] —oo,x]) > Ptirtm(] —
00,x]). On note cela Qt1>---tm <, Ptis-otm 3 ’aide de <)o, I'ordre du plus petit orthant, confor-
mément & la définition 1.2.8. De fagon générale si (Xs,X¢) ~ P et (Ys, Yi) ~ Q sont des éléments
du méme espace de transports Marg(p,v) alors P <), Q est équivalent a

P(X; <ylXs <x) > P(Yy <ylYs <x) pour tout (x,y) € R?.

Théoréme 3.6.2 (Existence et propriétés de 9MQ, [BouJ18*, Theorem Al). (a) Soit (1) er
une famille de mesures de probabilités. Alors, il existe une unique mesure MY € Marg((Le)ier)
telle que :

(i) MQ est markovienne,
(i) MA est a noyauz croissants,

(#ii) Les transports (MO ) s de MY sont des éléments minimauz pour =<1, dans le sous-
ensemble des mesures P € Marg(()ier) satisfaisant o (i) et (ii), au sens ot MASY <,
PS$t pour tout s < t.

Nous appellerons cette mesure mesure Markov-quantile.
(b) La mesure MQ est aussi l'unique mesure markovinifiée de Q.
Finalement :

(c) Si ()ier est croissante pour =, il existe un processus X = (X¢)ier : Q — RE de loi
MO dont les trajectoires sont croissantes, c’est-a-dire tel que t — X¢(w) est croissante pour tout
w e Q.

Remarque 3.6.3. — Rappelons que ’énoncé (b) sur la markovinification de Q signifie que
MO est l'unique mesure markovienne telle que pour tout s < t, il existe une suite (RS )nen
de subdivisions de [s,t] pour laquelle MO est la limite de la suite (Dfﬁi,t])neN.

— L’énoncé (c) contient notre extension du théoréme de Kellerer d l’ordre stochastique (théo-
reme 3.2.4) et son corollaire, le 3.2.12. Il donne une précision supplémentaire en exhibant
MO comme processus markovien croissant. Sous (c) on conserve ainsi la propriété de
croissance du processus quantile en lui ajoutant la propriété de Markov.

— Toujours par rapport au théoréme 3.2.4 et a (c), nous ne connaissons en revanche pas de
processus qui pour 3¢ (et un PCOC (ut)rer) se construit d’une fagon analogue a celle dont
nous construisons M.

Nous avons en fait non seulement une convergence vers les transports (9Q*"))s-¢ comme
au point (a) du théoréme mais aussi une convergence des mesures, impliquant en particulier une
unique suite (R, )y, plutot qu'une suite (R$'), par couple (s, t).

Théoréme 3.6.4. Il existe une suite (R, )nen d’ensembles finis de R, croissante pour l’inclusion,
telle que Qg, ) € Marg((1t)ter) converge vers M.

De plus, si pour une suite de subdivision (Rn)nen, la suite (Qr, 1)nen posséde une limite qui
est markovienne, alors cette limite est M.

Le résultat des deux théoremes précédents apparait comme un aboutissement de nos tentatives
des sections 3.4 et 3.5. Aucune restriction n’est faite sur la famille (py)ier (sauf le fait que R est
totalement ordonné), la mesure limite existe toujours et elle conserve certaines propriétés de Q
(comme au théoreme 3.6.2(c) et (a)(iii) ou dans le chapitre 4 au théoréme 4.3.4). Par rapport au
théoreme de Kellerer qui est un pur résultat d’existence, on a méme 1'unicité de la mesure limite.
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Construction du processus Markov-quantile

Nous allons expliquer comment définir Q. Cela requiert des étapes et des démonstrations
que nous ne préciserons pas toutes. Pour simplifier les notations nous notons Gy = G[u] la
fonction quantile de py et F¢ sa fonction de répartition. La construction de 919 est fondée
sur une famille de transports Lis ¢ € Marg(A,A) ot A = Al 1] est la mesure de Lebesgue
restreinte & [0, 1]. Ce sont les marges de dimension 2 d’une mesure Lev € Marg(M)ier (voir
définition 3.6.13) que nous nommerons la mesure sur les niveaux de quantiles. Ici chaque A¢
est une copie de A indexée par t € R. Le lien entre Lev et MO est le suivant : G transporte
([0, 1], A¢) sur (R U{£oo}, k). On pose G = [ [, g Gt si bien que Gy transporte Marg((A¢)ier)
sur Marg((p)ier). Le processus Markov-quantile sera donc défini & partir de celui sur les niveaux
de quantile comme suit :

GuLev = MQ. (3.5)

Noyaux de transitions sur [0, 1]

Les transports quantiles entre A et ¢ nous permettent de passer de I'espace des niveaux de
quantile a celui des quantiles.

Notation 3.6.5 (qr, kr, k). Pour tout r € R, nous posons ¢, = Q(A, i) ; et, donc, 'q, =
Q(ur,A). La désintégration de ces transports donnent les noyaux

kr : ((X)B) — 6G1-(0()(B)
et

OF (x si x)=0
Yl ) =4 T My
(e ()T ALF, (x),Fr st pe(x) > 0.

Remarque 3.6.6. (a) On a *qs.q¢ = Joint (s, "ke.ky) = Q5 = Q (s, 1t )-

(b) En revanche, qy.'qr # Idx2 € Marg(AA). En effet k,.'k, envoie chaque niveau de
quantile o« € 10, 1] sur lui-méme sauf si G, (o) est un atome de w,. Plus précisément on a presque
surement

t (s if ur(Gr(a)) =0
kT (o) = {(CXJr — 067)71)\‘]0(7‘0(+[ if o €loc, ot

ou Jo—, t[ est un des intervalles Ay défini tel que suit.

Notation 3.6.7 (Niveaux atomiques, {;). (a) On pose A, x lintervalle ouvert JF,(x ), Fy(x)[
dont les niveaux de quantiles sont réunis par G, sur un atome x de W,. L’ensemble A, est la
réunion UH—r(X)>0 Arx C [0,1] des « niveaux atomiques » de .

(b) On pose £, =k, - k.

Remarque 3.6.8. Les mesures 0 < A sont transportées par & de la facon suivante : 0 - £,
coincide avec © sur 10, 1[\ Ay, et sur A, x sa densité est constante et déterminée par la masse,
0(Arx), qui est conservée. Cette densité vaut donc (x™ — oc*)qﬁ(/-\r,x). En ce qui concerne les
fonctions de répartition, F[O - ;] est continue, vaut F[B] sur]0,1[\ A, x et est affine sur chaque
composante connexe Ay x de Ax.

Le produit f}’eﬁ =0T . QT2 QDT Tt qui apparait dans les théorémes 3.6.2
et 3.6.4 peut maintenant étre analysé plus finement. Son noyau est
("ks ~ Koy ) - ("Kry o kry) v eee (kepy o ke ) - (K, - k)
= tks : (kh 'tkn) Teeet (krm 'tkrm) ke
="ks by, e by, Ky (3.6)

Suite a (3.6) on introduit g et Lg pour R ={ry,..., 1} :
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FI1GURE 3.6 — Composition de noyaux £,

Notation 3.6.9. Soit R = {r1,...,Tn} C R une subdivision. On notera {g le noyau &, -£;,-...-&;
et Lg le transport Joint(A, {g) € Marg(A, A).

m

On remarque {;; = £, et que pour tout R, A-€g = A. Il apparait de plus que {r ne dépend
que de (A;)rer et non pas des mesures (W, )rer. Le lemme suivant étudie le comportement des
noyaux {r par rapport a I'ordre stochastique.

Lemme 3.6.10. Soit R C R un ensemble fini et u, v des mesures absolument continues par
rapport a A.

(a) Si0 <4, 0, alors 0 -Lr <4, 0 - b, c’est-a-dire que Ly est 4 noyaux croissants.
(b) Si 0 posséde une densité décroissante, alors la densité de © - Lr est également décroissante.

De plus, 0 <4, 0 - Lg.

Nous rappelons que 'ordre du plus petit orthant <, a été introduit a la définition 1.2.8 en
méme temps que <gi,. Nous spécifions maintenant une équation qui les relie.

Remarque 3.6.11. On peut remarquer que pour 7 = Joint(u, k) on a Flrl(x,y) = Flu|)_ ookl (y).
Ainsi
V(X)U) € RZ) p’l_]foo,x}'k =sto l»ll_]foo,x]'k/
est équivalent a
Joint(w, k) =<1, Joint(u, k).
Plus spécifiguement pour Lg = Joint(A, £g),

V(x,y) € 10,112, Al jo,x1-¢R =sto Aljo,x1 CR”

est équivalent a
Lr =10 Lr.

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer une définition plus générale de Ly et {g. Celle-
ci nécessite des démonstrations faites dans [BouJ187]. Le lemme 3.6.10 et la remarque 3.6.11
en sont des éléments.

Définition 3.6.12. Soit R une partie quelconque de R. Nous notons Lg le supremum pour =i,
de I'ensemble

{Lg+ € Marg(A,A) : R’ fini C R}
En d’autres termes il existe un élément M de Marg(A, A) tel que
— VR’ fini C R, Lgs X0 M,
— Si M vérifie la ligne précédente, alors M =<, M.
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FIGURE 3.7 — Composition des noyaux {,, agissant sur une mesure de Dirac 5. Sur chaque
colonne, 'intervalle horizontal est 1’espace des niveaux de quantile ]0, 1[. De haut en bas, les
barres horizontales représentent les intervalles A, successifs et apres chacun la densité de la
mesure de 0, a laquelle a été appliqué &, ..., £y,. Sur le coté droit A,, est enlevé.

Nous notons ce transport Lg et £g le noyau ki, associé.

Cette définition est en cohérence avec la notation 3.6.9. Nous concluons par la définition de
IMNA. Celle-ci aussi requiert des étapes de démonstration qu’on trouve dans [BouJ18*]. Elle
repose sur le corollaire 3.1.8.

Définition 3.6.13. La famille (L5 ))s<¢ est consistante. Nous appelons mesure sur les niveaux
de quantile et notons Lev la mesure dont les marges de dimension 2 sont les transports (Lis ¢1)s<t.
La mesure Markov-quantile est définie par 1’équation 3.5, que nous rappelons ici :

GuLev = MA. (3.7)

Eclaircissements et compléments

A Taide des figures 3.6-3.8, nous illustrons le principe de la construction de Lev (et donc de
9ML). Nous n’allons pas directement définir 91Q>" comme la limite de transports Qfﬁtn] pour une

. « . s s s . t
suite (Rn)n choisie. Nous procédons différemment en définissant 9Q*" comme un supremum
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FIGURE 3.8 — Les noyaux {, de la figure 3.7 agissant sur la mesure de densité %Il]o)x[. Le cadre
est le méme que celui de la figure 3.7.

défini sur 'ensemble {Q%] : R fini et R CJs, t[}. Comme nous 'avons vu, cela est techniquement
réalisé sur ’espace des niveaux de quantile ot on cherche le supremum des {{g : R fini et R C]s, t[}
pour un ordre approprié. Comme nous I’avons vu il s’agit de =4, pour les mesures (et les noyaux)
sur R, ce qui se transfere a <), pour les transports.

Observons d’abord la figure 3.6 ou est illustrée la fagcon dont {g agit sur les mesures 0 concen-
trée sur [0, 1]. Nous le faisons pour R = {rq,12,73,74} et 6 = 8, une masse de Dirac. Le segment
vertical & gauche est l'espace des niveaux de quantile. On suppose que chaque W, comporte
exactement un unique atome qui est représenté a I’abscisse r; par une barre verticale, I'intervalle
A, correctement positionnée, de longueur la masse de cet atome. Puisque x € A;,, 0y - {y, est
simplement la mesure uniforme sur A,,. A la suite £, ne modifie pas cette nouvelle mesure en
dehors de A;, et étale uniformément le reste de la masse sur cet intervalle. La figure de gauche
représente une trajectoire possible d’un élément de masse partant de x. Celui-ci est déplacé selon
une chaine de Markov inhomogene dont les transitions sont les {,,. Dans un premier temps x est
remplacé & l'instant T1 par x’ choisi uniformément sur A,,. Comme x’ ¢ A,, l'obstacle suivant
est Ay, & linstant r3. On choisit donc alors le nouveau niveau x” uniformément sur A,,. Le
noyau {,, le déplace sur x"” € A,,. Le second dessin montre successivement, & 1’aide de niveaux
de gris proportionnels & la densité, les mesures d, puis dx - £r,, puis dx - &y, - £r,. ..

Nous observons ainsi que chaque {,, étale encore plus la masse dx - €y, - ... €, , déja étalée
au cours des étapes précédentes. Quantitativement, la variation totale de la densité, par exemple,
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est réduite a chaque étape. On ne pourra jamais étaler plus si on obtient A la mesure sur laquelle
Paction des noyaux est triviale. Une idée naturelle est de voir si pour R” C Ret 0 < A, la densité
de 0 - L pourrait s’approcher de 1 17, pour une distance adéquate, plus pres que ne I'est 0 - £g-.
Malheureusement, si c’est bien le cas lorsque R’ est le « début » de R, ce n’est pas vrai en
général. Ala figure 3.7 nous montrons du haut vers le bas la mesure 8, et les densités de
=8y by, Ox by ey, Oy by by Gy, et Oy - by - Uy, - by, - G, (Sur la gauche),

—0x Ay, &5 - by Ly, et Oy - &y, - €, - £y, (sur la droite),

Six =1, A, =13,2[ Ar, = 15,10 Ar, = 13,20 Ay, = 10,3 alors 8y - Upy sy ra) = A,
c’est-a-dire que sa densité est 1y 17, quand bien méme 8 - {r 7# A.

Notre solution est d’observer I'action de {g sur les mesures de densité © = %]I[O,x]- Quels que
soient les éléments de R’ prélevés dans R, on aura 0 - {g/ =40 0 - £r. Dans 'exemple de la figure
3.8, avec les mémes noyaux {,, qu’a la figure 3.7, on agit sur une telle mesure © pour x = % On
obtient bien 0 - &y, - &y, - €y - by, 7510 0 - by, - r, ey

Le théoréme 3.6.4 est une amélioration du théoréme 3.6.2. Dans [BouJ18", Theorem 4.21]
nous disposons d’une version plus forte encore. En voici quelques aspects.

Remarque 3.6.14 (Précisions sur (Rn)nen dans le théoreme 3.6.4). (a) Il s’avére que pour
(Rn)n une suite croissante, la convergence de Qg, | vers M ne dépend que de R = UnRy. Peu
importe la fagon dont R est décrite comme une réunion, on obtiendra mq a la limite.

(b) Dans le calcul du transport Qfﬁ de nos théorémes ainsi que du noyau {g, l'influence
des instants Ti pour lesquels W, ne posseéde pas d’atome est nulle. Ainsi nous pouvons nous
contenter de prendre des instants « atomiques » dans R. Maintenant il s’avére que tous les instants
atomiques n’ont pas le méme statut. Cela est important car R = Uy, Ry, ne peut contenir qu’un
ensemble dénombrable d’instants alors que les instants atomiques forment en général un ensemble
indénombrable.

— On distingue dans [BouJ18%] des instants atomiques essentiels que [’on sait caractériser
(voir [BouJ18", Definition 4.25]). La suite Qg | ne tendra vers MM que si tous ces instants
sont dans R.

— Les autres instants atomiques sont inessentiels. Pour tout ensemble fini de ceuz-ci il existe
un ensemble R convenable qui évite chacun d’entre eux. Ainsi, l'intersection de tous les ensembles
R satisfaisant a la propriété de convergence est exactement l’ensemble des instants atomiques
essentiels.

La partie 6 de [BouJ187] fournit des exemples de processus Markov-quantile dans des si-
tuations ou 'ensemble {(t, &) € R x [0, 1] : o € A} est propice a I’étude directe. Pour ne donner
qu'un exemple, pour p; = Poisson(t) le processus Markov-quantile est simplement le processus
de comptage de Poisson.



Développements autour de [’équation de continuité

Comme l'ont démontré Jordan, Kinderlehrer et Otto [JKO98], Benamou et Brenier [BB0O],
puis d’autres dont Ambrosio, Gigi et Savaré [AGS08|, ’équation de continuité est le bon cadre
technique pour étudier le transport optimal, non pas entre deux mesures éloignées, mais au
niveau infinitésimal, c’est-a-dire entre une mesure p et une mesure mobile puy dont la distance a
i est proportionnelle & h lorsque h tend vers zéro. Ce type d’affirmation peut faire penser aux
transports infinitésimaux que nous avons vus apparaitre en dérivant les ombres, selon le modele
de la section 2.3, il s’agit toutefois d’une chose bien différente.

Le principe général est le suivant. On dispose d’'une courbe (us)ser. Celle-ci doit étre vue
comme ’analogue des marges a transporter dans le probleme initial. Il y a autant de problemes
de transports que d’instants s. Les plans de transports sont remplacés par des champs de vecteurs
(Vs)ser- Un vecteur & l'instant s remplace une route pour le transport infinitésimal de I'instant
s entre s et cette méme mesure déplacée de fagon infinitésimale. La contrainte des marges est
traduite par

dps
S

+ div(psVs) = 0. (4.1)

Le vecteur Vj est optimal lorsque [ | Vi|*dus atteint sa borne inférieure sur 'ensemble des
vecteurs admissibles pour (4.1). Enfin on retrouve une sorte de théoréme de Brenier dans le fait
qu’un champ de vecteurs est optimal si et seulement si il est « de type gradient », dans un sens
précis rappelé a la proposition 4.2.4 (dans le cas du groupe de Heisenberg H).

Dans ce chapitre nous proposons de présenter certains de nos résultats autour de I’équation de
continuité, dans un contexte probabiliste d’une part, en lien avec le processus Markov-quantile,
dans un contexte géométrique d’autre part, en lien avec la transformation de Gigli et Mantegazza
introduite dans [GM14].

Notre développement probabiliste poursuit notre étude des chapitres précédents. Il est possible
de définir un processus, au sens large, qui a la fois est associé a (us)se et, de plus, est optimal.
Dans le contexte de I’équation de continuité il s’agit d’'une mesure de probabilité sur C([0, 1], X)
(ot dans les cas de base, X' est une variété différentielle) qui est concentrée sur un ensemble
de courbes intégrales s — ys, au sens ou yYs = Vs(vs). Il n’y a pas unicité de ce processus.
Cependant, avec le processus Markov-quantile, nous parvenons a trouver un tel processus qui
soit en plus markovien, mais pour X = R seulement puisque c’est ’espace ou évolue le processus
Markov-quantile. Le champ de recherches reste cependant entierement ouvert a d’autres espaces.

Notre développement géométrique concerne les courbes du type s — p% ou s — ag évolue
dans un espace métrique (spécialement, pour nous, un cone euclidien ou le groupe de Heisenberg).
La fonction a € X — pu® € £(X) désigne la mesure obtenue par diffusion de la chaleur en partant
de a et s’arrétant & un instant t > 0 convenu, le méme pour tout a. Plutét qu’une seule famille
(1) qex de mesures plongées dans & (X) on a donc de fait pour tout t > 0 une famille différente
(L) acx et, pour a fixé, la courbe t — puf est celle de la diffusion de la chaleur. Pour tout t > 0,
il est possible de définir une nouvelle distance sur X' par

di(a,a’) = Wy (ud, ud) (4.2)

puis, dans un second temps de prendre sa version intrinseque d dans I'optique de disposer
avec (X, dy), d'un espace géodésique. Cette transformation d — dy — dy des distances sur X
due a Gigli et Manteggazza [GM14] s’avere intéressante lorsque X' est une variété riemannienne
compacte car la déformation t — (X, d¢) reste dans cette classe et, encore mieux, est tangente en
t = 0 au flot de Ricci, dans un sens qui est précisé dans l'article en question. Il est ainsi naturel
d’examiner la transformation pour des espaces métriques avec ’objectif de définir le flot de Ricci
partant d’espaces singuliers. C’est ce que nous avons fait dans [ErbJ18] partant de cénes droits
euclidiens et du groupe de Heisenberg.

Le lien avec I’équation de continuité apparait en ce que les champs de vecteurs optimaux
(Vs)ser associés a la courbe s +— p%s définissent une métrique L? au point u¢ en tout a € X,
une métrique qui permet de redéfinir d; différemment.

T
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Dans [ErbJ18, Assumption 2.1 et (2.1)] une étape dans la définition de d¢ pour un espace
métrique général, est la majoration lipschitzienne suivante

di(a,a’) =Wa(uf, ') < C(t)d(a,a’). (4.3)

Dans le groupe de Heisenberg (X, d) = (H, dc.), les relations du type de (4.3) que nous appelons
« inégalités de Kuwada—Li » [Li06, Kuw10] sont devenues un sujet d’intérét en soi que nous avons
continué d’étoffer dans [ErbJ18] et [BonJ18"]. Elles restent mystérieuses, car, alors méme que

Weo (18, 18") < Cdee(a, a’) (4.4)

est démontré, des transports engendrant directement ces relations n’ont jamais été exhibés. Sou-
lignons que (4.4) constitue bien une amélioration de (4.3) : cela réside non seulement dans le
fait que la distance de Wasserstein W, est plus grande que W5, mais aussi dans celui que la
constante C ne dépend pas du temps. Les relations sont, comme 1’a montré Kuwada [Kuw10],
duales d’autres relations sur les gradients du semi-groupe de la chaleur dont la plus forte est celle
de H.Q. Li. [Li06]

4.1 Introduction rapide au groupe de Heisenberg.

Le groupe de Heisenberg

Le groupe de Heisenberg H est un groupe de Lie identifié & C x R avec pour loi de composition

1 _
(z,u) - (z/,u)) = (z—i—z’,u—i—u’ — 21m(zz’)> ,
ou Im représente la partie imaginaire d’'un nombre complexe.
Une base de 'algebre de Lie associée est donnée par les champs de vecteurs invariants par
translation a gauche suivants :

Xzax—%au, Y:ay+§au, U=20,,
oll on remarquera comme unique relation non-triviale [X,Y] = —[Y,X] = U.

On introduit également les champs de vecteurs invariants a droite suivant

y X
X:ax+§au, YZELfE

La mesure de Haar, qui est définie a une constante multiplicative pres, coincide avec la mesure
de Lebesgue L. Elle est a la fois invariante par translations a gauche et a droite.

e, U=U.

Distances riemanniennes et sous-riemanniennes

A T’aide de la norme de Carnot-Carathéodory on munit H d’une structure sous-riemannienne

2 2 : =0
nmx+nY+qu¢:{m osa=h
+o0o sinon.

En minimisant la longueur des courbes, on définit alors la distance d.. : pour tout couple a, a’ € H
nous avons ainsi

T

Qdmd%ﬂMJH%MA&
0

ou I'infimum est obtenu sur la classe des courbes absolument continues (Vs)sero,m (par rapport
a la distance euclidienne) telle que yo = a et yr = a’. Il apparait clairement que la longueur

1. D’autres classes comme celle des courbes lipschitziennes donnent des définitions équivalentes.
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sous-riemannienne est seulement finie dans le cas ou v est contenue dans le sous-fibré horizontal
HH = Vect(X,Y) C TH en presque tout instant.

Comme conséquence de la condition de Hérmander — le fait que les crochets de Lie engendrent
I’espace tangent en tout point — la distance d.. est finie : il est possible de joindre un point a
n’importe quel autre par une courbe de longueur finie. Une courbe est absolument continue par
rapport a d.. si et seulement si elle est absolument continue au sens euclidien et que son vecteur
tangent est presque partout horizontal.

A une constant multiplicative prés, la mesure de Lebesgue L coincide avec la mesure de
Hausdorff de dimension 4 de I’espace métrique (H, d..). Cela souligne si il est besoin que (H, d..)
n’est pas riemannien.

Cependant, la pseudo-norme || - ||cc est naturellement approchée par une famille de métriques
riemanniennes indexées par ¢ > 0, & savoir

ImX + 1Y + qU| fiom(e) = m> + 1%+ (q/e)% .

On note dpjem(e) la distance riemannienne associée. Son volume riemannien est de nouveau £ a
une constante pres.

Les distances dcc et dRriem := dRiem(1) S¢ comparent a ’aide de considérations géométriques
simples, liées au probleme de Didon et a I'inégalité isopérimétrique planaire.

Proposition 4.1.1 (voir par exemple [Juil4, Lemmal.1l]). On a

dRicm < dcc < dRicm + 4.

et aussi dee(Om, (%,4,0)) = /X2 +y2,  dee((x,Y,2), (x,y,z+ h)) = 2+/7h|.

On introduite maintenant la quasinorme ? homogéne

H:a=(z,u) € H /|22 + [ul € R,

et la quasidistance homogene invariante & gauche qui lui est associée dy(a,a’) = H(a™'a’).
Alors

Proposition 4.1.2. [ existe une constante ¢ > 1 telle que
max(]z’ —zl,¢” du(a,a’)) < dee(a, a’) < cdn(a,a’) (4.5)

pour tout a = (z,u) et a’ = (z',u’) dans H.

Isométries

Pour tout p € H, on note, respectivement, trans, : H — H et tra/Es(1 : H — H les translations
a gauche et a droite d’élément a :

transa(a/) =qa- a/ = transa/((l) .

Par définition, un champ de vecteurs V est invariant par translation & gauche si et seulement
si D transq (V) =V pour tout a € H. Ainsi, la translation & gauche trans, est-elle une isométrie
a la fois de dcc et des distances drjem (). Ceci n’est satisfait par transq: que lorsque a’ est de la
forme (0,w).

D’autres isométries sont

— les rotations rotg : H 3 (z,u) — (e!®z,1) définies pour 8 € R,
— la réflexion sym : H > (z,u) — (z, —u),

et, & une constante multiplicative A pres,

2. L’inégalité triangulaire n’est vraie qu’a une constante multiplicative pres.
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— les dilatations homogenes dily : H 3 (z,1) — (Az, A%u) ot A > 0.

On a D il (V) = AV si et seulement si V est horizontal. En général on a
Ddily(mX +nY + qU) = A(mX +nY) +A?qU.

Donc dily est une isométrie entre (H, de.) et (H,A"'de.) et également entre (H, dRiem(e)) et
(H, AT dRiem(er))- Il sensuit que toutes les variétés riemanniennes (H, drjem(e))e>0 sont isomé-
triques a une constante multiplicative pres, ce qui justifie le fait de considérer principalement
(H, driem) (notation de (H, driem(e)) pour € =1).

Remarque 4.1.3. Bien que moins classiquement utilisées, les dilatations pour A < 0 sont aussi
des isométries a une constante prés. Dans [JSig17] elles ont joué un rdle important pour réaliser
une chirurgie de courbes horizontales.

Noyau de la chaleur

Une autre conséquence importante venant de la condition de Hérmander est ’hypoellipticité
des opérateurs Agc = X? + Y? et A, — 0¢. Cela signifie en particulier que les fonctions p :
(0,00) x H — R satisfaisant, au sens des distributions, & I’équation de la chaleur

atp = Accp)

sont lisses (c’est-a-dire de classe C*°). Soulignons que ’équation de la chaleur est invariante par
translation & gauche. Comme il a été montré par Gaveau [Gav77], la solution uy = p¢L de
condition initiale py € 92, (H) peut-étre obtenue par convolution avec la solution fondamentale

ht :
ou(p) = jht(q—‘p)duo(q) ,

ou b est explicitement donnée par la formule

2 AL |z|? A
- _c A _ e AN Y
he(z,u) = (arct)2 J exp (t (lu coth 7\)) Y dA

En fait b est la densité de Byt o By = (B¢, Lt) avec (Bt)e>0 un mouvement brownien
planaire B = B! +iB? et Ly = %fé(B;ng — B%dBl) I’aire de Lévy qui lui est associée.

Nous serons amenés a utiliser les identités suivantes [BBBCO08, (14) avec la démonstration de
Theorem. 3.1] :

J ((Xloghe)* + (Yloghe)?)hedl = % , J(Ulogbt)zhtdﬁ <00. (4.6)

Les mémes relations sont valables pour les champs de vecteurs X, ?, 0. Notons encore la relation
de mise a ’échelle satisfaite par ces densités :

Belzr) = 51 2/ VE w/t) (4.7)

Pour tout t > 0 et a € H nous définissons ainsi la mesure vl € Z(H) :

vt — dq sit=0,
¢ (tq)x(beL) = be(q~'p)L(dp) sinon.

Nous ’appellerons noyau de la chaleur centré en a au temps t.
Dans la présentation de [BonJ18*] ol le mouvement brownien joue le premier role, c’est en
revanche la mesure
ug = Loi(BY) = v/

que nous utiliserons préférentiellement.
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Inégalités de Kuwada—Li concernant le semi-groupe de la chaleur

L’inégalité de type L' suivante concerne le gradient du semi-groupe de la chaleur sur H. Elle a
été établie par H.Q. Li [Li06] (voir aussi [BBBCO08] pour d’autres démonstrations) qui généralisait
ainsi un inégalité de type L? de Driver et Melcher [DM05]. On a ainsi

vf € C°(Hh), vt = 0,Va € H, [VecPief(a)] < KPy([Vecfl)(a), (4.8)

ou K est une constante, Py est le semi-groupe de la chaleur associé & (1/2)Ac et V. est le
gradient horizontal, défini par V.f(x) = (Xf)X + (Yf)Y. En s’appuyant sur ces résultats et sur
un argument de dualité, Kuwada [Kuw10] établit 'existence d’un contrdle lipschitzien pour la
distance de Wasserstein L* entre les noyaux de diffusion :

Théoréme 4.1.4 (H.Q. Li, Kuwada). Il existe C > 0 telle que pour tout t >0 et a,a’ € H
WOO(H’?)H’?/) < Cdec(a,a’), (4.9)

ot ue = Loi(B§{) et uﬁl = Loi(Bﬁ/) et (B)s>o0, (Bgl)@o sont deux mouvements browniens de
H, partant, respectivement, de a et a’. De plus,

W, (1, 18) < Cdee(a, @) (4.10)
est vérifiée pour tout p € [1,00].

Remarque 4.1.5 (Constantes optimales). Du fait des dilatations homogénes, la constante op-
timale Cp (t) = sup, o Wp (1, uf/)/dcc(a, a’) ne varie pas avec t > 0. En particulier la méme
constante optimale apparait lorsque les mesures VY sont prises en considération a la place des
mesures 1y

Les constantes optimales (Cp)pei,00) s0nt conservées par la dualité de Kuwada. Ainsi, elles
interviennent dans les inégalités de gradient (celles dont (4.8) est la version la plus forte) ou
elles apparaissent sous la forme Kq = C,, avec 1/p +1/q = 1. Sous cette forme elles ont été
étudiées par Driver et Melcher [DM05, §2.4] comme les meilleures constantes K pouvant vérifier
[VeePf|9 S KIPL(IVeefl9) ot t > 0. Il a été démontré (Kq)9 > 1 et (K2)? > 2 ainsi que Kq = Kok
dés que q < 2k ot k est un entier naturel non-nul. Cela implique en particulier C, > C; > V2
pour tout p € [2,+00]. Dans [BBBC0S8, Remark 3.2] il est conjecturé C = v/2 = Cuo.

On sait donc que pour a et a’ dans H et t > 0, il existe un couplage (B, B§/)5>0 de deux
mouvements browniens de H tel que

dCC(BS,Bgl) < Cdec(a,a’)  presque surement. (4.11)

Soyons attentifs au fait que le temps t > 0 est fixé dans un premier temps et que le couplage
ne concerne finalement que B{ et Bf/, les deux processus étant couplés de fagon arbitraire aux
autres instants. Le probleme de Kuwada réside exactement dans I'inversion des quantificateurs V
et 3. Il souhaite savoir s’il est possible de définir un couplage entre deux mouvements browniens
de H, (B )t>o0 et (B,?/)tgo, de fagon a ce que (4.11) soit satisfaite pour tout t > 0.

4.2 Courbes d’énergie finie et équation de continuité

Dans cette section nous introduisons I’énergie d’une courbe. Elle nous sera utile a la fois pour
ses courbes y : [0, T] — (X, d) a valeur dans un espace métrique et pour des familles (L¢)e(o,T],
vues comme des courbes p : t € [0,t] — (Z(X),W,). Commengons par des rappels sur les
notions de courbe absolument continue et de longueur.

Rappel/Notation 4.2.1. Soit y un élément de C([0, 1], X). (a) Pour 0 < a < b < 1, la longueur
dey sur [a, b] est définie comme sa variation totale £8 () = suPresupdiv(ia,b]) 2treo AV (M) Y(Tici1)),
ot R ={rg,71,... )rm)‘rer]}-

(b) La courbe vy est absolument continue si pour tout & > 0 il existe ¢ > 0 tel que, étant donnée
une famille d’intervalles Jay, by [ satisfaisant & > (by — ax) < ¢, on ait >_d(y(ax),v(bx)) < 0.
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L’ensemble AC([0, 1], X') est celui des courbes absolument continues. Comme il est démontré dans
[AGS08], ol la définition est légerement différente mais équivalente, ces courbes admettent une
dérivée métrique, notée |y|(t), en presque tout instant t :

d(y(t+h) —y(t)
- .

i(t) = lim

(Notons que pour X = R™ et y dérivable en t la notation [y(t)| est cohérente). Alors LY (y) =
) Z [v|(t). La notion de courbe absolument continue peut, de fagon équivalente, étre définie en
requérant que la courbe t € [0,1] — L{(y) € R soit absolument continue, olt qu’il existe une
fonction m : [0, 1] — R™, intégrable, telle que d(y(a),y(b)) < IZ mdA pour tout a < b.

(c) Soit encore AC;([0,1],X) C AC([0,1],X) lespace des courbes y absolument continue
d’ordre deur, c’est-a-dire telles que L]) IYI?> < +o0. Les courbes lipschitziennes sont, par exemple,
des courbes absolument continues d’ordre deux.

Nous introduisons maintenant la notion d’énergie. La proposition 4.2.3, qui suit, en rappelle
certaines propriétés classiques.

Définition 4.2.2. Soit 'y une application de [0, 1] dans un espace métrique (X, d). Pour 0 < a <
b < 1 Iénergie (cinétique) £L(y) de y sur [a, b] est définie comme suit :

g(tl, (Y) = sup 52 ('Y, R)) ol (412>
ReSubdiv([a,b])

ESV{roy -y Tmi) = D dly(m)y Y 1))/ (rieyr — ).
k=0

Note. Pour [a,b] = [0, 1] on abrege £} et L], respectivement par € et L.

Proposition 4.2.3 ([BouJ187, §5]). Soity une application de [0,1] dans X. Alors :

(a) Si E(y) < o0, alors vy est continue, c’est-a-dire AC2 C C.

(b) (i) Si R’ € Subdiv([a,b]) est une subdivision plus fine que R, alors EL(y,R) < EL(y,R’).
(11) Siy est continue, la limite limg|_o £(y,R) est bien définie et vaut E(y).
(iii) E(y) est finie si et seulement si y € AC2([0,1],X). On a alors EL(y) = fz 12 (t)dt pour
tout a < b.

(c) € est semi-continue inférieurement pour la convergence uniforme.

Courbes d’énergie finie dans les espaces de Wasserstein

Etant donné, sur (2,(RY), W;), une courbe g = (Ks)sero, 7 d’énergie finie, il est possible de
lui associer une famille de champs de vecteurs telle que le couple vérifie I’équation de continuité.
C’est une des étapes vers la représentation probabiliste de p telle qu’on peut la lire dans [Man07,
AGSO08]. Il s’agit, comme dans le probleme des PCOC, d’associer a la courbe (pis)se0,7) un mesure
P € Marg(u). Plus précisément on cherche une probabilité, non pas sur la tribu cylindrique de
X071 mais sur la tribu borélienne de C([0, T], X). Etant donné que nous notons y les éléments
C([0,T], X) les mesures de probabilités sur C([0, T], X') seront notées I' plutét que P. Finalement
Marg.(u) sera le sous-espace de Z(C([0, T], X)) des mesures de marges ps. Evidemment chaque
élément I' de Marg(p) est associé a un unique élément P de Marg(p).

Nous parlerons de représentation eulérienne lorsqu’il s’agira d’associer des champs de vec-
teurs & (Ws)sejo,1)- Comme expliqué ci-dessus, c’est une étape vers la représentation probabiliste,
Pénoncé lagrangien. Ces résultats seront rappelés et enrichis des ndtres concernant 99 (dans le
cas de la dimension d = 1) au théoréme 4.3.4.

Cette représentation, & commencer par I’énoncé eulérien, se généralise & des espaces (£, (X), W>)
plus généraux (pour peu qu’on sache donner un sens aux champs de vecteurs). En relation avec la
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partie §4.5 dont les enjeux sont un peu différents mais engagent 1’équation de continuité, nous ci-
tons, pour 'exemple, un énoncé de représentation eulérienne pour le groupe de Heisenberg. Pour
ce faire on pose W, la distance de Wasserstein W5 construite a partir de dc.. On note div V la di-
vergence d’un champ de vecteurs de V de R? par rapport & la mesure de Lebesgue. Comme les vec-
teurs de base X, Y et U sont de divergence nulle, nous avons div(fX+gY+hU) = Xf+Yg+Uh
pour tout triplet de fonctions f, g, h suffisamment réguliere. Rappelons que le gradient horizontal
de f est donné par 'expression V .f = (Xf)X + (Yf)Y. Alors, pour toute fonction réguliere f &
support compact et tout champ de vecteurs V, on trouve, en intégrant par parties

J fdiv VL = fj (Veef, V)eedL .
H H

Notons maintenant Lgc(u) I’espace de Hilbert des champs de vecteurs V équipé de la norme
”V”%éc(u) = [|V||2.dp. Tout champ de vecteurs de norme finie V € L2 (p) est nécessairement
horizontal, par rapport a p. Voici donc la caractérisation des courbes absolument continues
d’ordre deux.

Proposition 4.2.4 (Représentation eulérienne, [Juil4, Proposition 3.1]). Soit u = (Ks)seio,T)
une courbe sur P, (H). Alors, cette courbe est d’énergie finie (pour la distance We.) si et seule-

ment si il existe une famille de champs de vecteurs (Vs)scio,1) vérifiant joT ||VS||%2 ()48 < 00
d’une part, et l’équation de continuité Osu + div(usVs) = 0 d’autre part.
On a alors |is| < ||Vs|li2.(u,) en presque tout instant s € [0,T] et donc aussi E(n) <
_I_ 2 cc
Jo Vsl i, ds-
De plus, ’égalité fg HVS||%2 (}ls)ds = E(u) peut étre atteinte; elle est réalisée si et seulement

si [is| = [ Vslliz (us) en presque tout s € [0, T], ce qui se produit si et seulement si

Lfc(us]

Vs € Ty, Z2(H) == {Veeh | € CR(R3)}

en presque tout s € [0, T].
Finalement le champ de vecteurs (Vs)sejo,1) réalisant 1’égalité est unique presque partout
(pour Joint(A| 0,71, 1) ).

4.3 Processus Markov-quantile et équation de continuité

La représentation probabiliste est un processus qui sur Marg(pn) qui minimise une fonction-
nelle d’action A, que nous définissons maintenant.

Action d’une mesure de probabilité sur C([0,1],R%)

Définition 4.3.1 (Action A). Soit T' € Z((R%)®) une mesure concentrée sur C([0, 1], R¢). Son
action, A(T), est donnée par

A(T) = L EY)Ar ().

Ala proposition 4.3.3 nous allons voir qu’en dimension d = 1, 91Q(u) minimise ’action sur
Marg-(p). Cette propriété est partagée par Q(p). En prenant la mesure Markov-quantile on
conserve donc des propriétés intéressantes de la mesure quantile. C’est ici le troisieme exemple
d’une bonne propriété conservée en passant de Q a 9N, apres celle de la croissance (théoreme
3.6.2(c)) et celle de minimalité par rapport & <, (théoreme (a)(iii)).

Remarque 4.3.2. (a) Par le théoréme de Fubini, si A(I") < 400, alors T est concentrée sur

AC;.



84 CHAPITRE 4. L’EQUATION DE CONTINUITE

(b) Si T est une mesure sur C([0,1],RY), comme le sont les éléments de Margs (W), alors du
fait du théoréme de convergence monotone on a

AT = L lim £(y,R)dl(y) = lim Lg(y, R) dI'(y) (4.13)

[R|—0 |R|—0

(Prendre une suite monotone de subdivision et utiliser la proposition 4.2.3(b).)
(c) SiT" € Marge(u), alors :
A(D) > (). (4.14)

Dans le cas d = 1, cette inégalité devient une égalité pour T' = Q(w). En effet :

[ rRiarm = [ ¥ ivind v/t —no driy)
=1
Z <J [y(ri) = (s )12/ (re 1 — i) AT (v )) (4.15)
k=1 W€

Z 2 HTk)HTk+1) /(Tk+] _Tk) :5(Ha R)'
k=

—_

L’inégalité ressort de ce que (proj™ "' ) 4T est élément de Marg(iy, , Wy, ,, ), i bien que IC lv(re)—
Y1) |2 dT(y) = Walpe, ey 4 )2 Pour d = 1, on obtient une égalité si (proj™ " +1) T =
QM Wy, )s ce qui est vrai pour ' = Q. Grace a (4.13), en faisant tendre le pas de R vers 0
on trouve A(T") > E(W), et donc l'inégalité recherchée, ou l’égalité si ' = Q.

(d) Si Uégalité dans (c) est obtenue pour une mesure T, cette égalité sera encore satisfaite
pour Tig) (voir page 70) —donc, si d = 1, par les mesures Qrj(n). Pour voir cela il suffit de
considérer (4.15) pour des subdivisions plus fines que R seulement (par la proposition 4.2.3(b)(i),
le minimum dans (4.12) reste inchangé) : on obtient A(T') = A(T1g;).

La remarque 4.3.2 (d) « passe & la limite » lorsqu’on considére une suite de subdivisions (R )n
pour laquelle Qg | converge. Ainsi :

Proposition 4.3.3 (MQ minimise Paction, [BouJ18", Proposition 5.11]). Soit = (1¢)te0,1]
une courbe d’énergie finie de mesures dans Z?2(R). La mesure Markov-quantile MM € Marg(u)
vérifie AMQ) = E(U) au lieu de seulement l'inégalité A(MQ) > E(w).

De plus, pour une suite (Rn)nen, avec Ry € Subdiv([0,1]), telle que dans le théoréme 3.6.4,
(Qr,.1)n tend vers MO pour la topologie de Marge ().

Lien entre L) et I’équation de continuité

Dans le théoreme suivant sont rassemblés des faits bien connus sur la représentation proba-
biliste, eulérienne ou lagrangienne, de w = (W)e(o,1]- L’ajout concerne le caractere markovien
en dimension d = 1, son existence garantie par 91Q et son unicité.

Théoréme 4.3.4 (Existence et unicité des représentations). Soit u = (Wi)iejo,1) une courbe
d’énergie finie E(n) dans l'espace de Wasserstein P2(R). Alors :

(a) (Enoncé eulérien.) Il existe un champ de vecteurs (paramétré) (Vi)ie(o,1) vérifiant I’équa-
tion de continuité et tels que l’inégalité

1
J JIVt\zdut dt > E(w)
0

est une €galité. Ce champ de vecteurs est unique presque partout (pour Joint(A|j 17, 1))

(b) (Enoncé lagrangien.) Il existe T' € Marg (1) telle que :
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(i) L’inégalité (4.14) : A(T) > E(n) est une égalité,
(ii) la mesure ' est markovienne,
(i) T est la limite d’une suite (Qr,1)n dans Z(C).
Un tel T est unique dans Marge (W) ; c’est le processus Markov-quantile Q.

(¢) (Relation entre les deux.) Pour I' minimisant ’action, c’est-a-dire telle que (4.14) est
une €égalité, la courbe y € C est presque surement, pour I', une solution de ’EDO :

v(t) = Vi(yi),
pour presque tout temps.

Probléme 4.3.5 (Voir aussi [BouJ18™, §6]). — Est-il possible d’obtenir un énoncé similaire
au théoreme 4.3.4 en dimensions supérieures ou pour un espace métrique ¢ La formulation
de ce probleme nécessite de remplacer les suites (Qg, 1)n par des suites de mesures ayant un
sens dans ce cadre élargi. Le théoreme 4.3.9, ci-dessous, propose un tel cadre sans conclure
a lexistence d’un processus markovien. Les éléments de la suite sont les minimiseurs de
Paction A sur 'espace des mesures pour lesquelles seules les marges (W, )recr sont prescrites

et ou le processus est en sus rendu markovien aux instants de R.

— Peut-on en dimension 1 avoir d’autres énoncés d’unicité d’un processus markovien? En
particulier, exemple 4.3.6 illusté a la figure 4.1 montre qu'un processus markovien, différent
de 9MQ peut étre un minimiseur de A.

Exemple 4.3.6 (Un atome traverse une mesure diffuse). On considére p = (Wi)iefo,1) 0U Wy =
%AL[t,3/4’t,1/4]+%60. C’est la famille des marges de T, le processus dont les trajectoires, toutes
affines, sont définies par T(t — 0) = 1/2 et T({t = xo +t: xo € A}) = AN[[_3/4,-1/41(A). Ce
processus n’est pas le processus MO associé W mais, cependant, il est markovien et tangent au
champ de vecteurs optimal du théoréme 4.3.4(a), & savoir :

Vi(x) =0 six=0 et Vi(x)=1 sinon.

Ainsi Uaction A(T) vaut (W), la valeur minimale de A sur Marge(p).

Le processus Markov-quantile (X¢)e(o0,1) associ€ a (Wi)ie(o,1) se comporte comme suit : partant
d’un point de départ Xo est choisi selon W, les trajectoires sont ensuite affines par morceaux,
épousant sur ces morceauz des trajectoires parmi celles décrites au-dessus. Si Xo € [—3/4,—1/4],
le premier morceau est Xy = Xo + t sur [0,7T] avec —Xo = 7. Sur [t,min(t + n,1)] X¢ vaut
constamment zéro. Icim est une variable aléatoire exponentielle de paramétre 2, indépendante de
Xo. Sur le troisiéme morceau, si il y en a un, X est affine de pente 1, c¢’est-a-dire Xy = t—(t+mn)
sur [t+m,1].

A Popposé de T, le processus Markov-quantile (Xi)iepo,1 est @ noyaux croissants et il est
fortement markovien.

Voici maintenant notre alternative a Q) en dimensions supérieures. On consultera, pour
comparaison utile, la définition de l'interpolation par déplacement rappelée a la page 31, ou,
pour une construction tres comparable, notre formulation est probabiliste .

Définition 4.3.7. Soit R = {ro,T1,...,Tm,Tmy1} une subdivision de Subdiv([0,1]). On note
Dispyp 'ensemble des mesures M € Z(C) qui interpolent linéairement et optimalement les me-
sures (Wr)rer avec composition markovienne aux instants v € R. Une formulation mathématique
en est :

(a) Pour tout i € {0,...,m}, le transport M7+ € Marg(fty,, Hr,,, ) est optimal de marges
Hri €6 Briiqs

(b) pour {A1,...,An} C [0,1] et i* : (x,y) € (RY)2 = Ay + (1 —A)x, on a :

(-‘L}\l ... .’i}\n)#MTisTiJf] — MMTH-(]—M)Ti+1,-~~,7\nri+(1—?\n]ﬁ+1)
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FIGURE 4.1 — Les processus £, 9MQ et le processus markovien I' de I'exemple 4.3.6

(c) Pour tout S fini contenant {ry,...,Tm},
. 0 0 1 1 m m
(prOJS)#M — MS],...‘SnO,T‘I o MT] 351)"'$Sn1 T2 o...0 MTm,S-l ,...,Snm’

ot S ={s9,...,8% 71,81, .y80,, T2y, T, ST Loy ST} et ot le premier et/ou dernier terme
disparaissent si ng et/ou ny, sont nuls.

Remarque 4.3.8. — Sur chacun des intervalles on exécute finalement une interpolation géo-
désique au sens de la page 30.

— Les éléments de Dispy minimisent l'action A sur {M € 2(C([0,1],R4) : ¥r € R, M" = . }.

— On a #Dispg =1 si et seulement si chacun des ensembles Marg(iy,, Wr ., ), apparaissant
dans (a), contient un unique transport optimal. C’est le cas si d =1, ot Marg(tr,, tr, )
est le singleton {Q(Mr, Hri,, )}

La démonstration du théoréme suivant s’inspire de [Lis07] et [Vil09, Chapter 7]. On a la
représentation probabiliste lagrangienne sans passer par un énoncé eulérien, ce qui a aussi du
sens pour un espace métrique général.

Théoreme 4.3.9 ([BouJ18", Theorem 5.20]). Soit d un entier positif et u = (W¢)eio,1] une
courbe dans P,(RY) d’énergie finie. Pour tout suite croissante (R )n 0t on suppose Rog := UnRn
dense dans [0,1], et (T )n avec Iy, € Dispr  pour tout n € N, il existe ' € Marge (1) qui est la
limite dans 2(C([0,1],RY)) d’une sous-suite de (T )n. De plus, pour chaque T laction A(T) est
minimale, ¢’est-a-dire que (4.14) est une égalité.

Finalement, en dimension d = 1, une mesure I' markovienne peut étre obtenue pour certaines
suites (Rn)n, et si ' est une limite markovienne, alors ' = M.

4.4 Considérations sur les inégalités de Kuwada—Li

Comme nous I'avons expliqué, les inégalités (4.10) ont été obtenues indirectement par dua-
lité, en s’appuyant sur un résultat de Kuwada, et partant de I'inégalité de H-Q. Li. Dans cette
section nous cherchons a donner une démonstration indépendante et directe. On est donc a la
recherche de bons transports, nous donnant une borne uniforme, & défaut d’étre nécessairement
optimaux. Au théoréme 4.4.6 nous présenterons un tel transport « statique ». Celui-ci ne fonc-
tionnera malheureusement que pour p = 1. Avant cela nous expliquerons au théoreme 4.4.1 que
la méthode des couplages co-immergés de processus, classique en calcul stochastique (voir par
exemple [BACK95, Ken07, Kenl10, Cra9l, vR04, ATW06, KS07, PP16], est vouée & I’échec. Ces
résultats sont le fruit d’une collaboration avec Michel Bonnefont [BonJ187t]. Signalons pour
conclure cette introduction, que les résultats se prolongent aux groupes de Heisenberg de dimen-
sions supérieures (voir [BonJ18", §6]).
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Théoréme 4.4.1. Soit (B{), et (B,‘S/)t deux mouvements browniens co-immergés partant res-
pectivement de a = (x,y,z) et a’ = (x',y’,2") avec (x' —x)? + (y' —y)? > 0. Alors, quelque soit
C>0,

P (Vt >0, deo(BS, B) < c) A1,

De plus on a méme
limsup E [dee(By, B{)?] — +oo.
t—+o0
Ce résultat peut étre légerement amplifié en utilisant les symétries en temps et espace du
groupe de Heisenberg :

Corollaire 4.4.2. Soit p > 2. Pour tout T> 0 et C > 0 il existe deuzx points a,a’ € H avec
a # a’ tels que pour tout couplage co-immergé (B, B Jo<i<T, il existe t € [0, T] pour lequel

E dlcjc(Bnggl)} > Cdcc(aaa/)p~

Remarque 4.4.3 (Comparaison avec le cas riemannien). La situation du théoréme est bien
différente de celle prévalant pour les variétés riemanniennes. Sur une telle variété M, il est
connu (voir, par exemple [Whi34] ou [vRS05]) que la courbure de Ricci est bornée inférieurement
par k € R si et seulement si il existe un couplage markovien (donc co-immergé) des mouvements
browniens partant de deux points a et a’ tel que

AdB¢,B) < e */2tq(a, a’). (4.16)
La version LP pour p €]1,00[ de cette majoration correspondant a p = oo est
W, (ng, ne’) < e *2d(a,a’) pour tout t >0, a € M, a’ € M.

Elle est vérifiée si et seulement si la courbure de Ricci est bornée inférieurement par k. Alors
que la motivation originelle pour coupler des mouvements browniens était d’obtenir des inégalités
concernant les semi-groupes (voir par exemple [Cra91, Cra92]), nous nous proposons au contraire
de voir les inégalités sur le semi-groupe comme des controles de la distance de Wasserstein entre
des noyauxr de la chaleur. A cet égard, historique, les couplages statiques peuvent apparaitre
comme des curiosités. On notera par ailleurs que

— le groupe de Heisenberg peut se voir comme le premier espace modele sous-elliptique de
courbure 0. Cependant son comportement vis-a-vis des mouvements browniens est tout a
fait différent de celui observé sur les variétés dont la courbure de Ricci est bornée park = 0.

— Le groupe de Heisenberg est également notoirement connu pour étre la limite d’une suite
de variétés riemanniennes sur le méme groupe de Lie dont la meilleure borne inférieure
pour la courbure de Ricci tend vers —oo (voir par exemple [Jui09, BG17, GT16]). Ceci
est cohérent avec le théoréme 4.4.1 si on interpréte la constante C = e~ % dans (4.16) avec
k = —o0 : aucun contréle n’est possible pour t > 0.

Le théoréme 4.4.1 est tout d’abord démontré dans [BonJ18*| pour p = co. La démonstration
est facilement étendue & p > 4 (voir [BonJ18*, Remark 3.1]). On écrit les équations régissant

. , . . , Kii K N .. .
le couplage co-immergée. Une matrice (2,2) co-immergée (K‘Z: KZ) controle les variations in-

finitésimales stochastiques de B{" par rapport a celles de ijl. Avec une autre matrice K qui
correspond aux variations indépendantes, elles vérifient I’équation

K'K + K'K = L.

Le couplage parallele, donné par K = I, crée une grande différence d’aire entre les trajectoires
planaires (car celles-ci sont paralleles), ce qui engendre une grande différence dans la troisieme
coordonnée de (B&)~!-B& . 11 faut donc s’écarter de ce mode. Mais le fait que de.(B&, B&) est
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borné engendre également le fait que I'intégrale de (K72)? 4 (K27)? en temps et en espérance est
elle aussi finie (voir [BonJ18", page 7]). On parvient & une contradiction.

Pour étendre le résultat a p > 2 on utilise des astuces ad hoc fondées sur I’observation de Iaire
relative Zy, a savoir la troisieme coordonnée de (Bff)_1 . Bf/. La démonstration serait simple si
le terme de diffusion était constant et la dérive nulle. On peut argumenter quantitativement du
fait qu’il est impossible de s’éloigner trop de ce cadre. En résumant et modifiant un peu les faits
(voir [BonJ18F, (23)] pour les détails) on s’apercoit que, vues comme des courbes sur L'(Q)
(correspondant & L2 pour le troisieme axe (RU, d..)), la partie martingale de Z; varie sur [0, t]
davantage que [t| alors que la partie & variations bornées varie moins que \/H .

Premier résultat positif

Pour p €]0,1[ il est possible d’obtenir un contrdle uniforme par un couplage co-immergé.
Il s’agit du couplage par réflection obtenu en ne considérant que la partie planaire des deux
mouvements browniens. Ceux-ci évoluent d’abord symétriquement par rapport a la médiatrice
du segment les reliant & un instant donné (la méme médiatrice qu’a U'instant initial). Alors que les
mouvements browniens planaires se rencontrent sur la médiatrice (lors d'un temps d’atteinte que
nous notons to) et continuent de fagon synchrone, les mouvements browniens de H correspondants
se déplacent alors de fagon telle que (B¢)~" - B¢’ reste une constante (0,0,z) = (B¢ )™ - B¢

Théoreme 4.4.4. Soit (Bf)izo et (B?l)t;o deur mouvements browniens de H couplés par
réflexion. Alors pour tout p €]0,1],

supE [dCC(Bg,Bg’)P} < +o0. (4.17)

>0
De plus, pour le couplage par réflexion, pour tout p €]0,1[, on a aussi :

Eld..(B¢,B{)P]
sup su < 400. 4.18
a;éa’peH t)I(:)) dcc(a) a/)]:) ( )

Probléeme 4.4.5. Alors que les puissances p € [2,00] et p €]0,1[ ont été traitées dans les
théorémes 4.4.1 et 4.4.4, respectivement, nous ne savons pas, pour p € [1,2[ si il est possible
d’obtenir un couplage co-immergé fournissant les bornes (4.10). Qu’en est-il ?

Le couplage statique, un probléeme de transport

Le résultat suivant est positif. On donne un transport explicite entre u® = Loi(B{') et uﬁl =
Loi(BS/). Ce transport n’est pas le résultat d’un couplage de processus mais un simple transport
tels que ceux que nous avons introduits au chapitre 1. On obtient une nouvelle démonstration
de (4.10) pour p = 1. Ce cas est une conséquence des autres, le plus fort d’entre eux étant le cas
p = oo. Toutefois la démonstration est, pour la premiere fois, directe, c’est-a-dire qu’elle n’est
pas obtenue par la dualité de Kuwada. En retour cette méme dualité propose une démonstration
indirecte de q = oco concernant les inégalités de gradient du semi-groupe de la chaleur.

Théoréme 4.4.6. Il existe une constante C > 0 telle que pour tout t > 0 et tout a =
(x,y,2),a’ = (x',y’,2') € H, il existe un vecteur aléatoire (X,Y,Z,X',Y',Z') de marges n¢ =
Loi(B{) = Loi(X,Y,Z) et uf =Loi(B& ) =Loi(X',Y’,Z’) tel que

Wi (u, 1) < E(dec((X,Y,2), (X', Y, 27))) < Cdecla, @)
et

X' =X+ (x'—x) presque surement,
Y' =Y+ (y'—y) presque surement.
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Idée de la démonstration. Pour démontrer ce théoréme on part d’une idée naive : translater la
mesure Qg sur u,f/ par le vecteur a~'.a’. En effet W; (ug, (trag;.a,)#uﬁ) < dee(0,a71a’) =
dec(a,a’). Or (trag;.a,)#uﬁ) #+ uf, ; c’est (transg—1 o/ )M = p.ﬂ/ qui est vrai. Toutefois on
a fait un déplacement qu’on peut conserver. Il reste donc a transporter (tra@.a/)#uﬁ sur pfl
pour un coiit controlé par de.(a,a’).

Du fait des symétries du groupe de Heisenberg, il est possible de réduire le probleme a
a=(0,0,0), a’ = (—x',0,0) et t =1. En posant

nw=ud =Loi(X,Y,Z) (4.19)
v =00 = Loi [(x/,0,0).(X, Y, Z)] = Loi(X + x', Y, Z + (1/2)x"Y) (4.20)
fi=Loi[(x,0,0).(X,Y, Z).(—x',0,0)] = Loi(X, Y, Z + x'Y) (4.21)

I’approche qu’on vient juste de présenter consiste finalement & chercher une borne uniforme
linéaire en [x’| pour Wy (u, ft). Le couplage suggéré par les variables aléatoires apparaissant aux
lignes (4.19) et (4.21) donne

Wi (i) S E[E[dec((X, Y, Z), (X, ¥, Z +x"Y))I(X, Y]] (4.22)
E

[E [dec((0,0,0), (0,0,x"Y)I(X, Y]]

<E 2y = VKT x RVAE(V/IVI)L

L’ordre de grandeur \/m ne convient pas puisque \/M/dcc((x’, 0,0),(0,0,0)) = [x'|7"% =0
oo. Nous avons fait la faute de croire que la translation est un transport optimal sur R pour le
cotit ¢ : (x,y) — [y—x|"/2. Le lemme suivant constitue un changement par rapport a ce que nous
avons vu a la proposition 1.2.15, a savoir que pour p > 1, I'inégalité

<
<

inf ﬂ [y — xIP d(x, y) > | Bary(y) — Bary(v)P
neEMarg(p,v)

est valide avec de plus égalité lorsqu’une mesure est la translatée de 'autre. Comme I'indique le
lemme 4.4.7, pour p = 1/2 la situation est tout autre, ce qui permet d’obtenir le théoreme 4.4.6.

Lemme 4.4.7. Soit n € Z(R) une mesure possédant une densité f = dn/dA a décroissance
rapide. Alors, pour tout t € R, le coiit de transport global associé da ¢ : (x,y) — [y —x|'/2, entre
n et (trans],lf)#n, la mesure translatée de t peut étre magjorée linéairement de la facon suivante :

inf [| Vs = antxy < o x 1,

neMarg(n, (trans¥) )

oil Cy = ([ (x)]y/Il dx).

O
Remarque 4.4.8. On a obtenu C; < 2y/7 [[[ yl\/Izl x [92h(x,y,2)| dL(x,y,2), ot Cy est la

constante optimale discutée a la remarque 4.1.5.

4.5 Déformation du groupe de Heisenberg par la transformation de
Gigli et Mantegazza

A Taide de la diffusion de la chaleur, Gigli et Mantegazza [GM14] ont défini, pour les variétés
riemanniennes compactes et certains espaces RCD (espaces riemanniens & courbure et dimension
bornées en un sens faisant intervenir le transport optimal et 1’énergie de Cheeger—Dirichlet), une
transformation remplagant I’espace métrique par un autre censé étre plus régulier ou lisse. C’est
en fait une famille & un parametre de transformations indexées par le temps t > 0 de la chaleur
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qui est définie, donnant naissance & autant d’espaces métriques. Son intérét, motivant I’étude,
est le fait qu’a droite au temps t = 0, la famille d’espaces métriques évolue comme le flot de Ricci
au premier ordre, dans un sens précis (voir [GM14, Theorem 1.1]). Dans [ErbJ18] nous avons
étudié différents espaces avec I'espoir qu’ils soient transformés en variétés riemanniennes.

Le groupe de Heisenberg n’entre dans aucune des catégories envisagées par Gigli et Mante-
gazza mais le principe, simple, de la transformation se transpose sans difficulté. Nous pouvons
définir une distance de la facon suivante :

dt(a) (1,) = WCC(VE)VE/)'

A cette distance on associe la distance intrinseque, a savoir la distance de longueur définie par
T T
di(a,a’) = ian lagle ds :ian Ve, | ds.
0 0

Ici, Vinfimum est obtenu en considérant les courbes absolument continues (ou de fagon équivalente
lipschitziennes) (as)sejo,1) dans (H, dy) telles que ap = a, at = a’ et les quantités |dsl, et Ve,
sont les dérivées métriques des deux courbes par rapport, respectivement, a dy et W,.. Enfin nous
démontrons dans [ErbJ18] que 'on peut aussi procéder avec les courbes absolument continues
d’ordre deux. C’est ici que la proposition 4.2.4 sur la représentation eulérienne de 1’équation de
continuité peut entrer en jeu. Notons que pour des courbes d’énergie minimale paramétrées sur
[0, 1], Iénergie est le carré de la longueur.

Nous avons donc une transformation qui remplace (H,d..) par (H,d¢) pour tout t > 0.
L’étude menée dans [ErbJ18] conduit au théoréme suivant.

Théoréme 4.5.1. La distance di est la distance riemannienne invariante a gauche induite par
un tenseur g¢. Précisément, pour tout t > 0,

de =K- dRiem(K\/f)

c’est-a-dire
K2 0 0
ge=1| 0 K2 0
0 0 K?/k’t

dans la base X, Y, U. De plus, les constantes K et k satisfont & K > 2 et K/k < /2.
Ainsi, lorsque t tend vers zéro, (H, di) converge vers (H,Kde.) = (H, dee) dans la topologie
de Gromov-Hausdorff pointée.

La démonstration de ce théoreme passe par I’équation de continuité et par I'identification pour
chacune des directions mX+nY +qU d’un champ de vecteurs optimal Vg™ 9, plus précisément
un champ de vecteurs dans Ty« ?(H) tel que dans la proposition 4.2.4 alors que (as)s passe par a
dans la direction mX+nY + qu. Peu importe quel est exactement as € H puisque ’ensemble des
mesures Vi est invariant par translation a gauche. Ainsi Vg"™9 = (D trans,). V™9 L’équation
de continuité étant linéaire, il s’avere que (m,n, q) — Vg™ 9 est aussi linéaire. Les commentaires
suivants concernent les valeurs des constantes numériques dans le théoreme 4.5.1.

Remarque 4.5.2 (Estimation de «). La différence principale entre dy et de. est que d’autres
courbes que les courbes horizontales peuvent étre de longueur finie. Une méme courbe (as)s peut-
étre de longueur infinie par rapport d de. et pourtant vérifier que (vgg )s est de longueur finie par
rapport a la distance de Wasserstein We.. ‘

Prenons un exemple de base, celui de s — as = (0,0,s). Cette courbe n’est pas horizontale
et sa longueur est infinie car dec(qs, qr) = 2 - \/ms — 1| (voir proposition 4.1.1). Cependant la
courbe Vf]s = ptL ou ps(p) = be(q5"p) vérifie I'équation de continuité

0sps = —Ups =—[X, Y] ps = —X(Yps) + Y(Xps) = —div(psVs)
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associée aux champs de vecteurs horizontaux (mais non de type gradient) (Vs)s ot Vs = (Y log ps)X—
(X 1log ps)Y. Ainsi nous obtenons

Xh)2 Yh)? 2
lvqs|<|vs||Lgc—\/j( be) ;;( o) dﬁ_\/z

comme conséquence de (4.6). En conclusion (vq,) est bien de longueur finie pour la longueur
attachée a We. et K/k = g1(U) < V2.

Remarque 4.5.3 (Estimation de K). Rappelons la définition de Cy, la constante optimale dis-
cutée a la remarque 4.1.5 :

Wee(VE,VE,
C, = sup Wee[Var Var) a )
P#( dcc(a)a )

Nous pouvons établir K = Cy, donnant un nouvel éclairage a cette constante optimale. On a

de  de de

dcc B dcc dt ’

ot d¢/dec < K et d¢/d¢ < 1. Mais en posant ag = (s,0,0) on s’apercoit que le quotient des
distances entre 0 et ag tend, respectivement, vers K et 1 lorsque s tend vers 0. Ainsi g1(X) =

K=C,> V2.

Remarque 4.5.4 (Formule concernant Cy). Pour t =1, le vecteur V(T)“’n’q est caractérisé par
le fait qu’il vérifie div(hVg ™) = div(h(mX +n¥ + q0)).

Au sujet de la constante Cz, on peut finalement constater que c’est le minimum de || V|2 )
pour V satisfaisant & div(hV) = div(hX). De méme pour Co/x qui est le minimum de VI
pour V satisfaisant d div(hV) = div(hﬁ) =div(hU).

Remarque 4.5.5 (Cas des cones euclidiens de dimension 2). En quotientant R?> = C par la
symétrie centrale Ry 1 z = —z ou bien par la rotation dun quart de tour Ry, 1z — et/2z,
on obtient deux cones euclidiens dont les angles au sommet sont, respectivement T et /2. Ces
espaces entrent a la fois dans la classe des espaces d’Alexandrov a courbure sectionelle positive
et celle des espaces RCD. Hormis la singularité conique au sommet ce sont des variétés rieman-
niennes. Dans le cas compact, ce type de variétés avec singularité a été étudié dans [BLM17]
sans que les auteurs parviennent & savoir si la transformation de Gigli et Mantegazza pouvait
« gommer » la singularité.

Dans [ErbJ18] nous avons calculé le comportement étrange suivant : pour le premier cone,
Uangle au sommet passe de 7 ¢ /21t ; pour le second il passe de /2 a 0.

Probléeme 4.5.6. Etudier la fonction qui a ’angle au sommet d’un cone droit associe I'angle du
cone déformé.

Remarque 4.5.7. La transformation laisse les espaces vectoriels normés invariants. La re-
marque revét de lintérét quand on considére ceuz-ci comme les représentants les plus simples
des variétés de Finsler, les cones étant ceux des espaces d’Alexandrov et H celui des géométries
de Carnot (c’est-a-dire sous-riemanniennes).

Remarque 4.5.8. Hormis Gigli et Mantegazza, d’autres auteurs ont exploité les liens entre
diffusion de la chaleur et flot de Ricci. On peut notamment citer les travauz sur les surflots de
Ricci dont font partie [MT10, ACT08, CP11, GPT15, KS16T, HN15].
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