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Introduction

Le but de cette these est d’établir une théorie de dualité de Koszul pour les PROPs, c’est-a-dire les
objets qui modélisent les opérations & plusieurs entrées et sorties sur différents types de structures
algébriques, comme les algebres et les bigebres par exemple.

La dualité de Koszul des algebres associatives est une théorie qui a été développée par S. Priddy
[Pr] dans les années 1970 . Elle associe & toute algtbre quadratique A une cogebre duale A'"
et un complexe de chaines appelé complexe de Koszul. Lorsque ce dernier est acyclique, on dit
que l'algebre A est de Koszul. Une telle algebre, ainsi que ses représentations, ont de nombreuses
propriétés (cf. les travaux de Beilinson, Ginzburg et Soergel, entre autres [BGS]).

Dans les années 1990, une théorie similaire a été développée par V. Ginzburg et M. M. Kapranov
[GK] pour les opérades algébriques. Une opérade est un objet qui modelise les opérations d’un type
d’algebre donné et les compositions de celles-ci. La dualité de Koszul des opérades a de nombreuses
applications: construction d’un “petit” complexe pour le calcul des groupes d’homologie d’une
algebre, notion d’algebre a homotopie pres, modeéle minimal d’une opérade.

Les opérades ne tiennent compte que des opérations & n entrées et une seule sortie. Or, dans le
cas des bigebres, on a des opérations et aussi des coopérations (& plusieurs sorties) . On doit alors
enrichir la notion d’opérade, c’est-a-dire travailler avec des PROPs.

11 est naturel d’essayer d’étendre la dualité de Koszul des opérades aux PROPs. Plusieurs travaux
existent déja dans cette direction par W. L. Gan [G], M. Markl et A. A. Voronov [MV] mais,
dans le premier cas par exemple, 'auteur ne traite qu’une sous-catégorie stricte de PROPs.

Pour tout PROP quadratique P, nous définissons ici un coPROP dual, noté P!, qui est une
généralisation des notions de cogebre duale et de coopérade duale. En outre, nous généralisons
aux PROPs les notions de bar et de cobar constructions, notées respectivement B et B¢. Rappe-
lons que dans le cadre des algebres et des opérades de Koszul, la cobar construction fournit une
résolution quasi-libre de ’algébre (ou de I'opérade) de départ. Nous étendons ce théoréme aux
PROPs.

Le principal résultat de cette these est le théoreme suivant qui donne un critére pour que la cobar
construction sur le coPROP dual fournisse une résolution quasi-libre du PROP de départ.

THEOREME (Critére de Koszul des PROPs). Soit P un PROP différentiel quadratique. Les pro-
positions suivantes sont équivalentes :

(1) Le compleze de Koszul PiRP est acyclique. .
(2) Le morphisme naturel de PROPs différentiels gradués par un poids B(Pi) — P est un
quasi-isomorphisme.

Lorsque c’est le cas, on dit que P est un PROP de Koszul et la résolution (2) fournit le modéle
minimal de P.

Dans cette these, nous commencons par généraliser les notions relatives aux anneaux et aux
algebres & toute catégorie monoidale. Par exemple, on définit les notions de module, modules
linéaire et multilinéaire sur un monoide, de produit relatif, et d’idéal d’'un monoide. Notons que
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ces généralisations ne sont pas immédiates, notamment lorsque le produit monoidal n’est pas bi-
linéaire.

Nous donnons aussi une construction du monoide libre. Dans le cas ot le produit monoidal est
biadditif (ou bilinéraire, c’est-a-dire lorsqu’il préserve les coproduits & gauche et & droite), on sait
que le monoide libre sur un objet V' est donné par les mots en V. Le cas général est plus com-
pliqué et a été tres peu étudié. Nous décrivons ici la construction du monoide libre dans le cas ou
la catégorie monoidale préserve les coégalisateurs réflexifs. Notons que cette hypothese est assez
peu restrictive. Nous montrons que les foncteurs analytiques scindés préservent les coégalisateurs
réflexifs. Comme tous les produits monoidaux, que nous étudions dans cette theése, induisent des
foncteurs analytiques scindés, cette propriété est vérifiée par tous nos exemples. On peut donc leur
appliquer la construction proposée ici.

Pour démontrer le théoréeme énoncé précédemment, on se place dans la catégorie des S-bimodules.
Un S-bimodule est une collection de (S,,, S,)-bimodules, ou S,, est le groupe symétrique. Les S-
bimodules servent & représenter les opérations & n entrées et m sorties sur un certain type de gébre
(algebre, cogebre, bigebre, etc ...): P(m, n) ® A®" — A®™_ Dans ce cadre, nous introduisons
un analogue au produit tensoriel ®; des espaces vectoriels sur un corps k et au produit o de
composition des opérades, que I’on note X. Pour deux S-bimodules Q et P, le produit Q X P
représente les compositions d’opérations de P avec celles de Q. Comme ce produit n’a pas d’unité,
on ne considere que la partie de celui-ci qui s’écrit a ’aide de graphes connexes. Le produit engendré
est unitaire et on le note X,.

Un PROP est défini comme une “algébre” pour le produit X. Comme toute l'information des
PROPs que nous considérons ici s’écrit a ’aide du produit connexe K., nous définissons un ana-
logue connexe aux PROPs que nous appelons les propérades. Une propérade est un monoide dans
la catégorie monoidale des S-bimodules munie du produit X,.. Deés lors, on travaille au niveau des
propérades. Ce choix de présentation permet d’obtenir des résultats un peu plus fins et il n’est
pas réducteur. Les catégories des PROPs et des propérades sont reliées par une paire de foncteurs
adjoints. A partir d’'un PROP, on définit une propérade en oubliant les compositions non connexes.
Ce foncteur admet un adjoint & gauche Sg basé sur le produit de concaténation des S-bimodules ®
qui est bien connu, notamment du point de vue homologique. Pour étudier le produit X, il suffit de
faire ’étude sur le produit monoidal X, et d’utiliser cet adjoint & gauche. Ainsi tous les théorémes
donnés dans cette thése au niveau des propérades ont un équivalent au niveau des PROPs.

La difficulté pour généraliser la dualité de Koszul des algebres aux opérades vient du fait que le
produit tensoriel ®;, est bilinéaire alors que le produit o n’est linéaire qu’a gauche et qu’il s’ex-
prime avec des actions du groupe symétrique. Le produit X, (et X) introduit ici n’est linéaire ni
& gauche ni a droite et il s’écrit lui aussi avec des actions du groupe symétrique. Afin de surmon-
ter cette difficulté, nous étudions les propriétés homologiques du produit X, en généralisant la
démarche conceptuelle de B. Fresse [Fr] des opérades aux propérades. Pour mener & bien cette
étude, on ne peut pas se contenter de reproduire simplement les démonstrations du cas opéradique.
L’idée principale que nous ajoutons ici vient du fait que le produit monoidal X, induit des fonc-
teurs analytiques. Et c’est précisement les graduations induites par ces foncteurs analytiques qui
nous permettent de décomposer les différents complexes de chaines en jeu, et ainsi de conclure les
démonstrations.

Nous étendons le produit K. (et X) au cadre des S-bimodules différentiels gradués par un poids.
Dans le méme chapitre, nous définissons les notions de P-module quasi-libre et de propérade quasi-
libre et nous en étudions les propriétés. Nous poursuivons avec la généralisation des notions de
bar et de cobar constructions aux propérades (et aux PROPs). Les définitions de ces constructions
reposent sur des généralisations naturelles des notions d’edge contraction et de vertex expansion
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données par M. Kontsevich dans la cadre de la (co)homologie des graphes (¢f. [Ko]). Nous montrons
un premier résultat significatif:

THEOREME (Acyclicité de la bar construction augmentée). Pour toute propérade différentielle P,
le morphisme d’augmentation

PR.BP)—1

est un quasi-isomorphisme.

Nous utiliserons ce résultat homologique pour construire des résolutions au niveau des propérades.
Pour cela, on démontre les deux lemmes de comparaison suivants.

THEOREME (Lemme de comparaison des modules quasi-libres analytiques). Dans la catégorie
monoidale des S-bimodules différentiels gradués par un poids, on considére ¥ : P — P’ un mor-
phisme de propérades augmentées et (L, \) et (L', \') deuz modules quasi-libres analytiques sur
P etP dela forme L=MRXP et L' =M XP'. Soit® : L — L' un morphisme de P-modules
analytiques, ot la structure de P-module sur L' est celle donnée par le foncteur de restriction ¥'.
On pose ® : M — M' le morphisme de dg-S-bimodules induit par ®.

v PP
Si deux des trois morphismes suivants ® : M — M' sont des quasi-isomorphismes, alors le
® . LT

troisiéme est aussi un quasi-isomorphisme.

THEOREME (Lemme de comparaison des propérades quasi-libres). Soient M et M' deuz dg-S-
bimodules gradués par un poids et de degré supérieur a 1. Soient P et P' deux propérades quasi-
libres de la forme P = F(M) et P' = F(M'), munies de dérivations dy et dor provenant de
morphismes 0 @ M — @ ., F5)(M) et 0' : M' — @ -, F5(M') qui préservent la gradua-
tion totale venant de celle de M et M'. Et soit, un morphisme de dg-S-bimodules ® : P — P’
qui respecte la graduation analytique de F et la graduation totale. Alors, ® induit un morphisme
¢ M= .7:(1)(M) - M = F(l)(M/).

Le morphisme ® est un quasi-isomorphisme si et seulement si ® est un quasi-isomorphisme.

Ces deux lemmes sont des généralisations aux propérades de lemmes donnés par B. Fresse [Fr] dans
le cadre des opérades. Comme les objets liés au produit o se décrivent a 1’aide des arbres, I’auteur
utilise les propriétés des arbres pour construire des suites spectrales dont la convergence permet
de démontrer les deux lemmes. N’ayant pas de telles propriétés dans le contexte des PROPs, nous
avons raffiné le raisonnement en introduisant une graduation supplémentaire qui vient du nombre
de sommets des graphes considérés dans le cas des propérades quadratiques. Un autre avantage
de cette démarche est qu’elle inclut le cas des algebres.

Le lemme de comparaison des modules quasi-libres analytiques joint a 1’acyclicité de la bar
construction augmentée permet de montrer le théoréme suivant :

THEOREME (Résolution bar-cobar). Pour toute propérade différentielle augmentée graduée par un
poids P, le morphisme naturel d’augmentation

B(B(P)) — P
est un quasi-isomorphisme.

Enfin, on peut conclure la démonstration du théoréme de dualité de Koszul des propérades avec
le lemme de comparaison des propérades quasi-libres.

THEOREME (Dualité de Koszul des propérades). Soit P une propérade différentielle quadratique.
Les propositions suivantes sont équivalentes
(1) Le compleze de Koszul PR, P est acyclique.
(2) Le morphisme de propérades différentielles graduées par un poids B°(P) — P est un
quasi-isomorphisme.
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Comme le foncteur Sg qui relie les propérades aux PROPs préserve ’homologie et comme, dans
tous les complexes présents ici, la différentielle agit composante connexe par composante connexe,
on généralise tous ces résultats au cadre des PROPs. Ceci permet d’achever la démonstration du
théoreme de dualité de Koszul pour les PROPs. Enfin, on montre qu'un PROP est de Koszul si
et seulement si la propérade qui lui est associée par le foncteur oubli est de Koszul, ce qui justifie,
a nouveau, le fait de travailler au niveau des propérades.

Remarquons que les algebres associatives et les opérades sont des exemples de propérades. Ainsi,
les théorémes démontrés ici s’appliquent & ces deux cas particuliers. On retrouve exactement les
résultats de B. Fresse [Fr] pour les opérades. Par contre, les démonstrations de B. Fresse n’incluent
pas le cas des algebres, alors que celles données ici les incluent.

Pour pouvoir monter qu’une propérade est de Koszul, il reste & montrer que le complexe de Koszul
est acyclique. En s’inspirant des travaux de T. Fox et M. Markl (cf. [FM]), on introduit une large
classe de propérades P définies comme un “mélange” de deux propérades A et B plus simples.
Nous démontrons que lorsque ces deux propérades A et B sont de Koszul, la propérade P est de
Koszul. Ce résultat permet d’affirmer que la propérade BiLie des bigebres de Lie (¢f. V. Drinfeld
[Dr]) et la propérade £Bi des bigebres de Hopf infinitésimales (cf. M. Aguiar [Agl] et [Ag2])
sont de Koszul. (Elles sont construites & partir de deux opérades de Koszul a chaque fois). En
interprétant la cobar construction sur les duales de telles propérades, on peut calculer la cohomo-
logie de certains graphes au sens de M. Kontsevitch [Ko]. Dans les cas BiLie et ¢Bi, on retrouve
les résultats de [M'V] sur la cohomologie des graphes classiques ainsi que des graphes ribbons.

Dans une derniére partie, nous généralisons les définitions des séries de Poincaré des algebres
et des opérades aux propérades. Nous établissons une équation fonctionnelle qui relie la série
de Poincaré d’une propérade de Koszul a celle de sa duale. Ceci nous permet de généraliser aux
opérades quadratiques quelconques les résultats obtenus par [GK] au niveau des opérades binaires.
En appliquant cette équation fonctionnelle & une opérade libre particuliére, nous redémontrons une
formule vérifée par la série génératrice des polytopes de Stashefl.
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Conventions

On travaille sur un corps de base k de caractéristique nulle (sauf au chapitre 3).

0.1. Les différentes catégories en jeu. La premiere catégorie présente dans cette these
est celle des modules sur le corps k (espaces vectoriels sur k) que ’on note k-Mod. Munie du
produit tensoriel ®y, elle forme une catégorie monoidale. (Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, on note
ce produit ®).

Soient V., W et A des modules sur k£ et f : V — W un morphisme de k-modules. I’application
fQRridg : VorA— W R, A sera souvent noté f ®; A. Et on fera de méme dans toutes les
catégories monoidales présentes ici.

On travaillera aussi dans la catégorie des k-modules gradués, notée g-Mod. La graduation est ici
positive et un k-module gradué V est un module sur & qui admet une décomposition de la forme
V = @,,cnt Vo On dit qu’un morphisme de modules gradués f : V — W est homogene de degré
dsi f(V,) C Wy4q pour tout n dans N.

On considere la catégorie des k-modules différentiels gradués, notée dg-Mod. Un k-module diffé-
rentiel gradué V' est un module sur & qui admet une décomposition de la forme V- =@, .V, et
qui est muni d’une différentielle § : V,, — V,,_1, c’est-a-dire un morphisme de degré —1 qui vérifie
62 = 0. La catégorie g-Mod des modules gradués est une sous-catégorie pleine de la catégorie
dg-Mod des modules différentiels gradués. Elle correspond aux modules différentiels gradués dont
la différentielle 6 est nulle. On note H,(V) ’homologie du complexe de chaines définie par V'
et |v] = n représente le degré homologique n d’un élément v de V. On dit qu’'un morphisme
de modules différentiels gradués f : V — W est homogene de degré d si f(V,,) C W,1q pour
tout n dans N et s’il commute avec les différentielles respectives. On appelle quasi-isomorphisme
tout morphisme homogene de degré 0, f : V — W, qui induit un isomorphisme en homologie
H.(f) : H(V) —» H,(W).

Un point crucial dans le présent travail est 'utilisation d’une graduation supplémentaire donnée
par un poids . Les k-modules V qui admettent une décomposition en fonction d’un poids V =
®p€N V(#) forment une catégorie notée gr-Mod. Dans le méme esprit, on appelle module différentiel
gradué par un poids tout module différentiel V' qui se décompose en une somme directe de sous-
modules différentiels notés V(#). On note la catégorie associée gr-dg-Mod. Ces modules sont bi-
gradués par le degré homologique d’une part et par un poids d’autre part. On note la graduation
homologique par V,, et celle donnée par le poids par V() (voire V{,)). On dit qu'un foncteur est
exact lorsqu’il préserve ’homologie.

Toutes les inclusions de catégories sont résumées dans le diagramme

k-Mod g-Mod dg-Mod

] |

gr-Mod —— gr-g-Mod —— gr-dg-Mod.
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Toutes ces catégories sont munies d’un produit tensoriel. A partir de V et W deux modules
différentiels, on associe la produit V ®; W , défini par (V @, W), = G)H_j:n Vi @ W; et la
différentielle § d’un tenseur élémentaire homogene v ®; w est donnée par 6(v ®; w) = §(v)
w + (—=1)I"lv ®; §(w). On utilise dans ce cadre les régles de signe de Koszul-Quillen: lorsque I’on
doit commuter deux objets (morphismes, éléments, etc ...) de degré d et e, on introduit un signe
(_1)de_

A deux modules (éventuellement différentiels) gradués par un poids V' et W, on associe le produit
V ®;, W donné par la formule analogue (V ®@; W)(®) = D.im) Ve @, W),

Ces produits monoidaux transforment les inclusions précédentes en inclusions de catégories mo-
noidales.

0.2. n-uplets. Pour simplifier les écritures, un n-uplet (i1, ..., i) seranoté 7. On aura affaire
ici & des n-uplets d’entiers strictement positifs. Et on représente la quantité i; + - -+ + 4, par |7|.
Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur les nombres de termes, on note 1 le n-uplet (1, ..., 1).

On se sert de la notation 7 pour représenter des produits d’éléments indicés par le n-uplet
(41, ..., in). Par exemple, dans le cadre des k-modules, V; correspond au produit V;, ®j--- Q4 V;,, .

0.3. Groupe symétrique. On note S, le groupe des permutations de {1, ..., n}. On re-
présente une permutation o de S, par la n-uplet (o(1), ..., o(n)). On prolonge la remarque
précédente, pour tout n-uplet (i, ..., i,), on note S; le sous-groupe §;, x --- x§;, de S3. A partir
de toute permutation 7 de S,, et de tout n-uplet 7 = (i1, ..., i,), on associe une permutation de
Sp; dite permutation par blocs définie par

Tt = Tiy,in  — (i1+"'+i‘r*1(1)71+17"'ai1+"'+ir*1(1)a"'a
L R A I o TR T I T sERs s M yany B

0.4. Suites spectrales associées & un bicomplexe. Soit (V, éj, d,) un bicomplexe. A ce
bicomplexe, on associe deux suites spectrales qui convergent vers I’homologie du complexe total
0 = op + 6y.

I'(Vy= H,(V,6) et II"(V)= H.(V,5$).
Plus précisement, on a
(Lgta do) = (Vs7ta 51})’ (I;,ta dl) = (Ht(Vs7*a 51})’ 6h) et 152715 = Hs(Ht(V*,*a 51})’ 5h)
Et pour la seconde suite spectrale, on a
(IIg,ta do) = (I/;,tv 5h) ) (IIsl,tv dl) = (HS(V*,tv 5h)a 61}) et IIs2,t = Ht(HS(V*,*v 5h)a 51})

0.5. Gebre. On regroupe sous le terme générique de gebre touts les différents types d’alge-
bres, de cogebres, de bigebres, etc ... Cette terminologie a été proposée par Jean-Pierre Serre (cf.

[S])-
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CHAPITRE 1

Notions Monoidales

Le but de ce chapitre est d’abord de fixer les notions que ’on rencontre dans différentes catégories
monoidales. La plus utilisée est probablement celle de monoide. La notion de monoide inclut celles
d’anneau, d’algebre et d’opérade. L’utilisation de la notion de catégorie monoidale permet de
généraliser les raisonnements effectués dans le cadre des anneaux et des algebres. On donne par
exemple les définitions de module sur un monoide, de produits relatifs, de monoide libre et d’idéal
d’un monoide.

1l faut cependant faire attention lorsque ’on généralise ces notions. Elles viennent toutes d’un cadre
trés particulier ou le produit monoidal est biadditif. Plusieurs généralisations d’une méme notion
sont possibles, et certaines reposent sur ce que nous appelons les parties linéaires et multilinéaires
du produit monoidal. La définition d’idéal que nous proposons ici entre dans ce cas de figure. La
généralisation stricto sensu de la notion d’idéal ne permet pas de conserver la propriété que le
quotient d’un monoide par un idéal est muni d’une structure naturelle de monoide. Pour pallier
cette difficulté, nous définissons les idéaux & partir de la notion plus fine de partie multilinéaire.
Il en va de méme pour la construction du monoide libre. Le cas biadditif est connu depuis longtemps
(cf. [MacL1]). Pour avoir le monoide libre sur un objet V, il suffit alors de prendre les mots en
V. Le cas général a été tres peu traité. Nous donnons a la section 6, une construction dans le cas
ou le produit monoidal préserve les coégalisateurs réflexifs. Cette hypothese est vérifiée par tous
les produits rencontrés dans cette these.

1. Catégorie monoidale

On rappelle ici rapidement les définitions usuelles des catégories monoidales. Pour plus de détails,
on renvoie le lecteur au livre de S. Mac Lane [MacL1] (chapitre VII). La définition de catégorie
monoidale est inspirée par la catégorie des ¥ modules munie du produit tensoriel sur k.

1.1. Catégorie monoidale stricte.

DEFINITION (Catégorie monoidale stricte). On appelle catégorie monoidale stricte toute catégorie
A munie d’un bifoncteur O : A x A — A associatif, c’est-a-dire vérifiant I’identité

O(0 x idg) = O(idg xO) : AxAx A— A,
et d’'un objet I, unité & gauche et & droite pour le produit monoidal O, c’est-a-dire vérifiant
I’identité

O(I xid4) =0(@dg x I) = ida.

On la note (A, O, I).
EXEMPLE: La catégorie des endofoncteurs d’une catégorie C munie de la composition des fonc-

teurs et du foncteur identité (C¢, o, idc) est une catégorie monoidale stricte (4 cause de la stricte
associativité de la composition).

1.2. Catégorie monoidale. Comme nous venons de le voir, la définition précédente est trop
rigide pour inclure tous les cas que nous aimerions traiter. Pour pouvoir englober plus de cas, il
faut relacher les hypotheses et considérer I’associativité et les unités a isomorphisme pres.
DEFINITION (Catégorie monoidale). Une catégorie monoidale est une catégorie A munie

— d’un bifoncteur O : 4 x A — A et d’une famille d’isomorphismes

Qg b,c : (aOb)Oc = oO(bOc)
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naturels en a, b et ¢, tels que le pentagone suivant commute pour tout a, b, ¢, d dans A:

Qg,b0Oc,d

(aO(bOc))Od — aO((b0c)Od)
ay wd
((a0b)O0e)0d a0((bO(cOd))
(aOb)O(cOd)

— et d’un objet I ainsi que deux isomorphismes A\, : I0a = a et p, : a0l = a naturels en
a tels que le diagramme triangulaire suivant commute pour tout a, ¢ dans A:

(edI)Oc o fele o aO(I0c)

Ar=pr 2 101 = 1.
On la note (A, O, I, a, A, p) voire (A, O, I).

et tels que

DEFINITION (Foncteurs monoidaux). Tout foncteur entre deux catégories monoidales qui préserve
la structure monoidale est appelé foncteur monoidal.

1.3. Exemples.

(1) La catégorie des ensembles munie du produit cartésien et d’'un ensemble & un élément
pour unité forme une catégorie monoidale notée (Ens, x, {*}).

(2) Sur le méme modele, la catégorie des espaces topologiques forme une catégorie monoidale
pour le produit et un ensemble réduit & un point pour unité (Top, x, {x}).

(3) Les groupes abéliens avec le produit tensoriel sur Z et le groupe Z lui-méme forment une
catégorie monoidale notée (Ab, ®7z, Z).

(4) Vient ensuite la famille d’exemples formée par les catégories de k-modules. Le plus simple
est celui de la catégorie des modules sur £ munie du produit tensoriel classique ®;, avec k
pour unité. On la note (k-Mod, ®y, k). Puis, en affinant la définition du produit tensoriel
(¢f. Conventions), on fournit & la catégorie des k-modules gradués et a celle des k-
modules différentiels gradués une structure de catégorie monoidale notées respectivement
(g-Mod, ®, k) et (dg-Mod, ®x, k). On peut aussi citer ’exemple des représentations
vectoriels sur différentes structures algébriques (¢f. D. Calaque et P. Etingof [EC]).

(5) Un exemple plus compliqué, inspiré par la théorie des opérades (¢f. V. Ginzburg et M.M.
Kapranov [GK] et J.-L. Loday [L3]) , est donné par la catégorie des S-modules. Un
S-module est une collection (P(n))pen+ de modules sur S,,. On munit cette catégorie du
produit o défini par

PoQ(n)= P Pk)®s, Qir) ®% -+ @k Qi)
1<k<n
i14tig=n
et de l'unité I = (k, 0, ...). Elle est notée (S-Mod, o, I). Remarquons que dans tous
les exemples précédents le produit monoidal préserve les coproduits a gauche comme a
droite, alors que cet exemple-ci ne vérifie cette propriété qu’a gauche.

REMARQUE : Dans la théorie des groupes quantiques, on se sert de la notion de catégorie tensorielle
qui est une catégorie monoidale dont les morphismes (Homs) sont munis d’une structure de k-
modules de dimension finie. Ici, il nous suffira de considérer seulement une catégorie monoidale
abélienne.
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1. CATEGORIE MONOIDALE

DEFINITION (Catégorie monoidale symétrique). Une catégorie monoidale est dite symétrique si
elle posséde des isomorphismes 7,5 : a0b — bOa naturels en a, b tels que

Ta,b © Tha = tdpoas  Pb = Ap © Th,1,
et tels que le diagramme suivant commute:

Ta,bOc

(aOb)dc L a0(bOc) ——— (bOc)0a

lra,bﬂc \Lab,c,a
bOTq,c

(b0a)0e —22+ pO(gOc) — === b0)(cOa).
Les exemples de (1) & (4) sont des exemples de catégories monoidales symétriques.

1.4. Théoréme de cohérence de Mac Lane. Grice au théoréme suivant, on peut souvent
se passer des isomorphismes a, A et p pour ne considérer que des catégories monoidales strictes.
C’est pourquoi, on omet souvent en pratique d’écrire ces trois isomorphismes.

THEOREME 1 (Théoréme de cohérence de Mac Lane, cf. [MacL1]). Toute catégorie monoidale est
équivalente a une catégorie monoidale stricte. (La relation d’équivalence est celle des catégories
monoidales).

COROLLAIRE 2. Tout diagramme construit avec les isomorphismes a, X et p, les identités et les
produits monoidaur est commutatif.

1.5. Catégories monoidales abéliennes. Soit (A, O, I) une catégorie monoidale abéli-
enne. Dans I’étude d’une telle catégorie, un des enjeux fondamentaux est de comprendre le com-
portement du produit monoidal vis-a-vis du coproduit. Pour cela, on introduit les deux foncteurs
suivants:

DEFINITION (Foncteurs de multiplication). Dans une catégorie monoidale (A, O, I), pour tout
objet A, on appelle foncteur de multiplication (ou de composition) a gauche par A (respectivement
a droite), le foncteur défini par Ly : N — AON (respectivement, R4 : N — NOA).

DEFINITION (Catégorie biadditive). On appelle catégorie biadditive toute catégorie monoidale
abélienne telle que les foncteurs de multiplication Ly etR4 soient additifs pour tout objet A,
c’est-a-dire qu’ils préservent le coproduit.

Dans une catégorie biadditive A, on sait construire certains objets importants comme le monoide
libre par exemple (cf. section 6). Par contre, le cas général est plus compliqué et il faut souvent
faire la distinction entre deux types de notions. Pour cela, on définit ’objet suivant:

DEFINITION (Partie multilinéaire). Soient A, B, X et Y des objets de .A. On appelle partie mul-
tilinéaire en X le conoyau de I'application

A0y OB

AOYOB 222, AD(X @ Y)OB,
que ’on note AO(X @ Y)OB.

EXEMPLES :

— Dans le cas d’une catégorie monoidale biadditive, on a toujours AO(X & Y)OB =
AOXOB.

— Dans le cas des S-modules, Ao (X & Y') correspond aux éléments de la forme A(n) ®s,
Z(i1) ®p -+ ®r Z(in) avec Z = X ou Y mais avec globalement au moins un X, d’ou la
notation.

REMARQUE : La partie multilinéaire en X de I’expression AO(X @ Y) montre le défaut pour le
foncteur Ry : Z — AOZ & préserver les conoyaux. En effet, si ce foncteur préserve les conoyaux,
alors la partie multilinéaire AO(X & Y') se réduit & AOX. On voit par exemple, que le foncteur
7Z — Ao Z 1ié aux S-modules ne préseve en général pas les conoyaux.
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CHAPITRE 1. NOTIONS MONOIDALES

LEMME 3. Soient A et B deuz objets d’une catégorie abélienne A. Soient 7 et 1 deux morphismes
i
B <7T—9 A
tels que i soit une section de m, c’est-a-dire w o i = ids. Alors le noyau de w est naturellement

isomorphe au conoyau de i.

DEMONSTRATION. Comme i est une section de m, 1'objet B se décompose sous la forme B ~
im A @ ker 7. Ce qui montre que cokeri ~ ker . O

Grace a ce lemme, on peut écrire la partie multilinéaire en X comme un sous-objet de AO(X &
Y)OB.

COROLLAIRE 4. La partie multilinéaire en X correspond aussi au noyau de ’application

AQOny OB

AD(X @ Y)OB &=, AOY OB,
ou Ty est la projection X Y — Y.
Nous aurons besoin plus loin du lemme technique suivant.

LEMME 5. On se place dans une catégorie monoidale abélienne (A, O, I). Soit C = A® B un
objet de A. Alors, le conoyau deigOiyg : ADA — COC est donné par CO(A® B) + (A e B)OC.

DEMONSTRATION. On a le diagramme commutatif suivant :

AO(A® B) —— CO(A & B) —— (€COC)/(AOA)

) . I "1

ADC —= coc (4@ B)OC
ADiA\J\ y quu JA
ADAT 2 L 0fA——= (AeB)DA

D’ou,

COC = COAeCO(A®B)
ADA® (A B)UAa CO(A® B)

coker(igOig).

De la méme maniere,

COC = AUA® AO(A® B) @ (Ae B)OC.

coker(iaOia)

Ainsi, CO(A @ B) + (A @ B)OC — (COC)/(AOA) et 'égalité vient de la précédente combinée &
AO(A@ B) — CO(A & B). O

REMARQUE: Le corollaire précédent montre que le conoyau de i4074 peut étre vu comme un
sous-objet de COC. Plus précisement, le lemme 3 montre que le conoyau de i 40i 4 correspond au
noyau de m40Om4 (c’est-a-dire & CO(A & B) + (A @ B)OC).

2. Monoide
La notion de monoide est la généralisation naturelle de celle d’algebre.

16



2. MONOIDE

2.1. Définition.
DEFINITION (Monoide). Dans une catégorie monoidale (A, O, I), un monoide est un objet M
muni de deux morphismes:

— une composition (ow multiplication) p : MOM — M,
— une unitén : I - M

tels que les deux diagrammes suivants soient commutatifs

QM,M,M

(MOM)OM MO(MOM)
woM MOu

MOM MOM

\ /
M
noOM MOy
IOM —— MOM =— M0OdJ

N

M
On le note souvent (M, u, n).
2.2. Exemples. Dans le cas strict, un monoide dans la catégorie (C¢, o, idc)) des endofonc-
teurs d’une catégorie C n’est autre qu’une monade.

Dans les exemples de catégories monoidales donnés précédemment, la notion de monoide corres-
pond aux définitions suivantes:

(1) Dans la catégorie des ensembles, on retrouve la notion classique de monoide.

(2) Dans le cas des espaces topologiques, on parle de monoide topologique.

(3) La définition d’un anneau est exactement celle d’'un monoide dans la catégorie (Ab, ®z
, Z).

(4) Pour les catégories construites & partir de k-modules, la définition de monoide est celle
de k-algebre (k-algébre graduée et k-algebre différentielle graduée).

(5) La donnée d’un monoide dans la catégorie des S-modules est celle d’une opérade.

DEFINITION (Morphismes de monoides). Un morphisme de monoides est un morphisme qui com-
mute avec les compositions et les unités des monoides source et but.

Ainsi, les monoides de A munis de leurs morphismes forment une catégorie notée Mon 4.

Dualement, on a la notion de comonoide.

DEFINITION (Comonoide). On appelle comonoide (C, A, €) de la catégorie (A, O, I), tout monoide
dans la catégorie opposée (AP, O, I).

De maniere equivalente un comonoide C est la donnée

— d’un morphisme A : C — COC appelé comultiplication,
— et d’'un morphisme ¢ : C — I appelé counité.

La comultiplication est coassociative, ce qui se représente (en omettant les isomorphismes naturels)
par le diagramme commutatif

c—2 -coc
A COA
coc —2% cocoe.
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Et la relation de counité s’écrit

cor—2—~c<2 ¢
COe lA eaC
cac.

2.3. Monoide augmenté. Enfin, dans de nombreux cas, nous aurons affaire a des monoides
munis d’une counité.

DEFINITION (Monoide augmenté). Un monoide (M, u, n) est dit augmenté s’il posséde un mor-
phisme de monoides ¢ : M — I. Cela signifie que le diagramme suivant commute:

MOM == o1

\LM lAI:PI
€

M——-1
et que

Il M—S>71 =id.

Si, de plus, A est une catégorie abélienne, on pose M = ker ¢, que I'on appelle idéal d’augmentation
de M.

PROPOSITION 6. Dans une catégorie monoidale abélienne, tout monoide augmenté est isomorphe
aMal.

DEMONSTRATION. Le morphisme 7 est un relévement de la suite exacte

(>

H( ker e M4>I
n

3. Modules sur un monoide

Plusieurs généralisations de la notion de module sur une algébre sont proposées ici. Elles sont
toutes équivalentes dans le cas d’une catégorie biadditive.

3.1. Définition de module.

DEFINITION (Module sur un monoide). Un module a gauche R sur un monoide (M, u, n) est la
donnée d’un objet R de A avec un morphisme » : MOR — R tels que les diagrammes suivants
commutent

On note la catégorie des modules & gauche sur M par M-Mod.
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3. MODULES SUR UN MONOIDE

La définition de module a droite (L, 1) est symétrique et on note la catégorie associée Mod-M.
Enfin, on appellera bimodule tout objet B qui est a la fois un module & gauche et a droite et tels
que les deux actions commutent. On note cette catégorie M-biMod.

EXEMPLE: Un monoide (M, u, n) agit sur lui-méme par multiplication p. On parle alors de
représentation réguliere.

REMARQUE : Comme les définitions entre les modules & gauche et les modules & droite sont simi-
laires, on se contentera dans la suite de ne détailler qu'un des deux cas.

En dualisant la définition de module sur un monoide, on aboutit & celle de comodule sur un
comonoide.

DEFINITION (Comodule sur un comonoide). Soit (C, A, €) un comonoide. Un objet R de A muni
d’un morphisme r : R — COR est appelé comodule sur C & gauche si (R,r) est un module &
gauche dans la catégorie opposée (A°P, 0%, ).

3.2. Module libre. L’oubli de la structure de module définit un foncteur de la catégorie des
modules (& gauche) sur un monoide M vers la catégorie A.

U: (R, r)— R
Ce foncteur admet un adjoint & gauche qui est donné dans la proposition suivante.

PROPOSITION 7. Pour tout objet A de A, l'objet MOA avec le morphisme

-1
Qnr M, A

Moo 2 (oMo 24 yoa
forment le module a gauche libre sur A.
De la méme maniere, on a:

PROPOSITION 8. Pour tout objet A de A, l'objet COA avec le morphisme

coA 224 (on0)oa 222 on(coA)

forment le comodule & gauche colibre sur A.

3.3. Modules multilinéaire et linéaire. Dans le cadre d’une catégorie monoidale abéli-
enne, on peut proposer deux autres généralisations de la notion classique de module sur un anneau,
celles de module multilinéaire et de module linéaire.

DEFINITION (Module multilinéaire). Un objet R est un module multilinéaire a gauche s’il admet
un morphisme r : MO(M @ R) — R vérifiant les diagrammes commutatifs suivants:
(MOM)O(M @ R) MR vio(MO(M @ R) @ MOM)
uO(MeR MO(r+p)

oR % yMoR —— MO(M @ R)
\ l?‘
AR
R.
On a alors le méme type de propoposition pour le module multilinéaire libre.

PROPOSITION 9. Pour tout objet A de A, l'objet MO(M @& A) muni du morphisme défini par la
composition
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At v e MO(MOn+MO(M@A
MO(MeMO(M @ A)) S2xea MOV MOMED). oy ovre ) L2904, yo(MeA)

forme le module linéaire a gauche libre sur A.

La terminologie de “modules multilinéaires” vient du fait que 1’on fait agir M sur des éléments de
M et de R mais avec au moins un élément de R.

Une autre notion, celle de module linéaire, a été introduite dans le cadre de la cohomologie de
Quillen des monoides par H. J. Baues, M. Jibladze et A. Tonks dans [BJT]. La définition de
module linéaire se résume en disant que M agit sur des éléments de M et de R mais avec un seul
élément de R.

Pour pouvoir définir la partie de MO(M @ R) qui s’écrit avec un seul élément de R a droite, on
linéarise le foncteur R : X - MO(M @ X).

DEFINITION (Effet croisé). Soit I' : A — A un endofoncteur de la catégorie abélienne A. Pour
deux objets X et Y de A, on définit ’effet croisé T'(X|Y') par le noyau de I’application

) I(rx)®T(7y)

I'(X|Y) = ker (F(X@Y F(X)@F(Y)).

L’image de Deffet croisé I'(X|X) via I’application

I(X|X) < I(X & X) 2% r(x),

correspond a la partie non additive du foncteur T'. Il suffit donc de quotienter I'(X) par cet objet
pour obtenir un foncteur additif.

PROPOSITION 10. Le foncteur ['*% défini par
add( X) = coker ([‘(XX) S T(X @ X) L [‘(X))

est un foncteur additif.
De plus, la transformation de foncteurs add : T — T'%% factorise de maniére unique toute trans-
formation naturelle I' — II, ou II est un foncteur additif.

Lorsque l'on linéarise le foncteur R : X — MO(M @ X), on obtient la partie linéaire en X de
Pexpression MO(M & X).

DEFINITION (Partie linéaire). La partie multilinéaire en X de I’expression MO(M & X ) correspond
a image R*¥(X).

On définit la notion de module linéaire grace a cet objet de A.

DEFINITION (Module linéaire). On appelle module linéaire & gauche, tout objet R de A muni d’un

morphisme r : R*d4(R) — R qui vérifie le méme type de diagrammes commutatifs que ceux des
deux définitions de modules précédentes.

COROLLAIRE 11. Lorsque la catégorie A est biadditive, les notions de module, module linéaire et
module multilinéaire se confondent.

DEMONSTRATION. Lorsque la catégorie A est biadditive, la partie linéaire et multilinéaire en R
de MO(M & R) correspond & MOR. O

4. Produits monoidaux relatifs

La définition du produit monoidal relatif est la généralisation naturelle de la notion de produit
tensoriel relatif sur une algebre.

A partir de maintenant, nous nous placerons toujours dans une catégorie monoidale abélienne
(A, O, I). Soit (M, p, n) un monoide de A.
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4. PRODUITS MONOIDAUX RELATIFS

4.1. Définition et premiéres propriétés.

DEFINITION (Produit monoidal relatif). Soient (L, ) un M-module & droite et (R, r) un M-
module a gauche. On définit le produit monoidal relatif LOy; R par le conoyau de

IOR

LOMOR LOR —*'s LOyR.

LOr
On a les premieres propriétés suivantes.

PropPoSITION 12. Pour R un M-module & gauche, on a MOy R = R.
Et pour un M -module libre d droite ADM, on a (AODM)Op R = AOR.

DEMONSTRATION. On montre que r correspond au conoyau voulu. Déja, la composition

uOR r
MOMOR——<MOR—>R

MOr

est nulle par définition de I’action r. Ensuite, considérons f : MOR — A telle que

pOR f
MOMOR o MOR A

soit nulle. L’application (uOR) o (nOMOR) est un isomorphisme de IOMOR vers MOR. On
regarde alors la composition

fo(uOR) o (nBMBR) = fo(MOr)o (ndMOR)
fo(nOR) o (IOr).

Posons f = f o (nOR). Alors, aux isomorphismes liés & I pres, f se factorise en f = for. Comme
r est un épimorphisme (r o n = A), on en conclut qu’une telle application f est unique. O

4.2. Foncteurs de restriction et d’extension. Soit un morphisme de monoides ® : M —
M'. On construit & partir de ® deux foncteurs entre les modules sur M et ceux sur M.

DEFINITION (Foncteur de restriction). On appelle foncteur de restriction induit par ®, le foncteur
®' : M'-Mod — M-Mod défini par

R . moR —-

MOR' R'.

Le morphisme ® induit sur M’ une action & droite par M. On peut définir un foncteur reciproque
ad.

DEFINITION (Foncteur d’extension). Le foncteur d’extension issu de & est le foncteur ®,
M-Mod — M'-Mod donné par le produit de composition relatif

&, (R) = M'OyR.

PROPOSITION 13. Les deuz foncteurs ®, : M-Mod M'-Mod : ® sont adjoints.

DEMONSTRATION. Commencgons par définir les deux transformations suivantes:

— L’unité d’adjonction u : idpr-Moa = ®' o B, est donnée par
ugr : R=MOyRw— M’DMR =®0y,R.

— Quant & la counité ¢ : ® 0®' = idyr_Moa, elle correspond au passage au quotient, pour
le produit relatif sur M, du conoyau définissant le produit relatif sur M’ de M'OR’. Ce
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qui se résume ainsi:

Cpi
M'Oy®'(R) i M'Oy R =R
L, M'OR’ (M'ar’)o
y W)
%{ m
M'OM'OR' (ERERD AroMOR!.
\—//

M'O0&OR’
On vérifie ensuite les relations voulues:
(1) La composition

&(R) 2L 3,0 8 o 3,(R) 2L &,(R)

correspond au morphisme identité idg,(r)-

En effet, on a le diagramme commutatif suivant:

, ®)(u) , , c1(R) :
M'OyR——" > M'Oy(M'OyR) ———= > M'OyR

cokerT cokerT

M'OR = M'O(MOyR) — M'O(M'0Oy R) —2% M'Oy (M'OyR) = M'Oy R

M'O cokerT m cokerT
M'O0&0OR ker OR
M'OMOR ——————— M'OM'OR ki M'OR.

(2) D’autre part, on a

Lo @) R 31 ()
®(R)——=>® 0P 0P (R)——=P(R) =
R — M'O0yR ——R' = 1idp.
O
4.3. Quotient indécomposable. Lorsque (M, u, I, €) est un monoide augmenté (cf. sous-
section 2.3), la ocunité ¢ induit un foncteur €' : I-Mod = A — M-Mod qui fournit une structure

de M-module & tout objet de A. On parle alors d’action triviale ou d’action scalaire . En outre,
on a un foncteur &, : M-Mod — I-Mod = A tel que &/(R) = IOy R.

DEFINITION (Quotient indécomposable). Le produit relatif R = I0y; R est appelé quotient indé-
composable de R.

La bijection naturelle d’adjonction s’écrit alors
HOII]A(E, A) = Hompr.mod (R, El(A))
Et, 'unité d’adjonction devient

urp=cUOpnr

R=MOyR L jouR=R

REMARQUE : Le nom (quotient indécomposable) vient du fait que, dans un cadre ensembliste, il
représente les éléments du module qui ne peuvent étre obtenus comme image d’autres éléments
par 'action de M.

Rappelons que lorsqu’un monoide est augmenté, alors on a

A € .
A=Al 225 qom 2% 4 = ida.
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5. COEGALISATEURS REFLEXIFS

Ceci donne la proposition suivante.

PROPOSITION 14. Lorsque le monoide M est augmenté, on peut identifier le quotient indécompo-
sable de la représentation réguliére avec I et celui du module libre MOA avec A lui-méme.

5. Coégalisateurs réflexifs

Nous avons vu que, dans 1’étude d’une catégorie monoidale abélienne, on cherchait a comprendre le
comportement du produit monoidal vis-a-vis du coproduit. Plus fort encore, on peut aussi chercher
a savoir si le produit monoidal préserve les conoyaux. Dans le cas du produit tensoriel classique
®p, comme les foncteurs de multiplication R4 et L4 sont des adjoints & gauche d’autres foncteurs,
ils sont exacts & droite. Et comme ils sont additifs, ils préservent les conoyaux. Plus généralement,
un foncteur préserve les conoyaux si et seulement si il préserve les coproduits et qu’il est exact
a droite. On voit donc que, dans une catégorie monoidale qui n’est pas biadditive, le produit
monoidal n’a aucune chance de préserver les conoyaux. C’est pour cela que nous avons introduit
la notion de partie multilinéaire qui sert & mesurer le défaut pour les foncteurs de multiplication
a préserver les conoyaux (cf. section 1).

On sait que dans un catégorie abélienne, la notion de coégalisateur correspond a celle de conoyau.
Par contre, il existe une notion plus fine, celle de coégalisateur réflexif. Cette notion est plus
facilement préservée par les foncteurs, notamment les foncteurs de multiplications. Pour preuve, le
produit monoidal o préserve les coégalisateurs réflexifs (cf. [GH]). Nous verrons a la section 8 que
tout foncteur analytique scindé préserve les coégalisateurs réflexifs et que produits monoidaux,
que nous considérons dans cette theése, induisent tous des foncteurs analytiques scindés.

5.1. Définition et premiéres propriétés.

7 dl . . .
DEFINITION (Paire réflexive). Une paire de morphismes X; ——= X, est dite réflexive s’il existe
do

un morphisme sg : Xo — X; tel que dy 0 so = di 0 sp = idx,.

DEFINITION (Coégalisateur réflexif). On appelle coégalisateur réflezif tout coégalisateur prove-
nant d’une paire réflexive.

ProposITION 15. Soit T' : A — A un endofoncteur d’une catégorie abélienne A. Si T' préserve
les coégalisateurs réflexifs alors T' préserve les épimorphismes.

DEMONSTRATION. Soit B ——= (¢ un épimorphisme. Comme on s’est placé dans une catégorie
abélienne, on sait que 7 correspond au conoyau de son noyau (que l’on note )

i T
A——B —C.
Le conoyau 7 peut s’écrire comme le coégalisateur réflexif de la paire suivante

S0

Ae® B dl—) B — T C,
do
oudy =1+ 1idp, dy =idp et sg = ip.
Comme T préserve les coégalisateurs réflexifs, on obtient que I'(7) est le coégalisateur de (I'(do),
['(d1)). En tant que coégalisateur, I'(7) est un épimorphisme. O

5.2. Lien avec le produit monoidal. Nous allons étudier certaines propriétés vérifiées par
un produit monoidal lorsque ce dernier préserve les coégalisateurs réflexifs.

DEFINITION. On dit d’un produit monoidal (A, O, I) qu’il préserve les coégalisateurs réflexifs
si pour tout objet A de A, les foncteurs de multiplications R4 et L4 préserve les coégalisateurs
réflexifs.
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PROPOSITION 16. Soit A est une catégorie monoidale abélienne dont le produit préserve les
coégalisateurs réflexifs. Soient

S0 S0

d1 ™M d1 TN
Mi——=My— M e N —>=Nyg—>N

do dO

deux coégalisateurs réflexifs. Alors MON est le coégalisateur de

spOso
d10d1 Levauk N

M{ON; ——— My ONy —— MON .
doOdg

DEMONSTRATION. Soit ¢ : MyONy — A un morphisme tel que ¢(doOdy) = ¢(d10dy).
L’hypothése que le produit monoidal O préserve les coégalisateurs réflexifs donne que MyOny est
le coégalisateur de (MyOdy, MpOd;). Comme

¢(MoOdy) = ¢(doOdp) o (s90Ny)
= ¢(d10dy) o (soON1)
= ¢(M0Dd1)a

on a que ¢ se factorise de maniére unique sous la forme ¢ = ¢ o (MoOny), ot ¢1 : MgON — A.
On veut montrer que ¢1(dgdN) = ¢1(d;ON). Pour cela, il suffit de montrer que ¢ (dgOnn) =
¢1(d107N) parce que M;0O7y est un coégalisateur (réflexif) et donc un épimorphisme. On a

¢1(doOnn) = ¢(doTONo)
= ¢(doOdp) o (M1 Os0)
¢(d10dy) o (M1Os0)
= ¢(diONy)
= ¢1(diOnp).

Comme 7,0ON est le coégalisateur de (dyON, d;0ON), on peut factoriser de maniére unique ¢;
en ¢ = q~50 (rmON) avec ‘E : MON — A. Ainsi, on a pu factoriser ¢ par w07y, puisque
6= go (myOmy).

Soit ¢ = ¥ o (T3 Oy une autre factorisation , on a alors que (¢ — ¢) o (myOmy) = 0. D’apres la
proposition 15, mysOny apparait comme une composition de deux épimorphismes, il s’agit donc
d’un épimorphisme, d’ou J = 5 O

6. Monoide libre

Dans une catégorie monoidale abélienne (A, O, I), pour tout objet A, on peut considérer les
deux foncteurs de multiplication (composition) & gauche et & droite par A (L4 : N — AON et
R4 : N +— NOA). Lorsque ces foncteurs préservent les coproduits, c’est-a-dire qu’ils sont additifs,
alors la description du monoide libre sur V est assez simple et est donnée par les mots en V' (cf.
[MacL1] VIL3).

Dans le cas ou seul un de ces deux foncteurs est additif, la construction du monoide libre peut
s’écrire & l'aide d’une colimite astucieusement choisie. (¢f. [BJT] Appendix B). L’exemple des
opérades entre dans ce cadre. Ainsi, I'opérade libre, déja explicitée en terme d’arbres par V.
Ginzburg et M.M. Kapranov dans [GK] correspond & cette colimite.

Par contre, le cas général a été tres peu traité. Seul E. Dubuc propose une solution dans ([D]) a
I'aide d’un raffinement transfini de la construction usuelle. Nous proposons ici, une construction
différente et plus concrete qui s’applique aux exemples que nous étudierons par la suite.
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6. MONOIDE LIBRE

6.1. Construction du monoide libre. On se place dans une catégorie monoidale abélienne
(A, O, I) telle que, pour tout objet A de A, les foncteurs de multiplications L4 et R4 préservent
les colimites séquentielles ainsi que les coégalisateurs réflexifs.

Soit V un objet de A. On considére I'objet augmenté V, = I®V, et on posen : I — V, l'injection
de I dans V; et ¢ : V, — I la projection de V. sur I. On note V,, = (V4 )™ (par convention
Vo = (V4)7° = I) et on appelle FS(V) l'objet défini par @, Vn-

REMARQUE : Cette objet est muni de dégénérescences

ViOnOV,_;

i Vo = (V)HiOro(v, ) = (V)T OV, O(Vy) =9 = Vi

Et, lorsque V est un monoide augmenté, FS(V) est muni de faces pour donner la bar construction
simpliciale sur V' (cf. chapitre 6).

DEFINITION (Les catégories simpliciales A et Agace). La catégorie Ag,ce est une sous-catégorie de
la catégorie simpliciale A. Dans les deux cas, les objets correspondent aux ensembles finis ordonnés
[n] ={0 <1< ---<n}, pour n € N. Les ensembles de morphismes Homa ([n], [m]) sont formés
des applications croissantes de [n] vers [m]. Pour i = 0,..., n, on définit les applications faces ¢;
par
o _J si j<i,

6’(9)_{ j+1 osioj>i
Les ensembles de morphismes de Ag,.. sont formés des seules compositions d’applications faces
(et des identités idj,)).

REMARQUE : La catégorie A, est parfois notée AT dans la littérature.

Dans le cas ou le produit monoidal préserve les coproduits & gauche comme & droite, la colimite de
FS(V) sur la petite catégorie Agyce correspond aux mots en V et fournit ainsi le monoide libre sur
V noté F(V). C’est le cas dans les exemples numérotés de (1) & (4) précédemment (cf. section 1).
Ceci explique pourquoi la construction du monoide classique libre (catégorie Ens, exemple (1)),
de ’anneau libre (catégorie Ab, exemple (3)) et de I’algebre libre (catégorie k-Mod, exemple (4))
se fait selon le méme schéma.

Dans le cas contraire, la colimite Colima,, . FS(V) est un objet trop gros pour étre un bon can-
didat au monoide libre. Dit autrement, le morphisme de concaténation V,,0V,,, — V), ne passe
pas a la colimite. On quotiente donc les V,, avant de passer a la colimite sur Agace.

Posons 7 : V' — V5 le morphisme défini par la composition

-1
)‘V

T i1 Oy —iy Oig
VY v e vor XYY r e VoI e V) = Vs .

Pour A, B deux objets de A, AOV,0OB s’injecte dans AO(V> @ V)OB via le monomorphisme
AOiy,0B. En considérant la partie multilinéaire en V' de I'objet AO(V, & V)OB, on a

AD(V @ V,)OB = AOV,0B & AO(V, @ V)OB.

On définit

AD(T+idV2)D
_—

Rap =im (AD(V2 ®V)OB — AQ(V & V,)0B b ADVQDB> .

DEFINITION (I7n). On définit V, par
" n—2
Vi, = coker (@ Ry, v, ; », — Vn> .
i=0
On le note aussi Vn/(Z?:_O2 Rin—i—2).
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REMARQUE : Dans le cas des opérades, le S-module V,, correspond aux arbres a n niveaux dont
les sommets sont indicés par des éléments de V. Alors que @, V;, correspond aux arbres sans
. . —2 . N .
niveaux. En effet, quotienter par le S-module Y " R;,_i—» revient & identifier un arbre avec
N/ | |

pour sous-arbre ‘l/ au méme arbre avec le sous-arbre I\/I a la place.

..... I s Y e

LEMME 17.
(1) Les morphismes n; entre Vy, et V11 passent au quotient pour donner des applications 7j;
de Vn vers 17”+1.
(2) Pour tout couple i, j, les applications 7; et n; sont égales.
DEMONSTRATION.
(1) 11 suffit de voir que 'on a

Ni(Rjn—j—2) C Rjn—j1 si j<i—2,
Mi(Rj,n—j—2) C Rjt1,n—j—2 si j >,
Ni(Ri—1,n—i—1) C Ri—1,n—i + Ri n—i—1 lorsque i=1,...,n—1.

(2) Comme (7; = 7it+1)(Vn) C Ri,n—i—1, 00 a 7 = Nit1. O
On pose alors,

DEFINITION (F(V')). On définit 'objet F(V) par la colimite séquentielle suivante :

I 477) ‘71:V1:V+ 47])' ‘72 ! ‘73 L ‘74

N lj& Jo Ja ja

F(V) = Colimy V,.

Le fait d’avoir quotienté les V,, en I7n a permis de transformer une colimite sur la catégorie Agace
en une colimite séquentielle. L’hypothese que le produit monoidal O préserve ce type de colimite
donne ici la propriété suivante:

LEMME 18. Pour tout objet A de A, les foncteurs de multiplication a gauche et d droite par A,
L4 et Ry, préserve la colimite précédente F (V). De maniére explicite, on a

AD Colim Vv, = Co%im(ADVn) et Colim V,04 = Co%im(VnDA).
On va maintenant chercher & munir 'objet F (V) d’une structure de monoide.

L’unité, notée 7 correspond au morphisme jy : I — F(V). Quant au produit, on le définit & partir
de la concaténation V,,0V,,, — V,,4p,,. Posons

~ ~ Jn4m
MUn,m V.0V, Vn+m Vn+m —>7(V) :
Posons R,, = Z?:_OQ R; ,—i—2, on a alors la suite exacte courte
0 R, <>V, =7 0.

PROPOSITION 19. [l existe une unique application Ly, m : VnDVm — F(V) qui factorise pin, m de
la maniére suivante

T O ~ ~
VnDVm - VnDVm
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6. MONOIDE LIBRE

DEMONSTRATION. On écrit les conoyaux V,, comme des coégalisateurs réflexifs sous la forme

S0
N
Rn®Vn:Vn—»Vn,
do

avec dg = in + tdy,, di = idy, et so = iy,. L’hypothese que le produit monoidal O préserve les
coégalisateurs réflexifs permet d’affirmer, grace a la proposition 16, que 7, O, est le coégalisateur
(réflexif) de (dopOdp, d10d1). La proposition découle de la propriété universelle vérifiée par les
coégalisateurs. Il suffit pour cela de montrer que py,, m(doOdp) = fin, m(d10d1). Cette égalité vient
du diagramme suivant

(R © Vo) O(Rpn & Vi) 2220y oy Vit

lidﬂid l"rn-{—m

Tn4+m ~
VnDVm Vn+m Vn+ma

qui est commutatif en vertu des inclusions (R, ® V;,)OV,, = Ry m €t V,O(Rpm @ Viy) = Ry . O

LEMME 20. Il existe un unique morphisme [, . rendant le diagramme suivant commutatif

~ Vo0~  ~ V, 07 ~ ~
.01 ——~¥,0i, A=A
\\
ﬁn,ﬁ ﬁ/ \
F(V) : 7,0F(V) = Colimy (V,07,,).

N, .
DEMONSTRATION. Déja, les applications [y, , commutent avec les V,,07

V.0i

‘777/':“77’)1 f/111|:|‘7171-|-1
T
Hn,m+1
F(V).

Par définition de la colimite, elles engendrent donc une unique application

Fin,+ = Colim(V,0Vn) — F(V)
rendant le diagramme de ’énoncé commutatif. On conclut en utilisant le lemme 18 pour justifier
que Colimy(V,,0V,,,) = V,,OF (V). O
De la méme maniere, on a le lemme suivant.
LEMME 21. [l existe un unique morphisme [ rendant le diagramme suivant commutatif

noF(V)

~ nOQF(V
I0OF(V) ———> VoF(V) oFW)

VoOF(V) ---

FV)

F(V)OF(V) = Colimy (V,0F(V)).

e
DEMONSTRATION. Les arguments sont les mémes. O

REMARQUE: La construction de i en commencant & passer a la colimite par la gauche puis par
la droite donnerait le méme morphisme.

PROPOSITION 22. L’objet F(V) muni de la multiplication fi et de l'unité 7 forme un monoide
dans la catégorie (A, O, I). _
De plus, ce monoide est augmenté et on note F(V) son idéal d’augmentation.
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DEMONSTRATION. La relation vérifiée par I'identité est évidente. L’associativité de i vient de
celle des fip, .
On définit la counité par passage a la colimite des applications

R, = Z?;Oz Ri,n7271‘ - V, = (V D I)Dn Lker»; 7

n
~
On -~ -
¢ _ 7 31etn
£
I =7
qui, apres passage a la colimite, donne la counité € voulue. g

THEOREME 23 (Monoide libre). Dans une catégorie monoidale abélienne qui admet des colimites
séquentielles et telle que le produit monoidal préserve ce type de colimite ainsi que les coégalisateurs
réflexifs, le monoide (F(V), i, 7j) est libre sur V.

DEMONSTRATION. L’unité d’adjonction est définie par

uy V;>V®IL>]:(V).

Quant a la counité cp; : F(M) — M, pour un monoide (M, v, ¢) de A, on la définit par passage
a la colimite des applications v™ suivantes :

Ro=Y0"2Riin s i M, = (M D)™ % 37

—~
—~

v o(M+¢)7" g
-~ 3Jlyn
~

M,

wn

ol les morphismes " représentent n — 1 compositions de v: M™" X M. Les v™ sont bien définis
parce que v" o (M + ¢)""(R;, n—2—) = 0, pour tout i.
On a alors immédiatement les deux relations d’adjonction

FV) L FFEV) ZL FV) = idey et
M2 F M) Ty = ida

O

REMARQUE : Dans le cas des S-modules, 'objet F (V') correspond & la somme directe sur les arbres
des S-modules obtenus en indi¢ant les sommets des arbres par des éléments de V. On retrouve
Popérade libre donnée par [GK] en termes d’arbres (sans niveau) ainsi que la construction de
[BJT].

6.2. Comonoide colibre. On a une autre définition équivalente du monoide libre. Lorsqu’il
existe, le monoide libre sur V est 'unique objet (& isomorphisme prés) qui vérifie la propriété
suivante: pour tout morphisme f : V' — M ou M est un monoide, il existe un unique morphisme
de monoides f : F(V) — M tel que le diagramme suivant soit commutatif

vV —> F(V)
N
M.
On peut dualiser cette définition pour obtenir celle de comonoide colibre.

DEFINITION (Comonoide colibre). Soit V un objet de A. Lorsqu’il existe, le comonoide colibre est
Punique objet F¢(V) tel que pour tout morphisme f : C — V, o C est un comonoide, il existe
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un unique morphisme de comonoides f : C' — F¢(V) rendant le diagramme suivant commutatif

V" F(V)

RN

C.

7. Idéal

Rappelons qu’un idéal d’une algebre A est un sous-module de J de A tel que A ® J L T et
Jo AL J. Lorsque J est un idéal d’une algébre A, le module quotient A/J est naturellement
muni d’une structure d’algebre.

Nous avons vu précédemment (cf. section 3) que le cas biadditif ne permettait pas de faire la
différence entre les différentes notions de modules. De la méme maniére lorsque ’on veut généraliser
la notion d’idéal dans une catégorie monoidale quelconque, si on veut conserver la propriété que
I'objet quotient est naturellement muni d’une structure de monoide, il ne faut pas prendre pour
définition d’idéal la généralisation stricto sensu ADJ 25 J et JOA £ J. La définition que nous
proposons ici ne repose pas sur le produit AOJ mais sur la partie multilinéaire AO(A & J).

7.1. Définition et monoide quotient. Pour J < M un sous-objet de M dans A, on note
M/ J le conoyau (quotient) de M par J, soit

J C i M mw=coker ¢ M/J

DEFINITION (Idéal). Un sous-objet J d’un monoide (M, u, n) est appelé idéal de M si la compo-
sition 7 o y o ker(7O7) est nulle

KJ( ker 7Om MOM © M kg M/J

La définition d’idéal est faite pour avoir la proposition suivante.

PROPOSITION 24. Dans une catégorie monoidale abélienne (A, O, I) telle que le produit monoidal
préserve les épimorphismes, le quotient M/J est muni d’une structure naturelle de monoide.

DEMONSTRATION. D’aprés la condition de ’énoncé sur les épimorphismes, 7O est un épimorphi-
sme. Comme A est une catégorie abélienne, 707 = coker(ker(7O7)). Par définition du conoyau,
il existe un unique morphisme & rendant le diagramme suivant commutatif

M/JOM/J -2~ Mg

MoOM —Y5 > m

ker(‘/rD‘/r)\J\ zj

K; J.
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On définit 'unité par j=mon : T = M/J . On peut montrer ’associativité de i &
partir de celle de yu:

MOy
MOMOM MOM
M O
M/JOp
M/JOM/JOM)J ——~ M/JoOM/)J
poM \LMDM/J J{u 7
M/JoM/J ! M/J
wOm ™
w
MOM M,

parce que 707 0Ox est un épimorphisme. On procede de la méme maniére pour montrer la relation
vérifiée par 'unité. O

REMARQUE : Grace & la proposition 15, on a que cette proposition est vraie dans toute catégorie
monoidale abélienne qui préserve les conoyaux réflexifs.

On justifie la terminologie utilisée pour les monoides augmentés par la proposition suivante.

PROPOSITION 25. Soit (M, u, n, €) un monoide augmenté. Alors lidéal d’augmentation M est
bien un idéal au sens précédent.

DEMONSTRATION. Par définition de € morphisme de monoides, on a € o o ker(¢0e) = uyocOeo
ker(eOe) = 0. O

Maintenant, le probléme est de savoir & quoi ressemble le noyau K; = ker(nO7) pour pouvoir
bien comprendre ’hypothese a vérifier.

PROPOSITION 26. Dans une catégorie monoidale abélienne (A, O, I), soit J un sous-objet de M
tel que le conoyau M/J posséde une section. Alors, le noyau ker(wOm) correspond d l'image de
MOMeJ)® (M e J)OM dans MOM wvia Uapplication MO(M +i5) + (M +i;)0M que nous
noterons Ky = MOM & J) + (M & J)OM

DEMONSTRATION. Cette proposition est une conséquence directe de la remarque qui suit le
lemme 5. g

Tout ceci permet de donner une autre définition, équivalente dans le cas scindé, de la notion
d’idéal.

COROLLAIRE 27. Un sous-objet J C Lo M dun monoide M, tel qu’il existe un objet N vérifiant
J® N = M, est un idéal de M si et seulement si

MO @ J) 22 oy —4 g

(M+i) oM I
(M & J)OM ——— MOM —— J.
REMARQUE: Il est équivalent de dire que J est un bimodule multilinéaire sur M pour la repré-
sentation réguliere.

Ceci ressemble plus & la définition classique d’un idéal. En effet, dans le cas d’un produit monoidal
biadditif, cela revient a exiger que

MOJ ——J
JoM —=J.
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8. FONCTEURS POLYNOMIAUX ET ANALYTIQUES

On reconnait bien la notion d’idéal pour un anneau ou une algebre.

Dans le cas des opérades (catégorie des S-modules munie du produit o), la définition devient

M®s, M(i1) ® - @ J(ix) ® - @ M(in) & ;
N s —>

au moins un J

JoM ——].
On retrouve la définition donnée dans [GK] et par M. Markl dans [Mal].

7.2. Idéal engendré. Supposons maintenant que la catégorie A soit petite et compléte, pour
pouvoir définir 'intersection d’un certain ensemble d’objets (cf. [MacL1]).

DEFINITION (Idéal engendré). Soit R un sous-objet d’'un monoide M. On appelle idéal engendré
par R, le plus petit idéal de M contenant R. Ce dernier existe et est donné par I'intersection () ; J
pour J idéal de M contenant R (R < J < M). On le note (R)p voire (R) lorsqu’il n’y a pas
d’amibiguité.
Pour R un sous-objet de M, on considére la partie multilinéaire en R de MO(M @& R)OM c’est-
a-dire

MO(M @ R)OM = coker(M OMOM — MO(M & R)OM).
Le description de I’idéal engendré sur R & ’aide d’une intersection n’étant pas tres explicite, on en
donne une autre forme. Comme la définition d’idéal repose sur la notion de partie multilinéaire,
I’idéal libre se construit aussi avec cette notion.

PROPOSITION 28. Soit R un sous-objet d’un monoide M. Alors l’idéal engendré par R correspond
a l'tmage du morphisme

MOM @ R)am L2MEHIEM)

que l’on notera (R).

DEMONSTRATION. A l'aide de la deuxiéme caractérisation d’un idéal (corollaire 27), on voit que
(R) est un idéal de M. Puis, pour tout idéal J de M contenant R, on a que

2
MO(M & R)OM —“— .
Donc, (R) est inclus dans tout J et ainsi (R) =, J. O

REMARQUE : L’idéal libre (R) correspond au bimodule multilinéaire libre engendré par R.

On retrouve le cas des anneaux et des algebres
(R) = p*(A® R® A),

ainsi que celui des opérades. Par exemple, V. Ginburg et M. M. Kapranov dans [GK] décrivent
I’idéal engendré par un S-module R avec les arbres dont les sommets sont indicés par des éléments
de M, en imposant qu’au moins un sommet soit indicé par un élément de R.

8. Foncteurs polynomiaux et analytiques

La notion de foncteur analytique, qui est une colimite de foncteurs polynomiaux, est essentielle
dans le reste de ce travail.

Dans la suite de cette these, nous introduirons un nouveau produit monoidal X. que nous étudi-
erons en détails. Une propriété fondamentale de ce produit est que les foncteurs de multiplication
induits sont des foncteurs analytiques scindés. Comme les foncteurs analytiques scindés préservent
les coégalisateurs réflexifs, on pourra appliquer la construction du monoide libre a cette catégorie.
En outre, le fait de reconnaitre sur les produits A X, B une structure analytique permet d’intro-
duire une graduation supplémentaire (voire une bigraduation) sur de tels objets. C’est cette idée
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qui nous permettra de démontrer les lemmes homologiques sur lesquels repose toute cette these.

On se place dans une catégorie monoidale symétrique abélienne (A, ®, k). Soit A,, le foncteur
diagonal A — A*"™.

DEFINITION (Foncteurs polynomiaux homogenes). On appelle foncteur polynomial homogéne de
degré n tout foncteur f : A — A qui s’écrit sous la forme f(,) = fn, o A, avec f, un foncteur de
AX™ — A additif en chacune de ses entrées.

DEFINITION (Foncteurs polynomiaux scindés). Un foncteur f : A — A est dit polynomial scindé
’ ) . . . N
s'il se décompose en somme directe de foncteurs polynomiaux homogenes f = @, _ f(n)-

Les foncteurs que nous rencontrerons par la suite ne s’expriment pas tous a ’aide de sommes finies.

DEFINITION (Foncteurs analytiques scindés). On appelle foncteur analytique scindé, tout foncteur
[+ A— A quis’écrit sous la forme f = @, f(n) Ol f(,,) est un foncteur polynomial homogéne
de degré n.

EXEMPLE : Le foncteur de Schur Sp associé a une opérade P
oo
Sp(V) =P P(n) ®s, V"
n=0
est un foncteur analytique scindé.

Dans la suite, nous utiliserons la graduation naturelle fourni par de tels foncteurs. Nous la noterons
toujours entre parenthéses (n). Et, par abus de langage, on utilisera dans la suite le terme de
foncteur analytique pour parler de foncteurs analytiques scindés.

PROPOSITION 29. Tout foncteur analytique scindé préserve les coégalisateurs réflexifs.

S0

K\
, : d o .
DEMONSTRATION. Soient X; —— Xo ——= X un coégalisateur réflexif et f = @>°, f(») un
do

foncteur analytique scindé. Posons f(,) = fn o Ay ol f, : A*™ — A est un foncteur n-additif. Le
résultat vient de I’égalité

an(X07-~-7 (do — d1)(X1), ..., Xo) = (fn(do,- .., do) = fu(d1,..., d1)) o An(X1).
i=1 —

i®me place

L’inclusion D est toujours vraie et vient de la formule

n
faldoy ..., do) — fu(diy..., d1) = fnldoy ...y doy do —di, di,..., d1).
izzl itme place

L’inclusion inverse C repose sur le reléevement sy et vient de
fn(Xo,..., Xo, (do — d1)(X1), Xo, ..., Xo)
fn(Xay- ooy do(X1), - .., Xo) — fu(Xo,..., d1(X1), ..., Xo)
= fuldoso(Xo),..., do(X1), ..., doso(Xo)) — fu(diso(Xo),..., di(X1), ..., diso(Xo))-

O
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CHAPITRE 2

Propérades et PROPs

On poursuit ici la méme démarche qui a mené & 'introduction des opérades. Les opérades ont été
définies pour modéliser les opérations a n entrées et une sortie \{/ sur les différents types d’algebres.
Pour représenter algébriquement 1’ensemble des opérations agissant sur un type algebres A, on
utilise des S,-modules: P(n) ®s, A®" — A.

Dans certains cas, comme ceux des bigebres et des bigebres de Lie, on veut pouvoir représenter
des opérations & plusieurs entrées et plusieurs sorties X agissant sur un module A. Pour cela,
on introduit ici la notion de (S,,, S,)-bimodule: P(m, n) ®s, A®" — A®™. On définit ensuite
un produit X dans la catégorie des S-bimodules qui représente algébriquement les compositions
d’opérations. Ce produit peut aussi s’écrire a ’aide de graphes dirigés.

En partant de ’observation que les différents types de gebres, que ’on considére en pratique, sont
définies par des générateurs et des relations basés sur des graphes connexes, il suffit de prendre
en compte les compositions écrites & 'aide de graphes connexes pour obtenir toute 1’informa-
tion escomptée. On définit ainsi le produit X, en se restreignant aux graphes connexes. A la
différence du produit X, le produit X, est un produit monoidal dans la catégorie des S-bimodules.
Réciproquement, on retrouve le produit X a partir du produit X, par concaténation.

Nous définissons une propérade comme un monoide dans la catégorie monoidale des S-bimodules
munie du produit connexe X.. Un PROP correspond & un “monoide” pour le produit X avec en
plus un morphisme de concaténation des opérations. Nous montrons que ces deux notions sont
reliées par une paire de foncteurs adjoints.

1. La catégorie des S-bimodules

Afin de représenter les opérations & n entrées et m sorties, on introduit une catégorie dont les
objets sont des S-bimodules.

1.1. S-bimodules.

DEFINITION (S-bimodule). On appelle S-bimodule, une collection de (P(m, n)),, .y, Olt chaque
k-module P(m, n) est muni d’une action de S,, & gauche et d’une action de S,, & droite, telles que
ces deux actions commutent entre elles.

Un morphisme entre deux S-bimodules P, Q est une collection d’applications linéaires fy, , :
P(m, n) = Q(m, n) équivariantes a gauche par S,, et a droite par S,,.

Les S-bimodules et leurs morphismes forment une catégorie que 1’on note S-biMod.

DEFINITION (S-bimodule réduit). Lorsqu'un S-bimodule P vérifie P(0,n) = 0 et P(m, 0) = 0
pour tous les entiers n et m, on dit qu’il est réduit.

Les S-bimodules servent & coder les opérations sur un certain type de gebre. Il faut maintenant
expliquer comment on représente algébriquement les compositions entre ces opérations.

1.2. Permutations connexes. A la différence du cas général des PROPs (cf. section 3), on
ne consideére ici que les compositions d’opérations basées sur des graphes connexes.
On cherche a écrire ces compositions & ’aide d’un produit monoidal. Et ’écriture algébrique de
ce produit repose sur une sous-classe de permutations de Sy.

DEFINITION (Permutations connexes). Soit N un nombre entier. Soient k = (ki, ..., k) un b-
uplet et 7= (j1, ..., jo) un a-uplet tels que |k| =k + -+ ky=|7 =41+ -+ jo = N.



CHAPITRE 2. PROPERADES ET PROPS

On définit les permutations (k, 7)-connezes de Sy comme I’ensemble des permutations de Sy dont

le graphe est connexe, si on relie les entrées indicées par j; +---+73; + 1, ..., j1 + -+ Ji + Jit1,
pour 0 < i < a — 1, et les sorties indicées par k; + - -+ k; + 1, ..., k1 + -+ + k; + ki1, pour
0<i<b-1.

On note cet ensemble S% 5

EXEMPLE : Dans Sy, considerons la permutation (1324) et sa représentation géometrique suivante :

1 2 3 4

/
1 2 3 4.
Si on prend k = (2, 2) et 7= (2, 2), on relie les entrées 1, 2 et 3, 4 ainsi que les sorties 1, 2 et 3,

4. Ce qui donne le graphe connexe
q /o—o
1lr

Ainsi, la permutation (1324) est une permutation connexe pour (2, 2) et (2, 2), (1324) € S2,2),(2,2)-

CONTRE-EXEMPLE : On prend toujours la permutation (1324) de S4 mais maintenant k£ = (1, 1, 2)
et 7= (2, 1, 1) cette fois-ci. Ceci donne le graphe non connexe suivant :

[

Citons enfin une proposition évidente qui permettra notamment de faire le lien avec les opérades.
PROPOSITION 30. Lorsque k est réduit a (N), k = (N), toutes les permutations de Sy sont
((N),])-connexes, c’est-a-dire S{ ) ) = Sn.

Et si k est différent de (N), on a S¢ (1) = 0.

1.3. Composition verticale connexe des S-bimodules. On peut maintenant définir, sur
la catégorie des S-bimodules, la structure monoidale qui nous intéresse.

Pour deux a-uplets 7 et 7, on utilise les conventions d’écriture suivantes. On note P(7, 7) le produit
tensoriel P(j1, 1) ®% - -+ Qk P(ja, 1a) et S; 'image du produit direct des groupes S;, x --- x S,
dans S ;.

DEFINITION (Produit monoidal X.). Soient Q, P deux S-bimodules. Le produit monoidal connexe
de Q et P est le S-bimodule Q X, P donné par

Q gc P(ma n) = @ @ k[Sm] ®Sf Q(l_a ]_C) ®S,; k[S%,j] ®Sj P(ja E) ®Sz k[Sn] / 3
NeN \I,k,7,7 ~

ot1 la somme directe court sur les b-uplets [, k et les b-uplets 7, 7 tels que |I| = m, |k| = 7] = N,

|z] = n et ou la relation d’équivalence ~ est donnée par

IR R - RPROCRIPI R+ VP QW ~
97151 ®er-11)® B Gr-1(p) QTLO V38 Dy(1) @+ @ Py(a) @ V{l w,
pourf € S,,,w € S,,0 € S% jet pour T € Sy avec Ty, ..., k, la permutation par blocs correspondante

(cf. conventions), v € S, et v, ..., ;. la permutation par blocs correspondante.

REMARQUE: A cause de la lourdeur de D’écriture, nous omettrons souvent dans la suite les
représentations induites. (C’est souvent le cas pour les opérades).

PROPOSITION 31. L’objet Q X, P est bien défini.
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DEMONSTRATION. Pour [ et k deux b-uplets tels que |I| = m et |[k| = N, on pose I’ = (I,-11),
) et_k’ = (kr-1(1) - -+ kr=1(p)) qui vérifient aussi |I'| = m et |k'| = N. De plus, toute
permutation (k, 7)-connexe o donne par composition & gauche avec une permutation par blocs du
type 1; et a droite par une permutation par blocs du type v; une permutation (&', 7')-connexe.
En effet, les représentations géométriques de o € Sy et de 77 o v; sont homéomorphes et on relie
exactement les mémes points. En résumé, si o € S%J_ on a encore T, o vy € S§, 5. O
Ce produit monoidal est défini ainsi pour correspondre & la composition verticale de graphes
connexes.

DEFINITION (Graphes dirigés). Ce que ’on appelle ici par graphes dirigés sont des graphes non
planaires, dirigés par un flot, dont les arétes entrant et sortant d’un noeud (ou sommet) sont
indicées par des entiers {1, ..., n}, tout comme le sont les entrées et sorties du graphe. On suppose
de plus que chaque noeud admette au moins une entrée et une sortie.

DEFINITION (Graphes connexes). On dit qu’un graphe est conneze s’il est connexe en tant qu’es-
pace topologique.

Pour décrire le produit monoidal X, on se sert des graphes a niveaur connexes , c’est-a-dire des
graphes dont les noeuds se répartissent sur des niveaux. La figure 1 représente un graphe a deux
niveaux ou les noeuds sont indicés par v;.

Fi1Gg. 1. Ezemple de graphe connezxe a deuxr niveauz.

A T’aide des graphes connexes & deux niveaux G§, on construit le produit monoidal XY sur les S-
bimodules. Pour un graphe g, on appelle A; 1’ensemble des noeuds appartenant au premier niveau
(en fonction de la direction donnée par le flot global) et A ’ensemble des noeuds appartenant au
second niveau. Pour un noeud v, on consideére les deux ensembles In(v) et Out(v) composés des
arétes entrant et sortant du noeud. On note |Out(v)| et |In(v)| les cardinaux de ces ensembles.

DEFINITION (Produit monoidal @g) A Q et P deux S-bimodules, on associe le S-bimodule Q&f?
donné par la formule

ORI P = | P @ Q0utw)], [ In()]) & Q) P(Out(v)], |In(v))) / ;

geGS VEN, vEN1
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ou la relation d’équivalence & est engendrée par

Q

Ceci qui revient a indicer les sommets des graphes a deux niveaux par des éléments de Q et de P,
et a relier les indices des sorties (resp. entrées) d’'un sommet a l’action de S,,, & gauche (resp. S,
a droite) sur ’élément correspondant.

REMARQUE : Par souci de concision, on omettra souvent dans la suite d’écrire la relation d’é-
quivalence. Ainsi, lorsque 'on parlera de graphes indicés par des S-bimodules, on quotientera
implicitement par cette relation d’équivalence.

PROPOSITION 32. Pour tout couple (Q, P) de S-bimodules, les deux produits Q K, P et Q XJ P
sont naturellement isomorphes.

DEMONSTRATION. A tout élément d ® ¢1 ® -+ R R0 R p; ® -+ ® py @ w de k[S,,] ® O, k) ®
k[S%J] ®P(7, 7) ® k[Sy), on associe un graphe V(AR ¢1 ® - @y ® 0 ®p1 ® - @ p, ® w) dont les
noeuds sont indicés par les gg et les p,. Pour cela, on considere une représentation géométrique
de 0. On regroupe et réindice les sorties en fonction de & et les entrées en fonction de 7. On
indice les noeuds ainsi créés a 'aide des gg et p,. Puis pour chaque gg on construit /g arétes
sortant que l'on indice par 1, ..., lg. On procede de méme avec p, et les entrées du graphe.
Enfin, on numérote les sorties du graphe avec 6 et les entrées avec w. Par exemple, I’élément
(4123) ® g1 ® g2 ® (1324) ® p; ® p2 ® (12435) donne le graphe représenté a la figure 2.

F1G. 2. Image via ¥ de (4123) ® 1 ® g2 ® (1324) ® p1 @ p2 ® (12435).

Soit YR ® - QqpRop Q- @p, ®w) la classe d’équivalence de V(AR 1 @ Q¢ R0 ®
p1 ® -+ ® p, ®w) pour la relation ~. Grace a cette relation d’équivalence, I’application ¥ passe
naturellement au quotient k[S,,] ®s; (I, k) ®s, k[S%’J_] ®s, P(J, 7) ®s, k[S,]. Quant a la relation
d’équivalence ~, elle correspond & un réarrangement (homéomorphe) dans I’espace du graphe
engendré. Le graphe ainsi créé étant non-planaire, il est invariant sur les classes d’équivalences
pour la relation ~. On a finalement une application ¥ de QK. P vers QXJ P. Comme tout graphe
admet une représentation de laforme 0 @ ¢ ® - R ¢, R0 ®p1 R -+ ® pp @ w, on peut exhiber
une réciproque a v. Ainsi, les deux produits Q X, P et Q K9 P sont naturellement isomorphes et
représentent la méme information. O
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1. LA CATEGORIE DES S-BIMODULES

1l reste & définir 'objet qui jouera le réle d’unité dans cette catégorie. On pose
I:{ I(1, 1) = &,

I(m,n) =0 sinon.
PROPOSITION 33. La catégorie (S-biMod, R., I) est une catégorie monoidale.

DEMONSTRATION. Pour montrer la relation d’unité sur P X, I(m, n), il faut étudier S¢ ; pour

7= (1, ..., 1). Ce dernier est vide sauf si on réunit toutes les sorties, soit pour k = (n). Et dans
ce cas S, ; ;) vaut Sp (cf. Proposition 30). Ainsi, on a

P . I(m, n) = P(m, n) ®s, k[Sy] @gx» k" = P(m, n) @ k.idy, & k" = P(m, n).

(Le cas I X, P = P est parfaitement symétrique.)

Pour montrer la relation d’associativité R X, (Q X, P) = (R X, Q) X, P du produit K., on utilise
le produit ®Y. En effet, il suffit de voir que les S-bimodules R RY (Q Y P) et (R XY Q) KY P
correspondent aux graphes a 3 niveaux indicés par des éléments de R, Q et P, soit

D Q ROutv)], In())) ® Q) QlOut(v)], |In()]) & Q) P(|Out(v)], [In(v)]) /

g€g§ vEN3 vEN> veEN:

(La composition verticale de graphes connexes donne encore un graphe connexe). O

1.4. Les sous-catégories monoidales (k-Mod, ®, k) et (S-Mod, o, I). Les deux caté-
gories monoidales k-Mod et S-Mod apparaissent comme des sous-catégories monoidales pleines de
la catégories des S-bimodules avec le produit K. défini précédemment.

En ce qui concerne la catégorie des modules sur £ munie du produit tensoriel classique, il suffit
d’associer a tout module V' le S-bimodule suivant :

V(i 1)=7V,

V(j,i) =0 sinon.

On retrouve alors le produit tensoriel sur &k car pour V et W deux modules, on a VX, W(1, 1) =
V @ W et comme il n’existe pas de permutations connexes associées a des a, b-uplets de la forme
(1, ..., 1) (¢f. proposition 30), on a VX W (4, i) = 0 pour (j, i) # (1, 1). Et les morphismes entre
deux S-bimodules composés uniquement d’un (S, S1)-module correspondent aux morphismes de
k-modules.

La catégorie des S-bimodules contient aussi les S-modules liés aux opérades. De la méme manieére,
a partir d’'un S-module P, on définit un S-bimodule:

P(1,n) =P(n) pourn € N*,
P(,i)=0 sij#L

Nous avons vu a la proposition 30 que szv) (1. 1)) = Sn. Ce qui se traduit ici par

Q&CP(I,n):@( P Q(1,N)®8Nk[SN]®SlxN7>(T,a)@slk[sn])/,

N<n \i1+--+in=n ~
ou la relation d’équivalence ~ s’écrit ici
RXoVRP1 B QPN ~qR 0T ODPy1) @+ @ Py(N)-

Cette relation revient & prendre les coinvariants pour 'action de S dans ’expression Q(1, N) ®,
P(1,41) ® -+ ® P(1, in). On retombe bien sur le produit monoidal des S-modules (¢f. [GK]
et J.-P. May [May]), que l'on connait plus sous la forme algébrique suivante (en omettant les
induites)

Q&P(l,n)z@( P Q(l,N)®P(1,i1)®---®73(1,z'1v)> = Qo P(n).

N<n \i1+-+in=n SN
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Remarquons qu’avec le produit XY, on retrouve la composition des S-modules écrite & I’aide des
arbres (cf. [GK] et [L3]).

Quant & QK. P(j, i), pour j # 1, cette composition correspond & la juxtaposition d’arbres (forét)
et repose donc sur des graphes non connexes. Ainsi, Q X, P(j, i) = 0, pour j # 1.

1.5. Composition horizontale et verticale des S-bimodules. Afin de représenter la
concaténation de deux opérations, on introduit un produit monoidal ® de la maniere suivante.

DEFINITION (Produit de concaténation ®). Soient P, Q deux S-bimodules. On définit le produit
de concaténation ® par la formule suivante:

PoQm.n)= @ P n)oom", ),

m!4m! =m
nl4nll=n

ol P(ma n) ® Q(mla nl) = k[Sm+m'] ®Sm><Smr P(ma n) Q Q(m', n,) ®Sn><Sn, k[Sn+n’]

Le produit ® correspond & la notion intuitive de concaténation d’opérations réprésentée a la
figure 3. Pour ce produit on parle de composition horizontale .

Fic. 3. Composition horizontale de deuz opérations.

PROPOSITION 34. Le produit ® définit un produit monoidal symétrique dans la catégorie des S-
bimodules. L’unité est donnée par le S-bimodule k défini par

{ k(0, 0) = k,

k(m,n) =0 sinon.
DEMONSTRATION. La relation d’unité vient de I’égalité
PR k(m, n) = k[Sy] ®s,, P(m, n) @ k s, k[S,] = P(m, n).

Et l'associativité vient de la relation

(P(m, n) ® Q(m’, n")) ® R(m", n") = P(m, n) ® (Q(m', n') ® R(m", n")) =

E[Smimitmr] ®s,xs. x5, P(m, n) @ Q(m', n') @ R(m", n"') ®s,xs,,x5,, k[Sntnifn]-
L’isomorphisme de symétrie est donné par

P(m,n)® Q(m', n') 5 (1, 2)m, m (P(m, n) ® Q(m, n'))(1, 2)pn, v = Q(m’, n') @ P(m, n).

REMARQUE : Ce produit monoidal est bilinéaire.
En mimant ce que I'on a fait dans les parties précédentes, on peut définir un produit qui représente
les compositions verticales d’opérations mais suivant des schémas non nécessairement connexes.

DEFINITION (Produit de composition X). Soient Q, P deux S-bimodules. On définit le produit de
composition Q X P par

NeN \I,k,7,7

QRP(m,n) =P | @ kiSnl®s, QU k) ®s, k[SN] ®s, P(7,7) ®s, k(S ] /

ou la relation d’équivalence ~ est la méme que dans le cas connexe.
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A la différence du produit ®, le produit X représente les compositions verticales d’opérations.

Comme dans le cas connexe, on a une autre écriture de ce produit en terme de graphes dirigés, a
la différence pres qu’ici les graphes ne seront pas supposés connexes.

On considéere ’ensemble G» des graphes dirigés & deux niveaux non nécessairement connexes. On
définit alors le produit basé sur de tels graphes.

DEFINITION (Produit de composition ®9). Soient Q, P deux S-bimodules. On définit le produit
oOXY P par

QP = | P & Qout)l, In(v))) ® K P(Out(v)], |In(v)|) / ;

9€G2 VENS vEN1

ou la relation d’équivalence =~ est la méme que dans le cas connexe.
Comme dans le cas connexe, ces deux définitions sont équivalentes.

PROPOSITION 35. Pour tout couple (Q, P) de S-bimodules, les deux produits de composition QX P
et Q X9 P sont naturellement isomorphes.

DEMONSTRATION. La démonstration est identique. On introduit le méme type d’isomorphisme T
entre Q X P et Q K9 P. O

Par la suite, nous aurons besoin de considérer I’ensemble des concaténations possibles d’opérations
de P.

DEFINITION (Les S-bimodules Ty (P) et Sg(P)). Comme le produit monoidal de S-bimodules ®
est bilinéaire, le monoide libre sur P pour la concaténation est donné par

T@ (P) - @ P®n.
neN

Comme P ® Q est isomorphe & Q ® P et que ’on on aura a considérer un morphisme commutatif
sur P ® Q par la suite, on introduit 1’algébre symétrique libre tronquée sur P.

Sg(P) = @ (P®)s,..
neN*

REMARQUE: On a exclut I'opération scalaire k(0, 0) de la définition de ’algeébre symétrique
considérée.

Le foncteur Sg permet de relier les deux produits de composition X, et X.
PROPOSITION 36. Soient Q et P deux S-bimodules. On a l’égalité
Se(QR.P)=QKRP.

DEMONSTRATION. Le résultat repose sur le fait que tout graphe de G, peut se décomposer en
produit de graphes connexes appartenant a G5 et que 'on ne tient pas compte ici de ’ordre
suivant lequel sont concaténés ces graphes connexes. O

Comme le produit monoidal ® est bien connu, par exemple du point de vue homologique, pour
étudier le produit K, il suffira de faire 1’étude sur X, et de passer & la concaténation & la fin. Ce
sera par exemple le cas des différents complexes de chaines introduits dans la suite de cette theése
(bar constructions, complexes de Koszul) dont les différentielles se font composante connexe par
composante connexe.

REMARQUE : Le produit de composition X n’est pas un produit monoidal. L’associativité ne fait
aucun doute. Par contre, la relation d’unité fait défaut. On a

PRI =Sg(P).
Or, en général, P est différent de Sg(P).
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1.6. Représentation des éléments de OX_.P et de QX P. Les produits QX,.P et QX P
sont définis comme des quotients par la relation d’équivalence ~ qui permute I’ordre des éléments
de Q et de P. Afin notamment de pouvoir étudier le comportement homologique de ces produits,
on cherche des représentants naturels des classes d’équivalence pour la relation ~.

Pour cela on consideére les couples de partitions ordonnées de ([m], [n]).

DEFINITION (Partition ordonnée de [n]). Une partition ordonnée de [n] est une suite (IIq,. .., I)
d’ensembles qui forment une partition, au sens usuel du terme, de [n] = {1, ..., n}.

Parmi les partitions ordonnées de [n], on choisit celles qui sont croissantes, c’est-a-dire qui vérifient
min(II;) < min(Ily) < - -+ < min(Il;).

Soit ©(m, n) I'ensemble des couples ((II},..., II}), (Ily, ..., II,))de partitions ordonnées crois-
santes de ([m], [n]).

Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur les entiers m et n, on note cet ensemble O.

PROPOSITION 37. Le produit Q K. P(m, n) est isomorphe, en tant que (S, Sy,)-bimodule, @

b k[Sm] ®s; Q1 k) ®s,, kS @5, P(3, 7) ®s, kS,

(T (T Ta) ) €0(m. )
IRI=131

ot lg est égal au cardinal de l’'ensemble H,’g et i, a celui de I1,.
Dit autrement, tout élément de Q X, P peut se représenter sous la forme
e egtecaplie-- el =(g", ..., q") oM, ..., pl),
avec ((ITy, ..., II}), (Iy,..., II,)) € ©.
L’action de S, & gauche sur ce module revient & permuter les entiers d’une partition (IIf, ..., II}).

Et §’il faut permuter des H,’g pour retomber sur une partition ordonnée, on permute de la méme
maniere les éléments gg correspondant.

DEMONSTRATION. On utilise la description du produit X, en termes de graphes dont les entrées et

les sorties sont indicées par des entiers de {1,..., n} et {1,..., m} respectivement. Les partitions
(II4, ..., II,) représentent les entrées des opérations (p1,..., ps) et les partitions (II{, ..., II})
représentent les sorties des opérations (g1, ..., ). O

Cette écriture nous permettra de montrer que le produit monoidal K. vérifie certaines propriétés
homologiques (cf. chapitre 3 section 1.2).

REMARQUE : La premiere opération p; sur la ligne des p est celle qui recoit I’entrée indicée par
1. Il en va de méme pour ¢; avec la sortie indicée par 1. Cette propriété permet notamment de
différencier sur chaque ligne une opération des autres. Ceci nous permettra de construire des ho-
motopies sur les bar et cobar constructions augmentées (cf. chapitre 4 section 3).

On a le méme résultat pour le produit X.
PROPOSITION 38. Le produit Q X P(m, n) est isomorphe, en tant que (S, Sy)-bimodule, a

P k[Sm] ®s; Q, k) ®s; kIS 3] ®s, P(J, 1) ®s, k[Sn).
(@y,m), (14, ) ) €0(m, n)
k=131
2. Bifoncteurs de Schur

A tout S-bimodule P, on peut associer un bifoncteur dit de Schur. La composition de tels bi-
foncteurs est liée au produit monoidal X.. Les bifoncteurs introduits ici généralisent la notion de
foncteur de Schur des opérades.
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2.1. Définition. Soit P un S-bimodule.

DEFINITION (Bifoncteur de Schur complet). On appelle bifoncteur de Schur complet, associé au
S-bimodule P, le foncteur défini par

S-biMod x S-biMod — S-biMod
w, V) —» WK.PK.V.
Et on le note Sp.

DEFINITION (Bifoncteur de Schur réduit). On appelle bifoncteur de Schur réduit le foncteur sui-
vant

S-biMod x S-biMod —  bigr-k-Mod
W, V) = @Pkes, (WEPE,V)(m,n)) s, k

= PP P WRPUE) s, k[SET @5, V(7 7)
= PP G W ke, kSt e, PRV ),

que ’on note Sp.

Ces deux bifoncteurs de Schur induisent un foncteur S (respectivement S) entre la catégorie des
S-bimodules et celle des bifoncteurs sur S-biMod x S-biMod (biFoncts.pimoq)-

DEFINITION (Foncteur de Schur). On appelle foncteur de Schur, noté S, le foncteur
S-biMod — biFoncts_pimod
P = Sp.

2.2. Opérations sur les bifoncteurs. Nous allons étudier la comportement de ce foncteur
S vis-a-vis des opérations respectives des deux catégories S-biMod et biFonct.

La catégorie des bifoncteurs de S-biMod x S-biMod vers S-biMod (ou bigr-k-Mod) est munie de
coproduits &. En effet, on définit (F & F')(W, V) par F(W, V) & F'(W, V). Malheureusement, le
foncteur S ne préserve pas toujours les coproduits. La dépendance de S en P est pas linéaire.

De la méme maniére, si on définit le produit tensoriel de deux S-bimodules Q, P par
(Q®P)(ma n) = Q(ma n) Ok P(ma n)a

ou les actions de S,, et S,, sont les actions diagonales (& ne pas confondre avec la concaténation ®),
alors la catégorie des bifoncteurs est munie d’un produit tensoriel symétrique (FRF')(W, V) =
F(W, V)®F' (W, V). Cette fois-ci, le foncteur de Schur S est un foncteur monoidal pour le produit
tensoriel ®. On pose (k).,, n comme étant le S-bimodule ayant £ comme module en tout degré.
Cette objet est 1'unité dans la catégorie monoidale (S-biMod, ®). De méme, on pose (), » pour le
bifoncteur constant d’image (k).,, n qui est I'unité pour la catégorie monoidale (biFoncts_pimod, é)

PROPOSITION 39. Le foncteur de Schur S est un foncteur monoidal entre la catégorie (S-biMod,
®, (k)m,n) et (biFonCtS—biModa ®, (k)mﬂz)

En ce qui concerne la composition des bifoncteurs, on a les relations suivantes.
LEMME 40. Pour tout W, V et Q, P dans S-biMod, les bifoncteurs de Schur vérifient
So(W, Sp(1,V)) = So(Sp(W, 1), V) = Som,p(W, V).
DEMONSTRATION. Par définition du bifoncteur de Schur on a
So(W, Sp(I, V) =So(Sp(W, I), V) = Sorp(W, V) =W K, QR P K. V.
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DEFINITION (Foncteur de Schur & droite). On appelle foncteur de Schur a droite associé & un
S-bimodule P la restriction suivante du bifoncteur Sp

S8p : S-bimod — S-bimod
V = Sp(I, V).
Avec cette définition, le lemme précédent s’écrit:
PROPOSITION 41. Le foncteur 8' est un foncteur monoidal entre les catégories (S-biMod, K., I)
et (Foncts .pirtods ©, id).
DEMONSTRATION. Dit autrement, on a Sg 0 Sp(V) = Spg p(V) et S(V) = V. a

REMARQUE : Cette écriture relie I’associativité du produit X, a celle de la composition des fonc-
teurs.

3. Définitions des propérades et des PROPs

On peut maintenant définir les notions de propérade et de PROP ainsi que celle de gébre sur
une propérade. Une propérade nous servira a coder les opérations & plusieurs entrées et plusieurs
sorties qui régissent les différents types de gebres (algebres, cogebres, bigebres, etc ...).

3.1. Définition et premiers exemples de propérades.

DEFINITION (Propérade). Une propérade (P, u, n) est un monoide dans la catégorie (S-biMod,
K., I), ou le produit monoidal X, est celui définit & la section 1.3.

Toutes les propérades que nous considérerons ici seront réduites, c’est-a-dire qu’elles verifient
P(m,n) =0sim=0oun=0.

EXEMPLES :
— Les premiers exemples viennent des sous-catégories monoidales pleines k-Mod et S-Mod.
Ainsi, les algebres et les opérades sont des propérades particulieres.

— Les autres exemples de propérades que nous traitons ici viennent de PROPs (cf. sec-
tion 4.3).

DEFINITION (S-bimodule gradué par un poids). On appelle S-bimodule gradué par un poids toute
somme directe, indicée par p € N, de S-bimodules, c’est-a-dire M = ®p€N M),

Les morphismes de S-bimodules gradués par un poids sont les morphismes de S-bimodules qui
préservent cette décomposition. L’ensemble des S-bimodules gradués par un poids muni des mor-
phismes correspondant forme une catégorie que 1’on note gr-S-biMod.

REMARQUE : On définit le produit tensoriel ®; dans la catégorie des S-bimodules gradués par un
poids par
(P(m, n) & Q(m', ') = @ P(m, n)®) @4 Q(m', n')®.

s+t=p
A Taide de cette généralisation, on peut étendre les produits ®, X, et X & la catégorie gr-S-biMod.

DEFINITION (Propérade graduée par un poids). Une propérade graduée par un poids (P, u, n)
est un monoide dans la catégorie (gr-S-biMod, K, I). Lorsque les éléments de degré 0, pour cette
graduation, correspondent & P(®) = I, on parle de propérade conneze.

Dualement, on définit la notion de copropérade.
DEFINITION (Copropérade). Une copropérade est un comonoide dans la catégorie (S-bimod, X, I).

De maniere explicite, cela signifie que (C, A, €) est une copropérade si et seulement si A : C —
C K. C est un morphisme de S-bimodules coassociatif

c A LR, C

lA lA&cC
X.A

(R, C0R, CR, C
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et € : C — I une counitée

IR <2 e, c S ew, T

C.

3.2. Définition de PROP. Dans le cas des propérades, on ne considere qu’une composition,
la composition verticale p. Dans le cas des PROPs, il faut en plus prendre en compte une autre
composition, la composition horizontale.

DEFINITION (PROP). Une structure de PROP sur un S-bimodule correspond aux données sui-
vantes:

— une composition verticale associative P R P £ P,

— une composition horizontale associative et commutative P @ P <225 P,

— une unité pour la composition verticale Sg (1) - P.
En outre, on impose que les deux compositions commutent, c’est-a-dire qu’elles vérifient la relation
d’Interchange Law

(PE.P)® (PR P) — (@, 0,y Sa(P)(m, N) @5 kS @5 Sa(P)(N, m)) /

~

\Lconc X.conc
L@ PR.P
lu
PP e P.

REMARQUE : Le S-bimodules Sg(I) est isomorphe au S-bimodule € E[S.].

PRrROPOSITION 42. Cette définition de PROP est équivalente a la définition classique donnée par
Lawvere et Mac Lane (cf. [La] et [MacL2]).

neN*

DEMONSTRATION. La seule différence entre les deux définitions vient de la composition verticale.
Dans la définiton de Mac Lane, la composition verticale est la donnée d’un morphisme de S-
bimodules associatif de la forme

o : P(m, N) ®s, P(N, n) = P(m, n).
Si on se donne un morphisme P X P £ P, on construit une composition o par restriction
o : P(m, N)®sy P(N, n) = P(m, N) ®s, k[Sn] ®sy P(N, n) = PRP & P.
Réciproquement, si on a une composition de la forme o, on définit y par

g : PRP@m,n)= @S@,(”P)(m, N)®sy S ® (P)(N, n)

NeN

B N, @Y P(m, N) ®5, PN, n) % P(m, n).
N

Ces deux constructions sont inverses 'une de 'autre grace a l'interchange law. O
REMARQUE : La terminologie de PROP a été introduite par S. Mac Lane. Elle vient de “PROduits
et Permutations”.
A partir d’'un PROP P, si on oublie la composition horizontale et que ’on ne parle que de
compositions verticales connexes, alors on retrouve une structure de propérade.
DEFINITION (Le foncteur oubli U,). On appelle foncteur oubli U,, le foncteur

U. : PROPs — propérades
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qui définit une propérade & partir d’'un PROP.

PROPOSITION 43. Le foncteur oubli entre les PROPs et les propérades admet un adjoint a gauche
donné par la construction Sg

Ue

PROPs propérades.

Se

DEMONSTRATION. Soit (P, u, n) une propérade, le morphisme de concaténation Sg(P)®Sg(P) —
P est celui donnée par la construction de l’algebre symétrique libre. Quant & la composition
verticale 1, on la définit, grace & la proposition 36, par

7 ¢ Se(P)R Se(P) = So(P K. P) 22U 5 ().

Et l'unité de la propérade permet d’obtenir I'inclusion Sg(I) Solm, Sg(P). Ainsi défini (Sg(P),
1, conc, Sg(n)) forme un PROP. Et on vérife facilement la relation d’adjonction. O

3.3. L’exemple fondamental End(V).

DEFINITION (End(V)). On pose End(V) = {applications linéaires : V&" — V&™} ou les
actions de S,, et de S,, se font & la source V®" et a 'arrivée V®™ par permutation des va-

riables. La composition End(V) X End(V) —X>End(V) revient & composer les applications

multilinéaires suivant le schéma donné par le produit monoidal X. La composition horizontale
End(V) ® End(V) “™% End(V) est exactement la concaténation des applications linéaires. Et,
l'inclusion Sg(I) — End(V) correspond aux applications linéaires de V™ — V®" obtenues par
permutations des variables.

Par exemple, pour p, € Homp mod(V®, V®ia) et g5 € Hompmoa(V®*, V®i5), I'application
ORGP ® R RCRPL X+ ® Py ®w) € Hompmod(VE?, V™) correspond a la composition
suivante

o 71Q Qg [4

P1® ®pa
n V®N yem V®m,

V®n V® V®N

ot 'application p; ® -+ ®p, : VO = VO®1 g ... VO V&1 g...0 VO = VON et la

concaténation des applications p,.

Ainsi défini, (End(V), x, conc, n) est un PROP. Et si ’on se restreint aux compositions verticales
connexes End(V) R, End(V) X% End(V), on obtient une propérade.

3.4. Lien avec les foncteurs de Schur. On a la proposition suivante

PROPOSITION 44. Si P est une propérade, alors le foncteur de Schur Sp est une monade, c’est-
a-dire un monoide dans la catégorie (Foncts_pimods ©, id).

DEMONSTRATION. On se sert de la proposition 41. O

3.5. P-gébre. La notion de gebre sur une propérade (ou un PROP) est la généralisation
naturelle de celle d’algebre sur une opérade.

DEFINITION (P-gebre). Soit P une propérade (respectivement un PROP). Une structure de P-
gébre sur le k-module V est la donnée d’un morphisme de propérades (respectivement de PROPs)
P — End(V).

REMARQUE : Une P-geébre est une “algebre” sur une propérade P. Mais le terme d’algebre est ici
a prendre dans un sens large. En effet, les P-gébres peuvent aussi étre munies de coproduits. C’est
le cas des bigebres et des bigebrse de Lie, par exemple.

On considere le S-bimodule T,(V)(m, n) = V®™_ ou I’action de S,, est 'action triviale et celle de
S, correspond a la permutation des variables. Un morphisme de S-bimodules puy : PX,V —
T.(V) s’étend en un unique morphisme T (uy) de P K T, (V) — T.(V) par concaténation. En
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effet, tout élément de P X T, (V) peut se voir comme la concaténation d’éléments de P K. V. Par
exemple, I’élément

s’écrit aussi

Par exemple, pour P = End(V), on a naturellement une application £ : End(V) X,V — T.(V)
qui correspond & I’évaluation d’une application de Homy poq(V ™, V®™) par un élément de V&,
Par définition de x, on a immédiatement le lemme suivant.

LEMME 45. Le diagramme ci-dessous est commutatif

End(V)R.¢

End(V) R, End(V) R, V

lx&v

End(V) R,V

Ce lemme se généralise de la maniére suivante.

PROPOSITION 46. Un k-module V' est une gébre sur P si et seulement si il existe un morphisme
de S-bimodules py : PR,V — T (V) tel que le diagramme suivant commute

PR.PR.V Y PR, T.(V)

luxcv lT(w)

PR, V— T (V).

REMARQUE : Lorsque P est une opérade, on retrouve la notion classique d’algebre sur 'opérade

P.

4. Propérade et PROP libres, quadratiques

4.1. Propérade et PROP libres. Le but de cette partie est de décrire la propérade libre
sur un S-bimodule V. Pour cela, on utilise le travail plus général, effectué sur le monoide libre, au
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chapitre 1 section 6. Puis en utilisant la proposition 43, on obtient le PROP libre sur V.

LEMME 47. Pour tout couple (A, B) de S-bimodules, le foncteur
Sup: X - AX XK. B
est un foncteur analytique (cf. Chapitre 1 section 8).

DEMONSTRATION. Le S-bimodule 4 X, X K. B est donné par la somme directe sur les graphes
a 3 niveaux G5 dont les sommets du premier niveau sont indicés par des éléments de B, ceux du
deuxiéme niveau par des éléments de X et ceux du troisieme niveau par des éléments de A. Si on
pose G% l’ensemble des graphes a trois niveaux ayant n sommets sur le deuxieme niveau, alors le
foncteur ® 4 p s’écrit
by p(X) = AR XK. B
n
- @ ( D Q A(0utw)l, In(w)]) ® Q) X (|Out(v;)], [In(v;)]) ®

nEN  geGE vEN: i=1

® B(|Out(v)|, \In(l/)‘))/%

VEN3
= @ ®n(X),
neN
ou ®,, est un foncteur polynomial homogene de degré n. O

PROPOSITION 48. La partie multilinéaire en' Y notée AR, (X & Y) XK. B correspond au sous-S-
bimodule de AR, (X ®Y) R, B défini par la somme directe sur les graphes connezes a 3 niveaux
dont les sommets du deuziéme niveau sont indicés par des éléments de X et de Y mais avec au
moins un €lément de Y .

LEMME 49. La catégorie (S-biMod, B, I) est une catégorie monoidale abélienne qui préserve les
coégalisateurs réflexifs ainsi que les colimites séquentielles.

DEMONSTRATION. Pout tout S-bimodule A, les foncteurs de multiplication & gauche et & droite
L, et Ry par A sont des foncteurs analytiques par le lemme précédent. Ils préservent donc les
colimites séquentielles et les coégalisateurs réflexifs par la proposition 29. d

Cette proposition permet d’appliquer les résultats sur le monoide libre de la partie 6 du chapitre
1. Donnons les interprétations en termes de S-bimodules de cette partie. Soit V un S-bimodule que
'on augmente en posant V. = I @ V. Ensuite, V,, = (V.)®" correspond aux graphes connexes &
n étages dont les noeuds (sommets) sont indicés par des éléments de V et I.

Le S-bimodule V,, = coker (@, Rv;,v,_,_, — Vy) correspond aux graphes & n niveaux quotientés
par la relation engendrée par V X, I ~ I K.V, ce qui revient & oublier les niveaux.

THEOREME 50. La propérade libre sur V, notée F(V), est la somme directe sur l’ensemble des
graphes (sans niveau) connexes G° ot l’on indice les sommets par V, soit

FV)=| @ Q V(0utw)], [In(v))) / :

9€EG VEN
Quant a la composition u, elle vient de la composition des graphes dirigés.
REMARQUE: Dans le cas ot V est un S-module, on obtient la construction donnée dans [GK] a

l’aide des arbres.

Comme annoncé dans l'introduction, en concaténant ensuite toutes les opérations de F(V'), on
trouve le PROP libre.

COROLLAIRE 51. Le S-bimodule Sg ((F(V)) est le PROP libre sur V.
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DEMONSTRATION. On utilise la proposition 43 pour montrer, par composition, que le foncteur
Sg(F) est un adjoint a gauche de U o U,

c

U
PROPs —— propérades —= S-biMod.
Sg F

O
REMARQUE : On retrouve bien la méme construction que celle du PROP libre exprimée avec des

graphes (non nécessairement connexes, sans niveau) de B. Enriquez et P. Etingof (¢f. [EE]).

On peut décomposer I'’ensemble des graphes en fonction du nombre total de sommets. Soit G"
I’ensemble des graphes & n sommets. Cette définition permet d’affiner I’écriture de la propérade
libre (respectivement du PROP libre). En effet, on a

FV)=| B Q V(out(v)], |In(v))) / =P | B RV(outw), [Inw))) /

9EG. VEN neN \ geglm i=1

Fny(V)

PROPOSITION 52. Le foncteur F : V +— F(V) est un foncteur analytique en V, dont la partie de
degré n est notée F,) (V). Cette graduation est stable pour la composition de la propérade libre
u (respectivement pour les compositions i et conc du PROP libre). Ainsi, toute propérade libre
(respectivement PROP libre) est graduée par un poids.

4.2. Copropérade colibre connexe. Le S-bimodule sur lequel on définit une structure de
copropérade colibre connexe est le méme que pour la propérade libre. On pose

Fv)=FV)=| D Q V(out(v)], |In(v))) /

geGe VEN

~
~

La projection sur la composante engendrée par le graphe trivial | fournit la counitée : F¢(V) — I.
Et la comultiplication repose sur I’ensemble des découpages en deux des graphes. Sur un élément
9(V) qui représente un graphe g indicé par des opérations de V', on définit le morphisme A par

AgV) = > a(V)Reg(V),
(91(V)7 gz(V))

ou la somme court sur les couples (g1(V), g2(V)) tels que u(g1(V) K. g2(V)) = g(V). 1l faut faire
attention ici que g1 (V') (et g2(V)) représente une famille de graphes indicés.

PROPOSITION 53. Pour tout S-bimodule V, (F¢(V), A, €) est une copropérade graduée par un
poids. Cette copropérade est colibre dans le cadre des copropérades connezes.

DEMONSTRATION. La relation de counité vient de

(e R, id) o A(g(V)) (e Ko id) o A > a(V)Re g (V)

(91(V),92(V))
> e@(V) Re ga(V)
(91(V), g2(V))
= IR.g(V)
= g(V).
La relation de coassociativité vient de

(AR id) o A(g(V)) = (1d R A) o A(g(V)) =

> 91(V) R g2(V) B, g3(V),
(91(V), 92(V),93(V))
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ot la somme court sur les triplets (g1 (V), g2(V), g3(V)) tels que u(g1(V) K. g2(V) K, g3(V)) =
g(V).

Soient C' une copropérade connexe et f : C' = V un morphisme de S-bimodules. La décomposition
analytique de F¢(V), en fonction du nombre de sommets des graphes utilisés, permet par récu-
rrence de définir un morphisme de copropérades connexes f : C — F¢(V). Ce morphisme est
entierement déterminé par f et est 'unique morphimes de copropérades connexes & faire commuter
le diagramme

V——7F°

N

C.

V)

sl

O

REMARQUE : Cette construction généralise la construction de la cogebre colibre connexe donnée
par T. Fox dans [F].

4.3. Propérades définies par générateurs et relations, propérades quadratiques.
Continuons l'interprétation des notions monoidales dans le cadre des S-bimodules. Soit R un sous-
S-bimodule de F (V). La proposition 49 permet d’appliquer les résultats montrés au chapitre 1 qui
affirment que I’idéal engendré par R correspond a la somme sur ’ensemble des graphes, ou 1’on

indice les sommets avec des éléments de V', et qui admet au moins un sous-graphe appartenant a
R.

PROPOSITION 54. La propérade quotient F(V)/(R) correspond d la somme directe des graphes
indicés par des éléments de V mais dont aucun sous-graphe n’appartient ¢ R.

DEMONSTRATION. Il suffit de voir que R, comme sous-objet de F(V), se représente avec des
sommes de graphes connexes et que la substitution d’un sous-graphe connexe par un autre sous-
graphe connexe dans un graphe connexe donne toujours un graphe connexe. O

REMARQUE : Dans le cas ou V est un S-module, les seuls graphes qui interviennent sont des arbres.
On retrouve alors les constructions opéradiques données dans [GK].

Comme nous ’avons vu & la proposition 52, le foncteur F (V') est analytique. Ceci permet de dis-
tinguer une classe particulierement intéressante de propérades définies par générateurs et relations.

DEFINITION (Propérades quadratiques). On appelle propérade quadratique une propérade de la
forme F(V))/(R), ot R est un sous-S-bimodule de F(5) (V') (partie de degré 2 de la propérade libre
sur V).

EXEMPLES : Les premiers exemples viennent encore une fois des sous-catégories pleines k-Mod et
S-Mod. Les algébres quadratiques, comme les algebres symétriques S(V') et extérieures A(V'), sont
des propérades quadratiques. Il en va de méme pour les opérades quadratiques, citons les opérades
des algebres associatives As, commutatives Com, des algebres de Lie Lie, etc ...

EXEMPLES : Parmi les exemples nouveaux que cette théorie permet de traiter, citons

— La propérade BiLlie codant les bigebres de Lie. Cette propérade est engendrée par le
S-bimodule

V(1,2) = Ak ® sgns,, 12
V={ V1) = Asgne, ®k, =\ @sgns, & N © sgns,,
V(m,n) =0 sinon, 12
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ou sgng, est la représentation signature de S». Elle est soumise aux relations quadratiques
(c’est-a-dire s’écrivant avec deux (co)opérations)
([ A(\, 1)((123) + (231) + (312))

R - @ ((123) + (231) + (312)) (A, 1)A
B @ARN- (A 1)®(213)® ( A)

~( (8, = (1, (A, -1, 08 (132) ® (A1)
1 2 3

%

& AN+ AN+ AN

12 12 2 1 1 2 2 1
@ L=+ A=A+
12 1 2 12 102 102
Les BiLie-gebres correspondent aux bigebres de Lie de Drinfeld (¢f. [Dr]).
— La propérade Bi codant les bigebres de Hopf infinitésimales. Cette propérade est en-
gendrée par
V(1,2)=mk® k
v={ V(1) =AkS =Yoo,
V(m, n) =0 smon
. Elle est soumise aux relations
m( ; 1) =m(1, m)
@ (A, DA - (1,A)A
EBA@m (ma 1)( )_(15 m)(Aa 1)

XV
- 1A A
X -\,

Les eBi-gebres sont des analogues associatifs des bigebres de Lie. Elles correspondent
a ce que M. Aguiar appellent les bigebres de Hopf infinitésimales (cf. [Agl], [Ag2] et
[Ag3]).

— La propérade %Bi, analogue dégénéré de la propérade des bigebres. L’espace générateur V'
est le méme que celui de £Bi, c’est-a-dire constitué d’une opération et d’une coopération.
Quant a celui des relations R, il vaut

R

m(m, 1) —m(1, m)
R = & (A, DA - (1,A)A
®A®mM (k).

Y
- LA
¢ (%).

Cette exemple a été introduit par M. Markl dans [Ma3] afin de trouver le modéle minimal
pour le PROP des bigebres.
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CONTRE-EXEMPLES :
— La propérade précédente est un cas quadratique issu de la propérade Bi des bigebres.
Cette derniére est bien définie par générateurs et relations mais n’est pas quadratique.
En effet, la définition de la propérade Bi est la méme que celle de %Bi sauf que la relation
K est remplacée par

K+ A®m—(m,m)® (1324) ® (A, A)

:X_W

Cette propérade n’est ni quadratique (on utilise 4 opérations pour écrire le second
élément), ni homogene.

— Un autre exemple qui ne rentre pas stricto sensu dans la théorie des propérades est
donnée par les bigébres de Hopf infinitésimales unitaires (cf. [L4]). Leur définition est
la méme que celle des bigebres de Hopf infinitésimales, a la seule différence prés que la
troisieme relation est

A®m— (m, 1)(1, A) — (1, m)(A, 1) — (1, 1) :X—N—%—‘ ‘

Cette relation n’étant pas connexe, on a la un exemple de PROP qui n’est pas une
propérade.
Le fait que les relations soient homogeénes, c’est-a-dire, toutes de méme degré, permet de conserver
la graduation de la propérade libre par passage au quotient.

ProprosSITION 55. Soit F(V)/(R) une propérade définie par générateurs et relations. Si R C
Fny(V) pour un certain n, alors la propérade F(V)/(R) est graduée par un poids donné par le
nombre de sommets.

COROLLAIRE 56. Toute propérade quadratique est graduée en fonction du nombre d’opérations.

4.4. PROPs définis par générateurs et relations connexes. Au niveau des PROPs, on
considere le PROP libre Sg (F(V)) sur un S-bimodule V' soumis & des relations R. Si les relations
ne font pas intervenir la concaténation des opérations, c’est-a-dire si R appartient & F(V), le
PROP quotient Sg(F(V))/(R)s, (#(v)) correspond a l'algebre symétrique libre pour le produit ®
sur la propérade quotient F(V')/(R) z(v)

PROPOSITION 57. Soit V un S-bimodule et soit R un sous-S-bimodule de F(V'). Le PROP quotient
Se(F(V))/(R)s, (r(v)) est naturellement isomorphe au PROP Sg(F(V)/(R)F(v)) construit a
partir de la propérade quotient F(V)/(R)xv)-

DEMONSTRATION. On part du morphisme naturel
¢+ Se(F(V)) = Se(F(V)/(R)Fv))-
Il admet pour noyau l'idéal libre sur R dans le PROP libre Sg(F(V)). Cette application induit

donc un isomorphisme ¢ de S-bimodules. On conclut en remarquant que ¢ est un morphisme de
PROP et qu'il en est de méme pour ¢. O

Cette proposition permet de généraliser aux PROPs quotients tous les résultats obtenus au niveau
des propérades.

PRrOPOSITION 58. Soit Sg(F(V))/(R) un PROP défini par générateurs et relations, ot R est un
sous-S-bimodules de F(,,)(V'). Alors le PROP Sg(F(V))/(R) est gradué par le nombre de sommets
des graphes.

DEFINITION (PROPs quadratiques). On appelle PROP quadratique tout PROP de la forme
Se(F(V))/(R) avec R C F(3)(V).

COROLLAIRE 59. Tout PROP quadratique est gradué par un poids.
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CHAPITRE 3

Propérades et PROPs différentiels

Nous avons, pour 'instant, défini les propérades et les PROPS en partant de la catégorie monoidale
symétrique des k-modules, puis en considérant les k-modules qui admettent une action de S,, a
gauche et de S,, & droite. Cette démarche est généralisable a toute catégorie monoidale symétrique.
On peut donc définir des propérades ensemblistes, des propérades topologiques, etc ... (Cette
définition est une version propéradique de celle donnée par J.-P. May dans [May] pour les
opérades). Le but du présent chapitre est de définir des propérades et les PROPS non plus
linéaires mais différentiels, c’est-a-dire & valeurs dans la catégorie des complexes de chaines (mo-
dules différentiels gradués), et d’étudier les propriétés homologiques de tels objets.

1. La catégorie des S-bimodules différentiels gradués

1.1. Les S-bimodules différentiels gradués et les produits X, et X. On se place main-
tenant dans la catégorie des k-modules différentiels gradués, notée dg-Mod. Rappelons que 1’on
munit cette catégorie d’une structure monoidale en définissant le produit V ®; W par

(Ve,W)= @ Vi @ Wj,
itj=d
et en posant pour différentielle sur V ®; W
S(v@w) =6(v) @w+ (—1)"lv @ §(w),

ol v @ w est un tenseur élémentaire. Pour décrire les isomorphismes de symétrie, on utilise les
regles de signes de Koszul-Quillen, & savoir

Toow : V@w = (=1)"17ly @ v,

Plus généralement, la commutation de deux éléments (morphismes, différentielles, objets, etc ...)
de degré homologique d et e entraine un signe (—1)%.

DEFINITION (dg-S-bimodule). Un dg-S-bimodule P est une collection de modules différentiels
gradués (P(m, n))m, nen munis d’une action de S,, & gauche et de S, & droite, ces deux actions
commutent entre elles et agissent comme des morphismes de dg-modules. On note P4(m, n), le
sous-(S,,, S,)-bimodule composé des éléments de degré homologique d du complexe P(m, n).

Le produit monoidal X, sur les S-bimodules s’étend au cas différentiel. La définition reste la méme,
a la seule différence que la relation ~, basée sur les isomorphismes de symétrie, fait maintenant
intervenir des signes (régle de Koszul-Quillen). Par exemple, on a

10 ® 01O  OGRTIPI B B Py Ow ~
(-t @ 810G @RI P ®- - ®p, ®w,
ono' =(1...i+1i...a); 0.

REMARQUE : Comme les induites 6 et w n’influent pas sur les regles de signes, nous omettrons de
les écrire par la suite pour alléger les notations.
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Pour un élément 1 @ -+ ® s ® 0 O p1 ® -+ ® po de O(l, k) ®s, k[SE 1 ®s, P(7,7), on définit la

différentielle § par

(1 ® QpRCAPI -+ Qp,) =

b

Z(_l)\41\+“'+\4ﬁ—1\q1 ®"‘®5(QB) R - QPROCIPI R+ ® Py +
p=1

a

Z(_1)\111\+"'+\Qb\+\m\+"'+\Pa—1\q1 Q- QBPRIRXPL R ®I(pe) R+

a=1

® Pa-

LEMME 60. La différentielle § est constante sur les classes d’équivalence pour la relation ~.

DEMONSTRATION. Comme les transpositions de la forme (1...7+14...b) engendrent Sy, il suffit

de faire les vérifications suivantes

S((=1)elletl(gy 0 giv,s qiy ey @8) 0 (D1, ey Pa)) =

i—1

(]

Il
-

_1)“11'”‘11'+1‘+‘111‘+'“+‘qi—l‘(ql’ oy 8(Gig), Gis s @) o' (p1,- .., pa) +

_]_)‘QiH‘IiJrl‘JF‘QI‘+'“+‘qi—l‘+‘¢h‘+1‘(ql’ ey Qigr1s 0(Q)s - ab) o' (p1,-.., Pa) +

—_ o~

o

(_1)\qi\\qi+1\+\(11\+"'+\q;3_1\(ql’ tey 5(qﬁ)’ ceey Qitls Qi qb) o' (p17 ERE) pll) +

Z (_1)‘Qini+1‘+‘Q1‘+m+‘q371‘(qla ceny Gid1y Qiyeey 5(‘13)7 R qb) OJ (pla' R pa) +

B=it2
a
Z(_l)\qi“qulH\(h\+---+\qb\+\ll1\+---+\:Da71\(ql

Q
-

=
Ju

(_I)MIH_.“%_"Mil‘(qla tey 5(qﬁ)a ceey iy Qitly ey qb) U(plv' CE] pa) +

_1)\(]1\+---+\q¢71\+\qz‘\(ql, <oy Qi 5(qi+1)a vey qb) o (pla sy pa) +
_1)‘q1‘+“‘+‘qi71‘(q15 tey 6(QZ)5 qit1y--+y qb) o (pla ceey pa) +

Z (_1)‘q1‘+m+‘qﬁ_1‘(qla~-'a iy Qit1y-- -, §(q,3)77 qb)g(pla"'apa) +
B=it2

a
(—plattotloltipltetivaslq, . g) o' (p1y- -+, 8(Da)y- -5 Pa)

—_~ ~ ™
-

S8

:6((111,..., Qb)a(pla---apa))a

a"'7qi+1aQia"'aqb)al(pla'-'aé(pa)a"'

apa)N

oo’ =(1...i+14...b); 0. Le calcul faisant intervenir des permutations sur les pg est similaire.

O

PROPOSITION 61. La catégorie (dg-S-biMod, K., I) est une catégorie monoidale qui admet la

catégorie (S-biMod, X, I) comme sous-catégorie monoidale pleine.

DEMONSTRATION. Tout (S5, S,)-bimodule P(m, n) peut étre vu comme un (S,,, S,)-bimodule
différentiel gradué. 11 suffit pour cela de considérer tous ses éléments comme étant de degré 0 et

P(m, n) muni d’une différentielle nulle.
On peut étendre sans difficulté la proposition 37 au cadre différentiel.

PROPOSITION 62. Le produit Q X, P est isomorphe, en tant que dg-S-bimodule, a

D KlSw] @5, Q0 k) @5, kS5, ] @5, P, 7) @5, k[S.).

[k|=|7]
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1. LA CATEGORIE DES S-BIMODULES DIFFERENTIELS GRADUES

Sur les parties connexes, on vient de préciser les regles de signes, les relations d’équivalences a
considérer et les différentielles. On définit les mémes notions pour le produit X en généralisant les
regles de Koszul-Quillen du produit tensoriel ®; au produit ®.
Soient P et Q deux S-bimodules différentiels gradués. Pour p ® ¢ appartenant a Py(m, n) ®
Q(m', n'), on pose

S(p®q) =6(p) ®q+ (—1)’p®d(q).
Les isomorphismes de symeétrie s’écrivent ici

Tog : PR (1) gp.
Avec ces regles de signes, on définit une différentielle naturelle sur le produit Q X P.

PROPOSITION 63. Le bifoncteur X de la catégorie des S-bimodules s’étend a la catégorie des S-
bimodules différentiels gradués.

Comme dans le cas connexe, on peut étendre aux dg-S-bimodules la proposition 38.
PROPOSITION 64. Le produit Q X P est isomorphe, en tant que dg-S-bimodule, a
&y k[Sm] ®s; Q(l, k) ®s; k[S 5] ®s, P (7, 7) ®s, k[Sn]-

(.. o), (g, o)) €6’
[k|=13]

1.2. Structure différentielle des produits de dg-S-bimodules. On étudie ici 'homolo-
gie des produits de deux S-bimodules différentiels.

Remarquons d’abord que le complexe (Q K. P, §) correspond au complexe total d’un bicomplexe.
En effet, on définit le bidegré d’un élément

(qla EERE qb) o (pla cees pa) de Q(l_a z:) ®s; k[S%J] ®Sjp(j7 Z_)

par (lg1| + -+ + |@|, [p1] + -+ + |pal). Et, la différentielle horizontale §;, : QK. P — Q K. P est
induite par celle de Q. Quant a la différentielle verticale §, : QK. P — Q K, P, elle est induite
par celle de P. De maniere explicite, on a

5h((<11, ey qb)a(pla"'apa)) =
b
(—1)leittlasal(gy 0 6(gg), .., @) o (1, -, Pa)
B=1
et 5(q1,...,qb (pl,...,pa)):
Z(_ )‘qu_ +\qb\+\p1\+---+\pﬁ_1\(ql"”’ qb)a(plv"'v 5(pa)a-~-7pa)~
a=1
On voit clairement que 6 = 8, + §,, et §, 0 6, = —d, 0 Op,.

Comme tout bicomplexe, celui-ci donne naissance & deux suites spectrales I"(QX.P) et II"(QX.P)
qui convergent vers I’homologie totale H,(QX.P, §) (c¢f. Conventions). Rappelons que ces derniéres
vérifient

II(Q X, P) = H*(Q X, P, 61}), I2(Q X, P) = H*(H*(Q X, P, 61}), 6h)
et IT'(QR,P)=H,(QR,P,8), II*(QR,P)=H.,(H.(QR,P,b), b).

Grace a la proposition 62, on sait que produit monoidal Q X, P s’écrit a 'aide de la somme directe

@ Q. k) ®s, kS5, ;] @5, P(7, 9).
©

Cette décomposition est compatible avec la structure de bicomplexe. Ainsi, les suites spectrales se
décomposent de la méme maniere

I"(Q X, P) @F( Q(l, k) ®s, k[S, ;] ®s, P(J, z‘))
et II"(QW,P) @UT( ) @, kIS5, ) @5, P(7, 7))
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On a immédiatement les deux expressions suivantes.

ProposITION 65. Si O(l, k) ®s, k[S¢ J_] est un k[S;]-module projectif (a droite), alors on a
I (QQ, F) &5, KIS}, ] ®5,P(5, 1)) = Q(, F) @, kIS5, ] &5, Ha (P(5, 7).
Et si, k[S$ J_] ®s, P(7, 7) est un k[Sg]-module projectif (a gauche), alors on a
IIl (Q(l_a E) ®S,; k[ScEa j] ®Sjp(j’ E)) = H* (Q(l_a ]_9)) ®S,; k[S%,j] ®Sj P(ja E)'
COROLLAIRE 66. Si k est un corps de caractéristiqgue nulle, on a toujours

1 (Q, F) @, kiS5, ) @5, P(7, 7)) = Q. F) ®s, h(S§, | @5, H. (P(7, 1) et

1T (Q(, F) @, kIS ] @5, P (7, 9)) = H. (QU F) @s, k(S§ ] @, P, ).

DEMONSTRATION. Par le théoréme de Maschke, on sait que tous les anneaux k[S;] sont semi-
simples. Ainsi, tout k[S;-module est projectif. O

PROPOSITION 67. Si k est de caractéristique nulle, alors on a
12 (QQ, F) @5, kIS, | @5, P(7, 1)) = I1* (Q(, F) s, kS
H.Q(l, k) ®s; k[S%J] ®s, H,P(7, 7).

J&s,P( 1) =

3

DEMONSTRATION. Comme tout k[Sz]-module est projectif, on a imméditatement
12 (Q(T By s, kIS5, )| ©5, P, ) = H. (Q, B) ©s, kS5, )| 05, H. (P(7, ).
Et on conclut avec la formule de Kiinneth
H (QU, k) = Ho(Q, k1) ® -+ © Qla, ka)) =
H,Q(l1, k1) ® -+ ® Hi Q(la, ko) = H.Q(I, k).
g

REMARQUE: Soient & : M — M’ et ¥ : N — N’ deux morphismes de dg-S-bimodules.
Alors le morphisme ® X, ¥ : M X, N — M'X N' est un morphisme de bicomplexes. Ainsi,
il induit des morphismes de suites spectrales I"(® X, ¥) : ["(M X, N) — I"(M' K. N') et
IMmMex, o) : II"(MX, N) = II"(M' ¥, N').

De maniere générale, on a la proposition suivante.

PROPOSITION 68. Lorsque le corps k est de caractéristique nulle, on a toujours

H.(Q®. P)(m, n) = P H.Q(, k) ®s, k[S§ ] ®s, H.P(7, 7).
(S

C’est-a-dire, H,(Q X, P) = (H.Q) X, (H.P).

DEMONSTRATION. C’est une application directe des théoremes de Mashke (pour les coinvariants)
et de Kiinneth (pour les produits tensoriels). O

On peut reprendre les mémes raisonnements dans le cas du produit X.

Le complexe (QXP, §) est encore le complexe total d’un bicomplexe. Les éléments de Q fournissent
la graduation et la différentielle horizontales et ceux de P la graduation et la différentielle verticales.
En ce qui concerne les signes, il faut faire attention aux composantes connexes. Par exemple, pour
un objet

(@, - @) o Py Pa) ® (dhs -5 ay) o (P2, -+, Par)
de QR, P® QK. P, on a
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5h((q1a"'7qb)a(p1a"'apa)®(qjlla "'aq;)’)a(plla"'ap;’)):
b
Z(_l)‘ql‘+m+‘qﬂ_1‘(qla' X 6(q,3)7 v qb) U(pla ceey pa)
B=1
R(qyy vy @) T (DY -y Do) +
b/
Z(_l)‘ql‘+m+‘qb‘+‘p1‘+m+‘pa‘+‘qlHﬂquﬁfl‘(qla- EE) Qb) U(pla BREE) pa)
B=1
®(q117 ey 5(q23)57 qll)’)a(plla"'a p:z’)
et
v ((q1; -+, @) o (P15 -5 Pa) ® (@1, -5 @) 0 (P15 D)) =
a
Z(_1)\Q1\+---+\qb\+\p1\+---+\pﬁ_1\(ql’_ ER) qb) U(pla- BRE) 6(pa)a sy pa)
a=1
®(q:,la "'7ql,)’)0(p§la"'ap;’)+

bl
§ :(_1)\q1\+---+\qb\+\p1\+---+\pa\+\q§\+---+\q{,,\+\p’1\+---+\p’a,1\

B=1
(‘ha---aqb)a(pla---apa)(g)(qjlla'-'aq;)’)a(plla-'-a6(p;)a-'-apla')-

On a alors les mémes résultats que dans le cas connexe.
PROPOSITION 69. Si k est un corps de caractéristique nulle, on a les €galités

I' (Q(, k) ®s; k[Sn] ©s,P(5, 7)) = Q(, k) ®s; k[Sn] ®s; He (P(7,7)) et

IT (Q(I, k) ®s; k[Sn] ®s, P(7, 7)) = H. (Q(l, k)) ®s; k[Sn] ®s, P(7, 7).
PROPOSITION 70. Si k est de caractéristique nulle, alors on a
I* (Q(, k) ®s; k[SN] ®s, P(7, 7)) = I1I* (Q(I, k) ®s; k[Sn] ®s,P(7, 7)) =
H.Q(l, k) ®s; k[Sn] ®s; HiP(], 7).
PROPOSITION 71. Lorsque le corps k est de caractéristique nulle, on a
H.(QRP)=(H.Q) R (H,P).
COROLLAIRE 72. Soient Q et P deux dg-S-bimodules. On a la relation
H,(QRP)=Sg (H(QK.P)).

REMARQUE: Toutes ces propositions sont des généralisations des résultats de B. Fresse sur le
produit de composition o des opérades aux produits X, et X des propérades et des PROPs (cf.
[Fr] 2.3.).

1.3. Propérades et PROPs différentiels. On peut donner une version différentielle a la
notion de propérade et de PROP.

DEFINITION (Propérades différentielles). On appelle propérade différentielle un monoide (P, u, n)
dans la catégorie (dg-S-biMod, K., I).

Cela signifie qu’en plus de la donnée d’une propérade linéaire, le morphisme de composition y est
un morphisme de dg-modules de degré 0 préservant les actions de S,, et S,. Ainsi, on a la relation
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du type dérivation:

6 (u((p1y-- v py) 0 (P, 2g))) =
b
o (=nyleetesly((py, . S(pp), - po) 0 (P, PL)) +
B=1
SO () P E (L ) 0 (B (), BL))-
a=1

La proposition 68 donne la propriété suivante.

PROPOSITION 73. Lorsque le corps k est de caractéristique nulle, pour toute propérade différentielle
(P, u, n), Uhomologie de cette propérade (H.(P), H.(u), H.(n)) est une propérade graduée.

DEFINITION (S-bimodules différentiels gradués par un poids). On appelle S-bimodule différentiel
gradué par un poids toute somme directe sur p € N de S-bimodules différentiels M = @peN M),
Les morphismes de S-bimodules différentiels gradués par un poids sont les morphismes de S-
bimodules différentiels qui préservent cette décomposition. I.’ensemble des S-bimodules différentiels
gradués par un poids, muni des morphismes correspondant, forme une catégorie que ’on note gr-
dg-S-biMod.

Remarquons que la graduation est une information supplémentaire indépendante du degré homo-
logique.

PROPOSITION 74. Soit f = @, f(n) un foncteur analytique dans la catégorie des S-bimodules.
Soit M = € ,cn M) un S-bimodule gradué par un poids. Alors le S-bimodule f(M) est bigradué,

d’une part avec la graduation venant du foncteur analytique, d’autre part avec la graduation totale
venant du poids.

DEMONSTRATION. Posons fn) = fn o Ay, ou f, est une application n-linéaire. La premiére gra-
duation s’écrit f(M)y,) = fn(M,..., M). La deuxiéme correspond a

FONP = N M, M),
i1betin=p
O

COROLLAIRE 75. Toute propérade libre (respectivement PROP libre) sur un S-bimodule M gradué
par un poids est bigradué.

DEMONSTRATION. Le foncteur F (respectivement Sg(F)) est un foncteur analytique dont les
degrés sont donnés par le nombre de sommets des graphes. La premiere graduation est donc
donnée par le nombre d’opérations de M qui servent a représenter un élément de F(M). La
deuxiéme graduation est égale a la somme des poids de ces opérations. d

DEFINITION (Propérades différentielle graduées par un poids). Une propérade différentielle graduée
par un poids (P, u, n) est un monoide dans la catégorie (gr-dg-S-biMod, X, I).

Une telle propérade sera dite conneze si de plus P©) = I.

REMARQUE : Duallement, on a la notion de copropérade différentielle (et différentielle graduée par
un poids). Une copropérade différentielle correspond & une copropérade dont le coproduit est un
morphisme de dg-S-bimodules, c’est-a-dire vérifie une relation du type codérivation.

De la méme maniére, on peut considérer des PROPs différentiels.

DEFINITION (PROPs différentiels). On appelle PROP différentiel la donnée d’une structure de
PROP (P, [, conc, n) dans la catégorie (dg-S-biMod, X, ®).

On exige donc en plus que les morphismes de compositions i et conc soient des morphismes de
degré 0 de S-bimodules différentiels, c’est-a-dire qu’ils vérifient des relations du type dérivation.
Par exemple, pour la composition horizontale, on a

S(conc(p ® q)) = conc(6(p) ® q) + (—=1)Plconc(p ® 6(q)).
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2. P-MODULES LIBRES ET QUASI-LIBRES

On a des versions PROPiques des résultats précédents. Par exemple, avec la proposition 71, on
montre la proposition suivante.

PROPOSITION 76. Lorsque le corps k est de caractéristique nulle, pour tout PROP différentiel
(P, 1, conc), I’homologie de ce PROP (H.(P), H.(u), H.(conc)) est un PROP gradué.

On peut aussi définir la notion de PROP différentiel gradué par un poids.

D&rFINITION (PROP différentiel gradué par un poids). Un PROP différentiel gradué par un poids
est la donné d’'un PROP dans la catégorie des S-bimodules différentiels gradués par un poids
(gr-dg-S-biMod, X, ®).

Un tel PROP est dit conneze si P(®) = Sg(I).

2. P-modules libres et quasi-libres

Soit P une propérade différentielle. La notion de P-module s’étend naturellement au cas différentiel.
On s’intéresse ici plus particulierement aux P-modules libres et & une version légerement différente,
celle des P-modules quasi-libres. On ne traitera ici que les P-modules & droite, le cas des P-modules
a gauche étant parfaitement symétrique.

2.1. P-modules différentiels libres. Les résultats généraux sur les catégories monoidales
donnés au chapitre 1, montrent que le P-module différentiel libre a droite sur un dg-S-module M
correspond & L = M X P. La différentielle § sur L est la différentielle canonique sur le produit
M X P explicitée précédemment.

De la méme manieére, si (P, u, n, €) est une propérade différentielle augmentée, c’est-a-dire que
I'on a en plus un morphisme monoidal de dg-S-bimodules ¢ : P — I, on peut appliquer la
proposition 14. Dans ce cas, le quotient indécomposable du P-module différentiel libre L = M KP
est isomorphe, en tant que dg-S-bimodule, & M.

2.2. P-modules quasi-libres. Par la suite, nous traiterons des exemples qui ne rentrent
pas strictement dans le cadre des P-modules libres. En effet, dans ces cas 14, la différentielle dg
correspond a la somme de la différentielle canonique § avec un morphisme homogene de degré —1.

DEFINITION (P-module quasi-libre & droite). Un P-module quasi-libre a droite L est un dg-S-
bimodule de la forme M X P mais ou la différentielle §y est la somme § + dy de la différentielle
canonique § sur le produit M XP avec un morphisme homogene de degré —1,dy : MXP — MXP
tel que

dg ((m1,..., mp) o (p1,- .-, pa)) =
b

D o (=1)lmaltetime i, L dg(mg),. .., my) o (prs- -, Pa)-
B=1

Ainsi, §g : M X P — M X P vérifie la relation de dérivation suivante

59((mla~-~amb)a(pla"'apa)):
b

Z(_l)‘m1‘+-..+‘mﬁ—l‘(m17‘”7 s6(mg), ..., myp) o (p1,..., Pa) +
p=1

a

Yo (=it time bt slmy L my) o (pry ey 6(Pa)s - Pa).

a=1

Comme 6% = 0, I'identité 5° = 0 est équivalente & 6dg + dgd + dy® = 0.
Si on écrit dg(mg) = (m},..., m},) o’ (p},..., p,) € MK P, alors

(mi, ..., do(mg),..., mp) o (p1,..., Pa)
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correspond en fait &

(Mmiy.ooymiyeec,myy ey, mp)o w((pyy--s D)o (P1y..-, Pa)) € M RP.

MK
On peut remarquer que le morphisme dy est déterminé par sa restriction sur M L ux P.

MKX
PROPOSITION 77. Le morphisme M—H>M®7D est un morphisme de dg-S-bimodules si et
seulement si dg = 0.

Cependant si P est une propérade différentielle augmentée, la condition pour que le morphisme
M X ¢ soit un morphisme de dg-module est moins restrictive.

ProPoSITION 78. Soit (P, u, n, €) une propérade augmentée. Le morphisme M XK P M;ELQM

est un morphisme de dg-S-bimodules si et seulement si
d
MRP > pmrpME =0

d
COROLLAIRE 79. Dans le cas ot la composition MR P —s M R P MRe M est nulle, le quo-
tient indécomposable de L est isomorphe ¢ M en tant que dg-S-bimodule.

Dans la suite, les exemples de P-modules quasi-libres que nous aurons a traiter auront souvent
une forme particuliere.

DEFINITION (P-module quasi-libre analytique). Soit P une propérade différentielle augmentée. Un
P-module quasi-libre analytique a droite est un P-module quasi-libre de la forme L = T (V) X P,
ot V est un dg-S-bimodule et Y (V') un foncteur analytique en V. On pose T = @,, T(,,) ot T(,
est un foncteur polynomial homogene de degré n tel que T () = I. En outre, on suppose de V
est gradué par un poids et que V(©) = 0. Comme nous I’avons vu & la proposition 74, Y (V) est
bigradué, d’abord par les degrés du foncteur analytique puis par la graduation totale venant du
poids de V.

On impose de plus que le morphisme dy vérifie

dg = T(V)™ ewg(l@j/),

(<n) !

ou la graduation (n) est ici la graduation totale venant du poids de V.
De plus, si P est graduée par un poids on exige que le morphisme dg préserve globalement la
graduation totale venant des poids de P et de V.

On a immédiatement la proposition suivante.
PRroPOSITION 80. Soit L = Y (V)X P un P-module quasi-libre analytique. Le morphisme dg vérifie
dg : T(V)RP = YT(V)RP.
—— ——
(n) (<n)
Et,

d e
MRP 2> pmrp My =0
On peut donc identifier le quotient indécomposable de L a T (V).

EXEMPLES: Les exemples de P-modules quasi-libres analytiques que nous aurons a traiter se
divisent en deux catégories.

— Dans le cas oi V = P, on trouve la bar construction Y (V) = B(P) = F¢(IP) (cf.
chapitre 4) ainsi que la bar construction simpliciale Y(V) = C(P) = FS(P) (cf. chapitre
6). Alors la bar construction augmentée B(P) X P, et la bar construction simpliciale
augmentée C(P) K P sont deux exemples de P-modules quasi-libres analytiques.

— Si P est une propérade quadratique engendrée par un dg-S-bimodule V. La propérade
duale de Koszul P! est un foncteur analytique en V (cf. chapitre 7). Le complexe de

Koszul Pi X P est alors un exemple de P-module quasi-libre analytique.
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PROPOSITION 81. Lorsque P est une propérade différentielle augmentée graduée par un poids, tout
P-module quasi-libre analytique L = T (V)R P se décompose en somme directe de sous-complezes
L=@,n L#), o4 LW = (T(V) R P)P) représente le sous-module de L composé des éléments
de graduation totale p.

DEMONSTRATION. Les différentielles dv (1) et dp préservent cette graduation sur Y (V) et P res-
pectivement. Et, par définition, le morphisme dy préserve cette graduation globalement. O

DEFINITION (Morphisme de P-modules quasi-libres analytiques). Soient L = T(V) X P et L' =
Y/ (V') X P deux P-modules quasi-libres analytiques. Et soit ® : L — L’ un morphisme de P-
modules différentiels. On dit que ® est un morphisme de P-modules quasi-libres analytiques si, de
plus, ® préserve la graduation en V :

Si, en outre, la propérade différentielle P est graduée par un poids, comme V et V' sont aussi
gradués par un poids, on impose en plus que ® préserve la graduation naturelle globale de T (V)X
P:

& L0 =(r(V)RP)P - L' = (Y (V)R P).
On note ®(?) la restriction de ® au sous-complexe L(?).

REMARQUE: On a les notions duales de C-comodule différentiel colibre sur un dg-S-bimodule M
(donné par M X C), de C-comodule quasi-colibre et de C-comodule quasi-colibre analytique. La
cobar construction aumgentée & droite B°(C) X C est un exemple de C-comodule quasi-colibre
analytique.

3. Propérades et PROPs quasi-libres

Pour expliciter la construction de la propérade et du PROP libres dans le cas différentiel, il
reste & comprendre définir la différentielle. En outre, comme pour les P-modules, les notions de
propérade et de PROP différentiels libres n’englobent pas tous les cas que nous aurons a traiter.
C’est pourquoi, on considere les propérades et les PROPs quasi-libres, qui apparaissent comme
des propérades et des PROPs libres mais dont la différentielle est la somme de la différentielle de
la propérade libre avec une dérivation.

3.1. Propérades différentielles libres. Soit (V, §) un dg-S-bimodule. Une application di-
recte des résultats de la section 6 du chapitre 1, sur la construction du monoide libre, montre que
le S-bimodule gradué F (V') est donné par la somme directe sur les graphes connexes (sans niveau)
dont les sommets sont indicés par des éléments de V' (cf. théoreme 50), soit

FV)=| P Q V(out(v)], [Inv))) / :

geGveN

Cette construction revient a considérer 1’objet simplicial libre FS(V) = @neN(V+)g” quotienté
par la relation engendrée par I X,V =V K, I. Or, dans la cadre différentiel, pour pouvoir définir
la différentielle d’un tel objet, il faut étre plus fin au niveau des signes. On quotiente alors FS(V)
par la relation engendrée par (v1, v, 15) o (v, 1, v}) = (=112t Ml (w1, 1, 1) o' (v, v, V), par
exemple, ou v appartient & V (2, 1) ici.

PRrOPOSITION 82. La différentielle canonique & définie sur FS(V) a partir de celle de V, passe
au quotient pour la relation d’équivalence =.

DEMONSTRATION. La vérification des signes est immédiate et le calcul est semblable & celui effectué
pour démontrer le lemme 60. O

THEOREME 83. La propérade différentielle F(V) munie de la différentielle § est la propérade
différentielle libre sur V.
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REMARQUE : La décomposition analytique du foncteur F (V) donnée par la proposition 52 est
stable par la différentielle §. Cette décomposition reste donc toujours vraie dans le cas différentiel.
De plus, la projection F (V) — F1)(V) = V permet d’identifier le dg-S-bimodule V' avec le quo-
tient indécomposable de F (V).

Nous allons voir que le foncteur F possede de bonnes propriétés homologiques.

PROPOSITION 84. Lorsque k est un corps de caractéristique nulle, le foncteur F : dg-S-biMod —
dg-propérades est un foncteur exact, c’est-a-dire H.(F(V)) = F(H.(V)).

DEMONSTRATION. La démonstation de cette proposition est essentiellement la méme que celle
du théoréme 4 de Darticle de M. Markl et A. A. Voronov [MV] et repose encore une fois sur le
théoreme de Mashke. O

REMARQUE : On fait exactement le méme raisonnement pour les copropérades colibres puisque le
dg-S-bimodule sous-jacent F(V) = F¢(V) est le méme.

On poursuit la méme démarche pour décrire le PROP libre. Pour cela, on consideére les signes
dus aux regles de Koszul-Quillen dans les isomorphismes de symétrie du produit monoidal ® des
S-bimodules. Avec ces régles de signes, on définit immédiatement une différentielle § sur Sg (F(V)).

THEOREME 85. Le PROP différentiel libre sur un dg-S-bimodule V est donné par la construction
Se(F(V)) munie de la différentielle 6.

En utilisant le théoreme de Mashke, on montre que le foncteur Sg est un foncteur exact. Et par
composition de foncteurs exacts, le foncteur PROP libre est un foncteur exact.

PROPOSITION 86. Lorsque k est un corps de caractéristique nulle, le foncteur
Sg o F : dg-S-biMod — dg-PROPs

est un foncteur exact, c’est-a-dire
H.(Se(F(V))) = Se(F(H.(V))).

3.2. Propérades quasi-libres. Une propérade quasi-libre est une propérade libre mais dont
la différentielle est composée de la somme de deux termes: la différentielle canonique § plus une
dérivation.

DEFINITION (Dérivation). Soit P une propérade différentielle. Un morphisme d : P — P ho-
mogene de degré |d| de S-bimodules est appelé dérivation s’il vérifie I'identité suivante :

O (u((prs -y po) o (P -5 PL))) =
b

Z(_l)(‘p1‘+m+‘pﬁ_lmd‘p’((pla tees 5(pﬁ)7 LR pb) g (plla ey p:z)) +

B=1

> (1)l e DIy (py, L py) 0 (B (), -5 Ph))-

a=1
Par exemple, la différentielle § d’une propérade différentielle est une dérivation homogene de degré
—1 telle que 2 = 0. Remarquons que si d est une dérivation homogéne de degré —1 alors la
somme § + d est encore une dérivation de méme degré. Et dans ce cas, comme §2 = 0, I’équation
(6 + d)? = 0 est équivalente & §d + dd + d? = 0.

REMARQUE : Dualement, pour une copropérade différentielle C, on définit la notion de codérivation.

On s’intéresse maintenant a la forme des dérivations sur la propérade différentielle libre F (V).

LEMME 87. Soit F(V) la propérade libre sur le dg-S-bimodule V. Pour tout morphisme homogéne
0V = F(V), il existe une unique dérivation homogéne de méme degré dg : F(V) — F(V)
telle que sa restriction ¢ V . C F(V) corresponde a 0. Cette correspondance est bijective. De plus,
510 : V = Fy (V) alors, on a dg (Fs)(V)) C Frps—1)(V).
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DEMONSTRATION. Soit g un graphe & n sommets. On définit dg sur un représentant d’une classe
d’équivalence pour la relation = (déplacement vertical des sommets au signe pres) associé au
graphe g. Cela revient & choisir un ordre pour écrire les éléments de V' qui indicent les sommets

de g. Ecrivons ®?:1 v; ce représentant, avec v; € V. On pose alors

n n i—1 n
dg(Qvi) =D _(~nIt il L Quj | @ow) e | Q) v
i=1 i=1 j=1 j=i+1

Un calcul rapide montre que cette application est bien constante sur la classe d’équivalence pour
la relation = (la vérification est du méme que celle du lemme 60 et fait appel aux signes définis
pour la relation = dans le cadre différentiel). En fait, ’application dg revient a effectuer 6 a chaque
élément de V indigant un sommet du graphe g. (Comme 6 est un morphisme de S-bimodules, entre
autre, 'application dy passe bien au quotient pour la relation ~.)

La surjectivité du produit u sur la propérade libre F (V') montre I'unicité de la dérivation dy ainsi
que le fait que toute dérivation soit de cette forme.

Enfin, si 'application 6 associe & un élément de V, des éléments de F (V') qui s’écrivent avec des
graphes & r sommets (0 crée r — 1 sommets), alors on voit de la forme de dy donnée précédemment
que dy (f(s)(V)) C .7'-(T+s,1)(V). O

On a le lemme dual dans le cadre des copropérades.

LEMME 88. Soit F¢(V') la copropérade colibre connexe sur le dg-S-bimodule V. Pour tout mor-
phisme homogéne 0 : F¢(V) — V, il existe une unique codérivation homogéne de méme degré
dg : F(V) = F(V) telle que sa projection sur V corresponde a 0. Cette correspondance est
bijective. De plus, si 6 : F°(V) =V est nulle sur toutes les composantes F(,, (V) C F*(V), pour

s #r, alors, on a dg (Fs1r—1)(V)) C F(5)(V), pour tout s > 0.

Graphiquement, effectuer la codérivation dg sur un élément de F¢(V') représenté par un graphe g
revient a appliquer 6 & tous les sous-graphes possibles de g.

On peut maintenant donner la définition d’une propérade quasi-libre.

DEFINITION. (Propérade quasi-libre)

Une propérade quasi-libre P est une propérade différentielle dont le S-bimodule gradué sous-jacent
est de la forme P = F(V) mais dont la différentielle 69 : F(V) — F(V) est égale & la somme de
la différentielle canonique § sur la propérade libre avec une dérivation dg, soit 6 = § + dy.

Grace au lemme précédent, on sait que toute dérivation dgy est déterminée par sa restriction sur V,
6 : V= F(V). Ainsi, inclusion V — F(V) est un morphisme de dg-S-bimodules si et seulement
si 6 est nul. Par contre, la condition pour que la projection F(V) — V soit un morphisme de
dg-S-bimodules est moins restrictive.

PROPOSITION 89. La projection F(V) — V' est un morphisme de dg-S-bimodules si et seulement
S1 Q(V) C @Tzz f(r)(V).

Dans ce cas, on a dg (F(V)) C @, -, Fr)(V), et alors le quotient indécomposable de la propérade
quasi-libre P = F(V) est isomorphe, en tant que dg-S-bimodule, & V.
En dualisant, on a la notion de copropérade quasi-colibre.

DEFINITION (Copropérade quasi-colibre). Une copropérade quasi-colibre C est une copropérade
différentielle dont le S-bimodule gradué sous-jacent est de la forme ¢ = F°(V) mais dont la
différentielle 9 : F°(V) — F¢(V) est égale & la somme de la différentielle canonique § sur la
copropérade libre avec une codérivation dy, soit 9 = § + dg.

Le lemme précédent sur les codérivations des copropérades colibres montrent que la projection
F¢(V) = V est un morphisme de dg-S-bimodules si et seulement si 6 est nulle. Alors que 'inclusion
V' = F¢(V) est un morphisme de dg-S-bimodules si et seulement si 6 est nulle sur F¢,) (V) = V.
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EXEMPLES: Les deux exemples fondamentaux de copropérades et propérades quasi-libres sont
donnés par la bar construction F° (EP) et la cobar construction F (E’lC) réduites. Ces deux
constructions sont étudiées en détail dans le chapitre suivant.

3.3. PROPs quasi-libres. On fait la méme étude pour les PROPs quasi-libres.

DEFINITION. Soit P un PROP différentiel. Un morphisme d : P — P homogene de degré |d| de
S-bimodules est appelé dérivation si d est une dérivation pour la propérade U.(P) et pour I’algebre
(P, ®, conc). Cette derniere condition s’écrit

§(conc(p ® q)) = conc(8(p) ® q) + (—1)""conc(p @ 5(q)).
On a le méme type de lemme que dans le cas des propérades.

LEMME 90. Soit Sg(F(V)) le PROP libre sur le dg-S-bimodule V.. Pour tout morphisme homogéne
0 :V = Sg(F(V)), il existe une unique dérivation homogéne de méme degré dg : Sg(F(V)) —
Se(F(V)) telle que sa restriction ¢ V. C Sg(F(V)) corresponde a 6. Cette correspondance est
bijective. De plus, 510 : V — Sg(F(V))(») alors, on a dg (Se(F(V))s)) C Sa(F(V))(rrs—1)-

La dérivation dy appliquée a un élément de Sg(F(V')) représenté par un graphe g s’écrit avec une
sommme indicée par I’ensemble des sommets v du graphe g de graphes ou on remplace ’opération
placée au sommet v par son image via 6.

DEMONSTRATION. La démonstration est la méme que dans le cas des propérades. O

Dualement, on la notion de codérivation sur les coPROPs et le lemme suivant.

LEMME 91. Soit Sg(F°(V)) le coPROP colibre sur le dg-S-bimodule V. Pour tout morphisme
homogéne 0 : Sg(F¢(V)) — V, il existe une unique codérivation homogéne de méme degré dgy :
Se(Fe(V)) = Sg(Fe(V)) telle que sa projection sur V corresponde a 6. Cette correspondance est
bijective. De plus, si 6 : Sg(F°(V)) — V est nulle sur toutes les composantes Sg(F(V))(s5) C
Se(Fe(V)), pour s # r, alors, on a dg (Sg(F(V))(s4r-1)) C Se(F(V))(s), pour tout s > 0.

Graphiquement, effectuer la codérivation dg sur un élément de Sg (F¢(V')) représenté par un graphe
g revient a appliquer 8 a tous les sous-graphes possibles de g.

La définition de PROP quasi-libre est semblable & celle de propérade quasi-libre.

DEFINITION (PROP quasi-libre). On appelle PROP quasi-libre, un PROP différentiel P dont le
S-bimodule gradué sous-jacent est un PROP libre Sg(F(V)) et dont la différentielle Jp est la
somme de la différentielle canonique ¢ et d’une dérivation dy.

Dualement, on a la notion de coPROP quasi-colibre.

DEFINITION (coPROP quasi-colibre). Un coPROP quasi-colibre C est un coPROP différentiel
dont le S-bimodule gradué sous-jacent est de la forme Sg (F°(V)) mais dont la différentielle &g :
Se(Fe(V)) = Se(F(V)) est égale a la somme de la différentielle canonique § sur le coPROP
colibre avec une codérivation dy, soit dg = & + dj.

EXEMPLES : Les deux principaux exemples de PROPs et de coPROPs quasi-libres sont donnés par
la bar et la cobar constructions réduites qui font ’objet du chapitre suivant.
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CHAPITRE 4

Bar et cobar constructions

On généralise ici les bar et cobar constructions des algebres et des opérades aux propérades et aux
PROPs. Pour cela, on étudie d’abord les propriétés des produits et coproduits partiels. Puis, on
définit la bar et la cobar construction en commencant par leurs versions réduites pour passer ensuite
a la version a coefficients. Ces bar constructions posseédent de bonnes propriétés homologiques,
elles permettront d’obtenir des résolutions pour les propérades et les PROPs différentiels (cf.
théoreme 125 et le chapitre 7). Afin d’établir ces résolutions, nous commengons par montrer dans
ce chapitre que les bar et les cobar constructions augmentées sont acycliques.

1. Produit et coproduit de composition partiel

Avant de donner la définition des deux bar constructions, nous rappelons ce qu’est la suspension
et la désuspension d’un dg-S-bimodule ainsi que les propriétés vérifiées par les produits et les
coproduits de composition partiels.

1.1. Suspension d’un dg-S-bimodule. Soit ¥ le S-bimodule gradué défini par

(0, 0) = k.s ou s est un élément de degré +1,
¥(m,n) =0 sinon.

DEFINITION (Suspension XV). On appelle suspension du dg-S-bimodule V, le dg-S-bimodule
XV =¥V.

Cette opération revient & tensoriser par s de tous les éléments de V. A v € V4_; on associe donc
s®v € (V)4 que 'on note souvent Xv. Ainsi, (XV)4 est naturellement isomorphe & V;_1. Selon
les principes énoncés au chapitre précédent, la différentielle sur XV est donnée par la formule
§(Zv) = —Xé(v), pour tout v dans V. La suspension XV correspond donc a I'introduction d’un
élément de degré +1 qu’il faut prendre en compte lors des permutations faisant intervenir des
signes (regles de Koszul-Quillen).

De la méme maniere, on définit ¥ ! par

¥71(0,0) = k.s7! ot s est un élément de degré -1,
Y i(m,n) =0 sinon.

DEFINITION (Désuspension ¥~ 1V). On appelle désuspension du dg-S-bimodule V', le dg-S-bimo-
dule "'V =%"1V.

1.2. Produit de composition partiel. Soit (P, u, 7, €) une propérade augmentée. Comme
les graphes a deux niveaux sont munis d’une bigraduation en fonction du nombre de sommets sur
chaque niveau, on peut décomposer le produit de composition u de la maniére suivante y =
@r, s eN 'u(Ta ) ou

M(T7S)Z(I® K. (I P )—P.

S

P
—~

<

DEFINITION (Produit de composition partiel). On appelle produit de composition partiel la res-
triction du produit de composition p a (I® P )X. (I & _ P ). Le produit de composition partiel
1 1

correspond donc au ;1) précédent.
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On peut remarquer que le produit de composition partiel correspond au produit ne faisant inter-
venir que deux éléments non triviaux de P.

REMARQUE : Dans le cadre des opérades [GK], ce produit de composition partiel n’est autre que
le produit partiel noté o;. Une particularité fondamentale des opérades est que ce produit partiel
engendre le produit global o (toute composition peut s’écrire avec un nombre fini de compositions
partielles successives).

Dans le cas des diopérades (cf. [G]), ’auteur ne considere que les produits de composition partiels
ne faisant intervenir qu’une seule branche entre chaque sommet. Et dans le cas des %-PROPS
(cf. [MV]), les auteurs restreignent encore les produits partiels aux couples dont au moins une
opération n’admet qu’une seule entrée ou sortie. Deux ces deux cas, le produit monoidal étudié
est celui engendré par les produits partiels.

Notons que le produit de composition des propérades est aussi engendré par les produits partiels
(cf. chapitre 6).

LEMME 92. Si (P, u, n, €) est une propérade différentielle augmentée, alors le produit de compo-
sition partiel w1 1) induit un morphisme homogéne de degré —1

0 : F)(SP) = P,

Rappelons que si P est un S-bimodule différentiel, la propérade libre F(XP) sur 7P est bigraduée.
La premiere graduation vient du nombre d’opérations de =P utilisées pour représenter un élément
de F(X7P). On note cette graduation Fn) (XP). La deuxiéme graduation, ici le degré homologique,
est obtenu en effectuant la somme des degrés des opérations de L7P.

DEMONSTRATION. Soit (1,..., 1, ¥q, 1,..., 1)a(1,..., 1, ¥p, 1,..., 1) un élément de degré ho-
mologique [g| + [p| + 2 de 7, (EP). On définit 6 par

6((1,...,1,%¢,1,..., Vo(1,...,1,8p, 1,..., 1)) =
(-D)Suq (1., 1, g, 1,00, Do(L,..., 1, p, 1,00, 1).

Et comme P est une propérade graduée, ce dernier élément est de degré |g| + [p| + 1 soit un de
moins que son antécédent. O

Au morphisme homogene #, on peut associer une codérivation dy : F¢(EP) — F¢(IP) grace au
lemme 88.
PROPOSITION 93. La codérivation dg vérifie les propriétés suivantes :

(1) L’équation 6dg + dgd = 0 est vraie si et seulement si le produit de composition partiel
K(1,1) est un morphisme de dg-S-bimodules.
(2) On a toujours dg* = 0.

DEMONSTRATION.

(1) D’apres le lemme 88, appliquer dg & un élément de F¢(XP) revient a effectuer 6 & tous les
sous-graphes possibles du graphe représentant cet élément. Ici, il suffit donc d’appliquer
f a tous les couples de sommets reliés par au moins une branche et n’admettant aucun
sommet intermédiaire. Or pour un couple de sommets indicés par Xq et Xp, on a d’une
part

dodg((1,...,1,%q,1,..., 1)o(1,..., 1, 3p, 1,...,1)) =
(_1)‘(1‘5(2/"(1, 1)((17"'7 Lg1,..., 1)0(15"" Lip 1,..., 1))) =

(-6 (pe, (1,2, 1, ¢, Loy Do(l,..., 1, p, 1,..., 1))
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et d’autre part
dgod((1,...,1,%2¢,1,..., 1)o(1,...,1,5p, 1,..., 1)) =
do( = (1,...,1,%5(q), 1,..., o(l,..., 1, Ep, 1,..., 1) +
(-Dl,...,1,38¢,1,..., 1)o(1,..., 1, 8(p), 1,..., 1))
(-DSpe (1,0, 1, 8(g), 1.0, Do(1,..., L, p, 1,..., 1)) +
Spa,n((1,..., 1,9, 1,..., )o(1,..., 1, 8(p), 1,..., 1)).

Ainsi, §dg + dgé = 0 implique

6(/1(1’1)((1,..., 1,q,1,..., )o(1,...,1,p, 1,..., 1))) =
pa, (1., 1,6(g), 1,..., Do(1,..., 1, p, 1,..., 1)) +
(-D)llpe (.., 1, g, 1,00, Do(1,..., 1, 8(p), L,..., 1)),
c’est-a-dire que le produit de composition partiel p; 1) est un morphisme de dg-S-

bimodules. Dans ’autre sens, on conclut en remarquant qu’effectuer ddy + dgéd revient &
faire une somme d’expressions du type précédent.

Pour montrer que dg? = 0, il faut s’intéresser aux paires de couples distincts de sommets
d’un graphe. Deux cas de figure sont possibles: soit on a affaire & deux couples de sommets
dont les quatres sommets sont disctincts (a), soit les deux couples ont un sommet en
commun (b).

(a) Sur un élément de la forme

XY ¥p1 QY ® ¥ge ® ¥p2 ® Z,

on effectue 6 deux fois en commencant par un couple différent a chaque fois, ce qui
donne

((_1)\X\+\q1\(—1)\X\+\q1\+\p1\+1+\Y\+\qz\ + (_1)\X\+\q1H\m\HY\qu\(_1)\X\+\rh\)
X @Epa,1)(a®@p)®Y ®@3uq,1)(e2 ®p2) ® Z =0.

(b) Dans ce cas, deux configurations sont possibles
— Le sommet commun peut étre entre les deux autres sommets (dans le sens du
graphe) (cf. figure 1).

Fic. 1.

Alors, sur un élément de la forme
XRYr®3g¥pY,
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si on applique 6 deux fois en commengant par un couple différent & chaque
fois, on trouve

(—1)XH ) XX @ S 1) (pa, 1y (r@g) @p) @Y +
(=) X1 +Hal ()X X @ S 4 (r @ pany (g ®p) ® Y =0,

par associativité du produit partiel y(; 1) (qui vient de celle de p).
— Sinon, le sommet commun est au-dessus (cf. figure 2) ou en dessous des deux
autres.

Fig. 2.

On fait le méme calcul que précédemment pour un élément de cette forme
pour obtenir

(‘U‘XMT‘HHQ‘(‘U‘XH_MX ® Bp1,1)(r @ pa,n(@ep) @Y +
(=)D HX a1y XX @ S 1)(q ® s, 1) (r 9 7)) @ Y = 0.

En effet, 'associativité de y(; 1) donne

w1,1)(@® pa,1)(re@p) = (_1)““‘”#(1, 1 (r®pa,1)(g®p)).

On conclut en remarquant que le résultat de Papplication dy> est une somme d’expressions
des deux formes précédentes. O

REMARQUE: Ce sont les régles naturelles sur les signes qui permettent d’avoir cette proposi-
tion. Dans les articles de [GK] et [G], ces signes sont exprimés sous la forme de 'opérade (resp.
diopérade) Det.

DEFINITION (Sommets adjacents). On appelle sommets adjacents tout couple de sommets d’un
graphe reliés par au moins une branche et n’admettant aucun sommet intermédiaire. Ils corres-
pondent & des sous-graphes de la forme F(5) (V') et sont les couples composables par la codérivation
dyg.

REMARQUE: La codérivation dy consiste a composer les couples de sommets adjacents. Pour
définir ’homologie des graphes, M. Kontsevich avait introduit dans [Ko] la notion d’edge contrac-
tion. Cette notion revient & composer deux sommets reliés par une seule branche. Dans le cas des
opérades (arbres) et des diopérades (graphes de genre 0), les sommets adjacents sont reliés entre
eux par une seule branche, on retrouve alors cette notion (c¢f. [GK] et [G]). La codérivation dy est
donc la généralisation naturelle de cette notion d’edge contraction.

1.3. Coproduit partiel. On peut dualiser les résultats de la partie précédente.

DEFINITION (Coproduit partiel). Soit (C, A, €, n) une copropérade coaugmentée. On appelle co-
produit partiel la composition d’applications

CSCR,C»(I® C )R, (I®_C ),
~—

C
~~
1
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notée A(l, 1)-

LEMME 94. Pour toute copropérade différentielle coaugmentée (C, A, €, 1), le coproduit partiel
induit un morphisme homogéne de degré —1

o' E*1C_—>]-'(2)(E*1C_).
DEMONSTRATION. Soit ¢ un élélment de C. En s’inspirant des notations de Sweedler, posons
Aq ()= > (L., 1,c, L., Do(L,..., L, ", 1,..., 1).
(c',e)
Alors /(X7 1c) défini par
(= t)=- > (DI, , 8, 1., Do(l,..., L, S L ),
(' c")

convient. O
REMARQUE : Le signe — apparaissant devant le symbole ¥ dans la derniére expression n’est pas es-

sentiel ici. Il deviendra par contre fondamental dans la démonstration de la résolution bar-cobar(cf.
théoréme 125).

Grace au lemme 87, au morphisme #' on peut associer une dérivation dg : F(E7'C) — F(271C)
de degré —1 vérifiant la proposition suivante:

PROPOSITION 95.

(1) L’équation édg + dg:6 = 0 est vraie si et seulement si le coproduit partiel Ay, 1) est un
morphisme de dg-S-bimodules.
(2) On a toujours dg:* = 0.

DEMONSTRATION. La démonstration du lemme 87 montre qu’effectuer dg: sur un élément de
F(X71C) revient & appliquer §' & chaque sommet du graphe représentant le dit élément. Ainsi, les
arguments pour montrer cette proposition sont du méme type que pour la proposition précédente.
Notamment le deuxieme point vient de la coassociativité de A1, 1) qui vient de celle de A et des
regles de signes. O

REMARQUE: La dérivation dg revient a effectuer le coproduit partiel sur toutes les opérations
indicant un sommet. Cette dérivation est la généralisation naturelle de la notion de vertez expansion
introduite par M. Kontsevich [Ko] dans le cadre de la cohomologie des graphes. Dans le cas des
algebres et des opérades, la dérivation dg: correspond a la ”vertex expansion” des arbres.

2. Bar et cobar constructions

A T’aide des deux propositions précédentes, on peut maintenant définir la bar et la cobar construc-
tion des propérades. Puis nous généralisons ces deux constructions au cadre des PROPs.

2.1. Bar et cobar constructions réduites.

DEFINITION (Bar construction réduite). A tout propérade différentielle augmentée (P, u, 7, €), on
peut associer la copropérade quasi-colibre B(P) = F¢(XP) munie de la différentielle 59 = 6 + dg,
ou 6 est le morphisme induit par le produit partiel sur P (cf. lemme 92). Cette copropérade
quasi-colibre est appelée bar construction réduite de P .

L’égalité 65> = 0 vient de 6dp + dp6 = 0 et de dy” = 0.
Si on pose B(y) (P) = F(,)(XP), alors dy définit le complexe

dg = dg = dg dg > dg >
+——=B(3)(P) —= B(;_1)(P) ——= -+ —— B(1)(P) —= B(0)(P).

En raisonnant de maniére duale, on obtient la définition suivante:

DEFINITION (Cobar construction réduite). A tout copropérade différentielle coaugmentée (C, A,
g, 1), on peut associer la propérade quasi-libre B°(C) = F(X~1C) munie de la différentielle 6o =
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d+dg, oul 0’ est le morphisme induit par le coproduit partiel sur C (¢f. lemme 94). Cette propérade
quasi-libre est appelée cobar construction réduite de C .

A nouveau dg définit un complexe

_C dal _C dal dal _c del _c del
By, (€) = Br (€) —m . 2 e (C) s BY, ) (C) s

REMARQUE : Lorsque P (resp. C) est une algébre ou une opérade (resp. cogebre ou une coopérade),
on retombe sur les définitions classiques (¢f. Séminaire H. Cartan [C] et [GK]).

2.2. Bar construction a coefficients. Soit (P, u, m, €) une propérade différentielle aug-
mentée. Sur B(P), on définit deux morphismes homogenes 6, : B(P) — B(P) K. P et 6,
B(P) — P K. B(P) de degré —1 par

6, : B(P)=F(SP) 2 F(SP) R, F'(SP) » F(SP)R. (I& P ),
1
et par

6, : B(P)=F(SP) & Fo(IP) R, FE(IP) —» (I'e P )R, F(SP).

Remarquons que ces deux morphismes reviennent a extraire, un par un, les sommets extrémaux
(en haut et en bas) d’un graphe représentant un élément de F¢(XP).

LEMME 96. Le morphisme 0, induit un morphisme homogene dp, de degré —1

ds, : B(P)R,P — B(P)R,P.

”

Et le dg-S-bimodule B(P) B, P muni de la somme de la différentielle canonique & avec la co-
dérivation dp définie sur B(P) et du morphisme dg, est un P-module quasi-libre analytique (@
droite).

DEMONSTRATION. Le démonstration du lemme découle principalement des définitions du chapitre
3. Seul point difficile, I'équation (6 + dg + dg,)? = 0. On sait déja, grace aux propositions de la
section précédente que (§ + dg)? = 0. Quant aux équations

(6 +dg)dg, +dg, (6 +dg) =0 et
de,” =0,
elles se démontrent de la méme maniere que la proposition 93 en écrivant soigneusement les regles

sur les signes. O

On peut remarquer que le morphisme dy_ revient a écréter les sommets se situant en haut des
graphes représentant des éléments de B(P) puis & composer les opérations de P ainsi obtenues
avec celle de P issues de la premiere ligne de B(P) X P.

DEFINITION (Bar construction augmentée a droite). Le P-module quasi-libre analytique B(P)X.P
est appelé bar construction augmentée a droite.

On peut faire exactement le méme raisonnement pour 6;, dg, et la bar construction augmentée a
gauche P X, B(P).

Nous démontrons dans la prochaine section que, comme dans le cas des algebres et des opérades,
les deux bar constructions augmentées (& gauche et a droite) sont toujours acycliques.

Posons B(P, P, P) = P K. B(P) X, P. De la méme maniére que précédemment, les morphismes
6, et 6; induisent sur B(P, P, P) deux morphismes homogenes de degré —1:

dgr, del : B(P, P, P) — B(P, P, P)
Ainsi, on définit sur B(P, P, P) une différentielle d par la somme de plusieurs termes:

68



2. BAR ET COBAR CONSTRUCTIONS

la différentielle canonique ¢ induite par celle de P,
la codérivation dy définie sur B(P),

du morphisme homogene dy, de degré —1,

du morphisme homogene dy, de degré —1.

LEMME 97. Le morphisme d ainsi défini vérifie ’équation d? = 0.

DEMONSTRATION. Encore une fois, la démonstration repose sur les régles de signes. Les calcus
sont du méme style que ceux de la proposition 93. O

DEFINITION (Bar construction & coefficients). Soient L un P-module différentiel a droite et R un
P-module différentiel & gauche. A toute propérade différentielle augmentée (P, u, 7, €), on peut
associer la bar construction & coefficients dans L et R définie par le dg-S-bimodule B(L, P, R) :
= LK. pB(P, P, P)®.p R muni de la différentielle induite par d et par celles de L et R notées dy,
et 5R-

PRroOPOSITION 98. La bar construction B(L, P, R) a coefficients dans les modules L et R est
isomorphe, en tant que dg-S-bimodule, a LX. B(P) X, R muni de la différentielle d, définie par la
somme des termes suivants

la différentielle canonique § induite par celle de P sur B(P),
la différentielle canonique dr induite par celle de L,

la différentielle canonique dg induite par celle de R,

la codérivation dg définie sur B(P),

d’un morphisme homogéne dg,, de degré —1,

d’un morphisme homogéne dg, de degré —1.

DEMONSTRATION. Il s’agit de bien comprendre comment le morphisme dy, donne, aprés passage
au produit monoidal relatif, un morphisme homogene dy,,. En fait, le morphisme dy,, correspond
a la composition

_ 7. _ LR, B(P)R.r _
L®,B(P) R, R— > LR, B(P)R, PR, R— > [ K, B(P) ¥, R,

ou le morphisme 0: est induit par 6, de la maniére suivante: sur un élément de L X, B(P) K. R,
que l'on représente par

L® LR ® - Rb;R®r ® - Vg,

le morphisme 67: vaut

s
Z(_l)‘bi‘(‘bﬂrl‘+“‘+‘bs‘)(_]_)“1‘+""Hlb‘+‘b1‘+""Hbi—1‘+‘bi+1‘+"'+‘b8‘

i=1

h® LR ® ®bi_1®bit1 ® Qb @0, (b)) @r1 @ @1y
Il en va de méme pour dy, . O
De cette expression de la bar construction & coefficients découle immédiatement le corollaire sui-
vant.
COROLLAIRE 99.

— La bar construction réduite B(P) correspond a la bar construction avec des coefficients
trivaur L = R = I, c’est-a-dire B(P) = B(I, P, I).

— Le compleze de chaines B(L, P, P) = LK. B(P)X.P (resp. B(P, P R) = PR.B(P)X.R)
est un P-module quasi-libre analytique a droite (resp. a gauche)

2.3. Cobar construction a coefficients. En dualisant les arguments précédents, on ob-
tient la cobar construction a coefficients.
Soit (C, A, €, n) une copropérade différentielle coaugmentée et soient (L, I) et (R, r) deux C-
comodules différentiels respectivement a droite et a gauche.
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Ces deux C-comodules induisent les applications 67 et 8% suivantes:

6 : R5CX.R— (I® C )X, R,

¢
~—
1
¢, : LS5 LR.C—»LR, (I C ).
1

LeEMME 100. Les deux applications_@}% et 0% induisent chacune un morphisme homogéne de degré
—1 de la forme suivante sur L X, B°(C) X, R :

RC <] 6‘3; RC 4 7 4
dy, : LR B(C)R.R—> LK B(C)R,(I& C )R, R —>
1

Lgcﬂg’a(c)gcR

LR, BC)R. (I®Y 'C)R. R LR.B*(C)X. R,
N—
1
_ o i} _
6, : dp : LR B(C)®R.R—— LWR.(I® C )R B(C)R.R —>

1

LR, (I®Y'C) X, B°(C) X, R
——
1

L@cugC(c)gcR

LR, BC)R, R .

PROPOSITION 101. Sur le S-bimodule gradué L X, B¢(C) X, R, on a une différentielle d donnée
par la somme des termes suivants:

la différentielle canonique § induite par celle de C sur B¢(C),
la différentielle canonique 61, induite par celle de L,

la différentielle canonique g induite par celle de R,

la dérivation dg définie sur B°(C),

du morphisme homogéne d% de degré —1,

du morphisme homogéne dg, de degré —1.

DEFINITION (Cobar construction & coefficients). Le dg-S-bimodule L X, B°(C) B, R muni de la
différentielle d est appelé cobar construction ¢ coefficients dans L et R et est noté B¢(L, C, R).

COROLLAIRE 102.

— La cobar construction réduite B¢(C) correspond d la cobar construction a coefficients dans
le C-comodule trivial 1.

— Le complexe de chaines B¢(L, C, C) = LK.B°(C)X.C (resp. B(C,C, R) = CX.B°(C)X.R)
est un C-comodule quasi-colibre analytique a droite (resp. a gauche)

2.4. Bar et cobar constructions des PROPs. Par concaténation, on étend naturellement
les définitions précédentes au cadre des PROPs.

DEFINITION (Bar construction réduite d’'un PROP). Soit (P, u, conc) un PROP différentiel aug-
menté. On appelle bar construction réduite du PROP P le coPROP quasi-colibre défini par le
S-bimodule S (F¢(XP)) muni de la différentielle 65, somme de la différentielle canonique § avec
I’'unique codérivation dy qui prolonge le morphisme 6 induit par le produit partiel

M1 1) (IEB\?Z) X, (IEB\?Z) — P.
1 1

On la note aussi B(P).
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Etant donné que la codérivation se fait composante connexe par composante connexe, la bar
construction PROPique est un complexe obtenu par concaténation de la bar construction propé-
radique.

PRropPOSITION 103. On a l’isomorphisme de coPROPs différentiels suivant

B(P) = Se(B(U:(P))).
Dualement, on définit la cobar construction sur un coPROP.

DEFINITION (Cobar construction réduite d’un coPROP). Soit (C, A, deconc) un coPROP différen-
tiel coaugmenté . On appelle cobar construction réduite du coPROP C le PROP quasi-libre défini
par le S-bimodule Sg(F(X71C)) muni de la différentielle dg:, somme de la différentielle canonique
0 avec I'unique dérivation dg: qui prolonge le morphisme 6’ induit par le coproduit partiel

— A — —
A, :C—)CC—»(IGB\C/_/)&C(IGB\C/).
1 1
On la note aussi B°(C).

Comme la dérivation dg préserve les composantes connexes, la cobar construction d’un coPROP
est I’algebre symétrique libre sur la cobar construction de la copropérade associée.

PRroOPOSITION 104. On a un isomorphisme de PROPs différentiels
B°(C) = Sg(B°(U.(C))).

De la méme maniére que pour les propérades, on définit la bar et la cobar constructions & coeffi-
cients dans un P-module (comodule) & droite L et un P-module (comodule) a gauche R ainsi que
les bar et cobar constructions augmentées.

PROPOSITION 105. Soit (P, u,conc) un PROP différentiel augmenté. Soient L un P-module diffé-
rentiel a droite et R un P-module différentiel a gauche. On a lisomorphisme de S-bimodules
différentiels

LRB(P)RR = Sg (LK, B({Uc(P)) B, R) .

3. Acyclicité des bar et cobar constructions augmentées

Lorsque P est une algebre, c’est-a-dire que le dg-S-bimodule P est nul en dehors de P(1, 1) = A,
on sait que la bar construction augmentée (a4 gauche comme a droite) sur l’algébre unitaire A
est acyclique. Pour démontrer cela, on introduit directement une homotopie contractante (cf.
Séminaire H. Cartan [C]). Dans le cas des opérades, B. Fresse montre que la bar construction
augmentée & gauche P o B(P) est acyclique, & nouveau, en exhibant une homotopie contractante.
Cette homotopie repose sur le fait que le produit monoidal o est linéaire a gauche. Et lacyclicité
de la bar construction augmentée a droite découle ensuite du résultat précédent et des lemmes
de comparaisons sur les modules quasi-libres (cf. [Fr] section 4.6). Dans le cadre général des
propérades, comme le produit monoidal X, n’est linéaire ni & gauche, ni & droite, il faut affiner ces
arguments. On commence ainsi par définir une filtration sur le complexe (P K. B(P), d). Cette
filtration induit une suite spectrale E, , convergente. Enfin on montre que les complexes (E& v do)
sont acycliques pour p > 0 en introduisant une homotopie contractante du méme type que dans
le cas des algebres et des opérades. On procede de la méme maniére pour montrer que les deux
cobar constructions coaugmentées a droite et & droite sur une copropérade graduée par un poids
sont acycliques. Et comme le foncteur Sg est un foncteur exact, on en conclut I'acyclicité des bar
et cobar constructions augmentées dans le cas PROPique.

3.1. Acyclicité de la bar construction augmentée. Le dg-S-bimodule P X, B(P) est
I'image du foncteur
P (IaP)R. F(ZP).
Ce foncteur est analytique scindé, c’est-a-dire qu’il est la somme directe de foncteurs polynomiaux
en P scindés (cf. chapitre 1 section 8). Pour voir cela, il suffit de considérer le nombre de sommets
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non réduits (indicés par des éléments de P) qui composent un représentant d’un élément de
(I & P) X, F¢(XP). On note cette décomposition:

PR.B(P) =P (PR B(P))

seN

(s)

On consideére alors la filtration définie par

F;=F;(PRB(P)) = P (PR. B(P))

s<i

(s)

Ainsi, F; est composée des éléments de P X B(P) représentables par des graphes admettant au
plus i sommets non réduits.

LEMME 106. La filtration F; du dg-S-bimodule P X, B(P) est stable par la différentielle d de la
bar construction augmentée.

DEMONSTRATION. Le lemme 96 donne la forme de la différentielle d. Celle-ci est la somme de trois
termes:

(1) La différentielle § issue de celle de P. Cette derniére laisse invariant le nombre d’éléments
de P. Ainsi, on a §(F;) C F;.

(2) La codérivation dg de la bar construction réduite B(P). Cette application consiste &
composer des pairs de sommets. Elle vérifie donc dg(F;) C F;_1.

(3) Le morphisme dy,. Ce morphisme a pour effet d’écréter une opération XP de B(P) par
le bas, pour la composer ensuite avec des éléments de P

PR, B(P) - PK. (I®P)X.B(P)— PK,B(P).

Le nombre global de sommets en P est donc décroissant. Ce qui s’écrit dp, (F;) C F;. O
De ce lemme, on obtient que la filtration F; induit une suite spectrale notée E; ,, dont le premier
terme vaut

Eg,q = Fp ((P X, B(P))p+q) /prl ((P X, B(P))p+q) )
ou p + q représente le degré homologique. Ainsi, le module qu est donné par les graphes a p
sommets non réduits E) , = ((P X, B(P))(p)) et la différentielle d° est la somme de deux
’ ptq

termes d° = 6 + d’gl. Cette derniere application dgl est équivalente a ’application dg, lorsqu’elle
ne diminue par le nombre global de sommets. De maniére explicite, le morphisme dgl consiste a
écréter une opération XP de B(P) par le bas et & I'insérer dans la ligne des éléments de P, sans
composition avec des opérations de P . (La composition revient & faire I X. P — P). Dans tous
les autres cas ou dg, exige une composition non triviale avec des éléments de P, dy, est nulle (cf.
figure 3).
Remarquons que ce morphisme dy est homogene de degré —1 (3P — P).

La suite spectrale E;  se situe dans le demi-plan p > 0.
On calcule I’homologie des complexes de chaines (E0

0 .

s A ) pour montrer que la suite spectrale
PN 1

dégénére au rang E,, .

LEMME 107. Au rang E} , on a

I si p=q=0
1 _ )
Epq = { 0 sinon.

DEMONSTRATION. Lorsque p =0 on a

I si ¢g=0
0 _ )
By = { 0 sinon.

et la différentielle d° est nulle sur les modules Eg, - L’homologie de ces modules vaut donc
I si ¢g=0
1 _ )
Eoq = { 0 sinon.
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Fic. 3.

Lorsque p > 0, pour chaque complexe de chaines (Eg,*, do), on va exhiber une homotopie contrac-
tante h.

Grace A la proposition 62, on peut représenter un élément de PRB(P) par (p1, ..., py)o (b1, ..., bs).
Si p; € I, on pose

h((pla ey p?‘)a(bla ey bs)) = Oa
sinon on définit h par

R((D1y -y D)o (b1, ooy bg)) = (= 1) PO Up2lttloeD (0 g p )l (B bigay -y bs),s

ou b = 5 (Zp1 ® (b1, ..., b;)) avec by, ..., b; les éléments de B(P) reliés au sommet indicé
HF(sP)

par p; dans la représentation graphique de (p1, ..., pr)o(b1, ..., bs). Cette application h ne change

pas le nombre d’opérations P et est de degré homologique +1 (P — XP). Ainsi,on a h : Eg’ g
Eg ¢+1- Intuitivement, l’application h revient a prendre une opération (non trivialg) parmi la
ligne de P, & la suspendre et & la remonter d’un cran pour linclure dans celles de B(P). Cette
démarche est la démarche inverse de celle de dgl . Vérifions maintenant que h est bien une homotopie
contractante, c’est-a-dire que hd® + d°h = iq.

(1) L’application h anticommute avec &, hd + 6h = 0. Le calcul est similaire & ceux effectués
précédemment. Encore une fois, le résultat vient des régles de signes et de la suspension
Epl .

(2) On a hdy, + dy h = iq. Déja, on calcule dy :

o, (P1y -y pr)o(br, ..oy bs)) =
S (=)l Pl bl bl e
(pla vy pla pj+1 ey pr)g(bla ceey bka ;H-la vy bs)a
olt byt1 = pgr(sp) (Ep' ® bj ). Ensuite, on obtient
hdy, ((p1, ---, pr)o(by, ..., bs)) =
Z(_l)\p'\(\pj+1\+"'+\pr\+\b1\+"'+\bk\)+(\p1\+1)(\p2\+“'+\p'\+"'+\pr\)
(1""7 1, p2,.. ey p,a Pj+1 - pr)a:,(b/’ bz’+1a--'a bka b;c+1’"" bs)
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Alors que le calcul de dj h donne

glh((pla "'7pr)0(b1; ey bs))

(p1y -y pr)o(by, -y bs) —
3 (= 1) P 1paalttlpa b b s D (P2 )

(1""7 1, p2,.. s p,a Pj+1 -+ pr)a:,(b” bz’+1a--'a bka ;c+17"" bs),
le signe —1 vient ici de la commutation de p' avec Xp;.

L’existence de cette homotopie permet d’affirmer que les complexes (EO dO) sont acycliques

p’ * 9
pour p > 0 et donc que
E, ,=0 pour tout g sip > 0.

O

On peut maintenant conclure la démonstration de ’acyclicité de la bar construction augmentée a
gauche.

THEOREME 108. L’homologie du compleze (P X, B(P), d) est la suivante :

Ho (PR B(P)) =1,
H, (P®.B(P)) =0 sinon.

DEMONSTRATION. Comme la filtration F; est exhaustive P K. B(P) = |J, F; et bornée inférieure-
ment F_; (P K. B(P)) = 0, par les théorémes classiques de convergence des suites spectrales (cf.
[W] 5.5.1), on sait que la suite spectrale E7 = converge vers I’homologie de P &, B(P)

El, = H,., (PX,B(P), d).
Et la forme dégénérée de Ell,’ o, bermet de conclure. O
COROLLAIRE 109. Le morphisme d’augmentation

c€Fe(=P)

PCB(P)— >IX.I=1
est un quasi-isomorphisme.
Ce dernier résultat se généralise de la maniére suivante :
On définit le morphisme d’augmentation (P, P, P) par la composition

P&CE}-C(Ef)&C

_ P
B(P, P, P)=PR, B(P)R, P PR, IR, P=PKE,P—»PRpP="P.

THEOREME 110. Soit R un module différentiel a gauche sur P. Le morphisme d’augmentation
e(P, P, R)

B(P,P,R) = P Rp B(P, P, P)®p R o2 PP PR b bRy R=R

est un quasi-isomorphime.

DEMONSTRATION. On introduit la méme filtration que précédemment en comptant le nombre de
sommets indicés par des opérations de P des repésentants des éléments de P X, B(P) K. R. Alors,
en utilisant la méme homotopie contractante on montre que la suite spectrale dégénére au rang

E;, o sous la forme

El — Hq (R) si b= 07
p.a 0 si p>0.
On conclut ensuite de la méme manieére, en utilisant la convergence de la suite spectrale. O

Pour démontrer 1’acyclicité de la bar construction augmentée & droite B(P) X, P, on introduit la
méme filtration et on définit I’homotopie contractante h par

h((byy ...y bp) o (p1y .-y ps)) =0,
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lorsque p; € I, et dans le cas contraire par

h((b1, ..., br) o (P1, .-, Ps)) =
(_1)‘b1‘++‘bl‘+‘p1‘(‘bl+1‘++‘b7“)(bl’ bl+1’ ) br) U’(l’ M) ]" p27 M pS)?

ot b' = prsp)((b1, ..., bi) ® Ep1).

On a alors le méme type de résultat pour L un module a droite sur P.

THEOREME 111. Soit L un module différentiel a droite sur P. Le morphisme d’augmentation
(L, P, P)

B(L,P,P) = LRy B(P, P, P)Rp P PP PIET p o PRy P = L

est un quasi-isomorphime.
Ces résultats peuvent se reformuler dans le cadre des PROPs.

COROLLAIRE 112. Soit P un PROP différentiel augmenté. Les morphismes d’augmentation sui-
vant sont des quasi-isomorphismes :

erMesy (re(m))

55®(r6(2$))®57’

B(P)RP
DEMONSTRATION. II suffit de voir que

et que le foncteur Sg est un foncteur exact pour pouvoir appliquer les théorémes précédents. [

3.2. Acyclicité de la cobar construction coaugmentée. De la méme maniére, on peut
montrer 'acyclicité de la cobar construction augmentée a droite B°(C) X, C en utilisant des argu-
ments duaux. Par contre ici, pour des problemes de convergence de suites spectrales, on se place
dans le cas ou la copropérade C est graduée par un poids.

THéOREME_llS. Pour toute copropérade coaugmentée graduée par un poids C, I’homologie du
compleze (B°(C) B, C, d) est la suivante :

Ho (B°(C) B, C) =1,

H, (B°(C)®.C) =0 sinon.

DEMONSTRATION. On définit une filtration F; par
F, = @ (B°(C) B, c)(s).
s>—1i
On vérifie que cette filtration est stable sous I'action de la différentielle d:

(1) La différentielle § laisse invariant le nombre d’éléments de C. Ainsi, on a §(F}) C F;.
(2) La dérivation dg- de la cobar construction réduite B¢(C) consiste & décomposer en deux
des opérations indigant des sommets. La nombre de sommets augmente donc de 1. La
dérivation dg: vérifie donc dg/ (F;) C Fi—_;1.
(3) Le morphisme dg: a pour effet de décomposer un élément de C en deux pour inclure une
des deux parties dans B°(C). Le nombre global de sommets en P est donc croissant. Ce
qui s’écrit dgr (F;) C Fj.
Cette filtration induit donc une suite spectrale E; , dont le premier terme est donné par

E&q = Fp ((BC(C) X, C)p+q) /Fp—l ((BC(C) X, C)p+q) = ((BC(C) D28 C)(*p))pﬂ :
La différentielle d° est alors la somme de deux termes: d° = 6+dy ol dy correspond a dg lorsque
celle-ci n’augmente pas le nombre de sommets indicés par C. Le r;lorphi;me d/L revient donc juste
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& prendre un élément C de la premiere ligne (sans le décomposer), & le désuspendre et & 'inclure
dans B°(C).
On montre ensuite de la méme maniére que

I si p=qg=0
1 _ )
E _{ 0 sinon.

Ici Phomotopie contractante h est définie comme l'opération inverse de dj, . Pour un élément de
B¢(C) R C représenté par ’

(biy..., b)) o (c1y--., cs),
on définit h en décomposant by € B(C) ) :

b;H%Zbll@Zil

ou by € B(C)(n-1) et ¢ € C. Si Popération T ¢ n’est relié par le haut qu’a des éléments de I
alors on la suspend et on l'inclut dans la ligne des éléments de C. Un calcul du méme type que
précédemment montre que ’on a bien hd® + d°h = ig4.

Comme la copropérade C est graduée par un poids, on peut décomposer le complexe B°(C) K. C
en somme directe de sous-complexes a 1’aide de la graduation totale induite, ce qui donne

“(C)R.C=PBeEC)Rnc)
pEN

Cette décomposition est compatible avec la filtration précédente, aisni qu’avec I’homotopie contrac-
tante h. On a donc

E, ,((B°(C) R, C)?)) =0 pour tout p, g dés que p > 0 et

RC I Si p=qg= Oa
E;,q((B (€) K. C)(O)) - { 0 sinon.

Enfin, comme la filtration F; sur le sous-complexe (B¢(C) B, C)() est bornée
R ((B°(C) R, C)P) = (B*(C) R, C)? et F_,_1((B°(C)R.C)") =0,

par le théoréme classique de convergence des suites spectrales (cf. [W] 5.5.1), on a que la suite
spectrale E* _((B°(C) ®, C){¥)) converge vers I'homologie de (B8(C) . C)(*). On obtient alors le
résultat en faisant la somme directe sur p. d

REMARQUE : En introduisant une homotopie du méme type, on montre que la cobar construction
coaugmentée & gauche est aussi acyclique.
Et de la méme manieére, on a le théoréme suivant

THEOREME 114. Soit L un comodule différentiel a droite sur C. Si C est une copropérade diffé-
rentielle graduée par un poids, alors I’homologie de la cobar construction a coefficients dans L et
C vaut

Hn(BC(La Ca C)a d) = Hn(La 5L)

On a bien sur le méme résultat pour les comodules a gauche sur C.

Comme corollaire, on a ’acyclicité de la cobar construction coaugmentée sur un coPROP gradué
par un poids.

COROLLAIRE 115. Pour tout coPROP Ccoaugmenté gradué par un poids, l’homologie du compleze
(B°(C)RWC, d) est la suivante :

{ 0 BB - 50
H, (B¢(C)®C) =0 sinon.
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DEMONSTRATION. La cobar construction PROPique est 'image par le foncteur exacte Sg de la
cobar construction propéradique sur la copropérade induite

B(C)RC = Sg (B(U.(C)) B, C) .

7






CHAPITRE 5

Lemmes de comparaison

Nous produisons ici des lemmes techniques de comparaison entre les P-modules quasi-libres et
entre les propérades quasi-libres. Ces lemmes sont les généralisations pour le produit monoidal X,
de lemmes classiques dans le cadre du produit tensoriel ®;. Remarquons que B. Fresse avait déja
généralisé ces lemmes pour le produit monoidal o des opérades dans [Fr]. Ce dernier, tout comme
W. L. Gan, dans [G] fonde ses démonstrations sur les propriétés des arbres (respectivement des
graphes de genre 0). Par exemple, le fait qu'un arbre & n feuilles n’admette qu’au plus n — 1
noeuds non triviaux s’avere crucial dans la convergence des suites spectrales en jeu. Comme les
graphes de genre quelconque ne posséde pas ces propriétés, nous avons été obligé d’utiliser un
autre outil, la graduation naturelle par un poids de certains dg-S-bimodules ainsi que celles des
P-modules quasi-libres analytiques et des propérades différentielles quasi-libres qu’ils engendrent.
Ces lemmes techniques nous permettrons, entre autre, de montrer que la construction bar-cobar
sur une propérade (respectivement un PROP) graduée par un poids fournit une résolution de la
propérade (respectivement du PROP) de départ.

1. Au niveau des P-modules quasi-libres

Grace & une filtration bien choisie, nous démontrons les lemmes de comparaison entre les P-
modules quasi-libres analytiques. Une autre filtration permet de montrer le méme type de lemme
pour les C-comodules quasi-colibres analytiques. Enfin, ce dernier résultat permet de montrer que
la construction bar-cobar sur une propérade (respectivement un PROP) graduée par un poids en
fournit une résolution.

1.1. Filtration et suite spectrale associées 4 un P-module quasi-libre analytique.
Soit P une propérade différentielle et soit L = M X, P un P-module quasi-libre analytique a droite,
ou M = Y(V). Posons Ma(la) le sous-module de M composé des éléments de degré homologique
d et de graduation a (décomposition polynomiale du foncteur YT ou graduation totale si V est
gradué par un poids).

Sur L, on définit la filtration suivante:

FL) =@ @ M0k s, kS; ]os, P, 9),
E |dl+|al<s

oil la somme directe (Z) porte sur les entiers m, n et N et sur les uplets I, k, 7, 7.
LEMME 116. La filtration Fs est stable par la différentielle d de L.

DEMONSTRATION. La différentielle d est composée de trois termes:

— La différentielle §5; induite par celle de M. Elle a pour effet de diminuer de 1 le degré
homologique |d| — |d| — 1. Ainsi, on a 63, (F;) C Fy_;.

— La différentielle 6p induite par celle de P. Elle diminue le degré homologique |é| de 1,
soit|é| — |é| — 1. Ainsi, on a §p(Fs) C Fs.

— Par définition d’un P-module quasi-libre analytique, le morphisme dy fait baisser la
graduation |&| de 1 et le degré homologique |d| d’au moins 1 d’ot1 dg(F,) C Fy_». O
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Cette filtration induit donc une suite spectrale E} ;, dont le premier terme EJ ; correspond au
sous dg-S-bimodule de L suivant:

Egt_®@ @ Ma l k k[S% ] Pé(jaz_)a
E r=0 |d|l=s—r
|&|=t+r
oil la premiére somme (Z) porte sur m, n, N et I, k, 7, 7. On peut remarquer que la filtration F;
ainsi que sa suite spectrale se décomposent toujours grace a cette somme directe. En reprenant
les notations de la section 1.2 du chapitre 3, on a

Eg,t = é‘[gfr, t+r @ M(d) |Z P
r=0

al=r
REMARQUE : Lorsque P est graduée par un poids, on exige que V le soit aussi, ainsi le complexe L
se décompose a ’aide de cette graduation sous la forme L = 69,; L (¢f. proposition 81). De plus,

cette décomposition est stable par la filtration Fs. Ainsi, la suite spectrale E; ; se décompose en
somme directe suivant la graduation par le poids de L:

E:,t(L) = @ E:,t(L(p

pEN

Par définition de P-module quasi-libre analytique, les éléments de V' sont de degré au moins 1, on
a alors

min(s, p)

Eg (L EB 1 [ (@ M@ g P10

la|=r
PROPOSITION 117. Soit L un P-module quasi-libre analytique. Alors la suite spectrale EY ; con-
verge vers I’homologie de L
E: t — Hs+t(L d)

De plus, la différentielle d° sur E° ¢ est donnée par 0p et la différentielle d' sur E! .+ est donnée
par 6pr. Dot Eit est relié a I? par la formule

8
2 2 o
Es7t = @IS—T,t+T @ M(a)
r=0 la|=r
Ce qui s’écrit

E, =P P HM) R (H(P))e.

r=0 |a|=r |d|=s—r
lel=t—r

DEMONSTRATION. Comme la filtration F; est exhaustive |J, F; = L et bornée inférieurement
F_; = 0, le théoreme classique de convergence des suites spectrales assure que la suite spectrale
E} ; converge vers I'homologie de L (cf. [W] 5.5.1).
La forme des différentielles d° et d' vient de ’étude précédente de I’action de la différentielle
d = 6y + 0p + dg sur la filtration F.
Enfin, la formule de Ef,t vient de la proposition 67. O

1.2. Lemme de comparaison des P-modules quasi-libres analytiques. Pour pouvoir
démontrer le lemme de comparaison proprement dit, nous avons besoin du lemme technique sui-
vant.

LEMME 118. Soit ¥ : P — P' un morphisme de propérades différentielles augmentées et soient
(L, A\) et (L', \') deuz modules quasi-libres analytiques sur P et P'. Posons L =M et L' = M', les
quotients indécomposables respectifs. Soit ® : L — L' un morphisme de P-modules analytiques,
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ot la structure de P-module sur L' est celle donnée par le foncteur de restriction W' (cf. chapitre
1 section 4.2).

(1) Un tel morphisme préserve la filtration Fs et donc donne naissance ¢ un morphisme de
suites spectrales
E*(®) : E*(L) — E*(L).
(2) Soit ® : M — M' le morphisme de dg-S-bimodules induit par ®. Si de plus, les deux

propérades P et P' sont graduées par un poids, on a alors que le morphisme E°(®) :
MRX.P— M X, P vaut E° = & X, ¥,

DEMONSTRATION.
(1) Soit (my,..., my) o (p1,..., pa) un élément de F,(M X, P), c’est-a-dire que |d| +|a| < s.

Comme @ est un morphisme de P-modules, on a

<I>((m1,..., mb)a(pl,...,pa)) = <I>o/\((m1,..., mb)a(pl,...,pa)) =

N ((®(ma),..., B(my)) o (¥ (p1),- .-, ¥(pa)))-
Si on pose

®(m;) = (m,..., my,) 0" (pi,-.-, Pa,),

comme & est un morphisme de dg-S-bimodules, on a d; = di| + |ef], ot |di| < d; et
donc -, |d| < [d|. Et comme ¢ est un morphisme de modules quasi-libres anlaytiques,
il préserve, par définition, la graduation en (&), d’ott 3_, || < |&|. Ainsi, on a

(1., ms) o (prs-.., pa)) € Fo(L').

(2) L’application E{ ,(®) correspond au passage au quotient suivant
Eg,t : FS(Ls+t)/FS—1 (Ls+t) — FS(LIs+t)/FS—1 (Lls+t)-

Soit (my,..., mp) o (p1,-.., Pg) un élément de Eg’t, c’est-a-dire que |a| = r < s, |d| =
s—retl|el=t+7r. Onadonc

Eg,t(Q)((mla"'a mb)U(p1,---,pa)) =0

si et seulement si <I>((m1, ceeymp) o (D1y.e ey pa)) € Fs;_1(L"). Or, nous avons vu précé-
demment que

®((my,..., mp) o (p1,-.-, pa)) = N ((B(m1),..., @(ms)) o ((p1),- .., ¥(pa))).

Ainsi, ®((my,... , Mp) 0 (P1y- - Pa)) appartient & Fs'(L’sH)\ES_l('L’S“) si et seulement
si ®(m;) = m; = ®(m;). En effet, si on a ®(m;) = (mi,..., my.)o" (pi,..., p,,) avec au
moins un p;'. n’appartenant pas a I. Alors, par la définition de propérade graduée par un
poids, le degré pour la graduation par le poids de p;'. est au moins de 1 et par conservation

globale de cette graduation par &, on a \af| < a'. Ainsi, le morphisme E°(®) correspond
bien & ® X, P. O

THEOREME 119 (Lemme de comparaison des modules quasi-libres analytiques). Soit ¥ : P — P’
un morphisme de propérades différentielles graduées par un poids augmentées et soient (L, \) et
(L', \') deuz modules quasi-libres analytiques sur P et P'. Posons L = M et ' = M' les quo-
tients indécomposables respectifs, c’est-a-dire L= MK, P et L' = M' R, P'. Soit ® : L — L' un
morphisme de P-modules analytiques, ot la structure de P-module sur L' est celle donnée par le
foncteur de restriction ¥'. Posons ® : M — M' le morphisme de dg-S-bimodules induit par ®.

v PP,
Si deuz des trois morphismes suivants ® : M — M', sontdes quasi-isomorphismes, alors le
® . LTI,

troisiéme est aussi un quasi-isomorphisme.
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REMARQUE : Si les propérades ne sont pas graduées par un poids et si ® = & K, ¥, lorsque
® et U sont des quasi-isomorphismes, ® est aussi un quasi-isomorphisme. La démonstration est
rapide. On a imméditatement E°(®) = ® K, ¥. Comme ® et ¥ sont des quasi-isomorphismes, on
obtient que E?(®) est un isomorphisme par la proposition 117 (d° = §p et d* = §ys). Et toujours
grace a cette proposition, la convergence naturelle de la suite spectrale E* donne que ® est un
quasi-isomorphisme entre L et L'.

DEMONSTRATION.

(1) On suppose ici que ¥ : P — P’ et & : M — M' sont des quasi-isomorphismes. En
appliquant le lemme précédent, on sait que ® induit un morphisme de suites spectrales
E*(®) : E*(L) — E*(L') et surtout que E°(®) = ® X, ¥, on en conclut alors le résultat
de la méme maniere.

(2) On suppose maintenant que ¥ : P — P’ et ® : L — L' sont des quasi-isomorphismes.
Nous avons vu précédemment que la suite spectrale E7 ; préservait la décomposition
L), De plus, on a

mln 8, p _
B (L @ @ .. (@M R) ®s, hIS§ ) @5, P, z)) :
max(0, —t)

ot la deuxiéme somme directe () porte sur |a| =7, || =p—r, |d| = s—r et |&] = t+r.
Or, lorsque s > p, on a pour r = p

s p,t+p (@M ®Sk k[S ] ®Sj ,Péﬁ) (jﬂ i)) = Iszfp, t+p @ Ma({d)

En résumé, on obtient

{Eft( ) =0 sit < —p,
E?_,(LW) = H,_,(M") sis>p.
On montre ensuite par récurrence sur Ientier p que ®) : M) — M'(") induit un
isomorphisme en homologie H,(®")) : H, (M) — H,(M'?).
Pour p = 0, comme L(® = M) on a © = &) qui est un quasi-isomorphisme.
Supposons maintenant que le résultat soit vrai pour r < p et tous les indices * ainsi
que pour r = p et pour les indices * < d, et montrons le pour * = d.(Comme tous
les complexes de chaines sont ici nuls en degré strictement négatif, on a toujours que
H,(®®)) est un isomorphisme pour s < 0).
Par le lemme précédent, on a
min(s, p)
Es2t @ s—r,t+r @ é(&) C v
|ee|=r
Ce qui donne, avec I'hypothése de récurrence, que E2 ,(®(P)) : E2 (L)) — E2 (L'?)
est un isomorphisme pour s < d + p. Montrons que

E3+p,*p(¢(p)) : Egﬂ,’,p(L(”)) — ng’ip(y(p))

est encore un isomorphisme Pour cela, on introduit le céne associé au morphisme () :
come(®P)) = D=L @ L'(P), Sur ce cone, on définit la filtration

F,(cone(®))) = F,_; (S71LW) @ F,(L'(P).
Cette filtration induit une suite spectrale qui vérifie
E} (cone(®))) = cone(E} ,(2)).
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Cependant, le cone de E17t(<1’(”)) induit une suite exacte longue

H, (B (2¢)))
-+ —————— H, 1 (cone(E! (&) ——— H,(E! (L)) ———

H,(EL (L") Hy(come(E] ,(2(»))) Hy_1(EL(LW)) —— -,

ce qui donne finalement le suite exacte longue (§) suivante:

E2 . P(r)
Ef t(L(p)) LﬁEit(L'(p))

)

T Efﬂ,t(c()ne({)(p)))

—— EZ y(cone(®V))) ———=E7 | (L) ——— -

Nous avons vu précédemment que pour tout ¢ < —p,
E; (L) = E (L") = 0.

La suite exacte longue (¢) montre alors que Eit(céne(@(f’))) = 0 pour tout s, lorsque
t < —p.

De la méme maniere, nous avons vu que Ef,t(fb(”)) était un isomorphisme pour
s < d+ p. Grace a la suite exacte longue (£), on obtient que Ef,t(c()ne(@(”))) = 0 pour
tout ¢, lorsque s < d + p.

Ces deux résultats permettent de conclure que

{ By, —p(cone(31) = B, _,(cone(21)),

E3+p+l, —p(C6ne(‘1>(p))) =EJ 41, ,p(céne(é(f’))),

Comme la filtration F, du céne de ®¥) est bornée inférieurement et exhaustive, on
sait que la suite spectrale E} +(cone(®(”)) converge vers ’homologie de ce cone. Comme
®() est un quasi-isomorphisme, cette homologie est nulle, d’out les égalités suivantes :

E3,, _,(cone(®))) = B3 _ (cone(@())) =0,
E§+p+17 _p(céne(é(p))) =E3f 1, _p(céne(é(”))) =0.

En réinjectant ces égalités dans la suite exacte longue (£), on a que E3+p7 _p(<I>(p)) est
un isomorphisme.

On conclut en utilisant le fait que E§+p’ 7P(L(P)) = Hy(M®) et que E3+p, 7P(L’(P)) =
Hg(M'®). Ainsi, B3, (®()) correspond & Hq(®) : Hy(MPW) — Hy(M'(?)) qui
est donc un isomorphisme. Ce qui conclut la récurrence et montre que ® est un quasi-
isomorphisme.

(3) Supposons que ® : L — L' et ® : M — M' sont des quasi-isomorphismes. Nous
utilisons essentiellement les mémes idées que précédemment. Comme M () = T, on tire
de la relation

min(s, p) ~
B,L=F @ .. <€B M1, k) ®s, KISE ) ®s, PP (7, z)) :
o) )

r=max(0, —t X

oi1 la deuxiéme somme directe x porte sur |&a| =7, |3| =p—1r, |d =s—ret|e] =t+r,
que pour s =0
By (L) = I§ ((P") = H(P®).
On a immédiatement que
Ef,t(L(p)) =0,

lorsque s < 0.

On montre ensuite, par récurrence sur 'entier p, que les morphismes ¥(?) ; P(e)
P'() sont des quasi-isomorphismes.

On fonde la récurrence en remarquant que la définition de P, P’ graduées par un
poids impose P = P'®) = I d’ott () = id; e st un quasi-isomorphisme.
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Supposons maintenant que le résultat soit vrai pour tout r < p. Et on montre par
récurrence sur l'entier ¢ que

Ht(\I/(f’)) . Ht(P(f’)) —>Ht(’P’(f’))

est un isomorphisme. On sait que c’est trivialement vrai pour ¢ < 0. On suppose que
c’est encore vrai pour ¢ < e. Par le lemme précédent, on a

min(s, p)

E; (@ @ 2| @ 3R 9P

Avec les hypotheses de récurrence, on obtient que E2 (&) : E2 (L") — E2 ,(L'(®)
est un isomorphisme pour tout s, lorsque ¢ < e. En injectant ceci dans la suite exacte
longue (£), on montre que Eit(c()ne(@(”))) = 0 pour tout s, lorsque ¢ < e.

La forme de la filtration F,(cone(®”)) = F,_;( £ 1LP) @ F,(L'(?) joint au fait
que F_; (L)) = 0 montrent que Eit(c()ne(d’(p))) =0 pour s < 0.

Ces deux résultats, plus la convergence de la suite spectrale E;,t(c()ne(@(p))) vers
’homologie nulle du céne de ®?), permettent de conclure que

EZ . (cone(®P))) = Eg°,(cone(®(?))) =0
E} .(cone(®*))) = Ef°,(cone(®(¥))) = 0.

En réinjectant ces deux égalités dans la suite exacte longue (£), on obtient que le
morphisme

(p)
E'g,e(L(”)) M}Lﬂ (L'(p))

est un isomorphisme. On conclut en rappelant que E§ JLP)) = H (PP), E&G(L’(”)) =
H (P'") et que EZ (")) = H (¥). 0

En utilisant les mémes arguments, on démontre le méme type de lemme dans le cadre des PROPs.

THEOREME 120 (Lemme de comparaison des modules quasi-libres analytiques sur des PROPs).
Soit ¥ : P — P’ un morphisme de PROPs différentiels augmentés gradués par un poids et soient
(L, \) et (L', \') deuzr modules quasi-libres analytiques sur P et P'. Posons L = M et L' = M’ les
quotients indécomposables respectifs. Soit ® : L — L' un morphisme de P-modules analytiques,
ot la structure de P-module sur L' est celle donnée par le foncteur de restriction W'. Posons
® : M — M' le morphisme de dg-S-bimodules induit par ®.

v PP,
Si deuz des trois morphismes suivants ® : M — M', sontdes quasi-isomorphismes, alors le
® . LTI,

troisiéme est aussi un quasi-isomorphisme.

DEMONSTRATION. On applique les mémes arguments que précédemment 3 la filtration

=6p b M k) ®s; k[Sn] ®s; Pe(7, 7),

E |d+lal<s

ot1 la somme directe (Z) porte sur les entiers m, n et N et sur les uplets [, k, 7, 7. La seule différence
intervient lorsque 1'on considére des expressions de la forme M R P(©) = M R I = Sg(M) au lieu
de M X, I = M. C’est par exemple le cas dans la partie 2 de la démonstration précédente. On
conclut de la méme maniere, en faisant une récurrence sur le poids de M, car les éléments de
Se(M)®) sont des sommes de produits tensoriels d’éléments de poids inférieur ou égal & p. O
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1.3. Lemme de comparaison des C-comodules quasi-colibres analytiques. On peut
démontrer le méme type de résultat pour des comodules quasi-colibres analytiques. Soit C une
copropérade différentielle graduée par un poids et soit L = M K. C un C-comodule quasi-colibre
analytique a droite, ou M = Y (V). Sur ce complexe on définit la graduation

=@ P Ml k) es, kS; J@s, V3,1,

(B) lel+IBI<s

ol la somme directe () porte sur les entiers m, n et N et sur les uplets [, k, 7, 7, d, & et 3 tels
que [&] + |B] <'s.

En appliquant les mémes arguments que précédemment a la filtration F., on obtient le théoreme
suivant :

THEOREME 121 (Lemme de comparaison des comodules quasi-colibres analytiques). Soit ¥ :
C — C' un morphisme de copropérades différentielles coaugmentées graduées par un poids et
soient (L, \) et (L', ') deux comodules quasi-colibres analytiques sur C et C'. Posons [ = M et
L' = M' les quotients indécomposables respectifs. Soit ® : L — L' un morphisme de C-comodules
analytiques, ou la structure de C-comodule sur L' est celle donnée par le foncteur de restriction
U'. Posons ® : M — M' le morphisme de dg-S-bimodules induit par ®.

v :C—C,
Si deuz des trois morphismes suivants ® : M — M, sont des quasi-isomorphismes, alors le
® . LTI,

troisiéme est aussi un quasi-isomorphisme.
De la méme maniere, on a une version PROPique de ce théoreme.

THEOREME 122 (Lemme de comparaison des comodules quasi-colibres analytiques sur des co-
PROPs). Soit ¥ : C — C' un morphisme de coPROPs différentiels coaugmentés gradués par un
poids et soient (L, \) et (L', ') deuz comodules quasi-colibres analytiques sur C et C'. Posons
L =M et ' = M' les quotients indécomposables respectifs. Soit ® : L — L' un morphisme de
C-comodules analytiques, ot la structure de C-comodule sur L' est celle donnée par le foncteur de
restriction U'. Posons ® : M — M' le morphisme de dg-S-bimodules induit par ®.

¥ C—C,
Si deuz des trois morphismes suivants ® : M — M', sontdes quasi-isomorphismes, alors le
® . LTI,

troisiéme est aussi un quasi-isomorphisme.

Nous allons utiliser ces deux derniers théoréemes dans le chapitre suivant pour établir la résolution
bar-cobar.

1.4. Application: la résolution bar-cobar. Nous généralisons ici aux propérades et aux
PROPs gradués par un poids la proposition de V. Ginzburg et M.M. Kapranov [GK] qui affirme
que la construction bar-cobar sur une opérade P fournit une résolution de P.

Commengcons par le cas des propérades. On définit le morphisme ¢ : B¢(B(P)) — P par la
composition

Be(B(P)) = F(S 1 F¢(SP)) — F(S'F (SP)) = F(P) =P,
ot le morphisme cp correspond a la counité dans la démonstration du monoide libre (cf. théo-
réme 23). Ce morphisme revient & composer entre elles, via y, les opérations P de F(P).

ProPoOSITION 123. L’application { ainsi définie est un morphisme de propérades différentielles
graduées par un poids.

DEMONSTRATION. La définition de ¢ repose sur la composition p des opérations de P, ainsi on
montre facilement que ¢ o prx-17:(zp)) = pp © (( X, (), c’est-a-dire que ¢ est un morphisme de
propérades.
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Comme le morphisme ( est soit nul soit correspond a des compositions d’opérations, actions qui
préservent la graduation par le poids de P, alors on a que ( est un morphisme de propérades
graduées par un poids.

Reste a montrer que ( commute avec les différentielles respectives.

Sur B¢(B(P)) = F(S'F¢(XP)) la différentielle d correspond & la somme de la dérivation dg de
la cobar construction induite par le coproduit partiel de F¢(XP) avec la différentielle canonique
6(p)- Or, la différentielle canonique d5(p) est la somme de la codérivation dg de la bar construction
B(P) induite par le produit partiel de P avec la différentielle canonique p.

— Si tous les sommets de £ sont indicés par des éléments de .7-'(01)(25) = NP, effectuer la
différentielle d sur ¢ consiste a n’effectuer que la différentielle canonique §p. Et comme
la composition u de la propérade différentielle P commute avec §p, on a bien { o d(§) =
Codp(§) = dp o ((E). o

- Soit ¢ un élément de F (X' F¢(XP)) qui se représente & 1'aide d’un graphe dont au
moins un sommet est indicé par un élément de ]-'(Cs)(Zf), avec s > 3. Son image par (
est nulle. En outre, 'image de ¢ par la différentielle d est une somme des graphes dont
au moins un des sommets est indicé par un élément de .7-'(08)(273), avec s > 2. Ainsi, on
a do((€) +Cod(€) = 0.

~ Si € est représenté par un graphe dont les sommets sont indicés par des éléments de
F,)(3P) ot s =1, 2, avec au moins un élément de F(, (¥P), son image par ¢ est nulle.
Reste & montrer qu’il en est de méme pour { o d. Comme §p préserve la graduation
naturelle de F¢, on a immédiatement ¢ o 6p(£) = 0. Regardons l'effet de dg + dg' sur un
élément de F(, (XP). Posons { = X ® Y 1(Tp @ Tp2) ®Y ot (Tp; ® Xp) appartient &
.7-'("’2)(25) et X,Y a F(X~1F¢(XP)). En appliquant dg', on obtient un terme de la forme

(-)FH ()X @ NSy @SSP, @,
ol X718p; et ¥'Yp, sont des éléments de 2_1.7-'("’1)(25). Et, en appliquant dg, on
obtient un terme de la forme
(-)XF(=1)PIX @ 57 Su(p @ p2) @Y,
ot 37 1Y u(p; ® p2) appartient & 2’1.7-'(“1)(25). Ainsi, ¢ o (dg + dg)(€) est une somme de
termes de la forme
((_1)\X\+\m\ + (_1)\X\+\m\+1)X @ u(pr @ p2) Y =0,

d’ot la conclusion. O

REMARQUE: On comprend, griace a cette démonstration, pourquoi on a introduit un signe —
supplémentaire dans la défintion de la dérivation dg de la cobar construction.

Si on pose C = B(P), la copropérade différentielle coaugmentée définie par la bar construc-
tion sur P, on peut alors considérer la cobar construction coaugmentée & droite B°(C) K. C =
B¢(B(P)) R, B(P). Remarquons que la copropérade B(P) = F¢(XP) est graduée par un poids
(par la graduation de F°¢, en fonction du nombre de sommets, joint & celle de P) et que la cobar
construction coaugmentée B°(C) X, C est un C-comodules quasi-colibre analytique.

LEMME 124. Le morphisme (R.B(P) : B(B(P))X®.B(P) — PR B(P) entre la cobar construction
coaugmentée B°(C) B, C et la bar construction augmentée P K. B(P) est un morphisme de dg-S-
bimodules. En outre, il s’agit d’un morphisme de B(P)-comodules quasi-colibres analytiques.

DEMONSTRATION. Les applications ( et idg(p) étant des morphismes de dg-S-bimodules, le mor-
phisme ¢ X idg(p) préserve les différentielles canoniques dz-(c) + dc et dp + dp(p). En outre, le
morphisme dg, intervenant dans la définition de la différentielle de la cobar construction B¢(C)X.C
(cf. chapitre 4 section 2.2) correspond bien, via ( X, B(P) au morphisme dy, intervenant dans la
définition de la différentielle de la bar construction P K. B(P). (Le morphisme dy, revient & ex-
traire une opération P de B(P) par le bas pour la composer, par le haut, & B°(B(P)), alors que
dp, revient A extraire une opération P de B(P) par le bas pour la composer, par le haut, 4 P.)
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Enfin, comme ( et idgp) préservent la graduation par le poids venant de celle de P, on a que
¢ ®. B(P) est un morphisme de B(P)-comodules quasi-colibres analytiques. 0

On peut maintenant conclure le théoréme escompté.

THEOREME 125 (Résolution bar-cobar). Pour toute propérade différentielle augmentée graduée
par un poids P, le morphisme
¢ : BY(B(P)) =P

est un quasi-isomorphisme de propérades différentielles graduées par un poids.

DEMONSTRATION. On sait d’apres le théoreme 113 que le complexe B¢(B(P))X.B(P) est acyclique
(cobar construction augmentée). De méme, le théoréme 108 affirme que le complexe P K. B(P) est
lui aussi acyclique (bar construction augmentée). On en conclut que le morphisme de comodules
quasi-colibres analytiques ¢ X, B(P) est un quasi-isomorphisme. En posant ¥ = idgp) et & =
(R,.B(P), on peut appliquer la partie (2) du théoréeme de comparaison des comodules quasi-colibres
analytiques, ce qui donne que ( est un quasi-isomorphisme. O

REMARQUE : Nous utiliserons principalement ce résultat dans le cas ol la propérade P est quadra-
tique (donc graduée par le nombre de sommets des graphes en jeu). Grace au lemme de comparaison
entre les propérades quasi-libres, démontré dans la section suivante, on montrera au chapitre 7
que, dans le cas ou la propérade quadratique de départ est de Koszul, la résolution bar-cobar peut
se “simplifier” pour donner le modele minimal sur P.

On peut faire sensiblement le méme travail dans le cas des PROPs.

Soit (P, u, conc) un PROP différentiel augmenté. On définit le morphisme ¢’ par la composition

B*(B(P) » SeF (X' F(SP)) = S (F(P)) P,
ou ¢ = conc o Sg(cp). Cette derniére application revient & effectuer toutes les compositions

possibles (verticales et horizontales) d’opérations de P suivant le schéma de composition donné
par S@ (f)

PROPOSITION 126. Le morphisme (' est un morphisme de PROPs différentiels gradués par un
poids.

DEMONSTRATION. Comme la définition de (' repose sur les compositions u et conc du PROP P,
on voit que ce morphisme est un morphisme de PROPs.

En outre, le PROP P est un PROP gradué par un poids, ce qui implique que les compositions p
et conc préserve ce poids. Il en est donc de méme pour ¢’ qui est un morphisme de PROPs gradué
par un poids.

Pour voir que ¢’ préserve les différentielles respéctives, on ’écrit comme composé des morphismes
de S-bimodules différentiels. Le diagramme suivant est commutatif.

B(B(P)) = B*(Ss (F*(5P))) ———

P
_ — i_ PSR- (Q) T
BS(F¢(XP)) = Se(F(E71F¢(¥P))) — Se(P).
O

LEMME 127. Le morphisme (' ® B(P) : B¢(B(P)) — P X B(P) est un morphisme de B(P)-
comodules quasi-colibres analytiques.

DEMONSTRATION. Comme le morphisme (' est une version concaténée du morphisme (¢, la dé-
monstration reste la méme. O
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THEOREME 128 (Résolution bar-cobar pour les PROPs). Pour tout PROP différentiel augmenté
gradué par un poids, le morphisme

¢ B(B(P)) > P
est un quasi-isomorphisme de PROPs différentiels gradués par un poids.

DEMONSTRATION. La démonstration est la méme que dans le cas des propérades. On utilise ici
que la bar et la cobar constructions augmentées sont toujours acycliques dans le cas des PROPs.
Et on conclut en utilisant les versions PROPiques des lemmes de comparaison. g

2. Au niveau des propérades quasi-libres

On montre ici un lemme de comparaison du méme type que les précédents, mais au niveau des
propérades quasi-libres.

THEOREME 129 (Lemme de comparaison des propérades quasi-libres). Soient M et M' deux
dg-S-bimodules gradués par un poids et de degré au moins 1. Soient P et P' deux propérades
quasi-libres de la forme P = F(M) et P' = F(M'), munies de dérivations dg et dg: prove-
nant de morphismes 0 : M — @ -, Fs)(M) et 0' : M' = @ -, F)(M') qui préservent
la graduation totale venant de celle de M et M'. Et soit, un morphisme de dg-S-bimodules
® : P — P' qui respecte la graduation de F et la graduation totale. Ainsi, ® induit un mor-
phisme d: M= f(l)(M) — M' = F(l)(M')

Le morphisme ® est un quasi-isomorphisme si et seulement si ® est un quasi-isomorphisme.

DEMONSTRATION. Comme les morphismes 6 et 6’ préservent la graduation totale venant de M
et M', on peut déja remarquer que les dérivations dy et dg: préservent aussi la graduation totale.
Par conséquent, les différentielles 69 = dps + dg et dg0 = dpp + dgr préservent cette graduation et
on peut donc décomposer les complexes F (M) = €D oy F(M)P) et F(M') = D ,en F(M")(P) en
fonction de cette graduation.

On introduit la filtration suivante

Fy(F(M)) = @@ Firy(M).

r>—s
Cette filtration est compatible avec la décomposition précédente. Pour des problemes de conver-
gence de suites spectrales, on s’interesse plutét au sous-complexe .7-'(M)(”) et a la filtration

r>—s
Comme les dg-S-bimodules M et M’ sont de degré strictement positif pour la graduation par le
poids, on a que f(r)(M)(p) = f(r)(M’)(”) =0 dés que r > p, ainsi

F(F)) = @ F(dn)®,
—s<r<p
On peut voir que la filtration F; est stable par la différentielle §9 = dp; + dg. En effet, on a
Sm(Fs) C Fy et dg(Fs) C Fy—1. Cette filtration induit donc une suite spectrale E; ;. Le premier
terme de cette suite spectrale vaut
ED = Fy(F(M)) [ Foa(FOM) ) = Fu(M)

et la différentielle d° correspond 2 la différentielle canonique issue de M : §p7. De cette description
et des propriétés de &, on tire que EY ,(®) = F(_)(®)sts.
On peut remarquer que la filtration Fy sur F(M)(®) est bornée (F_, 1 = 0 et Fy = F(M))),

ainsi par le théoréme classique de convergence des suites spectrales (cf. [W] 5.5.1) on obtient que
la suite spectrale E ; converge vers ’homologie du sous-complexe F(M)e),

Démontrons maintenant 1’équivalence souhaitée:
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(<) Si® : M — M' est un quasi-isomorphisme, comme le foncteur F est un foncteur exact (cf.
proposition 84), on obtient que

f(*S)(i))SH = Eg,t(q’(p)) : Eg,t(]-'(M)(”)) - Eg,t(]'-(MI)(p))

est un quasi-isomorphisme, c’est-a-dire E1(<I>(")) est un isomorphisme. Enfin la convergence des
suites spectrales en jeu, montre que ®(?) : F(M)») — F(M')(*) est un quasi-isomorphisme. Ainsi,
le morphisme ® est un quasi-isomorphisme.

(=) Réciproquement, si ® est un quasi-isomorphisme, alors chaque ®() est un quasi-isomorphisme.
On va montrer par récurrence sur l'entier p que ® : M) — M'(P) est un quasi isomorphisme.
Pour p = 0, on a M(® = M'(®) = 0, le morphisme &® est donc un quasi-isomorphisme et la
récurrence est fondée.

Supposons que le résultat soit vrai jusqu’a p et montrons le pour p + 1. Dans ce cas, comme
ES (F(M)pHD) = f(,s)(M)if’:gl), on voit que E ,(®(**1) est un isomorphisme pour tout ¢, dés
que s < —1.

On va & nouveau utiliser le cone de Papplication ®(»+1), Pour cela, on définit la méme filtration
sur cone(®(PT1)) que sur les F(M)(P+1)

Fy(cone(®7HV)) = Fy (21 F(M)PHD) @ Fy(F(M')0+Y).
Cette filtration induit une suite spectrale qui vérifie
E? ,(cone(®P*V)) = cone(EY , (2)).

Par le méme argument que celui de la démonstration du lemme de comparaison des P-modules
quasi-libres, on a la suite exacte longue

- —E} o (F(M)HD)) — E} e (F(M) Py Esl,t(céne((p(p+1)))
— E;"t(]-'(M)(pH)) - Ei,t(}'(M’)(”*l)) _ . E;7t_1(06ne(¢(p+l))) N

Comme Esl7t(<I>(”+1)) est un isomorphisme, lorsque s < —1, cette suite exacte longue montre que
El ,(cone(®P*V) = 0 pour tout ¢ dés que s < —1. Enfin, la forme de la filtration utilisée donne
que E! ,(cone(®(?*1))) = 0 pour tout ¢ si s > 0. La suite spectrale E} (cone(®(**1)) est donc
dégénérée au rang E! (seule la colonne s = —1 est non nulle). Ceci implique que

E> ,(cone(®"T))) = EL, ,(cone(®*T1))).

En appliquant le théoreme classique de converge des suites spectrales, on a que la suite spectrale
E;t(céne(é(”*l))) converge vers ’homologie du cone de ®*+1) qui est nulle puisque ®+1) est
un quasi-isomorphisme. On a donc que Ell,t(céne(fb(”“))) = 0, pour tout ¢, ce qui donne, une
fois réinjecté dans la suite exacte longue, que

E°, t(q,(m-l)) = le+1) . ppletD) g pptlot+1)

'

est un quasi-isomorphisme. D’ou le résultat escompté. O

REMARQUE: Ce théoréme généralise aux propérades un théoréme de B. Fresse [Fr] pour les
opérades “connexes” (c’est-a-dire des opérades P telles que P(0) = P(1)). Cette hypothese tech-
nique de connexité est 1a pour assurer la convergence de la suite spectrale dans la démonstration.
Le probleme est que le résultat de B. Fresse ne s’applique pas aux algebres, alors que le théoréme
que nous proposons ici s’applique aux algebres, aux opérades et aux propérades. La seule restric-
tion vient du fait qu’il faille prendre des objets gradués par un poids, ce qu’il est le cas de tous les
monoides quadratiques rencontrés ici.

On peut étendre ce théoreme au cadre des PROPs.
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THEOREME 130 (Lemme de comparaison des PROPs quasi-libres). Soient M et M' deuz dg-
S-bimodules gradués par un poids et de poids au moins 1. Soient P et P' deuxr PROPs quasi-
libres de la forme P = Sg(F(M)) et P' = Sg(F(M')), munis de dérivations dg et dg pro-
venant de morphismes 0 : M — @ ., F(M) et 6" : M' — @ -, F(s)(M') qui préservent
la graduation totale venant de celle de M et M'. Et soit, un morphisme de dg-S-bimodules
® : P — P' qui respecte la graduation de Sg(F) et la graduation totale. Ainsi, ® induit un
morphisme ® : M = F;(M) = M' = Fy)(M').

Le morphisme ® est un quasi-isomorphisme si et seulement si ® est un quasi-isomorphisme.

DEMONSTRATION. Dans un sens, on se sert du fait que le foncteur Sg est un foncteur exact.
La démonstration de ’implication réciproque se montre de la méme maniére que dans le cas des
propérades. O

Nous utilisons ces théorémes au chapitre 7 lors des démonstrations des principaux résultats de ce
papier.
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CHAPITRE 6

Bar construction simpliciale

On donne dans ce chapitre une autre généralisation de la bar construction des algebres associa-
tives dans le cadre monoidal des propérades différentielles. On montre le méme type de résultat
que pour la bar construction (différentielle) du chapitre 4 (acyclicité de la bar construction aug-
mentée notamment). Puis, on construit explicitement un morphisme qui devrait réaliser un quasi-
isomorphisme entre la bar construction et la bar construction simpliciale.

1. Définitions et premiéres propriétés

Dans toute catégorie monoidale (A, O, T), on peut construire un complexe simplicial & partir d’un
monoide M en considérant les objets M =", pour tout entier n. Dans la catégorie des k-modules, on
obtient sur la bar construction des algebres associatives. Dans le cas des monades, on retrouve la
bar construction des triples de J. Beck [B]. On applique cette construction & la catégorie monoidale
des S-bimodules différentiels.

1.1. Bar construction simpliciale a coefficients.

DEFINITION (Bar construction simpliciale & coefficients). Soit P une propérade différentielle.
Soient (L, ) et (R, r) deux P-modules différentiels a droite et & gauche. On pose
Co(L,P, R)=LX. PR, - -XK, PX.R.
—————

n

On définit les faces d; : C,(L, P, R) = Cn_1(L, P, R) par

e ’action & droite [ si 7 = 0,

e la composition x de la i®™® ligne, composée d’éléments de P, avec la (i + 1)°™°,

e ’action a gauche [ si ¢ = n.
Les dégénéréscences s; : Cn(L, P, R) = Cpni1(L, P, R) sont données par Iinsertion de 1'unité n
de la propérade: L K, P¥i K, n X, PpRen—i K. R.

On munit C(L, P, R) de la différentielle d¢, somme des différentielles canoniques avec la différen-
tielle simpliciale:

n
de =6, +6p +0r+ Y _(—1)"d;.
i=0
Ce complexe est appelé bar construction simpliciale de P a coefficients dans L et R.

REMARQUE: Lorsque l'on travaille dans la catégorie non différentielle des S-bimodules, cette
construction est simpliciale au sens strict du terme.

On définit un morphisme d’augmentation € : C(L, P, R) — LR.pR grice & la projection cano-
nique

Co(L, P, R)=LX.R— LX.pR.
Comme dans la cadre de la bar construction, on a ici une notion de bar construction simpliciale
réduite.

DEFINITION (Bar construction simpliciale réduite). La bar construction simpliciale a coefficients
triviaux C(I, P, I) est appelée bar construction simpliciale réduite. On la note C(P).
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1.2. Bar construction simpliciale augmentée.

DEFINITION (Bar construction simpliciale augmentée). Les complexes de chaines C(I, P, P) =
C(P)R, P et C(P, P, I) =P K,.C(P) sont appelés bar constructions simpliciales augmentées d
droite et a gauche.

PROPOSITION 131. Pour toute propérade P et tout P-module a droite L, la bar construction simpli-
ciale C(L, P, P) est un P-module quasi-libre analytique a droite. Et, le morphisme d’augmentation

e: C(L,P,P)—1L
est un quasi-isomorphisme de P-modules simpliciauz a droite.
On a évidement le méme résultat & gauche pour tout P-module R.

DEMONSTRATION. La forme de la différentielle sur C(L, P, P) = L K, C K. P montre qu’il s’agit
bien d’un P-module quasi-libre. Le c6té analytique de la construction vient du foncteur P — LX_ P
qui est analytique.

Le reste de la démonstration est le méme que dans le cas des algebres associatives unitaires (cf.
[C]). On introduit une dégénéréscence supplémentaire

LR, PpRen+t

1
=.
Smp1 : LR, PR R, P~ LR, PRt @, T LR, PHrtI R, P,

qui induit une homotopie contractante. d

COROLLAIRE 132. Les bar constructions simpliciales augmentées a gauche et d droite sont acy-
cliques.

1.3. Bar construction normalisée. Comme pour tout module simplicial, on réduit note
étude au complexe normalisé, complexe de chaines quotient du complexe de départ mais ayant la
méme homologie.

DEFINITION (Bar construction normalisée). La bar construction normalisée correspond au quo-
tient de la bar construction simpliciale par les images des dégénéréscences. On pose

Pl IR PEeIR, R PR i- DR R
No(L, P, R) = coker (L =, PEe(n-1) @, R =0 !

LR, P¥" X, R) .

Le complexe de chaines N'(I, P, I), noté N (P), est appelé bar construction normalisée réduite.

REMARQUE : Nous avons vu précédemment que la bar construction B(L, P, R) se représentait avec
des graphes et que la codérivation dy correspondait & la notion généralisée d’edge contraction, qui
revient & composer les paires d’opérations adjacentes. Au contraire, la bar construction simpliciale
se représente par des graphes a niveaux et les faces d; correspondent & des compositions entre
deux niveaux d’opérations.

2. Morphisme d’échelonnement

Le morphisme d’échelonnement est un morphisme injectif entre la bar construction et la bar
construction simpliciale qui induit un isomorphisme en homologie.

2.1. Définition. Soit £ un élément de By, (P) = f(cn)(Zf) représenté par un graphe g¢ a4 n
sommets (cf. figure 1).
L’élément & vient d’un graphe g,, & r niveaux passé au quotient par la relation = (c¢f. chapitre 3
section 3). Rappelons que la relation = revient a changer une opération de niveau, au signe prés.
Grace a cette relation d’équivalence, on peut représenter £ avec au moins un graphe a n niveaux et
n sommets (c’est-a-dire un sommet par niveau, cf. figure 2). Posons, G,,(£) I'ensemble des graphes
& n niveaux avec un sommet par niveau, qui redonne g; aprés passage au quotient par la relation

Soit g un graphe de G, (¢). L.’élément ¢ est entierement déterminé par g et par la suite des opérations
¥p1 ® -+ - ® ¥p, qui indicent les sommets de g. Pour pouvoir associer & £ un élément de N/ (P), il
faut désuspendre les opérations de €. Ceci fait apparaitre des signes et on pose

g(&) = (-1) ?:1(n—i)\pi\g(p1 ® - ® pn),
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2. MORPHISME D’ECHELONNEMENT

Fig. 1. Un exemple de g¢.

Fi1a. 2. Un exemple de g € G4(€&).

ot g(p1 ® -+- ® pp) correspond au graphe g dont les sommets sont indicés par les opérations
P1, - .-, Pn- Ce signe est obtenu en faisant passer toutes les suspensions & gauche.

DEFINITION (Morphisme d’échelonnement). On définit le morphisme d’échelonnement
e : B(P) = N(P)
par e(f) = deg"(g) g(f), pour 5 dans B(n) (P)

REMARQUE: Dans la définition de { on a pris garde de respecter les regles de signes dues aux
commutations d’éléments de XP. Grace a ceci, le morphisme d’échelonnement e est bien défini.

Comme la définition de e fait intervenir des permutations de suspensions vers la gauche, on peut
étendre naturellement le morphisme d’échelonnement aux bar constructions a coefficients a droite
dans un P-module différentiel R:

e : B(I, P, R) = N(I, P, R).

2.2. Propriétés homologiques. Nous espérons montrer que le morphisme d’échelonnement
est un quasi-isomorphisme de dg-S-bimodules.

LEMME 133. Soit P une propérade différentielle augmentée. Soient R un P-module différentiel a
gauche.
Le morphisme d’echelonnement induit un morphisme injectif de dg-S-bimodules

e : B(n)(la P, R) - EnN’n(Ia P, R)
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DEMONSTRATION. Notons dg la différentielle de B(I, P, R). Elle est composée de 4 termes:
dp =579+5R+d9+d95.

Les deux premiers correspondent aux différentielles canoniques issues de P et de R. Le morphisme
dy est la codérivition qui provient du produit partiel sur P. Quant a dg, il vient de I’action d’un
seul élément de P sur R.
Appelons dys la différentielle sur X"N,(I, P, R). Elle est aussi composée de 4 termes. Sur un
élément 7' = X7 de "N, (I, P, R), elle s’écrit :

n—1

dy(r') = (=1)"S"6p(7) + (=1)"S"6p(r) + Y _ (1) B di(r) + (=1)"T 8", (7).

i=1

Montrons que dy o e(§) = e o dp(§).

— La commutativité des différentielles canoniques

(6p +6r) 0 e(§) = eo (0p +r)(§)

vient des bons choix dans les régles de signes et du respect des suspensions. (Les calculs
sont du méme type que ceux des chapitres précédents.)

— La codérivation dg revient & composer les opérations de ¥P indicant les couples de
sommets adjacents du graphe représentant £. Et, d; o e correspond a composer deux
étages avec au total deux opérations de P. Il faut distinguer deux cas. Posons ¢ =
XeYpRYX¢eY.

(1) Siles opérations Xp et Xq sont reliés par au moins une branche, alors la composante
de Z?;ll (—1)i*1d; oe(€) faisant intervenir la composition de p avec g est de la forme

> e(-1)PPE X @ upeq) @Y,
o X' =p1® - ®pj, Y =1®  ®¢rj2®p1 @ ®pr et
e = (—1)Zima (= DIpilH+(n=i=1)pl+(n—j=2) g+ 17 (n—i—k=2)lax ]

Et la composant de dg(&) faisant intervenir la composition de Xp avec Yq est de la
forme

(-)XHPlY @ Su(peg) @Y.

L’image par e d’un tel élément donne
Z(_l)\X\Hp\g(_l)\X’H\p\gnle/ QupRq Y =
Zs(—l)jE”*X’ Qupeq Y.

(2) Si les opérations Xp et Xg ne sont pas reliées, alors il n’y a aucune composante
de dy qui fait intervenir une composition entre Xp et Xq. Et, la composante de
St o (=1)71d; 0 e(€) qui vient de la composition des deux étages ou se trouvent p
et q est la somme de deux termes:

Z(—l)jE"dHl (EX’ Rp®qeY' +e(—1)PHDId+D+pH X' & ¢ @ p® Y’) _

Z(_l)jzn (EX' @p®RqeY' +e(—1)PHDd+D+pI+lal+rlldl X' @ p g g y') =0.

Comme I'image de £ par Z;:ll (=1)"*1d; 0e —eodg est une somme de termes de la forme
(1) ou (2), on conclut de ’étude précédente la commutativité voulue.

~ Le morphisme dy,, revient 4 extraire une opération P par le haut et a la faire agir par
la gauche sur R. Or, e consiste, entre autre, & ne placer qu'une seule opération P sur la
deuxieme ligne (celle en dessous de R) et d,, la fait agir sur les éléments de R. Il ne reste
plus qu’a vérifier que les signes correspondent. Posons £ = X ® Yp, ® p1 ® - -+ ® py, OU
X = ¥p1 @ Epp—1. Alors, la composante de dg,, (§) faisant intervenir I’action de p, sur
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les éléments p1, ..., pm de R est de la forme (—1)IXIX @ 7(p, ® (p1 ® -+ ® pp)). Et son
image par e donne

S (=) He(=)XHEn=Isn = X @ 1 (py @ (01 ® -+ ® pm))

D =D)"ES X @ r(pn ® (o1 @ -+ ® pim)),

ot e =Y.  (n—1)p;. De la méme maniére, la composante de (—1)""'d, o e(£) faisant
intervenir ’action de p,, sur les éléments pq, ..., pm de R vaut

(—1)n+t ZaE"‘lX' Qr(pn ®(p1 -+ ® pm)).

Montrons maintenant I'injectivité de e. Soit £ un élément de By, (P) = T-(Cn)(Ef). Par définition
de la copropérade colibre, on sait que £ = & + - -+ + &, ou chaque & une somme finie d’éléments
de f(cn)(Ef) qui viennent de l'indigage des sommets d’'un méme graphe g¢;. On introduit un
morphisme 7 : N,(P) — B(,)(P). A un élément 7 de N,(P) représenté par un graphe a n
niveaux, on associe 1’élément correspondant 7’ qui vient de la suspension des opérations de chaque
ligne. On introduit ici le méme signe € que celui qui définit e. L’objet 7(7) est donné par la classe
d’équivalence de 7' pour la relation =. On a alors w o e(§) = n1&; + -+ - n,.&. ou les n; sont des
entiers non nuls. Ainsi, I’équation e(§{) = 0 impose n1&; + ---n.& = 0. Par identification des
graphes sous-jacents, on obtient & = 0, pour tout 7, d’ou & = 0. O

REMARQUE: La suspension X" est 1a pour faire commuter les différentielles canoniques avec le
morphisme e.

COROLLAIRE 134. Dans le cas ot P et R sont des S-bimodules, c’est-a-dire de différentielle nulle
et concentrés en degré 0, le morphisme d’échelonnement

e : B(I,P,R) = N(I, P, R)
est un morphisme injectif de dg-S-bimodules.

CONJECTURE. Soit P une propérade graduée par un poids.
Le morphisme d’échelonnement

e : B(P) = N(P)
est un quasi-isomorphisme.
En résumé, on espére montrer que la bar construction réduite est un sous-complexe de chaines de
la bar construction normalisée réduite qui donne la méme homologie.

REMARQUE: Cette conjecture est une généralisation aux propérades d’un théoréme de B. Fresse
[Fr] pour les opérades.
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CHAPITRE 7

Dualité de Koszul

A Taide des résultats des chapitres précédents, on peut conclure ’étude de la dualité de Koszul
des propérades et des PROPs.

Pour cela, on commence par définir les notions de duale de Koszul d’une propérade (respective-
ment d’une copropérade) et d’'un PROP (respectivement d’un coPROP). On montre ensuite que
cette duale est une copropérade (coPROP) quadratique (respectivement une propérade (PROP)
quadratique), puis on fait le lien avec les constructions classiques d’algebre et d’opérade duales
données par S. Priddy dans [Pr] et par V. Ginzburg et M. M. Kapranov dans [GK].

On définit la notion de propérade (respectivement PROP) de Koszul et on montre que le modéle
minimal de cette propérade est donné par la cobar construction sur la copropérade duale. On
introduit un petit complexe, appelé complexe de Koszul, dont I'acyclicité est un critére qui permet
de déterminer si la propérade (respectivement le PROP) est de Koszul ou non. Puis, on montre
qu'un PROP P est de Koszul si et seulement si la propérade associée U.(P) est de Koszul. Cette
derniére proposition montre que pour étudier un PROP, il suffit d’étudier la propérade qui lui est
associée.

Enfin, on montre que les propérades construites a partir de deux propérade de Koszul et d’une
loi de remplacement sont de Koszul. En appliquant ce résultat, on montre que la propérade de
bigebres de Lie et celle des bigebres de Hopf infinitésimales sont de Koszul, et on donne leurs
duales.

1. Dual de Koszul

Pour une propérade graduée par un poids P, on définit sa duale de Koszul comme une sous-
copropérade de la bar construction réduite sur P. De méme pour une copropérade graduée par
un poids C, on définit sa duale de Koszul comme une propérade quotient de la cobar construction
réduite sur C.

Soit P une propérade différentielle graduée par un poids augmentée. Cette graduation induit
une graduation totale (p) sur la bar construction réduite B(P) = F¢(XP). Cette derniere est
compatible avec la décomposition en fonction du nombre de sommets (s) de la copropérade colibre

B, (P) = @ By (P)").

pEN

On rappelle que la codérivation dy, issue du produit partiel sur P, consiste & composer les paires
de sommets adjacents, soit

dg (B(5)(P)?) € (B(s—1) (P)"”)).
Dans le cas olt P est connexe (P(®) = I), la bar construction a la forme suivante:

LEMME 135. Soit P une propérade différentielle graduée par un poids connexe. On a alors les
égalités

By (P)) = Fp, (5P,
B (P)P =0 si s>p.
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REMARQUE: On a le méme résultat pour la cobar construction réduite sur une copropérade
différentielle graduée par un poids connexe.

DEFINITION (Duale de Koszul d’une propérade). Soit P une propérade différentielle graduée par
un poids connexe. On définit la duale de Koszul de P par le S-bimodule différentiel gradué par un
poids

Pi(p) = H, (B*(P)(”), d9)'

Le lemme précédent donne la forme du complexe (B*('P)(f’), dg)

_do 0 _do g(p) (P)P) _do B(pq)(’P)(p) do ...

Ce qui donne ’égalité
Pi(p) = ker(de : B(p) (p)(p) — B(p_l)('P)(p)).

Cette écriture montre bien que Pi(,) est un S-bimodule différentiel gradué par un poids, ou la
différentielle est induite par celle de P & savoir dp.
Si la propérade P est concentrée en degré 0, on a

~ o _ | Be(P)P) si d=s,
(B(s)(P) )d_{ 0 sinon.

La copropérade duale n’est pas concentrée en degré 0 (et sa différentielle n’est a priori pas nulle)

et vérifie
. o 'Pi(p) si d= Py
(P'(p))d - { 0 sinon.

De la méme maniére, on définit la duale d’une copropérade.

DEFINITION (Duale de Koszul d’'une copropérade). Soit C une copropérade différentielle graduée
par un poids connexe. On définit la duale de Koszul de C par le S-bimodule différentiel naturelle-
ment gradué

Cl(o) = Hip) (B(C)”), dy).
La cobar construction munie de la dérivation dg: est un complexe de la forme suivante:

dgr = dgr — dgi
U B(p,l)(C)(") _r, B, ) —50.

La duale d’une copropérade vérifie donc 1’égalité

Cl(,) = coker(dg : Bf,_4,(C)"” — B, (C)!").
Le module Ci(,) est donc un S-bimodule différentiel gradué par un poids, ot la différentielle est

induite par celle de C a savoir dc.

PROPOSITION 136. Soit P une propérade différentielle graduée par un poids conneze. La duale de
Koszul de P, notée Pi, est une sous-copropérade différentielle graduée par un poids de F¢(XPM).

Soit C une copropérade différentielle graduée par un poids connezxe. La duale de Koszul de C, C/,
est une propérade différentielle graduée par un poids quotient de .7-'(2_16(1)).

DEMONSTRATION._ Pour toute propérade P différentielle graduée par un poids connexe, comme
Pi,) = ker(dg : B,)(P)® — B(,_1)(P)?)), on a immédiatemment que Pi(,) est un sous-dg-S-
bimodule naturellement gradué de f(cp) (Z”P(l)). Il reste a montrer que P! est stable par le coproduit
A de F¢(XPW). Soit ¢ un élément de Pi(p), c'est-a-dire § € .7-'(";))(273(1)) et dg(§) = 0. Posons

A©) =D (&, ....8)0(&, ..., &),

98



1. DUAL DE KOSZUL

ot la somme porte sur une famille = de graphes & deux étages, avec f{ € f(csij)(EP(l)). Le fait
que dg soit une codérivation signifie que dy o A(£) = A o dg(£). On a donc que

a1

dor©) = 3 (D HE (€)oo, )
1

= k=
+ Zi(giaagil)g(ffaade(&%)5622)):05
k=1

ott les dg(¢/) appartiennent 2 .7-'("’51,],71)(2(73(1) @® P?)) avec un seul sommet indicé par P 2. Par

identification, on a donc, pour tout %, j, que dg(fg) =0.

De la méme maniére, on voit que, pour toute copropérade différentielle graduée par un poids
connexe C, sa duale de Koszul Ci est un quotient de F(X~1C")). Il reste donc & montrer que le
produit p sur F(X~1C1) passe & ce quotient. Pour cela, on considére le produit

/,L((C%, ooy der(e), .., cllll)a(c%, ce 032)),

appartiennent & F,, ) (S71C™M) et c & F(,) (E71(CY @ C?)) avec un seul sommet indicé

par C?. Comme les ¢! sont des éléments de .7-'(51,1.)(2_16(1)), on a dg/(c!) = 0. Et, le fait que dg

ot les ¢!
i

soit une dérivation donne ici que
/,L((Ci, ey dgi(€),y e e ctlh)a(c%, e, 032)) = dg (,u((c}, iy Cyany cil)a(cf, ce 022)))

Ainsi, p((cl, ..., dor(c), ..., ct)o (e}, ..., c2,)) est nulle dans le conoyau de dg/, d’oti le résultat.
O

On définit les mémes objets dans le cadre des PROPs.

DEFINITION (Dual de Koszul d'un PROP). Soit P un PROP différentiel augmenté gradué par un
poids et connexe. Son dual de Koszul est donné par le S-bimodule différentiel gradué par un poids
Pl =H (B* (P)®), dg) .

On a aussi une notion de dualité pour un coPROP.

DEFINITION (Dual de Koszul d’un coPROP). Soit C un coPROP différentiel gradué par un poids

et connexe. Son dual de Koszul est donné par le S-bimodule différentiel gradué par un poids
Ci(p) = H(, (Bﬁj(C)(”), d9’)-

On peut relier les notions de dualité au niveau des PROPs et coPROPs avec celles des propérades

et copropérades.

PROPOSITION 137. Soit P un PROP différentiel augmenté gradué par un poids et connexe. On
rappelle que U.(P) représente la propérade associée a P. Le dual Pi de P est isomorphe en tant
que coPROP différentiel gradué par un poids a Sg(U.(P)!) et il s’agit d’un sous-coPROP de
Se(Fe(ZPW)).

DEMONSTRATION. Tout repose sur 'isomorphisme de coPROPs différentiels gradués par un poids

B(P) = Sg(B(U:(P)))-
O

ProprosiTION 138. Soit C un coPROP différentiel augmenté gradué par un poids et conneze.
On rappelle que U.(C) représente la copropérade associée a C. Le dual Ci de C est isomorphe en
tant que PROP différentiel gradué par un poids a Sg(U.(C)!) et il s’agit d’'un PROP quotient de
Se(F(EtcW)).

DEMONSTRATION. La démonstration repose encore sur ’isomorphisme de PROPs différentiels
gradués par un poids

B*(C) = Se(B(U.(C)))-
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2. Propérade quadratique

Nous montrons ici que le construction duale est une construction quadratique.

Nous avons vu au chapitre 2 qu’une propérade quadratique était une propérade de la forme
F(V)/(R) ou R appartenait a F)(V). Ainsi, I'idéal (R) est homogéne pour la graduation de
F(V) en fonction du nombre de sommets. Une propérade quadratique est donc graduée par un
poids (cf. chapitre 2 section 3).

Réciproquement, toute propérade quadratique est entierement déterminée par sa graduation P =
®peN P(p), le dg-S-bimodule P(y) et le dg-S-bimodule Py car on retrouve R via la formule R =

kel‘(f(g) (P(l)) i) P(Q))

LEMME 139. Soit C une copropérade différentielle graduée par un poids conneze. Alors Ci est une
propérade quadratique déterminée par les relations

Clay = i et Ci(2) = coker (6" : n-lc®@ 7'-(2)(2_16(1))).

DEMONSTRATION. Posons R = ker(F(3)(C(yy) — Cé_z)) = im(05_: o> ). Par définition, C{) est le
quotient de .7-'(,,)(2’16’(1)) par I'image de dg sur B(Cp_l)(C(”)). Or, cette image correspond aux
graphes & p sommets dont au moins un couple de sommets adjacents est I'image d’un élément de

£=1C®) via @'. Ceci correspond bien & la partie de degré p de I'idéal libre engendré par R. Il en
résulte Ci = F(Z1CMW)/(R). O
COROLLAIRE 140. Soit C un coPROP différentiel gradué par un poids et conneze. Alors son PROP

dual Ci est un PROP quadratique déterminé par les mémes relations que précédemment.

DEMONSTRATION. De la proposition 138, on a Ci = Sg(U.(C)i). Par le lemme précédent, on sait
que U.(C)! est une propérade quadratique. Et, la proposition 57 permet de conclure que Sg (U, (C))
est un PROP quadratique. O

3. Propérades et résolution de Koszul

On donne ici les définitions de propérade et de copropérade de Koszul (respectivement de PROP
et de coPROP de Koszul). Lorsqu’une propérade P, de différentielle nulle, est de Koszul, alors
P est quadratique, sa duale est encore de Koszul et sa biduale est isomorphe a P. En outre, on
montre qu’'une propérade P est de Koszul si et seulement si la cobar construction réduite sur la
duale Pi est une résolution de P.

3.1. Définitions.

DEFINITION (Propérade de Koszul). Soit P une propérade différentielle graduée par un poids
connexe. On dit que P est une propérade de Koszul si 'inclusion Pi — B(P) est un quasi-
isomorphisme.

De la méme manieére, on a la définition de copropérade de Koszul.

DEFINITION (Copropérade de Koszul). Soit C une copropérade différentielle graduée par un poids
connexe. On dit que C est une copropérade de Koszul si la projection B¢(C) — Ci est un quasi-
isomorphisme.

PROPOSITION 141. Si P est une propérade graduée par un poids connezxe de Koszul, alors sa duale
Pi est une copropérade de Koszul et Pil = P.

DEMONSTRATION. La propérade P est concentrée en degré 0 (6p = 0 et Po = P). Dans ce cas,
P(‘ p) €st un S-bimodule homogene de degré homologique p et les éléments de degré homologique

nul de B¢(Pi)(») correspondent aux éléments de B(Cp) (P)(P), Ceci montre que
Ho (B, (P')")) = H, (B:(P')"), dor) = P,

La propérade P est de Koszul, c’est-a-dire que I'inclusion Pi < B(P) est un quasi-isomorphisme.
En utilisant le lemme de comparaison des propérades quasi-libres (théoréme 129), on montre que
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le morphisme induit B¢(Pi) — B°(B(P)) est lui aussi un quasi-isomorphisme. (On travaille dans
le cadre des S-bimodules gradués par un poids connexes et toutes les hypothéses du théoréme
sont vérifiées). Comme la construction bar-cobar est une résolution de P (théoréme 125), la cobar
construction B°(P) est quasi-isomorphe & P. Et comme le S-bimodule P est homogene de degré
0,o0n a

_ (P & =0

crpiniy = J P st % )

H. (B*(P)™") = { 0 sinon.

Ces deux résultats sur I’homologie de B°(P!) mis bout & bout montrent que Pi est de Koszul et
que Pii = P. O

COROLLAIRE 142. Soit P une propérade graduée par un poids connexe. Si P est de Koszul alors
P est nécessairement quadratique.

DEMONSTRATION. Si P est de Koszul, par la proposition précédente, on sait que P = Pii. Et le
lemme 139 montre que Pii est quadratique. O

On peut donner les mémes défintions dans le cas des PROPs.

DEFINITION (PROP de Koszul). Soit P un PROP différentiel gradué par un poids et connexe.
On dit que P est un PROP de Koszul si I'inclusion Pi — B(P) est un quasi-isomorphisme.

DEFINITION (CoPROP de Koszul). Soit C un coPROP différentiel gradué par un poids et connexe.
On dit que C est un coPROP de Koszul si la projection B¢(C) — Ci est un quasi-isomorphisme.

PRrROPOSITION 143. Soit P un PROP différentiel augmenté gradué par un poids et conneze. Le
PROP P est de Kosuzl si et seulement si la propérade U.(P) est de Koszul.

DEMONSTRATION.

(=) Si P est un PROP de Koszul, cela signifie que le morphisme Pi — B(P) est un quasi-
isomorphisme. La proposition 137 montre que Pi = Sg(U.(P)!) et la proposition 103 donne I'iso-
morphisme B(P) = Sg(B(U.(P)). De ces propositions, on tire que le morphisme Sg (U.(P)!) —
Se(B(U.(P))) est un quasi-isomorphisme. En outre, nous avons vu que la différentielle sur la bar
construction respectait les graphes connexes et que ce morphisme correspondait & 'image du mor-
phisme U,.(P)i — B(U.(P) via le foncteur Sg. Cela donne que ce quasi-morphisme se décompose
en une somme directe de quasi-isomorphismes (Sg) ) (Uc(P)!) = (Sg)(n) (B(Uc(P))). En particu-
lier, on a pour n = 1 que U.(P)i — B(U.(P)) est un quasi-isomorphisme, c’est-a-dire que U,(P)
est une propérade de Koszul.

(<) Réciproquement, si U,(P) est une propérade de Koszul, comme le foncteur Sg est un foncteur
exacte, on a que P est un PROP de Koszul. O

On a le méme résultat au niveau des coPROPs et des copropérades.

3.2. Résolution de Koszul et modéle minimal. Comme nous I’avons vu précédemment,
I'inclusion P < B(P) induit un morphisme B¢(P1) — B°(B(P)). Et en composant ce morphisme
avec le morphisme ¢ : B°(B(P)) — P de la résolution bar-cobar (cf. théoréme 125), on obtient
un morphisme de propérades différentielles graduées par un poids de la forme

B¢(P)) = P.
THEOREME 144 (Résolution de Koszul). Soit P une propérade différentielle graduée par un poids et

conneze. La propérade P est de Koszul si et seulement si le morphisme de propérades différentielles
graduées par un poids B¢(Pi) — P est un quasi-isomorphisme.

DEMONSTRATION. Nous sommes dans le cadre gradué par un poids, et toutes les propérades en
jeu sont connexes. On peut donc appliquer le lemme de comparaison des propérades quasi-libres.
(=) Si P est de Koszul, cela signifie que P! — B(P) est un quasi-isomorphisme. Donc Be(Pi) —
B¢(B(P)) est aussi un quasi-isomorphisme. Il en va de méme pour B¢(P!) — P, grace & la résolution
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bar-cobar (théoréme 125).

(<) Réciproquement, supposons que le morphisme B¢(P!) — P soit un quasi-isomorphisme.
Comme la construction bar-cobar est un quasi-isomorphisme, le morphisme B¢(Pi) — B¢(B(P))
est aussi un quasi-isomorphime. Et, on conclut en utilisant le lemme de comparaison des propérades
quasi-libres. O

En reconduisant les mémes arguments dans le cas des PROPs, on montre le théoréme analogue.

THEOREME 145 (Résolution de Koszul d’un PROP). Soit P un PROP différentiel gradué par un
poids et connexe. Le PROP P est de Koszul si et seulement si le morphisme de PROPs différentiels
gradués par un poids B°(Pi) — P est un quasi-isomorphisme.

DEMONSTRATION. La démonstration est exactement la méme. On utilise la résolution bar-cobar
donnée dans le cadre des PROPs par la proposition 128 et le lemme de comparaison des PROPs
quasi-libres. O

Ces théoremes légitiment la définition suivante:

DEFINITION (Résolution de Koszul). Lorsque P est de Koszul (propérade ou PROP), la résolution
B¢(P1) — P est appellée résolution de Koszul.

COROLLAIRE 146. Lorsque P est une propérade ou un PROP de Koszul de différentielle nulle,
alors B¢(P) est le modeéle minimal de P.

DEMONSTRATION. Nous sommes en présence d’une résolution quasi-libre B¢(Pi) = F¢(S1P') —
P dont la différentielle dg: est quadratique puisque, par définition de la dérivation dp/, on a
der(Eil'Pl) C .7:(2)(271?'). O
DEFINITION (P-gébre & homotopie prés). Lorsque P est une propérade ou un PROP de Koszul,
on appelle P-gébre ¢ homotopie prés toute gebre sur B¢(Pi). On parle aussi de Po,-gébre.

Cette notion généralise celle d’algébre & homotopie prés (sur une opérade).

4. Complexe de Koszul

11 est équivalent et aussi difficile de montrer qu’une propérade (ou qu'un PROP) P est de Koszul
(P — B(P) quasi-isomorphisme), & partir de la définition, que de montrer que la cobar construc-
tion sur Pi est une résolution de P (B°(Pi — P quasi-isomorphisme). On introduit donc un petit
complexe dont ’acyclicité est un critére pour déterminer si P est de Koszul et donc pour avoir le
modeéle minimal sur P.

4.1. Complexe de Koszul a coefficients. De la méme maniére que I'on avait défini la bar
construction a coefficients (cf. chapitre 4 section 2.2) et la bar construction simpliciale & coefficients
(¢f. chapitre 6 section 1), on peut définir le compleze de Koszul a coefficients.

DEFINITION (Complexe de Koszul & coefficients). Soit P une propérade différentielle graduée par
un poids connexe et soient L et R deux modules (& droite et & gauche) sur P. On appelle compleze
de Koszul a coefficients dans les modules L et R, le complexe défini sur le S-bimodule LXK, PiX, R
par la différentielle d, somme des trois termes suivants:

(1) la différentielle canonique dp induite par celle de P,
(2) le morphisme homogeéne dy, de degré —1 qui vient de la structure de P-comodule &
gauche de Pi:

6, : PP PR,P »(ITad P )R P - (TeP))R, P,
1 1
(3) le morphisme homogene dp,, de degré —1 qui vient de la structure de P-comodule a droite

de Pi:
. pi B pi i pi Bi i (1)
0, : PP=PHK.P ”P@C(IEB\'P/)—)'P@C(IEB”P ).
1 1
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On le note K(L, P, R).

Tout comme P! s’injecte dans la bar construction B(P), le complexe de Koszul & coéfficients est
un sous-complexe de la bar construction & coefficients.

PROPOSITION 147. Soit P une propérade différentielle graduée par un poids conneze et soient L et
R deuz modules (a droite et @ gauche) sur P. Le S-bimodule différentiel K(L, P, R) = LK. P'X. R
est un sous-complezxe de la bar construction a coefficients B(L, P, R) = LK, B(P). X R.

DEMONSTRATION. Tout repose sur le fait que la différentielle de la bar construction est définie &
partir du coproduit A sur B(P) = F°(EP) et que la différentielle du complexe de Koszul est aussi
définie & partir du coproduit sur Pi. Comme P! est une sous-copropérade différentielle de B(P)
les différentielles correspondent. d

L'inclusion Pi < B(P) induit un morphisme de dg-S-bimodules
LXRP ®R<— B(L, P, R).
De la méme maniere, on définit le complexe de Koszul a coefficients pour un PROP.

DEFINITION (Complexe de Koszul & coefficients d’un PROP). Soit P un PROP différentiel gradué
par un poids connexe et soient L et R deux modules (& droite et & gauche) sur P. On appelle
complexe de Koszul a coefficients dans les modules L et R, le complexe défini sur le S-bimodule
L X PiX R par la différentielle d somme des trois mémes termes que dans le cas des propérades.

PROPOSITION 148. Le compleze de Koszul a coefficents (L, P, R) = LR P/ K R sur un PROP
P est un sous-compleze de la bar construction & coefficients B(L, P, R) = L K B(P) K R.

4.2. Complexe de Koszul et modéle minimal. Tout comme nous avions étudié une bar
construction particuliére, la bar construction augmentée B(I, P, P) = B(P)XP et la bar construc-
tion normalisée augmentée AN (I, P, P) = N (P) X P, on consideére ici le complexe équivalent au

niveau des complexes de Koszul.

DEFINITION (Complexe de Koszul). On appelle compleze de Koszul le complexe K(I, P, P) =
PiR, P (et PR P dans le cas des PROPs).

La différentielle de ce complexe est définie par le morphisme dy, précédent plus éventuellement
la différentielle canonique ép induite par celle de P. Remarquons que le morphisme dg, revient
a extraire une opération v € 73(‘1) de Pi par le haut, & identifier cette opération ¥ comme une

opération de P(1) (puisque ’P(il) = P(1)) et finalement & la composer dans P. Ce qui se résume par
les diagrammes donnés par J.-L. Loday dans [L1].

Le principal théoréme de cette thése est le critere suivant.

THEOREME 149 (Critere de Koszul). Soit P une propérade différentielle graduée par un poids et
connezxe. Les propositions suivantes sont équivalentes

(1) P est de Koszul (Iinclusion Pi — B(P) est un quasi-isomorphisme)

(2) Le compleze de Koszul PiR, P est acyclique.

(2") Le compleze de Koszul P &R, Pi est acyclique.

(3) Le morphisme de propérades différentielles graduées par un poids
B¢(Pi) — P est un quasi-isomorphisme.

DEMONSTRATION. Nous avons déja vu I’équivalence (1) <= (3) (cf. théoréme 144).

Par le lemme de comparaison des P-modules quasi-libre (& droite), ’assertion (1) est équivalente
au fait que le morphisme Pi K, P — B(P) K. P soit un quasi-isomorphisme. L’acyclicité de la bar
construction augmentée (cf. théoreme 108) permet de voir que la propérade P est de Koszul (1)
si et seulement si le complexe de Koszul Pi K. P est acyclique (2).

On procede de la méme maniere, avec le lemme de comparaison des P-modules quasi-libres a
gauche, pour montrer I’équivalence (1) < (2'). O
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THEOREME 150 (Criteére de Koszul pour les PROPs). Soit P un PROP différentiel gradué par un
poids et connexe. Les propositions suivantes sont équivalentes

(1) P est de Koszul (Iinclusion Pi — B(P) est un quasi-isomorphisme)
(2) Le complexe de Koszul PIRAP est acyclique.
(2') Le complexe de Koszul PR P est acyclique.
(3) Le morphisme de PROPs différentiels gradués par un poids
B¢(Pi) — P est un quasi-isomorphisme.

DEMONSTRATION. La démonstration est exactement la méme. On utilise ici I’acyclicité de la bar
construction augmentée sur un PROP et les versions PROPiques des lemmes de comparaison. [

PROPOSITION 151. On a un isomorphisme de S-bimodules différentiels gradués par un poids
PRP=Sg(U.(P) K. P).

Cette proposition ainsi que le proposition 143 justifient que lorsque ’on veut montrer que la cobar
construction sur le coPROP dual fournit le modéle minimal d’un PROP P, il suffit de prouver
I'acyclicité du complexe de Koszul associé a la propérade définie par P, a savoir Pi X, P. La notion
de propérade fournit le bon cadre d’étude pour la dualité de Kosuzl des PROPs. Toute la théorie
développée ici montre que 'information essentielle d’'un PROP quadratique a relations connexes
est présente dans la propérade associée et que c’est plutot sur elle qu’il faut travailler en pratique.

CONJECTURE. Soit P une propérade de Koszul, la composition suivante est un quasi-isomorphisme
Pi — B(P) = N(P).

Lorsqu’une propérade P est de Koszul, ce corollaire devrait permettre de calculer I’homologie
de sa bar construction normalisée réduite. Elle doit correspondre a la duale de Koszul Pi. Cette
propriété a permis a B. Fresse [Fr] de montrer que I’homologie du poset des partitions était donnée
par 'opérade Lie en interprétant les modules simpliciaux engendrés par le poset des partitions
comme la bar construction normalisée réduite de I’'opérade Com. En utilisant cette méthode, nous
avons calculé , dans [V], ’homologie d’autres types de posets en les reliant aux opérades As, Perm
et Dias. Ainsi ces homologies sont données par les opérades duales, & savoir As, Prelie et Dend.

4.3. Lien avec les théories classiques (algébres et opérades). La notion de duale de
Kozsul, telle que nous ’avons définie ici, est en fait une copropérade ou un coPROP (cf. 1), alors
que la duale de Koszul d’une algebre est une algebre et que la duale de Koszul d’une opérade est
une opérade (cf. [Pr] et [GK]). Pour retrouver ces constructions classiques, il suffit de considérer
la duale linéaire, duale de Czech, de Pi.

DEFINITION (Dual de Czech d’un S-bimodule). Soit P un S-bimodule, on définit le dual de Czech
PV par le S-bimodule PV = Py (m, n), ot

pym,n " (p

’P(Vp) (m, n) = sgns,, ® P(,)(m, n)* ® sgns,,.

Le dual de Czech revient a considérer le dual linéaire tordu par les représentations signatures.

LEMME 152. Soit (C, A, €) une copropérade (repectivement un coPROP) graduée par un poids
telle que les modules C(,)(m, n) soient de dimension finie sur k, pour tout m, n et p. Alors, le S-
bimodule CV est naturellement muni d’un structure de propérade (respectivement PROP) graduée
par un poids.

DEMONSTRATION. La comultiplication A se décompose avec le poids en A =
définir la multiplication u sur CV, on dualise linéairement chaque

peN A(p). Pour

Ay (m, n) 1 Cipy(m, n) = (CR, C)(,)(m, n).
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Plus précisement, on a:

(P ®.P)(p)(m, n)

D 03¢ C&u)(OW(V),IIn(V)I)/

v sommet de g

gngE(m,n) S oy =p ~

\%
- @ ® o (0ut)], [In@)) / ,
9€G5(m,n) v S%ﬂ;e;:eg ~

en utilisant I’hypothése sur la dimension des C(,)(m, n) et en identifiant invariants et coinvariants
(nous travaillons sur un corps de caractéristique nulle). On définit alors y(,) par la composition:

\Y
PR ) = D ® o (l0ut(v)], [In(v)]) /
gegg(m,n) vsozr:n::le;;leg ~
\Y%

- D X C(m(Out(v),lfn('/)l)/

€G2(m,n v sommet de g
9 (m, n) S pv=p

t
A
= (CK, C)E/p) (m, n) —= C(Vp) (m, n) = P,y (m, n).
La coassociativité de la comultiplication A induit ’associativité de la mutliplication u. Et la
counité de C ¢ : C — I donne, par passage au dual, 'unité de P: ¢ : I — P.
Dans le cas PROPique, on dualise, de la méme maniere, la déconcatéantion horizontale. O

PROPOSITION 153. Soit P une propérade (respectivement un PROP) graduée par un poids (par
exemple quadratique). Posons V = PW) | le S-bimodule engendré par les éléments de poids 1 de P.
S’il existe deuz entiers M et N tels que V(m, n) = 0 lorsque m > M oun > N et si les modules
V(m, n) sont tous de dimension finie sur k, alors la cobar construction B¢(P) sur P et la duale
de Koszul Pi vérifient les hypothéses du lemme précédent.

DEMONSTRATION. Comme P! est une sous-copropérade (sous-coPROP) de la cobar construction
B¢(P) sur P, il suffit de démontrer que les modules B°(P),)(m, n) sont de dimension finie sur k.
Nous avons vu que B°(P)(,) (m, n) = F(, (V)(m, n). Dans le cas ot V' vérifient les hypothéses
de la proposition, ce dernier module est donné par une somme sur I’ensemble des graphes a p
sommets et tels que chaque sommet possede au plus N entrées et M sorties. Cet ensemble étant

fini et les modules V(m, n) étant de dimension finie, on a le résultat escompté. O

COROLLAIRE 154. Pour toute propérade (respectivement tout PROP) quadratique engendrée par
un S-bimodule V' dont la somme des dimensions Y, dimy V(m, n) est finie, le dual de Czech
PiV de la duale de Koszul de P est muni d’une strucutre naturelle de propérade (respectivement
de PROP).

De plus, si P est de la forme F(V)/(R), alors la propérade P est quadratique et de la forme
PiY = F(EV)/(X2R1Y). On note cette propérade (ou le PROP associé) P'.

On peut remarquer que la propérade (ou le PROP) P' est entierement déterminée par ”P(il) =XV
et ”P(i2) =%2R.

Rappelons que dans le cas d’une algébre quadratique A = T'(V)/(R), S. Priddy définit I’algébre
duale A' par T(V*)/(R'), lorsque V est de dimension finie sur k. De méme, V. Ginzburg et
M. M. Kapranov construisent la duale d’une opérade quadratique P = F(V)/(R) en posant
P' = F(VV)/(R'), encore une fois lorsque V est de dimension finie.

Dans le cas de la dimension finie, les définitions conceptuelles des objets duaux données ici coinci-
dent avec les définitions classiques, & suspension prés (cf. [BGS] et [Fr]). En particulier, la duale
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d’une algebre A‘(n) est isomorphe & 3" A"} et la duale d’une opérade ’P(‘n) est isomorphe & E"P!X.

Les complexes de Koszul et les résolutions venant de la cobar construction introduits ici corres-
pondent, dans le cas des algebres, & ceux donnés dans [Pr] et, dans le cas des opérades, & ceux de
[GK].

Comme nous n’avons aucune hypothése sur les dimensions de modules en jeu, les notions intro-
duites ici sont plus générales.

5. Exemples

La derniére difficulté est de pouvoir montrer que le complexe de Koszul d’une propérade (un
PROP) est acyclique dans des cas concrets, comme celui des bigébres de Lie et celui des bigébres
de Hopf infinitésimales par exemple. Pour cela, nous demontrons une proposition affirmant que
les propérades construites suivant un schéma particulier sont de Koszul. Cette section est une
généralisation aux propérades des méthodes de T. Fox, M. Markl [FM] et W. L. Gan [G].

5.1. Loi de remplacement. Soit P une propérade quadratique de le forme
P=FV,W)/(ReDeaS),
ou R C .7:(2)(V), S C .7:(2)(W) et
Dc(leW)R.(Ie V )PUIe V)R (I W)
1 1 1 1
Les deux couples de S-bimodules (V, R) et (W, S) induisent des propérades que ’on note A =
F(V)/(R) et B=F(W)/(S).
DEFINITION (Loi de remplacement). Soit A un morphisme de S-bimodules
A (Te W) )R (I V)T V )R (I W).
1 1 1 1
Lorsque le S-bimodule D est défini comme I’image de

(id, =\): e W)B.(Ie V)~ (TeW)R (e V )PUIe V)R (Ie W,

);

on dit que A est une loi de remplacement et on note D par Dy.

Les exemples que nous traitons ici sont tous de cette forme. Ils proviennent méme d’un “mélange”
(cf. [FM]) de deux opérades.

DEFINITION (S-bimodule opposé). A partir d’'un S-bimodule P, on définit un S-bimodule opposé
PP par
P°P(m, n) = P(n, m).

Prendre 'opposé d’un S-bimodule revient a inverser le sens de parcours du S-bimodule. Soient P
et Q deux S-bimodules, on retrouve cette remarque au niveau du produit P X, Q, car on a

(PR, Q)P = QP K, PP.

Lorsque le S-bimodule P est muni d’une structure de propérade (ou de PROP), le S-bimodule
opposé P°P est lui aussi muni d’une structure de propérade (ou de PROP).

Les propérades données en exemple ici (bigebres de Lie, bigebres de Hopf infinitésimales) sont
engendrées uniquement par des opérations (n entrées et une sortie) et des coopérations (une
entrée et m sorties). On peut les écrire sous la forme F(VOW)/(R® D\ ® S), ou V représente les
opérations génératrices (V(m, n) = 0 si m > 1) et ou W représente les coopérations génératrices
(W(m,n) = 0sin > 1). La propérade A = F(V)/(R) est alors une opérade et la propérade
B°P = F(W°P)/(S5°P) est aussi une opérade. Dans ce cas particulier, les lois de remplacement sont
de la forme
AN WeyVo (e V)R (Ie W).
—~ ——
1 1
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Pour la propérade associée aux bigebres de Lie (cf. chapitre 2 section 4.3), on a A = B°? = Lie et
la loi de remplacement A est donnée par

1 2 1 2 21 1 2 2 1
Vi Y =AY A YA
12 1 2 1 2 1 2 1 2
Dans le cas des bigebres de Hopf infinitésimiales (cf. chapitre 2 section 4.3), les opérades A et B°P
correspondent & I'opérade As des algébres associatives et la loi de remplacement vient de

BN
Ces deux lois de remplacement permettent de permuter verticalement opérations et coopérations.

DEFINITION (Loi de remplacement compatible). On dit qu'une loi de remplacement )\ est compa-
tible avec les realtions R et S si les deux morphismes suivants sont injectifs

AKX, B =P

(1) (2)
A X, B —7P.
N~
(2) (1)
LEMME 155. Toute propérade de la forme P = F(V, W)/(R & Dx & S) définie par une loi de
remplacement A compatible vérifie l'isomorphisme de S-bimodules

P~ AR, B.

DEMONSTRATION. L’hypothése de compatibilité de la loi de remplacement X\ permet de montrer
que le morphisme A X, B — P est injectif (cf. [FM]).

Ensuite, on montre que ce morphisme est surjectif. Pour cela, a tout élément de P, on choisit un
représentant dans F(V @ W). Ce dernier s’écrit comme un somme finie de graphes indicés par
des opérations de V et des coopérations de W. Pour chacun des graphes, on fixe arbitrairement
un sommet par niveau (cf. chapitre 6) et on permute opérations et coopérations pour placer
I’ensemble des coopérations au dessus de celui des opérations. L’élément ainsi obtenu appartient
a F(V) X, F(W) et, une fois projecté dans A X, B, il fournit 1’antécédent voulu. O

Dans les deux exemples précédents ce lemme montre que I’on peut écrire tout élément de P comme
somme d’éléments de A X, B, c’est-a-dire en mettant toutes les coopérations en haut et toutes les
opérations en bas. Au niveau des bigébres de Lie, ce résultat était déja présent dans [EE] (section
6.4).

5.2. Duale de Koszul d’une propérade donnée par une loi de remplacement.

PROPOSITION 156. Soit P une propérade de la forme P = F(V, W)/(R & Dy & S) définie par
une loi de remplacement \ compatible avec les relations R et S et telle que la somme totale des
dimensions de V et W sur k, >, dimy(V & W)(m, n).
La propérade duale est alors donnée par

P =FEWY e xVY)/(225' @ ¥2D:\ ® X2R1),
c’ést-a-dire par la loi de remplacement tX\. Et la copropérade duale vérifie l’isomorphisme de S-

bimodules
Pi= B, Al
DEMONSTRATION. L’hypothése sur la dimension des S-bimodules générateurs V et W de P, im-
plique que la dimension de F(,)(XV"Y @ XW")(m, n) est finie, pour tous les entiers p, m et n. On
en conclut que les dimensions de P, (m, n) et de P'(,)(m, n) sont aussi finies, d’ot P = pi,
On écrit R+ Porthogonal de R dans F(3)(V"), S* Porthogonal de S dans Fo)(W") et Dy Tor-
VY & \Y% \% \% 4
thogonal de Dy dans (T WY)R. (I VY )PI e VY )X, (I e W"). Alors, la propérade duale
1 1 1 1

P' est donnée par
P =F(VY e SWY)/(Z°R' ¢ £2D) ¢ £251).
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CHAPITRE 7. DUALITE DE KOSZUL

1l suffit maintenant de remarquer que le S-bimodule Dy correspond & I'image du morphisme

(id,~*) : Ie V)R (IaeW) > IV )R IoW ) PUaW )R (oY),
1 1 1 1 1 1

c’est-a-dire que Di = D:,.
En appliquant le lemme précédent a la propérade P', on obtient que P' = B' K, A' puis Pi =
Bi X, Al en dualisant linéairement. O

Les deux exemples donnés par les propérades des bigebres de Lie et des bigebres de Hopf infi-
nitésimales vérifient les hypothéses de cette proposition. Elles sont toutes les deux engendrées par

un nombre fini de générateurs. Comme dans les deux cas, aucun élément de la forme n’apparait

dans les relations, on les retrouve parmi les relations de la propérade duale (au sens de Koszul).

COROLLAIRE 157.

(1) La propérade duale de Koszul BiLie' de celle des bigébres de Lie est donnée par

BiLie' = F(V)/(R),

1 2

ouV = \( &) /K, c’est-a-dire une opération commutative et une coopération cocommu-
12

tative, et

( 1 2 3 1 2 3
NN ks
® HiSl. | N =
1 2 3 1 2 3

1 2 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 2 1

o - NVe X -Ne X -Ne X -\A
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
ea<>.

Elle correspond a la diopérade des algébres de Frobenius commutatives unitaires. Au
niveau des S-bimodules, on a

BiLie'(m, n) = k.

(2) La propérade duale de Koszul eBi' de celle des bigébres de Hopf infinitésimales est donnée
par

eBi' = F(V)/(R),
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5. EXEMPLES

ou V=" aA\ et

Y
A2

v = 1o X-AX

RSP

Au niveau des S-bimodules, on a
eBi'(m, n) = k[Sm] ® k[Sy)-

5.3. Complexe de Koszul d’une propérade donnée par une loi de remplacement.

PROPOSITION 158. Soit P une propérade de la forme P = F(V, W)/(R® D, & S) définie par une
loi de remplacement A, telle que la somme totale des dimensions de V et W sur k, me dimg (Ve
W)(m, n), soit finie. On définit les deux propérades A et B par A = F(V)/(R) et B =F(W)/(S).
On suppose que W est un S-bimodule de degré homologique nul.

Si A et B sont des propérades de Koszul, alors P est aussi une propérade de Koszul.

DEMONSTRATION. En appliquant le lemme 155 et la proposition 156, on montre que le complexe
de Koszul de P est de la forme

PR, P = (B K, A)K, (AK, B) = B' K, (4 K, 4) K, B.

On introduit la filtration suivante du complexe de Koszul: F,(Pi X, P) correspond au sous-S-
bimodule de Bi K. (Ai K. A) K. B engendré par les graphes & 4 niveaux présentant au plus n
sommets sur le quatriéme niveau, c’est-a-dire celui indicé par des éléments de Bi. Cette filtration
est stable par la différentielle du complexe de Koszul, elle induit donc une suite spectrale notée
E} . Le premier terme de cette suite spectrale EB’ , est composé des éléments de B'X.(A'X.A)X, B
de degré homologique p + g et qui sécrivent avec exactement p éléments de Bi. Et la différentielle
dy correspond a la différentielle de Koszul de la propérade A. Comme A est une propérade de
Koszul, on a EI; g = B'X. B et d; est la différentielle du complexe de Koszul de la propérade B.
Comme celle-ci est acyclique, la suite spectrale est dégénérée en E2. Plus précisement, on a
52 :{ I sip=0etqg=0,
p.q 0 sinon.

La filtration est exhaustive et bornée inférieurement, on peut appliquer a E; | le théoréme classique
de convergence des suites spectrales (c¢f. [W] 5.5.1). On obtient que la suite spectrale converge vers

I’homologie du complexe de Koszul de P. Ce complexe est donc acyclique et P est une propérade
de Koszul. O

COROLLAIRE 159. Les propérades des bigébres de Lie BiLie et des bigébres de Hopf infinitésimales
eBi sont de Koszul.

DEMONSTRATION. Dans le cas BiLlie, la propérade A est I'opérade de Koszul des algébres de Lie
Lie et la propérade B est 'opposée de Lie, B = Lie°P, qui est aussi de Koszul.

Dans le cas eBi, la propérade A est ’opérade de Koszul des algebres associatives As et la propérade
B est 'opposée de As, B = As°P, qui est aussi de Koszul. O

APPLICATION : La cobar construction sur la copropérade BiLie! est une résolution de la propérade
BiLie. Si on interpréte cela en termes de cohomologie des graphes, on retrouve les résultats de
M. Markl et A. A. Voronov [MV]. La cohomologie des graphes ”commutatifs” connexes est égal
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a la propérade BiLie. Dans le cas de la propérade I Bi, on trouve que la cohomologie des graphes
“ribbon” connexes est égale a la propérade £Bi.
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CHAPITRE 8

Séries de Poincaré

On généralise ici une démarche déja utilisée dans le cadre des algébres associatives (¢f. Y. Manin
[M]) et des opérades binaires quadratiques (cf. V. Ginzburg et M.M. Kapranov [GK]).

Soit P une propérade quadratique (issue éventuellement d’'un PROP). A P (respectivement a
Pi), on associe une série de Poincaré fp (respectivement fp;) dont les coefficients viennent de
dimensions des modules P, (m, n) (respectivement ”P(ip) (m, n)) lorsque ces quantités sont finies.
Au chapitre précédent, nous avons vu que P est de Koszul si et seulement si le complexe de Koszul
Pix. P est acyclique. Dans ce cas, la caractéristique d’Euler-Poincaré du complexe de Koszul est
nulle et induit une relation fonctionnelle entre fp et fp;.

Dans une premiere section nous définissons les séries de Poincaré dans le cadre général des S-
bimodules et nous démontrons le théoréme vérifié par les séries associées aux propérades de Kos-
zul. Dans la suite, nous appliquons ce résultat aux cas particuliers des algebres associatives, des
opérades binaires et des opérades quadratiques non nécessairement binaires. Dans les deux pre-
miers cas, nous retrouvons les équations fonctionnelles données par [L1] et [GK] respectivement.
Le dernier cas est nouveau. Et nous donnons un exemple d’application.

1. Séries de Poincaré des propérades

On se place ici dans la catégorie monoidale des S-bimodules gradués par un poids munie du produit
X. (cf. chapitre 2 section 1.3). On rappelle que toute propérade quadratique est graduée par un
poids (qui vient du nombre de sommet des graphes décrivant la propérade libre) et que le complexe
de Koszul se décompose de la maniére suivante :

PROPOSITION 160. Le compleze de Koszul associé a une propérade graduée par un poids (éventu-
ellement quadratique) P se décompose en somme directe de sous-complexes indicés par le nombre
d’“entrées et de sorties” (bigraduation naturelle du S-bimodule P) et par la graduation totale
venant du poids. Soit
K= @ Kualm, n),
m,n,d >0

ot C(qy(m, n) correspond a
0— ”P("d)(m, n) = Pi &C\P’/(m, n) == P K, P_(m,n)— Pg(m,n)—0.
(d-1) (1) 1) (d-1)

REMARQUE : On a la méme proposition pour le complexe de Koszul X', version symétrique de K,
ot Kiy (m, n) = (PR P') .

LEMME 161. Soit V un S-bimodule tel que €
la dimension de F(q)(V)(m, n) est finie.

Soit P une propérade engendrée par un tel module V. (P = F(V)/(R)). Alors la dimension de
P(ay(m, n) est finie.

m.nen= V (M, n) soit de dimension finie sur k. Alors

DEMONSTRATION. L’hyopthese que le module @,, .o V(m, n) soit de dimension finie sur k
implique qu’il existe M et N dans N tels que V (m, n) =0sim > M oun > N. Comme il n’existe
qu’'un nombre fini de graphes connexes avec moins de d sommets et tels que chaque sommet
admette un nombre d’entrées inférieur & M et un nombre de sorties inférieur & IV, on obtient le
résultat voulu. O
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Le principal théoréme énoncé dans cette these, le critére de Koszul (¢f. théoréme 149), affirme
qu'une propérade P est de Koszul si et seulement si les complexes de Koszul K4 (m, n) sont
acycliques pour d > 1 (ce qui est équivalent & acyclicité des complexes de Koszul ICEd) (m, n)
pour d > 1).

Dans ce cas, la caractéristique d’Euler-Poincaré des complexes de Koszul s’annule pour donner la
formule

d
Z dzm( P K, 73 )(m, n) =0.
k=0 (k) (d k)

Dans le cas ou la propérade quadratique P est engendrée par un espace de générateurs de dimension
totale finie, on peut appliquer le lemme 161 qui montre que tous les modules considérés dans la
formule précédente sont de dimension finie. On peut donc la développer de la maniére suivante:

d

kg i _
Z(—l) dim( P R, P )(m,n)=
k=0 <k> (d=k)
Z IjS’” ]ﬁ W dimP} (Iy, k1) ... dimP} (Iy, kp). dimPq, (j1, i1) ... dimPy, (ja, ia),
oi1 la somme = court sur les n-uplets 7, 7, k, [, 6 et G tels que |7] = n, |7 = |k|, |I| = m, |6] = k et
al=d—k.

DEFINITION (Série de Poincaré associée & un S-bimodule). A un S-bimodule gradué par un poids
P réduit (c’est-a-dire P(m, n) = 0 dés que m = 0 ou n = 0), on associe la série de Poincaré

dimPg) (m, n
f’P(ya T, Z) = Z Mymmnzd’

I !
e m!n!
d>0

lorsque les modules P4 (m, n) sont tous de dimension finie sur &.
Si on pose

b a :
1 9ksg 1 o= f
Ww%xnwwmm)zﬁmkfﬂkuﬁ% 0.2) [] 5205002, 2),
a=1Y%"

ot1 la somme Z' court sur les n-uplets & et 7 tels que |k| = [j|. On a alors la proposition suivante:

THEOREME 162. Toute propérade P de Koszul engendrée par un espace de générateurs de dimen-
sion finie vérifie

\Il(f’Pi(ya X, _Z)a f’P(Ya T, Z)) =Ty.

DEMONSTRATION. On a

‘Il(-f’Pi(ya X, _Z)a f’P(Y, T, z)) =

b a
%, 1 9% fp 1 ]"f'P
;ﬂs ]ﬁHlk'anB' H]_BY]“ 0, z, 2)
d dimP}, (I, kg) ¢ dimPo, (as 1a)\\ m n
mz(,; (EHSMH o1 al;[l AT ) Juant

=0 pour d>1
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2. SERIES DE POINCARE DES ALGEBRES QUADRATIQUES

REMARQUE : Comme le complexe de Koszul K est acyclique si et seulement si le complexe X' est
acyclique, dans le cas ou la propérade P est de Koszul, on a la formule symétrique

\P(.f'P(y’ X, _Z)a f’Pi(Ya Ty Z)) = Ty.

On va maintenant appliquer ce théoréme aux sous-catégories pleine de S-biMod que sont k-Mod
et S-Mod.

2. Séries de Poincaré des algébres quadratiques

On se place ici dans la sous-catégorie monoidale pleine (gr-Mod, ®y, k) de (gr-S-biMod, K., I).
Dans cette sous-catégorie monoidale, une propérade (un monoide) correspond & la notion classique
Palgebre associative graduée. Dans ce cas, la propérade (algebre) libre sur un espace V' correspond a
lalgebre tensorielle T'(V). Et une propérade quadratique est une algébre quadratique A de la forme
A=T(V)/(R), ot R € T>(V) = V®2. Sa duale de Koszul est donnée par Al = (T(V*)/(RJ—))* =
(R*)*. Si l’algebre A est engendrée par un module V concentré en degré 0, alors Ai, = Ai(n . On
se place ici dans le cas ou V est un espace de dimension finie afin de vérifier les hypotheses du
lemme 161.

PROPOSITION 163. Le complexe de Koszul a ici la forme suivante :
K(n) : 00— Aén) — Aénfl) ® A(l) — e = Aél) ® A(n—l) — A(n) — 0.

Dans [L1], une algébre est dite de Koszul si les complexes IC,, sont acycliques pour n > 1. Cette
définition est équivalente & celle donnée ici (cf. théoréme 149).

DEFINITION (Série de Poincaré associée & un k-module). La série de Poincaré associée & un
k-module gradué par un poids A est donnée par

falz) = dim(Ag)z",
n>0

si tous les modules A(,,) sont de dimension finie.

REMARQUE: Cette définition correspond bien & celle donnée dans la section précédente. En
considérant A comme un S-bimodule, on a la série de Poincaré

faly, z, 2) = Z dim(An))2" zy.
n>0
Les deux définitions sont reliées par la formule
fa(z) = fa(1, 1, 2).
Comme corollaire du théoréeme 162, on a la formule suivante dans le cadre des algebres associatives.

PROPOSITION 164. Si A est une algébre de Koszul, alors les séries de Poincaré associées vérifient
l’equation fonctionnelle :

fa(z).fai(-z) =1
DEMONSTRATION. En appliquant le théoréme 162, on a ici
fa(2).-fai(=2) = ¥ (fa(l, X, 2), fa(1, Y, —2))
= 1.
O

Dans la littérature, on trouve plutdt la notion d’algebre duale définie par A' = T'(V*)/(R*). Nous
avons vu A la fin du chapitre précédent que A'" = Ai. On a alors I'égalité fa(z) = fai(z), dou

fa@)fa(-2) = 1.
ExEMPLES : L’exemple le plus connu vient du complexe original de Koszul construit & partir de
lalgebre symétrique S(V) et de sa duale A(V) (¢f. J.-L. Koszul [Kos]).
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3. Séries de Poincaré des opérades binaires

Nous reprenons ici le raisonnement effectué par V. Ginzburg et M. M. Kapranov dans [GK] pour
les opérades binaires quadratiques.

On se place maintenant dans la catégorie monoidale (S-Mod, o, I) des S-modules munie du produit
monoidal
PoQ(n)= @ Pk)®s, Qir) ®-- ® Qi)

1<k<n
i14 o Fig=n

Par définition, une opérade (P, v, ) est un monoide dans cette catégorie monoidale. L’opérade
libre F(V) sur V peut étre représenté par les arbres ou chaque sommet & k entrées est indicé par
une opération de V (k). Une opérade quadratique est une opérade de la forme: P = F(V)/(R),
avec R € F(5)(V). Sa duale, au sens de Ginzburg et Kapranov, est définie par P' = F(VV)/(R*).

. e : . N v
Ici, nous avons défini sa coduale par Pi qui correspond a P .

3.1. Cas binaire général. Dans le cas ot V est un Sy-module (de dimension finie), c’est-a-
dire composé uniquement d’opérations binaires, on parle d’opérade binaire (toutes les opérations
sont engendrées par des opérations & deux variables). La graduation en poids est directement liée
a la graduation donnée par le S-module P par la formule P(,,_;) = P(n).

PROPOSITION 165. Dans le cadre des opérades binaires quadratiques, le complexe de Koszul cor-
respond a

Kin-1n) : 0=Pi(n) = (P(n—1)0P)(n) =+ = (P/(2) o P)(n) = P(n) = 0.

Dans le cas ou1 'opérade P est de Koszul, la caractérisque d’Euler-Poincaré s’annule pour donner:

n

3" (~)kdim((Pi(k) o P)(n)) = 0.

k=1
Or, on a

dim((Pi(k) o P)(n)) =

Z n! dimPi(k) dimP(i1) ... dimP(ix)

kligl. . ag! '
it Hig=n Lotk

Ceci pousse a la défintion suivante:

DEFINITION (Série de Poincaré associée a une opérade binaire quadratique). A une opérade binaire
quadratique P, on associe la série de Poincaré

fr(z) =Y (-1)

n>1

L dimP(n)
n!

n

REMARQUE: Cette définition apparait comme un cas particulier des séries de Poincaré associées

aux propérades. En effet, si on considére P comme une propérade, on obitent
dimP(n)
frly, @, 2) =Y ———y=z

' nznfl‘
n:
n>1

Et les deux séries sont reliées par la formule
fr(z) = fp(1, —=, 1).

PROPOSITION 166. Si P est une opérade binaire quadratique de Koszul, les séries de Poincaré
vérifient ’équation fonctionnelle

fpi(fp(z)) =z
DEMONSTRATION. On a
.f’Pi(f'P(z)) = f’Pi (1a _.f'P(la —Z, 1)7 1)
= ¥ (fPi(la Xa _1)7 fP(Ya z, 1)) =T

114
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EXEMPLES :

— Les opérades Com et Lie codant les algebres commutatives et les algebres de Lie sont
des opérades binaires, quadratiques et de Koszul. Elles sont duales ’'une de l'autre.
Comme Com(n) = k, on a feom(z) = e ® — 1 et comme dim Lie(n) = (n — 1)!, on
a frie(z) = —In(1 4 2). Ces deux séries vérifient bien la relation précédente. (cf. [GK])

— Un autre exemple est donné par les opérades Leib et Zinb représentant les algebres de
Leibniz et les algébres Zinbiel (¢f. [L2]). Ces deux opérades sont binaires, quadratiques et
de Koszul. Elles sont aussi duales 'une de I'autre. On a Leib(n) = k[Sy)], ol freip(z) =

175+ De méme, on sait que Zinb(n) = k[S,|, d'ott on tire fzins(z) = 135 L’équation

fonctionnelle est encore vérifiée ici.

3.2. Cas non-symeétrique. Si les opérades en question peuvent étre décrites sans l'action
du groupe symétrique, on parle d’opérades non-symétriques ou non-3. Soit P une telle opérade,
alors le S,-module P(n) est un S,-module libre que ’on note P’(n) ®; k[S,]. Dans ce cas,
I’objet sous-jacent & 'opérade est juste le k-module gradué P’. La série de Poincaré devient
fr(z) =3,5,(=1)"dimP'(n)z™ et le résultat précédent reste vrai.

EXEMPLES :

— L’exemple le plus célébre est celui de 'opérade As des algebres associatives. Cette opérade
est une opérade non symétrique binaire quadratique et de Koszul. Elle est autoduale. Et,
sa série de Poincaré vaut fas(z) = 5.

— Un autre exemple de telles opérades est donné par les opérades Dias et Dend représentant
les digebres et les algeébres dendriformes (cf. [L2]). Le S,-module Dias(n) correspond a n
copies de k[S,)], d’out fpias(z) = ﬁ Quant au S,-module Dend(n), il est isomorphe
a une somme directe indicée par les arbres binaires planaires & n sommets. Le cardinal

de cet exemple est égal au nombre de Catalan ¢,. On a donc fpena(z) = % vitiz

4. Séries de Poincaré des opérades quadratiques

Le cas précédent était déja connu et donné dans [GK]. Cette article décrit la théorie de Koszul
des opérades binaires quadratiques (comme As, Com, Lie etc...). Dans ce cas particulier, on s’est
fortement servi de la relation P(,,_1) = P(n) pour pouvoir écrire '’équation fonctionnelle vérifiée
par les séries de Poincaré. Pour dépasser cette difficulté dans le cas général, il faut introduire le
poids dans la définition de la série de Poincaré. Ceci apparait naturellement lorsque I’on écrit la
série de Poincaré d’une opérade gradué par un poids comme une propérade.

4.1. Cas général. On reformule la propositon 160 dans le cadre des opérades.

PROPOSITION 167. Le compleze de Koszul se décompose en somme directe en fonction du "nombre
de feuilles” (graduation du S-module) et de la graduation totale venant du le poids

K= @ IC(d)(n)

d,n>0
ot KC(ay(n) correspond a:
Kan) : 0= Plyn) =Pl o0 P (n) == Plo P (n) = Pualn) = 0.

(1) (d-1)

On a le méme résultat pour le complexe de Koszul X' ou

K’(d)(n) : 00— ”P(id)(n) = Py(n) o \P"/(n) — o= Pla—1) o\Pfi/(n) = Pa)(n) — 0.
(d-1) (1)
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De la méme maniére que nous avions défini une série de Poincaré pour les S-bimodules gradués
pas un poids, on peut le faire pour un S-module gradué par un poids.

DEFINITION (Série de Poincaré associée & un S-module gradué par un poids). A tout S-module
gradué par un poids P, on associe la série de Poincaré

dimPgy(n) n
frlay)= Y Iy,
d>0,n>1 n

REMARQUE: Cette défintion est bien un cas particulier de série de Poincaré associée a un S-
bimodule. En effet, ces deux définitions vérifient la relation

f’P(ya z, Z) = y.f'P(za Z)
Dans ce cas particulier des opérades ’équation fonctionnelle donnée au théoréme 162 se simplifie.

PROPOSITION 168. Soit une opérade P quadratique et de Koszul, alors les séries de Poincaré
vérifient les équations

f’Pi(fP(xa y)a _y) =z et f’P(fP/(ma y)a _y) =

DEMONSTRATION. D’aprés le théoréme 162, on a

f’Pi(.f'P(xa y)a _y) = v (.f’Pi(la Xa _y)’ fP(Ya Z, y))

O

4.2. Cas non-symétrique. Comme dans le cas binaire, si P est une opérade non-symétrique,
on peut simplifier la série de Poincaré en posant

fr(z, y) Zdzm”P

et la proposition précédente reste vraie.

4.3. Exemple: Cas d’une opérade libre engendrée par une opération n-aire pour
tout n. On consideére ’opérade non symétrique libre P engendrée par ’espace V = k{Y, \i/, et
Donc P=F(V)et Pi=koV.

Remarquons que F(V)(n) est de dimension finie alors que 'espace des générateurs V est de
dimension infinie.
PROPOSITION 169. L’opérade F(V') est de Koszul.

DEMONSTRATION. Il s’agit de montrer que K4)(n) est acyclique pour n > 2. Comme Pl = k@ V,
ce complexe se réduit a:

Kan) : 020 =0=P o P (n) = Puyln) =0
(d—1)
Or, Popérade P étant sans relation, le morphisme d: Vo P (n) = P4 (n) est un isomorphisme.
(d—1)
D’ot le résultat. U

De la forme de P! on tire la série de Poincaré associée,

Ipilz, y) = Z dsz )x"yd:x+2z”y:x+y

d>0,n>1 n>2

562

1—2°

D’apres la proposition 168, on obtient

2
fr(z,y) — y% =z
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4. SERIES DE POINCARE DES OPERADES QUADRATIQUES

Ce qui implique

v+ 1) fp(z, ) — (L +2)fp(z, y) + 2 =0.
Soit P,(z) le polynéme de Poincaré du polytope du Stasheff de dimension n, aussi appelé asso-
ciaddre et noté K™ ou K, 1>. Ce polyndme s’écrit P,(y) = > _, fCel.y* ot Cel? représente I’en-
sembles des cellules de dimension & du polytope de Stasheff de dimension n. On pose, fx (z, y) =
Ym0 Pn(y)z™ la série génératrice associée a ces polynomes.
Les cellules de dimension & de K™ peuvent étre incidées par les arbres planaires a n + 2 feuilles
et n + 1 — k sommets. Cette bijection implique que fCel} = dimP,11—x(n + 2). Ce qui donne au
niveau des séries génératrices:

f’P(ma y)

n—1
T+ Z Z dimPy ykz"

n>2 k=1

= a:—I—Z(

n
n>2 k=

—1
ﬂCelﬁz__QQ_(k_l) yk) z"
1

n
= z+yz® ( iCel_, yk)z"
n>0 k=0

1 1
= z+yz’ Pn(;) (zy)" =:b—|—ya:2fK(:cy, ;)

n>0

%

En utilisant ’equation vérifiée par fp, on en trouve une pour fx

(L +y)e®) fx(z, y) + (-1 + (2 +y)z) fr(z, y) + 1 =0.
Ce qui donne la formule suivante:

PROPOSITION 170. La série génératrice associée auzx polytopes de Stasheff vérifie

1+ 2+ y)z— /1-212+y)z + y3a?

N 2(1 + y)x? '

REMARQUE: On retrouve ici le méme formule déja que celle de J.-L. Loday et M. Ronco dans
[LR2]. La méthode utilisée dans cette article est la méme qu’ici mais repose sur 1'opérade de
Koszul des trigebres dendriformes. Notons que cette égalité se démontre aussi de maniére purement

combinatoire & ’aide de la formule de récurrence qui donne le nombre d’arbres planaire & n sommets
en fonction du nombre d’arbres planaires a k& sommets, avec k < n.

fK(:Ca y)
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