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Université Louis Pasteur Strasbourg

15 novembre 2004

Président : F. Gautier (Université Louis Pasteur, Strasbourg)
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m’ont prouvé que la science et la bonne chaire ne sont pas incompatibles.
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Ma gratitude va aussi vers Hervé de Feraudy, mon ancien directeur de DEA à
Paris, ainsi que Colette Jan, son assistante. Ils m’ont toujours soutenu et j’ai pu
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On se propose dans cette thèse d’étudier le lien entre deux théories physiques
récentes et très prometteuses : la Théorie de la Fonctionnelle de Densité (TFD), ainsi
que la Théorie du Groupe de Renormalisation (TGR). La première servira de cadre
formel et versatile au développement de modèles à l’échelle quantique. La seconde
nous permettra de développer des méthodes analytiques et/ou numériques afin de
traiter des problèmes actuels comme la simulation ab initio de très grands systèmes
matériels et la turbulence hydrodynamique développée. La thèse se compose ainsi de
deux grandes thématiques :

– la première étudie les méthodes de calcul ab initio rapides de grands systèmes
atomiques et moléculaires. On y propose de traiter le cas des systèmes à faible
gap par une version améliorée du Groupe de Renormalisation d’Energie.

– la seconde développe dans le cadre de la Théorie de la Fonctionnelle de Den-
sité de Courant une méthodologie permettant d’obtenir de manière précise
l’équation du mouvement d’un fluide selon l’échelle d’observation.

Les méthodes de renormalisation ont vus le jour il y a une quarantaine d’années
en électrodynamique quantique, et sont devenues depuis, un outil d’analyse et de
prédiction redoutable dans divers domaines de la physique et des mathématiques ap-
pliquées comme par exemple : en théorie des champs, pour l’étude des transitions de
phases et des phénomènes critiques, l’étude asymptotique des systèmes dynamiques,
la turbulence développée, la percolation, la physique des polymères, ou la théorie de
la mesure . . .
Elles donnent aussi une approche intéressante et puissante dans l’étude des change-
ments d’échelle en espace et en temps et interagissent naturellement avec diverses
techniques de simulation numérique (simulation Monte-Carlo).
Le grand intérêt des méthodes de renormalisation est leur capacité à traiter des
problèmes où différentes échelles interagissent, c’est à dire des problèmes où des
phénomènes modélisés à une échelle élémentaire et ayant des interactions à courtes
portées sont susceptibles de créer des phénomènes perceptibles à grande échelle. C’est
le cas par exemple des transitions de phase dans les matériaux magnétiques, des
transitions de phase thermodynamiques, de la turbulence développée, de la transition
semi-conducteur-isolant, . . .
De plus, les méthodes de renormalisation se sont avérées être un formidable algo-
rithme numérique permettant d’envisager de traiter les systèmes quantiques dans un
temps de calcul raisonnable et avec une précision accrue.

La TFD est un formalisme alternatif au formalisme de la première quantification
utilisant les fonctions d’ondes. La TFD est particulièrement intéressante et puissante
pour le traitement des problèmes à N corps en matière condensée. Elle permet de
simplifier ces derniers et de générer des procédures de résolution numérique puissantes.
Ses applications calculatoires sont innombrables comme par exemple : structure de
bandes en physique du solide, propriétés magnétiques de certains alliages, énergies de
liaison moléculaire en chimie, la structure moléculaire en biologie et en minéralogie,
supraconducteurs soumis à un laser intense, effets relativistes dans les éléments lourds
et dans le noyau.
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Simuler ab initio un système matériel consiste à résoudre numériquement l’équation
de Schrödinger ou les équations de Kohn-Sham qui lui sont associées. Cette approche
présente des avantages considérables :

– elle est universelle, en ce sens qu’elle peut être appliquée en principe à un
système matériel quelconque et qu’elle permet d’obtenir certaines propriétés
(mécaniques, thermochimiques, optiques, magnétiques, ...) de ce système avec
une excellente précision.

– elle est autonome, en ce sens qu’il suffit de connaitre la composition d’un système
pour en déduire toutes ses propriétés : les seuls paramètres intervenant dans
le modèle sont en effet des constantes fondamentales de la physique ; aucune
donnée expérimentale propre au système étudié n’est requise.

La simulation ab initio peut donc être appliquée dans des situations où échouent
toutes les méthodes alternatives tant numériques qu’expérimentales, notamment pour
la prédiction des propriétés de composés chimiques non encore synthétisés ou encore
l’étude de milieux hostiles (conditions extrêmes de température ou de pression, ...). La
simulation ab initio de grands systèmes atomiques, qui constitue la première partie
du sujet de thèse présente deux difficultés majeures : Pour que les calculs ab initio
soient réellement exploitables dans le contexte d’un changement d’échelle, il faut
qu’ils mettent en jeu un assez grand nombre d’atomes (plusieurs milliers). Il est alors
indispensable d’avoir recours à des méthodes numériques rapides et très sophistiquées.

Il se trouve que toutes les méthodes numériques rapides développées jusqu’à
présent sont mises en échec lorsqu’on cherche à les appliquer à des systèmes métalliques
(plus généralement des systèmes à faibles gaps).

L’objet de cette partie de la thèse sera donc de développer de nouvelles techniques
numériques rapides, basées sur des méthodes dite de renormalisation, permettant ainsi
de simuler efficacement des systèmes métalliques de grande taille. Après l’étude de
diverses méthodes ab initio de complexité algorithmique linéaire (FOE, DMM, OM,
Divide & Conquer, ...) et leur application au traitement de systèmes physiques simples
(modèle en tight binding à une dimension), différentes technique basées sur le groupe
de renormalisation seront implémentées dans un code de calcul pour comparaison et
analyse numérique.

La turbulence dite développée est un des phénomènes critiques les plus difficiles
à traiter actuellement. Les équations du mouvement d’un fluide, en l’occurence les
équations de Navier-Stokes ne sont pas aptes à prédire les lois d’échelle observées lors
d’un écoulement turbulent. Typiquement, la méthode du Groupe de Renormalisation
est la meilleure candidate pour un tel programme. En effet la turbulence fait inter-
venir différentes échelles spatio-temporelles, et seule la TGR permet de comprendre
comment s’organisent et interagissent ces différentes échelles.

L’objectif de cette partie de thèse est de développer une méthode systématique
afin d’obtenir une généralisation des équations de Navier-Stokes et ce depuis l’échelle
microscopique dans le cadre d’une Théorie Quantique des Champs et au moyen de la
Théorie de la Fonctionnelle de Densité de Courant, qui est une généralisation de la
TFD. On envisagera dans de futures publications d’étudier l’évolution des équations
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effectives du mouvement en fonction de l’échelle d’observation au moyen de la méthode
du Groupe de Renormalisation.

La thèse est organisée en six parties.
La première expose des généralités physiques sur la TGR. Le chapitre (1) donne

une perspective intéressante sur le GR en le situant dans un contexte théorique et
montre que la TGR est bien plus qu’une théorie, une ”méta-théorie”. Le chapitre (2)
est une démonstration sur un modèle d’école, le modèle d’Ising et permet d’exhiber
les premiers concepts et de dérouler l’algorithme d’une méthode de renormalisation
dans l’espace réel.

La deuxième partie de la thèse est une présentation plus mathématique de la TGR.
Les chapitres (3) et (4) permettent respectivement au travers de l’analyse linéaire de
comprendre le lien entre les exposants critiques et les caractéristiques mathématiques
de l’opérateur de renormalisation, et au travers de la Théorie des Groupes et Algèbres
de Lie d’interpréter le GR comme un groupe de symétrie particulier. Le chapitre (5)
donne un point de vue intéressant en interprétant le GR comme une généralisation
du Théorème de la Limite Centrale ou Central-Limit.

La troisième partie commence au chapitre (6) par une présentation des méthodes
usuelles de calcul ab initio pour la mécanique quantique non-relativiste, et permet
d’introduire la TFD au chapitre (7). Les extensions de la TFD, comme la TFDS ou
la TFDC sont présentées succintement au chapitre (8).

La quatrième partie montre comment la TGR peut résoudre un problème de
complexité algortihmique et de précision numérique pour la simulation de systèmes
matériels à faibles gaps en DFT. Le chapitre (9) est une présentation des méthodes
dites d’ordreN , ouO(N). Le chapitre suivant (10) est une présentation d’une méthode
de renormalisation dans l’espace d’énergie (ERG) et propose une amélioration de cet
algorithme.

Enfin, la dernière partie, sûrement la plus novatrice, concerne l’application com-
binée de la TGR et de la TFDC au traitement de la turbulence et à la dérivation
des équations de Navier-Stokes généralisées. Un tour d’horizon historique sur la tur-
bulence est effectué au chapitre (11). Le chapitre suivant, Chap. (12) fait l’état des
lieux des techniques mathématiques utilisées, en particulier l’analyse fonctionnelle,
pour le traitement de l’équation de Navier-Stokes. Au chapitre (13), on décrit les
propriétés énergétiques et de symétrie de cette équation ainsi que la turbulence au
travers de lois et de théories phénoménologiques (K41). On démonte la version du
GR utilisée par les hydrodynamiciens en essayant de pointer certaines incohérences
au chapitre (14). Finalement, le dernier chapitre, Chap. (15), propose une méthode
systématique de généralisation des équations de Navier-Stokes à partir de l’échelle
microscopique et prépare le terrain à de futures applications du GR pour retrouver
les lois phénoménologiques de la turbulence.

On trouve dans la dernière partie, en annexe, les supports aux notations et aux
définitions, ainsi que les détails de certains calculs.
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4 Groupe de renormalisation et symétries 65
4.1 Groupes de Lie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
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11.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147
11.2 Un peu d’histoire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148
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C.2.1 Développement de σ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 227
C.2.2 Action effective . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 236

D Lagrangien 247
D.1 Lagrangien . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 247

D.1.1 O(ρ2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 247
D.1.2 O(ρ3) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 249
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D.3.2 Γã,b̃ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 265



Table des figures

1.1 Système non critique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
1.2 Système critique agraindi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
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Chapitre 1

Principe et cadre physique

Les méthodes de renormalisation sont incontournables en physique dès lors que
l’on s’intéresse aux propriétés asymptotiques d’un système, c’est à dire des systèmes
où des fluctuations spatiales et/ou temporelles existent à toutes les échelles.
En se basant sur l’invariance d’échelle, caractéristique inhérente aux phénomènes cri-
tiques, et sans avoir à se préoccuper (dans un certaine mesure) de la validité des ap-
proximations propres à la modélisation, elles permettent d’obtenir de manière simple
et systématique les propriétés intrinsèques, universelles et indépendantes des détails
des constituants du système. On renvoie aux ouvrages et aux articles suivants pour
plus de détails [1, 2, 3, 4].

1.1 Historique

1.1.1 Origine

Le terme ”renormalisation” a tout d’abord été utilisé par les hydrodynamiciens.
En effet, dans le cadre de l’étude du mouvement d’un corps solide dans un fluide, ces
derniers définirent au dix-neuvième siècle le concept physique de masse renormalisée,
c’est à dire la masse apparente ou effective. Cette masse s’identifie à la masse inertielle
modifiée par la présence du fluide. Elle intervient donc dans l’expression de l’énergie
cinétique et dans l’équation du mouvement. Le mouvement du solide entrâıne le fluide,
lequel en retour augmente l’inertie du corps, c’est à dire sa masse. En prenant en
compte la contribution du au fluide déplacé, on peut définir une masse renormalisée
mr telle que

1

2
mr~v

2 =
1

2
m~v2 + Ecinétique du fluide déplacé (1.1)

On se retrouve dans une situation où la cause est modifiée par l’effet dont elle
est à l’origine. Cette situation simple et classique se retrouve en électrodynamique
quantique (EDQ ou QED en anglais) où la charge de l’électron crée un champ qui agit
à son tour sur la particule et modifie ainsi sa charge. Celle-ci est donc la contribution
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26 Chapitre 1. Principe et cadre physique

de la charge de la particule ”nue” et de la charge due à l’auto-interaction de l’électron
avec le champ électrique qu’il a lui-même crée.

1.1.2 La renormalisation issue de la théorie quantique des
champs

Catastrophes ultra-violette et infra-rouge

En théorie quantique des champs en général, et historiquement en électrodynamique
quantique en particulier, on exhibe rapidement certains problèmes de divergences
dans les calculs dues aux limites spatiales d’un comportement d’échelle. C’est ce
qu’on dénomme usuellement sous le terme de catastrophe UV (ultra-violet) et IR
(infra-rouge).

– Divergences UV : elles qualifient le fait qu’il y a une infinité de processus pos-
sibles aux petites échelles, c’est à dire aux grandes fréquences. Afin de faire
aboutir les calculs, on introduit une coupure (cut-off en anglais). Le but est
de régulariser un modèle où l’échelle devient très petite en un modèle effec-
tif dépendant de la coupure. On retrouve ce problème lorsque l’on essaie de
construire une bonne théorie de la charge ponctuelle de l’électron. Les diver-
gences apparaissent dans ce cas lorsqu’on étend la charge ou la fréquence jusqu’à
l’infini pour une théorie qui ne se contrôle que dans un domaine fini. Dans le cas
de systèmes critiques, comme nous le verrons par la suite, les fréquences sont
bornées supérieurement par l’existence d’une échelle minimale.

– Divergences IR : elles qualifient les divergences apparaissant aux grandes échelles.
Elles sont une des caractéristiques fortes des systèmes critiques, voire même une
définition. Les divergences IR sont dues aux corrélations à longue portée des
constituants du système. Les fluctuations s’ajoutent de manière constructive
et ne donnent pas une moyenne nulle. Le plus souvent, les méthodes pertuba-
tives sont inefficaces et seules les méthodes issues du groupe de renormalisation
peuvent traiter ce type de problème.

Théorie quantique des champs

Avec une sémantique différente, en l’occurrence celle de la régularisation, la re-
normalisation est apparue en théorie quantique des champs en tant que technique
d’intégration sur tous les quanta virtuels de fréquence élevé. Dans les années 1950, R.
Feynman, J. Schwinger, S. Tomonaga et F. J. Dyson utilisèrent les techniques de re-
normalisation afin de venir à bout des divergences ultraviolettes en électrodynamique
quantique. De leur travail est apparu le qualificatif de théorie renormalisable, précisém-
ent une théorie où l’influence de certains phénomènes à une gamme d’échelle donnée
peut être prise en compte simplement par la modification de paramètres initiaux par
des paramètres effectifs. Laquelle gamme d’échelle est donnée par des fréquences à
une certaine valeur de coupure Λ.
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La relation fonctionnelle entre les paramètres initiaux et renormalisés peut être défini
au moyen d’opérateurs formant une structure de semi-groupe. D’où la dénomination
abusive de groupe de renormalisation. Cette abstraction a permis d’utiliser la batterie
d’outils de la théorie des groupes (Algèbres de Lie, Théorie des Représentations, ...)
afin de donner une assise mathématique puissante aux techniques de renormalisation
et d’exploiter l’existence de groupe de symétrie. En effet, le groupe de renormalisa-
tion est un groupe de symétrie particulier et donne une algorithmique pour dégager
des lois quantitatives traduisant les propriétés d’invariance donc de symétrie d’un
système.

Théorie statistique des champs

Le groupe de renormalisation a par la suite permis de s’intéresser et de traiter
les systèmes critiques, i.e les systèmes où la longueur de corrélation devient infini et
exhibe des divergences infrarouges ; ce qui empêche de découpler les échelles et de
travailler avec des quantités moyennes. De plus, la nature fractale des phénomènes
critiques pousse à chercher des lois d’échelle, c’est à dire des lois en puissance. Comme
le montrera le chapitre suivant, la stratégie des méthodes de renormalisation est de
chercher à déterminer les couplages entre échelles et par là même de comprendre
comment les fluctuations s’organisent.

Théorie des systèmes dynamiques

Depuis quelques années, les techniques de renormalisation ont permis d’envisager
de comprendre l’apparition du chaos dans les systèmes dynamiques, autrement dit
dans les systèmes à invariance d’échelle temporelle.

1.1.3 Universalité des phénomènes critiques

Règle de structure d’un système physique

On dénommera sous le terme de système le support physique d’un phénomène. Ha-
bituellement en sciences physiques, il convient d’étudier un phénomène en le placant si
possible dans le cadre d’une théorie et en lui associant un modèle formel (hamiltonien,
équations d’équilibre ou d’évolution,...) qu’on appelle une règle de structure, suscep-
tibles de prédire les quantités pertinentes {Oi} ou fonctions d’état, dépendantes de
paramètres {αj}. La modélisation est une étape essentielle, puisque elle doit générer
des équations solvables aisément, mais doit aussi permettre de reproduire certaines
caractéristiques complexes du dit phénomène. Elle dépend profondément de l’échelle
à laquelle on l’observe. Les états du système modélisé sont représentés par un point
dans un espace appelé espace de phase, l’évolution du système dans cet espace étant
décrite à l’aide de la règle de structure invoquée.
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Généricité d’un phénomène

Certains phénomènes restent qualitativement stables sous une faible modification
des modèles, de la géométrie ou de toute autre caractéristiques du système physique.
On les qualifie alors de phénomènes génériques. Cette définition s’étend aux systèmes
eux mêmes : un système est générique si les systèmes voisins (dans une topologie
à préciser) possèdent les mêmes propriétés. On peut rapprocher cette définition de
généricité de celle de stabilité structurelle, développée par René Thom dans sa Théorie
des Catastrophes [5, 6], lesquelles catastrophes se produisent dès lors que la règle de
structure du système n’est plus structurellement stable.
Le physicien ne se préoccupe que des systèmes génériques car si de faibles perturba-
tions détruisent un phénomène, celui-ci ne pourra jamais être observé expérimental-
ement. Pour qu’il le soit, il doit dépendre uniquement de paramètres tels que la di-
mension de l’espace réel et de l’espace de phase, du nombre de paramètres extérieurs
indépendants, de la régularité des modèles et des règles de structure, du comporte-
ment asymptotique de certaines grandeurs, et des symétries du système. Par contre,
il ne doit pas dépendre des conditions initiales ou aux limites du modèle choisi, ni des
diverses approximations utilisées.
Pour les phénomènes critiques, seules les propriétés génériques ont un intérêt et on
néglige les résultats obtenus pour des modèles particuliers. En fait, on ne s’intéresse
plus aux valeurs des observables {Oi({αj})}, mais plutôt aux relations fonctionnelles
({αj} 7→ Oi).

Transformation d’échelle

La nécessité de ne s’intéresser qu’aux propriétés génériques des phénomènes cri-
tiques provient aussi de la très grande sensibilité des fonctions d’état d’un système
critique à ses détails microscopiques. En effet, la moindre perturbation est répercutée
à toutes les échelles. Finalement, seule la relation fonctionnelle ({αj} 7→ Oi) sera
conservée, puisqu’elle seule a une réalité physique. Certaines fonctions d’état di-
vergent au point critique, et donc leur valeurs importent peu, seule la manière dont
elles divergent permet de donner une information sur les mécanismes à l’origine du
phénomène critique.
De plus, il apparait au point critique un comportement coopératif des degrés de li-
bertés microscopiques, leurs détails physiques ne jouant un rôle qu’à partir du moment
où ils influent sur la structure collective.
Cela implique donc de se passer de l’étude du système et de ne se préoccuper que des
transformations d’échelle. On cherchera à prouver l’existence de lois d’échelle du type
Oi({αj}) ∼ O0 ·α

γij

j en déterminant l’exposant γij. Ce dernier est un exposant univer-
sel pour une classe de modèles donnés. De manière concrète on essaiera d’expliciter
l’évolution des fonctions d’états ainsi que des fonctions de corrélation sous un change-
ment d’échelle. Techniquement, l’invariance d’échelle sous certaines transformations
exhibera la structure et l’organisation hiérarchique responsable de la criticité.
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Classes d’universalité de phénomènes critiques

Les systèmes critiques exhibant les mêmes propriétés d’invariance sous une trans-
formation d’échelle ou associée à toute autre symétrie, appartiendront à une même
classe d’universalité. On essaiera donc de développer des résultats au sein de classes
d’universalités en ne se préoccupant que des propriétés génériques.

1.1.4 Echelles phénoménologiques

Echelle caractéristique

Un système physique peut présenter des propriétés différentes suivant l’échelle
où on l’observe. La notion d’échelle caractéristique d’un phénomène va permettre de
créer une hiérarchie entre les structures observées, les interactions, les corrélations,
et les effets extérieurs. Elle indique la distance de variation typique d’une grandeur.
On ne peut malheureusement donner un sens quantitatif à cette notion pour tous les
systèmes physiques étudiés. On doit souvent se contenter d’une notion qualitative.
Cependant deux situations physiques de référence permettent de définir quantitati-
vement cette notion :

– Une observable de type ondulatoire : Ψ(x) = Ψ0 cos(kx). Dans ce cas, la lon-
gueur caractéristique est la longueur d’onde lΨ ≡ λΨ = 2π

k
.

– Une observable de type exponentielle : Ψ(x) = Ψ0e
x
ξ . Ici, la longueur ca-

ractéristique est lΨ = |ξ|.

Dans les autres cas, on peut introduire une échelle caractéristique de variation de Ψ
de différentes manières en utilisant des moyennes spatiales. Il faut toutefois garder à
l’esprit que seul l’ordre de grandeur importe et que l’échelle caractéristique ne doit
pas varier brutalement si les paramètres intervenant dans le calcul de ces moyennes
varient sensiblement :

– Si Ψ est une fonction oscillante, il suffit de chercher dans le spectre de Fourier
de Ψ, la ou les composantes maximales. Si il n’y en a qu’une, sa longueur
d’onde fournit immédiatement l’échelle caractéristique. Si il y en a plusieurs,
cela signifie qu’il existe plusieurs échelles caractéristiques et la question n’a pas
de sens. On peut proposer la formule empirique suivante où <> désigne une
moyenne sur un grand nombre d’oscillations :

lΨ = 2 · < sup Ψ > − < inf Ψ >

< |dΨ
dx
| >

(1.2)

Dans le cas d’une onde sinusoidale, on retrouve sa longueur d’onde.

– Si Ψ est essentiellement monotone, on cherche dans son spectre de Laplace, le
point p0 autour duquel les composantes sont maximales. Il suffit de prendre alors
lΨ = 1

|<(p0)| où < désigne la partie réelle d’un complexe. On peut généraliser :
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lΨ =
< |Ψ| >
< |dΨ

dx
| >

(1.3)

– Si Ψ est une densité telle que x2Ψ(x) soit intégrable sur Rd. On définit l’échelle
caractéristique comme :

lΨ =

√∫
Rd ||x− x̄||2Ψ(x)ddx∫

Rd Ψ(x)ddx
(1.4)

où le barycentre x̄ est déterminé par

x̄ =

∫
Rd xΨ(x)ddx∫
Rd Ψ(x)ddx

(1.5)

Dans le cas où Ψ est la densité d’un vecteur aléatoire, x̄ est son espérance, et
le carré de l’échelle caractéritique l2Ψ est sa variance.

– Dans le cas, très intéressant, où Ψ dépend d’un paramètre α selon

Ψα(x) = ϕ

(
x

α

)
(1.6)

on en tire immédiatement la relation liant les longueurs caractéristiques de Ψ
et de ϕ

lΨα = α · lϕ (1.7)

Echelle d’observation

Il s’agit de l’échelle caractéristique maximale. Son intérêt réside dans le fait qu’elle
est l’échelle de description des propriétés du système mais aussi l’échelle caractéristique
des contraintes extérieures. Dans le paradigme développé pour l’étude des systèmes
critiques, un des enjeux majeurs est de relier les grandeurs exprimées à cette échelle
aux variables aléatoires décrivant sa structure aux échelles inférieures.

Echelle minimale

C’est l’échelle des configurations du système. C’est aussi l’échelle de discrétisation
du système : on ne distingue plus ce qui est inférieur à cette échelle. Les sous-systèmes
constitués par cette discrétisation sont les constituants élémentaires du système glo-
bal. Ils ne sont pas divisibles, n’ont pas de structure interne et peuvent être assimilés
à des points lorsqu’on les observe de loin.
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1.1.5 Echelles relatives

On associera désormais et de manière relative les termes microscopique, mésoscopique,
et macroscopique aux échelles suivantes :

– microscopique à l’échelle minimale a des phénomènes étudiés

– macroscopique à la plus grande échelle d’observation L

– mésoscopique à l’échelle intermédiaire l telle que a� l� L

1.1.6 Limite thermodynamique et régime asymptotique

La principale caractéristique des phénomènes critiques est, rappelons le, la di-
vergence de la portée des corrélations entre éléments du système. Afin de pouvoir
les mettre en évidence, le système doit être formellement adapté au niveau de cer-
taines de ses caractéristiques géométriques pour un système spatialement étendu, et
temporel pour un système dynamique.

Limite thermodynamique

Les grandeurs globales seront d’abord ramenées à des grandeurs volumiques, puis
passée à la limite L→∞ mais à densité constante. Cette opération souvent qualifée
de limite thermodynamique permet d’utiliser les propriétés de symétries d’un système,
comme par exemple l’invariance par translation, mais aussi de donner un sens à la
notion de divergence des corrélations statistiques.

Dans le cas d’un système spatialement étendu, si d est la dimension de l’espace,
on peut montrer que le nombre relatif de constituants impliqués dans des effets de
bord varie comme 1

L
. Dans la limite L → ∞, les effets de bord deviennent donc

négligeables.

Régime asymptotique

A l’instar de la limite thermodynamique, le régime asymptotique qualifie l’évolution
d’un système dynamique sur un intervalle de temps [t0, t0 + T ] où t0 et T doivent
être suffisamment grand respectivement pour que le régime permanent ait pu s’ins-
taller, et pour que la notion de divergence d’un temps caractéristique ait un sens.
De manière analogue aux effets de bord pour les systèmes spatiaux, les conditions
initiales perdent leur capacité à perturber le système dès lors que t0 est grand. En
effet, le poids statistique des phénomènes observés pendant [0, t0] n’influencera pas
les moyennes temporelles calculées un tant soit peu que T � t0.

Remarque 1.1.1 Lorsque ces limites ne sont pas atteintes les propriétés des systèmes
critiques sont fortement modifées. On parle alors d’effets de taille finie.
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1.1.7 Lois d’échelle, exposants critiques et paramètres de
contrôle

Une loi d’échelle caractérise un comportement en puissance d’une fonction d’état
F d’un système par rapport à une variable x au voisinage d’un point donné x = xc
de la forme F(x) ∼ A · (x− xc)γ. On peut ne plus faire référence à la constante A en
écrivant F(kx) ∼ kγF(x).
Si x est défini à gauche et à droite de xc, l’exposant γ peut prendre dans ce cas deux
valeurs distinctes γ− et γ+ et la loi d’échelle s’exprimera

F(x) ∼ A+ · (x− xc)
γ+ , x ≥ xc

F(x) ∼ A− · (xc − x)γ− , x ≤ xc (1.8)

Il est évident que le point xc est une singularité, puisque dnF(x)
dxn diverge en xc dès

lors que γ+ < 1 ou γ− < 1.

Remarque 1.1.2 On peut généraliser cette définition à des fonctions de plusieurs va-
riables, comme par exemple dans le cas de deux variables : F(x, y) ∼ A · [(x−xc)(y−
yc)

−β]γ. Dans la pratique, on ne s’intéressera jamais à ce cas, car un phénomène régit
par les variations de plusieurs paramètres n’est pas structurellement stable.
Les systèmes dynamiques exhibent souvent ce type de caractéristiques. En effet, un
paramètre contrôle l’état les propriétés statiques, donc a fortiori d’équilibre, un autre
contrôlant les propriétés dynamiques, comme le bruit par exemple.

Paramètre de contrôle

Un paramètre de contrôle est par définition une grandeur permettant de modifier
les propriétés statiques et dynamiques d’un système sans en être influencé en retour.
Bien entendu, le qualificatif ”paramètre de contrôle” dépend fortement du modèle
choisi, ainsi que de son échelle spatiale ou temporelle. Un paramètre de contrôle est
au sens premier un paramètre qui peut être ajusté à l’échelle macroscopique, et qui
intervient dans la règle de structure en donnant une mesure de l’importance d’une
influence extérieure. Ces paramètres de contrôle sont souvent des grandeurs intensives,
comme par exemple la température, la pression, la densité, un champ électrique ou
magnétique, une force d’entrainement en hydrodynamique.
Les paramètres internes forment une autre classe de paramètres de contrôle. Ce sont
des grandeurs que l’on peut considérer comme constante dès lors que leur evolution
temporelle est beaucoup plus lente que celle du phénomène étudié. Dans le cas où
leur temps caractéristique est court par rapport à celui du phénomène étudié, on
les assimile dans ce cas à leur moyenne temporelle. Des exemples typiques de tels
paramètres sont les constantes de couplage, de diffusion. La relation fonctionnelle
entre ces paramètres et l’environnement du système est difficile à expliciter. Si bien
que ce sont les paramètres internes qui seront les paramètres pertinents et non les
paramètres directement réglables.
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1.2 Méthodes de renormalisation

1.2.1 Objectifs

Les propriétés d’un système critique S(xc) ne sont pas correctement expliquées en
prenant la limite x → xc pour un système non critique S(x). On introduit donc les
méthodes de renormalisation pour résoudre ce problème. La difficulté sous-jacente aux
systèmes critiques est de comprendre et d’expliquer pourquoi des interactions à courte
portée engendrent des phénomènes perceptibles à grande échelle. Dans le paradigme
de la physique actuelle, on admet généralement que c’est l’existence de comportements
collectifs hiérarchisés depuis les échelles microscopiques jusqu’aux échelles macrosco-
piques qui est responsable des phénomènes critiques. La hiérarchie impose donc de ne
s’interesser qu’à la manière dont les constituants microscopiques coopèrent et non aux
détails de leur constitution. De plus, il est important de relier les différentes échelles
entre elles, afin de mettre en evidence d’éventuelles invariances d’échelle.

Limitations des méthodes classiques

On se rend très facilement compte que les approches physiques et mathématiques
usuelles échouent pour l’étude des phénomènes critiques. Et ce, pour plusieurs raisons :

– un phénomène critique est caractérisé par une longueur de corrélation ξ diver-
gente, empêchant ainsi une analyse locale

– le fait que le système de taille L est supposé homogène à une échelle l � L,
comme par exemple dans les théories de champ moyen où l’on remplace les in-
teractions entre constituants élémentaires par une interaction externe homogène
et indépendante des propriétés statistiques du système, est incompatible avec
la divergence de la longueur de corrélation

– on constate par simulation ou expérimentalement que ξ donne la dimension
des inhomogénéités microscopiques du phénomène . Si ξ diverge alors, on ne
peut traiter perturbativement les fluctuations statistiques depuis une échelle
macroscopique qui ne fait intervenir que des valeurs moyennes

– les fonctions d’état ne sont pas analytiques au voisinages d’un point critique. Il
est donc impossible d’effectuer un traitement perturbatif. De plus la convergence
du développement est de plus en plus lente dès lors que l’on se rapproche du
point critique

– pour une fonction d’état FN(x) donnée et bien que l’on observe lim
x→xc

lim
N→∞

FN(x)

et que l’on sait plutôt calculer lim
N→∞

lim
x→xc

FN(x), on ne peut intervertir les limites

thermodynamiques et critiques (à tous les ordres de dérivation par rapport à x
en xc)

lim
N→∞

lim
x→xc

dk

dxk
FN(x) 6= lim

x→xc

lim
N→∞

dk

dxk
FN(x) , k ∈ N (1.9)
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Algorithmique des méthodes de renormalisation

Les méthodes de renormalisation vont pouvoir quant à elles :

– prouver l’existence de lois d’échelle

– déterminer les exposants critiques

– montrer le caractère universel du phénomène critique et exhiber sa classe d’uni-
versalité

ξ

  
iS

Fig. 1.1 – Système non critique

Pour décrire un système S à l’échelle macroscopique, les méthodes de renormali-
sation doivent tout d’abord réduire le nombre de degrés de liberté, qui est a priori
infini. De plus, la longueur de corrélation ξ étant elle aussi infinie, il n’est pas possible
de se contenter d’un échantillon de taille inférieure à ξ.

l

l

Fig. 1.2 – Système critique agraindi

Afin d’utiliser au mieux l’invariance d’échelle due à la divergence de ξ, on effec-
tue un agraindissement, ou changement de grain (coarse-graining en anglais) : on
décompose S en sous-système emboités déductibles les uns des autres par des chan-
gements d’échelle. On décrit ainsi le système à une échelle agraindie d’un facteur k.
Ce qui permet de diminuer la criticité du système puisque la longueur de corrélation
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devient ξ
k

et d’augmenter la résolution au voisinage d’une singularité dans l’espace de
Fourier.

L’algorithme d’une méthode de renormalisation est décrit comme suit :

1. on explicite l’espace des règles de structure Φ, c’est à dire un sous-ensemble des
fonctions ϕ définies sur l’espace de phase X du système S

2. on introduit un opérateur de renormalisation Rk, k > 1, agissant dans l’espace
Φ. On préfère étudier la relation, i.e une règle de structure ϕ ∈ Φ, entre les
états du système S et les données du problème, plutôt que d’étudier l’évolution
du système dans l’espace de phase X . On déplace ainsi l’analyse du système de
X à Φ

3. on réduit en même temps le nombre de degrés de liberté d’un facteur k à l’aide
d’une opération de décimation et on modifie la règle de structure ϕ ∈ Φ. On
effectue un changement d’échelle adapté, afin de conserver certains invariants
physiques du système (échelle minimale par exemple). On affaiblit ainsi le ca-
ractère critique puisque la longueur de corrélation est divisée par k. L’opérateur
de renormalisation Rk doit être concu de telle manière que l’invariance d’échelle
crée une invariance de la règle de structure ϕ = Rkϕ. Supposons de plus que
la règle de structure ϕ dépende en plus d’un paramètre de contrôle x. Dans ce
cas il est très utile de reporter la renormalisation sur ce paramètre x au moyen
d’un autre opérateur rk tel qu’au voisinage de la valeur critique du paramètre
x = xc , on ait la relation Rkϕx = ϕrkx, amenant ainsi à un autre problème de
point fixe rkxc = xc.

4. on essaie de prouver l’existence d’un point fixe hyperbolique ϕ∗ ∈ Φ. On renvoie
à [3, 19] pour la définition d’un point fixe hyperbolique. Une analyse différentielle
au voisinage de ce dernier permet d’expliciter les exposants comme des fonctions
du logarithme des valeurs propres du linéarisé de Rk au voisinage de ϕ∗, c’est
à dire DRk(ϕ

∗).

1.2.2 Classes d’universalité

L’ensemble des règles de structure convergeant vers le même point fixe est donc
une classe d’universalité. Le point fixe ϕ∗ est donc un représentant de cette classe
d’universalité et peut être considéré comme un système universel. On verra plus loin
qu’une classe d’universalité est du point de vue de la géométrie et du calcul différentiel
une variété hyperbolique.
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Chapitre 2

Exemple de système critique

L’archétype du système critique est le modèle d’Ising [7, 9]. C’est pourquoi on se
propose de concrétiser une méthode de renormalisation sur ce système. Il constitue
un excellent modèle de référence en Théorie Quantique et Statistique des Champs
[10, 11, 12, 13, 14].

2.1 Modèles d’Ising

2.1.1 Introduction

Les modèles rencontrés en physique statistique sont souvent des modèles sur
réseau, comme par exemple les modèles pour l’étude du magnétisme. Le modèle
d’Ising est un modèle de spin pour le ferromagnétisme, considéré comme l’archétype
des problèmes de transition de phase, permettant de développer rapidement et très
simplement une méthode de renormalisation spatiale adaptée aux phénomènes appa-
raissant à la limite thermodynamique.
Sachant que l’interaction entre spins est à courte portée, l’hamiltonien le plus simple
qui tend à les aligner est celui de Heisenberg qualifié de quantique.

H = −J
∑
<i,j>

σi · σj (2.1)

où J est une constante de couplage positive, les {σi} sont des matrices de Pauli, et
le symbole <,> indiquant une sommation sur les plus proches voisins.

Il se trouve que les effets quantiques n’ont pas d’influence au voisinage de la
température critique à moins que cette dernière ne soit nulle. Il est donc possible
de remplacer les matrices de Pauli par des vecteurs classiques {Si} normalisés afin
d’obtenir ce qui est communément appelé le modèle de Heisenberg classique. Mal-
heureusement ce modèle est encore trop complexe et c’est pourquoi Lenz proposa en
1920 à son étudiant Ising comme sujet de thèse son étude au travers d’une simpli-
cation supplémentaire : les vecteurs sont remplacés par des scalaires ne prenant que
des valeurs ne pouvant être que ±1 et considérés comme toujours parallèles à un axe
fixe. Ce modèle décrit précisément un système de spins fixés aux noeuds d’un réseau

37
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régulier et en équilibre thermique par rapport à une température T = 1
kBβ

. On ob-
tient la valeur physique des spins en multipliant Si par une constante µ dépendant
de la nature physique du spin. On se permet de restreindre le couplage des spins en
raison de la faible portée. Puisque les phénomènes critiques dépendent fortement de
la dimension du paramètre d’ordre, en l’occurence la dimension du spin, trois dans le
cas de Heisenberg classique, un dans le cas d’Ising, la description quantitative risque
d’être peu vraisemblable. On espère seulement des résultats qualitatifs. l’hamiltonien
du modèle d’Ising s’écrit donc comme

H = −J
∑
<i,j>

Si · Sj (2.2)

s1       s2   

(a)

lξ

Fig. 2.1 – Modèle d’Ising 1D

Toutefois pour des raisons calculatoires on introduit un champ magnétique sur
chaque site du modèle et on se donne la possibilité d’avoir des couplages {Jij}
différents entre chaque site, ce qui donne

H = −1

2

N∑
i,j=1

JijSi · Sj −
N∑
j=1

Bj · Sj = −1

2
tS · J · S − tB · S (2.3)

où on définit 

S = (S1, . . . , SN)

J =

 J11 J12 . . .
J21 J22 . . .
...

...
. . .


B = (B1, . . . , BN)

2.1.2 Forme usuelle de la fonction de partition

Dans la théorie des phénomènes critiques, le calcul des exposants critiques s’appuie
essentiellement sur le calcul de la fonction de partition. Les quantités pertinentes
devant être calculées pour décrire le modèle d’Ising sont donc :

– La fonction de partition ou fonctionnelle génératrice des fonctions de corrélation
dans le langage de la théorie quantique des champs, elle s’écrit comme

Z =
∑
{Si}

e−βE({Si}) (2.4)
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où β est l’inverse de la température.
– L’aimantation sur site

< Si >=
1

Z

∑
{Si}

Sie
−βE({Si}) (2.5)

– La fonction de corrélation à deux points

Gij =< SiSj > − < Si >< Sj > (2.6)

Puisque
∂Z

∂Bi

=
∑
{Si}

βSie
−βE({Si}) (2.7)

on en déduit immédiatement que

< Si >=
1

βZ

∂Z

∂Bi

=
1

β

∂ ln(Z)

∂Bi

(2.8)

De la même manière,

∂2Z

∂Bi∂Bj

= β2
∑
{Si}

βSiSje
−βE({Si}) (2.9)

et donc

< SiSj >=
1

β2Z

∂2Z

∂Bi∂Bj

(2.10)

On peut donc finalement écrire que

Gij = < SiSj > − < Si >< Sj >

=
1

β2Z

∂2Z

∂Bi∂Bj

− 1

β2Z2

∂Z

∂Bi

∂Z

∂Bj

=
1

β2

∂2 ln(Z)

∂Bi∂Bj

=
1

β

∂ < Sj >

∂Bi

(2.11)

La fonction de corrélation connexe Gij est donc directement reliée aux dérivées
de ln(Z) que l’on appelle la fonctionnelle génératrice des fonctions de corrélation
connexe. On voit que la quantité centrale est la fonctionnelle Z({Bi}). Le fait que
Z dépendent des champs magnétiques empêche d’avoir une approche plus physique
car la quantité accessible expérimentalement est l’aimantation. Il faudrait pour cela
changer de variables et décrire le système en terme d’aimantation. On y arrive en
effectuant une transformation de Legendre qui permet de passer de l’énergie libre
F ({< Si >}; β) = − 1

β
ln(Z({Bi}; β)) au potentiel de Gibbs (ou potentiel thermody-

namique) Γ({< Si >}; β) selon
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F ({< Si >}; β) = Γ({< Si >}; β) +
N∑
j=1

Bj· < Sj > (2.12)

On en tire rapidement quelques relations très utiles

< Si >= − ∂F

∂Bi

(2.13)

∂Γ

∂ < Si >
= Bi (2.14)

∂2Γ

∂ < Si > ∂ < Sj >
=

∂Bi

∂ < Sj >
(2.15)

Les champs {Bi} sont fonction des aimantations {< Si >}, elles mêmes fonction
des champs {Bk}. On a naturellement

∂Bi

∂Bk

= δik =
∑
j

∂Bi

∂ < Sj >
· ∂ < Sj >

∂Bk

(2.16)

D’après (2.11)(2.15)

δik =
∑
j

∂2Γ

∂ < Si > ∂ < Sj >
· ∂ < Sj >

∂Bk

(2.17)

D’où l’on tire que

G−1
ij = β

∂2Γ

∂ < Si > ∂ < Sj >
(2.18)

Cette relation est souvent mise à profit pour calculer à l’aide de sa transformée
de Fourier la longueur de corrélation ξ, celle-ci étant définie par

Gij ≡ G(~ri − ~rj) = e−
|~ri−~rj|

ξ (2.19)

2.1.3 Approximation de champ moyen

On va donc commencer par une approximation assez usuelle en physique statis-
tique : l’approximation de champ moyen. Elle consiste à considérer que les fluctuations
des degrés de libertés par rapport à leur valeurs moyennes sont petites. Si on définit
δSi comme δSi = Si− < Si >, on va donc négliger les termes d’ordre deux en δS. Ce
qui donne
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SiSj = (δSi+ < Si >)(δSj+ < Sj >)

' < Si >< Sj > +δSi < Sj > +δSj < Si >

' Si < Sj > +Sj < Si > − < Si >< Sj > (2.20)

On va pouvoir reécrire l’hamiltonien sous la forme

H = −1

2

∑
i,j

Jij(Si < Sj > +Sj < Si > − < Si >< Sj >)−
∑
i

BiSi

= −
∑
i

(
Bi +

∑
j

Jij < Sj >

)
︸ ︷︷ ︸

Beff
i

Si +
1

2

∑
ij

Jij < Si >< Sj > (2.21)

Cet hamiltonien est celui d’un système de spins paramagnétiques découplés. La
fonction de partition devient donc

Z =
∑
{Si}

e−βH = e
−β

2

P
ij
Jij<Si><Sj>∏

i

Zi (2.22)

où

Zi =
∑

{Si=±1}

eβB
eff
i Si = 2 cosh(βBeff

i ) (2.23)

Finalement, on obtient une équation non-linéaire pour l’aimantation

mi ≡< Si >= tanh

[
β(Bi +

∑
j

Jijmj)

]
(2.24)

En champ nul, cette relation devient

mi ≡< Si >= tanh

[
β
∑
j

Jijmj

]
(2.25)

La solution mi = 0, ∀i, est triviale, mais il importe de trouver une solution à
basse température. Si par exemple on considère un réseau cubique en dimension D
avec couplages J > 0 entre premiers voisins, alors à température nulle, la configuration
de plus basse énergie correspond à une solution d’aimantation uniforme mi = ±1 ∀i.
Cette aimantation uniforme m doit par conséquent vérifier
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m = tanh(β2DJm) (2.26)

Cette équation n’a de solution non nulle que si β2DJ > 1, ce qui donne donc une
température

T < T0 = 2DJ (2.27)

L’approximation de champ moyen prédit donc l’existence d’une aimantation spon-
tanée en dessous de T0, ce qui nous le verrons plus loin n’est pas valide pour de
faibles dimensions.

Calcul du potentiel thermodynamique

On peut inverser (2.24) en

Bi =
1

β
tanh−1mi −

∑
j

Jijmj (2.28)

ce qui permet de calculer l’énergie libre comme

F (β; {Bi}) = − 1

β
lnZ(β; {Bi})

=
−1

β
N ln 2− 1

β

∑
i

ln cosh

[
β(Bi +

∑
j

Jijmj

]
+

1

2

∑
i,j

Jijmimj (2.29)

Par transformée de Legendre on retrouve le potentiel thermodynamique

Γ(β; {mi}) = F (β; {Bi(mj)}) +
∑
i

Bimi

=
−1

β
N ln 2− 1

β

∑
i

ln cosh tanh−1(mi)

+
1

2

∑
i,j

Jijmimj +
1

β

∑
i

ln cosh tanh−1mi

−
∑
i,j

Jijmimj (2.30)

Sachant que cosh tanh−1(x) = 1√
1−x2 et que tanh−1(x) = 1

2
ln 1+x

1−x , on trouve fina-
lement
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Γ(β; {mi}) =
−1

β
N ln 2 +

1

2β

∑
i

{(1 +mi) ln(1 +mi) + (1−mi) ln(1−mi)}

− 1

2

∑
i,j

Jijmimj (2.31)

Susceptibilité uniforme Dans le cas des solutions uniformes m = mi, et pour
un réseau cubique en dimension D avec interaction J > 0 au plus proche voisin, on
obtient

Γ(β; {mi}) =
−1

β
N ln 2 +

N

2β
{(1 +m) ln(1 +m) + (1−m) ln(1−m)}

− NJDm2 (2.32)

Le potentiel de Gibbs par site est donné selon γ(β; {mi}) = Γ(β; {mi})/N . Un
développement limité à l’ordre 4 pour m petit nous donne

γ(β; {mi}) ' −T ln 2 +
m2

2
(T − 2JD) +

T

12
m4 (2.33)

autrement dit

γ(β; {mi}) ' −T ln 2 +
m2

2
(T − T0) +

T

12
m4 (2.34)

Lorsque T < T0 il n’y a qu’un seul minimum en m = 0. Par contre lorsque T > T0

il y a un minimum deux fois dégénérés, ce qui est donc une transition de phase.
La susceptibilité magnétique est donnée par l’expression

χ−1 =

(
∂B

∂m

)
m=0

=

(
∂2γ

∂m2

)
m=0

= T − T0 (2.35)

Les raisonnements issus de considérations de lois d’échelle annoncent que la sus-
ceptibilité magnétique doit se comporter comme

χ ∝ (T − T0)
−γ (2.36)

On voit que l’approximation du champ moyen nous donne un exposant critique
γ = 1.
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Fonction de corrélation

L’approche de champ moyen ne peut être valide que lorsque < δSiδSj > est faible.
Il est donc nécessaire de déterminer la décroissance de cette fonction spatiale afin de
connaitre la validité spatiale de l’approximation de champ moyen. Pour ce faire on
calcule

< δSiδSj >=< SiSj > − < Si >< Sj >≡ Gij (2.37)

Ainsi le calcul de la quantité < δSiδSj > se fera au travers de celui de la fonction
de corrélation qui est reliée au potentiel thermodynamique par

1

β
G−1
ij =

∂2Γ

∂mi∂mj

(2.38)

ce qui se simplifie en

TG−1
ij = −Jij + δij

1

2β

(
1

1 +mi

+
1

1−mi

)
(2.39)

Dans la phase haute température l’agitation thermique détruit l’ordre etmi = 0 ∀i.
Ce qui donne donc

TG−1
ij = −Jij + Tδij (2.40)

La transformée de Fourier en espace de cette équation donne immédiatement

TG−1(~q) = −2J
D∑
k=1

cos(qk) + T (2.41)

D’où

G(~q) =
T

T − 2J
D∑
k=1

cos(qk)

(2.42)

La transformée de Fourier inverse en espace nous donne

Gij =
1

(2π)D

∫
ZB

dD~q G(~q)e−i~q·(~ri−~rj)

=
T

(2π)D

∫
ZB

dD~q
e−i~q·(~ri−~rj)

T − 2J
D∑
k=1

cos(qk)

(2.43)
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Ce sont les modes à petite longueur d’onde qui dominent dans cette intégrale, on
peut donc l’approcher par

Gij ' T

(2π)D

∫
ZB

dD~q
e−i~q·(~ri−~rj)

T − T0 + Jq2
(2.44)

Considérons le cas D = 3, et en posant ~r = ~ri−~rj, une intégration en coordonnées
sphériques donne

G(~r) ' T

(2π)3

∫
2π sin θdθ

∫ +∞

0

dq q2 e−iqr cos θ

T−T0

J
+ q2

1

J

' T

J(2π)2

∫ +∞

0

dq
q2

ξ−2 + q2

∫
dθ sin θe−iqr cos θ (2.45)

où ξ =
√

J
T−T0

. Finalement l’intégration en fermant le contour par le haut pour

englober le pôle q = iξ−1 amène à

G(~r) =
T

J

1

2π

e−r/ξ

r
(2.46)

ξ est donc interprétée comme une longueur de corrélation. Les lois d’échelle prédisent
une loi de puissance pour la longueur de corrélation en (T − T0)

−ν . On trouve donc
à l’approximation de champ moyen que ν = 1

2
.

On voit que lim
|T−T0|→+∞

ξ = 0, et que lim
|T−T0|→+∞

G(~r) = 0. On en déduit que loin du

point critique, l’approximation de champ donne des résultats corrects. Mais au voi-
sinage du point critique, les spins étant corrélés sur de grandes distances, G(~r) est
grand. L’approximation de champ moyen est mise en défaut sur cette prédiction et
est donc mauvaise.

2.1.4 Fonction de partition sous forme d’intégrale de chemin

Le calcul de la fonction de partition n’est en général pas du tout trivial. Sous sa
forme usuelle, la fonction de partition ne permet pas de développer naturellement
une méthode permettant de raffiner les corrections vis à vis des approximations de
départ. On peut cependant le faire de manière systématique en écrivant la fonction
de partition sous forme d’intégrale fonctionnelle.

Afin de simplifier les notations, on pose


A = βJ
C = βB

Z =
∑
{S}

e
1
2

tS·A·S+tC·S
(2.47)
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On va utiliser l’intégrale gaussienne pour ramener cette expression à une expression
linéaire en S, ce qui devrait permettre de faire aboutir la somme sur les différentes
configurations. Pour cela on utilise le fait que

e
1
2

tS·A·S =
1

Z(0)

∫ N∏
i=1

dxie
− 1

2
tx·A−1·x+tS·x (2.48)

avec

Z(0) = (2π)
N
2

1√
detA−1

= (2π)
N
2

√
detA (2.49)

ce qui donne donc

Z =
∑
{S}

1

(2π)
N
2

√
detA

∫ N∏
i=1

dxie
− 1

2
tx·A−1·x+tS·x+tS·C (2.50)

Le changement de variables ϕ := x+ C permet de reécrire cette relation

Z =
1

(2π)
N
2

√
detA

e−
1
2

tC·A−1·C
∫ N∏

i=1

dϕi e
− 1

2
tϕ·A−1·ϕ+tC·A−1·ϕ ·

∑
{S}

e
tS·ϕ (2.51)

La somme discrète peut être aisément calculée

∑
{S}

e
tS·ϕ =

∑
S1 = ±1
S2 = ±1

...

eSiϕi =
∏
i

∑
{Si=±1}

eSiϕi

(2.52)

=
∏
i

(eϕi + e−ϕi)

(2.53)

= 2N
∏
i

cosh(ϕi) (2.54)

Ainsi, la fonction de partition peut s’écrire

Z =
1

(2π)
N
2

√
detA

e−
1
2

tC·A−1·C
∫ N∏

i=1

dϕi e
− 1

2
tϕ·A−1·ϕ+tC·A−1·ϕ · 2N

∏
i

cosh(ϕi)

(2.55)

=
1

(2π)
N
2

√
detA

e−
1
2

tC·A−1·C
∫ N∏

i=1

dϕi e
− 1

2
tϕ·A−1·ϕ+Ct·A−1·ϕ−U(ϕ)

(2.56)

(2.57)
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avec U(ϕ) = −N ln(2)−
∑
i

ln cosh(ϕi). En utilisant la définition 2.47, on obtient

finalement

Z =
1

(2π)
N
2

√
det tβJ

e−
β
2
Bt·J−1·B

∫ N∏
i=1

dϕi e
− 1

2
tϕ·A−1·ϕ+tC·A−1·ϕ−U(ϕ) (2.58)

Cette expression est analogue à celle d’un propagateur euclidien sur un réseau de
dimension 1 où le champ serait ϕ. En utilisant le formalisme bien connu des intégrales
de chemin, on peut écrire une expression plus synthétique pour la fonction de partition
du modèle d’Ising

Z ∝
∫
Dϕ e−S[ϕ] (2.59)

où l’action S s’écrit sous forme d’intégrale numérique

S[ϕ] =

∫
dd~r L[ϕ] (2.60)

2.1.5 Approximation du col

L’action précédemment trouvée s’écrit comme

S[ϕ] =
1

2β

∑
i,j

J−1
ij ϕiϕj −

∑
i,j

J−1
ij Biϕj −

∑
i

ln cosh(ϕi)−N ln(2) (2.61)

Soit ϕi le point-selle de l’action, i.e la solution de l’équation suivante

∂S
∂ϕi

=
1

β

∑
j

J−1
ij ϕj −

∑
j

J−1
ij Bj − tanhϕi = 0 (2.62)

Un développement d’ordre 1 autour de ϕ permet d’écrire

Z =
1

(2π)
N
2

√
det tβJ

e−
β
2

tB·J−1·Be−S[ϕ] (2.63)

A une constante près sans importance, on a

lnZ = −β
2
tB · J−1 ·B − 1

2β
tϕJ−1ϕ+ tB · J−1 · ϕ+ U(ϕ) (2.64)

En insérant (2.62), on arrive à

lnZ = − 1

2β
t(ϕ+ βB) · J−1 · (ϕ+ βB)− U(ϕ) (2.65)
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On peut maintenant calculer l’aimantation qui est la valeur moyenne donnée par

mi = < Si >=
1

β

∂ lnZ

∂Bi

(2.66)

= −
∑
j

JijBj +
1

β

∑
j

J−1
ij ϕi

(2.67)

= tanh(ϕi) (2.68)

Ce qui implique nécessairement que

Bi =
1

β
tanh−1mi −

∑
j

Ji,jmj (2.69)

On retrouve là les équations de champ moyen.

2.2 Analyse par renormalisation

2.2.1 Singularités critiques de la limite thermodynamique

On a vu précédemment (1.9) que des limites thermodynamiques peuvent présenter
des singularités aux points critiques. Pour déterminer la dépendance des fonctions
thermodynamiques, de la longueur de corrélation à la température et aux constantes
de couplage, et ainsi en déduire leurs éventuelles singularités, on transfère la limite
N → ∞ dans l’itération d’une transformation de l’hamiltonien en s’appuyant sur
l’autosimilarité des systèmes deN et deN/k spins. On va donc ramener un système de
N spins à un système ”apparent” de N/k spins, mais de paramètres ”renormalisés”,
i.e modifiés pour prendre en compte l’influence des spins réels n’intervenant plus
explicitement.

2.2.2 Décimation

On divise le système de N0 spins en N1 = N0/k blocs de k spins voisins puis on
moyenne localement dans chaque bloc afin d’assimiler ce dernier à un superspin. Le
facteur k peut être quelconque, on le choisit en général en fonction des symétries du
système. On obtient l’hamiltonien des N1 spins effectifs à partir d’une transformation
de l’hamiltonien des N0 spins réels. Un changement d’échelle des longueurs et des
amplitudes des spins permet de conserver les densités et échelles minimales, c’est
à dire les invariants physiques du système. De plus la procédure doit conserver la
fonction de partition du système afin de préserver les propriétés thermodynamiques
du système.
La renormalisation ne doit pas modifier la nature du système mais seulement la
perception que nous avons de sa structure interne avant et après renormalisation.



2.2. Analyse par renormalisation 49

s’1      s’2

(a)

(b)

l

l

ξ

ξ ’

s1       s2   

Fig. 2.2 – Modèle d’Ising 1D avant (a) et après renormalisation (b)

2.2.3 Equations de renormalisation

On pose Ki = βiJ et on prendra k = 2. La décimation peut aussi être vue comme
une trace partielle de la fonction de partition Z(N0, K0) sur les spins d’indice impair,
où l’on va consituer un superspin à partir du couple de spin (S2iS2i+1). Il s’agit d’une
moyenne locale sur les spins d’indice impair.

Z(N0, K0) =
∑

[S2j ]0≤j<N1

∑
[S2j+1]0≤j<N1

eK0S2j+1(S2j+S2j+2) (2.70)

On contracte les longueurs du facteur k = 2 afin de conserver l’échelle minimale,
en l’occurence le pas du réseau. De plus, la conservation de la densité de spins force
à avoir |S ′j| = |S2j| = 1. Les calculs se simplifient en utilisant le fait que les spins ne
peuvent prendre que les valeurs ±1

∑
Si

eK0(Si−1Si+SiSi+1) = e2K1eK1Si−1Si+1 (2.71)

avec tanhK1 = (tanhK0)
2.

On remarque ainsi que l’hamiltonien des configurations décimées a la même struc-
ture que l’hamiltonien initial. La renormalisation se traduisant simplement par une
évolution des constantes de couplage Ki. Elle s’exprime donc dans la transformation
des constantes de couplage au travers de l’équation tanh r(K) = (tanhK)2 où r est
l’opérateur de renormalisation agissant sur la constante de couplage K. Ainsi par
itération on obtient
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Z(N0, K0) = CN1Z(N1, K1) (2.72)

où C = 2eK1 = 2
√

cosh 2K0 et N1 = N0/2.
La distribution de probabilité est conservée par renormalisation car la probabilité
marginale de {S ′} déduite de p(N0, K0, {Si}) cöıncide avec p(N1, K1, {S ′i})

p(N1, K1, {S ′i}) =
∑

[S2j+1]0≤j<N1

p(N0, K0, {Si}) (2.73)

Il est à noter que la constante C ne joue aucun rôle dans les propriétés thermo-
dynamiques du système de spins puisqu’elle est indépendante des configurations du
système.

2.2.4 Analyse et résultats

Dans la procédure de renormalisation, on vient de réaliser deux choses :

1. on a réduit le nombre de degrés de liberté N0 par le facteur k, ce qui a permi
d’atteindre la limite thermodynamique N →∞ en la transférant dans l’action
d’un opérateur agissant dans l’espace des règles de structure.

2. on a contracté la longueur de corrélation apparente d’un facteur k, ce qui a
affaibli la criticité du système.

Les systèmes autosimilaires sont donc les points fixes de l’équation r(K) = K. Les
solutions sont donc K∗ = 0 ou K∗ = ∞.

K∗ = 0 :

Ce point est stable puisque r′(0) = 0. On peut donc considérer de manière
équivalente soit J = 0 et T < ∞, soit J > 0 et T est infini. Dans cette dernière
version, on peut comprendre que les couplages déterministes sont détruits par l’agi-
tation thermique. Il n’existe donc à l’échelle du pas du réseau aucun couplage direct
pouvant organiser directement les fluctuations thermiques. On peut calculer l’aiman-
tation moyenne par spin et on trouve que mi = 0, ∀i. On a donc un système unique-
ment thermique, sans magnétisme. Il s’agit là de l’archétype du système non-critique
obtenu par renormalisation d’un système non-critique.
Un développement de la fonction r(K) au voisinage du point fixe K∗ = 0 donne

r(K) ∼ K2 (2.74)

On obtient immédiatement pour la longueur de corrélation

ξ(r(K)) = ξ(K2) =
ξ(K)

2
(2.75)

ce qui donne donc ξ(K) ∼ a
| logK| .
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K∗ = ∞ :

Il n’y a pas d’agitation thermique puisque la température T ∗ est nulle. Ce qui
oblige le système à être gelé dans une des deux configurations où tous les spins sont
alignés, car elles sont d’énergie minimale. De toute façon les autres configurations
sont exclues puisque leur facteur de Boltzmann respectif est nul. Finalement l’état
du système n’est plus aléatoire. Ce qui s’exprime par la divergence de la longueur de
corrélation. On a donc bien un point fixe qui est par ailleurs instable sous l’action de
r car celle-ci est contractante. Cela traduit le fait que la renormalisation diminue la
criticité. On peut effectuer un développement limité au voisinage de K∗ = ∞ :

r(K) ∼ K − log(2)

2
+ . . . (2.76)

ξ(r(K)) = ξ

(
K − log(2)

2

)
=
ξ(K)

2
(2.77)

d’où l’on tire que ξ(K) ∼ ae2K et qu’il diverge à l’infini. De plus, comme on le
verra plus loin, puisque r′(K∗ = ∞) = 1, K∗ = ∞ un point fixe marginalement
stable.

Remarque 2.2.1 Pour compléter notre propos, on pourrait effectuer la même procédure
de renormalisation à partir de l’écriture sous forme d’intégrale de chemin de la fonc-
tion de partition et en l’écrivant à l’aide d’une mesure fonctionnelle dans l’espace de
Fourier.
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Chapitre 3

Analyse linéaire

On montre dans ce chapitre comment les outils mathématiques de l’analyse linéaire,
c’est à dire de la géométrie différentielle sur des variétés permettent de mieux com-
prendre le lien entre les lois d’échelle et les opérateurs de renormalisation [15, 16, 19].

3.1 Opérateurs de renormalisation dans l’espace

réel

La renormalisation est le plus souvent conçu dans l’espace réel, où son interprétation
physique et géométrique est plus évidente. La construction de R est plus simple car
guidée par la configuration géométrique et l’autosimilarité de ses points fixes. L’autre
intérêt réside dans la possibilité d’effectuer des simulations numériques utilisant un
grand nombre de configurations du système aléatoires et indépendantes. L’analyse
statistique de ces configurations renormalisées un certain nombre de fois permet d’ex-
pliciter l’action du même nombre d’itérés de R sans d’autres erreurs que les erreurs
statistiques.

3.1.1 Objectifs

On a vu que la renormalisation est introduite afin de rendre compte quantitative-
ment des propriétés singulières d’une grandeur macroscopique X(θ) à grande échelle
spatiale ou temporelle d’un système physique S pour lequel le paramètre de contrôle
θ tend vers une valeur critique θc.
On aimerait remplacer les relations suivantes

lim
θ→θc

X(θ) = ∞ ou lim
θ→θc

X(θ) = 0 ou lim
θ→θc

X(θ) = Xc (3.1)

par des lois d’échelle :

– Si 0 < Xc <∞

γ± = lim
θ→θc±0

log |X(θ)−Xc|
log |θ − θc|

(3.2)

55



56 Chapitre 3. Analyse linéaire

– Si Xc = ∞

γ± = lim
θ→θc±0

log |X(θ)|
log |θ − θc|

(3.3)

où les γ± sont les exposants critiques.
La renormalisation R va s’appuyer sur la connaissance qualitative du phénomène ,
c’est à dire une conjecture sur la forme de la loi d’échelle, pour que les points fixes de
R correspondent à des systèmes autosimilaires vérifiant exactement les lois d’échelle.
Par exemple si on conjecture que X(θ) ∼ |θ|γ si θ → θc = 0, on introduit dans ce
cas l’opérateur Rb,K , tel que si S est décrit par X(θ), alors Rb,KS est décrit par
K−1X(bθ).

La renormalisation va débuter par une sommation par paquets ayant le même effet
que celui d’une décimation en réduisant d’un facteur n le nombre N de constituants
élémentaires pour caractériser le fait que le système critique est organisé à toutes les
échelles. Les degrés de liberté du système peuvent être

– spatiaux, comme souvent en physique statistique des systèmes à l’équilibre. Si
a est la résolution, alors l’extension linéaire de S est donnée par L = N1/da
en dimension d. En prenant pour sous-système élémentaire de RkS une cel-
lule de volume (ka)d, alors Rk réduit N d’un facteur kd. Une contraction des
longueurs (ou des temps) d’un facteur k va ensuite permettre de conserver la
résolution apparente. En effet, on ne peut comparer des systèmes que pour la
même résolution. L’action de Rk va ainsi affaiblir le caractère critique apparent
de S en réduisant d’un facteur k la portée des corrélations statistiques dans le
système renormalisé.

– temporels comme pour les systèmes dynamiques. On se donne une durée d’ob-
servation T = Nτ tendant vers l’infini pour que le régime asymptotique soit
atteint et où le nombre de pas temporels τ est N . Rk réduit aussi N d’un
facteur k.

– spatio-temporels comme pour les phénomènes critiques dynamiques ou les problè-
mes de diffusion. Dans ce cas, la renormalisation doit réduire conjointement L
et T selon L 7→ L/k et T 7→ T/kα. On doit trouver la valeur de α au tra-
vers des lois liant les échelles spatiales aux échelles temporelles correspondantes
τ(λ) ∼ λα, et au travers de l’action itérée de Rk.

Rappelons que la renormalisation doit s’accompagner d’une transformation de la
règle de structure φ 7→ Rkφ. Cette opération permet de compenser la perte d’infor-
mation sur les très petites échelles dues à la sommation par paquets et au changement
de résolution a 7→ ka qu’elle induit dans le système initial. Ainsi Rkφ va dépendre des
corrélations statistiques à courte portée l < ka, internes à un constituant élémentaire
du système renormalisé. Au fur et à mesure des itérations de Rk on implique de plus
en plus de corrélations.
Enfin, on essaie de reporter l’action de Rk sur les fonctions d’état X de S. Pour ce
faire, deux voies sont possibles, on reporte l’action de Rk :
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– soit sur des quantités qui se déduisent de la règle de structure φ et expriment plus
directement ses conséquences sur le comportement global de S. Par exemple,
la mesure invariante associée à une loi d’évolution. Les probabilités sont acces-
sibles aux expérimentateurs ou aux numériciens au travers de leurs moments,
rendant ainsi le transfert de la renormalisation sur la description statistique
particulièrement avantageuse.

– soit sur une famille de coefficients [K] paramétrant la règle de structure, ce
qui transforme des équations de renormalisation fonctionnelles en équations
algébriques. Cependant, les renormalisations successives risquent dans la ma-
jorité des cas d’augmenter à chaque itération la dimension du vecteur des pa-
ramètres. On est alors amené à effectuer des troncatures afin de pouvoir résoudre
un système d’équations de dimension finie et soluble.

3.2 Opérateurs de renormalisation dans l’espace

conjugué

L’étude analytique de la renormalisation peut s’effectuer dans l’espace de Fourier,
l’espace conjugué.

3.2.1 Objectifs

Plusieurs arguments justifient et carcatérisent l’utilisation du groupe de renorma-
lisation dans l’espace de Fourier

– La discrétisation d’un champ quelconque ψ(~x) de l’espace réel par une résolution
finie a conserve le caractère continu du champ conjugué ψ(~q), mais limite son
support en fréquence. Ce qui s’exprime par le fait que ψ(~q) est continu dans
{q ≤ Λ ∼ 2π

a
}.

– Le facteur d’échelle spatial k ≥ 1 de Rk pourra varier continûment, ce qui fait
de {Rk, k ≥ 1} un semi-groupe de Lie dont il suffit d’analyser le générateur
infinitésimal

(
dRk

dk

)
k=1

.

– La renormalisation écarte directement les mécanismes et les structures d’échelle
plus petite que l’échelle minimale a car ces derniers sont associés aux modes tels
que q > Λ. Mais elle conserve une trace de leur influence dans des paramètres
effectifs ou éventuellement dans un terme stochastique.

– Lors de la sommation par paquet, il est souvent délicat d’essayer de séparer
les dépendances spatiales suivant les échelles dans l’espace réel, alors que dans
l’espace conjugué elle est immédiate. En effet, la décimation dans l’espace de
Fourier correspond simplement à une partition {q ≤ Λ

k
} ∪ {q > Λ

k
}. La trace

partielle correspond quant à elle à une intégration des modes {q > Λ
k
} dans des

paramètres renormalisés.
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– Lorsque la statistique microscopique du système est homogène, les modes ψ(~q)
sont de covariances nulles. Ce qui s’exprime comme

< ψ(~q)ψ(~q ′) >= 0, si ~q 6= ~q ′ (3.4)

Ce résultat peut être utilisé pour découpler dans le calcul d’une fonction d’état
les modes éliminés par la renormalisation, i.e q > Λ

k
que l’on notera ψ>Λ (~q), des

modes conservés q ≤ Λ
k

que l’on notera ψ<Λ (~q) :

∫
Dψ(~q) =

∫
Dψ<(~q)

∫
Dψ>(~q) (3.5)

En termes de moyennes statistiques ce résultat s’exprimera sous la forme

< · >ψ(~q) = < · >ψ<(~q)< · >ψ>(~q)

= < · < · >ψ>(~q)>ψ<(~q)

= < · < · >ψ<(~q)>ψ>(~q) (3.6)

Si de plus la statistique microscopique est isotrope, ψ(~q) = ψ(q), la nullité des
covariances implique que∫

dd(~q)f(q) =
2π

d
2

Γ(d
2
)

∫ ∞

0

d(~q)f(q) (3.7)

La dimension n’est donc qu’un simple paramètre et il est alors possible d’effectuer un
développement perturbatif autour d’une dimension particulière d∗ où la solution est
connue et mâıtrisée, en posant ε = d−d∗. C’est ce que l’on dénomme le développement
en ε.

3.3 Transfert de limites

Il est très important de rappeler que la renormalisation ne doit pas modifier la
nature d’un système physique, mais seulement la perception qu’en a l’observateur.
Elle doit donc satisfaire

X

(
N

k
,Rkφ

)
= RkX(N, φ) (3.8)

où φ est la règle de structure du système .
Si on définit un opérateur Tk par

TkX(·, φ) = R−1
k X(·,Rkφ) (3.9)

on peut réecrire la relation précédente comme
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X(N) = TkX
(
N

k

)
(3.10)

Par itération, on exprime la relation de dépendance entre N et X,

∀N0, p ∈ N, X(kpN0, φ) = R−p
k X(N0,Rp

kφ) = T p
k X(N0, φ) (3.11)

Ce qui va permettre de transférer la limite thermodynamique sur l’itération de
Tk :

lim
N→∞

X(N, φ) = lim
p→∞

R−p
k X(N0,Rp

kφ) = lim
p→∞

T p
k X(N0, φ) (3.12)

Ainsi plutot que d’étudier la dépendance asymptotique de X en fonction de N ,
on s’interesse à la dépendance de X en fonction du flot asymptotique engendré par
Tk dans l’espace fonctionnel des fonctions d’état X. L’interprétation physique de la
renormalisation nous assure que

Rk1 ◦Rk2 = Rk1k2 et Rk1 ◦ Rk2 = Rk1k2 (3.13)

Ce qui implique que

Rp
k = Rkp et Rp

k = Rkp (3.14)

On peut donc reprendre (3.12)

lim
N→∞

X(N, φ) = lim
N→∞

R−1
N X(N0,Rp

kφ) = lim
N→∞

TNX(N0, φ) (3.15)

3.3.1 Points fixes et variétés critiques

On vient de voir que la renormalisation d’un système revient à étudier l’action
d’un opérateur fonctionnel dans l’espace des règles de structure Φ, en ne s’intéressant
qu’aux comportement asymptotique des trajectoires {Rpφ, φ ∈ Φ, p ∈ N}. La
procédure étant itérative, le rôle des éventuels points fixes est particulièrement im-
portant. Par construction des opérateurs de renormalisation, ils correspondent à
des systèmes autosimilaires dont la règle de structure φ∗ décrit les propriétés du
système à toutes les échelles, y compris celle de la limite thermodynamique puisque
lim
n→∞

Rnφ∗ = φ∗. Les propriétés caractérisant un tel point fixe φ∗ ∈ Φ sont données

ci-dessous :

– le point fixe φ∗ possède des directions stables, c’est à dire des trajectoires faisant
converger φ vers φ∗, dont la variété associée, dite variété critique, est constituée
de tous les systèmes critiques convergent eux aussi vers φ∗.
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– le point fixe possède des directions instables, rendant ainsi l’itéré d’un système
moins critique que le système initial, et l’éloignant ainsi du point fixe.

L’équation de point fixe permet ainsi d’écrire pour la longueur de corrélation
Rφ∗ = φ∗ ⇒ ξ(φ∗) = ξ(Rφ∗) = ξ(φ

∗

k
). On en déduit que le longueur de corrélation au

point critique ne peut prendre que deux valeurs ξ(φ∗) = 0 pour un point fixe associé
à un système non critique et ξ(φ∗) = ∞ pour un point fixe critique.

Remarque On ne se préoccupera pas dans la suite de la situation où l’opérateur de
renormalisation ne possède pas de points fixes marginaux, i.e ayant des directions de
valeurs propres de module unité. On qualifiera ce point fixe de point fixe hyperbolique.

3.3.2 Analyse linéaire

Points fixes et directions propres

On décompose la règle de structure φ ∈ Φ en

φ = φ∗ +
∑
j

cj(φ)ej, et DR(φ∗) · ej = λjej, où ej ∈ Φ (3.16)

Les directions ej sont donc les directions propres de la différentielle de R en φ∗.
Les composantes stables correspondent à |λj| < 1, les composantes instables |λj| > 1
et les composantes marginales à |λj| = 1.
On voit immédiatement que les composantes dites stables ou inessentielles seront
réduites après itérations

lim
n→∞

DR(φ∗)n · [cj(φ)ej] = 0 car |λj| < 1 (3.17)

Définissons précisément la notion de variété critique. On la notera Vs et elle est
définit par

Vs = {φ ∈ Φ, lim
n→∞

Rnφ = φ∗} (3.18)

Dans le cas où une règle de structure appartient à cette variété, le comportement
macroscopique du système est critique bien évidemment mais aussi universel.
Les perturbations n’ayant que des composantes inessentielles ne vont pas modifier la
classe d’universalité du système. Les directions instables ou pertinentes (ou encore
essentielles) quant à elles, correspondent à des aspects du phénomène, sélectionnés et
amplifiés par la renormalisation. Une perturbation peut donc faire changer le système
de classe d’universalité. Elles influeront directement les grandeurs critiques.
Pour un point fixe hyperbolique, un théorème de redressement de flot assure l’équivale-
nce entre le flot engendré par l’opérateur linéarisé au voisinage de φ∗,DR, et l’opérateur
originel R.
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Points fixes et valeurs propres

Montrons maintenant qu’un ensemble d’opérateurs de renormalisation et sans di-
rections marginales ont tous le même point fixe. Pour ce faire soit G = {Rk}k∈K
avec K ⊂]0,∞[, une famille d’opérateurs de renormalisation paramétrée par le fac-
teur d’échelle k. On a vu précédemment que la cohérence physique de ces opérateurs
imposait une structure de semi-groupe au travers d’une loi de composition interne
définie par

Rk ◦ Rk0 = Rkk0 ∀ k, k0 ∈ K (3.19)

Ce qui implique que Rk0 et Rk commutent ∀k, k0 ∈ K et montre que φ∗ ∈ Φ et
Rkφ

∗ sont simultanément des points fixes de Rk0 . Ainsi, si un seul opérateur du semi-
groupe G admet un point fixe φ∗ dans Φ alors celui-ci est point fixe de tous les autres
opérateurs de G.
Si on considère maintenant que G est un groupe continu, c’est à dire que l’on prend
K =]0,∞[, un point fixe φ∗ commun à deux opérateurs Ra,Rb ∈ G, a, b ∈ Z, est
aussi point fixe de Ranbm , ∀n,m ∈ Z.
De plus, Z log(a) + Z log(b) est dense dans R = {log(k), k ∈ K}, on en déduit par
continuité que ce point fixe φ∗ est aussi point fixe de tout Rk, k ∈ K. Puisque φ∗ est
point fixe de tous les éléments de G, on peut linéariser la loi de composition interne
de celui-ci autour de φ∗ :

DRk1(φ
∗) ◦DRk2(φ

∗) = DRk2(φ
∗) ◦DRk1(φ

∗) = DRk1k2(φ
∗), ∀k1, k2 ∈ K (3.20)

DRk1(φ
∗) etDRk2(φ

∗) commutent, et admettent donc les mêmes vecteurs propres,
indépendants de k1, k2 ∈ K. On obtient de suite que les valeurs propres λj(k1) et λj(k2)
vérifient

λj(k1)λj(k2) = λj(k1k2) (3.21)

Dans les cas particuliers où K = {kn0 , n ∈ N} ou bien K = [1,∞[, elles s’écrivent
comme λj(k) = kγj , avec k ∈ K et γj ∈ C en général.

Un autre cas de figure intéressant est celui où un des opérateurs R ∈ G admet un
ensemble de points fixes paramétré par un réel a, {φ∗a}a∈R. Dans ce cas (∂aφ

∗
a)a=a0 est

un vecteur propre de DR(φ∗a0
) avec la valeur propre 1.

Dans le cas d’un semi-groupe continu G = {Rk}k≥1, soit le point fixe φ∗ de Rk0 est
point fixe de tous les {Rk}k≥1, soit (∂kRk)k=k0φ

∗ est un vecteur propre de DRk0(φ
∗)

de valeur propre 1 ; un point fixe hyperbolique, sans valeur propre égale à 1, est donc
nécessairement commun à tous les opérateurs Rk avec k ≥ 1.

3.3.3 Renormalisation d’une famille paramétrée

On pose désormais le (semi-)groupe de renormalisation G = {Rk}k≥1. On va
montrer qu’une analyse linéaire au voisinage d’un point fixe hyperbolique, c’est à dire
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non marginal, permet d’obtenir simplement les exposants critiques du système. Mais
pour une réelle exploitation de la démarche, il nécessaire de ramener l’étude de la
règle de structure φ ∈ Φ à un vecteur la paramétrant. C’est le cas par exemple d’un
Hamiltonien paramétré par des constantes de couplages en nombre fini, mais qui peut
développer des interactions d’ordre supérieur au fur et à mesure de la procédure de
renormalisation, augmentant ainsi la dimension du vecteur de paramètres. On va donc
supposer que l’on peut paramétrer la règle de structure du système S par une suite
A = (Aj)j≥0. Le système présente un comportement critique lorsque le paramètre de
contrôle θ passe par une valeur θc. On pose A0 = θ − θc.
L’idée essentielle est maintenant de reporter l’action de l’opérateur de renormalisation
Rk ∈ G non plus sur la règle de structure φ, mais sur les paramètres (Aj)j≥0 au moyen
d’un autre opérateur rk agissant dans l’espace des paramètres. On note donc rk[A] les
paramètres de RkS. Le problème consiste désormais à chercher les points fixes A∗ de
rk, autrement dit les paramètres vérifiant rk[A

∗] = A∗. On suppose qu’il existe dans
l’espace des paramètres A un point fixe A∗ hyperbolique, autour duquel on effectuera
l’analyse linéaire du flot engendré dans A par rk.
La loi de (semi-)groupe de G se reporte pour l’ensemble G ′ = {rk, k ≥ 1} :

rk1 ◦ rk2 = rk1k2 (3.22)

Un raisonnement identique que précédemment pour Rk montre que les valeurs
propres de Drk(A

∗) sont de la forme {kγj}j≥0. Les exposants {γj}j≤1 peuvent être
complexes, mais dans notre cas A0 est réel car il est le seul paramètre de contrôle.
En se ramenant à un paramétrage (S 7→ A) et en se ramenant à A∗ = 0 ainsi qu’à
Drk(A

∗) diagonal, on a

∀k ≥ 1, [rk(A)]j = kγjAj +O(A2) (3.23)

On montrera plus bas le lien entre les γj et les exposants critiques du système. Tout
d’abord si A0 6= 0, S n’est pas critique et la renormalisation va écarter le système
de la criticité par construction de l’opérateur. Ce qui assure γ0 > 0. On ordonne
l’indexation des directions propres de telle manière que <eγj > 0 si j0 > j (directions
essentielles ou relevantes) et <eγj < 0 si j > j0 > 0 (directions inessentielles ou
irelevantes).
Soit F une fonction d’état régulière au point critique A∗ = 0. On peut la développer
au voisinage de ce point afin de déterminer le comportement de ses renormalisées

F (A) = F ∗ +
∑
j

AjFj +O(A2) ⇒ F (rnk (A)) = F ∗ +
∑
j

knγjAjfj +O(A2)

(3.24)

Le fait que F soit régulière implique que |fj| < ∞ et que les restes sont bien
d’ordre A2. La renormalisation amplifie asymptotiquement l’écart de F − F ∗ sauf
dans deux cas majeurs :
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– si f0 = f1 = . . . = fj0 , ce qui correspond au fait que la fonction d’état F est
insensible à la criticité du système

– si A0 = A1 = . . . = Aj0 , ce qui revient à considérer un système exactement
critique que la renormalisation ramène vers le point fixe A∗ = 0

Dans les deux cas, lim
n→∞

F (rnk (A)) = F ∗.

On peut raisonner comme précédemment pour Rk et montrer que pour une fonc-
tion d’état sensible au comportement critique du système, et pour tout réel k > 1,
l’action de Rk sur S transforme F (S) en F (RkS) = kαFF (S). Si F diverge au point
critique c’est que αF < 0 car Rk est conçu pour faire diminuer les divergences cri-
tiques.
Quelque soit le signe de αF on pourra toujours écrire que

F (A0, A1, . . .) = k−αFF (kγ0A0, k
γ1A1, . . .) (3.25)

Dès lors que k > 1 cette équation assure que F vérifie la loi d’échelle suivante

F (A0, A1, . . .) = A
αF
γ0
0 h(A1A

−γ1
γ0

0 , . . . , AjA
−γj
γ0

0 , . . .) (3.26)

où h est une fonction réduite analytique. Seules les directions telles que <eγj > 0

vont influencer le comportement critique car l’argument réduit AjA
−γj
γ0

0 tend vers 0
avec A0 si <eγj < 0.
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Chapitre 4

Groupe de renormalisation et
symétries

Le Groupe de Renormalisation est un groupe de symétrie particulier et il est très
utile de le voir sous le point de vue de la Théorie des Groupes de Lie. De plus, la
Théorie des Algèbres de Lie permet d’obtenir aisément certains résultats et de faciliter
les calculs ainsi que les raisonnement [17, 18, 19, 20].

4.1 Groupes de Lie

On peut construire à partir de n’importe quel opérateur de renormalisation R
agissant dans l’espace des règles de structure Φ un semi-groupe G+ = {Rn, n ∈ N}
pour la loi de composition ◦. Il se prolonge en un groupe G = {Rn, n ∈ Z} si R est
inversible sur un domaine D ⊂ Φ. On va suivre la démarche habituelle et largement
confirmée dans son efficacité d’essayer de relier par des isomorphismes G à un groupe
dont les propriétés de la structure sont connues. Ceci devrait permettre de décrire
algébriquement l’action de la renormalisation et de pouvoir la relier aux groupes de
symétries d’un système.

4.1.1 Générateurs infinitésimaux et Groupe de Lie

(Semi-)Groupe à un paramètre

Le facteur k > 1 utilisé par la renormalisation peut être choisi en général comme
k ∈ K ⊂]1,∞[. On a vu que la condition de cohérence physique imposait que (K,×)
devait être un semi-groupe commutatif isomorphe au semi-groupe (G+, ◦). Cet iso-
morphisme (k 7→ Rk) permet ainsi de paramétrer G+ et de remplacer l’étude du
comportement asymptotique n → ∞ de la suite (Rn

k0
)n∈N∗ pour un k0 donné, par

celle du comportement k → ∞ dans K ⊂ R de Rk. Comme le semi-groupe K 6= {1}
est un sous-groupe de ([1,+∞[,×), il peut

– soit être égal à {kn0 , n ≥ 0}
– soit être un sous-groupe dense dans ([1,∞[,×)

65
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– soit être le sous-groupe trivial ([1,∞[,×)

Dans le dernier cas, on étudiera la régularité de la dépendance en k de Rk.

Groupes de Lie

L’étude de la renormalisation au travers de la structure de semi-groupe n’est ins-
tructive que si (G+, ◦) est lui-même un (semi)-groupe de Lie. Rappelons que ce dernier
est simplement un (semi)-groupe muni d’une structure différentiable compatible avec
la loi de groupe. Supposons que G+ se prolonge en un groupe G. La dimension de
ce dernier est notée d et est définie comme la dimension topologique de sa structure
différentiable. On peut maintenant ramener l’étude de la renormalisation à celles de
d opérateurs linéaires formant une base de l’espace tangent à G au point IdΦ ∈ G, qui
est une algèbre de Lie A de G et de dimension d. Ces opérateurs linéaires agissent eux
aussi sur les éléments de Φ, et on les appelle générateurs infinitésimaux du groupe
car ils permettent de le reconstruire entièrement et de connâıtre ses principales ca-
ractéristiques.
On donne un exemple de renormalisation sur un modèle simple à une dimension avant
de généraliser à des modèles de dimension quelconque.

4.1.2 Exemples de renormalisation

Renormalisation d’une règle de structure analytique

On se propose d’étudier un exemple de renormalisation sur un espace de règles de
structure ((x, y) 7→ Fa,b(x, y)) ∈ Φ définies par

a, b ∈ R, (RkFa,b)(x, y) = ekbFa,b(e
−kx, e−aky), G = {Rk, k ∈ R} (4.1)

Φ est un espace vectoriel muni de la topologie de la convergence simple, et on dote
G de la topologie de la convergence faible.
L’isomorphisme analytique (k 7→ Rk) permet de transmettre la structure de groupe
de Lie commutatif de dimension 1 de (R,+) à (G, ◦). L’algèbre de Lie A de G est
simplement A = RA où A est le générateur infinitésimal du groupe A = (dRk

dk
)k=0

défini par

∀Fa,b ∈ Φ, (AF )(x, y) = bFa,b(x, y)− x∂xFa,b(x, y)− ay∂yFa,b(x, y) (4.2)

On peut reconstruire tous les opérateurs de G à partir de A car

∀k ∈ R, Rk = ekA = Idφ +
∑
n≥1

kn

n!
An (4.3)

On voit bien l’intérêt et l’économie de ne s’intéresser qu’à l’opérateur A et non
aux éléments du groupe de renormalisation dans leur totalité !
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De manière plus générale, on voit que tout groupe de renormalisation G = {Rk, k ∈
R} muni d’une structure différentiable et tel que (k 7→ Rk) soit un isomorphisme
différentiable de (R,+) dans (G, ◦), est un groupe de Lie de dimension un. Son
générateur infinitésimal est (dRk

dk
)k=0.

La relation (4.3) montre qu’il y a équivalence entre le fait que φ∗ ∈ Φ est point fixe de
tous les éléments de G et le fait que A(φ∗) = 0. On peut différentier la loi de groupe
de Rk1 ◦Rk2 = Rk1+k2 en φ∗ pour montrer que Lφ∗ = {Lk = DRk(φ

∗), k ∈ R} est un
groupe de Lie isomorphe à G.
La dérivation par rapport à k en k = 0, et la différentiation en φ∗ commutent si bien
que l’algèbre de Lie de Lφ∗ est A′

φ∗ = RDA(φ∗). On montre donc que Lk = ekDA(φ∗).
L’élément eγ ∈ Tφ∗Φ est un vecteur propre de DA(φ∗) pour la valeur propre γ s’il
est vecteur propre de chaque opérateur Lk avec la valeur propre eγk. Les directions
stables de Lk ne dépendent pas de k > 0, mais elles cöıncident avec les directions
instables de tous les opérateurs {Lk, k < 0} ainsi qu’avec les directions de valeurs
propres strictement négatives γ < 0 de DA(φ∗).

Généralisation à une dimension quelconque d > 1

Les résultats précédents se généralisent à une dimension d > 1 quelconque.
La renormalisation va dépendre de d changements d’échelle indépendants et pa-
ramétrés par ~k = (k1, . . . , kd) ∈ Kd.
(G+, ◦) = ({R~k}~k∈Kd

, ◦) est un semi-groupe isomorphe à (Kd,×d) où la loi de com-
position interne ×d est définie comme le produit composante par composante. On
peut maintenant écrire tout opérateur R~k comme le produit commutatif d’opérateurs
élémentaires explicitant l’indépendance des changements d’échelle comme suit :

R~k = R(k1,1,...,1) ◦ R(1,k2,...,1) ◦ . . . ◦ R(1,1,...,kd) (4.4)

Si Kd =]0,∞[d, et si G est un groupe de Lie, l’algèbre de Lie de ce dernier est
engendrée par les d générateurs infinitésimaux {Aj, j = 1 . . . d} donnés par

Aj =

(
dR(1,...,kj ,...,1)

dkj

)
kj=1

, ∀j = 1, . . . , d (4.5)

Ce qui donne immédiatement

R(1,...,kj ,...,1) = elog(kj)Aj , ∀j = 1, . . . , d (4.6)

On peut déterminer les points fixes communs à tous les opérateurs R ∈ G en
cherchant simplement les éléments φ∗ ∈ Φ dont les images par les d opérateurs
{Aj, j = 1 . . . , d} d’une base de l’algèbre de Lie A de G sont simultanément nulles.
Si Aj(φ

∗) = 0 pour j = 1, . . . , d, φ∗ est point fixe de tous les opérateurs de G. L’en-

semble Lφ∗ = {L~k = DR~k(φ
∗), ~k ∈]0,∞[d} est un groupe de Lie de dimension d et
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son algèbre a pour base la famille {DAj(φ∗)}j=1,...,d. Ces d opérateurs commutent et
ont donc les mêmes modes propres. Ainsi v est vecteur propre de DAj(φ

∗) avec la
valeur propre γj pour chaque valeur de j = 1, . . . , d si et seulement si c’est un vecteur

propre de chaque opérateur linéaire L~k avec pour valeur propre λ(~k) =
∏

1≤j≤d
k
γj

j .

En résumé, on déduit de l’analyse spectrale des linéarisés {DAj(φ∗), j = 1, . . . , d}
les résultats de l’analyse linéaire des éléments de G autour de ces points fixes φ∗.
Toute l’étude linéaire de l’action de la renormalisation dans Φ peut ainsi se faire sur
une base de l’algèbre de Lie A sans avoir à expliciter ni à étudier les éléments de G.

4.1.3 Groupes de transformations et symétries associées

A chaque élément g ∈ G, où G est un groupe de transformations d’un système
physique S, on peut lui associer une transformation T agissant sur les fonctions d’état
F de S,

TF,g(F (S)) = F (gS) (4.7)

La loi de groupe de G se transmet par

TF,g1 ◦ TF,g2 = TF,g1·g2 (4.8)

Ce qui implique que l’invariance de S sous l’action de g ∈ G entrâıne celle de
chacune de ses fonctions d’états F (S) sous l’action de la transformation TF,g cor-
respondante. L’invariance de S sous l’action de tous les éléments de G est une des
manifestations de symétrie de S. Dans le cas du modèle d’Ising unidimensionnel par
exemple, la symétrie du système est seulement statistique, car ce ne sont pas les fonc-
tions d’état qui sont invariantes mais la distribution de probabilité.

Exemples de groupe de symétrie

– Le groupe des translations spatiales G = {θ~x0 : ~x 7→ ~x0, ~x0 ∈ G} où (G,+) où
est un sous-groupe de (Rd,+) agissant sur les fonctions spatiales f de la manière
suivante

[T~x0f ](~x) = f(θ~x0~x) = f(~x− ~x0) (4.9)

L’invariance du système S sous l’action de G traduit l’homogénéité de S si
G = Rd. Dans ce cas l’état local du système est identique en tout point ; de
même pour sa périodicité spatiale si G = Z~a.

– Le groupe des translations temporelles G = {τt0 : t 7→ t0, t0 ∈ G} où (G,+)
où est un sous-groupe de (R,+) agissant sur les fonctions temporelles f de la
manière suivante

[Tt0f ](~x) = f(τ−t0t) = f(t− t0) (4.10)
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L’invariance du système S sous l’action de G traduit l’homogénéité de S si
G = R. Dans ce cas l’état instantané du système est indépendant du temps ; de
même pour sa périodicité temporelle de période t0 si G = Zt0.

– Le groupe des rotations spatiales G = O(d) des rotations de Rd est associé à
l’isotropie d’un système S évoluant dans Rd. Il agit sur les champs scalaires de
la manière suivante [TrA](~x) = A(r−1~x) et sur les champs de vecteurs comme

[Tr~V ](~x) = r[~V (r−1~x)].
– Les groupes de permutation sont associés à des propriétés d’indiscernabilité

lorsqu’on permute l’indexation des constituants de S.
– Les groupes d’homothétie sont quant à eux associés aux invariances d’échelle de
S : une loi d’échelle F (kx) = kαF (x) sera caractérisée par l’invariance Tk,kαF =
F où [Tk,kαF ](x) = kαF (x/k).

Un groupe de renormalisation n’est rien d’autre qu’un groupe de symétrie particu-
lier. C’est un groupe de transformations agissant dans l’espace des règles de structure
Φ, l’invariance de φ ∈ Φ sous l’action d’un de ses éléments traduit l’auto-similarité
du système régi par φ et révèle quantitativement les lois d’échelle associées. C’est la
raison pour laquelle les opérateurs de renormalisation sont construits en fonction des
propriétés de symétrie que l’on souhaite exhiber. On retrouve donc dans un même for-
malisme l’action de la renormalisation ainsi que les conséquences des autres symétries
du système.

Exemples d’invariance par renormalisation

– La renormalisation abstraite (RkF )(x, y) = kbF (xk−1, yk−a) décrit les transfor-
mations d’échelle (x, y) 7→ (kx, kay) et (F 7→ kbF ). L’invariance par renormali-
sation exprime l’invariance d’échelle F (kx, kay) = kbF (x, y).

– Dans le modèle d’Ising unidimensionnel, l’invariance par renormalisation RH =
H de l’hamiltonien réduit équivaut à une invariance statistique du système
de spins, c’est à dire une invariance de la loi de probabilité par rapport à la
transformation K 7→ r(tanh−1[(tanhK)2]) de la constante de couplage réduite
suivie d’une contraction des longueurs de moitié.

– Un processus stochastique stationnaire, diffusif et markovien { ~Xt}t≥0 peut être
décrit dans Rd par une probabilité de transition p(~x, ~y, t). Le déplacement qua-
dratique moyen observé est D(p, t) =

∫
Rd ‖~x− ~y‖2p(~x, ~y, t)dd~y. La renormalisa-

tion agit au travers de l’opérateur Rk,l de la manière suivante

[Rk,lp](~x, ~y, t) = kdp(k~x, k~y, lt) = p(~x, ~y, t) (4.11)

Ce qui implique

D(Rk,lp, t) = k−2D(p, lt) (4.12)
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L’invariance par renormalisation Rk,lp = p correspond à l’invariance statistique
des trajectoires par la transformation d’échelle

~x 7→ ~x

k
, t 7→ t

l
(4.13)

ce qui implique une loi d’échelle pour le déplacement quadratique

D(p, t) = L(log t)t2γ (4.14)

où γ = log l
log k

et L est une fonction log l-périodique.

Directions marginales et symétries

Si le système renormalisable S possède une symétrie continue, carcatérisée par
l’action d’un semi-groupe de transformations (Ta)a≥1, on peut obtenir un point fixe
φ∗ de l’opérateur de renormalisation R avec la valeur propre de module 1.
Pour le montrer, il suffit de se rappeler que la renormalisation ne doit pas modifier
la nature d’un système physique, mais seulement la perception qu’en a l’observateur.
En conséquence, les symétries doivent être conservées, ce qui oblige l’opérateur de
renormalisation à commuter avec tous les opérateurs (Ta)a≥1 afin que ce dernier ainsi
que R conservent simultanément φ et Rφ. Ainsi ∀a ≥ 1, Taφ

∗ est donc un point fixe
de R puisque

RTaφ∗ = TaRφ∗ = Taφ
∗ (4.15)

En dérivant (4.15) par rapport à a, on obtient

DR(φ∗)(∂aT )a=1φ
∗ = (∂aT )a=1φ

∗ (4.16)

Deux cas se présentent :

– soit (∂aT )a=1φ
∗ est nul, et dans ce cas φ∗ est point fixe de tous les (Ta)a≥1. Ce

qui exprime le fait que le système décrit par φ∗ a les mêmes symétries que S.

– soit (∂aT )a=1φ
∗ est vecteur propre de DR(φ∗) de module 1, situation que l’on

qualifie dès lors de marginale.

On peut généraliser ce résultat à un groupe de symétrie ayant une structure de
groupe de Lie : si un opérateur appartient à son algèbre de Lie, alors soit l’action de
cet opérateur sur le point fixe est une règle de structure nulle, soit c’est un vecteur
propre marginal de la différentielle de l’opérateur de renormalisation au point fixe.

4.1.4 Représentations et groupes de symétrie

Définition d’une représentation

Lorsque le système S possède des propriétés de symétrie on peut envisager d’étudier
l’action du groupe de renormalisation au travers de ses représentations.
Rappelons qu’une représentation d’un groupe (G,×) sur un espace vectoriel E est
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une application (g ∈ G 7→ Mg ∈ GL(E)) et conservant la loi de groupe Mg1 ◦Mg2 =
Mg1×g2 , ∀g1, g2 ∈ G. GL(E) est le groupe des automorphismes de E. La dimension
de la représentation est celle de E.
Deux groupes reliés par un isomorphisme auront les mêmes représentations. Physi-
quement, on interprète les représentations d’un groupe comme les manifestations de
son action. Par exemple, si on prend pour observable une fonction d’état F , l’ac-
tion d’un groupe G sur le système S induit une transformation sur la fonction d’état
TF,g[F (S)] = F (gS). Les opérateurs TF,g sont linéaires et vérifient la loi de groupe
TF,g1 ◦ TF,g2 = TF,g1×g2 , donc (g 7→ TF,g) est une représentation linéaire de (G,×) sur
l’espace vectoriel E où F prend ses valeurs.

Représentations des groupes de Lie

Il est bon de faire quelques rappels de notions élémentaires sur les représentations
des groupes de Lie.
Soit G = {gθ, θ ∈ R} un groupe à un paramètre isomorphe à (R,+). Une application
de G dans GL(E) en est une représentation linéaire sur un espace vectoriel E où
dimE = d si et seulement si (θ 7→ M̃θ ≡ M(gθ)) est une représentation linéaire de
(R,+). Si (G, ◦) est un groupe de Lie et si M est un difféomorphisme, alors M(G) =
{M̃θ, θ ∈ R} est un sous-groupe de Lie de dimension 1 du groupe de Lie GL(E) de
dimension d2. son algèbre de Lie est dans ce cas RL où

L =
dM̃θ

dθ
(0) =

dMg

dg
(g0) ·

dgθ
dθ

(0) =
dMg

dg
(g0) · A (4.17)

en notant A le générateur infinitésimal de G

gθ = eθA et M̃θ = eθL (4.18)

Puisque pour un endomorphisme quelconque B ∈ End(E), eB est inversible et
d’inverse e−B, l’algèbre de Lie de GL(E) est End(E). On en déduit donc que L n’est
pas forcément inversible.

Dans le cas général, l’imageM(G) d’un groupe de Lie G, d’algèbre de LieA par une
représentation M différentiable et injective est un groupe de Lie de même dimension
n, formant un sous-groupe du groupe de Lie GL(E), ce qui exige que dimE ≥

√
n.

Si {A1, . . . , An} est une base de l’algèbre de Lie GL(E), on construit Lj = dMg

dg
(g0)·Aj,

ainsi la famille {L1, . . . , Ln} forme une base de l’algèbre L ⊂ End(E) de M. On peut
étendre la notion de représentation d’un groupe de Lie G à son algèbre de Lie A
et étudier les représentations de G à travers celles de A puisque la correspondance
(Aj 7→ Lj, ) j = 1, . . . , n définit un isomorphisme entre les algèbres A et L. Pour
concrétiser ce résultat, on peut prendre pour exemple le cas d’un sous-espace vectoriel
F de E invariant par chaque endomorphisme {Mg}g∈G d’une représentation injective
et différentiable de G sur E, isomorphe à Rn, si et seulement s’il est invariant par les
opérateurs, en nombre fini n, d’une base de L.
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Représentations des groupes de renormalisation

On peut prendre pour exemple de représentation d’un groupe de renormalisation G
agissant sur l’espace des règles de structure Φ une application (R 7→ TR) transformant
f , une fonction d’état du système S de la manière suivante

TR[f(φ)] = f(Rφ) (4.19)

On pose alors pour l’espace vectoriel E = {f(φ), φ ∈ Φ}. La règle de structure
n’est en général perçue qu’au travers des valeurs des fonctions d’état f(φ), c’est donc
l’action de TR est non celle de R qui est observée.
Les représentations sont intéressantes à étudier et exhibent des propriétés remar-
quables s’il existe un sous-ensemble Φsym ⊂ Φ de règles de structure invariantes par
tous les opérateurs d’un groupe de symétrie T . Les éléments de G restreints à Φsym

doivent commuter avec chaque élément T ∈ T puisque la renormalisation préserve
les symétries. Soit s une représentation d’un groupe S de transformations contenant
T ∪ G sur un espace vectoriel E de dimension finie. Notons t la restriction de s à T
et r la restriction de s à G. Puisque la loi de groupe sS1 ◦ sS2 = sS1◦S2 est vérifiée par
définition même de s. Il est évident que la commutativité de deux opérateurs (T,R)
quelconques implique deux résultats remarquables. D’abord celui que des opérateurs
linéaires tT et rR associés. On en déduit que t et r sont deux représentations de T et
G sur un même espace vectoriel E ayant les mêmes invariants et diagonalisant dans
une même base. La deuxième conséquence est que si φ /∈ Φsym et si lim

n→∞
Rnφ = φ∗

avec φ∗ ∈ Φsym, alors les règles de structure {Tφ}T∈T appartiendront à la classe
d”universalité de φ∗ puisqu’elles auront le même comportement asymptotique sous
l’action de la renormalisation. On peut inverser le raisonnement pour comprendre
que des systèmes de symétrie différentes appartiendront à des classes d’universalité
différentes puisque leurs limites sous l’action itérée de la renormalisation, de symétries
différentes, ne pourront cöıncider. Finalement, on pourra ainsi différencier et nommer
les classes d’universalité par leur groupes de symétrie. C’est la démarche suivie en
Théorie Quantique des Champs et en Physique Statistique. On désigne par exemple
la classe du modèle d’Ising par Z2 = {−1,+1}, ou encore les groupes orthogonaux
O(n) ou leurs quotients O(n)/O(k) dès lors que certaines propriétés de symétrie par
rotation des systèmes critiques peuvent être envisagées.



Chapitre 5

Etude probabiliste des systèmes
critiques

Les phénomènes critiques sont caractérisés par le fait qu’il existe un couplage
statistique des interactions physiques. Puisqu’un grand nombre de degrés de liberté
manifestent un comportement collectif, il est évident que ce sont les caractéristiques
statistiques de ces couplages qui déterminent le comportement critique. Autrement
dit, la théorie des probabilités peut être le cadre idéal pour comprendre comment
des phénomènes dont les interactions sont à courte portée à l’échelle microscopique
peuvent générer des phénomènes à l’échelle macroscopique [21]. On se propose dans
ce chapitre d’exposer un nouveau point de vue sur le Groupe de Renormalisation, en
tant que généralisation du Théorème de la Limite Centrale.

5.1 Approche probabiliste

La modélisation utilisée est celle qui considère chacun des N constituants du
système S comme une variable aléatoire X = (Xn)n=1,...,N . Ce qui nous importe le
plus ce sont les corrélations statistiques entre ces variables aléatoires. A l’aide de
théorèmes limites, on va essayer de traduire les résultats de convergence stochastique

des suites (Xn)n au travers du comportement de l’observable
N∑
j=1

Xj lorsque N →∞

et essayer de faire ainsi le lien avec les phénomènes critiques. Les propriétés d’échelle
seront reliées par les exposants critiques aux propriétés statistiques des configurations.

5.2 Renormalisation en terme probabiliste

On considère que le système S est homogène et que les conditions aux bords
n’influent que très peu sur ses propriétés thermodynamiques. De plus, la suite X =
(Xn)n est statistiquement homogène. Afin de simplifier les calculs, on considérera
éventuellement des variables aléatoires centrées.

73
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5.2.1 Transformation d’échelle

Théorème 5.2.1 Les constituants de S vont présenter un comportement collectif
autosimilaire s’il existe une transformation d’échelle reliant le système décrit par n
variables aléatoires et celui décrit par kn variables aléatoires regroupées en n k-blocs
de k variables aléatoires. Il suffit pour cela qu’il existe une valeur β∗ pour laquelle la

variable aléatoire Sn(X, β
∗) = 1

nβ∗

n∑
j=1

Xj converge vers une variable S∞(X) non nulle

et à valeurs réelles finies.

Démonstration 5.2.2 Posons au préalable Sn(X) = Bn

n∑
j=1

Xj. Essayons de déterminer

les suites (Bn)n≥1 pour lesquelles Skn(X) cöıncide pour tous les entiers k et n avec le
résultat Sn[Sk(X)] de la sommation par paquets en n k-blocs décrits chacun par une
variable aléatoire identique à Sk(X) :

Skn = Bn

∑
1≤q≤n

S
(q)
k ⇔ Bkn

∑
1≤j≤kn

Xj = Bn

∑
1≤q≤n

Bk

∑
1≤j≤k

Xk(q−1)+j (5.1)

La condition de cohérence impose que Bkn = BkBn,∀ k, n ∈ N ce qui donne la
forme des coefficients Bn

Bn =
1

nβ
= n−β, β ∈ R (5.2)

Ainsi un k-bloc décrit par Sk(X, β) = 1
kβ

k∑
j=1

Xj est alors assimilable à un unique

sous-système car la relation imposée Skn(X) = Sn[Sk] exprime simplement le fait
que les comportements collectifs de la famille initiale X sont les mêmes que celle
d’une famille {S(q)

k }q≥1 de k-blocs. Cependant, il est nécessaire de s’intéresser au
comportement de SN(X, β) lorsque N →∞ afin que la similarité imposée corresponde
à un phénomène invariant d’échelle. Ce qui a pour effet de restreindre l’ensemble des
suites X concernées et de fixer la valeur de l’exposant β en fonction des propriétés
statistiques de X.
On obtient de la forme de Sn que

Sn(X, β) = nβ
′−βSn(X, β

′) β, β′ ∈ R (5.3)

La valeur β∗ si elle existe est unique pour la suite X car en remplaçant β′ par β∗

dans l’expression de Sn ci-dessous on observe qu’elle converge vers 0 lorsque β > β∗

et diverge dans le cas contraire. La valeur de l’exposant β∗ est donc une valeur de
coupure, on peut la définir simplement par

β∗ = inf
R
{β, lim

n→∞
n−β

n∑
j=1

Xj = 0} (5.4)
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L’amplitude effective d’un bloc de k constituants d’amplitude individuelle A est
donnée par A′

k = kβ
∗
A ; l’exposant β∗ est donc une quantité importante dans la des-

cription d’un phénomène collectif. La transformation X 7→ Sk(X, β
∗) apparâıt comme

une renormalisation Sk = Rβ∗,kX. On retrouve par une méthode probabiliste la justi-
fication de la démarche effectuée pour le traitement du modèle d’Ising dans le premier
chapitre.
De plus, la forme en puissance k−β du facteur par lequel les amplitudes des k-blocs
sont contractées provient directement de la loi de groupe Rβ,k1 ◦ Rβ,k1 = Rβ,k1k2 que
doivent vérifier les éléments de G = {Rβ,k, k ∈ N∗}.
Si la variance σ2 =< X2 >= A2 est finie, l’amplitude réelle d’un k-bloc

A′
k =

√√√√<

k∑
j=1

X2
j > (5.5)

est reliée à l’amplitude individuelle A des variables {Xj, 1 ≤ j ≤ n} et aux corrélations
internes à un bloc Ci =< XqXi+q >|i|<k par

A′2
k =

∑
−k<i<k

Ci(k − |i|) = k2β∗A2 (5.6)

et puisque |Ci| ≤ A2, on a A′2
k ≤ A2k2. Ce qui permet de déterminer la va-

leur de β∗ ≤ 1 telle que l’amplitude effective d’un k-bloc après renormalisation

S
(q)
k = k−β

∗
k∑
i=1

Xi+k(q−1) converge vers A lorsque k → ∞. Une suite X point fixe

d’un opérateur Rβ0,k0 décrira un comportement collectif exactement autosimilaire avec
β∗(X) = β0 puisque dans ce cas < Sk(X, β)2 >=< X2 >= A puisque la valeur fi-
nie k0. L’opérateur de renormalisation Rβ0,k0 intègre les corrélations à courte portée,
c’est à dire telles que |i| < k0 dans la définition du système effectif, similaire au
système initial car < X2 >∼< Sk(X, β0)

2 >, mais d’extension réelle k0. La longueur
de corrélation sera ainsi réduite d’un facteur k.

5.2.2 Liens avec le théorème de la limite centrale

Le théorème de la limite centrale ou centrale limite exhibe pour des consti-
tuants statistiquement indépendants un comportement collectif autosimilaire d’ex-
posant β∗ = 1

2
.

La variable aléatoire Sn(X, β
∗ = 1

2
) a une amplitude A′n√

n
= A =

√
< X2 >. Elle

converge en loi vers la variable S∞(X) de loi de probabilité gaussienne centrée réduite
et de variance < X2 >. La validité de ce résultat persiste asymptotiquement si les
corrélations Cj =< XiXj+i > décroissent assez vite en fonction de leurs distances

mutuelles j pour être sommables ; ce qu’on exprime par le fait que
+∞∑
j=−∞

|Cj| <∞ et
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la limite en loi S∞(X) a pour variance σ2
∞ =

+∞∑
j=−∞

Cj.

Si les corrélations n’existent pas on retrouve σ2
∞ =< X2 >. Par contre deux cas

extrêmes peuvent se présenter :

– si des corrélations sont présentes à toutes les échelles, indépendantes de la dis-
tance entre les constituants, c’est à dire Cj = A, alors l’amplitude effective
A′
n = nA et il est nécessaire de fixer β∗ = 1.

– siX présente des corrélations destructrices maximales, c’est à dire Cj = (−1)jA,
alors A′

2n = 0 et A′
2n+1 = A, ce qui oblige à prendre β∗ = 0.

5.3 Généralisation du théorème de la limite cen-

trale

Théorème 5.3.1 On peut généraliser le théorème de la limite centrale à une suite
X = (Xj)j≥1 statistiquement homogène, faiblement corrélée au sens où les corrélations
du j ème constituant (Cn =< XjXj+n >)n∈Z sont sommables.

Démonstration 5.3.2 La démonstration se fait en deux étapes :
– On généralise d’abord la loi des grands nombres. en contrepartie de l’affaiblis-

sement de l’hypothèse d’indépendance des variables aléatoires, la loi que l’on va
obtenir est plus faible, pour la notion de convergence en moyenne quadratique
et non pour la convergence presque sûre. La variance de la variable aléatoire
centrée SN(X,α) = N−α ∑

1≤j≤N
Xj s’écrit

σ2
0 =< SN(X,α) >2= N−2α

∑
−N<k<N

Ck(N − |k|) ≥ 0 (5.7)

On peut traduire la sommabilité par

∀ε > 0, ∃N(ε),
1

N

∑
Nε<|k|<N

|k| · |Ck| <
∑
Nε≤|k|

|Ck| < ε (5.8)

On a de plus pour N > sup(Nε,
Nεσ0

ε
)

N−1
∑
|k|≤Nε

|k||Ck| <
Nεσ

2
0

N
< ε (5.9)

ce qui implique si N > N ′
ε

N−1
∑
k

|k||Ck| < 2ε (5.10)
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D’où le résultat de convergence

σ2
∞ = lim

N→∞

∑
−N<k<N

Ck(N − |k|)
N

=
∑
k∈Z

Ck ≥ 0 ⇒< SN(X,α)2 >∼ σ2
∞N

1−2α

(5.11)

On voit immédiatement que < SN(X,α)2 > converge en moyenne quadratique
vers 0 dès que α > 1

2
.

On peut encore sauver la loi forte des grands nombres si les corrélations ne sont
plus sommables mais que

∑
−N<k<N

|Ck| < σ2
∞N

γ. On a dans ce cas

< SN(X,α)2 >≤ σ2
0N

γ+1−2α (5.12)

On a donc en conséquence lim
N→∞

< SN(X,α)2 >= 0 si 2α > 1 + γ.

– En faisant la même hypothèse de sommabilité des corrélations, on peut montrer
que < SN(X,α = 1

2
)2 > converge en loi si N tend vers l’infini vers la loi gaus-

sienne centrée de variance σ2
∞ =

∑
n∈Z

Cn. Ce résultat est bien une généralisation

du théorème de la limite centrale puisqu’il exprime que les fluctuations de la

densité 1
N

N∑
j=1

Xj autour de sa moyenne 0 sont d’ordre O( σ∞√
N

) comme en l’ab-

sence de toutes corrélations.

5.4 Fluctuations et corrélations

Si on s’intéresse aux valeurs sur chaque constituant du système d’une grandeur
locale Y , lesquelles valeurs sont décrites par une suite de variables aléatoires Y =
(Yj)j≥1, a priori non centrées et d’espérance < Y > indépendante de l’indexation j.

La valeur moyenne de l’observable Y sur N constituants est Ȳ = 1
N

N∑
j=1

Yj.

La loi des grands nombres assure la convergence presque sûre de la variable aléatoire
Ȳ vers la moyenne statistique < Y >. A la limite thermodynamique, on peut donc
se permettre d’utiliser < Y > pour décrire le système à l’échelle macroscopique, sans
avoir à préciser sa configuration microscopique puisqu’elle n’influe pas sur ȲN lorsque
N →∞.
Il est cependant très important de s’intéresser à la dépendance en N des fluctuations
δȲN =

√
(< ȲN− < Y >)2 de ȲN autour de < Y >, car N est toujours une quantité

finie lorsque l’on observe le système. Pour ce faire, on pose simplement Xj = Yj− <
Y > et on arrive rapidement à montrer que

ȲN− < Y >= SN(X, β = 1) ∼ Nβ∗(X)−1S∞(X), lorsque N →∞ (5.13)
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Ainsi, l’amplitude des fluctuations δȲN est d’ordre
√
< X2 >Nβ∗(X)−1. Finale-

ment, on en déduit que la grandeur Y va avoir un comportement critique si cet écart-
type décrôıt vers 0 à la limite N →∞ moins rapidement que 1√

N
, c’est à dire moins

rapidement que dans le cas non-critique où les N constituants sont indépendants.
La convergence en loi de SN(X, β∗(X)) vers une limite non triviale S∞(X) engendre
un phénomène critique si et seulement si β∗(X) > 1

2
. Ce qui signifie que le type et les

propriétés d’un phénomène critique sont déterminées uniquement par la nature des
corrélations statistiques internes et non par les mécanismes physiques sous-jacents et
à l’origine de ces corrélations ainsi que par la nature des constituants. On a là une
explication de l’universalité des phénomènes critiques.
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Fonctionnelle de Densité (TFD)
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Chapitre 6

Méthodes ab initio usuelles

6.1 Formalisme de la mécanique quantique non-

relativiste

6.1.1 Equations de Schrödinger

Considérons un système matériel constitué par N électrons positionnés en {~ri}, et

M noyaux atomiques positionnés en {~Rj}. En mécanique quantique non-relativiste
toute l’information est contenue dans la fonction d’onde, dont l’évolution est régie
par l’équation de Schrödinger [22] dite dépendante du temps

Hψ({~ri}, {~Ri})) = i~
∂

∂t
ψ({~ri}, {~Ri}) (6.1)

où H est l’hamiltonien du système.
Lorsque la partie potentielle de l’hamiltonien ne dépend pas du temps, on peut

ramener cette équation à un problème aux valeurs propres, l’équation indépendante
du temps

(T + U + V +W )ψ({~ri}, {~Ri}) = Eψ({~ri}, {~Ri}) (6.2)

où l’on définit les termes comme suit

– Energie cinétique

T = Te + Tn ≡
N∑
i

−~2∇2
i

2me

+
M∑
k

−~2∇2
k

2mk

(6.3)

– Interaction coulombienne

U =
∑
i<j

U(~ri, ~rj) =
∑
i<j

e2

|~ri − ~rj|
(6.4)
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– Energie potentielle à un corps

V =
N∑
i

v(~ri) (6.5)

– Pour un atome

V =
N∑
i

v(~ri) = −
N∑
i

Ze2

|~ri − ~R|
(6.6)

où ~R est le vecteur-position du noyau et Z la charge nucléaire

– Pour une molécule ou un solide

V =
N∑
i

v(~ri) = −
∑
ik

Zke
2

|~ri − ~Rk|
(6.7)

où les {~Rk} sont les vecteur-positions des noyaux et Zk leur charge nucléaire

– Energie potentielle d’interactions inter-noyaux

W =
∑
i<j

W (~Ri, ~Rj) =
∑
i<j

ZiZje
2

|~Ri − ~Rj|
(6.8)

Minimisation de l’énergie

On cherche à résoudre l’équation de Schrödinger indépendante du temps pour les
énergies les plus basses, c’est à dire le fondamental. On peut montrer dans ce cas que
résoudre ce problème aux valeurs propres est complètement équivalent à minimiser
une fonctionnelle d’énergie sur un espace fonctionnelle approprié.

On voit bien que les seules différences formelles notables entre un solide et une
molécule sont d’une part l’arrangement spatial des noyaux, et d’autre part les condi-
tions aux limites. Il faut noter que la résolution de Schrödinger indépendante du
temps est particulièrement ardue voire impossible dès lors que le nombre de corps est
supérieur ou égal à deux. Il faut donc chercher une approximation supplémentaire.
Par chance, la masse des noyaux et des électrons va nous permettre de justifier une
approximation très utile, l’approximation de Born-Oppenheimer.

6.1.2 Approximation de Born-Oppenheimer

Les noyaux sont bien plus lourds que les électrons, mnoyau � melectron. Le temps
de réponse des électrons est ainsi ”instantané” par rapport à celui des noyaux, ce qui
va nous permettre de découpler leurs mouvements. Une exploitation particulière de
ce fait est développée sous forme d’un algorithme connu sous le nom d’optimisation
de géométrie :
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On fixe la position
des noyaux

On résoud
Schrödinger

simplifié

 Calcul de
l'énergie

électronique

 On minimise
l'énergie totale par

rapport à la position
des noyaux

On calcule la nouvelle
position des noyaux

Fig. 6.1 – Mise en oeuvre algorithmique de l’approximation de Born-Oppenheimer
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1. On fixe la position des noyaux, ils deviennent donc des paramètres et les degrés
de liberté nucléaire apparaissent uniquement dans un potentiel v(~r)

2. On résoud une équation de Schrödinger ”simplifiée” pour calculer l’énergie
électronique

Heψ({~ri}|{~Ri}) ≡ (T + U + V )ψ({~ri}|{~Ri}) = i~
∂

∂t
ψ({~ri}|{~Ri}) (6.9)

3. On minimise l’énergie totale par rapport à la position des noyaux

6.2 Espace de Sobolev des fonctions d’ondes

Avant de faire l’analyse fonctionnelle de l’équation de Schrödinger, il est nécessaire
de bien situer le problème dans des espaces fonctionnels appropriés, en l’occurence les
espaces de Sobolev [82, 137]. On étudie le comportement d’un système de N éléments
dans l’espace décrit par une fonction d’onde

ψ(~r1, . . . , ~rN , t) ∈
N⊗
i=1

L2(R3,C) (6.10)

En fait, toute fonction d’onde vérifie les propriétés suivantes

– Les particules sont localisées dans l’espace donc la fonction d’onde doit être
normalisée ∫

R3

d3~r1 . . . d
3~rN |ψ(~r1, . . . , ~rN , t)|2 = 1 (6.11)

– Les particules doivent posséder une énergie cinétique finie

(
< ψ(~r1, . . . , ~rN , t)|Te|ψ(~r1, . . . , ~rN , t) >

)
< ∞ (6.12)

Ce qui implique que pour chaque particule, l’énergie cinétique doit être finie

(
< ψ(~r1, . . . , ~rN , t)| −∆i|ψ(~r1, . . . , ~rN , t) >

)
< ∞ ,∀i = 1, . . . , N

(6.13)

Ce qui après intégration par partie et sachant que les fonctions d’ondes sont de
carré sommable et par conséquent qu’elles sont nulles à l’infini∫

R3

d3~r1 . . . d
3~rN |∇ψ(~r1, . . . , ~rN , t)|2 <∞ (6.14)
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Si on a posé pour ψ ∈
N⊗
i=1

L2(R3,C) et ~r1, . . . , ~rN ∈ R3

|∇ψ(~r1, . . . , ~rN)|2 =
N∑
i=1

| ∂
∂~ri

Ψ(~r1, . . . , ~rN)|2 (6.15)

Il est alors équivalent d’imposer

∀j ∈ [1, N ],

∫
R3

d3~r1 . . . d
3~rN |

∂

∂~rj
ψ(~r1, . . . , ~rN , t)|2 <∞ (6.16)

Ces deux propriétés assurent l’appartenance de la fonction d’onde ψ décrivant
notre système à l’espace de Sobolev

⊗N
i=1H

1(R3,C). Définissons les espaces de So-
bolev Wm,p(Ω,C) pour Ω ouvert de RN

Wm,p(Ω,C) =

{
u ∈ Lp(Ω,C);∀|j| ≤ m ∂iu ∈ Lp(Ω,C)

}
(6.17)

Avec i multi-indice. On note

Hm(Ω,C) = Wm,2(Ω,C) ∀Ω ouvert de RN (6.18)

On munit Wm,p(Ω) de la norme

||u||Wm,p(Ω) =
∑

0≤|α|≤m

||∂αu||Lp (6.19)

Mais seul les espaces Hm(Ω,C) peuvent être munits d’un produit scalaire

(u, v)Hm =
∑
|α|≤m

∫
∂αu(~x)∂αu(~x)dx (6.20)

de norme associée

||u||Hm =

√∑
|α|≤m

||∂αu||2L2 (6.21)

équivalente à la norme précédement définie sur Wm,2(Ω). On a alors la propriété
suivante

Théorème 6.2.1 L’espace Wm,p(Ω,C) est un espace de Banach pour 1 ≤ p ≤ ∞.
L’espace Wm,p(Ω,C) est réflexif pour 1 < p < ∞. L’espace Hm(Ω,C) est un espace
de Hilbert séparable.

Nous renvoyons à [137] pour la preuve dans le cas m=1. La dernière partie de
ce théorème nous permettra en particulier d’affirmer que le double orthogonal d’un
sous-ensemble fermé est égal à ce sous-ensemble. Nous avons exploité le fait que
les particules étaient présentes dans l’espace et d’énergie finie pour affirmer que la

fonction d’onde décrivant le système appartenait à l’espace de Sobolev
N⊗
i=1

H1(R3,C) ;
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Les électrons et les protons sont des fermions. Leur spin est hf . L’interprétation
probabiliste de la fonction d’onde ainsi que le principe d’exclusion de Pauli nous
imposent donc que

ψ ∈
3(N+M)∧
i=1

L2(R,C) ⊂
3(N+M)⊗
i=1

H1(R,C) ≡
N+M⊗
i=1

H1(R3,C) (6.22)

Nous n’allons considérer qu’un sous-ensemble de cet espace des fonctions d’ondes
totalement antisymétriques

Posons

WN =

{
φ = (ψi)1≤i≤N , ψi ∈ H1(R3,C), < ψi|ψj >= δi,j, 1 ≤ i, j ≤ N

}
(6.23)

Avec

< ψi|ψj >=

∫
R3

ψ∗iψj (6.24)

6.3 Méthode de Hartree-Fock

On va essayer de résoudre l’équation de Schrödinger indépendante du temps par
une méthode de type Galerkin. En effet, l’espace des fonctions d’onde antisymétriques
admet pour base les déterminants construits à partir des fonctions de WN . On peut
donc travailler sur un sous-espace de dimension fini et augmenter la précision des
résultats en augmentant la dimension de cet espace.

Soit ϕ = (ψi)1≤i≤N ∈ WN , on définit le déterminant de Slater associé à ϕ comme

Sϕ(~r1, . . . , ~rN , t) =
1√
N !

det(ψi(~rj, t)) (6.25)

On note SN l’ensemble des déterminants de Slater ainsi constitués. Ces fonctions,

remarquables par leur expression, constituent un sous-espace de
N∧
i=1

H1(R3,C) topolo-

giquement trop petit pour décrire convenablement l’espace entier des fonctions tota-

lements antisymétriques
N∧
i=1

H1(R3,C), mais qui est l’espace sur lequel nous pouvons

effectuer nos calculs. On dénomme donc le fait d’approcher une fonction d’onde anti-
symétrique par un déterminant de Slater sous le nom de méthode ou approximation
d’Hartree-Fock.

6.3.1 Calcul de l’hamiltonien

Le cas à deux particules se généralise immédiatement à N particules, c’est pour
cela que nous ne considérons qu’un système à deux particules décrit par une fonction
d’onde ψ qui est le déterminant de Slater associé à ϕ = (ψ1, ψ2)

ψ(~r1, ~r2) =
1√
2
(ψ1(~r1)ψ2(~r2)− ψ1(~r2)ψ2(~r1)) (6.26)
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avec ϕ ∈ W2, ψ ∈ S2, et ψi ∈ H1(R3,C). Vérifions que nous avons bien normalisé la
fonction d’onde ψ définie ci-dessus

< ψ(~r1, ~r2)|ψ(~r1, ~r2) > =
1

2

∫
R3

∫
R3

|ψ1(~r1)ψ2(~r2)− ψ1(~r2)ψ2(~r1)|2d3~r1d
3~r2.

=
1

2

∫
R3

∫
R3

(
|ψ1(~r1)ψ2(~r2|)2 + |ψ1(~r2)ψ2(~r1)|2

−2<ψ∗1(~r1)ψ∗2(~r2)ψ1(~r2)ψ2(~r1)

)
d3~r1d

3~r2

=
1

2

(∫
R3

d3~r2

(
|ψ2(~r2)|2

∫
R3

d3~r1|ψ1(~r1)︸ ︷︷ ︸
1

|2 + |ψ1(~r2)|2
∫

R3

d3~r1|ψ2(~r1)︸ ︷︷ ︸ |21
)

−2<
∫

R3

d3~r2

∫
R3

d3~r1

(
ψ∗1(~r1)ψ2(~r1)

)
︸ ︷︷ ︸

0

ψ1(~r2)ψ
∗
2(~r2)

)

=
1

2

∫
R3

d3~r2

(
|ψ2(~r2)|2 + |ψ1(~r2)|2

)
= 1 (6.27)

Nous venons en fait de vérifier que les fonctions déterminants de Slater sont bien
normalisées ( dans le cas à deux particules qui se généralise immédiatement). Reve-
nons alors au calcul de notre hamiltonien électronique. On va prendre ~2

2me
= 1 pour

simplifier les développements.

Heψ(~r1, ~r2) = (T + U + V )ψ(~r1, ~r2)

= −∆~r1ψ(~r1, ~r2)−∆~r2ψ(~r1, ~r2) + V (~r1)ψ(~r1, ~r2)

+ V (~r2)ψ(~r1, ~r2) +
ψ(~r1, ~r2)

|~r1 − ~r2|
∀ψ ∈ S2 (6.28)

On développe l’écriture de ψ comme déterminant de Slater de deux particules

ψ(~r1, ~r2) =
1√
2
(ψ1(~r1)ψ2(~r2)− ψ1(~r2)ψ2(~r1)) ψi ∈ H1(R3,R) (6.29)

On effectue alors les calculs de ces différents termes

T1 = < −1

2
∆~r1ψ(~r1, ~r2)|ψ(~r1, ~r2) >

= −1

2

∫
R3

∫
R3

d3~r1d
3~r2∆~r1

(
ψ1(~r1)ψ2(~r2)− ψ1(~r2)ψ2(~r1)

)∗
(
ψ1(~r1)ψ2(~r2)− ψ1(~r2)ψ2(~r1)

)
=

1

2

∫
R3

d3~r1

(
|∇1ψ1(~r1)|2 + |∇1ψ2(~r1)|2

)
(6.30)



88 Chapitre 6. Méthodes ab initio usuelles

Si on a posé pour Ψ ∈
N⊗
i=1

L2(R3,C) et (~ri)i=1..N ∈ R3N comme indiqué en (6.15)

|∇Ψ((~ri)i=1..N)|2 =
N∑
i=1

| ∂
∂~ri

Ψ((~ri)i=1..N)|2 (6.31)

On obtient de même, pour tout ψ ∈ S2 s’écrivant comme déterminant de Slater
de ψi ∈ H1(R3,C)

< −1

2
∆~r2ψ|ψ > =

1

2

∫
R3

d3~r2

(
|∇2ψ1(~r2)|2 + |∇2ψ2(~r2)|2

)
=

1

2

∫
R3

d3~r1

(
|∇2ψ1(~r1)|2 + |∇2ψ2(~r1)|2

)
(6.32)

Donc

T = < −1

2
(∆1 + ∆2)ψ(~r1, ~r2)|ψ(~r1, ~r2) >

=

∫
R3

|∇ψ1|2 + |∇ψ2|2 (6.33)

On doit maintenant effectuer le calcul pour la partie potentielle

V1 = < V (~r1)ψ(~r1, ~r2)|ψ(~r1, ~r2) >

=
1

2

∫
R3

∫
R3

V (~r1)|ψ1(~r1)ψ2(~r2)− ψ1(~r2)ψ2(~r1)|2d3~r1d
3~r2

=
1

2

∫
R3

d3~r1V (~r1)

(
|ψ1(~r1)|2 + |ψ2(~r1)|2

)
(6.34)

On en déduit donc la contribution du potentiel

<

(
V (~r1) + V (~r2)

)
ψ(~r1, ~r2)|ψ(~r1, ~r2) >=

∫
R3

V [|ψ1(~x)|2 + |ψ2(~x)|2]dx (6.35)

Il ne reste plus que le terme coulombien

U = <
1

|~r1 − ~r2|
ψ(~r1, ~r2)|ψ(~r1, ~r2) >

=
1

2

∫
R3

∫
R3

d3~r1d
3~r2

(
|ψ1(~r1)|2|ψ2(~r2)|2 + |ψ1(~r2)|2|ψ2(~r1)|2

|~r1 − ~r2|

−2|ψ1(~r1)|2|ψ2(~r2)|2|ψ1(~r2)|2|ψ2(~r1)|2

|~r1 − ~r2|

)
(6.36)



6.3. Méthode de Hartree-Fock 89

On pose maintenant

ρψ(~x) = ρψ1,ψ2(~x) = |ψ1(~x)|2 + |ψ2(~x)|2

τψ(~x, ~y) = ψ1(~x)ψ1(~y) + ψ2(~x)ψ2(~y) (6.37)

Ce qui permet de simplifier la forme précédente

U = <
1

|~r1 − ~r2|
ψ(~r1, ~r2)|ψ(~r1, ~r2) >

=
1

2

∫
R3

∫
R3

d3~r1d
3~r2

ρψ(~r1)ρψ(~r2)− |τψ(~r1, ~r2)|2

|~r1 − ~r2|
(6.38)

Finalement nous obtenons

< Heψ(~r1, ~r2)|ψ(~r1, ~r2) >=

∫
R3

|∇ψ1|2 + |∇ψ2|2 +

∫
R3

V [|ψ1|2 + |ψ2|2]

+
1

2

∫
R3

∫
R3

d3~r1d
3~r2

ρψ(~r1)ρψ(~r2)

|~r1 − ~r2|
− 1

2

∫
R3

∫
R3

d3~r1d
3~r2
|τψ(~r1, ~r2)|2

|~r1 − ~r2|
(6.39)

avec

∀ψ ∈ S2, ψ(~r1, ~r2) =
1√
2

(
ψ1(~r1)ψ2(~r2)− ψ1(~r2)ψ2(~r1)

)
ψ1, ψ2 ∈ H1(R3,C)

(6.40)

Remarquons que cette dernière expression a un sens malgré la divergence possible du
terme

1

2

∫
R3

∫
R3

d3~r1d
3~r2

ρψ(~r1)ρψ(~r2)

|~r1 − ~r2|
(6.41)

En effet, dans le cas d’égalité pour ~r1 et ~r2 nous avons une simplification avec le terme

−1

2

∫
R3

∫
R3

d3~r1d
3~r2
|τψ(~r1, ~r2)|2

|~r1 − ~r2|
(6.42)

6.3.2 Equations de Fock

Nous posons l’énergie de Hartree-Fock

EHF [ψ] =

∫
R3

(
|∇ψ1(~x)|2 + |∇ψ2(~x)|2

)
d3~x +

∫
R3

V (~x)[|ψ1(~x)|2 + |ψ2(~x)|2]d3~x

+
1

2

∫
R3

∫
R3

d3~r1d
3~r2

ρψ(~r1)ρψ(~r2)

|~r1 − ~r2|
− 1

2

∫
R3

∫
R3

d3~r1d
3~r2
|τψ(~r1, ~r2)|2

|~r1 − ~r2|
(6.43)

∀ψ ∈ W2, ψ(~r1, ~r2) =
1√
2

(
ψ1(~r1)ψ2(~r2)− ψ1(~r2)ψ2(~r1)

)
∈ S2 ψ1, ψ2 ∈ H1(R3,C)

(6.44)
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Ce problème se ramène alors au problème de minimisation suivant

EHF
min = min

ψ∈W2

EHF [ψ] (6.45)

Remarque 6.3.1 Remarquons ici que nous pouvons prouver l’existence d’un mini-
mum pour la fonctionnelle EHF [ψ], comme nous le verrons dans la suite de ce cha-
pitre, mais la question de l’unicité reste ouverte.

On désire maintenant caractériser les fonctions qui minimisent l’énergie ci-dessus.
Soit Ψ ∈ W2 la fonction qui minimise EHF et soit ψ1 et ψ2 ses composantes, et soit
χ ∈ H1(R3,C) telle que

< ψ1|χ >=< ψ2|χ >= 0, < χ|χ >= 1 (6.46)

On développe le problème de minimisation (6.45) et on obtient∫
R3

d3~x
(
− 1

2
∆ψ1(~x) + V ψ1(~x) +

∫
R3

d3~y
|ψ2(~y)|2

|~x− ~y|
ψ2(~x)−

∫
R3

d3~y
ψ1(~y)ψ2(~y)

|~x− ~y|

)
.χ(~x) = 0

(6.47)

Si on pose maintenant ∀ψ1, ψ2 ∈ H1(R3,C)

A(ψ1, ψ2)(~x) = −1

2
∆ψ1(~x) + V (~x)ψ1(~x) +

∫
R3

d3~y
ψ2

2(~y)

|~x− ~y|
ψ2(~x)−

∫
R3

d3~y
ψ1(~y)ψ2(~y)

|~x− ~y|
(6.48)

On obtient
< A(ψ1, ψ2)|χ >= 0 (6.49)

Rappelons ici que H1 est un espace de Hilbert séparable et par conséquent que

vect(ψ1, ψ2)
⊥⊥ = vect(ψ1, ψ2) (6.50)

Donc A est une fonction dans le plan engendré par ψ1 et ψ2. Il existe ε11 et ε12 réels
(multiplicateurs de Lagrange) tels que

A(ψ1, ψ2) = ε11ψ1 + ε12ψ2 (6.51)

En inversant les rôles de ψ1 et ψ2, on aboutit à une équation analogue qui nous permet
d’étendre le résultat obtenu pour toutes les fonctions d’ondes de WN et qui s’exprime
sous forme condensée [82] en écrivant que Ψ = (ψi) ∈ WN est solution de l’équation
d’Euler-Lagrange du problème (6.45)

− 1

2
∆Ψ + VΨ + ρ ∗ 1

|~x|
Ψ−

∫
R3

τΨ(~x, ~y)

|~x− ~y|
Ψ(~y)d3~y =

( N∑
j=1

εijψj

)
i=1..N
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avec

ρψ(~x) =
N∑
i=1

ψ2
i (~x), τψ(~x, ~y) =

N∑
i=1

ψi(~x)ψi(~y) (6.52)

pour ψ =t (ψ1, . . . , ψN). On définit l’opérateur de Hartree-Fock par

Fψ(ψ) = −1

2
∆ψ + V ψ + ρψ ∗

1

|~x|
ψ −

∫
R3

τψ(~x, ~y)ψ(~y)

|~x− ~y|
d3~y ∀ψ ∈ WN (6.53)

Ainsi les états minimisant l’énergie sur l’ensemble des déterminants de Slater sont les
ψ vérifiant

Fψ(ψ) =

( N∑
j=1

εijψj

)
i=1..n

(6.54)

Remarque 6.3.2 Remarquons que notre opérateur de Fock est un opérateur intégro-
différentiel qui dépend de plus de la fonction sur laquelle il agit. Le problème de la
résolution d’une telle équation est donc un problème fin ; en particulier nous pouvons
démontrer que ce problème admet une solution, mais l’unicité reste ouverte.

La matriceM = (εij) est une matrice symétrique (car Fψ est un opérateur symétrique)
donc diagonalisable dans une base orthonormale.

Donc il existe une matrice U telle que U∗U = I et λi tels que si ψ̃ = Uψ, on a

Fψ̃(ψ̃) = (λiψ̃i)i=1..N (6.55)

Ce qui est la forme usuelle des équations de Hartree-Fock, car donnant l’in-
terprétation la plus immédiate.

6.4 Quelques propriétés de ces équations

On exhibe dans ce paragraphe une interprétation possible des termes intervenant
dans nos équations (6.55) en prenant ψ ∈ WN

(Fψ.ψ)(~x) = −1

2
4ψ(~x) + V (~x)ψ(~x) +

(
ρψ ∗

1

|~x|
)
(~x)ψ(~x)−

∫
ρ(~x, ~y)

|~x− ~y|
ψ(~y)d3~y

= εiψ(~x) (6.56)

Remarque 6.4.1 Remarquons que cette dernière expression a un sens malgré la di-
vergence possible du terme

1

2

∫
R3

∫
R3

d3~r1d
3~r2

ρψ(~r1)ρψ(~r2)

|~r1 − ~r2|
(6.57)
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En effet, dans le cas d’égalité pour ~r1 et ~r2 nous avons une simplification avec le terme

−1

2

∫
R3

∫
R3

d3~r1d
3~r2
|τψ(~r1, ~r2)|2

|~r1 − ~r2|
(6.58)

Remarque 6.4.2 Le terme −1
2
4ψ(~x) a une interprétation évidente comme énergie

cinétique propre des électrons. Le terme V (~x)ψ(~x) est lui aussi transparent à l’in-
terprétation puisqu’il représente l’énergie potentielle due au champ exterieur. Le terme(
ρψ ∗ 1

|~x|

)
(~x)ψ(~x) décrit l’interaction coulombienne.

Le terme −
∫ ρ(~x,~y)

|~x−~y|ψ(~y)d3~y est le terme d’échange-corrélation que nous avons vu
apparâıtre dans notre calcul et qui provient d’une meilleur prise en compte des in-
teractions entre électrons que nous ne l’avions fait lors de l’approximation du champ
central. Assez souvent ce terme peut être modélisé par un potentiel sphérique autour
des électrons repoussant les autres. Ce terme corrige donc les interactions pour tenir
compte de l’impossibilité de trouver deux particules trop proches. Enfin cherchons
une interprétation du second menbre de notre équation : les valeurs εi représentent
en fait l’énergie nécessaire pour enlever un électron. En effet, si H est l’hamiltonien
total, Ji,j désigne le terme provenant directement de l’intéraction coulombienne agis-
sant entre les fermions i et j, et si Ki,j le terme provenant de l’interaction d’échange
entre les fermions i et j,on obtient

E = < ψ|H|ψ >
=
∑
i

εi −
∑
i<j

[Ji,j −Ki,j]

(6.59)

Alors en considérant un système de N+1 electrons et un système de N électrons
et en prenant un ensemble d’orbitales indexées par un indice allant de 1 à N , on peut
voir que

EN+1 − EN = εi (6.60)

Ceci donne une interprétation des valeurs propres de l’opérateur de Fock comme
énergie requise pour enlever un électron de la i-ème orbitale (théorème de Koopman,[26]).

Remarque 6.4.3 Pour clore ce paragraphe on notera que la méthode de Hartree Fock
préserve la symétrie et nous donne pour des couches complètes une solution d’un
problème de champ central. Ceci justifie en atomistique un premier calcul d’énergie
pour les couches centrales avec la méthode du champ central et permet de comprendre
que le terme d’échange-corrélation qui est pris en compte dans la méthode Hartree-
Fock est bien un terme relatif au placement des électrons autour du noyau.

Remarque 6.4.4 On peut retrouver rapidement les équations de Hartree-Fock dans
le cadre de la théorie quantique des champs [27] en ne considérant que les interac-
tions engendrée par des bubbles et des oysters entre un système de N fermions et un
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N +1ième. Nâıvement un bubble consiste en un ”choc élastique” : le fermion possède
une quantité de mouvement qu’il cède à la particule qu’il collisionne et occupe sa place.
Un oyster consiste en un échange entre le fermion et un trou crée par une particule.
L’approximation d’Hartree-Fock consiste dans cette formulation à ne considérer que
ces deux types d’interactions. Alors en écrivant et resommant dans l’espace de Fourier
les graphes de Feymann induits par cette description des interactions, on peut obte-
nir immédiatement les équations d’Hartree-Fock. Dans le cadre de cette description
l’énergie coulombienne se traduit en terme de bubble et l’énergie d’échange en terme
d’oyster, ce qui apporte un autre éclairage sur l’approximation de Hartree-Fock.

6.5 Compacité pour Hartree-Fock

Le but de cette section est de montrer que le problème de minimisation de Hartree-
Fock admet une solution mais que l’unicité de celle-ci n’est pas garantie. Comme la
fonctionnelle de Fock n’est pas convexe, les arguments mathématiques usuels ne s’ap-
pliquent pas. On peut par un raisonnement assez fin montrer que l’existence d’un
minimum est assurée mais il n’existe pas de preuve de l’unicité de ce dernier.
La démonstration de l’existence d’un minimum pour l’énergie de Hartree-Fock (i.e.la
compacité pour la méthode de Hartree-Fock) étant d’un niveau technique assez impor-
tant, on indiquera ici les éléments essentiels de la preuve, en étant bien conscient que
certains passages devraient être détaillés pour obtenir une démonstration complète de
ce résultat. On désire montrer l’existence d’une solution au problème de minimisation

IHF = inf

{
EHF (ψ1, . . . , ψN), ψ ∈ H1(R3,C),

∫
R3

ψiψj = δi,j

}
(6.61)

Théorème 6.5.1 On suppose que la charge nucléaire totale vérifie Z > N −1. Alors
toutes les suites minimisantes du problème (6.61) pour N électrons sont relativement
compactes dans H1(R3,C)N, et en particulier il existe un minimum.

Démonstration 6.5.1 Soit ψ1,n, . . . , ψN,n une suite minimisante, ie une suite de N-
uplets de fonctions de H1(R3,C) dont l’énergie de Hartree-Fock converge en décroissant
vers le minimum IHF , telle que

∀n ∈ N,
∫

R3

ψi,nψj,n = δi,j (6.62)

On remarque que

EHF (ψ1,n, . . . , ψN,n) ≥
N∑
i=1

(∫
R3

|∇ψi,n|2 +

∫
R3

V ψ2
i,n

)
(6.63)

Cette suite minimisante est donc bornée et possède une limite faible qu’on note
(ψ1, . . . , ψN). On peut même montrer que

0 ≤
∫

R3

ψiψj ≤
∫

R3

ψi,nψj,n = 1 ∀i, j (6.64)
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On va maintenant relacher la contrainte du problème (6.61) afin de transformer
le problème de minimisation sur une sphère en un problème de minimisation sur une
boule (qui étant convexe est plus facile à étudier).

Montrons que

IHF = inf

{
EHF (ψ1, . . . , ψN), ψ ∈ H1(R3,C),∀i, j

∫
R3

ψiψj ≤ 1

}
(6.65)

Soit ε > 0, il existe un N-uplet de fonctions de classe C∞ à support compact tel
que ∫

R3

ψiψj ≤ 1 ∀ i, j ∈ [1, N ] (6.66)

et

EHF (ψ1, . . . , ψN) ≤ ε+ inf

{
EHF (ψ1, . . . , ψN), ψ ∈ H1(R3,R),∀i, j

∫
R3

ψiψj ≤ 1

}
On définit alors la matrice [aij] par la donnée de

aij = δi,j −
∫

R3

ψiψj (6.67)

On définit ensuite les fonctions φi de classe C∞ à support compact telles que∫
R3

φiφj = aij (6.68)

Ainsi que

A =
N∑
i=1

∫
R3

|∇φi|2 +
1

2

∫
R3

∫
R3

ρ̃(~x)ρ̃(~y)

|~x− ~y|
− 1

2

∫
R3

∫
R3

|ρ̃(~x, ~y)|2

|~x− ~y|
≤ ε (6.69)

Avec

ρ̃(~x, ~y) =
N∑
i=1

φi(~x)φi(~y)

ρ̃(~x) = ρ̃(~x, ~x) (6.70)

On considère maintenant les fonctions tests ψni = ψi+φi(·+n~e) où n est un entier
assez grand et ~e un vecteur unitaire de R3 pour obtenir∫

R3

ψni ψ
n
j = δij (6.71)

et
EHF (ψn1 , . . . , ψ

n
N) 7→ EHF (ψ1, . . . , ψN) + A (6.72)
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On aboutit finalement à

IHF ≤ 3ε+ inf

{
EHF (ψ1, . . . , ψN), ψ ∈ H1(R3,R), [

∫
R3

ψiψj] ≤ 1

}
(6.73)

On montre par ailleurs que

EHF (ψ1, . . . , ψN) ≤ lim inf EHF (ψn1 , . . . , ψ
n
N) (6.74)

en développant les termes mis en jeu.

On peut alors affirmer que (ψ1, . . . , ψN) minimise{
EHF (ψ1, . . . , ψN), ψ ∈ H1(R3,C), [

∫
R3

ψiψj] ≤ 1

}
(6.75)

On doit vérifier que la contrainte est saturée, c’est-à-dire que le minimum est atteint
sur la sphère ,autrement dit [

∫
R3 ψiψj]ij = I.

Remarquons que toute transformation orthogonale de la matrice [
∫

R3 ψiψj]ij est
encore solution du problème (6.65) et que l’énergie de Hartree-Fock EHF est inva-
riante par transformation orthogonale de ses variables. Nous supposons donc la ma-
trice [

∫
R3 ψiψj]ij comme diagonalisée. Définissons les γi comme∫

R3

ψiψj = δi,jγi (6.76)

Vérifier que la contrainte est saturée revient alors à vérifier que les γi sont égaux
à l’unité. Pour cela, on introduit un problème de minimisation annexe dont on désire
montrer que ψi est solution

Mi = inf

{
< H̄ψ|ψ >,ψ ∈ H1(R3,C),

∫
R3

|ψ|2 ≤ 1,

∫
R3

ψψj = 0 ∀j 6= i

}
(6.77)

avec

H̄ψ(~x) = −∆ψ(~x) + V (~x)ψ(~x) + (ρ ∗ 1

|~x|
)(~x)ψ(~x)−

∫
R3

ρ(~x, ~y)
ψ(~y)

|~x− ~y|
d3~y

∀ψ ∈ H1(R3,C) (6.78)

Remarquons que

EHF (ψ1, . . . , ψi−1, ψ, ψi+1, . . . , ψN) = EHF (ψ1, . . . , ψi−1, 0, ψi+1, . . . , ψN)

+ < H̄ψ|ψ > −Q(ψi, ψ) (6.79)

Avec

Q(ψi, ψ) =

∫
R3

∫
R3

|ψi(~x)|2|ψ(~y)|2 − ψi(~x)ψi(~y)ψ(~x)ψ(~y)

|~x− ~y|
d3~x d3~y ≥ 0 (6.80)
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d’après la relation de Cauchy-Schwartz.
Comme (ψ1, . . . , ψN) minimise le problème avec contrainte relachée (6.65), ψi

minimise le problème annexe (6.77).
On déduit de cette solution de minimisation que les (ψi) sont combinaisons linéaires

de N premiers vecteurs propres de H̄. Par transformation orthogonale, on suppose que
les (ψi) sont vecteurs propres ou nuls. Montrons qu’ils ne peuvent pas être nuls. En
effet, si l’un des (ψi) est nul alors la borne inférieure du problème de minimisation
avec contrainte relachée (6.65) est nulle. Or H̄ est majoré au sens des opérateurs par
H = −∆ + V + (ρ ∗ 1

|~x). Rappelons que pour deux opérateurs A et B

A ≤ B ⇔ ∀u, tuAu ≤t uBu (6.81)

On applique alors le théorème suivant [82] pour assurer que H̄ possède au moins
N valeurs propres négatives.

Théorème 6.5.2 Soit µ une mesure telle que µ(R3) < Z. Soit W ∈ Lp(R3)+Lq(R3)
avec W ≥ 0; 1 < p, q ≤ 3. Soit v fixé dans L2(R3) et R l’opérateur défini par

Ru(~x) =
(∫

R3

u(~y)v(~y)

|~x− ~y|
d3~y

)
v(~x) (6.82)

Alors, pour chaque entier n, il existe εn > 0, qui ne dépend que de bornes sur 1
Z−µ(R3)

,

W ∈ Lp(R3) + Lq(R3) et v ∈ L2(R3), tel que l’opérateur

H = −∆−
N∑
k=1

zk

|~x− ~̄xk|
+W + (µ ∗ 1

|~x|
) +R (6.83)

admet au moins n valeurs propres en dessous de −εn.

Ce dernier théorème permet de relever la contradiction sur les signes des valeurs
propres de H̄ et d’affirmer par consequent, que tous les (ψi) sont non nuls. De même,
on peut affirmer que les valeurs propres associées sont non nulles, car si un tel cas se
produisait on pourrait prendre le vecteur ψi associé nul et aboutir à la même contra-
diction. Le problème de minimisation (6.77) permet alors d’écrire

− εi = inf

{
< H̄ψ|ψ >,ψ ∈ H1(R3,C),

∫
R3

|ψ|2 ≤ 1,

∫
R3

ψψj = 0 ∀j 6= i

}
= < H̄ψi|ψi >
= −εiγi (6.84)

Les valeurs propres εi étant strictement négatives, la simplification est valide et nous
avons

γi = 1 ∀i ∈ [1, N ] (6.85)

On vient de montrer que la contrainte relachée était en fait atteinte sur le bord de
la boule donc que le minimum du problème initial (6.61) était celui du problème avec
contrainte relachée (6.65) soit la limite faible de la suite minimisante initialement
choisie, ce qui termine la démonstration.



Chapitre 7

Cadre général de la TFD

On peut dire que la TFD est assurément une des théories les plus populaires
et les plus efficaces pour traiter les problèmes à N corps en [23, 24]. La TFD a
été amplement étudiée et développée ces quarantes dernières années. On trouvera
d’excellentes références dans [25, 26, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39]. La
présentation ici faite est dans l’esprit des articles [30, 35, 36, 40].

7.1 Approche usuelle

On peut résumer la démarche de la mécanique quantique en comprenant qu’à
partir de la connaissance du potentiel v on détermine la fonction d’onde par résolution
de l’équation de Schrödinger, laquelle nous permet ensuite par intégration de calculer
les valeurs moyennes de n’importe quelle observable

v(~r) → ψ(~r1, ..., ~rN) →< observables > (7.1)

On peut notamment calculer la densité de particules

ρ(~r) = N

∫
d3~r2...

∫
d3~rN ψ∗(~r, ~r2, ..., ~rN)ψ(~r, ~r2, ..., ~rN) (7.2)

Quand bien même, la fonction d’onde contiendrait la totalité de l’information sur le
système, sa détermination est particulièrement problématique et ce pour plusieurs
raisons. La plus importante est que la fonction d’onde est une fonction à 6(N +M)
variables (en tenant compte des variables de spins). Le calcul numérique sur de tels
objets est particulièrement couteux en temps de calcul et en précision.

Comme on va le voir dans le chapitre suivant, le théorème de Hohenberg-Kohn
(1964) va nous assurer que pour l’état fondamental ψ0, la relation entre la densité du
fondamental ρ0 et le potentiel est bijective, c’est à dire que l’on a en plus

ρ0(~r) → ψ0(~r1, ..., ~rN) → v(~r) (7.3)

On va pouvoir ainsi travailler sur un objet physico-mathématique à trois variables
seulement, ce qui simplifie énormément le problème.

97
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7.2 Des fonctions d’ondes à la fonctionnelle de

densité

Il existe un lien très intéressant entre les fonctions d’onde et les fonctions de
Green. Ces dernières sont directement liées aux matrices de densité réduite à une
particule. Ces relations permettront de jeter un pont entre la mécanique quantique
telle qu’elle est connue au travers de la détermination des fonctions d’onde, mais
plutôt trop compliquée dès lors qu’il s’agit de traiter des problèmes à N-corps, et la
Théorie Quantique des Champs, seule cadre apte à traiter ces derniers. En Théorie
Quantique des Champs, mais aussi en Théorie Statistique des Champs les fonctions
de corrélation à N points sont les outils mathématiques de base, permettant une
description statistique des problèmes à N-corps. Une fonction de Green n’étant rien
d’autre qu’une fonction de corrélation à deux points.

7.2.1 Fonction de Green

Mathématiquement, on définit la fonction de Green [41] d’un opérateur L comme
la solution de

[z − L(z, ~r)]G(~r, ~r ′; z) = δ(~r − ~r ′) (7.4)

Pour une particule indépendante, c’est à dire qu’il n’y a pas d’interactions avec
d’autres particules, autrement dit U = 0, et dans un potentiel v(~r) on la note G0, et
elle vérifie dans l’espace des fréquences [41, 42]

[
E +

~2∇2

2m
− v(~r)

]
G(0)(~r, ~r ′;E) = ~δ(~r − ~r ′). (7.5)

Par contre pour un système à N-corps interagissant indépendant du temps, la
fonction de Green d’une particule est modifiée en raison des interactions avec les
autres particules. On montre [41, 42] que l’équation à résoudre est dans ce cas[

i~
∂

∂t
+

~2∇2

2m
− v(~r)

]
G(~r, t;~r ′, t′) = ~δ(~r − ~r ′)δ(t− t′)

− i

∫
d3~xU(~r − ~x)G(2)(~r, t, ~x, t;~r′, t′, ~x, t

′
)

(7.6)

oùG(2) est la fonction de corrélation à deux points. Il faut remarquer queG(~r, t;~r ′, t′)
n’est une fonction de Green que lorsque le système n’est pas interagissant, c’est à dire
U = 0. La connaissance de G(~r, ~r ′;E) permet le calcul des valeurs moyennes de tous
les opérateurs à un corps ainsi que les valeurs moyennes de certains opérateurs à deux
corps (Hamiltonien).
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Comment obtenir la fonctionG(~r, ~r ′; t, t′) ? On montre qu’il suffit de résoudre l’équation
de Dyson [41, 42, 43]

G(~r, ~r ′; t, t′) = G0(~r, ~r ′; t, t′)

+

∫
d3~x d3~x ′ d3τ d3τ ′ G0(~r, ~x; t, τ)Σ(~x, τ, ~x ′, τ ′)G(~x ′, ~r ′; τ ′, t′)

(7.7)

La quantité Σ est dénommée ”self-energy” irréductible. C’est une quantité importante
dans l’étude des problèmes à N-corps.

Remarque 7.2.1 Observons que l’équation de Dyson (7.7) est self-consistante, c’est
à dire que la solution G(~r, ~r ′; t, t′) se trouve des deux côtés de l’équation et dépend
donc d’elle même. On a donc affaire à un problème non linéaire que l’on retrouvera
dans toutes les approximations directes de la mécanique quantique telles que les ap-
proximations de Hartree-Fock pour les approches ”déterminantales” et de Kohn-Sham
en TFD.

Lorsque l’énergie est conservée on peut passer de G(~r, ~r ′; t, t′) ≡ G(~r, ~r ′; t − t′) à
G(~r, ~r ′;E) par une transformée de Fourier en temps, et on utilise l’équation (7.5).
Dans le cas général on utilise une transformation de Fourier en espace et en temps
afin de transformer les convolutions du terme de droite en produit de transformée
de Fourier. Il n’est évidemment pas toujours possible de résoudre facilement (7.7), et
c’est pour cela que des approximations sont utilisées sur les modèles d’interactions
envisagées. De plus, on doit souvent se contenter d’une resommation partielle de
la série obtenue par approximation de l’équation (7.7). Le cadre idéal pour traiter
approximativement l’équation de Dyson se fait au travers du formalisme de seconde
quantification et des diagrammes de Feynman [41, 42, 27].

Dans le cas où l’énergie est conservée, on peut établir une relation entre la matrice
densité réduite à une particule γ(~r, ~r ′) = N

∫
d3~r2...

∫
d3~rNψ

∗(~r, ~r2, ..., ~rN)ψ(~r ′, ~r2, ..., ~rN)
et la fonction de Green à l’aide de

γ(~r, ~r ′) = −i~ lim
t′→t

G(~r, ~r ′, t− t′) (7.8)

On notera la densité moyenne comme

ρ(~r) =<
N∑
i=1

δ(~r − ~ri) > (7.9)

Celle-ci intervient dans le calcul de la valeur moyenne de tout opérateur à un corps

A =
N∑
i

a(~ri)
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< A > =

∫
d3~r1...

∫
d3~rNψ

∗(~r1, ..., ~rN)

[
N∑
i

a(~r)

]
ψ(~r1, ..., ~rN)

= N

∫
d3~r1...

∫
d3~rNψ

∗(~r1, ..., ~rN)a(~r1)ψ(~r1, ..., ~rN)

= N

∫
d3~r a(~r)γ(~r, ~r)

(7.10)

En introduisant (7.9) dans (7.10) on établit que ρ(~r) = lim
~r ′→~r

γ(~r, ~r ′) et que

< A > = N

∫
d3~r a(~r)ρ(~r) (7.11)

On a besoin de la matrice densité réduite à deux corps pour le calcul de la valeur
moyenne d’un opérateur à deux corps, comme H ou U . On perd donc de l’information
en passant de G à γ. En effet l’intégration sur la presque totalité des degrés de liberté
de la fonction d’onde (ou de G) effectuée pour évaluer la matrice densité γ élimine
de l’information.

7.3 La TFD en tant que théorie à N corps

On va voir que lors du passage de la fonction d’onde à la matrice densité réduite à
un corps et donc à la densité moyenne, aucune information n’est perdue tant que l’on
ne traite que l’état fondamental du système matériel. Le théorème de Hohenberg-
Kohn [44], formulé en 1964, énonce que la relation entre la densité et la fonction
d’onde est bijective et que la densité contient autant d’informations sur le système
que la fonction d’onde. Les détails mathématiques de sa démonstration peuvent être
trouvées dans [25, 26, 44, 45, 46].

7.3.1 Le théorème de Hohenberg-Kohn

Théorème 7.3.1 Par définition de la densité et en se restreignant à l’état fondamen-
tal, on a ψ0 7→ ρ0. Le Théorème de Hohenberg-Kohn (1964) établit que cette relation
est bijective dans le cas de l’état fondamental. Autrement dit que la fonction d’onde
est une fonctionnelle de la densité =⇒ ψ0 = ψ0[ρ0].

Démonstration 7.3.2 On va d’abord définir certains ensembles forts utiles pour la
démonstration.

– V : espace des potentiels à un corps locaux
– Ψ : espace des fonctions d’onde de l’état fondamental
– N : espace des densités de l’état fondamental
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Par construction, on sait que (C : V 7→ Ψ) est surjective. De plus, (D : Ψ 7→ N )
est surjective car

∀ψ ∈ Ψ, ρ(~r) = N

∫
d3~r2...

∫
d3~rNψ

∗(~r, ~r2, ..., ~rN)ψ(~r, ~r2, ..., ~rN) (7.12)

La démonstration a lieu en plusieurs étapes :

1. Montrons l’injectivité de C, c’est à dire

∀ V, V ′ ∈ V , V 6= V ′ + Cste =⇒ ψ 6= ψ′ (7.13)

ou plutôt la contraposée ψ = ψ′ =⇒ V = V ′ + Cste.
On a

(T + U + V )ψ = E0ψ, et (T + U + V ′)ψ′ = E ′
0ψ

′ (7.14)

Par soustraction

(V − V ′)ψ = (E0 − E ′
0)ψ (7.15)

Puisque le potentiel est multiplicatif

V = V ′ + (E0 − E ′
0) (7.16)

Ce qui montre que C est injective.

2. Montrons maintenant celle de D à l’aide d’un raisonnement par l’absurde

∀ ψ, ψ′ ∈ Ψ, ψ 6= ψ′ =⇒ ρ 6= ρ′ (7.17)

D’après le principe variationnel de Ritz

E0 = < ψ|H|ψ > < (< ψ′|H|ψ′ >)

(7.18)

< (< ψ′|H + V − V ′|ψ′ >)

(7.19)

= E ′
0 +

∫
ρ′(~r)[v(~r)− v′(~r)]d3~r

(7.20)

De la même manière E ′
0 < E0 +

∫
ρ(~r)[v′(~r)−v(~r)]d3~r. Par soustraction et avec

l’hypothèse ρ = ρ′ on a E0 + E ′
0 < E ′

0 + E0.
On a donc une contradiction, l’injectivité de D est prouvée.

D est donc bijective. On vient donc de prouver le théorème de Hohenberg-Kohn.
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Corollaires 7.3.3 1. On peut immédiatement énoncer un premier corollaire. Puisque
la fonction d’onde fondamentale est une fonctionnelle de la densité, et que la
valeur moyenne d’un opérateur O est aussi une fonctionnelle de la fonction
d’onde, par composition toute valeur moyenne d’un opérateur dans l’état fon-
damental est une fonctionnelle de la densité fondamentale.

< O >0=< ψ0|O|ψ0 >≡< ψ[ρ0]|O|ψ[ρ0] >= O[ρ0] (7.21)

2. Un second corollaire établit simplement l’existence d’un principe variationnel sur
l’énergie mais par rapport à la densité. En effet, puisque ((CD)−1 : ρ(~r) 7→ v(~r))
est bijective

Ev,0 = Ev[ψ0] =< ψ[ρ0]|H|ψ[ρ0] >

≤ < ψ[ρ′]|H|ψ[ρ′] >= Ev[ψ
′]

(7.22)

Ce qui implique

Ev,0 = Ev[ρ0] ≤ Ev[ρ
′]

(7.23)

3. On obtient en moyennant l’hamiltonien l’expression suivante

Ev[ρ] = FHK [ρ] +

∫
d3~rv(~r)ρ(~r) (7.24)

avec

FHK [ρ] :=< ψ[ρ]|T + U |ψ[ρ] > (7.25)

où FHK [ρ] est universelle, c’est à dire qu’elle ne dépend pas de v.

4. La densité de l’état fondamental ρ0 ne détermine pas seulement la fonction
d’onde de l’état fondamental ψ0, mais aussi le potentiel v

v(~r) = v[ρ0](~r) (7.26)

Ce qui implique clairement que l’énergie du fondamental dépend directement de
la densité de l’état fondamental

Ev,0 ≡ E[ρ0] :=< ψ[ρ0]|T + U + V |ψ[ρ0] > (7.27)
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Théorème de Eschrig-Pickett-Kappelle-Vignale (2001)

Il s’agit d’une conséquence de (7.26). Ce théorème [48, 49, 50] énonce que les états
excités dépendent eux aussi de la densité du fondamental

ψk({~ri}) = ψk[ρ0]({~ri}) (7.28)

mais uniquement lorsque la TFD s’exprime en fonction de la densité de charge.
Le théorème n’est pas valide pour TFD s’exprimant en fonction de la densité de spin
(TFDS) ou de la densité de courant (TFDC) par exemple. La raison provient du fait
de la perte d’unicité, c’est à dire qu’il n’y a plus de relation univoque entre ρ0 et v
[48, 49, 50, 51, 52].

Difficultés mathématiques

L’analyse fonctionnelle de la TFD est particulièrement ardue et fait encore l’objet
de nombreuses recherches. Deux problèmes se présentent :

– Tout d’abord la N-représentabilité : comment peut on obtenir à partir d’une
densité quelconque une fonction d’onde anti-symmétrique à N corps ? La réponse
à cette question est fort simple : la densité doit être positive et de carré intégrable

– Ensuite la V-représentabilité : comment peut on être sur qu’une densité calculée
par intégration d’une fonction d’onde anti-symmétrique à N corps soit la densité
de l’état fondamental d’un système plongé dans un potentiel local v(~r) ? Il n’y
a pas à l’heure actuelle de réponse directe, mais la question n’est pas relevante
pour démontrer HK [26, 45, 46](Levy en 1982 et Lieb en 1982).

7.3.2 Modèles de la physique statistique des gaz homogènes
d’électrons (1930)

La TFD assure au travers de (7.24), que l’énergie Ev[ρ] est la contribution de
deux termes. Malheureusement le terme FHK ne peut être explicité simplement. On
est donc obligé de recourir à des approximations issues de modèles empiriques de
la physique statistique des gaz homogènes d’électrons et datant des années 1930 :
les modèles dits de Thomas-Fermi. Ces derniers sont hiérarchisés par amélioration
successive du terme d’énergie cinétique, ainsi que du terme d’échange-corrélation en
tenant compte des variations locales de la densité.

Modèle de Thomas-Fermi

On approxime FHK par

FTF [ρ] = CTF

∫
R3

ρ
5
3 +

1

2

∫
R3

∫
R3

ρ(~x)ρ(~y)

|~x− ~y|
dxdy (7.29)

Le premier terme correspond à l’énergie cinétique d’un gaz homogène d’électrons
et peut être déterminé simplement. Le second terme décrit l’interaction coulombienne.
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Modèle de Thomas-Fermi-von Weizsäcker

FTFW [ρ] = CW

∫
R3

|∇√ρ|2 + FTF (ρ) (7.30)

Modèle de Thomas-Fermi-Dirac-von Weizsäcker

FTFDW [ρ] = FTFW (ρ)− CD

∫
R3

ρ
4
3 (7.31)

où CTF = 3
5
3 π

4
3

10
, CTFW = 0.093, CTFDW = 3

4

(
3
π

) 1
3

.

Approximation de Thomas-Fermi

Cette approximation [33, 47, 53, 54] entre dans la catégorie comme nous le verrons
plus loin des approximations de la densité locale (LDA). On modélise le gaz d’électrons
par un maillage de cellules dans lesquelles la densité ρ et le potentiel v sont considérées
comme constantes. On peut donc évaluer la contribution de chacune des cellules
homogènes au gaz inhomogène par simple intégration.

On se donne toujours l’énergie de Hartree, c’est à dire l’énergie d’interaction
électrostatique

U [ρ] ' UH [ρ] =
e2

2

∫
d3~r

∫
d3~r ′ρ(~r)ρ(~r

′)

|~r − ~r ′|
(7.32)

et on écrit donc pour l’énergie cinétique

T [ρ] ' TLDA[ρ] =

∫
d3~r thom(ρ(~r)) (7.33)

où thom est la densité d’énergie cinétique d’un gaz homogène d’électrons de densité
constante [ρ].
Pour un système non interagissant un calcul simple montre que

ts,hom(ρ) =
3~2(3π2)2/3ρ5/3

10me

(7.34)

et donc l’approximation de Thomas-Fermi se résume à

E[ρ] ' ETF [ρ] = TLDA[ρ] + U [ρ] + V [ρ] (7.35)

Cette approximation s’avère gravement défaillante pour rendre compte de calculs
moléculaires. En effet, elle implique que l’énergie d’un ensemble d’atomes isolés est
plus faible que celle de la molécule. Cette défficience provient du fait d’une part qu’on
ne tient pas compte des corrélations dans l’énergie de Hartree, mais aussi du fait de
l’utilisation de l’approximation de densité locale.
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7.4 La TFD en tant que théorie effective à un

corps

On va maintenant développer une autre implémentation du théorème de Hohenberg-
Kohn, celle dite de Kohn-Sham. Celle-ci, très populaire et relativement facile à mettre
en oeuvre transforme le problème à N-corps en un problème à un corps dans un poten-
tiel effectif. Cette approche est à rapprocher des méthodes de la Théorie Quantique
des Champs où le physicien aime à transformer un problème à N-corps interagissant
en N problèmes à un corps non interagissant et évoluant dans un potentiel effectif.

7.4.1 Equations de Kohn-Sham

Energie d’échange-corrélation

La dérivation des équations de Kohn-Sham [55] est particulièrement simple. Dans
un premier temps on va tout simplement décomposer l’énergie cinétique en deux
contributions T [ρ] = Ts[ρ] + Tc[ρ] où Ts[ρ] est l’énergie cinétique d’un système non
interagissant. On peut exprimer Ts à l’aide d’orbitales à une particule d’un système
non interagissant :

Ts[ρ] ≡ Ts[{ψi[ρ]}] =
−~2

2me

N∑
i

∫
d3~r ψ∗i (~r)∇2ψi(~r) (7.36)

On introduit l’énergie de Hartree dans l’expression de l’énergie totale

E[ρ] = T [ρ] + U [ρ] + V [ρ]

= Ts[{ψi[ρ]}] + Tc[ρ] + (U − UH)[ρ] + UH [ρ] + V [ρ]

≡ Ts[{ψi[ρ]}] + Exc[ρ] + UH [ρ] + V [ρ]

(7.37)

où Exc[ρ] = Ex[ρ] +Ec[ρ] est l’énergie dite d’échange-corrélation contribution des
termes d’échange Ex du au principe de Pauli, et de corrélation Ec. Ce dernier inclut
donc le terme Tc. Le terme d’échange peut être écrit explicitement comme

Ex[{ψi[ρ]}] =
−e2

2

∑
j,k

∫
d3~rd3~r ′ ψ

∗
j (~r)ψ

∗
k(~r

′)ψj(~r
′)ψk(~r)

|~r − ~r ′|
(7.38)

Il est à noter que pour obtenir ce terme Le terme de corrélation restant toutefois à
modéliser par une fonctionnelle adéquate.

Propriétés de Exc

Si on définit une densité ”rescalée” par ρλ(~r) := λ3ρ(~r) alors on peut montrer que
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– Ex[ρλ] = λEx[ρ]

– Ec[ρλ] > λEc[ρ], λ > 1

– Ec[ρλ] < λEc[ρ], λ < 1

– Exc est faible devant Ts, UH et V

Ces relations permettent de construire des modèles d’échange-corrélation à par-
tir de modèles simples et mâıtrisés et d’extrapoler ces résultats à un système plus
complexe. Remarquons que la dernière propriété montre que cette démarche ne sera
une approximation correcte qu’à partir du moment où le terme Exc, qui doit être
modélisé, est faible. Ce qui signifie que seuls les systèmes faiblement corrélés pour-
ront être traités par la Théorie de la Fonctionnelle de Densité.

Equations de Kohn-Sham (1965)

Ecrivons les équations d’Euler-Lagrange pour l’énergie totale par rapport à la
densité

0 =
δE

δρ
=
δTs
δρ

+
δV

δρ
+
δUH
δρ

+
δExc
δρ

(7.39)

=
δTs
δρ

+ v(~r) + vH(~r) + vxc(~r)︸ ︷︷ ︸
vs(~r)

(7.40)

≡ δTs
δρ

+ vs(~r)

(7.41)

Ce qui est complètement équivalent à l’équation aux dérivées partielles (EDP)
suivante

[
− ~2∇2

2m
+ vs(~r)

]
φi(~r) = εiφi(~r) (7.42)

On constate qu’on a affaire à une EDP type Schrödinger pour une particule dans
un potentiel effectif, mais la caractéristique principale est que l’on retrouve la self-
consistance du fait que vs dépend de la densité et que

ρ(~r) = ρs(~r) =
N∑
i

|φi(~r)|2, (7.43)

autrement dit la solution dépend de vs qui dépend de ρ. Il faut noter que les orbitales
solutions de cette équation n’ont pas de ”réalité” physique dans le sens qu’elles ne
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sont pas des fonctions d’ondes monoélectroniques. Par contre elle donne par (7.43)
la bonne densité. Cependant, dans de nombreuses situations, comme la présence de
quasi-particules fermioniques et en l’absence de corrélations fortes, les énergies de
Kohn-Sham sont proches des énergies ”réelles” [56]. En effet, en calculant l’énergie
comme la valeur moyenne de l’opérateur développé dans (7.37), et en écrivant que

V [ρ] =

∫
d3~r v(~r)ρ(~r) =

∫
d3~r [vs(~r)− vH(~r)− vxc(~r)]ρ(~r)

= Vs[ρ]−
∫
d3~r [vH(~r) + vxc(~r)]ρ(~r) (7.44)

on obtient

E0 =
N∑
i

εi −
e2

2

∫
d3~rd3~r ′ρ0(~r)ρ0(~r

′)

|~r − ~r ′|
(7.45)

−
∫
d3~rvxc(~r)ρ0(~r)

(7.46)

Dans le cas de systèmes faiblement corrélés, les deux derniers termes sont faibles
et on peut donc utiliser les énergies de Kohn-Sham.

Lien entre les équations de Kohn-Sham et de Dyson

Avant d’établir un lien entre l’équation de Kohn-Sham et celle de Dyson, rappelons
les principales équations utilisées en mécanique quantique non relativiste.

– Equation de Hartree : c’est l’équation la plus simple à obtenir. Il suffit pour cela
de considérer que la fonction d’onde à N-corps est le simple produit de fonctions
d’onde monoélectroniques et que le principe d’exclusion de Pauli n’intervient
pas.

HHφ
H
i (~r) ≡

[
− ~2∇2

2m
+ v(~r) + vH(~r)

]
φHi (~r) = εiφ

H
i (~r)

(7.47)

– Equation de Hartree-Fock : on tient compte dans l’équation de Schrödinger du
principe d’exclusion de Pauli et on fait l’approximation qu’une fonction d’onde
fermionique à N-corps s’écrit comme un déterminant de Slater, et ce, afin de
prendre en compte le principe d’exclusion de Pauli. Il apparâıt ainsi un nouveau
terme, le terme d’échange-corrélation dû au fait que les spins sont corrélés.

HHφ
HF
i (~r)− e2

∫
d3~r ′γ(~r, ~r

′)

|~r − ~r ′|
φHFi (~r ′) = εiφ

HF
i (~r)

(7.48)
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– Equation de Dyson : on peut écrire (7.7) sous une autre forme en utilisant plutôt
les fonctions d’ondes [42][

− ~2∇2

2m
+ v(~r)

]
ψk(~r) +

∫
d3~r ′Σ(~r, ~r ′, Ek)ψk(~r

′) = Ekψk(~r)

(7.49)

En fait les équations de Hartree, Hartree-Fock et de Kohn-Sham sont des approxi-
mations de Dyson. Il est cependant bien plus facile de trouver une approximation
pour le potentiel d’échange-corrélation vxc qui est un opérateur local que pour la self-
énergie Σ qui ne l’est pas. Ce qui explique l’intérêt réel des physiciens pour la version
Kohn-Sham de la TFD lors de l’étude de problèmes à N-corps.

7.4.2 Résolution des équations de Kohn-Sham

L’équation de Kohn-Sham étant un problème aux valeurs propres self-consistant,
une linéarisation s’impose en supposant qu’une procédure itérative convergera vers
un point fixe. Mais auparavant il est nécessaire de développer les orbitales de Kohn-
Sham sur une base puis de résoudre l’équation séculaire. On présente ci-dessous les
principales familles de bases utilisées en physique et en chimie.

Bases utilisées en physique

L’expérience tirée du calcul de structure de bande a permis aux physiciens de
développer une connaissance pointue des bases les plus pertinentes pour la physique
du solide. On peut distinguer grosso modo deux classes de bases suivant qu’elles
dépendent ou non de l’énergie.

– Bases indépendantes vis à vis de l’énergie : citons par exemple les bases d’ondes
planes, éventuellement orthogonalisées (OPW), de delta de Dirac utilisées lors
de l’approximation tight-binding, ou les combinaisons linéaires d’orbitales ato-
miques (LCAO), . . .

– Bases dépendantes de l’énergie : bases d’ondes planes augmentées (APW),
ou l’approche KKR (Korringa-Kohn-Rostoker), bases dépendantes de l’énergie
mais linéarisées par un développement de Taylor (LMTO, LAPW) [57, 58].

Bases utilisées en chimie

Les chimistes préfèrent les méthodes déterminantales comme Hartree-Fock ou les
méthodes dites d’interaction de configuration, aux méthodes issues de la DFT. Malgré
tout, les bases utilisées pour les méthodes déterminantales sont elles aussi employées
en DFT. Il existe grosso modo, deux types de bases en chimie selon la nature de la
décroissance des fonctions par rapport à la distance radiale

– Bases à décroissance exponentielle radiale (STO)
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– Bases de type gaussienne (GTO)

Les bases STO permettent de mieux refléter les propriétés des fonctions d’ondes
réelles [24, 43]. Par contre les bases gaussienne permettent d’effectuer un calcul ana-
lytique des éléments de matrice de l’hamiltonien et non une quadrature comme pour
les bases STO. Ainsi le temps de calcul de l’hamiltonien est considérablement réduit.

7.5 La TFD en pratique

Hormis le choix d’une base pour ramener la résolution de l’équation de Kohn-
Sham à un problème séculaire, une autre approximation est nécessaire. Il s’agit du
choix d’une modélisation adaptée pour l’énergie d’échange-corrélation. On renvoie
aux références pour plus de détails [25]-[39].

7.5.1 Fonctionnelles locales

L’approche la plus simple et immédiate est l’Approximation de Densité Locale
(ADL ou LDA en anglais). Rappelons que dans l’approximation de Thomas-Fermi,
l’énergie cinétique par unité de volume est donnée pour un système homogène, c’est
à dire à densité constante, par

ts,hom(ρ) =
3~2(3π2)2/3ρ5/3

10me

(7.50)

Pour un système inhomogène l’approximation LDA va simplement consister en

ts(~r)
LDA ≡ ts(~r) ' ts,hom(ρ(~r)) =

3~2(3π2)2/3ρ5/3(~r)

10me

(7.51)

On retrouve l’énergie cinétique par simple intégration

TLDAs [ρ] =

∫
d3~r tLDAs (~r) =

3~2(3π2)2/3

10me

∫
ρ5/3(~r) d3~r (7.52)

Il s’avère que cette approximation rend l’énergie cinétique d’un système non in-
teragissant Ts inférieure à l’énergie cinétique réelle, c’est à dire celle obtenue par la
résolution des équations de Kohn-Sham. Cependant, l’approximation LDA va aussi
permettre de modéliser l’énergie d’échange-corrélation Exc[ρ].
Commençons par l’énergie d’échange. On sait que pour un système homogène [25, 26]
la densité de l’énergie d’échange est donné par

ex,hom(ρ) = −3e2

4

(
3

π

)1/3

ρ4/3 (7.53)

Par intégration sur tout l’espace
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ELDA
x [ρ] = −3e2

4

(
3

π

)1/3 ∫
d3~rρ4/3(~r) (7.54)

Par contre, il est beaucoup plus délicat d’essayer de répéter la démarche pour
approcher l’énergie de corrélation. En effet, l’énergie de corrélation n’est pas du tout
connu pour un système quand bien même homogène. C’est un problème à N-corps très
ardu et faisant encore l’objet de nombreuses recherches. Plusieurs méthodes issues de
la Théorie Quantique des Champs et de la Théorie Statistique des Champs ont fait
leur apparition ces dernières années

– Approche par perturbations (RPA)[59, 60]

– Approche par Monte-Carlo Quantique (QMC) pour les liquides d’électrons [61,
62, 63, 64]

7.5.2 Fonctionnelles semi-locales

Pour tenir compte des variations de densité d’un gaz inhomogène on effectue un
développement en gradient en introduisant |∇ρ(~r)|, |∇ρ(~r)|2, ∇2ρ(~r), . . . .
Prenons pour exemple la correction de Weizsacker au premier ordre de l’approxima-
tion de Thomas-Fermi [25, 26]

Ts[ρ] ' TLDAs [ρ] +
~2

8me

∫
d3~r

|∇ρ(~r)|2

ρ(~r)
(7.55)

De la même manière on obtient pour l’énergie d’échange

Ex[ρ] ≡ Ex[ρ]
GEA ' ELDA

x [ρ]− 10e2

432π3π1/3

∫
d3~r

|∇ρ(~r)|2

ρ(~r)4/3
(7.56)

Des expansions du gradient à des ordres supérieurs n’apportent pas en général
d’améliorations significatives à l’approximation LDA pour le terme d’échange. Bien
au contraire, elles ont pour effet de l’affaiblir. C’est pour cela, qu’une autre voie est
possible, qui consiste à utiliser une fonction de la densité et de son gradient pour
l’énergie d’échange-corrélation

Exc[ρ]
GGA =

∫
d3~r e(ρ(~r),∇ρ(~r)) (7.57)

Cette modélisation est dénommée Approximation du Gradient Généralisé [59, 60,
62, 63, 64] (GGA en anglais). On voit tout de suite que les approximations GGA seront
différentes selon la nature de la fonction e(ρ(~r),∇ρ(~r)). Citons simplement qu’en
physique l’approximation GGA la plus utilisée est celle de Perdew, Burke et Ernzerhof
(PBE) [66] et qu’en chimie c’est celle dénommée BLYP, qui est un mélange de la
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fonctionnelle d’échange de Becke de 1988, ainsi que de la fonctionnelle de corrélation
de Lee, Yang et Parr(LYP)[67]. L’expérience montre que l’approximation GGA fournit
d’excellents résultats pour le calcul des liaisons chimiques, qu’elles soient covalentes,
ioniques, métalliques ou de type hydrogène. Elle achoppe toutefois lors de l’évaluation
des forces de Van der Waals, sauf peut-être PBE. En effet il est délicat de calculer
ces quantités car celles-ci restent extrêmement faibles.
De nombreuses tentatives ”post-GGA” ont permis d’améliorer les fonctionnelles [35,
36, 68, 69]. La plus usitée en chimie quantique est sûrement B3LYP. Cette dernière est
une combinaison de LYP et de B3, la fonctionnelle hybride de Becke à 3 paramètres.
A l’instar de B3LYP, un grand nombre de fonctionnelles hybrides font un mixage
de l’énergie d’échange de Hartree-Fock et d’une fonctionnelle d’échange de la DFT.
C’est une démarche complètement empirique qui oblige les chimistes à changer de
fonctionnelles dès lors que les résultats ne sont pas satisfaisants.
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Chapitre 8

Extensions de la TFD

Jusqu’à présent la TFD n’a été exprimée qu’en fonction de la densité de charge
ou de particules (puisqu’elles sont toutes identiques), ce qui fait de cette dernière une
grandeur fondamentale de la physique à N-corps que nous souhaitons modéliser. Tou-
tefois, cette formulation n’est pas la plus utilisée dans les applications et en particulier
dans les codes de calcul.

8.1 Théorie de la Fonctionnelle de Densité de Spin

(TFDS)

La TFDS, ou SDFT en anglais, consiste simplement à introduire une densité pour
chaque spin : n↑(~r) et n↓(~r) [25, 26, 60, 62]. On a ainsi deux variables fondamentales
et on retrouve la densité totale par

ρ(~r) = n↑(~r) + n↓(~r) (8.1)

ainsi que la magnétisation totale comme

m(~r) = µ0(n↑(~r)− n↓(~r)) (8.2)

où µ0 = e~
2mec

est le magnéton de Bohr. Remarquons que les variables fondamentales
pourraient être de manière complètement équivalentes la densité de charge ainsi que
la magnétisation.

On peut reformuler le théorème de Hohenberg-Kohn ainsi que les deux premiers
corollaires en fonction des densités de spins.
En présence d’un champ magnétique B(~r) qui couplent les spins au travers du terme

de Zeeman
∫
d3~r m(~r) ~B(~r), la fonction d’onde de l’état fondamental ainsi que les

observables dans cet état là, ne sont des fonctionnelles uniques des densités de spins,
ou alors de ρ et m. A certaines exceptions près, on pourra donc reprendre les notations
utilisées pour presque la totalité des résultats de la TFD, théorème de Hohenberg-
Kohn et équations de Kohn-Sham, en rajoutant un index pour le spin. Parmi les
exceptions mentionnées, le calcul de l’énergie d’échange
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ETFDS
x [n↑(~r), n↓(~r)] =

1

2
(ETFD

x [2n↑(~r)] + ETFD
x [2n↑(~r)]) (8.3)

8.1.1 Equations de Kohn-Sham en TFDS

Elles s’écrivent simplement

[
− ~2∇2

2me

+ vs,σ(~r)

]
φi,σ(~r) = εi,σφi,σ(~r) (8.4)

où vs,σ(~r) = vσ(~r) + vH(~r) + vxc,σ(~r), σ étant l’indice de spin. En physique quantique
non-relativiste, vH ne dépend pas du spin, mais en présence d’un champ magnétique,
on a vs,σ(~r) = v(~r) − εµ0B où ε = ±1 suivant le spin. Enfin on a l’expression du
potentiel d’échange-corrélation

vxc,σ(~r) =
δETFDS

xc [n↑(~r), n↓(~r)]

δρσ
(8.5)

Remarquons qu’en présence d’un champ magnétique interne Bxc, comme dans le cas
de systèmes à spins polarisés, on peut montrer simplement que

Bxc =
vxc,↑ − vxc,↓

µ0

(8.6)

Ce champ est en particulier responsable du ferromagnétisme dans les métaux de tran-
sition. Il existe de nombreuses tentatives de construction de fonctionnelles d’échange-
corrélation en TFDS, comme celles par exemple de Kurth et Perdew [35, 36].

8.2 TFDR

Si les directions des spins ne sont pas colinéaires dans l’espace, comme dans les
terres rares où leur lieu géométrique sont des hélices, ou dans certains matériaux fer-
romagnétiques, on utilise un vecteur magnétisation et non plus un scalaire comme
précédemment. Cette non-colinéarité des spins tire son origine du couplage spin-
orbite, qui est comme nous le savons tous un effet relativiste. La TFDS ne pou-
vant donc inclure les phénomènes relativistes, il est nécessaire de construire d’autres
théories basées non plus sur les densités scalaires mais sur le quadri-vecteur de densité
de courant relativiste afin de pouvoir traiter les couplages spin-orbite. On a vu ainsi
apparaitre la Théorie de la Fonctionnelle de Densité Relativiste (TFDR ou RDFT en
anglais) [70, 71]. Les équations de Kohn-Sham y sont remplacées par des équations de
type Dirac à une particule et non plus de type Schrödinger à une particule. Cependant
de nombreux problèmes subsistent encore [31, 38, 39], notamment la renormalisabilité
de la théorie, la définition d’un principe variationnel pour les états d’énergie négatives.
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8.3 TFDC

Certaines recherches sur la Résonance Magnétique Nucléaire (RMN), ou l’ef-
fet Hall quantique par exemple nécessitent d’étudier les propriétés magnétiques des
matériaux et entre autres de connâıtre l’état des courants dans le système ainsi que
leurs couplages avec des champs extérieurs. La TFDS ne peut être le cadre formel
pour obtenir de telles informations. En théorie la TFDR le pourrait, mais la com-
plexité intrinsèque de son formalisme ne permet de l’exploiter que dans une version
appauvrie où on ne tient compte que des spins.
Une avancée considérable a été rendu possible par Vignale et Rasolt [72, 73], au
travers de la construction de la Théorie de la Fonctionnelle de Densité de Courant
(TFDC ou CDFT en anglais) non-relativiste. Ils ont put formulé la théorie à partir de
la densité de spins et du vecteur densité de courant paramagnétique, non-relativiste
bien entendu [74, 75, 76, 77] .
Un résultat particulièrement intéressant du à Gross et Kappelle [78] montre que
l’existence de courants de spins implique un lien entre les fonctionnelles d’échange
corrélation de la TFDS et celles de la TFDC, grosso modo de manière analogue à
celui qui existe entre les fonctionnelles de la TFDS et celles de la TFD.

Nous retrouverons le formalisme de la TDFC lors de l’étude d’un modèle de liquide
quantique afin de retrouver aisément les équations effectives du mouvement d’un
fluide.

8.4 TFDDT

Il existe un grand nombre d’approches pour essayer d’évaluer les états excités.
Certains physiciens comme Gunnarsson et Lundqvist [60] proposèrent l’utilisation
d’une fonctionnelle d’échange-corrélation dépendante des symétries du système pour
calculer les états excités les plus bas pour chaque classe de symétrie.
Une autre approche pour les états excités est constituée par la TFD dépendante
du temps (TFDDT ou TDDFT en anglais) [79, 142, 81]. Le théorème de Hohenberg-
Kohn est alors remplacé par celui de Runge-Gross. Cette approche a permis d’extraire
facilement les états excités et est désormais implémentée dans la plupart des codes
de calcul.
La TFDDT permet aussi l’étude de système couplés à des champs extérieurs comme
des systèmes atomiques soumis à des lasers intenses.
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Chapitre 9

Simulations ab initio rapides

On se placera désormais toujours dans le cadre de la TFD, voire de la TFDS
puisque fondamentalement cette dernière ne fait que découpler le problème avec des
spins en deux problèmes de type TFD.
Les progrès récents de l’informatique et de l’analyse numérique, couplés aux avancées
de la physique et de la chimie théorique, ont permis d’envisager de simuler des
systèmes matériels de plus en plus complexes sur la base de la TFD. Les applica-
tions et les ouvertures sont innombrables, puisqu’elles vont de la physico-chimie du
solide, à la biologie moléculaire, à la géologie, etc.
Il ne faut toutefois pas négliger la mise en oeuvre algorithmique de la résolution des
équations de Kohn-Sham, qui comme on le verra exhibe des problèmes de précision et
de temps de calcul sur ordinateur. On définit en général la complexité algorithmique
à l’aide de la puissance exprimée dans le temps de calcul TCPU = K ·Nα ≡ O(Nα).
On développera l’algorithmique type d’un traitement TFD ainsi que sa complexité.
Enfin, de nouvelles méthodes à temps de calcul linéaire par rapport à la taille des
systèmes seront présentées.

9.1 Algorithmes SCF

Comme il a déjà été remarqué, les équations de Kohn-Sham ou même celles
de Hartree-Fock sont self-consistantes. On espère tout de même qu’une procédure
itérative permettra de converger vers un point fixe. Considérons donc à présent une
équation de la forme

Fψψ = εψ (9.1)

Les méthodes de résolution usuelles de telles équations sont des méthodes itératives
reposant sur l’algorithme de Roothan et dénommés algorithmes SCF (”Self-Consistent
Fields” en anglais).
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9.1.1 Algorithme de Roothan

A partir de maintenant nous raisonnerons sur la matrice de densité discrétisée
dans une base adéquate. Les équations de Fock peuvent s’écrire aussi en fonction
de la matrice de densité. Nous pouvons alors décrire l’algorithme de Roothan de la
manière suivante :

(ρ0) −→ · · · −→ (ρn) −→ Fn −→ ρn+1 −→ · · · −→ ρ∞

1. Nous initialisons notre itération à partir d’une matrice de densité arbitrairement
choisie : ρ0

2. Une fois connue la matrice de densité ρn nous créons l’opérateur Fn correspon-
dant à cette densité.

3. Nous résolvons l’équation aux valeurs propres :

Fρnψ = εψ (9.2)

Les solutions de cette équation nous donnent des vecteurs propres (ψi)i=1..m.

4. Nous ne conservons que les vecteurs propres correspondant aux valeurs propres
les plus petites pour construire la matrice densité ρn+1. Nous appliquons ici le
principe aufbau qui consiste à remarquer que les particules occupent, dans l’état
fondamental, les états d’énergie les plus faibles. Nous recalculons l’opérateur
grâce à cette dernière matrice densité et recommençons le processus à l’étape
(2) jusqu’à la convergence du problème.

Nous touchons ici un point délicat puisque cet algorithme ne converge pas toujours
convenablement. D’autres méthodes ont été développées pour palier cette difficulté.

9.1.2 Algorithme de Level-Shifting

Il ne s’agit en fait que de corriger le défaut de convergence en introduisant un
paramètre b réel tel que

F̃n = F(ρn) + bρn (9.3)

Le reste du schéma est semblable

(ρ0) −→ · · · −→ (ρn) −→ F̃n = F(ρn) + bρn −→ ρn+1 −→ · · · −→ ρ∞

Cet algorithme permet de résoudre les problèmes de convergence, mais laisse en
suspend le choix judicieux du paramètre b. Ce choix, loin d’être simple permet tou-
tefois de résoudre les lacunes de convergence des algorithmes de Roothan ou de la
méthode DIIS que nous expliquons ce dessous.
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9.1.3 Méthode DIIS

DIIS signifie Direct Inversion in the Iteration Space et concrétise l’idée de su-
primmer le caractère ”Markovien” de l’algorithme de Roothan en utilisant toutes (ou
seulement les dernières) matrices de densités calculées pour construire l’opérateur (de
Fock ou de Kohn-Sham) à chaque étape. Plus exactement

F̃n =
n∑
k=0

cnkF(ρk) (9.4)

Les coefficients cnk sont calculés en minimisant par moindres carrés la quantité

||
n∑
k=0

cnkek||20 (9.5)

avec

ek = F(ρk)ρk − ρk,F(ρk) (9.6)

sous la contrainte
∑n

k=0 c
n
k = 1. Indiquons aussi que la norme ||..||0 désigne la norme

de Hilbert-Schmidt définie par :

||u||0 = (Tr(u?u))1/2 (9.7)

La densité est ensuite calculée par le principe aufbau. Ceci se traduit en prenant
pour ρn+1 un minimiseur de

inf{Tr(F̃nρ), ρ ∈ Pn}, (9.8)

où Pn est l’espace des projecteurs de l’espace de dimension n. La méthode se
résume donc dans le schéma

(DIIS) (ρk)0≤k≤n −→
{
F̃n =

∑n
k=1 c

n
kF(ρk)

(cnk) optimisés
−→ ρn+1 (9.9)

Remarque 9.1.1 On a montré des exemples d’algorithmes convenant aussi bien pour
la DFT que pour Hartree-Fock, il convient maintenant de preciser si leur convergence
est satisfaisante. Pour l’algorithme de Roothan sous la version DIIS, la plupart du
temps, il converge rapidement, ce qui explique qu’il soit le plus souvent utilisé dans
les codes de chimie quantique. Cependant il ne converge pas toujours et nous devons
alors revenir à l’algorithme de level-shifting avec le choix judicieux du paramètre en
suspens.

9.2 Complexité algorithmique et taille des systèmes

Pour les méthodes de Hartree-Fock, l’étape limitante réside dans l’assemblage de la
pseudo-matrice de Fock à chaque itération. On peut choisir ou bien de calculer une fois
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pour toutes les n2

12
intégrales biélectroniques, n étant le nombre d’orbitales atomiques

et de les stocker sur disque, ou bien de ne pas les stocker et de les calculer chaque fois
que cela est nécessaire. On parle dans ce dernier cas de méthodes directes. Dès que la
taille du système est assez importante, c’est à dire pour quelques dizaines d’atomes,
il est plus efficace d’utiliser une méthode directe, car le gain en temps de calcul est
réel. En effet, il est plus rapide de calculer une intégrale biélectronique pour des
gaussiennes-polynômes que d’effectuer une lecture sur le disque. La diagonalisation
de la pseudo-matrice de Fock s’effectue en général avec une méthode de Jacobi, mais
dans le cas où n� N , les méthodes de puissance inverse s’avèrent bien plus efficaces.
La complexité algorithmique d’un calcul Hartree-Fock est donc NI · n4, où NI est
le nombre d’itérations self-consistantes. Il est à noter que les méthodes dites post
Hartree-Fock, comme par exemple les méthodes de perturbation de Moller-Plesset
(MP2, MP3, MP4) qui ont des complexités algorithmiques respectives en O(n5),
O(n6), O(n7), d’interactions de configurations (CI) ou de multidéterminants qui ont
des temps de l’ordre O(n7).
Les méthodes issues de la TFD ainsi que les méthodes dites de tight-binding ont
l’avantage de n’être limitées que par l’étape de diagonalisation. Ce qui ramène la
complexité à O(N3). Bien évidemment les constantes de temps peuvent jouer un rôle
non-négligeable.

9.3 Méthodes d’ordre N

On se placera désormais dans le cadre de la Théorie de la Fonctionnelle de Densité
et de son formalisme.

9.3.1 Formalisme des matrices de densité

La plupart des algorithmes ab initio sont basés sur le calcul de la matrice de
densité réduite à un corps. D’après le principe dit auf bau qui consiste à occuper les
états énergétiques les plus bas, cette dernière est un projecteur sur le sous-espace des
états de plus basse énergie.

ρ =
∑
i

f∞,µ(εi)|ψi >< ψi| =
N/2∑
i=1

|ψi >< ψi| (9.10)

où N est le nombre d’électrons, (εi, |ψi >) est un mode propre de l’hamiltonien de
Kohn-Sham H et fβ est défini comme la fonction de distribution de Fermi-Dirac à la
température inverse β,

fβ,µ(ε) =
1

1 + eβ(ε−µ)
. (9.11)

La relation H =
∑
i

εi|ψi >< ψi| nous permet de récrire la matrice de densité réduite

comme

ρ = f∞,εF (H) = Θ(εF −H), (9.12)
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Θ étant la fonction de Heaviside. L’énergie moyenne et le nombre de particule peuvent
être écrit comme

E = 2
∑
i,j

ρijHji (9.13)

et

N = 2
∑
i,j

ρijSji (9.14)

où la matrice densité est exprimée dans une base d’orbitales localisées

ρ =
∑
ij

ρij|ψi >< ψj| (9.15)

avec Hij =< ψi|H|ψj >, Sij =< ψi|ψj >.

9.3.2 Classes de méthodes

Dans le cadre de la TFD [88, 89, 90],et plus particulièrement pour la résolution
des équations de Kohn-Sham [89], des méthodes de calcul rapides ont été développées
récemment [91, 92]. On peut les classer en trois catégories

– Développement polynomial de la fonction de distribution de Fermi-Dirac, comme
Fermi Operator Expansion (FOE) [93, 95, 94] et Fermi Operator Projection
(FOP)[96, 97, 98]

– Méthodes variationelles comme Density-Matrix Minimization (DMM) [99], Or-
bital Minimization (OM) [100, 101, 102, 103, 104, 105, 106] et Optimal Basis
Density-Matrix Minimization (OBDMM) [107, 108]

– Décomposition de domaine avec la méthode divide-and-conquer (D&C) [109,
110, 111].

On pourrait également rajouter une méthode de point fixe, comme la purification
de Mac-Weeny, mais son seul intérêt réside dans le fait qu’elle peut générer un bon
initial-guess pour une autre méthode. On développera plus bas une méthode typique
de chacune de ces classes afin de montrer leur intérêts.

9.3.3 Comparaisons numériques

On se propose de comparer ces méthodes du point de vue de la précision sur un
modèle jouet, le modèle tight-binding à une dimension. On considère un réseau de
2N sites avec interactions au plus proche voisin. L’avantage de ce modèle est que
l’on connâıt l’expression analytique de la matrice densité. En effet l’hamiltonien de
ce modèle est donné par [130]

H = 2
∑
i

a+
i ai −

∑
<i,j>

a+
i aj (9.16)
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On considérera le remplissage des niveaux occupés en half-filling, c’est-à-dire que ce
sont les états les lus bas de la moitié du spectre d’énergie qui sont occupés. La matrice
des vecteurs propres peut être calculée comme

Cµν =
1√
N + 1

2

sin

(
πµν

2N + 1

)
. (9.17)

pour 1 ≤ µ ≤ 2N , et 1 ≤ ν ≤ N . La matrice densité réduite

ρ = CC∗ (9.18)

est un projecteur dont les éléments diagonaux valent

ρµµ =
1

2
. (9.19)

Si µ et ν ont la même parité, i.e µ− ν est pair, alors ρµν = 0. Pour ν = µ+ 2k + 1

ρµν =
1

4N + 2

 (−1)k

sin π
2

2k+1
2N+1

− (−1)µ+k

sin π
2

µ+k+ 1
2

2N+1

 . (9.20)

Afin de calculer la décroissance de ρµν , on considère la limite N → ∞ tout en
gardant ν − µ = 2k fixé,

ρµ,µ+2k ≈
(−1)k

2kπ
. (9.21)

Selon la définition proposée par Kohn [114], ce système est un métal. On s’attend
donc à ce qu’il exhibe certains problèmes de temps de calcul et de précision. On va
tout de même comparer les erreurs relatives des méthodes FOE, DMM et de point
fixe en fonction de la taille des systèmes afin de montrer les caractéristiques évidentes
de ces méthodes.

Les programmes permettant de simuler toutes les méthodes présentées ci-dessous
ont été écrit en langage C (norme ANSI).

9.3.4 Principe de ”myopie”

Ce principe énonce [112, 113, 114] que les éléments de la matrice de densité réduite
sont négligeables au delà d’une distance ca où a est le pas du réseau,

|i− j| > c⇒ ρij ' 0, (9.22)

Ce qui donne

E ' 2
∑
i

∑
max(0,i−c)<j<min(N,i+c)

ρijHji. (9.23)

La décroissance des éléments de la matrice ρ dans l’espace réel dépend du type
de matériaux étudié. Pour les systèmes avec gap, la décroissance est exponentielle
[112, 113, 114, 115, 116]

ρ(~r, ~r′) = e−α|~r−~r
′| (9.24)
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où α ∼
√

∆εgap pour la limite de liaison forte (dite tight-binding) et α ∼ alattice ·∆εgap
pour la limite de liaison faible (dite weak-binding). Pour les systèmes sans gap, la
décroissance de ρ est zéro à température nulle[116, 117]

ρ(~r, ~r′) = kF
cos(kF |~r − ~r′|)
|~r − ~r′|2

(9.25)

Une telle décroissance caractérise l’existence de corrélations à longue portée et empêchera
comme on le verra plus loin de développer des algorithmes rapides. Par contre, dans
le cas de systèmes désordonnés, les éléments de matrice décroissent bien plus vite avec
la distance [118, 119].
On va donc mettre à profit ce principe de myopie en définissant une nouvelle multi-
plication de matrices qui n’opère que sur les éléments de matrice non négligeables.

Remarque 9.3.1 Pour que ces multiplications tronquées aboutissent à une certaine
précision près à la matrice densité, on se doit de représenter l’hamiltonien dans une
base localisée afin qu’il soit représenté par une matrice creuse.

9.3.5 Expansion polynômiale

La relation (9.12) entre la matrice de densité réduite et l’hamiltonien est fonction-
nelle. On peut donc essayer de développer la fonction de distribution de Fermi-Dirac
sur une base de polynôme. La méthode FOE utilise les polynômes de Chebychev
[93, 94, 95] et reste une des méthodes les plus efficaces et les mieux contrôlés pour
aboutir à des temps de calcul raisonnables. Les polynômes de Chebychev sont définis
par une formule récursive

T0(x) = 1

T1(x) = x

Tn+2(x) = 2xTn+1(x)− Tn(x) (9.26)

pour −1 ≤ x ≤ 1. On montre facilement que Tn(x) = cos(n arccos x). On utilise la
forme fonctionnelle (9.12) pour fitter ρ à l’aide d’un polynôme de Chebychev d’ordre
p,

ρβ = fβ,µ(H) '
p∑
i=0

ai(βs, µs)Ti(Hs) (9.27)

où Hs est l’hamiltonien adimensionné, rescalé et shifté sur [−1, 1],

Hs =
H − Ē

∆E

Ē =
1

2
[min(spec(H)) + max(spec(H))]

∆E =
1

2
[max(spec(H))−min(spec(H))] (9.28)

et βs = β∆E, µs = (µ− Ē)/∆E.
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Fig. 9.1 – Oscillations de Gibbs lors de l’approximation de la distribution de Fermi-
Dirac à température nulle par une approximation de type FOE

La plus petite et la plus grande valeur propre de H peuvent être calculées à l’aide
d’une méthode de Lanczos, laquelle méthode nécessite un temps de calcul linéaire
avec la taille de la matrice. Les coefficients de la projection sur les polynômes sont

an(βs, µs) =
2− δn0

π

∫ π

0

cos(nθ)
1

1 + eβs(cos θ−µs)
dθ (9.29)

Hormis à température nulle où la distribution de Fermi-Dirac est une fonction de
type Heaviside et où l’on dispose d’une expression analytique exacte [122], les an
sont déterminés numériquement à l’aide d’une transformée de Fourier rapide. La
conservation du nombre de particules fixe la valeur de l’énergie du niveau de Fermi
εF par résolution de l’équation (9.14).

Remarque 9.3.2 Notons que la méthode FOE a l’énorme avantage d’être intrinsèquement
parallélisable. En effet, le calcul récursif des polynômes peut s’effectuer sur les vec-
teurs de la base canonique qui composent la matrice identité. Ainsi chaque processeur
pourrait traiter un des vecteurs colonnes de la matrice Tn(Hs).
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Fig. 9.2 – Erreurs relatives en fonction du degré polynomial de la méthode FOE
appliquée à un modèle tight-binding avec 512 atomes pour différentes coupures allant
de 16 à 64.

La précision du développement polynômial peut être appréciée si l’on se rappelle
que la troncature des Tn de (9.26) doit se faire de telle manière à ce que seuls les
éléments de matrice (Tn(H))ij avec |i− j| ≤ c soient retenus lors des multiplications
matricielles. Le temps de calcul sera alors de l’ordre pc2N = O(N). La précision du
calcul peut souffrir d’un problème récurrent et bien connu en traitement du signal : les
oscillations de Gibbs. Ces dernières sont représentées sur la figure (9.1) et résultent du
fitting par des polynômes de la fonction de Heaviside. Ces oscillations ont malheureu-
sement pour effet de créer des nombres d’occupation erronés. On peut éventuellement
amortir ces oscillations. On renvoie à l’excellent article [122] pour plus de détails.
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Fig. 9.3 – Erreurs relatives en fonction des itérations de la méthode DMM par gra-
dient conjugué appliquée à un modèle tight-binding avec 512 atomes pour différentes
coupures allant de 16 à 64. L’optimisation s’achève pour une norme du gradient
inférieure à ε = 10−3.

9.3.6 Minimisation d’une fonctionnelle de la matrice de den-
sité

La matrice densité peut être évaluée en tant que solution d’un problème de mi-
nimisation d’une fonctionnelle. Cependant ce problème est contraint par le fait que
la matrice densité est un projecteur dont le rang est égal au nombre de particules.
On a ainsi deux contraintes fortes : l’idempotence et le rang. Un exemple d’une telle
procédure est la technique dite Density-Matrix Minimization (DMM) développée par
Li, Nunes et Vanderbilt [99]. Dans cette approche la fonctionnelle choisie est la fonc-
tion Ω = E − µN . On peut aussi l’écrire comme une fonctionnelle de la densité

Ω(ρ) = E − µN = Trρ(H − µ) (9.30)

La condition d’idempotence peut s’écrire comme ρ = ρ2, ce qui implique que
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Fig. 9.4 – Erreurs relatives en fonction des itérations de la méthode DMM par quasi-
newton (BFGS à mémoire limitée) appliquée à un modèle tight-binding avec 512
atomes pour différentes coupures allant de 16 à 64. L’optimisation s’achève pour une
norme du gradient inférieure à ε = 10−3.

ρ = 3ρ2 − 2ρ3 (9.31)

On écrit finalement

Ω(ρ) = Tr[(3ρ2 − 2ρ3)(H − µ)] (9.32)

On arrive ainsi à un problème de minimisation sans contraintes, puisqu’elles ont
été incluses dans la fonctionnelle. On va donc la minimiser sur l’espace des matrices
hermitiennes de taille N . Le gradient de cette fonctionnelle peut être calculé directe-
ment en prenant pour métrique celle induite par le produit scalaire de Hilbert-Schmidt
< A|B >HS= Tr(A∗B) où A et B sont des matrices
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∇Ω(ρ) · h = Tr{[(3(ρ · h+ h · ρ)− 2(ρ · h · ρ+ ρ2 · h+ h · ρ2)](H − µ)} (9.33)

Puisqu’une topologie métrique a été définie au travers du produit scalaire, on peut
envisager de minimiser la fonctionnelle à l’aide d’une méthode de descente soit du pre-
mier ordre comme un gradient conjugué [127, 128], soit une méthode du second ordre
du type quasi-newton [128]. Dans le cas d’un gradient conjugué on utilise une direction
de type Polak-Ribière. On se donne donc un initial-guess ρ0, éventuellement calculé
par une méthode de type purification de Mac-Weeny. A partir de là on détermine le
gradient en ce point

D0 = ∇Ω(ρ0) (9.34)

La fonctionnelle n’étant pas quadratique il est préférable de calculer les directions
de descente à l’aide de la formule de Polak-Ribière

Dk = ∇Ω(ρk) +
< ∇Ω(ρk)|∇Ω(ρk)−∇Ω(ρk−1) >HS

||Ω(ρk−1)||2
Dk−1 (9.35)

Observons que les multiplications apparaissant dans le produit scalaire doivent
être des multiplications tronquées si l’on avoir un temps de calcul raisonnable. L’itérée
suivante de la matrice de densité est donnée par

ρk+1 = ρk − rkDk (9.36)

Le coefficient de descente faisant lui-même l’objet d’une minimisation

rk = argmin
r∈R

{Ω(ρk − rDk)} (9.37)

Mais en réalité on l’obtient en résolvant une équation du troisième degré. Dans le
cas d’une méthode d’ordre deux, comme une méthode de quasi-newton, on a besoin
de connâıtre le hessien de la fonctionnelle. Le gradient étant déjà un tenseur d’ordre
deux, le hessien est donc un tenseur d’ordre quatre. Si l’on veut simuler de grands
systèmes, il faudra beaucoup de mémoire pour stocker les éléments du hessien. On
va donc plutôt utiliser un algorithme qui ne retient pas tout le hessien mais qui est
capable à chaque itération de le reconstituer rapidement. Il s’agit de l’algorithme
BFGS à mémoire limité [128].

Remarque 9.3.3 On peut aussi construire d’autres fonctionnelles, mais dépendant
plutôt d’orbitales. C’est le cas dans la méthode OM (Orbitals Minimization) [100,
101, 102, 103, 104, 105, 106] implémentée dans le code SIESTA (Spanish Initiative
for Electronic Simulation with Thousands Atoms).
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9.3.7 Méthode Divide & Conquer

C’est une adaptation näıve des méthodes de décomposition de domaine très uti-
lisées en mécanique des milieux continus [109, 110, 111]. On ne s’attardera pas sur
cet algorithme car il est difficile de mâıtriser et d’estimer les erreurs a priori. Disons
simplement que l’idée première est de définir une parition de l’unité indexé par un
ensemble dénombrable I, permettant ainsi de diviser le système dans l’espace réel en
sous-système disjoint

∑
I

P I
i,j = 1 =

∑
I

(qIi + qIj ) (9.38)

avec qIi = 1
2

si i ∈ I et qIi = 0 if i /∈ I. On peut donc écrire les éléments de la matrice
densité totale comme

ρi,j =
(∑

I

P I
i,j

)
ρi,j ≡

∑
I

ρIi,j (9.39)

avec ρIi,j = 0 lorsque i /∈ I et j /∈ I.
Les matrices densités locales ρI sont obtenues par diagonalisation des hamiltoniens

locaux HI .

9.3.8 Méthode de point fixe

Il s’agit simplement d’utiliser la propriété d’idempotence pour dévélopper un al-
gorithme de point fixe.

ρk+1 = 3ρ2
k − 2ρ3

k, k ≥ 0 (9.40)

avec un choix adapté pour l’initial-guess

ρ0 = ρ0(H,µ) (9.41)

La contrainte de conservation du nombre de particules créer des instabilités numériques
notables. En effet l’algorithme calcule la quantité

Tr(ρ− ρ2)

Tr(ρ2 − ρ3)
(9.42)

et on voit bien qu’au voisinage du point fixe, le quotient n’a plus de sens arithmétique,
puisqu’un de point de vue informatique, le quotient de nombres très petits peut en-
gendrer un résultat complètement faux. Cette méthode n’est donc utilisable que pour
fournir un initial-guess à une méthode variationnelle par exemple. On visualise sur la
figure (9.5) les résultats de la méthode. Dès l’apparition d’instabilités, le programme
s’arrête.
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Fig. 9.5 – Erreurs relatives des itérations de la méthode de point fixe appliquée à un
modèle tight-binding avec 512 atomes pour différentes coupures allant de 16 à 64.

9.3.9 Propriétés de convergence des algorithmes O(N)

On peut montrer que les propriétés de convergence et de robustesse numérique
des deux premières classes d’algorithmes sont liés singulièrement à l’inverse du gap :

– Pour FOE par exemple, le degré du polynôme de Chebychev est

p ' Emax − Emin
∆Egap

(9.43)

De plus, il a été montré [120, 121] que l’ordre du développement sur les po-
lynômes de Chebychev doit être

p ' 2

3
(D − 1)βs =

2

3
(D − 1)β∆E (9.44)

pour une précision de 10−D sur les coefficients du développement {ai}. Si le
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système possède un gap de type HOMO-LUMO ∆Egap et

β ≥ 2 log10D

∆Egap
(9.45)

alors

p ≥ 4(d− 1)∆E log10D

3∆Egap
(9.46)

Puisque le rang de la matrice densité est borné

rang(ρ) ≤ p · c ' 2

3
c(D − 1)β∆E (9.47)

les corrélations croissent comme l’inverse de la température pour un système
sans gap, et il n’est donc pas possible de développer un algorithme à complexité
linéaire.

– Pour DMM et OM, le nombre d’itérations qui est lié au conditionnement de la
matrice densité κ(ρ) est de l’ordre

niter ∼ κ(ρ) =

√
Emax − Emin

∆Egap
(9.48)

On voit bien que pour un système à faible gap, ces méthodes seront inefficaces, et
c’est pourquoi on se propose dans le chapitre suivant de développer une méthode uti-
lisant le Groupe de Renormalisation d’Energie afin d’arriver à élaborer un algorithme
dont la complexité algorithmique est presque linéaire pour les systèmes à faible gap.
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Chapitre 10

Contributions du GR à la
simulation ab initio

Comme on l’a vu dans le chapitre (9), le point clef dans l’élaboration de méthodes
numériques rapides est l’existence d’un gap dans le spectre d’excitation au-dessus
de l’état fondamental, rendant ainsi à courte portée les corrélations dans la matrice
densité réduite à une particule. Les systèmes sans gap exhibent par contre des sin-
gularités infrarouges, c’est à dire des corrélations qui ralentissent la convergence des
algorithmes. Il semble donc naturel d’essayer différentes stratégies afin de traiter les
fluctuations quantiques à courte et à longue portée. On pourrait, en particulier, traiter
les fluctuations à courte portée à l’aide de méthodes rapides et utiliser des méthodes
moins sophistiquées, plus lentes, pour les fluctuations à longue portée. On développe
dans ce chapitre un algorithme de ce type [131].

10.1 Traitements ab initio rapide des systèmes à

faible gap d’énergie

La stratégie du groupe de renormalisation [1] est un candidat naturel pour la
construction d’un tel algorithme. La mise en oeuvre habituelle de cette méthode
consiste en l’application d’une procédure à trois étapes. La première consiste en
l’élimination de certains degrés de liberté du système. C’est la phase dite de ”blo-
cking”. On la réalise dans l’espace de Fourier par l’abaissement de la coupure ul-
traviolette, c’est à dire l’énergie la plus élevée auquel le système peut accéder. Son
pendant est une décimation des degrés de liberté dans l’espace réel. La deuxième
étape est la construction d’une théorie effective pour les modes restants. Enfin, dans
la troisième étape qui donne son nom à la méthode, on ”rescale” l’énergie et les autres
observables pertinentes ou d’autres échelles de la théorie effective afin de récupérer
le cut-off ultraviolet initial. Cette dernière procédure n’est pas toujours nécessaire.
Ainsi, le groupe de renormalisation est une méthode systématique d’élimination d’un
certain nombre de degrés de liberté ou de modes de fluctuations de telle manière
que leur impact sur la dynamique est accumulé dans la théorie effective construite
pour les degrés de liberté restants. L’algorithme proposé se décrit en deux étapes.

135
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D’abord, une méthode numérique rapide est appliquée afin d’éliminer les fluctuations
à courte portée. Ce qui subsiste, ce sont des fluctuations à longue portée décrites par
l’hamiltonien effectif. On les traite dans la deuxième étape qui consiste à diagonaliser
l’hamiltonien effectif.

Il y a déjà eu plusieurs tentatives d’implémenter cette idée, telles que le Groupe
de Renormalisation d’énergie (ERG), [83, 84], qui effectue le blocking et le scaling
tel que décrit plus haut. Mais si l’on veut rendre ce schéma plus systématique, on
ne peut se contenter d’une élimination näıve des modes non désirés, c’est à dire qu’il
ne suffit pas de construire le nouvel hamiltonien, c’est à dire l’hamiltonien effectif,
par simple restriction à un sous-espace. On se doit donc dans un second temps de
retenir les effets des directions exclues et ce, au sein du nouvel espace de Hilbert. Pour
ce faire, on va utiliser une méthode de projection développée en physique nucléaire
[85, 86, 87].

10.2 Groupe de Renormalisation d’Energie

On présente maintenant une méthode de groupe de renormalisation dans l’espace
d’énergie permettant de traiter les systèmes à faible gap. Dans sa version originale
[83, 84], cette méthode utilise un développement en série télescopique de matrices
densités ρn à température inverse de plus en plus grande. Les matrices densités sont
ensuite construites dans des espaces de Hilbert décroissant au sens de l’inclusion
Hn ⊃ Hn+1 où Hn+1 est engendré par les vecteurs propres de l’opérateur ρn+1 − ρn.
Cet algorithme est modifié afin d’implémenter le ”blockling” dans l’espace d’énergie,
ce qui correspond à une décimation dans l’espace réel, donc dans notre cas à un zoom
autour du niveau de Fermi dans l’espace de Fourier. Tout d’abord, un potentiel chi-
mique est introduit pour chaque température et est ajusté de telle manière à ce qu’on
retrouve le nombre de particules désirés. En effet, la fonction de partition du système
doit rester constante et il est donc important de maintenir le nombre de particules
fixé à chacune des itérations du groupe de renormalisation. La méthode originale ne
fait que tronquer les hamiltoniens en les restreignant à ces sous-espaces. Pour pouvoir
prendre en compte la dynamique exclue par la procédure d’élimination, on propose
une amélioration de la méthode originale en adaptant une méthode développée en
physique nucléaire [85].
L’idée de base du groupe de renormalisation [1] exprimée dans le formalisme des
intégrales de chemin est la décroissance graduelle du nombre de degrés de liberté. Ceci
est réalisé habituellement en abaissant l’échelle d’énergie de la coupure ultraviolette.
Cette coupure est implémentée de manière dure ou molle selon que la dépendance de
l’énergie des modes éliminés est respectivement continue ou discontinue.
Dans l’espace de Hilbert, l’espace d’énergie, l’application d’un opérateur de renormali-
sation a pour effet de diminuer la dimension de l’espace de Hilbert effectif. La coupure
dure permet d’obtenir une expression simple pour l’hamiltonien effectif dans l’espace
restreint ou effectif. Mais le prix à payer pour une expression analytique simple est
l’apparition de non-localités fortes. En fait, plus la coupure dépend de l’énergie ou
de manière équivalente de l’impulsion, plus la dynamique est influencée aux grandes
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distances par la coupure et ce, de manière cohérente avec le principe d’incertitude
d’Heisenberg.

10.2.1 Coupure molle

L’abaissement de la température dans la version originale de ERG correspond à
une procédure bien définie du point de vue de la physique, où on élimine à l’aide
d’une coupure molle les états dont l’énergie est élevée. On concrétise cette démarche
en définissant une suite croissante pour l’inverse de la température βn qui endosse
ainsi le rôle de constante de couplage. On définit les matrices densité correspondantes
ρn,µ = fβn,µ(H). La valeur moyenne d’une observable A à température nulle s’écrit
comme

〈A〉 = Tr(ρ∞,µA) =
∑
n

Tr(∆n,µA), (10.1)

où ∆n,µ = ρn,µ − ρn−1,µ lorsque n > 1 et ∆0,µ = ρ0,µ sont représentées sur la figure
(10.1) .

Chaque terme dans cette équation correspond à une valeur moyenne où la contri-
bution dominante provient des énergies proches de l’énergie du niveau de Fermi au
fur et à mesure que n augmente. La localisation dans l’espace de Fourier correspond
comme il a déjà été mentionné à une délocalisation dans l’espace réel tant que le
système n’est pas un système désordonné. L’état fondamental est approché par une
série téléscopique en zoomant autour du niveau de Fermi.

L’ordre du développement sur des polynômes de Chebychev est indépendant de n
et les coefficients obtenus par Transformée de Fourier Rapide (FFT) sont

a′m(βn, µ) = 〈∆n,µ, Tm〉 (10.2)

où

∆n,µ = fβn,µ(Hn)− fβn−1,µ(Hn). (10.3)

10.2.2 Point fixe

On montre ici que si la suite des constantes de couplage, en l’occurence (βn)n est
géométrique pour l’inverse de la température βn = qnβ0 avec q > 1, alors le groupe
de renormalisation ainsi construit admet un point fixe.
La convergence de la série téléscopique peut être prouvée par l’existence d’un point
fixe lors de la procédure de ”blocking” dans l’espace d’énergie pour des opérateurs
dépendant de l’énergie, c’est à dire commutant avec l’hamiltonien. Supposons que A
est un opérateur continu commutant avec l’hamiltonien H. On peut donc diagonaliser
A dans une base de vecteurs propres communs à H, permettant ainsi d’avoir une
représentation spectrale de A dans l’espace d’énergie. On peut exprimer sa valeur
moyenne à partir des matrices ∆n,µ
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Tr(∆n+1,µA) =

∫
dε A(ε)∆n+1,µ(ε)

=
βn
βn+1

∫
dε A

(
ε
βn
βn+1

)
∆n,µ(ε)

=
1

q
Tr

(
∆n,µA

(
·
q

))
. (10.4)

Cette expression nous permet de zoomer l’opérateur A autour du niveau de Fermi
par le facteur βn+1

βn
= q > 1 et de garder ∆n,µ inchangé. Puisque A est un opérateur

continu, l’application de cette démarche conduit à un point fixe lorsque n→∞

Tr(∆n+1,µA)− Tr(∆n,µA) → 0 (10.5)

10.2.3 Coupure dure

Afin d’obtenir une relation récursive simple pour exprimer les hamiltoniens effec-
tifs, on se doit de remplacer la procédure de coupure molle, présentée précédemment
quelque peu simpliste, par une procédure de coupure dure qui peut être réalisée à
l’aide de projecteurs sur des espaces de Hilbert décroissants au sens de l’inclusion
Pn : Hn → Hn+1. On introduit d’abord une suite de pseudo-projecteurs, des filtres
en quelque sorte, à l’aide d’un développement sur les polynômes de Chebychev

Gn =
∂ρn,µ
∂µ

= βnρn,µ(1− ρn,µ). (10.6)

Gn n’est rien d’autre que l’opérateur densité d’état au niveau de Fermi. On a
représenté graphiquement dans l’espace d’énergie ces opérateurs ? Dès que Gn est
calculé, une autre matrice {Cn} est déterminé. Les colonnes de Cn sont les vecteurs
de base de Hn+1 sont calculées à l’aide d’une version heuristique de la décomposition
en valeur singulière avec permutation de colonnes [83, 84, 123]. On construit à l’étape
suivante les matrices de recouvrement Sn = C∗

nCn. Finalement, les projecteurs sont

donnés par Pi = CiS
−1
i C∗

i . La matrice S−1
i peut être obtenue par S

−1/2
i = limk→∞Ak

à l’aide de [124]

Ak =
1

2
(3Ak − AkBkAk)

Bk =
1

2
(3Bk −BkAkBk) (10.7)

avec A0 = −
√
α · I, B0 = −

√
α · Si et α = 1/max

j,k
|(Si)jk|. L’hamiltonien projeté est

donné par [83, 84]

HERG
n+1 = S

− 1
2

n C∗
nHnCnS

− 1
2

n . (10.8)
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Fig. 10.1 – Représentation spectrale des Gi pour i = 0, 1, 2 et des ∆i pour i = 1, 2.
Les supports des fonctions ∆i+n avec n ≥ 1 sont inclus dans ceux des fonctions Gi et
se concentrent autour du niveau de Fermi.

10.2.4 Blocking dans l’espace d’énergie

Jusqu’à présent, nous avons éliminé certaines directions dans l’espace de Hilbert,
car elles avaient moins d’importance pour la dynamique de l’état fondamental. Mais
cela n’est pas suffisant, on doit de plus s’assurer que l’influence des états éliminés sur
les états restants est pris en compte d’une manière analogue au blocking de Kadanoff-
Wilson [85, 86]. Un problème similaire a été étudié en physique nucléaire lors de la
diffusion élastique de noyaux. Le cadre usuel pour la description de tel phénomène
est le sous-espace correspondant au canal élastique. Mais il peut arriver que le noyau
se retrouve dans des états intermédiaires en dehors de l’espace considéré, ou bien
qu’il reste dans le même état juste après la collision. Ce dernier cas peut être pris
en compte grace à un potentiel optique qui paramétrise la perte de l’état dans le
sous-espace et de la non-unitarité de l’évolution en temps de la dynamique effective.
Nous n’avons pas ce problème avec des états stationnaires, mais il se peut que le
système quitte le sous-espace et y revienne juste après un certain temps. Ce qui nous
oblige à prendre en compte l’influence des états éliminés sur la dynamique des états
dans le sous-espace de projection. Pour cela, on écrit l’équation aux valeurs propres
H|Ψ〉 = E|Ψ〉 comme

(
HPP HPQ

HQP HQQ

)(
|ΨP 〉
|ΨQ〉

)
= E

(
|ΨP 〉
|ΨQ〉

)
(10.9)

avec |ΨA〉 = A|Ψ〉, HAB = AHB où A et B représentent les projecteurs P ou



140 Chapitre 10. Contributions du GR à la simulation ab initio

Q = I− P . On élimine |ΨQ〉 à l’aide de la relation

|ΨQ〉 = (E −HQQ)−1HQP |ΨP 〉. (10.10)

Le résultat est un problème aux valeurs propres effectif dans l’espace de projection
Heff |ΨP 〉 = E|ΨP 〉 avec

Heff = HPP +HPQ(E −HQQ)−1HQP . (10.11)

Remarque 10.2.1 Remarquons que la dépendance de cette équation par rapport à la
valeur propre E est non-linéaire et cela en raison du couplage entre les états |ΨP 〉 et
|ΨQ〉. Le terme de correction devant HPP dans (10.11) est important si le bloc de la
matrice dans (10.9) est constitué de beaucoup d’éléments de matrice, ce qui est le cas
lorsque la dynamique des directions à éliminer est fortement couplée à ceux de HPP .

L’équation aux valeurs propres non-linéaires est implémentée comme un blocking
au voisinage du niveau de Fermi, ce qui autorise le remplacement de E → µ dans
le dénominateur du membre de droite de (10.11). L’équation récursive finale pour
l’hamiltonien effectif est donc

Hn+1 = HERG
n+1 + S

− 1
2

n C∗
nHnQn(µ−Hn)

−1QnHnCnS
− 1

2
n . (10.12)

Afin d’obtenir un algorithme presque-linéaire, l’inverse du côté droit de l’équation
(10.12) peut être calculé à l’aide de l’algorithme de Schultz aussi connu sous le nom
de méthode de Hotelling [125, 126, 129] comme (µ−Hn)

−1 = limj→∞Xj où

Xj = Xj−1[2I− (µ−Hn)Xj−1] (10.13)

avec l’initial-guess [129] X0 = (µ−Hn)∗P
j,k

(µ−Hn)2jk
.

La matrice Xj de (10.13) converge quadratiquement en à peu près une trentaine
d’itérations, une valeur indépendante de la taille du système et suffisante en précision
dans nos tests numériques. Les calculs s’arrêtent lorsque la dimension du sous-espace
est suffisamment petite pour que l’on effectue une diagonalisation explicite de l’ha-
miltonien effectif.

10.2.5 Tests numériques

On applique les résultats théoriques obtenus en développant l’algorithme présenté
ci-dessus à l’aide de scripts MATLAB [132], et en l’appliquant au calcul de l’énergie du
modèle de liaisons fortes présenté précédemment en 9.3.3. Ce modèle représente une
difficulté notable pour ERG. En fait, c’est le modèle le plus simple pour les électrons
de la bande de conduction et le gap est d’ordre O(N−1). D’autres modèles contenant
des interactions non-triviales ont habituellement des gaps au moins aussi grand que
celui-ci. La seconde difficulté pour la version améliorée de ERG dans son application
à ce modèle est que le ”mélangeur” HPQ entre les directions éliminées et les directions
retenues est d’autant plus fort que les éléments de matrice de HPP sont grands. En
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N EExact ErrorERG ErrorB ErrorERG − ErrorB
256 186.78 4.40 3.88 0.52
384 279.80 4.36 1.16 3.20
512 372.82 4.36 0.20 4.14
640 465.86 4.34 1.02 3.32
768 558.88 4.34 1.58 2.76
896 651.90 4.34 1.96 2.38
1024 744.94 4.32 2.26 2.08
1152 837.96 4.32 2.48 1.84
1280 930.98 4.32 2.66 1.66
1408 1024.00 4.32 2.82 1.50
1536 1117.04 4.32 2.94 1.38
1664 1210.06 4.32 3.04 1.28
1792 1303.08 4.32 3.14 1.18
1920 1396.10 4.32 3.20 1.10
2048 1489.14 4.32 3.28 1.04

Tab. 10.1 – Erreurs sur l’énergie du fondamental avec β0 = 5, q = 10 et pour un
ordre de développement de Chebychev p = 10. N est la taille du système, EExact est
la valeur exacte de l’énergie du fondamental, ErrorERG = EERG −EExact, ErrorB =
EB−EExact, où EERG et EB sont les énergies des états fondamentaux respectivement
des équations (10.8) et (10.12). Les résultats ont été arrondis à 10−2.

N EExact ErrorERG ErrorB |ErrorERG − ErrorB|
256 511.580476 0.173630 0.173680 0.51 · 10−4

512 1023.580476 0.142011 0.141964 0.47 · 10−4

768 1535.580476 0.130979 0.130979 < 10−6

1024 2047.580476 0.125242 0.125242 < 10−6

1280 2559.580476 0.121839 0.121839 < 10−6

1536 3071.580476 0.118306 0.118306 < 10−6

1792 3583.580476 0.117901 0.117901 < 10−6

2048 4095.580476 0.116669 0.116669 < 10−6

Tab. 10.2 – Erreurs sur l’énergie du fondamental d’un système avec un gap ∆Egap = 1
pour β0 = 5, q = 10 et pour un ordre de développement de Chebychev p = 10. N
est la taille du système, EExact est la valeur exacte de l’énergie du fondamental,
ErrorERG = EERG−EExact, ErrorB = EB−EExact, où EERG et EB sont les énergies
des états fondamentaux respectivement des équations (10.8) et (10.12)
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Fig. 10.2 – Comparaison de la complexité algorithmique de la méthode ERG
améliorée.

fait, HPQ a des contributions du ”hopping”, c’est à dire le second terme du membre
de droite dans (9.16), car les éléments de matrice de l’hamiltonien sont exprimés dans
l’espace des coordonnées.

Le tableau (10.1) exhibe l’énergie de l’état fondamental en fonction de la taille des
systèmes obtenue à l’aide de la version originale de ERG et de la version améliorée.
On voit clairement que cette dernière rend le calcul plus précis et proche de la va-
leur exacte. Les approximations communes aux deux méthodes sont la troncature de
la série téléscopique, l’utilisation de pseudo-projecteurs Pi 6= P 2

i et le remplacement
de E → µ dans (10.11). Ce dernier remplacement est d’importance moindre que les
deux premiers. Puisque la méthode de Schultz ne contient que des multiplications de
matrices, le temps CPU de la méthode améliorée aura la même complexité algorith-
mique que la méthode ERG originel. Cet argument est toutefois quelque peu näıf, car
il ignore le fait que la nature creuse des matrices Hn se détériore au fil des itérations.
Ce travail confirme cet argument et montre que l’équation (10.12) représente une aug-
mentation de 60% du temps CPU dans l’intervalle des N considérés dans le tableau
10.1. La sparsité décroit suffisamment lentement au fil des itérations pour préserver
la complexité algorithmique de la méthode. On remarque sur la figure (10.2) que le
temps de calcul est presque linéaire. Pour pouvoir déterminer correctement la com-
plexité algorithmique de la méthode proposée, il serait nécessaire de la paralléliser.

Afin de confirmer l’impact de l’amélioration proposée par l’équation (10.12) sur
un système à faible gap, voire sans gap, on a effectué un calcul similaire mais sur
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un système simple avec un gap au dessus du niveau de Fermi. On considère deux
bandes, chacune décrite par un hamiltonien de type (9.16) mis à part que le spectre
de la seconde est shifté par une constante U = 5 par rapport à la première. Le niveau
de Fermi a été placé au milieu de la bande, créeant ainsi un gap ∆Egap = 1. Les
résultats, présentés dans le tableau 10.2 montre clairement que le couplage entre les
directions éliminées et celles retenues est fort lorsqu’il n’y a pas de gap rendant ainsi
l’amélioration proposée dans ce travail d’autant plus importante dans ce genre de cas.

10.3 Conclusion

Une nouvelle application du groupe de renormalisation a été présentée dans ce tra-
vail. La méthode a été conçu pour prendre en compte la dynamique des modes exclus
du calcul et a été développée à l’origine pour l’intégrale de chemin. Mais elle est un
outil idéal pour améliorer systématiquement la troncature effectuée dans l’espace de
Hilbert. Comme exemple, on a présenté une amélioration du Groupe de Renormalisa-
tion d’Energie. Le blocking de Kadanoff-Wilson a été efffectué dans l’espace d’énergie,
et les directions perdues de l’espace de Hilbert ont été prises en compte. Ainsi, la di-
mension de l’espace est réduite mais la physique décrite par les états reste la même.
Tant que l’état fondamental et les premiers états excités sont dans les mêmes sous-
espaces d’énergie, les caractéristiques marquantes du modèle peuvent être décrites
d’une manière systématique et plus économique. L’élimination des dimensions rend
le problème aux valeurs propres non-linéaires par rapport aux valeurs propres. Cet
effet est bien connu en théorie des problèmes à N-corps. En fait la self-énergie d’une
particule reçoit une contribution non-triviale dépendant de l’énergie de processus vir-
tuels où le nombre de particules peut changer, ces dernières pouvant aller et venir
d’un secteur à une particule de l’espace de Fock. On a testé notre méthode dans le
cas d’un modèle tight-binding à une dimension. L’énergie de l’état fondamental a été
améliorée de près de 25% par rapport à l’algorithme original [83, 84] pour N = 2048.
Le couplage entre les modes éliminés et retenus, ainsi que l’amélioration proposée
peuvent être considérés comme important lors de l’absence de gap dans le spectre
d’excitation.
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Chapitre 11

Théories sur la turbulence
développée

11.1 Introduction

La turbulence développée est définie comme l’étude des mouvements fluides dans
la limite des grands nombres de Reynolds. Ces derniers se définissent comme le rap-
port entre le transport moyen du fluide, proportionnel à la vitesse, et le frottement
moyen du à la viscosité du fluide, c’est à dire la part de l’énergie cinétique qui est
dissipée en chaleur sous l’effet du frottement des couches fluides entre elles ou au
contact des obstacles solides. Les ordres de grandeur du nombre de Reynolds sont de
103 à 109 pour les écoulements aérodynamiques, de 109 à 1012 pour les écoulements
atmosphériques, et de 1012 à 1020 pour les écoulements astrophysiques.
Les méthodes utilisées pour le traitement ainsi que les valeurs du nombre de Rey-
nolds rendent la turbulence développée très distincte de l’étude de la transition à la
turbulence et de la turbulence faible. En effet, cette dernière est caractérisée par une
excitation d’un petit nombre de degrés de liberté dont le comportement chaotique est
temporel. La dimension de l’attracteur caractérisant leur dynamique non-linéaire est
en général inférieur à 10 et permet un traitement par la théorie des systèmes dyna-
miques. Par contre dans le cas de la turbulence développée, un très grand nombre de
degrés de liberté interagissent et créent un comportement chaotique temporel mais
aussi spatial. La dimension de l’attracteur associé, bien que borné par les effets de
dissipation, devient infinie quand le nombre de Reynolds l’est aussi.
Il n’existe à ce jour aucune théorie complète de la turbulence développée. L’étude de
cette dernière reste un problème mal posé au sens mathématique et mal formalisé au
sens physique du terme. Les outils de la mécanique hamiltonienne ne traitent souvent
que des phénomènes conservatifs donc réversibles, et où les états sont stables, ou au
voisinage de l’équilibre. La turbulence quant à elle est instable et hautement dissipa-
tive, donc irréversible.
De plus, la dynamique classique ne traite que les systèmes à petit nombre de com-
posants. Elle n’est donc pas du tout apte à traiter la turbulence développée qui fait
intervenir un grand nombre de degrés de liberté.

147
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En mathématiques, les choses se présentent différemment. En analyse fonctionnelle, la
Théorie des Equations aux Dérivées Partielles (EDP) est largement mâıtrisée, l’exis-
tence, l’unicité et la régularité des solutions au sens des distributions étant prouvées
pour de nombreux problèmes linéaires. L’analyse numérique consécutive permet de
développer des algorithmes adaptés et robustes pour simuler les solutions. Il n’en n’est
pas de même pour les EDP non-linéaires telles que l’équation de Navier-Stokes. Cela
tient en partie au fait que l’approche usuelle est surtout réductionniste et locale. Dans
le cas des phénomènes critiques, cette approche n’est plus possible car les échelles sont
couplées et il faut en tenir compte au travers d’une démarche plus globale.
Une caractéristique majeure de la turbulence développée est la non-prédictibilité de
l’écoulement. Si le régime est laminaire, l’erreur commise sur les conditions initiales
restera constante ou augmentera lentement car la dynamique de l’écoulement est
stable. Par contre, dans le cas de la turbulence développée, l’évolution du système
est très sensible aux conditions initiales, ce qui se caractérise par une amplification
exponentielle de l’erreur sur les conditions initiales.

11.2 Un peu d’histoire

Les grands noms de l’histoire de la turbulence ont souvent été des ingénieurs [138]
car ceux-ci ont été directement confrontés à des problèmes concrets : comment peut-
on endiguer un fleuve, construire des ponts ou une étrave qui ne crée pas trop de
remous ?
La turbulence a aussi permis à des philosophes et des métaphysiciens de fonder des
courants de pensées tels que le Taöısme en Orient, pour lequel le chaos est l’essence
de la nature, ou celle de Lucrèce dont la théorie au premier siècle de notre ère se
base sur la rencontre désordonnée des atomes. L’etude de la turbulence devint à la
Renaissance plutôt un problème d’artiste comme pour Brunelleschi [138]. Mais les
croquis de Léonard de Vinci nous révèlent maintenant l’intérêt qu’il portait à l’art et
à l’ingénierie mécanique des fluides. Descartes au XVIIème siècle, décrivit sa cosmo-
logie d’un univers plein (plenum) dans son célèbre ouvrage Le Monde ou un Traité
sur la Lumière. L’univers y est décrit par frottements perpétuels entre particules,
et l’ensemble de leur mouvement et collision donneraient naissance à des tourbillons
qui entraineraient les planètes dans leur course et créeraient dans leurs rotations très
rapides la lumière des étoiles. Au XVIIIème siècle, l’étude des écoulements devint un
problème de mécanicien. Les physiciens-mathématiciens tels que Jean et Daniel Ber-
nouilli, Euler, d’Alembert, Lagrange et Laplace, s’appliquèrent à généraliser les idées
newtoniennes au cas des fluides mais sans tenir compte de leur viscosité. Le domaine
de la mécanique des fluides visqueux ne fut introduit qu’au XIXème siècle par Navier
et Saint-Venant en France, von Helmholtz en Allemagne, Sir Stokes et Maxwell en
Angleterre. A cette génération de théoriciens devait succéder la première génération
d’expérimentateurs parmi lesquels Poiseuille, Reynolds, puis au début du XXème
siècle Bénard, Prandtl, Taylor, von Karman et Lord Rayleigh. Ces derniers étudièrent
intensivement la transition laminaire-turbulent ainsi que de nombreuses instabilités
hydrodynamiques. Le terme de turbulence a été introduit pour la première fois par
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Taylor et von Karman et proposèrent dans la foulée les premières théories de la tur-
bulence homogène et isotrope [138]. L’apport des mathématiciens a été considérable
au travers de la Théorie des Equations aux Dérivées Partielles, de la Théorie des
Systèmes Dynamiques et de la Théorie des Processus Stochastiques. L’école russe a
joué un rôle illustre grâce à des chercheurs de renom tels Lyapounov, Pontryaguin,
Landau, Kolmogorov, et Arnold. L’école française n’est pas en reste puisqu’on peut
citer Poincaré, Hadamard, Leray, Lévy et Ruelle.

11.3 Analyse mathématique de l’équation de Navier-

Stokes

11.3.1 Description de l’équation de Navier-Stokes

L’évolution d’un fluide de masse volumique constante au cours du temps (fluide
incompressible), et où les déformations sont proportionnelles aux gradients de vi-
tesse (fluide newtonien), est gouvernée par l’équation de Navier-Stokes. Elle décrit la
conservation de la quantité de mouvement d’une particule fluide :

∂t~v(~x, t) + (~v(~x, t) · ~∇)~v(~x, t) = −~∇p(~x, t) + ν∆~v(~x, t) (11.1)

On a pris une densité égale à l’unité car le fluide est incompressible. La condition
d’incompressibilité est tirée de l’équation de conservation du mouvement :

~∇ · ~v(~x, t) = 0 (11.2)

Les deux premiers termes du membre de gauche de (11.1) décrivent le transport des
particules fluides par l’écoulement. Le second terme du membre de droite modélise
la diffusion, c’est la transformation de l’énergie cinétique en énergie thermique par
frottement visqueux. Ainsi le nombre de Reynolds caractérisant le taux de turbulence
est-il obtenu en faisant le rapport entre le terme non-linéaire (~v · ~∇)~v et le terme de
diffusion de la quantité de mouvement ν∆~v. Il mesure ainsi le taux de non-linéarité
de l’écoulement.
L’équation (11.2) exprime l’incompressibilité du fluide. Dans le cas de fluides com-
pressibles, il faut remplacer cette équation par une équation de conservation de la
masse et une autre par une équation d’état décrivant la variation de la masse volu-
mique au cours du temps.

11.3.2 Difficulté mathématique de l’équation de Navier-Stokes

La difficulté majeure de l’équation de Navier-Stokes provient de ce que le nombre
de Reynolds augmente ou de manière équivalente que la viscosité ν tend vers 0 lorsque,
lors d’écoulements très turbulents. De plus, il se trouve devant le terme d’ordre de
dérivation le plus élevé. A la limite inviscide, l’équation change de nature, elle devient
alors l’équation d’Euler, et c’est le terme d’advection non-linéaire qui domine. Ce
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dernier n’est plus contrôlé par la diffusion. Ainsi l’équation de Navier-Stokes dissipe
l’énergie et est donc irréversible en temps alors que l’équation d’Euler la conserve et
est réversible.
Le premier à avoir lancé l’analyse fonctionnelle des équations de Navier-Stokes fut
le français Leray dans sa thèse en 1933 [140]. Il émit l’hypothèse que la turbulence
est dû à l’apparition de singularités des solutions, le vecteur rotationnel devenant
infini en module en certains points de l’espace-temps. Cette hyptohèse n’a toujours
pas été infirmée ou confirmée. Leray a aussi étudié le comportement asymptotique
des solutions, et particulièrement, la stabilité et l’unicité de la solution laminaire
pour laquelle le terme de diffusion l’emporte sur le terme de transport. Au dessus
du nombre de Reynolds critique, plusieurs solutions turbulentes sont possibles et leur
comportement n’est accessible que d’un point de vue statistique.
On interprète ceci en élaborant deux types de théories de la turbulence :

– les théories étudiant la stabilité de la solution linéaire faiblement perturbée ainsi
que la transition entre le régime laminaire et le régime turbulent pour de faibles
nombres de Reynolds.

– les théories appliquant un traitement statistique des solutions turbulentes plei-
nement développées, autrement dit, pour de grands nombres de Reynolds. Cette
approche est la plus riche des deux.

11.3.3 Les théories étudiant la stabilité

En 1924, Heisenberg étudia dans sa thèse de doctorat la stabilité d’un écoulement
de Poiseuille plan et calcula la valeur du nombre de Reynolds critique. Ce type de
démarche a été très largement développé entre les années 1887 et 1940 avec entre
autres les travaux de Lord Kelvin, Lord Rayleigh, Taylor et Hopf. Toutefois, elle se
montrait toujours en désaccord avec les faits expérimentaux. Dans la majorité des
situations, sauf couches limites, solitons, chocs, les états quasi-stationnaires ne sont
pas définis dans le cas de la turbulence développée, rendant ainsi le traitement linéaire
inapproprié.

11.3.4 Les théories statistiques

Reynolds fut le premier à tenter de telles approches, en supposant que les écoulem-
ents turbulents pouvaient être décrit uniquement par leur comportement moyen. Pour
ce faire, il suffisait de décomposer les moyennes d’ensemble des champs turbulents
en une partie moyenne et une partie fluctuante. L’équation obtenue pour la partie
moyenne du champ de vitesse est l’équation dite de Reynolds. Cependant, il se pose un
problème de fermeture de cette équation, car les moments des incréments de vitesse à
un ordre donné dépendent des moments à l’ordre supérieur. On retrouve d’ailleurs ce
problème dans bien d’autres théories physiques (théories cinétiques des gaz, théorie
quantique et statistique des champs). On obtient ainsi une hiérarchie d’équations dont
le nombre est toujours inférieur au nombre d’inconnues.
Pour résoudre les équations de Reynolds, Prandtl proposa en 1925 une fermeture
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simple en remplaçant les moments du second ordre par un terme de viscosité tur-
bulente construit à partir d’une longueur de mélange caractéristique de l’échelle des
fluctuations des vitesses tout comme en mécanique statistique. Par analogie avec le fait
que la diffusion moléculaire régularise les gradients de vitesse aux échelles de l’ordre
du libre parcours moyen et reprenant les idées de Boussinesq, Prandtl proposa l’exis-
tence d’une diffusion turbulente qui régulariserait les gradients de vitesse moyenne
aux échelles de la longueur de mélange. On pourrait ainsi définir un coefficient de
transport associé à la diffusion turbulente, en l’occurence la viscosité turbulente. Le
nombre de Reynolds n’étant alors rien d’autre que le rapport de la viscosité turbu-
lente par la viscosité moléculaire.
Durant les années 1920, Taylor proposa de caractériser les écoulements turbulents par
les fonctions de corrélation et non plus par les valeurs des champs. Cette approche
permet de tenir compte des différentes échelles spatio-temporelles. Les travaux de
Taylor ont directement aidés Wiener à élaborer sa théorie des processus aléatoires
à la fin des années 1930. Mais Taylor ne savait pas comment associer ces fonctions
de corrélation à des grandeurs mesurables. Ce n’est que dans les années 1940, que
Taylor parvint à résoudre ce problème en reliant le spectre d’énergie à la fonction de
corrélation à deux points, la première étant liée à la transformée de Fourier de la se-
conde. Ce qui permit d’établir un lien entre les théories statistiques et les expériences,
notamment les siennes ou celles de von Karman. La théorie statistique était déjà re-
prise en 1935 par Gebelein qui appliqua la théorie des probabilités de Kolmogorov, à
l’hydrodynamique, puis dans les années 1940 par Kolmogorov lui-même et Obukhov
en URSS, Onsager aux Etats-Unis, von Weizsäcker et Heisenberg en Allemagne.
Kolmogorov s’intéressa en 1941 à la répartition de l’énergie entre les différents degrés
de liberté pour l’équation de Navier-Stokes en dimension trois dans le cas d’un
écoulement turbulent développé. Contrairement à la mécanique statistique où ce type
d’approche est parfaitement mâıtrisé, la difficulté en théorie de la turbulence provient
du fait qu’un écoulement est un système thermodynamique ouvert, ceci pouvant être
soit à grande échelle (forces extérieures), soit à petite échelle (forces de frottements
visqueuses). En supposant que le transfert d’énergie se fait de façon conservative entre
les différents degrés de liberté du système qu’il identifie aux échelles de l’écoulement,
Kolmogorov montra que les prédictions de la théorie statistique de la turbulence se
limitent à une gamme d’échelle intermédiaire entre les grandes et les petites qu’on ap-
pelle zone inertielle. Kolmogorov suppose de plus, que dans cette gamme, le système
est thermodynamiquement isolé, car selon lui, la zone inertielle ne prend en compte ni
la très grande échelle où l’énergie est injectée afin d’entretenir la turbulence, ni la plus
petite échelle où l’énergie est extraite par dissipation visqueuse. De plus, l’existence
de cette gamme d’échelle n’est possible qu’en turbulence développée, c’est à dire pour
un nombre de Reynolds très grand. Ce dernier pourrait être redéfini comme le rapport
de la plus grande échelle de la zone inertielle à la plus petite.
L’approche statistique nécessite que l’hypothèse d’ergodicité du système soit vérifiée,
c’est à dire que tous les points de l’espace des phases soient visités. Rappelons qu’on
appelle ici espace des phases, l’espace des positions et des vitesses compatibles avec
les invariances du système. Le lien entre mécanique statistique et mécanique des
fluides n’est que mathématique et est indépendant du fait que les fluides sont décrits
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à l’échelle microscopique par la mécanique statistique. Ainsi, la théorie statistique de
la turbulence est bien distincte de la mécanique statistique des fluides.
Donc en partant de moyennes d’ensemble et en traitant les composantes des vitesses
comme des variables aléatoires, Kolmogorov énonça en 1941 (théorie K41) que dans la
zone inertielle, les fonctions de corrélations de vitesse en deux points varient comme
(ηl)2/3, η étant le taux de transfert d’énergie et l la distance entre deux points ca-
ractérisant l’échelle. Cette théorie repose sur deux hypothèse fondamentales :

– la turbulence doit être homogène et isotrope au sens statistique, auto-similaire
et stationnaire.

– les propriétés statistiques ne dépendent que de l’énergie dissipée.

– dans la zone inertielle l’énergie est transférée sans dissipation et à un taux
constant η.

La première hypothèse avait déjà été mise en avant par les travaux de Taylor et
von Karman, tandis que l’auto-similarité remonte aux idées de Léonard de Vinci et
reprise en 1922 par le météorologue anglais Richardson.
Sans connâıtre la théorie K41, Heisenberg et von Weizsäcker, lors de leur mise en
résidence surveillée à Cambridge en 1945, décidèrent de s’attaquer au problème de la
turbulence. Ils reprirent alors l’idée de viscosité turbulente émise par Prandtl pour
fermer la hiérarchie des équations de Reynolds mais en les écrivant dans l’espace de
Fourier. A l’aide de l’analyse dimensionnelle, ils montrèrent que l’énergie turbulente
cascade selon un spectre en loi de puissance de la forme η2/3k−5/3, résultat conforme
à K41 puisque les spectre d’énergie est la transformée de Fourier de la fonction de
corrélation de vitesse en deux points.
Cette loi est bien vérifiée expérimentalement, et ce, dans des conditions bien moins res-
trictives que celles imposées par les hypothèses de Kolmogorov. Cependant, en 1949,
les premières expériences de Townsend et Batchelor mirent en évidence le phénomène
d’intermittence : le support spatial des régions actives de l’écoulement, où s’effectuent
les transferts décrôıt avec l’échelle. Cette observation avait déjà été formulée par Lan-
dau lors d’un séminaire de Kolmogorov à Kazan. Landau avait fait remarquer que les
tourbillons ne pouvaient pas remplir l’espace de manière dense à toutes les échelles,
mais que leur support doit diminuer avec elles.
C’est cette remarque de Landau qui poussa Kolmogorov lors d’un congrès à Marseille
en 1961 à reconsidérer les hypothèses d’auto-similarité et de la constance du taux de
transfert d’énergie dans la zone inertielle de la théorie K41 pour les remplacer par
une hypothèse de distribution log-normale des fluctuations du taux de dissipation
d’énergie η variant avec l’échelle afin de tenir compte du fait que le support spatial
des transferts décrôıt lorsque les échelles décroissent elles aussi.
Reprenant les travaux de Wilson en Théorie des Champs dans les années 1970, Fors-
ter, Nelson et Stephen essayèrent en 1976 de systématiser l’application de la théorie
du Groupe de Renormalisation (GR) à la turbulence développée. En effet celle-ci est
avant tout une transition de phase, et l’existence de lois d’échelle donne un qualificatif
de critique à ce phénomène. Il semblait donc tout à fait justifié d’essayer d’utiliser la
théorie de Wilson, concrétisée par Ma en 1975, à ce type de problème critique. Très
rapidement cette idée a suscité un engouement certain dans le domaine de la turbu-
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lence hydrodynamique ou de la magnéto-hydrodynamique. Mais ce n’est qu’autour
des années 1986, 1987, que l’utilisation du groupe de renormalisation pour la turbu-
lence hydrodynamique s’est accentuée. Toutefois, et c’est là l’objet de cette partie
de la thèse, il apparâıt clairement de nombreuses incohérences dans l’application du
groupe de renormalisation à l’équation de Navier-Stokes et on se propose très rapide-
ment de les mettre en évidence afin de proposer une démarche plus ”orthodoxe” au
sens de la Théorie Quantique et Statistique des Champs. Malgré cela, ces applications
ont permis de proposer des modèles analytiques de viscosité turbulente qui nourissent
actuellement de nombreux codes de calcul.

11.3.5 Analyse des dernières théories de la turbulence

Plusieurs remarques peuvent être faites sur l’analyse physico-mathématique de
la turbulence. L’objectif de la démarche étant d’introduire une autre approche, plus
orthodoxe pour la physique théorique.
Tout d’abord il faut noter qu’après plus d’un siècle d’étude de la turbulence par les
physiciens et les ingénieurs, aucun théorie prédictive satisfaisante n’a été proposée.
On peut reprendre Frisch et Orszag qui énonçaient en 1990 qu’on en sait plus sur
la structure de l’atome que sur la turbulence. Un grand nombre de théories dites
phénoménologiques ont été élaborées et sont très largement utilisées pour les applica-
tions de l’industrie et de l’ingénierie. Malheureusement elles utilisent des paramètres
non prédits par la théorie et doivent donc être mesurés par des expériences sur des
maquettes réduites. De plus on n’a toujours pas répondu à la question de savoir si
la turbulence est véritablement universelle dans la limite des nombres de Reynolds
infiniment grand et à échelle infiniment petite. On entend ici par universel, le fait que
le turbulence développée ne dépende pas des conditions initiales et des conditions aux
limites.
A l’heure actuelle, il est très sensé de penser que nous n’avons pas encore su dégager
les bonnes questions, celles qui permettraient de définir ou d’identifier les structures
et les interactions élémentaires à partir desquelles on pourra construire une théorie
statistique plus satisfaisante. On dispose en effet d’une théorie statistique de la turbu-
lence développée, mais non d’une mécanique statistique de la turbulence. C’est ce qui
empêche clairement l’élaboration d’une théorie prédictive bien assise. On comprend
d’ores et déjà qu’il faudra à un moment ou un autre faire un détour par la Théorie
Statistique et la Théorie Quantique des Champs.
La Théorie Cinétique des Fluides qui est l’archétype de la mécanique statistique des
fluides dilués est basée sur deux hypothèses assez bien vérifiées expérimentalement
et s’exprimant par le fait que les molécules peuvent être considérées comme des
sphères dures et que les interactions entre elles sont élastiques. Ainsi, cette théorie
est fondée sur un modèle mécanique élémentaire. S’ajoute une troisième hypothèse
qui n’est vérifiée ou démontrée que dans certains cas, le théorème KAM. Il sup-
pose une ergodicité du système qui n’est de loin pas vérifiée ou démontrée et établit
que l’état d’équilibre du système correspond aux configurations les plus probables.
Dans le cas de la turbulence développée, ces trois hypothèses ne sont pas clairement
posées faute de modèle mécanique sous-jacent. Les modèles implicites sous-jacents à
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la théorie statistique de la turbulence développée voient l’écoulement comme une su-
perposition d’ondes interagissant entre nombres d’ondes voisins, c’est à dire de façon
complètement délocalisées dans l’espace physique. A l’instar du modèle mécanique
de la théorie cinétique des fluides, et de manière analogue formellement, l’équivalent
des sphères dures serait pour la turbulence les échelles de l’écoulement ou les modes
Fourier correspondant et les interactions entre ces modes seraient locales en espace
de Fourier et non locales dans l’espace physique. De plus, l’hypothèse d’ergodicité
utilisée pour remplacer les moyennes d’ensemble par des moyennes temporelles n’a
pas été démontrée jusqu’à présent.
La notion de viscosité turbulente introduite par analogie avec la mécanique statis-
tique ne peut se justifier que si l’on suppose le découplage des mouvements à grandes
échelles et à petites échelles pour la dynamique turbulente, ce qui est contraire aux
faits expérimentaux où les mouvements turbulents existent à toutes les échelles de la
zone inertielle sans qu’il y ait possibilité de les séparer, ce qui empêche par ailleurs
toute modélisation mathématique sérieuse de la turbulence. Malgré tout, la notion de
viscosité turbulente est très amplement utilisée pour l’étude des applications indus-
trielles de la turbulence mais aussi dans des théories analytiques comme les techniques
du groupe de renormalisation.



Chapitre 12

Analyse fonctionnelle de l’équation
de Navier-Stokes

Rappelons que les première équations avoir été présentées en tant que modèle de
description de l’écoulement d’un fluide parfait incompressible dans un domaine D
de R3 sont les équations d’Euler. Elles ont été écrites en 1755 et figurent parmi les
premières équations de la physique mathématique (après l’équation des ondes).


∂t~v(~x, t) + (~v(~x, t) · ~∇~v(~x, t)) = −~∇p(~x, t) dans D
~∇ · ~v(~x, t) = 0
~v · ~n = 0 sur ∂D

(12.1)

où ~n désigne le vecteur normal unitaire sortant du bord du domaine D. Il faut
en plus fixer une condition initiale ~v(·, 0) = ~v0(·) et résoudre le problème de Cauchy
correspondant.
Ce n’est qu’après avoir su définir et modéliser la viscosité que Navier proposa en 1824
la célèbre équation qui porte son nom ainsi que celle de Stokes :


∂t~v(~x, t) + (~v(~x, t) · ~∇~v(~x, t)) = −~∇p(~x, t) + ν∆~v(~x, t) dans D
~∇ · ~v = 0
~v · ~n = 0 sur ∂D

(12.2)

Ces deux systèmes d’équations sont bien entendus définis au sens des distributions.
On se propose dans ce chapitre de faire un tour d’horizon des méthodes étudiant la
stabilité asymptotique des solutions des deux systèmes d’équations et essayant de
comprendre si la solution d’un des deux systèmes se retrouve par passage à la limite
dans la solution de l’autre.

12.1 Solution forte de l’équation de Navier-Stokes

Leray a établit en 1933 [140] le résultat suivant sur le problème de Cauchy pour

l’équation de Navier-Stokes. Si ~v0 ∈ Hgrad
0 (D) et vérifie ~∇ · ~v = 0 sur ∂D, il existe
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alors une solution régulière (forte) unique pendant un intervalle de temps [0, T ∗]. Au
dela de T ∗, qui dépend de ~v0, il existe une solution faible dont on ne sait pas montrer
l’unicité.
Le temps T ∗ > 0 est d’autant plus petit que |~v0| est élevé. Selon Leray, la turbulence
apparait dès que la solution régulière laisse place à une solution faible qui peut avoir
de la vorticité infinie en certains points.
Une question intéressante se pose toutefois et fait l’objet du prix Clay : ”la solution
de l’équation de Navier-Stokes cesse-t-elle d’être régulière au bout d’un temps fini ?”.
On voit que le théorème de Leray régie complètement le comportement des écoulements
laminaires (~v0 petit), mais le cas turbulent (~v0 ou T ∗ grand) lui échappe totalement
car la seule existence sans unicité d’une solution faible n’est pas physiquement consis-
tante.

12.2 Solution forte de l’équation d’Euler

A l’instar du théorème de Leray, on a un résultat pour l’équation d’Euler pro-
posé par Kato en 1972 : si ~v0 vérifie une condition de Hölder pour ses dérivées, et si
~v0 · ~n = 0 sur ∂D, il existe un temps fini T ∗ > 0 et une solution classique unique sur
l’intervalle [0, T ∗[.
On ne sait pourtant rien de ce qui passe après T ∗. Remarquons aussi que l’équation
d’Euler conserve l’énergie cinétique 1

2

∫
D ~v

2.

12.3 Degrés de liberté

En toute rigueur, la description d’un écoulement en termes de champ de vitesse
fait intervenir un nombre infini de degrés de liberté. Mais par chance, un raisonnement
simple dû à Kolmogorov ramène ce nombre à une quantité finie de l’ordre de Re

9
4

où Re est le nombre de Reynolds. Malgré cette simplification, le problème ne peut se
simuler de manière efficace sur ordinateur que dans certains cas. Prenons l’exemple
des phénomènes en météorologie où Re ∼ 1012. Avec la réduction de Kolmogorov, on
arrive à un nombre de degrés de liberté de l’ordre de 1027.
Notons que le raisonnement de Kolmogorov supposait que la solution de l’équation
de Navier-Stokes est suffisamment régulière pour qu’à petite échelle elle puisse être
considérée comme sensiblement constante, ce qui dérange bien évidemment les mathém-
aticiens.
On sait que les écoulements bidimensionnels possèdent des propriétés physiques différe-
ntes des écoulements tri-dimensionnels. Dans le premier cas, l’énergie cinétique est
conservée ainsi que l’enstrophie. On peut ainsi démontrer plus facilement l’existence,
l’unicité et la régularité des équations d’Euler et de Navier-Stokes, permettant par là
de chercher si les deux solutions correspondent lors du passage à la limite inviscide,
c’est à dire le passage de l’équation de Navier-Stokes à celle d’Euler. En trois dimen-
sions, il y a une forte dissipation d’énergie cinétique et on n’observe pas l’apparition
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de structures dites cohérentes dans les écoulements turbulents comme dans le cas
bidimensionnel.

12.4 Turbulence bidimensionnelle

L’approximation bidimensionnelle qui consiste à considérer que l’écoulement a lieu
dans un plan ou une surface, est justifiée lorsque le fluide est confiné dans une couche
de faible épaisseur par rapport aux échelles horizontales du dit écoulement. C’est la
situation pratique des modèles atmosphériques ou océaniques.

12.4.1 Résultats d’unicité

Onsager fut le premier à remarquer qu’il fallait d’abord expliquer la conservation
de l’énergie cinétique et l’apparition de structures cohérentes. Selon lui, l’équation
d’Euler est la meilleure candidate.

Les solutions des équations d’Euler et de Navier-Stokes en dimension deux per-
mettent d’éviter les inconvénients du théorème de Leray. En effet pour ~v0 régulier, la
solution régulière de l’équation de Navier-Stokes existe en tout temps. De plus, même
si ~v0 est peu régulier, l’unicité de la solution est assurée. De même, pour l’équation
d’Euler écrite pour la vorticité ω = ~∇∧ ~v, qui est un scalaire en dimension deux, on
dispose d’un résultat important dû à Youdovitch en 1963.


∂tω + ~∇(ω~v) = 0 dans D
ω = ~∇∧ ~v dans D
~∇ · ~v = 0 dans D
~v · ~n = 0 sur ∂D

(12.3)

Ce dernier énonce que pour toute fonction mesurable bornée ω0 il existe une unique
solution faible mesurable et bornée ω admettant ω0 comme condition initiale.
Le résultat de Youdovitch n’est plus du tout valide si l’on s’autorise à prendre pour la
condition initiale ω0 une mesure, comme par exemple dans le cas d’une vitesse initiale
discontinue.

12.4.2 Passage à la limite turbulente

Lors du passage aux grands nombres de Reynolds (ou aux faibles viscosités), i.e
le passage de l’équation de Navier-Stokes à l’équation d’Euler et sous des hypothèses
raisonnables, la solution de l’équation de Navier-Stokes correspondant à une condition
initiale ~v0 donnée tend vers une solution de l’équation d’Euler ayant la même condi-
tion initiale. On entend par hypothèses raisonnables, soit des conditions aux limites
périodiques (écoulements sur le tore), soit que l’on remplace la condition d’arrêt aux
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bords ~v ≡ ~0 sur ∂D par une condition de friction de bord, celle-la même qui avait
été proposé initialement par Navier et qui semble dans beaucoup de situations plus
réaliste.
Ainsi, à l’instar d’Onsager, la turbulence bidimensionnelle peut s’étudier simplement
à partir de l’équation d’Euler. L’énergie cinétique est conservée par la solution de
Youdovitch.
Mais qu’en est il de l’apparition de structures cohérentes ? La formation de ces struc-
tures peut être étudiée par simulation numérique. Comme la vorticité est transportée
par un champ de vitesse incompressible, et qu’elle est conservée, il est aisée de suivre
l’évolution d’un tourbillon numérique où la vorticité est constante sur une région et
nulle en dehors. La surface de cette tâche de vorticité se conserve globalement mais va
se déformer localement et on verra apparâıtre des oscillations de la vorticité. Si on ne
se préoccupe que de la valeur moyenne de la vorticité, on constate qu’elle converge.
Autrement dit, la vorticité converge faiblement vers une certaine fonction ω∗. Puisque
le relèvement ω 7→ ~v est compact, on en déduit que ~v converge pour la norme L2 vers
le champ de vitesse correspondant ~v∗ qui est le champ de vitesse décrivant la structure
organisée.
Malheureusement, on ne sait pas généraliser ce résultat à la solution de l’équation
d’Euler. Par contre, pour un ω0 donné, on peut exhiber ω∗. Pour ce faire, on peut
mettre en oeuvre le programme d’Onsager qui revient à étendre à l’équation d’Euler
la mécanique statistique de Boltzmann. On construit dans un premier temps, et au
moyen de la théorie des grandes déviations, la fonctionnelle d’entropie qui doit mesu-
rer la notion de désordre associée à un écoulement turbulent. Puis on maximise cette
entropie sous les contraintes associées aux invariants de l’équation d’Euler, la solution
de ce problème variationnel étant justement ω∗. Le dernier obstacle se trouve dans
la difficulté de prouver l’ergodicité du système dynamique formé par les équations
d’Euler bidimensionnelle, qui est un système hamiltonien infini, empêchant ainsi de
montrer que ω converge bien vers ω∗. On peut cependant essayer une démarche heuris-
tique consistant à coupler les simulations numériques aux expériences en laboratoire.

12.5 Turbulence tridimensionnelle

Elle se distingue de la turbulence bidimensionnelle par le fait que l’on observe pas
de structures cohérentes. Elle se distingue aussi par le fait qu’on ne peut pas comme
en dimension deux, se concentrer sur l’étude de l’équation d’Euler, ce qui était une
grande simplification du problème. Le fait que la dissipation d’énergie soit importante
en dimension trois, même en régime turbulent conduit à penser que la viscosité même
faible joue un rôle important.

12.5.1 Point de vue de Leray (1933-1934)

Pour Leray [140, 142], il faut donc étudier l’équation de Navier-Stokes et passer
à la limite inviscide ensuite. Il s’est toujours méfié de l’équation d’Euler et pensait
que cette dernière contenait en elle un certain nombre d’avatars dont le paradoxe de
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d’Alembert et la non-unicité du problème de Cauchy formaient la partie visible de
l’iceberg.

12.5.2 Point de vue d’Onsager (1949)

Un autre point de vue, celui d’Onsager [141, 142] peut aussi apporter un éclairage
sur la genèse de la turbulence en dimension trois. Pour Onsager par contre, la vis-
cosité n’intervient pas dans la loi des 4/5 ; la dissipation est simplement reliée à la
non régularité du champ de vitesse. On peut donc supposer ν = 0 et travailler avec
l’équation d’Euler. Mais cette dernière est un système hamiltonien sensé conserver
l’énergie. Mais pour le montrer on utilise une formulation variationnelle, il est donc
nécessaire d’avoir certaines régularités minimales du champ des vitesses. Onsager
imagine alors que les solutions turbulentes sont modélisées à l’aide de solutions de
l’équation d’Euler, peu régulière et par conséquent n’assurant pas la conservation de
l’énergie. Ces solutions sont exactement les solutions faibles définies précédemment.
Shnirelman a exhibé récemment une solution faible dissipant l’énergie. On dispose
ainsi de candidats potentiels pour représenter le champ de vitesse d’un écoulement
turbulent : ce sont les solutions faibles de l’équation d’Euler et disspant l’énergie
cinétique. Malheureusement on ne dispose toujours pas à ce stade là de résultats
d’existence à partir d’une solution initiale peu régulière, et encore moins de résultat
d’unicité. En s’appuyant sur la loi des 4/5, Onsager conjectura en 1949 que les so-
lutions faibles de l’équation d’Euler qui vérifient une condition de Hölder d’ordre
strictement plus grand que 1/3 doivent conserver l’énergie. Une version plus faible
de cet énoncé a pu être démontré en 1992 par Eyink, et deux ans plus tard en 1994,
Constantin, E et Titi donnèrent une preuve complète de la conjecture.

12.5.3 Théorème de Duchon et Robert

En 2000, Duchon et Robert explicitèrent et clarifièrent la notion de dissipation
d’énergie dû à une perte de régularité à partir d’une version régularisée de l’équation
d’Euler [139].

Théorème 12.5.1 Soit une solution faible ~v de l’équation d’Euler sur le tore Π3,
telle que ~v soit intégrable sur ]0, T [×Π3, et prenant une distribution φ de R3, positive,
d’intégrale unitaire et symétrique. Pour ε > 0, on pose

φε(x) =
1

ε3
φ(
x

ε
) (12.4)

ainsi que

Dε(~v) =
1

4

∫
~∇φε(ξ) · δ~v(δ~v)2dξ (12.5)

Alors à la limite ε→ 0, Dε(~v) converge au sens des distributions vers une distri-
bution D(~v) indépendante de φ et on a le bilan local d’énergie



160 Chapitre 12. Analyse fonctionnelle de l’équation de Navier-Stokes

∂t

(
1

2
~v2

)
+ ~∇ ·

((
1

2
~v2 + p

)
~v

)
+D(~v) = 0 (12.6)

Corollaire 12.5.2 En faisant une hypothèse de régularité du champ de vitesse du
type ∫

‖~v(~x+ ~ξ, t)− ~v(~x, t)‖3dx ≤ c(t)‖~ξ‖σ(‖~ξ‖) (12.7)

où lim
r→0

σ(r) = 0, et
∫ T

0
c(t) dt < ∞, et en intégrant cette équation de bilan sur tout

le domaine, on en déduit immédiatement une preuve de la conjecture d’Onsager. On
peut aussi avec des hypothèses de régularité raisonnablement faibles montrer que l’on
retrouve bien la loi dite des 4/5. On doit cependant prescrire que l’énergie ne peut
etre que dissipée et non crée dans un fluide turbulent, ce qui impose clairement que
D(~v) est une distribution positive, donc une mesure. Cette condition est analogue
aux conditions entropiques choisies pour l’étude des EDP hyperboliques afin de se
restreindre parmi toutes les solutions ayant la meme condition à celle qui vérifie la
condition d’entropie de Lax, laquelle vérifie aussi une relation du type D(~v) ≥ 0.

12.6 Conclusion

En analyse fonctionnelle, rien pour l’instant n’interdit de penser que les bons
objets décrivant un écoulement turbulent soient les solutions faibles de l’équation
d’Euler. Il est aussi possible que l’équation d’Euler ne soit pas le modèle de la tur-
bulence, puisqu’elle ne prend pas en compte les fluctuations locales du champ de
vitesse. Ainsi pour la turbulence tridimensionnelle, les approches mathématiques sur
l’équation de Navier-Stokes ne semblent pas du tout prometteuse, et c’est pourquoi
les chapitres suivants vont expliciter une plus approche statistique et dynamique de
l’étude de cette difficile équation, qu’est Navier-Stokes.



Chapitre 13

Description physique de la
turbulence

On se propose dans ce chapitre de présenter de manière simple les résultats
phénoménologiques et expérimentaux complètement admis pour la description de
la turbulence hydrodynamique [144, 145, 146, 147, 148]. Commençons tout d’abord
par détailler un peu plus la ou les équations du mouvement en hydrodynamique, les
célèbres équations de Navier-Stokes (Navier, 1824).

13.1 Etude des symétries et bilan énergétique

13.1.1 Conditions aux bords périodiques

Revenons à l’équation de Navier-Stokes. Comme le montrent de nombreuses expérie-
nces et suivant un argument justifié à posteriori au travers d’hypothèses phénoménolog-
iques, on n’étudie la turbulence que loin des bords de l’écoulement. On peut de
manière équivalente considérer que le milieu de l’écoulement est R3. Il est cepen-
dant plus simple de ne considérer qu’un milieu fini mais avec des conditions aux
bords périodiques sur le champ de vitesse. On prend donc une bôıte BL de volume
L3 et on postule que

~v(x+ aL, y + bL, z + cL, t) = ~v(x, y, z, t), ∀(x, y, z) ∈ [0, L]3, ∀(a, b, c) ∈ Z3

(13.1)

On retrouve le domaine infini en passant à la limite L → ∞. On définit H comme
l’espace des champs de vitesse L-périodique et à divergence nulle.
En notant la valeur moyenne d’une fonction f de H sur BL par

< f >=
1

L3

∫
BL

f(~r)d3~r (13.2)

on peut donner une série de quatre propriétés caractéristiques des fonctions de H
qui seront utilisées pour exhiber certaines lois de conservation :
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1. < ∂if >= 0

2. < f∂ig >= − < (∂if)g >

3. < ~u · (~∇∧ ~v) >=< (~∇∧ ~u) · ~v >
4. < ~u ·∆~v >= − < (~∇∧ ~u) · (~∇∧ ~v) > si ~∇ · ~v = 0

où ∂i ≡ ∂
∂xi

avec i = 1, 2, 3.

13.1.2 Elimination de la pression

Un intérêt majeur de l’utilisation des conditions aux bord périodiques est la pos-
sibilité d’éliminer la pression de l’équation de Navier-Stokes non-forcée en prenant
simplement sa divergence et en se servant de la condition d’incompressibilité. Ce qui
donne une équation de Laplace pour la pression

∆p(~x, t) = −∂ijvi(~x, t)vj(~x, t) (13.3)

Posons σ(~x, t) = −∂ijvi(~x, t)vj(~x, t).
Puisque σ est une fonction des dérivées spatiales de fonctions périodiques, elle est
donc à valeur moyenne nulle

< σ >=
1

L3

∫
BL

σ(~r)d3~r = 0 (13.4)

On cherche la pression sous la forme elle-aussi d’une fonction L-périodique sa-
chant que la physique ne change pas si l’on rajoute une constante à la pression. Une
décomposition des champs en série de Fourier nous donne immédiatement la solution
de cette équation :

p(~r, t) ≡ ∆−2σ(~r, t) = −
∑

~k∈ 2π
L

Z∗3

ei
~k·~r σ̂~k
k2

(13.5)

L’opérateur ∆−2 n’est pas local puisqu’il fait intervenir des convolutions. On peut
donc réécrire l’équation de Navier-Stokes sous la forme

∂tvi + (δil − ∂il∆
−2)∂j(vjvl) = ν∆vi (13.6)

On voit donc que cette équation fait intervenir des opérateurs locaux et non-
locaux. Si la condition d’incompressibilité est assurée à t = 0 elle se propagera in-
finiment en temps. La pression est en quelque sorte un multiplicateur de Lagrange
permettant de tenir compte de la condition d’incompressibilité. On pourrait de la
même manière prendre le rotationnel de l’équation de Navier-Stokes et arriver à une
équation du même type pour la vorticité ~ω = ~∇∧~v avec le même opérateur non local

∂t~ω = ~∇∧ (~v ∧ ~ω) + ν∆~ω (13.7)
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13.1.3 Symétries de l’équation de Navier-Stokes

On fera un abus de langage en qualifiant de symétrie un groupe d’invariance
discret ou continu d’une théorie dynamique. On notera G un groupe de transfor-
mation agissant sur H, l’espace des fonctions L-périodiques et sans divergence. On
dira que G est un groupe de symétrie de l’équation de Navier-Stokes si ∀~v ∈ H so-
lution de l’équation de Navier-Stokes, et ∀g ∈ G, g~v est encore une solution de la
même équation. On donne ci-dessous une liste répertoriant les symétries connues de
l’équation de Navier-Stokes qui mis à part le changement d’échelle, ne sont que des
conséquences des symétries de l’équation du mouvement de Newton appliquée à une
particule fluide.

Translation en espace

Soit gespace
~ρ : (t, ~r, ~v) 7→ (t, ~r + ~ρ,~v) avec ~ρ ∈ R3. L’invariance est triviale puisque

~∇~r ≡ ~∇~r+~ρ.

Translation en temps

Soit gtemps
τ : (t, ~r, ~v) 7→ (t + τ, ~r,~v) avec τ ∈ R. L’invariance est là aussi triviale

puisque ∂t ≡ ∂t+τ .

Transformation galiléenne

ggaliléen
~V

: (t, ~r, ~v) 7→ (t, ~r + ~V t,~v + ~V ) avec ~V ∈ R3. Pour la transformation ga-
liléenne, il faut remarquer que seul le terme non-linéaire permet de conserver l’inva-
riance galiléenne en annulant l’effet de la dérivation en temps. Il est ainsi le terme
possible susceptible de conserver cette invariance dans une équation d’évolution de la
vitesse.

Parité

Soit gparité : (t, ~r, ~v) 7→ (t,−~r,−~v). On se place à la limite où le terme non-linéaire
est négligeable.

Rotation

Soit grotation
A : (t, ~r, ~v) 7→ (t, A~r,A~v) avec A ∈ SO(R3) et à la limite L → ∞.

En fait toutes les rotations ne sont pas compatibles avec les conditions aux limites,
lesquelles éliminent certaines rotations possibles. Il faut donc prendre garde au fait
qu’on se restreint à un sous-groupe discret du groupe des rotations.

Changement d’échelle

Soit gscaling
λ : (t, ~r, ~v) 7→ (λ1−ht, λ~r, λh~v) avec λ ∈ R+, h ∈ R et uniquement à la

limite inviscide (ν = 0). Lors de cette transformation tous les termes de l’équation
de Navier-Stokes sont multipliés par la même quantité λ2h−1 à l’exception de λh−2.
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A viscosité finie, si on veut la cohérence de cette équation il suffit que h = −1.
On retrouve dans ce cas le principe d’auto-similarité bien connu des mécaniciens des
fluides puisque le nombre de Reynolds y est conservé. A la limite inviscide il existe
par contre une infinité de groupes de transformations d’échelle dont le paramètre est
h ∈ R.

13.1.4 Lois de conservation

Puisque l’équation de Navier-Stokes n’est pas conservative (elle est dissipative en
général), il n’est pas possible de trouver pour chaque symétrie une quantité physique
conservée comme le stipule le théorème de Noether en mécanique analytique. On peut
cependant exhiber certaines lois de conservation au sens des moyennes, c’est à dire
des lois de conservation globales et non locales. Cependant, les champs de pression et
de vitesse doivent être supposés suffisamment réguliers afin permettre les opérations
de dérivation et d’intégration. Ces hypothèses sont justifiés lorsque la viscosité est
strictement positive, par contre à la limite inviscide, Onsager a montré en 1949 [141,
142] que les solutions de l’équation d’Euler ne sont plus du tout régulières et que
l’énergie ne se conservait pas. Un affaiblissement des hypothèses de régularité permet
toutefois de récupérer la conservation de l’énergie pour les solutions de l’équation
d’Euler (Frisch et Sulem en 1975, Eyink en 1994, Constantin and Titi en 1994).

Conservation de la quantité de mouvement

En utilisant la condition d’incompressibilité ∂jvj = 0, on peut écrire le terme
d’advection de la manière suivante vj∂jvi = ∂j(vjvi). Prenons la valeur moyenne
de l’équation de Navier-Stokes. Les dérivées spatiales de fonctions périodiques étant
toutes nulles en moyenne, seul le terme de dérivation en temps contribue notablement
à la valeur moyenne

<
d

dt
~v >=

d

dt
< ~v >= ~0 (13.8)

Ce qui s’interprète comme la conservation de la quantité de mouvement puisque le
fluide étant incompressible, la densité est constante.

Conservation de l’énergie

Multiplions l’équation de Navier-Stokes incompressible ∂tvi + ∂jvjvi = −∂ip +
ν∂jjvi par vi. On obtient ainsi

vi∂tvi + vi∂jvjvi = −vi∂ip+ νvi∂jjvi (13.9)

Ce qui s’écrit aussi

1

2
∂tvivi +

1

2
∂jvjvivi = −vi∂ip+ νvi∂jjvi (13.10)
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En prenant la moyenne spatiale et en utilisant à nouveau le fait que les dérivées
spatiales de fonctions périodiques sont à valeur moyenne nulle, on écrit que

∂t <
1

2
~v2 > = < p∂ivi > −ν < (∂jvi)(∂jvi) >

= −ν < (∂jvi)(∂jvi) >

= −ν < (~∇∧ ~v)2 > (13.11)

En posant E =< 1
2
~v2 > pour l’énergie par unité de masse, on obtient le bilan d’énergie

suivant

∂tE = −ν < ω2 > (13.12)

Conservation de l’hélicité

En prenant le produit scalaire entre la vitesse et l’équation (13.7), on obtient après

moyenne spatiale et utilisation du fait que < ~u · (~∇∧ ~v) >=< (~∇∧ ~u) · ~v >

d

dt
< ~v · ~ω >= 2 < ~v · ∂t~ω > (13.13)

En utilisant à nouveau le fait que < ~u · (~∇∧~v) >=< (~∇∧~u) ·~v > et que < ~u ·∆~v >=

− < (~∇∧ ~u) · (~∇∧ ~v) > si ~∇ · ~v = 0 on aboutit à

d

dt
<

1

2
~v · ~ω >=< ~v · ~∇∧ (~r ∧ ~ω) > +ν < ~v ·∆~ω > (13.14)

Si on nomme l’hélicité moyenne et l’hélicité vorticale moyenne respectivement H =<
1
2
~v · ~ω >, et H~ω =< 1

2
~ω · ~∇∧ ~ω >, la conservation de l’hélicité s’écrit alors

d

dt
H = −2νH~ω (13.15)

Remarque Le bilan d’énergie est très important pour essayer de montrer l’unicité
de la solution de l’équation de Navier-Stokes à trois dimensions et asymptotiquement
en temps. En fait, l’unicité n’est prouvée qu’en dimension deux, car à cette dimen-
sion une deuxième loi de conservation apparâıt et peut être utilisée. Il s’agit de la
conservation de l’enstrophie moyenne Ω =< 1

2
ω2 >

d

dt
Ω = −2νP (13.16)

où P =< 1
2
‖~∇∧ ~ω‖2 > est appelée palenstrophie moyenne.
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13.1.5 Transfert d’énergie

On remarque que le bilan d’énergie (13.12) ne contient pas de contribution du
terme non-linéaire de l’équation de Navier-Stokes. On peut alors se demander quel est
le rôle du terme non linéaire. On va maintenant montrer qu’il ne fait que redistribuer
l’énergie entre les échelles.
Posons l = k−1 l’échelle du filtrage et introduisons dans l’équation de Navier-Stokes
un terme de force d’excitation périodique en espace ~f dont le rôle est de modéliser
l’injection à grande échelle d’énergie dans le fluide et de tenir compte des perturbations
et bruits extérieurs. On définit un filtre passe-bas Pk par rapport à la fréquence k.
Puis on décompose les champs en mode rapide et lent par rapport à k,

{
~v = ~v<k + ~v>k
~f = ~f<k + ~f>k

(13.17)

et on applique l’opérateur de filtrage, qui est aussi un opérateur de projection et
qui commute avec les opérateurs de dérivation spatiale, à l’équation de Navier-Stokes

{
∂t~v

< + Pk(~v<k + ~v>k ) · ~∇(~v<k + ~v>k ) = −~∇p<k + ν∆~v<k + ~f<k
~∇ · ~v<k = 0

(13.18)

En prenant le produit scalaire de la première équation par ~v<k et en passant à la
moyenne spatiale on aboutit à

∂t <
1

2
‖~v<k ‖2 > + < ~v<k · [(~v<k + ~v>k ) · ~∇(~v<k + ~v>k )] > = − < ~v<k · ~∇p<k > +ν < ~v<k ·∆~v<k >

+ < ~v<k · f<k > (13.19)

Cette équation peut encore être simplifiée car

< ~v<k · [(~v<k + ~v>k ) · ~∇(~v<k + ~v>k )] > = < ~v<k · [~v<k · ~∇~v<k ] > + < ~v<k · [~v>k · ~∇~v<k ] >

+ < ~v<k · [~v<k · ~∇~v>k ] > + < ~v<k · [~v>k · ~∇~v>k ] >

= < ~v<k · [~v<k · ~∇~v>k ] > + < ~v<k · [~v>k · ~∇~v>k ] >

(13.20)

En effet

< ~v<k · [~v<k · ~∇~v>k ] >=< ~v<k · [~v>k · ~∇~v>k ] >= 0 (13.21)

Ce qui traduit le fait que les interactions aux petites échelles ne peuvent pas contri-
buer à l’énergie des petites échelles. De même, l’advection des petites échelles par les
grandes échelles ne contribuent pas non plus à l’énergie des petites échelles.
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Ainsi

∂t <
1

2
‖~v<k ‖2 > + < ~v<k · [~v<k · ~∇~v>k ] > + < ~v<k · [~v>k · ~∇~v>k ] > = − < ~v<k · ~∇p<k >

+ ν < ~v<k ·∆~v<k > + < ~v<k · f<k >

(13.22)

Définissons quelques grandeurs :

– L’énergie cumulée entre le nombre d’onde 0 et k,

Ek =
1

2
< ‖~v<k ‖2 >=

1

2

∑
k′∈ 2π

L
Z∗3,k′≤k

‖~̂vk‖2 (13.23)

– L’enstrophie cumulée,

Ωk =
1

2
< ‖~ω<k ‖2 >=

1

2

∑
k′∈ 2π

L
Z∗3,k′≤k

k2‖~̂vk‖2 (13.24)

– L’énergie cumulée injectée par la force,

Fk =
1

2
< ~f<k · ~v<k >=

∑
k′∈ 2π

L
Z∗3,k′≤k

~̂fk · ~̂v−k (13.25)

– Le flux d’énergie au nombre d’onde k

Πk =< ~v<k · [~v<k · ~∇~v>k ] > + < ~v<k · [~v>k · ~∇~v>k ] > (13.26)

Ce qui permet finalement d’écrire le bilan d’énergie par échelle (13.22) comme

∂tEk + Πk = −2νΩk + Fk (13.27)

On voit donc que le taux de variation de l’énergie à l’échelle l = k−1 est égal à
l’énergie injectée par la force à cette échelle diminuée de l’énergie dissipée en raison
de l’hélicité moins le flux d’énergie vers les petites échelles dues au terme non-linéaire
de l’équation de Navier-Stokes. Ce dernier a donc pour rôle de redistribuer l’énergie
aux différentes échelles de l’écoulement.

13.2 Phénoménologie de la turbulence

On classifie les différents régimes d’écoulements en trois catégories : le régime
laminaire, le régime turbulent (transitoire) et enfin le régime turbulent pleinement
développé. Ce dernier est un phénomène critique où le désordre existe dans une large
gamme d’échelles spatiales et temporelles. Les grandes échelles, c’est à dire celles où
l’énergie est injectée (pales d’un navire, dénivellation du lit d’une rivière, . . . ), sont
les plus importantes car elles contiennent outre l’énergie, l’essentiel de la quantité
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de mouvement, de la masse et de la chaleur. Les petites échelles spatiales, c’est à
dire celles où dominent les phénomènes dissipitatifs et inertiels sont sûrement les
plus intéressantes du point de vue fondamental puisqu’elles présentent des propriétés
universelles vis à vis du mécanisme de forçage et de la configuration de l’écoulement.

On considère souvent la turbulence pleinement développée comme un phénomène
critique, caractérisé par une invariance d’échelle bien plus complexe que dans les
autres phénomènes critiques. En effet, dans le cas de la turbulence, l’invariance
d’échelle fait intervenir un continuum d’exposants critiques, ce que l’on dénomme
par invariance multifractale.

13.2.1 Nombre de Reynolds

Les équations de Navier-Stokes sont invariantes d’échelle et l’on montre aisément

que le nombre de Reynolds Re = [(~v·~∇)~v]
[ν∆~v]

= UL
ν

, où U et L sont respectivement les
vitesses et longueurs caractéristiques de l’écoulement, est le seul paramètre de cette
équation et que lui seul contrôle la dynamique du fluide. Puisqu’il caractérise le com-
bat entre un terme non-linéaire ~v · ~∇~v, qui tend à amplifier les fluctuations locales du
champ de vitesse, et le terme linéaire de dissispation visqueuse ∆~v qui lui tend à lisser
le champ des vitesses et ainsi amortir ses fluctuations locales. On comprend donc que
la turbulence apparaisse au delà d’un certain seuil d’instabilité que nous noterons R∗

e.
A faible nombre de Reynolds, c’est à dire Re � R∗

e, les non-linéarités jouent un rôle
négligeable, l’écoulement est laminaire et il possède physiquement toutes les symétries
mathématiques de l’équation de Navier-Stokes. Lorsque le nombre de Reynolds aug-
mente, le terme non-linéaire l’emporte et a pour effet d’amplifier les fluctuations lo-
cales du champ de vitesse par rapport au mécanisme d’amortissement. L’écoulement
devient alors instable. De manière plus précise, l’expérience montre l’existence d’une
série de bifurcations, c’est à dire de seuils à partir desquels les symétries de l’équation
de Navier-Stokes pour le champ de vitesse sont brisées les unes après les autres. Au
delà du dernier, les effets non-linéaires dominent totalement. En général, on peut
considérer que ce seuil est autour de R∗

e = 100.

Remarque 13.2.1 Il faut se rappeler que la turbulence ne nait que dans des systèmes
thermodynamiquement ouvert, c’est à dire que l’on alimente continuellement en énergie.

Les propriétés d’échelle ne sont pas clairement à partir de ce seuil, c’est pourquoi
il faut atteindre des seuils plus élevés pour commencer à les observer. C’est pour cela
que l’on distingue la turbulence de la turbulence pleinement développée qui apparâıt
aux alentours de 10 ·R∗

e = 1000 et qui du point de vue des phénomènes critiques est
bien plus intéressante.

La turbulence développée couple un grand nombre de modes instables, c’est à dire
du point de vue de la Théorie des Champs, un grand nombre de degré de liberté. Une
description statistique s’impose au travers du champ des incréments de vitesse

δ~v(~x,~l, t) = ~v(~x+~l, t)− ~v(~x, t) (13.28)



13.3. Lois expérimentales 169

Ses moments sont définis par

Sp(~l) :=< [δ~v(~x,~l, t) ·
~l

l
]p > (13.29)

Les fonctions ou facteurs de structure sont définies par

Σp(~l, τ) :=< [δ~v(l, ~r, ~u, t+ τ) · δ~v(l, ~r, ~u, t)]
p
2 > (13.30)

Les moments ainsi que les facteurs de structure sont le pendant respectifs des fonctions
de corrélation ou fonctions de Green statiques et dynamiques en Théorie Quantique
des Champs pour décrire les phénomènes critiques.

Le champ des incréments de vitesse, ses moments ainsi que les fonctions de
structure vont être les quantités permettant de faire le lien entre les prédictions
théoriques et expérimentales. On doit cependant faire une hypothèse forte d’ergo-
dicité du système afin de remplacer les moyennes d’ensemble par des moyennes en
espace et en temps. Les symétries seront traitées désormais en loi de probabilité.
Rappelons brièvement leurs caractéristiques pour le champ des incréments de vitesse

– Translation

δ~v(~x+ ~r,~l, t) = δ~v(~x,~l, t) en loi (13.31)

– Rotation

δ~v(A~x+ ~r, A~l, t) = δ~v(~x,~l, t) en loi, avec A ∈ SO3 (13.32)

– Scaling

δ~v(~x, λ~l, t) = λhδ~v(~x,~l, t) en loi, avec Re � 1 (13.33)

13.3 Lois expérimentales

Les propriétés statistiques d’un écoulement turbulent sont intéressantes loin des
bords et aux petites échelles. Ce qui nous facilite grandement l’analyse, puisqu’il suffit
de prendre pour domaine d’écoulement un cube de taille L avec des conditions aux
bords périodiques. On rajoutera aussi l’hypothèse que la turbulence est homogène et
isotrope.

13.3.1 Cascades de Richardson

Une première tentative d’expliquer empiriquement la turbulence, a été tentée dans
les années 1920 par le météorologue anglais Richardson. Ce dernier tenta de relier
la turbulence au transfert d’énergie au travers des échelles spatiales. L’énergie est
introduite à l’échelle de l’écoulement L, qui développe des tourbillons en cascade et
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visqueuse

Echelle d’injection 
de l’énergie

Echelle inertielle

Echelle de dissipation

Fig. 13.1 – Cascades de Richardson
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ce, à toutes les échelles. Chacun de ces tourbillons alimente des tourbillons relatifs et à
des échelles inférieures jusqu’à l’échelle de la dissipation visqueuse que nous noterons
l∗. La gamme d’échelles intermédiaires est qualifiée d’inertielle et est l’ensemble des
échelles entre l’échelle d’injection de l’énergie que nous noterons L et l’échelle ou a
lieu la dissipation visqueuse que nous noterons l∗. L’énergie lorsqu’elle est introduite
dans l’écoulement est de nature potentielle (confère figure (13.1)). Elle se dégrade en
énergie cinétique en donnant naissance à des tourbillons plus petits. Dans la gamme
inertielle, l’énergie subsiste sous forme cinétique, mais se transforme en chaleur lors
de la création de tourbillons à l’échelle dissipative. Cette approche qualitative se
retrouvera dans les théories de Kolmogorov K41.

13.3.2 Loi de dissipation d’énergie

On montre aisément que dans la limite inviscide ν → 0, les équations de Navier-
Stokes conservent l’énergie cinétique E =< 1

2
~v2 >= 1

V

∫
V
~v2(~x, t) d3~x où les crochets

désignent une moyenne spatiale dans le domaine de volume V = L3. En effet, à partir
de l’équation de Navier-Stokes et en la multipliant au sens du produit scalaire par la
vitesse et après moyenne on obtient

dE

dt
= − <

1

2

∑
i,j

ν(∂ivj + ∂jvi)
2 > (13.34)

Ce qui tend vers 0 à la limite inviscide, et montre que l’énergie cinétique est
conservée à cette limite.

lim
ν→0

dE

dt
= 0 (13.35)

On définit l’énergie moyenne dissipée comme

ε = − lim
ν→0

dE

dt
(13.36)

En fait, on constate expérimentalement loin des bords et des couches limites
présentant une dépendance au nombre de Reynolds que pour les grands valeurs de
ce dernier, ce qui est équivalent à la limite inviscide, que ε tend vers une valeur finie
non-nulle, ce qui est en contradiction avec (13.35).

− ε = lim
ν→0

dE

dt
6= dE

dt |ν=0
∼ V 3

L
(13.37)

Ce phénomène que l’on dénomme anomalie dissipative et qui caractérise le fait
que l’énergie cinétique est dissipée asymptotiquement à un taux constant a pour
conséquence que le fluide développe des structures à petites échelles pour compenser
la perte de viscosité ν → 0.
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13.3.3 Loi de puissance 2
3

La deuxième loi expérimentale est la loi dite des 2
3
. Le second moment de la varia-

tion des vitesses longitudinales est indépendant du point et du temps si la turbulence
est homogène, isotrope et stationnaire et pour des échelles dans la gamme inertielle.

S2(~l) :=< [δ~v(~x,~l, t) ·
~l

l
]2 >≡< {[~v(~x+~l, t)− ~v(~x, t)] ·

~l

l
}2 >∼ l

2
3 (13.38)

La puissance 2
3

est remplacé par un carré aux échelles de dissipation visqueuse, i.e
l < l∗. La loi de puissance 2

3
montre clairement que la dérivée spatiale du champ de

vitesses n’est pas uniformément bornée sinon on aurait un carré à toutes les échelles
et pas uniquement dans la gamme de dissipation visqueuse. Il existe donc des ano-
malies dans le champ des vitesses dans le régime turbulent, lesquelles anomalies sont
suffisamment nombreuses et importantes pour affecter le comportement moyen de
l’écoulement.

13.4 Loi des 5
3

Cette loi est le pendant dans l’espace de Fourier de la loi des 2
3
. On décrit souvent

le régime turbulent par son spectre de puissance E(k) défini par

∫ ∞

0

E(k) dk =
1

2
< ~v2 > (13.39)

Le théorème de Wiener-Kinchine, bien connu en traitement du signal permet de
relier le spectre de puissance à la fonction de corrélation spatiale des vitesses

E(k) =

∫ ∞

0

kr sin(kr) < ~v(~r + ~r0)~v(~r0) >
dr

π
(13.40)

où < ~v(~r + ~r0)~r0 > ne dépend que de r par isotropie et homogénéité statistique
de la turbulence.

A l’aide de ce théorème on montre aisément que si E(k) suit une loi d’échelle du
type E(k) ∼ k−α alors S2(l) ∼ lα−1, toujours en régime statistiquement stationnaire,
homogène et isotrope.

Dans une fenêtre de vecteurs d’ondes limités par la taille finie du système et
par l’échelle de dissipation visqueuse, c’est à dire dans le régime inertiel, on observe
expérimentalement E(k) ∼ k−

5
3 . Ce qui est cohérent avec la loi des 2

3
.

13.5 Théorie K41

Richardson avait formulé une approche qualitative de la turbulence au travers
de son concept de cascades d’énergie. Il faudra attendre 1941, pour qu’une approche
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quantitative de la turbulence voit le jour grâce aux travaux du mathématicien soviétique
A.N Kolmogorov, qui reprenant l’idée des cascades de Richardson propose de plus une
description statistique des fluctuations aux petites échelles. La théorie élaborée par
Kolmogorov en 1941 et qu’on dénommera K41 est construite sur trois hypothèses
raisonnables et relativement bien vérifiées par les fluides turbulents

– Constance du transfert d’énergie.

– Stationnarité, isotropie, et homogénéité des propriétés statistiques.

– Forme universelle de < δv(l)2 >.

13.5.1 Constance du transfert d’énergie

Cette hypothèse a été déduite de l’expérience et peut être comprise au travers
du fait que l’énergie n’est dissipée qu’à partir des petites échelles de l’ordre de l∗,
l’échelle où la dissipation visqueuse devient efficace. Si on considère une suite d’échelle
de référence ln = Lb−n dans le domaine inertiel, avec un rapport inter-échelle b en
général égal à 2, le taux d’énergie dissipée ε, et le taux de masse cédée par les tour-
billons d’échelle li à ceux d’échelle li+1 est indépendant de i. La cascade s’arrête aux
tourbillons de taille l∗ et de vitesse relative v∗ donnant un nombre de Reynolds de
l’ordre de l’unité. L’énergie de ces tourbillons est dissipée par viscosité et ne peut plus
animer d’autres tourbillons. Ce qui permet de déduire que

l∗ ∼ LRe
−3
4 (13.41)

On peut aussi retrouver ce résultat en considérant qu’il existe deux processus
de destructions des tourbillons. Le premier qui est dominant dans la cascade est
la distorsion du tourbillon. L’échelle de temps typique d’un tel phénomène est de
l’ordre de td = l√

E(l)
. Le temps td est le rapport de l’échelle du tourbillon l à sa

vitesse caractéristique
√
E(l) (pour un fluide incompressible). Le second processus

est la dissipation visqueuse dont le temps caractéristique est tν = l2

ν
. On l’obtient

en montrant qu’une fluctuation soumise à une dissipation visqueuse décrôıt comme

e−νk
2t ' e

−νt

l2 . Lorsque td � tν les tourbillons n’ont pas le temps d’être dissipés et
la distorsion mécanique domine, ayant pour effet de créer des tourbillons plus petits.
Les effets de la viscosité deviennent négligeables lorsque les deux temps sont du même
ordre. Ce qui donne (13.41).

Une conséquence notable de ce résultat est que l’échelle de dissipation dépend
fortement de la viscosité.

13.5.2 Propriétés statistiques

La seconde hypothèse est extrêmement forte. Elle consiste à supposer que dans
le domaine inertiel, les propriétés statistiques de la turbulence sont homogènes, iso-
tropes, indépendantes de l’injection d’énergie ou de matière qui crée la turbulence à
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l’échelle L et de la viscosité dont le seul rôle est de fixer l’échelle de dissipation l∗.
Kolomogrov suggéra donc que les symétries de l’équation de Navier-Stokes, brisées
lorsque le nombre de reynolds dépasse le seuil de la turbulence, sont rétablies mais
dans un sens statistique aux grandes valeurs du nombre de Reynolds, c’est à dire
dans le régime de la turbulence pleinement développée. Ainsi, en prenant la moyenne
statistique, les moments Sp ne dépendent que l.

13.5.3 Forme universelle de < δv(l)2 >

La dernière hypothèse est de supposer une forme universelle pour < δv(l)2 >. On
peut établir par analyse dimensionnelle et en s’aidant du fait que le taux de dissipation
d’énergie est constant que

< δv(l)2 >∼ ε
2
3 l

2
3 (13.42)

L’idée sous-jacente à cette hypothèse est que dans le domaine inertiel le champ
des incréments de vitesse ne dépend pas de la viscosité, mais uniquement de l’échelle
et du taux de transfert d’énergie.

13.6 Lois de Kolmogorov

La première loi est une conséquence de la dernière hypothèse et nous donne une
forme pour le spectre d’énergie

E(k) ∼ ε
2
3k

−5
3 (13.43)

En utilisant la seconde hypothèse, et en y rajoutant une hypothèse d’autosimi-
larité, l’analyse dimensionnelle montre une loi de puissance pour les fonctions de
structure dans le domaine inertiel

Sp(l) = Cpε
p
3 l

p
3 (13.44)

où les préfacteurs Cp sont adimensionnés, universels et constants.

Remarque 13.6.1 On peut montrer analytiquement à partir de l’équation de Navier-
Stokes et en utilisant la relation de Karman-Howarth-Monin [143] que S3(l) = −4

5
εl.

On remarque que la formule de Kolmogorov (13.44) dans le cas p = 3 nous donne le
même résultat.

On sait toutefois et notamment au travers de l’étude des phénomènes d’inter-
mittence que la théorie K41 n’est pas exacte car les fonctions de structure d’ordre
supérieur à 3 montrent clairement une déviation des exposants d’échelle

Sp(l) = Cpε
p
3 lξ(p) (13.45)

avec ξ(p) 6= p
3
. Malgré cela, la théorie K41 constitue à ce jour la meilleure théorie

phénoménologique pour explorer le monde complexe de la turbulence.



Chapitre 14

Stratégies des théories récentes

On a vu dans le chapitre précédent que les écoulements turbulents sont caractérisés
par des lois d’échelle. Il est donc tout à fait naturel d’essayer d’utiliser la statégie
du groupe de renormalisation pour essayer de retrouver les dites lois d’échelle. On se
propose donc dans ce chapitre de présenter d’un point de vue synthétique et historique
les grandes théories actuelles utilisant le groupe de renormalisation et permettant de
prédire tout ou partie des propriétés d’un écoulement turbulent. Mais commençons
tout d’abord par les théories classiques de la turbulence qui ont eu et ont encore le
plus de succès. On laissera de côté les modèles prétendant expliquer les déviations au
spectre de Kolmogorov lors des phénomènes d’intermittence.

14.1 Théories classiques de la turbulence

14.1.1 DIA

La théorie DIA (Direct Interaction Approximation) a été proposée par Kraischnan
en 1959 [156, 157, 161]. Elle constitue une approximation de fermeture et est basée sur
un développement considérant les non-linéarités comme faible dans l’équation pour
les corrélations triples. Ces dernières étants alors reliées aux corrélations doubles, on
obtient ainsi des équations fermées qui ne sont pas invariantes sous les transformations
de Galilée. Un autre inconvénient majeur est qu’on trouve un spectre d’énergie en
k−

3
2 et non celui de Kolmogorov. La théorie LDIA (Lagrangian Direct Interaction

Approximation) est une amélioration de Kraichnan proposée pour la première fois en
1971 [158, 159] pour la théorie DIA et permet de remédier aux deux inconvénients de
la DIA.

14.1.2 Approximation EDQNM

L’approximation EDQNM (Eddy Damped quasi Normal Markovian) a été pro-
posée par Orszag en 1970 [152]. Elle constitue une approximation similaire aux
théories galiléennes de Kraichnan. En 1987, Dannevick, Yakhot et Orszag [154, 155]
on montré que cette approximation était cohérente avec l’approche du Groupe de

175
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Renormalisation et qu’elles étaient totalement équivalentes à l’ordre le plus bas de
l’ε-expansion lorsque l’équation de Navier-Stokes est forcée par un bruit blanc.

14.2 Le Groupe de Renormalisation vu par les hy-

drodynamiciens

On expose dans cette section une version type du Groupe de Renormalisation telle
qu’elle a été développée ces dernières années par les hydrodynamiciens.

14.2.1 Système dynamique

La version du Groupe de Renormalisation utilisée et développée par les hydrody-
namiciens est proche du traitement des systèmes dynamiques. En effet, l’équation de
Navier-Stokes incompressible est traitée comme un système dynamique et non comme
un système hamiltonien. La seule différence de traitement entre ces deux catégories
de systèmes est dans l’élimination des degrés de liberté. Dans le cas des systèmes
dynamiques, on décompose les champs en champs à modes rapides et à modes lents.
Puis on écrit l’équation d’évolution pour les modes rapides et les modes lents dans
l’espace de Fourier. On essaie ensuite d’exprimer les modes rapides en fonction des
modes lents, afin de n’aboutir qu’à la seule description de ces derniers.

L’hypothèse toujours présente de statistique stationnaire de l’écoulement nécessite
d’introduire une source d’énergie dans l’écoulement afin d’entretenir la turbulence.
Néanmoins, le spectre de Kolmogorov est une propriété universelle de la turbulence
développée et ne dépend donc pas de la source d’énergie ni des conditions aux bords
de l’écoulement. Pour modéliser cela, on introduit dans l’équation de Navier-Stokes
une force stochastique ~f aussi générale que possible, prenant en compte tous les effets
extérieurs. En se servant de la condition d’incompressibilité, on va écrire l’équation
de Navier-Stokes forcée dans l’espace de Fourier. Tout d’abord remarquons que la
condition d’incompressibilité peut s’exprimer avec l’équation de Navier-Stokes comme

∆p = −
∑
i,j

(∂ivj)(∂jvi) (14.1)

La transformée de Fourier de ∂~v
∂t
−ν∆~v s’écrit comme g−1(k̂, ω)vl(k̂) où le propaga-

teur g est défini par g(k̂, ω) = (−iω+νk2)−1. Finalement l’équation de Navier-Stokes
dans l’espace de Fourier va s’écrire en se servant de (14.1) comme

vl(k̂) = g(k̂)fl(k̂)−
iλ

2
g(k̂)Plmn(~k)

∫
dd+1q̂

(2π)d+1
vm(k̂ − q̂)vn(q̂) (14.2)

où Pimn = kmPin+knPim et Pij = δij− kikj

k2 . On utilise comme souvent en physique
un traceur λ. Son rôle est de suivre la non-linéarité et sera mise à 1 en fin de calcul.
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Remarque 14.2.1 On utilisera la notation condensée k̂ = (~k, ω) afin de décrire un
vecteur de l’espace de Fourier, réciproque de l’espace-temps.

On se doit aussi de spécifier les propriétés du bruit, c’est à dire de la force sto-
chastique ~f . En général, on la considère comme un bruit blanc gaussien de moyenne
nulle. Sa statistique est alors complètement déterminée par ses corrélations doubles
qui dans l’espace de Fourier s’écrivent comme

< fi(k̂)fj(k̂
′) >=

2D0(2π)2d+1

Sd
k−yδ(k̂ + k̂′)Pi,j(~k) (14.3)

où D0 est l’amplitude des corrélations et Sd la surface d’une sphère de rayon unité
en dimension d. La présence du delta de Dirac traduit la stationnarité et l’homogénéité
du système. L’hypothèse de bruit blanc interdit une dépendance explicite en ω. Par
contre ces corrélations peuvent dépendre de la norme du vecteur d’onde. C’est pour
cela que l’on introduit le terme k−y qui tient compte de l’invariance d’échelle au sein
de la cascade.

14.2.2 Perturbations

Il est très rare de pouvoir exhiber de manière analytique le point fixe des trans-
formations du groupe de renormalisation. On utilise alors un paramètre permettant
d’effectuer un calcul de perturbation. En Théorie Quantique des Champs et pour
certaines transitions on effectue un calcul autour de la dimension 4 à l’aide d’un
paramètre ε = 4 − d, ce qu’on appelle l’ε-expansion. Malheureusement dans le cas
de la turbulence, on ne connâıt pas a priori de situations où l’équation de Navier-
Stokes peut être renormalisée exactement. Toutefois, les hydrodynamiciens supposent
en général qu’il existe un cas où la renormalisation exacte est possible, puis effectue un
développement autour de cette éventuelle solution. Mais l’ordre le plus bas n’étant pas
connu, il semble illusoire d’essayer d’obtenir les ordres supérieurs. On est donc obligé
de supposer une forme a priori de la solution ”exacte” en se donnant des hypothèses
supplémentaires tirées de faits expérimentaux. En général, et on va le montrer plus
bas, la majorité de ces tentatives aboutissent à modéliser l’influence des fluctuations
à petites échelles sur le comportement à grande échelle du champ de vitesse par une
viscosité renormalisée. Cette dernière, qualifiée de viscosité turbulente, remplace ainsi
la viscosité moléculaire. Finalement, la solution ”exacte” choisie par les hydrodynami-
ciens dans leur version du groupe de renormalisation est l’équation de Navier-Stokes
où le terme non-linéaire est considéré comme faible. Il n’est toutefois pas évident
qu’il existe des cas où cette équation puisse générer un point fixe des transforma-
tions du groupe de renormalisation. En effet, chaque procédure d’élimination d’une
bande de vecteurs d’onde va générer de nouvelles non-linéarités dans l’équation de
Navier-Stokes. De plus, ces non-linéarités seront multipliées par une puissance du tra-
ceur auquel est associée une fonction particulière des paramètres apparaissant dans
les équations. Cette combinaison représente l’importance relative des termes non-
linéaires et linéaires de l’équation de Navier-Stokes évalués pour des vecteurs d’onde
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proche de la coupure, c’est à dire les vecteurs d’onde que l’on veut éliminer. On définit
ainsi un paramètre de couplage effectif

λ̄2 =
λ2Λd−y−4D0

ν
(14.4)

Ce paramètre de couplage est adimensionné et ne dépend que des paramètres
apparaissant dans le système : l’amplitude des corrélations du bruit D0, la viscosité
ν, la coupure Λ et le traceur λ qui sera égal à 1 à la fin des calculs. Grâce à ce
paramètre de couplage, on arrive à définir les situations où l’équation de Navier-
Stokes renormalisée admet un point fixe, en cherchant simplement à annuler λ̄. On
anticipe le caractère faible de λ̄ en ne conservant que les corrections proportionnelles
à λ̄2.

14.2.3 Elimination des degrés de liberté

L’équation de Navier-Stokes est associée à une longueur minimale Λ−1 en deçà de
laquelle le milieu ne peut plus être considéré comme un milieu continu. On considère
donc que l’équation (14.2) est limitée aux vecteurs d’onde de norme inférieure à Λ. La
procédure d’élimination va simplement consister à éliminer dans (14.2) toute référence
aux grands vecteurs d’onde. Suivant [149, 151, 153, 154, 155] on décompose le champ
de vitesse en modes lents et rapides ~v = ~v< + ~v> correspondant respectivement aux
domaines de vecteurs d’onde k ≤ Λ

b
et Λ

b
≤ k ≤ Λ où b > 1. L’équation d’évolution

du champ lent est pour k ≤ Λ
b

v<l (k̂) = g(k̂)f<l (k̂)− iλ

2
g(k̂)Plmn(~k)

∫
[Λ

b
,Λ]×R

dd+1q̂

(2π)d+1
[v<m(k̂ − q̂)v<n (q̂)

+ 2v<m(k̂ − q̂)v>n (q̂) + v>m(k̂ − q̂)v>n (q̂)] (14.5)

On voit que dans cette équation le champ rapide n’apparait qu’au travers d’un
terme d’ordre λ. Puisqu’on s’arrête à l’ordre 2 pour λ il suffit d’écrire une solution à
~v> à l’ordre λ. L’équation d’évolution du champ rapide est pour Λ

b
≤ k ≤ Λ

v>l (k̂) = g(k̂)f>l (k̂)− iλ

2
g(k̂)Plmn(~k)

∫
[Λ

b
,Λ]×R

dd+1q̂

(2π)d+1
[v<m(k̂ − q̂)v<n (q̂)

+ g(k̂ − q̂)f>m(k̂ − q̂)g(q̂)f>n (q̂) + 2v<m(k̂ − q̂)g(q̂)f>n (q̂)] (14.6)

où ~f = ~f< + ~f> dans les mêmes domaines que le champ de vitesse.
On va maintenant introduire (14.6) dans (14.5). Tous les termes générés dans

cette dernière équation sont décomposés en une valeur moyenne et une fluctuation.
La valeur moyenne est prise sur les différentes réalisations de f> en supposant que f<

et ~v< sont des constantes lors de ce moyennage. Les fluctuations de ces termes sont
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de nouveaux bruits venant s’additionner à ceux déjà existant. Il n’est pas évident que
la statistique initiale soit conservée.

Les termes proportionnels à λ sont purement fluctuants et peuvent être intégrés
dans une nouvelle définition de f>, c’est à dire une renormalisation de ~f . On obtient
cependant deux contributions à l’ordre λ2. Le premier est une non-linéarité cubique
en la vitesse

− λ2

2
Plmn(~k)

∫
[Λ

b
,Λ]×R

dd+1q̂

(2π)d+1
v<n (k̂ − q̂)Pmrs(q̂)g(q̂)

×
∫

[Λ
b
,Λ]×R

dd+1Q̂

(2π)d+1
v<s (q̂ − Q̂)v<r (Q̂) (14.7)

Dans la plupart des calculs effectués par les hydrodynamiciens, ce terme est pu-
rement et simplement négligé !

Le second terme est plus intéressant et est exploitable, il s’agit d’un terme linéaire
en la vitesse

− 4 <
iλ

2
Plmn(~k)

∫
[Λ

b
,Λ]×R

dd+1q̂

(2π)d+1
g(k̂ − q̂)f<n (k̂ − q̂)

iλ

2
Pmrs(q̂)g(q̂)

×
∫

[Λ
b
,Λ]×R

dd+1Q̂

(2π)d+1
g(q̂ − Q̂)fs

<(q̂ − Q̂)v<r (q̂) >

= λ2 < Plmn(~k)

∫
[Λ

b
,Λ]×R

dd+1q̂

(2π)d+1
g(k̂ − q̂)f<n (k̂ − q̂)Pmrs(~q)g(q̂)

×
∫

[Λ
b
,Λ]×R

dd+1Q̂

(2π)d+1
g(q̂ − Q̂)fs

<(q̂ − Q̂)v<r (q̂) > (14.8)

On se sert maintenant des hypothèses (14.3) sur les corrélations de la force stochas-
tique qui introduisant une distribution de Dirac permettent d’intégrer sur la variable
q̂. On obtient alors

D0λ
2

πSd
Plmn(~k)

∫
[Λ

b
,Λ]×R

dd+1q̂ g2(k̂ − q̂)g(q̂)|q̂ − k̂|−yPmrs(q̂)Pns(~q − ~k)v<r (k̂)(14.9)

Ce terme peut être écrit comme la contraction d’un tenseur du second ordre

Ll = Mlr(k̂)vr(k̂)

= [a(k)δlr + b(k)klkr]vr(k̂)

= a(k)vl(k̂) (14.10)

car la condition d’incompressibilité du champ de vitesses assure que le terme klkr
n’intervient pas dans Ll. Le coefficient b(k) n’est cependant pas nécessairement égal
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à 0. Une autre manière d’extraire a(k) du tenseur M est de contracter Mlr avec Plr.
On obtient alors

a(k) =
1

d− 1
PlrMlr (14.11)

Le terme Ll est donc bien proportionnel au vecteur vitesse de rapport a(k).
On s’intéresse toujours dans une procédure d’élimination aux propriétés infra-

rouges du système, c’est à dire à grande échelle et aux temps longs. Ce que l’on
caractérise par la limite k̂ = (~k, ω) → (~0, 0). On espère ainsi avoir lors du passage à
cette limite sur a(k) une approximation en k2 nous permettant de renormaliser la vis-
cosité. Le passage aux temps longs ne pose pas de problème particulier puisqu’il suffit
de poser ω = 0 dans les propagateurs g(k̂ − q̂) et g(q̂ − k̂). Par contre le passage aux

grandes échelles pose problème puisque le vecteur d’onde ~k est présent dans les bornes
d’intégration. On peut éviter cette difficulté par changement de variables, permettant
ainsi de recentrer l’intégrale autour de l’origine, la rendant ainsi symétrique, ce qui
élimine les termes impairs en ~q. Ce changement de variables est donné par ~q 7→ ~q+ 1

2
~k.

Les bornes d’intégration sont alors Λ
b
≤ |~q+ 1

2
~k| ≤ Λ et Λ

b
≤ |~q− 1

2
~k| ≤ Λ. Ce domaine

dépend encore de ~k. En fait cela n’introduit qu’une dépendance proportionnelle à k3

puisque l’intégrand est déjà proportionnel à k. On peut donc ramener le calcul sur le
domaine Λ

b
≤ |~q| ≤ Λ, ce qui donne avec q̂ = (~q,$)

a(k) =
D0λ

2

πSd(d− 1)

∫
[Λ

b
,Λ]

dd~q Plr(~k)Plmn(~k)Pmrs(~q +
1

2
~k)Pns(~q −

1

2
~k)

× |~q − 1

2
~k|−y

∫
R
d$

1

$2 + ν2|~q − 1
2
~k|4

· 1

−i$ + ν|~q + 1
2
~k|2

+O(k3)(14.12)

On peut facilement calculer l’intégrale sur les fréquences. On se sert de la relation
PlrPlmn = Prmn pour aboutir à

a(k) =
D0λ

2

ν2Sd(d− 1)

∫
[Λ

b
,Λ]

dd~q Prmn(~k)Pmrs(~q +
1

2
~k)Pns(~q −

1

2
~k)

× |~q − 1

2
~k|−y−2|~q +

1

2
~k|−2 +O(k3) (14.13)

On effectue un développement en série de l’intégrand et on utilise les relations
suivantes

∫
[Λ

b
,Λ]

dd~q qn−2qiqj =
Sd
d

Λn+d1− bn+d

n+ d
δij (14.14)

∫
[Λ

b
,Λ]

dd~q qn−4qiqjqrqs =
Sd

d(d+ 2)
Λn+d1− bn+d

n+ d
(δijδrs + δirδjs + δisδjr) (14.15)
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pour aboutir à l’expression de a(k)

a(k) =
D0λ

2Λd−y−4

ν2
· d

2 − y − 4

2d(d+ 2)
· 1− b−(n+d)

n+ d
k2 +O(k3) (14.16)

Ce terme étant proportionnel à k2, donc au laplacien dans l’espace réel, il a pour
effet de modifier la viscosité. En suivant [150] on peut évaluer l’accroissement de
viscosité si on considère que b est proche de 1, b = 1 + δb, c’est à dire que la bande
de vecteur d’onde que l’on élimine est étroite

δν = ν

(
d2 − y − 4

2d(d+ 2)
λ̄2δb+O(λ̄2)

)
(14.17)

Pour donner un sens à la démarche il faudra s’assurer que le paramètre λ̄ est petit.

14.2.4 Renormalisation des grandeurs

Après élimination, la coupure a été divisée par b, mais pour pouvoir comparer
deux équations il est nécessaire de se placer à la même échelle. c’est pour cela qu’il
faut renormaliser les grandeurs par un changement d’échelle

ω

(
Λ

b

)
7→ b−zω(Λ) (14.18)

~v

(
Λ

b

)
7→ bγ~v(Λ) (14.19)

γ et z sont appelées les dimensions anormales respectives de la vitesse et de la
fréquence. On va de plus faire une hypothèse très forte et potentiellement criticable.
En effet, les dimensions anormales sont liées à la nature du point fixe dans l’espace
des paramètres. Les calculs précédents d’élimination ont été développés autour d’une
équation de Navier-Stokes où on a considéré que seule la viscosité changeait. On va
cependant supposer que la relation (14.2) entre la force stochastique et la vitesse ne
changeait pas. On aboutit alors à

~f

(
Λ

b

)
7→ bγ−z ~f(Λ) (14.20)

ν

(
Λ

b

)
7→ b2−zν(Λ) (14.21)

Une autre hypothèse forte permettant de faire aboutir les calculs est de supposer
que les corrélations du bruit ne sont pas modifiées par renormalisation. On obtient
ainsi une relation entre γ et z



182 Chapitre 14. Stratégies des théories récentes

γ =
3

2
z +

d+ y

2
(14.22)

La renormalisation de la viscosité est immédiate et on obtient

δν = (z − 2)νδb (14.23)

On peut maintenant étudier le comportement de l’équation sous une transforma-
tion d’échelle à l’aide des relations (14.18) à (14.23). L’équation obtenue a la même
forme que l’équation originale permettant ainsi d’itérer la procédure

vl(k̂) = g(k̂)fl(k̂)−
iλ

2
b

3
2
z−1− d−y

2 g(k̂)Plmn(~k)

∫
dd+1q̂

(2π)d+1
vm(k̂ − q̂)vn(q̂) (14.24)

Par contre la procédure de renormalisation modifie le paramètre λ selon

λ(bΛ) 7→ b
3
2
z−1− d−y

2 λ(Λ) (14.25)

14.2.5 Equations différentielles de renormalisation

Si on considère que δb est infiniment petit, on peut tout de suite écrire une équation
différentielle pour la viscosité

dν

db
= ν(z − 2 +Bdλ̄

2) +O(λ̄4) (14.26)

où Bd = d2−y−4
2d(d+2)

. Puisque le paramètre λ̄ dépend directement de la viscosité se-

lon (14.4), on peut directement dériver une équation différentielle pour décrire son
évolution en fonction du facteur d’élimination b

dλ̄

db
=
λ̄

2
(ε− 3Bdλ̄

2) +O(λ̄4) (14.27)

où ε = y + 4 − d. Cette équation admet deux points fixes, λ̄1 = 0 et λ̄2 =
√

ε
3Bd

.

dans le cas où ε < 0, λ̄1 est stable et λ̄2 est instable. Ce résultat justifie le calcul de
perturbation lors de l’élimination des vecteurs d’onde puisque les termes négligés sont
nuls pour de grands facteurs de dilution. Lorsque ε > 0 par contre, c’est l’inverse qui
se produit λ̄1 est instable et λ̄2 est stable. Mais dans ce cas, les termes négligés sont
proportionnels à différentes puissances de λ̄ au point fixe et ne seront faibles que si ε
l’est aussi.
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En résolvant simultanément les deux équations différentielles (14.26)(14.27), on
trouve une relation liant la dimension anormale de la fréquence aux autres paramètres

z = 2−Bd(λ̄)2 (14.28)

où λ̄ est le point fixe stable dépendant de ε.
Deux cas se présentent donc
– Si ε < 0, alors λ̄ = 0 et z = 2

– Si ε > 0, alors λ̄ =
√

ε
3Bd

6= 0 et z = 2− ε
3

La viscosité ayant pour dimension anormale z − 2, on a dans le dernier cas

ν ∼ Λ− ε
3 (14.29)

Le facteur est obtenu à partir de la définition du paramètre de couplage et de sa
valeur au point fixe. On trouve finalement

ν =

(
3BdD0

ε

) 1
3

Λ− ε
3 (14.30)

Une relation avait été obtenue par Kraichnan [158, 160] et la puissance était −4
3
,

c’est à dire ε = 4, laquelle puissance est encore souvent utilisée dans les simula-
tions numériques et donne des résultats en accord avec l’expérience, même si elle
ne peut pas être considérée comme petite et justifier ainsi le développement pertur-
batif précédent. La viscosité obtenue est bien une viscosité renormalisée et elle est
indépendante de k. L’équation de Navier-Stokes écrite dans l’espace réel et amputée
de toute dépendance en k > Λ par la procédure de renormalisation, présente une
forme analogue à l’équation de Navier-Stokes originale où la viscosité moléculaire est
remplacée par la viscosité renormalisée.

14.2.6 Spectre d’énergie

Toute cette magnifique artillerie que constitue le groupe de renormalisation n’avait
pas pour autres buts que de retrouver au moins le spectre de Kolmogorov et notam-
ment la fameuse loi des 5

3
, autrement dit dans l’espace réel la loi des 2

3
. On va donc

calculer le spectre d’énergie après un grand nombre de dilutions des degrés de liberté
et lorsque le système se trouve proche de son point fixe. Le spectre d’énergie est donné
pour un système homogène par

E(k) =
Sdk

d−1

2(2π)d

∫
ddω

2π

∫
d~q

(2π)d+1
< vi(~k)vi(~q) > (14.31)

On trouve à l’ordre le plus bas en λ̄

E(k) =
Sdk

d−1

2(2π)d

∫
ddω

2π

∫
d~q

(2π)d+1
g(k̂)g(q̂) < fi(~k)fi(~q) > (14.32)
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En utilisant la forme supposée des corrélations de la force stochastique

E(k) =
d− 1

2
kd−y−3D0

ν
(14.33)

Si on suppose de plus que tous les vecteurs d’onde supérieurs à k ont été éliminés,
c’est à dire que Λ ' k, on obtient d’après (14.30)

ν(k) =

(
3BdD0

ε

) 1
3

k−
ε
3 (14.34)

et

E(k) =
d− 1

2

(
εD2

0

3Bd

) 1
3

k1−2 ε
3 (14.35)

La viscosité obtenue est une viscosité dite effective. Elle est ressentie par les struc-
tures de nombre d’onde k et ne dépend pas de la coupure Λ, car ce dernier n’est qu’un
moyen de traiter une équation de Navier-Stokes avec moins de degrés de liberté. Une
structure donnée est diffusée par les structures plus petites, et est convectée par les
plus grandes. La viscosité effective agissant sur le nombre d’onde k devient la visco-
sité renormalisée lorsque la coupure est égale à ce nombre d’onde. Dans ce cas, en
effet, toutes les interactions créant une diffusion se retrouvent dans les coefficients de
transport.

Une relation à ε fixé et souvent utilisée dans les simulations numériques est

E(k)

ν2(k)
∼ k (14.36)

Le spectre de Kolmogorov est retrouvé pour ε = 4, c’est à dire y = d.



Chapitre 15

Contributions de la TFDC à
l’hydrodynamique

On a vu au chapitre précédent que l’utilisation du Groupe de Renormalisation par
les hydrodynamiciens pour traiter l’équation de Navier-Stokes et essayer de retrouver
les lois d’échelle de la turbulence était incohérente sur un grand nombre d’aspects.
On se propose ici de développer une procédure beaucoup plus orthodoxe du point
de vue de la Théorie du Groupe de Renormalisation. Elle fait appel à la Théorie de
la Fonctionnelle de Densité de Courant (TDFC) et permet d’envisager de traiter la
turbulence de manière beaucoup plus systématique.

15.1 Problématique

Les équations du mouvement en hydrodynamique sont obtenues dans la limite
de faibles et lentes déviations par rapport à l’équilibre [147]. Il est particulièrement
difficile de construire une approche systématique pour trouver les équations du mou-
vement susceptibles de prendre en compte les grandes amplitudes (petites longueurs
d’onde) des modes hydrodynamiques en raison de la nature phénoménologique de la
dérivation des dites équations. Dans le cas d’écoulements laminaires, ces limitations
ne sont pas bloquantes et on peut obtenir des résultats simples et précis en accord
avec les expériences. Cela peut parâıtre toutefois suprenant en regard de la nature ap-
proximative des équations mais peut être aisément compris en raison de la séparation
des échelles de temps et d’espace. Ces dernières, lorsqu’on les considère pour la dy-
namique entre particules à l’échelle microscopique, sont bien plus petites que celles
des modes hydrodynamiques, rendant ainsi les approximations utilisées tout à fait
justifiées et ce, même pour des larges amplitudes, c’est à dire de larges écarts dans
les vitesses.

La puissance prédictive des équations hydrodynamiques est sérieusement limitée
lorsque l’on considère un phénomène critique, en l’occurence le cas de la turbulence.
Dans ce type de phénomène, un grand nombre de modes appartenant à une large
gamme d’échelles de temps et d’espace, sont à prendre en compte et la validité des
approximations éventuellement utilisées pour dériver les équations du mouvement

185
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n’est plus vraiment justifiable.
La méthode du Groupe de Renormalisation est une méthode systématique pour

traiter ce genre de problème [163], où il s’agit de comprendre comment les petites
échelles peuvent donner naissance à des grandes échelles à des théories phénoménologiques.

Le concept d’universalité est conçu dans ce contexte pour expliquer pourquoi une
famille de paramètres microscopiques relevants peuvent influencer des phénomènes
à grande échelle. La clef est encore dans la séparation des échelles qui fournit un
mécanisme de suppression de la sensibilité des phénomènes à grande échelle à une
grande classe de paramètres microscopiques dits irrelevants. L’objectif avoué de ce
travail est de fournir un moyen de construire les équations hydrodynamiques du mou-
vement en commençant au niveau microscopique dans le cadre d’une Théorie Quan-
tique de Champ et d’arriver ainsi à la généralisation systématique des équations de
Navier-Stokes, ce qui permettrait par la suite d’appliquer des approximations non-
perturbatives, telles que la méthode de groupe de renormalisation. Les détails de
l’application de la méthode de groupe de renormalisation sont reportés pour de fu-
tures publications. Une dérivation systématique de l’équation hydrodynamique à par-
tir des principes microscopiques doit résoudre deux difficiles problèmes physiques et
mathématiques, tous deux liés aux processus dispersifs. Dans une description mi-
croscopique quantique, le système devrait être fermé, ce qui rend la description
des processus dispersifs difficile. Ce problème est évité dans le travail actuel en
représentant les degrés de liberté participant aux processus dispersifs d’une façon
phénoménologique qui la rend contrôlable et peut facilement être remplacée par la
description correcte au prix d’avoir un formalisme plus compliqué. En particulier, les
processus dispersifs produits par un thermostat ou par le désordre microscopique aux
frontières seront pris en considération dans le travail actuel en utilisant un temps de
vie fini, τmicr, pour des excitations élémentaires. Ce nouveau paramètre sera main-
tenu libre, phénoménologique ici mais comme mentionné ci-dessus, il peut être en
principe obtenu à partir des descriptions microscopiques conformément à [164] et
[165]. Un autre problème relatif est que les équations du mouvement dérivées du
système fermé résultent d’un principe variationnel où il est notoirement difficile de
représenter les forces dispersives. En fait, le problème de représentation du frottement
est un problème bien connu en mécanique lagrangienne où on assimile la particule à un
point. La situation est différente en hydrodynamique eulérienne où la variable de base
est la vitesse plutôt que la coordonnée. Il n’est alors pas difficile de dériver les forces
visqueuses à partir d’un principe de moindre action puisqu’elles sont quadratiques
dans les dérivées. Le véritable problème apparâıt quand on cherche les puissances im-
paires des dérivées, c’est à dire la partie de l’accélération qui correspond à un terme
de surface dans l’action intégrale et qui ne donne aucune contribution à l’équation
d’Euler-Lagrange. Il y a des solutions alternatives [166] mais dont l’origine est plutôt
artificielle et leur origine physique n’est pas toujours bien démontrée [167]. L’action
est toujours bien déterminée dès qu’une description microscopique est appliquée. Dans
notre cas c’est l’action effective pour la densité et les opérateurs courants, tronquée
par un développement du gradient. Les processus dispersifs, représentés par le temps
de vie fini des excitations élémentaires, produisent de nouveaux termes pour l’énergie
dans la relation de dispersion extraite à partir de la partie quadratique de l’action



15.1. Problématique 187

effective, ce qui nous amène à éviter des dérivées premières dans les équations d’Euler-
Lagrange. Nous suggérons donc le remplacement de la dérivée spatio-temporelle ∂µ
par sa version symmétrisée,

√
∂2
µ dans le lagrangien. Un tel procédé est consistent

avec le fait que la perte d’invariance par inversion de temps devrait avoir lieu sans
avoir des termes de brisure de symétrie explicites au niveau microscopique. Une telle
brisure spontanée de symétrie a été déjà employée pour obtenir des processus disper-
sifs, en particulier la conductivité, au moyen de l’action effective [165]. L’équation du
mouvement obtenue à partir de l’action effective caractérise la dynamique des exci-
tations bosoniques les plus importantes, celles de la densité et du courant, à l’échelle
de la coupure UV utilisée en obtenant l’action. Afin de transformer ces équations en
les vraies équations hydrodynamiques, la valeur originale de la coupure devrait être
déplacée de l’échelle microscopique, subatomique, vers le régime hydrodynamique au
moyen de la méthode du groupe de renormalisation. On a fait un raccourci par sim-
plicité et on présente la partie quadratique de l’action effective à l’ordre principal du
développement en boucles en plaçant nâıvement la coupure dans le régime hydrodyna-
mique, et en ignorant l’évolution produite par les équations finales du groupe de renor-
malisation. L’équation du mouvement pour le courant, considérée au principal ordre
dans la déviation des valeurs moyennes de l’état fondamental reproduit l’équation
de Navier-Stokes. Les résultats du développement en boucle à l’ordre principal pour
les coefficients de viscosité de cisaillement et de viscosité de volume sont présentés.
La pression provient du multiplicateur de Lagrange utilisé pour maintenir l’équation
de continuité. L’équation du mouvement pour la densité peut formellement être in-
terprétée comme une équation constitutive. La détermination microscopique des pa-
ramètres hydrodynamiques par des fonctions de Green a une longue histoire [168]. Le
procédé présenté dans ce chapitre devrait apporter une manière plus systématique de
dériver les équations hydrodynamiques du mouvement parce que l’évolution produite
par l’utilisation du groupe de renormalisation et les corrections d’ordre supérieurs
dans le développent du gradient et dans la déviation des valeurs moyennes dans l’état
fondamental sont prises en considération.

Le chapitre est organisé de la façon suivante. Le hamiltonien microscopique est
présenté dans la section (15.2), l’action effective pour la densité et le courant en
(15.3). Elle est donnée formellement pour les particules non-interagissantes jusqu’à
l’ordre à trois boucles dans les statistiques d’échange. L’interaction à deux corps est
traitée au niveau d’une boucle. L’action effective est plus utile en l’absence d’inter-
actions à grande échelle. Les forces dispersives sont censées réduire les corrélations
à grande échelle dues aux statistiques d’échange et de rendre ainsi l’action effective
locale. Cette manière phénoménologique de tenir compte de la dissipation due au
thermostat est présentée dans la section (15.3), et est suivie de l’introduction du
développement du gradient, travaillée particulièrement afin de maintenir les termes
non-analytiques dans l’énergie ou dans les moments produits par dissipation. Ces
dépendances non-analytiques sont en partie plaidées à un niveau qualitatif en ex-
ploitant des analogies formelles entre le traitement en champ moyen de la brisure
spontanée de l’invariance par inversion en temps et sont en partie extraite à partir
de la densité à une boucle et de la fonction courant à deux points. La section (15.4)
présente la densité du lagrangien effectif résultant de l’action effective locale dans
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le cadre du double développement de Ginzburg-Landau, par la troncation dans les
fluctuations et dans les gradients d’espace-temps. Ce lagrangien n’est pas entièrement
local, les forces dispersives introduisent des processus non-locaux jusqu’à des distances
de l’ordre du libre parcours moyen. Le traitement phénoménologique de la dissipation,
à savoir la présence du thermostat, produit des contributions imaginaires à l’action
effective. Celles-ci ne sont pas prises en considération dans l’équation du mouve-
ment puisqu’elles correspondent au ”leakage” de l’état quantique et devraient être
éliminées en incluant les degrés de liberté du thermostat dans la description comme
mentionné ci-dessus. Différentes caractéristiques de l’équation du mouvement sont
discutées dans la section (15.5). La forme invariante par transformation galiléenne
des équations est d’abord présentée en prolongeant le calcul variationnel pour la
dérivée convective. L’équation de continuité est ensuite abordée et on propose que
l’équation du mouvement pour la densité soit interprétée comme équation constitu-
tive. La brisure spontanée de l’invariance par inversion de temps est décrite pour
l’équation du mouvement du premier ordre et est discutée avec la dérivée temporelle
symétrisée. L’identification des degrés de liberté régis par l’équation du mouvement
termine cette section. L’équation du mouvement à l’ordre le plus élevé pour la vitesse
est présentée dans la section (15.6). et ses termes sont comparés au Navier-Stokes.
La section (15.7). inclut les résultats et une courte liste de questions encore en sus-
pens. Il y a un certain nombre d’annexes supplémentaires où les aspects techniques et
formels des calculs sont discutés. Les notations sont récapitulées dans l’annexe (A).
La dérivation symétrisée est explicitée en annexe (B). On donne le détail des calculs
quelque peu fastidieux des coefficients de développement fonctionnels de la source σ
et de l’action effective Γ dans l’annexe (C). L’annexe (D) montre les premiers ordres
du développement double de Ginzburg-Landau pour la densité lagrangienne effective.
Les équations correspondantes du mouvement sont dérivées dans l’annexe (D.2). Les
expressions du calcul à une boucle de la partie quadratique de l’action effective dans
la densité et le courant sont rassemblées en annexe (D.3).

15.2 Modèle

On considère le modèle le plus simple de fluide, en l’occurence un système atomique
ou moléculaire équivalent, où les interactions sont prises en compte par un potentiel
à deux corps Ux,x′ . L’objectif est d’étudier les basses énergies, les excitations à longue
portée dues à la conservation du nombre de particules. On suppose que la structure
interne des atomes ou des molécules, dénommées désormais particules, est gelée dans
ce régime énergétique.

L’hamiltonien est supposé être la somme de trois termes, H = Hk +Hi +Hr où

Hk =

∫
x

ψ†x

(
− ~2

2m
∆− µ

)
ψx,

Hi =

∫
x

Vxψ
†
xψx +

1

2

∫
x,x′

ψ†x′ψx′Ux′,xψ
†
xψx,

(15.1)
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On renvoie à l’appendixe (A) pour un résumé des notations. Le potentiel chimique µ
est introduit afin de rendre le système à densité finie. Le spin est explicitement ignoré
et n’est pris en compte qu’au travers de la statistique, c’est à dire que les opérateurs
de champ ψx doivent satisfaire les relations de commutation et d’anti-commutation
canoniques. L’hamiltonien d’interaction, Hi, inclut des termes de forces à un corps et
à deux corps. L’hamiltonien Hr est responsable des interactions avec l’environnement
et contient des termes d’interactions à plus de deux corps. Il est localisé en espace-
temps pour les conditions initiales et les conditions aux limites. Il brise l’invariance
par translation et représente le désordre à un niveau microscopique. Bien que l’impact
de telles interactions peut être facilement incorporées dans la description [165], cette
issue sera ignorée dans le travail actuel par raison de simplicité. La partie à plus de
deux corps de Hr représente le couplage au thermostat, réalisé par la composante
transverse du champ électromagnétique et par d’autres degrés de liberté situés sur la
frontière spatiale. Ils seront ignorés ci-dessous excepté dans la section (15.3) où un
argument qualitatif basé sur ces interactions est présenté. La charge et les opérateurs
de courant sont couplés aux sources σ,

ψ† · σ/ · ψ = ψ† · σ0 · O0 · ψ + ψ† · σj · Oj · ψ,
ψ† · O0,x · ψ = ψ†xψx,

ψ† · Oj,x · ψ =
i~

2ma

[
∂jψ

†
xψx − ψ†x∂jψx

]
.

(15.2)

La représentation de la fonctionnelle génératrice des fonctions de Green connexes,
W [σ], pour la densité et les opérateurs de courants peut s’écrire

e
i
~W [σ] =

∫
D[ψ]D[ψ†]D[u]e

i
~ψ

†·(G−1−u−V+σ/)·ψ− i
2~u·U

−1·u,

(15.3)

avec

S[ψ†, ψ, u] =

∫
x

ψ†x

[
i~∂t −

~2

2m
∆ + µ− Vx − ux

]
ψx −

1

2

∫
x,y

uxU
−1
x,yuy,

(15.4)

après l’introduction d’un champ auxiliaire ux où∫
z

Ux,zU
−1
z,y = δx,y.

(15.5)

La variable de champ ψx est un nombre complexe ou grassmanien respectivement pour
les particles de spins entiers ou demi-entiers. Remarquons que ux joue formellement
le rôle de composante temporelle du champ de photon, u = A0, quand on prend en
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compte l’interaction coulombienne. Il est facile de vérifier que le champ auxiliaire
nécessaire pour ”maquiller” la totalité des interactions électromagnétiques entre les
charges portera le potentiel-vecteur Aµ avec l’action de Maxwell usuelle.

Le type d’interactions considérées ici ne peut être traité de manière consistante
à des échelles arbitrairement courtes, autrement dit, la théorie non-relativiste que
nous considérons n’est pas renormalisable. La régularisation la plus simple est la
coupure dans l’espace des impulsions puisqu’elle préserve les symétries globales, en
particulier elle conserve le courant électromagnétique, confère (15.15) ci-dessous. La
conservation du courant est la première équation dans la hiérarchie des identités de
Ward, caractérisant par là les théories de jauge. Les identités à des ordres élevées et
violées par la coupure dans l’espace des impulsions peuvent être préservées de manière
non-perturbative en utilisant seulement une régularisation du réseau. Puisque nous ne
sommes pas en train de traiter les modes transverses du champ électromagnétique de
manière dynamique dans notre modèle, on se contentera d’une coupure dans l’espace
des impulsions.

Il est pertinent de mettre en avant un problème lié à la coupure, en l’occurence
la perte d’invariance galiléenne. En fait, la coupure dans l’espace des moments viole
l’invariance du ”boost” galiléen

x→ x+ tu, j → j + ρ0u

(15.6)

Ce n’est pas évident du tout si on construit un régulateur invariant par ”boost”
puisque les ”boosts” représentent un groupe de symétrie de volume infini. En tra-
vaillant avec la coupure dans l’espace des moments, on reporte ce problème à de
futurs travaux, où l’on imposera l’invariance par ”boost” d’une manière empirique en
supprimant explicitement les contributions non-invariantes et en retenant les contri-
butions invariantes comme indiqué dans la section (15.4.4). Bien que la fonctionnelle
génératrice W [σ] contienne entièrement la physique du modèle, il n’est pas nécessaire
qu’elle soit non-locale. La fonctionnelle de densité de courant est alors introduite
comme la transformée de Legendre de W [σ],

Γ[ρ] = −W [σ] + σã · ρã, ρã =
δW [σ]

δσã
,

(15.7)

où on définit l’indice de bloc ã = (a, x). La transformation inverse est similaire à
(15.7) mis à part la seconde équation qui est remplaçée par

σã =
δΓ[ρ]

δρã
.

(15.8)

Une importante relation qui sera utilisée par la suite

δ2Γ[ρ]

δρδρ
· δ

2W [σ]

δσδσ
= I

(15.9)
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et qui peut être obtenue en prenant la dérivée fonctionnelle seconde de la première
équation dans (15.7). On utilisera souvent la notation ρ0 = n, ρ` = j` = nv` dans la
plupart des expressions qui suivront. La fonctionnelle génératrice des vertex Γã1,...,ãn

sera définie par les coefficients du développement de Taylor fonctionnel autour d’une
configuration extrémale, ρ∗a,x,

Γ[ρ] = Γ0 +
∞∑
n=2

∫
ã1,...,ãn

1

n!
Γã1,...,ãn(ρ− ρ∗)ã1 · · · (ρ− ρ∗)ãn .

(15.10)

Une fonctionnelle F [ρ] sera qualifiée de locale si la corrélation explicite entre ses
variables indépendantes a un support fini, c’est à dire

δ2F [ρ]

δρa,xδρb,y
= 0

(15.11)

si |x0 − y0| > τ0 ou |x − y| > `0. On justifiera ci-dessous, dans la section (15.4),
que Γ[ρ] qui nous permet d’obtenir les équation hydrodynamiques du mouvement est
en fait local, τ0 est le temps microscopique de relaxation τ0 = τmicr, et `0 = τmicrvF
où vF est la vitesse de Fermi. La fonctionnelle où τ0 = `0 = 0 est qualifiée d’ultra-
locale. L’action effective Γ[ρ] vérifie un nombre important de symétries. Mis à part
les symétries bien connues comme les symétries de translation en espace-temps et de
rotation en espace, l’invariance sous ”boost” galiléen est très importante car elle fait
appel à une transformation non-triviale de la variable ρµ. On sera particulièrement
intéressé dans ce travail par des configurations extrémales ρ∗. Les ”boosts” galiléen
transforment une configuration extrémale en une autre et les équations du mouve-
ment, un ensemble d’équations différentielles dérivées ci-dessous, doivent être inva-
riantes sous des ”boosts” galiléens. La dérivée en temps dans l’équation du mouvement
transforme comme

∂0 → ∂0 − u · ∇
(15.12)

Il est avantageux d’utiliser la dérivée convective qui elle est invariante sous ”boosts”

D = ∂0 + v · ∇
(15.13)

dans les équations du mouvement. Une autre symétrie, plus discrète en hydrody-
namique, est l’invariance sous renversement du temps. L’hamiltonien microscopique,
H = Hk + Hi + Hr, est formellement invariant sous renversement du temps mais
cette symétrie peut être perdue au niveau de l’action effective. Cette possibilité sera
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discutée en détail dans la section (15.4.3). Enfin, on mentionne le fait que la fonction-
nelle W [σ] vérifie l’invariance de jauge. Elle reste invariante sous la transformation
σ(µ,x) → σ(µ,x) + ∂µΦx, comme un résultat intermédiaire de la conservation du cou-
rant. Il est utile de scinder les champs de vecteurs en somme de composantes trans-
verses invariantes de jauge et en composantes longitudinales dépendantes de la jauge
σµ = σ

(tr)
µ + σ

(`)
µ et ρµ = ρ

(tr)
µ + ρ

(`)
µ , où ∂µσ

(tr)
µ = ∂µρ

(tr)
µ = 0, σ

(`)
µ = ∂µα et ρ

(`)
µ = ∂µβ.

La transformation de Legendre de la fonctionnelle invariante de jauge W [σ(tr)], (15.7)
se fait comme

Γ[ρ(tr) + ρ(`)] = −W [σ(tr)] + σ
(tr)
ã · ρ(tr)

ã + σ
(`)
ã · ρ(`)

ã , ρ
(tr)
ã =

δW [σ(tr)]

δσ
(tr)
ã

,

(15.14)

et ρ(`) = 0. Ainsi, la variable de l’action effective est contrainte par l’équation de
continuité

∂0ρ0 + ∂jρj = 0.

(15.15)

15.3 Action effective

Après avoir présenté le modèle, on s’intéresse maintenant à l’action effective dans
l’équation (15.7) et on montre comment l’obtenir de manière systématique en l’ab-
sence ou en la présence d’interactions à deux corps.

15.3.1 Particules non-interagissantes

On se plaçe dans le cas le plus simple, celui où les particules sont non-interagissantes
et les corrélations dans la densité et le courant apparaissent uniquement en raison de
la statistique d’échange. L’intégrale gaussienne est triviale dans (15.3),

Wni[σ] = −i~Tr log[G−1 + σ/] = −i~Tr logG−1 + i~
∞∑
n=1

(−1)n

n
Tr(G · σ/)n,

(15.16)

où les consitutants élémentaires sont supposés être des fermions. Dans le cas de bosons,
la fonctionnelle génératrice peut être obtenue au moyen d’un changement total du
signe Wni bos[σ] = −Wni ferm[σ].

Le changement de variable dans la transformation de Legendre est réalisé en in-
versant la relation

ρã = −i~
∞∑
n=0

(−1)nTr [(G · σ/)n ·G · Oã] .

(15.17)
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A cette fin, on introduit le propagateur particule-trou

G̃ã,b̃ = −i~Tr[G · Oã ·G · Ob̃]

(15.18)

et on cherche une inversion ayant la forme d’une série en puissance de fonctionnelles
dans r = G̃−1 · (ρ− ρ∗),

σã =
∞∑
n=1

∫
ã1,...,ãn

1

n!
Aã,ã1,...,ãnrã1 · · · rãn .

(15.19)

En insérant (C.16) dans (C.14)

ρã =

∫
b̃

G̃ã,b̃rb̃ + ρ∗ã = i~ν
∞∑
n=0

(−1)nTr [(G · σ/)n ·G · Oã]

(15.20)

L’identification des coefficients des différentes puissances de r des deux côtés de (C.14)
est effectuée dans l’annexe (C.2.1) et amène à

ρ∗ã = −i~Tr[G · Oã]

Ac̃,d̃ = −δc̃,d̃

Ac̃,α̃,β̃ = 2 ·
∫
ã

G̃−1
c̃,ãSã,α̃,β̃

Ab̃,α̃,β̃,γ̃ =

∫
ã

G̃−1

b̃,ã

(
3!Sã,α̃,β̃,γ̃ − 4

∫
c̃,d̃

G̃−1

c̃,d̃
(Sd̃,β̃,γ̃Sã,c̃,α̃ + Sd̃,α̃,γ̃Sã,c̃,β̃ + Sd̃,α̃,β̃Sã,c̃,γ̃)

)
Ab̃,α̃,β̃,γ̃,δ̃ =

∫
ã

G̃−1

b̃,ã

(
4!Sã,α̃,β̃,γ̃,δ̃ − 3! ·

∫
c̃

Sã,c̃,α̃,β̃Ac̃,γ̃,δ̃ + Sã,c̃,α̃,γ̃Ac̃,β̃,δ̃ + Sã,c̃,α̃,δ̃Ac̃,β̃,γ̃

+Sã,c̃,β̃,γ̃Ac̃,α̃,δ̃ + Sã,c̃,β̃,δ̃Ac̃,α̃,γ̃ + Sã,c̃,γ̃,δ̃Ac̃,α̃,β̃

+4 ·
∫
c̃,d̃

Sã,c̃,d̃(Ac̃,α̃,β̃Ad̃,γ̃,δ̃ + Ac̃,α̃,γ̃Ad̃,β̃,δ̃ + Ac̃,α̃,δ̃Ad̃,β̃,γ̃)

−2 ·
∫
c̃

Sã,α̃,c̃Ac̃,β̃,γ̃,δ̃ + Sã,β̃,c̃Ac̃,α̃,γ̃,δ̃ + Sã,γ̃,c̃Ac̃,α̃,β̃,δ̃ + Sã,δ̃,c̃Ac̃,α̃,β̃,γ̃

)
(15.21)

avec

Sã,ã1,ã2,...,ãn = −i~
n!

∑
P∈Sn

Tr(GOãP (1)
GOãP (2)

· · ·GOãP (n)
GOã),

(15.22)

où la somme s’étend sur toutes les permutations des n indices. On écrit finalement
l’action effective au moyen de (15.7) et (15.16) comme

Γni[ρ] = i~Tr logG−1 − i~
∞∑
n=1

(−1)n

n
Tr(G · σ/)n + σα̃ · ρα̃

(15.23)
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et les fonctions des coefficients de l’ansatz (15.10) pour l’action effective sont iden-
tifiées en comparant les coefficients des puissances identiques en r dans (15.23). Un
calcul long mais direct amène à

Γ0 = i~Tr logG−1

Γã,b̃ = G̃−1

ãb̃

Γã,b̃,c̃ = −2S̃ã,b̃,c̃

Γã,b̃,c̃,d̃ = 2 · 3!S̃ã,b̃,c̃,d̃ − 8 ·
∫
α̃,β̃,γ̃,δ̃,ẽ,f̃

G̃−1
ã,α̃G̃

−1

b̃,β̃
G̃−1
c̃,γ̃G̃

−1

d̃,δ̃
G̃−1

ã,b̃
(Sã,α̃,β̃Sb̃,γ̃,δ̃ + Sẽ,α̃,γ̃Sf̃ ,β̃,δ̃

+ Sẽ,α̃,δ̃Sf̃ ,β̃,γ̃)

(15.24)

avec

S̃ã1,ã2,...,ãn =
∫
b̃1,b̃2,...b̃n

G̃−1

b̃1,ã1
G̃−1

b̃2,ã2
. . . G̃−1

b̃n,ãn
Sb̃1,b̃2,...,b̃n

(15.25)

On renvoie à l’annexe (C.2.2) pour plus de détails.

Remarque 15.3.1 Remarquons que l’action effective contient une infinité de vertex
même en l’absence d’interactions. Ces vertex représentent des corrélations à longue
portée induites par l’(anti-)symétrisation des états physiques par rapport à l’échange
de particules identiques.

15.3.2 Particles interagissantes

Les interactions à deux corps induisent une autre série de vertex dans l’action
effective qui est habituellement construite dans le cadre d’expansion en boucles ou
de développement perturbatif. Les méthodes non-perturbatives sont disponibles bien
entendu, comme la TFD phénoménologique [25], ou la méthode du Groupe de Renor-
malisation Fonctionnelle [174]. On présente brièvement dans cette section la forme à
une boucle de la fonctionnelle génératrice W [σ] uniquement pour les fermions.

L’intégration sur le champ fermionique peut être effectuée aisément dans (15.3)
et on obtient le résultat suivant

e
i
~W [σ] =

∫
D[u]eTr log[G−u+σ/]−1− i

2~u·U
−1·u

(15.26)

ce qui peut être écrit comme

e
i
~W [σ] = eTr log[G−1+σ/]

∫
D[u]e−

P∞
n=1

1
n

Tr[G(σ)·u]n− i
2~u·U

−1·u

(15.27)
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où G(σ)−1 = G−1 + σ/. L’approximation à une boucle consiste à traiter les modes
indépendants des autres dans la dernière intégrale fonctionnelle par une troncature
de l’action à l’ordre O(u2),

e
i
~W [σ] = e

i
~Wni[σ]

∫
D[u]e−

i
~ρ

∗(σ)·u− i
2~u·(G̃

(σ)+U−1)·u+O(u3)

(15.28)

où

ρ∗(σ)
x = −i~G(σ)

x,x,

(15.29)

et

G̃(σ)
x,y = −i~G(σ)

y,xG
(σ)
x,y.

(15.30)

L’intégrale gaussienne sur ux donne

W [σ] = Wni[σ] +
1

2
ρ∗(σ) · 1

G̃(0) + σ/+ U−1
· ρ∗(σ) +O(~3)

= −i~Tr logG−1 + i~
∞∑
n=1

(−1)n

n
Tr(G · σ/)n

−~2

∞∑
k,`,m=0

(−1)k+`+m
∫
a,b

[G · (σ/ ·G)k]a,a[G̃
(U) · (σ/ · G̃(U))`]a,b[G · (σ/ ·G)m]b,b

+ O(~3)

(15.31)

où

G̃(U) =
1

G̃(0) + U−1

(15.32)

est le propagateur re-sommé à une boucle pour le champ u contenant la polarisation
G̃(0) comme self-énergie. La contribution ayant l’air plutôt compliquée dans (15.31)
peut être facilement interprétée comme une resommation partielle du développement
perturbatif dans U−1. Puisque les interactions seront traitées d’une manière phénoménol-
ogique et simple par la suite, l’expression (15.31) ne sert qu’à démontrer que l’ansatz
(15.10) pour l’action effective reste valide tant que les interactions sont traitées per-
turbativement. L’action effective est alors construite ordre par ordre dans la section
(15.3.1) en remplaçant la fonctionnelle génératrice (15.16) par (15.31).
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15.4 Lagrangien effectif

Un des avantages du formalisme basé sur l’action effective est la réintroduction de
principes d’actions extrémales. En fait, on suppose qu’on prépare une source externe
σ mise en action adiabatiquement depuis σt=−∞ = 0 qui s’annule pour t > 0 et mène
le système dans un état fondamental pour des conditions initiales données pour la
densité et le courant. En raison de (C.12), les valeurs moyennes de ces dernières, ρ∗

forment une configuration stationnaire de l’action effective pour t > 0 et satisfont
l’équation du mouvement

δΓ[ρ]

δρ
= 0.

(15.33)

15.4.1 Forces dissipatives

Le problème habituel nous empêchant d’accomplir cette démarche dans le contexte
d’équations hydrodynamiques phénoménologiques est lié aux processus dissipatifs.
En fait, c’est un problème ancien que de tenter de représenter les forces dissipa-
tives dans le cadre de principes variationnels en mécanique. Le transfert de l’énergie
mécanique vers l’environnement, vers le bain ou vers le désordre au bord du domaine,
maintient le système ouvert et empêche d’introduire un lagrangien et le principe de
moindre action. Peut-on éviter ce problème pour l’action effective ? D’un autre côté,
le traitement phénoménologique de l’environnement maintient le système ouvert et le
problème semble subsister. Mais d’un côté, l’action effective est assez adaptée pour
établir la validité de (15.33) si l’environnement est correctement pris en compte. Afin
de mieux comprendre ce point, on suppose que l’environnement peut être pris en
compte en introduisant des degrés de liberté additionnel, dénoté par Φ, dans l’action
effective Γ[ρ] → Γ[ρ,Φ]. Alors, cette action étendue pourrait donner les équations du
mouvement correctes

δΓ[ρ,Φ]

δρ
= 0,

δΓ[ρ,Φ]

δΦ
= 0.

(15.34)

En résolvant la seconde équation, on peut en principe éliminer Φ et l’équation du
mouvement pour ρ seulement peut être obtenue à partir de la fonctionnelle Γ[ρ,Φ[ρ]].
L’incorporation correcte de l’environnement mentionné ci-dessous est la supposition
que l’action effective Γ[ρ,Φ[ρ]] reste locale en ρ. On propose maintenant un traitement
phénoménologique des interactions avec l’environnement qui puisse rendre la fonction-
nelle Γ[ρ,Φ[ρ]] locale. Cette approximation réalisera la description hydrodynamique
et introduira une densité lagrangienne effective.

Notre action effective est valide dans une certaine gamme d’échelles de longueur
et de temps, allant de la coupure UV en temps et en espace, respectivement τ0 et
`0, jusqu’à l’infini. La coupure spatiale, `0 est toujours présente en raison des diver-
gences UV et τ0 ≈ `0/vF est produit dynamiquement. L’application de la stratégie
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du groupe de renormalisation à l’intégrale de chemin (15.3) autorise à changer la
coupure librement. Supposons que le système est un liquide de Fermi, c’est à dire
perturbatif à température nulle et l’action effective Γ[ρ,Φ] correspond à τ0 > τmicr
et `0 > τmicrvF . Alors les processus de relaxation microscopique ne sont plus pris en
compte et il est alors possible de représenter les interactions perturbatives des consti-
tuants élémentaires entre eux et avec l’environnement dans Γ[ρ,Φ[ρ]] de manière
phénoménologique, en ne gardant que l’action effective non-interagissante pour les
constituants élémentaires avec des paramètres renormalisés comme la masse, le temps
de vie fini, τ ≈ τmicr. Le temps de vie fini du aux interactions avec l’environnement
peut provenir du désordre aux frontières du domaine, le terme à un corps de Hr

ou de l’interaction avec le thermostat, représenté par le terme à N-corps de Hr, in-
troduit en section (15.2). L’approximation consiste alors à utiliser l’action effective
non-interactive, Γ[ρ] → Γni[ρ], avec une coupure choisie dans le régime hydrodyna-
mique et un propagateur fermionique causal

G−1
ω,p → G−1

ω,p − sign(=mω)γ,

(15.35)

où τ = 1/γ. Le calcul de O((ρ − ρ∗)2) élément de l’action effective est donné dans
l’appendice (D.3). Le temps de vie fini des excitations limite la partie non-locale
de l’action effective, ce qui suggère l’application du développement en gradient de
l’action effective. On verra plus bas que l’action effective (15.10) peut être écrite
comme une intégrale spatio-temporelle d’une densité lagrangienne dans le cadre du
développement en gradient. Tant que les interactions et les corrélations portent sur
de courtes distances, le lagrangien effectif résultant est local, c’est à dire analytique
dans les dérivations spatio-temporelles, et le développement en série de dérivées peut
être tronquée du point de vue des basses fréquences et des processus à grande dis-
tance. La complication dans ce schéma provient du fait que la brisure spontanée
de l’invariance par renversement du temps, pilotée par les processus de relaxation
microscopique, génère une dépendance non-analytique en fréquence, ce qui corres-
pond à des corrélations non-locals en temps. Ces dernières génèrent formellement une
”fuite” du vecteur d’état dans l’espace de Fock de l’environnement, au thermostat
ou vers les impuretés. Puisque ces degrés de liberté ne sont pas traités explicitement
dans l’approximation phénoménologique ces processus sont représentés par une par-
tie imaginaire dans l’action effective et la partie réelle de l’action effective devrait
être employée uniquement pour dériver les équations du mouvement. Les équations
résultantes capturent correctement la dynamique des excitations bosoniques des forces
dispersives.

15.4.2 Fonctions de vertex analytiques

Il est plus simple d’établir le développement du gradient sous l’hypothèse simpli-
ficatrice que la seule singularité des fonctions de vertex apparaissant dans l’action
effective, nâıt de la conservation globale de l’énergie-impulsion, c’est à dire des fonc-
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tions Γ̂p̃1,...,p̃n−1,µn , introduites par la relation,

Γp̃1,...,p̃n = δp1+···+pn,0Γ̂p̃1,...,p̃n−1,µn .

(15.36)

Elles sont analytiques pour les variables d’énergie-impulsion. Le développement en
gradient peut être réalisé d’abord en écrivant l’action effective (15.10) dans l’espace
de Fourier

Γ[ρ] =
∞∑
n=2

1

n!

∫
p̃1,...,p̃n−1

∑
µn

Γ̂p̃1,...,p̃n−1,µn(ρ− ρ∗)µ1,−p1

· · · (ρ− ρ∗)µn−1,−pn−1(ρ− ρ∗)µn,p1+···+pn−1

(15.37)

et ensuite en appliquant un développement de Taylor pour les coefficients autour de
p = 0,

Γ[ρ] =
∞∑
n=2

1

n!

∫
p̃1,...,p̃n−1

∑
µn

∑
{kj}

1

k1! · · · kn−1!
∂k1 · · · ∂kn−1Γ̂p̃1,...,p̃n−1,µn |pj=0

×pk11 (ρ− ρ∗)−p̃1 · · · p
kn−1

n−1 (ρ− ρ∗)−p̃n−1(ρ− ρ∗)µn,p1+···+pn−1 .

(15.38)

Le multi-indice k est introduit à l’aide des règles kj = (k0
j , k

1
j , k

2
j , k

3
j ), ∂

kj

j = ∂
k0

j

0 ∂
k1

j

1 ∂
k2

j

2 ∂
k3

j

3

et k! = k0!k1!k2!k3!. Enfin on récrit ρ(µ,p) à l’aide de son expression dans l’espace réel,

Γ[ρ] =
∞∑
n=2

1

n!

∑
{kj}

i|k1|+···+|kn−1|

k1! · · · kn−1!
∂k1 · · · ∂kn−1Γ̂p̃1,...,p̃n−1,µn |pj=0

×
∫
x

∂k1a1
(ρ− ρ∗)(µ1,x) · · · ∂kn−1

an−1
(ρ− ρ∗)(µn−1,x)(ρ− ρ∗)(µn,x),

(15.39)

qui nous permet d’introduire la densité lagrangienne effective

L =
∞∑
n=2

∑
{kj}

1

n!
Γk1,...,kn−1
µ1,...,µn−1,µn

∂k1a1
(ρ− ρ∗)(µ1,x) · · · ∂kn−1

an−1
(ρ− ρ∗)(µn−1,x)(ρ− ρ∗)(µn,x),

(15.40)

avec

Γk1,...,kn−1
µ1,...,µn−1,µn

=
i|k1|+···+|kn−1|

k1! · · · kn−1!
∂k1 · · · ∂kn−1Γ̂p̃1,...,p̃n−1,µn |pj=0.

(15.41)
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15.4.3 Invariance par renversement du temps

La discussion précédente est ultra-simplifiée car la fonction de Green Γ̂p̃1,...,p̃n−1,µn

est une fonction non-analytique de la fréquence à ω = 0, le point autour duquel le
développement en gradient est supposé être effectué. La partie réelle et imaginaire
de la fonction de Green exhibe des singularités résultantes du temps de vie fini des
excitations élémentaires. On considère la fonction à deux points Γµ,νp = Γ̂(µ,p),ν par sim-
plicité. La partie absorbante =mΓp, développe une discontinuité dont l’amplitude est
proportionnelle au taux du processus de relaxation particule-trou. On considère la par-
tie réelle non-absorbante, <eΓp, qui reste formellement invariante sous renversement
du temps, sous inversion du signe de la fréquence ω = −p0, <eΓω,p = <eΓ−ω,p. Quand
bien même <eΓω,p serait une fonction analytique de ω que cette relation nécessiterait
que <eΓω,p depende de ω2 seulement. Mais la brisure attendue de l’invariance par
renversement du temps dans le régime hydrodynamique suggère que les fonctions de
vertex, en particulier <eΓω,p, pourraient être sensible à l’inversion du signe des va-
riables de fréquence. Cette dernière propriété mène à des puissances impaires de ω
dans une fonction analytique. Comment <eΓω,p peut-elle se comporter comme une
fonction paire en ω et exhiber en même temps des puissances impaires de la même
variable ?

Il est instructif de rappeler ici comment la solution de champ moyen d’un modèle
de type Ising exhibe une brisure spontanée de symétrie Z2, représentée par une chan-
gement de signe du paramètre d’ordre noté s. Supposons que l’hamiltonien de champ
moyen est de la forme H = −Jns〈s〉 − hs où J est une constante de couplage, n est
le nombre de coordination, le nombre des autres degrés de liberté couplés à s dans
l’énergie de manière linéaire et h est un paramètre externe de brisure de symétrie.
L’approximation de champ moyen pour l’énergie libre à température finie T = 1/β,

βF = − ln
(
eβ(Jn〈s〉+h) + e−β(Jn〈s〉+h))

(15.42)

est une fonction paire de 〈s〉 pour h = 0 et

F ≈ −|Jn〈s〉+ h|
(15.43)

pour

|〈s〉| > max

(
1

βJn
,
|h|
Jn

)
.

(15.44)

La condition de champ moyen de Weiss,

〈s〉 = −∂βF
∂h

= tanh β(Jn〈s〉+ h)

(15.45)
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donne dans ce régime 〈s〉 ≈ ±1. Afin d’identifier la valeur moyenne correcte, on
doit choisir la solution qui correspond aux valeurs d’énergie libre basse. En suivant
l’équation (15.42) sgn(〈s〉) = sgn(h). La brisure spontanée de symétrie apparâıssant
à h = 0 est déclenchée par le paramètre de brisure de symétrie infintésimal h qui
détermine le signe du paramètre d’ordre. La limite thermodynamique, autrement dit
la présence d’une infinité de degrés de liberté tacitement supposée quand le ”tun-
neling” entre les minima dégénérés de l’énergie libre h = 0, capable d’annuler le
paramètre d’ordre, est ignoré.

Dans le contexte de brisure de symétrie de l’invariance par renversement du temps,
le rôle du paramètre du paramètre de brisure de symétrie h est joué par le paramètre
de Feynmann ε dans le propagateur. L’infinitésimal O(ε), partie imaginaire du propa-
gateur, brise l’invariance par renversement du temps pour chaque secteur d’impulsion
de l’espace de Fock, le nombre de coordination n peut alors être identifié avec le
nombre de degrés de liberté et peut être divergent à la limite thermodynamique. La
faible brisure de symétrie est amplifiée jusqu’à une limite finie par les interactions à
la fois avec le thermostat et avec le désordre aux frontières spatiales de l’écoulement.
L’énergie libre de champ moyen qui inclut déjà les effets de brisure de symétrie pour-
rait être remplacée par l’action effective puisqu’il contient déjà elle aussi les effets
de l’environnement cités précédemment. L’analogue du paramètre d’ordre sera la
fréquence, qui se transforme de façon non-triviale durant le renversement de temps.
Naturellement, l’analogie avec la théorie de champ moyen de Weiss s’arrête là et il ne
faut pas s’attendre à pouvoir prédire n’importe quelle autre valeur moyenne du pa-
ramètre, la fréquence n’étant pas une variable dynamique. Mais il est raisonnable de
penser que la dépendance de l’action effective par rapport à la fréquence d’un ρ mono-
chromatique sera similaire à celles de l’énergie libre par rapport au paramètre d’ordre
dans une théorie de Weiss donnée par l’équation (15.43). On s’attend donc à l’appa-
rition de l’expression singulière |ω| dans la dépendance en fréquence des fonctions de
vertex à ω ≈ 0. Cela devrait se produire puisque le temps de vie fini des excitations
fermioniques introduit une partie imaginaire dans la self-énergie de l’électron, qui ne
s’annule pas au niveau de Fermi et dont le signe est le même que celui de la partie
imaginaire de la fréquence. Ce signe est en accord avec le signe de la partie réelle de
l’énergie tant qu’on considère les propagateurs. On peut observer un tel mécanisme
dans l’expression à l’ordre d’une boucle de <eΓω,p, présenté dans l’appendice (D.3).
Le changement ω = 0+ → 0− inverse le signe de certaines contributions du temps de
vie fini dans l’expression de <eΓω,p de telle manière que <eΓω,p=0 ≈ α|ω| pour ω ≈ 0.
On prendra en compte de tels termes non analytiques dans l’action effective en rem-
plaçant certaines dérivées partielles en temps par leur version symétrisée ∂t → ∂̂t dans
le lagrangien effectif (15.40). Puisque la transformée de Fourier de ∂t est −iω, ∂̂t sera
la transformée de Fourier inverse de −i|ω| = −i

√
ω2, i.e.

∂̂t =
√
∂2
t .

(15.46)

Le mélange des dérivées spatio-temporelles sous ”boosts” galiléens, montré par
l’équation (15.12) requiert une dépendance singulière similaire en les variables d’im-
pulsion et on se doit de remplacer toutes les dérivées spatio-temporelles par cette
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construction symétrisée, ∂µ → ∂̂µ =
√
∂2
µ. Pour le calcul des éléments de matrice de

∂̂t en temps, on introduit d’abord une distribution de Dirac régularisée

δε(t) =
ε

π

1

t2 + ε2
,

(15.47)

et l’opérateur

Ĝt,t′ =
i

2π
ln δε(t− t′),

(15.48)

dont il sera prouvé qu’il vaut (∂̂t)
−1 ci-dessous. On construit alors les éléments de

matrice de l’opérateur hermitien S = sgn(ω),

St,t′ =

∫
ω

e−iω(t−t′)sgn(ω)

= ∂tĜt,t′ ,

(15.49)

au moyen de la représentation habituelle de Fourier de la fonction Θ,

Θ(ω) =

∫
dτ

2πi

eiωτ

τ − iε
.

(15.50)

La relation (15.49) nous donne directement les éléments de matrice

(∂̂t)t,t′ = ∂tSt,t′

= ∂2
t Ĝt,t′

= i

[
1

ε
δε(t− t′)− 2πδ2

ε (t− t′)

]
,

(15.51)

où le paramètre infinitésimal ε > 0 est conservé afin de fournir une coupure ultra-
violette pour la dépendance linéaire en fréquence qui caractérise la région infra-rouge
seulement. Puisque la non-localité de la dérivée symétrisée ∂̂ ”existe” sur une distance
de l’ordre de ε, on fixe ε = `0 pour ∂̂j, j = 1, 2, 3 et ε = τ0 pour ∂̂t. Remarquons que

la seconde équation dans (15.51) montre que Ĝ = (∂̂t)
−1 en raison de ∂̂2 = ∂2.

Une autre expression très utile pour S est

St,t′ = − i

π
P

1

t− t′

(15.52)
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où P dénote la partie principale de l’intégration lorsque S agit tel un opérateur, régulé
par ε. La substitution de ce résultat dans la première équation de (15.51) donne

(∂̂t)t,t′ = − i

π
∂tP

1

t− t′
.

(15.53)

On verra que ce qui est important d’un point de vue calcul est que, bien qu’à la fois i∂
et i∂̂ soient des opérateurs hermitiens, le premier est imaginaire et anti-symétrique, le
second est réel et symétrique, respectivement. La dérivée temporelle convective sera
modifiée suivant D → D̂ = ∂̂t + v · ∂̂. Puisque toutes les dérivées doivent être mo-
difiées dans l’action effective, on omettra le chapeau sur les symboles de dérivation
dans les équations sans risques et sans ambigüıtés. Mais on doit garder à l’esprit
qu’une équation importante, l’équation de continuité, doit conserver ses dérivées par-
tielles. Une différence majeure entre les dérivées usuelles et les dérivées symétrisées
nouvellement introduite est exprimée par les règles suivantes ∂̂x cos kx = ik cos kx,
∂̂x sin kx = ik sin kx.

Comme il a été mentionné plus haut, les forces dissipatives, en particulier la dérivée
première d’un champ réel, sont difficiles à reproduire dans le formalisme lagrangien.
En fait, l’étape d’intégration par partie en dérivant l’équation d’Euler-Lagrange pour
l’action

S =

∫
t

φt∂tφt

(15.54)

élimine l’équation du mouvement, indiquant par là que l’action ne contient qu’un
terme de surface. Comment retrouver les dérivées du premier ordre de l’équation
hydrodynamique du mouvement ? Le lien entre ce problème et la modification des
dérivées peut être observée en notant que l’intégration par partie dans l’espace réel
consiste à utiliser une distribution de Dirac conservant l’énergie et l’impulsion et à
effectuer le changement p→ −p dans l’espace de Fourier,∫

x

f ′xgx =

∫
x,p,q

fpgqe
ix(p+q)ip =

∫
p

fpg−pip

−
∫
x

fxg
′
x = −

∫
x,p,q

fpgqe
ix(p+q)iq =

∫
q

f−qgqi(−q)

(15.55)

La disparition du terme de dérivation du premier ordre dans l’équation d’Euler-
Lagrange pour un champ réel est alors le résultat de l’élimination entre les contri-
butions de vecteurs d’onde opposée ou de fréquences dans l’action, écrite dans l’es-
pace de Fourier. La modification des dérivées amène à utiliser le mauvais signe dans
l’intégration par partie car ∂̂µ est un opérateur symétrique
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∫
x

fx∂̂µgx =

∫
x

gx∂̂µfx,

(15.56)

et on trouve les contributions à l’équation du mouvement provenant des puissances
impaires des dérivées. Enfin, on remarque que la partie imaginaire de l’action effective
est impaire en fréquence et devrait contenir le facteur sgn(ω).

15.4.4 Lagrangien tronqué

Le calcul de la partie réelle du lagrangien dans un développement double du type
Ginzburg-Landau jusqu’à l’ordre O((ρ − ρ∗)3) des amplitudes et O(∂3) des dérivées
est donné dans l’appendice (D). Le calcul commence par lister tous les coefficients du
développement en gradient non-triviaux possibles qui contribuent au lagrangien in-
variant par rotation et translation. Cette liste est présentée dans les sections (D.1.1)
et (D.1.2). La partie réelle doit formellement être invariante par renversement du
temps, ce qui signifie que les puissances impaires des dérivées temporelles ∂t doivent
être remplacées par les dérivées symétrisées ∂̂t. Dans la section (D.1.3), l’équation de
continuité est alors utilisée pour simplifier la dépendance du lagrangien au courant,
en contre-partie la dépendance à la densité est plus forte. En particulier, cette étape
génère des termes contenant des puissances impaires de la dérivée temporelle usuelle
agissant sur la densité. Enfin, l’invariance par ”boost” galiléen est imposée formelle-
ment dans la section (D.1.4), en remplacant les dérivées temporelles par des dérivées
convectives et en éliminant les contributions en volume non-invariantes par ”boost”
galiléen, c’est à dire que seules les dérivées par rapport aux coordonnées spatiales
ou temporelles et complètement constantes en temps, subsistent parmi les termes
non-invariants. Le résultat final pour le lagrangien, est de la forme L = Ln + Lj, où

<eLn = g + gtDn+ ĝtD̂n+ gttD
2n+ gt2(Dn)2 + <egss∆n+ <egs2(∇n)2 + gtttD

3n

+ ĝtttD̂
3n+ gtt,tD

2nDn+ ĝtt,tD
2nD̂n+ <eĝtssD̂∆n+ <eĝts,sD̂∇n · ∇n

+ <eĝt,ss∆nD̂n

(15.57)

et

<eLj = <eGa
j,k∂ajjjk +Gtj · D̂j + nγttj ·D2j +Gt2(D̂j)

2 + n<eγ̂0a
j ,kjkD̂∂ajj

+ n<eγabj ,k∂a∂bjjjk + n<eγa,bj,k∂ajj∂bjk + nγ̂tttj · D̂3j + Ĝtt,tD
2j · D̂j

+ n<eγ̂0ab
j ,kD̂∂a∂bjjjk + <eĜab,0

j ,k∂a∂bjjD̂jk + <eĜ0a,b
j ,kD̂∂ajj∂bjk

(15.58)
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On renvoie aux équations (D.22), (D.24) et (D.25) pour les coefficients qui ne sont pas
des fonctions locales de la densité n et de ses dérivées spatio-temporelles. On s’attend
à ce que la partie imaginaire du lagrangien soit liée aux termes de l’équation (15.57)-
(15.58) correspondant aux forces dissipatives. Une telle corrélation entre la partie
réelle et lapartie imaginaire est confirmée pour les parties aux ordres O((ρ− ρ∗)2) et
O(∂2) du lagrangien par le simple calcul en (D.3). Il y a deux sources différentes de
contributions imaginaires au lagrangien, les deux étant reliées aux dérivées spatiales.
Les simples dérivées spatiales correspondent à i fois les simples dérivées par rapport
aux impulsions spatiales et agissant sur les fonctions de vertex. La partie d’ordre
O(p) des fonctions de vertex est réelle lorsque l’énergie s’annule, rendant ainsi G0, G
et Ga

tt purement imaginaire. La dérivée seconde par rapport aux impulsions spatiales
agissant sur les fonctions de vertex produit des contributions réelles et imaginaires et
ces dernières sont proportionnelles à sgn(E). La partie imaginaire du lagrangien est
donc

=mLn = =mgss∆n+ =mgs2(∂n)2 + =mĝtssD̂∆n+ =mĝts,sD̂∂n∂n+ =mĝt,ss∆nD̂n

(15.59)

et

=mLj = =mG0 ·Dj + =mG · j + =mGtt ·D2j + =mGa
j,k∂ajjSjk + n=mγ̂0a

j ,kjkSD̂∂ajj

+ n=mγabj ,k∂a∂bjjSjk + n=mγa,bj,k∂ajjS∂bjk + n=mγ̂0ab
j ,kD̂∂a∂bjjSjk

+ =mĜab,0
j ,k∂a∂bjjSD̂jk + =mĜ0a,b

j ,kD̂∂ajjS∂bjk

(15.60)

où S est donnée par l’équation (15.49). Comme mentionné plus haut, seule la partie
réelle de l’action effectuve doit être prise en compte dans le calcul des équations du
mouvement car la partie imaginaire reflète les corrélations entre la ”fuite” de l’état
quantique et le mouvement spatio-temporel.

15.5 Equations du mouvement

On a mentionné au début de la section (15.4) que l’équation du mouvement
(15.33), correspondant à l’action effective (15.10),

δ<eΓ[ρ]

δρx̃
=

∞∑
n=1

∫
ã1,...,ãn

1

n!
Γx̃,ã1,...,ãn(ρ− ρ∗)ã1 · · · (ρ− ρ∗)ãn = 0,

(15.61)

est satisfaite par la densité de courant lorsque la source externe est éteinte. On re-
marque que les théories effectives contiennent toujours des dérivées d’ordre supérieurs
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et que les conditions initiales impliquent donc pas seulement la densité et le courant
à l’instant initial t = 0, mais aussi un certain nombre de dérivées temporelles.

On considère d’abord les aspects mathématiques des équations du mouvement, les
équations d’Euler-Lagrange généralisées avec des dérivées symétrisées et convectives,
ainsi que les difficultés induites par une contrainte, en l’occurence l’équation de conti-
nuité et les différences entre la plus simple des équations du mouvement avec et sans
brisure spontanée de l’invariance par renversement du temps. Enfin, on termine cette
section par une discussion qualitative des degrés de liberté contrôlés par les équations
du mouvement du lagrangien effectif.

15.5.1 Dérivées convectives

Les équations du mouvement (15.61), peuvent être obtenues de manière standard,
en effectuant une variation infinitésimale de ρµ = (n, j) et en généralisant la dérivation
usuelle des équations d’Euler-Lagrange pour des dérivations d’ordre plus élevées du
lagrangien effectif (15.57)-(15.58). Mais il est plus avantageux de suivre une procédure
où n’apparaissent que des quantités invariantes par ”boost”. Pour ce faire, on devrait
travailler avec des dérivées convectives plutôt qu’avec des dérivées temporelles et
écrire les variations des dérivées convectives de ρµ comme

δDρµ = Dδρµ + δρ · ∂ρµ,
δD2ρµ = D2δρµ + δρ · ∂Dρµ +D(δρ · ∂ρµ),
δD3ρµ = D3δρµ + δρ · ∂D2ρµ +D(δρ · ∂Dρµ) +D2(δρ · ∂ρµ).

(15.62)

On obtient des expressions similaires pour la variation contenant la dérivée D̂. En
suivant les étapes usuelles, on aboutit à l’ordre O(δρ) de variation de l’action

S(ρ,Dρ, D̂ρ,∇ρ,D2ρ,D∇ρ, D̂∇ρ,∇∇ρ,D3ρ, D̂3ρ,D2∇ρ,D∇∇ρ, D̂∇∇ρ,∇∇∇ρ)

(15.63)

On a donc

δS =

∫ [
δL

δρµ
δρµ +

δL

δDρµ
δDρµ +

δL

δD̂ρµ
δD̂ρµ +

δL

δ∂aρµ
δ∂aρµ

+
δL

δD2ρµ
δD2ρµ +

δL

δD∂aρµ
δD∂aρµ +

δL

δD̂∂aρµ
δD̂∂aρµ +

1

2

δL

δ∂a∂bρµ
δ∂a∂bρµ

+
δL

δD3ρµ
δD3ρµ +

δL

δD̂3ρµ
δD̂3ρµ +

δL

δD2∂aρµ
δD2∂aρµ +

1

2

δL

δD∂a∂bρµ
δD∂a∂bρµ

+
1

2

δL

δD̂∂a∂bρµ
δD̂∂a∂bρµ +

1

6

δL

δ∂a∂b∂cρµ
δ∂a∂b∂cρµ

]
(15.64)
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qui donne après intégration par partie l’équation du mouvement

0 =
δL

δρµ
−D

δL

δDρµ
+ D̂

δL

δD̂ρµ
− ∂a

δL

δ∂aρµ
+D2 δL

δD2ρµ

+ ∂aD
δL

δD∂aρµ
− ∂aD̂

δL

δD̂∂aρµ
+

1

2
∂a∂b

δL

δ∂a∂bρµ
−D3 δL

δD3ρµ
+ D̂3 δL

δD̂3ρµ

− ∂aD
2 δL

δD2∂aρµ
− 1

2
∂a∂bD

δL

δD∂a∂bρµ
+

1

2
∂a∂bD̂

δL

δD̂∂a∂bρµ

− 1

6
∂a∂b∂c

δL

δ∂a∂b∂cρµ
+

δL

δDρν

1

n
(∂µρν − δ0,µv · ∂ρν)

+
δL

δD̂ρν

1

n
(∂̂µρν − δ0,µv · ∂̂ρν) +

δL

δD2ρν

1

n
(∂µDρν − δµ,0v · ∂Dρµ)

− D
δL

δD2ρν

1

n
(∂µρν − δµ,0v · ∂ρν) +

δL

δD∂aρν

1

n
(∂µ∂aρν − δµ,0v · ∂∂aρν)

+
δL

δD̂∂aρν

1

n
(∂̂µ∂aρν − δµ,0v · ∂̂∂aρν)

+
δL

δD3ρν

1

n
(∂µD

2ρν − δµ,0v · ∂D2ρν) +
δL

δD̂3ρν

1

n
(∂̂µD

2ρν − δµ,0v · ∂̂D2ρν)

− D
δL

δD3ρν

1

n
(∂µDρν − δµ,0v · ∂Dρν) + D̂

δL

δD̂3ρν

1

n
(∂̂µDρν − δµ,0v · ∂̂Dρν)

+ D2 δL

δD3ρν

1

n
(∂µρν − δµ,0v · ∂ρν) +D2 δL

δD̂3ρν

1

n
(∂̂µρν − δµ,0v · ∂̂ρν)

+
δL

δD2∂aρν

1

n
(∂µD∂aρν − δµ,0v · ∂D∂aρν)−D

δL

δD2∂aρν

1

n
(∂µ∂aρν − δµ,0v · ∂∂aρν)

+
1

2

δL

δD∂a∂bρν

1

n
(∂µ∂a∂bρν − δµ,0v · ∂∂a∂bρν)

+
1

2

δL

δD̂∂a∂bρν

1

n
(∂̂µ∂a∂bρν − δµ,0v · ∂̂∂a∂bρν)

(15.65)

où on introduit la notation ∂µ = (1− δµ,0)∂µ.

15.5.2 Equation de continuité

L’application de (15.65) au lagrangien effectif produit les équations du mouvement
pour la densité n et pour chacune des composantes du courant j. On a donc pas
besoin de potentiel thermodynamique dans le système, car la dynamique interne est
complètement encapsulée dans l’action effective. Néanmoins, on doit imposer une
équation supplémentaire qui est la réminiscence d’une équation constitutive pour
l’hydrodynamique. La raison est, comme il a déjà été mentionné plus haut, que ρµ
satisfait toujours l’équation de continuité, une contrainte qui doit être prise en compte
par un multiplicateur de Lagrange. On considérera donc une action effective étendue
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Γ[ρ, λ] = Γ[ρ] + λ · ∂µρµ
(15.66)

avec les équations variationnelles correspondantes

0 = L0 + ∂0λ = Lj + ∂jλ,

(15.67)

où Lµ dénote les équations d’Euler-Lagrange de l’action effective Γ[ρ]. La dérivée
spatio-temporelle agissant sur λ est la dérivée partielle usuelle. On considérera aussi
l’équation de continuité (15.15) comme une équation du mouvement pour n et la
première équation dans (15.67) comme une équation constitutive pour une quantité
qui joue le rôle réminiscent de la pression dans l’équation du mouvement pour la
pression.

15.5.3 Brisure spontanée de l’invariance par renversement
du temps

Après avoir introduit le système des équations du mouvement en général, on re-
garde de près la manière dont l’invariance par renversement du temps est brisée en
raison des dérivées symétrisées. On considère le cas le plus simple, le lagrangien

L = ψ†[i∂t − h+ iεsgn(h)]ψ + j†ψ + ψ†j,

(15.68)

pour un champ complexe ψt. L’équation d’Euler-Lagrange correspondant à ψ† est

[i∂t − h+ iεsgn(h)]ψ = −j.
(15.69)

Les deux premiers termes dans le lagrangien et l’équation du mouvement sont inva-
riants par renversement du temps. Le terme infinitésimal est impair par rapport au
renversement du temps et fixe une direction du temps privilégiée, dépendante du signe
de l’énergie h. En fait, la solution de l’équation du mouvement peut être aisément
obtenue au moyen du propagateur causal

Gt =

∫
ω

e−iωt

ω − h+ iεsgn(h)

= −ie−ihtΘ(tsgn(h)),

(15.70)

comme

ψt = ie−iht
∫
t′

Θ((t− t′)sgn(h))eiht
′
jt′ .

(15.71)
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Lorsque h = 0+, cette expression correspond simplement à l’intégration de l’équation
∂tψ = i · j. La constante d’intégration additive à la solution est fixée par la condition
ψ−∞ = 0. La partie du lagrangien symétrique par renversement du temps i∂0−h agit
en avant ou en arrière, selon le signe du terme explicite de brisure temporelle. En fait,
l’intégration sur le côté droit de (15.71) filtre la composante fréquentielle −h de la
source j passée ou future selon sgn(h). Une façon formelle mais bien plus exploitable
d’exprimer la même chose est de remarquer que la différence entre la brisure de
symétrie spontanée et la brisure de symétrie explicite est que le lagrangien nu ou les
quantités extraites à partir de ce dernier, en particulier le propagateur, sont invariants
ou pas par rapport à la symétrie en question. Le propagateur Gt est clairement non-
invariant sous renversement du temps selon la prescription de Feynman iε.

Montrons comment la situation change lors du remplaçement ∂t → ∂̂t dans le
lagrangien. On aurait ainsi dans ce dernier un champ réel

L̂ = φ[i∂̂t − h+ iεsgn(h)]φ+ jφ,

(15.72)

qui générerait une équation du mouvement

[i∂̂t − h+ iεsgn(h)]φ = −j.
(15.73)

Le propagateur causal

Ĝt =

∫
ω

e−iωt

|ω| − h+ iεsgn(h)

=

∫ ∞

0

dω

π

cosωt

ω − h+ iεsgn(h)
,

(15.74)

reste invariant sous renversement du temps. On considère d’abord le cas h = 0±,où le
propagateur, Ĝ, est donné par l’équation (15.48). La solution de ∂̂tφ = i · j est alors

φt =
1

2π

∫ ∞

−∞
dt′ ln[(t− t′)2 + ε2]jt′ .

(15.75)

Remarque 15.5.1 – L’équation (15.73) n’est pas une équation différentielle du
premier ordre car la dérivée symétrisée ∂̂, donnée par l’équation (15.51) est
non-locale. Néanmoins l’équation ∂̂tφt = 0 n’admet de solutions non-triviales
que la constante, ce qui peut être vu à l’aide de son expression dans l’espace de
Fourier 0 = |ω|φω. Ainsi, la solution de l’équation (15.73) devient unique dès
lors qu’une condition aux limites est imposée à t = ∞ ou t = −∞.

– Une autre remarque peut être faite sur l’indépendance du propagateur par rap-
port à sgn(h) à h = 0 qui permet de mélanger les contributions passées et futures
dans la solution de (15.75), ceci en accord avec la remarque précédente sur la
brisure spontanée de symétrie.
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– Essayons de comprendre qualitativement la différence entre les équations (15.69)
et (15.73) lorsque φω ne s’annule pas que pour ω1 < |ω| < ω2 seulement. Les
solutions doivent être similaires pour de grands ω1 ≈ ω2 sauf lors de l’appari-
tion du mélange passé-futur en résolvant l’équation avec la dérivée symétrisée.
Puisqu’on n’a pas d’échelle de temps finie à notre disposition, la différence entre
les solutions devrait être logarithmique comme ω2/ω1. Il est facile de voir que
cette propriété est reproduite par la solution de (15.75). A cette fin, on choisit
jt qui ne s’annule pas pour −T1 ≤ t ≤ 0 et on cherche une solution pour t > T2.
On a évidemment ω1 ≈ 1/(T1 +T2) et ω2 ≈ 1/T2 dans ce cas. La variation dans
le propagateur de l’équation (15.73) est ln(T1 + T2)− ln(T2) ≈ lnω2/ω2.

La seconde des équations (15.74) peut être utilisée pour obtenir le propagateur
pour des valeurs non-nulles de h. Pour h > 0 on trouve

Ĝt(h > 0) =

∫ ∞

0

dω

π
P

cosωt

ω − h
− iπ cosht,

(15.76)

et le propagateur filtre dans la solution φ = Ĝ · j les modes de fréquence approxi-
mativement ±h lorsque h > 0 et ce, en accord avec les remarques précédentes sur la
brisure de symétrie spontanée laissant le lagrangien et son propagateur symétrique.
Lorsque h < 0 alors

Ĝt(h < 0) =

∫ ∞

0

dω

π

cosωt

ω + |h|
,

(15.77)

Il n’y a donc pas de fréquence à filtrer qui soit privilégiée et la solution reçoit des
contributions principalement des fréquences |ω| < |h|. Remarquons que dans aucun
cas le terme de brisure de symétrie explicite ne joue de rôle.

15.5.4 Modes hydrodynamiques

Après avoir considéré les équations du mouvement de différents points de vue
formels, on en arrive à des questions plus physiques. Quels types de degré de liberté
correspondent à l’équation du mouvement. Afin de répondre à cette question, il est
intéressant de ré-interpréter l’action effective (15.7) pour les opérateurs composites
ψ† · Oã · ψ comme une bosonisation [171]. En fait, les excitations de notre système
dans un sous-espace à nombre de particules donné peut être décrit par l’application
répétée de l’opérateur bosonique bi-linéaire ψ†xψy agissant sur l’état de plus basse
énergie du sous-espace en question car le nombre de particules est conservé par les
interactions. Autrement dit, n’importe quel état excité peut être obtenu en terme
d’excitations particules-trou au-dessus de l’état fondamental. L’action nue pour le
champ correspondant à nos opérateurs composites est donné par [172]

e
i
~S[ρ] =

∫
D[ψ]D[ψ†]D[u]e

i
~ψ

†·(G−1−u−V )·ψ− i
2~u·U

−1·u
∏
x̃

δρx̃,ψ†·Ox̃·ψ

(15.78)
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qui peut être décrit comme

e
i
~S[ρ] =

∫
D[σ]e

i
~W [σ]− i

~ρ·σ

(15.79)

au moyen de la représentation de Fourier de la distribution de Dirac. L’approxima-
tion du point-selle à l’ordre ”arbre” de cette fonctionnelle donne l’identité S[ρ] = Γ[ρ]
selon les règles de la transformation de Legendre (C.12). Ainsi, l’équation du mou-
vement (15.61) peut être considérée comme une approximation à l’ordre ”arbre” de
l’équation du mouvement pour la valeur moyenne du champ qui contrôle les excita-
tions bosoniques du système. L’existence d’une solution non-triviale, un point-selle
non-trivial, indique la présence d’un condensat de ces quanta. Ainsi, l’équation du
mouvement (15.61) gouverne un condensat d’excitations bosoniques collectives de la
surface de Fermi. On peut comprendre facilement l’émergence d’une approximation
semi-classique en remarquant que le spectre d’excitations au-dessus du niveau de
Fermi d’un système macroscopique avec une densité finie de fermions est dense et
obéit à la statistique d’échange bosonique.

On retrouve un tel cas, quoique plus intuitif, en hydrodynamique moléculaire [175].
La moyenne effectuée sur les mouvements des particules dans un volume de contrôle
approprié produit des champs hydrodynamiques qui contrôlent la dynamique en deçà
des échelles de distance atomiques. En quels sens, l’équation du mouvement décrit
elle à grande distance, les modes hydrodynamiques ? Une réponse quantitative à cette
question nécessite une analyse par le groupe de renormalisation de l’intégrale de che-
min (15.3). Dans le présent travail, on remplace une telle analyse par la coupure
courte présentée dans l’appendice (D.3), nommément par un calcul direct et simplifié
de l’action effective avec une coupure `0 > τmicrvF . Un tel choix de la coupure spa-
tiale correspond à une moyenne sur le mouvement des particules en hydrodynamique
moléculaire. Ce qu’on peut dire à un niveau quantitatif, c’est que les excitations
collectives, condensées et de basse énergie de la surface de Fermi sont supposées
représenter les modes à grande distance du système. Ainsi, l’équation du mouvement
peut être vue comme une équation effective pour la structure à grande distance. Ceci
est consistent avec l’interprétation de ρx̃ comme valeur moyenne de la densité et du
courant dans l’état fondamental et en présence d’une source adiabatique externe. En
fait, les excitations à courte distance émergent lorsque l’opérateur de densité de cou-
rant est considéré proche des frontières du domaine ou lorsqu’il est coincé dans un
état fondamental avec d’autres opérateurs locaux. Un exemple de tels opérateurs est
donné par la fonction de Green avec une séparation spatio-temporelle faible entre les
opérateurs. En l’absence de telles opérateurs en ignorant les effets de surface proches
des bords du domaine de l’écoulement, la valeur moyenne ρx̃ = 〈0|ψ† · Ox̃ · ψ|0〉 de-
vrait en effet recevoir des contributions des basses énergies et seulement des modes à
grande distance qui survivent aux processus de relaxations rapides.



15.6. Ordre principal 211

15.6 Ordre principal

Après avoir obtenu le lagrangien effectif (15.57)-(15.58) et les équations d’Euler-
Lagrange généralisées (15.65) on est en position de construire les équations hydro-
dynamiques. Le calcul est direct mais long et est présenté brièvement dans l’annexe
(D.2). On discute dans cette section de la partie dominante de cette équation et on
la compare avec l’équation de Navier-Stokes usuelle. On écrit les coefficients dans le
lagrangien comme une somme g = g(0) + g(1) + · · · , où les g(n) sont les contributions
de l’ordre O((ρ − ρ∗)n). La contribution principale dans O(ρ − ρ∗), O(D), O(D̂) et
O(∂2) à l’équation du mouvement pour la densité est

0 = ∂ng
(1) + ∂nĝ

(1)
t D̂n+ D̂ĝ

(1)
t + <e∆gss + ∂0λ

(15.80)

où les coefficients

ĝ
(1)
t = 2Γ0

0,0(n− n∗),

<eg(1)
ss = 2<eCss

2 ,0(n− n∗),

(15.81)

sont donnés en terme de dérivées des fonctions de vertex à deux et à trois points
(D.22). En utilisant une de ces relations dans (D.8), on obtient

Css
2 ,0 = − 1

12
∆p1Γ0,0,

(15.82)

L’équation (15.80) peut être écrite comme

0 = Γ0 + 4Γ0
0,0D̂n−

1

6
∆p1Γ0,0∆n+ ∂0λ.

(15.83)

Les coefficients sont

4Γ0
0,0 = −2i~

∂EG̃
tt

(G̃tt)2

= −2
~π
∫
q

1
(E2

q+γ2)2

(
∫
q

1
E2

q+γ2 )2
,

(15.84)

et

2<eCss
2 ,0 = <e

(
∂p2G̃

tt

3(G̃tt)2
− (G̃st)2

3(G̃tt)2G̃L

)

=
π
∫
q

[
Eq

(E2
q+γ2)2

+
q2(E2

q+2γ2)

3m(E2
q+γ2)3

]
6mγ(

∫
q

1
E2

q+γ2 )2
+

π(
∫
q

q2Eq

(E2
q+γ2)2

)2

9γ
∫
q

q2

E2
q+γ2 (

∫
q

1
E2

q+γ2 )2
.

(15.85)
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La première équation dans (15.84)-(15.85) donne les coefficients exprimés en fonction
des fonctions de Green. Ils sont obtenus en utilisant les relations (D.63) entre les
fonctions de Green et les fonctions de vertex. La seconde équation dans (15.84)-(15.85)
contient les résultats du développement à une boucle, tirées des équations (D.58).
Ici, Eq est défini comme l’énergie d’une particule donnée par l’équation (D.48) en
fonction du potentiel chimique µ. Les intégrales sur les impulsions dans ces équations
ainsi que les suivantes sont contraintes dans la région |q| ≤ 2π/`0, `0 étant donné
dans le régime hydrodynamique par (D.59). Les intégrales de boucle sont donc des
fonctions des paramètres libres du modèle, la masse effective m, la densité n∗ =
4π(2mµ)3/2/3~3 et le temps de vie, τmicr = ~/γ. Ce schéma est cohérent et consistent
pour des amortissements suffisamment forts des excitations élémentaires, la limite
supérieure du temps de vie est donnée par (D.60).

L’équation à l’ordre principal pour le courant donne l’équation du mouvement
pour la vitesse

0 = nD̂va + n<eL
bc(0)

a,k ∂b∂cvk +
∂aλ

4C0,2

(15.86)

où les coefficients sont donnés par (D.24) et (D.33). Cette équation pourra être écrite
d’une manière plus transparente comme

nD̂va = Fa + η∆va +
(
ξ +

η

3

)
∂a(∇ · v).

(15.87)

Le membre de gauche peut être considéré comme l’analogue microscopique du terme
d’accélération dans l’équation de Navier-Stokes, à ceci près que la dérivée symétrisée
D̂ représente la dérivée convective usuelle. D’après ce qui a été dit en section (15.5.3),
cette différence peut être négligeable un temps suffisamment long après avoir imposé
la condition initiale, lorsque les processus de relaxation peuvent établir une brisure
de symétrie du renversement du temps. Considérons un à un les différents termes
du membre de droite dans l’équation (15.87) tels qu’ils sont donnés par les calculs
présentés dans l’appendice (D.2.1). Le premier terme de (15.87) représente une force
conservative qui peut être obtenue à partir de la pression

p =
3n

2i~∂E(2Γ̂T + Γ̂L)
= − 3n(G̃L)2

6i~∂EG̃T
= −λ

n~(
∫
q

q2

E2
q+γ2 )

2

6m2π
∫
q

q2

(E2
q+γ2)2

(15.88)

La première équation donne ici la pression en fonction des vertex selon (D.35). La
seconde exhibe la pression au moyen des fonctions de Green connexes comme elles
sont exprimées dans l’équation (D.36). Enfin, la simple approximation de l’action
effective, résumée dans (D.58), amène à la dernière des équations.

Les deux derniers termes du membre de droite de l’équation du mouvement
contiennent les coefficients de viscosité de volume et de cisaillement
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<eL
bc(0)

a,k = ηδk,aδb,c +
1

2

(
ξ +

η

3

)
(δc,kδb,a + δc,aδb,k)

(15.89)

Les équations (D.33), (D.35) et (D.39) donnent

η = −<e
3∂p2Γ̂

T

i~∂E(2Γ̂T + Γ̂L)
,

ξ = −<e

3
p2

(ΓL − ΓT )

i~∂E(2Γ̂T + Γ̂L)
+ <e

∂p2Γ̂
T

i~∂E(2Γ̂T + Γ̂L)
.

(15.90)

A l’aide de (D.63) et de (D.58) on peut récrire η et ξ comme

η = −<e
∂p2G̃

T

i~∂EG̃T

= −

∫
q
q2
(

Eq

2m(E2
q+γ2)2

+
q2(E2

q+2γ2)

6m2(E2
q+γ2)3

)
γ
∫
q

q2

(E2
q+γ2)2

.

(15.91)

et

ξ = −<esgn(E)
2i

~

(
(G̃st)2

G̃tt∂EG̃T
+
∂p2G̃

T − ∂p2G̃
L

∂EG̃T

)
+ <esgn(E)

∂p2G̃
T

3i~∂EG̃T

=
1

3~γ
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1
E2

q+γ2

3
∫
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q2

(E2
q+γ2)2

−
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∫
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q2Eq

(E2
q+γ2)2

)2

m2
∫
q

q2

(E2
q+γ2)2

∫
q

1
E2

q+γ2

+

∫
q
q2
(

Eq

2m(E2
q+γ2)2

+
q2(E2

q+2γ2)

6m2(E2
q+γ2)3

)
3γ
∫
q

q2

(E2
q+γ2)2

(15.92)

15.7 Conclusion

On a proposé dans ce travail une méthode alternative pour dériver les équations
hydrodynamiques pour un liquide quantique. On a étudié le potentiel effectif pour la
densité et le courant puisqu’il contrôle les excitations bosoniques les plus importantes.
On a argué du fait que les interactions, en particulier les forces dissipatives, limitent la
non-localité de l’action effective à l’aide du libre parcours moyen, ce qui permet d’iden-
tifier une densité lagrangienne. Une analyse précise du comportement non-analytique
des vertex en énergie, générés par dissipation, ont permis d’établir des équations du
mouvement invariantes par brisure spontanée de symétrie par renversement temporel.
Cette construction a été utilisée pour poser un ”ansatz” pour le lagrangien effectif
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qui permet d’obtenir une généralisation d’équations d’Euler-Lagrange généralisées et
compatibles avec l’hydrodynamique. L’équation du mouvement à l’ordre principal du
développement double de Ginzburg-Landau a été comparée à l’équation de Navier-
Stokes et on a pu identifier les coeffcients de viscosité.

Un certain nombre de questions en suspens subsistent et seront clarifiées ultérieurem-
ent. La première question est la relation entre le schéma proposé dans cette thèse pour
obtenir les paramètres hydrodynamiques comme les viscosités, à partir de modèles
microscopiques et les schémas basés sur l’analyse des fonctions de Green. Les deux
approches sont basées sur le comportement infrarouge du propagateur inverse pour le
courant, mais la façon dont on l’obtient et dont on l’utilise est différente. En fait, on
a inversé la totalité de la matrice 4×4 du propagateur densité-courant en obtenant la
partie quadratique de l’action effective, alors que la formule de réponse linéaire n’in-
clut que le propagateur courant-courant. Le résultat obtenu est que les coefficients de
viscosité obtenus sont linéaires dans le propagateur.

L’amélioration la plus importante provient de l’inclusion des degrés de liberté de
l’environnement dans la description et de l’utilisation du groupe de renormalisation
pour amener la coupure au régime hydrodynamique. Une attention spéciale doit être
de mise dans ce cas, car ce régime est non-relativiste et les lois d’échelle sont différentes
en espace et en temps et car il faut clarifier la manière dont les dérivées symétrisées
font apparâıtre des dérivées partielles. L’inclusion systématique des effets d’impuretés
aux frontières du domaine peuvent rendre ce schéma plus réaliste et général. Enfin,
on mentionne un problème formel, la brisure de l’invariance par ”boost” galiléen
lors de la régularisation. C’est une question particulièrement importante aux grandes
distances du régime hydrodynamique où la compréhension de l’origine de la turbulence
requiert que toutes les symétries spatio-temporelles doivent être préservées à une
échelle microscopique.
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Annexe A

Notations

A.1 Quadri-vecteurs

Les quadri-vecteurs, introduits comme x = xµ = (x0, x), x0 = t, p = pµ = (p0, p),
p0 = −ω, et le produit scalaire

xp = xµpµ =
∑
µ

xµpµ = x · p− tω (A.1)

sont strictement non-relativistes, ils apparaissent uniquement pour compactifier les
expressions. Les lettres grecs et les lettres du début de l’alphabet latin dénomment les
indices des composantes des quadri-vecteurs. Les indices j, k, `,m ainsi n représentent
les indices spatiaux.

A.2 Intégrales

Les notations pour les intégrales spatio-temporelles sont∫
ddx = ad

∑
x

=

∫
x

(A.2)

∫
x

fxgx = f · g (A.3)

∫
ddp

(2π)d
=

1

V

∑
p

=

∫
p

,

fp =

∫
x

e−ipxfx (A.4)

fx =

∫
p

eipxfp (A.5)

∫
ã

≡
∫

(a,x)

=
∑
a

∫
x

(A.6)

217



218 Chapitre A. Notations



Annexe B

Dérivées symétrisées

B.1 Définition

On vérifie aisément que

∫
x

f ′xgx =

∫
x,p,q

fpgqe
ix(p+q)ip =

∫
p,q

δp+q,0fpgqip =

∫
p

fpg−pip

−
∫
x

fxg
′
x = −

∫
x,p,q

fpgqe
ix(p+q)iq = −

∫
p,q

δp+q,0fpgqiq =

∫
q

f−qgqi(−q) (B.1)

L’intégration par partie dans l’espace réel correspond à utiliser la distribution de
Dirac conservant les impulsions et à effectuer le changement p → −p dans l’espace
des impulsions.

∂t → ∂̂t = −iω → −i|ω| = −i
√
ω2 → −i

√
(i∂t)2 =

√
∂2
t (B.2)

La fonction de Heaviside s’écrit sous forme de Fourier comme

Θ(ω) =

∫
dτ

2πi

eiωτ

τ − iε
(B.3)
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(∂̂t)t = (
√
∂2
t )t

= −i
∫
ω

e−iωtsign(ω)ω

= −i
∫
ω

dτ

2πi
e−iωtω

(
eiωτ

τ − iε
− e−iωτ

τ − iε

)
= −i

∫
ω

dτ

2πi
eiω(τ−t)ω

(
1

τ − iε
+

1

τ + iε

)
= −i

∫
ω

dτ

2πi
eiω(τ−t) 2ωτ

τ 2 + ε2

= 2∂t

∫
ω

dτ

2πi
eiω(τ−t) τ

τ 2 + ε2

= 2∂t

∫
dτ

2πi
δτ−t,0

τ

τ 2 + ε2

= − i

π
∂t

t

t2 + ε2

= − i

π

(
1

t2 + ε2
− 2t2

(t2 + ε2)2

)
=

i

π

t2 − ε2

(t2 + ε2)2

≈ i

π

1

t2 + ε2

=
i

ε
δε(t) (B.4)

(∂̂0)x,y = −iδ~x,~y
∫
ω

|ω|eiω(x0−y0) =
i

π
δ~x,~y

1

(x0 − y0)2
(B.5)

Ce qui élimine le ”mauvais” signe de l’intégration par partie

∫
t

ftδ̂0gt =

∫
t

gtδ̂0ft (B.6)
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(∂t)t = −i
∫
ω

e−iωtω

= −i
∫
ω

dτ

2πi
e−iωtω

(
eiωτ

τ − iε
+
e−iωτ

τ − iε

)
= −i

∫
ω

dτ

2πi
eiω(τ−t)ω

(
1

τ − iε
− 1

τ + iε

)
= −i

∫
ω

dτ

2πi
eiω(τ−t) 2iωε

τ 2 + ε2

= 2π

∫
ω

dτ

2πi
ωeiω(τ−t)δτ,0

= 2iπ∂t

∫
ω

dτ

2πi
eiω(τ−t)δτ,0

= 2iπ∂t

∫
ω

1

2πi
e−iωt

= ∂tδt,0 (B.7)

St = −i(sgn(ω))t

= −i
∫
ω

e−iωtsgn(ω)

= −i
∫
ω

dτ

2πi
e−iωt

(
eiωτ

τ − iε
− e−iωτ

τ − iε

)
= −i

∫
ω

dτ

2πi
eiω(τ−t)

(
1

τ − iε
+

1

τ + iε

)
= −i

∫
ω

dτ

2πi
eiω(τ−t) 2τ

τ 2 + ε2

= −2i

∫
dτ

2πi
δτ−t,0

τ

τ 2 + ε2

= − 1

π

t

t2 + ε2

≈ −1

ε
tδε(t) (B.8)

B.2 Propriétés formelles de ∂̂

Soit f(t) = 0 pour t < 0,

fL(ω) =

∫ T

0

dteitωf(t) (B.9)
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On utilise

∂̂fL(ω) =

∫ T

0

dteitω
∫ T

0

dt′D̂(t− t′)f(t′)

=

∫ T

0

dtf(t)

∫ T

0

dt′D̂(t− t′)eit
′ω

=

∫ T

0

dtf(t)

∫ T

−T
dt′D̂(t− t′)eit

′ω −
∫ T

0

dtf(t)

∫ 0

−T
dt′D̂(t− t′)eit

′ω

= i|ω|
∫ T

0

dtf(t)eitω − i

ε

∫ T

0

dtf(t)

∫ 0

−T
dt′

ε

π

eit
′ω

(t− t′)2 + ε2
(B.10)

Soit t′′ = t′ − t,

∂̂fL(ω) = i|ω|fL(ω)− i

ε

∫ T

0

dteitωf(t)

∫ −t

−T−t
dt′′

ε

π

eit
′′ω

t′′2 + ε2

≈ i|ω|fL(ω)− i

ε

∫ T

0

dteitωf(t)

∫ −t

−T−t
dt′′eit

′′ω δ̂ε(t
′′) (B.11)

où

δ̂ε(t) =
Θ(ε− t)Θ(ε+ t)

2ε
(B.12)

∂̂fL(ω) = i|ω|fL(ω)− i

ε

∫ T

0

dteitωf(t)

{
e−itω−e−iεω

2iεω
0 < t < ε

0 t > ε

= i|ω|fL(ω)− i

ε

∫ ε

0

dteitωf(t)(−iω)
ε− t

2iεω

= i|ω|fL(ω)− f(0)
i

ε

∫ ε

0

dt
t− ε

2ε

= i|ω|fL(ω)− f(0)
i

ε

ε2

2
− ε2

2ε

= i

(
|ω|fL(ω) +

f(0)

4

)
(B.13)

Puisque

∫
dt

t2 + ε2
=

1

ε
arctan

t

ε∫
dx arctan

x

ε
= x arctan

x

ε
− ε

2
ln

(
x2

ε2
+ 1

)
(B.14)
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∫ T

0

dtdt′f(t)D̂(t− t′)Θ(t′)g(t′)−
∫ T

0

dtf(t)Θ(t)

∫ T

−T
dt′D̂(t− t′)g(t′)

= − i

πε

∫ T

0

dtf(t)g(t)

(
arctan

t

ε
− π

2

)
≈ − i

πε
f(0)g(0)

∫ T

0

dt

(
arctan

t

ε
− π

2

)
≈ − i

πε
f(0)g(0)

[
Tπ

2
− ε

2
ln

(
T 2

ε2
+ 1

)
− Tπ

2

]
≈ f(0)g(0)

i ln T 2

ε2

2π
(B.15)
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Annexe C

Source et action effective

C.1 Modèle

L’hamiltonien est supposé être la somme de trois termes, H = Hk +Hi +Hr où

Hk =

∫
dx ψ†(x)

(
− ~2

2m
∆x − µ

)
ψ(x),

Hi =

∫
dx V (x)ψ†(x)ψ(x) +

1

2

∫
dx dx′ψ†(x′)ψ(x′)U(x′, x)ψ†(x)ψ(x).

(C.1)

La représentation par intégrale de chemin de l’amplitude vide-vide est

Z =

∫
D[ψ]D[ψ†]D[u]e

i
~S[ψ†,ψ,u],

(C.2)

après l’introduction d’un champ auxiliaire u(x) avec

S[ψ†, ψ, u] =

∫
d4x ψ†(x)

[
i~∂t +

(
~2

2m
∆ + µ− V (x)− u(x)

)
ψ(x)

]
− 1

2

∫
d4x d4y u(x)U−1(x, y)u(y),

(C.3)

où ∫
d4z U(x, z)U−1(z, y) = δ(x− y).

(C.4)

La variable de champ ψ(x) est un nombre complexe ou grassmanien, pour des parti-
cules de spin entier ou demi-entier.
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e
i
~W [σ] =

∫
D[ψ]D[ψ†]D[u]e

i
~ψ

†·(G−1−u−V+σ/)·ψ− i
2~u·U

−1·u,

(C.5)

On régularise sur réseau :

S[ψ†, ψ, u] = a6
sa

2
t

∑
x,y

ψ†s,x
[
G−1
x,y − δx,y(ux + Vx)

]
ψs,y −

a6
sa

2
t

2

∑
x,y

uxU
−1
x,yuy,

(C.6)

G−1
x′,x = i~

1

aτ

(
δKx′,x − δK

x′,x+0̂

)
+

~2

2ma2

∑
j>0

(
δK
x′+ĵ,x

+ δK
x′−ĵ,x − 2δKx′,x

)
+ µδKx′,x,

(C.7)

ψ† · σ/ · ψ = ψ† · σ0 · O0 · ψ + ψ† · σj · Oj · ψ,
ψ† · O0,x · ψ = ψ†

x+0̂
ψx,

ψ† · Oj,x · ψ =
i~

2ma

∑
j>0

[
ψ†
x+ĵ

ψx − ψ†xψx+ĵ

]
.

(C.8)

(O0,x)y,z = δx+0̂,yδx,z, (Oj,x)y,z =
i~

2ma

(
δy,x+ĵδz,x − δy,xδz,x+ĵ

)
.

(C.9)

On place une coupure dans l’espace des impulsions :

ψ† · σ/ · ψ = ψ† · σ0 · O0 · ψ + ψ† · σj · Oj · ψ,
ψ† · O0,x · ψ = ψ†xψx,

ψ† · Oj,x · ψ =
i~

2ma

[
∂jψ

†
xψx − ψ†x∂jψx

]
.

(C.10)

Γ[ρ] = −W [σ] + σα̃ · ρα̃, ρα,x =
δW [σ]

δσα,x
.

(C.11)

La transformation inverse est similaire à (C.11) excepté que la seconde équation est
remplacée par

σα,x =
δΓ[ρ]

δρα,x
.

(C.12)
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C.2 Particules non-interagissantes

On se plaçe dans le cas le plus simple, celui où les particules sont non-interagissantes
et les corrélations dans la densité et le courant apparaissent uniquement en raison de
la statistique d’échange. Cette dernière est prise en compte au travers de ν = −1
pour les fermions et de ν = +1 pour les bosons.

On prend U = u = V = 0 et on trouve pour les fermions

Wni[σ] = i~νTr log[G−1 + σ/] = i~νTr logG−1 − i~ν
∞∑
n=1

(−1)n

n
Tr(G · σ/)n

(C.13)

Le changement de variable est effectué en inversant la relation

ρã = i~ν
∞∑
n=0

(−1)nTr [(G · σ/)n ·G · Oã] ,

(C.14)

où ã = (a, x).On utilise le propagateur particule-trou,

G̃ã,b̃ = i~νTr[G · Oã ·G · Ob̃]

(C.15)

et on cherche une inversion sous la forme d’une série fonctionnelle en puissance de
r = G̃−1 · (ρ− ρ∗),

σã =
∞∑
n=1

∫
ã1,...,ãn

1

n!
Aã,ã1,...,ãnrã1 · · · rãn

(C.16)

C.2.1 Développement de σ

On insère (C.16) dans (C.14) afin d’isoler les différentes puissances de r et d’iden-
tifier les coefficients A,

ρã =

∫
b̃

G̃ã,b̃rb̃ + ρ∗ã = i~ν
∞∑
n=0

(−1)nTr [(G · σ/)n ·G · Oã] .

(C.17)

Ordre O(r0)

Pour l’ordre O(r0) on trouve

ρ∗ã = i~νTr[G · Oã]

(C.18)
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Ainsi∫
b̃

G̃ã,b̃rb̃ = i~ν
[
(−Tr [(G · σ/) ·G · Oã] + Tr

[
(G · σ/)2 ·G · Oã

]
− Tr

[
(G · σ/)3 ·G · Oã

]
+ Tr

[
(G · σ/)4 ·G · Oã

]
+

∞∑
n=5

(−1)nTr [(G · σ/)n ·G · Oã]

]
= i~ν

[
−
∫
a1,...,a4

Ga1a2σ/a2a3
Ga3a4(Oã)a4a1 +

∫
a1,...,a6

Ga1a2σ/a2a3
Ga3a4σ/a4a5

Ga5a6(Oã)a6a1

−
∫
a1,...,a8

Ga1a2σ/a2a3
Ga3a4σ/a4a5

Ga5a6σ/a6a7
Ga7a8(Oã)a8a1

+

∫
a1,...,a10

Ga1a2σ/a2a3
Ga3a4σ/a4a5

Ga5a6σ/a6a7
Ga7a8σ/a8a9

Ga9a10(Oã)a10a1

+
∞∑
n=5

(−1)nTr [(G · σ/)n ·G · Oã]

]
= i~ν

[
−
∫
a1,...,a4,c̃

Ga1a2σc̃(Oc̃)a2a3Ga3a4(Oã)a4a1

+

∫
a1,...,a6,c̃,d̃

Ga1a2σc̃(Oc̃)a2a3Ga3a4σd̃(Od̃)a4a5Ga5a6(Oã)a6a1

−
∫
a1,...,a8,c̃,d̃,ẽ

Ga1a2σc̃(Oc̃)a2a3Ga3a4σd̃(Od̃)a4a5Ga5a6σẽ(Oẽ)a6a7Ga7a8(Oã)a8a1

+

∫
a1,...,a10,c̃,d̃,ẽ,f̃

Ga1a2σc̃(Oc̃)a2a3Ga3a4σd̃(Od̃)a4a5

Ga5a6σẽ(Oẽ)a6a7Ga7a8σf̃ (Of̃ )a8a9Ga9a10(Oã)a10a1

+
∞∑
n=5

(−1)nTr [(G · σ/)n ·G · Oã]

]
(C.19)

Ordre O(r)

∫
b̃

G̃ã,b̃rb̃ = −i~ν
∫
a1,...,a4,c̃,d̃

Ga1a2Ac̃,d̃rd̃(Oc̃)a2a3Ga3a4(Oã)a4a1

(C.20)

En insérant (C.15) on obtient∫
a1,...,a4,b̃

Ga1a2(Oã)a2a3Ga3a4(Ob̃)a4,a1rb̃ = −
∫
a1,...,a4,c̃,d̃

Ga1a2Ac̃,d̃rd̃(Oc̃)a2a3Ga3a4(Oã)a4a1

(C.21)
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Une permutation cyclique des indices nous permet d’écrire

∫
a1,...,a4,b̃

Ga1a2(Oã)a2a3Ga3a4(Ob̃)a4,a1rb̃ = −
∫
a1,...,a4,c̃,d̃

Ga3a4Ac̃,d̃rd̃(Oc̃)a4a1Ga1a2(Oã)a2a3

(C.22)

On aboutit immédiatement à

Ac̃,d̃ = −δc̃,d̃
(C.23)

Ordre O(r2)

Cette contribution provient de

−
∫
a1,...,a4,c̃

Ga1a2σc̃(Oc̃)a2a3Ga3a4(Oã)a4a1

+

∫
a1,...,a6,c̃,d̃

Ga1a2σc̃(Oc̃)a2a3Ga3a4σd̃(Od̃)a4a5Ga5a6(Oã)a6a1

(C.24)

En se servant de (C.23) on obtient

1

2

∫
a1,...,a4,c̃,d̃,ẽ

Ga1a2Ac̃,d̃,ẽrd̃rẽ(Oc̃)a2a3Ga3a4(Oã)a4a1

=

∫
a1,...,a6,c̃,d̃,ẽ,f̃

Ga1a2Ac̃,ẽrẽ(Oc̃)a2a3Ga3a4Ad̃,f̃rf̃ (Od̃)a4a5Ga5a6(Oã)a6a1

=

∫
a1,...,a6,c̃,d̃

Ga1a2rc̃(Oc̃)a2a3Ga3a4rd̃(Od̃)a4a5Ga5a6(Oã)a6a1

(C.25)

qui peut être récrit autrement,

∫
a1,...,a4,c̃,d̃,ẽ

Ga1a2Ac̃,d̃,ẽ(Oc̃)a2a3Ga3a4(Oã)a4a1rd̃rẽ = 2

∫
a1,...,a6,c̃,d̃

Ga1a2(Oc̃)a2a3Ga3a4(Od̃)a4a5

Ga5a6(Oã)a6a1rc̃rd̃

(C.26)
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On applique l’opérateur de différentiation fonctionnelle δ2
α̃,β̃ aux deux côtés de cette

équation, ∫
a1,...,a4,c̃

Ga1a2(Oc̃)a2a3Ga3a4(Oã)a4a1(Ac̃,α̃,β̃ + Ac̃,α̃,β̃)

= 2

[ ∫
a1,...,a6

Ga1a2(Oα̃)a2a3Ga3a4(Oβ̃)a4a5Ga5a6(Oã)a6a1

+

∫
a1,...,a6

Ga1a2(Oβ̃)a2a3Ga3a4(Oα̃)a4a5Ga5a6(Oã)a6a1

]
(C.27)

Les symétries de Ac̃,·,· nous permettent de simplifier cette équation en

2 ·
∫
a1,...,a4,c̃

Ga1a2(Oc̃)a2a3Ga3a4(Oã)a4a1Ac̃,α̃,β̃ = 2 · 2

i~ν
· Sã,α̃,β̃

(C.28)

qui est équivalent à ∫
c̃

Ac̃,α̃,β̃G̃c̃,ã = 2 · Sã,α̃,β̃

(C.29)

Finalement on trouve

Ac̃,α̃,β̃ = 2 ·
∫
ã

G̃−1
c̃,ãSã,α̃,β̃

(C.30)

avec

Sã,ã1,ã2,...,ãn =
i~ν
n!

∑
P∈Sn

Tr(GOãP (1)
GOãP (2)

· · ·GOãP (n)
GOã),

(C.31)

où la somme s’entend sur toutes les permutations des n indices.

O(r3)

La contribution à r3 provient uniquement de

−
∫
a1,...,a4,c̃

Ga1a2σc̃(Oc̃)a2a3Ga3a4(Oã)a4a1 +

∫
a1,...,a6,c̃,d̃

Ga1a2σc̃(Oc̃)a2a3Ga3a4σd̃(Od̃)a4a5Ga5a6(Oã)a6a1

−
∫
a1,...,a8,c̃,d̃,ẽ

Ga1a2σc̃(Oc̃)a2a3Ga3a4σd̃(Od̃)a4a5Ga5a6σẽ(Oẽ)a6a7Ga7a8(Oã)a8a1

(C.32)
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Ce qui donne

1

3

∫
a1,...,a4,c̃,d̃,ẽ,f̃

Ga1a2Ac̃,d̃,ẽ,f̃rd̃rẽrf̃ (Oc̃)a2a3Ga3a4(Oã)a4a1

=
1

2

∫
a1,...,a6,c̃,d̃,ẽ,f̃ ,g̃

Ga1a2Ac̃,ẽ,f̃rẽrf̃ (Oc̃)a2a3Ga3a4Ad̃,g̃rg̃(Od̃)a4a5Ga5a6(Oã)a6a1

+
1

2

∫
a1,...,a6,c̃,d̃,ẽ,f̃ ,g̃

Ga1a2Ac̃,ẽrẽ(Oc̃)a2a3Ga3a4Ad̃,f̃ ,g̃rf̃rg̃(Od̃)a4a5Ga5a6(Oã)a6a1

−
∫
a1,...,a8,c̃,d̃,ẽ,f̃ ,g̃,h̃

Ga1a2Ac̃,f̃rf̃ (Oc̃)a2a3Ga3a4Ad̃,g̃rg̃(Od̃)a4a5Ga5a6Aẽ,h̃rh̃(Oẽ)a6a7Ga7a8(Oã)a8a1

= −1

2

∫
a1,...,a6,c̃,d̃,ẽ,f̃

Ga1a2(Oc̃)a2a3Ga3a4(Od̃)a4a5Ga5a6(Oã)a6a1Ac̃,ẽ,f̃rd̃rẽrf̃

1

2

∫
a1,...,a6,c̃,d̃,f̃ ,g̃

Ga1a2(Oc̃)a2a3Ga3a4(Od̃)a4a5Ga5a6(Oã)a6a1Ad̃,f̃ ,g̃rc̃rf̃rg̃

+

∫
a1,...,a8,c̃,d̃,ẽ

Ga1a2(Oc̃)a2a3Ga3a4(Od̃)a4a5Ga5a6(Oẽ)a6a7Ga7a8(Oã)a8a1rc̃rd̃rẽ

(C.33)

On applique l’opérateur de différentiation fonctionnelle δ3
α̃,β̃,γ̃ aux deux côtés de cette

équation et on utilise la symétrie de (Ac̃,·,·) et (Ac̃,·,·,·)∫
a1,...,a4,c̃

Ga1a2(Oc̃)a2a3Ga3a4(Oã)a4a1Ac̃,α̃,β̃,γ̃

= −
[ ∫

a1,...,a6,c̃

Ga1a2(Oc̃)a2a3Ga3a4(Oα̃)a4a5Ga5a6(Oã)a6a1Ac̃,β̃,γ̃

+

∫
a1,...,a6,c̃

Ga1a2(Oc̃)a2a3Ga3a4(Oβ̃)a4a5Ga5a6(Oã)a6a1Ac̃,α̃,γ̃

+

∫
a1,...,a6,c̃

Ga1a2(Oc̃)a2a3Ga3a4(Oγ̃)a4a5Ga5a6(Oã)a6a1Ac̃,α̃,β̃

+

∫
a1,...,a6,d̃

Ga1a2(Oα̃)a2a3Ga3a4(Od̃)a4a5Ga5a6(Oã)a6a1Ad̃,β̃,γ̃

+

∫
a1,...,a6,d̃

Ga1a2(Oβ̃)a2a3Ga3a4(Od̃)a4a5Ga5a6(Oã)a6a1Ad̃,α̃,γ̃

+

∫
a1,...,a6,d̃

Ga1a2(Oγ̃)a2a3Ga3a4(Od̃)a4a5Ga5a6(Oã)a6a1Ad̃,α̃,β̃

]
+

3!

i~ν
Sã,α̃,β̃,γ̃

(C.34)

∫
c̃

Ac̃,α̃,β̃,γ̃G̃c̃,ã = 3!Sã,α̃,β̃,γ̃ − 2

[ ∫
c̃

Sã,c̃,α̃Ac̃,β̃,γ̃ +

∫
c̃

Sã,c̃,β̃Ac̃,α̃,γ̃ +

∫
c̃

Sã,c̃,γ̃Ac̃,α̃,β̃

]
(C.35)
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En utilisant (C.29) on trouve∫
c̃

Ac̃,α̃,β̃,γ̃G̃c̃,ã = 3!Sã,α̃,β̃,γ̃ − 4

∫
c̃,d̃

G̃−1

c̃,d̃
(Sd̃,β̃,γ̃Sã,c̃,α̃ + Sd̃,α̃,γ̃Sã,c̃,β̃ + Sd̃,α̃,β̃Sã,c̃,γ̃)

(C.36)

Ab̃,α̃,β̃,γ̃ =

∫
ã

G̃−1

b̃,ã

(
3!Sã,α̃,β̃,γ̃ − 4

∫
c̃,d̃

G̃−1

c̃,d̃
(Sd̃,β̃,γ̃Sã,c̃,α̃ + Sd̃,α̃,γ̃Sã,c̃,β̃ + Sd̃,α̃,β̃Sã,c̃,γ̃)

)
(C.37)

O(r4)

La contribution à r4 provient uniquement de

−
∫
a1,...,a4,c̃

Ga1a2σc̃(Oc̃)a2a3Ga3a4(Oã)a4a1 +

∫
a1,...,a6,c̃,d̃

Ga1a2σc̃(Oc̃)a2a3Ga3a4σd̃(Od̃)a4a5Ga5a6(Oã)a6a1

−
∫
a1,...,a8,c̃,d̃,ẽ

Ga1a2σc̃(Oc̃)a2a3Ga3a4σd̃(Od̃)a4a5Ga5a6σẽ(Oẽ)a6a7Ga7a8(Oã)a8a1

+

∫
a1,...,a8,c̃,d̃,ẽ,f̃

Ga1a2σc̃(Oc̃)a2a3Ga3a4σd̃(Od̃)a4a5Ga5a6σẽ(Oẽ)a6a7Ga7a8σf̃ (Of̃ )a9a10Ga11a12(Oã)a12a13

(C.38)

Ce qui donne

1

4!

∫
a1,...,a4,c̃,d̃,ẽ,f̃ ,g̃

Ga1a2Ac̃,d̃,ẽ,f̃ ,g̃rd̃rẽrf̃rg̃(Oc̃)a2a3Ga3a4(Oã)a4a1

=
1

4

∫
a1,...,a6,c̃,d̃,ẽ,f̃ ,g̃,h̃

Ga1a2Ac̃,ẽ,f̃rẽrf̃ (Oc̃)a2a3Ga3a4Ad̃,g̃,h̃rg̃rh̃(Od̃)a4a5Ga5a6(Oã)a6a1

+
1

3!

∫
a1,...,a6,c̃,d̃,ẽ,f̃ ,g̃,h̃

Ga1a2Ac̃,ẽrẽ(Oc̃)a2a3Ga3a4Ad̃,f̃ ,g̃,h̃rf̃rg̃rh̃(Od̃)a4a5Ga5a6(Oã)a6a1

+
1

3!

∫
a1,...,a6,c̃,d̃,ẽ,f̃ ,g̃,h̃

Ga1a2Ac̃,ẽ,f̃ ,g̃rẽrf̃rg̃(Oc̃)a2a3Ga3a4Ad̃,h̃rh̃(Od̃)a4a5Ga5a6(Oã)a6a1

−1

2

∫
a1,...,a8,c̃,d̃,ẽ,f̃ ,g̃,h̃,̃i

Ga1a2Ac̃,f̃ ,g̃rf̃rg̃(Oc̃)a2a3Ga3a4Ad̃,h̃rh̃(Od̃)a4a5Ga5a6Aẽ,̃irĩ(Oẽ)a6a7Ga7a8(Oã)a8a1

−1

2

∫
a1,...,a8,c̃,d̃,ẽ,f̃ ,g̃,h̃,̃i

Ga1a2Ac̃,f̃rf̃ (Oc̃)a2a3Ga3a4Ad̃,g̃,h̃rg̃rh̃(Od̃)a4a5Ga5a6Aẽ,̃irĩ(Oẽ)a6a7Ga7a8(Oã)a8a1

−1

2

∫
a1,...,a8,c̃,d̃,ẽ,f̃ ,g̃,h̃,̃i

Ga1a2Ac̃,f̃rf̃ (Oc̃)a2a3Ga3a4Ad̃,g̃rg̃(Od̃)a4a5Ga5a6Aẽ,h̃,̃irh̃rĩ(Oẽ)a6a7Ga7a8(Oã)a8a1

+

∫
a1,...,a8,c̃,d̃,ẽ,f̃ ,g̃,h̃,̃i

Ga1a2Ac̃,f̃rf̃ (Oc̃)a2a3Ga3a4Ad̃,g̃rg̃(Od̃)a4a5

Ga5a6Aẽ,h̃rh̃(Oẽ)a6a7Af̃ ,̃irĩ(Of̃ )a7a8Ga8a9(Oã)a9a10

(C.39)
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qui peut être récrit comme

1

4!

∫
a1,...,a4,c̃,d̃,ẽ,f̃ ,g̃

Ga1a2(Oc̃)a2a3Ga3a4(Oã)a4a1Ac̃,d̃,ẽ,f̃ ,g̃rd̃rẽrf̃rg̃

=
1

4

∫
a1,...,a6,c̃,d̃,ẽ,f̃ ,g̃,h̃

Ga1a2(Oc̃)a2a3Ga3a4(Od̃)a4a5Ga5a6(Oã)a6a1Ac̃,ẽ,f̃Ad̃,g̃,h̃rẽrf̃rg̃rh̃

+
1

3!

∫
a1,...,a6,c̃,d̃,ẽ,f̃ ,g̃,h̃

Ga1a2(Oc̃)a2a3Ga3a4(Od̃)a4a5Ga5a6(Oã)a6a1Ac̃,ẽAd̃,f̃ ,g̃,h̃rẽrf̃rg̃rh̃

+
1

3!

∫
a1,...,a6,c̃,d̃,ẽ,f̃ ,g̃,h̃

Ga1a2(Oc̃)a2a3Ga3a4(Od̃)a4a5Ga5a6(Oã)a6a1Ac̃,ẽ,f̃ ,g̃Ad̃,h̃rẽrf̃rg̃rh̃

−1

2

∫
a1,...,a8,c̃,d̃,ẽ,f̃ ,g̃,h̃,̃i

Ga1a2(Oc̃)a2a3Ga3a4(Od̃)a4a5Ga5a6(Oẽ)a6a7Ga7a8(Oã)a8a1Ac̃,f̃ ,g̃Ad̃,h̃Aẽ,̃irf̃rg̃rh̃rĩ

−1

2

∫
a1,...,a8,c̃,d̃,ẽ,f̃ ,g̃,h̃,̃i

Ga1a2(Oc̃)a2a3Ga3a4(Od̃)a4a5Ga5a6(Oẽ)a6a7Ga7a8(Oã)a8a1Ac̃,f̃Ad̃,g̃,h̃Aẽ,̃irf̃rg̃rh̃rĩ

−1

2

∫
a1,...,a8,c̃,d̃,ẽ,f̃ ,g̃,h̃,̃i

Ga1a2(Oc̃)a2a3Ga3a4(Od̃)a4a5Ga5a6(Oẽ)a6a7Ga7a8(Oã)a8a1Ac̃,f̃Ad̃,g̃Aẽ,h̃,̃irf̃rg̃rh̃rĩ

+

∫
a1,...,a8,c̃,d̃,ẽ,f̃ ,g̃,h̃,̃i

Ga1a2(Oc̃)a2a3Ga3a4(Od̃)a4a5Ga5a6(Oẽ)a6a7(Of̃ )a7a8Ga8a9(Oã)a9a10

·Ac̃,f̃Ad̃,g̃Aẽ,h̃Af̃ ,̃irf̃rg̃rh̃rĩ

(C.40)

En utilisant (C.23),

1

4!

∫
a1,...,a4,c̃,d̃,ẽ,f̃ ,g̃

Ga1a2(Oc̃)a2a3Ga3a4(Oã)a4a1Ac̃,d̃,ẽ,f̃ ,g̃rd̃rẽrf̃rg̃

=
1

4

∫
a1,...,a6,c̃,d̃,ẽ,f̃ ,g̃,h̃

Ga1a2(Oc̃)a2a3Ga3a4(Od̃)a4a5Ga5a6(Oã)a6a1Ac̃,ẽ,f̃Ad̃,g̃,h̃rẽrf̃rg̃rh̃

− 1

3!

∫
a1,...,a6,c̃,d̃,f̃ ,g̃,h̃

Ga1a2(Oc̃)a2a3Ga3a4(Od̃)a4a5Ga5a6(Oã)a6a1Ad̃,f̃ ,g̃,h̃rc̃rf̃rg̃rh̃

− 1

3!

∫
a1,...,a6,c̃,d̃,ẽ,f̃ ,g̃

Ga1a2(Oc̃)a2a3Ga3a4(Od̃)a4a5Ga5a6(Oã)a6a1Ac̃,ẽ,f̃ ,g̃rd̃rẽrf̃rg̃

−1

2

∫
a1,...,a8,c̃,d̃,ẽ,f̃ ,g̃

Ga1a2(Oc̃)a2a3Ga3a4(Od̃)a4a5Ga5a6(Oẽ)a6a7Ga7a8(Oã)a8a1Ac̃,f̃ ,g̃rd̃rẽrf̃rg̃

−1

2

∫
a1,...,a8,c̃,d̃,ẽ,g̃,h̃

Ga1a2(Oc̃)a2a3Ga3a4(Od̃)a4a5Ga5a6(Oẽ)a6a7Ga7a8(Oã)a8a1Ad̃,g̃,h̃rc̃rẽrg̃rh̃

−1

2

∫
a1,...,a8,c̃,d̃,ẽ,h̃,̃i

Ga1a2(Oc̃)a2a3Ga3a4(Od̃)a4a5Ga5a6(Oẽ)a6a7Ga7a8(Oã)a8a1Aẽ,h̃,̃irc̃rd̃rh̃rĩ

+

∫
a1,...,a8,c̃,d̃,ẽ

Ga1a2(Oc̃)a2a3Ga3a4(Od̃)a4a5Ga5a6(Oẽ)a6a7(Of̃ )a7a8Ga8a9(Oã)a9a10rc̃rd̃rẽrf̃

(C.41)



234 Chapitre C. Source et action effective

On applique l’opérateur de différentiation fonctionnelle δ4
α̃,β̃,γ̃,δ̃ aux deux côtés de

cette équation et on utilise la symétrie de (Ac̃,·,·), (Ac̃,·,·,·) et (Ac̃,·,·,·,·)

1

4!
· 4! ·

∫
a1,...,a4,c̃

Ga1a2(Oc̃)a2a3Ga3a4(Oã)a4a1Ac̃,α̃,β̃,γ̃,δ̃ =
1

4
· 4 ·

∫
a1,...,a6,c̃,d̃

Ga1a2(Oc̃)a2a3Ga3a4(Od̃)a4a5

Ga5a6(Oã)a6a1 · (Ac̃,α̃,β̃Ad̃,γ̃,δ̃ + Ac̃,α̃,γ̃Ad̃,β̃,δ̃ + Ac̃,α̃,δ̃Ad̃,β̃,γ̃ + Ac̃,β̃,γ̃Ad̃,α̃,δ̃ + Ac̃,β̃,δ̃Ad̃,γ̃,δ̃ + Ac̃,γ̃,δ̃Ad̃,α̃,β̃
+Ad̃,α̃,β̃Ac̃,γ̃,δ̃ + Ad̃,α̃,γ̃Ac̃,β̃,δ̃ + Ad̃,α̃,δ̃Ac̃,β̃,γ̃ + Ad̃,β̃,γ̃Ac̃,α̃,δ̃ + Ad̃,β̃,δ̃Ac̃,γ̃,δ̃ + Ad̃,γ̃,δ̃Ac̃,α̃,β̃)

− 1

3!
· 3! ·

∫
a1,...,a6,d̃

Ga1a2(Oα̃)a2a3Ga3a4(Od̃)a4a5Ga5a6(Oã)a6a1Ad̃,β̃,γ̃,δ̃

Ga1a2(Oβ̃)a2a3Ga3a4(Od̃)a4a5Ga5a6(Oã)a6a1Ad̃,α̃,γ̃,δ̃
Ga1a2(Oγ̃)a2a3Ga3a4(Od̃)a4a5Ga5a6(Oã)a6a1Ad̃,α̃,β̃,δ̃
Ga1a2(Oδ̃)a2a3Ga3a4(Od̃)a4a5Ga5a6(Oã)a6a1Ad̃,α̃,β̃,γ̃

− 1

3!
· 3! ·

∫
a1,...,a6,c̃

Ga1a2(Oc̃)a2a3Ga3a4(Oα̃)a4a5Ga5a6(Oã)a6a1Ad̃,β̃,γ̃,δ̃

Ga1a2(Oc̃)a2a3Ga3a4(Oβ̃)a4a5Ga5a6(Oã)a6a1Ad̃,α̃,γ̃,δ̃
Ga1a2(Oc̃)a2a3Ga3a4(Oδ̃)a4a5Ga5a6(Oã)a6a1Ad̃,α̃,β̃,δ̃
Ga1a2(Oc̃)a2a3Ga3a4(Oγ̃)a4a5Ga5a6(Oã)a6a1Ad̃,α̃,β̃,γ̃

−1

2
· 2 ·

∫
a1,...,a8,c̃

Ga1a2(Oc̃)a2a3Ga3a4(Oα̃)a4a5Ga5a6(Oβ̃)a6a7Ga7a8(Oã)a8a1Ac̃,γ̃,δ̃

+Ga1a2(Oc̃)a2a3Ga3a4(Oα̃)a4a5Ga5a6(Oγ̃)a6a7Ga7a8(Oã)a8a1Ac̃,β̃,δ̃
+Ga1a2(Oc̃)a2a3Ga3a4(Oα̃)a4a5Ga5a6(Oδ̃)a6a7Ga7a8(Oã)a8a1Ac̃,β̃,γ̃
+Ga1a2(Oc̃)a2a3Ga3a4(Oβ̃)a4a5Ga5a6(Oα̃)a6a7Ga7a8(Oã)a8a1Ac̃,γ̃,δ̃
+Ga1a2(Oc̃)a2a3Ga3a4(Oβ̃)a4a5Ga5a6(Oγ̃)a6a7Ga7a8(Oã)a8a1Ac̃,α̃,δ̃
+Ga1a2(Oc̃)a2a3Ga3a4(Oβ̃)a4a5Ga5a6(Oδ̃)a6a7Ga7a8(Oã)a8a1Ac̃,α̃,γ̃

+Ga1a2(Oc̃)a2a3Ga3a4(Oγ̃)a4a5Ga5a6(Oα̃)a6a7Ga7a8(Oã)a8a1Ac̃,β̃,δ̃
+Ga1a2(Oc̃)a2a3Ga3a4(Oγ̃)a4a5Ga5a6(Oβ̃)a6a7Ga7a8(Oã)a8a1Ac̃,α̃,δ̃
+Ga1a2(Oc̃)a2a3Ga3a4(Oγ̃)a4a5Ga5a6(Oδ̃)a6a7Ga7a8(Oã)a8a1Ac̃,α̃,β̃
+Ga1a2(Oc̃)a2a3Ga3a4(Oδ̃)a4a5Ga5a6(Oα̃)a6a7Ga7a8(Oã)a8a1Ac̃,β̃,γ̃
+Ga1a2(Oc̃)a2a3Ga3a4(Oδ̃)a4a5Ga5a6(Oβ̃)a6a7Ga7a8(Oã)a8a1Ac̃,α̃,γ̃

+Ga1a2(Oc̃)a2a3Ga3a4(Oδ̃)a4a5Ga5a6(Oγ̃)a6a7Ga7a8(Oã)a8a1Ac̃,α̃,β̃

−1

2
· 2 ·

∫
a1,...,a8,d̃

Ga1a2(Oα̃)a2a3Ga3a4(Od̃)a4a5Ga5a6(Oβ̃)a6a7Ga7a8(Oã)a8a1Ad̃,γ̃,δ̃

+Ga1a2(Oα̃)a2a3Ga3a4(Od̃)a4a5Ga5a6(Oγ̃)a6a7Ga7a8(Oã)a8a1Ad̃,β̃,δ̃
+Ga1a2(Oα̃)a2a3Ga3a4(Od̃)a4a5Ga5a6(Oδ̃)a6a7Ga7a8(Oã)a8a1Ad̃,β̃,γ̃
+Ga1a2(Oβ̃)a2a3Ga3a4(Od̃)a4a5Ga5a6(Oα̃)a6a7Ga7a8(Oã)a8a1Ad̃,γ̃,δ̃
+Ga1a2(Oβ̃)a2a3Ga3a4(Od̃)a4a5Ga5a6(Oγ̃)a6a7Ga7a8(Oã)a8a1Ad̃,α̃,δ̃
+Ga1a2(Oβ̃)a2a3Ga3a4(Od̃)a4a5Ga5a6(Oδ̃)a6a7Ga7a8(Oã)a8a1Ad̃,α̃,γ̃
+Ga1a2(Oγ̃)a2a3Ga3a4(Od̃)a4a5Ga5a6(Oα̃)a6a7Ga7a8(Oã)a8a1Ad̃,β̃,δ̃
+Ga1a2(Oγ̃)a2a3Ga3a4(Od̃)a4a5Ga5a6(Oβ̃)a6a7Ga7a8(Oã)a8a1Ad̃,α̃,δ̃
+Ga1a2(Oγ̃)a2a3Ga3a4(Od̃)a4a5Ga5a6(Oδ̃)a6a7Ga7a8(Oã)a8a1Ad̃,α̃,β̃
+Ga1a2(Oδ̃)a2a3Ga3a4(Od̃)a4a5Ga5a6(Oα̃)a6a7Ga7a8(Oã)a8a1Ad̃,β̃,γ̃
+Ga1a2(Oδ̃)a2a3Ga3a4(Od̃)a4a5Ga5a6(Oβ̃)a6a7Ga7a8(Oã)a8a1Ad̃,α̃,γ̃
+Ga1a2(Oδ̃)a2a3Ga3a4(Od̃)a4a5Ga5a6(Oγ̃)a6a7Ga7a8(Oã)a8a1Ac̃,α̃,β̃

(C.42)
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− 1

2
· 2 ·

∫
a1,...,a8,ẽ

(
Ga1a2(Oα̃)a2a3Ga3a4(Oβ̃)a4a5Ga5a6(Oẽ)a6a7Ga7a8(Oã)a8a1Aẽ,γ̃,δ̃

+ Ga1a2(Oα̃)a2a3Ga3a4(Oγ̃)a4a5Ga5a6(Oẽ)a6a7Ga7a8(Oã)a8a1Aẽ,β̃,δ̃
+ Ga1a2(Oα̃)a2a3Ga3a4(Oδ̃)a4a5Ga5a6(Oẽ)a6a7Ga7a8(Oã)a8a1Aẽ,β̃,γ̃
+ Ga1a2(Oβ̃)a2a3Ga3a4(Oα̃)a4a5Ga5a6(Oẽ)a6a7Ga7a8(Oã)a8a1Aẽ,γ̃,δ̃
+ Ga1a2(Oβ̃)a2a3Ga3a4(Oγ̃)a4a5Ga5a6(Oẽ)a6a7Ga7a8(Oã)a8a1Aẽ,α̃,δ̃
+ Ga1a2(Oβ̃)a2a3Ga3a4(Oδ̃)a4a5Ga5a6(Oẽ)a6a7Ga7a8(Oã)a8a1Aẽ,α̃,γ̃

+ Ga1a2(Oγ̃)a2a3Ga3a4(Oα̃)a4a5Ga5a6(Oẽ)a6a7Ga7a8(Oã)a8a1Aẽ,β̃,δ̃
+ Ga1a2(Oγ̃)a2a3Ga3a4(Oβ̃)a4a5Ga5a6(Oẽ)a6a7Ga7a8(Oã)a8a1Aẽ,α̃,δ̃
+ Ga1a2(Oγ̃)a2a3Ga3a4(Oδ̃)a4a5Ga5a6(Oẽ)a6a7Ga7a8(Oã)a8a1Aẽ,α̃,β̃
+ Ga1a2(Oδ̃)a2a3Ga3a4(Oα̃)a4a5Ga5a6(Oẽ)a6a7Ga7a8(Oã)a8a1Aẽ,β̃,γ̃
+ Ga1a2(Oδ̃)a2a3Ga3a4(Oβ̃)a4a5Ga5a6(Oẽ)a6a7Ga7a8(Oã)a8a1Aẽ,α̃,γ̃

+ Ga1a2(Oδ̃)a2a3Ga3a4(Oγ̃)a4a5Ga5a6(Oẽ)a6a7Ga7a8(Oã)a8a1Aẽ,α̃,β̃

)
+

4!

i~ν
Sã,α̃,β̃,γ̃,δ̃

(C.43)

On obtient

∫
c̃

G̃c̃,ãAc̃,α̃,β̃,γ̃,δ̃ = 4!Sã,α̃,β̃,γ̃,δ̃ − 3! ·
∫
c̃

×(Sã,c̃,α̃,β̃Ac̃,γ̃,δ̃ + Sã,c̃,α̃,γ̃Ac̃,β̃,δ̃ + Sã,c̃,α̃,δ̃Ac̃,β̃,γ̃

+ Sã,c̃,β̃,γ̃Ac̃,α̃,δ̃ + Sã,c̃,β̃,δ̃Ac̃,α̃,γ̃ + Sã,c̃,γ̃,δ̃Ac̃,α̃,β̃)

+4i~ν ·
∫
c̃,d̃

Tr(GOc̃GOd̃GOã)

×(Ac̃,α̃,β̃Ad̃,γ̃,δ̃ + Ac̃,α̃,γ̃Ad̃,β̃,δ̃
+ Ac̃,α̃,δ̃Ad̃,β̃,γ̃ + Ac̃,β̃,γ̃Ad̃,α̃,δ̃ + Ac̃,β̃,δ̃Ad̃,γ̃,δ̃ + Ac̃,γ̃,δ̃Ad̃,α̃,β̃

+Ad̃,α̃,β̃Ac̃,γ̃,δ̃ + Ad̃,α̃,γ̃Ac̃,β̃,δ̃ + Ad̃,α̃,δ̃Ac̃,β̃,γ̃
+ Ad̃,β̃,γ̃Ac̃,α̃,δ̃ + Ad̃,β̃,δ̃Ac̃,γ̃,δ̃ + Ad̃,γ̃,δ̃Ac̃,α̃,β̃)

−2 ·
∫
c̃

(Sã,α̃,c̃Ac̃,β̃,γ̃,δ̃ + Sã,β̃,c̃Ac̃,α̃,γ̃,δ̃ + Sã,γ̃,c̃Ac̃,α̃,β̃,δ̃ + Sã,δ̃,c̃Ac̃,α̃,β̃,γ̃)

(C.44)
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Ab̃,α̃,β̃,γ̃,δ̃ =

∫
ã

G̃−1

b̃,ã

(
4!Sã,α̃,β̃,γ̃,δ̃ − 3!

∫
c̃

Sã,c̃,α̃,β̃Ac̃,γ̃,δ̃ + Sã,c̃,α̃,γ̃Ac̃,β̃,δ̃ + Sã,c̃,α̃,δ̃Ac̃,β̃,γ̃

+Sã,c̃,β̃,γ̃Ac̃,α̃,δ̃ + Sã,c̃,β̃,δ̃Ac̃,α̃,γ̃ + Sã,c̃,γ̃,δ̃Ac̃,α̃,β̃

+4 ·
∫
c̃,d̃

Sã,c̃,d̃(Ac̃,α̃,β̃Ad̃,γ̃,δ̃ + Ac̃,α̃,γ̃Ad̃,β̃,δ̃ + Ac̃,α̃,δ̃Ad̃,β̃,γ̃)

−2

∫
c̃

Sã,α̃,c̃Ac̃,β̃,γ̃,δ̃ + Sã,β̃,c̃Ac̃,α̃,γ̃,δ̃ + Sã,γ̃,c̃Ac̃,α̃,β̃,δ̃ + Sã,δ̃,c̃Ac̃,α̃,β̃,γ̃

)
(C.45)

C.2.2 Action effective

Γ[ρ] = −W [σ] + σα̃ · ρα̃

= −i~νTr log[G+ σ/]−1 = −i~νTr logG−1 + i~ν
∞∑
n=1

(−1)n

n
Tr(G · σ/)n + σα̃ · ρα̃

(C.46)

L’action effective peut être réécrite comme

Γ[ρ] = Γ0 +
∞∑
n=2

∫
ã1,...,ãn

1

n!
Γã1,...,ãn(ρ− ρ∗)ã1 · · · (ρ− ρ∗)ãn

(C.47)

Γ0 +
∞∑
n=2

∫
ã1,...,ãn

1

n!
Γã1,...,ãn(ρ− ρ∗)ã1 · · · (ρ− ρ∗)ãn

= −i~νTr logG−1 + i~ν
∞∑
n=1

(−1)n

n
Tr(G · σ/)n + σα̃ · ρα̃

= −i~νTr logG−1 + i~ν
∞∑
n=2

(−1)n

n
Tr(G · σ/)n

+

[
σα̃ · ρα̃ − i~νTr(G · σ/)

]
(C.48)
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qui peut être transformée en

Γ0 +
∞∑
n=2

∫
ã1,...,ãn

1

n!
Γã1,...,ãnG̃ã1,b̃1

rb̃1 · · · G̃ãn,b̃n
rb̃n

= −i~νTr logG−1 + i~ν
∞∑
n=2

(−1)n

n
Tr(G · σ/)n

+

[
σα̃ · ρα̃ − i~νTr(G · σ/)

]
= −i~νTr logG−1 + i~ν

[
1

2

∫
a1,...,a4

Ga1a2σ/a2a3
Ga3a4σ/a4a1

−1

3

∫
a1,...,a6

Ga1a2σ/a2a3
Ga3a4σ/a4a5

Ga5a6σ/a6,a1

+
1

4

∫
a1,...,a8

Ga1a2σ/a2a3
Ga3a4σ/a4a5

Ga5a6σ/a6a7
Ga7a8σ/a8a1

+
∞∑
n=5

(−1)n

n
Tr [(G · σ/)n ·G · Oã]

]
+

[
σα̃ · ρα̃ − i~ν

∫
a1,a2

Ga1a2σ/a2a1

]
(C.49)

O(ρ0)

Γ0 = −i~νTr logG−1

(C.50)

O(ρ2)

1

2

∫
ã,b̃,c̃,d̃

Γã,b̃G̃ã,c̃G̃c̃,d̃rc̃rd̃ =
1

2
i~ν
[
Tr(G · σ/)2

]
=

1

2
i~ν
[ ∫

a1,...,a4,ã,b̃,c̃,d̃

Ga1a2(Oã)a2a3Ga3a4(Ob̃)a4a1Aã,c̃Ab̃,d̃rc̃rd̃

]
=

1

2
i~ν
[ ∫

a1,...,a4,ã,b̃

Ga1a2(Oã)a2a3Ga3a4(Ob̃)a4a1rãrb̃

]
(C.51)
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On applique l’opérateur de différentiation fonctionnelle δ2
α̃,β̃ aux deux côtés∫

ã,b̃

Γã,b̃G̃ã,α̃G̃b̃,β̃ = i~ν
∫
a1,...,a4

Ga1a2(Oα̃)a2a3Ga3a4(Oβ̃)a4a1

= i~νTr(GOα̃GOβ̃)

= G̃α̃β̃

(C.52)

Γã,b̃ = G̃−1

ãb̃

(C.53)

O(ρ3)

La seule contribution à r3 provient de

1

3!

∫
ã,b̃,c̃,d̃,ẽ,f̃

Γã,b̃,c̃G̃ã,d̃G̃b̃,ẽG̃c̃,f̃rd̃rẽrf̃ = i~ν
(

1

2
Tr(G · σ/)2 − 1

3
Tr(G · σ/)3

)
+ σα̃ · ρα̃ − Tr(G · σ/)

(C.54)
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1
3!

∫
ã,b̃,c̃,d̃,ẽ,f̃

Γã,b̃,c̃G̃ã,d̃G̃b̃,ẽG̃c̃,f̃rd̃rẽrf̃

= i~ν
[
1

2
· 1

2

∫
a1,...,a6,ã,b̃,c̃,d̃,ẽ

Ga1a2(Oã)a2a3Ga3a4(Ob̃)a4a1Aã,c̃,d̃Ab̃,ẽrc̃rd̃rẽ

+
1

2
· 1

2

∫
a1,...,a6,ã,b̃,c̃,d̃,ẽ

Ga1a2(Oã)a2a3Ga3a4(Ob̃)a4a1Aã,c̃Ab̃,d̃,ẽrc̃rd̃rẽ

− 1

3

∫
a1,...,a6,ã,b̃,c̃,d̃,ẽ,f̃

Ga1a2(Oã)a2a3Ga3a4(Ob̃)a4a5Ga5a6(Oc̃)a6a1Aã,d̃Ab̃,ẽAc̃,f̃rd̃rẽrf̃

]
+

1

2

[ ∫
ã,b̃,c̃

ρãAã,b̃,c̃rb̃rc̃ − i~ν
∫
a1,a2,ã,b̃,c̃

Ga1a2(Oã)a2a1Aã,b̃,c̃rb̃rc̃

]
= i~ν

[
− 1

2

∫
a1,...,a6,ã,b̃,c̃,d̃

Ga1a2(Oã)a2a3Ga3a4(Ob̃)a4a1Aã,c̃,d̃rb̃rc̃rd̃

− 1

2

∫
a1,...,a6,ã,b̃,c̃,d̃,ẽ

Ga1a2(Oã)a2a3Ga3a4(Ob̃)a4a1Ab̃,d̃,ẽrãrd̃rẽ

+
1

3

∫
a1,...,a6,ã,b̃,c̃

Ga1a2(Oã)a2a3Ga3a4(Ob̃)a4a5Ga5a6(Oc̃)a6a1rãrb̃rc̃

]
+

1

2

[ ∫
ã,b̃,c̃

ρãAã,b̃,c̃rb̃rc̃ − i~ν
∫
a1,a2,ã,b̃,c̃

Ga1a2(Oã)a2a1Aã,b̃,c̃rb̃rc̃

]
(C.55)
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∫
ã,b̃,c̃

Γã,b̃,c̃G̃ã,α̃G̃b̃,β̃G̃c̃,γ̃ = i~ν
[
− 1

2

∫
a1,...,a6,ã

Ga1a2(Oã)a2a3Ga3a4(Oα̃)a4a1Aã,β̃,γ̃

−1

2

∫
a1,...,a6,ã

Ga1a2(Oã)a2a3Ga3a4(Oβ̃)a4a1Aã,α̃,γ̃

−1

2

∫
a1,...,a6,ã

Ga1a2(Oã)a2a3Ga3a4(Oγ̃)a4a1Aã,α̃,β̃

−1

2

∫
a1,...,a6,b̃

Ga1a2(Oα̃)a4a1Ga3a4(Ob̃)a2a3Ab̃,β̃,γ̃

−1

2

∫
a1,...,a6,b̃

Ga1a2(Oβ̃)a4a1Ga3a4(Ob̃)a2a3Ab̃,α̃,γ̃

−1

2

∫
a1,...,a6,b̃

Ga1a2(Oγ̃)a4a1Ga3a4(Ob̃)a2a3Ab̃,α̃,β̃

+
1

3

∫
a1,...,a6

Ga1a2(Oα̃)a2a3Ga3a4(Oβ̃)a4a5Ga5a6(Oγ̃)a6a1

+
1

3

∫
a1,...,a6

Ga1a2(Oα̃)a2a3Ga3a4(Oγ̃)a4a5Ga5a6(Oβ̃)a6a1

+
1

3

∫
a1,...,a6

Ga1a2(Oβ̃)a2a3Ga3a4(Oα̃)a4a5Ga5a6(Oγ̃)a6a1

+
1

3

∫
a1,...,a6

Ga1a2(Oβ̃)a2a3Ga3a4(Oγ̃)a4a5Ga5a6(Oα̃)a6a1

+
1

3

∫
a1,...,a6

Ga1a2(Oγ̃)a2a3Ga3a4(Oα̃)a4a5Ga5a6(Oβ̃)a6a1

+
1

3

∫
a1,...,a6

Ga1a2(Oγ̃)a2a3Ga3a4(Oβ̃)a4a5Ga5a6(Oα̃)a6a1

]
+δα̃

[ ∫
ã

ρãAã,β̃,γ̃ − i~ν
∫
a1,a2,ã

Ga1a2(Oã)a2a1Aã,β̃,γ̃

]
(C.56)
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∫
ã,b̃,c̃

Γã,b̃,c̃G̃ã,α̃G̃b̃,β̃G̃c̃,γ̃ = i~ν
[
− 1

2

∫
a1,...,a6,ã

Ga1a2(Oã)a2a3Ga3a4(Oα̃)a4a1Aã,β̃,γ̃

−1

2

∫
a1,...,a6,ã

Ga1a2(Oã)a2a3Ga3a4(Oβ̃)a4a1Aã,α̃,γ̃

−1

2

∫
a1,...,a6,ã

Ga1a2(Oã)a2a3Ga3a4(Oγ̃)a4a1Aã,α̃,β̃

−1

2

∫
a1,...,a6,b̃

Ga1a2(Oα̃)a4a1Ga3a4(Ob̃)a2a3Ab̃,β̃,γ̃

−1

2

∫
a1,...,a6,b̃

Ga1a2(Oβ̃)a4a1Ga3a4(Ob̃)a2a3Ab̃,α̃,γ̃

−1

2

∫
a1,...,a6,b̃

Ga1a2(Oγ̃)a4a1Ga3a4(Ob̃)a2a3Ab̃,α̃,β̃

+

∫
a1,...,a6

Ga1a2(Oα̃)a2a3Ga3a4(Oβ̃)a4a5Ga5a6(Oγ̃)a6a1

+

∫
a1,...,a6

Ga1a2(Oα̃)a2a3Ga3a4(Oγ̃)a4a5Ga5a6(Oβ̃)a6a1

]
+δα̃

[ ∫
ã

ρãAã,β̃,γ̃ − i~ν
∫
a1,a2,ã

Ga1a2(Oã)a2a1Aã,β̃,γ̃

]
(C.57)

Le dernier terme du membre de droite est

δα̃

(∫
ã

ρãAã,β̃,γ̃ − i~ν
∫
a1,a2,ã

Ga1a2(Oã)a2a1Aã,β̃,γ̃

)
= δα̃

(∫
ã

ρãAã,β̃,γ̃ −
∫
ã

ρ∗ãAã,β̃,γ̃

)
= δα̃

∫
ã,b̃

Aã,β̃,γ̃G̃ã,b̃rb̃

=

∫
ã

Aã,β̃,γ̃G̃ã,α̃

= 2Sα̃,β̃,γ̃
(C.58)

∫
ã,b̃,c̃

Γã,b̃,c̃G̃ã,α̃G̃b̃,β̃G̃c̃,γ̃ = 2

[
Sα̃,β̃,γ̃ + Sα̃,β̃,γ̃ −

∫
ã

(G̃ã,α̃Aã,β̃,γ̃ + G̃ã,β̃Aã,α̃,γ̃ + G̃ã,γ̃Aã,α̃,β̃)

]
= 2

[
2Sβ̃,γ̃,α̃ − (Sβ̃,γ̃,α̃ + Sγ̃,α̃,β̃ + Sα̃,β̃,γ̃)

]
= −2Sα̃,β̃,γ̃

(C.59)



242 Chapitre C. Source et action effective

Ce qui donne

Γã,b̃,c̃ = −2

∫
α̃,β̃,γ̃

G̃−1
α̃,ãG̃

−1

β̃,b̃
G̃−1
γ̃,c̃Sα̃,β̃,γ̃

= −2S̃ã,b̃,c̃
(C.60)

avec

S̃ã1,ã2,...,ãn =

∫
b̃1,b̃2,...b̃n

G̃−1

b̃1,ã1
G̃−1

b̃2,ã2
. . . G̃−1

b̃n,ãn
Sb̃1,b̃2,...,b̃n

(C.61)

O(ρ4)

1

4!

∫
ã,b̃,c̃,d̃,ẽ,f̃

Γã,b̃,c̃G̃ã,d̃G̃b̃,ẽG̃c̃,f̃rd̃rẽrf̃ = i~ν
[
1

2
Tr(G · σ/)2 − 1

3
Tr(G · σ/)3 +

1

4
Tr(G · σ/)4

]
+ σα̃ · ρα̃ − Tr(G · σ/)

(C.62)
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1

4!

∫
ã,b̃,c̃,d̃,ẽ,f̃ ,g̃,h̃

Γã,b̃,c̃,d̃G̃ã,ẽG̃b̃,f̃G̃c̃,g̃G̃d̃,h̃rẽrf̃rg̃rh̃

= i~ν
[
1

2
· 1

4

∫
a1,...,a6,ã,b̃,c̃,d̃,ẽ,f̃

Ga1a2(Oã)a2a3Ga3a4(Ob̃)a4a1Aã,c̃,d̃Ab̃,ẽ,f̃rc̃rd̃rẽrf̃

−1

3
· 1

2

∫
a1,...,a6,ã,b̃,c̃,d̃,ẽ,f̃ ,g̃

Ga1a2(Oã)a2a3Ga3a4(Ob̃)a4a5Ga5a6(Oc̃)a6a1Aã,d̃,ẽAb̃,f̃Ac̃,g̃rd̃rẽrf̃rg̃

−1

3
· 1

2

∫
a1,...,a6,ã,b̃,c̃,d̃,ẽ,f̃ ,g̃

Ga1a2(Oã)a2a3Ga3a4(Ob̃)a4a5Ga5a6(Oc̃)a6a1Aã,d̃Ab̃,ẽ,f̃Ac̃,g̃rd̃rẽrf̃rg̃

−1

3
· 1

2

∫
a1,...,a6,ã,b̃,c̃,d̃,ẽ,f̃ ,g̃

Ga1a2(Oã)a2a3Ga3a4(Ob̃)a4a5Ga5a6(Oc̃)a6a1Aã,d̃Ab̃,ẽAc̃,f̃ ,g̃rd̃rẽrf̃rg̃

+
1

4

∫
a1,...,a8,ã,b̃,c̃,d̃,ẽ,f̃ ,g̃,h̃

Ga1a2(Oã)a2a3Ga3a4(Ob̃)a4a5Ga5a6(Oc̃)a6a7Ga7a8(Od̃)a8a1

Aã,ẽAb̃,f̃Ac̃,g̃Ad̃,h̃rẽrf̃rg̃rh̃

]
+

1

3!

[ ∫
ã,b̃,c̃,d̃

ρãAã,b̃,c̃,d̃rb̃rc̃rd̃ − i~ν
∫
a1,a2,ã,b̃,c̃,d̃

Ga1a2(Oã)a2a1Aã,b̃,c̃,d̃,ẽrb̃rc̃rd̃rẽ

]
= i~ν

[
1

8

∫
a1,...,a6,ã,b̃,c̃,d̃,ẽ,f̃

Ga1a2(Oã)a2a3Ga3a4(Ob̃)a4a1Aã,c̃,d̃Ab̃,ẽ,f̃rc̃rd̃rẽrf̃

−1

6

∫
a1,...,a6,ã,b̃,c̃,d̃,ẽ

Ga1a2(Oã)a2a3Ga3a4(Ob̃)a4a5Ga5a6(Oc̃)a6a1Aã,d̃,ẽrb̃rc̃rd̃rẽ

−1

6

∫
a1,...,a6,ã,b̃,c̃,ẽ,f̃

Ga1a2(Oã)a2a3Ga3a4(Ob̃)a4a5Ga5a6(Oc̃)a6a1Ab̃,ẽ,f̃rãrc̃rẽrf̃

−1

6

∫
a1,...,a6,ã,b̃,c̃,f̃ ,g̃

Ga1a2(Oã)a2a3Ga3a4(Ob̃)a4a5Ga5a6(Oc̃)a6a1Ac̃,f̃ ,g̃rãrb̃rf̃rg̃

+
1

4

∫
a1,...,a8,ã,b̃,c̃,d̃,ẽ,f̃ ,g̃,h̃

Ga1a2(Oã)a2a3Ga3a4(Ob̃)a4a5Ga5a6(Oc̃)a6a7Ga7a8(Od̃)a8a1rãrb̃rc̃rd̃

]
+

1

3!

[ ∫
ã,b̃,c̃,d̃

ρãAã,b̃,c̃,d̃rb̃rc̃rd̃ − i~ν
∫
a1,a2,ã,b̃,c̃,d̃

Ga1a2(Oã)a2a1Aã,b̃,c̃,d̃rb̃rc̃rd̃

]
(C.63)
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∫
ã,b̃,c̃,d̃

Γã,b̃,c̃,d̃G̃ã,α̃G̃b̃,β̃G̃c̃,γ̃G̃d̃,δ̃

=

∫
ã,b̃

G̃ã,b̃(Aã,α̃,β̃Ab̃,γ̃,δ̃ + Aã,α̃,γ̃Ab̃,β̃,δ̃ + Aã,α̃,δ̃Ab̃,β̃,γ̃)

−1

6

∫
ã

4 · (Sã,α̃,β̃Aã,γ̃,δ̃ + Sã,α̃,γ̃Aã,β̃,δ̃ + Sã,α̃,δ̃Aã,β̃,γ̃ + Sã,β̃,α̃Aã,γ̃,δ̃ + Sã,γ̃,α̃Aã,β̃,δ̃ + Sã,δ̃,α̃Aã,β̃,γ̃)

−1

6

∫
ã

4 · (Sα̃,ã,β̃Aã,γ̃,δ̃ + Sα̃,ã,γ̃Aã,β̃,δ̃ + Sα̃,ã,δ̃Aã,β̃,γ̃ + Sβ̃,ã,α̃Aã,γ̃,δ̃ + Sγ̃,ã,α̃Aã,β̃,δ̃ + Sδ̃,ã,α̃Aã,β̃,γ̃)

−1

6

∫
ã

4 · (Sα̃,β̃,ãAã,γ̃,δ̃ + Sα̃,γ̃,ãAã,β̃,δ̃ + Sα̃,δ̃,ãAã,β̃,γ̃ + Sβ̃,α̃,ãAã,γ̃,δ̃ + Sγ̃,α̃,ãAã,β̃,δ̃ + Sδ̃,α̃,ãAã,β̃,γ̃)

+
1

4
· 3! · 4(Sα̃,β̃,γ̃,δ̃) + δα̃

[ ∫
ã

ρãAã,β̃,γ̃,δ̃ −
∫
ã

ρ∗ãAã,β̃,γ̃,δ̃

]
=

∫
ã,b̃

G̃ã,b̃(Aã,α̃,β̃Ab̃,γ̃,δ̃ + Aã,α̃,γ̃Ab̃,β̃,δ̃ + Aã,α̃,δ̃Ab̃,β̃,γ̃)

−2 ·
∫
ã

(Sã,α̃,β̃Aã,γ̃,δ̃ + Sã,α̃,γ̃Aã,β̃,δ̃ + Sã,α̃,δ̃Aã,β̃,γ̃ + Sã,β̃,α̃Aã,γ̃,δ̃ + Sã,γ̃,α̃Aã,β̃,δ̃ + Sã,δ̃,α̃Aã,β̃,γ̃)

+3!Sα̃,β̃,γ̃,δ̃ + δα̃

(∫
ã

ρãAã,β̃,γ̃,δ̃ −
∫
ã

ρ∗ãAã,β̃,γ̃,δ̃

)
(C.64)

Le dernier terme du membre de droite est

δα̃

(∫
ã

ρãAã,β̃,γ̃,δ̃ −
∫
ã

ρ∗ãAã,β̃,γ̃,δ̃

)
= δα̃

(∫
ã

ρãAã,β̃,γ̃,δ̃ −
∫
ã

ρ∗ãAã,β̃,γ̃,δ̃

)
= δα̃

∫
ã,b̃

Aã,β̃,γ̃,δ̃G̃ã,b̃rb̃

=

∫
ã

Aã,β̃,γ̃,δ̃G̃ã,α̃

= 3!Sα̃,β̃,γ̃,δ̃ − 4

∫
c̃,d̃

G̃−1

c̃,d̃
(Sd̃,β̃,γ̃Sc̃,α̃,δ̃ + Sd̃,α̃,γ̃Sc̃,β̃,δ̃ + Sd̃,α̃,β̃Sc̃,γ̃,δ̃)

(C.65)
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On obtient∫
ã,b̃,c̃,d̃

Γã,b̃,c̃,d̃G̃ã,α̃G̃b̃,β̃G̃c̃,γ̃G̃d̃,δ̃

=

∫
ã,b̃

G̃ã,b̃(Aã,α̃,β̃Ab̃,γ̃,δ̃ + Aã,α̃,γ̃Ab̃,β̃,δ̃ + Aã,α̃,δ̃Ab̃,β̃,γ̃)

−2

∫
ã

(Sã,α̃,β̃Aã,γ̃,δ̃ + Sã,α̃,γ̃Aã,β̃,δ̃ + Sã,α̃,δ̃Aã,β̃,γ̃ + Sã,β̃,α̃Aã,γ̃,δ̃ + Sã,γ̃,α̃Aã,β̃,δ̃ + Sã,δ̃,α̃Aã,β̃,γ̃)

+3!Sα̃,β̃,γ̃,δ̃ + 3!Sα̃,β̃,γ̃,δ̃ − 4

∫
c̃,d̃

G̃−1

c̃,d̃
(Sd̃,β̃,γ̃Sc̃,α̃,δ̃ + Sd̃,α̃,γ̃Sc̃,β̃,δ̃ + Sd̃,α̃,β̃Sc̃,γ̃,δ̃)

= 4 ·
∫
ã,b̃,c̃,d̃

G̃ã,b̃G̃
−1
ã,c̃G̃

−1

b̃,d̃
(Sc̃,α̃,β̃Sd̃,γ̃,δ̃ + Sc̃,α̃,γ̃Sd̃,β̃,δ̃ + Sc̃,α̃,δ̃Sd̃,β̃,γ̃)

−4 ·
∫
ã,b̃

G̃−1

ã,b̃
(Sã,α̃,β̃Sb̃,γ̃,δ̃ + Sã,α̃,γ̃Sb̃,β̃,δ̃ + Sã,α̃,δ̃Sb̃,β̃,γ̃ + Sã,β̃,α̃Sb̃,γ̃,δ̃ + Sã,γ̃,α̃Sb̃,β̃,δ̃ + Sã,δ̃,α̃Sb̃,β̃,γ̃)

+3!Sα̃,β̃,γ̃,δ̃ + 3!Sα̃,β̃,γ̃,δ̃ − 4

∫
c̃,d̃

G̃−1

c̃,d̃
(Sd̃,β̃,γ̃Sc̃,α̃,δ̃ + Sd̃,α̃,γ̃Sc̃,β̃,δ̃ + Sd̃,α̃,β̃Sc̃,γ̃,δ̃)

= 3!Sα̃,β̃,γ̃,δ̃ + 4 ·
∫
ã,b̃

G̃−1

ã,b̃
(Sb̃,α̃,β̃Sã,γ̃,δ̃ + Sb̃,α̃,γ̃Sã,β̃,δ̃ + Sb̃,α̃,δ̃Sã,β̃,γ̃)

−4 ·
∫
ã,b̃

G̃−1

ã,b̃
(Sã,α̃,β̃Sb̃,γ̃,δ̃ + Sã,α̃,γ̃Sb̃,β̃,δ̃ + Sã,α̃,δ̃Sb̃,β̃,γ̃ + Sã,β̃,α̃Sb̃,γ̃,δ̃ + Sã,γ̃,α̃Sb̃,β̃,δ̃ + Sã,δ̃,α̃Sb̃,β̃,γ̃)

+3!Sα̃,β̃,γ̃,δ̃ − 4

∫
c̃,d̃

G̃−1

c̃,d̃
(Sd̃,β̃,γ̃Sc̃,α̃,δ̃ + Sd̃,α̃,γ̃Sc̃,β̃,δ̃ + Sd̃,α̃,β̃Sc̃,γ̃,δ̃)

= 2 · 3!Sα̃,β̃,γ̃,δ̃ − 4 ·
∫
ã,b̃

G̃−1

ã,b̃
(Sã,α̃,β̃Sb̃,γ̃,δ̃ + Sã,α̃,γ̃Sb̃,β̃,δ̃ + Sã,α̃,δ̃Sb̃,β̃,γ̃

+ Sã,β̃,α̃Sb̃,γ̃,δ̃ + Sã,γ̃,α̃Sb̃,β̃,δ̃ + Sã,δ̃,α̃Sb̃,β̃,γ̃)

(C.66)

Γã,b̃,c̃,d̃ =

∫
α̃,β̃,γ̃,δ̃

G̃−1
ã,α̃G̃

−1

b̃,β̃
G̃−1
c̃,γ̃G̃

−1

d̃,δ̃

[
3!Sα̃,β̃,γ̃,δ̃ − 8 ·

∫
ã,b̃

G̃−1

ã,b̃
(Sã,α̃,β̃Sb̃,γ̃,δ̃ + Sã,α̃,γ̃Sb̃,β̃,δ̃ + Sã,α̃,δ̃Sb̃,β̃,γ̃)

= 2 · 3!S̃ã,b̃,c̃,d̃ − 8 ·
∫
α̃,β̃,γ̃,δ̃,ẽ,f̃

G̃−1
ã,α̃G̃

−1

b̃,β̃
G̃−1
c̃,γ̃G̃

−1

d̃,δ̃
G̃−1

ã,b̃
(Sã,α̃,β̃Sb̃,γ̃,δ̃ + Sẽ,α̃,γ̃Sf̃ ,β̃,δ̃ + Sẽ,α̃,δ̃Sf̃ ,β̃,γ̃)

(C.67)
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Annexe D

Lagrangien

D.1 Lagrangien

On présente dans cette section la dérivation des ordres O((ρ − ρ∗)3) et O(∂3)
du lagrangien effectif apparaissants dans le développement en gradient de l’action
(15.10). On cherche un lagrangien de la forme

L = L(1) + L(2) + L(3) (D.1)

où L(n) contient les termes O((ρ−ρ∗)n). Il n’y a qu’une seule contribution qui préserve
l’invariance par rotation dans O(ρ),

L(1) = Γ0(n− n∗) (D.2)

L’invariance rotationelle peut être utilisée pour réduire la structure tensorielle des co-
efficients des termes d’ordre supérieurs. Tous les coefficients tels que Γ0 sont constants
en espace et en temps et sont des fonctions de ρ∗ = (n∗, 0) seulement.

D.1.1 O(ρ2)

On démarre avec la partie quadratique de l’action et on considère les contributions
selon les puissances des dérivées. Les coefficients à l’ordre O(∂0) sont

Γ0,0 =
1

2
Γ̂(0,0),(0,0),

Γj,k =
1

2
Γ̂(j,0),(k,0) = δj,kC0,2, (D.3)

où

C0,2 =
1

6
Γ̂(j,0),(j,0). (D.4)
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L’ordre O(∂) donne

Γ0
0,0 = − i

2
∂p01Γ̂(0,0),(0,0),

Γ0
j,k = − i

2
∂p01Γ̂(j,0),(k,0) = δj,kC

t
0,2,

Γaj,0 = − i
2
∂pa

1
Γ̂(j,0),(0,0) = δa,jC

s
1,1,

Γa0,j = − i
2
∂pa

1
Γ̂(0,0),(j,0) = δa,jC

s
1,1, (D.5)

où

C t
0,2 = − i

6
∂p01Γj,j,

Cs
1,1 = − i

6
∂pj

1
Γ0,j = −C s

1,1. (D.6)

a l’ordre O(∂2) les coefficients non-triviaux sont,

Γ00
0 ,0 = −1

4
∂2
p01

Γ̂(0,0),(0,0),

Γab0 ,0 = −1

4
∂pa

1
∂pb

1
Γ̂(0,0),(0,0) = δa,bC

ss
2 ,0,

Γ00
j ,k = −1

4
∂2
p01

Γ̂(j,0),(k,0) = δj,kC
tt

0,2 ,

Γ0a
j ,0 = −1

4
∂p01∂pa

1
Γ̂(j,0),(0,0) = δa,jC

st
1,1 ,

Γ0a
0 ,j = −1

4
∂p01∂pa

1
Γ̂(0,0),(j,0) = −δa,jCst

1,1,

Γabj ,k = −1

4
∂pa

1
∂pb

1
Γ̂(j,0),(k,0), (D.7)

avec

Css
2 ,0 = − 1

12
∆p1Γ0,0,

C st
1,1 = − 1

12
∂p01∂pjΓj,0,

C tt
0,2 = − 1

12
∂2
p01

Γj,j. (D.8)
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Enfin à l’ordre O(∂3) on a

Γ000
0 ,0 =

i

12
∂3
p01

Γ̂(0,0),(0,0)

Γ0ab
0 ,0 =

i

12
∂p01∂pa

1
∂pb

1
Γ̂(0,0),(0,0) = δa,bC

tss
2 ,0

Γ000
j ,k =

i

12
∂3
p01

Γ̂(j,0),(k,0) = δj,kC
ttt

0,2

Γ00a
j ,0 =

i

12
∂2
p01
∂pa

1
Γ̂(j,0),(0,0) = δa,jC

tts
1,1

Γ00a
0 ,j =

i

12
∂2
p01
∂pa

1
Γ̂(0,0),(j,0) = −δa,jCtts

1 ,1

Γ0ab
j ,k =

i

12
∂p01∂pa

1
∂pb

1
Γ̂(j,0),(k,0) (D.9)

avec

Ctss
2 ,0 =

i

36
∂p01∆p1Γ0,0

C tts
1,1 =

i

36
∂2
p01
∂pjΓj,0

C ttt
0,2 =

i

36
∂3
p01

Γj,j (D.10)

Le lagrangien quadratique est alors

L(2) = Γ0,0(n− n∗)2 + C0,2j
2 + Γ0

0,0∂̂0n(n− n∗) + C t
0,2j · ∂̂0j + C s

1,1(n− n∗)∇ · j − C s
1,1j · ∇n

+Γ00
0 ,0∂

2
0n(n− n∗) + Css

2 ,0(n− n∗)∆n+ C tt
0,2 j · ∂2

0j + C st
1,1 (n− n∗)∂0∇ · j + Cst

1,1j · ∂0∇n
+Γabj ,k∂a∂bjjjk + Γ000

0 ,0∂
3
0n(n− n∗) + 3Ctss

2 ,0(n− n∗)∂0∆n+ C ttt
0,2 j · ∂̂3

0j

+3C tts
1,1 (n− n∗)∂2

0∇ · j − 3C tts
1,1 j · ∂2

0∇n+ 3Γ0ab
j ,k∂0∂a∂bjjjk (D.11)

D.1.2 O(ρ3)

La partie cubique du lagrangien effectif sans dérivée à l’ordre O(∂0) provient de

Γ0,0,0 =
1

6
Γ̂(0,0),(0,0),(0,0),

Γj,k,0 =
1

6
Γ̂(j,0),(k,0),(0,0) = δj,kC1,2, (D.12)

où

C1,2 =
1

18
Γ̂(j,0),(j,0),(0,0). (D.13)
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La partie à l’ordre O(∂) est

Γ0
0,0,0 = − i

6
∂p01Γ̂(0,0),(0,0),(0,0),

Γ0
j,k,0 = − i

6
∂p01Γ̂(j,0),(k,0),(0,0) = δj,kC

t
1,2,

Γ0
0,j,k = − i

6
∂p01Γ̂(0,0),(j,0),(k,0) = δj,kC

t
1,2,

Γaj,0,0 = − i
6
∂pa

1
Γ̂(j,0),(0,0),(0,0) = δa,jC

s
2,1,

Γa0,j,0 = − i
6
∂pa

1
Γ̂(0,0),(j,0),(0,0) = δa,jC

s
2,1,

Γaj,k,` = − i
6
∂pa

1
Γ̂(j,0),(k,0),(`,0), (D.14)

où

C t
1,2 = − i

18
∂p01Γj,j,0,

Ct
1,2 = − i

18
∂p01Γ0,j,j,

C s
2,1 = − i

18
∂pj

1
Γj,0,0,

Cs
2,1 = − i

18
∂pj

1
Γ0,j,0. (D.15)
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Les termes O(∂2) sont

Γ00
0 ,0,0 = − 1

12
∂2
p01

Γ̂(0,0),(0,0),(0,0),

Γ0,0
0,0,0 = −1

6
∂p01∂p02Γ̂(0,0),(0,0),(0,0),

Γab0 ,0,0 = − 1

12
∂pa

1
∂pb

1
Γ̂(0,0),(0,0),(0,0) = δa,bC

ss
3 ,0,

Γa,b0,0,0 = −1

6
∂pa

1
∂pb

2
Γ̂(0,0),(0,0),(0,0) = δa,bC

s,s
3 ,0,

Γ00
j ,k,0 = − 1

12
∂2
p01

Γ̂(j,0),(k,0),(0,0) = δj,kC
tt

1,2 ,

Γ00
0 ,j,k = − 1

12
∂2
p01

Γ̂(0,0),(j,0),(k,0) = δj,kC
tt
1 ,2,

Γ0,0
j,k,0 = −1

6
∂p01∂p02Γ̂(j,0),(k,0),(0,0) = δj,kC

t,t
1,2 ,

Γ0,0
j,0,k = −1

6
∂p01∂p02Γ̂(j,0),(0,0),(k,0) = δj,kC

t,t
1,2,

Γ0a
j ,0,0 = − 1

12
∂p01∂pa

1
Γ̂(j,0),(0,0),(0,0) = δa,jC

st
2,1 ,

Γa,0j,0,0 = −1

6
∂pa

1
∂p02Γ̂(j,0),(0,0),(0,0) = δa,jC

t,s
2,1,

Γ0,a
j,0,0 = −1

6
∂p01∂pa

2
Γ̂(j,0),(0,0),(0,0) = δa,jC

s,t
2,1,

Γ0a
0 ,j,0 = − 1

12
∂p01∂pa

1
Γ̂(0,0),(j,0),(0,0) = δa,jC

st
2 ,1,

Γ0,a
0,0,j = −1

6
∂p01∂pa

2
Γ̂(0,0),(0,0),(j,0) = δa,jC

s,t
2 ,1,

Γabj ,k,0 = − 1

12
∂pa

1
∂pb

1
Γ̂(j,0),(k,0),(0,0),

Γa,bj,k,0 = −1

6
∂pa

1
∂pb

2
Γ̂(j,0),(k,0),(0,0),

Γab0 ,j,k = − 1

12
∂pa

1
∂pb

1
Γ̂(0,0),(j,0),(k,0),

Γa,bj,0,k = −1

6
∂pa

1
∂pb

2
Γ̂(j,0),(0,0),(k,0), (D.16)
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avec

Css
3 ,0 = − 1

36
∆p1Γ0,0,0,

Cs,s
3 ,0 = − 1

18
∂pa

1
∂pa

2
Γ0,0,0,

C st
0,1 = − 1

36
∂p01∂pjΓj = −i∂p0C s

0,1,

C tt
1,2 = − 1

36
∂2
p01

Γj,k,0,

Ctt
1 ,2 = − 1

36
∂2
p01

Γ0,j,k,

C t,t
1,2 = − 1

18
∂p01∂p02Γj,k,0,

Ct,t
1,2 = − 1

18
∂p01∂p02Γj,0,k,

C st
2,1 = − 1

36
∂p01∂pj

1
Γj,0,0,

Ct,s
2,1 = − 1

18
∂pj

1
∂p02Γj,0,0,

Ct,s
2,1 = − 1

18
∂pj

1
∂p02Γj,0,0,

Cs,t
2,1 = − 1

18
∂p01∂pj

2
Γj,0,0,

Cst
2 ,1 = − 1

36
∂pj

1
∂p01Γ0,j,0,

Cs,t
2 ,1 = − 1

18
∂p01∂pj

2
Γ0,0,j. (D.17)
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Les contributions à l’ordre O(∂3) proviennent de

Γ000
0 ,0,0 =

i

36
∂3
p01

Γ̂(0,0),(0,0),(0,0),

Γ00,0
0 ,0,0 =

i

12
∂2
p01
∂p02Γ̂(0,0),(0,0),(0,0),

Γ0ab
0 ,0,0 =

i

36
∂p01∂pa

1
∂pb

1
Γ̂(0,0),(0,0),(0,0) = δa,bC

tss
3 ,0,

Γ0a,b
0 ,0,0 =

i

12
∂p01∂pa

1
∂pb

2
Γ̂(0,0),(0,0),(0,0) = δa,bC

ts,s
3 ,0,

Γab,00 ,0,0 =
i

12
∂pa

1
∂pb

1
∂p02Γ̂(0,0),(0,0),(0,0) = δa,bC

ss,t
3 ,0,

Γ000
j ,k,0 =

i

36
∂3
p01

Γ̂(j,0),(k,0),(0,0) = δj,kC
ttt

1,2 ,

Γ000
0 ,j,k =

i

36
∂3
p01

Γ̂(0,0),(j,0),(k,0) = δj,kC
ttt
1 ,2,

Γ00,0
j ,k,0 =

i

12
∂2
p01
∂p02Γ̂(j,0),(k,0),(0,0) = δj,kC

tt,t
1,2 ,

Γ00,0
j ,0,k =

i

12
∂2
p01
∂p02Γ̂(j,0),(0,0),(k,0) = δj,kC

t,tt
1,2 ,

Γ00,0
0 ,j,k =

i

12
∂2
p01
∂p02Γ̂(j,0),(0,0),(k,0) = δj,kC

tt,t
1 ,2,

Γ00a
j ,0,0 =

i

36
∂2
p01
∂pa

1
Γ̂(j,0),(0,0),(0,0) = δa,jC

tts
2,1 ,

Γ0a,0
j ,0,0 =

i

12
∂p01∂pa

1
∂p02Γ̂(j,0),(0,0),(0,0) = δa,jC

t,ts
2,1 ,

Γa,00
j,0 ,0 =

i

12
∂pa

1
∂2
p01

Γ̂(j,0),(0,0),(0,0) = δa,jC
tt,s
2 ,1,

Γ0a,0
0 ,j,0 =

i

12
∂p01∂pa

1
∂p02Γ̂(0,0),(j,0),(0,0) = δa,jC

ts,t
2 ,1,

Γ00,a
j ,0,0 =

i

12
∂2
p01
∂pa

2
Γ̂(j,0),(0,0),(0,0) = δa,jC

s,tt
2,1 ,

Γ00a
0 ,j,0 =

i

36
∂2
p01
∂pa

1
Γ̂(0,0),(j,0),(0,0) = δa,jC

tts
2 ,1,

Γ00,a
0 ,0,j =

i

12
∂2
p01
∂pa

2
Γ̂(0,0),(0,0),(j,0) = δa,jC

s,tt
2 ,1,

Γ0ab
j ,k,0 =

i

36
∂p01∂pa

1
∂pb

1
Γ̂(j,0),(k,0),(0,0),

Γab,0j ,k ,0 =
i

12
∂pa

1
∂pb

1
∂p02Γ̂(j,0),(k,0),(0,0),

Γ0a,b
j ,k,0 =

i

12
∂p01∂pa

1
∂pb

2
Γ̂(j,0),(k,0),(0,0),

Γ0ab
0 ,j,k =

i

36
∂p01∂pa

1
∂pb

1
Γ̂(0,0),(j,0),(k,0),

Γ0a,b
0 ,j,k =

i

12
∂p01∂pa

1
∂pb

2
Γ̂(0,0),(j,0),(k,0),

Γ0a,b
j ,0,k =

i

12
∂p01∂pa

1
∂pb

2
Γ̂(j,0),(0,0),(k,0) (D.18)



254 Chapitre D. Lagrangien

où

Ctss
3 ,0 =

i

108
∂0

1∆p1Γ̂0,0,0,

Cts,s
3 ,0 =

i

36
∂p01∂pa

1
∂pa

2
Γ̂0,0,0,

Css,t
3 ,0 =

i

36
∂p01∂pj Γ̂0,0,0,

C ttt
1,2 =

i

108
∂3
p01

Γ̂j,k,0,

Cttt
1 ,2 =

i

108
∂3
p01

Γ̂0,j,k,

C tt,t
1,2 =

i

36
∂2
p01
∂p02Γ̂j,k,0,

Ct,tt
1,2 =

i

36
∂2
p01
∂p02Γ̂j,0,k,

Ctt,t
1 ,2 =

i

36
∂2
p01
∂p02Γ̂j,0,k,

C tts
2,1 =

i

108
∂2
p01
∂pa

1
Γ̂j,0,0,

Ct,ts
2,1 =

i

36
∂p01∂pa

1
∂p02Γ̂j,0,0,

Ctt,s
2 ,1 =

i

36
∂pa

1
∂2
p01

Γ̂j,0,0,

Cts,t
2 ,1 =

i

36
∂p01∂pa

1
∂p02Γ̂0,j,0,

Cs,tt
2,1 =

i

36
∂2
p01
∂pa

2
Γ̂j,0,0,

Ctts
2 ,1 =

i

108
∂2
p01
∂pa

1
Γ̂0,j,0,

Cs,tt
2 ,1 =

i

36
∂2
p01
∂pa

2
Γ̂0,0,j. (D.19)
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Le lagrangien cubique final est

L(3) = Γ0,0,0(n− n∗)3 + C1,2(n− n∗)j2 + Γ0
0,0,0(n− n∗)2∂0n+ 2C t

1,2(n− n∗)j · ∂0j + Ct
1,2j

2∂0n

+C s
2,1(n− n∗)2∇ · j + 2Cs

2,1(n− n∗)j · ∇n+ 2Γaj,k,`∂ajjjkj` + 2Γ00
0 ,0,0(n− n∗)2∂2

0n

+2Css
3 ,0(n− n∗)2∆n+ Cs,s

3 ,0(n− n∗)(∇n)2 + C tt
1,2 (n− n∗)j · ∂2

0j + Ctt
1 ,2∂

2
0nj

2

+C t,t
1,2 (n− n∗)(∂0j)

2 + Ct,t
1,2∂0nj · ∂0j + C st

2,1 (n− n∗)2∂0∇ · j + Ct,s
2,1(n− n∗)∂0n∇ · j

+Cs,t
2,1(n− n∗)∇n · ∂0j + Cst

2 ,1(n− n∗)∂0∇n · j + 2Cs,t
2 ,1∂0n∇n · j + 2Γabj ,k,0(n− n∗)∂a∂bjjjk

+Γa,bj,k,0(n− n∗)∂ajj∂bjk + Γab0 ,j,k∂a∂bnjjjk + Γa,bj,0,k∂bn∂ajjjk + 2Γ000
0 ,0,0(n− n∗)2∂3n

+2Γ00,0
0 ,0,0(n− n∗)∂2

0n∂0n+ 6Ctss
3 ,0(n− n∗)2∆∂0n+ 2Cts,s

3 ,0(n− n∗)∂0∇n · ∇n
+2Css,t

3 ,0∆n∂0n+ 2C ttt
1,2 (n− n∗)j · ∂3j + Cttt

1 ,2∂
3
0nj

2

+2C tt,t
1,2 (n− n∗)∂2

0j · ∂0j + Ct,tt
1,2 ∂

2
0j · j∂0n+ 2Ctt,t

1 ,2∂
2
0nj · ∂0j

+3C tts
2,1 (n− n∗)2∂2

0∇ · j + 4Ct,ts
2,1 (n− n∗)∂0n∂0∇ · j

+2Ctt,s
2 ,1(n− n∗)∂2

0n∇ · j + 2Cts,t
2 ,1(n− n∗)∂0∇n · ∂0j

+2Cs,tt
2,1 (n− n∗)∂2

0j · ∇n+ 3Ctts
2 ,1(n− n∗)j · ∂2

0∇n+ 2Cs,tt
2 ,1∂

2
0n∇n · j

+6Γ0ab
j ,k,0(n− n∗)∂0∂a∂bjjjk + 2Γab,0j ,k ,0(n− n∗)∂a∂bjj∂0jk + 4Γ0a,b

j ,k,0(n− n∗)∂0∂ajj∂bjk

+3Γ0ab
0 ,j,kjjjk∂0∂a∂bn+ 4Γ0a,b

0 ,j,kjk∂0∂an∂bjj + 2Γ0a,b
j ,0,kjk∂0∂ajj∂bn (D.20)

D.1.3 Equation de continuité

La densité et le courant sont toujours sujets à vérifier l’équation de continuité
(15.15) qui peut être utilisée pour simplifier la partie dépendante du courant par
rapport à la densité. Le résultat est de la forme L = Ln + Lj où

Ln = g + gt∂0n+ ĝt∂̂0n+ gtt∂
2
0n+ gt2(∂0n)2 + gss∆n+ gs2(∇n)2 + gttt∂

3
0n

+ĝttt∂̂
3
0n+ gtt,t∂

2
0n∂0n

+ĝtt,t∂
2
0n∂̂0n+ ĝtss∂̂0∆n+ ĝts,s∂0∇n · ∇n+ ĝt,ss2C

ss,t
3 ,0∆n∂0n (D.21)
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avec

g = Γ0(n− n∗) + Γ0,0(n− n∗)2 + Γ0,0,0(n− n∗)3

gt = −2C s
1,1(n− n∗)− 3C s

2,1(n− n∗)2

ĝt = 2Γ0
0,0(n− n∗) + 3Γ0

0,0,0(n− n∗)2

gtt = (2Γ00
0 ,0 − 4C st

1,1 )(n− n∗) + (3Γ00
0 ,0,0 − 6C st

2,1 )(n− n∗)2

gt2 = (3Γ0,0
0,0,0 − 6Ct,s

2,1)(n− n∗) + (6Γ0,0
0,0,0,0 − 6Ct,s

3,1)(n− n∗)2

gss = 2Css
2 ,0(n− n∗) + 3Css

3 ,0(n− n∗)2

gs2 = 3Cs,s
3 ,0(n− n∗) + 6Cs,s

4 ,0(n− n∗)2

gttt = −2C tts
1,1 (n− n∗)− 3C tts

2,1 (n− n∗)− 6C tts
1,1 (n− n∗)

ĝttt = 2Γ000
0 ,0(n− n∗) + 3Γ000

0 ,0,0(n− n∗)2

gtt,t = −12Ct,ts
2,1 (n− n∗)− 6Ctt,s

2 ,1(n− n∗)

ĝtt,t = 6Γ00,0
0 ,0,0(n− n∗)

ĝtss = 6Ctss
2 ,0(n− n∗) + 9Ctss

3 ,0(n− n∗)2

ĝts,s = 48Cts,s
3 ,0(n− n∗)

ĝt,ss = 24Css,t
3 ,0(n− n∗) (D.22)

et

Lj = Gj,kjjjk + G̃a
j,k∂ajjjk +Gtj · ∂̂0j +Gtt · ∂2

0j +Gttj · ∂2
0j +Gt2(∂0j)

2

+Ĝ0a
j ,kjk∂̂0∂ajj +Gab

j ,k∂a∂bjjjk

+Ga,b
j,k∂ajj∂bjk +G0

j∂0jj +Gaja + Ĝtttj · ∂̂3
0j + Ĝtt,t∂

2
0j · ∂̂0j

+Ĝ0ab
j ,k∂̂0∂a∂bjjjk + Ĝab,0

j ,k∂a∂bjj ∂̂0jk

+Ĝ0a,b
j ,k∂̂0∂ajj∂bjk (D.23)
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avec

Gt = 2C t
0,2 + 6C t

1,2(n− n∗) + 12C t
2,2(n− n∗)2 + [6Ct,t

1,2 + 24Ct,t
2,2(n− n∗)]∂̂0n+ 3Ctt,t

1 ,2∂
2
0n

G̃a
j,k = [6Γa,bj,0,k + 24Γa,bj,0,k,0(n− n∗)]∂bn+ 12Γ0b,a

0 ,j,k∂0∂bn

Gtt = 2C tt
0,2 + 3C tt

1,2 (n− n∗) + 12C tt
2,2 (n− n∗)2 + 6Ct,tt

1,2 ∂̂0n

Gt2 = 3C t,t
1,2 (n− n∗) + 6C t,t

2,2 (n− n∗)2

G0a
j ,k = 12Γ0a,b

j ,0,k∂bn

Gab
j ,k = 2Γabj ,k + 6Γabj ,k,0(n− n∗) + 12Γabj ,k,0,0(n− n∗)2

Ga,b
j,k = 3Γa,bj,k,0(n− n∗) + 6Γa,bj,k,0,0(n− n∗)2

G0
j = [6Cs,t

2,1(n− n∗) + 12Cs,t
3,1(n− n∗)2]∂jn+ 6Cts,t

2 ,1(n− n∗)∂0∂jn

+[6Cs,t
2 ,1 + 24Cs,t

3 ,1(n− n∗)]∂0n∇n
G = [2Cs

1,1 + 6Cs
2,1(n− n∗) + 12Cs

3,1(n− n∗)2]∇n+ [4Cst
1,1 + 12Cst

2 ,1(n− n∗)

+24Cst
3 ,1(n− n∗)2]∂0∂jn

−[6C tts
1,1 − 9Ctts

2 ,1(n− n∗)]∂2
0∇n+ 6Cs,tt

2 ,1∂
2
0n∇n

Ga
tt = 6Cs,tt

2,1 (n− n∗)∂an

Gttt = 2C ttt
0,2 + 2C ttt

0,2 + 2C ttt
1,2 (n− n∗)

Gtt,t = 6C tt,t
1,2 (n− n∗)

G0ab
j ,k = 6Γ0ab

j ,k + 6Γ0ab
j ,k,0(n− n∗)

G0a,b
j ,k = 12Γ0a,b

j ,k,0(n− n∗)

Gab,0
j ,k = 12Γab,0j ,k ,0(n− n∗) (D.24)

En accord avec les expressions à une boucle, les fonctions des coefficients G0
j , G et Ga

tt

sont imaginaires purs et gss, gs2 , ĝtss, ĝts,s, ĝt,ss, G
a
j,k, G

0a
j ,k, G

ab
j ,k, G

a,b
j,k, G

0ab
j ,k, G

0a,b
j ,k,

Gab,0
j ,k sont complexes, la partie imaginaire étant proportionnelle à sgn(E).

D.1.4 Invariance par ”boost” galiléen

Seuls certains coefficients listés dans (D.24), peuvent prendre des valeurs arbi-
traires. Une condition évidente sur le lagrangien est que les dérivées temporelles
doivent toujours être suivies d’autres contributions de telles manières à ce qu’elles
puissent être remplacées par des dérivées convectives. L’invariance sous la seconde
transformation dans (15.6) élimine les contributions provenant de l’action et conte-
nant au moins deux puissances du courant sans dérivées spatio-temporelles agissant
sur elles. Une expression Aj avec un courant simple sans dérivée spatio-temporelle ne
sera licite que si chaque composante du vecteur A est une densité multipliée par une
dérivée spatio-temporelle d’une fonction. En fait, un tel élément génénère un terme
de surface dans l’action effective sous ”boost” galiléen. Notre lagrangien peut alors
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être écrit comme (15.57)-(15.58) avec

Ga
j,k = G̃a

j,k − δa,k
1

n
G0
j =

γaj,k
n
,

Gt =
γt
n
,

Gtt =
γtt
n
,

G0a
j ,k =

γ0a
j ,k

n
,

Gab
j ,k =

γabj ,k
n
,

G =
γ

n
,

G0ab
j ,k =

γ0ab
j ,k

n
, (D.25)

et les coefficients γaj,k, . . . sont des constantes indépendantes de l’espace et du temps.

D.2 Equation du mouvement

On dérive dans cette section les équations du mouvement pour le lagrangien effectif
(15.57)-(15.58). On considère d’abord l’équation du mouvement pour la densité. Les
contributions provenant de Ln et Lj à (15.65) sont

Ga′

j,k∂ajjjk +G′
tj · D̂j +G′

ttj ·D2j +G′
t2(Dj)

2 +Gab′

j ,k∂a∂bjjjk

+Ga,b′

j,k ∂ajj∂bjk + v0′ ·Dj +G′ · j
+G′

tttj · D̂j +G0ab′

j ,kD̂∂a∂bjjjkg
′ + g′tDn+ ĝ′tD̂n+ g′ttD

2n

+g′t2(Dn)2 + g′ss∆n+ g′s2(∂n)2

+g′tttD
3n+ ĝ′tttD̂

3n+ ĝ′tssD̂∆n−D(gtn+ gt2Dn) + D̂(ĝtn)− 2∂a(gs2∂an) +D2gtt +
1

2
∆gss

+D̂3ĝttt +
1

2
∆D̂ĝtss − (gt + gt2Dn)

1

n
v · ∂n− ĝt

1

n
v · ∂̂n− gtt

1

n
v · ∂Dn+Dgtt

1

n
v · ∂n

−ĝttt
1

n
v · ∂̂D2n+Dĝttt

1

n
v · ∂Dn− D̂ĝttt

1

n
v · ∂̂Dn−D2ĝttt

1

n
v · ∂n− ĝtss

1

n
v · ∂∂a∂bn,

(D.26)

et

−2Gt2Djk
1

n
v · ∂jk − (G̃tjk + Vk)

1

n
v · ∂̂jk − G̃ttjk

1

n
v · ∂Djk +D(G̃ttjk)

1

n
v · ∂jk

−(G̃tttjk)
1

n
v · ∂̂D2jk − D̂(G̃tttjk)

1

n
v · ∂̂Djk −D2(G̃tttjk)

1

n
v · ∂̂jk −

1

2
G̃0bc
k ,jjj

1

n
v · ∂̂∂b∂cjk,

(D.27)

respectivement, où le prime dénote la dérivée par rapport à la densité.
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Les contributions similaires à l’équation du mouvement pour le courant

(gt + gt2Dn)
1

n
∂kn+ ĝt

1

n
∂̂kn+ gtt

1

n
∂kDn−Dgtt

1

n
∂kn+ ĝttt

1

n
∂̂kD

2n−Dĝttt
1

n
∂̂kn

+D̂ĝttt
1

n
∂̂kDn+D2ĝttt

1

n
∂̂kn+

1

2
ĝtss

1

n
∆̂∂kn, (D.28)

et

Ga
j,k∂aja + G̃tD̂jk + G̃ttD

2jk +Gab
j ,k∂a∂bjj +Gk +GtttD̂

3jk +G0ab
j ,kD̂∂a∂bjj

−2DGt2Djk − 2Gt2D
2jk + D̂G̃tjk + G̃tD̂jk + D̂Vk +D2G̃ttjk + 2DG̃ttDjk +GttD

2jk + D̂3Gtttjk

+3D̂2GtttD̂jk + 3D̂GtttD̂
2jk +GtttD̂

3jk − ∂`G
`
k,mjm −G`

k,m∂`jm − ∂`G
a,`
j,k∂ajj −Ga,`

j,k∂`∂ajj

+2Gt2Djj∂kjj − G̃ttjj∂kjj +
1

2
G0bc
j ,`j`∂k∂b∂cjj. (D.29)

D.2.1 Ordre principal

Les contributions à l’ordre principal à l’ordre O(j0), O(D) et O(∂2) provenant de
(D.26)-(D.27) pour la densité sont exhibés dans l’équation (15.80). Les contributions
à l’ordre principal des expressions (D.28)-(D.29) à l’équation du mouvement pour le
courant peuvent être écrites au moyen d’un multiplicateur de Lagrange

0 = K̂
0(0)

a,k D̂jk + <K bc(0)
a,k ∂b∂cjk + ∂aλ, (D.30)

où

K̂
0(0)

k,a = 4δa,kC
t

0,2,

K
bc(0)

k,a = 2(Γbca ,k + Γbck ,a). (D.31)

On récrit l’équation (D.30) comme

0 = D̂ja + <L bc(0)
a,k ∂b∂cjk +

1

4C0,2

∂aλ, (D.32)

où

L
bc(0)

k,a =
Γbca ,k + Γbck ,a

2C0,2

. (D.33)

On considérera les expressions formelles de chacun des coefficients de l’équation
(D.32). Considérons d’abord 2C0,2. On décompose la fonction de courant à deux
points en une partie transverse et une partie longitudinale

Γk,ap =
pkpa

p2
ΓL +

(
δk,a −

pkpa

p2

)
ΓT (D.34)
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et on substitue cette forme dans la première des équations (D.6). Le résultat est
l’expression

2C t
0,2 =

1

3
i~∂E(2ΓT + ΓL). (D.35)

L’inversion dans (D.61) simultanément avec les équations (D.63) produit

2i~∂E(2ΓT + ΓL) = −6i~
∂EG̃

T

(G̃L)2
. (D.36)

Pour le calcul du numérateur dans (D.33), On doit exprimer la dernière relation dans
les équations (D.7) en termes des composantes longitudinales et transverses de la
fonction de courant à deux points. A cette fin, on obtient

Γk,ap = δk,aΓ
d
p0,p2 + pkpaΓtp0,p2 (D.37)

où

Γd = ΓT

Γt =
1

p2
(ΓL − ΓT ) (D.38)

et on trouve

∂pb∂pcΓ(k,0),a + ∂pb∂pcΓ(a,0),k = 4δk,aδb,c∂p2Γ
d + 2(δc,kδb,a + δc,aδb,k)Γ

t (D.39)

En utilisant encore les équations (D.63) on trouve

1

p2
(ΓL − ΓT ) =

(G̃st)2

G̃tt(G̃L)2
+
∂p2G̃T − ∂p2G̃L

(G̃L)2
, (D.40)

ce qui avec les équations (D.35) et (D.36) mène à

L
bc(0)

a,k = sgn(E)
i

~
δk,aδb,c

∂p2G̃T

∂EG̃T
− sgn(E)

i

2~
(δc,kδb,a + δc,aδb,k)

(
(G̃st)2

G̃tt∂EG̃T
+
∂p2G̃T − ∂p2G̃L

∂EG̃T

)
(D.41)

Les résultats explicites à une boucle peuvent être trouvées au moyen des équations
(D.58),

L
bc(0)

a,k = − δk,aδb,c∫
q

q2

(E2
q+γ2)2

[
1

γ

∫
q

q2

(
Eq

2m(E2
q + γ2)2

+
q2(E2

q + 2γ2)

6m2(E2
q + γ2)3

)

+isgn(E)

∫
q

q2

(
− 1

2m(E2
q + γ2)2

+
q2E3

q

3m2γ2(E2
q + γ2)3

)]

+
1

6~γm2
(δc,kδb,a + δc,aδb,k)

m2
∫
q

1
E2

q+γ2

3
∫
q

q2

(E2
q+γ2)2

−
(
∫
q

q2Eq

(E2
q+γ2)2

)2∫
q

q2

(E2
q+γ2)2

∫
q

1
E2

q+γ2


(D.42)
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D.3 Approximation à une boucle

On présente dans cette section le calcul perturbatif à l’ordre principal des fonctions
de vertex G̃ã,b̃ où les interactions sont prises en compte en retenant un temps de vie

fini τmicr pour les excitations fermioniques élémentaires. La fonction de Green G̃ã,b̃

peut être déterminée dans un premier temps et son inverse dans une seconde étape.

D.3.1 G̃ã,b̃

En raison de l’invariance rotationelle, la transformée de Fourier de la fonction de
Green est de la forme

G̃µ,ν
p =

(
G̃tt(p0, p2) pG̃ts(p0, p2)

pG̃ts(p0, p2) G̃j,k(p0, p2)

)
(D.43)

Afin de faciliter l’inversion, les composantes spatiales seront décomposées en partie
transverse et longitudinale.

G̃j,k = T j,kG̃T + Lj,kG̃L, (D.44)

où

Lj,k =
pjpk

p2
, T j,k = δj,k − Lj,k. (D.45)

Les fonctions de Green

G̃0,0
p = −i~

∫
r

GrGp+r,

G̃0,j
p = −i~

2

m

∫
r

GrGp+r

(
rj +

pj
2

)
,

G̃j,0
p = −i~

2

m

∫
r

GrGp+r

(
rj +

pj
2

)
,

G̃j,k
p = −i~

3

m2

∫
r

GrGp+r

(
rj +

pj
2

)(
rk +

pk
2

)
(D.46)

seront calculées en effectuant une rotation de Wick des énergies imaginaires

G̃µ,ν
p =

∫
q,F

F µ,ν
p,q

[i(F + E)− Eq+p + iγ(F + E)][iF − Eq + iγ(F )]
(D.47)

où l’énergie d’une seule particule

Ep =
~2p2

2m
− µ, (D.48)



262 Chapitre D. Lagrangien

est donné en termes de masse effective m et de potentiel chimique µ,

F 0,0
p,q = 1, F 0,j

p,q =
~
m

(
qj +

pj
2

)
, F j,k

p,q =
~2

m2

(
qj +

pj
2

)(
qk +

pk
2

)
(D.49)

La partie imaginaire des excitations élémentaires, γE = sgn(E)γ avec γ = ~/τmicr
représente les interactions. Le résultat final sera retrouvé par une continuation ana-
lytique au temps réel, E → −iE, à la fin du calcul. Afin d’être en mesure d’utiliser la
méthode des intégrales de contour, l’intégrale de l’équation (D.47) qui a un intégrand
non-analytique en énergie peut être écrit comme

G̃µ,ν
p =

∫
q,F

∫
dλdρδγ(λ− Eq)δγ(ρ− Eq+p)

F µ,ν
p,q

(i(F + E)− ρ)(iF − λ)
(D.50)

au moyen d’une distribution de Dirac régularisée (15.47). Les intégrations sur l’énergie
ainsi que sur les paramètres spectraux peuvent être facilement déterminés au moyen
d’une intégration de contour, ce qui donne

G̃µ,ν
p =

γ

π

∫
q

F µ,ν
p,q

[∫ ∞

−∞

dλΘ(−λ− Eq)

(λ2 + γ2)[λ− Eq+p + Eq + i(E + γE)]

+

∫ ∞

−∞

dλΘ(−λ− Eq+p)

(λ2 + γ2)[λ+ Eq+p − Eq − i(E + γE)]

]
(D.51)

L’intégration sur le paramètre spectral restant donne

<G̃µ,ν
p =

γ

π

∫
q

F µ,ν
p,q

[
1

[D2 + (2γE + E)2](D2 + E2)

(
D2

2
− EγE −

E2

2

)
ln

[E2
q+p + (E + γE)2][E2

q + (E + γE)2]

(E2
q + γ2

E)(E2
q+p + γ2

E)

+D

(
D2 + E2

γE
+ 2(E + γE)

)(
arctan

Eq
γE
− arctan

Eq+p
γE

)
−2D(E + γE)

(
arctan

Eq+p
E + γE

− arctan
Eq

E + γE

)]
(D.52)

et

=mG̃µ,ν
p = (E + γE)

γ

π

∫
q

F µ,ν
p,q

[
1

[D2 + (2γE + E)2](D2 + E2)
D ln

[E2
q+p + (E + γE)2](E2

q+p + γ2
E)

[E2
q + (E + γE)2](E2

q + γ2
E)

+

(
D2 + E2

γE
+ 2E

)(
arctan

Eq
γE
− arctan

Eq+p
γE

)
+
D2 − 2EγE − E2

E + γE

(
arctan

Eq+p
E + γE

− arctan
Eq

E + γE

)]
(D.53)

où D = Eq+p − Eq.
Les expressions (D.52)-(D.53) sont encore trop compliquées, et on va donc les

évaluer dans quelques cas particuliers qui seront suffisants pour la détermination des
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coefficients dans le lagrangien effectif (15.57)-(15.58). Le cas le plus simple est celui
où on pose E = p = 0,

G̃µ,ν
E=p=0 =

2γ

π

∫
q

F µ,ν
p=0,q

∫ ∞

−∞

dλΘ(−λ− Eq)λ

(λ2 + γ2)2
= −γ

π

∫
q

F µ,ν
p=0,q

E2
q + γ2

(D.54)

La dépendance des impulsions à l’ordre principal peut être obtenu en insérant l’intégrand
de (D.51) dans p. On trouve après un calcul long mais direct

G̃µ,ν
E=0 = G̃µ,ν

p=E=0 +
γ

π

∫
q

F µ,ν
p,q

[
DEq

(E2
q + γ2)2

+
D2(E2

q + 2γ2)

2(E2
q + γ2)3

]
+iγE

γ

π

∫
q

F µ,ν
p,q

[
− D

(E2
q + γ2)2

+
D2E3

q

γ2(E2
q + γ2)3

]
(D.55)

jusqu’à l’ordre O(p2). Les dérivées par rapport à l’énergie peuvent être obtenues en
posant p = 0 dans l’équation (D.51),

G̃µ,ν
p=0 =

2γ

π

∫
q

F µ,ν
p,q

∫ ∞

−∞

dλp(λ+ Eq)λ

(λ2 + γ2)[(λ2 + (E + γE)2]
(D.56)

et en effectuant une rotation de Wick inverse et en l’évaluant pour E

G̃µ,ν
p=0 = − γ

(−iE)(−iE + 2γE)π

∫
q

F µ,ν
p,q ln

(
1 +

(−iE)(−iE + 2γE)

E2
q + γ2

E

)
= −γ

π

∫
q

F µ,ν
p,q

(
1

E2
q + γ2

E

+
iE(−iE + 2γE)

2(E2
q + γ2

E)2

)
+O(E2) (D.57)
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Les résultats de (D.55), (D.57) permettent d’obtenir ∂EG̃
ts = 0 et

G̃tt = −γ
π

∫
q

1

E2
q + γ2

∂EG̃
tt =

iγγE
π

∫
q

1

(E2
q + γ2)2

∂p2G̃
tt =

γ

π

∫
q

[
Eq

2m(E2
q + γ2)2

+
q2(E2

q + 2γ2)

6m2(E2
q + γ2)3

]
+ iγE

γ

π

∫
q
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− 1

2m(E2
q + γ2)2

+
q2E3

q

3m2γ2(E2
q + γ2)3

]
G̃ts =

~γ
mπ

∫
q

q2Eq
3m(E2

q + γ2)2

G̃T = − ~2γ

3m2π

∫
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q2

E2
q + γ2

= G̃L

∂p2G̃
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3m2π

∫
q

q2

(
Eq

2m(E2
q + γ2)2

+
q2(E2

q + 2γ2)

6m2(E2
q + γ2)3

)
+iγE
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3m2π
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q

q2
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− 1

2m(E2
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q2E3

q

3m2γ2(E2
q + γ2)3

)
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L = − ~2γ
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∫
q

1

E2
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+
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3m2π
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q

q2

(
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2m(E2
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+
q2(E2
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q

q2

(E2
q + γ2)2

= ∂EG̃
L (D.58)

Les intégrales de boucles sont divergentes et requièrent une régularisation. La cou-
pure dans l’espace des impulsions est implémentée en contraignant l’intégration pour
|q| ≤ 2π/`0. Dans notre approche simplifiée de la dépendance en échelle, on choisit la
coupure dans le régime hydrodynamique

`0 = τmicrvF =
~2

mγ

(
3n

4π

)1/3

. (D.59)

Ce schéma est consistent tant que 2π/`0 > kF , c’est à dire

τmicr <
~π
µ

=
2πm

~

(
4π

3n

)2/3

. (D.60)
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D.3.2 Γã,b̃

La fonction de vertex à deux points Γã,b̃ est obtenue d’après (15.9) en inversant

G̃µ,ν ,

δp+q,0

(
Γtt pΓts

pΓts TΓT + LΓL

)
=

(
G̃tt pG̃ts

pG̃st TG̃T + LG̃L

)−1

=

(
G̃L

D
−p G̃ts

D

−p G̃st

D
1
G̃T T + G̃tt

D
L

)
(D.61)

où D = G̃ttG̃L − p̂2G̃stG̃ts. Afin de déterminer les dérivées des fonctions de vertex
nécessaires, on écrit

Γtt = (G̃L + p2∂p2G̃
L + E∂EG̃

L)(D−1 + p2∂p2D
−1 + E∂ED

−1)

Γts = −G̃ts(D−1 + p2∂p2D
−1 + E∂ED

−1)

ΓT =
1

G̃T + p2∂p2G̃T + E∂EG̃T + E2

2
∂2
EG̃

T

ΓL = (G̃tt + E∂EG̃
tt + p2∂p2G̃

tt)(D−1 + p2∂p2D
−1 + E∂ED

−1) (D.62)

ce qui donne après avoir pris en compte (D.58)

Γtt = G̃LD−1

∂p2Γ
tt = G̃L∂p2D

−1 +D−1∂p2G̃
L

∂EΓtt = G̃L∂ED
−1 +D−1∂EG̃

L

Γts = −G̃tsD−1

∂p2Γ
ts = −G̃ts∂p2D

−1

∂EΓts = −G̃ts∂ED
−1

ΓT =
1

G̃T

∂p2Γ
T = −

∂p2G̃
T

(G̃T )2

∂EΓT = −∂EG̃
T

(G̃T )2

ΓL = G̃ttD−1

∂p2Γ
L = G̃tt∂p2D

−1 +D−1∂p2G̃
tt

∂EΓL = G̃tt∂ED
−1 +D−1∂EG̃

tt (D.63)
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