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On se propose dans cette these d’étudier le lien entre deux théories physiques
récentes et tres prometteuses : la Théorie de la Fonctionnelle de Densité (TFD), ainsi
que la Théorie du Groupe de Renormalisation (TGR). La premiere servira de cadre
formel et versatile au développement de modeles a 1’échelle quantique. La seconde
nous permettra de développer des méthodes analytiques et/ou numériques afin de
traiter des problemes actuels comme la simulation ab initio de tres grands systemes
matériels et la turbulence hydrodynamique développée. La these se compose ainsi de
deux grandes thématiques :

— la premiere étudie les méthodes de calcul ab initio rapides de grands systemes
atomiques et moléculaires. On y propose de traiter le cas des systemes a faible
gap par une version améliorée du Groupe de Renormalisation d’Energie.

— la seconde développe dans le cadre de la Théorie de la Fonctionnelle de Den-
sité de Courant une méthodologie permettant d’obtenir de maniere précise
I’équation du mouvement d’un fluide selon 1’échelle d’observation.

Les méthodes de renormalisation ont vus le jour il y a une quarantaine d’années
en électrodynamique quantique, et sont devenues depuis, un outil d’analyse et de
prédiction redoutable dans divers domaines de la physique et des mathématiques ap-
pliquées comme par exemple : en théorie des champs, pour I’étude des transitions de
phases et des phénomenes critiques, I’étude asymptotique des systemes dynamiques,
la turbulence développée, la percolation, la physique des polymeres, ou la théorie de
la mesure ...

Elles donnent aussi une approche intéressante et puissante dans I’étude des change-
ments d’échelle en espace et en temps et interagissent naturellement avec diverses
techniques de simulation numérique (simulation Monte-Carlo).

Le grand intéret des méthodes de renormalisation est leur capacité a traiter des
problemes ou différentes échelles interagissent, c’est a dire des problemes ou des
phénomenes modélisés a une échelle élémentaire et ayant des interactions a courtes
portées sont susceptibles de créer des phénomenes perceptibles a grande échelle. C’est
le cas par exemple des transitions de phase dans les matériaux magnétiques, des
transitions de phase thermodynamiques, de la turbulence développée, de la transition
semi-conducteur-isolant, ...

De plus, les méthodes de renormalisation se sont avérées étre un formidable algo-
rithme numérique permettant d’envisager de traiter les systemes quantiques dans un
temps de calcul raisonnable et avec une précision accrue.

La TFD est un formalisme alternatif au formalisme de la premiere quantification
utilisant les fonctions d’ondes. La TFD est particulierement intéressante et puissante
pour le traitement des problemes a N corps en matiere condensée. Elle permet de
simplifier ces derniers et de générer des procédures de résolution numérique puissantes.
Ses applications calculatoires sont innombrables comme par exemple : structure de
bandes en physique du solide, propriétés magnétiques de certains alliages, énergies de
liaison moléculaire en chimie, la structure moléculaire en biologie et en minéralogie,
supraconducteurs soumis a un laser intense, effets relativistes dans les éléments lourds
et dans le noyau.
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Simuler ab initio un systeme matériel consiste a résoudre numériquement I’équation
de Schrédinger ou les équations de Kohn-Sham qui lui sont associées. Cette approche
présente des avantages considérables :

— elle est universelle, en ce sens qu’elle peut étre appliquée en principe a un
systeme matériel quelconque et qu’elle permet d’obtenir certaines propriétés
(mécaniques, thermochimiques, optiques, magnétiques, ...) de ce systéme avec
une excellente précision.

— elle est autonome, en ce sens qu’il suffit de connaitre la composition d'un systeme
pour en déduire toutes ses propriétés : les seuls parametres intervenant dans
le modele sont en effet des constantes fondamentales de la physique; aucune
donnée expérimentale propre au systeme étudié n’est requise.

La simulation ab initio peut donc étre appliquée dans des situations ou échouent
toutes les méthodes alternatives tant numériques qu’expérimentales, notamment pour
la prédiction des propriétés de composés chimiques non encore synthétisés ou encore
I'étude de milieux hostiles (conditions extrémes de température ou de pression, ...). La
simulation ab initio de grands systemes atomiques, qui constitue la premiere partie
du sujet de these présente deux difficultés majeures : Pour que les calculs ab initio
soient réellement exploitables dans le contexte d’un changement d’échelle, il faut
qu’ils mettent en jeu un assez grand nombre d’atomes (plusieurs milliers). Il est alors
indispensable d’avoir recours a des méthodes numériques rapides et tres sophistiquées.

Il se trouve que toutes les méthodes numériques rapides développées jusqu’a
présent sont mises en échec lorsqu’on cherche a les appliquer a des systemes métalliques
(plus généralement des systemes a faibles gaps).

L’objet de cette partie de la these sera donc de développer de nouvelles techniques
numériques rapides, basées sur des méthodes dite de renormalisation, permettant ainsi
de simuler efficacement des systéemes métalliques de grande taille. Apres I'étude de
diverses méthodes ab initio de complexité algorithmique linéaire (FOE, DMM, OM,
Divide & Conquer, ...) et leur application au traitement de systémes physiques simples
(modele en tight binding & une dimension), différentes technique basées sur le groupe
de renormalisation seront implémentées dans un code de calcul pour comparaison et
analyse numérique.

La turbulence dite développée est un des phénomenes critiques les plus difficiles
a traiter actuellement. Les équations du mouvement d’un fluide, en I'occurence les
équations de Navier-Stokes ne sont pas aptes a prédire les lois d’échelle observées lors
d’un écoulement turbulent. Typiquement, la méthode du Groupe de Renormalisation
est la meilleure candidate pour un tel programme. En effet la turbulence fait inter-
venir différentes échelles spatio-temporelles, et seule la TGR permet de comprendre
comment s’organisent et interagissent ces différentes échelles.

L’objectif de cette partie de these est de développer une méthode systématique
afin d’obtenir une généralisation des équations de Navier-Stokes et ce depuis 1’échelle
microscopique dans le cadre d'une Théorie Quantique des Champs et au moyen de la
Théorie de la Fonctionnelle de Densité de Courant, qui est une généralisation de la
TFEFD. On envisagera dans de futures publications d’étudier I’évolution des équations
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effectives du mouvement en fonction de I’échelle d’observation au moyen de la méthode
du Groupe de Renormalisation.

La these est organisée en six parties.

La premiere expose des généralités physiques sur la TGR. Le chapitre donne
une perspective intéressante sur le GR en le situant dans un contexte théorique et
montre que la TGR est bien plus qu'une théorie, une "méta-théorie”. Le chapitre
est une démonstration sur un modele d’école, le modele d’Ising et permet d’exhiber
les premiers concepts et de dérouler 'algorithme d’une méthode de renormalisation
dans 'espace réel.

La deuxieme partie de la these est une présentation plus mathématique de la TGR.
Les chapitres et (4) permettent respectivement au travers de ’analyse linéaire de
comprendre le lien entre les exposants critiques et les caractéristiques mathématiques
de 'opérateur de renormalisation, et au travers de la Théorie des Groupes et Algebres
de Lie d’interpréter le GR comme un groupe de symétrie particulier. Le chapitre
donne un point de vue intéressant en interprétant le GR comme une généralisation
du Théoreme de la Limite Centrale ou Central-Limit.

La troisieme partie commence au chapitre (@ par une présentation des méthodes
usuelles de calcul ab initio pour la mécanique quantique non-relativiste, et permet
d’introduire la TFD au chapitre . Les extensions de la TFD, comme la TFDS ou
la TFDC sont présentées succintement au chapitre .

La quatrieme partie montre comment la TGR peut résoudre un probleme de
complexité algortihmique et de précision numérique pour la simulation de systemes
matériels a faibles gaps en DFT. Le chapitre @ est une présentation des méthodes
dites d’ordre N, ou O(N). Le chapitre suivant est une présentation d’'une méthode
de renormalisation dans I'espace d’énergie (ERG) et propose une amélioration de cet
algorithme.

Enfin, la derniere partie, sirement la plus novatrice, concerne ’application com-
binée de la TGR et de la TFDC au traitement de la turbulence et a la dérivation
des équations de Navier-Stokes généralisées. Un tour d’horizon historique sur la tur-
bulence est effectué au chapitre . Le chapitre suivant, Chap. fait I'état des
lieux des techniques mathématiques utilisées, en particulier I’analyse fonctionnelle,
pour le traitement de I'équation de Navier-Stokes. Au chapitre , on décrit les
propriétés énergétiques et de symétrie de cette équation ainsi que la turbulence au
travers de lois et de théories phénoménologiques (K41). On démonte la version du
GR utilisée par les hydrodynamiciens en essayant de pointer certaines incohérences
au chapitre . Finalement, le dernier chapitre, Chap. , propose une méthode
systématique de généralisation des équations de Navier-Stokes a partir de 1’échelle
microscopique et prépare le terrain a de futures applications du GR pour retrouver
les lois phénoménologiques de la turbulence.

On trouve dans la derniére partie, en annexe, les supports aux notations et aux
définitions, ainsi que les détails de certains calculs.
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Chapitre 1

Principe et cadre physique

Les méthodes de renormalisation sont incontournables en physique des lors que

I'on s’intéresse aux propriétés asymptotiques d’un systeme, c’est a dire des systemes
ou des fluctuations spatiales et/ou temporelles existent a toutes les échelles.
En se basant sur I'invariance d’échelle, caractéristique inhérente aux phénomenes cri-
tiques, et sans avoir a se préoccuper (dans un certaine mesure) de la validité des ap-
proximations propres a la modélisation, elles permettent d’obtenir de maniere simple
et systématique les propriétés intrinseques, universelles et indépendantes des détails
des constituants du systeme. On renvoie aux ouvrages et aux articles suivants pour
plus de détails [T, 2 3, [4].

1.1 Historique

1.1.1 Origine

Le terme "renormalisation” a tout d’abord été utilisé par les hydrodynamiciens.
En effet, dans le cadre de I’étude du mouvement d’un corps solide dans un fluide, ces
derniers définirent au dix-neuvieme siecle le concept physique de masse renormalisée,
c’est a dire la masse apparente ou effective. Cette masse s’identifie a la masse inertielle
modifiée par la présence du fluide. Elle intervient donc dans 'expression de 1’énergie
cinétique et dans I’équation du mouvement. Le mouvement du solide entraine le fluide,
lequel en retour augmente l'inertie du corps, c’est a dire sa masse. En prenant en
compte la contribution du au fluide déplacé, on peut définir une masse renormalisée
m, telle que

§m'r17 = 577“72 + Ecinétique du fluide déplacé (11)

On se retrouve dans une situation ou la cause est modifiée par 'effet dont elle
est a l'origine. Cette situation simple et classique se retrouve en électrodynamique
quantique (EDQ ou QED en anglais) ou la charge de I’électron crée un champ qui agit
a son tour sur la particule et modifie ainsi sa charge. Celle-ci est donc la contribution

25



26 Chapitre 1. Principe et cadre physique

de la charge de la particule "nue” et de la charge due a I’auto-interaction de ’électron
avec le champ électrique qu’il a lui-méme crée.

1.1.2 La renormalisation issue de la théorie quantique des
champs

Catastrophes ultra-violette et infra-rouge

En théorie quantique des champs en général, et historiquement en électrodynamique
quantique en particulier, on exhibe rapidement certains problemes de divergences
dans les calculs dues aux limites spatiales d'un comportement d’échelle. C’est ce
qu'on dénomme usuellement sous le terme de catastrophe UV (ultra-violet) et IR
(infra-rouge).

— Divergences UV : elles qualifient le fait qu’il y a une infinité de processus pos-
sibles aux petites échelles, c’est a dire aux grandes fréquences. Afin de faire
aboutir les calculs, on introduit une coupure (cut-off en anglais). Le but est
de régulariser un modele ou 1’échelle devient tres petite en un modele effec-
tif dépendant de la coupure. On retrouve ce probleme lorsque 'on essaie de
construire une bonne théorie de la charge ponctuelle de 1’électron. Les diver-
gences apparaissent dans ce cas lorsqu’on étend la charge ou la fréquence jusqu’a
I’infini pour une théorie qui ne se controle que dans un domaine fini. Dans le cas
de systemes critiques, comme nous le verrons par la suite, les fréquences sont
bornées supérieurement par 1’existence d’une échelle minimale.

— Divergences IR : elles qualifient les divergences apparaissant aux grandes échelles.
Elles sont une des caractéristiques fortes des systemes critiques, voire méme une
définition. Les divergences IR sont dues aux corrélations a longue portée des
constituants du systeme. Les fluctuations s’ajoutent de maniere constructive
et ne donnent pas une moyenne nulle. Le plus souvent, les méthodes pertuba-
tives sont inefficaces et seules les méthodes issues du groupe de renormalisation
peuvent traiter ce type de probleme.

Théorie quantique des champs

Avec une sémantique différente, en 'occurrence celle de la régularisation, la re-
normalisation est apparue en théorie quantique des champs en tant que technique
d’intégration sur tous les quanta virtuels de fréquence élevé. Dans les années 1950, R.
Feynman, J. Schwinger, S. Tomonaga et F. J. Dyson utiliserent les techniques de re-
normalisation afin de venir a bout des divergences ultraviolettes en électrodynamique
quantique. De leur travail est apparu le qualificatif de théorie renormalisable, précisém-
ent une théorie ou l'influence de certains phénomenes a une gamme d’échelle donnée
peut étre prise en compte simplement par la modification de parametres initiaux par
des parametres effectifs. Laquelle gamme d’échelle est donnée par des fréquences a
une certaine valeur de coupure A.
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La relation fonctionnelle entre les parametres initiaux et renormalisés peut étre défini
au moyen d’opérateurs formant une structure de semi-groupe. D’ou la dénomination
abusive de groupe de renormalisation. Cette abstraction a permis d’utiliser la batterie
d’outils de la théorie des groupes (Algebres de Lie, Théorie des Représentations, ...)
afin de donner une assise mathématique puissante aux techniques de renormalisation
et d’exploiter 'existence de groupe de symétrie. En effet, le groupe de renormalisa-
tion est un groupe de symétrie particulier et donne une algorithmique pour dégager
des lois quantitatives traduisant les propriétés d’invariance donc de symétrie d’un
systeme.

Théorie statistique des champs

Le groupe de renormalisation a par la suite permis de s’intéresser et de traiter
les systemes critiques, i.e les systémes ou la longueur de corrélation devient infini et
exhibe des divergences infrarouges; ce qui empéche de découpler les échelles et de
travailler avec des quantités moyennes. De plus, la nature fractale des phénomenes
critiques pousse a chercher des lois d’échelle, ¢’est a dire des lois en puissance. Comme
le montrera le chapitre suivant, la stratégie des méthodes de renormalisation est de
chercher a déterminer les couplages entre échelles et par la méme de comprendre
comment les fluctuations s’organisent.

Théorie des systemes dynamiques

Depuis quelques années, les techniques de renormalisation ont permis d’envisager
de comprendre 'apparition du chaos dans les systéemes dynamiques, autrement dit
dans les systemes a invariance d’échelle temporelle.

1.1.3 Universalité des phénomenes critiques
Regle de structure d’un systeme physique

On dénommera sous le terme de systeme le support physique d’un phénomene. Ha-
bituellement en sciences physiques, il convient d’étudier un phénomene en le placant si
possible dans le cadre d’une théorie et en lui associant un modele formel (hamiltonien,
équations d’équilibre ou d’évolution,...) qu’on appelle une regle de structure, suscep-
tibles de prédire les quantités pertinentes {O;} ou fonctions d’état, dépendantes de
parametres {¢;}. La modélisation est une étape essentielle, puisque elle doit générer
des équations solvables aisément, mais doit aussi permettre de reproduire certaines
caractéristiques complexes du dit phénomene. Elle dépend profondément de 1’échelle
a laquelle on l'observe. Les états du systeme modélisé sont représentés par un point
dans un espace appelé espace de phase, I’évolution du systeme dans cet espace étant
décrite a l'aide de la regle de structure invoquée.



28 Chapitre 1. Principe et cadre physique
Généricité d’un phénomene

Certains phénomenes restent qualitativement stables sous une faible modification
des modeles, de la géométrie ou de toute autre caractéristiques du systeme physique.
On les qualifie alors de phénomenes génériques. Cette définition s’étend aux systemes
eux meémes : un systeme est générique si les systémes voisins (dans une topologie
a préciser) possedent les mémes propriétés. On peut rapprocher cette définition de
généricité de celle de stabilité structurelle, développée par René Thom dans sa Théorie
des Catastrophes [5, [6], lesquelles catastrophes se produisent des lors que la régle de
structure du systeme n’est plus structurellement stable.

Le physicien ne se préoccupe que des systemes génériques car si de faibles perturba-
tions détruisent un phénomene, celui-ci ne pourra jamais étre observé expérimental-
ement. Pour qu’il le soit, il doit dépendre uniquement de parametres tels que la di-
mension de I'espace réel et de I'espace de phase, du nombre de parametres extérieurs
indépendants, de la régularité des modeles et des regles de structure, du comporte-
ment asymptotique de certaines grandeurs, et des symétries du systeme. Par contre,
il ne doit pas dépendre des conditions initiales ou aux limites du modele choisi, ni des
diverses approximations utilisées.

Pour les phénomenes critiques, seules les propriétés génériques ont un intérét et on
néglige les résultats obtenus pour des modeles particuliers. En fait, on ne s’intéresse
plus aux valeurs des observables {O;({c;})}, mais plutot aux relations fonctionnelles

({ay} = Oy).

Transformation d’échelle

La nécessité de ne s’intéresser qu’aux propriétés génériques des phénomenes cri-
tiques provient aussi de la tres grande sensibilité des fonctions d’état d’un systeme
critique a ses détails microscopiques. En effet, la moindre perturbation est répercutée
a toutes les échelles. Finalement, seule la relation fonctionnelle ({a;} +— O;) sera
conservée, puisqu’elle seule a une réalité physique. Certaines fonctions d’état di-
vergent au point critique, et donc leur valeurs importent peu, seule la maniere dont
elles divergent permet de donner une information sur les mécanismes a 1’origine du
phénomene critique.

De plus, il apparait au point critique un comportement coopératif des degrés de li-
bertés microscopiques, leurs détails physiques ne jouant un role qu’a partir du moment
ou ils influent sur la structure collective.

Cela implique donc de se passer de I'étude du systeme et de ne se préoccuper que des
transformations d’échelle. On cherchera a prouver l'existence de lois d’échelle du type
O;({a;}) ~ Op-aj” en déterminant 'exposant 7;;. Ce dernier est un exposant univer-
sel pour une classe de modeles donnés. De maniere concrete on essaiera d’expliciter
I’évolution des fonctions d’états ainsi que des fonctions de corrélation sous un change-
ment d’échelle. Techniquement, 'invariance d’échelle sous certaines transformations
exhibera la structure et I'organisation hiérarchique responsable de la criticité.
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Classes d’universalité de phénomenes critiques

Les systemes critiques exhibant les mémes propriétés d’invariance sous une trans-
formation d’échelle ou associée a toute autre symétrie, appartiendront a une méme
classe d’universalité. On essaiera donc de développer des résultats au sein de classes
d’universalités en ne se préoccupant que des propriétés génériques.

1.1.4 Echelles phénoménologiques
Echelle caractéristique

Un systeme physique peut présenter des propriétés différentes suivant 1’échelle
ou on l'observe. La notion d’échelle caractéristique d’un phénomene va permettre de
créer une hiérarchie entre les structures observées, les interactions, les corrélations,
et les effets extérieurs. Elle indique la distance de variation typique d'une grandeur.
On ne peut malheureusement donner un sens quantitatif a cette notion pour tous les
systemes physiques étudiés. On doit souvent se contenter d’une notion qualitative.
Cependant deux situations physiques de référence permettent de définir quantitati-
vement cette notion :

— Une observable de type ondulatoire : W(x) = W, cos(kz). Dans ce cas, la lon-

gueur caractéristique est la longueur d’onde ly = Ay = 2?”

— Une observable de type exponentielle : U(z) = Woet. Ici, la longueur ca-
ractéristique est ly = |].

Dans les autres cas, on peut introduire une échelle caractéristique de variation de ¥
de différentes manieres en utilisant des moyennes spatiales. Il faut toutefois garder a
I'esprit que seul l'ordre de grandeur importe et que I’échelle caractéristique ne doit
pas varier brutalement si les parametres intervenant dans le calcul de ces moyennes
varient sensiblement :

— Si ¥ est une fonction oscillante, il suffit de chercher dans le spectre de Fourier
de W, la ou les composantes maximales. Si il n’y en a qu'une, sa longueur
d’onde fournit immédiatement 1’échelle caractéristique. Si il y en a plusieurs,
cela signifie qu’il existe plusieurs échelles caractéristiques et la question n’a pas
de sens. On peut proposer la formule empirique suivante ou <> désigne une
moyenne sur un grand nombre d’oscillations :

<supV¥ > — <inf¥ >

ly =2
v < |2 >

(1.2)

Dans le cas d'une onde sinusoidale, on retrouve sa longueur d’onde.

— Si U est essentiellement monotone, on cherche dans son spectre de Laplace, le
point py autour duquel les composantes sont maximales. Il suffit de prendre alors
ly = m ou R désigne la partie réelle d’'un complexe. On peut généraliser :
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<\\I/|>

= e (13

— Si W est une densité telle que x?¥(z) soit intégrable sur RY. On définit I'échelle
caractéristique comme :

fRdHﬂc—fHQ‘l’( Jdx

ly [0 (0)d (1.4)
ou le barycentre z est déterminé par
- fRd x‘lf dd

Dans le cas ou ¥ est la densité d'un vecteur aléatoire, T est son espérance, et
le carré de 1’échelle caractéritique /3, est sa variance.
— Dans le cas, tres intéressant, ou ¥ dépend d'un parametre a selon

U (z) = (p(f) (1.6)

«

on en tire immédiatement la relation liant les longueurs caractéristiques de W
et de ¢

l\pa = Q- l%’ (17)

Echelle d’observation

Il s’agit de I’échelle caractéristique maximale. Son intérét réside dans le fait qu’elle
est I’échelle de description des propriétés du systeme mais aussi ’échelle caractéristique
des contraintes extérieures. Dans le paradigme développé pour I'étude des systemes
critiques, un des enjeux majeurs est de relier les grandeurs exprimées a cette échelle
aux variables aléatoires décrivant sa structure aux échelles inférieures.

Echelle minimale

C’est I'échelle des configurations du systeme. C’est aussi ’échelle de discrétisation
du systeme : on ne distingue plus ce qui est inférieur a cette échelle. Les sous-systemes
constitués par cette discrétisation sont les constituants élémentaires du systeme glo-
bal. Ils ne sont pas divisibles, n’ont pas de structure interne et peuvent étre assimilés
a des points lorsqu’on les observe de loin.
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1.1.5 Echelles relatives

On associera désormais et de maniere relative les termes microscopique, mésoscopique,
et macroscopique aux échelles suivantes :

— microscopique a 1’échelle minimale a des phénomenes étudiés
— macroscopique a la plus grande échelle d’observation L

— mésoscopique a ’échelle intermédiaire [ telle que a < | < L

1.1.6 Limite thermodynamique et régime asymptotique

La principale caractéristique des phénomenes critiques est, rappelons le, la di-
vergence de la portée des corrélations entre éléments du systeme. Afin de pouvoir
les mettre en évidence, le systeme doit étre formellement adapté au niveau de cer-
taines de ses caractéristiques géométriques pour un systeme spatialement étendu, et
temporel pour un systeme dynamique.

Limite thermodynamique

Les grandeurs globales seront d’abord ramenées a des grandeurs volumiques, puis
passée a la limite L. — oo mais a densité constante. Cette opération souvent qualifée
de limite thermodynamique permet d’utiliser les propriétés de symétries d’un systeme,
comme par exemple l'invariance par translation, mais aussi de donner un sens a la
notion de divergence des corrélations statistiques.

Dans le cas d'un systeme spatialement étendu, si d est la dimension de 1’espace,
on peut montrer que le nombre relatif de constituants impliqués dans des effets de
bord varie comme % Dans la limite L — oo, les effets de bord deviennent donc
négligeables.

Régime asymptotique

A T'instar de la limite thermodynamique, le régime asymptotique qualifie I’évolution
d’un systeme dynamique sur un intervalle de temps [to,to + 1] ou to et T doivent
étre suffisamment grand respectivement pour que le régime permanent ait pu s’ins-
taller, et pour que la notion de divergence d'un temps caractéristique ait un sens.
De maniere analogue aux effets de bord pour les systemes spatiaux, les conditions
initiales perdent leur capacité a perturber le systeme des lors que ty est grand. En
effet, le poids statistique des phénomeénes observés pendant [0, ¢y] n’influencera pas
les moyennes temporelles calculées un tant soit peu que 17" > t.

Remarque 1.1.1 Lorsque ces limites ne sont pas atteintes les propriétés des systemes
critiques sont fortement modifées. On parle alors d’effets de taille finie.
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1.1.7 Lois d’échelle, exposants critiques et parametres de
controle

Une loi d’échelle caractérise un comportement en puissance d’une fonction d’état
F d’un systeme par rapport a une variable x au voisinage d'un point donné xr = z.
de la forme F(z) ~ A - (z — x.)7. On peut ne plus faire référence a la constante A en
écrivant F(kx) ~ K" F(x).
Si x est défini a gauche et a droite de x., 'exposant v peut prendre dans ce cas deux
valeurs distinctes v_ et v, et la loi d’échelle s’exprimera

Flr) ~ Ay-(x—z)*, x>,

Flx) ~ A_-(x.—2x), v <z, (1.8)

A" F(z)

dx™

Il est évident que le point z. est une singularité, puisque diverge en x. des

lors que v; < 1ou~vy_ < 1.

Remarque 1.1.2 On peut généraliser cette définition a des fonctions de plusieurs va-
riables, comme par exemple dans le cas de deuz variables : F(x,y) ~ A-[(x —x.)(y —
ye)"P]7. Dans la pratique, on ne s’intéressera jamais a ce cas, car un phénomeéne régit
par les variations de plusieurs parameétres n’est pas structurellement stable.

Les systemes dynamiques exhibent souvent ce type de caractéristiques. En effet, un
parameétre controle l’état les propriétés statiques, donc a fortiori d’équilibre, un autre
controlant les propriétés dynamiques, comme le bruit par exemple.

Parametre de controle

Un parametre de controle est par définition une grandeur permettant de modifier

les propriétés statiques et dynamiques d’un systeme sans en étre influencé en retour.
Bien entendu, le qualificatif ”parametre de controle” dépend fortement du modele
choisi, ainsi que de son échelle spatiale ou temporelle. Un parametre de controle est
au sens premier un parametre qui peut étre ajusté a 1’échelle macroscopique, et qui
intervient dans la regle de structure en donnant une mesure de l'importance dune
influence extérieure. Ces parametres de controle sont souvent des grandeurs intensives,
comme par exemple la température, la pression, la densité, un champ électrique ou
magnétique, une force d’entrainement en hydrodynamique.
Les parametres internes forment une autre classe de parametres de controle. Ce sont
des grandeurs que 1'on peut considérer comme constante des lors que leur evolution
temporelle est beaucoup plus lente que celle du phénomene étudié. Dans le cas ou
leur temps caractéristique est court par rapport a celui du phénomene étudié, on
les assimile dans ce cas a leur moyenne temporelle. Des exemples typiques de tels
parametres sont les constantes de couplage, de diffusion. La relation fonctionnelle
entre ces parametres et l'environnement du systeme est difficile a expliciter. Si bien
que ce sont les parametres internes qui seront les parametres pertinents et non les
parametres directement réglables.
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1.2 Méthodes de renormalisation

1.2.1 Objectifs

Les propriétés d’un systéme critique S(z.) ne sont pas correctement expliquées en
prenant la limite x — z. pour un systéme non critique S(x). On introduit donc les
méthodes de renormalisation pour résoudre ce probleme. La difficulté sous-jacente aux
systemes critiques est de comprendre et d’expliquer pourquoi des interactions a courte
portée engendrent des phénomenes perceptibles a grande échelle. Dans le paradigme
de la physique actuelle, on admet généralement que c’est I’existence de comportements
collectifs hiérarchisés depuis les échelles microscopiques jusqu’aux échelles macrosco-
piques qui est responsable des phénomenes critiques. La hiérarchie impose donc de ne
s’'interesser qu’a la maniere dont les constituants microscopiques cooperent et non aux
détails de leur constitution. De plus, il est important de relier les différentes échelles
entre elles, afin de mettre en evidence d’éventuelles invariances d’échelle.

Limitations des méthodes classiques

On se rend tres facilement compte que les approches physiques et mathématiques
usuelles échouent pour I’étude des phénomenes critiques. Et ce, pour plusieurs raisons :

— un phénomene critique est caractérisé par une longueur de corrélation & diver-
gente, empéchant ainsi une analyse locale

— le fait que le systeme de taille L est supposé homogene a une échelle | < L,
comme par exemple dans les théories de champ moyen ou ’on remplace les in-
teractions entre constituants élémentaires par une interaction externe homogene
et indépendante des propriétés statistiques du systeme, est incompatible avec
la divergence de la longueur de corrélation

— on constate par simulation ou expérimentalement que £ donne la dimension
des inhomogénéités microscopiques du phénomene . Si € diverge alors, on ne
peut traiter perturbativement les fluctuations statistiques depuis une échelle
macroscopique qui ne fait intervenir que des valeurs moyennes

— les fonctions d’état ne sont pas analytiques au voisinages d’un point critique. Il
est donc impossible d’effectuer un traitement perturbatif. De plus la convergence
du développement est de plus en plus lente des lors que 1'on se rapproche du
point critique

— pour une fonction d’état Fy(z) donnée et bien que I'on observe lim lim Fy(x)
o

r—xc N—

et que 'on sait plutot calculer lim  lim Fy(z), on ne peut intervertir les limites

thermodynamiques et critiques (& tous les ordres de dérivation par rapport a «
en z.)
d d*
lim lim W}"N(x) # lim lim —Fn(z) ,keN (1.9)
x

N—o0 x—xc r—x. N—oo dajk
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Algorithmique des méthodes de renormalisation
Les méthodes de renormalisation vont pouvoir quant a elles :
— prouver l'existence de lois d’échelle

— déterminer les exposants critiques

— montrer le caractere universel du phénomene critique et exhiber sa classe d’uni-

versalité
o o 0 0 0 0
e 0o 0 0 0 o
o 0o 0 0 o0 o S
o o olo|le | o
i o o o o o @
e o 00 0 0

Fi1G. 1.1 — Systéeme non critique

Pour décrire un systeme S a I’échelle macroscopique, les méthodes de renormali-
sation doivent tout d’abord réduire le nombre de degrés de liberté, qui est a priori
infini. De plus, la longueur de corrélation £ étant elle aussi infinie, il n’est pas possible
de se contenter d’un échantillon de taille inférieure a &.

o o]e o0 @ oo o
o ofo o 00 o oo
e o0 000 | o0

,
o oo 000
HEIRIRRan
,
e oo 0 0o

Fia. 1.2 — Systeme critique agraindi

Afin d’utiliser au mieux 'invariance d’échelle due a la divergence de &, on effec-
tue un agraindissement, ou changement de grain (coarse-graining en anglais) : on
décompose S en sous-systeme emboités déductibles les uns des autres par des chan-
gements d’échelle. On décrit ainsi le systeme a une échelle agraindie d'un facteur k.
Ce qui permet de diminuer la criticité du systeme puisque la longueur de corrélation
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devient % et d’augmenter la résolution au voisinage d’une singularité dans I’espace de
Fourier.

L’algorithme d’une méthode de renormalisation est décrit comme suit :

1. on explicite 'espace des regles de structure @, c’est a dire un sous-ensemble des
fonctions ¢ définies sur l'espace de phase X du systeme S

2. on introduit un opérateur de renormalisation Ry, k > 1, agissant dans ’espace
®. On préfere étudier la relation, i.e une regle de structure ¢ € ®, entre les
états du systeme S et les données du probleme, plutot que d’étudier 1’évolution
du systeme dans I'espace de phase X'. On déplace ainsi I’analyse du systeme de
X ad

3. on réduit en méme temps le nombre de degrés de liberté d’'un facteur k£ a ’aide
d’'une opération de décimation et on modifie la regle de structure ¢ € ®. On
effectue un changement d’échelle adapté, afin de conserver certains invariants
physiques du systeme (échelle minimale par exemple). On affaiblit ainsi le ca-
ractere critique puisque la longueur de corrélation est divisée par k. L’opérateur
de renormalisation R doit étre concu de telle maniere que I'invariance d’échelle
crée une invariance de la regle de structure ¢ = Ryp. Supposons de plus que
la regle de structure ¢ dépende en plus d’'un parametre de controle x. Dans ce
cas il est tres utile de reporter la renormalisation sur ce parametre x au moyen
d’un autre opérateur r tel qu’au voisinage de la valeur critique du parametre
T = x. , on ait la relation Ry, = ¢, ., amenant ainsi a un autre probleme de
point fixe rpz. = ..

4. on essaie de prouver I'existence d’un point fixe hyperbolique ¢* € ®. On renvoie
a [3,[19] pour la définition d’un point fixe hyperbolique. Une analyse différentielle
au voisinage de ce dernier permet d’expliciter les exposants comme des fonctions
du logarithme des valeurs propres du linéarisé de R au voisinage de ¢*, c’est

a dire DRy (™).

1.2.2 Classes d’universalité

L’ensemble des regles de structure convergeant vers le méme point fixe est donc
une classe d’universalité. Le point fixe ¢* est donc un représentant de cette classe
d’universalité et peut étre considéré comme un systeme universel. On verra plus loin
qu’une classe d'universalité est du point de vue de la géométrie et du calcul différentiel
une variété hyperbolique.
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Chapitre 2

Exemple de systeme critique

L’archétype du systéme critique est le modele d’Ising [7, O]. C’est pourquoi on se
propose de concrétiser une méthode de renormalisation sur ce systeme. Il constitue
un excellent modele de référence en Théorie Quantique et Statistique des Champs
[10], 111, 12} [13], [14].

2.1 Modeles d’Ising

2.1.1 Introduction

Les modeles rencontrés en physique statistique sont souvent des modeles sur
réseau, comme par exemple les modeles pour I'étude du magnétisme. Le modele
d’Ising est un modele de spin pour le ferromagnétisme, considéré comme 1’archétype
des problemes de transition de phase, permettant de développer rapidement et tres
simplement une méthode de renormalisation spatiale adaptée aux phénomenes appa-
raissant a la limite thermodynamique.

Sachant que l'interaction entre spins est a courte portée, I’hamiltonien le plus simple
qui tend a les aligner est celui de Heisenberg qualifié de quantique.

H=-J]Y o;-0; (2.1)
<i,j>
ou J est une constante de couplage positive, les {0} sont des matrices de Pauli, et
le symbole <, > indiquant une sommation sur les plus proches voisins.

Il se trouve que les effets quantiques n’ont pas d’influence au voisinage de la
température critique a moins que cette derniere ne soit nulle. Il est donc possible
de remplacer les matrices de Pauli par des vecteurs classiques {S;} normalisés afin
d’obtenir ce qui est communément appelé le modele de Heisenberg classique. Mal-
heureusement ce modele est encore trop complexe et ¢’est pourquoi Lenz proposa en
1920 a son étudiant Ising comme sujet de these son étude au travers d’une simpli-
cation supplémentaire : les vecteurs sont remplacés par des scalaires ne prenant que
des valeurs ne pouvant étre que +1 et considérés comme toujours paralleles a un axe
fixe. Ce modele décrit précisément un systeme de spins fixés aux noeuds d’un réseau

37
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régulier et en équilibre thermique par rapport a une température T' = @ On ob-
tient la valeur physique des spins en multipliant S; par une constante y dépendant
de la nature physique du spin. On se permet de restreindre le couplage des spins en
raison de la faible portée. Puisque les phénomenes critiques dépendent fortement de
la dimension du parametre d’ordre, en I'occurence la dimension du spin, trois dans le
cas de Heisenberg classique, un dans le cas d’'Ising, la description quantitative risque
d’étre peu vraisemblable. On espere seulement des résultats qualitatifs. ’hamiltonien
du modele d’Ising s’écrit donc comme

H=-J])Y 8-S (2.2)

<i,j>

-

@
Fi1G. 2.1 — Modele d’Ising 1D

Toutefois pour des raisons calculatoires on introduit un champ magnétique sur
chaque site du modele et on se donne la possibilité d’avoir des couplages {J;;}
différents entre chaque site, ce qui donne

N N

1 1
7,7=1 7j=1

ou on définit

(S:(Sla"wSN)

Jii Jiz
J = Ja1 Jao

B =(By,...,By)

\

2.1.2 Forme usuelle de la fonction de partition

Dans la théorie des phénomenes critiques, le calcul des exposants critiques s’appuie
essentiellement sur le calcul de la fonction de partition. Les quantités pertinentes
devant étre calculées pour décrire le modele d’Ising sont donc :

— La fonction de partition ou fonctionnelle génératrice des fonctions de corrélation
dans le langage de la théorie quantique des champs, elle s’écrit comme

7 - Z e PE{SH) (2.4)
{Si}
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ou (3 est I'inverse de la température.
— L’aimantation sur site

1
{S:}

— La fonction de corrélation a deux points

Gz‘j =< SISJ > — < Sl > Sj > (26)
Puisque
0z
- »—BE{Si})
3B, {;5526 (2.7)

on en déduit immédiatement que

1 9Z  10Wn(Z)

S — 2.
<%i>= 3788, 7 0B (28)
De la méme maniere,
07 2 ~BE({(s:))
BB, B BSiS;e (2.9)
{8}
et donc ,
1 07
QS 2.1
< 5iS; > 527 0B,0B, (2.10)
On peut donc finalement écrire que
Gij = <S¢Sj>—<5i><5j>
1 0*7Z 1 07 07
- RRZOBOB; [(2Z20B;0B;
2 .
1 °In(Z) 10<S;> (2.11)

32 0B0B;, [ 0B

La fonction de corrélation connexe Gj; est donc directement reliée aux dérivées
de In(Z) que l'on appelle la fonctionnelle génératrice des fonctions de corrélation
connexe. On voit que la quantité centrale est la fonctionnelle Z({B;}). Le fait que
Z dépendent des champs magnétiques empéche d’avoir une approche plus physique
car la quantité accessible expérimentalement est I’aimantation. Il faudrait pour cela
changer de variables et décrire le systeme en terme d’aimantation. On y arrive en
effectuant une transformation de Legendre qui permet de passer de l'énergie libre
F{< S >}p) = —%ln(Z({Bi};ﬂ)) au potentiel de Gibbs (ou potentiel thermody-
namique) I'({< S; >}; 3) selon
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F{<Si>hB) =T{<Si>}8)+) Bj<S> (2.12)

J=1

On en tire rapidement quelques relations tres utiles

or
< S >= ~9B (2.13)
or
<85> D (2.14)
2 .
o1 OB (2.15)

8<Si>8<Sj>:8<Sj>

Les champs {B;} sont fonction des aimantations {< S; >}, elles mémes fonction
des champs {B;}. On a naturellement

Y - 2.16
0B, " £ 0<5;> 0B, (2.16)
Daprés (211) @-15)
0°T 0 < Sj >
J— . 2.1
O —~0<8>0<8;> 0By (2.17)
D’ou 'on tire que
o0*T
~1

0<8;>0<8;>

Cette relation est souvent mise a profit pour calculer a 'aide de sa transformée
de Fourier la longueur de corrélation &, celle-ci étant définie par

_|Fi—7

2.1.3 Approximation de champ moyen

On va donc commencer par une approximation assez usuelle en physique statis-
tique : 'approximation de champ moyen. Elle consiste a considérer que les fluctuations
des degrés de libertés par rapport a leur valeurs moyennes sont petites. Si on définit
0S; comme 65; = S;— < .5; >, on va donc négliger les termes d’ordre deux en 6.S. Ce
qui donne
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SiSj = (5Sz+ < S; >)(5S]+ < Sj >)
~ <5 >< 8> 405 <8 > +05; <5 >
~ 5 <S5 >+5<S>—-<85><8; > (2.20)

On va pouvoir reécrire I’hamiltonien sous la forme

1
H = —§ZJij(Si<Sj>+Sj<Si>—<Si > Sj >)_ZBzSz

i7j

1
= —Z(Bi+zjij<5j>>Si+§zt]ij<si><sj> (221)

N J/

~~
Bieff

Cet hamiltonien est celui d’un systeme de spins paramagnétiques découplés. La
fonction de partition devient donc

8 Ji<Si><8;>
ij

Z =) eM=e 112 (2.22)

{8} i

ou

Z; = Z eﬁBfffSi:2cosh(5Bfff) (2.23)
(Si=+1}

Finalement, on obtient une équation non-linéaire pour ’aimantation

m; =< Sz >= tanh |:ﬂ<Bz + Z me])} (224)

J

En champ nul, cette relation devient

m; =< S; >= tanh lﬁz Jijmj} (2.25)
J

La solution m; = 0, Vi, est triviale, mais il importe de trouver une solution a
basse température. Si par exemple on considere un réseau cubique en dimension D
avec couplages J > 0 entre premiers voisins, alors a température nulle, la configuration
de plus basse énergie correspond a une solution d’aimantation uniforme m; = £1 Vi.
Cette aimantation uniforme m doit par conséquent vérifier
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m = tanh(52DJm) (2.26)

Cette équation n’a de solution non nulle que si f2D.J > 1, ce qui donne donc une
température

T <T,=2DJ (2.27)

L’approximation de champ moyen prédit donc 'existence d'une aimantation spon-
tanée en dessous de Ty, ce qui nous le verrons plus loin n’est pas valide pour de
faibles dimensions.

Calcul du potentiel thermodynamique

On peut inverser (2.24) en

1
Bi = —tanh_l m; — Jlm 2.28
B Z 7707 ( )

J

ce qui permet de calculer I’énergie libre comme

F(B:{B)) = —%mzw; (B.)

-1 1
= 7Nln2 ~3 ;ln cosh |:6<Bi + ; Jijmj]

1
1,

Par transformée de Legendre on retrouve le potentiel thermodynamique

LG fmi)) = F(5:(Bi(m)}) + Y Bim,

—1 1
= —NIn2— =) Incoshtanh™"(m;
TS |
+ 1 Z Jiimim,; + 1 Z In cosh tanh ™! m;
9 ~ ig 1Teg 1T ﬁ : 7
i,J
Sachant que cosh tanh™!(z) = ﬁ et que tanh™'(z) = %ln }f—i, on trouve fina-

lement
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L@ {m}) = %Nm + % SA -+ m) W1+ mg) + (1= ) In1 =)}
— % Z Jizmim; (2.31)

Susceptibilité uniforme Dans le cas des solutions uniformes m = m;, et pour
un réseau cubique en dimension D avec interaction J > 0 au plus proche voisin, on
obtient

L(B;{mi}) = %Nln? + %{(1 +m)In(l+m)+ (1 —m)In(l —m)}

— NJDm? (2.32)

Le potentiel de Gibbs par site est donné selon v(5; {m;}) = I'(8;{m;})/N. Un
développement limité a 'ordre 4 pour m petit nous donne

Y(B;{mi}) =~ =Tn2+ %Q(T —2JD) + %m4 (2.33)

autrement dit

2

v(B;{mi}) ~ —=T'n2 + %(T —To) + 1—7;7714 (2.34)

Lorsque T' < Ty il n’y a qu’un seul minimum en m = 0. Par contre lorsque 17" > Tj
il y a un minimum deux fois dégénérés, ce qui est donc une transition de phase.
La susceptibilité magnétique est donnée par ’expression

OB 0%y
-1 _ (YD _ _ _
X B (am)mzo (am2)m=0 g TO (235)

Les raisonnements issus de considérations de lois d’échelle annoncent que la sus-
ceptibilité magnétique doit se comporter comme

X o (T — Tp)™ (2.36)

On voit que 'approximation du champ moyen nous donne un exposant critique
v =1
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Fonction de corrélation

L’approche de champ moyen ne peut étre valide que lorsque < 0.5;0.5; > est faible.
Il est donc nécessaire de déterminer la décroissance de cette fonction spatiale afin de
connaitre la validité spatiale de I'approximation de champ moyen. Pour ce faire on
calcule

< 55’15;3] >=< SZSJ > =< Sz >< Sj >= Gij (237)

Ainsi le calcul de la quantité < §5;65; > se fera au travers de celui de la fonction
de corrélation qui est reliée au potentiel thermodynamique par

1 o0°T
Gl 2.38
6 K 8m18mj ( )
ce qui se simplifie en
1 1 1
TG} = —Jij+ 05 >
Gi; Jij + 32ﬁ<1+mi+1—mi> (2.39)

Dans la phase haute température I’agitation thermique détruit ’ordre et m; = 0 Vz.
Ce qui donne donc

TG = —Ji; + Tdy; (2.40)

La transformée de Fourier en espace de cette équation donne immédiatement

) = —2JZ cos(qr) + T (2.41)
D’ou
G(q) = 1; (2.42)
T-2J 1;1 cos(qx,)

La transformée de Fourier inverse en espace nous donne

1
Gi‘ — dD G —iq-(7;—7)
T e [, & ia@
_ / g (2.43)
(2m)P Jzs

—2J Z cos(qy)
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Ce sont les modes a petite longueur d’onde qui dominent dans cette intégrale, on
peut donc 'approcher par

T i)
G~ R — 9.44
1= D / 1 (2.44)

Considérons le cas D = 3, et en posant 7 = 75 — 7, une intégration en coordonnées
sphériques donne

T +o0o ) efiqr cos 6 1
G ~ 27 sin 0df d _——
(F) (27T)3 / T sin /0 q4q TT]TO +q2J

T oo q2 4 0
- dg ——— | df sin Qe 9708 2.4
J(27r)2/0 q §_Q+q2/ sin fe (2.45)

ou & = ,/T%TO. Finalement 'intégration en fermant le contour par le haut pour

12

englober le pole ¢ = i€~! amene &

T 1e7/¢

J2r r
¢ est donc interprétée comme une longueur de corrélation. Les lois d’échelle prédisent

une loi de puissance pour la longueur de corrélation en (7' — T5)~*. On trouve donc

a I'approximation de champ moyen que v = %

On voit que  lim £ =0, et que lim G(F) = 0. On en déduit que loin du

|T—Tp|—+o0 |T—Tp|—+o0

point critique, I'approximation de champ donne des résultats corrects. Mais au voi-

sinage du point critique, les spins étant corrélés sur de grandes distances, G(7) est

grand. L’approximation de champ moyen est mise en défaut sur cette prédiction et

est donc mauvaise.

G(r) =

(2.46)

2.1.4 Fonction de partition sous forme d’intégrale de chemin

Le calcul de la fonction de partition n’est en général pas du tout trivial. Sous sa
forme usuelle, la fonction de partition ne permet pas de développer naturellement
une méthode permettant de raffiner les corrections vis a vis des approximations de
départ. On peut cependant le faire de maniere systématique en écrivant la fonction
de partition sous forme d’intégrale fonctionnelle.

Afin de simplifier les notations, on pose

A=pJ

C =pB

Z =3 e3'SASHCS
{s}

(2.47)
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On va utiliser 'intégrale gaussienne pour ramener cette expression a une expression

linéaire en S, ce qui devrait permettre de faire aboutir la somme sur les différentes
configurations. Pour cela on utilise le fait que

N
ltg.A.8 1 / —Ltp A= i S
e2 = — dre”2 (2.48)
Z(0) Hl
avec
N 1 N
Z(0)=(27)2 —/—= = 2vdet A 2.49
(0) = (27) T (2m)> v (2.49)
ce qui donne donc
— Z /Hdw 6—%tzA La+4tS.a4+ts-C (250)
{S} 27r Vdet A
Le changement de variables ¢ := x + C permet de reécrire cette relation
N
_ —“C.Alc/ —Lltp. A" lppto. AL ts.
= ——F———¢ 2 dp; e" 294 % Yoy e”? (2.51)
(27) % V/det A Ul {XS;
La somme discrete peut étre aisément calculée
Sesee Y ew o [[ Y e
{s} S = =+1 i {Si=%1}
Sy = +1
(2.52)
— H(ew +e %)
2.53)
= 2N Hcosh(gpi) 2.54)
Ainsi, la fonction de partition peut s’écrire
1 lt 1 1t —1 t —1
J = — — c-A” C/ dp; e 2w AT e CAT e N T T cosh(y;
(27) % V/det A H H (1)
(2.55)
1 1tCA 10/ t A Lo+t A . po—U
_ dp; e72'% ot e=U(y)
(2m) % \/detA H
(2.56)
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avec U(yp) = —NIn(2) — > Incosh(y;). En utilisant la définition [2.47, on obtient

finalement

1 t z - t -
7 = Gy ] Hd% AeaTerteate v (258)

Cette expression est analogue a celle d’un propagateur euclidien sur un réseau de
dimension 1 ou le champ serait ¢. En utilisant le formalisme bien connu des intégrales
de chemin, on peut écrire une expression plus synthétique pour la fonction de partition
du modele d’Ising

Z o /Dgp e~ Sl (2.59)

ou 'action § s’écrit sous forme d’intégrale numérique

Sle) = / &4 L] (2.60)

2.1.5 Approximation du col

L’action précédemment trouvée s’écrit comme

1 - —
" 23 Z T pii — Z T Bipj — Z In cosh(p;) — N In(2) (2.61)
) i i

Soit ; le point-selle de 'action, i.e la solution de 1’équation suivante

1
=— J o — J:'Bj — tanh ¢; = 0 2.62
8901' ﬁ ; ] J ; ] J ( )

Un développement d’ordre 1 autour de » permet d’écrire

]. t —1 "
7 = _ e 2' BB =5 (2.63)
(2m)¥ VAt I

A une constante pres sans importance, on a

1
InZ = —gtB-J‘l-B—ﬁtaJ_lﬁthB-J_l'@*—U(@) (2.64)

En insérant (2.62)), on arrive a

nZz = —%t(a +BB)-J ' (p+BB) - U(p) (2.65)
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On peut maintenant calculer 'aimantation qui est la valeur moyenne donnée par

<G> 10InZ
m; = i o= 5
B 0B,
(2.66)
1 N
J J
(2.67)
= tanh(y;) (2.68)
Ce qui implique nécessairement que
B; = 1 tanh™" m; — Z Jijm; (2.69)
ﬁ . 5] J

J

On retrouve la les équations de champ moyen.

2.2 Analyse par renormalisation

2.2.1 Singularités critiques de la limite thermodynamique

On a vu précédemment que des limites thermodynamiques peuvent présenter
des singularités aux points critiques. Pour déterminer la dépendance des fonctions
thermodynamiques, de la longueur de corrélation a la température et aux constantes
de couplage, et ainsi en déduire leurs éventuelles singularités, on transfere la limite
N — oo dans l'itération d’une transformation de I’hamiltonien en s’appuyant sur
"autosimilarité des systémes de N et de N/k spins. On va donc ramener un systeme de
N spins a un systeme ”apparent” de N/k spins, mais de parametres ”renormalisés”,
i.e modifiés pour prendre en compte l'influence des spins réels n’intervenant plus
explicitement.

2.2.2 Décimation

On divise le systeme de Ny spins en N3 = Ny/k blocs de k spins voisins puis on
moyenne localement dans chaque bloc afin d’assimiler ce dernier & un superspin. Le
facteur k peut étre quelconque, on le choisit en général en fonction des symétries du
systeme. On obtient I’hamiltonien des N spins effectifs a partir d’'une transformation
de ’hamiltonien des Ny spins réels. Un changement d’échelle des longueurs et des
amplitudes des spins permet de conserver les densités et échelles minimales, c’est
a dire les invariants physiques du systeme. De plus la procédure doit conserver la
fonction de partition du systeme afin de préserver les propriétés thermodynamiques
du systeme.

La renormalisation ne doit pas modifier la nature du systeme mais seulement la
perception que nous avons de sa structure interne avant et apres renormalisation.
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F1G. 2.2 — Modele d’Ising 1D avant (a) et apres renormalisation (b)

2.2.3 Equations de renormalisation

On pose K; = 3;J et on prendra k = 2. La décimation peut aussi étre vue comme
une trace partielle de la fonction de partition Z(Ny, Ky) sur les spins d’indice impair,
ou 'on va consituer un superspin a partir du couple de spin (S9;S9;11). Il s’agit d’une
moyenne locale sur les spins d’indice impair.

Z(No,Ko) = > oS un St (2.70)

[S2;]0<j<N1 [S2j+1]0<j<N1

On contracte les longueurs du facteur £ = 2 afin de conserver ’échelle minimale,
en 'occurence le pas du réseau. De plus, la conservation de la densité de spins force
a avoir S| = |Sa5| = 1. Les calculs se simplifient en utilisant le fait que les spins ne
peuvent prendre que les valeurs +1

E eB0(Si—15i+5iSit1) — o2K1 o K15i-15i41 (2'71)
S;

avec tanh K; = (tanh Kj)?2.

On remarque ainsi que 'hamiltonien des configurations décimées a la méme struc-
ture que I’hamiltonien initial. La renormalisation se traduisant simplement par une
évolution des constantes de couplage K;. Elle s’exprime donc dans la transformation
des constantes de couplage au travers de I’équation tanhr(K) = (tanh K)? ol r est
I'opérateur de renormalisation agissant sur la constante de couplage K. Ainsi par
itération on obtient
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Z(Ny, Ko) = CM Z(Ny, K;) (2.72)

ot €' = 2ef1 = 2y/cosh 2K, et N; = Ny/2.
La distribution de probabilité est conservée par renormalisation car la probabilité
marginale de {5’} déduite de p(Ny, Ko, {S;}) coincide avec p(Ny, K1,{S.})

p(NLEL{SH = ) p(No, Ko, {S:}) (2.73)

[S2j+1]o<j<N1

Il est a noter que la constante C' ne joue aucun role dans les propriétés thermo-
dynamiques du systeme de spins puisqu’elle est indépendante des configurations du
systeme.

2.2.4 Analyse et résultats

Dans la procédure de renormalisation, on vient de réaliser deux choses :

1. on a réduit le nombre de degrés de liberté Ny par le facteur k, ce qui a permi
d’atteindre la limite thermodynamique N — oo en la transférant dans I’action
d’un opérateur agissant dans l’espace des regles de structure.

2. on a contracté la longueur de corrélation apparente d’un facteur k, ce qui a
affaibli la criticité du systeme.

Les systemes autosimilaires sont donc les points fixes de ’équation 7(K) = K. Les
solutions sont donc K* =0 ou K* = oo.

K*=0":

Ce point est stable puisque 7’(0) = 0. On peut donc considérer de maniere
équivalente soit J = 0 et T" < o0, soit J > 0 et T est infini. Dans cette derniere
version, on peut comprendre que les couplages déterministes sont détruits par 1’agi-
tation thermique. Il n’existe donc a 1’échelle du pas du réseau aucun couplage direct
pouvant organiser directement les fluctuations thermiques. On peut calculer ’aiman-
tation moyenne par spin et on trouve que m; = 0, Vi. On a donc un systeme unique-
ment thermique, sans magnétisme. Il s’agit la de 'archétype du systeme non-critique
obtenu par renormalisation d’un systeme non-critique.

Un développement de la fonction 7(K) au voisinage du point fixe K* = 0 donne

r(K) ~ K? (2.74)
On obtient immédiatement pour la longueur de corrélation
§(K)

£ () = €K%)= = (2.75)

ce qui donne donc &(K) ~ s K-
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K*=00":

Il n’y a pas d’agitation thermique puisque la température T est nulle. Ce qui
oblige le systeme a étre gelé dans une des deux configurations ot tous les spins sont
alignés, car elles sont d’énergie minimale. De toute facon les autres configurations
sont exclues puisque leur facteur de Boltzmann respectif est nul. Finalement 1’état
du systeme n’est plus aléatoire. Ce qui s’exprime par la divergence de la longueur de
corrélation. On a donc bien un point fixe qui est par ailleurs instable sous 'action de
r car celle-ci est contractante. Cela traduit le fait que la renormalisation diminue la
criticité. On peut effectuer un développement limité au voisinage de K* = oo :

() ~ K - B2 (2.76)
E(r(K)) = €<K - 10g2(2)) = 5(5{) (2.77)

d’ot1 l'on tire que £(K) ~ ae?( et qu’il diverge a l'infini. De plus, comme on le
verra plus loin, puisque r'(K* = o0) = 1, K* = 0o un point fixe marginalement
stable.

Remarque 2.2.1 Pour compléter notre propos, on pourrait effectuer la méme procédure
de renormalisation a partir de ’écriture sous forme d’intégrale de chemin de la fonc-
tion de partition et en l’écrivant a l'aide d’une mesure fonctionnelle dans [’espace de
Fourier.
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Chapitre 3

Analyse linéaire

On montre dans ce chapitre comment les outils mathématiques de I’analyse linéaire,
c’est a dire de la géométrie différentielle sur des variétés permettent de mieux com-
prendre le lien entre les lois d’échelle et les opérateurs de renormalisation [15] [16] [19)].

3.1 Opérateurs de renormalisation dans 1’espace
réel

La renormalisation est le plus souvent concu dans ’espace réel, ou son interprétation
physique et géométrique est plus évidente. La construction de R est plus simple car
guidée par la configuration géométrique et 'autosimilarité de ses points fixes. L’autre
intéret réside dans la possibilité d’effectuer des simulations numériques utilisant un
grand nombre de configurations du systeme aléatoires et indépendantes. L’analyse
statistique de ces configurations renormalisées un certain nombre de fois permet d’ex-
pliciter ’action du méme nombre d’itérés de R sans d’autres erreurs que les erreurs
statistiques.

3.1.1 Objectifs

On a vu que la renormalisation est introduite afin de rendre compte quantitative-
ment des propriétés singulieres d’une grandeur macroscopique X (#) a grande échelle
spatiale ou temporelle d'un systeme physique & pour lequel le parametre de controle
0 tend vers une valeur critique 6..

On aimerait remplacer les relations suivantes

lim X () = oo ou lim X (f) =0 ou lim X(0) = X, (3.1)

0—0. 0—0. 0—0.
par des lois d’échelle :
- Si0< X, <>

. loglX(0) - Xl
0—0.20 log|f — 0,

y (3.2)

95
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- Si X, =00

Ly log|X(0)]

= —_— 3.3
6—0.20 log |6 — 6, (3:3)

g

ol les y* sont les exposants critiques.

La renormalisation R va s’appuyer sur la connaissance qualitative du phénomene ,
c’est a dire une conjecture sur la forme de la loi d’échelle, pour que les points fixes de
R correspondent a des systemes autosimilaires vérifiant exactement les lois d’échelle.
Par exemple si on conjecture que X (0) ~ |0]” si § — 6. = 0, on introduit dans ce
cas l'opérateur Ry k, tel que si S est décrit par X (), alors Ry xS est décrit par
K=1X(b9).

La renormalisation va débuter par une sommation par paquets ayant le méme effet
que celui d’'une décimation en réduisant d’un facteur n le nombre N de constituants
élémentaires pour caractériser le fait que le systéme critique est organisé a toutes les
échelles. Les degrés de liberté du systeme peuvent étre

— spatiaux, comme souvent en physique statistique des systemes a 1’équilibre. Si
a est la résolution, alors I'extension linéaire de S est donnée par L = N
en dimension d. En prenant pour sous-systeme élémentaire de RS une cel-
lule de volume (ka)?, alors Ry réduit N d’un facteur k?. Une contraction des
longueurs (ou des temps) d'un facteur k& va ensuite permettre de conserver la
résolution apparente. En effet, on ne peut comparer des systemes que pour la
méme résolution. L’action de Ry va ainsi affaiblir le caractere critique apparent
de S en réduisant d’'un facteur k la portée des corrélations statistiques dans le
systeme renormalisé.

— temporels comme pour les systemes dynamiques. On se donne une durée d’ob-
servation T" = N7 tendant vers 'infini pour que le régime asymptotique soit
atteint et ou le nombre de pas temporels 7 est N. R réduit aussi N d’'un
facteur k.

— spatio-temporels comme pour les phénomenes critiques dynamiques ou les proble-
mes de diffusion. Dans ce cas, la renormalisation doit réduire conjointement L
et T selon L — L/k et T — T/k* On doit trouver la valeur de « au tra-
vers des lois liant les échelles spatiales aux échelles temporelles correspondantes
T(A) ~ A%, et au travers de 'action itérée de Ry.

Rappelons que la renormalisation doit s’accompagner d’une transformation de la
regle de structure ¢ — Ry¢. Cette opération permet de compenser la perte d’infor-
mation sur les tres petites échelles dues a la sommation par paquets et au changement
de résolution a — ka qu’elle induit dans le systeme initial. Ainsi Ry¢ va dépendre des
corrélations statistiques a courte portée [ < ka, internes a un constituant élémentaire
du systeme renormalisé. Au fur et a mesure des itérations de Ry on implique de plus
en plus de corrélations.

Enfin, on essaie de reporter I'action de R, sur les fonctions d’état X de S. Pour ce
faire, deux voies sont possibles, on reporte ’action de Ry, :
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— soit sur des quantités qui se déduisent de la regle de structure ¢ et expriment plus
directement ses conséquences sur le comportement global de S. Par exemple,
la mesure invariante associée a une loi d’évolution. Les probabilités sont acces-
sibles aux expérimentateurs ou aux numeériciens au travers de leurs moments,
rendant ainsi le transfert de la renormalisation sur la description statistique
particulierement avantageuse.

— soit sur une famille de coefficients [K| paramétrant la regle de structure, ce
qui transforme des équations de renormalisation fonctionnelles en équations
algébriques. Cependant, les renormalisations successives risquent dans la ma-
jorité des cas d’augmenter a chaque itération la dimension du vecteur des pa-
rametres. On est alors amené a effectuer des troncatures afin de pouvoir résoudre
un systeme d’équations de dimension finie et soluble.

3.2 Opérateurs de renormalisation dans ’espace
conjugué

L’étude analytique de la renormalisation peut s’effectuer dans I'espace de Fourier,
I’espace conjugué.

3.2.1 Objectifs

Plusieurs arguments justifient et carcatérisent 'utilisation du groupe de renorma-
lisation dans I’espace de Fourier

— La discrétisation d’un champ quelconque (%) de 'espace réel par une résolution
finie @ conserve le caracteére continu du champ conjugué (), mais limite son
support en fréquence. Ce qui s’exprime par le fait que 1(§) est continu dans
{g <A~ 23

a

— Le facteur d’échelle spatial £ > 1 de Ry pourra varier continiment, ce qui fait
de {Ry, k > 1} un semi-groupe de Lie dont il suffit d’analyser le générateur

infinitésimal (‘Zz—k’f) 1

— La renormalisation écarte directement les mécanismes et les structures d’échelle
plus petite que I’échelle minimale a car ces derniers sont associés aux modes tels
que ¢ > A. Mais elle conserve une trace de leur influence dans des parametres
effectifs ou éventuellement dans un terme stochastique.

— Lors de la sommation par paquet, il est souvent délicat d’essayer de séparer
les dépendances spatiales suivant les échelles dans 'espace réel, alors que dans
I'espace conjugué elle est immédiate. En effet, la décimation dans I'espace de
Fourier correspond simplement & une partition {q < %} U{q > %} La trace
partielle correspond quant a elle & une intégration des modes {q > %} dans des
parametres renormalisés.
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— Lorsque la statistique microscopique du systeme est homogene, les modes ¥(q)
sont de covariances nulles. Ce qui s’exprime comme

<Y(PY(T) >=0, siq7# 7’ (3.4)

Ce résultat peut étre utilisé pour découpler dans le calcul d’une fonction d’état
les modes éliminés par la renormalisation, i.e ¢ > % que l'on notera 93 (q), des

modes conservés ¢ < & que 'on notera 15 (q) :

[pv@ = [or@ [prr@ (3.5)

En termes de moyennes statistiques ce résultat s’exprimera sous la forme

< 2@ =< ZY@< 2y (@)
=SS (@7 @
= <--<- >¢<(®>¢>(¢7) (3.6)

Si de plus la statistique microscopique est isotrope, ¥(q) = ¥(q), la nullité des
covariances implique que

ors [
/ P@10) = fiay / @) (a) (3.7)

La dimension n’est donc qu’un simple parametre et il est alors possible d’effectuer un
développement perturbatif autour d’une dimension particuliere d* ou la solution est
connue et maitrisée, en posant ¢ = d—d*. C’est ce que I’on dénomme le développement
en €.

3.3 Transfert de limites

Il est tres important de rappeler que la renormalisation ne doit pas modifier la
nature d’un systeme physique, mais seulement la perception qu’en a l’observateur.
Elle doit donc satisfaire

N

X(E,qus) = Ry X(N, o) (3.8)

ou ¢ est la regle de structure du systeme .
Si on définit un opérateur 7, par

on peut réecrire la relation précédente comme
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X(N) = ToX (%) (3.10)

Par itération, on exprime la relation de dépendance entre N et X,

VNo,p € N, X (kP Ny, ¢) = R,"X (No, Ry¢) = TX X (No, ¢) (3.11)

Ce qui va permettre de transférer la limite thermodynamique sur l'itération de

T -

A}im X(N,¢) = lim R, "X (Ny, Ry¢) = lim TP X (No, ¢) (3.12)
—00 pP—00 p—00

Ainsi plutot que d’étudier la dépendance asymptotique de X en fonction de N,
on s’interesse a la dépendance de X en fonction du flot asymptotique engendré par
T, dans 'espace fonctionnel des fonctions d’état X. L’interprétation physique de la
renormalisation nous assure que

Rk1 9) RkQ = Rk1k2 et Rkl o} sz = Rkle (313)

Ce qui implique que

RZ = Rkp et Rz = Rkp (314)

On peut donc reprendre ([3.12))
Jim X(N,¢) = lim Ry X(No, Rig) = lim Ty X (No, 0) (3.15)

3.3.1 DPoints fixes et variétés critiques

On vient de voir que la renormalisation d'un systéeme revient a étudier I'action
d’un opérateur fonctionnel dans I'espace des regles de structure ®, en ne s’intéressant
qu'aux comportement asymptotique des trajectoires {RP¢, ¢ € ®,p € N}. La
procédure étant itérative, le role des éventuels points fixes est particulierement im-
portant. Par construction des opérateurs de renormalisation, ils correspondent a
des systemes autosimilaires dont la regle de structure ¢* décrit les propriétés du
systeme a toutes les échelles, y compris celle de la limite thermodynamique puisque
lim R"¢* = ¢*. Les propriétés caractérisant un tel point fixe ¢* € ® sont données

n—oo
ci-dessous :
— le point fixe ¢* possede des directions stables, ¢’est a dire des trajectoires faisant
converger ¢ vers ¢*, dont la variété associée, dite variété critique, est constituée
de tous les systemes critiques convergent eux aussi vers ¢*.
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— le point fixe possede des directions instables, rendant ainsi I'itéré d’un systeme
moins critique que le systeme initial, et I’éloignant ainsi du point fixe.
L’équation de point fixe permet ainsi d’écrire pour la longueur de corrélation
Re* = ¢* = £(¢*) = E(Re*) = £(%-). On en déduit que le longueur de corrélation au
point critique ne peut prendre que deux valeurs £(¢*) = 0 pour un point fixe associé
a un systeme non critique et £(¢*) = oo pour un point fixe critique.

Remarque On ne se préoccupera pas dans la suite de la situation ou I'opérateur de
renormalisation ne possede pas de points fixes marginaux, i.e ayant des directions de
valeurs propres de module unité. On qualifiera ce point fixe de point fixe hyperbolique.

3.3.2 Analyse linéaire
Points fixes et directions propres

On décompose la regle de structure ¢ € ® en

O=¢" + ch(gb)ej, et DR(¢") - e; = Aje;, ole; € @ (3.16)

Les directions e; sont donc les directions propres de la différentielle de R en ¢*.
Les composantes stables correspondent a |A;| < 1, les composantes instables |\;| > 1
et les composantes marginales a |\;| = 1.

On voit immédiatement que les composantes dites stables ou inessentielles seront
réduites apres itérations

lim DR(¢™)" - [¢j(P)ej] = 0 car [\ <1 (3.17)
Définissons précisément la notion de variété critique. On la notera Vs et elle est
définit par

V.={¢ € lim R"¢=¢"} (3.18)

Dans le cas ou une regle de structure appartient a cette variété, le comportement
macroscopique du systeme est critique bien évidemment mais aussi universel.

Les perturbations n’ayant que des composantes inessentielles ne vont pas modifier la
classe d’universalité du systeme. Les directions instables ou pertinentes (ou encore
essentielles) quant & elles, correspondent a des aspects du phénomene, sélectionnés et
amplifiés par la renormalisation. Une perturbation peut donc faire changer le systeme
de classe d'universalité. Elles influeront directement les grandeurs critiques.

Pour un point fixe hyperbolique, un théoreme de redressement de flot assure I’équivale-
nce entre le flot engendré par 'opérateur linéarisé au voisinage de ¢*, DR, et 'opérateur
originel R.
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Points fixes et valeurs propres

Montrons maintenant qu’'un ensemble d’opérateurs de renormalisation et sans di-
rections marginales ont tous le méme point fixe. Pour ce faire soit G = {Ry}rex
avec IC CJ0, 00|, une famille d’opérateurs de renormalisation paramétrée par le fac-
teur d’échelle k. On a vu précédemment que la cohérence physique de ces opérateurs
imposait une structure de semi-groupe au travers d’une loi de composition interne
définie par

Ry 0 Rk@ = Rkko W ]{7, k’o ek (319)

Ce qui implique que Ry, et Ry commutent Vk, kg € K et montre que ¢* € P et
Rio* sont simultanément des points fixes de Ry, . Ainsi, si un seul opérateur du semi-
groupe G admet un point fixe ¢* dans ® alors celui-ci est point fixe de tous les autres
opérateurs de G.

Si on considére maintenant que G est un groupe continu, c¢’est a dire que 'on prend
K =]0,00[, un point fixe ¢* commun a deux opérateurs R,, Ry € G, a,b € Z, est
aussi point fixe de Rynym, Yn,m € Z.

De plus, Zlog(a) + Zlog(b) est dense dans R = {log(k),k € K}, on en déduit par
continuité que ce point fixe ¢* est aussi point fixe de tout Ry, k € K. Puisque ¢* est
point fixe de tous les éléments de G, on peut linéariser la loi de composition interne
de celui-ci autour de ¢* :

DRy, (Qb*) o DRy, (¢*) = DRk2(¢*) o DRy, (¢*) - DRk1k2(¢*)7 Vki, ke € K (320)

DRy, (¢*) et DRy, (¢*) commutent, et admettent donc les mémes vecteurs propres,
indépendants de k;, ko € K. On obtient de suite que les valeurs propres A;(ky) et \;(k2)
vérifient

Aj(k)Aj (k) = Aj(kaks) (3.21)

Dans les cas particuliers ou K = {k{,n € N} ou bien K = [1, oo], elles s’écrivent
comme \;(k) = k%, avec k € K et v; € C en général.

Un autre cas de figure intéressant est celui ot un des opérateurs R € G admet un

ensemble de points fixes paramétré par un réel a, {¢} }ocr. Dans ce cas (0,¢%)a—a, €st
un vecteur propre de DR(¢} ) avec la valeur propre 1.
Dans le cas d'un semi-groupe continu G = {Ry}r>1, soit le point fixe ¢* de Ry, est
point fixe de tous les {Ry }x>1, s0it (OkRi)k—k,¢®* est un vecteur propre de DRy, (¢*)
de valeur propre 1; un point fixe hyperbolique, sans valeur propre égale a 1, est donc
nécessairement commun a tous les opérateurs Ry avec k > 1.

3.3.3 Renormalisation d’une famille paramétrée

On pose désormais le (semi-)groupe de renormalisation G = {Ry}r>1. On va
montrer qu’une analyse linéaire au voisinage d’un point fixe hyperbolique, c’est a dire
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non marginal, permet d’obtenir simplement les exposants critiques du systeme. Mais
pour une réelle exploitation de la démarche, il nécessaire de ramener 1'étude de la
regle de structure ¢ € ® a un vecteur la paramétrant. C’est le cas par exemple d'un
Hamiltonien paramétré par des constantes de couplages en nombre fini, mais qui peut
développer des interactions d’ordre supérieur au fur et a mesure de la procédure de
renormalisation, augmentant ainsi la dimension du vecteur de parametres. On va donc
supposer que l'on peut paramétrer la regle de structure du systeme S par une suite
A = (A;)j>0. Le systeme présente un comportement critique lorsque le parametre de
controle # passe par une valeur 6.. On pose Ay =60 — 0..

L’idée essentielle est maintenant de reporter 'action de 'opérateur de renormalisation
Ry € G non plus sur la regle de structure ¢, mais sur les parametres (A4;);>¢ au moyen
d’un autre opérateur ry agissant dans ’espace des parametres. On note donc ri[A] les
parametres de R;S. Le probleme consiste désormais a chercher les points fixes A* de
), autrement dit les parametres vérifiant ri[A*] = A*. On suppose qu'il existe dans
I’espace des parametres A un point fixe A* hyperbolique, autour duquel on effectuera
I’analyse linéaire du flot engendré dans A par 7.

La loi de (semi-)groupe de G se reporte pour l'ensemble G’ = {ry, k > 1} :

Thy O Thy = Thiko (3.22)

Un raisonnement identique que précédemment pour Rj; montre que les valeurs
propres de Dry(A*) sont de la forme {k7%},>0. Les exposants {7;},<1 peuvent étre
complexes, mais dans notre cas Ay est réel car il est le seul parametre de controle.
En se ramenant a un paramétrage (S +— A) et en se ramenant a A* = 0 ainsi qu’a
Dri(A*) diagonal, on a

Vk > 1, [r(A)]; = kK A; + O(A%) (3.23)

On montrera plus bas le lien entre les «; et les exposants critiques du systeme. Tout
d’abord si Ay # 0, S n’est pas critique et la renormalisation va écarter le systeme
de la criticité par construction de l'opérateur. Ce qui assure vy > 0. On ordonne
I'indexation des directions propres de telle maniere que Revy; > 0 si jo > j (directions
essentielles ou relevantes) et fey; < 0 si j > jo > 0 (directions inessentielles ou
irelevantes).

Soit F' une fonction d’état réguliere au point critique A* = 0. On peut la développer
au voisinage de ce point afin de déterminer le comportement de ses renormalisées

F(A)=F"+ ) AjF;+O(A%) = F((A)) = F*+ ) K" A;f; + O(A)

(3.24)

Le fait que F' soit réguliere implique que |f;| < oo et que les restes sont bien
d’ordre A?. La renormalisation amplifie asymptotiquement ’écart de F — F* sauf
dans deux cas majeurs :
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—si fo=fi =...=fj, ce qui correspond au fait que la fonction d’état I est
insensible a la criticité du systeme
—si Ay = Ay = ... = Aj,, ce qui revient a considérer un systeme exactement

critique que la renormalisation ramene vers le point fixe A* =0
Dans les deux cas, lim F(rp(A)) = F™.
n—oo

On peut raisonner comme précédemment pour Ry et montrer que pour une fonc-
tion d’état sensible au comportement critique du systeme, et pour tout réel k > 1,
'action de Ry sur S transforme F'(S) en F(RxS) = k*F F(S). Si F diverge au point
critique c’est que ap < 0 car Ry est congu pour faire diminuer les divergences cri-
tiques.

Quelque soit le signe de ap on pourra toujours écrire que

F(Ao,Al,...> - k.*OZFF(k.'YOAO’k’YlAb.“) (325)

Des lors que k > 1 cette équation assure que F' vérifie la loi d’échelle suivante

=7

F(Ag, Ay, ..) = Ag° h(A1AS° ..., AjA ) (3.26)

ou h est une fonction réduite analytique. Seules les directions telles que Jey; > 0
,7].

vont influencer le comportement critique car 'argument réduit AjAOTO tend vers 0
avec Ag si Rey; < 0.
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Chapitre 3. Analyse linéaire



Chapitre 4

Groupe de renormalisation et
symeétries

Le Groupe de Renormalisation est un groupe de symétrie particulier et il est tres
utile de le voir sous le point de vue de la Théorie des Groupes de Lie. De plus, la
Théorie des Algebres de Lie permet d’obtenir aisément certains résultats et de faciliter
les calculs ainsi que les raisonnement [17] 18] [19] 20].

4.1 Groupes de Lie

On peut construire a partir de n’importe quel opérateur de renormalisation R
agissant dans I'espace des regles de structure ® un semi-groupe G+ = {R", n € N}
pour la loi de composition o. Il se prolonge en un groupe G = {R", n € Z} si R est
inversible sur un domaine D C ®. On va suivre la démarche habituelle et largement
confirmée dans son efficacité d’essayer de relier par des isomorphismes G a un groupe
dont les propriétés de la structure sont connues. Ceci devrait permettre de décrire
algébriquement ’action de la renormalisation et de pouvoir la relier aux groupes de
symétries d'un systeme.

4.1.1 Générateurs infinitésimaux et Groupe de Lie
(Semi-)Groupe a un parametre

Le facteur k > 1 utilisé par la renormalisation peut étre choisi en général comme
k € K C]1,00[. On a vu que la condition de cohérence physique imposait que (I, x)
devait étre un semi-groupe commutatif isomorphe au semi-groupe (G*,0). Cet iso-
morphisme (k — Rj) permet ainsi de paramétrer G et de remplacer 'étude du
comportement asymptotique n — oo de la suite (R}, )nen- pour un kg donné, par
celle du comportement £ — oo dans K C R de Ry. Comme le semi-groupe K # {1}
est un sous-groupe de ([1,+00], x), il peut

— soit étre égal a {kjj,n > 0}

— soit étre un sous-groupe dense dans ([1, 00|, X)
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— soit étre le sous-groupe trivial ([1, co[, X)

Dans le dernier cas, on étudiera la régularité de la dépendance en k de Ry.

Groupes de Lie

L’étude de la renormalisation au travers de la structure de semi-groupe n’est ins-
tructive que si (G, o) est lui-méme un (semi)-groupe de Lie. Rappelons que ce dernier
est simplement un (semi)-groupe muni d’une structure différentiable compatible avec
la loi de groupe. Supposons que G' se prolonge en un groupe G. La dimension de
ce dernier est notée d et est définie comme la dimension topologique de sa structure
différentiable. On peut maintenant ramener I’étude de la renormalisation a celles de
d opérateurs linéaires formant une base de ’espace tangent a G au point Idg € G, qui
est une algebre de Lie A de G et de dimension d. Ces opérateurs linéaires agissent eux
aussi sur les éléments de @, et on les appelle générateurs infinitésimaux du groupe
car ils permettent de le reconstruire entierement et de connaitre ses principales ca-
ractéristiques.

On donne un exemple de renormalisation sur un modele simple a une dimension avant
de généraliser a des modeles de dimension quelconque.

4.1.2 Exemples de renormalisation
Renormalisation d’une regle de structure analytique

On se propose d’étudier un exemple de renormalisation sur un espace de regles de
structure ((z,y) — F,p(z,y)) € ® définies par

a,b €R, (RpFup)(x,y) = ™ F, (e x,e7%y), G = {Ry, k € R} (4.1)

® est un espace vectoriel muni de la topologie de la convergence simple, et on dote
G de la topologie de la convergence faible.
L’isomorphisme analytique (k +— Rj) permet de transmettre la structure de groupe
de Lie commutatif de dimension 1 de (R,+) a (G,o). L’algebre de Lie A de G est
simplement 4 = RA ou A est le générateur infinitésimal du groupe A = (%)k=0
défini par

VF,p € ®, (AF)(z,y) = bFp(z,y) — 20, Fop(x,y) — ayO, Fop(x,y) (4.2)
On peut reconstruire tous les opérateurs de G a partir de A car

Vk €R, Ry =€ =1Idy+) A (4.3)

n>1

On voit bien 'intérét et I’économie de ne s’intéresser qu’a l'opérateur A et non
aux éléments du groupe de renormalisation dans leur totalité!
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De maniere plus générale, on voit que tout groupe de renormalisation G = {Ry, k €
R} muni d’'une structure différentiable et tel que (k — Ry) soit un isomorphisme
différentiable de (R,+) dans (G,0), est un groupe de Lie de dimension un. Son
générateur infinitésimal est (252, .

La relation montre qu’il y a équivalence entre le fait que ¢* € ® est point fixe de
tous les éléments de G et le fait que A(¢*) = 0. On peut différentier la loi de groupe
de Ry, 0 Riy = Riy+ky €11 ¢F pour montrer que Ly = {Ly = DRy(¢*), k € R} est un
groupe de Lie isomorphe a G.

La dérivation par rapport a k en k = 0, et la différentiation en ¢* commutent si bien
que lalgebre de Lie de L4+ est A = RDA(¢*). On montre donc que Ly, = e*PA@"),
L’élément e, € T4 P est un vecteur propre de DA(¢*) pour la valeur propre 7y s'il
est vecteur propre de chaque opérateur L; avec la valeur propre e’*. Les directions
stables de L, ne dépendent pas de k > 0, mais elles coincident avec les directions
instables de tous les opérateurs {Lj, k < 0} ainsi qu’avec les directions de valeurs
propres strictement négatives v < 0 de DA(¢p*).

Généralisation a une dimension quelconque d > 1

Les résultats précédents se généralisent a une dimension d > 1 quelconque.
La renormalisation va dépendre de d changements d’échelle indépendants et pa-
ramétrés par k= (k1,...,kq) € Kq.
(G*,0) = ({Ri}iex, ©) est un semi-groupe isomorphe a (K4, X4) olt la loi de com-
position interne x4 est définie comme le produit composante par composante. On
peut maintenant écrire tout opérateur R comme le produit commutatif d’opérateurs
élémentaires explicitant 'indépendance des changements d’échelle comme suit :

RE = R(k1717_._71) O R(l»k’%---ﬂ) o...0 R(Ll,---,kd) (44)

Si K4 =]0,00[%, et si G est un groupe de Lie, l'algebre de Lie de ce dernier est
engendrée par les d générateurs infinitésimaux {A;,j = 1...d} donnés par

dR(,...k;,...1) .
A= —=r =1,....d 4.

Ce qui donne immédiatement

72’(1,.,.,lcj,...,1) = elog(kj)Aja vj = 17 <o 7d (46)

On peut déterminer les points fixes communs a tous les opérateurs R € G en
cherchant simplement les éléments ¢* € @ dont les images par les d opérateurs
{A;,j =1...,d} d'une base de I'algebre de Lie A de G sont simultanément nulles.
Si Aj(¢*) =0 pour j =1,...,d, ¢* est point fixe de tous les opérateurs de G. L’en-
semble Ly = {Ly = DRy(¢"), k €]0,00[%} est un groupe de Lie de dimension d et
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son algebre a pour base la famille {DA;(¢*)};=1,. 4. Ces d opérateurs commutent et
ont donc les mémes modes propres. Ainsi v est vecteur propre de DA;(¢*) avec la

valeur propre «y; pour chaque valeur de j = 1,...,d si et seulement si ¢’est un vecteur
propre de chaque opérateur linéaire L; avec pour valeur propre A(k) = [] k}j .
1<j<d

En résumé, on déduit de l'analyse spectrale des linéarisés {DA;(¢*),j =1,...,d}
les résultats de I’analyse linéaire des éléments de G autour de ces points fixes ¢*.
Toute I’étude linéaire de 'action de la renormalisation dans ® peut ainsi se faire sur
une base de 'algebre de Lie A sans avoir a expliciter ni a étudier les éléments de G.

4.1.3 Groupes de transformations et symétries associées

A chaque élément g € G, ou G est un groupe de transformations d’un systeme
physique &, on peut lui associer une transformation 7" agissant sur les fonctions d’état

FdeS,

Trg(F(S)) = F(9S) (4.7)

La loi de groupe de G se transmet par

TF»gl © TF,gz = TF,91'92 (48)

Ce qui implique que l'invariance de S sous 'action de g € G entraine celle de
chacune de ses fonctions d’états F'(S) sous 'action de la transformation Tr, cor-
respondante. L’invariance de S sous l'action de tous les éléments de G est une des
manifestations de symétrie de S. Dans le cas du modele d’Ising unidimensionnel par
exemple, la symétrie du systeme est seulement statistique, car ce ne sont pas les fonc-
tions d’état qui sont invariantes mais la distribution de probabilité.

Exemples de groupe de symétrie

— Le groupe des translations spatiales G = {0z, : & — o, ¥y € G} ou (G,+) ou
est un sous-groupe de (RY, +) agissant sur les fonctions spatiales f de la maniere
suivante

(T3, f1(%) = f(02,7) = f(Z — o) (4.9)

L’invariance du systeme S sous l'action de G traduit 'homogénéité de S si
G = R Dans ce cas ’état local du systeme est identique en tout point; de
méme pour sa périodicité spatiale si G = Zda.

— Le groupe des translations temporelles G = {7, : t — to,t9 € G} ou (G, +)
ou est un sous-groupe de (R, +) agissant sur les fonctions temporelles f de la
maniere suivante

[T, f1(Z) = f(T45t) = f(t —to) (4.10)
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L’invariance du systeme & sous l'action de G traduit 'homogénéité de S si
G = R. Dans ce cas I’état instantané du systeme est indépendant du temps; de
méme pour sa périodicité temporelle de période t si G = Zit,.

— Le groupe des rotations spatiales G = O(d) des rotations de R? est associé a
I'isotropie d'un systéme S évoluant dans R?. Il agit sur les champs scalaires de
la maniere suivante [T,.A](Z) = A(r~'Z) et sur les champs de vecteurs comme
[LV(&) = r[V (r 7)),

— Les groupes de permutation sont associés a des propriétés d’indiscernabilité
lorsqu’on permute l'indexation des constituants de S.

— Les groupes d’homothétie sont quant a eux associés aux invariances d’échelle de
S : une loi d’échelle F'(kx) = k*F(x) sera caractérisée par I'invariance Ty go F' =
F ou [TkaocF] ([E) = k?aF(CL’/kJ)

Un groupe de renormalisation n’est rien d’autre qu’un groupe de symétrie particu-
lier. C’est un groupe de transformations agissant dans ’espace des regles de structure
®, I'invariance de ¢ € ® sous l'action d'un de ses éléments traduit 1’auto-similarité
du systeme régi par ¢ et révele quantitativement les lois d’échelle associées. C'est la
raison pour laquelle les opérateurs de renormalisation sont construits en fonction des
propriétés de symétrie que I’on souhaite exhiber. On retrouve donc dans un méme for-
malisme 'action de la renormalisation ainsi que les conséquences des autres symétries
du systeme.

Exemples d’invariance par renormalisation

— La renormalisation abstraite (R F)(x,y) = kP F(xk™!, yk~) décrit les transfor-
mations d’échelle (z,y) — (kz, k%) et (F — k°F). L’invariance par renormali-
sation exprime l'invariance d’échelle F'(kz, k%) = k°F (z,y).

— Dans le modele d’Ising unidimensionnel, I'invariance par renormalisation RH =
‘H de I’hamiltonien réduit équivaut a une invariance statistique du systeme
de spins, c’est a dire une invariance de la loi de probabilité par rapport a la
transformation K > r(tanh™'[(tanh K)?]) de la constante de couplage réduite
suivie d'une contraction des longueurs de moitié.

— Un processus stochastique stationnaire, diffusif et markovien {Xt}tzo peut étre
décrit dans R? par une probabilité de transition p(Z,¥,t). Le déplacement qua-
dratique moyen observé est D(p,t) = [p. |7 — ¢|I*p(Z, ¥, t)d*y. La renormalisa-
tion agit au travers de l'opérateur R;; de la maniere suivante

Ce qui implique

D(Ryp,t) = k*D(p,1t) (4.12)
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L’invariance par renormalisation Ry ;p = p correspond a l'invariance statistique
des trajectoires par la transformation d’échelle

fH%, t»—>§ (4.13)
ce qui implique une loi d’échelle pour le déplacement quadratique
D(p,t) = L(log t)t* (4.14)
ou vy = % et L est une fonction log [-périodique.

Directions marginales et symétries

Si le systeme renormalisable S possede une symétrie continue, carcatérisée par

'action d’un semi-groupe de transformations (7},),>1, on peut obtenir un point fixe
¢* de 'opérateur de renormalisation R avec la valeur propre de module 1.
Pour le montrer, il suffit de se rappeler que la renormalisation ne doit pas modifier
la nature d’un systeme physique, mais seulement la perception qu’en a l'observateur.
En conséquence, les symétries doivent étre conservées, ce qui oblige 'opérateur de
renormalisation & commuter avec tous les opérateurs (7;,),>1 afin que ce dernier ainsi
que R conservent simultanément ¢ et R¢. Ainsi Va > 1, T,¢* est donc un point fixe
de R puisque

RT.¢" = TyR¢™ = T,¢" (4.15)
En dérivant (4.15)) par rapport & a, on obtient
DR(¢")(0aT)a=16" = (0aT)a=10" (4.16)

Deux cas se présentent :

— soit (0,T)a=1¢* est nul, et dans ce cas ¢* est point fixe de tous les (7},),>1. Ce
qui exprime le fait que le systeme décrit par ¢* a les mémes symétries que S.

— soit (0,T)4=1¢" est vecteur propre de DR(¢*) de module 1, situation que I'on
qualifie des lors de marginale.

On peut généraliser ce résultat a un groupe de symétrie ayant une structure de
groupe de Lie : si un opérateur appartient a son algebre de Lie, alors soit ’action de
cet opérateur sur le point fixe est une regle de structure nulle, soit c¢’est un vecteur
propre marginal de la différentielle de 'opérateur de renormalisation au point fixe.

4.1.4 Représentations et groupes de symétrie
Définition d’une représentation

Lorsque le systeme S possede des propriétés de symétrie on peut envisager d’étudier
I’action du groupe de renormalisation au travers de ses représentations.
Rappelons qu’une représentation d’un groupe (G, X) sur un espace vectoriel F est
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une application (¢ € G +— M, € GL(FE)) et conservant la loi de groupe My, o M,, =
My x40, Yo1,92 € G. GL(E) est le groupe des automorphismes de E. La dimension
de la représentation est celle de E.

Deux groupes reliés par un isomorphisme auront les mémes représentations. Physi-
quement, on interprete les représentations d’un groupe comme les manifestations de
son action. Par exemple, si on prend pour observable une fonction d’état F', I'ac-
tion d’un groupe G sur le systeme S induit une transformation sur la fonction d’état
Tpg[F(S)] = F(gS). Les opérateurs Ty, sont linéaires et vérifient la loi de groupe
Trg © Tpg, = Trgxgs, donc (g — Tr,) est une représentation linéaire de (G, x) sur
I’espace vectoriel E ou F prend ses valeurs.

Représentations des groupes de Lie

Il est bon de faire quelques rappels de notions élémentaires sur les représentations
des groupes de Lie.
Soit G = {gs, 6 € R} un groupe & un parametre isomorphe a (R, +). Une application
de G dans GL(E) en est une représentation linéaire sur un espace vectoriel E ou
dim F = d si et seulement si (§ — My = M(gy)) est une représentation linéaire de
(R,+). Si (G, o) est un groupe de Lie et si M est un difféomorphisme, alors M(G) =
{Mg, 0 € R} est un sous-groupe de Lie de dimension 1 du groupe de Lie GL(E) de
dimension d?. son algebre de Lie est dans ce cas RL ot

dM, dM dgo dM
L=——(0)= g - —(0) = g A 4.17
70 = - 0 = T2a) (417
en notant A le générateur infinitésimal de G
g9 = %4 et My = eF (4.18)

Puisque pour un endomorphisme quelconque B € End(E), eP est inversible et
d’inverse e P, I'algebre de Lie de GL(E) est End(E). On en déduit donc que L n’est
pas forcément inversible.

Dans le cas général, 'image M (G) d’un groupe de Lie G, d’algebre de Lie A par une
représentation M différentiable et injective est un groupe de Lie de méme dimension
n, formant un sous-groupe du groupe de Lie GL(FE), ce qui exige que dim E > /n.
Si{Ai,..., A} est une base de I’algebre de Lie GL(E), on construit L; = %(QO) -Aj,
ainsi la famille {L;, ..., L,} forme une base de I'algebre £ C End(E) de M. On peut
étendre la notion de représentation d’un groupe de Lie G a son algebre de Lie A
et étudier les représentations de G a travers celles de A puisque la correspondance
(A; — L;,) j = 1,...,n définit un isomorphisme entre les algebres A et L. Pour
concrétiser ce résultat, on peut prendre pour exemple le cas d'un sous-espace vectoriel
F de F invariant par chaque endomorphisme {M,},c¢ d'une représentation injective
et différentiable de G sur E, isomorphe a R", si et seulement s’il est invariant par les
opérateurs, en nombre fini n, d’une base de L.



72 Chapitre 4. Groupe de renormalisation et symétries

Représentations des groupes de renormalisation

On peut prendre pour exemple de représentation d’un groupe de renormalisation G
agissant sur l’espace des regles de structure ® une application (R +— Tg) transformant
f, une fonction d’état du systeme S de la maniere suivante

Tr[f(0)] = f(R¢) (4.19)

On pose alors pour 'espace vectoriel E = {f(¢),¢ € ®}. La regle de structure
n’est en général pergue qu’au travers des valeurs des fonctions d’état f(¢), c’est donc
I’action de Tk est non celle de R qui est observée.

Les représentations sont intéressantes a étudier et exhibent des propriétés remar-
quables s’il existe un sous-ensemble ®@,,,, C ® de regles de structure invariantes par
tous les opérateurs d'un groupe de symétrie 7. Les éléments de G restreints a @y,
doivent commuter avec chaque élément 7" € 7T puisque la renormalisation préserve
les symétries. Soit s une représentation d’un groupe S de transformations contenant
7T U G sur un espace vectoriel £ de dimension finie. Notons ¢ la restriction de s a 7
et 7 la restriction de s a G. Puisque la loi de groupe sg, 0 sg, = ss,05, est vérifiée par
définition méme de s. Il est évident que la commutativité de deux opérateurs (7', R)
quelconques implique deux résultats remarquables. D’abord celui que des opérateurs
linéaires t1 et rr associés. On en déduit que ¢ et r sont deux représentations de 7 et
G sur un méme espace vectoriel £ ayant les mémes invariants et diagonalisant dans
une méme base. La deuxieme conséquence est que si ¢ ¢ Py, et si nh_)nolo R'¢ = ¢*

avec ¢* € Dy, alors les regles de structure {T'¢}rer appartiendront a la classe
d”universalité de ¢* puisqu’elles auront le méme comportement asymptotique sous
I’action de la renormalisation. On peut inverser le raisonnement pour comprendre
que des systemes de symétrie différentes appartiendront a des classes d’universalité
différentes puisque leurs limites sous ’action itérée de la renormalisation, de symétries
différentes, ne pourront coincider. Finalement, on pourra ainsi différencier et nommer
les classes d’universalité par leur groupes de symétrie. C’est la démarche suivie en
Théorie Quantique des Champs et en Physique Statistique. On désigne par exemple
la classe du modele d’Ising par Zs = {—1,+41}, ou encore les groupes orthogonaux
O(n) ou leurs quotients O(n)/O(k) des lors que certaines propriétés de symétrie par
rotation des systemes critiques peuvent étre envisagées.



Chapitre 5

Etude probabiliste des systemes
critiques

Les phénomenes critiques sont caractérisés par le fait qu’il existe un couplage
statistique des interactions physiques. Puisqu'un grand nombre de degrés de liberté
manifestent un comportement collectif, il est évident que ce sont les caractéristiques
statistiques de ces couplages qui déterminent le comportement critique. Autrement
dit, la théorie des probabilités peut étre le cadre idéal pour comprendre comment
des phénomenes dont les interactions sont a courte portée a 1’échelle microscopique
peuvent générer des phénomenes a ’échelle macroscopique [21]. On se propose dans
ce chapitre d’exposer un nouveau point de vue sur le Groupe de Renormalisation, en
tant que généralisation du Théoreme de la Limite Centrale.

5.1 Approche probabiliste

La modélisation utilisée est celle qui considere chacun des N constituants du
systeme S comme une variable aléatoire X = (X,,),=1.. . Ce qui nous importe le
plus ce sont les corrélations statistiques entre ces variables aléatoires. A 'aide de

théoremes limites, on va essayer de traduire les résultats de convergence stochastique
N

des suites (X,,),, au travers du comportement de 'observable > X; lorsque N — oo
j=1

et essayer de faire ainsi le lien avec les phénomenes critiques. Les propriétés d’échelle

seront reliées par les exposants critiques aux propriétés statistiques des configurations.

5.2 Renormalisation en terme probabiliste
On considere que le systeme S est homogene et que les conditions aux bords
n’influent que tres peu sur ses propriétés thermodynamiques. De plus, la suite X =

(X,)n est statistiquement homogene. Afin de simplifier les calculs, on considérera
éventuellement des variables aléatoires centrées.
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5.2.1 Transformation d’échelle

Théoreme 5.2.1 Les constituants de S vont présenter un comportement collectif

autosimilaire s’il existe une transformation d’échelle reliant le systeme décrit par n

variables aléatoires et celui décrit par kn variables aléatoires regroupées en n k-blocs

de k variables aléatoires. Il suffit pour cela qu’il existe une valeur 5* pour laquelle la
n

variable aléatoire S,(X, %) = == > X converge vers une variable Soo(X) non nulle
j=1
et a valeurs réelles finies.

Démonstration 5.2.2 Posons au préalable S,,(X) = B,, Y X;. Essayons de déterminer
j=1

les suites (Bp)n>1 pour lesquelles Sy, (X) coincide pour tous les entiers k et n avec le

résultat S,[Sk(X)] de la sommation par paquets en n k-blocs décrits chacun par une

variable aléatoire identique a Si(X) :

Sin=Bn > S B > X;=B. > Bi Y Xig-v (5.1)

1<g<n 1<j<kn 1<g<n 1<5<k

La condition de cohérence impose que By, = BiB,,V k,n € N ce qui donne la
forme des coefficients B,
1

- _—p B
Bn—nﬁ—n , BER (5.2)

k
Ainsi un k-bloc décrit par Sp(X, 3) = kiﬁ > X est alors assimilable a un unique
j:

sous-systéme car la relation imposée Sk,(X) = S,[Sk] exprime simplement le fait
que les comportements collectifs de la famille initiale X sont les mémes que celle
d’une famille {S,EQ)}qu de k-blocs. Cependant, il est nécessaire de s’intéresser au
comportement de Sy (X, ) lorsque N — oo afin que la similarité imposée corresponde
a un phénomene invariant d’échelle. Ce qui a pour effet de restreindre [’ensemble des
suites X concernées et de fixer la valeur de ’exposant [ en fonction des propriétés
statistiques de X.

On obtient de la forme de S, que

Sn(X,8) =n?PS,(X,3) 8,3 €R (5.3)

La valeur 3* si elle existe est unique pour la suite X car en remplacant 3 par 5*
dans [’expression de S, ci-dessous on observe qu’elle converge vers 0 lorsque 3 > [3*
et diverge dans le cas contraire. La valeur de 'exposant (3* est donc une valeur de
coupure, on peut la définir simplement par

" =f{g, lim n™? ) X, =0} (5.4)
j=1
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L’amplitude effective d’un bloc de k constituants d’amplitude individuelle A est
donnée par A, = kP" A ; Uexposant 3* est donc une quantité importante dans la des-
cription d’un phénoméne collectif. La transformation X — Si(X, 5*) apparait comme
une renormalisation Sy = Rp- 1 X. On retrouve par une méthode probabiliste la justi-
fication de la démarche effectuée pour le traitement du modele d’Ising dans le premier
chapitre.

De plus, la forme en puissance k=% du facteur par lequel les amplitudes des k-blocs
sont contractées provient directement de la lot de groupe Rap, © Rak, = Rakik, que
doivent vérifier les éléments de G = {Rgx, k € N*}.

Si la variance 0? =< X? >= A? est finie, 'amplitude réelle d’un k-bloc

(5.5)

est reliée a Uamplitude individuelle A des variables {X;,1 < j < n} et aux corrélations
internes a un bloc C; =< X X4 >jij<k par

Ap= )" Cilk—i]) = k7 A2 (5.6)

—k<i<k

et puisque |C;| < A?%, on a A’i < A%k?. Ce qui permet de déterminer la va-
leur de B* < 1 telle que Uamplitude effective d’un k-bloc aprés remormalisation

k

S,gq) = k7 Y Xitk(g—1) converge vers A lorsque k — oo. Une suite X point fize
d’un opémte@ltrlRﬁo,kO décrira un comportement collectif exactement autosimilaire avec
B*(X) = By puisque dans ce cas < Si(X,3)? >=< X? >= A puisque la valeur fi-
nie ky. L'opérateur de renormalisation Rg, i, intégre les corrélations a courte portée,
c’est a dire telles que |i| < ko dans la définition du systéme effectif, similaire au
systeme initial car < X% >~< Si(X, By)? >, mais d’extension réelle ky. La longueur
de corrélation sera ainsi réduite d’un facteur k.

5.2.2 Liens avec le théoréme de la limite centrale

Le théoreme de la limite centrale ou centrale limite exhibe pour des consti-
tuants statistiquement indépendants un comportement collectif autosimilaire d’ex-

posant % = %
La variable aléatoire S,(X,3* = %) a une amplitude j—% = A = V< X?2>. Elle

2

converge en loi vers la variable S, (X) de loi de probabilité gaussienne centrée réduite

et de variance < X? >. La validité de ce résultat persiste asymptotiquement si les

corrélations C; =< X;X;; > décroissent assez vite en fonction de leurs distances
+o00o

mutuelles j pour étre sommables; ce qu'on exprime par le fait que »  |C;| < 0o et
j=—00
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+oo
la limite en loi So(X) a pour variance ¢ = > Cj.
j=—00
2

2 =< X? >. Par contre deux cas

Si les corrélations n’existent pas on retrouve o
extrémes peuvent se présenter :

— si des corrélations sont présentes a toutes les échelles, indépendantes de la dis-
tance entre les constituants, c’est a dire C; = A, alors I'amplitude effective
Al =nA et il est nécessaire de fixer §* = 1.

— si X présente des corrélations destructrices maximales, ¢’est a dire C; = (—1)7 A,
alors A5, = 0 et A), ., = A, ce qui oblige a prendre 5* = 0.

5.3 Généralisation du théoréme de la limite cen-
trale

Théoréme 5.3.1 On peut généraliser le théoreme de la limite centrale a une suite
X = (Xj);>1 statistiquement homogéne, faiblement corrélée au sens ot les corrélations
du 7™ constituant (C,, =< X;X1n >)nez sont sommables.

Démonstration 5.3.2 La démonstration se fait en deux étapes :
— On généralise d’abord la loi des grands nombres. en contrepartie de [’affaiblis-
sement de ’hypothese dindépendance des variables aléatoires, la loi que 'on va
obtenir est plus faible, pour la notion de convergence en moyenne quadratique

et non pour la convergence presque sure. La variance de la variable aléatoire
centrée Sy(X,a) = N~ > X; s’écrit

1<j<N
00 =< Sy(X,a) >*’=N7* >~ Cu(N - k) >0 (5.7)
—N<k<N
On peut traduire la sommabilité par
1
Ve >0, IN(e), + D k-G < ) Gk <€ (5.8)
Ne<|k|<N N.<|k|
On a de plus pour N > sup(N¢, @)
_ N.o?
N7V E[IC] < NO <e (5.9)

k| <Ne

ce qui implique si N > N/

N7 [E||Cl < 2e (5.10)
k
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D’ou le résultat de convergence

. Cr(N — |k _
2 _ k _ 2 2 Arl—2a
o —]\}1_{1(1)0 E — N = E Cr > 0=<Sy(X,a)" >~ 05 N
—N<k<N kEZ

(5.11)

On voit immédiatement que < Sy(X,a)?* > converge en moyenne quadratique
vers 0 des que o > %
On peut encore sauver la loi forte des grands nombres si les corrélations ne sont

plus sommables mais que Y, |Ci| < 02 N7. On a dans ce cas
—N<k<N

< Sn(X,a)? >< g N H 2 (5.12)
On a donc en conséquence A}im < Sy(X,a)? >=0si2a > 1+7.

— En faisant la méme hypothese de sommabilité des corrélations, on peut montrer
que < Sn(X,a = %)2 > converge en loi st N tend vers l'infini vers la loi gaus-

sienne centrée de variance o2, = > C,. Ce résultat est bien une généralisation
nez
du théoreme de la limite centrale puisqu’il exprime que les fluctuations de la

N
s 1 ’ o ’
densité ZlXj autour de sa moyenne 0 sont d’ordre O(ﬁ) comme en [’ab-
]:
sence de toutes corrélations.

5.4 Fluctuations et corrélations

Si on s’intéresse aux valeurs sur chaque constituant du systeme d'une grandeur
locale Y, lesquelles valeurs sont décrites par une suite de variables aléatoires Y =
(Y;)j>1, @ priori non centrées et d’espérance < Y > indépendante de I'indexation j.

B N
La valeur moyenne de I'observable Y sur N constituants est ¥ = % > Y;.
j=1

La loi des grands nombres assure la convergence presque stre de la variable aléatoire
Y vers la moyenne statistique < Y >. A la limite thermodynamique, on peut donc
se permettre d'utiliser < Y > pour décrire le systeme a 1’échelle macroscopique, sans
avoir a préciser sa configuration microscopique puisqu’elle n’influe pas sur Yy lorsque
N — .

Il est cependant tres important de s’intéresser a la dépendance en N des fluctuations
Yy = \/(< Yy— <Y >)2de Yy autour de < Y >, car N est toujours une quantité
finie lorsque 1'on observe le systéme. Pour ce faire, on pose simplement X; = Y;— <
Y > et on arrive rapidement a montrer que

Yv— <Y >=Sy(X,6=1) ~ N5 (X), lorsque N — oo (5.13)
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Ainsi, Pamplitude des fluctuations Yy est d’ordre v/< X2 >N#()-1 Finale-
ment, on en déduit que la grandeur ) va avoir un comportement critique si cet écart-
type décroit vers 0 a la limite N — oo moins rapidement que \/LN, c’est a dire moins
rapidement que dans le cas non-critique ou les N constituants sont indépendants.
La convergence en loi de Sy (X, 5*(X)) vers une limite non triviale S, (X) engendre
un phénomene critique si et seulement si *(X) > % Ce qui signifie que le type et les
propriétés d'un phénomene critique sont déterminées uniquement par la nature des
corrélations statistiques internes et non par les mécanismes physiques sous-jacents et
a l'origine de ces corrélations ainsi que par la nature des constituants. On a la une
explication de I'universalité des phénomenes critiques.
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Chapitre 6

Méthodes ab nitio usuelles

6.1 Formalisme de la mécanique quantique non-
relativiste

6.1.1 Equations de Schrodinger

Considérons un systeme matériel constitué par N électrons positionnés en {7;}, et
M noyaux atomiques positionnés en {]%]} En mécanique quantique non-relativiste
toute l'information est contenue dans la fonction d’onde, dont 1’évolution est régie
par I’équation de Schrodinger [22] dite dépendante du temps

R, () = ih S o({7), () (61

ou H est 'hamiltonien du systeme.

Lorsque la partie potentielle de I’hamiltonien ne dépend pas du temps, on peut
ramener cette équation a un probleme aux valeurs propres, I’équation indépendante
du temps

(T +U+V+W)p({ii} {R:}) = Bp({7i} {Ri}) (6.2)
ou 'on définit les termes comme suit

— Energie cinétique

N M
h2V? h2V?
T=T.+T,=) —— ———k 6.3
+ ZZ: 2m, + Z 2my (6.3)
— Interaction coulombienne

2

RN €
U=) U@ m) =) 7 — 7| (64)

i j

i<j i<j
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— Energie potentielle a un corps

V=2 v (6.5)

2

— Pour un atome
N

vzzu(m:—Z% (6.6)

i
o R est le vecteur-position du noyau et Z la charge nucléaire

— Pour une molécule ou un solide

V= em =Y (6.7)

ou les {ﬁk} sont les vecteur-positions des noyaux et Zj, leur charge nucléaire

— Energie potentielle d’interactions inter-noyaux

W:ZW(E, ﬁ,):Zﬂ (6.8)
19 ] — — .
i<j i<j |Ri - Rj|

Minimisation de 1’énergie

On cherche a résoudre I’équation de Schrodinger indépendante du temps pour les
énergies les plus basses, c’est a dire le fondamental. On peut montrer dans ce cas que
résoudre ce probleme aux valeurs propres est completement équivalent a minimiser
une fonctionnelle d’énergie sur un espace fonctionnelle approprié.

On voit bien que les seules différences formelles notables entre un solide et une
molécule sont d'une part I'arrangement spatial des noyaux, et d’autre part les condi-
tions aux limites. Il faut noter que la résolution de Schrédinger indépendante du
temps est particulierement ardue voire impossible des lors que le nombre de corps est
supérieur ou égal a deux. Il faut donc chercher une approximation supplémentaire.
Par chance, la masse des noyaux et des électrons va nous permettre de justifier une
approximation tres utile, 'approximation de Born-Oppenheimer.

6.1.2 Approximation de Born-Oppenheimer

Les noyaux sont bien plus lourds que les électrons, mpoyqu > Meiectron- Le temps
de réponse des électrons est ainsi ”instantané” par rapport a celui des noyaux, ce qui
va nous permettre de découpler leurs mouvements. Une exploitation particuliere de
ce fait est développée sous forme d’un algorithme connu sous le nom d’optimisation
de géométrie :
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On fixe la position
des noyaux

'

On résoud
»|  Schrodinger
simplifié

!

Calcul de
I'énergie
électronique

v

On minimise
I'énergie totale par
rapport a la position

des noyaux

v

On calcule la nouvelle
position des noyaux

F1G. 6.1 — Mise en oeuvre algorithmique de I'approximation de Born-Oppenheimer
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1. On fixe la position des noyaux, ils deviennent donc des parametres et les degrés
de liberté nucléaire apparaissent uniquement dans un potentiel v(7)

2. On résoud une équation de Schrodinger ”simplifiée” pour calculer 1’énergie
électronique

Hep({FY{RY}) = (T + U+ V)({F}{E:}) = ih%w({ﬁ}!{ﬁi}) (6.9)

3. On minimise 'énergie totale par rapport a la position des noyaux

6.2 Espace de Sobolev des fonctions d’ondes

Avant de faire I’analyse fonctionnelle de I’équation de Schrodinger, il est nécessaire
de bien situer le probleme dans des espaces fonctionnels appropriés, en 1’occurence les
espaces de Sobolev [82, [137]. On étudie le comportement d’un systeme de N éléments
dans 'espace décrit par une fonction d’onde

N
Y(, .7, t) € () LA(R?,C) (6.10)
i=1
En fait, toute fonction d’onde vérifie les propriétés suivantes

— Les particules sont localisées dans l’espace donc la fonction d’onde doit étre
normalisée

/ PR By O e = 1 (6.11)
RZS

— Les particules doivent posséder une énergie cinétique finie

<<1/}(7?17“'7FN7t)|Te|¢(F17~-7FN,t)>) < o0 (6.12)

Ce qui implique que pour chaque particule, 1’énergie cinétique doit étre finie

(<¢(7?1,...,FN,I€)’—Ai‘@b(Fl,...,FN,t) >) < o0 ,Vizl,...,N
(6.13)

Ce qui apres intégration par partie et sachant que les fonctions d’ondes sont de
carré sommable et par conséquent qu’elles sont nulles a I'infini

/ dgfl...dgf]\[ |Vw(??1,...,?:’N,t)|2 < 0 (614)
R3
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N
Si on a posé pour ¥ € Q L3(R3,C) et 7y,...,7y € R

=1

N
0
Vi, ..., 7n)]* = U, ... rn) 2 6.15
IV (i, .. 7)) Z;'aﬁ- (71, 7)) (6.15)
Il est alors équivalent d’imposer
0
vj € [1, N, / PRy PR P )P < oo (6.16)
R3 87’]-

Ces deux propriétés assurent ’appartenance de la fonction d’onde v décrivant
notre systeme a l'espace de Sobolev ®ZN:1 HY(R3,C). Définissons les espaces de So-
bolev W™?(§2, C) pour 2 ouvert de RV

Wme(Q, C) = {u € LP(Q,C)V|j| <m due LP(Q,(C)} (6.17)

Avec i multi-indice. On note
H™(Q,C) = W™2(Q,C) VQ ouvert de RY (6.18)
On munit W™P?(Q) de la norme
lullwme@) =D [10%ullzs (6.19)
0<]al<m
Mais seul les espaces H™(£2, C) peuvent étre munits d’un produit scalaire

(,v)gm = > / 9°u(Z)0ou(T)dx (6.20)

laj<m

lullam = [ > [10ull3, (6.21)
la|<m

équivalente a la norme précédement définie sur W™ 2(2). On a alors la propriété
suivante

de norme associée

Théoréme 6.2.1 L’espace W™P(Q,C) est un espace de Banach pour 1 < p < oo.
L’espace WP (2, C) est réflexif pour 1 < p < oo. L’espace H™(2,C) est un espace
de Hilbert séparable.

Nous renvoyons a [137] pour la preuve dans le cas m=1. La derniere partie de
ce théoreme nous permettra en particulier d’affirmer que le double orthogonal d'un
sous-ensemble fermé est égal a ce sous-ensemble. Nous avons exploité le fait que
les particules étaient présentes dans ’espace et d’énergie finie pour affirmer que la

N
fonction d’onde décrivant le systéme appartenait a I'espace de Sobolev & H*(R?, C);
i=1



86 Chapitre 6. Méthodes ab initio usuelles

Les électrons et les protons sont des fermions. Leur spin est hf. L’interprétation
probabiliste de la fonction d’onde ainsi que le principe d’exclusion de Pauli nous
imposent donc que

3(N+M) 3(N+M N+M
)

)
ve N\ LPRCc K H'(RC)= ®H1 (R, C (6.22)
=1 =1

Nous n’allons considérer qu’un sous-ensemble de cet espace des fonctions d’ondes
totalement antisymétriques
Posons

Wy = {¢ = (i)1<i<n, ¥ € HY(R?,C), < yleh; >=6;;,1<1i,j < N} (6.23)

Avec

< il >= /w Vi; (6.24)

6.3 Meéthode de Hartree-Fock

On va essayer de résoudre ’équation de Schrodinger indépendante du temps par
une méthode de type Galerkin. En effet, I’espace des fonctions d’onde antisymétriques
admet pour base les déterminants construits a partir des fonctions de Wy. On peut
donc travailler sur un sous-espace de dimension fini et augmenter la précision des
résultats en augmentant la dimension de cet espace.

Soit ¢ = (¢;)1<i<y € Wy, on définit le déterminant de Slater associé a ¢ comme

Sp(T1,. .. TN, ) = det(v;(75, 1)) (6.25)

V' N!
On note Sy 'ensemble des déterminants de Slater ainsi constitués Ces fonctions,

remarquables par leur expression, constituent un sous-espace de /\ H'(R3,C) topolo-
=1
giquement trop petit pour décrire convenablement 1’espace ent1er des fonctions tota-

lements antisymétriques /\ H(R3,C), mais qui est espace sur lequel nous pouvons

=1
effectuer nos calculs. On dénomme donc le fait d’approcher une fonction d’onde anti-
symétrique par un déterminant de Slater sous le nom de méthode ou approximation
d’Hartree-Fock.

6.3.1 Calcul de I’hamiltonien

Le cas a deux particules se généralise immédiatement a N particules, c¢’est pour
cela que nous ne considérons qu’'un systeme a deux particules décrit par une fonction
d’onde ¥ qui est le déterminant de Slater associé a ¢ = (1, 1)

(1, 7)) = —= (1 (71)a(r2) — 1 (72) (1)) (6.26)

\/_
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avec p € Wh, 1 € Sy, et ¢; € H(R? C). Vérifions que nous avons bien normalisé la
fonction d’onde ¢ définie ci-dessus

< (i AT ) > = / (7)o () — s (P (72) P d5F

-5/ /Rg(wl Yoo T31)2 + [t (7o) P

R (P ) (P (P >>d3f1d3fz

:%( /R3d3772(|1/12(7*2)!2 / Pl (7)1 + [ ()P / 3d3a|w2<a>|%)
G o 0

= / @, (wl wm) ()

— %/}RS d3772<|¢2(772)|2 + |¢1(F2)|2)

=1

Nous venons en fait de vérifier que les fonctions déterminants de Slater sont bien
normalisées ( dans le cas a deux particules qui se généralise immédiatement). Reve-
nons alors au calcul de notre hamiltonien électronique. On va prendre % =1 pour
simplifier les développements.

Hop(r1,7m5) = (T + U + V)y(r1, 75)
= —Ap (71, 72) — A (71, 72) + V(7)1 (71, 75)

V(R ) + Tfj“—’?) € S, (6.28)

1—7"2‘

On développe I'écriture de 1) comme déterminant de Slater de deux particules

Y(r, ) = (1(71)02(75) — 1 (72)1ha(77)) ¢i€H1(R3>R) (6.29)

\/_

On effectue alors les calculs de ces différents termes

Ty = < 2 Anu(r, B () >
- = / L R (617 )a(7) — r(aa(r))
U170 (72) = U (7)ea())
[ (19 GR + [Fa() (6.0

| =

(6.27)
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N
Si on a posé pour ¥ € ® L2(R?,C) et (7;)i—1.n € R¥* comme indiqué en

i=1

‘V\Ij rll 1N Z‘ar 'L'L 1N)|2

6.15

(6.31)

On obtient de méme, pour tout ¢ € Sy s’écrivant comme déterminant de Slater

de ¢; € Hl(RS,C)

< —%Afgﬁblw > = (|V2¢1( D)2 + [Vaih(75))| )
(

L
/ d3F1(|V2¢1 ™)? + |V2¢2(F1>’2)
R3

N — N~

Donc
1 S S
T =< —§(A1 + Do) (71, 72) [0 (71, T2) >

— / Vi + [V
R3

On doit maintenant effectuer le calcul pour la partie potentielle

Vi =< V(r) 7"1,7“2)|¢(T‘1,7"2) >

B /R3/Rs () [1 (7)1 (72) — b1 (Fa) o (F) PdP 7 P
- 2/R3d3771V( )(Wﬁ(rl)] NG )|>

On en déduit donc la contribution du potentiel

< (VO V) o ) 2= [ V6@ + @ e

Il ne reste plus que le terme coulombien

U=< ﬁw(FhFQ”w(FhFQ) >
//ds @i, [ D P[92(72) [ + [0 (72) P42 (71) |
R3 JR3 |7 — 75|

20 ()P [2 (F2) by (72) [P 2 (7)) )

|71 — 72|

(6.32)

(6.33)

(6.34)

(6.35)

(6.36)
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On pose maintenant

P () = Py (T) = [1(D)]? + [02(D)]?

Ty (7, 9) = D1 (@)1 (§) + 2 (T)2(9) (6.37)
Ce qui permet de simplifier la forme précédente
1 Lo Lo
U=< |7:*1 — F2|77/)(7“1,7’2)|¢(T177“2) >
/ / BT Py (1) py(72) — ’Tw(F1,F2)|2
R3 JR3 |7’1 - 7'2\

(6.38)

Finalement nous obtenons

< Hap(, )| (i, i) >= / Vil + [Vl + / Vil + ol

/ / d3—’ d3—' pw Tl pw 7/.2 / / d3—' dS—’ ’Tw T17T2)‘2 (639)
R3 JR3 |71 — T2 R3 JR3 |71 — 72

(w V() — v (P >) b1,y € H' (B, C)
(6.40)

avec

Vi € Sy, U(71,72) = 7

Remarquons que cette derniere expression a un sens malgré la divergence possible du

terme
/ / d3—’ d3—* pd) Tl)pw(TQ) (641)
R3 JR3 |T1 - T2|

En effet, dans le cas d’égalité pour 77 et 75 nous avons une simplification avec le terme

__/ / d3—’d3—’ |7—'¢’ T17T2)|2 (6 42)
R3 JR3 |7’1 — 73] '

6.3.2 Equations de Fock

Nous posons I'énergie de Hartree-Fock

ol = [ (Ve @r 4 9@R )5 + [ V@@ e
/R3 /R3 P dPTy Pwv?"ll_f)«fn;{? /Rd /R3 P dPy |Trrlr27:2)|| (6.43)

Vip € W, ap(r1,72) = ! (@/11(771)@/12(772) — @/11(7?2)@02(771)) €S, 1,4 € H(R?C)

NG
(6.44)
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Ce probleme se ramene alors au probleme de minimisation suivant

Elf, = min B[] (6.45)

Remarque 6.3.1 Remarquons ici que nous pouvons prouver l’existence d’un mini-
mum pour la fonctionnelle Ef¥ )], comme nous le verrons dans la suite de ce cha-
pitre, mais la question de ['unicité reste ouverte.

On désire maintenant caractériser les fonctions qui minimisent 1’énergie ci-dessus.
Soit ¥ € W, la fonction qui minimise EA T et soit 1), et 1, ses composantes, et soit
x € H'(R3,C) telle que

< Prx >=<e|x >=10, < x|x >=1 (6.46)

On développe le probleme de minimisation (6.45)) et on obtient

[z (= 30u@+va@+ [ o7 20w - [ oy 2P0, 6 -

|7 — 9

Si on pose maintenant Vi, 1, € HY(R?, C)

Al 0)(@) = —380n@ + V(@) + [ 05 2D - [ oy BD0D

Jl |z
(6.48)
On obtient
< A("Lpl,d}g)‘x >=( (649)
Rappelons ici que H' est un espace de Hilbert séparable et par conséquent que
vect (11, o)t = vect(y, 1by) (6.50)

Donc A est une fonction dans le plan engendré par v, et . Il existe el et €} réels
(multiplicateurs de Lagrange) tels que

A1, 92) = e1h1 + 31y (6.51)

En inversant les roles de v et 15, on aboutit a une équation analogue qui nous permet
d’étendre le résultat obtenu pour toutes les fonctions d’ondes de Wy et qui s’exprime
sous forme condensée [82] en écrivant que U = (¢;) € Wy est solution de ’équation
d’Euler-Lagrange du probleme ((6.45))

1 1 T (Z.5) |, Y
——A\If—i—V\I/—t—p*T\IJ—/ d?”—<ze;w]>
2 7] R i=1..N

e =
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avec

N N

pu(E) =Y _0XD), Tp(E,5) = Y _ i @)u(F) (6.52)

i=1 =1

pour ¢ =" (11, ...,%y). On définit 'opérateur de Hartree-Fock par

Fy(y) = Laprves Py * éw - Md?’gj V€ Wy (6.53)
2 7] g |77

Ainsi les états minimisant 1’énergie sur ’ensemble des déterminants de Slater sont les

1 vérifiant
N
Fy(y) = (Z eé-wj) (6.54)
i=1..n

=1

Remarque 6.3.2 Remarquons que notre opérateur de Fock est un opérateur intégro-
différentiel qui dépend de plus de la fonction sur laquelle il agit. Le probléeme de la
résolution d’une telle équation est donc un probleme fin; en particulier nous pouvons
démontrer que ce probleme admet une solution, mais l'unicité reste ouverte.

La matrice M = (¢}) est une matrice symétrique (car Fy, est un opérateur symétrique)
donc diagonalisable dans une base orthonormale.

Donc il existe une matrice U telle que U*U =1 et A; tels que si 1; = U1, on a
Fw(@z) = (Aiti)i=1.n (6.55)

Ce qui est la forme usuelle des équations de Hartree-Fock, car donnant 1'in-
terprétation la plus immédiate.

6.4 Quelques propriétés de ces équations

On exhibe dans ce paragraphe une interprétation possible des termes intervenant
dans nos équations ([6.55)) en prenant ) € Wy

(Fuab)(@) = =5 5000 + V@) + (po s ) @@ - [ A2 Doy
— (@) (6.56)

Remarque 6.4.1 Remarquons que cette derniére expression a un sens malgré la di-

vergence possible du terme
/ / B i, PeT)pp () (1) py (72) (6.57)
R3 JR3 |T1 - 702|
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En effet, dans le cas d’égalité pour 7| et 5 nous avons une simplification avec le terme

1 = =\|2
= / / P T U Gl (6.58)
2 R3 JR3

|7 — T2

Remarque 6.4.2 Le terme —%Aw(f) a une interprétation évidente comme énergie
cinétique propre des électrons. Le terme V(Z))(Z) est lui aussi transparent a 1'in-
terprétation puisqu’il représente l’énergie potentielle due au champ exterieur. Le terme
(py * h:%')(f)tb(f) décrit linteraction coulombienne.

Le terme — %1/}(1})&?] est le terme d’échange-corrélation que nous avons vu
apparaitre dans notre calcul et qui provient d'une meilleur prise en compte des in-
teractions entre électrons que nous ne l'avions fait lors de 'approximation du champ
central. Assez souvent ce terme peut étre modélisé par un potentiel sphérique autour
des électrons repoussant les autres. Ce terme corrige donc les interactions pour tenir
compte de I'impossibilité de trouver deux particules trop proches. Enfin cherchons
une interprétation du second menbre de notre équation : les valeurs ¢; représentent
en fait ’énergie nécessaire pour enlever un électron. En effet, si H est 'hamiltonien
total, J; ; désigne le terme provenant directement de 'intéraction coulombienne agis-
sant entre les fermions ¢ et j, et si K ; le terme provenant de l'interaction d’échange
entre les fermions i et j,on obtient

E = < |Hp >
=Y &= [ij— Kij
i i<j

(6.59)

Alors en considérant un systeme de N-+1 electrons et un systeme de N électrons
et en prenant un ensemble d’orbitales indexées par un indice allant de 1 a N, on peut
voir que

EN+1 — EN = € (660)

Ceci donne une interprétation des valeurs propres de l'opérateur de Fock comme
énergie requise pour enlever un électron de la i-eéme orbitale (théoreme de Koopman,[26]).

Remarque 6.4.3 Pour clore ce paragraphe on notera que la méthode de Hartree Fock
préserve la symétrie et nous donne pour des couches completes une solution d’un
probleme de champ central. Ceci justifie en atomistique un premier calcul d’énergie
pour les couches centrales avec la méthode du champ central et permet de comprendre
que le terme d’échange-corrélation qui est pris en compte dans la méthode Hartree-
Fock est bien un terme relatif au placement des électrons autour du noyau.

Remarque 6.4.4 On peut retrouver rapidement les équations de Hartree-Fock dans
le cadre de la théorie quantique des champs [27] en ne considérant que les interac-
tions engendrée par des bubbles et des oysters entre un systéme de N fermions et un
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N + 1ieme. Naivement un bubble consiste en un “choc élastique” : le fermion posséde
une quantité de mouvement qu’il cede a la particule qu’il collisionne et occupe sa place.
Un oyster consiste en un échange entre le fermion et un trou crée par une particule.
L’approzimation d’Hartree-Fock consiste dans cette formulation a ne considérer que
ces deux types d’interactions. Alors en écrivant et resommant dans [’espace de Fourier
les graphes de Feymann induits par cette description des interactions, on peut obte-
nir immédiatement les équations d’Hartree-Fock. Dans le cadre de cette description
[’énergie coulombienne se traduit en terme de bubble et ’énergie d’échange en terme
d’oyster, ce qui apporte un autre éclairage sur l'approximation de Hartree-Fock.

6.5 Compacité pour Hartree-Fock

Le but de cette section est de montrer que le probleme de minimisation de Hartree-
Fock admet une solution mais que 'unicité de celle-ci n’est pas garantie. Comme la
fonctionnelle de Fock n’est pas convexe, les arguments mathématiques usuels ne s’ap-
pliquent pas. On peut par un raisonnement assez fin montrer que l'existence dun
minimum est assurée mais il n’existe pas de preuve de I'unicité de ce dernier.

La démonstration de l'existence d’'un minimum pour ’énergie de Hartree-Fock (i.e.la
compacité pour la méthode de Hartree-Fock) étant d’un niveau technique assez impor-
tant, on indiquera ici les éléments essentiels de la preuve, en étant bien conscient que
certains passages devraient étre détaillés pour obtenir une démonstration complete de
ce résultat. On désire montrer ’existence d’une solution au probleme de minimisation

THE :inf{EHF<¢1,...,¢N),'¢ S HI(R3,C>, '(ﬁfﬂﬂj :51"3'} (661)
R3

Théoreme 6.5.1 On suppose que la charge nucléaire totale vérifie Z > N — 1. Alors
toutes les suites minimisantes du probleme pour N électrons sont relativement
compactes dans HY(R3, C)N, et en particulier il existe un minimum.

Démonstration 6.5.1 Soit ¢y ,, ..., YN, une suite minimisante, ie une suite de N-
uplets de fonctions de H(R3, C) dont l’énergie de Hartree-Fock converge en décroissant
vers le minimum I7F | telle que

Vn € N, / VinWjn = 0ij (6.62)
R3
On remarque que
N
EM (1 py - Pnn) > Z( 3\V¢i,n|2+ / vain) (6.63)
=1 \JR R

Cette suite minimisante est donc bornée et possede une limite faible qu’on note
(Y1, ...,%nN). On peut méme montrer que

0< /R gy < /R Yitbin =1 Vi (6.64)
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On va maintenant relacher la contrainte du probléme afin de transformer
le probleme de minimisation sur une sphére en un probleme de minimisation sur une
boule (qui étant conveze est plus facile a étudier).

Montrons que

I —inf {EHF(wl, oo Un), Y € HY(R?,C), Vi, j / Vi < 1} (6.65)
R3

Soit € > 0, il existe un N-uplet de fonctions de classe C*> a support compact tel
que

Yip; <1V i,5€[l,N] (6.66)
R3
et
EfE (g, 0y) < e+inf{EHF(¢1, ., UN), ¥ € HY(R? R), Vi, j / iy < 1}
R3
On définit alors la matrice [a;;] par la donnée de
Ay = 52',]' - / Q/JZI/J] (667)
R3
On définit ensuite les fonctions ¢; de classe C'*° a support compact telles que
/ Gij = i (6.68)
R3

Ainsi que

N ~ ~ -
1 pE)p(y) 1 5(Z, 9)I?
A= \V4 i2 —/ / —_ = — — < 6.69
Z/‘ WS fade -d e o = 09

Avec
pE ) = D oi(@)e(H)
p(T) = p(Z,T) (6.70)

On considére maintenant les fonctions tests ¥ = 1+ ¢;(-+n€) oun est un entier
assez grand et € un vecteur unitaire de R® pour obtenir

[ wrer=a, (6.71)
R3

et
EAE@r ) s EFE (g, ) + A (6.72)
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On aboutit finalement a

Tr < 3€+inf{EHF(¢1,...,¢ ), € HY(R?* R / Vi) < 1} (6.73)
On montre par ailleurs que

B (... on) < liminf EPF (7, 6) (6.74)

en développant les termes mis en jeu.

On peut alors affirmer que (Y1, ..., Y¥n) minimise

{EHF(%, N, € HY(R? C / Vi) < 1} (6.75)

On doit vérifier que la contrainte est saturée, c’est-a-dire que le minimum est atteint
sur la sphére ,autrement dit [ [os ib;]i; = L.

Remarquons que toute transformation orthogonale de la matrice [fR3 Yithsli; est
encore solution du probleme et que l'énergie de Hartree-Fock EYY est inva-
riante par transformation orthogonale de ses variables. Nous supposons donc la ma-
trice [fR3 Yijli; comme diagonalisée. Définissons les y; comme

/ Yithy = i (6.76)
R3

Vérifier que la contrainte est saturée revient alors a vérifier que les v; sont égaux
a l'unité. Pour cela, on introduit un probleme de minimisation annexe dont on désire
montrer que ; est solution

M; = mf{ < HyY|lyp >, € Hl(R3,(C),/R3 [y)? < 1,/R3 Yy = 0Vj # z} (6.77)

(7)) = —AB(F) + V(@)0(E) + (p* %)(f)w(f) _ /R o y*)ff’( 7) Ly
vy € H'(R,C) (6.78)

Remarquons que

EHF(wlw"uwi*hwuwiJrla'"7¢N) = EHF(E/JD"'7wi*1707wi+17"'7w1\/')
+ < HyYlyp > =Q(¢i, ) (6.79)

Avec

@)@ = @)@ @) 5 15
Q1 /R/]R g Bz Py >0 (6.80)
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d’apres la relation de Cauchy-Schwartz.

Comme (1, ...,1N) minimise le probléme avec contrainte relachée , (8
minimise le probleme anneze .

On déduit de cette solution de minimisation que les (1;) sont combinaisons linéaires
de N premiers vecteurs propres de H. Par transformation orthogonale, on suppose que
les (1;) sont vecteurs propres ou nuls. Montrons qu’ils ne peuvent pas étre nuls. En
effet, si l'un des (¢;) est nul alors la borne inférieure du probléme de minimisation
avec contrainte relachée est nulle. Or H est majoré au sens des opérateurs par
H=—-A+V+(p*%). Rappelons que pour deux opérateurs A et B

|Z
A< B & Vu, 'uAu <" uBu (6.81)

On applique alors le théoréme suivant [82] pour assurer que H posséde au moins
N wvaleurs propres négatives.

Théoréme 6.5.2 Soit pu une mesure telle que p(R3®) < Z. Soit W € LP(R?)+ L4(R?)
avec W > 0;1 < p,q < 3. Soit v firé dans L*(R3) et R l'opérateur défini par

—

Ru(z) = ( /R LOUOFE )o(@) (6.82)

s [T =7
Alors, pour chaque entier n, il existe €, > 0, qui ne dépend que de bornes sur #@&3)’
W e LP(R?) + LYR?) et v € L*(R?), tel que l'opérateur
N
Zke 1
H=-AN-) —= 4+ W+ (u*—=)+R (6.83)
= |7 — Tl 7]

admet au moins n valeurs propres en dessous de —e,.

Ce dernier théoreme permet de relever la contradiction sur les signes des valeurs
propres de H et d’affirmer par consequent, que tous les (1;) sont non nuls. De méme,
on peut affirmer que les valeurs propres associées sont non nulles, car si un tel cas se
produisait on pourrait prendre le vecteur 1; associé nul et aboutir a la méme contra-
diction. Le probleme de minimisation permet alors d’écrire

— 6 = mf{ < Hippp > 1p € Hl(R3,<C),/ |* < 1,/ Yy =0V) # 2}
R3 R3
= < Hipilih; >

Les valeurs propres €; étant strictement négatives, la simplification est valide et nous
avons

v=1 Viell,N] (6.85)

On vient de montrer que la contrainte relachée était en fait atteinte sur le bord de
la boule donc que le minimum du probleme initial était celutr du probleme avec
contrainte relachée soit la limite faible de la suite minimisante initialement
choisie, ce qui termine la démonstration.



Chapitre 7

Cadre général de la TFD

On peut dire que la TFD est assurément une des théories les plus populaires
et les plus efficaces pour traiter les problemes a N corps en [23, 24]. La TFD a
été amplement étudiée et développée ces quarantes dernieres années. On trouvera
d’excellentes références dans [25] 26, 28], 29], B0, 311, 32, B3], B4}, B35, 36, 37, 38, 39]. La
présentation ici faite est dans 'esprit des articles [30 [35] 36}, [40].

7.1 Approche usuelle

On peut résumer la démarche de la mécanique quantique en comprenant qu’a
partir de la connaissance du potentiel v on détermine la fonction d’onde par résolution
de I’équation de Schrodinger, laquelle nous permet ensuite par intégration de calculer
les valeurs moyennes de n’importe quelle observable

v(T) = (7, ..., Tn) —< observables > (7.1)

On peut notamment calculer la densité de particules

o(F) = N/d3F2... /d?’FN O (F, Py oo P VOO (T, o s ) (7.2)

Quand bien méme, la fonction d’onde contiendrait la totalité de I'information sur le
systeme, sa détermination est particulierement problématique et ce pour plusieurs
raisons. La plus importante est que la fonction d’onde est une fonction a 6(N 4+ M)
variables (en tenant compte des variables de spins). Le calcul numérique sur de tels
objets est particulierement couteux en temps de calcul et en précision.

Comme on va le voir dans le chapitre suivant, le théoreme de Hohenberg-Kohn
(1964) va nous assurer que pour ’état fondamental 1)y, la relation entre la densité du
fondamental py et le potentiel est bijective, c’est a dire que 1’'on a en plus

po(7) — Yo(71, ..., N) — v(T) (7.3)

On va pouvoir ainsi travailler sur un objet physico-mathématique a trois variables
seulement, ce qui simplifie énormément le probleme.

97
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7.2 Des fonctions d’ondes a la fonctionnelle de
densité

Il existe un lien tres intéressant entre les fonctions d’onde et les fonctions de
Green. Ces dernieres sont directement liées aux matrices de densité réduite a une
particule. Ces relations permettront de jeter un pont entre la mécanique quantique
telle qu’elle est connue au travers de la détermination des fonctions d’onde, mais
plutot trop compliquée des lors qu’il s’agit de traiter des problemes a N-corps, et la
Théorie Quantique des Champs, seule cadre apte a traiter ces derniers. En Théorie
Quantique des Champs, mais aussi en Théorie Statistique des Champs les fonctions
de corrélation a N points sont les outils mathématiques de base, permettant une
description statistique des problémes a N-corps. Une fonction de Green n’étant rien
d’autre qu’une fonction de corrélation a deux points.

7.2.1 Fonction de Green

Mathématiquement, on définit la fonction de Green [41] d'un opérateur £ comme
la solution de

[z — L(z,N]G(F,7";2) =6(F—7") (7.4)

Pour une particule indépendante, c’est a dire qu’il n’y a pas d’interactions avec
d’autres particules, autrement dit U = 0, et dans un potentiel v(7) on la note GY; et
elle vérifie dans I'espace des fréquences [41], 42]

h2V?
{E + 5 v(f’)} GO, 7" E) = hé(F— 7). (7.5)

m

Par contre pour un systeme a N-corps interagissant indépendant du temps, la
fonction de Green d’une particule est modifiée en raison des interactions avec les
autres particules. On montre [41l [42] que I’équation & résoudre est dans ce cas

th— +

0  h*V? B
ot 2m

v(m} G, 67" ) = ho(F — 7 ')5(t — ')

’

— z‘/d%’U(F—f)G(Q)(F,t,f,t;F,t’,f,t)
(7.6)

ot G? est la fonction de corrélation & deux points. Il faut remarquer que G(7, t; 7/, )
n’est une fonction de Green que lorsque le systeme n’est pas interagissant, c’est a dire
U = 0. La connaissance de G(7,7'; E') permet le calcul des valeurs moyennes de tous
les opérateurs a un corps ainsi que les valeurs moyennes de certains opérateurs a deux
corps (Hamiltonien).
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Comment obtenir la fonction G(7,7'; t,t') 7 On montre qu’il suffit de résoudre 1'équation
de Dyson [41] 42} [43]

G 7't t") = GO, 75 t,t)
+ /d3f a3z Er &> GO(F, gt T)S(Z, 7,2, TG@ 7Tt

La quantité ¥ est dénommée ”self-energy” irréductible. C’est une quantité importante
dans I'étude des problemes a N-corps.

Remarque 7.2.1 Observons que l’équation de Dyson est self-consistante, c¢’est
a dire que la solution G(7,7';t,t") se trouve des deux cités de l’équation et dépend
donc d’elle méme. On a donc affaire a un probleme non linéaire que l’on retrouvera
dans toutes les approximations directes de la mécanique quantique telles que les ap-
proximations de Hartree-Fock pour les approches ”déterminantales” et de Kohn-Sham
en TFD.

Lorsque 1'énergie est conservée on peut passer de G(r, 7 ';t,t') = G(r,7 ';t —t') a
G(7,7'; E') par une transformée de Fourier en temps, et on utilise ’équation ([7.5]).
Dans le cas général on utilise une transformation de Fourier en espace et en temps
afin de transformer les convolutions du terme de droite en produit de transformée
de Fourier. Il n’est évidemment pas toujours possible de résoudre facilement , et
c’est pour cela que des approximations sont utilisées sur les modeles d’interactions
envisagées. De plus, on doit souvent se contenter d'une resommation partielle de
la série obtenue par approximation de 1’équation . Le cadre idéal pour traiter
approximativement 1’équation de Dyson se fait au travers du formalisme de seconde
quantification et des diagrammes de Feynman [41], 42| 27].

Dans le cas ou I’énergie est conservée, on peut établir une relation entre la matrice
densité réduite & une particule y(7,7") = N [ &®%y... [ dP*Fnp*(F, 7oy ooy, Tn)O(F, oy oy TN)
et la fonction de Green a l'aide de

(7 7"y = —ihim G(7, 7', t — t') (7.8)

t'—t

On notera la densité moyenne comme

) =< Y 87— 7) > (7.9

Celle-ci intervient dans le calcul de la valeur moyenne de tout opérateur a un corps

A= 3 ali)
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N
<A>= /d3F1.../d3FN¢*(F1,...,FN) [Za(f)]¢(fl,...,fN)
= N/d37?1.../d37?]\[1/}*(7?1,...77?N)G(F1>1/}(F1,...,FN>
= N/d?’F a(r)y (7, 7)

(7.10)
En introduisant 1} dans (7.10) on établit que p(r) = lim (7, 7') et que
<A>= N/d3F a(7)p(7) (7.11)

On a besoin de la matrice densité réduite a deux corps pour le calcul de la valeur
moyenne d'un opérateur a deux corps, comme H ou U. On perd donc de I'information
en passant de G' a ~. En effet I'intégration sur la presque totalité des degrés de liberté
de la fonction d’onde (ou de G) effectuée pour évaluer la matrice densité v élimine
de l'information.

7.3 La TFD en tant que théorie a N corps

On va voir que lors du passage de la fonction d’onde a la matrice densité réduite a
un corps et donc a la densité moyenne, aucune information n’est perdue tant que 1’on
ne traite que I’état fondamental du systeme matériel. Le théoreme de Hohenberg-
Kohn [44], formulé en 1964, énonce que la relation entre la densité et la fonction
d’onde est bijective et que la densité contient autant d’informations sur le systeme
que la fonction d’onde. Les détails mathématiques de sa démonstration peuvent étre
trouvées dans [25], 20] [44) [45] [46].

7.3.1 Le théoreme de Hohenberg-Kohn

Théoreme 7.3.1 Par définition de la densité et en se restreignant a [’état fondamen-
tal, on a ¥y — po. Le Théoreme de Hohenberg-Kohn (1964) établit que cette relation
est bijective dans le cas de [’état fondamental. Autrement dit que la fonction d’onde
est une fonctionnelle de la densité = by = 1g[po].

Démonstration 7.3.2 On va d’abord définir certains ensembles forts utiles pour la
démonstration.

— V : espace des potentiels a un corps locauz
— U : espace des fonctions d’onde de [’état fondamental
— N : espace des densités de I'état fondamental
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Par construction, on sait que (C' : V +— W) est surjective. De plus, (D : W +— N)
est surjective car

Vi € W, p(F) = N/d3f2.../d3FNw*(F,F2,...,FN)w(F, R Fx) (7.12)

La démonstration a lieu en plusieurs étapes :

1. Montrons l'injectivité de C', c’est a dire
YV, VeV, VAV +C = £/ (7.13)

ou plutot la contraposée 1) =/ =V = V' 4 C%te,
On a

(T+U+ V)W =Ey, et (T+U+V)W =FEyu (7.14)
Par soustraction
(V =V = (Eo — Eq)¢ (7.15)
Puisque le potentiel est multiplicatif
V =V'+ (Ey— E)) (7.16)

Ce qui montre que C est injective.

2. Montrons maintenant celle de D a ['aide d’un raisonnement par [’absurde

Vb, W' eV, Y #Y = p# (7.17)

D’apres le principe variationnel de Ritz

Ey = <y[H[p > < (<¢'|H]P' >)

(7.18)
< (<Y|H+V =V']Y >)

(7.19)
o G R

(7.20)

De la méme maniére By < Eo+ [ p(7)[v'(F) — v(F)]|d*F. Par soustraction et avec
Uhypotheése p = p' on a Ey+ Ej < E| + Ej.
On a donc une contradiction, linjectivité de D est prouvée.

D est donc bijective. On vient donc de prouver le théoreme de Hohenberg-Kohn.
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Corollaires 7.3.3 1. On peut immédiatement énoncer un premier corollaire. Puisque
la fonction d’onde fondamentale est une fonctionnelle de la densité, et que la
valeur moyenne d’un opérateur O est aussi une fonctionnelle de la fonction
d’onde, par composition toute valeur moyenne d’un opérateur dans [’état fon-
damental est une fonctionnelle de la densité fondamentale.

< O >0=< ty|O[to >=< Y[po]|O[po] >= Olpo] (7.21)

2. Un second corollaire établit simplement l’existence d’un principe variationnel sur
I’énergie mais par rapport d la densité. En effet, puisque ((C'D)™' : p(F) — v(r))
est bijective

E,o = Ey[th] =< ¥[po][H|[po] >
< <P |HY[p] >= B[]

(7.22)
Ce qui implique
Eyo = Eylpo] < Elp/]
(7.23)
3. On obtient en moyennant [’hamiltonien [’expression suivante
Eulpl = Fuxlp) + [ dro(op(r (7.24)
avec
Frklp] =< Y[p]|T + Uld[p] > (7.25)

ot Fyklp] est universelle, c’est a dire qu’elle ne dépend pas de v.

4. La densité de l’état fondamental py ne détermine pas seulement la fonction
d’onde de l’état fondamental 1y, mais aussi le potentiel v

() = v[po](7) (7.26)

Ce qui implique clairement que l’énergie du fondamental dépend directement de
la densité de ’état fondamental

Evo = Elpo] =< $lpol|T + U + V]iblpo] > (7.27)
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Théoréeme de Eschrig-Pickett-Kappelle-Vignale (2001)

Il s’agit d’une conséquence de ([7.26)). Ce théoreme [48] 149, 50] énonce que les états
excités dépendent eux aussi de la densité du fondamental

Ue({7i}) = drlpo]({73}) (7.28)

mais uniquement lorsque la TFD s’exprime en fonction de la densité de charge.
Le théoreme n’est pas valide pour TFD s’exprimant en fonction de la densité de spin
(TFDS) ou de la densité de courant (TFDC) par exemple. La raison provient du fait
de la perte d’unicité, c’est a dire qu’il n’y a plus de relation univoque entre py et v
[48, 149, 50, BT, 52].

Difficultés mathématiques

L’analyse fonctionnelle de la TED est particulierement ardue et fait encore 'objet
de nombreuses recherches. Deux problemes se présentent :

— Tout d’abord la N-représentabilité : comment peut on obtenir a partir d’une
densité quelconque une fonction d’onde anti-symmétrique a N corps ? La réponse
a cette question est fort simple : la densité doit étre positive et de carré intégrable

— Ensuite la V-représentabilité : comment peut on étre sur qu’une densité calculée
par intégration d’une fonction d’onde anti-symmétrique a N corps soit la densité
de I'état fondamental d’un systeme plongé dans un potentiel local v(7) 7 Il n’y
a pas a ’heure actuelle de réponse directe, mais la question n’est pas relevante
pour démontrer HK [20], 45| [46](Levy en 1982 et Lieb en 1982).

7.3.2 Modeles de la physique statistique des gaz homogenes
d’électrons (1930)

La TFD assure au travers de (7.24)), que I'énergie E,[p] est la contribution de
deux termes. Malheureusement le terme Fpx ne peut étre explicité simplement. On
est donc obligé de recourir a des approximations issues de modeles empiriques de
la physique statistique des gaz homogenes d’électrons et datant des années 1930 :
les modeles dits de Thomas-Fermi. Ces derniers sont hiérarchisés par amélioration
successive du terme d’énergie cinétique, ainsi que du terme d’échange-corrélation en
tenant compte des variations locales de la densité.

Modéle de Thomas-Ferms

On approxime Fpi par

o(@)p(@)
Frrlp] = CTF/ p3 + = / / (_, p(y dxdy (7.29)
R3 R3 JR3 |$ y

Le premier terme correspond a 1’énergie cinétique d’un gaz homogene d’électrons
et peut étre déterminé simplement. Le second terme décrit 'interaction coulombienne.
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Modeéle de Thomas-Fermi-von Weizsacker

Frrwlp] = Cw /11@3 Vol + Fre(p) (7.30)

Modeéle de Thomas-Fermi-Dirac-von Weizsacker

Freowlpl = Frew(p) — CD/ p (7.31)

wl—=

5 4

ou Crp = 252, Crpw = 0.093, Crppw = <3>

Approximation de Thomas-Fermi

Cette approximation [33] [47], 53, 54] entre dans la catégorie comme nous le verrons
plus loin des approximations de la densité locale (LDA). On modélise le gaz d’électrons
par un maillage de cellules dans lesquelles la densité p et le potentiel v sont considérées
comme constantes. On peut donc évaluer la contribution de chacune des cellules
homogenes au gaz inhomogene par simple intégration.

On se donne toujours l'énergie de Hartree, c’est a dire 1’énergie d’interaction

électrostatique
—’/
Ulp] ~ t/}F“J/dg“’pq f ) (7.32)
|7 — 7|

et on écrit donc pour I'énergie cinétique

Tlp] = Tuoalo] = / 07 thom (0(7)) (7.33)

ol tpom est la densité d’énergie cinétique d'un gaz homogene d’électrons de densité
constante [p].
Pour un systeme non interagissant un calcul simple montre que

3h2<3ﬂ'2)2/3p5/3
tshom(p) = 7.34
Jhom (P) 10m, ( )

et donc 'approximation de Thomas-Fermi se résume a
Elp] = E™[p] = T*P4[p] + Ulp] + Vo] (7.35)

Cette approximation s’avere gravement défaillante pour rendre compte de calculs
moléculaires. En effet, elle implique que I'énergie d'un ensemble d’atomes isolés est
plus faible que celle de la molécule. Cette défficience provient du fait d’une part qu’on
ne tient pas compte des corrélations dans 1’énergie de Hartree, mais aussi du fait de
I'utilisation de ’approximation de densité locale.
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7.4 La TFD en tant que théorie effective a un
corps

On va maintenant développer une autre implémentation du théoreme de Hohenberg-
Kohn, celle dite de Kohn-Sham. Celle-ci, tres populaire et relativement facile a mettre
en oeuvre transforme le probleme a N-corps en un probléme a un corps dans un poten-
tiel effectif. Cette approche est a rapprocher des méthodes de la Théorie Quantique
des Champs ou le physicien aime a transformer un probleme a N-corps interagissant
en N problemes a un corps non interagissant et évoluant dans un potentiel effectif.

7.4.1 Equations de Kohn-Sham
Energie d’échange-corrélation

La dérivation des équations de Kohn-Sham [55] est particulierement simple. Dans
un premier temps on va tout simplement décomposer 'énergie cinétique en deux
contributions T'[p] = Ts[p] + Te[p] ou Ts|p] est 1'énergie cinétique d'un systeme non
interagissant. On peut exprimer T a l’aide d’orbitales a une particule d’'un systeme
non interagissant :

Tilpl = T{ulp]}] = AP Y (F)V 24y (7) (7.36)

On introduit I'énergie de Hartree dans ’expression de I’énergie totale

Elpl = Tlp] + Ulp] + Vp]
= T[{ilpl}] + Telp] + (U = Un)lpl + Unlp] + Vp]
{¥ilpl}] + Eaclol + Unlpl + Vp]

S

(7.37)

ou E..[p] = E.[p| + E.[p] est I'énergie dite d’échange-corrélation contribution des
termes d’échange E, du au principe de Pauli, et de corrélation E.. Ce dernier inclut
donc le terme 7. Le terme d’échange peut étre écrit explicitement comme

Bl Z [ e HOREEIE

|7 =]

Il est a noter que pour obtenir ce terme Le terme de corrélation restant toutefois a
modéliser par une fonctionnelle adéquate.

Propriétés de E,.

Si on définit une densité "rescalée” par py(7) := A3p(7) alors on peut montrer que
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= Eilpa] = AE: ]

= Ep] > AEcfp], A>1

— Epa] < AE:p], A< 1

— F,. est faible devant Ty, Uy et V

Ces relations permettent de construire des modeles d’échange-corrélation a par-
tir de modeles simples et maitrisés et d’extrapoler ces résultats a un systeme plus
complexe. Remarquons que la derniere propriété montre que cette démarche ne sera
une approximation correcte qu’a partir du moment ou le terme FE,., qui doit étre
modélisé, est faible. Ce qui signifie que seuls les systemes faiblement corrélés pour-
ront étre traités par la Théorie de la Fonctionnelle de Densité.

Equations de Kohn-Sham (1965)

Ecrivons les équations d’Euler-Lagrange pour I’énergie totale par rapport a la
densité

5_E— 5Ts+5_v+%+6Ezc
Sp  dp  Op op op

(7.39)
0T .
=5, + 0(7) + vg (F) + v2e(7)
vs()
(7.40)
6T
== 5p _'_ US(F)
(7.41)

Ce qui est completement équivalent a I’équation aux dérivées partielles (EDP)
suivante

V2
om

+ v5(7) | 9i(7) = €:ds(7) (7.42)

On constate qu'on a affaire a une EDP type Schrédinger pour une particule dans
un potentiel effectif, mais la caractéristique principale est que I'on retrouve la self-
consistance du fait que v, dépend de la densité et que

p(7) = ps(7) = Z EAGI (7.43)

autrement dit la solution dépend de v, qui dépend de p. Il faut noter que les orbitales
solutions de cette équation n’ont pas de "réalité” physique dans le sens qu’elles ne
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sont pas des fonctions d’ondes monoélectroniques. Par contre elle donne par
la bonne densité. Cependant, dans de nombreuses situations, comme la présence de
quasi-particules fermioniques et en ’absence de corrélations fortes, les énergies de
Kohn-Sham sont proches des énergies "réelles” [56]. En effet, en calculant 1'énergie
comme la valeur moyenne de 'opérateur développé dans , et en écrivant que

Vil = [ @7 op() = [ &7 (09 = o)~ 0nel ()

=um—/fmmm+%wwm (7.44)

on obtient

(7.45)

—/fﬂammm
(7.46)

Dans le cas de systemes faiblement corrélés, les deux derniers termes sont faibles
et on peut donc utiliser les énergies de Kohn-Sham.

Lien entre les équations de Kohn-Sham et de Dyson

Avant d’établir un lien entre ’équation de Kohn-Sham et celle de Dyson, rappelons
les principales équations utilisées en mécanique quantique non relativiste.

— Equation de Hartree : c’est ’équation la plus simple a obtenir. Il suffit pour cela
de considérer que la fonction d’onde a N-corps est le simple produit de fonctions
d’onde monoélectroniques et que le principe d’exclusion de Pauli n’intervient
pas.

h2V?
2m

Hy ;' (7) = [— +o(r) + UH(F)] o' (M) = &) (7)

(7.47)

— Equation de Hartree-Fock : on tient compte dans I’équation de Schrédinger du
principe d’exclusion de Pauli et on fait I'approximation qu’une fonction d’onde
fermionique a N-corps s’écrit comme un déterminant de Slater, et ce, afin de
prendre en compte le principe d’exclusion de Pauli. Il apparait ainsi un nouveau
terme, le terme d’échange-corrélation du au fait que les spins sont corrélés.

o0 — ¢ [ @7 LEDDoT () = ol (0

=7

(7.48)
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— Equation de Dyson : on peut écrire ((7.7)) sous une autre forme en utilisant plutot
les fonctions d’ondes [42]

o) | () + / B, B o) = Ethel)

h2v2
om

(7.49)

En fait les équations de Hartree, Hartree-Fock et de Kohn-Sham sont des approxi-
mations de Dyson. Il est cependant bien plus facile de trouver une approximation
pour le potentiel d’échange-corrélation v,. qui est un opérateur local que pour la self-
énergie X qui ne 'est pas. Ce qui explique I'intéret réel des physiciens pour la version
Kohn-Sham de la TFD lors de 1’étude de problemes a N-corps.

7.4.2 Résolution des équations de Kohn-Sham

L’équation de Kohn-Sham étant un probleme aux valeurs propres self-consistant,
une linéarisation s’impose en supposant qu’'une procédure itérative convergera vers
un point fixe. Mais auparavant il est nécessaire de développer les orbitales de Kohn-
Sham sur une base puis de résoudre I'équation séculaire. On présente ci-dessous les
principales familles de bases utilisées en physique et en chimie.

Bases utilisées en physique

L’expérience tirée du calcul de structure de bande a permis aux physiciens de
développer une connaissance pointue des bases les plus pertinentes pour la physique
du solide. On peut distinguer grosso modo deux classes de bases suivant qu’elles
dépendent ou non de I’énergie.

— Bases indépendantes vis a vis de I’énergie : citons par exemple les bases d’ondes
planes, éventuellement orthogonalisées (OPW), de delta de Dirac utilisées lors

de 'approximation tight-binding, ou les combinaisons linéaires d’orbitales ato-
miques (LCAO), ...

— Bases dépendantes de l'énergie : bases d’ondes planes augmentées (APW),
ou I'approche KKR (Korringa-Kohn-Rostoker), bases dépendantes de I’énergie
mais linéarisées par un développement de Taylor (LMTO, LAPW) [57, [58].

Bases utilisées en chimie

Les chimistes préferent les méthodes déterminantales comme Hartree-Fock ou les
méthodes dites d’interaction de configuration, aux méthodes issues de la DF'T. Malgré
tout, les bases utilisées pour les méthodes déterminantales sont elles aussi employées
en DFT. Il existe grosso modo, deux types de bases en chimie selon la nature de la
décroissance des fonctions par rapport a la distance radiale

— Bases a décroissance exponentielle radiale (STO)



7.5. La TFD en pratique 109

— Bases de type gaussienne (GTO)

Les bases STO permettent de mieux refléter les propriétés des fonctions d’ondes
réelles [24], [43]. Par contre les bases gaussienne permettent d’effectuer un calcul ana-
lytique des éléments de matrice de 'hamiltonien et non une quadrature comme pour
les bases STO. Ainsi le temps de calcul de 'hamiltonien est considérablement réduit.

7.5 La TFD en pratique

Hormis le choix d’une base pour ramener la résolution de I’équation de Kohn-
Sham a un probleme séculaire, une autre approximation est nécessaire. Il s’agit du
choix d’une modélisation adaptée pour l’énergie d’échange-corrélation. On renvoie
aux références pour plus de détails [25]-[39].

7.5.1 Fonctionnelles locales

L’approche la plus simple et immédiate est I’Approximation de Densité Locale
(ADL ou LDA en anglais). Rappelons que dans I'approximation de Thomas-Fermi,
I’énergie cinétique par unité de volume est donnée pour un systéeme homogene, c¢’est
a dire a densité constante, par

3h2(37r2)2/3p5/3
- 10m,

tsnom(p) (7.50)

Pour un systéeme inhomogene I'approximation LDA va simplement consister en

2(37:2)2/3 5/3 (F
1) = 7)o (pt) = T D ol

On retrouve I’énergie cinétique par simple intégration
312 (37)2/°
1) = [ = PO

10m,

Il s’avere que cette approximation rend 1’énergie cinétique d’un systeme non in-
teragissant T, inférieure a 1’énergie cinétique réelle, c’est a dire celle obtenue par la
résolution des équations de Kohn-Sham. Cependant, I'approximation LDA va aussi
permettre de modéliser I'énergie d’échange-corrélation E,.[p].

Commencons par I’énergie d’échange. On sait que pour un systeme homogene [25], 26]
la densité de I’énergie d’échange est donné par

/ p*3(7) d3F (7.52)

3e2 /3\?
€z hom(p) = Y (;) p*’® (7.53)

Par intégration sur tout ’espace
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32 (3\'* [ .
B = -2 (2) [ (7.54)
4 \mw

Par contre, il est beaucoup plus délicat d’essayer de répéter la démarche pour
approcher I'énergie de corrélation. En effet, I’énergie de corrélation n’est pas du tout
connu pour un systeme quand bien méme homogene. C’est un probleme a N-corps tres
ardu et faisant encore ’'objet de nombreuses recherches. Plusieurs méthodes issues de
la Théorie Quantique des Champs et de la Théorie Statistique des Champs ont fait

leur apparition ces dernieres années

— Approche par perturbations (RPA)[59, 60]

— Approche par Monte-Carlo Quantique (QMC) pour les liquides d’électrons [61],
62, 63, 164

7.5.2 Fonctionnelles semi-locales

Pour tenir compte des variations de densité d’un gaz inhomogene on effectue un
développement en gradient en introduisant |Vp(7)|, |Vp(7)|?, VZp(7), ..
Prenons pour exemple la correction de Weizsacker au premier ordre de ’approxima-

tion de Thomas-Fermi [25], 20]

Ti[p] = TP p] + Sh—?; / d‘”’F% (7.55)

De la méme maniere on obtient pour ’énergie d’échange

10¢? V()|
E,[p] = E,[p|9FA ~ ELPAT) - = / B L 7.56
0] 0] 2 el 39317 T S (7.56)

Des expansions du gradient a des ordres supérieurs n’apportent pas en général
d’améliorations significatives a ’approximation LDA pour le terme d’échange. Bien
au contraire, elles ont pour effet de ’affaiblir. C’est pour cela, qu'une autre voie est
possible, qui consiste a utiliser une fonction de la densité et de son gradient pour
I’énergie d’échange-corrélation

Bl = [ &7 e(o(), Vo() (7.57)

Cette modélisation est dénommée Approximation du Gradient Généralisé [59, [60,
62,63, 164] (GGA en anglais). On voit tout de suite que les approximations GGA seront
différentes selon la nature de la fonction e(p(r), Vp(r)). Citons simplement qu’en
physique I'approximation GGA la plus utilisée est celle de Perdew, Burke et Ernzerhof
(PBE) [66] et qu’en chimie c’est celle dénommée BLYP, qui est un mélange de la
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fonctionnelle d’échange de Becke de 1988, ainsi que de la fonctionnelle de corrélation
de Lee, Yang et Parr(LYP)[67]. L’expérience montre que 'approximation GGA fournit
d’excellents résultats pour le calcul des liaisons chimiques, qu’elles soient covalentes,
ioniques, métalliques ou de type hydrogene. Elle achoppe toutefois lors de 1’évaluation
des forces de Van der Waals, sauf peut-étre PBE. En effet il est délicat de calculer
ces quantités car celles-ci restent extréemement faibles.

De nombreuses tentatives ”post-GGA” ont permis d’améliorer les fonctionnelles [35,
30, 168, 69]. La plus usitée en chimie quantique est stirement B3LYP. Cette derniere est
une combinaison de LYP et de B3, la fonctionnelle hybride de Becke a 3 parametres.
A Tinstar de B3LYP, un grand nombre de fonctionnelles hybrides font un mixage
de I’énergie d’échange de Hartree-Fock et d’une fonctionnelle d’échange de la DFT.
C’est une démarche completement empirique qui oblige les chimistes a changer de
fonctionnelles des lors que les résultats ne sont pas satisfaisants.
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Chapitre 8

Extensions de la TFD

Jusqu’a présent la TFD n’a été exprimée qu’en fonction de la densité de charge
ou de particules (puisqu’elles sont toutes identiques), ce qui fait de cette derniere une
grandeur fondamentale de la physique a N-corps que nous souhaitons modéliser. Tou-
tefois, cette formulation n’est pas la plus utilisée dans les applications et en particulier
dans les codes de calcul.

8.1 Théorie de la Fonctionnelle de Densité de Spin
(TFDS)

La TFDS, ou SDFT en anglais, consiste simplement a introduire une densité pour
chaque spin : ny(7) et ny(7) [25, 26, 60, 62]. On a ainsi deux variables fondamentales
et on retrouve la densité totale par

p(r) = ny(7) +ny (7) (8.1)
ainsi que la magnétisation totale comme
m(r) = po(ny () —ny (7)) (8.2)

oll jy = 52— est le magnéton de Bohr. Remarquons que les variables fondamentales
2mec

pourraient étre de maniere completement équivalentes la densité de charge ainsi que
la magnétisation.

On peut reformuler le théoreme de Hohenberg-Kohn ainsi que les deux premiers
corollaires en fonction des densités de spins.
En présence d’un champ magnétique B(7) qui couplent les spins au travers du terme
de Zeeman [ d*7 m(7)B(7), la fonction d’onde de I'état fondamental ainsi que les
observables dans cet état 1a, ne sont des fonctionnelles uniques des densités de spins,
ou alors de p et m. A certaines exceptions pres, on pourra donc reprendre les notations
utilisées pour presque la totalité des résultats de la TFD, théoreme de Hohenberg-
Kohn et équations de Kohn-Sham, en rajoutant un index pour le spin. Parmi les
exceptions mentionnées, le calcul de I'énergie d’échange

113
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EZ7P% [ (7),ny (7)) = %(Ef P 2m (] + B [200(7)]) (8:3)

8.1.1 Equations de Kohn-Sham en TFDS

Elles s’écrivent simplement

h*V?
— Vs o\T iJFZEiU iJF 8.4
2m6+,(3¢,() o Pio(T) (8.4)
ol Vs () = U (7) + v (T) + Vg0 (T), 0 étant I'indice de spin. En physique quantique
non-relativiste, vy ne dépend pas du spin, mais en présence d’un champ magnétique,
on a vs4(7) = v(r) — €upB ot € = £1 suivant le spin. Enfin on a l'expression du
potentiel d’échange-corrélation

0B P [y (), my ()]

Vge,o (7:‘) = (5pg

(8.5)

Remarquons qu’en présence d’'un champ magnétique interne B,., comme dans le cas
de systemes a spins polarisés, on peut montrer simplement que

B, = el el (8.6)
Ho

Ce champ est en particulier responsable du ferromagnétisme dans les métaux de tran-
sition. Il existe de nombreuses tentatives de construction de fonctionnelles d’échange-
corrélation en TFDS, comme celles par exemple de Kurth et Perdew [35], 36].

8.2 TFDR

Si les directions des spins ne sont pas colinéaires dans l’espace, comme dans les
terres rares ou leur lieu géométrique sont des hélices, ou dans certains matériaux fer-
romagnétiques, on utilise un vecteur magnétisation et non plus un scalaire comme
précédemment. Cette non-colinéarité des spins tire son origine du couplage spin-
orbite, qui est comme nous le savons tous un effet relativiste. La TFDS ne pou-
vant donc inclure les phénomenes relativistes, il est nécessaire de construire d’autres
théories basées non plus sur les densités scalaires mais sur le quadri-vecteur de densité
de courant relativiste afin de pouvoir traiter les couplages spin-orbite. On a vu ainsi
apparaitre la Théorie de la Fonctionnelle de Densité Relativiste (TFDR ou RDFT en
anglais) [70] [71]. Les équations de Kohn-Sham y sont remplacées par des équations de
type Dirac a une particule et non plus de type Schrodinger a une particule. Cependant
de nombreux problemes subsistent encore [31], [38] 39], notamment la renormalisabilité
de la théorie, la définition d’un principe variationnel pour les états d’énergie négatives.
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8.3 TFDC

Certaines recherches sur la Résonance Magnétique Nucléaire (RMN), ou l'ef-
fet Hall quantique par exemple nécessitent d’étudier les propriétés magnétiques des
matériaux et entre autres de connaitre I’état des courants dans le systeme ainsi que
leurs couplages avec des champs extérieurs. La TFDS ne peut étre le cadre formel
pour obtenir de telles informations. En théorie la TFDR le pourrait, mais la com-
plexité intrinseque de son formalisme ne permet de I'exploiter que dans une version
appauvrie ot on ne tient compte que des spins.

Une avancée considérable a été rendu possible par Vignale et Rasolt [72, [73], au
travers de la construction de la Théorie de la Fonctionnelle de Densité de Courant
(TFDC ou CDFT en anglais) non-relativiste. Ils ont put formulé la théorie a partir de
la densité de spins et du vecteur densité de courant paramagnétique, non-relativiste
bien entendu [74. [75] [76], [77] .

Un résultat particulierement intéressant du a Gross et Kappelle [78] montre que
I’existence de courants de spins implique un lien entre les fonctionnelles d’échange
corrélation de la TFDS et celles de la TFDC, grosso modo de maniere analogue a
celui qui existe entre les fonctionnelles de la TFDS et celles de la TFD.

Nous retrouverons le formalisme de la TDFC lors de I’étude d’un modele de liquide
quantique afin de retrouver aisément les équations effectives du mouvement d’un

fluide.

8.4 TFDDT

Il existe un grand nombre d’approches pour essayer d’évaluer les états excités.
Certains physiciens comme Gunnarsson et Lundqvist [60] proposerent l'utilisation
d’une fonctionnelle d’échange-corrélation dépendante des symétries du systeme pour
calculer les états excités les plus bas pour chaque classe de symétrie.

Une autre approche pour les états excités est constituée par la TFD dépendante
du temps (TFDDT ou TDDFT en anglais) [79, 142} 81]. Le théoreme de Hohenberg-
Kohn est alors remplacé par celui de Runge-Gross. Cette approche a permis d’extraire
facilement les états excités et est désormais implémentée dans la plupart des codes
de calcul.

La TFDDT permet aussi I’étude de systeme couplés a des champs extérieurs comme
des systemes atomiques soumis a des lasers intenses.
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Chapitre 9

Simulations ab tnitio rapides

On se placera désormais toujours dans le cadre de la TFD, voire de la TFDS
puisque fondamentalement cette derniere ne fait que découpler le probleme avec des
spins en deux problemes de type TFD.

Les progres récents de 'informatique et de I’analyse numérique, couplés aux avancées
de la physique et de la chimie théorique, ont permis d’envisager de simuler des
systemes matériels de plus en plus complexes sur la base de la TFD. Les applica-
tions et les ouvertures sont innombrables, puisqu’elles vont de la physico-chimie du
solide, a la biologie moléculaire, a la géologie, etc.

Il ne faut toutefois pas négliger la mise en oeuvre algorithmique de la résolution des
équations de Kohn-Sham, qui comme on le verra exhibe des problemes de précision et
de temps de calcul sur ordinateur. On définit en général la complexité algorithmique
a l'aide de la puissance exprimée dans le temps de calcul Topy = K - N = O(N®).
On développera I'algorithmique type d’un traitement TFD ainsi que sa complexité.
Enfin, de nouvelles méthodes a temps de calcul linéaire par rapport a la taille des
systemes seront présentées.

9.1 Algorithmes SCF

Comme il a déja été remarqué, les équations de Kohn-Sham ou meéme celles
de Hartree-Fock sont self-consistantes. On espére tout de méme qu'une procédure
itérative permettra de converger vers un point fixe. Considérons donc a présent une
équation de la forme

Fotb = et (9.1)

Les méthodes de résolution usuelles de telles équations sont des méthodes itératives
reposant sur l’algorithme de Roothan et dénommés algorithmes SCF (”Self-Consistent
Fields” en anglais).

119



120 Chapitre 9. Simulations ab initio rapides

9.1.1 Algorithme de Roothan

A partir de maintenant nous raisonnerons sur la matrice de densité discrétisée
dans une base adéquate. Les équations de Fock peuvent s’écrire aussi en fonction
de la matrice de densité. Nous pouvons alors décrire 1’algorithme de Roothan de la
maniere suivante :

(o) — -+ — () — Fa — pust — -+ — pc

1. Nous initialisons notre itération a partir d’'une matrice de densité arbitrairement
choisie : pg
2. Une fois connue la matrice de densité p,, nous créons I'opérateur F,, correspon-

dant a cette densité.

3. Nous résolvons 'équation aux valeurs propres :
Fouh =€t (9.2)

Les solutions de cette équation nous donnent des vecteurs propres (1;)i=1.m-

4. Nous ne conservons que les vecteurs propres correspondant aux valeurs propres
les plus petites pour construire la matrice densité p,.;. Nous appliquons ici le
principe aufbau qui consiste a remarquer que les particules occupent, dans 1’état
fondamental, les états d’énergie les plus faibles. Nous recalculons 1'opérateur
grace a cette derniere matrice densité et recommengons le processus a 1’étape
(2) jusqu’a la convergence du probléme.

Nous touchons ici un point délicat puisque cet algorithme ne converge pas toujours
convenablement. D’autres méthodes ont été développées pour palier cette difficulté.

9.1.2 Algorithme de Level-Shifting

Il ne s’agit en fait que de corriger le défaut de convergence en introduisant un
parametre b réel tel que

Fn=F(pn) + bpn (9-3)

Le reste du schéma est semblable

(po) — =+ — (pn) — Fn = F(pn) +bpn — pny1 — =+ — po

Cet algorithme permet de résoudre les problemes de convergence, mais laisse en
suspend le choix judicieux du parametre b. Ce choix, loin d’étre simple permet tou-
tefois de résoudre les lacunes de convergence des algorithmes de Roothan ou de la
méthode DIIS que nous expliquons ce dessous.
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9.1.3 Méthode DIIS

DIIS signifie Direct Inversion in the Iteration Space et concrétise I'idée de su-
primmer le caractere ”Markovien” de 'algorithme de Roothan en utilisant toutes (ou
seulement les derniéres) matrices de densités calculées pour construire 'opérateur (de
Fock ou de Kohn-Sham) a chaque étape. Plus exactement

Fo= Y qF () (9.4)

Les coefficients ¢} sont calculés en minimisant par moindres carrés la quantité

1) ciexlls (9.5)
k=0
avec

ex = F(pr)px — pr, F(pr) (9.6)

sous la contrainte > ;_, ¢} = 1. Indiquons aussi que la norme ||..||o désigne la norme
de Hilbert-Schmidt définie par :

llullo = (Tr(wu))*’? (9.7)

La densité est ensuite calculée par le principe aufbau. Ceci se traduit en prenant
pour p,.1 un minimiseur de

inf{Tr(Fnp), p € Pn}, (9.8)

ou P, est 'espace des projecteurs de l'espace de dimension n. La méthode se
résume donc dans le schéma

F =0y G F (pr)
(D”S) (pk)OSkSn — { (CZ) optimisés — Pn+l (9-9)

Remarque 9.1.1 On a montré des ezemples d’algorithmes convenant aussi bien pour
la DFT que pour Hartree-Fock, il convient maintenant de preciser si leur convergence
est satisfaisante. Pour l’algorithme de Roothan sous la version DIIS, la plupart du
temps, il converge rapidement, ce qui explique qu’il soit le plus souvent utilisé dans
les codes de chimie quantique. Cependant il ne converge pas toujours et nous devons
alors revenir a [’algorithme de level-shifting avec le choix judicieux du parametre en
suspens.

9.2 Complexité algorithmique et taille des systemes

Pour les méthodes de Hartree-Fock, I’étape limitante réside dans ’assemblage de la
pseudo-matrice de Fock a chaque itération. On peut choisir ou bien de calculer une fois
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pour toutes les ’f—; intégrales biélectroniques, n étant le nombre d’orbitales atomiques
et de les stocker sur disque, ou bien de ne pas les stocker et de les calculer chaque fois
que cela est nécessaire. On parle dans ce dernier cas de méthodes directes. Des que la
taille du systeme est assez importante, c¢’est a dire pour quelques dizaines d’atomes,
il est plus efficace d’utiliser une méthode directe, car le gain en temps de calcul est
réel. En effet, il est plus rapide de calculer une intégrale biélectronique pour des
gaussiennes-polynomes que d’effectuer une lecture sur le disque. La diagonalisation
de la pseudo-matrice de Fock s’effectue en général avec une méthode de Jacobi, mais
dans le cas ou n > N, les méthodes de puissance inverse s’averent bien plus efficaces.
La complexité algorithmique d'un calcul Hartree-Fock est donc N - n*, o N; est
le nombre d’itérations self-consistantes. Il est a noter que les méthodes dites post
Hartree-Fock, comme par exemple les méthodes de perturbation de Moller-Plesset
(MP2, MP3, MP4) qui ont des complexités algorithmiques respectives en O(n?),
O(n®), O(n"), d’interactions de configurations (CI) ou de multidéterminants qui ont
des temps de 'ordre O(n7).

Les méthodes issues de la TFD ainsi que les méthodes dites de tight-binding ont
I’avantage de n’étre limitées que par 1’étape de diagonalisation. Ce qui ramene la
complexité & O(N?). Bien évidemment les constantes de temps peuvent jouer un role
non-négligeable.

9.3 Meéthodes d’ordre N

On se placera désormais dans le cadre de la Théorie de la Fonctionnelle de Densité
et de son formalisme.

9.3.1 Formalisme des matrices de densité

La plupart des algorithmes ab initio sont basés sur le calcul de la matrice de
densité réduite a un corps. D’apres le principe dit auf bau qui consiste a occuper les
états énergétiques les plus bas, cette derniere est un projecteur sur le sous-espace des
états de plus basse énergie.

N/2

p= Frople)lthi >< | =D iy >< 1 (9.10)
7 =1

ou N est le nombre d’électrons, (€;,|¢; >) est un mode propre de I'hamiltonien de
Kohn-Sham H et fz est défini comme la fonction de distribution de Fermi-Dirac a la
température inverse (3,

1

Foul€) = T osem

La relation H =Y ¢;]1; >< 1;| nous permet de récrire la matrice de densité réduite

(9.11)

)
comime

p = Jooer(H) = O(ep — H), (9.12)
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O étant la fonction de Heaviside. L’énergie moyenne et le nombre de particule peuvent
étre écrit comme

47]’

et
"j

ou la matrice densité est exprimée dans une base d’orbitales localisées

p=> pilti >< 1| (9.15)
T
avec H;; =< ;|Hp; >, Sij =< ;| >.

9.3.2 Classes de méthodes

Dans le cadre de la TFD [88], [89] [90],et plus particulierement pour la résolution
des équations de Kohn-Sham [89], des méthodes de calcul rapides ont été développées
récemment [911 02]. On peut les classer en trois catégories

— Développement polynomial de la fonction de distribution de Fermi-Dirac, comme
Fermi Operator Expansion (FOE) [93, ©5, 04] et Fermi Operator Projection
(FOP)[96, 97, O8]

— Méthodes variationelles comme Density-Matrix Minimization (DMM) [99], Or-
bital Minimization (OM) [100] [101} 102, 103, 104, 105, 106] et Optimal Basis
Density-Matrix Minimization (OBDMM) [107], T08]

— Décomposition de domaine avec la méthode divide-and-conquer (D&C) [109]
110, 111

On pourrait également rajouter une méthode de point fixe, comme la purification
de Mac-Weeny, mais son seul intérét réside dans le fait qu’elle peut générer un bon
initial-guess pour une autre méthode. On développera plus bas une méthode typique
de chacune de ces classes afin de montrer leur intéréts.

9.3.3 Comparaisons numériques

On se propose de comparer ces méthodes du point de vue de la précision sur un
modele jouet, le modele tight-binding a une dimension. On considere un réseau de
2N sites avec interactions au plus proche voisin. L’avantage de ce modele est que
I'on connait 'expression analytique de la matrice densité. En effet I’hamiltonien de
ce modele est donné par [130]

H= QZa;rai — Z a;ia; (9.16)

<ij>
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On considérera le remplissage des niveaux occupés en half-filling, c¢’est-a-dire que ce
sont les états les lus bas de la moitié du spectre d’énergie qui sont occupés. La matrice
des vecteurs propres peut étre calculée comme

|
C = sin( TRy ) (9.17)

pour 1 < pu <2N,et 1 <v < N. La matrice densité réduite

p=CC" (9.18)
est un projecteur dont les éléments diagonaux valent
1
Pup = 9 (9.19)

Si p et v ont la méme parité, i.e p — v est pair, alors p,, = 0. Pour v = pu + 2k + 1

1 (=1)" (—1)m+* (9.20)
N o T 1 : :
AN +2 |sin 5305 g s ;]F\ﬁf

Puv

Afin de calculer la décroissance de p,,, on considere la limite N — oo tout en
gardant v — p = 2k fixé,

(=1)*

Pu,p+2k ~ Gy

(9.21)

Selon la définition proposée par Kohn [114], ce systéme est un métal. On s’attend
donc a ce qu’il exhibe certains problemes de temps de calcul et de précision. On va
tout de méme comparer les erreurs relatives des méthodes FOE, DMM et de point
fixe en fonction de la taille des systemes afin de montrer les caractéristiques évidentes
de ces méthodes.

Les programmes permettant de simuler toutes les méthodes présentées ci-dessous
ont été écrit en langage C (norme ANSI).

9.3.4 Principe de ”"myopie”

Ce principe énonce [112} 113, [114] que les éléments de la matrice de densité réduite
sont négligeables au dela d’une distance ca ou a est le pas du réseau,

i —j| >c= pij =0, (9.22)

Ce qui donne
¢ max(0,i—c)<j<min(N,i+c)

La décroissance des éléments de la matrice p dans 'espace réel dépend du type
de matériaux étudié. Pour les systemes avec gap, la décroissance est exponentielle
112, 113, [114) [115] 116]

p(7,7) = e~ (9.24)
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oll av ~ /A€y, pour la limite de liaison forte (dite tight-binding) et o ~ @astice - A€gap
pour la limite de liaison faible (dite weak-binding). Pour les systeémes sans gap, la
décroissance de p est zéro a température nulle[116], 117]

cos(kp|r— 7))

— — .
Pl ) = ke

(9.25)

Une telle décroissance caractérise I'existence de corrélations a longue portée et empéchera
comme on le verra plus loin de développer des algorithmes rapides. Par contre, dans

le cas de systemes désordonnés, les éléments de matrice décroissent bien plus vite avec

la distance [118, [119].

On va donc mettre a profit ce principe de myopie en définissant une nouvelle multi-
plication de matrices qui n’opére que sur les éléments de matrice non négligeables.

Remarque 9.3.1 Pour que ces multiplications tronquées aboutissent a une certaine
précision pres a la matrice densité, on se doit de représenter [’hamiltonien dans une
base localisée afin qu’il soit représenté par une matrice creuse.

9.3.5 Expansion polynomiale

La relation entre la matrice de densité réduite et ’hamiltonien est fonction-
nelle. On peut donc essayer de développer la fonction de distribution de Fermi-Dirac
sur une base de polynome. La méthode FOE utilise les polynomes de Chebychev
[93, ©94], 95] et reste une des méthodes les plus efficaces et les mieux controlés pour
aboutir a des temps de calcul raisonnables. Les polynomes de Chebychev sont définis
par une formule récursive

To(l‘) =1
Ti(z) =x
Tn+2(x) = 2$Tn+1(x) - Tn('r) (9'26)

pour —1 < z < 1. On montre facilement que 7, (z) = cos(narccosz). On utilise la
forme fonctionnelle (9.12)) pour fitter p a I'aide d’un polynéme de Chebychev d’ordre

b,
p

ps = fou(H) = a;(Bs, 1) Ti(H,) (9.27)

1=0

ot Hy est 'hamiltonien adimensionné, rescalé et shifté sur [—1, 1],

H-F
He="3%
E = %[min(spec(H)) + max(spec(H))]
AE = %[max(spec(H)) — min(spec(H))] (9.28)

et B, = BAE, s = (u— E)/AE.
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FERMI OPERATOR EXPANSION
1.2 T T

T
'Fonction de Fermi-Dirac’ —+—

Nombre d occupation

-0.2 L ! |
Niveau de Fermi

Energie

F1G. 9.1 — Oscillations de Gibbs lors de 'approximation de la distribution de Fermi-
Dirac a température nulle par une approximation de type FOE

La plus petite et la plus grande valeur propre de H peuvent étre calculées a 1’aide
d’une méthode de Lanczos, laquelle méthode nécessite un temps de calcul linéaire
avec la taille de la matrice. Les coefficients de la projection sur les polynoémes sont

_ ™ 1
o) = 2 :no /0 CO8(18) T ey 8 (9.29)
Hormis a température nulle ou la distribution de Fermi-Dirac est une fonction de
type Heaviside et ou 'on dispose d’une expression analytique exacte [122], les a,
sont déterminés numériquement a ’aide d’une transformée de Fourier rapide. La
conservation du nombre de particules fixe la valeur de I’énergie du niveau de Fermi
er par résolution de I’équation ((9.14)).

Remarque 9.3.2 Notons que la méthode FOE a [’énorme avantage d’étre intrinsequement
parallélisable. En effet, le calcul récursif des polynomes peut s’effectuer sur les vec-
teurs de la base canonique qui composent la matrice identité. Ainsi chaque processeur
pourrait traiter un des vecteurs colonnes de la matrice T,,(Hsy).
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Fermi Operator Expansion
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Fi1G. 9.2 — Erreurs relatives en fonction du degré polynomial de la méthode FOE
appliquée a un modele tight-binding avec 512 atomes pour différentes coupures allant
de 16 a 64.

La précision du développement polynomial peut étre appréciée si I’'on se rappelle
que la troncature des 7, de doit se faire de telle maniere a ce que seuls les
éléments de matrice (T,,(H));; avec |i — j| < ¢ soient retenus lors des multiplications
matricielles. Le temps de calcul sera alors de Pordre pc?N = O(N). La précision du
calcul peut souffrir d’un probleme récurrent et bien connu en traitement du signal : les
oscillations de Gibbs. Ces dernieres sont représentées sur la figure et résultent du
fitting par des polynomes de la fonction de Heaviside. Ces oscillations ont malheureu-
sement pour effet de créer des nombres d’occupation erronés. On peut éventuellement
amortir ces oscillations. On renvoie a l'excellent article [122] pour plus de détails.
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Density Matrix Minimisation par gradient conjugue
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F1G. 9.3 — Erreurs relatives en fonction des itérations de la méthode DMM par gra-
dient conjugué appliquée a un modele tight-binding avec 512 atomes pour différentes
coupures allant de 16 a 64. L’optimisation s’acheve pour une norme du gradient
inférieure & € = 1073,

9.3.6 Minimisation d’une fonctionnelle de la matrice de den-
sité

La matrice densité peut étre évaluée en tant que solution d’un probleme de mi-

nimisation d'une fonctionnelle. Cependant ce probleme est contraint par le fait que

la matrice densité est un projecteur dont le rang est égal au nombre de particules.

On a ainsi deux contraintes fortes : I'idempotence et le rang. Un exemple d’une telle

procédure est la technique dite Density-Matrix Minimization (DMM) développée par

Li, Nunes et Vanderbilt [99]. Dans cette approche la fonctionnelle choisie est la fonc-
tion 2 = ' — uN. On peut aussi I’écrire comme une fonctionnelle de la densité

Qp) = £ — pN =Trp(H — p) (9.30)

La condition d’idempotence peut s’écrire comme p = p?, ce qui implique que
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Density Matrix Minimisation par BFGS
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F1G. 9.4 — Erreurs relatives en fonction des itérations de la méthode DMM par quasi-
newton (BFGS & mémoire limitée) appliquée & un modele tight-binding avec 512
atomes pour différentes coupures allant de 16 a 64. L’optimisation s’acheve pour une
norme du gradient inférieure & € = 1073,

p=3p>—2p° (9.31)

On écrit finalement

Qp) = Tr((3p* — 20")(H — )] (9.32)

On arrive ainsi & un probleme de minimisation sans contraintes, puisqu’elles ont
été incluses dans la fonctionnelle. On va donc la minimiser sur ’espace des matrices
hermitiennes de taille N. Le gradient de cette fonctionnelle peut étre calculé directe-
ment en prenant pour métrique celle induite par le produit scalaire de Hilbert-Schmidt
< A|B >ps= Tr(A*B) ou A et B sont des matrices
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VQp) - h=Tr{{3(p-h+h-p)=2(p-h-p+p° h+h-p*)|(H—p)} (9.33)

Puisqu’une topologie métrique a été définie au travers du produit scalaire, on peut
envisager de minimiser la fonctionnelle a 1’aide d’une méthode de descente soit du pre-
mier ordre comme un gradient conjugué [127, [128], soit une méthode du second ordre
du type quasi-newton [128]. Dans le cas d’un gradient conjugué on utilise une direction
de type Polak-Ribiere. On se donne donc un initial-guess pg, éventuellement calculé
par une méthode de type purification de Mac-Weeny. A partir de la on détermine le
gradient en ce point

Do = VQ(po) (9.34)

La fonctionnelle n’étant pas quadratique il est préférable de calculer les directions
de descente a 'aide de la formule de Polak-Ribiere

< VQ(pr)IVQUpr) — VQpr_1) >us
12pr—1)|I?

Observons que les multiplications apparaissant dans le produit scalaire doivent
étre des multiplications tronquées si I’on avoir un temps de calcul raisonnable. L’itérée
suivante de la matrice de densité est donnée par

Pr+1 = Pk — kD (9.36)
Le coefficient de descente faisant lui-méme ’'objet d’une minimisation

rL = arg miﬂg{Q(pk —rDy)} (9.37)
re

Mais en réalité on 1'obtient en résolvant une équation du troisieme degré. Dans le
cas d'une méthode d’ordre deux, comme une méthode de quasi-newton, on a besoin
de connaitre le hessien de la fonctionnelle. Le gradient étant déja un tenseur d’ordre
deux, le hessien est donc un tenseur d’ordre quatre. Si I'on veut simuler de grands
systemes, il faudra beaucoup de mémoire pour stocker les éléments du hessien. On
va donc plutot utiliser un algorithme qui ne retient pas tout le hessien mais qui est
capable a chaque itération de le reconstituer rapidement. Il s’agit de l’algorithme
BFGS & mémoire limité [128].

Remarque 9.3.3 On peut aussi construire d’autres fonctionnelles, mais dépendant
plutot d’orbitales. C’est le cas dans la méthode OM (Orbitals Minimization) [100,
101, [102, (103, (104, (105, [106] implémentée dans le code SIESTA (Spanish Initiative
for Electronic Simulation with Thousands Atoms).
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9.3.7 Meéthode Divide & Conquer

C’est une adaptation naive des méthodes de décomposition de domaine tres uti-
lisées en mécanique des milieux continus [109, 110, 111]. On ne s’attardera pas sur
cet algorithme car il est difficile de maitriser et d’estimer les erreurs a priori. Disons
simplement que 1'idée premiere est de définir une parition de I'unité indexé par un
ensemble dénombrable I, permettant ainsi de diviser le systeme dans 1’espace réel en
sous-systeme disjoint

Yopi=1=) (¢ +4)) (9.38)

1

avec g/ =3 sii€letq =0ifi¢ I. On peut donc écrire les éléments de la matrice
densité totale comme

pig = ( Z pw—Zp” (9.39)

avec p/; =0 lorsque i ¢ I et j ¢ I.
Les matrices densités locales p! sont obtenues par diagonalisation des hamiltoniens
locaux H'.

9.3.8 Meéthode de point fixe

Il s’agit simplement d’utiliser la propriété d’idempotence pour dévélopper un al-
gorithme de point fixe.

pri1 =30k —2p}, k>0 (9.40)
avec un choix adapté pour 'initial-guess

po = po(H, 1) (9.41)

La contrainte de conservation du nombre de particules créer des instabilités numériques
notables. En effet I’algorithme calcule la quantité

Tr(p — p?)
Tr(p* = p°)

et on voit bien qu’au voisinage du point fixe, le quotient n’a plus de sens arithmétique,
puisqu'un de point de vue informatique, le quotient de nombres tres petits peut en-
gendrer un résultat completement faux. Cette méthode n’est donc utilisable que pour
fournir un initial-guess a une méthode variationnelle par exemple. On visualise sur la
figure les résultats de la méthode. Des 'apparition d’instabilités, le programme
s’arréete.

(9.42)
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Methode de point fixe
0.3 T T T T T T

T T

‘coupure=16" —+—
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Erreur relative

0.15

0.1
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Nombre d iterations

Fi1G. 9.5 — Erreurs relatives des itérations de la méthode de point fixe appliquée a un
modele tight-binding avec 512 atomes pour différentes coupures allant de 16 a 64.

9.3.9 Propriétés de convergence des algorithmes O(V)

On peut montrer que les propriétés de convergence et de robustesse numérique
des deux premieres classes d’algorithmes sont liés singulierement a 'inverse du gap :

— Pour FOE par exemple, le degré du polynome de Chebychev est

Emaa: - Emm
AE

gap

p (9.43)

De plus, il a été montré [120, 12I] que l'ordre du développement sur les po-
lynémes de Chebychev doit étre

P~ g(p — 18, = g(p _1)BAE (9.44)

pour une précision de 1072 sur les coefficients du développement {a;}. Si le
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systeme possede un gap de type HOMO-LUMO AE,,, et

2log,, D

> 20 9.45
92 e (9.45)

alors 4(d = 1)AElog,y D

- 0810
> 9.46
b= YN (9.46)
Puisque le rang de la matrice densité est borné
2

rang(p) <p-c=~ §C(D — 1)BAE (9.47)

les corrélations croissent comme l'inverse de la température pour un systeme
sans gap, et il n’est donc pas possible de développer un algorithme a complexité
linéaire.

— Pour DMM et OM, le nombre d’itérations qui est lié au conditionnement de la
matrice densité k(p) est de 'ordre

Emax - Emin
AFE

gap

(9.48)

Niter ~ K(p) =

On voit bien que pour un systeme a faible gap, ces méthodes seront inefficaces, et
¢’est pourquoi on se propose dans le chapitre suivant de développer une méthode uti-
lisant le Groupe de Renormalisation d’Energie afin d’arriver a élaborer un algorithme
dont la complexité algorithmique est presque linéaire pour les systemes a faible gap.
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Chapitre 10

Contributions du GR a la
simulation ab initio

Comme on 'a vu dans le chapitre @D, le point clef dans I’élaboration de méthodes
numériques rapides est l'existence d’un gap dans le spectre d’excitation au-dessus
de I'état fondamental, rendant ainsi a courte portée les corrélations dans la matrice
densité réduite a une particule. Les systemes sans gap exhibent par contre des sin-
gularités infrarouges, c’est a dire des corrélations qui ralentissent la convergence des
algorithmes. Il semble donc naturel d’essayer différentes stratégies afin de traiter les
fluctuations quantiques a courte et a longue portée. On pourrait, en particulier, traiter
les fluctuations a courte portée a ’aide de méthodes rapides et utiliser des méthodes
moins sophistiquées, plus lentes, pour les fluctuations a longue portée. On développe
dans ce chapitre un algorithme de ce type [131].

10.1 Traitements ab initio rapide des systemes a
faible gap d’énergie

La stratégie du groupe de renormalisation [I] est un candidat naturel pour la
construction d’un tel algorithme. La mise en oeuvre habituelle de cette méthode
consiste en D'application d’une procédure a trois étapes. La premiere consiste en
I’élimination de certains degrés de liberté du systeme. C’est la phase dite de ”blo-
cking”. On la réalise dans l'espace de Fourier par ’abaissement de la coupure ul-
traviolette, c’est a dire ’énergie la plus élevée auquel le systeme peut accéder. Son
pendant est une décimation des degrés de liberté dans l'espace réel. La deuxieme
étape est la construction d’une théorie effective pour les modes restants. Enfin, dans
la troisieme étape qui donne son nom a la méthode, on "rescale” ’énergie et les autres
observables pertinentes ou d’autres échelles de la théorie effective afin de récupérer
le cut-off ultraviolet initial. Cette derniere procédure n’est pas toujours nécessaire.
Ainsi, le groupe de renormalisation est une méthode systématique d’élimination d’un
certain nombre de degrés de liberté ou de modes de fluctuations de telle maniere
que leur impact sur la dynamique est accumulé dans la théorie effective construite
pour les degrés de liberté restants. L’algorithme proposé se décrit en deux étapes.

135
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D’abord, une méthode numérique rapide est appliquée afin d’éliminer les fluctuations
a courte portée. Ce qui subsiste, ce sont des fluctuations a longue portée décrites par
I’hamiltonien effectif. On les traite dans la deuxieme étape qui consiste a diagonaliser
I’hamiltonien effectif.

Il y a déja eu plusieurs tentatives d’implémenter cette idée, telles que le Groupe
de Renormalisation d’énergie (ERG), [83] [84], qui effectue le blocking et le scaling
tel que décrit plus haut. Mais si 'on veut rendre ce schéma plus systématique, on
ne peut se contenter d’une élimination naive des modes non désirés, c’est a dire qu’il
ne suffit pas de construire le nouvel hamiltonien, c¢’est a dire I’hamiltonien effectif,
par simple restriction a un sous-espace. On se doit donc dans un second temps de
retenir les effets des directions exclues et ce, au sein du nouvel espace de Hilbert. Pour
ce faire, on va utiliser une méthode de projection développée en physique nucléaire
[85], 86, [87].

10.2 Groupe de Renormalisation d’Energie

On présente maintenant une méthode de groupe de renormalisation dans ’espace
d’énergie permettant de traiter les systemes a faible gap. Dans sa version originale
[83, ’4], cette méthode utilise un développement en série télescopique de matrices
densités p, a température inverse de plus en plus grande. Les matrices densités sont
ensuite construites dans des espaces de Hilbert décroissant au sens de l'inclusion
H, D Hpi1 ou H,i1 est engendré par les vecteurs propres de 'opérateur p,.1 — pn.
Cet algorithme est modifié afin d’implémenter le ”blockling” dans I’espace d’énergie,
ce qui correspond a une décimation dans I’espace réel, donc dans notre cas a un zoom
autour du niveau de Fermi dans I’espace de Fourier. Tout d’abord, un potentiel chi-
mique est introduit pour chaque température et est ajusté de telle maniere a ce qu’on
retrouve le nombre de particules désirés. En effet, la fonction de partition du systeme
doit rester constante et il est donc important de maintenir le nombre de particules
fixé a chacune des itérations du groupe de renormalisation. La méthode originale ne
fait que tronquer les hamiltoniens en les restreignant a ces sous-espaces. Pour pouvoir
prendre en compte la dynamique exclue par la procédure d’élimination, on propose
une amélioration de la méthode originale en adaptant une méthode développée en
physique nucléaire [85].

L’idée de base du groupe de renormalisation [I] exprimée dans le formalisme des
intégrales de chemin est la décroissance graduelle du nombre de degrés de liberté. Ceci
est réalisé habituellement en abaissant 1’échelle d’énergie de la coupure ultraviolette.
Cette coupure est implémentée de maniere dure ou molle selon que la dépendance de
I’énergie des modes éliminés est respectivement continue ou discontinue.

Dans I'espace de Hilbert, I’espace d’énergie, I’application d’un opérateur de renormali-
sation a pour effet de diminuer la dimension de I’espace de Hilbert effectif. La coupure
dure permet d’obtenir une expression simple pour ’hamiltonien effectif dans 1’espace
restreint ou effectif. Mais le prix a payer pour une expression analytique simple est
I’apparition de non-localités fortes. En fait, plus la coupure dépend de I’énergie ou
de maniere équivalente de I'impulsion, plus la dynamique est influencée aux grandes
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distances par la coupure et ce, de maniere cohérente avec le principe d’incertitude
d’Heisenberg.

10.2.1 Coupure molle

L’abaissement de la température dans la version originale de ERG correspond a
une procédure bien définie du point de vue de la physique, ou on élimine a l’aide
d’une coupure molle les états dont I’énergie est élevée. On concrétise cette démarche
en définissant une suite croissante pour l'inverse de la température (3, qui endosse
ainsi le role de constante de couplage. On définit les matrices densité correspondantes
Py = f3,,(H). La valeur moyenne d’une observable A a température nulle s’écrit
comme

(A) = Tr(poopA) = > Tr(A,,A), (10.1)

ot Ay, = Pny — Pn—1,u lorsque n > 1 et Ay, = po, sont représentées sur la figure
(110.1]) .

Chaque terme dans cette équation correspond a une valeur moyenne ou la contri-
bution dominante provient des énergies proches de I'énergie du niveau de Fermi au
fur et a mesure que n augmente. La localisation dans I’espace de Fourier correspond
comme il a déja été mentionné a une délocalisation dans l’espace réel tant que le
systeme n’est pas un systeme désordonné. L’état fondamental est approché par une
série téléscopique en zoomant autour du niveau de Fermi.

L’ordre du développement sur des polynomes de Chebychev est indépendant de n
et les coefficients obtenus par Transformée de Fourier Rapide (FFT) sont

a;n(ﬁna /l) = <An,/u Tm> (102)
ol
Apy = Sun(Hn) = fo, 0 (Hn). (10.3)

10.2.2 Point fixe

On montre ici que si la suite des constantes de couplage, en I'occurence (f3,), est

géométrique pour l'inverse de la température 3, = ¢" 5y avec ¢ > 1, alors le groupe
de renormalisation ainsi construit admet un point fixe.
La convergence de la série téléscopique peut étre prouvée par 'existence d’un point
fixe lors de la procédure de ”"blocking” dans l'espace d’énergie pour des opérateurs
dépendant de I’énergie, c’est a dire commutant avec ’hamiltonien. Supposons que A
est un opérateur continu commutant avec 'hamiltonien H. On peut donc diagonaliser
A dans une base de vecteurs propres communs a H, permettant ainsi d’avoir une
représentation spectrale de A dans I'espace d’énergie. On peut exprimer sa valeur
moyenne a partir des matrices A, ,
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Tr(Bns1d) = [ de A1,

5 4,
= G ) A ( 5n+1) Bnule)

::éTT(AmW4(;)>. (10.4)

Cette expression nous permet de zoomer 'opérateur A autour du niveau de Fermi
par le facteur % =g > 1 et de garder A, , inchangé. Puisque A est un opérateur
continu, l'application de cette démarche conduit a un point fixe lorsque n — oo

Tr(Api1,A) — Tr(A, L, A) — 0 (10.5)

10.2.3 Coupure dure

Afin d’obtenir une relation récursive simple pour exprimer les hamiltoniens effec-
tifs, on se doit de remplacer la procédure de coupure molle, présentée précédemment
quelque peu simpliste, par une procédure de coupure dure qui peut étre réalisée a
I’aide de projecteurs sur des espaces de Hilbert décroissants au sens de I'inclusion
P, : 'H, — H,y1. On introduit d’abord une suite de pseudo-projecteurs, des filtres
en quelque sorte, a ’'aide d’un développement sur les polynomes de Chebychev

Gn = 8§ZM = Buprpu(l = puu)- (10.6)

G, n’est rien d’autre que l'opérateur densité d’état au niveau de Fermi. On a
représenté graphiquement dans l'espace d’énergie ces opérateurs? Des que G, est
calculé, une autre matrice {C,,} est déterminé. Les colonnes de C,, sont les vecteurs
de base de H,,;1 sont calculées a ’aide d’une version heuristique de la décomposition
en valeur singuliere avec permutation de colonnes [83], [84] [123]. On construit a I’étape
suivante les matrices de recouvrement S,, = C;C,,. Finalement, les projecteurs sont

donnés par P; = C;S; 'C. La matrice S; ' peut étre obtenue par Sl-_l/Q = limy_ o As
a l'aide de [124]

1
1
By = 5(3Bk — By Ay By) (10.7)

avec Ag = —v/a-I, By=—ya-S;eta=1/ max|( i)jk|. L’hamiltonien projeté est
donné par [83] [84]

[un

}ﬁ§_520H055 (10.8)
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Nombre d occupation
o

|
Niveau de Fermi
Energie

Fi1G. 10.1 — Représentation spectrale des GG; pour ¢ = 0, 1,2 et des A; pour ¢ = 1,2.
Les supports des fonctions A;,, avec n > 1 sont inclus dans ceux des fonctions G; et
se concentrent autour du niveau de Fermi.

10.2.4 Blocking dans 1’espace d’énergie

Jusqu’a présent, nous avons éliminé certaines directions dans ’espace de Hilbert,
car elles avaient moins d’importance pour la dynamique de ’état fondamental. Mais
cela n’est pas suffisant, on doit de plus s’assurer que 'influence des états éliminés sur
les états restants est pris en compte d’une maniere analogue au blocking de Kadanoft-
Wilson [85] 86]. Un probleme similaire a été étudié en physique nucléaire lors de la
diffusion élastique de noyaux. Le cadre usuel pour la description de tel phénomene
est le sous-espace correspondant au canal élastique. Mais il peut arriver que le noyau
se retrouve dans des états intermédiaires en dehors de l’espace considéré, ou bien
qu’il reste dans le méme état juste apres la collision. Ce dernier cas peut étre pris
en compte grace a un potentiel optique qui paramétrise la perte de 1’état dans le
sous-espace et de la non-unitarité de ’évolution en temps de la dynamique effective.
Nous n’avons pas ce probleme avec des états stationnaires, mais il se peut que le
systeme quitte le sous-espace et y revienne juste apres un certain temps. Ce qui nous
oblige a prendre en compte l'influence des états éliminés sur la dynamique des états
dans le sous-espace de projection. Pour cela, on écrit I’équation aux valeurs propres
H|V) = E|¥) comme

(e (feel) == () s

avec |W,4) = A|V), Hyp = AHB ou A et B représentent les projecteurs P ou
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Q) =1— P. On élimine |Vq) a l'aide de la relation
Vo) = (B — Hqo) ' Hor|¥p). (10.10)

Le résultat est un probleme aux valeurs propres effectif dans I'espace de projection
Heff|\l’p> = E|\I/p> avec

H.;s = Hpp + Hpg(E — Hgg) 'Hop. (10.11)

Remarque 10.2.1 Remarquons que la dépendance de cette équation par rapport a la
valeur propre E est non-linéaire et cela en raison du couplage entre les états |Wp) et
|Wg). Le terme de correction devant Hpp dans est important si le bloc de la
matrice dans est constitué de beaucoup d’éléments de matrice, ce qui est le cas
lorsque la dynamique des directions a éliminer est fortement couplée a ceux de Hpp.

L’équation aux valeurs propres non-linéaires est implémentée comme un blocking
au voisinage du niveau de Fermi, ce qui autorise le remplacement de £ — pu dans
le dénominateur du membre de droite de . L’équation récursive finale pour
I’hamiltonien effectif est donc

_1 _1
Hyp = HEEC + 8,2 CrHL,Qu (0 — Hy) ' QnH,CrSh 2 (10.12)

Afin d’obtenir un algorithme presque-linéaire, I'inverse du coté droit de I’équation
(10.12) peut étre calculé a 'aide de 'algorithme de Schultz aussi connu sous le nom
de méthode de Hotelling [125] 126, 129] comme (p — H,)™' = lim;_,» X; ou

Xj= X121 = (p — Hy) X1 (10.13)

(p—Hn)*

S H?,
7,k

La matrice X; de converge quadratiquement en a peu pres une trentaine
d’itérations, une valeur indépendante de la taille du systeme et suffisante en précision
dans nos tests numériques. Les calculs s’arrétent lorsque la dimension du sous-espace
est suffisamment petite pour que l'on effectue une diagonalisation explicite de ’ha-
miltonien effectif.

avec l'initial-guess [129] X, =

10.2.5 Tests numériques

On applique les résultats théoriques obtenus en développant ’algorithme présenté
ci-dessus a l'aide de scripts MATLAB [132], et en 'appliquant au calcul de I’énergie du
modele de liaisons fortes présenté précédemment en [0.3.3] Ce modele représente une
difficulté notable pour ERG. En fait, ¢’est le modele le plus simple pour les électrons
de la bande de conduction et le gap est d’ordre O(N~!). D’autres modeles contenant
des interactions non-triviales ont habituellement des gaps au moins aussi grand que
celui-ci. La seconde difficulté pour la version améliorée de ERG dans son application
a ce modele est que le "mélangeur” Hpg entre les directions éliminées et les directions
retenues est d’autant plus fort que les éléments de matrice de Hpp sont grands. En
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N Fgior FErrorgra Errorg  Errorgrg — Errorg

256  186.78 4.40 3.88 0.52
384 279.80 4.36 1.16 3.20
512 372.82 4.36 0.20 4.14
640  465.86 4.34 1.02 3.32
768  558.88 4.34 1.58 2.76
896  651.90 4.34 1.96 2.38
1024 744.94 4.32 2.26 2.08
1152 837.96 4.32 2.48 1.84
1280  930.98 4.32 2.66 1.66
1408 1024.00 4.32 2.82 1.50
1536 1117.04 4.32 2.94 1.38
1664 1210.06 4.32 3.04 1.28
1792 1303.08 4.32 3.14 1.18
1920 1396.10 4.32 3.20 1.10
2048 1489.14 4.32 3.28 1.04

TaB. 10.1 — Erreurs sur I’énergie du fondamental avec 3y = 5, ¢ = 10 et pour un
ordre de développement de Chebychev p = 10. N est la taille du systeme, Ep, oo est
la valeur exacte de I’énergie du fondamental, Errorgrec = Egrg — Egzact, Errorg =
Ep — Eggact, o Epre et Eg sont les énergies des états fondamentaux respectivement
des équations ([10.8)) et (10.12)). Les résultats ont été arrondis a 1072

N Ervact Errorgrg  Errorg  |Errorgrg — Errorg|
256  511.580476  0.173630  0.173680 0.51-10*
512 1023.580476 0.142011 0.141964 0.47-10~*
768 1535.580476 0.130979  0.130979 <1076
1024 2047.580476 0.125242  0.125242 <1076
1280 2559.580476 0.121839  0.121839 <1076
1536 3071.580476 0.118306 0.118306 <1076
1792 3583.580476  0.117901 0.117901 <1076
2048 4095.580476 0.116669 0.116669 <1076

TAB. 10.2 — Erreurs sur I’énergie du fondamental d'un systeme avec un gap AE,,, = 1
pour By = 5, ¢ = 10 et pour un ordre de développement de Chebychev p = 10. N
est la taille du systeme, Eg.q. est la valeur exacte de 'énergie du fondamental,
Errorgra = Fera — Fesact, Errorg = Eg — Eggact, 00 Frpra et Eg sont les énergies
des états fondamentaux respectivement des équations (10.8]) et (10.12))
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Fic. 10.2 — Comparaison de la complexité algorithmique de la méthode ERG
améliorée.

fait, Hpg a des contributions du "hopping”, c’est a dire le second terme du membre
de droite dans (9.16]), car les éléments de matrice de ’hamiltonien sont exprimés dans
I’espace des coordonnées.

Le tableau exhibe I'énergie de I'état fondamental en fonction de la taille des
systemes obtenue a l'aide de la version originale de ERG et de la version améliorée.
On voit clairement que cette derniere rend le calcul plus précis et proche de la va-
leur exacte. Les approximations communes aux deux méthodes sont la troncature de
la série téléscopique, I'utilisation de pseudo-projecteurs P; # P? et le remplacement
de F — p dans . Ce dernier remplacement est d’importance moindre que les
deux premiers. Puisque la méthode de Schultz ne contient que des multiplications de
matrices, le temps CPU de la méthode améliorée aura la méme complexité algorith-
mique que la méthode ERG originel. Cet argument est toutefois quelque peu naif, car
il ignore le fait que la nature creuse des matrices H,, se détériore au fil des itérations.
Ce travail confirme cet argument et montre que I’équation représente une aug-
mentation de 60% du temps CPU dans l'intervalle des N considérés dans le tableau
[10.1] La sparsité décroit suffisamment lentement au fil des itérations pour préserver
la complexité algorithmique de la méthode. On remarque sur la figure (10.2)) que le
temps de calcul est presque linéaire. Pour pouvoir déterminer correctement la com-
plexité algorithmique de la méthode proposée, il serait nécessaire de la paralléliser.

Afin de confirmer 'impact de ’amélioration proposée par ’équation ((10.12f) sur
un systeme a faible gap, voire sans gap, on a effectué un calcul similaire mais sur
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un systeme simple avec un gap au dessus du niveau de Fermi. On considere deux
bandes, chacune décrite par un hamiltonien de type mis a part que le spectre
de la seconde est shifté par une constante U = 5 par rapport a la premiere. Le niveau
de Fermi a été placé au milieu de la bande, créeant ainsi un gap AE,,, = 1. Les
résultats, présentés dans le tableau montre clairement que le couplage entre les
directions éliminées et celles retenues est fort lorsqu’il n’y a pas de gap rendant ainsi
I’amélioration proposée dans ce travail d’autant plus importante dans ce genre de cas.

10.3 Conclusion

Une nouvelle application du groupe de renormalisation a été présentée dans ce tra-
vail. La méthode a été congu pour prendre en compte la dynamique des modes exclus
du calcul et a été développée a l'origine pour l'intégrale de chemin. Mais elle est un
outil idéal pour améliorer systématiquement la troncature effectuée dans 'espace de
Hilbert. Comme exemple, on a présenté une amélioration du Groupe de Renormalisa-
tion d’Energie. Le blocking de Kadanoff-Wilson a été efffectué dans ’espace d’énergie,
et les directions perdues de I'espace de Hilbert ont été prises en compte. Ainsi, la di-
mension de 'espace est réduite mais la physique décrite par les états reste la méme.
Tant que I’état fondamental et les premiers états excités sont dans les mémes sous-
espaces d’énergie, les caractéristiques marquantes du modele peuvent étre décrites
d’une maniere systématique et plus économique. L’élimination des dimensions rend
le probleme aux valeurs propres non-linéaires par rapport aux valeurs propres. Cet
effet est bien connu en théorie des problemes a N-corps. En fait la self-énergie d’une
particule recoit une contribution non-triviale dépendant de 1’énergie de processus vir-
tuels ou le nombre de particules peut changer, ces dernieres pouvant aller et venir
d’un secteur a une particule de I'espace de Fock. On a testé notre méthode dans le
cas d’un modele tight-binding & une dimension. L’énergie de I’état fondamental a été
améliorée de pres de 25% par rapport a 'algorithme original [83], 84] pour N = 2048.
Le couplage entre les modes éliminés et retenus, ainsi que 'amélioration proposée
peuvent étre considérés comme important lors de ’absence de gap dans le spectre
d’excitation.
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Chapitre 11

Théories sur la turbulence
développée

11.1 Introduction

La turbulence développée est définie comme 1’étude des mouvements fluides dans
la limite des grands nombres de Reynolds. Ces derniers se définissent comme le rap-
port entre le transport moyen du fluide, proportionnel a la vitesse, et le frottement
moyen du a la viscosité du fluide, c’est a dire la part de I’énergie cinétique qui est
dissipée en chaleur sous l'effet du frottement des couches fluides entre elles ou au
contact des obstacles solides. Les ordres de grandeur du nombre de Reynolds sont de
10 & 10° pour les écoulements aérodynamiques, de 10° & 10'2 pour les écoulements
atmosphériques, et de 10'2 & 10%° pour les écoulements astrophysiques.

Les méthodes utilisées pour le traitement ainsi que les valeurs du nombre de Rey-
nolds rendent la turbulence développée tres distincte de 1’étude de la transition a la
turbulence et de la turbulence faible. En effet, cette derniere est caractérisée par une
excitation d'un petit nombre de degrés de liberté dont le comportement chaotique est
temporel. La dimension de 'attracteur caractérisant leur dynamique non-linéaire est
en général inférieur a 10 et permet un traitement par la théorie des systemes dyna-
miques. Par contre dans le cas de la turbulence développée, un tres grand nombre de
degrés de liberté interagissent et créent un comportement chaotique temporel mais
aussi spatial. La dimension de l'attracteur associé, bien que borné par les effets de
dissipation, devient infinie quand le nombre de Reynolds ’est aussi.

Il n’existe a ce jour aucune théorie complete de la turbulence développée. L’étude de
cette derniere reste un probleme mal posé au sens mathématique et mal formalisé au
sens physique du terme. Les outils de la mécanique hamiltonienne ne traitent souvent
que des phénomenes conservatifs donc réversibles, et ou les états sont stables, ou au
voisinage de I’équilibre. La turbulence quant a elle est instable et hautement dissipa-
tive, donc irréversible.

De plus, la dynamique classique ne traite que les systemes a petit nombre de com-
posants. Elle n’est donc pas du tout apte a traiter la turbulence développée qui fait
intervenir un grand nombre de degrés de liberté.
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En mathématiques, les choses se présentent différemment. En analyse fonctionnelle, la
Théorie des Equations aux Dérivées Partielles (EDP) est largement maitrisée, 1’exis-
tence, I'unicité et la régularité des solutions au sens des distributions étant prouvées
pour de nombreux problemes linéaires. L’analyse numérique consécutive permet de
développer des algorithmes adaptés et robustes pour simuler les solutions. Il n’en n’est
pas de méme pour les EDP non-linéaires telles que 1’équation de Navier-Stokes. Cela
tient en partie au fait que I’approche usuelle est surtout réductionniste et locale. Dans
le cas des phénomenes critiques, cette approche n’est plus possible car les échelles sont
couplées et il faut en tenir compte au travers d’une démarche plus globale.

Une caractéristique majeure de la turbulence développée est la non-prédictibilité de
I’écoulement. Si le régime est laminaire, I'erreur commise sur les conditions initiales
restera constante ou augmentera lentement car la dynamique de 1’écoulement est
stable. Par contre, dans le cas de la turbulence développée, 1’évolution du systeme
est tres sensible aux conditions initiales, ce qui se caractérise par une amplification
exponentielle de I'erreur sur les conditions initiales.

11.2 Un peu d’histoire

Les grands noms de I'histoire de la turbulence ont souvent été des ingénieurs [13§]
car ceux-ci ont été directement confrontés a des problemes concrets : comment peut-
on endiguer un fleuve, construire des ponts ou une étrave qui ne crée pas trop de
remous ?

La turbulence a aussi permis a des philosophes et des métaphysiciens de fonder des
courants de pensées tels que le Taoisme en Orient, pour lequel le chaos est ’essence
de la nature, ou celle de Lucrece dont la théorie au premier siecle de notre ere se
base sur la rencontre désordonnée des atomes. L’etude de la turbulence devint a la
Renaissance plutot un probleme d’artiste comme pour Brunelleschi [138]. Mais les
croquis de Léonard de Vinci nous révelent maintenant l'intérét qu’il portait a ’art et
a l'ingénierie mécanique des fluides. Descartes au XVIleme siecle, décrivit sa cosmo-
logie d’un univers plein (plenum) dans son célebre ouvrage Le Monde ou un Traité
sur la Lumiere. L'univers y est décrit par frottements perpétuels entre particules,
et I’ensemble de leur mouvement et collision donneraient naissance a des tourbillons
qui entraineraient les planetes dans leur course et créeraient dans leurs rotations tres
rapides la lumiere des étoiles. Au XVIlleme siecle, I'étude des écoulements devint un
probléeme de mécanicien. Les physiciens-mathématiciens tels que Jean et Daniel Ber-
nouilli, Euler, d’Alembert, Lagrange et Laplace, s’appliquerent a généraliser les idées
newtoniennes au cas des fluides mais sans tenir compte de leur viscosité. Le domaine
de la mécanique des fluides visqueux ne fut introduit qu’au XIXeme siecle par Navier
et Saint-Venant en France, von Helmholtz en Allemagne, Sir Stokes et Maxwell en
Angleterre. A cette génération de théoriciens devait succéder la premiere génération
d’expérimentateurs parmi lesquels Poiseuille, Reynolds, puis au début du XXeme
siecle Bénard, Prandtl, Taylor, von Karman et Lord Rayleigh. Ces derniers étudierent
intensivement la transition laminaire-turbulent ainsi que de nombreuses instabilités
hydrodynamiques. Le terme de turbulence a été introduit pour la premiere fois par
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Taylor et von Karman et proposerent dans la foulée les premieres théories de la tur-
bulence homogene et isotrope [138]. L’apport des mathématiciens a été considérable
au travers de la Théorie des Equations aux Dérivées Partielles, de la Théorie des
Systemes Dynamiques et de la Théorie des Processus Stochastiques. L’école russe a
joué un role illustre grace a des chercheurs de renom tels Lyapounov, Pontryaguin,
Landau, Kolmogorov, et Arnold. L’école francaise n’est pas en reste puisqu’on peut
citer Poincaré, Hadamard, Leray, Lévy et Ruelle.

11.3 Analyse mathématique de I’équation de Navier-
Stokes

11.3.1 Description de I’équation de Navier-Stokes

L’évolution d’un fluide de masse volumique constante au cours du temps (fluide
incompressible), et ou les déformations sont proportionnelles aux gradients de vi-
tesse (fluide newtonien), est gouvernée par I’équation de Navier-Stokes. Elle décrit la
conservation de la quantité de mouvement d’une particule fluide :

—

O,0(Z,t) + (BT, 1) - V)U(Z, t) = —Vp(Z, t) + vAT(T, 1) (11.1)

On a pris une densité égale a 'unité car le fluide est incompressible. La condition
d’incompressibilité est tirée de I’équation de conservation du mouvement :

V- 0(#t) =0 (11.2)

Les deux premiers termes du membre de gauche de décrivent le transport des
particules fluides par 1’écoulement. Le second terme du membre de droite modélise
la diffusion, c’est la transformation de 1’énergie cinétique en énergie thermique par
frottement visqueux. Ainsi le nombre de Reynolds caractérisant le taux de turbulence
est-il obtenu en faisant le rapport entre le terme non-linéaire (7- V)7 et le terme de
diffusion de la quantité de mouvement vAv. Il mesure ainsi le taux de non-linéarité
de I'écoulement.

L’équation exprime l'incompressibilité du fluide. Dans le cas de fluides com-
pressibles, il faut remplacer cette équation par une équation de conservation de la
masse et une autre par une équation d’état décrivant la variation de la masse volu-
mique au cours du temps.

11.3.2 Difficulté mathématique de I’équation de Navier-Stokes

La difficulté majeure de I’équation de Navier-Stokes provient de ce que le nombre
de Reynolds augmente ou de maniere équivalente que la viscosité v tend vers 0 lorsque,
lors d’écoulements tres turbulents. De plus, il se trouve devant le terme d’ordre de
dérivation le plus élevé. A la limite inviscide, I’équation change de nature, elle devient
alors 1’équation d’Euler, et c’est le terme d’advection non-linéaire qui domine. Ce
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dernier n’est plus controlé par la diffusion. Ainsi I’équation de Navier-Stokes dissipe
I’énergie et est donc irréversible en temps alors que I’'équation d’Euler la conserve et
est réversible.

Le premier a avoir lancé 'analyse fonctionnelle des équations de Navier-Stokes fut
le francais Leray dans sa these en 1933 [140]. I émit 'hypothese que la turbulence
est du a l'apparition de singularités des solutions, le vecteur rotationnel devenant
infini en module en certains points de I'espace-temps. Cette hyptohese n’a toujours
pas été infirmée ou confirmée. Leray a aussi étudié le comportement asymptotique
des solutions, et particulierement, la stabilité et 'unicité de la solution laminaire
pour laquelle le terme de diffusion 'emporte sur le terme de transport. Au dessus
du nombre de Reynolds critique, plusieurs solutions turbulentes sont possibles et leur
comportement n’est accessible que d’un point de vue statistique.

On interprete ceci en élaborant deux types de théories de la turbulence :

— les théories étudiant la stabilité de la solution linéaire faiblement perturbée ainsi
que la transition entre le régime laminaire et le régime turbulent pour de faibles
nombres de Reynolds.

— les théories appliquant un traitement statistique des solutions turbulentes plei-
nement développées, autrement dit, pour de grands nombres de Reynolds. Cette
approche est la plus riche des deux.

11.3.3 Les théories étudiant la stabilité

En 1924, Heisenberg étudia dans sa these de doctorat la stabilité d’'un écoulement
de Poiseuille plan et calcula la valeur du nombre de Reynolds critique. Ce type de
démarche a été tres largement développé entre les années 1887 et 1940 avec entre
autres les travaux de Lord Kelvin, Lord Rayleigh, Taylor et Hopf. Toutefois, elle se
montrait toujours en désaccord avec les faits expérimentaux. Dans la majorité des
situations, sauf couches limites, solitons, chocs, les états quasi-stationnaires ne sont
pas définis dans le cas de la turbulence développée, rendant ainsi le traitement linéaire
inapproprié.

11.3.4 Les théories statistiques

Reynolds fut le premier a tenter de telles approches, en supposant que les écoulem-
ents turbulents pouvaient étre décrit uniquement par leur comportement moyen. Pour
ce faire, il suffisait de décomposer les moyennes d’ensemble des champs turbulents
en une partie moyenne et une partie fluctuante. L’équation obtenue pour la partie
moyenne du champ de vitesse est I’équation dite de Reynolds. Cependant, il se pose un
probleme de fermeture de cette équation, car les moments des incréments de vitesse a
un ordre donné dépendent des moments a ’ordre supérieur. On retrouve d’ailleurs ce
probléme dans bien d’autres théories physiques (théories cinétiques des gaz, théorie
quantique et statistique des champs). On obtient ainsi une hiérarchie d’équations dont
le nombre est toujours inférieur au nombre d’inconnues.

Pour résoudre les équations de Reynolds, Prandtl proposa en 1925 une fermeture
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simple en remplacant les moments du second ordre par un terme de viscosité tur-
bulente construit a partir d’'une longueur de mélange caractéristique de 1’échelle des
fluctuations des vitesses tout comme en mécanique statistique. Par analogie avec le fait
que la diffusion moléculaire régularise les gradients de vitesse aux échelles de 'ordre
du libre parcours moyen et reprenant les idées de Boussinesq, Prandtl proposa 1’exis-
tence d’une diffusion turbulente qui régulariserait les gradients de vitesse moyenne
aux échelles de la longueur de mélange. On pourrait ainsi définir un coefficient de
transport associé a la diffusion turbulente, en 'occurence la viscosité turbulente. Le
nombre de Reynolds n’étant alors rien d’autre que le rapport de la viscosité turbu-
lente par la viscosité moléculaire.

Durant les années 1920, Taylor proposa de caractériser les écoulements turbulents par
les fonctions de corrélation et non plus par les valeurs des champs. Cette approche
permet de tenir compte des différentes échelles spatio-temporelles. Les travaux de
Taylor ont directement aidés Wiener a élaborer sa théorie des processus aléatoires
a la fin des années 1930. Mais Taylor ne savait pas comment associer ces fonctions
de corrélation a des grandeurs mesurables. Ce n’est que dans les années 1940, que
Taylor parvint a résoudre ce probleme en reliant le spectre d’énergie a la fonction de
corrélation a deux points, la premiere étant liée a la transformée de Fourier de la se-
conde. Ce qui permit d’établir un lien entre les théories statistiques et les expériences,
notamment les siennes ou celles de von Karman. La théorie statistique était déja re-
prise en 1935 par Gebelein qui appliqua la théorie des probabilités de Kolmogorov, a
I’hydrodynamique, puis dans les années 1940 par Kolmogorov lui-méme et Obukhov
en URSS, Onsager aux Etats-Unis, von Weizsédcker et Heisenberg en Allemagne.
Kolmogorov s’intéressa en 1941 a la répartition de 1’énergie entre les différents degrés
de liberté pour l’équation de Navier-Stokes en dimension trois dans le cas d’un
écoulement turbulent développé. Contrairement a la mécanique statistique ot ce type
d’approche est parfaitement maitrisé, la difficulté en théorie de la turbulence provient
du fait qu’un écoulement est un systeme thermodynamique ouvert, ceci pouvant étre
soit a grande échelle (forces extérieures), soit a petite échelle (forces de frottements
visqueuses). En supposant que le transfert d’énergie se fait de fagon conservative entre
les différents degrés de liberté du systeme qu’il identifie aux échelles de 1’écoulement,
Kolmogorov montra que les prédictions de la théorie statistique de la turbulence se
limitent a une gamme d’échelle intermédiaire entre les grandes et les petites qu’on ap-
pelle zone inertielle. Kolmogorov suppose de plus, que dans cette gamme, le systeme
est thermodynamiquement isolé, car selon lui, la zone inertielle ne prend en compte ni
la tres grande échelle ou ’énergie est injectée afin d’entretenir la turbulence, ni la plus
petite échelle ou I'énergie est extraite par dissipation visqueuse. De plus, 'existence
de cette gamme d’échelle n’est possible qu’en turbulence développée, c’est a dire pour
un nombre de Reynolds tres grand. Ce dernier pourrait étre redéfini comme le rapport
de la plus grande échelle de la zone inertielle a la plus petite.

L’approche statistique nécessite que ’hypothese d’ergodicité du systeme soit vérifiée,
c’est a dire que tous les points de I'espace des phases soient visités. Rappelons qu’on
appelle ici espace des phases, ’espace des positions et des vitesses compatibles avec
les invariances du systeme. Le lien entre mécanique statistique et mécanique des
fluides n’est que mathématique et est indépendant du fait que les fluides sont décrits
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a ’échelle microscopique par la mécanique statistique. Ainsi, la théorie statistique de
la turbulence est bien distincte de la mécanique statistique des fluides.
Donc en partant de moyennes d’ensemble et en traitant les composantes des vitesses
comme des variables aléatoires, Kolmogorov énonga en 1941 (théorie K41) que dans la
zone inertielle, les fonctions de corrélations de vitesse en deux points varient comme
(n1)?/3, n étant le taux de transfert d’énergie et [ la distance entre deux points ca-
ractérisant ’échelle. Cette théorie repose sur deux hypothese fondamentales :

— la turbulence doit étre homogene et isotrope au sens statistique, auto-similaire

et stationnaire.

— les propriétés statistiques ne dépendent que de 1’énergie dissipée.

— dans la zone inertielle I’énergie est transférée sans dissipation et a un taux
constant 7.

La premiere hypothese avait déja été mise en avant par les travaux de Taylor et
von Karman, tandis que I'auto-similarité remonte aux idées de Léonard de Vinci et
reprise en 1922 par le météorologue anglais Richardson.

Sans connaitre la théorie K41, Heisenberg et von Weizsacker, lors de leur mise en
résidence surveillée a Cambridge en 1945, déciderent de s’attaquer au probleme de la
turbulence. Ils reprirent alors 'idée de viscosité turbulente émise par Prandtl pour
fermer la hiérarchie des équations de Reynolds mais en les écrivant dans ’espace de
Fourier. A T'aide de I'analyse dimensionnelle, ils montrerent que 1’énergie turbulente
cascade selon un spectre en loi de puissance de la forme n?/3k=5/3 résultat conforme
a K41 puisque les spectre d’énergie est la transformée de Fourier de la fonction de
corrélation de vitesse en deux points.

Cette loi est bien vérifiée expérimentalement, et ce, dans des conditions bien moins res-
trictives que celles imposées par les hypotheses de Kolmogorov. Cependant, en 1949,
les premieres expériences de Townsend et Batchelor mirent en évidence le phénomene
d’intermittence : le support spatial des régions actives de I’écoulement, ou s’effectuent
les transferts décroit avec 1’échelle. Cette observation avait déja été formulée par Lan-
dau lors d'un séminaire de Kolmogorov a Kazan. Landau avait fait remarquer que les
tourbillons ne pouvaient pas remplir I’espace de maniere dense a toutes les échelles,
mais que leur support doit diminuer avec elles.

C’est cette remarque de Landau qui poussa Kolmogorov lors d'un congres a Marseille
en 1961 a reconsidérer les hypotheses d’auto-similarité et de la constance du taux de
transfert d’énergie dans la zone inertielle de la théorie K41 pour les remplacer par
une hypothese de distribution log-normale des fluctuations du taux de dissipation
d’énergie n variant avec 1’échelle afin de tenir compte du fait que le support spatial
des transferts décroit lorsque les échelles décroissent elles aussi.

Reprenant les travaux de Wilson en Théorie des Champs dans les années 1970, Fors-
ter, Nelson et Stephen essayerent en 1976 de systématiser 'application de la théorie
du Groupe de Renormalisation (GR) & la turbulence développée. En effet celle-ci est
avant tout une transition de phase, et I’existence de lois d’échelle donne un qualificatif
de critique a ce phénomene. Il semblait donc tout a fait justifié d’essayer d’utiliser la
théorie de Wilson, concrétisée par Ma en 1975, a ce type de probleme critique. Tres
rapidement cette idée a suscité un engouement certain dans le domaine de la turbu-
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lence hydrodynamique ou de la magnéto-hydrodynamique. Mais ce n’est qu’autour
des années 1986, 1987, que I'utilisation du groupe de renormalisation pour la turbu-
lence hydrodynamique s’est accentuée. Toutefois, et c’est la I'objet de cette partie
de la these, il apparait clairement de nombreuses incohérences dans 'application du
groupe de renormalisation a I’équation de Navier-Stokes et on se propose tres rapide-
ment de les mettre en évidence afin de proposer une démarche plus ”orthodoxe” au
sens de la Théorie Quantique et Statistique des Champs. Malgré cela, ces applications
ont permis de proposer des modeles analytiques de viscosité turbulente qui nourissent
actuellement de nombreux codes de calcul.

11.3.5 Analyse des dernieres théories de la turbulence

Plusieurs remarques peuvent étre faites sur I'analyse physico-mathématique de
la turbulence. L’objectif de la démarche étant d’introduire une autre approche, plus
orthodoxe pour la physique théorique.

Tout d’abord il faut noter qu’apres plus d’un siecle d’étude de la turbulence par les
physiciens et les ingénieurs, aucun théorie prédictive satisfaisante n’a été proposée.
On peut reprendre Frisch et Orszag qui énoncaient en 1990 qu’on en sait plus sur
la structure de I'atome que sur la turbulence. Un grand nombre de théories dites
phénoménologiques ont été élaborées et sont tres largement utilisées pour les applica-
tions de l'industrie et de I'ingénierie. Malheureusement elles utilisent des parametres
non prédits par la théorie et doivent donc étre mesurés par des expériences sur des
maquettes réduites. De plus on n’a toujours pas répondu a la question de savoir si
la turbulence est véritablement universelle dans la limite des nombres de Reynolds
infiniment grand et a échelle infiniment petite. On entend ici par universel, le fait que
le turbulence développée ne dépende pas des conditions initiales et des conditions aux
limites.

A Theure actuelle, il est tres sensé de penser que nous n’avons pas encore su dégager
les bonnes questions, celles qui permettraient de définir ou d’identifier les structures
et les interactions élémentaires a partir desquelles on pourra construire une théorie
statistique plus satisfaisante. On dispose en effet d’une théorie statistique de la turbu-
lence développée, mais non d’une mécanique statistique de la turbulence. C’est ce qui
empéche clairement 'élaboration d’une théorie prédictive bien assise. On comprend
d’ores et déja qu’il faudra a un moment ou un autre faire un détour par la Théorie
Statistique et la Théorie Quantique des Champs.

La Théorie Cinétique des Fluides qui est I'archétype de la mécanique statistique des
fluides dilués est basée sur deux hypotheses assez bien vérifiées expérimentalement
et s’exprimant par le fait que les molécules peuvent étre considérées comme des
spheres dures et que les interactions entre elles sont élastiques. Ainsi, cette théorie
est fondée sur un modele mécanique élémentaire. S’ajoute une troisieme hypothese
qui n’est vérifiée ou démontrée que dans certains cas, le théoreme KAM. I1 sup-
pose une ergodicité du systeme qui n’est de loin pas vérifiée ou démontrée et établit
que I'état d’équilibre du systeme correspond aux configurations les plus probables.
Dans le cas de la turbulence développée, ces trois hypotheses ne sont pas clairement
posées faute de modele mécanique sous-jacent. Les modeles implicites sous-jacents a
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la théorie statistique de la turbulence développée voient I’écoulement comme une su-
perposition d’ondes interagissant entre nombres d’ondes voisins, c¢’est a dire de fagon
completement délocalisées dans 'espace physique. A l'instar du modele mécanique
de la théorie cinétique des fluides, et de maniere analogue formellement, 1’équivalent
des spheres dures serait pour la turbulence les échelles de 1’écoulement ou les modes
Fourier correspondant et les interactions entre ces modes seraient locales en espace
de Fourier et non locales dans 1’espace physique. De plus, I'’hypothese d’ergodicité
utilisée pour remplacer les moyennes d’ensemble par des moyennes temporelles n’a
pas été démontrée jusqu’a présent.

La notion de viscosité turbulente introduite par analogie avec la mécanique statis-
tique ne peut se justifier que si 'on suppose le découplage des mouvements a grandes
échelles et a petites échelles pour la dynamique turbulente, ce qui est contraire aux
faits expérimentaux ou les mouvements turbulents existent a toutes les échelles de la
zone inertielle sans qu’il y ait possibilité de les séparer, ce qui empéche par ailleurs
toute modélisation mathématique sérieuse de la turbulence. Malgré tout, la notion de
viscosité turbulente est tres amplement utilisée pour ’étude des applications indus-
trielles de la turbulence mais aussi dans des théories analytiques comme les techniques
du groupe de renormalisation.



Chapitre 12

Analyse fonctionnelle de ’équation
de Navier-Stokes

Rappelons que les premiere équations avoir été présentées en tant que modele de
description de l’écoulement d’un fluide parfait incompressible dans un domaine D
de R3 sont les équations d’Euler. Elles ont été écrites en 1755 et figurent parmi les
premieres équations de la physique mathématique (apres ’équation des ondes).

O,0(Z,t) + (0(T,1) - VI(Z, 1)) = —Vp(&,t) dans D
V- 3(Z,t) =0 (12.1)
v-n =0 sur 9D

ou 7 désigne le vecteur normal unitaire sortant du bord du domaine D. Il faut
en plus fixer une condition initiale ¥(-,0) = ¥jp(-) et résoudre le probleme de Cauchy
correspondant.
Ce n’est qu’apres avoir su définir et modéliser la viscosité que Navier proposa en 1824
la célebre équation qui porte son nom ainsi que celle de Stokes :

(T, 1) + (U(Z,t) - VI(T, 1)) = =Vp(Z, t) + vAT(Z, t) dans D
v.
il

F=0 (12.2)
-1 =0 sur 0D

Ces deux systemes d’équations sont bien entendus définis au sens des distributions.
On se propose dans ce chapitre de faire un tour d’horizon des méthodes étudiant la
stabilité asymptotique des solutions des deux systemes d’équations et essayant de
comprendre si la solution d’un des deux systeémes se retrouve par passage a la limite
dans la solution de l'autre.

12.1 Solution forte de I’équation de Navier-Stokes

Leray a établit en 1933 [140] le résultat suivant sur le probleme de Cauchy pour
Péquation de Navier-Stokes. Si @ € HE™(D) et vérifie V - & = 0 sur 9D, il existe
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alors une solution réguliere (forte) unique pendant un intervalle de temps [0, 77]. Au
dela de T™, qui dépend de vy, il existe une solution faible dont on ne sait pas montrer
I"unicité.

Le temps T* > 0 est d’autant plus petit que || est élevé. Selon Leray, la turbulence
apparait des que la solution réguliere laisse place a une solution faible qui peut avoir
de la vorticité infinie en certains points.

Une question intéressante se pose toutefois et fait 'objet du prix Clay : ”la solution
de I’équation de Navier-Stokes cesse-t-elle d’étre réguliere au bout d’un temps fini ?”.
On voit que le théoreme de Leray régie completement le comportement des écoulements
laminaires (v petit), mais le cas turbulent (7y ou 7% grand) lui échappe totalement
car la seule existence sans unicité d’une solution faible n’est pas physiquement consis-
tante.

12.2 Solution forte de I’équation d’Euler

A Tinstar du théoreme de Leray, on a un résultat pour I’équation d’Euler pro-
posé par Kato en 1972 : si v vérifie une condition de Holder pour ses dérivées, et si
Up - = 0 sur 9D, il existe un temps fini 7* > 0 et une solution classique unique sur
'intervalle [0, 7]

On ne sait pourtant rien de ce qui passe apres 7. Remarquons aussi que ’équation
d’Euler conserve I'énergie cinétique 1 [, 7.

12.3 Degrés de liberté

En toute rigueur, la description d’un écoulement en termes de champ de vitesse
fait intervenir un nombre infini de degrés de liberté. Mais par chance, un raisonnement
simple di a Kolmogorov ramene ce nombre a une quantité finie de 'ordre de Rei
ou Re est le nombre de Reynolds. Malgré cette simplification, le probleme ne peut se
simuler de maniere efficace sur ordinateur que dans certains cas. Prenons I'exemple
des phénomenes en météorologie olt Re ~ 10'2. Avec la réduction de Kolmogorov, on
arrive a un nombre de degrés de liberté de I'ordre de 10%7.

Notons que le raisonnement de Kolmogorov supposait que la solution de I’équation

de Navier-Stokes est suffisamment réguliere pour qu’a petite échelle elle puisse étre

considérée comme sensiblement constante, ce qui dérange bien évidemment les mathém-
aticiens.

On sait que les écoulements bidimensionnels possedent des propriétés physiques différe-
ntes des écoulements tri-dimensionnels. Dans le premier cas, 1’énergie cinétique est

conservée ainsi que I'enstrophie. On peut ainsi démontrer plus facilement I’existence,

I'unicité et la régularité des équations d’Euler et de Navier-Stokes, permettant par la

de chercher si les deux solutions correspondent lors du passage a la limite inviscide,

c’est a dire le passage de ’équation de Navier-Stokes a celle d’Euler. En trois dimen-

sions, il y a une forte dissipation d’énergie cinétique et on n’observe pas ’apparition
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de structures dites cohérentes dans les écoulements turbulents comme dans le cas
bidimensionnel.

12.4 Turbulence bidimensionnelle

L’approximation bidimensionnelle qui consiste a considérer que 1’écoulement a lieu
dans un plan ou une surface, est justifiée lorsque le fluide est confiné dans une couche
de faible épaisseur par rapport aux échelles horizontales du dit écoulement. C’est la
situation pratique des modeles atmosphériques ou océaniques.

12.4.1 Reésultats d’unicité

Onsager fut le premier a remarquer qu’il fallait d’abord expliquer la conservation
de I'énergie cinétique et I'apparition de structures cohérentes. Selon lui, I’équation
d’Euler est la meilleure candidate.

Les solutions des équations d’Euler et de Navier-Stokes en dimension deux per-
mettent d’éviter les inconvénients du théoreme de Leray. En effet pour v, régulier, la
solution réguliere de ’équation de Navier-Stokes existe en tout temps. De plus, méme
si 1y est peu régulier, I'unicité de la solution est assurée. De méme, pour I’équation
d’Euler écrite pour la vorticité w = VA U, qui est un scalaire en dimension deux, on
dispose d'un résultat important di a Youdovitch en 1963.

Oyw + 6(@017) =0 dans D
w = Y A v dans D (12.3)
V.-v=0dans D
v-n=0sur 9D

Ce dernier énonce que pour toute fonction mesurable bornée wy il existe une unique
solution faible mesurable et bornée w admettant w, comme condition initiale.
Le résultat de Youdovitch n’est plus du tout valide si 'on s’autorise a prendre pour la
condition initiale wy une mesure, comme par exemple dans le cas d'une vitesse initiale
discontinue.

12.4.2 Passage a la limite turbulente

Lors du passage aux grands nombres de Reynolds (ou aux faibles viscosités), i.e
le passage de I’équation de Navier-Stokes a ’équation d’Euler et sous des hypotheses
raisonnables, la solution de I’équation de Navier-Stokes correspondant a une condition
initiale 7jp donnée tend vers une solution de I’équation d’Euler ayant la méme condi-
tion initiale. On entend par hypotheses raisonnables, soit des conditions aux limites
périodiques (écoulements sur le tore), soit que 'on remplace la condition d’arrét aux
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bords 7 = 0 sur D par une condition de friction de bord, celle-la méme qui avait
été proposé initialement par Navier et qui semble dans beaucoup de situations plus
réaliste.

Ainsi, a 'instar d’Onsager, la turbulence bidimensionnelle peut s’étudier simplement
a partir de I’équation d’Euler. L’énergie cinétique est conservée par la solution de
Youdovitch.

Mais qu’en est il de 'apparition de structures cohérentes ? La formation de ces struc-
tures peut étre étudiée par simulation numérique. Comme la vorticité est transportée
par un champ de vitesse incompressible, et qu’elle est conservée, il est aisée de suivre
I’évolution d’un tourbillon numérique ou la vorticité est constante sur une région et
nulle en dehors. La surface de cette tache de vorticité se conserve globalement mais va
se déformer localement et on verra apparaitre des oscillations de la vorticité. Si on ne
se préoccupe que de la valeur moyenne de la vorticité, on constate qu’elle converge.
Autrement dit, la vorticité converge faiblement vers une certaine fonction w*. Puisque
le relévement w +— ¥ est compact, on en déduit que ¥ converge pour la norme L? vers
le champ de vitesse correspondant v qui est le champ de vitesse décrivant la structure
organisée.

Malheureusement, on ne sait pas généraliser ce résultat a la solution de 1’équation
d’Euler. Par contre, pour un wy donné, on peut exhiber w*. Pour ce faire, on peut
mettre en oeuvre le programme d’Onsager qui revient a étendre a I’équation d’Euler
la mécanique statistique de Boltzmann. On construit dans un premier temps, et au
moyen de la théorie des grandes déviations, la fonctionnelle d’entropie qui doit mesu-
rer la notion de désordre associée a un écoulement turbulent. Puis on maximise cette
entropie sous les contraintes associées aux invariants de I’équation d’Euler, la solution
de ce probleme variationnel étant justement w*. Le dernier obstacle se trouve dans
la difficulté de prouver 'ergodicité du systeme dynamique formé par les équations
d’Euler bidimensionnelle, qui est un systeme hamiltonien infini, empéchant ainsi de
montrer que w converge bien vers w*. On peut cependant essayer une démarche heuris-
tique consistant a coupler les simulations numériques aux expériences en laboratoire.

12.5 Turbulence tridimensionnelle

Elle se distingue de la turbulence bidimensionnelle par le fait que ’on observe pas
de structures cohérentes. Elle se distingue aussi par le fait qu’on ne peut pas comme
en dimension deux, se concentrer sur I’étude de ’équation d’Euler, ce qui était une
grande simplification du probleme. Le fait que la dissipation d’énergie soit importante
en dimension trois, méme en régime turbulent conduit a penser que la viscosité méme
faible joue un role important.

12.5.1 Point de vue de Leray (1933-1934)

Pour Leray [140], [142], il faut donc étudier I’équation de Navier-Stokes et passer
a la limite inviscide ensuite. Il s’est toujours méfié de ’équation d’Euler et pensait
que cette derniere contenait en elle un certain nombre d’avatars dont le paradoxe de
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d’Alembert et la non-unicité du probleme de Cauchy formaient la partie visible de
'iceberg.

12.5.2 Point de vue d’Onsager (1949)

Un autre point de vue, celui d’Onsager [141], [142] peut aussi apporter un éclairage
sur la genese de la turbulence en dimension trois. Pour Onsager par contre, la vis-
cosité n’intervient pas dans la loi des 4/5; la dissipation est simplement reliée a la
non régularité du champ de vitesse. On peut donc supposer v = 0 et travailler avec
I’équation d’Euler. Mais cette derniere est un systeme hamiltonien sensé conserver
I’énergie. Mais pour le montrer on utilise une formulation variationnelle, il est donc
nécessaire d’avoir certaines régularités minimales du champ des vitesses. Onsager
imagine alors que les solutions turbulentes sont modélisées a 'aide de solutions de
I’équation d’Euler, peu réguliere et par conséquent n’assurant pas la conservation de
I’énergie. Ces solutions sont exactement les solutions faibles définies précédemment.
Shnirelman a exhibé récemment une solution faible dissipant ’énergie. On dispose
ainsi de candidats potentiels pour représenter le champ de vitesse d’un écoulement
turbulent : ce sont les solutions faibles de 1’équation d’Euler et disspant I’énergie
cinétique. Malheureusement on ne dispose toujours pas a ce stade la de résultats
d’existence a partir d’une solution initiale peu réguliere, et encore moins de résultat
d’unicité. En s’appuyant sur la loi des 4/5, Onsager conjectura en 1949 que les so-
lutions faibles de 1’équation d’Euler qui vérifient une condition de Holder d’ordre
strictement plus grand que 1/3 doivent conserver 1’énergie. Une version plus faible
de cet énoncé a pu étre démontré en 1992 par Eyink, et deux ans plus tard en 1994,
Constantin, E et Titi donnerent une preuve complete de la conjecture.

12.5.3 Théoréme de Duchon et Robert

En 2000, Duchon et Robert expliciterent et clarifierent la notion de dissipation
d’énergie dii & une perte de régularité a partir d'une version régularisée de 1’équation
d’Euler [139).

Théoréme 12.5.1 Soit une solution faible ¥ de ’équation d’Euler sur le tore 113,
telle que U soit intégrable sur |0, T[xII3, et prenant une distribution ¢ de R3, positive,
d’intégrale unitaire et symétrique. Pour e > 0, on pose

1 «x

¢c(r) = = (E) (12.4)
ainst que
D.7) = 1 [ Fou(6) a0 (125)

Alors a la limite ¢ — 0, D (V) converge au sens des distributions vers une distri-
bution D(V) indépendante de ¢ et on a le bilan local d’énergie
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0, (%772) v ((%UZ + p) 17) + D) =0 (12.6)

Corollaire 12.5.2 En faisant une hypothése de réqularité du champ de vitesse du
type

/||17(f+ & 1) = 0(7,1)dz < e(@)l[<llo([1€]) (12.7)

ol lin% o(r) =0, et fOT c(t) dt < oo, et en intégrant cette équation de bilan sur tout

le domaine, on en déduit immédiatement une preuve de la conjecture d’Onsager. On
peut aussi avec des hypothéses de régularité raisonnablement faibles montrer que [’on
retrouve bien la loi dite des 4/5. On doit cependant prescrire que l’énergie ne peut
etre que dissipée et mon crée dans un fluide turbulent, ce qui impose clairement que
D(V) est une distribution positive, donc une mesure. Cette condition est analogue
aux conditions entropiques choisies pour l'étude des EDP hyperboliques afin de se
restreindre parmi toutes les solutions ayant la meme condition a celle qui vérifie la
condition d’entropie de Laz, laquelle vérifie aussi une relation du type D(7) > 0.

12.6 Conclusion

En analyse fonctionnelle, rien pour l'instant n’interdit de penser que les bons
objets décrivant un écoulement turbulent soient les solutions faibles de I’équation
d’Euler. Il est aussi possible que I'équation d’Euler ne soit pas le modele de la tur-
bulence, puisqu’elle ne prend pas en compte les fluctuations locales du champ de
vitesse. Ainsi pour la turbulence tridimensionnelle, les approches mathématiques sur
I’équation de Navier-Stokes ne semblent pas du tout prometteuse, et c¢’est pourquoi
les chapitres suivants vont expliciter une plus approche statistique et dynamique de
I’étude de cette difficile équation, qu’est Navier-Stokes.



Chapitre 13

Description physique de la
turbulence

On se propose dans ce chapitre de présenter de maniere simple les résultats
phénoménologiques et expérimentaux completement admis pour la description de
la turbulence hydrodynamique [144)] 145 146}, 147, 148]. Commengons tout d’abord
par détailler un peu plus la ou les équations du mouvement en hydrodynamique, les
célebres équations de Navier-Stokes (Navier, 1824).

13.1 Etude des symétries et bilan énergétique

13.1.1 Conditions aux bords périodiques

Revenons a I’équation de Navier-Stokes. Comme le montrent de nombreuses expérie-
nces et suivant un argument justifié a posteriori au travers d’hypotheses phénoménolog-
iques, on n’étudie la turbulence que loin des bords de I’écoulement. On peut de
maniere équivalente considérer que le milieu de I’écoulement est R3. Il est cepen-
dant plus simple de ne considérer qu'un milieu fini mais avec des conditions aux
bords périodiques sur le champ de vitesse. On prend donc une boite B;, de volume
L? et on postule que

U(x +aL,y+bL,z+ cL,t) = i(x,y,2,t), V(z,y,2) €[0,L]>, V(a,b,c)€Z’
(13.1)

On retrouve le domaine infini en passant a la limite . — oo. On définit H comme
I’espace des champs de vitesse L-périodique et a divergence nulle.
En notant la valeur moyenne d’une fonction f de H sur By, par

1 sl
< f>= 7 . (7)d°T (13.2)

on peut donner une série de quatre propriétés caractéristiques des fonctions de H
qui seront utilisées pour exhiber certaines lois de conservation :
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1. <0;f >=0

2.<fag>——<(8f)g>

3. <@ (VAT >=< (VAT -T>

4. <1- Av>_—<(VAﬁ)~(ﬁ/\v)>51ﬁ =0
o =5

13.1.2 Elimination de la pression

Un intérét majeur de l'utilisation des conditions aux bord périodiques est la pos-
sibilité d’éliminer la pression de 1’équation de Navier-Stokes non-forcée en prenant
simplement sa divergence et en se servant de la condition d’incompressibilité. Ce qui
donne une équation de Laplace pour la pression

Posons o(Z,t) = —0;;v:(Z, t)v;(Z, t).
Puisque o est une fonction des dérivées spatiales de fonctions périodiques, elle est
donc a valeur moyenne nulle

<o >= L o(F)d*F =0 (13.4)
L3 Jg,

On cherche la pression sous la forme elle-aussi d’une fonction L-périodique sa-
chant que la physique ne change pas si I’on rajoute une constante a la pression. Une
décomposition des champs en série de Fourier nous donne immédiatement la solution
de cette équation :

T ik OF
p(Ft) = A%0(Ft) = — Z e k;_l; (13.5)
A
L’opérateur A~2 n’est pas local puisqu’il fait intervenir des convolutions. On peut
donc réécrire 1’équation de Navier-Stokes sous la forme

8167}1‘ + (511 — &-lA_Q)aj (Uj’l)l) = VA’Ui (136)

On voit donc que cette équation fait intervenir des opérateurs locaux et non-
locaux. Si la condition d’incompressibilité est assurée a t = 0 elle se propagera in-
finiment en temps. La pression est en quelque sorte un multiplicateur de Lagrange
permettant de tenir compte de la condition d’incompressibilité. On pourrait de la
méme maniere prendre le rotationnel de I'équation de Navier-Stokes et arriver a une
équation du méme type pour la vorticité & = V AT avec le méme opérateur non local

—

05 =V A (TAD) + vAD (13.7)
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13.1.3 Symétries de I’équation de Navier-Stokes

On fera un abus de langage en qualifiant de symétrie un groupe d’invariance
discret ou continu d’une théorie dynamique. On notera G un groupe de transfor-
mation agissant sur H, l'espace des fonctions L-périodiques et sans divergence. On
dira que G est un groupe de symétrie de 1’équation de Navier-Stokes si Vv € H so-
lution de I’équation de Navier-Stokes, et Vg € G, gt est encore une solution de la
méme équation. On donne ci-dessous une liste répertoriant les symétries connues de
I’équation de Navier-Stokes qui mis a part le changement d’échelle, ne sont que des
conséquences des symétries de 1’équation du mouvement de Newton appliquée a une
particule fluide.

Translation en espace
. espace

801‘2 g;

Vi = VF—HT'

2 (t,7,0) — (t,7 + p,v) avec g € R®. L’invariance est triviale puisque

Translation en temps

Soit gi™Ps . (¢,7,7) — (t + 7,7,7) avec 7 € R. L’invariance est la aussi triviale

puisque 0y = 0y,

Transformation galiléenne

gsoliléen . (t,7,0) — (t, 7+ Vi, o+ ‘7) avec V € R3. Pour la transformation ga-
liléenne, il faut remarquer que seul le terme non-linéaire permet de conserver 'inva-
riance galiléenne en annulant 'effet de la dérivation en temps. Il est ainsi le terme
possible susceptible de conserver cette invariance dans une équation d’évolution de la
vitesse.

Parité

—

Soit gP¥it . (¢, 7, 7) +— (t, —7, —¥). On se place a la limite ot le terme non-linéaire
est négligeable.

Rotation

Soit gretation (¢ 7 §) — (t, Ar, Av) avec A € SO(R?) et a la limite L — oo.
En fait toutes les rotations ne sont pas compatibles avec les conditions aux limites,
lesquelles éliminent certaines rotations possibles. Il faut donc prendre garde au fait
qu’on se restreint a un sous-groupe discret du groupe des rotations.

Changement d’échelle

Soit gicahng (t, 7, T) — (AT M) avee X € RT, h € R et uniquement a la
limite inviscide (¥ = 0). Lors de cette transformation tous les termes de 1’équation
de Navier-Stokes sont multipliés par la méme quantité A\2"~! & I’exception de \'~2.
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A viscosité finie, si on veut la cohérence de cette équation il suffit que h = —1.
On retrouve dans ce cas le principe d’auto-similarité bien connu des mécaniciens des
fluides puisque le nombre de Reynolds y est conservé. A la limite inviscide il existe
par contre une infinité de groupes de transformations d’échelle dont le parametre est

h € R.

13.1.4 Lois de conservation

Puisque I'équation de Navier-Stokes n’est pas conservative (elle est dissipative en
général), il n’est pas possible de trouver pour chaque symétrie une quantité physique
conservée comme le stipule le théoreme de Noether en mécanique analytique. On peut
cependant exhiber certaines lois de conservation au sens des moyennes, c’est a dire
des lois de conservation globales et non locales. Cependant, les champs de pression et
de vitesse doivent étre supposés suffisamment réguliers afin permettre les opérations
de dérivation et d’intégration. Ces hypotheses sont justifiés lorsque la viscosité est
strictement positive, par contre a la limite inviscide, Onsager a montré en 1949 [141]
142] que les solutions de ’équation d’Euler ne sont plus du tout régulieres et que
I’énergie ne se conservait pas. Un affaiblissement des hypotheses de régularité permet
toutefois de récupérer la conservation de ’énergie pour les solutions de I’équation
d’Euler (Frisch et Sulem en 1975, Eyink en 1994, Constantin and Titi en 1994).

Conservation de la quantité de mouvement

En utilisant la condition d’incompressibilité d;v; = 0, on peut écrire le terme
d’advection de la maniere suivante v;0;v; = 0;(v;v;). Prenons la valeur moyenne
de I’équation de Navier-Stokes. Les dérivées spatiales de fonctions périodiques étant
toutes nulles en moyenne, seul le terme de dérivation en temps contribue notablement
a la valeur moyenne

< —T>=—<i0>=0 (13.8)

Ce qui s’interprete comme la conservation de la quantité de mouvement puisque le
fluide étant incompressible, la densité est constante.

Conservation de 1’énergie

Multiplions I’équation de Navier-Stokes incompressible dyv; + d;v,v; = —0;ip +
v0j;v; par v;. On obtient ainsi

Uiaﬂ)i + viajvjvi = —vl@p + I/viﬁjjvi (139)
Ce qui s’écrit aussi

1 1
58,51)1-1)2- + §ajUjUiUi = —v,@p + I/’Uiajj’l)i (1310)
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En prenant la moyenne spatiale et en utilisant a nouveau le fait que les dérivées
spatiales de fonctions périodiques sont a valeur moyenne nulle, on écrit que

1
at < —'172 > =< p@lvl > —v < (8jvi)(8jvi) >

2
= —v< (@vi)(@jvi) >
= v < (VAD)?> (13.11)

En posant £ =< %172 > pour I’énergie par unité de masse, on obtient le bilan d’énergie
suivant

OE =—v<w > (13.12)

Conservation de I’hélicité

En prenant le produit scalaire entre la vitesse et '’équation ([13.7]), on obtient apres
moyenne spatiale et utilisation du fait que < 4 - (V A7) >=< (VA W) - U >

d
E<U-&>:2<U-6@> (13.13)

En utilisant & nouveau le fait que < @+ (VA7) >=< (VA®G)-7 > et que < - AT >=
— < (VAW - (VAY)>si V-0=0 on aboutit &

d 1 -
E<517-@3>:<17-V/\(F/\<D)>+u<z7-AcU> (13.14)
Si on nomme 1'hélicité moyenne et 1’hélicité vorticale moyenne respectivement H =<
%17- W >, et Hy =< %Q -V A& >, la conservation de I'hélicité s’écrit alors

d
YH= —own, 13.15
dt Y (13.15)

Remarque Le bilan d’énergie est tres important pour essayer de montrer 'unicité
de la solution de ’équation de Navier-Stokes a trois dimensions et asymptotiquement
en temps. En fait, I'unicité n’est prouvée qu’en dimension deux, car a cette dimen-
sion une deuxieme loi de conservation apparait et peut étre utilisée. Il s’agit de la
conservation de I’enstrophie moyenne 2 =< %wz >

d
—Q=-2P 13.16
o v (13.16)

ou P =< %Hﬁ A @2 > est appelée palenstrophie moyenne.
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13.1.5 Transfert d’énergie

On remarque que le bilan d’énergie (13.12) ne contient pas de contribution du
terme non-linéaire de I’équation de Navier-Stokes. On peut alors se demander quel est
le role du terme non linéaire. On va maintenant montrer qu’il ne fait que redistribuer

I’énergie entre les échelles.
Posons | = k~! léchelle du filtrage et introduisons dans I'équation de Navier-Stokes

un terme de force d’excitation périodique en espace f dont le role est de modéliser
I'injection a grande échelle d’énergie dans le fluide et de tenir compte des perturbations
et bruits extérieurs. On définit un filtre passe-bas Py par rapport a la fréquence k.
Puis on décompose les champs en mode rapide et lent par rapport a k,

U= + 77
- 3 & 13.17
{f—fk<+fk> (13.17)

et on applique I'opérateur de filtrage, qui est aussi un opérateur de projection et
qui commute avec les opérateurs de dérivation spatiale, a I’équation de Navier-Stokes

{@W+Pm§+@y5@ﬂﬂb=—ﬁﬁ+vﬁi+ﬁ (13.18)
V.5 =0 |

En prenant le produit scalaire de la premiere équation par ¥ et en passant a la
moyenne spatiale on aboutit a

1 . .
O < SITEI° > + < 07 - [(FF + ) - V(I +9)] > = = < - Vpp > +v <07 - A7 >
+<TE > (13.19)

Cette équation peut encore étre simplifiée car

<T@+ T) VT + )] > = < 05 - [55 - Vg > + < 05 - [07 - Vig] >
+ < T [OF V] > + < TF - [0 VT >
= < TS [O - V] >+ < T - [07 - VER] >
(13.20)
En effet
< U - [U5 - ViR] >=< U5 - [} - V] >=0 (13.21)

Ce qui traduit le fait que les interactions aux petites échelles ne peuvent pas contri-
buer a I’énergie des petites échelles. De méme, I’advection des petites échelles par les
grandes échelles ne contribuent pas non plus a 1’énergie des petites échelles.
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Ainsi
1 - - -
0, < SN I7 > + < 5% - [ - V] > + <o - V) > = - <o - Vo >

+ v < U AU >+ < U fE >
(13.22)

Définissons quelques grandeurs :

— L’énergie cumulée entre le nombre d’onde 0 et k,

1 1 A
S=g<liElP>=5 XI5 (13.23)
k€22 73 k' <k
— L’enstrophie cumulée,
G=r<lFlP>=5 3 K (13.24)
2 2

K e22773 |/ <k

— L’énergie cumulée injectée par la force,

<fEvEe= > furtiy (13.25)

k' e2x7x3 |/ <k

F =

DN —

Le flux d’énergie au nombre d’onde £
I, =< 07 - [0F - V&7 > + < 0 - [07 - V7] > (13.26)

Ce qui permet finalement d’écrire le bilan d’énergie par échelle ((13.22) comme

On voit donc que le taux de variation de 'énergie a I'échelle | = k! est égal a
I’énergie injectée par la force a cette échelle diminuée de I’énergie dissipée en raison
de I’hélicité moins le flux d’énergie vers les petites échelles dues au terme non-linéaire
de I’équation de Navier-Stokes. Ce dernier a donc pour role de redistribuer 1’énergie
aux différentes échelles de 1’écoulement.

13.2 Phénoménologie de la turbulence

On classifie les différents régimes d’écoulements en trois catégories : le régime
laminaire, le régime turbulent (transitoire) et enfin le régime turbulent pleinement
développé. Ce dernier est un phénomene critique ot le désordre existe dans une large
gamme d’échelles spatiales et temporelles. Les grandes échelles, c’est a dire celles ou
I'énergie est injectée (pales d'un navire, dénivellation du lit d’une riviere, ... ), sont
les plus importantes car elles contiennent outre 1’énergie, I'essentiel de la quantité
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de mouvement, de la masse et de la chaleur. Les petites échelles spatiales, c’est a
dire celles ot dominent les phénomenes dissipitatifs et inertiels sont strement les
plus intéressantes du point de vue fondamental puisqu’elles présentent des propriétés
universelles vis a vis du mécanisme de forcage et de la configuration de 1’écoulement.

On considere souvent la turbulence pleinement développée comme un phénomene
critique, caractérisé par une invariance d’échelle bien plus complexe que dans les
autres phénomenes critiques. En effet, dans le cas de la turbulence, I'invariance
d’échelle fait intervenir un continuum d’exposants critiques, ce que l'on dénomme
par invariance multifractale.

13.2.1 Nombre de Reynolds

Les équations de Navier-Stokes sont invariantes d’échelle et 'on montre aisément
que le nombre de Reynolds R, = % = %, ou U et L sont respectivement les
vitesses et longueurs caractéristiques de I’écoulement, est le seul parametre de cette
équation et que lui seul controle la dynamique du fluide. Puisqu’il caractérise le com-
bat entre un terme non-linéaire v - 627, qui tend a amplifier les fluctuations locales du
champ de vitesse, et le terme linéaire de dissispation visqueuse Av qui lui tend a lisser
le champ des vitesses et ainsi amortir ses fluctuations locales. On comprend donc que
la turbulence apparaisse au dela d’un certain seuil d’instabilité que nous noterons ;.
A faible nombre de Reynolds, c’est a dire R. < R}, les non-linéarités jouent un role
négligeable, I’écoulement est laminaire et il possede physiquement toutes les symétries
mathématiques de I’équation de Navier-Stokes. Lorsque le nombre de Reynolds aug-
mente, le terme non-linéaire 'emporte et a pour effet d’amplifier les fluctuations lo-
cales du champ de vitesse par rapport au mécanisme d’amortissement. L’écoulement
devient alors instable. De maniere plus précise, I’expérience montre I'existence d’une
série de bifurcations, c’est a dire de seuils a partir desquels les symétries de 1’équation
de Navier-Stokes pour le champ de vitesse sont brisées les unes apres les autres. Au
dela du dernier, les effets non-linéaires dominent totalement. En général, on peut

considérer que ce seuil est autour de R} = 100.

Remarque 13.2.1 [l faut se rappeler que la turbulence ne nait que dans des systemes
thermodynamiquement ouvert, c¢’est a dire que [’on alimente continuellement en énergie.

Les propriétés d’échelle ne sont pas clairement a partir de ce seuil, ¢’est pourquoi
il faut atteindre des seuils plus élevés pour commencer a les observer. C’est pour cela
que l'on distingue la turbulence de la turbulence pleinement développée qui apparait
aux alentours de 10 - R = 1000 et qui du point de vue des phénomenes critiques est
bien plus intéressante.

La turbulence développée couple un grand nombre de modes instables, c’est a dire
du point de vue de la Théorie des Champs, un grand nombre de degré de liberté. Une
description statistique s’impose au travers du champ des incréments de vitesse

— —

SU(E, 1 t) = U(Z + 1.t) — U(F, 1) (13.28)
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Ses moments sont définis par

-

Z]P > (13.29)

Spll) =< [0U(T, 1.1) - 5

Les fonctions ou facteurs de structure sont définies par

S, (1 7) i=< [00(1, 7, @, t + 7) - 60(1, 7, @, £)]? > (13.30)

Les moments ainsi que les facteurs de structure sont le pendant respectifs des fonctions
de corrélation ou fonctions de Green statiques et dynamiques en Théorie Quantique
des Champs pour décrire les phénomenes critiques.

Le champ des incréments de vitesse, ses moments ainsi que les fonctions de
structure vont étre les quantités permettant de faire le lien entre les prédictions
théoriques et expérimentales. On doit cependant faire une hypothese forte d’ergo-
dicité du systeme afin de remplacer les moyennes d’ensemble par des moyennes en
espace et en temps. Les symétries seront traitées désormais en loi de probabilité.
Rappelons brievement leurs caractéristiques pour le champ des incréments de vitesse

— Translation
§0(Z + 7,1, t) = 60(Z, 1, t) en loi (13.31)
— Rotation
ST(AZ + 7, Al,t) = 60(Z,1,t) en loi, avec A € SO (13.32)
— Scaling
57(Z, N, t) = \'6T(Z, 1, 1) en loi, avec R, > 1 (13.33)

13.3 Lois expérimentales

Les propriétés statistiques d’'un écoulement turbulent sont intéressantes loin des
bords et aux petites échelles. Ce qui nous facilite grandement ’analyse, puisqu’il suffit
de prendre pour domaine d’écoulement un cube de taille L avec des conditions aux
bords périodiques. On rajoutera aussi I’hypothese que la turbulence est homogene et
isotrope.

13.3.1 Cascades de Richardson

Une premiere tentative d’expliquer empiriquement la turbulence, a été tentée dans
les années 1920 par le météorologue anglais Richardson. Ce dernier tenta de relier
la turbulence au transfert d’énergie au travers des échelles spatiales. L’énergie est
introduite a 1’échelle de 1’écoulement L, qui développe des tourbillons en cascade et
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ce, a toutes les échelles. Chacun de ces tourbillons alimente des tourbillons relatifs et a
des échelles inférieures jusqu’a 1’échelle de la dissipation visqueuse que nous noterons
[*. La gamme d’échelles intermédiaires est qualifiée d’inertielle et est I’ensemble des
échelles entre 1’échelle d’injection de ’énergie que nous noterons L et 1’échelle ou a
lieu la dissipation visqueuse que nous noterons [*. L’énergie lorsqu’elle est introduite
dans I’écoulement est de nature potentielle (confere figure ) Elle se dégrade en
énergie cinétique en donnant naissance a des tourbillons plus petits. Dans la gamme
inertielle, I’énergie subsiste sous forme cinétique, mais se transforme en chaleur lors
de la création de tourbillons a 1’échelle dissipative. Cette approche qualitative se
retrouvera dans les théories de Kolmogorov K41.

13.3.2 Loi de dissipation d’énergie

On montre aisément que dans la limite inviscide v — 0, les équations de Navier-
Stokes conservent 1'énergie cinétique E =< 30 >= { [,, *(Z,t) d*Z ol les crochets
désignent une moyenne spatiale dans le domaine de volume V' = L3. En effet, & partir
de I’équation de Navier-Stokes et en la multipliant au sens du produit scalaire par la
vitesse et aprés moyenne on obtient

dE 1 )

i?j

Ce qui tend vers 0 a la limite inviscide, et montre que l’énergie cinétique est
conservée a cette limite.

lim — =0 (13.35)

On définit I’énergie moyenne dissipée comme

dFE
= — lim — 13.
=~ lm (1335
En fait, on constate expérimentalement loin des bords et des couches limites
présentant une dépendance au nombre de Reynolds que pour les grands valeurs de
ce dernier, ce qui est équivalent a la limite inviscide, que € tend vers une valeur finie
non-nulle, ce qui est en contradiction avec ([13.35]).

. dE  dE %
—e=lim — # — —

~ 13.37
v—0 dt dt |lv=0 L ( )

Ce phénomene que 'on dénomme anomalie dissipative et qui caractérise le fait
que l’énergie cinétique est dissipée asymptotiquement a un taux constant a pour
conséquence que le fluide développe des structures a petites échelles pour compenser
la perte de viscosité v — 0.
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13.3.3 Loi de puissance %

La deuxieme loi expérimentale est la loi dite des % Le second moment de la varia-
tion des vitesses longitudinales est indépendant du point et du temps si la turbulence
est homogene, isotrope et stationnaire et pour des échelles dans la gamme inertielle.

— —

Sy(1) =< [60(Z, 1, 1) - %]2 S=< {[H(Z +1,t) — 7(Z,1)] - %}2 >~ 13 (13.38)

La puissance % est remplacé par un carré aux échelles de dissipation visqueuse, i.e
[ < I*. La loi de puissance % montre clairement que la dérivée spatiale du champ de
vitesses n’est pas uniformément bornée sinon on aurait un carré a toutes les échelles
et pas uniquement dans la gamme de dissipation visqueuse. Il existe donc des ano-
malies dans le champ des vitesses dans le régime turbulent, lesquelles anomalies sont
suffisamment nombreuses et importantes pour affecter le comportement moyen de

I’écoulement.

13.4 Loi des g

Cette loi est le pendant dans I’espace de Fourier de la loi des % On décrit souvent
le régime turbulent par son spectre de puissance E(k) défini par

/OOOE(k:) dk =

Le théoreme de Wiener-Kinchine, bien connu en traitement du signal permet de
relier le spectre de puissance a la fonction de corrélation spatiale des vitesses

<> (13.39)

N | —

o d
B(k) = / krsin(kr) < 5(F + 7)) #(7y) > o (13.40)
0 T

ou < U(r 4 7)o > ne dépend que de r par isotropie et homogénéité statistique
de la turbulence.

A Taide de ce théoréme on montre aisément que si E(k) suit une loi d’échelle du
type E(k) ~ k= alors Sy(l) ~ [*~1 toujours en régime statistiquement stationnaire,
homogene et isotrope.

Dans une fenétre de vecteurs d’ondes limités par la taille finie du systeme et
par I’échelle de dissipation visqueuse, c¢’est a dire dans le régime inertiel, on observe
expérimentalement F(k) ~ k3. Ce qui est cohérent avec la loi des %

13.5 Théorie K41

Richardson avait formulé une approche qualitative de la turbulence au travers
de son concept de cascades d’énergie. Il faudra attendre 1941, pour qu'une approche
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quantitative de la turbulence voit le jour grace aux travaux du mathématicien soviétique
AN Kolmogorov, qui reprenant 1'idée des cascades de Richardson propose de plus une
description statistique des fluctuations aux petites échelles. La théorie élaborée par
Kolmogorov en 1941 et qu’on dénommera K41 est construite sur trois hypotheses
raisonnables et relativement bien vérifiées par les fluides turbulents

— Constance du transfert d’énergie.
— Stationnarité, isotropie, et homogénéité des propriétés statistiques.

— Forme universelle de < dv(1)? >.

13.5.1 Constance du transfert d’énergie

Cette hypothese a été déduite de l'expérience et peut étre comprise au travers
du fait que I'énergie n’est dissipée qu’a partir des petites échelles de 'ordre de [*,
I’échelle ou la dissipation visqueuse devient efficace. Si on considere une suite d’échelle
de référence [, = Lb™" dans le domaine inertiel, avec un rapport inter-échelle b en
général égal a 2, le taux d’énergie dissipée ¢, et le taux de masse cédée par les tour-
billons d’échelle [; a ceux d’échelle [, est indépendant de ¢. La cascade s’arréte aux
tourbillons de taille [* et de vitesse relative v* donnant un nombre de Reynolds de
lordre de I'unité. L’énergie de ces tourbillons est dissipée par viscosité et ne peut plus
animer d’autres tourbillons. Ce qui permet de déduire que

I* ~ LRe® (13.41)

On peut aussi retrouver ce résultat en considérant qu’il existe deux processus
de destructions des tourbillons. Le premier qui est dominant dans la cascade est
la distorsion du tourbillon. L’échelle de temps typique d’un tel phénomeéne est de

I'ordre de t; = lE(z)' Le temps t; est le rapport de I’échelle du tourbillon [ a sa

vitesse caractéristique y/E(l) (pour un fluide incompressible). Le second processus

est la dissipation visqueuse dont le temps caractéristique est t, = é On l'obtient
en montrant qu'une fluctuation soumise a une dissipation visqueuse décroit comme
eVt~ T Lorsque t; < t, les tourbillons n’ont pas le temps d’étre dissipés et
la distorsion mécanique domine, ayant pour effet de créer des tourbillons plus petits.
Les effets de la viscosité deviennent négligeables lorsque les deux temps sont du méme
ordre. Ce qui donne ([13.41)).

Une conséquence notable de ce résultat est que 1'échelle de dissipation dépend
fortement de la viscosité.

13.5.2 Propriétés statistiques

La seconde hypothese est extrémement forte. Elle consiste a supposer que dans
le domaine inertiel, les propriétés statistiques de la turbulence sont homogenes, iso-
tropes, indépendantes de l'injection d’énergie ou de matiere qui crée la turbulence a
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I’échelle L et de la viscosité dont le seul role est de fixer 1’échelle de dissipation [*.
Kolomogrov suggéra donc que les symétries de ’équation de Navier-Stokes, brisées
lorsque le nombre de reynolds dépasse le seuil de la turbulence, sont rétablies mais
dans un sens statistique aux grandes valeurs du nombre de Reynolds, c’est a dire
dans le régime de la turbulence pleinement développée. Ainsi, en prenant la moyenne
statistique, les moments S, ne dépendent que .

13.5.3 Forme universelle de < 6v(l)? >

La derniere hypothése est de supposer une forme universelle pour < dv(l)? >. On
peut établir par analyse dimensionnelle et en s’aidant du fait que le taux de dissipation
d’énergie est constant que

< Su(l)2 >~ €515 (13.42)

L’idée sous-jacente a cette hypothese est que dans le domaine inertiel le champ
des incréments de vitesse ne dépend pas de la viscosité, mais uniquement de 1’échelle
et du taux de transfert d’énergie.

13.6 Lois de Kolmogorov

La premiere loi est une conséquence de la derniere hypothese et nous donne une
forme pour le spectre d’énergie

E(k) ~eik® (13.43)

En utilisant la seconde hypothese, et en y rajoutant une hypothese d’autosimi-
larité, I'analyse dimensionnelle montre une loi de puissance pour les fonctions de
structure dans le domaine inertiel

)
3

Sy(1) = Cpesl

ou les préfacteurs C),, sont adimensionnés, universels et constants.

(13.44)

Remarque 13.6.1 On peut montrer analytiquement a partir de [’équation de Navier-
Stokes et en utilisant la relation de Karman-Howarth-Monin [13] que S5(1) = —%Lel.
On remarque que la formule de Kolmogorov dans le cas p = 3 nous donne le
meéme résultat.

On sait toutefois et notamment au travers de 1’étude des phénomeénes d’inter-
mittence que la théorie K41 n’est pas exacte car les fonctions de structure d’ordre
supérieur a 3 montrent clairement une déviation des exposants d’échelle

Sy(1) = Ces 5@ (13.45)

avec {(p) # &. Malgré cela, la théorie K41 constitue a ce jour la meilleure théorie
phénoménologique pour explorer le monde complexe de la turbulence.
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Stratégies des théories récentes

On a vu dans le chapitre précédent que les écoulements turbulents sont caractérisés
par des lois d’échelle. Il est donc tout a fait naturel d’essayer d’utiliser la statégie
du groupe de renormalisation pour essayer de retrouver les dites lois d’échelle. On se
propose donc dans ce chapitre de présenter d’un point de vue synthétique et historique
les grandes théories actuelles utilisant le groupe de renormalisation et permettant de
prédire tout ou partie des propriétés d'un écoulement turbulent. Mais commencons
tout d’abord par les théories classiques de la turbulence qui ont eu et ont encore le
plus de succes. On laissera de coté les modeles prétendant expliquer les déviations au
spectre de Kolmogorov lors des phénomenes d’intermittence.

14.1 Theéories classiques de la turbulence

14.1.1 DIA

La théorie DIA (Direct Interaction Approximation) a été proposée par Kraischnan
en 1959 [156] (157, [161]. Elle constitue une approximation de fermeture et est basée sur
un développement considérant les non-linéarités comme faible dans 1’équation pour
les corrélations triples. Ces dernieres étants alors reliées aux corrélations doubles, on
obtient ainsi des équations fermées qui ne sont pas invariantes sous les transformations
de Galilée. Un autre inconvénient majeur est qu’on trouve un spectre d’énergie en
k™3 et non celui de Kolmogorov. La théorie LDIA (Lagrangian Direct Interaction
Approximation) est une amélioration de Kraichnan proposée pour la premiere fois en
1971 [158, [159] pour la théorie DIA et permet de remédier aux deux inconvénients de
la DIA.

14.1.2 Approximation EDQNM

L’approximation EDQNM (Eddy Damped quasi Normal Markovian) a été pro-
posée par Orszag en 1970 [152]. Elle constitue une approximation similaire aux
théories galiléennes de Kraichnan. En 1987, Dannevick, Yakhot et Orszag [154, [155]
on montré que cette approximation était cohérente avec I’approche du Groupe de

175
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Renormalisation et qu’elles étaient totalement équivalentes a 'ordre le plus bas de
I’e-expansion lorsque ’équation de Navier-Stokes est forcée par un bruit blanc.

14.2 Le Groupe de Renormalisation vu par les hy-
drodynamiciens

On expose dans cette section une version type du Groupe de Renormalisation telle
qu’elle a été développée ces dernieres années par les hydrodynamiciens.

14.2.1 Systéeme dynamique

La version du Groupe de Renormalisation utilisée et développée par les hydrody-
namiciens est proche du traitement des systemes dynamiques. En effet, I’équation de
Navier-Stokes incompressible est traitée comme un systeme dynamique et non comme
un systeme hamiltonien. La seule différence de traitement entre ces deux catégories
de systemes est dans ’élimination des degrés de liberté. Dans le cas des systemes
dynamiques, on décompose les champs en champs a modes rapides et a modes lents.
Puis on écrit I’équation d’évolution pour les modes rapides et les modes lents dans
I’espace de Fourier. On essaie ensuite d’exprimer les modes rapides en fonction des
modes lents, afin de n’aboutir qu’a la seule description de ces derniers.

L’hypothese toujours présente de statistique stationnaire de I’écoulement nécessite
d’introduire une source d’énergie dans 1’écoulement afin d’entretenir la turbulence.
Néanmoins, le spectre de Kolmogorov est une propriété universelle de la turbulence
développée et ne dépend donc pas de la source d’énergie ni des conditions aux bords
de I’écoulement. Pour modéliser cela, on introduit dans I’équation de Navier-Stokes
une force stochastique f aussi générale que possible, prenant en compte tous les effets
extérieurs. En se servant de la condition d’incompressibilité, on va écrire I’équation
de Navier-Stokes forcée dans l'espace de Fourier. Tout d’abord remarquons que la
condition d’incompressibilité peut s’exprimer avec I’équation de Navier-Stokes comme

Ap == (0w;)(9v) (14.1)

i?j

La transformée de Fourier de ¥ —vA# s’écrit comme g (k, w)u (k) ol le propaga-
teur g est défini par g(k,w) = (—iw +vk?)~!. Finalement ’équation de Navier-Stokes
dans 'espace de Fourier va s’écrire en se servant de (14.1)) comme

dd-i—lqA

) = g F) = G0 o ) [ Gl = (@) (142

@
2

ou Py = ki Pin +knPim, €t Py = 05— kklzj . On utilise comme souvent en physique

un traceur A. Son rdle est de suivre la non-linéarité et sera mise a 1 en fin de calcul.
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Remarque 14.2.1 On utilisera la notation condensée k = (l;, w) afin de décrire un
vecteur de [’espace de Fourier, réciproque de [’espace-temps.

On se doit aussi de spécifier les propriétés du bruit, c’est a dire de la force sto-
chastique f En général, on la considére comme un bruit blanc gaussien de moyenne
nulle. Sa statistique est alors completement déterminée par ses corrélations doubles
qui dans I'espace de Fourier s’écrivent comme

2D (27)%d+1

S kY6 (k + k)P, (k) (14.3)
d

< filk) f;(K') >=

ou Dy est 'amplitude des corrélations et S, la surface d’une sphere de rayon unité

en dimension d. La présence du delta de Dirac traduit la stationnarité et I’homogénéité

du systeme. L’hypothese de bruit blanc interdit une dépendance explicite en w. Par

contre ces corrélations peuvent dépendre de la norme du vecteur d’onde. C’est pour

cela que l'on introduit le terme k7Y qui tient compte de I'invariance d’échelle au sein
de la cascade.

14.2.2 Perturbations

Il est tres rare de pouvoir exhiber de maniere analytique le point fixe des trans-
formations du groupe de renormalisation. On utilise alors un parametre permettant
d’effectuer un calcul de perturbation. En Théorie Quantique des Champs et pour
certaines transitions on effectue un calcul autour de la dimension 4 a l'aide d’'un
parametre € = 4 — d, ce qu’on appelle I'e-expansion. Malheureusement dans le cas
de la turbulence, on ne connait pas a priori de situations ou 1’équation de Navier-
Stokes peut étre renormalisée exactement. Toutefois, les hydrodynamiciens supposent
en général qu’il existe un cas ou la renormalisation exacte est possible, puis effectue un
développement autour de cette éventuelle solution. Mais ’ordre le plus bas n’étant pas
connu, il semble illusoire d’essayer d’obtenir les ordres supérieurs. On est donc obligé
de supposer une forme a priori de la solution ”exacte” en se donnant des hypotheses
supplémentaires tirées de faits expérimentaux. En général, et on va le montrer plus
bas, la majorité de ces tentatives aboutissent a modéliser 'influence des fluctuations
a petites échelles sur le comportement a grande échelle du champ de vitesse par une
viscosité renormalisée. Cette derniere, qualifiée de viscosité turbulente, remplace ainsi
la viscosité moléculaire. Finalement, la solution ”exacte” choisie par les hydrodynami-
ciens dans leur version du groupe de renormalisation est I’équation de Navier-Stokes
ou le terme non-linéaire est considéré comme faible. Il n’est toutefois pas évident
qu’il existe des cas ou cette équation puisse générer un point fixe des transforma-
tions du groupe de renormalisation. En effet, chaque procédure d’élimination d’une
bande de vecteurs d’onde va générer de nouvelles non-linéarités dans 1’équation de
Navier-Stokes. De plus, ces non-linéarités seront multipliées par une puissance du tra-
ceur auquel est associée une fonction particuliere des parametres apparaissant dans
les équations. Cette combinaison représente 'importance relative des termes non-
linéaires et linéaires de 1’équation de Navier-Stokes évalués pour des vecteurs d’onde
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proche de la coupure, c’est a dire les vecteurs d’onde que I'on veut éliminer. On définit
ainsi un parametre de couplage effectif

2 A d—y—4
A2 = M (14.4)
v

Ce parametre de couplage est adimensionné et ne dépend que des parametres

apparaissant dans le systeme : 'amplitude des corrélations du bruit Dy, la viscosité

v, la coupure A et le traceur A qui sera égal a 1 a la fin des calculs. Grace a ce

parametre de couplage, on arrive a définir les situations ou l’équation de Navier-

Stokes renormalisée admet un point fixe, en cherchant simplement & annuler A. On

anticipe le caractere faible de A en ne conservant que les corrections proportionnelles
a2

14.2.3 Elimination des degrés de liberté

L’équation de Navier-Stokes est associée a une longueur minimale A~! en deca de
laquelle le milieu ne peut plus étre considéré comme un milieu continu. On considere
donc que I’équation ([14.2)) est limitée aux vecteurs d’onde de norme inférieure a A. La
procédure d’élimination va simplement consister a éliminer dans toute référence
aux grands vecteurs d’onde. Suivant [149, 151 153, 154 [155] on décompose le champ
de vitesse en modes lents et rapides U = US 4+ ¢~ correspondant respectivement aux
domaines de vecteurs d’onde k < 2 , et A <k < Aoub> 1. Léquation d’évolution
du champ lent est pour k& < A

s A (20T

i)+ vy, (k= q)vy (9)] (14.5)

On voit que dans cette équation le champ rapide n’apparait qu’au travers d’un
terme d’ordre \. Puisqu’on s’arréte a I'ordre 2 pour A il suffit d’écrire une solution a
v~ a lordre \. L’équation d’évolution du champ rapide est pour % <k<A

) = o) (0 = FobPan®) [
(

+ 21);(1{ q)v;

dd+1 Q

70 = g7 ) = G Ran® [ G- @
+ gtk = @) 120k — D)o(@)f7 @) + 205k — Do(@) 7 (@) (14.6)

ol f = f <+ f ~ dans les mémes domaines que le champ de vitesse.

On va maintenant introduire dans . Tous les termes générés dans
cette derniere équation sont décomposés en une valeur moyenne et une fluctuation.
La valeur moyenne est prise sur les différentes réalisations de f~ en supposant que f<
et U sont des constantes lors de ce moyennage. Les fluctuations de ces termes sont
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de nouveaux bruits venant s’additionner a ceux déja existant. Il n’est pas évident que
la statistique initiale soit conservée.

Les termes proportionnels a A sont purement fluctuants et peuvent étre intégrés
dans une nouvelle définition de f~, ¢’est a dire une renormalisation de f On obtient
cependant deux contributions & I'ordre A\2. Le premier est une non-linéarité cubique
en la vitesse

)\2 . dd+1 ~ .
— — Pk ~(k — q)Pmrs(4)g(q
9 lmn( )/ AR (2 )d+1 n( Q) mrs(Q)g(Q>

dd+1 Q < . R

X 14.7

Ly Grents - Q@ (14.7)

Dans la plupart des calculs effectués par les hydrodynamiciens, ce terme est pu-
rement et simplement négligé !

Le second terme est plus intéressant et est exploitable, il s’agit d’'un terme linéaire

en la vitesse

<GP [ S 5~ )G P 0@

[%,A]XR
dd+1Q R R
X /[AA]XRWg( Q)fs (¢ — Qv (q) >

dd+1 A

= X2 < Py (B / a9k = 5= )P (@90

[£,A]xR
. [ 19 = OV - OpE (@) > (14.8)

%,A}XR (2 )d+1

On se sert maintenant des hypotheses ([14.3)) sur les corrélations de la force stochas-
tique qui introduisant une distribution de Dirac permettent d’intégrer sur la variable
d. On obtient alors

- ~

o Pon) [ 14 g2 = 901~ b P (@) Pord - B (149

Ce terme peut étre écrit comme la contraction d’un tenseur du second ordre
Ly = My, (k)v, (k)
= [a(k)d, + b(k)kik, v, (k)
= a(k)v (k) (14.10)

car la condition d’incompressibilité du champ de vitesses assure que le terme k;k,
n’intervient pas dans L;. Le coefficient b(k) n’est cependant pas nécessairement égal
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a 0. Une autre maniere d’extraire a(k) du tenseur M est de contracter M, avec P,.
On obtient alors

1
a(k) = —— P My, (14.11)

d —

Le terme L; est donc bien proportionnel au vecteur vitesse de rapport a(k).

On s’intéresse toujours dans une procédure d’élimination aux propriétés infra-
rouges du systeme, c’est a dire a grande échelle et aux temps longs. Ce que l'on
caractérise par la limite k = (k,w) — (0,0). On espére ainsi avoir lors du passage a
cette limite sur a(k) une approximation en k? nous permettant de renormaliser la vis-
cosité. Le passage aux temps longs ne pose pas de probleéme particulier puisqu’il suffit
de poser w = 0 dans les propagateurs g(k’ —q) et g(qg— k’) Par contre le passage aux
grandes échelles pose probleme puisque le vecteur d’onde k est présent dans les bornes
d’intégration. On peut éviter cette difficulté par changement de variables, permettant
ainsi de recentrer l'intégrale autour de l'origine, la rendant ainsi symétrique, ce qul
élimine les termes impairs en ¢. Ce changement de variables est donné par ¢ +— ¢+ 3 1r.

Les bornes d’ mtegratlon sont alors & < |+ 1k| <Aet 2 <|7— 1k| < A. Ce domaine
dépend encore de k. En fait cela n mtrodult qu’une dependance proportionnelle & k3
puisque l'intégrand est déja proportionnel a k. On peut donc ramener le calcul sur le
domaine 2 < |g] < A, ce qui donne avec § = (¢, @)

(k) = 20X / 4G Py (F) P (B) Pos (7 + ) Pos(§— )
a = 7TSd<d _ 1) [%’A} q iy Imn mrs\{q 9 ns\{q 9
1. 1 1 ,
< |q— =K7Y [ dw _— 1+ O(k*)(14.12)
2 R w2420 — 3kt —iw+v|T+ 3k[?

On peut facilement calculer I'intégrale sur les fréquences. On se sert de la relation
P, Py = Prppy pour aboutir a

a(k)—DO—)\Z/ 4G P (F) Pours (7 2F) Pas(d— ~F)
= I/QSd(d— 1) [A A] q rmn mrs q 2 ns q

1- 1-
X |7 — 5lg|—y—2|(7+ §k;|‘2 + O(K?) (14.13)

On effectue un développement en série de l'intégrand et on utilise les relations
suivantes

Sd 1 — bn—i—d
A " g = AT 6, 14.14
/[AA] R n+d ( )

L Sy 1=t
/[;\ R ddq q 4qujQTQS — d(d—j_Q)A +dn—_i_ci(5ij5rs + 5@'7"53'5 + 5155j7«) (1415)
o
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pour aboutir a 'expression de a(k)

B DO)\2Ad_y_4 a2 — y—4 1-— p—(n+d)

k . .
alk) v? 2d(d + 2) n+d

E* + O(k?) (14.16)

Ce terme étant proportionnel & k%, donc au laplacien dans l’espace réel, il a pour
effet de modifier la viscosité. En suivant [150] on peut évaluer l'accroissement de
viscosité si on considere que b est proche de 1, b = 1 + 0b, c’est a dire que la bande
de vecteur d’onde que 1'on élimine est étroite

sy — v LY=L +0O(\?) (14.17)
Y=Y\ 2dd +2) ‘

Pour donner un sens a la démarche il faudra s’assurer que le parametre \ est petit.

14.2.4 Renormalisation des grandeurs

Apres élimination, la coupure a été divisée par b, mais pour pouvoir comparer
deux équations il est nécessaire de se placer a la méme échelle. c’est pour cela qu’il
faut renormaliser les grandeurs par un changement d’échelle

w(%) — 02w (A) (14.18)

a(%) — BH(A) (14.19)

~v et z sont appelées les dimensions anormales respectives de la vitesse et de la
fréquence. On va de plus faire une hypothese tres forte et potentiellement criticable.
En effet, les dimensions anormales sont liées a la nature du point fixe dans I'espace
des parametres. Les calculs précédents d’élimination ont été développés autour d’une
équation de Navier-Stokes ol on a considéré que seule la viscosité changeait. On va
cependant supposer que la relation entre la force stochastique et la vitesse ne
changeait pas. On aboutit alors a

f (%) — b f(A) (14.20)

,,(%) — b* () (14.21)

Une autre hypothese forte permettant de faire aboutir les calculs est de supposer
que les corrélations du bruit ne sont pas modifiées par renormalisation. On obtient
ainsi une relation entre 7y et z
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3 d+y
= — — 14.22
T=EGE T (14.22)

La renormalisation de la viscosité est immédiate et on obtient

v =(z—2)vdb (14.23)

On peut maintenant étudier le comportement de I’équation sous une transforma-
tion d’échelle a l'aide des relations ((14.18) a (14.23). L’équation obtenue a la méme
forme que 1’équation originale permettant ainsi d’itérer la procédure

) . i\ s g .

v(k) = g(k)fl(fc) — Esz—l_deg(];)len(E)/ 2m) U (k — @)on(q) (14.24)

Par contre la procédure de renormalisation modifie le parametre A selon

A(BA) — b27 T\ (A) (14.25)
14.2.5 Equations différentielles de renormalisation

Si on considere que 0b est infiniment petit, on peut tout de suite écrire une équation
différentielle pour la viscosité

d _ _
d—g = u(z — 2+ Ba)2) + OO\ (14.26)
ou By = %. Puisque le parametre A dépend directement de la viscosité se-

lon ((14.4), on peut directement dériver une équation différentielle pour décrire son
évolution en fonction du facteur d’élimination b

db

IS
>~
N | >l

(e —3B\?) + O(\h) (14.27)

ol € = y + 4 — d. Cette équation admet deux points fixes, \y = 0 et Ay = \/ 35

dans le cas olt € < 0, \; est stable et A, est instable. Ce résultat justifie le calcul de
perturbation lors de I'élimination des vecteurs d’onde puisque les termes négligés sont
nuls pour de grands facteurs de dilution. Lorsque € > 0 par contre, c¢’est 'inverse qui
se produit \; est instable et )\, est stable. Mais dans ce cas, les termes négligés sont
proportionnels & différentes puissances de A\ au point fixe et ne seront faibles que si €
I’est aussi.
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En résolvant simultanément les deux équations différentielles ((14.26)(14.27]), on
trouve une relation liant la dimension anormale de la fréquence aux autres parametres

z =2 — By(N\)? (14.28)

olt A est le point fixe stable dépendant de e.
Deux cas se présentent donc
—Sie<0,alors A\ =0et z=2

— Sie>0,alors A = 35, #0et z2=2—¢

La viscosité ayant pour dimension anormale z — 2, on a dans le dernier cas

Le facteur est obtenu a partir de la définition du parametre de couplage et de sa
valeur au point fixe. On trouve finalement

v = (3BdD”> A5 (14.30)

€

Une relation avait été obtenue par Kraichnan [I58] [160] et la puissance était —%,
c’est a dire e = 4, laquelle puissance est encore souvent utilisée dans les simula-
tions numériques et donne des résultats en accord avec l'expérience, méme si elle
ne peut pas étre considérée comme petite et justifier ainsi le développement pertur-
batif précédent. La viscosité obtenue est bien une viscosité renormalisée et elle est
indépendante de k. L’équation de Navier-Stokes écrite dans 1’espace réel et amputée
de toute dépendance en k > A par la procédure de renormalisation, présente une
forme analogue a I’équation de Navier-Stokes originale ol la viscosité moléculaire est
remplacée par la viscosité renormalisée.

14.2.6 Spectre d’énergie

Toute cette magnifique artillerie que constitue le groupe de renormalisation n’avait
pas pour autres buts que de retrouver au moins le spectre de Kolmogorov et notam-
ment la fameuse loi des %, autrement dit dans l’espace réel la loi des % On va donc
calculer le spectre d’énergie apres un grand nombre de dilutions des degrés de liberté
et lorsque le systeme se trouve proche de son point fixe. Le spectre d’énergie est donné

pour un systeme homogene par

d—1 5
E(k) Sdk / / Ty < v (B)vi(@) > (14.31)

On trouve & l'ordre le plus bas en \

E(k) Sdk 1/ / 5 ng 9(4) < fi(k )fi(q‘) > (14.32)
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En utilisant la forme supposée des corrélations de la force stochastique

d—1 D
B(k) = ——k4v32 (14.33)
2 v
Si on suppose de plus que tous les vecteurs d’onde supérieurs a k ont été éliminés,

c’est a dire que A ~ k, on obtient d’apres ({14.30)

1
3 €
v(k) = (3BdD°> k5 (14.34)
€
et
d—1(eDI\? o
= (=0 & 14.
B(k) = = (SBd) 5 (14.35)

La viscosité obtenue est une viscosité dite effective. Elle est ressentie par les struc-
tures de nombre d’onde k et ne dépend pas de la coupure A, car ce dernier n’est qu’'un
moyen de traiter une équation de Navier-Stokes avec moins de degrés de liberté. Une
structure donnée est diffusée par les structures plus petites, et est convectée par les
plus grandes. La viscosité effective agissant sur le nombre d’onde &k devient la visco-
sité renormalisée lorsque la coupure est égale a ce nombre d’onde. Dans ce cas, en
effet, toutes les interactions créant une diffusion se retrouvent dans les coefficients de
transport.

Une relation a e fixé et souvent utilisée dans les simulations numériques est

~k (14.36)

Le spectre de Kolmogorov est retrouvé pour € = 4, c’est a dire y = d.



Chapitre 15

Contributions de la TFDC a
I’hydrodynamique

On a vu au chapitre précédent que 'utilisation du Groupe de Renormalisation par
les hydrodynamiciens pour traiter I’équation de Navier-Stokes et essayer de retrouver
les lois d’échelle de la turbulence était incohérente sur un grand nombre d’aspects.
On se propose ici de développer une procédure beaucoup plus orthodoxe du point
de vue de la Théorie du Groupe de Renormalisation. Elle fait appel a la Théorie de
la Fonctionnelle de Densité de Courant (TDFC) et permet d’envisager de traiter la
turbulence de maniere beaucoup plus systématique.

15.1 Problématique

Les équations du mouvement en hydrodynamique sont obtenues dans la limite
de faibles et lentes déviations par rapport a I'équilibre [147]. Il est particulierement
difficile de construire une approche systématique pour trouver les équations du mou-
vement susceptibles de prendre en compte les grandes amplitudes (petites longueurs
d’onde) des modes hydrodynamiques en raison de la nature phénoménologique de la
dérivation des dites équations. Dans le cas d’écoulements laminaires, ces limitations
ne sont pas bloquantes et on peut obtenir des résultats simples et précis en accord
avec les expériences. Cela peut paraitre toutefois suprenant en regard de la nature ap-
proximative des équations mais peut étre aisément compris en raison de la séparation
des échelles de temps et d’espace. Ces dernieres, lorsqu’on les considere pour la dy-
namique entre particules a 1’échelle microscopique, sont bien plus petites que celles
des modes hydrodynamiques, rendant ainsi les approximations utilisées tout a fait
justifiées et ce, méme pour des larges amplitudes, c’est a dire de larges écarts dans
les vitesses.

La puissance prédictive des équations hydrodynamiques est sérieusement limitée
lorsque 1'on considere un phénomene critique, en 'occurence le cas de la turbulence.
Dans ce type de phénomene, un grand nombre de modes appartenant a une large
gamme d’échelles de temps et d’espace, sont a prendre en compte et la validité des
approximations éventuellement utilisées pour dériver les équations du mouvement

185
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n’est plus vraiment justifiable.

La méthode du Groupe de Renormalisation est une méthode systématique pour
traiter ce genre de probleme [163], ou il s’agit de comprendre comment les petites
échelles peuvent donner naissance a des grandes échelles a des théories phénoménologiques.

Le concept d'universalité est con¢u dans ce contexte pour expliquer pourquoi une
famille de parametres microscopiques relevants peuvent influencer des phénomenes
a grande échelle. La clef est encore dans la séparation des échelles qui fournit un
mécanisme de suppression de la sensibilité des phénomenes a grande échelle a une
grande classe de parametres microscopiques dits irrelevants. L’objectif avoué de ce
travail est de fournir un moyen de construire les équations hydrodynamiques du mou-
vement en commencant au niveau microscopique dans le cadre d’'une Théorie Quan-
tique de Champ et d’arriver ainsi a la généralisation systématique des équations de
Navier-Stokes, ce qui permettrait par la suite d’appliquer des approximations non-
perturbatives, telles que la méthode de groupe de renormalisation. Les détails de
I’application de la méthode de groupe de renormalisation sont reportés pour de fu-
tures publications. Une dérivation systématique de I’équation hydrodynamique a par-
tir des principes microscopiques doit résoudre deux difficiles problemes physiques et
mathématiques, tous deux liés aux processus dispersifs. Dans une description mi-
croscopique quantique, le systeme devrait eétre fermé, ce qui rend la description
des processus dispersifs difficile. Ce probleme est évité dans le travail actuel en
représentant les degrés de liberté participant aux processus dispersifs d'une fagon
phénoménologique qui la rend controlable et peut facilement étre remplacée par la
description correcte au prix d’avoir un formalisme plus compliqué. En particulier, les
processus dispersifs produits par un thermostat ou par le désordre microscopique aux
frontieres seront pris en considération dans le travail actuel en utilisant un temps de
vie fini, 7, pour des excitations élémentaires. Ce nouveau parametre sera main-
tenu libre, phénoménologique ici mais comme mentionné ci-dessus, il peut étre en
principe obtenu & partir des descriptions microscopiques conformément a [164] et
[165]. Un autre probleme relatif est que les équations du mouvement dérivées du
systeme fermé résultent d’un principe variationnel ou il est notoirement difficile de
représenter les forces dispersives. En fait, le probleme de représentation du frottement
est un probléeme bien connu en mécanique lagrangienne ot on assimile la particule a un
point. La situation est différente en hydrodynamique eulérienne ou la variable de base
est la vitesse plutot que la coordonnée. Il n’est alors pas difficile de dériver les forces
visqueuses a partir d’'un principe de moindre action puisqu’elles sont quadratiques
dans les dérivées. Le véritable probleme apparait quand on cherche les puissances im-
paires des dérivées, c’est a dire la partie de ’accélération qui correspond a un terme
de surface dans l'action intégrale et qui ne donne aucune contribution a I’équation
d’Euler-Lagrange. Il y a des solutions alternatives [166] mais dont I'origine est plutot
artificielle et leur origine physique n’est pas toujours bien démontrée [167]. L’action
est toujours bien déterminée des qu'une description microscopique est appliquée. Dans
notre cas c’est 'action effective pour la densité et les opérateurs courants, tronquée
par un développement du gradient. Les processus dispersifs, représentés par le temps
de vie fini des excitations élémentaires, produisent de nouveaux termes pour 1’énergie
dans la relation de dispersion extraite a partir de la partie quadratique de 'action
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effective, ce qui nous amene a éviter des dérivées premieres dans les équations d’Euler-
Lagrange. Nous suggérons donc le remplacement de la dérivée spatio-temporelle 0,
par sa version symmétrisée, \/8_5 dans le lagrangien. Un tel procédé est consistent
avec le fait que la perte d’invariance par inversion de temps devrait avoir lieu sans
avoir des termes de brisure de symétrie explicites au niveau microscopique. Une telle
brisure spontanée de symétrie a été déja employée pour obtenir des processus disper-
sifs, en particulier la conductivité, au moyen de 'action effective [165]. L’équation du
mouvement obtenue a partir de I'action effective caractérise la dynamique des exci-
tations bosoniques les plus importantes, celles de la densité et du courant, a 1’échelle
de la coupure UV utilisée en obtenant 'action. Afin de transformer ces équations en
les vraies équations hydrodynamiques, la valeur originale de la coupure devrait étre
déplacée de I’échelle microscopique, subatomique, vers le régime hydrodynamique au
moyen de la méthode du groupe de renormalisation. On a fait un raccourci par sim-
plicité et on présente la partie quadratique de ’action effective a 1’ordre principal du
développement en boucles en placant naivement la coupure dans le régime hydrodyna-
mique, et en ignorant I’évolution produite par les équations finales du groupe de renor-
malisation. L’équation du mouvement pour le courant, considérée au principal ordre
dans la déviation des valeurs moyennes de I'état fondamental reproduit I’équation
de Navier-Stokes. Les résultats du développement en boucle a 'ordre principal pour
les coefficients de viscosité de cisaillement et de viscosité de volume sont présentés.
La pression provient du multiplicateur de Lagrange utilisé pour maintenir ’équation
de continuité. L’équation du mouvement pour la densité peut formellement étre in-
terprétée comme une équation constitutive. La détermination microscopique des pa-
rametres hydrodynamiques par des fonctions de Green a une longue histoire [168]. Le
procédé présenté dans ce chapitre devrait apporter une maniere plus systématique de
dériver les équations hydrodynamiques du mouvement parce que 1I’évolution produite
par l'utilisation du groupe de renormalisation et les corrections d’ordre supérieurs
dans le développent du gradient et dans la déviation des valeurs moyennes dans I'état
fondamental sont prises en considération.

Le chapitre est organisé de la fagon suivante. Le hamiltonien microscopique est
présenté dans la section , I’action effective pour la densité et le courant en
. Elle est donnée formellement pour les particules non-interagissantes jusqu’a
I'ordre a trois boucles dans les statistiques d’échange. L’interaction a deux corps est
traitée au niveau d’une boucle. L’action effective est plus utile en ’absence d’inter-
actions a grande échelle. Les forces dispersives sont censées réduire les corrélations
a grande échelle dues aux statistiques d’échange et de rendre ainsi l'action effective
locale. Cette maniere phénoménologique de tenir compte de la dissipation due au
thermostat est présentée dans la section , et est suivie de l'introduction du
développement du gradient, travaillée particulierement afin de maintenir les termes
non-analytiques dans I’énergie ou dans les moments produits par dissipation. Ces
dépendances non-analytiques sont en partie plaidées a un niveau qualitatif en ex-
ploitant des analogies formelles entre le traitement en champ moyen de la brisure
spontanée de l'invariance par inversion en temps et sont en partie extraite a partir
de la densité a une boucle et de la fonction courant a deux points. La section ([15.4)
présente la densité du lagrangien effectif résultant de 'action effective locale dans
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le cadre du double développement de Ginzburg-Landau, par la troncation dans les
fluctuations et dans les gradients d’espace-temps. Ce lagrangien n’est pas entierement
local, les forces dispersives introduisent des processus non-locaux jusqu’a des distances
de 'ordre du libre parcours moyen. Le traitement phénoménologique de la dissipation,
a savoir la présence du thermostat, produit des contributions imaginaires a 1’action
effective. Celles-ci ne sont pas prises en considération dans 1’équation du mouve-
ment puisqu’elles correspondent au ”leakage” de I'état quantique et devraient étre
¢éliminées en incluant les degrés de liberté du thermostat dans la description comme
mentionné ci-dessus. Différentes caractéristiques de 1’équation du mouvement sont
discutées dans la section . La forme invariante par transformation galiléenne
des équations est d’abord présentée en prolongeant le calcul variationnel pour la
dérivée convective. L’équation de continuité est ensuite abordée et on propose que
I’équation du mouvement pour la densité soit interprétée comme équation constitu-
tive. La brisure spontanée de l'invariance par inversion de temps est décrite pour
I’équation du mouvement du premier ordre et est discutée avec la dérivée temporelle
symétrisée. L’identification des degrés de liberté régis par I’équation du mouvement
termine cette section. L’équation du mouvement a l'ordre le plus élevé pour la vitesse
est présentée dans la section . et ses termes sont comparés au Navier-Stokes.
La section (|15.7)). inclut les résultats et une courte liste de questions encore en sus-
pens. Il y a un certain nombre d’annexes supplémentaires ou les aspects techniques et
formels des calculs sont discutés. Les notations sont récapitulées dans l’annexe ({Al).
La dérivation symétrisée est explicitée en annexe . On donne le détail des calculs
quelque peu fastidieux des coefficients de développement fonctionnels de la source o
et de l'action effective I' dans ’annexe . L’annexe @ montre les premiers ordres
du développement double de Ginzburg-Landau pour la densité lagrangienne effective.
Les équations correspondantes du mouvement sont dérivées dans I’annexe . Les
expressions du calcul & une boucle de la partie quadratique de 'action effective dans
la densité et le courant sont rassemblées en annexe .

15.2 Modele

On considere le modele le plus simple de fluide, en I'occurence un systeme atomique
ou moléculaire équivalent, ou les interactions sont prises en compte par un potentiel
a deux corps U, .. L’objectif est d’étudier les basses énergies, les excitations a longue
portée dues a la conservation du nombre de particules. On suppose que la structure
interne des atomes ou des molécules, dénommées désormais particules, est gelée dans
ce régime énergétique.

L’hamiltonien est supposé étre la somme de trois termes, H = Hy + H; + H, ou

hQ
_ T _ —

1
Ho= [Viblont 5 [ wlulivativn,
(15.1)
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On renvoie a l'appendixe pour un résumé des notations. Le potentiel chimique p
est introduit afin de rendre le systeme a densité finie. Le spin est explicitement ignoré
et n’est pris en compte qu’au travers de la statistique, c’est a dire que les opérateurs
de champ 1, doivent satisfaire les relations de commutation et d’anti-commutation
canoniques. L’hamiltonien d’interaction, H;, inclut des termes de forces a un corps et
a deux corps. L’hamiltonien H, est responsable des interactions avec I’environnement
et contient des termes d’interactions a plus de deux corps. Il est localisé en espace-
temps pour les conditions initiales et les conditions aux limites. Il brise 'invariance
par translation et représente le désordre a un niveau microscopique. Bien que I'impact
de telles interactions peut étre facilement incorporées dans la description [165], cette
issue sera ignorée dans le travail actuel par raison de simplicité. La partie a plus de
deux corps de H, représente le couplage au thermostat, réalisé par la composante
transverse du champ électromagnétique et par d’autres degrés de liberté situés sur la
frontiere spatiale. Ils seront ignorés ci-dessous excepté dans la section (|15.3)) o un
argument qualitatif basé sur ces interactions est présenté. La charge et les opérateurs
de courant sont couplés aux sources o,

¢T.¢.¢:¢T.UO.@0.¢+¢T.OJ..@J..¢’
IDT ’ OOx = waa
?/) Oja: ¢ - [ 3¢T¢x @blajwz] .
(15.2)

La représentation de la fonctionnelle génératrice des fonctions de Green connexes,
W o], pour la densité et les opérateurs de courants peut s’écrire

iWlo] _ /D Dluleh? G —umVep =gt
(15.3)
avec
St v /¢T {@hﬁt — h_A +p—-V, - } Wy — %/ u, U, ;uy,

- (15.4)

apres 'introduction d’un champ auxiliaire u, ou

/ Us .U, = 0ay.

) (15.5)

La variable de champ 1, est un nombre complexe ou grassmanien respectivement pour
les particles de spins entiers ou demi-entiers. Remarquons que u, joue formellement
le role de composante temporelle du champ de photon, u = Aj, quand on prend en
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compte l'interaction coulombienne. Il est facile de vérifier que le champ auxiliaire
nécessaire pour “maquiller” la totalité des interactions électromagnétiques entre les
charges portera le potentiel-vecteur A, avec 'action de Maxwell usuelle.

Le type d’interactions considérées ici ne peut étre traité de maniere consistante
a des échelles arbitrairement courtes, autrement dit, la théorie non-relativiste que
nous considérons n’est pas renormalisable. La régularisation la plus simple est la
coupure dans l'espace des impulsions puisqu’elle préserve les symétries globales, en
particulier elle conserve le courant électromagnétique, confere ci-dessous. La
conservation du courant est la premiere équation dans la hiérarchie des identités de
Ward, caractérisant par la les théories de jauge. Les identités a des ordres élevées et
violées par la coupure dans I'espace des impulsions peuvent étre préservées de maniere
non-perturbative en utilisant seulement une régularisation du réseau. Puisque nous ne
sommes pas en train de traiter les modes transverses du champ électromagnétique de
maniere dynamique dans notre modele, on se contentera d'une coupure dans 1’espace
des impulsions.

Il est pertinent de mettre en avant un probleme lié a la coupure, en 'occurence
la perte d’invariance galiléenne. En fait, la coupure dans ’espace des moments viole
I'invariance du ”"boost” galiléen

T —x+tu, J— 7+ pou
(15.6)

Ce n’est pas évident du tout si on construit un régulateur invariant par ”"boost”
puisque les "boosts” représentent un groupe de symétrie de volume infini. En tra-
vaillant avec la coupure dans l’espace des moments, on reporte ce probleme a de
futurs travaux, ou ’on imposera 'invariance par "boost” d’une maniere empirique en
supprimant explicitement les contributions non-invariantes et en retenant les contri-
butions invariantes comme indiqué dans la section ((15.4.4)). Bien que la fonctionnelle
génératrice Wo| contienne entierement la physique du modele, il n’est pas nécessaire
qu’elle soit non-locale. La fonctionnelle de densité de courant est alors introduite
comme la transformée de Legendre de Wo],

Llp] = -Wlo|+ 0z pa;, pa= SWlo]

Y

(50'[1

(15.7)

ou on définit l'indice de bloc @ = (a,x). La transformation inverse est similaire a
(15.7) mis & part la seconde équation qui est remplacée par

~_ 0Cp]
‘ opa
(15.8)
Une importante relation qui sera utilisée par la suite
O*Tlp] *Wlo]
dpdp " Sodo

(15.9)
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et qui peut étre obtenue en prenant la dérivée fonctionnelle seconde de la premiere
équation dans . On utilisera souvent la notation pg = n, py = jy = nv, dans la
plupart des expressions qui suivront. La fonctionnelle génératrice des vertex 'z, 4.
sera définie par les coefficients du développement de Taylor fonctionnel autour d’une
configuration extrémale, pj,

(15.10)

Une fonctionnelle F[p] sera qualifiée de locale si la corrélation explicite entre ses
variables indépendantes a un support fini, c’est a dire

OFll _,
(S,Oa,x(spb,y
(15.11)

si 2% — y°| > 1 ou |x — y| > £y. On justifiera ci-dessous, dans la section (|15.4)),
que I'[p] qui nous permet d’obtenir les équation hydrodynamiques du mouvement est
en fait local, 7y est le temps microscopique de relaxation 79 = Tpier, €t bo = ThmierUF
ou v est la vitesse de Fermi. La fonctionnelle ou 7y = ¢35 = 0 est qualifiée d’ultra-
locale. L’action effective I'[p] vérifie un nombre important de symétries. Mis a part
les symétries bien connues comme les symétries de translation en espace-temps et de
rotation en espace, 'invariance sous "boost” galiléen est tres importante car elle fait
appel a une transformation non-triviale de la variable p,. On sera particulierement
intéressé dans ce travail par des configurations extrémales p*. Les "boosts” galiléen
transforment une configuration extrémale en une autre et les équations du mouve-
ment, un ensemble d’équations différentielles dérivées ci-dessous, doivent étre inva-
riantes sous des "boosts” galiléens. La dérivée en temps dans I'équation du mouvement
transforme comme

80—>80—u-V
(15.12)

Il est avantageux d’utiliser la dérivée convective qui elle est invariante sous ”boosts”

D:80+U-V
(15.13)

dans les équations du mouvement. Une autre symétrie, plus discrete en hydrody-
namique, est 'invariance sous renversement du temps. L’hamiltonien microscopique,
H = H, + H; + H,, est formellement invariant sous renversement du temps mais
cette symétrie peut étre perdue au niveau de 'action effective. Cette possibilité sera
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discutée en détail dans la section (15.4.3). Enfin, on mentionne le fait que la fonction-
nelle W{o] vérifie I'invariance de jauge. Elle reste invariante sous la transformation
O(uz) = O(uz) T 0Pz, comme un résultat intermédiaire de la conservation du cou-
rant. Il est utile de scinder les champs de vecteurs en somme de composantes trans-
verses invariantes de jauge et en composantes longltudmales de;aendantes de la jauge
o, =0 f,,)+O£)etpu—pft)+p£,),ouauau):8“;)# Oaﬂ 8aetpﬂ =0,0.
La transformation de Legendre de la fonctionnelle invariante de jauge W[o®],
se fait comme

r r r r 4 4 T 5W[U(tr)]
L") + p9 = —We®™] 4+ ¢ <t ) pff ) 4+ a( ) pfl), /J‘ét = sot)
O~

a

(15.14)

et pl = 0. Ainsi, la variable de I’action effective est contrainte par I'équation de
continuité

60,00 + aj,oj =0.
(15.15)

15.3 Action effective

Apres avoir présenté le modele, on s’intéresse maintenant a ’action effective dans
'"équation (15.7) et on montre comment 'obtenir de maniere systématique en 1’ab-
sence ou en la présence d’interactions a deux corps.

15.3.1 Particules non-interagissantes

On se plage dans le cas le plus simple, celui ou les particules sont non-interagissantes
et les corrélations dans la densité et le courant apparaissent uniquement en raison de
la statistique d’échange. L’intégrale gaussienne est triviale dans (15.3)),

Wyilo] = —ihTrlog|G™" + 4] = —ihTrlog G~ —l—zhz mel Tr(G - #),
n=1

(15.16)

ou les consitutants élémentaires sont supposés étre des fermions. Dans le cas de bosons,
la fonctionnelle génératrice peut étre obtenue au moyen d’'un changement total du
signe Whi bos|0] = —Whi ferm|0].

Le changement de variable dans la transformation de Legendre est réalisé en in-
versant la relation

:—zhz D" Tr [(G-#)"- G - O] .

(15.17)
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A cette fin, on introduit le propagateur particule-trou
Gy = —ihTr|G - Oz - G- O]
(15.18)

et on cherche une inversion ayant la forme d’une série en puissance de fonctionnelles

dans r =G (p — p*),

o
Oq = E /
n=1 a

n*

1
mAa,al,...,anTal T
n

(15.19)
En insérant ((C.16]) dans ((C.14])
pa= [Gugri o= i S (-1 T (G4 GO
b n=0
(15.20)

L’identification des coefficients des différentes puissances de r des deux cotés de ((C.14)
est effectuée dans 'annexe ((C.2.1]) et ameéne a

pr = —ihTr|G - O]
A&,J = _55,c2
~—1
Aa,&”é =2 Ga,asa,d,,é

avec
g

n!

> Tr(G0s,,GO4y, - GO

PeSy

GO;),

Sair iz, iin Grn)

(15.22)

ou la somme s’étend sur toutes les permutations des n indices. On écrit finalement
'action effective au moyen de ((15.7)) et ((15.16]) comme

n

oo _1 n
Toilp] = ihTrlog G — ihz (=1) Tr(G - §)" + 04 - pa
n=1

(15.23)
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et les fonctions des coefficients de 'ansatz (15.10)) pour ’action effective sont iden-
tifiées en comparant les coefficients des puissances identiques en r dans (|15.23]). Un
calcul long mais direct amene a

Iy = ihTrlog G

-1
Lap = Gaé
Fa,é,a = _2S~,B,&
G -1 A-1A-1A4-1A4-1
Taped = 231555008 / B~S~fGa,aGa,@GaaGJ,sGa,g<5a7a,556@s+Sé,dﬁ5ff,s
a? 7’y7 767
+ 8:5,657.35)
(15.24)
avec
Q _ ~—1 -1 ~—1 o 5
S&I’dQ """ an — -/%71,62,...8n 61,6,1 BQ,&Q o Bn,dnsblrb%"wbn
(15.25)

On renvoie a 'annexe ((C.2.2)) pour plus de détails.

Remarque 15.3.1 Remarquons que l’action effective contient une infinité de vertex
meéme en 'absence d’interactions. Ces vertex représentent des corrélations a longue
portée induites par I’(anti- )symétrisation des états physiques par rapport a ’échange
de particules identiques.

15.3.2 Particles interagissantes

Les interactions a deux corps induisent une autre série de vertex dans l'action
effective qui est habituellement construite dans le cadre d’expansion en boucles ou
de développement perturbatif. Les méthodes non-perturbatives sont disponibles bien
entendu, comme la TFD phénoménologique [25], ou la méthode du Groupe de Renor-
malisation Fonctionnelle [I74]. On présente brievement dans cette section la forme a
une boucle de la fonctionnelle génératrice W o] uniquement pour les fermions.

L’intégration sur le champ fermionique peut étre effectuée aisément dans
et on obtient le résultat suivant

6%W[a] _ /D[u]eTrlog[G—u+¢ﬂ1—2%u-U1~u
(15.26)
ce qui peut etre écrit comme
€%W[U] — eTrlog[G_1+y§‘] /D[u]e gl %TT[G(”)-u}"fﬁu-U_l-u

(15.27)
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ott G~ = G~! + 4. L’approximation & une boucle consiste & traiter les modes
indépendants des autres dans la derniere intégrale fonctionnelle par une troncature
de laction a I'ordre O(u?),

etWlol — i Waild] / Dlu]e=ip" " vz (GOHUT D ur0w?)

(15.28)

ou

p;(ﬂ) — _ihG;xa

(15.29)

et

Gl) = —inG)GY)

(15.30)

L’intégrale gaussienne sur u, donne

Wio] = Wylo] + lp*(") © = ! p" )+ O(1?)
w2 GO + g4+ U1
= —ihTrlog G~' +ih <—T G- )"
1hTrlog +1 ; - r(G - @)
Y [ G (§ 6 1ual6) (¢ GVl (8- 6
k,£,m=0 a.b
+ O(R?)

(15.31)

ou

coy 1
GO+ U1

(15.32)

est le propagateur re-sommé a une boucle pour le champ v contenant la polarisation
G© comme self-énergie. La contribution ayant Dair plutét compliquée dans
peut étre facilement interprétée comme une resommation partielle du développement
perturbatif dans U . Puisque les interactions seront traitées d’une maniére phénoménol-
ogique et simple par la suite, I’expression ne sert qu’a démontrer que ’ansatz
pour l'action effective reste valide tant que les interactions sont traitées per-
turbativement. L’action effective est alors construite ordre par ordre dans la section

(15.3.1)) en remplacant la fonctionnelle génératrice (15.16)) par (15.31)).
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15.4 Lagrangien effectif

Un des avantages du formalisme basé sur ’action effective est la réintroduction de
principes d’actions extrémales. En fait, on suppose qu’on prépare une source externe
o mise en action adiabatiquement depuis o;,—_., = 0 qui s’annule pour ¢ > 0 et mene
le systeme dans un état fondamental pour des conditions initiales données pour la
densité et le courant. En raison de , les valeurs moyennes de ces dernieres, p*
forment une configuration stationnaire de l'action effective pour ¢ > 0 et satisfont
I’équation du mouvement

oL'[p]
5, =0

(15.33)

15.4.1 Forces dissipatives

Le probleme habituel nous empéchant d’accomplir cette démarche dans le contexte
d’équations hydrodynamiques phénoménologiques est lié aux processus dissipatifs.
En fait, c’est un probleme ancien que de tenter de représenter les forces dissipa-
tives dans le cadre de principes variationnels en mécanique. Le transfert de 1’énergie
mécanique vers I’environnement, vers le bain ou vers le désordre au bord du domaine,
maintient le systeme ouvert et empéche d’introduire un lagrangien et le principe de
moindre action. Peut-on éviter ce probleme pour 'action effective ? D’un autre coté,
le traitement phénoménologique de I’environnement maintient le systeme ouvert et le
probleme semble subsister. Mais d'un coté, I'action effective est assez adaptée pour
établir la validité de si 'environnement est correctement pris en compte. Afin
de mieux comprendre ce point, on suppose que l’environnement peut étre pris en
compte en introduisant des degrés de liberté additionnel, dénoté par ®, dans I’action
effective T'[p] — T'[p, ®]. Alors, cette action étendue pourrait donner les équations du
mouvement correctes

ollp, @] _ ., Llp, 9]

il Ul R il i R

op ’ oP
(15.34)

En résolvant la seconde équation, on peut en principe éliminer ® et ’équation du
mouvement pour p seulement peut étre obtenue a partir de la fonctionnelle T'[p, ®[p]].
L’incorporation correcte de I'environnement mentionné ci-dessous est la supposition
que l'action effective I'[p, ®[p]] reste locale en p. On propose maintenant un traitement
phénoménologique des interactions avec I’environnement qui puisse rendre la fonction-
nelle I'[p, ®[p]] locale. Cette approximation réalisera la description hydrodynamique
et introduira une densité lagrangienne effective.

Notre action effective est valide dans une certaine gamme d’échelles de longueur
et de temps, allant de la coupure UV en temps et en espace, respectivement 7y et
Ly, jusqu’a l'infini. La coupure spatiale, ¢y est toujours présente en raison des diver-
gences UV et 19 & {y/vp est produit dynamiquement. L’application de la stratégie
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du groupe de renormalisation a l'intégrale de chemin autorise a changer la
coupure librement. Supposons que le systeme est un liquide de Fermi, c’est a dire
perturbatif & température nulle et 'action effective I'[p, ®] correspond a 79 > Tpicr
et lo > Timiervp. Alors les processus de relaxation microscopique ne sont plus pris en
compte et il est alors possible de représenter les interactions perturbatives des consti-
tuants ¢élémentaires entre eux et avec 'environnement dans I'[p, ®[p]] de maniere
phénoménologique, en ne gardant que l'action effective non-interagissante pour les
constituants élémentaires avec des parametres renormalisés comme la masse, le temps
de vie fini, 7 & T, Le temps de vie fini du aux interactions avec ’environnement
peut provenir du désordre aux frontieres du domaine, le terme a un corps de H,
ou de l'interaction avec le thermostat, représenté par le terme a N-corps de H,., in-
troduit en section . L’approximation consiste alors a utiliser I'action effective
non-interactive, I'[p] — T',;[p], avec une coupure choisie dans le régime hydrodyna-
mique et un propagateur fermionique causal

G;;7 — G;}D — sign(Smw)y,

(15.35)

olt 7 = 1/7. Le calcul de O((p — p*)?) élément de Paction effective est donné dans
I’appendice . Le temps de vie fini des excitations limite la partie non-locale
de T'action effective, ce qui suggere 'application du développement en gradient de
Iaction effective. On verra plus bas que 'action effective peut étre écrite
comme une intégrale spatio-temporelle d'une densité lagrangienne dans le cadre du
développement en gradient. Tant que les interactions et les corrélations portent sur
de courtes distances, le lagrangien effectif résultant est local, c’est a dire analytique
dans les dérivations spatio-temporelles, et le développement en série de dérivées peut
étre tronquée du point de vue des basses fréquences et des processus a grande dis-
tance. La complication dans ce schéma provient du fait que la brisure spontanée
de l'invariance par renversement du temps, pilotée par les processus de relaxation
microscopique, génere une dépendance non-analytique en fréquence, ce qui corres-
pond a des corrélations non-locals en temps. Ces dernieres génerent formellement une
"fuite” du vecteur d’état dans l'espace de Fock de l’environnement, au thermostat
ou vers les impuretés. Puisque ces degrés de liberté ne sont pas traités explicitement
dans I'approximation phénoménologique ces processus sont représentés par une par-
tie imaginaire dans 'action effective et la partie réelle de I'action effective devrait
étre employée uniquement pour dériver les équations du mouvement. Les équations
résultantes capturent correctement la dynamique des excitations bosoniques des forces
dispersives.

15.4.2 Fonctions de vertex analytiques

Il est plus simple d’établir le développement du gradient sous I’hypothese simpli-
ficatrice que la seule singularité des fonctions de vertex apparaissant dans ’action
effective, nait de la conservation globale de I’énergie-impulsion, c¢’est a dire des fonc-
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tions I's, 5., 4., introduites par la relation,

r

Broeein = Opytotpn,0L Br,oe fn 1 gan-

(15.36)

Elles sont analytiques pour les variables d’énergie-impulsion. Le développement en
gradient peut étre réalisé d’abord en écrivant I'action effective (15.10f) dans ’espace
de Fourier

Z n! / Z f‘ﬁlv---,ﬁnfhun (p— p*)m,—m

Pp1,.- 7pn 1 n

o (/0 —p )Mn—l,*pn—l<p - p*)un,p1+---+pn—1
(15.37)

et ensuite en appliquant un développement de Taylor pour les coefficients autour de
p=0,

1
a 8kn 11"
an/p kileooky_q! P1yeesPr—1,4n |[Pj=0

1yeesPn—1 ;U' {k} -

Xpll(p - P )—151 o 'pn:l (p - p*)_ﬁn71<p - p*)ump1+~--+pn71'
(15.38)

Le multi-indice k est introduit a 'aide des regles k; = (k%) k1, k3, k3), 0 8 6 B 0 g

R R
et k! = kolki!ky!k3!. Enfin on récrit p(,p) a l'aide de son expression dans I’espace réel,

ikl len ]

Zn.Zkl

X /82? (/0 - IO*)(m, 352 11(/0 - p*)(unfl,w)(p - p*)(un,ac)v

k kn_1T
T a " Pﬁlv--wﬁnflvun ‘pjzo

(15.39)

qui nous permet d’introduire la densité lagrangienne effective

L= Z Z !F/]?f ZZ ll,unam (p—p )(Mlar) o '652:1 (p— p*)(#nq,w) (p— P*)(un,x)>
n=2 {k;}

(15.40)

avec

LA LY

[hieoknoy gk ghaily —0-
Blseonsbin—1,fn k- k, ! DlyeesPn—1,Mn |Dj

(15.41)



15.4. Lagrangien eftectif 199

15.4.3 Invariance par renversement du temps

La discussion précédente est ultra-simplifiée car la fonction de Green f‘ﬁl,m’ﬁn_hp‘n
est une fonction non-analytique de la fréquence a w = 0, le point autour duquel le
développement en gradient est supposé étre effectué. La partie réelle et imaginaire
de la fonction de Green exhibe des singularités résultantes du temps de vie fini des
excitations ¢lémentaires. On considere la fonction a deux points I't" = f‘(w,),l, par sim-
plicité. La partie absorbante Sml’,, développe une discontinuité dont I'amplitude est
proportionnelle au taux du processus de relaxation particule-trou. On considere la par-
tie réelle non-absorbante, Rel’,, qui reste formellement invariante sous renversement
du temps, sous inversion du signe de la fréquence w = —p°, Rel', , = Rel'_,,. Quand
bien méme el , serait une fonction analytique de w que cette relation nécessiterait
que Rel,,, depende de w? seulement. Mais la brisure attendue de I'invariance par
renversement du temps dans le régime hydrodynamique suggere que les fonctions de
vertex, en particulier ¥el',, ,,, pourraient étre sensible a l'inversion du signe des va-
riables de fréquence. Cette derniere propriété mene a des puissances impaires de w
dans une fonction analytique. Comment Rel', , peut-elle se comporter comme une
fonction paire en w et exhiber en méme temps des puissances impaires de la méme
variable ?

Il est instructif de rappeler ici comment la solution de champ moyen d’un modele
de type Ising exhibe une brisure spontanée de symétrie Zy, représentée par une chan-
gement de signe du parametre d’ordre noté s. Supposons que I’hamiltonien de champ
moyen est de la forme H = —Jns(s) — hs ou J est une constante de couplage, n est
le nombre de coordination, le nombre des autres degrés de liberté couplés a s dans
I’énergie de maniere linéaire et h est un parametre externe de brisure de symétrie.
L’approximation de champ moyen pour I’énergie libre & température finie T'= 1/,

BF = —In (SURIHD) 4 =BUn(s)+1)

(15.42)
est une fonction paire de (s) pour h = 0 et
F~ —|Jn(s) + hl|
(15.43)
pour
1 |nl
|(s)] > mazx (%, E) :
(15.44)

La condition de champ moyen de Weiss,

(s) = _8§_hF = tanh B(Jn(s) + h)

(15.45)
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donne dans ce régime (s) ~ +1. Afin d’identifier la valeur moyenne correcte, on
doit choisir la solution qui correspond aux valeurs d’énergie libre basse. En suivant
"équation sgn((s)) = sgn(h). La brisure spontanée de symétrie apparaissant
a h = 0 est déclenchée par le parametre de brisure de symétrie infintésimal A qui
détermine le signe du parametre d’ordre. La limite thermodynamique, autrement dit
la présence d’une infinité de degrés de liberté tacitement supposée quand le ”tun-
neling” entre les minima dégénérés de 1'énergie libre h = 0, capable d’annuler le
parametre d’ordre, est ignoré.

Dans le contexte de brisure de symétrie de 'invariance par renversement du temps,
le role du parametre du parametre de brisure de symétrie h est joué par le parametre
de Feynmann € dans le propagateur. L’infinitésimal O(¢), partie imaginaire du propa-
gateur, brise I'invariance par renversement du temps pour chaque secteur d’impulsion
de l'espace de Fock, le nombre de coordination n peut alors étre identifié avec le
nombre de degrés de liberté et peut étre divergent a la limite thermodynamique. La
faible brisure de symétrie est amplifiée jusqu’a une limite finie par les interactions a
la fois avec le thermostat et avec le désordre aux frontieres spatiales de 1’écoulement.
L’énergie libre de champ moyen qui inclut déja les effets de brisure de symétrie pour-
rait eétre remplacée par l'action effective puisqu’il contient déja elle aussi les effets
de l'environnement cités précédemment. L’analogue du parametre d’ordre sera la
fréquence, qui se transforme de facon non-triviale durant le renversement de temps.
Naturellement, 1’analogie avec la théorie de champ moyen de Weiss s’arréte la et il ne
faut pas s’attendre a pouvoir prédire n’importe quelle autre valeur moyenne du pa-
rametre, la fréquence n’étant pas une variable dynamique. Mais il est raisonnable de
penser que la dépendance de I'action effective par rapport a la fréquence d’un p mono-
chromatique sera similaire a celles de 1’énergie libre par rapport au parametre d’ordre
dans une théorie de Weiss donnée par 1’équation . On s’attend donc a l'appa-
rition de I'expression singuliere |w| dans la dépendance en fréquence des fonctions de
vertex a w ~ (0. Cela devrait se produire puisque le temps de vie fini des excitations
fermioniques introduit une partie imaginaire dans la self-énergie de 1’électron, qui ne
s’annule pas au niveau de Fermi et dont le signe est le méme que celui de la partie
imaginaire de la fréquence. Ce signe est en accord avec le signe de la partie réelle de
I’énergie tant qu’on considere les propagateurs. On peut observer un tel mécanisme
dans 'expression a l'ordre d'une boucle de el ,,, présenté dans I’appendice .
Le changement w = 0% — 0~ inverse le signe de certaines contributions du temps de
vie fini dans l'expression de Rel',,, de telle maniere que Rel',, ,—o ~ a|w| pour w ~ 0.
On prendra en compte de tels termes non analytiques dans I’action effective en rem-
placant certaines dérivées partielles en temps par leur version symétrisée 0y — d, dans
le lagrangien effectif . Puisque la transformée de Fourier de 8, est —iw, 0, sera
la transformée de Fourier inverse de —ilw| = —ivw?, i.e.

ét =V af
(15.46)
Le mélange des dérivées spatio-temporelles sous "boosts” galiléens, montré par

I’équation ([15.12)) requiert une dépendance singuliere similaire en les variables d’im-
pulsion et on se doit de remplacer toutes les dérivées spatio-temporelles par cette
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construction symétrisée, 9, — @ = /0. Pour le calcul des éléments de matrice de
d, en temps, on introduit d’abord une distribution de Dirac régularisée

e 1
S(t) = S,
®) T2 + €
(15.47)
et I'opérateur
Gy = -1 Se(t —t)
tth — o 1l O¢ 3
(15.48)

dont il sera prouvé qu’il vaut (ét)_l ci-dessous. On construit alors les éléments de
matrice de 'opérateur hermitien S = sgn(w),

Spp = /e_i”(t_t,)sgn(w)

= atét,t’a
(15.49)
au moyen de la représentation habituelle de Fourier de la fonction ©,
dr e“rT
Ow)= [ — .
() 2T T — i€
(15.50)
La relation ([15.49)) nous donne directement les éléments de matrice
(ét)t,t' = atSt,t’
- (97f2ét7t/
1
=i | =6t —t)—2m62(t —t)|,
€
(15.51)

ou le parametre infinitésimal € > 0 est conservé afin de fournir une coupure ultra-
violette pour la dépendance linéaire en fréquence qui caractérise la région infra-rouge
seulement. Puisque la non-localité de la dérivée symétrisée d ”existe” sur une distance
de 'ordre de €, on fixe € = ¢y pour éj, j=1,2,3 et € =1y pour ;. Remarquons que
la seconde équation dans montre que G = (8})*1 en raison de % = 92,

Une autre expression tres utile pour S est

i1
Sip=——P
T Tt

(15.52)
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ou P dénote la partie principale de I'intégration lorsque S agit tel un opérateur, régulé
par e. La substitution de ce résultat dans la premiere équation de (|15.51]) donne

~

(8t)t,t’ —- — %atp

t—t
(15.53)

On verra que ce qui est important d’un point de vue calcul est que, bien qu’a la fois 70
et id soient des opérateurs hermitiens, le premier est imaginaire et anti-symétrique, le
second est réel et symétrique, respectivement. La dérivée temporelle convective sera
modifiée suivant D — D = d, + v - . Puisque toutes les dérivées doivent étre mo-
difiées dans 'action effective, on omettra le chapeau sur les symboles de dérivation
dans les équations sans risques et sans ambiguités. Mais on doit garder a l'esprit
qu’une équation importante, ’équation de continuité, doit conserver ses dérivées par-
tielles. Une différence majeure entre les dérivées usuelles et les dérivées symétrisées
nouvellement introduite est exprimée par les regles suivantes D, coskx = ik coskz,
3;,; sin kx = ik sin kx.

Comme il a été mentionné plus haut, les forces dissipatives, en particulier la dérivée
premiere d’un champ réel, sont difficiles a reproduire dans le formalisme lagrangien.
En fait, ’étape d’intégration par partie en dérivant ’équation d’Euler-Lagrange pour
I’action

S = (ﬁtat(bt
/t

élimine ’équation du mouvement, indiquant par la que l'action ne contient qu’un
terme de surface. Comment retrouver les dérivées du premier ordre de l'équation
hydrodynamique du mouvement ? Le lien entre ce probleme et la modification des
dérivées peut étre observée en notant que l'intégration par partie dans l'espace réel
consiste a utiliser une distribution de Dirac conservant I'énergie et I'impulsion et a
effectuer le changement p — —p dans ’espace de Fourier,

fo9s = fpgqem(pw)ip: /fpg—pip
P

x x7p7q

- focg;; = - fpgqem(pﬂ)iq - /f_ngi(—q)
x x,p,q q

(15.55)

La disparition du terme de dérivation du premier ordre dans 1’équation d’Euler-
Lagrange pour un champ réel est alors le résultat de 1’élimination entre les contri-
butions de vecteurs d’onde opposée ou de fréquences dans l'action, écrite dans I'es-
pace de Fourier. La modification des dérivées amene a utiliser le mauvais signe dans
I'intégration par partie car d, est un opérateur symétrique
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/fxéuga: :/gwéufwa

et on trouve les contributions a I’équation du mouvement provenant des puissances
impaires des dérivées. Enfin, on remarque que la partie imaginaire de ’action effective
est impaire en fréquence et devrait contenir le facteur sgn(w).

(15.56)

15.4.4 Lagrangien tronqué

Le calcul de la partie réelle du lagrangien dans un développement double du type
Ginzburg-Landau jusqu’a lordre O((p — p*)?) des amplitudes et O(9?) des dérivées
est donné dans 'appendice @ Le calcul commence par lister tous les coefficients du
développement en gradient non-triviaux possibles qui contribuent au lagrangien in-
variant par rotation et translation. Cette liste est présentée dans les sections
et . La partie réelle doit formellement étre invariante par renversement du
temps, ce qui signifie que les puissances impaires des dérivées temporelles 0; doivent
étre remplacées par les dérivées symétrisées d,. Dans la section , I’équation de
continuité est alors utilisée pour simplifier la dépendance du lagrangien au courant,
en contre-partie la dépendance a la densité est plus forte. En particulier, cette étape
génere des termes contenant des puissances impaires de la dérivée temporelle usuelle
agissant sur la densité. Enfin, 'invariance par "boost” galiléen est imposée formelle-
ment dans la section , en remplacant les dérivées temporelles par des dérivées
convectives et en éliminant les contributions en volume non-invariantes par ”boost”
galiléen, c’est a dire que seules les dérivées par rapport aux coordonnées spatiales
ou temporelles et completement constantes en temps, subsistent parmi les termes
non-invariants. Le résultat final pour le lagrangien, est de la forme L = L,, 4+ L;, ou

ReL, = g+ g.Dn + §;Dn + guD*n + g2 (Dn)? + Reges An + Reg,2(Vn)? + g Dn
—+ QtttD3n —+ gtt’tDann + gtt’tDQn[)n + %egtssDAn + %egts,slA)Vn -Vn
+ %egtvssAnlA?n
(15.57)

et

ReL; = ReG,.0uj; ik + Guj - Dj + nyej - D*j + Ga(Dj)? + nRed, kDO,
+ eV 0a0bj; ik + nReV 1 0ad;Obfic + niueed - D*J + Gy D5 - Dj
+ nReAV DO Oyj; i + ReG 040553 Djr, + ReG™, D, j;0bji

(15.58)
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On renvoie aux équations (D.22), (D.24) et (D.25) pour les coefficients qui ne sont pas
des fonctions locales de la densité n et de ses dérivées spatio-temporelles. On s’attend
a ce que la partie imaginaire du lagrangien soit liée aux termes de I’équation ((15.57))-
correspondant aux forces dissipatives. Une telle corrélation entre la partie
réelle et lapartie imaginaire est confirmée pour les parties aux ordres O((p — p*)?) et
O(0?%) du lagrangien par le simple calcul en . Il y a deux sources différentes de
contributions imaginaires au lagrangien, les deux étant reliées aux dérivées spatiales.
Les simples dérivées spatiales correspondent a i fois les simples dérivées par rapport
aux impulsions spatiales et agissant sur les fonctions de vertex. La partie d’ordre
O(p) des fonctions de vertex est réelle lorsque I’énergie s’annule, rendant ainsi G°, G
et G, purement imaginaire. La dérivée seconde par rapport aux impulsions spatiales
agissant sur les fonctions de vertex produit des contributions réelles et imaginaires et
ces derniéres sont proportionnelles a sgn(E). La partie imaginaire du lagrangien est
donc

SmL, = Smg.An + Smg,:(0n)? + %mgtssf)An + Smg}ts,sbﬁnan + %meSAnbn

(15.59)

<%

=
L~

Il

ImG® - Dj + SmG - j + SmGy, - D*j + SmGY . 0uJj Sk + n\smvj kijDaa]J
+ nSm~;” b 0a0y3; Sk + nImy; kaajjs&,jk + n\sm’yoakaa OhJi S
+ SmG"0.0,;S Dji + SmG™) D, j; SObji

(15.60)

ou S est donnée par I’équation ((15.49)). Comme mentionné plus haut, seule la partie
réelle de I'action effectuve doit étre prise en compte dans le calcul des équations du
mouvement car la partie imaginaire reflete les corrélations entre la ”fuite” de 'état
quantique et le mouvement spatio-temporel.

15.5 Equations du mouvement

On a mentionné au début de la section ((15.4) que I’équation du mouvement

(15.33]), correspondant a ’action effective ((15.10)),

dRel'[p .
5o Z/ Pir,.an(p = p e (p = p"a, =0,

(15.61)

est satisfaite par la densité de courant lorsque la source externe est éteinte. On re-
marque que les théories effectives contiennent toujours des dérivées d’ordre supérieurs



15.5. Equations du mouvement 205

et que les conditions initiales impliquent donc pas seulement la densité et le courant
a I'instant initial ¢ = 0, mais aussi un certain nombre de dérivées temporelles.

On considere d’abord les aspects mathématiques des équations du mouvement, les
équations d’Euler-Lagrange généralisées avec des dérivées symétrisées et convectives,
ainsi que les difficultés induites par une contrainte, en I’occurence I’équation de conti-
nuité et les différences entre la plus simple des équations du mouvement avec et sans
brisure spontanée de I'invariance par renversement du temps. Enfin, on termine cette
section par une discussion qualitative des degrés de liberté controlés par les équations
du mouvement du lagrangien effectif.

15.5.1 Dérivées convectives

Les équations du mouvement (|15.61f), peuvent étre obtenues de maniere standard,
en effectuant une variation infinitésimale de p, = (n, j) et en généralisant la dérivation
usuelle des équations d’Fuler-Lagrange pour des dérivations d’ordre plus élevées du

lagrangien effectif ((15.57))-(15.58)). Mais il est plus avantageux de suivre une procédure

ou n’apparaissent que des quantités invariantes par ”boost”. Pour ce faire, on devrait
travailler avec des dérivées convectives plutot qu’avec des dérivées temporelles et
écrire les variations des dérivées convectives de p, comme

0Dp, = Dop,+dp-py,
§D*p, = D*8p,, + 6p-0Dp, + D(dp - dp,),
§D?p, = D*3p, + dp-90D?*p, + D(6p-dDp,) + D*(5p - Op,.).
(15.62)

On obtient des expressions similaires pour la variation contenant la dérivée D. En
suivant les étapes usuelles, on aboutit a 'ordre O(dp) de variation de 'action

S(p, Dp, Dp,Vp,D?p, DV p, DV p,NVVp, D*p, D’p, D*V p, DVVp, DVVp, VV V)

(15.63)
On a donc
S = / [%m - (%—26%u + %5Dpu + %—Lwéaapu
+ M‘;—fpua “pu + (&Tl;wémapu + 5;; o 0D0apy + %meip,f”“ab””
+ 51(;3Lpu oDt sD3p, oD+ ﬁ—gamwmp“ " %(mga—%bmwaaabpﬂ
N gw;a—%bmmaaabpu " émagﬁmﬁb@pﬂ

(15.64)
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qui donne apres intégration par partie I’équation du mouvement

oL oL ~ 0L oL oL
— - +D——— -0, + D?
dpy 0Dp, §Dp, 00apy 0D?p,

oL . 0L 1 oL oL ro 0L

— 0y D——— + Z0,0y——— — D* + D —

5Dup, 5D0p, 2 " 00a0p, D3 p,, 3D3p,
oL 1 oL 1 . oL

— 0D — ~0,0) D~ + 0,0y D—————
6D20,p, 2" 6D00wp, " 27" 5D0 Oy

1 oL oL 1
éaaabac 58a@bacpp 5Dpl, (a,upu 50,/ﬂ) . 8pu)

oL 1 oL 1
(5Dp (@JJ‘V 00,4 - apu) + mﬁ(auDPv — 000 - aDPu)

oL 1 oL 1
— D—— (aupv — 0,00 - dpy) + 5Dup

5D%p,
(a Dapy — 0,00 - DDupy)

0=

+ 0,D

(8 OapPv — 0,00 - O0upy)

5L1

6D8yp, M
+ 5;—% ! (8,D*py — 6,0v - OD?p,) + Mﬂ;—fm ! (8,D%p, — 6,00 - IDp,)
= Doy OuDn — 8ua0 - 0Dp) + D (B,Dp, v - 9Dp,)
S gfp Tll(aupu — 8,00 Op,) + D? 51‘;5% rll(a“p” — 8,00 Opy)

5L 5L
* 5D%,.p, (a DOups = Ouov - 0DB%upy) = Dips—=

L 1 oL 1
25D8 81,/),,
1 L 1

_l’_ - @
2 6D0,0yp, 1

+

+ D?

(8 Oapr — 0,00 - O0apy)
—(040a0ppy — 0,100 - 00, 0ppy)

—(0,0205py — 6,000 - 00,04y

(15.65)

ol on introduit la notation 9, = (1 — d,,0)0,.

15.5.2 Equation de continuité

L’application de ([15.65]) au lagrangien effectif produit les équations du mouvement
pour la densité n et pour chacune des composantes du courant 7. On a donc pas
besoin de potentiel thermodynamique dans le systeme, car la dynamique interne est
completement encapsulée dans 'action effective. Néanmoins, on doit imposer une
équation supplémentaire qui est la réminiscence d’'une équation constitutive pour
I'hydrodynamique. La raison est, comme il a déja été mentionné plus haut, que p,
satisfait toujours I’équation de continuité, une contrainte qui doit étre prise en compte
par un multiplicateur de Lagrange. On considérera donc une action effective étendue
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Lo, Al =T[p] + A~ Oupy
(15.66)

avec les équations variationnelles correspondantes

0:£0+80)\:£j+8j)\,
(15.67)

ou L, dénote les équations d’Euler-Lagrange de l'action effective I'[p]. La dérivée
spatio-temporelle agissant sur A est la dérivée partielle usuelle. On considérera aussi
I’équation de continuité (15.15) comme une équation du mouvement pour n et la
premiere équation dans comme une équation constitutive pour une quantité
qui joue le role réminiscent de la pression dans I’équation du mouvement pour la
pression.

15.5.3 Brisure spontanée de l’invariance par renversement
du temps
Apres avoir introduit le systeme des équations du mouvement en général, on re-

garde de pres la maniere dont 'invariance par renversement du temps est brisée en
raison des dérivées symétrisées. On considere le cas le plus simple, le lagrangien

L = '[i0, — h + iesgn(h)|Y + T + 15,
(15.68)

pour un champ complexe v,. L’équation d’Euler-Lagrange correspondant a ' est

[i0; — h + iesgn(h) | = —j.
(15.69)

Les deux premiers termes dans le lagrangien et I’équation du mouvement sont inva-
riants par renversement du temps. Le terme infinitésimal est impair par rapport au
renversement du temps et fixe une direction du temps privilégiée, dépendante du signe
de I'énergie h. En fait, la solution de I’équation du mouvement peut étre aisément
obtenue au moyen du propagateur causal

st
G = /w w — h + iesgn(h)
= —ie" MO (tsgn(h)),
(15.70)

comme
Wy = ie= M / O((t — ) sgn(h))e™ .
t/
(15.71)
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Lorsque h = 0", cette expression correspond simplement & I'intégration de 1’équation
O =1 - 7. La constante d’intégration additive a la solution est fixée par la condition
¥_o = 0. La partie du lagrangien symétrique par renversement du temps iJy — h agit
en avant ou en arriere, selon le signe du terme explicite de brisure temporelle. En fait,
I'intégration sur le coté droit de filtre la composante fréquentielle —h de la
source j passée ou future selon sgn(h). Une fagon formelle mais bien plus exploitable
d’exprimer la méme chose est de remarquer que la différence entre la brisure de
symétrie spontanée et la brisure de symétrie explicite est que le lagrangien nu ou les
quantités extraites a partir de ce dernier, en particulier le propagateur, sont invariants
ou pas par rapport a la symétrie en question. Le propagateur G; est clairement non-
invariant sous renversement du temps selon la prescription de Feynman ze.

Montrons comment la situation change lors du remplacement 0; — d; dans le
lagrangien. On aurait ainsi dans ce dernier un champ réel

~

L= ¢[i5t — h +iesgn(h)|¢ + jo,

(15.72)
qui générerait une équation du mouvement
[i0; — b+ iesgn(h)]¢ = —j.
(15.73)
Le propagateur causal
. e—iwt
G, =
! /w lw| — h 4 iesgn(h)
B / > dw coswt
Jo ™ w—h+iesgn(h)’
(15.74)

reste invariant sous renversement du temps. On considere d’abord le cas h = 0%,ou le
propagateur, (G, est donné par I’équation (|15.48]). La solution de 0;¢ =i - j est alors

1 [e.9]
or = 2—/ dt'In[(t —t')* 4 €*]jp.

™ oo

(15.75)

Remarque 15.5.1 — L’équation n’est pas une équation différentielle du
premier ordre car la dérivée symétrisée 3, donnée par l’équation est
non-locale. Néanmoins [’équation ét¢t = 0 n'admet de solutions non-triviales
que la constante, ce qui peut étre vu a l’aide de son expression dans [’espace de
Fourier 0 = |w|¢,. Ainsi, la solution de ’équation devient unique des
lors qu’une condition aux limites est imposée a4t = 0o ou t = —0o0.

— Une autre remarque peut étre faite sur [indépendance du propagateur par rap-
port asgn(h) a h =0 qui permet de mélanger les contributions passées et futures
dans la solution de , ceci en accord avec la remarque précédente sur la
brisure spontanée de symétrie.
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— FEssayons de comprendre qualitativement la différence entre les équations
et lorsque ¢, ne s’annule pas que pour wy < |w| < we seulement. Les
solutions doivent étre similaires pour de grands wi =~ wo sauf lors de [’appari-
tion du mélange passé-futur en résolvant l’équation avec la dérivée symétrisée.
Puisqu’on n’a pas d’échelle de temps finie a notre disposition, la différence entre
les solutions devrait étre logarithmique comme wo/wy. Il est facile de voir que
cette propriété est reproduite par la solution de . A cette fin, on choisit
Je qui ne s’annule pas pour =Ty <t < 0 et on cherche une solution pourt > T.
On a évidemment wy = 1/(Ty +T3) et wy = 1/Ty dans ce cas. La variation dans

le propagateur de l’équation est In(T1 + T5) — In(T3) ~ Inws /ws.

La seconde des équations ((15.74) peut étre utilisée pour obtenir le propagateur
pour des valeurs non-nulles de h. Pour h > 0 on trouve

. *d t
Gi(h > 0) = / _choswh — 47 cos ht,
0

™ w —

(15.76)

et le propagateur filtre dans la solution ¢ = G - j les modes de fréquence approxi-
mativement +h lorsque h > 0 et ce, en accord avec les remarques précédentes sur la
brisure de symétrie spontanée laissant le lagrangien et son propagateur symétrique.
Lorsque h < 0 alors

R * dw coswt
Gi(h <0) = —_—
w0 = [

(15.77)

Il n’y a donc pas de fréquence a filtrer qui soit privilégiée et la solution recoit des
contributions principalement des fréquences |w| < |h|. Remarquons que dans aucun
cas le terme de brisure de symétrie explicite ne joue de role.

15.5.4 Modes hydrodynamiques

Apres avoir considéré les équations du mouvement de différents points de vue
formels, on en arrive a des questions plus physiques. Quels types de degré de liberté
correspondent a I’équation du mouvement. Afin de répondre a cette question, il est
intéressant de ré-interpréter ’action effective pour les opérateurs composites
YT+ O - 1) comme une bosonisation [I71]. En fait, les excitations de notre systéme
dans un sous-espace a nombre de particules donné peut étre décrit par ’application
répétée de l'opérateur bosonique bi-linaire tle, agissant sur I'état de plus basse
énergie du sous-espace en question car le nombre de particules est conservé par les
interactions. Autrement dit, n’importe quel état excité peut étre obtenu en terme
d’excitations particules-trou au-dessus de ’état fondamental. L’action nue pour le
champ correspondant & nos opérateurs composites est donné par [172]

oi Sl _ / D[Py |Dluler? @7 Vv U T, o,

T

(15.78)
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qui peut étre décrit comme

(15.79)

au moyen de la représentation de Fourier de la distribution de Dirac. L’approxima-
tion du point-selle a I'ordre "arbre” de cette fonctionnelle donne Iidentité S[p] = I'[p]
selon les regles de la transformation de Legendre . Ainsi, ’équation du mou-
vement ([15.61) peut étre considérée comme une approximation a 'ordre "arbre” de
I’équation du mouvement pour la valeur moyenne du champ qui controle les excita-
tions bosoniques du systeme. L’existence d’une solution non-triviale, un point-selle
non-trivial, indique la présence d'un condensat de ces quanta. Ainsi, 1’équation du
mouvement ((15.61)) gouverne un condensat d’excitations bosoniques collectives de la
surface de Fermi. On peut comprendre facilement I’émergence d’une approximation
semi-classique en remarquant que le spectre d’excitations au-dessus du niveau de
Fermi d’un systeme macroscopique avec une densité finie de fermions est dense et
obéit a la statistique d’échange bosonique.

On retrouve un tel cas, quoique plus intuitif, en hydrodynamique moléculaire [I75].
La moyenne effectuée sur les mouvements des particules dans un volume de controle
approprié produit des champs hydrodynamiques qui controlent la dynamique en deca
des échelles de distance atomiques. En quels sens, 1’équation du mouvement décrit
elle a grande distance, les modes hydrodynamiques ? Une réponse quantitative a cette
question nécessite une analyse par le groupe de renormalisation de l'intégrale de che-
min ((15.3)). Dans le présent travail, on remplace une telle analyse par la coupure
courte présentée dans I’appendice , nommément par un calcul direct et simplifié
de I'action effective avec une coupure £y > Tie-vp. Un tel choix de la coupure spa-
tiale correspond a une moyenne sur le mouvement des particules en hydrodynamique
moléculaire. Ce qu’'on peut dire a un niveau quantitatif, c’est que les excitations
collectives, condensées et de basse énergie de la surface de Fermi sont supposées
représenter les modes a grande distance du systeme. Ainsi, I’équation du mouvement
peut étre vue comme une équation effective pour la structure a grande distance. Ceci
est consistent avec 'interprétation de p; comme valeur moyenne de la densité et du
courant dans I’état fondamental et en présence d’une source adiabatique externe. En
fait, les excitations a courte distance émergent lorsque 'opérateur de densité de cou-
rant est considéré proche des frontieres du domaine ou lorsqu’il est coincé dans un
état fondamental avec d’autres opérateurs locaux. Un exemple de tels opérateurs est
donné par la fonction de Green avec une séparation spatio-temporelle faible entre les
opérateurs. En 'absence de telles opérateurs en ignorant les effets de surface proches
des bords du domaine de 1’écoulement, la valeur moyenne p; = (01T - Oz - 1|0) de-
vrait en effet recevoir des contributions des basses énergies et seulement des modes a
grande distance qui survivent aux processus de relaxations rapides.



15.6. Ordre principal 211

15.6 Ordre principal

Apres avoir obtenu le lagrangien effectif (15.57))-((15.58)) et les équations d’Euler-
Lagrange généralisées ((15.65) on est en position de construire les équations hydro-
dynamiques. Le calcul est direct mais long et est présenté brievement dans ’annexe
(D.2). On discute dans cette section de la partie dominante de cette équation et on
la compare avec I’équation de Navier-Stokes usuelle. On écrit les coefficients dans le
lagrangien comme une somme g = ¢ + ¢ 4 ... ot les g™ sont les contributions
de l'ordre O((p — p*)™). La contribution principale dans O(p — p*), O(D), O(D) et
O(0?) a léquation du mouvement pour la densité est

0= 0,9 + 03" Dn + Dgi" + ReAga, + 0o
(15.80)
ol les coefficients
~(1 *
gwg ) = 21“8,0(71 —n’),
%eggi) = 2%605570(71 —n"),
(15.81)

sont donnés en terme de dérivées des fonctions de vertex a deux et a trois points

(D.-22). En utilisant une de ces relations dans (D.§)), on obtient

SS 1
02 0= _EAMFO,Oa

(15.82)
L’équation (|15.80) peut étre écrite comme
A 1
0="Tg+ 409 Dn — EAPIFO,OAn + DoA.
(15.83)
Les coefficients sont
it
419, = _0indEG
’ (Gtt)2
IR s i
(fq E31+72 )2 ’
(15.84)

et

it st 2
2ReCs® = Re Oy 2~G — <~G ) _
2,0 (G2 3(GH)2GE

@ (E3+29%) 2f
Wf [ E2+v z T 3m(E2+v )3 ] 7T<fq (E§+—742)2)2

5 .
6m’7(fq W)Q 97 fq E3q+72 (fq E3i72)2

(15.85)
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La premiere équation dans — donne les coefficients exprimés en fonction
des fonctions de Green. Ils sont obtenus en utilisant les relations (D.63) entre les
fonctions de Green et les fonctions de vertex. La seconde équation dans ([15.84))-(15.85))
contient les résultats du développement a une boucle, tirées des équations .
Ici, E,; est défini comme I'énergie d'une particule donnée par 1’équation en
fonction du potentiel chimique pu. Les intégrales sur les impulsions dans ces équations
ainsi que les suivantes sont contraintes dans la région |q| < 27 /4y, ¢y étant donné
dans le régime hydrodynamique par . Les intégrales de boucle sont donc des
fonctions des parametres libres du modele, la masse effective m, la densité n* =
4 (2mu)3/2 /303 et le temps de vie, Tyuier = h/7y. Ce schéma est cohérent et consistent
pour des amortissements suffisamment forts des excitations élémentaires, la limite
supérieure du temps de vie est donnée par .

L’équation a l'ordre principal pour le courant donne 1’équation du mouvement
pour la vitesse

0 =nDuv, + n%eLaic(O)ab@cvk +

(15.86)

ou les coefficients sont donnés par (D.24]) et (D.33)). Cette équation pourra étre écrite
d’une maniere plus transparente comme

nDv, = F, + NnAv, + (f + g) 0a(V - v).

(15.87)

Le membre de gauche peut étre considéré comme ’analogue microscopique du terme
d’accélération dans I’équation de Navier-Stokes, a ceci pres que la dérivée symétrisée
D représente la dérivée convective usuelle. D’apres ce qui a été dit en section ,
cette différence peut étre négligeable un temps suffisamment long apres avoir imposé
la condition initiale, lorsque les processus de relaxation peuvent établir une brisure
de symétrie du renversement du temps. Considérons un a un les différents termes
du membre de droite dans 1’équation tels qu’ils sont donnés par les calculs

présentés dans I'appendice (D.2.1)). Le premier terme de ((15.87)) représente une force
conservative qui peut étre obtenue a partir de la pression

2

I R (<o N Y .0
P 2ihdp (20T + I'L) 6ihdpGT 6mer |, ﬁ

(15.88)

La premiere équation donne ici la pression en fonction des vertex selon . La
seconde exhibe la pression au moyen des fonctions de Green connexes comme elles
sont exprimées dans 1’équation . Enfin, la simple approximation de l'action
effective, résumée dans (D.58)), amene a la derniére des équations.

Les deux derniers termes du membre de droite de 1’équation du mouvement
contiennent les coefficients de viscosité de volume et de cisaillement
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c 1
%GLQ,Z © = 10k,a0p,c + B (f + g) (0c,k0b.a + Oc,alb k)

(15.89)
Les équations (D.33), (D.35) et (D.39)) donnent
17T
n = —xRe 38]1 —,
ihop(2I'T + I'L)
S (IF—=T7) §plT
£ = —Re—L—— — +
ihop(2I'T + I'L) zh@E(ZFT -+ FL)
(15.90)
A Taide de (D.63)) et de (D.58) on peut récrire 1 et & comme
B 0, :GT
= ZhaEGT
(E2+277)
- f q (2m(E2+'y )2 + 6m2(E2+72)3>
7, —(E§+’72)2
(15.91)
et
21 Gst)? 9,,GT — .G~ 9,:GT
¢ = —Resgn(E ) G + -2 L + Resgn(E) —2——
G”@EGT 8EGT 3lh(9EGT
2R, *(E3+27°)
1 fqﬁ - (), )’ . J, @ < E2+72)2 + 6m2(E2+'y) )
- 2 2 1
Shy 3fq (1‘3§ng2)2 m? fq (Egi%)? fq E2++2 3y fq (E3+72)2
(15.92)

15.7 Conclusion

On a proposé dans ce travail une méthode alternative pour dériver les équations
hydrodynamiques pour un liquide quantique. On a étudié le potentiel effectif pour la
densité et le courant puisqu’il controle les excitations bosoniques les plus importantes.
On a argué du fait que les interactions, en particulier les forces dissipatives, limitent la
non-localité de ’action effective a I’aide du libre parcours moyen, ce qui permet d’iden-
tifier une densité lagrangienne. Une analyse précise du comportement non-analytique
des vertex en énergie, générés par dissipation, ont permis d’établir des équations du
mouvement invariantes par brisure spontanée de symétrie par renversement temporel.
Cette construction a été utilisée pour poser un "ansatz” pour le lagrangien effectif
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qui permet d’obtenir une généralisation d’équations d’Euler-Lagrange généralisées et
compatibles avec I’hydrodynamique. L’équation du mouvement a 1’ordre principal du
développement double de Ginzburg-Landau a été comparée a I’équation de Navier-
Stokes et on a pu identifier les coeffcients de viscosité.

Un certain nombre de questions en suspens subsistent et seront clarifiées ultérieurem-
ent. La premiere question est la relation entre le schéma proposé dans cette these pour
obtenir les parametres hydrodynamiques comme les viscosités, a partir de modeles
microscopiques et les schémas basés sur I'analyse des fonctions de Green. Les deux
approches sont basées sur le comportement infrarouge du propagateur inverse pour le
courant, mais la fagcon dont on 'obtient et dont on I'utilise est différente. En fait, on
a inversé la totalité de la matrice 4 x 4 du propagateur densité-courant en obtenant la
partie quadratique de ’action effective, alors que la formule de réponse linéaire n’in-
clut que le propagateur courant-courant. Le résultat obtenu est que les coefficients de
viscosité obtenus sont linéaires dans le propagateur.

L’amélioration la plus importante provient de I'inclusion des degrés de liberté de
I’environnement dans la description et de I'utilisation du groupe de renormalisation
pour amener la coupure au régime hydrodynamique. Une attention spéciale doit étre
de mise dans ce cas, car ce régime est non-relativiste et les lois d’échelle sont différentes
en espace et en temps et car il faut clarifier la maniere dont les dérivées symétrisées
font apparaitre des dérivées partielles. L’inclusion systématique des effets d’impuretés
aux frontieres du domaine peuvent rendre ce schéma plus réaliste et général. Enfin,
on mentionne un probleme formel, la brisure de l'invariance par ”"boost” galiléen
lors de la régularisation. C’est une question particulierement importante aux grandes
distances du régime hydrodynamique ou la compréhension de 1’origine de la turbulence
requiert que toutes les symétries spatio-temporelles doivent étre préservées a une
échelle microscopique.
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Annexe A

Notations

A.1 Quadri-vecteurs

0

Les quadri-vecteurs, introduits comme z = a# = (2%, ), 2° = t, p = p* = (p°, p),

p? = —w, et le produit scalaire

xp = xtpt = Zx“p“ =x-p—tw (A1)
I

sont strictement non-relativistes, ils apparaissent uniquement pour compactifier les
expressions. Les lettres grecs et les lettres du début de ’alphabet latin dénomment les
indices des composantes des quadri-vecteurs. Les indices 7, k, £, m ainsi n représentent
les indices spatiaux.

A.2 Intégrales

Les notations pour les intégrales spatio-temporelles sont

/ddx = ad; = / (A.2)

/x foge =19 (A.3)
/(ij)?d B %Z:/

fo= [, (A1)

fo= / er (A5)

/& - /(a,x> - ;/x (A.6)
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Annexe B

Dérivées symétrisées

B.1 Définition

On vérifie aisément que

/ frgs = / frgqge™ P Vip = / Opta,0.fpdqiD = / fog—pip

— [ fog, = / fogqe™ P Vig = — / g Op+q.0/p9q1q = /q f-q94i(—=q) (B.1)

L’intégration par partie dans l'espace réel correspond a utiliser la distribution de
Dirac conservant les impulsions et a effectuer le changement p — —p dans l'espace
des impulsions.

Oy — 0y = —iw — —ilw| = —iVw? — —i/(i0;)2 = /02 (B.2)

La fonction de Heaviside s’écrit sous forme de Fourier comme

ow) = [I (B.3)

2m T — 1€
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(0 = (V)
= —i/e_i“’tsz'gn(w)w

dT ) ein e—iw‘r
= —i [ —e ™ -

w 271 T —1i€ T —1€

/ AT e < 1 1 )
= 1 5_.€ w — + -
w 2T T—1€ T+1e

_ / AT (-t 29T

» 20 72 4 €2
dr T
— 29 o iw(r—t)
"L omi* T2 + €2
dr T
=20 | —b_1p———
t/ omi T 012 + €
i
T ge
o 1 2
T \2+e2 (12 4 €2)?
B i t?— ¢
o (12 4 €2)?
i1
T ri2+e
= 26.(1) (B.4)
€

(B.5)

™

A . iw(x®—y0 i
(00)zy = _1557?7/“) wle @) = 55’?7@0 —y0)2

Ce qui élimine le "mauvais” signe de l'intégration par partie

/tftgogt = /tgtgoft (B.6)
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(&g)t = —i/e_wtw

dT ) eiwr e—in
= —i [ s—e W —+ ———
271 T—1€ T —1€

w

; dr iw(T—t) < 1 1 )
=—i [ —e w — — :
w 271 T—1€ T+1€

ATy 2iwe
= —1 _— _—

» 270 T2 4 €2
dr

=21 | —we® Y5
w 21

dr .
= 2ird, | ——e@Dg
w 270

1 ,
== 2277'875/ Te—zwt
w 4T

- 3t(5t70 (B?)

Sy = —i(sgn(w));
= —i/e_msgn(w)
/ dr —iwt( ein e—in)
=—i | ;e — — .
w 2T T—1€ T —1€
dr ., 1 1
— i [ e (L )
w 2T T—1€ TH+1€

dr 2
— 4 _Tezw(Tft) T

) 72 + €2
dr T
= -2 | —0,_ 10—
Z/ omi T 02 2
1t
T2 + €2
1
~ ——10.(t) (B.8)
€

B.2 Propriétés formelles de d

Soit f(t) = 0 pour t < 0,

i) = / dte (1) (B.9)

0
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On utilise

Ot (w) :/ dte”“’/ D(t —t)f(t)
[ [ won o
=/ dtf(t / eit'w /OTdtf(t)/_OTdtD( thet«
:z|w|/ dtf(t) zt“"—-'/ dtf(t) /_OTth(t—i;)l:Jre? (B.10)

Soit t" =t —t,

. ; T ) —t it w
Oft(w) = d|w|f*(w) _z/o dte"™ f(t) /T td" t”‘z?
~ il fL(w)—é /0 " e (1) /_ Tt_tdt"e“'/“&(t”) (B.11)
ou
. _ i (T e ™ p<t<e
0" w) = ol )~ £ [ dtetso {0 w0
— illfHw) = 1 [ dtempo(-iv) 5
— illfH ) = £O)7 [ @t
R
= il i) — 10 T
=i (lolr) + 1) (B.13)
Puisque

/ dt 1 t
——— = —arctan -

12 + €2 € €

2
/dx arctan — = z arctan — — gln (3:_2 + 1) (B.14)
€

€ €
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/OT didt' f(t)D(t — t)O(t')g(t') — /OT dtf(t)O(t) /_i dt'D(t —t')g(t')
- _7Ti€ i dtf(t)g(t) (arctané - g)

™

~ —%f(O)g(O) /OT dt (arctanz — 5)

(B.15)
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Annexe C

Source et action effective

C.1 Modele

L’hamiltonien est supposé étre la somme de trois termes, H = H;, + H; + H, ou
Hi= [ e o) (e - ) wio)
2m
H= [ do V@)l @) + 5 [ do dedl (@)0a)0 00! (@) )

(C.1)
La représentation par intégrale de chemin de I'amplitude vide-vide est
- / DYIDID[uer™ 4,

(C.2)

apres I'introduction d’un champ auxiliaire u(z) avec

h2
St vl = [ ate o) [0+ (o84 0= Vi) - ulo)) v10)
1
— 5 [ dy u@U ),

(C.3)

ol

/d4z Uz, 2)U N z,y) = d(x —y).

(C.4)

La variable de champ () est un nombre complexe ou grassmanien, pour des parti-
cules de spin entier ou demi-entier.

225



226 Chapitre C. Source et action effective

enWlol — / D[y| D[N Dlu)er? (E ! —uVidv—gruttu

On régularise sur réseau :

[ _aatzw G - a:y(ux—f_v)}wsy aatzum uy7

1 h2
-1 . K K K K
Gy, = ih- (05, = 05 0) + 5 > (05,5, + ok, — 208, ) + ok,

- 2ma?
7>0
(C.7)
Progep =gt o0 Op-p + 070 - O; - 1),
VT O -t =) s,
FLo L D f toh -
W 0s v = 5o 3 [ul e = wlv ]
Jj>
(C.8)
th
(OO,I)%Z = 5:p+@,y5z,z; (Oj,z)y,z = % ( y,x—l—j’azﬂ - 51/75552',30—1—3) .
(C.9)
On place une coupure dans ’espace des impulsions :
g =00y O+ 0t 0y 00,
P Ogg - 1p = me
w Oja: ¢ - [ ij¢x ¢l8jwz] .
(C.10)
oW o
Ul = ~Wlol + 0 pa o= 5
O-OICC
(C.11)

La transformation inverse est similaire a (C.11)) excepté que la seconde équation est
remplacée par

_ ol[p]
0pas

a,x

(C.12)
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C.2 Particules non-interagissantes

On se plage dans le cas le plus simple, celui ou les particules sont non-interagissantes
et les corrélations dans la densité et le courant apparaissent uniquement en raison de
la statistique d’échange. Cette derniere est prise en compte au travers de v = —1
pour les fermions et de v = 41 pour les bosons.

On prend U =u =V =0 et on trouve pour les fermions

Wilo] = ibvTrlog|G™! + 4] = ihvTrlog G Zhl/z —1)" —Tr(G-g)"

(C.13)

Le changement de variable est effectué en inversant la relation

—zhuz D"Tr (G- )" G - 04,

(C.14)

ou @ = (a,x).On utilise le propagateur particule-trou,

G,y = ihvTr[G - 05 - G - O]

(C.15)

et on cherche une inversion sous la forme d’une série fonctionnelle en puissance de

r=G"(p—p),

(C.16)

C.2.1 Développement de o
On insere (C.16) dans (C.14]) afin d’isoler les différentes puissances de r et d’iden-

tifier les coefﬁ(nents A,
Pa = ﬁéa,érz} + pi ’lhl/z D'Tr[(G-¢)" - G- O .
b

(C.17)

Ordre O(r")

Pour l'ordre O(r?) on trouve

r = ihwTr[G - O]
(C.18)
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Ainsi

/Ga,,;r,; = ihv [(—Tr (G-¢)-G-Oa) +Tr[(G-¢)*-G-0z] —Tr [(G-§)*- G- O3]
b

+ Tr[(G- 9t G- O] +Z )" Tr [(G - )" -G-(’)a]}

........
.....

.....

Jr/ i Ga1a205(02)azas Gazas 0 i(Og)asas
ai,...,a10,c,
Ga5a60é( é)a6a7Ga7asaf(Of)a8a9 Gagaro (O&)aloal

+> (=1)"Tr[(G- )" - G - O
n=>5
(C.19)
Ordre O(r)
[éa,l?rl; = _ih’// GamzAc drd(05>a2a3Ga3a4 (O&)awl
b Al,...,04,C,d

(C.20)

En insérant ((C.15]) on obtient

/ _ Galaz(Od)azasGa3a4(Ol§)a47a1T5 = _/ ~Gaszé,er(OE)azasGagm(O&)a4a1
ai,...,aq,b A1 ,..0y04,Cod

,,,,,,

(C.21)
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Une permutation cyclique des indices nous permet d’écrire

/ I;Ga1a2(Oﬁ)azasGa3a4<OI;>a47a1TI; = _/ ~GG3G4A5,JT(2(05)G4G1G&1&2(Ofl)azas

150-,04,C,d

(C.22)

On aboutit immédiatement a

Aa,d = _55,51'
(C.23)
Ordre O(r?)
Cette contribution provient de
— / ~Ga1a205(06)a2a3Ga3a4(Od)a4a1
+ / y Ga1a2 Uﬁ(oﬁ)az% Ga3a40d<03)a4¢15 Ga5a6 (O@)aﬁal
al,...,06,C,

(C.24)

En se servant de ((C.23)) on obtient

1
Py ~ GalazA dérdTE(OE)azasGagazx(O&)awl
at,...,a4,6,d,e

= / i GarayAz,e76(08)azas Gasas Aj frf(o D asas Gasas (Oa)agar
a,...,ae,C,a,e,

[}

= / ~ Ga1a2T6(06)a2a3 Ga3a47ﬂd'(0d')a4a5 Gasae (Od)%m
at,...,a6,6,d
(C.25)

qui peut étre récrit autrement,

/ . GGWQAé J,é(oé)tlmsGa?,M(O&)a4alrd~ré - 2/ Gala2(Oé>a2a3Ga3a4(OJ)a4a5

¢,d,e A1 ,...,06,C,d

as% ( )abal CTd

(C.26)
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On applique 'opérateur de différentiation fonctionnelle §2 &5 aux deux cotés de cette
équation,

3 + Aa,d,ﬁ)

s &y

/ Gawz(Oé)a2a3Ga3a4(O&)a4a1 (A& &

=2 |:/ Ga1a2(O&)M%Gas(u(OB)M%G%GG(Oﬁ)aﬁal

20ty

+/ Gamz (Oﬁ)aza3Ga3a4 (Od>a4a5Ga506 (Ofl>aea1

(C.27)
Les symétries de A;.. nous permettent de simplifier cette équation en
2
2 Gamz(Oé)azasGagml(O&)a4a1AE,&,B =2 ihy S&,&ﬁ
at,...,a4,C thy
(C.28)
qui est équivalent a
[Aé,dﬁGéﬁ - 2 S&,d,ﬁ
(C.29)
Finalement on trouve
_ ~—1 -
A@&,B =2- [Gé,&sa,&,ﬁ
(C.30)
avec
thy
55751752’...@" = F Z TT(GOGP(UGO?LP(Q) . Goap(n)GOa),
" PeS,
(C.31)
ou la somme s’entend sur toutes les permutations des n indices.
O(r?)
La contribution & r3 provient uniquement de
- / ) Ga10205(02)azas Gazas (Oa)asar + / ~dGa1azaé(06)a2as G310 1(Of)asas Gasas (O )agas
A1,...,04,C ai,...,a6,C,

- / e G a10,06(O2) azas Gasas UJ(OJ)aws Ga50576(O8) agar Garas (Oa) agar
(C.32)



C.2. Particules non-interagissantes 231

Ce qui donne

1
_/ B ~GamzA&,d,é,frdrérf(oé)a2a3Ga3a4(Od)a4a1
3 Jar,.anzde f

s &ty

N —

/ o Ga1a2Aé,é,frérf(oé)azagGa3a4AJ,§T§(Od)awsGasaa(O&>asa1
at,...,a6,6,d,&,f,g

Faat)

1
S o aijaz“+c,el e cjazas3 aszaq d7f7grf g d/aqas asae aj/agal
+2/ Garay Az 57:(02) aas Gasas A 7 -7 775(O ) asas Gasas (Os)
at,...,a6,6,d,e,f,g

Y&

- / GalazAE,fo(OE)azas Ga3a4AJ,§T§ (Od)awz’) Gasa(sAé',fer(Oé)aem Ga7a8 (Od)asal

=3 / o G a10(08) azas Gazas (OF)asas Gasag (O&)aamAé,é,frdrérf
al ag,C,d,e,f

20ty [t it g

5/ o Gawz(Oé)a2a3Ga3a4(Oi)awsGas)ae(O&)aemAJ,f,grérfré
ai,...,a6,6,d,f,g

)

+ / G a105(02)azas Gazas (O ) asas Gasas(O&) agar Garas (Oa)agar e ge
at,...,as,

é,d,e

(C.33)

On applique l'opérateur de différentiation fonctionnelle 6% 55 aux deux cotés de cette
équation et on utilise la symétrie de (Az..) et (Az,...)

byt

/ ) Ga1a2 (Oé)a2a3 Ga3a4 (Od)mm Aa,&,ﬁ,’y
== {/ ) Gayas (Oé)azas Ga3a4 (Od)a4a5 Gasae (O&)aealAé,Bﬁ
al,...,a6,C

+ / Ga1a2 (Oé)aza:s Ga3a4 (Oﬁ)aws Gasaﬁ (Ofb)%‘al Aﬁ,&ﬁ

5oy @6,C

+ / Ga1a2 (05)a2a3 Ga3a4 (Oﬁ)aws Ga5a6 (Od)%al Aé,d,,@

1y:-+,06,C

+ / B Galaz (Od)azas Ga3a4 (OJ)M% Ga5a6 (Ofl)%‘al AJ,B,’y

ye0y06,d

+ / 5 Gala2 (OB>0203 Gasa4 (Od>a4a5 Ga5a6 (Ofl)%al AJ,&,&

3ee506,d

+ / ~ Ga1a2 (O’?)awa Ga3a4 (Od)a4a5 Gasaa (O&>a6a1 AJ,&,B}
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En utilisant (C.29) on trouve

(C.37)
O(r*)
La contribution & r* provient uniquement de
- / i Ga10:0:(O0z) azas Gazas (Oa)agar + / ~d_Ga1a205(Oé)a2a3 G310 1(Of)asas Gasas (Oa)agas
ay,...,a4 ay,...,ae,C,

- / ~ Garas 05(05)@&3 Gagas Ud<od)a4a5 Gasaaaé(oé)aawGams (O&)asm

Gdé
+ / o Ga1 as U&(Oé)a2a3 Ga3a4 Uci(OJ)aws Ga5a6 O¢ (Oé>a6a7 Gams Uf<of)a9a1o Ga11a12 (Oﬁ)amaw
ai,...,as,é,d,e, f

(C.38)

Ce qui donne

1
Z L Ga1a2 A&,J,é,ﬁérd'?“érfrg (06)(12&3 Ga3a4 (Oa)‘“al
. al,...,a4,5,d7é»f:£~?

1
= Z/ . Gala2A6,é7fréTf(OE)a2a3Ga3a4Adg hrgrh(od)awsGawe(O )%‘al
ai,...,a6,6,d,€, f,g,h
1
+_' S GalﬂmAC 6r6<0 )Cl2a3GCL3¢14Ad~7 fT’gT’h(Od)M%GaS% (O )aeal
3V Jar,..a6.2d,6.5.3,
1

31 o Ga1a2AE’é7f’grérfrg(Oé)agag Ga3a4AJ,ﬁrﬁ<OJ)a4a5 Gasas(Oa)agar

* Jai,...,a6,6,d,6,f,,h

- / o GalazAg,ﬁgT}?rf](OE)azagGa3a4AJ,ETB(O )M%GasaeAe sz(Oé)aewGa?as (Oﬁ)asal
ai, 70'8)5 d,e f7§7h7i

/ o GalagAg,flr‘f(OE)aQagGa3a4AJ7g7ﬁr§TB(O )a4a5G<l5d6Ae zfrz(oé)lma?Ga?aS (Od)agal
at,...,as &>d»éyf7g7h7i

/ o Garas Az frf(oé)agasGa3a4Ad',gT§(Od')a4a5Ga5a6Aé,l},irﬁri(oé)%wGa?as(Od)asal
ai, 7a835 d évfua:h:i

/ . ~~GalazAE,fo(OC)azaaGa3a4AJ7§T§(Od)a4a5
a1,...,a8,6,d,E,f,3,h,i

(C.39)
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qui peut étre récrit comme

n Gayas (OE)GQ% Ga3a4 (O&>a4a1 AE,J,é,f,grczrérfrf?

= Z/ o Ga1a2(05)a2a3Ga3a4(Od)aw:’)Gas%(O&)aﬁalAé,é,fAd,g,ETérfrgrﬁ
al ,~~-,a6»57d7é,f7§:h
1
+§ o Ga1a2(Oﬁ)agagGa3a4(Oj)a4a5Ga5a6(Oa)%alAE,éAJ, ~7§7~T’5T]Z7’§7’,:b
ai,...,a6,6,d,€,f,g,h

+5 Galaz (Oé)az% Ga3a4 (Od)ams Ga5a6 (Od)%al Ajé,f,gAJ,fzrérfrgrﬁ

3 Jar....a6.2dé.f.5.0

1
/ Garas (Oé)@as Ga3a4 (Oj)aws Ga5a6 (Oé)a6a7 Ga7a8 (Oﬁ)asal Aé,f,gAJ,ﬁAé,errérﬁrf
ai

2 Jar...as.zde.f.ahi
1
_5 L Garas (Oé)azas Ga3a4 (Od')a4a5 Ga5aﬁ (Oé)a6a7 Ga7as (Oﬁ)asal Aé,fAJ,g,BAé,ZTfT?JTBT%
ai,...,as,¢,d,e, f,g,h,i
1
D) o Ga05(02) azas Gazas (0 g)asas Gasas (O2) agar Gagas (Od)asmAé,fAJ,gAé,B,errérhri
at,...,as,c,d,é, f,g,h,i

+ / 5 daf i Ga1a2 (05)a2a3 Ga3a4 (Od)a4a5 Ga5a6 (Oé)a6a7 (Of)ams Gagag (Od)agam
ai,...,ag,c,a,e, ,g,n,t

Az fAGGA AT T
(C.40)

En utilisant (C.23)),
1

A oy, anzdie

Ga1a2 (Oé)azas Ga3a4 (O&)awl Aé, e fgld el fTg

1
= Z/ o Galaz(Oé)a2a3Ga3a4(Od)awsGasa@(O&)aemAa,é,fAJ,g,ETérfrérﬁ
01,--s06,5:0,8,f . h
1
9 L Ga1a2(Oé)a2a3Ga3a4(Od>a4a5Gasa6 (O@)a6a1Ad,f,§ﬁT5rfT§rﬁ
3 at, 7a6767d7f»§7h

B Gayas (Oé)aws Gasas (Oj)a4a5 Gasag (Ofl)%al Aé,é,f,grdrérfrg

3! Jar,.a02di fog

1
2 / . s G‘11‘12 (Oé)azag, Gasa4 (Od)aws Gasae (Oé)%fw GCWCLS (Oa)‘lsal A57f,§rd~rérfrg
2 ai,...,as,é,d,e, f,g
1
—5 / o Ga1a2 (Oé)azagGa3a4<Oj)a4a5 Ga5a6(05>a6a7Ga7as (Oﬁ)az@al‘qd,g,ﬁrérérérﬁ
ai,...,as,¢,d,e,g,h
1
-5 / G (O2)azas Gazas (O g)asas Gasas (Oc)agar Garas (Oa)asar Az parergrirs
at,...,as,é,d,e,h,i
+ ~ Galag (Oé)azag Ga3a4 (Oj)aws Ga5a6 (Oé>a6a7 (Of)aws Gasag (O@)%alorérdr‘grf
at,...,as,é,d,e

(C.41)
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Chapitre C. Source et action effective
Vet (A

On applique Popérateur de différentiation fonctionnelle 6% 546 aux deux cotés de

cette équation et on utilise la symétrie de (Az..), (Az. .,
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C.2. Particules non-interagissantes

(C.43)

+ Galaz(OS)azasGasM(O’y)awsGasae(Oé>a6a7Ga7as (O&)asmA &,

On obtient

(C.44)

Tr(GO:CO,GO;)
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C.2.2 Action effective

Ilp] = —Wlo] + 04 - pa

= —ihTrlog|G + ¢! = —ilvTrlog G~ + ihv Z ﬂTr(G )"+ 045 pa
n

n=1
(C.46)
L’action effective peut étre réécerite comme
[e.e] 1 .
Pl =To+ Y [ —Tanea(p = (0=,
n=2 A7 yeeey Qan,
(C.A47)
- 1 * >
To+> [ larea (P =0 a (o= pa,
n=2 (05 YT Qn *
= —ihvTrlog G + ihv i (_1)nT7’(G )"+ 05 pa
n
n=1
= —ihwTrlog G™' +ihv f: ﬂTT(G - g)"
n=2 n

n {g& - pa — iR/ Tr(G - ¢)]
(C.48)
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qui peut étre transformée en

1 ~ -
PO + Z / e mrdl ..... &nGa’1751T61 T Gdn,Bnrl;n
n=2 A yeeny Qan
= —ihvTrlogG™! + ihv i ﬂTr(G - g)"
n

n=2

+ {ad - pa — thv'Tr(G - gf)}

— ik Trloe Gt 4 1 G G

= —ihw'Tr og +Zhl/ 5 a1a2¢a2a3 azas¥ aqaq
al

1
_§ Ga1a2 ¢-a2a3 Ga3a4¢a4a5 Ga5a6 ae,a1
ai,...,a6

.....

.....

> gy Oa]} + [ad pa—itw | Gu }

n ai,az

n=>»s

(C.49)

Iy = —ihvTrlog G™*
(C.50)

1.
= §th / L Ga1a2 (O&>a2a3 Ga3a4 (Ol})awl A&,(:AB,JT(:TJ:|
L Jai,...,as4,a,b,c,d

1. T
= EZhU / _ Ga1a2 (O&)agag Ga3a4 (OB)(M(M TdTB:|
L Jai,...,aq,a,b

(C.51)
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On applique l'opérateur de différentiation fonctionnelle 2 a5 aux deux cotés

/~Fa,l~>é&,&él§,é = Z‘7;“// Gamz(Od)azasGa3a4(Oﬁ)a4a1

A1y 04
= ihvTr(GO;GOp)
(C.52)
Py =Gy

(C.53)

O(p%)

La seule contribution & 7% provient de
1 s~ o~ ox , 1 5 1 3
3/ ~éfF&,B,EG&,JGI;,éGE,fTJTéTf = ihv §TT(G - F)° — gTr(G - 9)° | + 05 pa—Tr(G-g)

(C.54)
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L=

+
N~ Wl N+~

+

/ o Da5:GaaGieGerarery
a,b,6,d,2,f
] 1 1
thy 55 o Ga1a2(O&)azasGastM(Oé)azxalAd,é,JAl;,érérczré
ai, 7a67&ab753d7é
1
BY o Galaz(O&)aza:sGa:sm(Oé)a4a1A&,6AB,§,érérdré
ai, 7a67a7b767d7é

/ L Gamg (O&)a2a3 Ga3a4 (Oé)mas Ga5a6 (OE>(16(11 Aa,JAE,éAé,frdrérf]
ai,...,ae,a,b,¢,d,e, f

/~ PaAa,g,ngra —ihV/ ~ Gala2(oa)a2a1Ad,B,ér5T61
a,b,é a1,a2,a,b,¢

~.
St
R

1
{ D) Garay(Oa) asas Gasas (Oé)a4a1 Aa,é,drérﬁrd

ai,...,a6,0,b,¢,d

/ L Ga1a2 (Oﬁ)awsG%M (Oﬁ)awlAB,J,érardré
ai,...,ag,a,b,é,d,e

2 Uy &y &y

) a1,a2,a,b,c

{/~ P&Aa,l},érl}ré —ihv Gamz(oé)azalAa,E,érﬁré}
@.b,é

(C.55)
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-~ 1
[5 . Lag 5Gd7dGl~>BG5’Y = thv [ 2 / 3 Gala2(O?I)azasG%(M(Od)awlA&,Bﬁ/
a,b,c Alyeeey ae,a
1
—5/ GalaQ(Od)azagGa:i(M(OB)G4G1A(~17&7'~Y
ai,...,a6,a
1
_5/ } Ga1a2(Od)a2a3Ga3a4(O'?)UAGIA&,O?,B
A1y ag,a
1
_5/ ~Galag(Od)a4a1Ga3a4(Ol;)lwlISAI;ﬁ,’y
Als-ey ag,b
1
_5/ NGa1a2(OB)(MalGas(M(OIS)CLQCBAI;,&;?
ai,...,ae,b
1
_5/ ~Ga1a2(Oﬁ)a4a1Ga3a4(Og)azasAB,dﬁ
ai,...,a6,b
1
+§/ Ga1a2(Od)a2a3Ga3a4(Og)a4a5Ga5a6<O’y)a6a1
at,...,ag
1
+§/ Gmag(Od)agagGa3a4(O’?)WL%G(%GG(Oﬁ)ab‘al
at,...,ae
1
+§/ Gamg(Oﬁ)azagGagm(O~)a4a5Ga5a6<O’~7)a6a1
ai,...,ae
1
+§/ Galag(Oﬁ)azagGa:gm(O’y>a4asGa5a6(O&)%&l
ai,...,ag
1
+§/ Ga1a2<05’)a2a3Ga3a4(O&)M%G%%(OB)%M
ai,...,ae
1
—f—g/ Ga1a2(Oﬁ/>a2a3Ga3a4(Oé)a4a5Ga5a6(O~>asa1}
at,...,ag

+04 { / Palass — m”/ , GoreaOaleam Aap ﬁ}
a al,a2,a

(C.56)
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/a,z},a Li5:GaaGy5Geq = ihv { - %/ ..... Garaz(Oa)azas Gagas (Oa)asar Az 5
—%/al ..... o Goaras(Oa)azas Gagas (O5)asas Aa s
_% / L CO T
_% /a . Gayay(0a)asar Gasas (Op)aras Ap 5.5
_% / L C e
_% /a o Garas(05)asar Gazas(Op)azas Aj a3

.....

,,,,,

+

=%

(o}
—
QN

)

N

N

&
@
oY

|

.

>t

A
B
B
)

b

)

g

Q

)

—~

S

~—

S

)

£

I

N

@

T
[

(C.58)
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Ce qui donne

BA i
= _25(1,13,5
(C.60)
avec
ga a,..lanZ/ G- G .G S -
1,42, 517527”.5’“ bl,al b2,a2 bn7an b1,b2 ..... bn
(C.61)
O(p*)

1 X A A L1 1 1
41 /zf . ~~fdegvéG@vJG@éG&frc?Térf = ihv §TT(G - 4)? — ETT(G )’ + ZTT(G - #)"
+0d'p&—TT(G-¢)

(C.62)
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. 1 1
= thv 5 : Z shadef Gawz (O”)aza3Ga3a4(Oé)a4a1 a,6,d b6, flrelqlery
at,...,a6,a,0,c,d,€,
1 1
_§ . § b.é.d f Gamz (O~)a2a3 Ga3a4 (Og)azxas Gas% (O~)a6‘11 A& 1 ~A5,fA57§TJTéTfT§
ai, :a675ﬂb767d7éa 7.(}
1 1
_g : 5/ o f Ga1a2 (O&)a2a3Ga3a4 (05)a4a5Ga5a6(Oé)lleslllA&,JAE,é,anvgrdNTérfrg
at,...,a6,a,b,¢,d,e, f,g
1 1
_§ ' 5 / a,b,5,d,é,f.q Gamz (O&>a2a3 Ga3a4 (05)04% Ga5a6 (Oé)aﬁal A&@A&éAE,faﬁrdrérng
at,...,a6,a,b,¢,d,e, f,g
1
+Z_l / iBadF o Gamz (051)&2&3 Ga3a4 (OB)M% Ga5a6 (Oé)aeéw Ga7a8 (OJ)CLSCLI
a‘l? 7a‘87a1 7C’ 767 7g7
Aa,éAB’JZAg’gACLBTeTngT’h]
1 )
+§ ) ~p&A@,575,J7’5T67ﬂJ —1hy - Gayay (O&>a2a1Aa,é,é,d,érérﬁrdré'
: a,b,é,d a1,a2,a,b,c,d

/ L Ga1a(Oa)azas Gagas (Oé)a4a1 Aa,é,cZAl},é,frérdrérf
ai, 7a675ab76ad7é’f

ool —

_é /a1,...,a5,&,l~;,é,ci,é Ga1a2(Od)azagGa3a4(05)a4a5Ga5a6 (06)a6a1Aa7d'7éT57’gTd'Té
_é /ah...,ag,&,é,&,é,f G“1“2(05>G2G3Ga3a4 (Oé)awsGasae(Oé)aemAE,é,fT&TETéTf
_é /al,...,ag,&,é,é,ﬁg Ga1a2(Oa)azasGa3a4<Ol;)a4a5 Ga5a6 (Oé)agal Aaf@’f’aﬁ;’f’f?”g
+}l /a1 wadodeioh Ga1a2 (O&)a2a3 Ga3a4 (05)a4a5 Ga5a6 (O{;)%a? Gamg (Od‘)asale’r’BT(;Td{|
sees8,8,0,8,d,E, f .3,
+% |:[~ - ~pdAa7BvE7d~rErérCZ o Zhy/ L ~Ga1a2 (Od)azm A(z,l;,é,cir?)rﬁrcf]
: a,b,c,d ai,as,a,b,é,d

(C.63)
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Le dernier terme du membre de droite est
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On obtient
/ - 1432dGaaGy 3GeaGas
a,b,6,d

= / : Gap(Aa65%55 T AaarAs s+ Aaasiigs

-2 /awa,d,ﬁAa 5,6 + Sd,dﬁAa,B,S + Sa,d SAa,B,a + Sa,B,aAa,a,S + S&ﬁ,dAa,B,S + S&,S,dAa,Bﬁ)
4318, 555 T 3185555 — 4 Edé;ji(smsm +555:545 + 8143555
_y /  GaiCatC e iina + SeasSia + Seaibass)
—4- /a : @;5(5@&,35&%5 + S0.655,55 + 926,555 T 53.5.65.55 T 5356555 + 5256555
+3185 555 T 355555 — 4 6dG;§(S~mS€7&75 + 5755555+ SiapSs5)
=355 14 | G 3(85,6,5555 T b5 50,65 T S5a54,55)
—4 /a ) é;i(sa,a,@sa,a,s + 52,6595.55 T 825655 T 5255545 + 5456555 + 5:555.55)
+315: 5455 — 4 / G_ 3(87555:55 + SiaxS:55 T SiapS:s)
9318, 55— 4 / Goh (53555t 203515 S225%5
+ 5356555 T SaraSi 35 + 52.6.a5%55)
(C.66)
Piped = s é;gé;};égég [3!S~7mg —8. /a ; é;%(sa7&75557i75 + 865555 + S:.55%.55)
=231, 8 /a - é;gé;éégééggég%(SM@S,;W + 565,557 5.5+ 555557 5.5
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Annexe D

Lagrangien

D.1 Lagrangien
On présente dans cette section la dérivation des ordres O((p — p*)?) et O(0?)

du lagrangien effectif apparaissants dans le développement en gradient de l’action
(15.10f). On cherche un lagrangien de la forme

L—10 4@ 4 6 (D.1)

ot L™ contient les termes O((p—p*)"). Il n'y a qu’une seule contribution qui préserve
'invariance par rotation dans O(p),

LW =Ty(n —n*) (D.2)
L’invariance rotationelle peut étre utilisée pour réduire la structure tensorielle des co-

efficients des termes d’ordre supérieurs. Tous les coefficients tels que I'g sont constants
en espace et en temps et sont des fonctions de p* = (n*,0) seulement.

D.1.1  O(p?)

On démarre avec la partie quadratique de ’action et on considere les contributions
selon les puissances des dérivées. Les coefficients & 1'ordre O(d°) sont

1.
Loo = §F(0,O),(U,0)>
1.
Lk = §F(j,0),(k,0) = 0;,Co.2, (D.3)
ou
1.
0072 — 61—‘(]‘70)7(]"0). (D4)
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L’ordre O(0) donne

ou

a l'ordre O(9?) les coefficients non-triviaux sont,

avec

Too = —%0pof<o,0>,(o70>>
L = éapor(j 0).0) = 93£Co.2;
Tio = —%8p%f(j,0),(070) =0a,C1 1,
I, = —%ap%f<o,0>,(j,0> = 0a,;C1 1,
Co,é = 6ap?rn’
Cry = 63p1FoJ —Cy 1.
Io = —1320f (0.0).(0.0)5
ng,o = ——ap1 apbr(oo 1,000 = 0a5C5° g,
I = ——3 20D G.0).000) = 016Co 8
I = ——3 0L G.0).00.0) = 0a3CLT
rye, = — a 0 Dps «D0.0),.0) = —0a; Ci1,
Iy, = 5p13pbr(yo ).(k0)

SS 1
02 0 _EAplro,Oa

Cit = — =080, T
1
00735 - 82 F

12 p1 JJt

Chapitre D.

Lagrangien

(D.5)
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Enfin a lordre O(9%) on a

g™ = 123por (0,0),(0,0)

Fg“%: 9,0 abroo 00)7(5“05530

1227 p1p

3% = —% G0, (k0) = 9kCo5"

Ly = 1i28p03plryo 0.0) = 0a,;C1 1

ey = 1281? 10p L0 = —0a,;C1")

L% = Qé‘pg@pﬁpﬁ o) (D.9)

avec

tss
02 .0 — 8 OA}HFO,O

36 i
C tts — 82 83F
L 36w
)
Cobt = 368§?F“ (D.10)

Le lagrangien quadratique est alors

L® =Tyo(n —n")?+ Coaj® + Fg,oéon(n —n")+Cyhj - doj + Cii(n—n")V.-j—Cij-Vn
+I0° 00 n(n —n*) + C5* o (n —n*)An+ Co 55 - 035 + C1 ' (n — n*)0V - j + C1j - 9Vn
+T% 0ay ik + T 0an(n — n*) + 3C o (n — n*)dpAn + Cy §'5 - 05
+3C, " (n —n")RV - j —3C, 5 - 05 Vn + BFO“bkﬁoﬁ bk (D.11)

D.1.2 O(p?)

La partie cubique du lagrangien effectif sans dérivée a I'ordre O(9") provient de

=

Lo00 = =1'0,0),0,0),0,0);

>

Liko = =T6G0),0),00 = 0;1C1 2, (D.12)

D= =

ou

1.
Cia= Er(j,o),(j,o),(o,o)- (D.13)
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La partie a l'ordre O(0) est

i
[000 = ——3 91(0,0),(0,0),(0,0) 5
F.(j)7k70 = __8 OF ] 0 (k 0) (O 0) - 6 7k01 2’

Foju = —gap?ﬂo,ox(j,ox(mm = 0;xC1 2,

a { -
TG00 = —‘8“F 00,0,0),00) = 0a,;Co 1

a

Toj0 = —‘5 oT(0,0),.0),(00) = 0a,iC3.11

@' A

Like = _gap%r(j,o),(k,()),(z,o), (D.14)

ou

01,2 = _Eap(frj,j,oa
0172 - aporoj 79
0] = —Eapal'rj,o,o,

)
51 = —Eapal'ro,j,o- (D.15)
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Les termes O(9?) sont

600 = 123,, 2L(0,0),(0,0),(0,0);

o0 = _68p08por(00 (0,0),(0,0)5

I‘gb,o,o = 128;91 apr 0,0),(0,0),(0,0) = 5a,bC§SVOa
Fg,’g,o = ap1 apgr (0,0),(0,0),(0,0) = 5a,b0§’s,oa

Fgovkvo - 1281)0 (4,0),(k,0),(0,0) _5]7 0127

L0, = —Eapo 0,0,6:0),(k,0) = 0;,kCY 5
iko = éapoaporm (£0),00) = 0;kC1 5",
Fion = —éap?f?pgram 0.0).(60) = 97£CY3,
00 = 1123p93plr<30 100,00 = 80 Ca s
F;'L:((J),O - ap %F 0,0),(0,0) = 9a JC2 1
I, = ——8 00p «L'(7,0),0,0),(0.0) = 9a;Co1,
I%50 = 123p95p1 00).:0).00.0) = a5
Lo = ——a 09 L0.0),00.0)..0) = 5aJC§t17
ko = 12310 L0000,

ko = 5’p1 0T .0),000), 000,

L8k = 128p18pbr(00 (G.0),(k0)>

F?:g,k = 8 2O T(7.0).0.0).(0.0); (D.16)

1 ~ps
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avec

C3’ = 36Ap1F0007
Cy®y = 183p13pg 0,0,05
ot = 316 OO T = —i00Cy .
Ci Yy = 3685 k.0
C’ftz = —%35 oL0,j k5
Cl,g’t = 1180p(1)0pgfj k,05
Crh = 118 Opy Opy L 0.1
Oy = 3681)(1)81” il'j00,
31 = 881’ 10,015 0.0,
C;‘i = 887’ 10501500,
Co1 = 1188])?8]0 Lioo,
5ty = 36(9” 10,00 5.0,
cyt) = Ly, 9,1 To.0,5- (D.17)

TI8H
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Les contributions a 'ordre (’)(83) proviennent de

Fgooo 0 — %ap F (0,0),(0,0),(0,0)>
00,0
F0 0,0 — Qap apgr (0,0),(0,0),(0,0) s

Fgaboo: 70,00 abroo 0,0,(0.0) = 9a,6C50,

36 ) Ypt 21

Fga:l&o: —0 00, 8bF00 00)(00)—5ab0t55

1210 1 “ps

ng’,%,o = 8 #0001 (0,0),(0,0),(0,0) = Oa bCSSt

Py Py P2

T k0 = ;—63§of< 0).(:0),0.0) = 96 C1 5",

L s = %@0 00),:0),k:0) = GiC1",
[0 = 232 00,91 (1.0).(10).00) = 036C1 5,
L 0w = 2812) 09l 10,00).0) = 01615

T ok = éaﬁo(‘?pgfum,(om (k0 = 076C1"5,
00 = 36(9p 10600 00).00) = 05 Co ",
Iy "%00 = 128,,98,,18ng]0) 00,00 = 0a,;C57
T500 = 123p15’p0 (100000 = 00,C3 1,
To"0 = 23p?aplapgr<00 (G0,00) = 0a;C57,
[0 = 123;)3 31(.0).00).00) = 8a;C51

F80a7j70 = 36810 (9 F(OO ),(5,0),(0,0) = (5 Otts 15

e = 123p 098 L (0,0),(0,0),.0) = 0a,3C3™ 1,

anb7k70 — 900,00 bF (5,0),(k,0),(0,0) 5

36 Y Ypl P

ab,0
0= 128p16pb8ng]0) (£,0),(0,0)

roeh = L0900, 19,1 5.0).00,0),00)

12 Pi P17 Py

00”5k = 365p?3p18pbr(00 (,0),(k0)

Oa,b
To ik = 123p03p13pgr(0 0).:0),(k:0)

a,b
T30k = 123p03p19pgfu 0),(0.0),(k0) (D.18)
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ou

Ctss

= 10880Ap1F0 0,05

36 8p0 8 apg fo’o,o y

36 (9po(9 F070’0,

10887’0 R0

10881”? 0ok

8p ap2 7,k,05

1

9 A
8 oapgrj707k,

36 7

l

9 ~
8 Oapg Fj,O,k:a

367

?

82

Trao Yp0 ar',o,o
108 PP I

(9 08 8 DFJO,07

36 e S

T 005000,

36 ap(l) apl apg FO:J 05

363p 20, T500,

108 Tos O Toso:

- 368*” 8 F0707j.

Chapitre D. Lagrangien

(D.19)
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Le lagrangien cubique final est

LB = Coo0(n —n*)? + Cia(n —n*)j* +T§ 00(n — n*)2yn + 20175(71 —n*)j-0oJ + Cf72j280n
+Cy5(n—n*)?V - j+2C5,(n —n*)j - Vn + 2ij Oaliinje + 20" o(n — n*)?dn
+2C5%(n — n*)?An + C37o(n — n*)(Vn)? + C’ f(n—n*)j- 055 + C’tt ,0anj?
+Cy 5" (n —n*)(80j)” + Cradong - Boj + Co i (n — n*)?00V - j + Cy5(n — n*)dnV - j

C’S 1(n—=n")Vn-0yj + C’;tl(n —n*")0Vn - j + 205" 100nVn - j —|— ZFJ ko(n — 1) a0k
+ijo( 1*)0ajiOpji + LG i10a 8bnj]jk+Fj0k6bn0aj]jk—|—2F0 00( n*)?0%n
+2T00 (= n*)Ondon + 6CL= o (n — n*)2Adyn + 2C5* o (n — n*)Vn - Vn
+2(Z’55t 0Andyn + 2C, ttt( n*)j- 0% + C’ttt ,Oomj?

+20, t“(n —n*)03j - Oj + C’t tt@ 57 - JOon + 201 728(2)71]' - OoJ
+3C’2 s(n — n*)202V -]+ 4C’t ts(n —n*)0ndV - j
4205 1(n—n*)0GnV - j + QCtS Y (n —n")0Vn - 0oj
1205 ft(n —n*)02j - Vn + 3(]“S (n—n*)j-03Vn + 20§’tt’182nVn -
6T (0 — n*)80DuDbs i + 2Pj“,1 o (1 — 1")0a0bj ;00 + AT (0 — 1) 000aj; bk
+300" 173k 000a 06 + AT 0"} ik 000anufy + 205" 1 7k000aj ;O (D-20)

D.1.3 Equation de continuité

La densité et le courant sont toujours sujets a vérifier ’équation de continuité
(15.15) qui peut éetre utilisée pour simplifier la partie dépendante du courant par
rapport a la densité. Le résultat est de la forme L = L,, + L; ou

Ln =dg -+ gtaon + Qtégn + gttagn + G2 (8071)2 + gSSAn -+ 952<Vn)2 —+ gtttag’n
+§ttt3§n + gmt@gn@on
+G1.: 020000 + 15500 AN + G15,s00V 0 - Vi, + gt,ss2C§S’t70An80n (D.21)



256 Chapitre D. Lagrangien

avec
g =To(n—n*)+Too(n —n*)? +Togo(n —n*)>
g = =20 f(n —n") = 3Cyj(n — n’)?
9t = 2F8,0(” —n')+ 3F870’0(n —n')?
Gt = (2F80,0 - 401,?)(” —n')+ (3F80,070 - 602,?)(” —n*)?
g = (3T — 6Cy1)(n —n") + (60 — 6C51) (0 —n*)?
gss = 205°g(n —n") +3C5%(n — n’)?
g2 = 305" o(n — n*) + 6C7" o (n — n*)?
Gitt = _201,?5(71 —n')— 302,?8(” —n") — 601,?3(” —n’)
Gtet = 21“80%(71 —n)+ 3F80(?0,0(” - ”*)2
it = —12057,2?18(" —n’) — 60?:? (n —n")
Grtp = 6F80:8’0(n —n’)
Jtss = 6058570(71 —n")+ 9C’§5570(n —n*)?
Ots,s = 480:?’5,0(” —n’)
Ot,ss = 24O§s’t,0(n —n’) (D.22)
et

L; = Gipjijn + G91.0udidn + Gej - 0oj + G - 9aj + Guj - 9j + G2 (00j)*
+G3 L ik000a]; + G5 DaDsjsin
+G;”£@ajj85jk + Gga()jj +GoJa + Gtttj : 53]’ + @tt,t(‘?gj : éoj
+G L D00a0i i + G 0aOs3; 00
+G 00040 (D.23)
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avec

Gy = 2Cy 5 +6C, ;(n —n*) 4+ 12C,5(n — n*)* + [60 + 2405 H(n—n ))don + SCttt€92n
2 = (697 + 24790 o (n — n")]9yn + 12102 Oem
Gu = 2C, 5 +3C, 5 (n—n*) +12C, 5 (n — n*)? + 6C} ttﬁon
Gy = 30,5 (n—n*) + 6C, 5" (n — n*)?
G, = 12070 Oy
G‘-Ll: = 21“‘-“’ kT 6F?b’k,0(n —n*) + 1211?%,0,0(" —n*)?
Gab =307, ko( n') + 6P?,’lg,0,o(n —n")?
G? = [6C51(n — n*) +12C51 (n — n*)?)9n + 6C51 (n — n*)ded;n
+[6C5" | +24C5" | (n — n*)]|0onVn
G = [2C5, +6C5 1 (n — n*) + 1205, (n — n*)*|Vn + [AC{Y + 12C5 (n — n¥)
+24C5' 1 (n — n*)?*|80;n
—[6C, | s _ 9CY* | (n — n")|9Vn + 6C5" | 9inVn
Gy, = 6Cy tt(n —n")0,n
G = 2C, 5 L 2C, 4 90, ttt(n — )
Gur = 6C, t“(n—n )
GO, = 6T, 4+ 6T, (n — )
GOy = 1200%) ((n —n”)
G = 120" o (n —n) (D.24)

En accord avec les expressions & une boucle, les fonctions des coefficients GY, G et G,
b a,b (] b Oa,b
sont lmaglnalres pUI'S et 9557 982 gtssa gts Sy gt EER) G] k> G] k> Ga G] k> G “ ko Gj ko
b,0
G; » sont complexes, la partie imaginaire étant proportlonnelle a sgn(E).

D.1.4 Invariance par ”boost” galiléen

Seuls certains coefficients listés dans , peuvent prendre des valeurs arbi-
traires. Une condition évidente sur le lagrangien est que les dérivées temporelles
doivent toujours étre suivies d’autres contributions de telles manieres a ce qu’elles
puissent étre remplacées par des dérivées convectives. L’invariance sous la seconde
transformation dans élimine les contributions provenant de 'action et conte-
nant au moins deux puissances du courant sans dérivées spatio-temporelles agissant
sur elles. Une expression Aj avec un courant simple sans dérivée spatio-temporelle ne
sera licite que si chaque composante du vecteur A est une densité multipliée par une
dérivée spatio-temporelle d’une fonction. En fait, un tel élément génénere un terme
de surface dans l'action effective sous "boost” galiléen. Notre lagrangien peut alors
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étre écrit comme (|15.57))-(15.58|) avec

~ 1 fy‘.l
a __ a 0 __ 4k
ik = Gk = apGj ===,
G =2
t n )
Gtt = E)
n
0
GQa _ fyj%k
J sk n
b
qu — ,qu,k
ik n
G="_
n7
G, — (D.25)
Jj ok n )
et les coefficients 77, , ... sont des constantes indépendantes de I'espace et du temps.

D.2 Equation du mouvement

On dérive dans cette section les équations du mouvement pour le lagrangien effectif
(15.57)-(|15.58]). On considere d’abord 1’équation du mouvement pour la densité. Les
contributions provenant de L,, et L; a (15.65)) sont

G4 0udidn + Gij - Dj + Gyj - D*j + Ga(Dj)* + G5",0,0sj; i
GO 00jiOhji + 0" - D+ G- j
+G,j-Dj + Gg“%f)@aabjjjkg' +g,Dn + §.Dn + g,,D*n
+g52(Dn)* + g, An + g2 (On)?
A P A 1
+91:D*n + Gl D0+ G DAN — D(gin + g2 Dn) + D(Gin) — 20,(gs20an) + D?gy + EAgss
- 1. - 1 1 A 1 1
+D?%Gut + =ADGtss — (gi + g2 Dn)=v - On — §;—v - On — gy—v - Dn + Dgy—v - On
2 n n n n
1 A 1 - 1 A 1 1
—Jur—0 - OD*n + Dgys—v - 0Dn — Dgyy—v - 0Dn — D2§ttt—v 0N = Grss—v - 00,0pn,
n n n n n
(D.26)
et
o1 . 5 1 4 | . ~ 1 .
—2Gtszkﬁv -0 — (G + Vk)ﬁv <Ok — Gttjkﬁv - 0Dy + D(Gttjk)ﬁv <07k
N B PSS SN N T S S R
_(Gttt]k)ﬁv : aDQJk - D(Gttt]k)gv -0Dj — DQ(Gttt]k)EU - Ok — §ng jJi EU - 000 i,
(D.27)

respectivement, ou le prime dénote la dérivée par rapport a la densité.
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Les contributions similaires a ’équation du mouvement pour le courant

1 1. 1 1 1. 1.
(g: + g2 Dn)=0kn + §i—0kn + gu— O Dn — Dgy—Okn + Gy —O0p D*n — Dgyy—Oxn
n n n n n n

N 14 14 1 1.
+D gy — O Dn + DQ@ttt—akn + —G1ss— Ak, (D.28)
n n 2 n

et

G] kaa]a + GtD]k + GttD jk + G k@ (91,]] + Gk + GtttD jk + GoakaZ? abjj

—2DGt2Djk — 2Gt2D jk -+ DGt]k -+ GtDjk + DVk + D Gtt.]k + 2DGttDjk + GttD2jk + DSGtttjk
+3D°GDji + 3DGyut D?ji, + Gt D i — 0GY, pjim — GonOrim — 0eG510u; — G00uj

A S LS .
—|—2Gt2D]j8kjj — Gtt]jakjj + §G?b ’gjgakabacjj. (D29)

D.2.1 Ordre principal

Les contributions & l'ordre principal & I'ordre O(5°), O(D) et O(9?) provenant de
— pour la densité sont exhibés dans I’équation (|15.80f). Les contributions
a l'ordre principal des expressions - a I’équation du mouvement pour le
courant peuvent étre écrites au moyen d’un multiplicateur de Lagrange

0 =K, " Dji + RE, "V 9,0.51, + 0\, (D.30)
ou
K, 20 = 46,,C,L,
Ky, =20, + T ). (D.31)

On récrit I"équation (D.30) comme

1
0= D]a + %L 51)8ch + —— 0\, (D.32)
4Co 2

ou

I be(0) Fbck—i_rgca

— D.33
k,a 20072 ( )

On considérera les expressions formelles de chacun des coefficients de 1’équation
(D.32). Considérons d’abord 2Cj,. On décompose la fonction de courant a deux
points en une partie transverse et une partie longitudinale

rhe — Py (5;” . )FT (D.34)
P’ P?
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et on substitue cette forme dans la premiere des équations . Le résultat est
I’expression

1
2C,5 = gmaE@PT +Th). (D.35)

L’inversion dans (D.61)) simultanément avec les équations (D.63)) produit

OpG"
(GE)>
Pour le calcul du numérateur dans (D.33)), On doit exprimer la derniere relation dans

les équations (D.7)) en termes des composantes longitudinales et transverses de la
fonction de courant a deux points. A cette fin, on obtient

2ihdp(2T'T +T'Y) = —6ih

(D.36)

1"];,(1 = 5k7arzoyp2 +pkpa1—‘;0’p2 (D37)
ou
r¢=r"
1
It = E(FL -1 (D.38)

et on trouve
O Ope L 10y, + OppOpe T (o) b = 40k.a05,c0p2 T + 2(Se 40b.a + a0 )T (D.39)

En utilisant encore les équations on trouve

—T7) = ~(ésf)2 + 8p2C~7‘T~— ap2éL7
Gt (GL)? (GL)2

ce qui avec les équations ([D.35)) et (D.36|) mene a

(D.40)

' 02 G i (G*1)?  0,2GT — 0,2G*
L2 = sgn(E) +6 u0pe 2 — sqn(E) o= (804040 + 600 A T =
ok gl E) 5 Okads, OpGT gn(E) gy e o) GG OpGT

(D.41)

Les résultats explicites a une boucle peuvent étre trouvées au moyen des équations

[D-59).

L Zc((]) _ 6k,a5b,c [l /q2 ( Eq + QQ(Eg + 272) >
a, 2
fq (Egi—w?)Q v Jq 2m(E2 +92)2  6m*(E2 ++2)3

1 2E3
+isgn(E)/q2 (— + T )}
I\ o R B

’E
1 m fme U mre)
+m(5c,k5b,a + 6c,a5b,k) 72 - 72 1
7 lowgier Jiwer o

(D.42)
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D.3 Approximation a une boucle

On présente dans cette section le calcul perturbatif a 'ordre principal des fonctions
de vertex G ; ou les interactions sont prises en compte en retenant un temps de vie

fini 7,,;er pour les excitations fermioniques élémentaires. La fonction de Green G ;
peut étre déterminée dans un premier temps et son inverse dans une seconde étape.

D.3.1 G,

En raison de I'invariance rotationelle, la transformée de Fourier de la fonction de
Green est de la forme

S GH(p°,p?) pG*(p°, p?)
"= <p@“(p°,p2) GI*(p°, p?) (D-43)

Afin de faciliter I'inversion, les composantes spatiales seront décomposées en partie
transverse et longitudinale.

Gok = TINGT 4 RGP, (D.44)
ou
pp

=T ik = ik gk, (D.45)
p

Les fonctions de Green

G0 = —in / G, Gpir,

GO = —% 6. (+%),
é;’,o _ ih2 GGy (TA + %)
Gk — m3 /G Gp+7" i+ %) ('r’k + %) (D.46)

seront calculées en effectuant une rotation de Wick des énergies imaginaires

Frv
GpY = / : — : : (D.47)
o.F [Z(F + E) — Egip + Z'V(F + E)HZF -k + ZV(F)]
ou I'énergie d’une seule particule
h2 2
E, = —p (D.48)

2m
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est donné en termes de masse effective m et de potentiel chimique p,

2

ot Rk oeR) -l ) o

La partie imaginaire des excitations élémentaires, yg = sgn(E)y avec v = h/Tmicr

représente les interactions. Le résultat final sera retrouvé par une continuation ana-

lytique au temps réel, E — —iF, a la fin du calcul. Afin d’étre en mesure d’utiliser la

méthode des intégrales de contour, I'intégrale de 1’équation (D.47)) qui a un intégrand
non-analytique en énergie peut étre écrit comme

sV
FP q

égﬂj = /F/d/\dpé'y()\ - EQ)(S’Y(p - EIH-P) (Z(F + E) _7 p)(ZF o )\) (D50)

au moyen d’une distribution de Dirac régularisée ([15.47)). Les intégrations sur 1’énergie
ainsi que sur les parametres spectraux peuvent étre facilement déterminés au moyen
d’une intégration de contour, ce qui donne

é,u,l/ _ z /Fu,u |:/oo d)\@(_)\ — Eq)
Poom g P L e WA = Egyp + By +i(E + vp)]

h dAO(=A — Eq+p)
—|—/_oo ()\2+72)[/\+Eq+p_Eq_l'(E_i_,yE)J (D.51)

L’intégration sur le parametre spectral restant donne

~ y 1 D? E?
RGHY = = [ FIY — — FEvyp— —
' ”/q e {[DZ + (29 + E)?[(D? + E?) ( 2 T TR

[E2,, + (E+ve)?|[E + (E+ )’
(B2 +v5)(EZip +78)

D? + E? E E
+D <L +2(FE + ’YE)) (arctan —% — arctan q—+p>

In

TE YE YE
—2D(E + vg) (arctan Forn arctan By )] (D.52)
E+g E+e '
et
s 1 E?  + (E+ve)(E% + 92
SmG” = (E + WE)Z /Fzylzy [ 2 21 D2 5 Dln | q+}27 : ,YE)z]( (;ﬂ; 27E)
7 ), P L[D?+ (2ve + E)*(D? + E?) [E2 + (B +ve)*|(E2 + %)
D? + E? E E
+ (L + 2E> <arctan — _ arctan ﬂ)
TE VE YE
D2—2E7E—E2< E,. E )}
+ arctan ——2_ — arctan g D.53
E+7p E+s B+ s (D-53)

onD=FE,.,—E,
Les expressions (D.52))-(D.53]) sont encore trop compliquées, et on va donc les
évaluer dans quelques cas particuliers qui seront suffisants pour la détermination des
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coefficients dans le lagrangien effectif (15.57))-(15.58]). Le cas le plus simple est celui
ou on pose £ =p =0,

2y ANO(—=\ — E)\ ~y / '
G#V — F/U’ - _ p=Y,q D.4
B=p=0 — / Oq/ (A2 +42)2 T J B2+ 72 (D-54)

La dépendance des impulsions a I’ordre principal peut étre obtenu en insérant I'intégrand
de (D.51)) dans p. On trouve apres un calcul long mais direct

2 2 2
C"Ty,u,lf _ é,u,l/ + 1 /F%V DEq 4 D (Eq + 2’7 )
E=0 p=E=0 T J, p,q (Eq2+72)2 2(E3—|—72)3

0 D D*E?
= | PPV — D.
+Z’YEﬂ_/q b [ (E3+72)2 +72(E3+72)3 (D.55)

jusqu’a l'ordre O(p?). Les dérivées par rapport a 1'énergie peuvent étre obtenues en
posant p = 0 dans 1'équation (D.51]),

~ 27y )\+E))\
Gt = —/F“”/ D.56
P A2+v +(E +7p)Y (D-56)

et en effectuant une rotation de Wick inverse et en 1’évaluant pour F

iy v (—iE)(—iE + 2vg)
GhYy = — Ff¥n (1
r=0 " T(ZiE)(—iE + QVE)W/Q P n( TR
o / ) ( 1 iE(—iE + 27,;)) )
=——= [ F + + O(E7) (D.57)
), TUNEZ g 2(E240g)?
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Les résultats de (D.55), (D.57) permettent d’obtenir d5G' = 0 et

~ 1
Gtt:_l/
T Jg B2+ 2

¢E;

8,:Gt = 1/{ Py (B, +27) } +mE1/ [— S
: -
T J, Qm(Eg + ~2)2 6m2(E§ + 42)3 T J, 2m(Eq2 + 2)2 3m272(E3 +72)3

Crts — h_’y/ ¢*E,
mw J, 3m(E2 4 ~2)?

ar — _ h?y / q
3m2rm ‘ Eg + 2
= GL

i L [ B e
P 3m2rm J, 2m(E2 +92)2  6m*(E2 ++2)3

+iy il / ¢ | - ! + 7Ly
Egm2r q 2m(E§ + 72)2 3m272(E3 + 72)3
[ (B
P dm?m J, B2 +~%  3m*r J, 2m(E2 ++%)%  6m2(E2 +~2)3

[ L By
e 3m27 /qq <_2m(Eg + 72)? + 3m2fy2(Eq2 + 72)3)

~ ‘77_/2 2
9,GT = " 'VQ'YE/ 2q -
3m2m q(Eq+7)

= 0GP

Les intégrales de boucles sont divergentes et requicrent une régularisation. La cou-
pure dans l'espace des impulsions est implémentée en contraignant I'intégration pour
lq| < 27 /ly. Dans notre approche simplifiée de la dépendance en échelle, on choisit la
coupure dans le régime hydrodynamique

B2 /3n\Y?
bo = TierVp = — | — . D.59
S— o

Ce schéma est consistent tant que 27 /g > kp, c’est a dire

9 4 2/3
N L gl (3_) | (D.60)
o n

(D.58)
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D.32 T.;

La fonction de vertex a deux points I'; ; est obtenue d’apres ((15.9) en inversant

~ ~ —1 A ~rts
5 rtt pT'ts _ qtt ~ pGts ) _ % —p GD~
pra0 \pres I17 + LTF ) ~ \pGt TGT + LG" & &T+SL

(D.61)

ou D = G"GY — p>G*'G*. Afin de déterminer les dérivées des fonctions de vertex
nécessaires, on écrit

I = (G* + p*0,.G* + EOpG*) (D™ + p*0, D' + EOyD™")
s — _éts(Dq +p25’p2D71 + E@EDA)
o 1
G+ p202GT + BE9pgGT + E02GT
I'r = (G" + EOpG" + p*0,,G")(D™ 4+ p?0,. D' + EdgD™")  (D.62)

ce qui donne apres avoir pris en compte (D.58)

Ftt _ GLDfl
8,,21‘“ = éL8p2D_1 + D_18PQGL
Opl™ = G*opD™' + D™ '0pG"
Fts — —étsD_l
8p21“t5 = —(:;’tsap2D71
8Erts — _GtsaEDfl

ﬂ:i-
@T
aJT——@%ﬂ
T (6T
%W:—%@
(GT)?
FL _ étthl

8p2FL = éttalﬂD_l + D_laPQGtt
Opl't = GHopD™' + D~ 19,G" (D.63)
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