Filtrations a temps discret négatif.

par Stéphane LAURENT

THESE
présentée pour obtenir le grade de
DOCTEUR DE L'UNIVERSITE LOUIS PASTEUR, STRASBOURG [
SPECIALITE MATHEMATIQUES

Soutenue le Mercredi 30 Juin 2004 & 9h00 devant la Commission d’Examen :

Michel EMERY Directeur de thése,
Jacques FRANCHI Rapporteur Interne,
Christophe LEURIDAN  Membre du jury,
Pierre VALLOIS Rapporteur Externe,
Marc YOR Rapporteur Externe

IRMA - UMR 7501 CNRS/ULP
7 RUE RENE DESCARTES - 67084 STRASBOURG CEDEX, FRANCE



RemeR ClEMENTS

Je remercie spécialement Michel Emery sans qui je n’aurais pu réaliser cette thése. Sans
son aide, ses conseils, son influence, son exigence, sans ses soins, je n’aurais pas toujours su
me débarrasser de la quincaillerie avec laquelle mes mathématiques étaient écrites parfois.

Je pense que celui de mes professeurs qui aura eu 'influence la plus manifeste sur moi
lorsque j’ai choisi de m’orienter vers la théorie des probabilités est Pierre Vallois ; je le remercie
donc particuliérement pour cela et aussi parce qu’il a accepté de participer au jury de ma
thése. J’ai beaucoup d’estime pour Jacques Franchi, Christophe Leuridan et Marc Yor, que je
remercie aussi d’avoir accepté de faire partie du jury.

Je remercie Michel Coornaert que j’ai beaucoup cétoyé durant ma thése; il sera toujours
indissociable de mes souvenirs de ces années et le travail que nous avons partagé m’aura donné
de hautes lecons en matiére d’enseignement des mathématiques.

Il y a beaucoup de présences avec lesquelles on vit. Pour leur présence durant ces années,
je remercie Anthony Phan, David Kurtz, Céline, Eve, L. Bagot, Myriam Ounaies, Corine, le
Séb. Et enfin, je remercie mes parents.



TABLE DES MATIERES

partie I Introduction. 7
1. Introduction I et préliminaires. . . . . ... ... ... .. ... ........ 8
1.1 Introduction. . . . . . . . . . . . . e 8
1.2 Préliminaires. . . . . . . ... 10

2. Introduction II et définitions. . . . . . . . . . . ... ... ... L. 16
2.1 Vocabulaire sur les o-algébres et les filtrations. . . . . . . ... .. ... .... 16
2.1.1  Vocabulaire sur les g-algébres. . . . . .. .. ... ... . 16

2.1.2 Filtrations de type produit et de type produit local. . . . ... ... .. 16

2.1.3 Filtrations conditionnellement homogénes : définitions. . . . . . . . . .. 17

2.2 Questions. L’exemple de Vinokurov. . . . . . .. .. ... .. ... ....... 18
2.3 Le cas conditionnellement non-atomique : 'erreur de Wiener. . . . . . . . . .. 19
2.4 Contenu des parties IT, ITI, IV. . . . .. . ... . . . ... 20
2.4.1 Partie II : Critére de Vershik de premier niveau et exemples. . . . . . . . 20

2.4.2  Partie III : Critére de I-jonction en arbre et contre-exemples. . . . . . . 20

2.4.3 Partie IV : Critéres de second niveau. . . . . ... .. ... ... .... 20

partie II Filtrations de type produit local. Critére de Vershik de premier

niveau. Exemples des mots gommés et des mots découpés. 21
3. Critére de Vershik de premier niveau. . . . . ... ... ... ... ...... 23
3.1 Innovations et critére de Vershik de premier niveau. . . . . . . . . . .. ... .. 23
3.2 Ensembles substantiels de o-algébres et €1oo(F). . . . . . . ... 24
3.3 Critére de Vershik de premier niveau : équivalences . . . . . . . .. .. .. ... 27
3.4 Preuve de la proposition 3.1.5. . . . . . ... 29
3.5  Remarques sur le critére de Vershik de premier niveau. . . . . . . . .. .. ... 31
3.6 Cas d’une chaine de Markov constructive. . . . . . ... ... ... ... .... 32
3.7 Cas d’une filtration de type produit local générale. . . . . ... ... ... ... 32
4. Changement d’innovation. . . . . . . . . ... ... ... ... ... ... 34
4.1 o-algébres isomorphes. . . . . . . . ... 34
4.2 Mesures boréliennes. . . . . .. ... 35
4.3 Innovations de o- algébres : existence et description. . . . . . ... ... ... 38

4.4 Changement d’innovations de filtration et automorphismes d’arbre. . . . . . . . 42



Table des matiéres 4

5. L’exemple des mots gommés. . . . . . . .. ... 48
5.1 Préliminaire : notations sur lesmots. . . . . . . . .. ... ... ... ... ... 48
5.2 Le processus des mots gommés. . . . . . .. ..o 48
5.3 Cas uniforme sur un alphabet fini . . . . . . . .. ... ... ... ... ..... 51

5.3.1 Lemme de construction. . . . . . . . . .. ... ... ... .. 51
5.3.2 Notations. . . . . . . . . . . 53
5.3.3 Construction de (Mn)n<0- - -« - -« o v oo 54
5.4 Cas d’autres alphabets . . . . . . . ... ... Lo 57
5.4.1 Cas de la mesure de Lebesgue sur [0,1]. . . . . ... ... ... .. ... 58
5.4.2 Cas d’un alphabet essentiellement séparable. . . . .. ... .. .. ... 58
5.4.3 Cas d’un alphabet non séparable. . . . . . . ... ... ... ....... 59

6. L’exemple des mots découpés. . . . . . ... . .. ... ... ... 61
6.1 Découpage r,-adique. Notations. . . . . . . . . . . . .. ... ... ... .. 61
6.2 Le processus des mots découpés rp-adique. . . . . . . . ... 62
6.3 Construction de (Mn)n<0- - - « -« « o o 64
6.4 Les mots découpés dans [Ver|. . . . . .. ... .o Lo 66

7. Conclusion de cette partie. . . . . .. . .. ... .. ... ... ... ..., 68

partie III Couplage des filtrations de type produit local : couplage de Doeblin
et I-jonction en arbre. Le contre-exemple des mots découpés et des mots rongés. 69

8. Préliminaires : filtrations isomorphes et immersions des filtrations. . . . . 71
8.1 Filtrations isomorphes. . . . . . . . . . ... 71
8.1.1 Copie d’une v.a. dans un espace métrique standard. . . . . . ... ... 71

8.1.2 Filtrations isomorphes . . . . . . . . . .. ... ... ... 72

8.2 Immersion, immersibilité, colmmersion. . . . . . . . . . . . ... ... ... ... 76
8.2.1 Définition et caractérisations. . . . . . . . . . . . ... ... ... ... 76

8.2.2 Lemmes utiles. . . . . . . . . ... 77

8.2.3 Coimmersion de deux filtrations : caractérisations. . . . . . .. ... .. 77

8.2.4 Critére de Vershik de premier niveau pour une martingale. . . . . . . . . 78

9. Couplage de Doeblin. . . . . . . .. .. ..o 80
9.1 Notre premier couplage. . . . . . . . . .. 80
9.2 Cas des chaines de Markov constructives. . . . . .. ... .. ... ....... 82
9.3 Une condition suffisante. . . . . . . . .. ... ... .. 82
10.I-jonction en arbre. . . . . . . ... ... 85
10.1 Coimmersions en arbre. . . . . . . . . . . ... 85
10.2 Ijonction en arbre. . . . . . . . ..o 87
11.Le contre-exemple des mots découpés. . . . . . . .. ... ... ... ... .. 91
11.1 Coimmersions en arbre de deux processus de mots découpés. . . . . . . . . . .. 91
11.2 Le mécanisme de découpage. . . . . . . . . . . ... 92
11.3 Mots découpés non standard : lemme. . . . . . . .. ... 97

11.4 Mots découpés non standard : preuve. . . . . . . . . ... ... 98



Table des matiéres 5

11.5 Quelques remarques. . . . . . . ... 101
12.Le contre-exemple des mots rongés. . . . . . . ... ... 102
12.1 Préliminaire : endomorphisme d’un espace de Lebesgue. . . . . . ... ... .. 102
12.2 Contenu de ce chapitre. . . . . . . . . . . ... 103
12.3 La transformation [T, T~!] et la chaine de Markov [T, T71]. . .. ... ... .. 104
12.4 Les processus des mots décalés et des mots rongés. . . . . . . . . ... ... .. 106
13.Conclusion de cette partie. . . . . . . . .. ... 108
partie IV  Critéres de Vershik de second niveau. 109
14.I-confort. . . . . . . . . . e 111
14.1 Définition. . . . . . . . . . 111
14.2 Choix des variables aléatoires “test”. . . . . . . . . . ... ... ... L. 112
14.3 Propriétés. . . . . . . . .. e 113
14.4 Exemple : couplage classique des chaines de Markov. . . . . . .. ... ... .. 116
15.Filtrations I-confortables et filtrations standard. . . . . . . . . ... ... .. 119
15.1 Cas rp-adique. . . . . . . L 119
15.2 Cas conditionnellement homogéne. . . . . . . . . . ... ... .. ... ... .. 122
15.3 Filtrations standard. . . . . . . . . . ... 125
15.4 Cas des filtrations conditionnellement séparables. . . . . . . . . ... ... ... 126
15.5 A propos de la séparabilité conditionnelle. . . . . . . . . ... ... ... 127
16.Paramétrisations I. . . . . . . . . . ... 130
16.1 Généralités sur les paramétrisations. . . . . . . . . . . . ... ... ... 130
16.1.1 Définition. . . . . . . . . .. 130

16.1.2 Paramétrisations et séparabilité conditionnelle. . . . . . . . .. .. . .. 131

16.1.3 Grossissement paramétrique. . . . . . . . ... L 131

16.1.4 Paramétrisations des chaines de Markov. . . . . . . . . .. .. ... ... 132

16.2 Conditions de Doeblin et paramétrisation génératrice. . . . . . . ... ... .. 133
16.2.1 Préliminaires : familles de mesures. . . . . . . . . . . ... ... .. ... 133

16.2.2 Conditions de Doeblin . . . . . . ... .. .. ... ... .. ... ... 135

16.2.3 Un exemple de Hanson et Rosenblatt. . . . . .. .. ... ... ..... 135

16.2.4 Cas markovien homogéne. . . . . . . . . . .. ... L L. 137

16.3 Application au I-confort des chaines de Markov. . . . . . . . . .. ... .. ... 138
16.3.1 I-confort des chaines de Markov. . . . .. .. ... .. ... ....... 138

16.3.2 Couplage a partir d’'un temps d’arrét. . . . . . . .. ... ... .. ... 139
17.Paramétrisations ILI. . . . . . . . . . .. . ... . ... ... 144
17.1 Préliminaire : concaténation des paramétrisations. . . . . . . ... .. ... .. 144
17.1.1 Paramétrisations isomorphes. . . . . . . . .. ... L L. 145

17.1.2 Concaténation : caslocal. . . . . . . . .. ... ... ... ........ 145

17.1.3 Concaténation : cas global. . . . . . . .. ... ... ... ........ 147

17.2 Critére de Vershik paramétrique de premier niveau. . . . . . . . . . . . ... .. 149

17.2.1 Définition. . . . . . . . ..o 149



Table des matiéres 6

17.2.2 Propriétés. . . . . . . . 150

17.2.3 Lemmes et preuve de la proposition 17.2.2. . . . . . . ... .. ... .. 152

17.2.4 Cas d’une chaine de Markov. . . . . . .. ... ... ... ........ 153

17.3 I-confort paramétrique . . . . . . . . . . ... 154
17.4 Preuve de la proposition 17.3.5. . . . . . . . . ... 154
17.5 I-jonction paramétrique en arbre . . . . . . . .. ... L 157
17.5.1 Cas d'une filtration. . . . . . . . . . . ... 157

17.5.2 Cas d’une chaine de Markov. . . . . . .. ... ... ... ........ 159

17.6 Confort et paramétrisations. . . . . . . . . . . .. ... 159
17.7 I-confort des chaines de Markov. . . . . . . . .. ... ... ... .. ...... 160
partie V Deux courts chapitres. 161
18.Le I°°-confort et une application du lemme de Slutsky.. . . . . ... .. .. 163
18.1 Le I™-confort . . . . . . . . . . 163
18.2 Plus que le [*®°-confort. . . . . . . . . . . ... 164
19.Le théoréme d’isomorphisme lacunaire. . . ... ... .. ... ... ..... 166
19.1 Critére de standardité de Vershik . . . . . . . . . . ... ... .. ... ..., 166

19.2 Le théoréme d’isomorphisme lacunaire. . . . . . . . . . . . . ... ... ..... 167



PREMIERE PARTIE

INTRODUCTION.



1. INTRODUCTION I ET PRELIMINAIRES.

1.1 Introduction.

La classification des suites décroissantes de partitions mesurables d’un espace de Lebesgue mise
au point dans les travaux de thése de Vershik est une continuation des travaux de Rokhlin. Elle
se traduit en théorie des probabilités par la classification des filtrations & temps discret négatif.
On considére une filtration F = (F,,)n<o définie sur un espace probabilisé (€2, .A,P). Si pour
tout n on a une variable aléatoire V), indépendante de F,_1 et telle que F,,_1 V o (V},) = Fp,
nous dirons! que F est de type produit local, que V,, est une innovation de F,,_; dans F,, et que
(Vi)n<o est un processus d’innovations de F. Sous ces conditions et méme dans le cas ot la
tribu F_, := NF,, est dégénérée, auquel cas nous dirons que F est kolmogorovienne, il est facile
de remarquer que F n’est pas nécessairement la filtration engendrée par la suite de variables
aléatoires indépendantes (V;,)n<o (voir I'exemple en-dessous de la définiton 2.1.4 page 18).
Aussi, nous verrons facilement que la filtration de type produit local F = (F,,) <0 de Uezemple
de Vinokurov (page 18), est kolmogorovienne mais que F n’est pas de type produit, c’est-a-dire
qu’elle n’est engendrée par aucune suite de variables aléatoires indépendantes. Notons qu’une
condition nécessaire pour qu’une filtration de type produit local soit de type produit est qu’elle
soit essentiellement séparable, c’est-a-dire que la tribu finale Fj est engendrée par une classe
dénombrable d’événements. L’existence d’une filtration de type produit local kolmogorovienne
et essentiellement séparable mais qui n’est pas de type produit, devient un probléme compliqué
dans le cas des filtrations conditionnellement homogénes définies comme suit. Une filtration
F = (Fn)n<o de type produit local pour laquelle il y a un processus d’innovations (V;,)n<o tel
que pour tout n,
o V, est uniformément distribuée sur un nombre fini r,, de valeurs, sera dite r,-adique, et
dyadique dans le cas ot r,, = 2;
o V,, est uniformément distribuée sur le segment [0, 1], sera dite conditionnellement non-
atomique ;
o V,, est uniformément distribuée sur un nombre fini r,, de valeurs ou alors uniformément
distribuée sur le segment [0, 1], sera dite conditionnellement homogéne.
Le premier exemple d’une filtration kolmogorovienne et conditionnellement homogéne mais
qui n’est pas de type produit a été donné par Vershik. Il s’agit d’une filtration dyadique.
Vershik donne un critére, non trivial mais élémentaire, caractérisant les filtrations qui sont
de type produit parmi les filtrations r,-adiques. Nous donnerons son analogue probabiliste
sous le nom de critére de Vershik de premier niveau, énoncé plus généralement pour toutes les
filtrations de type produit local.
Nous donnerons un exemple non trivial d’une filtration r,-adique de type produit dans le
chapitre 5, la filtration du processus des mots gommés. Dans le chapitre 6, c’est la filtration

! Pour cette introduction seulement ; plus tard nous dirons qu’elle est de type produit local et conditionnel-
lement séparable.
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du processus des mots découpés qui sera étudiée. Le processus des mots découpés r,-adique
est défini lorsque sont donnés une suite (r,),<o et un alphabet probabilisé (A, u), et sa
filtration est r,-adique. Dans le cas dyadique (r, = 2), A fini, et p uniforme sur A, il est
démontré dans [Smo| et [ES| que cette filtration n’est pas de type produit. Nous reprendrons
et généraliserons cet exemple dans le chapitre 11. Nous expliquerons comment on peut savoir
a priori, en utilisant la théorie de Vershik, qu'il existe des suites (rp)n<o et des alphabets
(A, %, 1) pour lesquels la filtration du processus des mots découpés r,-adique correspondant
est de type produit, et nous donnerons alors des conditions suffisantes pour que ce soit le cas
(conditions (V) et (V), propositions 6.3.3 et 6.3.4).

Pour la clarté de l'introduction, nous énumérons ci-dessous les notions sur les filtrations
auxquelles nous nous intéresserons :

o Le critére de Vershik de premier niveau (définition 3.1.3).

Le critére de I-jonction en arbre (définition 10.2.1).

Le critére de standardité r,-adique de Vershik (que nous n’énoncerons pas).
Le critére de standardité de Vershik (définition 19.1.1).

Le critére de I-confort (définition 14.1.1).

o La notion de filtration standard (définition 15.3.2).

Le critére de standardité de Vershik donné dans |Ver| définit un invariant des filtrations
a temps discret négatif générales. Il a été donné sous forme probabiliste dans [ES| sous le
méme nom. Pour l'énoncer, dans [Ver| comme dans [ES|, il faut au préalable définir des
tours de mesures. Mais Vershik donne aussi des constructions combinatoires adaptées aux
filtrations r,-adiques correspondantes a celles des tours de mesures, sur les orbites d’actions
des groupes des automorphismes d’arbre, dans un cadre trés ergodicien, et il est (sous-)entendu
que son critére s’écrit aussi en termes de ces constructions, en les substituant aux tours de
mesures, lorsqu’il concerne les filtrations r,-adiques. Dans ce cas nous 'appelerons le critére
de standardité r,-adique de Vershik. C’est ce critére que Vershik, ainsi que d’autres ergodiciens
comme Feldman, Heicklen, Hoffmann, Rudolph, et plus récemment Karen Ball, utilisent pour
étudier des exemples de filtrations r,-adiques. Nous donnerons un analogue probabiliste du
critére de standardité r,-adique de Vershik sous le nom de critére de I[-jonction en arbre,
homologue en termes de couplages de deux filtrations, du critére de Vershik de premier niveau.
Les auteurs de [ES| distinguent deux niveaux de la théorie de Vershik ; le critére de Vershik
de premier niveau est du premier niveau, le critére de I-confort et le critére de standardité de
Vershik sont du second niveau. A tout oser, nous dirions que le critére de I-jonction en arbre
est de niveau 3/2.

Le critére de I-jonction en arbre nous permettra dans le chapitre 11 de donner une condi-
tion suffisante sur la suite (r,) et lalphabet pour que la filtration du processus de mots
découpés r,-adique correspondant ne soit pas de type produit (condition (A), proposition
11.4.2). La filtration du processus des mots rongés que nous verrons dans le chapitre 12 est un
autre exemple de filtration dyadique et kolmogorovienne qui n’est pas de type produit. Nous
expliquerons comment ramener la preuve a un probléme de nature combinatoire, mais nous
renverrons le lecteur a [HH| pour sa résolution car nous verrons que la non-standardité de la
transformation [T, T '] établie dans [HH] avec le critére de standardité r,-adique de Vershik,
se traduit aussi par ce probléme. Avec les résultats de second niveau de la théorie de Vershik,
I’exemple de la filtration du processus des mots rongés fournira toute une classe de filtrations
de chaine de Markov [T, T~!] qui engendrent des filtrations dyadiques et kolmogoroviennes
qui ne sont pas de type produit.

o O O

@]
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Le critére de I-confort est introduit dans le chapitre 14. Dans le chapitre suivant, par
un argument d’extrémalité dans le cas r,-adique, puis au moyen moyen d’approximations,
nous montrerons que dans le cas des filtrations conditionnellement homogénes, le critére de
I-jonction en arbre permet de passer d’un niveau a l'autre de la théorie de Vershik : dans ce
cas les critéres de I-jonction en arbre et de I-confort sont équivalents. Nous obtiendrons donc
assez élémentairement le théoréme suivant.

Théoréme 1.1.1. Sur un espace probabilisé (Q, A,P), soit F = (Fp)nco une filtration es-
sentiellement séparable et conditionnellement homogéne. Alors F est de type produit si et
seulement st F est I-confortable.

Ce théoréme peut se déduire des résultats de [ES| dans le cas des filtrations conditionnellement
non-atomiques, en passant par le critére de standardité de Vershik, et il est affirmé sans étre
explicitement démontré dans le cas r,-adique. Avec ce théoréme, 1’équivalence due a [ES] entre
filtration I-confortable et filtration standard s’obtient facilement (corollaire 15.3.4), et nous la
généraliserons au cas des filtrations conditionnellement séparables (définition 2.1.6, corollaire
15.4.1).

Aprés avoir introduit la notion de paramétrisations dans le chapitre 16, nous ’appliquerons
pour donner des exemples de filtrations standard, en nous aidant parfois de certains résultats
dans la littérature qui ne concernent pas les filtrations tels qu’ils sont écrits. Dans le chapitre
17, nous montrerons qu’il est équivalent pour une filtration essentiellement séparable d’étre
I-confortable ou d’admettre une paramétrisation génératrice. Ce résultat avait causé quelque
confusion dans la littérature ([Sch2|, [FS02]). Nous étudierons aussi la généralisation au cas
conditionnellement séparable.

Enfin nous finirons par deux courts chapitres. Nous ferons une remarque sur le I-confort
dans le chapitre 18. Le critére de I-confort tel qu’il a été défini dans [ES] est une variante
d’un critére introduit par B. Tsirelson dans [Tsi|, et une modification faite dans |[ES| en vue
de simplifier sa présentation du I-confort semble 'affaiblir. Nous montrerons qu’en fait cette
modification n’affecte pas la définition du I-confort. Ainsi on obtient une définition équivalente,
qui est plus commode pour établir certains énoncés.

Le chapitre 19 est indépendant. Nous espérons que ses trois pages rendront hommage
au critére de standardité de Vershik, lequel n’aura pas fait apparition précédemment ; nous
y énoncerons le critére de standardité de Vershik et en admettant son équivalence avec le
I-confort, établie dans [ES|, nous donnerons une preuve rapide du théoréme d’isomorphisme
lacunaire, dont le point clef est inspiré du lemme de Slutsky, utilisé dans le chapitre précédent.

1.2 Préliminaires.

Espace de Borel. Soient (S,S) et (T,7) des espaces mesurables. Une injection bimesu-
rable de S dans T est une application mesurable injective ¢: S — T et telle que la bijection
1711 1(8) — S est aussi mesurable.

La tribu borélienne sur un espace métrique séparable E est notée Dg, ou alors elle n’est
pas notée puisque tout espace métrique séparable sera tacitement muni de sa tribu borélienne.
De méme lorsque (S, 8) et (T, 7T) sont des espaces mesurables, le produit S x T est tacitement
muni de la tribu produit S ® 7.

On dira qu'un espace mesurable (S,S) est un espace de Borel s’il existe un espace mé-
trique séparable E et une bijection bimesurable f: (S,S) — (E,®g) telle que f et f~! soient
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mesurables. Ceci équivaut encore (voir [DM], [Ke|) a ce qu'il existe une famille {C),} dénom-
brable d’éléments de S qui engendre S (on dit que (S5, S) est séparable), et que S sépare les
points, (c’est-a-dire que Va,y € S,3C € S,z € C,y ¢ C). Un espace mesurable (S,S) est un
espace de Borel standard s'il existe une bijection bimesurable de (.5, S) sur un borélien de [0, 1]
muni de la sous-tribu de g ;; induite par ce borélien, ou en d’autres termes s'il existe une
injection bimesurable de (S, S) sur ([0, 1],515[071]). Tout borélien d’un espace polonais muni de
la sous-tribu qu’il induit est un espace de Borel standard (voir [Ke|). Nous appelerons espace
métrique standard tout espace métrique qui est un espace de Borel standard lorsqu’il est muni
de sa tribu borélienne. Un espace métrique standard est nécessairement séparable. Rappelons
la représentation fonctionnelle des applications mesurables dans un espace de Borel standard.

Théoréme (Doob). Soient (Q,A) un espace mesurable, (S,S) un espace de Borel standard
et X: Q — S une application mesurable. Soient (T',T) un espace mesurable et £&: Q@ — T
une application mesurable. Alors X est mesurable dans o(§) si et seulement si il existe une
application mesurable f: T — S telle que X = f(€).

Sur le sup de deux tribus. Comme conséquence du théoréme de Doob, notons la proposition
suivante qui sera utilisée trés fréquemment.

Proposition 1.2.1. Soit (2, A) un espace mesurable et soient C et B deuz sous-o- algébres
de A. Soient E un espace métrique standard (ou un espace de Borel standard) et X: Q — E
est une fonction mesurable pour BV C.

a) Il eziste une fonction B: Q — R mesurable pour B, une fonction C: Q — R mesurable
pour C, et une fonction borélienne f: R? — E telles que X = f(B,C).

b) SiC est séparable et si V' est une application mesurable dans un espace métrique séparable
(ou un espace de Borel) telle que o(V') = C, alors il existe une fonction B: Q@ — R mesurable
pour B et une fonction borélienne g telles que X = g(B,V).

Démonstration. La o-algébre o(X) est engendrée par une famille dénombrable {A,, },,cn d’élé-
ments de BV €. Chaque A, s’écrit avec des opérations ensemblistes booléennes combinant un
nombre dénombrable d’événements B}, € B, j € N et un nombre dénombrable d’événements
C} € @, j € N. Par conséquent si B et C sont des variables aléatoires qui engendrent les
o- algébres respectivement engendrées par les B}, et les Cj, n € N, j € N, alors X est me-
surable pour la o-algébre engendrée par I’application mesurable (B, C): Q — R?, et enfin le
théoréme de représentation fonctionnelle de Doob nous donne f. Le b) se déduit facilement du
a) avec le théoréme de représentation fonctionnelle de Doob : si X = f(B,C) et si C = o(V),
alors C' est une fonction borélienne de V', donc X est une fonction borélienne de (B,V). O

Espace probabilisé complet. Soit (Q, A) un espace mesurable, et P une probabilité sur
(Q,A). La (A, ]P’) complétée d'une o-algebre B C A est la o-algébre B = (B N(A, IP’))
engendrée par B et 'ensemble N (.A IP’) des parties de Q) négligeables pour P, c’est-a-dire
contenues dans un événement A € A tel que IP’[A] = 0. Elle est plus explicitement décrite de
la maniére suivante. Soit (5, S) un espace de Borel. Alors une application X : (Q2,B) — (5,S)
est mesurable si et seulement si il existe une application mesurable X:(Q,B) — (S,8) telle
que X = X en-dehors d’une partie N € N (.A ]P’) et X est appelée une version de X. Si on
note A la (A IP) complétée de A la probabilité P s’étend de maniére unique a une probabilité
sur A. On obtient ainsi une o- algébre B C A (.A, IP’) compleéte, ou aussi (A, P)-compléte, c’est-
a-dire telle que N (A,P) C B, et un espace probabilisé¢ (Q, A, P) complet, c’est-a-dire tel que
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N(A,P) C A. On dit que (92, A,P) est un espace de Lebesgue s'il existe un espace de Borel
(Q,.A) et une probabilité P sur A tel que (2, A,P) est la (A, P)-complétée de (,.A).

Tout au long de cette thése, les espaces probabilisés considérés seront toujours supposés
complets, et toute o-algébre B d’un espace probabilisé (2, A, P) donné sera toujours supposée
(A, P)-compléte.

Mesure image. Soient (2, A) et (S,S) des espaces mesurables. Lorsque y est une mesure
sur (Q,.A), et que I'on a une application mesurable n: (Q, A) — (T,T), on note n(x) ou pon =
la mesure image de p par 7. Lorsque P est une mesure de probabilité ambiante sur (€2, .A), la
mesure image de P par 7 est appelée la loi de n et nous la noterons P,,.

Variables aléatoires dans un espace métrique séparable. Soient (2, A,P) un espace
probabilisé, B C A une o-algebre et (E,p) un espace métrique séparable. Puisque E est
séparable, la tribu borélienne sur E' x E est la tribu produit B @ Bg, et la distance p sur
E est alors une fonction borélienne (car continue) sur E' x E. On appellera variable aléatoire
dans E mesurable pour B une classe d’équivalence d’une fonction mesurable de (2, B) dans E
pour la relation d’égalité presque stire, et on note alors L (Q, B,P; (E, p)) ou LY (B; (E, p)), ou
LY°(B; E), I'ensemble des variables aléatoires dans E mesurables pour B muni de la topologie
de la convergence en probabilité. Cette topologie est définie par la distance

(X,Y)—inf {6 > 0| P[p(X,Y) > §] <d},

ou

p(X,Y)

(X,Y)Hm[ilﬂ(x,?y)

] , ou encore (X,Y) — E[p(X,Y) A1].

La loi d'une variable aléatoire X € L°(Q, A,P;E) est désignée par Px. Le terme « va-
riable aléatoire » sans autre précision signifiera « variable aléatoire réelle ». On note aussi
Lt (Q,B,P; (E,,o)), ou LY(B; E), 'ensemble {X € L°(B;E) | ]E[p(X, xo)] < oo}, ouzg € B
est un point quelconque fixé, muni de la métrique (X,Y) — E [p(X , Y)] Comme dans le cas
de R, la topologie sur L!(B; E) issue de cette métrique est plus fine que la topologie de la
convergence en probabilité et L'(B; E) est un sous-ensemble dense de L°(B; E). Aussi, I'en-
semble LSimple(B; E) des variables aléatoires mesurables pour B ne prenant qu’un nombre fini
de valeurs est dense dans L'(B; E) (voir [DM]). Dans le cas le plus fréquent ot £ = R et
p(x,y) = |z — y| est la distance usuelle sur R, on notera seulement L°(B), L'(B), Ls™Ple(B).
Nous notons aussi LS™P'(B; F) 'ensemble des variables aléatoires prenant presque stirement
leurs valeurs dans un ensemble fini F'.

Elements aléatoires. Lorsque (Q, A, P) est un espace probabilisé complet, et que I'on a un
espace mesurable (S,S), nous dirons que £ est un élément aléatoire dans S si c’est la classe
d’équivalence pour la relation d’égalité presque siire d’une application mesurable &: Q — S.
La tribu engendrée par £ est alors la complétée de la tribu engendrée par § .

Espace probabilisé essentiellement séparable. Lorsque B C A est une o-algébre, on
dit que l'espace probabilisé (€2, B,P), ou seulement que la o-algébre B, est essentiellement
séparable lorsqu’il existe une fonction mesurable X : (2, A) — R telle que B est la tribu (A, P)-

complétée de o(X ), autrement dit si B est engendrée par une variable aléatoire. Ceci revient a
dire que L' (B) est un espace topologique séparable (voir [DM], [HL]). Toute o- algébre B C A
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engendrée par une variable aléatoire dans un espace métrique séparable est essentiellement
séparable. Toute sous- o- algébre d’une o- algébre essentiellement séparable est elle-méme es-
sentiellement séparable, toute o- algébre engendrée par une infinité dénombrable de o- algébres
essentiellement séparables est essentiellement séparable.

Processus et chaines de Markov. Un processus (X, )n<o & valeurs dans des espaces mé-
triques séparables, resp. standard, est une suite de variables aléatoires X, dans des espaces
métriques séparables, resp. standard, E,. Nous dirons que c’est un processus réel si les X,
sont réelles. Un processus généralisé est une suite d’éléments aléatoires & valeurs dans des
espaces mesurables quelconques. De méme pour les chaines de Markov (X,,)n<o-

Espérance conditionnelle. Lorsque (Q,A,P) est un espace probabilisé, X € L!(A), et
B C A est une o-algebre, nous noterons E[X | B] l'espérance de X conditionnellement a B,
ou Eg[X] auquel cas nous noterons Eg,,)[X] son évaluation au point w. Si Y est une variable
aléatoire, E[X | Y] désigne E[X |o(Y)].

Loi conditionnelle. Soit (S,S) un espace mesurable. On note P(S) 'ensemble des probabi-
lités sur (S, S), qui devient un espace mesurable lorsqu’on le munit de la o- algébre engendrée
par les applications ¢ : p— u(C), C € S. Lorsque f: (S,8) — R est une fonction mesurable
bornée, lapplication p — [ fdp est alors mesurable de P(S) — R.

Lorsque S est un espace de Borel, P(S) V'est aussi, standard si S Vest ; lorsque S est un
espace métrique séparable, la topologie de la convergence étroite sur P(S) est métrisable et
séparable, et pour cette topologie & = Bg est alors la tribu borélienne de P(S) (voir [Ke]).

Maintenant soit (Q,A) un espace mesurable, P une probabilité sur A et B C A une
o-algébre. On note A et B les tribus (A,P)—complétées de A et B respectivement, et P le
prolongement de P a A. La probabilité conditionnelle d'un événement A € A sachant B,
est la variable aléatoire P[A|B] = E[14|B] € LY(B). Soient (T,7T) un espace mesurable,
& (QA) — (5,S) un élément aléatoire dans S et n: (2, A) — (T,7) un élément aléatoire
dans T'. Une version réguliére de la loi de & conditionnellement aux valeurs de n est un noyau
de désintégration de (S,S) par rapport a (T, T), c’est-a dire une application v: T x § — [0, 1]
telle que pour tout événement A € T fixé, 'application s — v(s, A) est mesurable, telle qu’on
ait, presque slirement, u(n(w), C’) = P[¢ € C|n](w) pour tout C' € S, et telle que pour presque
tout w, C' +— V(n(w), C) est une probabilité sur (S,S). L’application ¢ — v(¢,-) est mesurable
de (T,7) dans P(S) (voir [Kall]). On note aussi v = (v¢)er, 1(C) = P[§ € C|n = t] et
vy = L[§|C = t]. Une version réguliére existe toujours quand (S, S) est un espace de Borel
standard (voir [Kall]), sans hypothése sur (7',7T) ni 7, et deux versions réguliéres ne différent
que sur un événement négligeable pour la loi de 7. On appelle alors dans ce cas la loi condi-
tionnelle de & sachant les valeurs de 1 et on note (L[¢|n = t})teT la variable aléatoire dans
P(S) égale a la classe d’équivalence de ¢ — vy. Dans le cas particulier ou (7,7) = (€2, B) ou
B C A est une o- algébre, et n(w) = w, nous dirons que c’est la loi conditionnelle de & sachant
B et dans ce cas L[¢|n = w| sera notée L[¢ | B](w) ou Lp,[¢]-

Désintégration. Nous rappelons ’énoncé suivant du théoréme de désintégration et nous
renvoyons & |Kall] pour une preuve.

Théoréme 1.2.2. Soit (Q,A,P) un espace de probabilité. On se donne deux espaces mesu-
rables (S,S) et (T,T), une o-algeébre B C A, et un élément aléatoire & dans S. Si (v, )weq est
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une décomposition réguliere de la loi de & conditionnellement a B, sin est un élément aléatoire
dans T mesurable pour B, et si f: S x T — R est mesurable et bornée, alors

E[f(&n)|B] = /f(s,n)y(ds) presque strement.

Notations sur les o-algébres et les filtrations. Soit (2,A,P) un espace probabilisé.
Soit (B, )m>0 une suite croissante de sous- o-algébres de A. Nous noterons B,, / B (quand
m — +00) si B =V, By.

Lorsque B et € sont deux sous- o-algébres de A indépendantes, on désignera parfois par
BVCEC la o-algébre engendrée par B et € au lieu de B V € pour ne pas perdre de vue que B et
C sont indépendantes.

Lorsqu’on parlera d’'une filtration F = (F;)ier sans autre précision, il sera entendu que
T est un ensemble totalement ordonné. Les propriétés que 'on regardera sur une filtration
F = (F¢)ter définie sur (2, A, P) dépendront souvent de P, et le terme « la filtration F » sera
donc entendu comme une abréviation de « l'espace probablisé filtré (2, A, F,P) ».

On note

Fo=VF et Fo=[()F
teT teT

On dira qu’une filtration F = (Fy)¢er sur (2, A, P) est essentiellement séparable si la o- algébre
Fo (et donc aussi chaque F;) l'est. On dira qu'une variable aléatoire est mesurable pour F
si elle est mesurable pour F,. Une variable aléatoire est dite indépendante de JF si elle est
indépendante de la o-algébre F, ; il suffit pour cela qu’elle soit indépendante de chaque JF;.
On dit que deux filtrations (F;)ier et (G¢)ter définies sur le méme espace sont indépendantes
si les o- algébres F et Goo sont indépendantes. On dit que F est contenue dans G, ce que 'on
note ¥ C G si F; C G; pout tout t € T.

Suites croissantes de o-algébres. Le lemme suivant et la proposition qui s’ensuit sont
élémentaires.

Lemme 1.2.3. Soit (2, A,P) un espace de probabilité. Soit (B,)n>0 une suite croissante
de sous-o-algébres de A. On pose By = \/n>0 B,. Soient F un ensemble fini et X €
LS™Ple(A: F). Les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) X est mesurable pour Boo.

(ii) Pour tout § > 0, il existe n > 0 et X,, € LS™PIe(B,.: F) telle que P[X # X,] < 6.

Démonstration. Bien str, (i1) = (i). Supposons qu’on ait (i). Il n’est pas difficile de
vérifier que l’ensemble constitué des événements B € B, pour lesquels il existe des évé-
nements B, € B, tels que P[B A B,] — 0 est une classe monotone. Comme elle contient
I'algébre U, >0B,,, finalement cet ensemble est la o-algebre B, toute entiére d’apres le théo-
réme de la classe monotone. En remarquant que P[B A B,] = P[lp # 1p,], cela donne (ii)
lorsque #F = 2. Supposons que (i) = (ii) est vrai lorsque #F = p, p > 2. Soient
F un ensemble fini de cardinal 2p, et X € Ls™PI(B_: F). Avec une application bijective
f:40,1} x {1,2,...,p} — F, on peut écrire X = f(X1,X2) ou X; € LSimple(Boo; {O,l}) et
X, € [simple (Boo; {1,2,... ,p}). Donnons-nous 6 > 0. L’hypothése de récurrence appliquée a
X1 et X, donne un entier n et un couple (X1, X}) € Ls™Ple(B,,:{0,1} x {1,2,...,p}) tel que
P[X; # X{] < §/2 et P[X3 # X}] < /2, et cela donne P[X # X,,] < § avec X, = f(X7, X5).
Ainsi (1) = (1) est vrai pour #F = 2p, et donc aussi pour #F =p+1 < 2p. O
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Proposition 1.2.4. Soit (2, A,P) un espace de probabilité. Soit (By,)n>0 une suite croissante
de sous-o-algébres de A. On pose By = \/n>0 B,,. Alors pour tout espace métrique séparable
(E,p), Uensemble Up>oL'(By; E) est dense dans L} (Boo; E).

Démonstration. C’est une conséquence de la densité de LS™Pe(B_; E) dans L' (Bso; F) et du
lemme précédent. O

Fonctions boréliennes sur un espace métrique. On peut trouver une preuve du lemme
suivant dans [HL].

Lemme 1.2.5. Soit E un ensemble non vide. Soit L un sous-espace vectoriel réticulé (ce qui
équivaut a Vf € L,|f| € L) de l’espace des fonctions de E dans R et tel qu’il existe une
suite (fn) de L telle que f,, ] 1. Alors l’ensemble des fonctions mesurables dans la tribu o(L)
engendrée par L, c’est-a-dire la plus petite tribu de E rendant mesurables les éléments de L,
est le plus petit sous-ensemble de fonctions de E dans R contenant L et stable par limite simple
de suites.

Dans [HL|, ce lemme est utilis¢é pour donner une preuve de la proposition suivante ot les
fonctions lipschitziennes sont remplacées par des fonctions continues; nous n’avons fait que
remarquer que la méme preuve donne le cas des fonctions lipschitziennes.

Proposition 1.2.6. Si (E, p) est un espace métrique, l’ensemble des fonctions boréliennes de
E dans R est le plus petit sous-ensemble de fonctions de E dans R contenant les fonctions
lipschitziennes et stable par limites simples de suites.

Démonstration. L’ensemble L des fonctions lipschitziennes de E dans R satisfait aux hypo-
théses du lemme 1.2.5. Notons B la tribu borélienne de E. Toute fonction lipschitzienne est
borélienne, donc (L) C Bp. Inversement, tout ouvert U de E est contenu dans o (L), puisqu’il
est l'image réciproque de R\ {0} par la fonction 1-lipschitzienne z — p(z,U¢). Finalement
B = o(L), et il suffit d’appliquer le lemme 1.2.5. O

Cette proposition et le théoréme de représentation fonctionnelle de Doob donnent immeédia-
tement :

Corollaire 1.2.7. Soient (2, A,P) un espace probabilisé, E un espace métrique séparable, et
X une variable aléatoire dans E. L’ensemble des variables aléatoires de la forme f(X) ou
f: E — R est lipschitzienne, est dense dans L° (U(X);]R).



2. INTRODUCTION II ET DEFINITIONS.

2.1 Vocabulaire sur les - algébres et les filtrations.

Les définitions de cette section seront utilisées tout au long de cette thése, sans relache.

2.1.1 Vocabulaire sur les o- algébres.

Définitions 2.1.1. Sur un espace probabilisé (€2, A, P), soient B et C deux sous- o- algébres
de A avec C C B.
e On dit qu'une sous-o-algébre D de B indépendante de € telle que CVD = B est un
complément de € dans B, ou une o- algébre complémentaire de C dans B.
e Si V est une variable aléatoire indépendante de € telle que B = €Vo(V), on dit que V
est une innovation de C dans B.

Définition 2.1.2. Soient (€2, A,P) un espace probabilisé et C, B des sous- o-algébres de A
avec € C B. On dit que B est séparable conditionnellement a C s’il existe une variable aléatoire
V telle que B = CV (V). On dit qu'une telle variable aléatoire V' est une novation de € dans
B.

Lemme 2.1.3. Sur un espace probabilisé (2, A,P), soient B et C deux sous-o-algébres de A
avec C C B. Sl existe une novation de C dans B, alors tout complément de C dans B est une
o- algébre essentiellement séparable.

Démonstration. Soient V une novation de € dans B et D un complément de € dans B. On
écrit V = f(C, D) ou f est borélienne, C' € L%(€) et D € L°(D), et donc on a B = CVo (D).
Montrons maintenant que o(D) = D. Soit X € L!(D), qu'on écrit X = h(C’, D) ot C' € LO(@)
et h est borélienne. Rappelons que ’on note P¢r la loi de C’. Alors

/E[|X — h(c, D)|] dP¢r(c) = E[|X — h(C',D)|] =0,

il doit exister ¢ tel que E[|X —h(c, D)|] = 0 et par conséquent X est mesurable pour o(D). O

La proposition 15.5.8 généralisera ce lemme.

2.1.2 Filtrations de type produit et de type produit local.

Les définitions suivantes, données pour les filtrations & temps discret négatif, s’étendent sans
mal pour des filtrations indexées par Z, ou seulement une partie de Z, finie ou pas, mais en
ce qui nous concerne, cela n’aura d’intérét que lorsque c’est une partie non minorée.

Définition 2.1.4. Soit F = (F,)n<o une filtration définie sur un espace de probabilité
(Q,A,P).
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e Soit (€, )n<o une suite de sous - o- algébres de A. On dit que F est engendrée par (Cy,)n<o
si Fp, = 0(Cp, m < m) pour tout n < 0.

e S’il existe une suite de variables aléatoires (X, )n<o telles que F,, = o(X,,,m < n), on
dit que J est engendrée par le processus (X, )n<o, ou que c’est la filtration du processus
(Xn)n<o-

e On dit que JF est une filtration de type produit si elle est engendrée par une suite (Cy,)n<o
de sous- o- algébres de A indépendantes.

e On dit que F est de type produit local si pour tout n < 0, il existe un complément de F,,_1
dans JF,,, c’est-a-dire une o-algébre €, indépendante de F,,_; telle que F,, = F,,_1VC,,.

e On dit que JF est de type produit local conditionnellement séparable si pour tout n < 0, il
existe une o- algébre complémentaire de F,,_1 dans F,, qui est essentiellement séparable.
En d’autres termes, F est de type produit local conditionnellement séparable si pour
tout n < 0, il existe innovation de F,,_1 dans F,,, c’est-a-dire une variable aléatoire V,
indépendante de F,,_1 telle que F,, = F,,_1Va (V).

Bien str une filtration F = (F,,)p<0 de type produit local essentiellement séparable est une
filtration de type produit local conditionnellement séparable puisqu’un complément de F,_1
dans F,, est une sous- o-algébre de Fy. Il est bon de signaler le lemme suivant, selon lequel il
n’y a pas d’ambiguité de dire d’une filtration de type produit local que ses compléments sont
essentiellement séparables.

Lemme 2.1.5. Avec les notations de la défiinition précédente, si C,, est une o- algébre com-
plémentaire de F,_1 dans F, et qu’elle est essentiellement séparable, alors toute o- algébre
complémentaire de F,,_1 dans F,, est essentiellement séparable.

Démonstration. C’est une conséquence du lemme 2.1.3. ]

Définition 2.1.6. Soit F = (F,,), <o une filtration sur (2, A,P). On dit que F est condition-
nellement séparable si pour tout n < 0, il existe une novation de F,,_; dans F,,, c’est-a-dire
une variable aléatoire V;, telle que F,, = F,_1 V o(V},).

Le lemme 2.1.3 assure la compatibilité des notions : selon lui, une filtration de type pro-
duit local conditionnellement séparable est une filtration & la fois de type produit local et
conditionnellement séparable.

2.1.3 Filtrations conditionnellement homogénes : définitions.

Parmi les filtrations de type produit local, les filtrations conditionnellement homogénes auront
une place d’importance dans cette thése.

Définition 2.1.7. Soit F = (¥F,,),<o une filtration définie sur un espace probabilisé (2, A, P),
et soit (7,)n<o une suite d’entiers strictement positifs. On dit que JF est r,-adique si pour
tout n il existe une innovation de F,_; dans &, qui est uniformément distribuée sur r,
valeurs. En d’autres termes, J est r,-adique s’il existe une suite de variables aléatoires (1, )n<o
indépendantes, avec 1, uniformément distribuée sur r, valeurs, indépendante de F,_1 et
vérifiant F,, = F,,_1Vo(n,) pour tout n. Quand r, = 2, on dit aussi que F est dyadique.

Définition 2.1.8. Soit F = (F,,),<o une filtration définie sur un espace probabilisé (2, A, P),
et soit (7 )n<o une suite d’entiers strictement positifs. On dit que F est standard r,,-adique s'il
existe une suite de variables aléatoires (7, )n<o indépendantes, avec 7,, uniformément distribuée
sur r,, valeurs, telles que 'on a F,, = o (7, m < n) pour tout n. Quand r, = 2, on dit aussi
que F est standard dyadique.
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Définition 2.1.9. Soit F = (F,)n<o une filtration définie sur un espace de probabilité
(Q,A,P). On dit que F est conditionnellement non-atomique si pour tout n il existe une
innovation de F,_; dans ¥, qui est uniformément distribuée sur [0, 1]. Bien entendu il suffit
pour cela qu’il existe pour tout n une innovation de ¥F,,_; dans &F,, qui est de loi diffuse.

Définition 2.1.10. Soit F = (¥F,),<o une filtration définie sur un espace de probabilité
(©,A,P). On dit que F est conditionnellement homogéne si pour tout n il existe une innovation
de F,,_1 dans F,, qui est uniformément distribuée sur un nombre fini de valeurs, ou alors qui
est de loi diffuse.

2.2 Questions. L’exemple de Vinokurov.

Définition 2.2.1. Soit (2, A,P) un espace probabilisé. On dit qu'une o-algébre B C A est
dégénérée si c'est la complétée de la o-algebre triviale {@,Q}. Une filtration F = (Fy)n<o
ou F = (Fp)nez sur (Q,A,P) est dite kolmogorovienne si la o-algébre F_o, := N,F, est
dégénérée.

On sait par la loi du 0-1 de Kolmogorov qu’une filtration & de type produit est kolmogoro-
vienne. La question suivante se pose naturellement :

Question 2.2.2. Sur un espace probabilisé (Q, A, P), soit F = (F,)n<o une filtration de type
produit local. On note (C,),<o une suite de compléments de . Pour tout n < 0, on a alors

.rfo = gjn_l\./O'(en, en+l7 ceey eo)

Si F est kolmogorovienne, a-t-on ¥y = o(Cp,,n < 0) 7

La réponse a cette question est négative ; nous allons le voir ici sur un contre-exemple simple.
Nous donnerons d’autres exemples beaucoup moins triviaux dans les chapitres 5 et 6. Prenons
la filtration F = (F,,)n<o engendrée par une suite de variables aléatoires (U, ),<o i.i.d. de loi
uniforme sur [0, 1], et posons V,, = U,_1+U, pour tout n, ot + désigne I'addition modulo
1 sur [0,1]. Ainsi pour tout n < 0, on a F,, = F,_1Vo(U,) = F,_1Va(V,) : les o-algebres
o(Up), n < 0, comme les o-algebres o(V;,), n < 0, forment une suite de compléments de
F; la premiére engendre &F, mais pas la seconde, car la variable aléatoire Uy est mesurable
dans Jp, indépendante du processus (V;,)n<o, D'est pas constante, et ne peut donc étre une
fonctionnelle des V,,. Ainsi & est kolmogorovienne, on a Fy = F,Vo(Vy41,...,Vp) pour tout
n, et o(Voyi, ..., Vo) /' 0(Vin, m < 0) mais Fy # o(Vip, m < 0).

Citons quelques références relatives a la question 2.2.2. Le résultat de Von Weizsécker
[Weiz| donne (en particulier) une condition nécessaire et suffisante sur la filtration F de la
question 2.2.2 sous laquelle on a Fy = F_, V 0(C,,n < 0). On peut trouver des exercices
concernant ce genre de phénomeénes dans [Wi| (exercice 4.12 p. 48) et [CY] (exercice 2.5 p.
29). Dans |[N-R-BR] est étudié le cas de o- algébres définies sur un espace mesuré seulement,
sans probabilité.

L’exemple de Vinokurov. — Bien qu’elle ne soit pas engendrée par ses compléments
o(Vy), la filtration F ci-dessus est de type produit puisqu’elle engendrée par ses compléments
a(U,).

Question 2.2.3. Soit F = (F,),<0 une filtration de type produit local sur (2, A,PP). Si elle
est kolmogorovienne, est-elle de type produit? En d’autres termes, existe-t-il une suite de
compléments de & qui engendre F 7
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La réponse & cette question est négative elle aussi. Le contre-exemple que nous donnons
maintenant a été attribué a Vinokurov par Vershik ([Ver| page 756) et Feldman ([Fe98]).
Il s’agit de la filtration engendrée par la chaine de Markov stationnaire (M, )nez sur {0,1}

p l-p

dont la matrice de transition est ( ), avec p # 1/2. On suppose que (Mpy)nez est

1-p p
définie sur un espace de probabilité (2, A,P), et on note F = (F,)nez la filtration qu’engendre
(M, )nez. Si on pose

) 1 si M, = M,
E = _ =
nTEREM) T 0 s M, = 1= M,

alors o(ey,) est un complément de niveau n de &F. Le corollaire 4.3.9 montre que o(e,,) est aussi
le seul complément de niveau n de F. Alors si F était de type produit, elle serait engendrée
par le processus (gy)nez mais ce n'est pas le cas puisque My est indépendante de tout ce
processus.

2.3 Le cas conditionnellement non-atomique : ’erreur de
Wiener.

C’est I'unicité des compléments de la filtration de I'exemple de Vinokurov qui nous a per-
mis d’établir qu’elle n’est pas de type produit. Dans le cas conditionnellement homogéne,
I'existence d’une filtration de type produit local essentiellement séparable qui n’est pas de
type produit est un probléme difficile qui a suscité I'intérét de Rosenblatt quand celui-ci a
remarqué une erreur commise par Wiener.

Dans [KW]!, Kallianpur et Wiener considérent un processus stationnaire (X, )n<o défini
sur (2, A,P) et notent F,, = 0(X,,,, m < n). En supposant que les valeurs de la loi condition-
nelle L[X,, 11| F,] sont, presque stirement, des probabilités diffuses, ils montrent que F est de
type produit local en construisant un processus d’innovations (Uy,)n<o formée de v.a. i.i.d. de
loi uniforme sur [0, 1]. Selon la définition 2.1.9, F est conditionnellement non-atomique. On a
alors F,, = F,,,_1Vo (Up, Ui, - - -, Up) pour tout m < n, et Perreur commise par Kallianpur
et Wiener, remarquée par M. Rosenblatt dans [Rosl|, a été d’en déduire que sous I'hypothése
supplémentaire ot F est kolmogorovienne, on aurait F,, = o(Up,, m < n), pour tout n. Comme
nous 'avons vu, ceci n’est pas automatique. Cependant nous ne savons pas si les auteurs de
[KW]| affirmaient que cette conclusion était valable non pas en général mais pour ce cas parti-
culier de filtrations et pour ce choix particulier des innovations U, issues de leur construction ;
mais un exemple de filtration donnée dans [Rosl| montre que ce n’est pas le cas. Cependant,
M. Rosenblatt établit que la filtration de cet exemple est quand méme de type produit, en
construisant une autre suite (U}, )n<o d’innovations de loi uniforme sur [0, 1] .

Ainsi aucune filtration kolmogorovienne, essentiellement séparable et conditionnellement
non-atomique mais non de type produit n’avait été donnée avant Vershik, méme dans la pour-
suite des travaux de Rosenblatt (|[Ros2, Han|). Dans [Mah| est donné un exemple d’'une telle
filtration mais a la différence que ’espace mesurable sur lequel elle est définie est équipé non
pas d’une probabilité, mais d’une mesure de masse totale infinie; 'auteur ajoute : « I should
be very interested in an example in a probability space with the same additional feature ».

! [KW] n’est pas publié mais on peut trouver une discussion sur son contenu dans [Mas].
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2.4 Contenu des parties II, III, IV.

Remarquons qu’une filtration de type produit local conditionnellement séparable est nécessai-
rement essentiellement séparable si elle est de type produit : en effet, le lemme 2.1.5 montre
que dans ce cas, Fy est engendrée par une suite de variables aléatoires.

Question 2.4.1. Soit ¥ = (F,,)n<0 une filtration de type produit local et essentiellement
séparable. Quand est-ce que F est de type produit 7 En d’autres termes, a quelles conditions
existe-t-il une suite de variables aléatoires (Vy,)n<o indépendantes telles que F,, = o(V,,, m <
n) pour tout n < 07

2.4.1 Partie II : Critére de Vershik de premier niveau et exemples.

Sous les conditions de la question 2.4.1, nous verrons dans le chapitre suivant que F est de type
produit si et seulement si elle satisfait le critére de Vershik de premier niveau (définition 3.1.3).
Ce critére ne concerne que les filtrations de type produit local conditionnellement séparable.
Dans les chapitres 5 et 6, nous verrons des exemples non-triviaux de filtrations de type produit.
D’abord nous contruirons un processus d’innovations générateur de ces filtrations dans des cas
particuliers, desquelles nous déduirons des cas plus généraux gréace au critére de Vershik. Pour
en déduire les cas les plus généraux, nous utiliserons des résultats de second niveau de la partie
de Vershik, qui feront 'objet de la partie I'V.

2.4.2 Partie III : Critére de I-jonction en arbre et contre-exemples.

Pour établir que I’exemple de la filtration de ’exemple de Vinokurov n’est pas de type produit,
nous avons utilisé I'unicité des compléments de cette filtration. Le critére de I-jonction en arbre
que nous verrons dans la partie III nous permettra de donner des exemples non-triviaux de
filtrations qui ne sont pas de type produit. Le besoin de disposer des critéres de second niveau
de la théorie de Vershik se fera encore ressentir : grace a eux nous obtiendrons de nouveaux
exemples & partir des précédents.

2.4.3 Partie IV : Critéres de second niveau.

Les critéres de second niveau de la théorie de Vershik, comme le critére de I-confort ou le cri-
tére de standardité de Vershik, concernent toutes les filtrations conditionnellement séparables.
Dans le cas des filtrations de type produit local qui sont conditionnellement homogenes, ils
permettent de répondre a la question 2.4.1.

Nous les utiliserons parfois dans les parties précédentes : dans les chapitres 5, 6, 11 et 12
ou nous verrons des exemples de filtrations de type produit ou non de type produit, ils nous
serviront & passer du particulier au général. Ailleurs ils ne seront jamais utilisés.
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FILTRATIONS DE TYPE PRODUIT LOCAL.
CRITERE DE VERSHIK DE PREMIER NIVEAU.
EXEMPLES DES MOTS GOMMES ET DES MOTS

DECOUPES.
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Cette partie commence par énoncer le critére de Vershik de premier niveau pour une filtration
de type produit local conditionnellement séparable. Nous verrons qu’une telle filtration F =
(Fn)n<o satisfait ce critére si et seulement si toute variable aléatoire X mesurable pour F est
mesurable dans un processus d’innovations de F (dépendant de X). Il en sera déduit le fait
déja connu ([Ver|, [FS00]) que le critére de Vershik de premier niveau caractérise les filtrations
de type produit parmi les filtrations de type produit local essentiellement séparables.

Le critére de Vershik de premier niveau nous motivera a rechercher comment décrire toutes
les innovations d’une filtration de type produit local conditionnellement séparables. Ceci fera
I’objet du chapitre 4 qui ne contient rien de nouveau depuis Rokhlin.

Dans les chapitres 5 et 6 nous verrons deux exemples de filtrations de type produit local
essentiellement séparables : la filtration du processus des mots gommés, et la filtration du
processus des mots découpés. Ces processus sont des suites de mots sur un alphabet. Dans les
cas des alphabets les plus simples, nous construirons des processus d’innovations générateur
de la filtration ; des cas plus généraux seront déduits & ’aide du critére de Vershik de premier
niveau, et les cas les plus généraux seront déduits a I'aide de résultats du second niveau de la
théorie de Vershik, objet de la partie IV.



3. CRITERE DE VERSHIK DE PREMIER
NIVEAU.

Le critére de Vershik de premier niveau caractérise les filtrations qui sont de type produit
parmi les filtrations de type produit local essentiellement séparables. Le seul résultat nouveau
de ce chapitre est la proposition 3.4.4 qui donne une autre caractérisation des filtrations de
type produit local satisfaisant au critére de Vershik de premier niveau, valable dans le cas
conditionnellement séparable.

Notations. — Dans les définitions de ce chapitre et partout ailleurs, la notation |n, m] ou
n,m € Z sont tels que n < m, désigne ’ensemble {n + 1,n 4+ 2,...,m}, mais ne sera utilisée
seulement lorsque n et m représentent des instants’.

3.1 Innovations et critére de Vershik de premier niveau.

Définitions 3.1.1. Soit F = (F,,)n<o une filtration sur un espace probabilisé¢ (€2, A, P).

e Soient ng < ny < 0. Une suite finie de o-algébres (Cpy41,...,Cp,) telles que €, est un
complément de F,,_; dans F, pour tout n €]ng,n1], est appelée une suite de complé-
ments de F sur ng,ni]. On dit qu'une suite (C,)n<o de o-algébres est une suite de
compléments de F si C,, est un complément de F,,_1 dans &F,, pour tout n < 0. L’exis-
tence d’une suite de compléments de F équivaut donc au fait que F est de type produit
local.

e Soient ng < n1 < 0. Une suite finie de variables aléatoires (Vy, 41, .., Va,) telles que V,
est une innovation (définition 2.1.1) de F,,—1 dans JF,, pour tout n €]ng, n1], est appelée
une innovation de F sur [ng,n1]. On dit qu'un processus (Vj,)n<o est un processus
d’innovations de F si V,, est une innovation de F,,_1 dans &, pour tout n < 0. Si
(Vi)n<o est un processus d’innovations de F tel que ¥, = o(V,,,n < 0), on dit que
c’est un processus d’innovations générateur de F; F est alors de type produit (mais
il existe des filtrations de type produit qui ne sont pas engendrées par un processus
d’innovations).

Nous nous restreindrons aux filtrations de type produit local conditionnellement séparables,

mais dirons néanmoins un mot dans la sous-section 3.7 sur le cas général, que nous n’utiliserons
jamais par la suite.

Abréviation 3.1.2. Nous écrirons parfois « filtration tples » et « filtration tplcs » pour
abréger respectivement les termes « filtration de type produit local essentiellement séparable »
et « filtration de type produit local conditionnellement séparable ».

! L’auteur s’excuse auprés de ceux des lecteurs pour qui cette notation désigne habituellement un intervalle
stochastique.
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Définition 3.1.3. Sur un espace de probabilité (2, A,P), soit F = (F,,)n<o une filtration de
type produit local conditionnellement séparable. On dit que F satisfait le critére de Vershik de
premier niveau si pour tout ensemble fini F', pour toute variable aléatoire X € LS™Ple(Fy; F)
et tout réel 0 > 0, il existe un entier ny < 0, une innovation (Vy,41,..., Vo) de F sur Jng, 0]
et une variable aléatoire Z € L¥™P (g (V;, 11,...,Vp); F) telle que P[X # Z] < 4.

Lemme 3.1.4. Sur un espace de probabilité (Q, A, P), soit F = (F},)n<o une filtration de type
produit engendrée par un processus d’innovations (Vy,)n<o. Alors F vérifie le critére de Vershik
de premier niveau.

Démonstration. Ce lemme s’obtient en appliquant le lemme élémentaire 1.2.3 avec B, = Fy
et B, =0(V_p,..., V). O

La suite de ce chapitre nous ménera aux démonstrations des deux propositions suivantes.

Proposition 3.1.5. Soit § = (F,)n<o une filtration de type produit local essentiellement
séparable. Alors F est de type produit si et seulement si elle satisfait le critére de Vershik de
premier niveau.

Cette proposition est une généralisation aux filtrations de type produit local essentiellement
séparables du méme résultat de Vershik ([Ver|, I'équivalence entre 1. et 2. dans Theorem
3.2) pour les filtrations r,-adiques essentiellement séparables. La preuve donnée dans |[Ver| a
déja été généralisée dans [FS00| aux filtrations tples. Avec une approche différente, la notre
nous permettra en outre de donner proprement et rapidement des variantes de la définition
du critére de Vershik de premier niveau :

Proposition 3.1.6. Sur un espace probabilisé (2, A,P), soit T = (Fy,)n<o une filtration de
type produit local conditionnellement séparable. Les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) F satisfait le critére de Vershik de premier niveau.

(it) Pour toute variable aléatoire X € L(Fo) et tout nombre réel § > 0, il existe un entier
ng < 0, une_innovation (Vpo11,...,Vo) de I sur [ng, 0], ainsi qu’une variable aléatoire
Z € LY(0(Vag+1,---5 Vo)) telle que E[|X — Z|] < 6.

(iii) Pour toute variable aléatoire X € L°(Fo) et tout nombre réel § > 0, il existe un entier
ng < 0, une innovation (Vpy11,...,Vo) de I sur [ng, 0], ainsi qu’une variable aléatoire
Z € L°(0(Vag41,---, Vo)) telle que P[|X — Z| > 6] <.

Pour nous, la proposition 3.1.5 sera une conséquence de la proposition 3.4.4 qui concerne le
cas conditionnellement séparable.

3.2 Ensembles substantiels de o- algébres et €, ().

C’est avec la notion d’ensembles de o-algébres substantiels introduite maintenant que nous
allons donner une preuve de la proposition 3.1.5 plus simple que celle de [FS00], et les variantes
de la définition du critére de Vershik de premier niveau de la proposition 3.1.6.

Définition 3.2.1. Soient (€2, A, P) un espace probabilisé et € un ensemble de sous - - algébres
de A. Soit B une sous-o-algébre de A. On dit que & est substantiel dans B si pour tout
ensemble fini F, toute variable aléatoire X € LS™Ple(B;F), et tout § > 0, il existe une
o-algébre C € € et une variable aléatoire Z € LS™Ple(C; F) telle que P[X # Z] < 6.
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Le lemme 1.2.3 se traduit donc en disant que la famille des o-algébres B,,, n > 0 est substan-
tielle dans Bo. De ce point de vue, le passage de ce lemme & la proposition 1.2.4 va apparaitre
comme une conséquence de la 3.2.3 plus bas. Cette proposition va aussi nous donner les va-
riantes de la définition du critére de Vershik de premier niveau. Pour traduire le critére de
Vershik de premier niveau en termes d’ensemble substantiel de o- algébres, nous introduisons
une notation.

Notation 3.2.2. Sur un espace de probabilité (Q,A,P), soit F = (F,)n<o une filtration de
type produit local avec un processus d’innovations (V},)n<o. On note

0
Cioc(F) = { \/ (Vi) | n < 0,(Vpupt, ..., Vo) est une innovation de F sur ]n, O]]}
k=n+1

I’ensemble des o-algébres engendrées par toutes les innovations de F sur tous les intervalles
In,0], n <O0.

Ainsi avec la définition 3.2.1, &F satisfait le critére de Vershik de premier niveau si et seulement
st €1oc(F) est substantiel dans Fy. La proposition 3.1.6 va alors résulter de la proposition
suivante.

Proposition 3.2.3. Soient (2, A,P) un espace de probabilité, B une sous-o-algébre de A,
et & un ensemble de sous-o- algébres de A.

(a) Si € est substantiel dans B, alors pour tout espace métrique séparable (E,p), l'ensemble
LY(B; E) est contenu dans ladhérence de Up gL' (C; E) dans L*(A; E).

(b) Si (E,p) est un espace métrique séparable infini tel que L'(B; E) est contenu dans ’adhé-
rence de UgegL'(C; E) dans L' (A; E), alors § est substantiel dans B.

Démonstration. (a) — Supposons que € est substantiel dans B et donnons-nous un espace
métrique séparable (E, p). Soient Y € L1(B; E) et § > 0. On se donne X € LS™Pl¢(B: ) telle
que E [p(Y7 X )] < 6/2. Notons F' # @ un ensemble fini dans lequel X prend presque siirement
toutes ses valeurs, et notons M = max {p(e, f)lefeF } Par hypothése on peut trouver
une o- algébre C € € et une variable aléatoire Z € LS™Pe(C; F) telle que P[X # Z] < §/(2M),
d’'ou E[p(X, Z)] < 6/2. En somme on a E[p(Y, Z)] < 6.

(b) — On suppose que pour un espace métrique séparable (FE,p) infini, 'adhérence de
UeegL!'(€; E) dans L'(A; E) contient L' (B; E). On se donne un ensemble fini F' # &, une v.a.
X € Ls™Ple(B; F), un réel § > 0, et on cherche une o-algébre € € € et une variable aléatoire
S € LSPle(@; F) telle que P[S # X] < 6. L’hypothése implique que € n’est pas vide, et il n’y
a pas de difficulté lorsque F' n’a qu’un élément. Supposons maintenant que #F > 2. Comme E
est infini, on peut supposer que F' C E. On note alors m = min {,o(e, f)le feFe# f} > 0.
Par hypothése, il y a une o-algébre € € € et une variable aléatoire Z € L(C; E) telle que
E[p(Z,X)] < md/2, et donc P[p(Z,X) > m/2] < 4. On ordonne F et a tout € E, on
associe le plus petit des points de F' parmi les points f de F' qui vérifient p(zx, f) = p(x, F),
ce qui donne une application mesurable v: E — F telle que ¥ o Z = X sur ’événement
{p(Z,X) <m/2}. On a donc

Pl o Z # X] <P[p(Z,X) >m/2] <,

et on obtient alors P[S # X] < § avec S =) o Z € LSWPle(@; ). O
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Corollaire 3.2.4. Soient (Q,A,P) un espace de probabilité, B une sous-o- algébre de A, et
€ un ensemble de sous-o-algébres de A.

(a) Si € est substantiel dans B, alors pour tout espace métrique séparable (E,p), I'ensemble
LO(B; E) est contenu dans Uadhérence de UocgL(C; E) dans LY(A; E).

(b) Si (E,p) est un espace métrique séparable infini tel que L°(B; E) est contenu dans l'adhé-
rence de UgegL?(C; E) dans L°(A; E), alors € est substantiel dans B.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer la proposition 3.2.3 avec p A 1 au lieu de p. ]

* Preuve de la proposition 8.1.6. La proposition 3.2.3 et le corollaire 3.2.4 montrent respecti-
vement que (ii) et (iii) sont équivalents a ce que €. soit substantiel dans Fy. O

Le corollaire suivant caractérise plus simplement la substantialité d’un ensemble de o- algébres
dans la tribu engendrée par une variable aléatoire.

Corollaire 3.2.5. Soient (2, A,P) un espace de probabilité, E un espace métrique séparable et
X € LYA; E). Pour qu'un ensemble € de sous -o- algebres de A soit substantiel dans o(X), il
faut et il suffit que pour tout réel & > 0, il existe une o- algébre € € § et une v.a. Z € L*(C; E)
telle que E[p(X, Z)] < 0.

Démonstration. La condition est nécessaire par la proposition 3.2.3. Montrons qu’elle est suf-
fisante. Supposons qu’elle est satisfaite et montrons que I'adhérence de UCGQIOCLO(G) dans
L%(Fy) contienne L°(o (X)) ; le corollaire 3.2.4 donnera la conclusion. Or 'ensemble des va-
riables aléatoires de la forme f(X) ot f: E — R est lipschitzienne, est dense dans L°(o (X))
d’aprés le corollaire 1.2.7, et il suffit donc de montrer que cet ensemble est contenu dans
Padhérence de Ug g L°(C).

Donnons-nous alors une fonction c-lipschitzienne f. Soit § > 0. On a une o-algébre C € € et
une v.a. Z € L'(€; E) telle que E[p(X, Z)] < 6%/c. En utilisant I'inégalité de Chebyshev, on
a alors P[|f(X) — f(Z)| > 8] <P|p(X,Z) > §/c| <6, ce qui achéve la preuve. O

Les lemmes suivants seront utilisés pour démontrer la proposition 3.1.5.

Lemme 3.2.6. Soient (2, A, P) un espace de probabilité et € un ensemble de sous-o- algébres
de A. Soient B et D des sous-o-algébres de A. Si € est substantiel dans B, alors I’ensemble
de o-algébres {CV D | C € &} est substantiel dans BV D.

Démonstration. On suppose que € est substantiel dans B. Soient F' # & un ensemble fini,
X € [F™Ple(B v D F) et § > 0. Supposant sans restreindre la généralité que ' C R, on
peut trouver une variable aléatoire R € LS™PI¢(B v D) de la forme R = Y, o;1p,1p, ot la
somme est finie et B; € B, D; € D, telle que P[X # R] < §/2. Dans ce cas, R est de la forme
R = f(B,D) ot f est borélienne, B € LS™PI(B) et D € L¥™P*(D), et quitte a la modifier on
peut supposer que f prend ses valeurs dans F'. Notons G un ensemble fini dans lequel B prend
presque strement ses valeurs. Par hypothése, il existe une o-algébre C € £ et une variable
aléatoire Z € LS™Pe(C; @) telle que P[B # Z] < §/2. Finalement on a P[X # Z'] < §. avec
Z' = f(Z,D) € Ls"™Ple(B v D; F). O

Lemme 3.2.7. Dans un espace probabilisé (2, A,P), soient € C A une o-algébre et € un
ensemble de sous-o- algeébres de A une & une indépendantes de E. Soit B C € une o- algébre,
et soit ® un ensemble de sous-o-algébres de €. Si {DVC | D € D,C € &} est substantiel dans
{BVEC | € € &}, alors D est substantiel dans B.
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Démonstration. Donnons-nous une variable alétoire X € L1(B), et § > 0. Par hypothése, il
existe une variable aléatoire de la forme f(D,C) ou D est mesurable pour D € ®, C est
mesurable pour € € € et f est borélienne, telle que E[|X — f(D, C)|] < 4. Par la contractivité

de lespérance conditionnelle on a aussi E“E[X |&] - E[f(D,C)|€] H < §, ce qui permet

de conclure puisque E[X |&] = X et E[f(D,C)|&] = [ f(D,c)dPc(c) est mesurable pour
D. O

Dans le cas ou € ne contient qu’'un seul élément, ’énoncé devient :

Lemme 3.2.8. Dans un espace probabilisé (2, A,P), B et C des sous-o- algébres de A indé-
pendantes, et ® un ensemble de sous-o- algebres de A toutes indépendantes de C. Si {DVE |
D € D} est substantiel dans BVC, alors ® est substantiel dans B.

3.3 Critére de Vershik de premier niveau : équivalences

A Taide des résultats déja obtenus, nous allons formuler différemment le critére de Vershik
de premier niveau, en introduisant la notion de wvariable aléatoire qui sayisfait le critére de
Vershik de premier niveau.

Définition 3.3.1. Sur un espace probabilisé (€2, A, P), on se donne une filtration F = (F,,)n<o
de type produit local conditionnellement séparable.

e Soit F' un ensemble fini. On dit qu'une variable aléatoire X € LS™Ple(Fy: ') satisfait
le critére de Vershik de premier niveau (sous-entendu : dans Liimple) si pour tout réel
d > 0, il existe un entier ng < 0, une innovation (Vi41,...,Vo) de F sur [ng, 0], et
une variable aléatoire Z € LS™P(g(V,,1q,...,Vp); F) telle que P[X # Z] < 6. On
note VS™Ple(F: F) ensemble des variables aléatoires X € LS™Ple(Fy: F) qui satisfont le
critére de Vershik de premier niveau.

e Soit (E, p) un espace métrique séparable. On dit qu’une variable aléatoire X € L'(Fy; E)
satisfait le critere de Vershik de premier niveau (sous-entendu : dans L) si pour tout
réel § > 0, il existe un entier ng < 0, une innovation (Vp,11,. .., Vo) de F sur [ng, 0], et
une variable aléatoire Z € L'(o(Vpg41,-..,V0); E) telle que E[p(X, Z)] < 6. On note
V1(F; E) I'ensemble des variables aléatoires X € L!(Fo; E) qui satisfont le critére de
Vershik de premier niveau.

e Soit (E, p) un espace métrique séparable. On dit qu'une variable aléatoire X € L°(Fy; E)
satisfait le critere de Vershik de premier niveau (sous-entendu : dans L% si pour tout
réel 6 > 0, il existe un entier ng < 0, une innovation (Vio11,..., Vo) de F sur Jng, 0],
et une variable aléatoire Z € LY (0 (Vpg41,...,Vo); E) telle que P[|X — Z| > 6] < 6. On
note VO(F; E) 'ensemble des variables aléatoires X € L°(Fp; E) qui satisfont le critére
de Vershik de premier niveau.

e On dit qu'une o-algébre &g C Fy satisfait le critére de Vershik de premier niveau si
L'(&y,R) C VY{(F;R).

Selon cette définition, F satisfait le critére de Vershik de premier niveau si et seulement si
pour tout ensemble fini F, toute variable aléatoire X € LS™Ple(F: F) satisfait le critére de
Vershik de premier niveau, ou en d’autres termes, LS™Ple(Fy: F) C Vsimple(F, 1),

Remarques 3.3.2. 1) Soit p € {0,1}. II est clair que X € VP(F, E) si et seulement si

X € LP(Fo; E) et si pour tout voisinage V de X dans LP(Fo; E) , il existe une inno-

vation (Vpo+1,..., Vo) de F sur |ng, 0], et une variable aléatoire Z € V mesurable pour
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O'(Vn0+1, el 170) Ceci est aussi vral pour p = simple lorsque E = I est fini.

2) De l'inclusion topologique L' C L° résulte alors clairement VY(F;E) c VO(F; E), et si
F C E, de Il'inclusion topologique L¥™P(Fy: F) C L'(F; FE) résulte alors clairement
ysimple(g By ¢ V(T E).

3) L’inclusion topologique L'(Fy; E) C L°(Fo; E) implique V1(F; E) C VO(F; E)N LY (F; E).
Nous verrons qu’il y a égalité dans le corollaire 3.3.4. Donc il n’y a pas d’ambiguité a dire
d’une variable aléatoire X € L'(JFg; E) qu’elle satisfait e critére de Vershik de premier
niveau sans préciser le sous-entendu : dans L', ou dans L°.

4) Si F C E, les inclusions topologiques L¥™P'(Fy; F) ¢ LY(Fo; E) C L°(Fo; E) impliquent
ysimele(g ) ¢ VI(F; E) N LSMPe(Fy: F) ¢ VO(T; E) N Ls™Pe(Fy; F). Nous verrons qu’il
v a égalité dans le corollaire 3.3.4. Donc il n’y a pas d’ambiguité a dire d’une v.a. X €
Lsmple(Fo- ) quelle satisfait le critére de Vershik de premier niveau sans préciser le sous-
entendu : dans L¥™P!® ou dans L', ou dans L.

La proposition 3.1.6 (déja prouvée sous le corollaire 3.2.4) est une écriture équivalente de
la partie 2) de la proposition suivante.

Proposition 3.3.3. Sur un espace probabilisé (2, A,P), sotent F = (Fy,)n<o une filtration de
type produit local conditionnellement séparable.

1) Soit £y C Fy une o-algebre. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
a) €oc(F) est substantiel dans Ey.
b) Eo satisfait le critére de Vershik de premier niveau.

¢) Pour tout ensemble fini I, toute variable aléatoire X € LS™Pe(Ey: F) satisfait le critére
de Vershik de premier niveau. En d’autres termes, LS™Ple(Ey: F) C Vsimple(F. ),

d) Toute variable aléatoire X € L°(€q) satisfait le critére de Vershik de premier niveau.
En d’autres termes, L°(&q) C VO(T).

2) Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) La filtration F satisfait le critére de Vershik de premier niveau
b) La o-algebre Fy satisfait le critére de Vershik de premier niveau.

c¢) Toute variable aléatoire X € L°(Fy) satisfait le critére de Vershik de premier niveau.
En d’autres termes, L°(F) c V().

3) Soit E un espace métrique séparable et X € L1 (Fg; E). Alors X satisfait le critére de
Vershik de premier niveau si et seulement si 0(X) satisfait le critére de Vershik de premier
niveau.

Démonstration. La partie 1) est une conséquence de la proposition 3.2.3. On déduit la partie
2) de la partie 1) en prenant &y = JFp, et on déduit la partie 3) de la partie 1) en prenant
€ = o(X) et en utilisant le corollaire 3.2.5. O

Corollaire 3.3.4. Sur un espace de probabilité¢ (Q,A,P), soit F = (F,)ngo une filtration
de type produit local conditionnellement séparable. Soit (E,p) un espace métrique séparable.
Alors VYT, E) = VOTF; E) N LY(Fo; E). Aussi, lorsque F C E une partie finie de E, on a
ysimple(F. [y = VI(F;, E) N L0l (Fy: F) = VO(T; E) N Ls™WPle(Fy; F).
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Démonstration. Nous avons signalé les inclusions évidentes dans les remarques 3.3.2. Les in-
clusions réciproques s’obtiennent comme conséquence évidente des parties 1) et 2) de la pro-
position 3.3.3. O

Corollaire 3.3.5. Sur un espace de probabilité¢ (Q,A,P), soit F = (F,)ngo une filtration
de type produit local essentiellement séparable. Si (E,p) est un espace métrique séparable et
Yy € LY(Fo; E) est telle que o(Yo) = Fo, alors F satisfait le critére de Vershik de premier
niveau si et seulement si Yy satisfait le critére de Vershik de premier niveau.

Démonstration. Cela résulte des parties 2) et 3) de la proposition 3.3.3. O

3.4 Preuve de la proposition 3.1.5.

Nous établissons ici qu’il est équivalent pour une filtration de type produit local essentiellement
séparable s’étre de type produit ou de satisfaire le critére de Vershik de premier niveau.
Nous le déduirons d’un énoncé plus général concernant les filtrations de type produit local
conditionnellement séparables : la proposition 3.4.4. Avec les notations 3.4.1 que nous allons
introduire, cela va résulter rapidement des lemmes 3.2.7 et 3.2.6.

Notations 3.4.1. Sur un espace probabilisé (€2, A, P), soit F = (Fy,)n<o une filtration de type
produit local conditionnellement séparable. On se donne un entier ngy < 0.
e On note

loc

Qnoﬂ(ff) = {VZO:n+1U(Vk) | n <0,(Vas1,-.., Vn,) est une innovation de J sur ﬂn,noﬂ}

I’ensemble constitué des o-algébres engendrées par toutes les innovations de F sur
I, no], pour tous les entiers n < ny.

e Soit (Viyt1,-.-,Vp) une innovation de F sur [ng,0]. On note Qﬁocﬂ(?)(vnoﬂ,...,vo) len-
semble constitué des o-algébres engendrées par toutes les innovations de F sur |n, 0]
de la forme (V, q,...,Vy,, Vagt1,---, Vo) pour tous les entiers n < ng et toutes les

innovations (V,,4,...,V, ) de F sur [n,ne],. En d’autres termes,

Qno}](g)(VnO+l,...,Vo) = {eva(vno+lv V)| €e gl (‘rf)}

loc loc

Lemme 3.4.2. Sur un espace probabilisé (2, A,P), soit F = (F,)n<o une filtration de type pro-
duit local conditionnellement séparable. Soient ng < 0 un entier, et €,, C Fp, une o- algébre.

Si €y, satisfait le critére de Vershik de premier niveau, alors Qﬁocﬂ (F) est substantiel dans €y, .

Démonstration. On applique le lemme 3.2.7 avec €& = Fy,,

€= { v22n0+1 o(Vi) | n<0,(Viott,---, Vo) est une innovation de F sur [ny, O]]},

=gV F) et B=¢,, O

*loc

Lemme 3.4.3. Sur un espace probabilisé (2, A,P), soit F = (F,)n<o une filtration de type pro-
duit local conditionnellement séparable. Soient ng < 0 un entier, et €,, C Fp, une o- algébre.
On se fize une innovation (Vypyt1, ..., Vo) de F sur [ng, 0].

St Ep, satisfait le critere de Vershik de premier niveau, alors S’L‘ﬁocﬂ (?)(VnOJrl,---,VO) est sub-
stantiel dans €,V (Vag+1s .-+, Vo). Par conséquent €,,Vo(Vpgs1, - .., Vo) satisfait le critere
de Vershik de premier niveau.
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Démonstration. C’est une conséquence du lemme 3.4.2 et du lemme 3.2.6. La derniére assertion
résulte de I'inclusion QIY?CH(S")(V%HW,VO) C &oc(F). O

Proposition 3.4.4. Sur un espace de probabilité (2, A,P), soit T = (Fy,)n<o une filtration de
type produit local conditionnellement séparable. Alors F satisfait le critére de Vershik de pre-
mier niveau si et seulement si pour toute variable aléatoire Y € LO(Fy), il existe un processus
d’innovations (Vy,)n<o de F tel que Y est mesurable dans o(V,,n < 0).

Démonstration. Si cette condition est satisfaite, F satisfait le critére de Vershik de premier
niveau en vertu du lemme 1.2.3. Montrons la réciproque. On suppose que F satisfait le critére
de Vershik de premier niveau, c’est-a-dire que €)oc(F) est substantiel dans Fy (notation 3.2.2).
11 suffit de montrer la proposition pour Y € L'(Fp). On se fixe une suite (Jx)r<o de réels
strictement positifs telle que dy — 0 quand & — —oo. Nous allons construire un processus
d’innovations (Vy,)n<o et des v.a. X € LY (o(Vp,n <0)), k > 0, vérifiant E[|Y — Xj|] < 8.
Ainsi X, convergera vers Y dans L', ce qui achévera la preuve.

Par hypothése on peut trouver un entier ny < 0, une innovation (Vio+1,...,Vp) de F
sur Jng,0] et une v.a. Xo € L! (0(Vn0+1, ... ,Vo)) telle que EUY - X0|] < §p. Maintenant
supposons qu’on ait construit un entier nj < 0, une innovation (V,, +1,..., V) de F sur [ng, 0]
et une v.a. X; € L (U(Vn,nk +1<n< O)) qui vérifie EUY — Xk\] < 0p. Le lemme 3.4.3
appliqué avec ny, au lieu de ng et F,,, au lieu de &,,; donne un entier ny_; < ng, une innovation
(Vi 1415+« s V) de F sur Jng_1,n], et une variable aléatoire Xy € L* (U(Vn,nk_l +1<
n < 0)) telle que EUY — Xk_l\] < 0k_1, et la proposition s’obtient donc par récurrence. [

Nous donnons un dernier lemme avant de démontrer la proposition 3.1.5.

Lemme 3.4.5. Sur un espace de probabilité (Q, A, P), soit F = (F},)n<o une filtration de type
produit local, et C, un complément de F,,_1 dans F, pour tout n. On définit une filtration
€ = (En)n<o en posant €, = o(Cp,,m < n) pour tout n. Alors pour tout n, on a EgNF,, = &y,

Démonstration. On a toujours Eg N F, D &,. Pour montrer 'inclusion récipoque, donnons-
nous Zy € L'(€ N TFy,). On peut écrire Zg = f(...,V_2,V_1,Vy) ol f est borélienne et ot
V,, est mesurable dans C,. Comme de plus Zy est mesurable dans F,, on a Zy = E[Zy | F,],
et comme F,, est indépendante de o(Vy41,...,Vy), on a E[Zy|F,] = g(...,Vi_1,V,), avec
g vp_1,0n) = E[f( ey Un—1,Uns Va1, - . ,VO)}. O

* Preuve de la proposition 3.1.5. Si Fy est essentiellement séparable, on a une variable aléa-
toire Yp telle que Fy = o(Y). Par la proposition 3.4.4, on a un processus d’innovations (V3,)n<o
de F tel que Yy est mesurable dans o(V,,,n < 0). C’est bien un processus d’innovations géné-
rateur de F par le lemme 3.4.5. O

Corollaire 3.4.6. Sur un espace de probabilité (Q2, A, P), soit F = (Fp)n<o une filtration de
type produit local conditionnellement séparable. Alors si F satisfait le critére de Vershik de
premier niveau, elle est kolmogorovienne.

Démonstration. Si X est mesurable dans F_.,, on a un processus d’innovations (V},)n<o de
F tel que X est mesurable dans o(V,,,n < 0) par la proposition 3.4.4. On en déduit que X
est constante parce que d’aprés le lemme 3.4.5, X est mesurable dans la o-algébre dégénérée
Mo (Vin, m < n). O
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Remarque 3.4.7. Nous donnerons dans le chapitre 5 un exemple d’une filtration condition-
nellement séparable qui satisfait le critére de Vershik de premier niveau mais qui n’est pas
essentiellement séparable.

3.5 Remarques sur le critére de Vershik de premier niveau.

Corollaire 3.5.1. Sur un espace de probabilité¢ (Q,A,P), soit F = (F,)ngo une filtration
de type produit local essentiellement séparable. Si (E,p) est un espace métrique séparable et
Yy € LY (Fo; E) est telle que o(Yy) = Fo, alors F est de type produit si et seulement si Yo
satisfait le critére de Vershik de premier niveau.

Démonstration. C’est une conséquence du corollaire 3.3.5 et de la proposition 3.1.5. ]

Nous verrons plus tard que lorsque F = (F,)n<o est une filtration tplcs engendrée par une
martingale (M, )n<o, il suffit que My satisfasse le critére de Vershik de premier niveau pour
que JF satisfasse le critére de Vershik de premier niveau (proposition 8.2.12).

Lemme 3.5.2. Sur un espace de probabilité (Q, A, P), soit F = (F},)n<o une filtration de type

produit local conditionnellement séparable. Soit (E,p) un espace métrique séparable. Alors
Uensemble VY(F; E) est fermé dans L*(Fo; E).

Démonstration. Par définition, c’est 'adhérence de UCGQIOC(E)Ll(G? E) dans L' (Jg; E). O

Corollaire 3.5.3. Sur un espace de probabilité (Q2, A, P), soit F = (Fp)n<o une filtration de
type produit local conditionnellement séparable. Pour p € {0,1}, soit ©P(Fy) C LP(B) un
sous-ensemble dense de LP(B). Les conditions suivantes sont équivalentes.
(i) F satisfait le critére de Vershik de premier niveau.
(ii) Toute variable aléatoire X € ©Y(Fy) satisfait le critére de Vershik de premier niveau. En
d’autres termes ©1(Fy) C V(F; R).

(iii) Toute variable aléatoire X € ©°(Fy) satisfait le critére de Vershik de premier niveau. En
d’autres termes ©°(Fo) C VO(F; R).

Démonstration. C’est une conséquence du lemme 3.5.2 et de la proposition 3.1.6. O

Corollaire 3.5.4. Sur un espace probabilisé (2, A,P), soit T = (F,)ngo une filtration de
type produit local avec un processus d’innovations (Vy)n<o. S0it (Bm)m>0 une suite croissante
de sous-o- algebres de Fy telle que B,, / Fo quand m — +oo. Si toutes les o- algeébres B,
satisfont le critére de Vershik de premier niveau, alors F satisfait le critére de Vershik de
premier niveau.

Démonstration. La proposition 1.2.4 montre que ©1(B) := UL(B,,) est dense dans L' (Fy),
et on applique alors le corollaire 3.5.3. ]
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3.6 Cas d’une chaine de Markov constructive.

Nous rencontrerons souvent le cas de figure du corollaire suivant.

Corollaire 3.6.1. Sur un espace probabilisé (Q, A, P), soit F = (Fy,)n<o une filtration de type
produit local avec un processus d’innovations (Vy,)n<o. Soit (Yn)n<o un processus généralisé tel
que 0(Ypt1) C 0(Yy, Viy1) et tel que le processus généralisé (Y, Vi)n<o engendre F. Alors
pour que F satisfasse le critére de Vershik de premier niveau, il faut et il suffit que pour tout
n, la o-algebre o(Yy,) satisfasse le critére de Vershik de premier niveau.

Démonstration. La condition est évidemment nécessaire. Montrons sa suffisance. Si la o- algébre
o(Y,,) satisfait le critére de Vershik de premier niveau, alors le lemme 3.4.3 entraine que la

o-algébre (Y, Vi1, Vato, ..., Vo) satisfait aussi le critére de Vershik de premier niveau.
Puisque les hypothéses impliquent o(Yy,, Vi1, Vato, ..., Vo) / Fo quand n — —oo, le résultat
est alors une conséquence du corollaire 3.5.4 O

Remarquons que le processus (Y, ),<o ainsi que le processus (Y,,, V3, )n<o du corollaire précédent
sont markoviens. Lorsque les Y,, prennent leurs valeurs dans des espaces métriques standard,
nous parlerons de chaine de Markov constructive :

Définition 3.6.2. e Pour tout entier n < 0, soit F,, un espace métrique standard. On appelle
chaine de Markov constructive une chaine de Markov (X, V;,)n<o ot X, prend ses valeurs dans
E, et V,, dans R, et telles que V41 est indépendante de la tribu du passé o(X,,, Vin,m < n)
et que 'on a 0(X,41) C 0(Xp,)Vo(Vig1) pour tout n. On dit alors que (X,,)n<o est la chaine
d’entrée.

e Par le biais du théoréme de représentation fonctionnelle de Doob, il existe alors, pour tout
n < 0, une fonction borélienne f,: F,_1 x R — E,, telle que 'on a X411 = frnr1(Xn, Vag1).
Lorsqu’on 'on veut préciser de telles fonctions f,,, on notera ((Xn, Vi), [ E”)n <0 la chaine
de Markov constructive. On dit alors qu’elle est homogéne si E, = E, f, = f, et si les V,, sont
iid.

Le corollaire précédent et la partie 3) de la proposition 3.3.3 donnent alors :
Proposition 3.6.3. Pour tout n < 0, soit E, un espace métrique standard. Sur un espace
probabilisé (2, A,P), on se donne une chaine de Markov constructive ((Xn,Vn),fn;En)ngo
telle que X, € L'(A; Ey,) pour tout n et on note F = (F,)n<o la filtration engendrée par la
chaine de Markov (X, )n<o. Alors pour que JF satisfasse le critére de Vershik de premier niveau,
il faut et il suffit que pour tout m, la variable aléatoire X,, satisfasse le critére de Vershik de
premier niveau.

3.7 Cas d’une filtration de type produit local générale.

Il est possible d’énoncer le critére de Vershik de premier niveau pour une filtration de type
produit local générale en vertu du lemme 2.1.5. Cela donne une extension de la définition 3.1.3
que nous avons énoncée en nous restreignant aux filtrations de type produit local condition-
nellement séparables :

Définition 3.7.1. Sur un espace probabilisé (2, A,P), soit F = (JF,)n<o une filtration de
type produit local. On dit que F satisfait le critére de Vershik de premier niveau si pour tout
ensemble fini F', pour toute variable aléatoire X € L¥™Ple(Fy: F) et tout réel § > 0, il existe
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un entier ng < 0, une suite de compléments (Cyy41,...,Co) de F sur Jng, 0] et une variable
aléatoire Z € LSPI(g(Cppy 41, ..., Co); F) telle que P[X # Z] < 4.

Le lemme 3.1.4, la proposition 3.4.4, le corollaire 3.4.6, la définition 3.3.1, le corollaire
3.5.4, s’adaptent alors a ce cas plus général. Il aurait peut-étre été plus agréable d’énoncer et
de démontrer ces assertions dans le cas général, mais dans les chapitres suivants ol nous ne
nous intéresserons seulement qu’au cas conditionnellement séparable, et ol nous renverrons
parfois le lecteur au chapitre présent, ce sera le langage des innovations qui sera le mieux
adapté.



4. CHANGEMENT D’INNOVATION.

Il est intéressant, au vu du critére de Vershik de premier niveau, de se demander comment
décrire toutes les innovations d’une filtration de type produit local. Comme nous nous restrei-
gnons aux filtrations de type produit local conditionnellement séparables, il s’agit d’aprés le
lemme 2.1.5, de répondre a la question suivante :

Question 4.0.1. Etant données sur un espace de probabilité (2, A,P), une o- algébre B C A,
une o-algébre € C B et V' une innovation de C dans B, quelles sont les autres innovations de
C dans B ?

La section 4.3 répond a la question 4.0.1 avec la proposition 4.3.7. C’est un résultat bien connu
des ergodiciens depuis Rokhlin ([Rok]|), et naturellement utilisé dans [Ver|, [Fe98], [FS00]). Sa
forme probabiliste se trouve dans 'article de Rosenblatt [Rosl| auquel nous 'empruntons.

Avec cette proposition nous verrons comment s’obtiennent toutes les innovations d’une
filtration de type produit local conditionnellement séparable dans la section 4.4, au moyen de
transformations qui sont des automorphismes d’arbre dans le cas r,-adique.

Les deux premiéres sections sont des rappels de la théorie de la mesure sur la structure
des espaces probabilisés.

4.1 o-algébres isomorphes.

Nous définissons d’abord la notion d’espaces probabilisés isomorphes qui est une notion
classique en théorie de la mesure (|Rok|, [Pa]) mais que nous utilisons sous une forme légére-
ment différente, comme dans [ES| et [BEKSY], en manipulant des variables aléatoires plutot
que des événements.

Définitions 4.1.1. Soient (Q, A, P) et (Q', A’,P") deux espaces de probabilité.
e Un plongement de (Q,.A,P) dans (Q, A’,P') est une application ® de L°(Q, A, P) dans
LO(QY, A", IP'), notée simplement ®: (Q,A,P) — (Q,A",P'), qui satisfait aux deux
conditions suivantes :

(i) Pour tout entier n > 1, pour toute fonction borélienne f définie sur R", et pour
toutes variables aléatoires X1, ..., X, € L%(Q,A,P), on a

D(fo(X1,...,Xn)) = fo(®(X1),...,0(Xn));

(ii) pour toute variable aléatoire X € L°(€Q,.A,PP), les variables aléatoires X et ®(X)
ont méme loi.

On dit aussi que (', A", P’) est un grossissement de (2, A,P).

e Un isomorphisme entre deux espaces de probabilité (2, A,P) et (', A’,P') est un plon-
gement entre (Q,A,P) et (', A", P’) bijectif.
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e Soient ® un plongement de (2, A,P) dans (2, A",P’) et B une sous-o-algebre de A.
Pour B € B, il est facile de voir que ®(1 ) est une indicatrice d’un événement de A’. Si on
le note ®(B), on vérifie facilement que ®(B) := {®(B), B € B} est une sous- o- algebre
de A’, et que les espaces probabilisés (2, B,P) et (Q’ ,P(B), P ) sont isomorphes. Nous
dirons par abus de langage que B et ®(B) sont isomorphes.

On montre immeédiatement qu’un isomorphisme d’espaces probabilisés est linéaire, injectif,

continu pour la topologie de la convergence en probabilité, et que pour toute fonction boré-
lienne f: RN = R, on a

O(fo(Xy,...,Xn,...)) = fo(®(X1),...,°(Xn),...);

pour toutes variables aléatoires X1,...,X,,... € LY(Q,A,P).
Le lemme suivant est facile a vérifier avec le théoréme de Doob rappelé dans la section 1.2.

Lemme 4.1.2. Soit (S,S) un espace mesurable. Si X est un élément aléatoire dans S sur
un espace probabilisé (Q,A,P) et X' un élément aléatoire dans S sur un espace de proba-
bilité (', A',IP') de méme loi que X, alors on définit un isomorphisme ¥: (Q,0(X),P) —
(,0(X"),P') en posant ¥ (f(X))(w') = f(X'(w')) pour toute fonction f: S — R mesurable.
Nous ne trouvons pas exactement cette définition d’'un isomorphisme dans la littérature
classique sur la théorie de la mesure ([Pal, [Rok]). Dire que c’est une notion connue se justifie
par le lemme suivant dont on peut trouver une preuve dans [BEKSY] (le lemme 1).
Lemme 4.1.3. Soient (2, A,P) est (', A", ") des espaces probabilisés. Si ®°: A — A’ est
une application qui commute avec les opérations booléennes finies et qui vérifie ]P”[<I>°(A)] =
P[A], alors elle induit un unique plongement ®: (Q,A,P) — (Q, A, P') tel que ®(1y) =
]].(bO(A) .
Ainsi la classification des espaces probabilisés rappelée dans la proposition suivante est bien
connue depuis les origines des tribus. C’est la proposition 3 de [BEKSY].

Proposition 4.1.4. (a) A isomorphisme prés, un espace de probabilité essentiellement sépa-
rable est caractérisé par la liste des probabilités de ses atomes de masse non nulle, rangées
par ordre décroissant (avec des répétitions pour les atomes de méme masse; la liste peut
étre vide, finie ou infinie). En particulier, tous les espaces probabilisés essentiellement
séparables sans partie atomique sont isomorphes.

(b) Deux espaces probabilisés essentiellement séparables plongeables chacun dans ’autre sont
isomorphes.

4.2 Mesures boréliennes.

Comme la précédente, cette section ne contient que des choses bien connues en théorie de
la mesure. Nous donnons cependant des démonstrations parce que seule la preuve du lemme
4.2.4 demande plus de quelques lignes d’écriture et qu’elle nous aidera dans la section 4.3 pour
répondre a la question 4.0.1.

Lorsque p est une mesure de probabilité sur un espace métrique séparable E, les atomes
de masse non nulle de I'espace probabilisé (F,® g, 1) sont aussi appelés les atomes de p.

Définitions 4.2.1. Soient p et p' deux mesures de probabilités sur les tribus boréliennes
complétées respectives de deux espaces métriques séparables F et E’.



4. Changement d’innovation. 36

e On dit qu'une application ¢: E — E’ est une transformation inversible (de E sur E') qui
transporte pu sur p', ou une transformation inversible de p sur u’, s'il existe un ensemble p-
négligeable A C S, un ensemble v-négligeable A’ C S’ tels que la restriction de ¢ a S\ A est
une bijection bimesurable de S\ A sur S’ \ A’ qui envoie p sur v. On dit aussi que ¢ est une
transformation inversible (de E) préservant p lorsque E = E’ et = p'.

e On dit que pu et u' ont méme atomicité si elles ont la méme liste de probabilités de leurs
atomes, rangées par ordre décroissant (avec des répétitions pour les atomes de méme masse ;
la liste peut étre vide, finie ou infinie).

Pour le lemme suivant, rappelons que si X est une variable aléatoire dans un espace mé-
trique séparable définie sur (2, A,P), on dit que (2, 0(X),P) est l’espace probabilisé engendré
par X.

Lemme 4.2.2. Deuzx variables aléatoires a valeurs dans des espaces métriques séparables en-
gendrent des espaces probabilisés isomorphes si et seulement si elles ont des lois de méme
atomicité.

Démonstration. Quand (Q,A,P) = (Q, oY), P) oll Y est & valeurs dans un espace métrique
séparable E, les atomes de masse non nulle (Q,A,P) sont des éléments de A, ce sont les
ensembles Y ~1(z), ot z € E est tel que P[Y = ] > 0, et ce lemme traduit donc la proposition
414 (a). O

Lemme 4.2.3. Soit E un espace métrique standard et soit p une mesure sur la tribu borélienne
de E. Alors il existe une mesure m sur R et une transformation inversible v qui transporte p
sur m.

Démonstration. On sait qu’il existe une injection bimesurable ¢ de (E,®g) dans (R, ®g).
Cela donne une transformation inversible ¥ de p sur m = 1 (u). O

Lemme 4.2.4. Soit p une probabilité sur R. On note x1,xs,... une liste des atomes de u
rangés par ordre décroissant de probabilités et q; = p(x;). On pose m =1—73"q; et on note A
la probabilité sur R égale a la somme de la mesure de Lebesgue sur [0,1 —m] et de la mesure
discréte q101 + qodo + - -, ol &; désigne la masse de Dirac en i. On note Fyg la fonction de
répartition de la partie diffuse de u, définie par

Faig(z) = M(] - 00795]) - Z ;-

]7xj<x

La fonction ¢: R — R définie par

o) = i ST T =T
Fag(z) six & {xy,z0,...},

est alors une transformation inversible qui transporte p sur X, d’inverse

o) =1 =
Frgy) siye€[0,m],

ot F(ié désigne l'inverse continue & droite de Fgaig-
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Démonstration. Notons pqig la partie diffuse de p. Il est facile de vérifier que Fyig (paie) est
la mesure uniforme sur [0,m] et que Fyg: R\ J — [0,m]\ D et Fyg: [0,m]\ D — R\ J
sont bijectives, inverses I'une de 'autre, ot J est ’ensemble uq;g-négligeable et p-négligeable
des points ot Fygig est localement constante, et ou D = Fgg(J) est I'ensemble A-négligeable
des points ou F Cﬁé saute. Ceci étant remarqué, le lecteur vérifiera facilement le lemme. ]

Remarque 4.2.5. Avec les notations de ce lemme et si F' désigne la fonctin de répartition
de i, on a
-1 -1
Frg(y) = F (y—i— Z qj)’

],Ing_l(y)
ott F~! désigne I'inverse continue & droite de F.

Proposition 4.2.6. Deux mesures de probabilités p et ' sur des espaces métriques standard
ont méme atomicité si et seulement si il existe une transformation inversible de p sur u'.

Démonstration. 1l est clair que p et p’ ont méme atomicité s’il existe une transformation
inversible de p sur p'. La réciproque est une conséquence du lemme 4.2.3 et du lemme 4.2.4.
Cette proposition peut aussi se déduire du théoréme de Sikorski (voir [Ke|) en utilisant la
partie a) de la proposition 4.1.4 et le lemme 4.2.2 O

Corollaire 4.2.7. Deux espaces probabilisés respectivement engendrés par une variable aléa-
toire X dans un espace métrique standard E et une variable aléatoire X' dans un espace mé-
trique standard E' sont isomorphes si et seulement si il existe une transformation inversible
p: E — E' qui transporte la loi de X sur celle de X'.

Démonstration. C’est une conséquence de la proposition 4.2.6 et du lemme 4.2.2. ]

Nous aurons besoin du lemme suivant dans la section 4.3.

Lemme 4.2.8. Soient u, p' deux probabilités sur des espaces métriques standard E et E’
respectivement. Alors p et p' ont méme atomicité si et seulement si il existe deux fonctions
mesurables p: E — E' et 1: E' — E telles que v = @(u) et u =1 (v).

Démonstration. Siles lois p et p’ de X et X/ ont méme atomicité, ¢’est une conséquence de la
proposition 4.2.6. Réciproquement, si on suppose qu’il existe deux telles fonctions ¢ et 1, on
construit un plongement ®: (E,Bp,u) — (B, B, p') et un plongement V: (E' B, u') —
(E,®p, 1) en posant ®(X)(e') = X (¢(€)) et ¥(X')(e) = X'(¢(e)), et on applique la propo-
sition 4.1.4 (b) et le lemme 4.2.2. O

Lemme 4.2.9. Soit (Q,A,P) un espace probabilisé, et soient X, Y des variables aléatoires
dans des espaces métriques séparables et f, g, des applications boréliennes telles que X = f(Y')
et Y = g(X). Alors f et g sont des transformations inversibles réciproques l'une de l’autre.

Démonstration. Par le lemme 4.1.2, il existe un isomorphisme ® de (Q, o(X), P) sur l'espace
probabilisé (E,®p,Px) tel que ®(X) = X on X est définie par X(z) = . Comme X =
fog(X),ona X = I og(X) par isomorphisme, c’est-a-dire que x = f o g(z) pour P x-presque
tout . On montre de méme que y = g o f(y) pour Py-presque tout y, et cela permet de
conclure. O

Notons un corollaire immédiat de ce lemme et du théoréme de représentation fonctionnelle de
Doob :
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Corollaire 4.2.10. Soit (2, A, P) un espace probabilisé, et soient X,Y des variables aléatoires
dans des espaces métriques standard. Alors o(X) = o(Y) si et seulement si il existe une
tranformation inversible ¢ qui transporte la loi de la loi de X sur celle de Y et telle que
Y = o(X).

Ce corollaire sera généralisé par la proposition 4.3.7.

4.3 Innovations de o-algébres : existence et description.

Cette section est principalement consacrée aux preuves des propositions 4.3.3 et 4.3.7 qui
répondent aux deux questions suivantes :

* Soient (€2, A,P) un espace probabilisé, C et B des sous-o-algébres de A avec € C B.
Quand est-ce qu’il existe une innovation de € dans B ?

x S’il en existe, comment décrire toutes ces variables aléatoires ?
Ces propositions nous permettront de répondre aux questions analogues sur les innovations
des filtrations dans la section suivante. Vershik et les autres ergodiciens qui se sont penchés
sur les filtrations (|[HH], [Fe98], [FS00]) utilisent ces résultats mais ils sont considérés comme
connus dans leurs publications car ils sont naturels dans leur langage (mais autant dans la
notre) et solidement établis depuis Rokhlin.

Existence d’une innovation.

Lemme 4.3.1. Soit (2, A, P) un espace probabilisé. Soient X1 une variable aléatoire et Fy une
sous - - algébre de A. On se donne un élément aléatoire n mesurable pour Fy & valeurs dans un
espace mesurable (T, T). On note (pu)er = (L[X1|n = t])teT une version réguliere de la loi
de X1 conditionnellement auz valeurs de n et pour tout x € R, on pose Fy(x) = py (] — 00, z]).
L’espace (T, T) est muni de la loi de n. Alors pour presque tout t, la fonction x +— Fy(x) est

une fonction de répartition, et on note u — Gy(u) son inverse continue a droite.

(i) Les fonctions
(t,ZL‘) € (T7 T) ® (R>%R) = Ft(x) et (tau) € (T7 T) ® ([07 1]7%[0,1]) = Gt(u)

sont mesurables.

(ii) On note q, = (qt(l),qt(Z),...) une liste des probabilités des atomes de p; rangées par
ordre décroissant, et on mote Ay la probabilité définie dans le lemme 4.2.4 pour cette
liste. Alors il existe une variable aléatoire Vi telle que Fo V o(Vy) = Fo V o(Xq) et
L[Vi|n=t] = N\ pour presque tout t.

(11i) Si U est une variable aléatoire indépendante de Fo de loi uniforme sur [0,1], la loi de la
variable aléatoire L[Gy(U)|n =t| = . Par conséquent L[Gy(U)|a(n)] = .

Démonstration. Presque stirement, p; est une probabilité, et donc F; est une fonction de
répartition.

(i). On rappelle que pour tout A € By fixé, 'application ¢ — p(A) est mesurable par
définition de la loi conditionnelle. En particulier ¢ — F;(z) est mesurable pour x fixé. Par
définition de I'inverse continue & droite, on a

Gi(u) <z <= Fi(x) > u, (4.3.1)
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ce qui montre la mesurabilité de ¢ — G¢(u) lorsque u est fixé. Quand wu est fixé, 'application
(t,z) — (Gi(u),z) est donc mesurable aussi. Par (4.3.1), lensemble {(¢,z) | Fy(z) > u} est
Pimage réciproque de {(a,b) | @ < b} par cette application, ceci montre la mesurabilité de
(t,x) — Fy(z).

Montrons maintenant la mesurabilité de (¢,u) — G¢(u). Quand x est fixé, 'application
(t,u) — (Fy(x),u) est mesurable, et par (4.3.1) I'ensemble {(¢,u) | G¢(u) < x} est Pimage
réciproque de {(a, b) | 0 < a < b < 1} par cette application, ceci montre la mesurabilité voulue.

(77). On note Aq(t), Aa(t),... € R une liste mesurable d’atomes de v; rangés par ordre
décroissant de probabilités, avec des répétitions pour ceux de méme masse, et ainsi q;(j) =
pe(A;(t)) > 0 presque stirement. D’aprés (i), Uapplication (t,z) € (T,T) x (R,®¥r) — Fi(z)
est mesurable, et c’est donc aussi le cas pour I'application

{j stz = Aj(t)

(t,2) — pul) = Fi(@) = 254,00<e (7)) stz & {A1(t), Aa(t),.. . }.

La variable aléatoire Vi = ¢,(X1) est alors bien définie. Le théoréme 1.2.2 appliqué avec
B =53y, S=R, £ =X, v = pu donne, pour toute fonction h borélienne et bornée,

B[(Vi) 1 =) = [ b)) (o)
= [ )o@

Par le lemme 4.2.4, on a ;0 o7 ' = Ay, et cela montre que L[V} |7 = t] = A; On sait aussi
par ce lemme que ¢; est une transformation inversible qui transporte p; sur A, et on a alors
X; = gpgl(Vl) presque stirement, d’ou Fy V o(Vy) = Fy V o(X7).

(iii). Pour z € R, on a

P[Gy(U) <z |n=t]= /]I{Gt(u)gx} du = /]l{ugFt(r)} du = Fy(x),

ce qui suffit pour conclure. O

Remarque 4.3.2. La partie (i) de ce lemme peut aussi se démontrer en utilisant le fait qu’une
application de T' x R mesurable par rapport 4 la premiére variable et continue & droite par
rapport & la seconde, est mesurable.

Proposition 4.3.3. Soit F = (Fo,F1) une filtration sur un espace de probabilité (2, A,P).
Soit X1 une variable aléatoire telle que F1 = FoV o(X1). Il existe une variable aléatoire Vi in-
dépendante de Fy telle que FoVo (V1) = F1 si et seulement si les valeurs de la loi conditionnelle
L[X1 | Fo] sont presque toutes des probabilités de méme atomicité (que la loi de V7).

Démonstration. o Supposons qu’il existe V; indépendante de Fy telle que F; = FoVo (V).
On a alors des fonctions boréliennes fy et gg et des variables aléatoires Sy et Ty mesurables
dans JF telles que X1 = fo(S0, V1) et Vi = go(Th, X1). On introduit une variable aléatoire
Yy telle que o(Yy) D o(So, 1) et on a alors des fonctions boréliennes f et g telles que X; =
f(Yo, V1) =: fy,(V1) et Vi = g(Yo, X1) =: gy, (X1).
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Comme V; est indépendante de Fy, on a, pour toute fonction h borélienne et bornée,
E[h(Vl) | Fo] = /h(v) dPy, (v)

presque strement. D’autre part, on a, presque strement,

B [h((93 (40 190] = [ h((owy (2)) 151 0l

On a donc, pour toute fonction A borélienne et bornée,

/h((gyo (2))L[X1 | Fo)(dz) = /h(v) dPy; (v) presque siirement.

Par un raisonnement analogue, on a

/h((fyo (v)) dPy; (v) = /h(:n)L[Xl | Fo](dx) presque stirement.

Le lemme 4.2.8 appliqué avec ¢, = gy et ¢, = f, ot y = Y(w) pour tout w ot ces égalités ont
lieu, montre alors que les valeurs de L[X; | Fy] sont presque toutes des probabilités de méme
atomicité que la loi de V7.

o Réciproquement, supposant que presque strement, les valeurs de L[X 1 | o] sont presque
stirement des probabilités de méme atomicité, la variable aléatoire V7 donnée par le (ii) du
lemme 4.3.1 a une loi constante conditionnellement & Fy, c’est-a-dire que V7 est indépendante
de ?0. |

Le corollaire suivant est alors immeédiat.

Corollaire 4.3.4. Sur un espace de probabilité (2, A,P), soit C une sous-o-algébre de A.
Soient V et V' deux variables aléatoires indépendantes de C telles que CVo (V) = CVa(V').
Alors la loi de V' a la méme atomicité que la loi de V. Réciproquement, si V est une variable
aléatoire indépendante de C et si p est une probabilité sur R de méme atomicité que la loi de
V, il existe une variable aléatoire V' de loi p telle que CVa (V) = CVa (V).

Description des innovations.

Maintenant nous allons voir comment les innovations d’une o-algébre dans une autre sont
liées entre elles.

Définition 4.3.5. Soient E, F' et T des espaces mesurables. On dit qu'une famille {f;}ter
d’applications mesurables fi: E — F est une famille mesurable si Papplication (t,z) —
fi(z) est mesurable. On dit qu’elle dépend mesurablement de t si I'application ¢ — fi(z) est
mesurable quand z est fixé.

Lemme 4.3.6. Soit (2, A,P) un espace probabilisé, et soient Y, V, V' des variables aléatoires
dans des espaces métriques standard telles que chacune des deux variables aléatoires V et V'
est indépendante de Y et telles que o(Y)Vo(V) = o(Y)Va(V'). Alors il existe une famille
mesurable {¢y}yer de transformations inversibles de Py sur Py telles que que V' = py (V)
presque strement.
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Démonstration. On a des fonctions boréliennes f et g telles que les égalités V' = f(Y, V) =: fy (V)
et V.=g(Y, V') =: gy (V') aient lieu presque strement. Alors

=BV = (V)] = [ B[V =0 (V)] aPr (o)

d’ou IP’[V = gy (fy(V))} = 1 pour Py-presque tout y. En d’autres termes, pour Py-presque

tout y, on a V = f, (gy(V)) presque stirement. On montre de méme que pour Py-presque
tout y, on a V' = g, ( fy (V! )) presque strement, et on conclut avec le lemme 4.2.9 que
fy: R, Py) — (R,Pyr) et gy: (R,Pyr) — (R,Py) sont, pour Py-presque tout y, des transfor-
mations inversibles réciproques I'une de I'autre. On prend alors ¢, = f, si cela a lieu pour
y, et on prend pour ¢, une transformation inversible quelconque de Py sur Py quand y est
dans I’événement Py-négligeable ot cela n’a pas lieu. O

Le changement général d’innovation est décrit dans la proposition suivante.

Proposition 4.3.7. Sur un espace de probabilité (0, A, P), soient C une sous-o- algébre de A
et V une variable aléatoire indépendante de C. On pose B = CVo (V). Une variable aléatoire
V' est indépendante de C et avec € engendre B si et seulement si il existe une variable aléatoire
Y mesurable dans C et une famille mesurable {@y}yecr de transformations inversibles de Py
sur Py telles que V' = @y (V') presque sirement. Ceci est encore vrai lorsque V et V' sont a
valeurs dans des espaces métriques standard.

Démonstration. o Sion a V' = ¢y (V) ot la v.a. Y et les transformations inversibles ¢, sont
données, I'indépendance de V' avec C et I'égalité CVo (V') = CVo (V) auz négligeables pres se
vérifient facilement.

o Réciproquement, supposons que B = CVo (V) = CVo(V'). Par la proposition 1.2.1, on a
des variables aléatoire Z et Z’ mesurables dans € et fy et gg des fonctions boréliennes telles
que les égalités V' = fo(Z',V) et V = go(Z, V') aient lieu presque stirement. En choisissant
une variable aléatoire Y mesurable dans € telle que o(Y) D o(Z, Z’), on a aussi des fonctions
boréliennes f et g telles que les égalités V' = f(Y, V) =: fy (V) et V = g(Y, V') =: gy (V')
aient lieu presque siirement, et on applique alors le lemme 4.3.6. ]

Observons le cas des espaces probabilisés sans partie diffuse. Comme une transformation
inversible entre deux espaces mesurés atomiques n’est qu’une bijection des atomes de 'une
sur les atomes de l'autre préservant la masse de ces atomes, la proposition précédente s’écrit
ainsi dans le cas ou V est discréte :

Proposition 4.3.8. Sur un espace de probabilité (0, A, P), soient C une sous-o- algébre de A
et V une variable aléatoire discrete indépendante de C . On pose B = CVo (V). Une variable
aléatoire V' est indépendante de € et avec € engendre B si et seulement si il existe une variable
aléatoire C' mesurable dans C et une famille {py}yer de bijections dépendant mesurablement

de vy, telles que V' o 0y (V) pour tout y, et qu’on a V' = @c(V).
Signalons le cas ou il y a unicité d’'un complément dans le corollaire suivant.

Corollaire 4.3.9. Sur un espace de probabilité (Q, A, P), soient C une sous-o- algébre de A et
V' une variable aléatoire indépendante de C, discréete et prenant ses valeurs avec des probabilités

deux a deux distinctes. On pose B = CVa (V). Alors o(V) est le seul complément de € dans
B.
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4.4 Changement d’innovations de filtration et
automorphismes d’arbre.

Soit F = (F)n<o une filtration avec, pour un entier ng < 0, une innovation (V,,g41,..., V)
sur [ng, 0]. Nous sommes maintenant en mesure de décrire toutes les suites de compléments
(Cro+1s---,Co) de F sur [ng,0].

Lemme 4.4.1. Sur un espace probabilisé (2, A,P), on se donne une filtration F = (F,,)n<o
avec, pour un entier ng < 0, une innovation (Vygi1, ..., Vo) sur Jng,0]. On note py, la loi de V,,
el Ung+1 = tng+1 @ - .. @ o la loi de (Vygt1,--., Vo). Une suite de o-algébres (Cpyt1, ..., Co)
est une suite de complements de F sur [no,0] si et seulement si il existe une mnovatzon
(Vnosts-- -2 Vo) de F sur [ng, 0] de loi vp,41 telle que Cp, = o(Vyy) pour tout n €]ng, 0].

Démonstration. Comme on a supposé que F admet une innovation sur [no, 0], tout complé-
ment G, de F,_1 dans F,,, n €]ng, 0] est engendré par une innovation V,, de F,_1 dans F,
d’aprés le lemme 2.1.3, et on peut toujours la choisir de loi u,, par le corollaire 4.3.4. ]

Le probléme se rameéne donc a déterminer toutes les innovations de F sur [ng,0] d’une loi
donnée. C’est le contenu de la proposition 4.4.8. On note H(v) le groupe des transformations
inversibles préservant la probabilité v sur un espace métrique séparable (ici ce seront des
espaces RP). La proposition 4.3.7 est valable pour des variables aléatoires dans des espaces
métriques standard par le lemme 4.2.3, en particulier pour des vecteurs aléatoires et nous
savons alors déja qu’on peut écrire

(Vn0+l7 ey %) - QBYnO (Vn0+17 e 7‘/0)7

ot {Fy}y est une famille mesurable de H(vy,41). Cela n’est pas suffisant, une transformation
& € H(vpy+1) en général détruit 'ordre de I'innovation. Il faudra observer ce que donne la
proposition 4.3.7 lorsqu’on 'applique pas & pas. La description des transformations que nous
verrons apparaitre fera appel a la définition suivante.

Définition 4.4.2. Soient p > 1 un entier, v, une probabilité sur RP et p,1 une probabilité

sur R. On se donne une tranformation inversible 7(1?) de R? préservant vp et une famille me-

surable (pg’jl o) = {gpgi’j o) }(vl, up)ere de transformations inversibles R préservant ji, 1.

—  On constrult une transformation inversible de RPT! préservant Vp ® [ps1, DOtée

~ s 1
FA=ptl) o (1p) QOE]-DT, )7.p)7
en posant
A Ay +1
T(l p+1) = (T(l p)('l)h e ,Up)a SOS,ZZL»Z;) (vl""’vp)(vp+l))7
et on l'appelle produit en arbre de 7(1P) avec gogfjl) o)

— Si H, < H(vp) est un sous-groupe de H(vp) et Hpy1 < H(ppt1) un sous-groupe de
(1~p) X S0(1""1)

(.17"'7.17)

) € H,41 est un sous-groupe de H (v, ® ppr1), et on appelle le

mes
H(ptp+1), V'ensemble H,, x H, i constitué de tous les produits en arbre 7

- (p+1)
avec 7—( P) S Hp et @(Ul,n-,vp

produit en arbre mesurable de H,, avec Hy 1.

Lorsque v, et u,41 sont des probabilités discrétes, on n’a pas a se soucier dans la définition
précédente de la mesurabilité de la famille d’automorphismes. On peut définir le produit en
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arbre pour des bijections quelconques au lieu d’isomorphismes borélien, et dans ce cas le
mes

produit en arbre mesurable H, x H,1q est le produit en arbre noté H, x Hp, i selon la

définition suivante.

Définition 4.4.3. Soient F, Fy deux ensembles. On note &; = S&p,, respectivement Gy =
GEg, le groupe formé de toutes les bijections de E7, respectivement de Ejg, sur lui -méme.
Soient H; < &1 un sous-groupe de &1 et Hy < G5 un sous-groupe de &o. Soit m € Hy et
pour tout e; € Ej, soit ., un élément de Hy. On construit une bijection 7 de Ej x Ey sur
lui-méme en posant

T(e1,e2) = (7(€1), Pr(er)(€2))-
L’ensemble de ces bijections est un sous-groupe S g, x g, qu’on note H; X Hy et qu’on appelle
le produit en arbre ! de Hy avec Hs.
Notation 4.4.4. Soient E;, Fy deux ensembles. Soit m € G, une bijection de Ej sur lui-
meéme et pour tout e; € Ej, soit @., € &p,, une bijection de Ep sur lui-méme. On note
Po = {Pe, ferep, et on pose

(7T X! @0)(617 62) = (7‘(’(61), 9561 (62))'
Alors si @o = {©pe; teyer, est une famille de bijections de Fo sur lui-méme, on a

1~ ~

TX p=TNX "~ avec Pe1 = Pr(er)-
Définitions 4.4.5. e Soit p > 1 un entier et soient 01, 6o, ..., 0, des mesures de probabilité
sur des espaces métriques standard E1, Es, ..., E, respectivement. Pour n € {1,2,...,p}, on

définit récursivement le groupe des transformations inversibles en arbre de la mesure produit
L ®RO0R---®0, par Kl(ﬂl) = H(&l) et

K11 @00 @0,41) =K,(01 00,2 ---® en)mbis H(0p+1)
= H(Ql)ml;s Kn(92 X 93 Q- ® Qn—i—l)

e Sur un espace de probabilité (2, A,P), soit F = (F,,)n<o une filtration. Soient ng < ny <0

et soit (Vig+1,...,Vp,) une innovation de F sur [ng,n1]. On note vy, ,, la loi du vecteur
aléatoire (Vpg+1, ..., Va, ). On définit le groupe des changements d’innovations de F sur |n, 0]
de méme loi que (Vygi1,-.., Vay) par Gpoesny (Vig+1, -+ -5 Vi) = K (Ungn, ). Lorsque nyp = 0

on le note Gry(Vag+1,---, Vo).
Remarquons que si ng < ni < no alors

mes

Gnownz (Vno-i-la s 7Vn2) = Gnowm(vno-i-l? s 7Vn1) X Gmwnz (Vn1+l7 s vVnz)'

Dans ce chapitre, la définition suivante sera utilisée seulement pour le lemme qui lui suc-
céde.
Définition 4.4.6. Soit F = (JF),),<o une filtration sur un espace probabilisé¢ (Q2,.A,PP). Soit
no < 0 un entier. Une suite finie de variables aléatoires (Vi 41, ..., Vo) telles que V;, est une

novation (définition 2.1.2) de F,,—1 dans JF,, pour tout n €]nyg, 0], est appelée une novation de
F sur ]no, 0].

I Le produit en arbre Hy X Hs de H1 et H2 de cette définition est un cas particuler du produit en couronne
de deux groupes G et H, traditionnellement noté G H (voir [Ev] et les références données).
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Lemme 4.4.7. Sur un espace de probabilité (2, A,P), soit F = (Fy,)n<o une filtration avec,
pour un entier ng < 0, une novation (Vypgy1,..., Vo) sur Jng,0], et pour tout n € [ng,0],
soit Sy, une variable aléatoire mesurable pour F,,. Alors il existe une variable aléatoire Y,, €
LO(F,,) telle que pour tout n €]ng, 0], on a

O'(Yno, Vn0+1, Vn0+2, e Vn) D) U(Sn07 Sn0+1, e Sn)

Démonstration. Comme conséquence de la partie b) de la proposition 1.2.1 avec B = F,,, V =

(Vigt1s -5 V), X = (Sng, Sng+1s---Sn), on a, pour tout n €]ng, 0], une variable aléatoire
Ty (n) telle que

J(Tno (n), Vn0+1, Vn0+2, e Vn) D O'(Sno, Sn0+1, e Sn)

11 suffit ensuite de prendre pour Yy, une v.a. telle que 0(Yy,) D o (T, (n),n €]ng, 0]). O
Proposition 4.4.8. Sur un espace de probabilité (Q2, A,P), soit F = (Fp)ngo une filtration
avec, pour un entier ng < 0, une innovation (Vyp41,..., Vo) sur [ng,0]. On note w, la loi de
Vi, €t Vg1 = ping+1 @ -+ @ po la loi de (Vigy1,---, Vo).
Soit (Vpg+1,---, Vo) un vecteur aléatoire de loi vpy41. Alors les conditions suivantes sont
équz'valentes :
(i) (Vngs1,---, Vo) est une innovation de F sur ng, 0] de loi vpyq1.

(i3) pour tout n €]ng,0], il eviste une variable aléatoire S, 1 € L°(F,_1) et une famille
mesurable (¢, }yer d’éléments de H(uy) telles que Vi, = 57 (V).

(ii) il existe une variable aléatoire Yy, € L(Fy,) et une famille mesurable {r,},er d’éléments
de Gy (Vag+1, - -, Vo) et telle que

(Vno—i-l’ ) ‘70) = TYy, (Vno-i-lv SRR Vb)

Démonstration. (i) <= (ii) provient de la proposition 4.3.7, Vérifions que (i) <= (ui).
Pour montrer que (#i) = (i), il suffit d’écrire

Ty = (( (ot g ) e ) gl 2)> % 90

Y, (.n0+17'n0+27 -® y’(.n0+1 7'n0+27~~~7.727.*1)7

et de poser Y, = hy(Yog, Vig 15 - - - » Vi) Ol Ay s RP70FL 5 R est une bijection bimesurable.
Pour établir (43) = (iii), il faut construire les (™). Supposons qu’on ait (7). Puisqu’on a
alors (i), on a Fpp1 = Ty, \/a(‘N/nOH, e ,1~/m+1) et par le lemme 4.4.7 on peut alors introduire
une variable aléatoire Y, € L%(F,,) telle que o(Yy,, XN/HOH, ey ‘7m) D 0(Sngs Sno+1s -+ - m)
pour tout m €]ng, 0]. On peut alors écrire Sy, = gm (Yn,, VHOH, cel XN/m) ol ¢, est borélienne,
et avec cela en posant
(m+1)

QOZ(JT)IOl*)'l’ oY wQM(yﬂ)nO+ly Um)’
on a alors B

Vi =90 o (V).
Ceci donne B B

(Vno—i-lv R VO) = TYy, (Vn0+17 sy Vb)

avec

_ (no+1) (no+2) (-1) (0)
Ty - << (SO 0 X Spy,.n(:d*l) X ) X SO (.n0+17'n0+27 .0 2)> X ¢y,(.n0+l7'n0+27~~.,.72,.,1)’

O
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Remarque 4.4.9. Soit k € {0,1,2,...,|ng| — 1}. On note 7, : RI™0l — R la projection sur le k-iéme facteur. Avec les
notations de la proposition 4.4.8, on se donne une variable aléatoire Yy, € L°(Fy,) et une famille mesurable {1y },cr

d’éléments de Gng(Vny+1) et on définit une nouvelle innovation (\7n0+1, ..., Vo) de F sur |ng, 0] en posant

(Vagt1,---, Vo) = Vo (Vig+1,- -+, Vo).

Alors on a (nt1)
17 ~(n
Vnt1 = ¢Yn07Vn0+17Vn0+27<~7Vn (Vat1)
pour tout n €]ng,1] ot Y, € LO(Fyn,) et 51(/?1110).#1,%04.2,---,% est une famille mesurable d’éléments de H (pn+1)-
Posons
k]
Ty (Vng41s -+ s Vng+k) = (Tk © Ty)(Vng+15 - -+, Ungtks Xngtk+1s - -+ X0)
On a alors
_ L (5(motl) | —1 =(no+2) -1 ) -1 (=1 -1 ~(0)
Ty = (( (@y o Wy,on0+1) x x ¢y7(°n0+17°n0+2»~»7°72) x soyv('n[)#»lv‘n0+27<~7.727.71)
_ (o, (m0+1) (no+2) . ) (=1) (0)
- (( (ey x gOy"no‘*'l) x x 4‘Dy;(°n0-¢-1;On(,-¢-2y---»'—2) x gOyy('nO-H,'7104_2,---,0_2,0_1)
ou
(no+k+1) _ (no+k+1)

Y Ung+1sVng+k k1—1
yﬂ'y]] (Vng+15e-Vng+k)

et

~ +1)
Vipr =t — (Vag1).
ot ¢Yn0,Vn0+1yVn0+2,---,Vn( nt )

Corollaire 4.4.10. Soient F = (Fp)n<o €t G = (Gn)n<o des filtrations sur un espace pro-
babilisé (2, A,P) telles que F C G et qu’il existe un entier ng < 0 et un vecteur aléatoire
(Vig+1, - -+, Vo) qui est a la fois une innovation de F et de G sur [ng,0]. Alors toute innova-
tion de F sur [no, 0] est aussi une innovation de G sur Jng, 0]

Démonstration. Cela se déduit visiblement de la proposition 4.4.8. ]

Cas r,-adique : automorphismes d’arbres. — Dans le cas r,-adique, les changements
d’innovations sont des automorphismes d’arbre, comme nous allons ’expliquer ici d’abord en
donnant des notations qui seront encore utilisées par la suite.

e La suite r = (,)n<0 est donnée et on se fixe un entier m < 0. On note Ty, = {@} et pour
n €]m,0], on note T, I'ensemble des suites finies (€y41,...,€,) ol e; € {1,...,r;} pour
tout j €]m,n]. Pour tout m < 0, Pensemble Ty, := Upcn<0Tmn €st appelé Uarbre ry-aire
de hauteur |m|. On définit aussi U'arbre ry-aire par T = U,,7,,. L’élément & de tous les 7,
est appelé la racine de 7,,. Sur la figure 4.1, les éléments de 7., correspondent aux branches
de l'arbre qui vont de la racine jusqu’ & un niveau k < |m|. Une branche de niveau k > 1

est un élément (€41, €m12,- -, €mak) d€ Trpsmak C Zpn. Une branche de niveau |m| est dite
mazimale et on note 7,2'** = T,, ’ensemble des branches maximales.

Si gm = (emi1,€mi2,.--,€0) € T est une branche maximale, on note ©*(g,,) =
(Em+1,€m+2y---smik) pour k > 1 et & < —m. On dit que deux branches maximales g,

et g/ coincident jusqu’au k-iéme niveau de Varbre si 7%1(g,,) = 7*1(¢/.) Un automorphisme
d’arbre T de 7,, est une permutation 7 des branches maximales de 7, telle que les images de
deux branches qui coincident jusqu’a un niveau coincident aussi jusqu’a ce méme niveau. En
d’autres termes, 7 est un automorphisme d’arbre si c’est une permutation de 7,7** telle que
pour toutes branches maximales g, et g/,

Vk=1,2,..., |m|7 Wkﬂ (gm) = ﬂ-kﬂ (g;n) = Wk]] (T(gm)) = ﬂkﬂ (T(g;n,))
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Fig. 4.1: L’arbre r,-
aire de hauteur 3 avec

1 2 3
rn = (...,3,3,2). En
gras, nous avons repré- / ‘\ \ / ‘\
senté la branche (2,1) et
1 2 3 1 2 3 1 2 3

en plus gras, la branche
maximale (3,3,1)

Les automorphismes d’arbres forment un sous-groupe du groupe des permutations de 7%,
on le note G,

e Maintenant mettons en évidence I'égalité H () X -+ X H(pg) = Kp(pn ® -+ @ o). Les
figures 4.2 et 4.3 sont notre suppport visuel avec n = —3, r_o = r_1 = ro = 2. On associe une

a
AN

o A

@
1\»7 2,2

g

Fig. 4.2: Les permutations sont placées.

. 1) . . R
permutation gogLJr ) a la racine de l'arbre, et & chacune des branches (ep+1,€nt2,...,€ntr) de
) . . k+1
niveau k de l'arbre, 1 < k < |n|—1, on associe une permutation cpéZL ;fnl%,,,,ewk de ’ensemble
{1,2,...,rpqkr1}. Ceci est représenté sur la figure 4.2. Notons
(n+k=+1) { (n+k+1) }
On+1,9n+2,-,0ntk 5n+17€n+27 5Cntk (en+1,en+2,...,en+k)€Tn+k'

On construit alors 'automorphisme d’arbre

_ (n+1) (n+1) (=1 (0)
T = <( . .(SO@ X QPe,11 ) X .- ) X @(.n+1,on+27,,,7._2)> 90(.,H_17.7H_27 Le_2,0_1)

en appliquant successivement les transformations suivantes sur 'arbre. Ceci est représenté sur
la figure 4.3 oil nous avons choisi cp(g_ ) = =(12), ¢ ( D= =(12), ¢ ( D= = 1d, go(()o()) Id, go(()?} = (12),

gogo()) = (12), gog?{ = Id. On envoie d’abord, pour tout j,+1 € {1,...,r,41}, chaque branche

. N _ (n+1) ..
(Jn+1>€n+2;, €nt3,- -, €0) sur la branche (]n+17 €n+2;€nt3;- -+, €0) Ol In+1 = Po (nt+1)- A
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Iétape suivante, pour j,+1 € {1,...,7p41} et jni2 € {1,...,rn12}, chacune des branches

v . . Y Y (n+2)
(jn+17]n+27 €n43,--- 760) est envoyee sur (]n+17jn—|—27 €En43,--- 760) avec ]n—|—2 - 80 / (]n 2)

Et ainsi de suite, on construit 7.

/N

/\ A4

ANANNA TN

(a) On place les permutations. (b) On applique celle a la racine.

/ NN

\ /N

AN CATNA N AT

(c) On applique celles au niveau 1. (d) On applique celles au niveau 2.

Fig. 4.3: Un automorphisme d’arbre.



5. ’EXEMPLE DES MOTS GOMMES.

Ce chapitre définit le processus des mots gommés qui est un processus formé de mots sur un
espace probabilisé donné (A, ¥, ), dit l’alphabet. La filtration du processus des mots gommés
sur l'alphabet (A, %, ) est de type produit local et kolmogorovienne. Nous montrerons qu’elle
est de type produit d’abord dans le cas oli A est fini et que p est la mesure de probabilité
uniforme, ceci en construisant des innovations qui l’engendrent. De la nous déduirons par
approximation le cas ou A est 'intervalle unité [0,1] et p la mesure de Lebesgue, puis le cas
d’un alphabet essentiellement séparable sera obtenu en utilisant des résultats de second niveau
de la théorie de Vershik, qui seront établis dans les chapitres ultérieurs. Nous verrons aussi
que lorsque (A, ¥, 1) n’est pas essentiellement séparable, la filtration du processus des mots
gommeés n’est pas essentiellement séparable, pas de type produit, mais elle satisfait le critére
de Vershik de premier niveau.

5.1 Préliminaire : notations sur les mots.

e Soit A un ensemble non vide, qu’on appelle [’alphabet. Les éléments de A sont appelés des
lettres. Une suite ordonnée de m lettres est appelée un mot sur A, ou aussi un m-mot sur A,
et m est sa longueur ; 'ensemble des m-mots est A™. La i-éme composante d’'un mot w est
appelée la i-iéme lettre de w; elle est notée w; ou w(i), et w est alors notée w = wiws - - - wp,
ouw=w(w(2)---w(m).

e Lorsque v et w sont des mots sur A de longueur ¢ et p respectivement, la concaténation de
v et de w est le mot noté vw de longueur ¢ + p formé de gauche & droite des lettres de v puis
des lettres de w.

e Lorsque B est un autre alphabet et que 'on a une application f: A — B, pour tout m > 1
et tout mot w sur A de longueur m, on note f(w) le mot de longueur m sur B dont la i-iéme
lettre est f(w;). En d’autres termes, f(w) := f(w1)f(wa)- - f(wmn).

e Siw est un p-mot et si J C {1,...,p} est une partie a g éléments, on note v = w) s le g-mot
obtenu en ne conservant que les lettres de w dont I'indice est dans J sans changer leur ordre.
On dit que v est un sous-mot de w ou un mot extrait de w.

5.2 Le processus des mots gommeés.

Soit (A, ¥, 1) un espace probabilisé, qu’on appelle ’alphabet probabilisé. Le processus (généra-
lisé) des mots gommés sur (A,¥, ) est la chaine de Markov généralisée (Wp,, 7, )n<o dont la
loi est définie par les deux conditions compatibles suivantes :
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o pour toutn < 0, W, est un mot de longueur |n|+1 sur A, formés de lettres indépendantes
et chacune de loi p, et n, est uniforme sur {1,...,|n|+ 2} et indépendante de W, ;

o la transition de n — 1 a n s’obtient en prenant n, indépendante de (Wy_1,1,-1) et en
prenant pour Wy, le (|n| + 1)-mot obtenu a partir de Wy_1 en lui retirant sa n,-iéme

lettre.
Ces deux conditions permettent de déterminer pour tout entier n < 0 la loi du “vecteur”
aléatoire ((WO, €0)y Woaye_1)y.oo, (Wh, En)), ainsi que la loi conditionnelle

L [(Wn, En) | U(W(), €0, W_l, E_1y.-- ,Wn_l, En_l)],

et le théoréme de Ionescu-Tulcea assure alors ’existence du processus des mots gommés pour
tout alphabet (A, u).

W_3 = baca E W_y = bca E) W_1 =be =ty Wy =c.

Fig. 5.1: Le processus des mots gommés.

On suppose que (W, mn)n<o est défini sur un espace probabilisé (€2, A,P), on note J la
filtration qu’il engendre.

Lorsque (A, ) est un espace probabilisé essentiellement séparable, nous allons établir que
F est une filtration de type produit. Nous traiterons d’abord le cas ot A est fini et u est la
probabilité uniforme, puis le cas ot A est le segment unité [0, 1] muni de la mesure de Lebesgue,
pour lesquels nous construirons un processus d’innovations (7, )n<o qui engendre JF. Le cas de
[0, 1] muni de la mesure de Lebesgue donne immédiatement le cas de tout espace de Lebesgue
sans partie atomique, et nous en déduirons qu’il donne le cas essentiellement séparable en
utilisant des résultats de la théorie de Vershik (sous forme de nos résultats ultérieurs sur le
I-confort).
Plus généralement, nous montrerons que pour un alphabet quelconque, F satisfait toujours le
critére de Vershik de premier niveau.

Notations. Pour n < 0, on pose ¢,, = |n|+1; c’est la longueur du mot W,,. Les notations qui
suivent concernent le procédé de transition du processus des mots gommés. Soit A un alphabet.
Pour tout m < 0, on note 7, l'arbre (|n| + 2)-aire de hauteur |m|, et 7,7** ’ensemble de ses
branches maximales. Soit  un symbole non élément de A. Fixons un entier M < 0. Pour
tout entier k£ € {0,1,...,|M|}, nous notons ALM I’ensemble des mots de longueur /3, — k
sur Palphabet A U {f} qui contiennent exactement k fois la lettre {. Les lettres  d'un mot
sur A U {t} sont dites mortes, et les lettres qui sont dans A sont dites vivantes. Les €3y — k
lettres vivantes d’'un mot appartenant a A;LM sont ordonnées de gauche & droite, et forment

le sous-mot vivant de w. On définit pour tout entier m < 0 et tout k € {1,...,|M|}, une
application g, : AL”fl x{1,..., 0y — k} — ALM, qui & tout £ps-mot w contenant k lettres
T, et & tout indice x € {1,...,€y — k}, associe le mot g, (w,x) obtenu en remplacant dans

w la z-iéme lettre vivante de w par un . On définit alors pour n €)M, 0], la fonction g}rwwn

par g;[\JwM—Q—l = g|™ et

g;r\/[wn_;,_l(wa €m+1,--+,€n—1, en) = glﬁn-q-l (g;ruwn(wa Em+1y--- 7611—1)7 en)

Sur la figure 5.2, on lit par exemple gT_3W_1(abcd,3, 2) = a t td au bout de la branche (3,2)
de larbre. Nous notons maintenant ¢ la fonction qui & un mot w sur AU {{} associe son sous-
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Fig. 5.2: Gommage de w = abcd.
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mot vivant. On pose alors
_ T
IM~n4+1 = CO Gprosnt1-

Sur la figure 5.2, on lit par exemple g_3.._1(abed,3,2) = ad au bout de la branche (3,2) de
I’arbre.
Ces notations seront utilisées pour le processus des mots gommeés. Pour M < n <0, on a

WTL = ngn(WM, NMA-1s--- 77771)
Lorsque M < 0 est fixé, il sera plus commmode d’étudier le comportement du processus aprés

Ws=baca "% Wi =btea 25 WiF=bid 2H Wit =tic

Fig. 5.3: Le processus avec les lettres mortes a partir de l'instant —3.

Iinstant M en considérant Wy, WJL]‘{H, WJL]‘{M, ..., Wy, ot pour n €] M, 0], on pose

Wi =gl (War, sty -5 71n)

Le mot W,, est alors le sous-mot vivant de W,*.

Lemme 5.2.1. Si p n'est pas dégénérée, F n'est pas engendrée par (0 )n<o-

Démonstration. Donnousnous M < 0 et montrons que Wy est indépendante de la o- algébre
o(Mp; M < n <0). On note Iy l'indice de la lettre de W, qui n’est pas effacée a l'instant 0,
défini par :

WM =1 - 1 W
1 o Iy—1 Iy Ipy+1 Car
Clairement, Iy est une variable aléatoire uniforme sur {1,2,...,¢,}. Comme Wy est la Ip/-

iéme lettre de Wy, on a, pour tout fonction f mesurable et bornée,
B[00 [ otmrr, o)) = | F(wTan) dPuwy (w) = BT,
weA*M
avec h(i) = E[f(WM(Z))] =E[f(Wo)] qui ne dépend pas de 1. O

5.3 Cas uniforme sur un alphabet fini

Soit A un ensemble fini muni de la mesure de probabilité uniforme p. Sur un espace probabilisé
(Q,A,P), soit (W, nn)n<o le processus des mots gommés sur (A, p). On note F = (Fy,)n<o
la filtration qu’il engendre. Cette section donne la construction d’'un processus d’innovations
générateur de F en s’aidant du lemme de construction 5.3.2 qui sera encore utilisé dans le
chapitre suivant. Dans la section suivante nous en déduirons que la filtration du processus des
mots gommés sur 'alphabet [0, 1] muni de la mesure de Lebesgue est aussi de type produit.

5.3.1 Lemme de construction.

Comme le processus des mots découpés que nous verrons dans le chapitre suivant, le processus
des mots gommés est une chaine de Markov constructive (définition 3.6.2). Le lemme que nous
donnons ici sera utilisée pour ces deux processus. La définition suivante sera commode.
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Définition 5.3.1. Soit F = (F,),<o une filtration de type produit local. Soient ng < ny <0
et soient (Vig41,---, V) et (Vi 11,--+,Vy,) deux innovations de I sur [ng,n1] de méme loi.
Soit X, un élément aléatoire mesurable pour JF,,. On dit que (VAO 41502 Vi) est limage
de (Vag+1s---5Vn,) par un changement d’innovation indexé par X,, s'il existe une famille

mesurable {7, }, d’éléments de G(Vyy+1,-- ., Va, ) telle que

(Vioitse s Vi) = 7x0 Vg1 > Vin)-

Lemme 5.3.2. Pour tout entier n < 0, soit E, un espace métrique séparable. On se donne
une chaine de Markov constructive ((Xn, Vi), [ E”)n<0 sur un espace probabilisé (0, A, P), et

on note F = (Fy)n<o sa filtration. On suppose qu’il existe un processus (Vyp)n<o d’innovations
de F et une suite d’entiers négatifs (Ni)rp<o strictement croissante satisfaisant auzx conditions
suivantes pour tout k < 0.

(a) (VNk_IH, . ,VNk) est l'image de (Vn,_,+1,--., VN, ) par un changement d’innovation in-
dexé par Xn,_, ;

(b) 1l eziste une UNariable aléatoire Xy, qui est mesurable pour o(Vn, 4+1,...,Vn,) et telle
que P[ Xy, # Xn,] — 0 quand k\, —cc.

Alors (Vy,)n<o est un processus d’innovations générateur de F.

Démonstration. Soit n < 0. Pour montrer que (X,,V,) est mesurable pour a(f/n,n < 0), il

[}
suffit de pouvoir construire pour tout réel 6 > 0 donné une variable aléatoire X, & valeurs
[}

[0) [0)
dans E, et une innovation V, de ¥F,_1 dans F,,, tels que X, et V,, soient mesurables pour
o(...,Va—1,Vy) et que l'on ait

]P)[(Xna Vn) 7é ()O(m ‘c}n)] < 4. (5'3'1)

On choisit p < 0 suffisamment petit pour que 6,41 < /2 et pour que Nyt < n. Soit
g = min{q’ | n < Ny} le plus petit entier tel que n < N,. Pour tout £ < ¢—1,0on a

= =~ Ni+1~N,
(VNk-i-l? IR VNk+1) = T)((NI; k+l)(ka+17 cee 7VNk+1)
ol {TQEN’“HWN’““)}IE Ey, est une famille d’automorphismes d’arbre. Comme p +1 < ¢, on a

donc en particulier

7 Ve 7 __(Np+1~>Npy1)
(VNp-i-la VNP+27 ceey VNp+1) - TXNp (VNP+17 VNp+27 L 7VNp+1)7

N Np+1~=N, . . .
ou {ng P +1)}m€ By, €st une famille d’automorphismes d’arbre. On a aussi

7 Ve _ (Npt1+1~Ng)
(VNP+1+1,...7VNq) _TXNP+1 (VNP+1+17"'7VN¢;)

N Np+1+1~~N, . .
oll {ng PR q)}xe Ey,,, st une famille d’automorphismes d’arbre.
p

Npi1+1~~N, .
Posons 7, = Vot "), puis

o [}
(VNp+l+1""7VNq) =72 (VNp+l+17"'7VNq)7
XNpt1
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~ [} o]
si bien que sur {Xn,,, = Xn,  },ona (VN 41,5, VN,) = (VN i 41,- -, Vi,) et pour tout
o
m €] Npi1 + 1, Ny, la variable aléatoire V,, est une innovation de F,,_; dans F,, mesurable
~ ~ ~ ~ ~ (o]
pour o(Vn, 11, VN, 12, -+ VN1, VN, 41415 - - -5 Vin). En particulier, V,, est une innovation de

F,_1 dans F,, mesurable dans J(YN/NPH, cel 17”) et on a

o

PV # Vil < PLRn,y # Xnped] < i1 < 5

[\_’)Oq

(o] (0] [0)
On constrult mamtenant XN 1l = pr+1+1( Npi1 VN +1+1), XNpr+2 = prHJrg(XNPHH, VNp+1+2)v

= X, = fn( n— 1, n)- ~Alors X, est une variable aléatoire dans E, mesurable pour
J(VNp+17 VNp+2) . VNP+1, VNP+1+17 ceey VTL)7 et on a
° )
P[Xn # Xn] < P[XNp+1 # XNp+1] < 5p+l 5
et finalement on a obtenu l'inégalité (5.3.1) désirée. O

5.3.2 Notations.

e Soit A un alphabet fini totalement ordonné. Notons k = #A. Le mot canonique de longueur
¢ sur A est le mot w € AY dans lequel les lettres de I’alphabet apparaissent dans I’ordre puis
se répétent périodiquement : la i-iéme lettre du mot w est la r-iéme lettre a, de I'alphabet A
sii=r mod k. Par exemple si A = {a,b,c}, le 14-mot canonique sur A est abcabcabcabcab.

e Soient £ > 1 un entier, w et w’ deux mots de longueur ¢ sur AU {1}. Un couplage lettre a

lettre de w et w' est une permutation ¢ de {1,...,¢};on dit alors que les lettres w; et w;(i)
sont couplées, ou qu’elles correspondent, par .
e Pour un p-mot w et pour un indice i € {1,...,p} de w, on appelle et on note N(w,i) =

22;11 I (k)=w(i)} le nombre d’occurrences de la i-iéme lettre w(i) de w a gauche du rang i.
Remarquons que pour le p-mot canonique w, N (w, j) est le nombre d’occurrences de la r-iéme
a, lettre de 'alphabet a gauche du rang i dans le p-mot canonique w si j = r mod k, et si
Jj =gk +r,on aalors N(w,j) =q.

e Le couplage canonique d’un p-mot v est la permutation b <
Y, de {1,...,p} représentée sur la figure 5.4 et définie % o
comme suit. Soient r € {1,...,k} et i € {1,...,p} un z%g
indice du mot v tels que la i-iéme lettre ¢ := v(i) de v a c
soit la r-iéme lettre a, de 'alphabet A. Si la lettre £ ne Z Z’
figure pas plus de fois dans le mot v & gauche strictement < s
du rang i que dans le p-mot canonique w, alors on pose b - e b
Yy (i) = r+sk, ot s = N(v,i) est le nombre d’occurrences Z:\\\: i
de la lettre ¢ dans le mot v & gauche strictement du rang 7. ce-"" b
Ainsi la 3, (i)-iéme lettre du p-mot canonique w est la s- Fig. 5.4

iéme occurrence de la i-iéme lettre de v. Maintenant pour Couplage canonique.
r € {1,...,k}, on considére les indices i du mot v pour lesquels la i-éme lettre v(i) de v est

la r-iéme lettre a, de A, et figure strictement plus de fois & gauche strictement du rang i dans
v que dans le p-mot canonique w tout entier. On met ces indices en correspondance avec les
indices j du p-mot canonique w non encore affectés, qui sont ceux correspondant aux lettres
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qui figurent plus de fois strictement dans le mot w que dans le mot v, et ceci se fait “de gauche
a droite” : le plus petit tel ¢ est envoyé sur le plus petit tel j, etc.

e Soient M < 0 un entier, w et w’ deux mots de longueur M sur A. Soit @;‘“1) une
permutation de {1,...¢y}. Les mots w et w’ étant couplés lettre a lettre par ¢, chaque fois

que l'on remplace I'une aprés 'autre la epsyi-iéme lettre de w par la lettre §, puis qu'on

remplace la epr4o0-iéme lettre du mot vivant restant par la lettre f, ..., puis qu’on remplace
la ep-iéme lettre du mot vivant restant par la lettre t , si nous remplagons simultanément
M+1 . .

par T la lettre de w’ correspondante par go(@ + ), nous voyons qu’il apparait (figure 5.5), pour

1 1 1 1

2 2 2 t 2 2

o4 D)= ' . oh D=1
3 3 2 1
4 4 3
9952172) ey =2 ‘Pn(aj;) e1=2 ‘PSaO,)z,z

Fig. 5.5: Les permutations induites par w(g*m sur les sous-mots vivants résiduels.

tout n €]M,0], k € {1,...,|n| — M}, et toute branche (epr41,...,en—1), des permutations
M+k
(@76—1’;1-217---7@M+k—1 de {1,...,0n — k} telles que le mot g}rwwn(w, €m+1s---,€n) et le mot

(M+2) (M+3)

M+1
! )(6M+1)7 90@76M+1 (6M+2)7 ¢@76M+1,8M+2 (6M+3)7 Sp(zn,)eM+1,...,en,1 (en))

1
IM M +1 (w ' Po
sont couplés lettre a lettre par cp(gj,\/prl), les lettres 1 étant couplées aux lettres T, et leurs
(n)

sous-mots vivants sont couplés lettre-a-lettre par ¢g, . .
, oo

. . . (M+1) . ..
permutations induites par oy sur les sous-mots vivants résiduels lors du gommage avec

(€M+17€M+27 L 7671)'

.- Nous dirons que ce sont les

5.3.3 Construction de (7,)n<o-

Soit A un ensemble fini totalement ordonné muni de la mesure de probabilité uniforme p. Sur
un espace de probabilité (2, A,P), soit (Wp, nn)n<o le processus des mots gommeés sur (A, ).
Soient M < N < 0 des entiers. On note @ le mot canonique sur A et Yw,, le couplage
canonique de Wy (avec w). Chaque fois que sont remplacées les unes aprés les autres la nys41-
iéme lettre de w par la lettre T, puis la np7190-iéme lettre du mot vivant restant par la lettre T,
..., puis la ny-iéme lettre du mot vivant restant par la lettre {, nous remplagons simultanément

par 1 la lettre de w correspondante par Xyy,,. Pour tout k € {1, ooy |[M|—|N]| }, on note alors
(M+k)
War a1, MM +k—1

(voir figure 5.6).

la permutation du couplage induit sur les mots vivants & I'instant M +k—1

On note alors Wasy1, Waria, . .., Wi les sous-mots vivants résiduels du mot canonique obtenus
lors du gommage avec (Mpr+1,MM+2; - -, NN). Si on pose

/ _ (M+k)
M+k = SDWMJ?MH777M+2,---777M+1c4 (77M+k)7
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War(1) a Warn (1) a Warsa) a
Wir(2) ? b Warn (2 >< e ><

WM(3) c °
Wir(4) e——o ¢ Waryi(3) o—* @ War2(3) e——* @
M +1=3 M42=4
W (5) b Whars1(4) b :/' b
W (6) :><: c What41(5) € Wirs2(4) °
;e . ;e ®: i ®:
.o °: N A re ,/.E
' \\/ ’ \?i’ /::\ a
Warllsr —1) 0"~ _»8 WMH(ZMH—l):/a WM+2(€M+271):/\\/.
N N ‘e b
Was(€ar) /: b Wars1(€arg1) ob Wiz (bars2) *

. . (M+2) (M+3)
Flg. 5.6: ZWM’ PWar M1’ <‘OWM777M+1777M+2'

a linstant M + k, le sous-mot vivant du mot canonique w est

gt ~ ! ! /
Witk = gMont1(W, My 415 Mrs25 -+ s M k-1 T k)
_ T /
=cogy (Warix—1, N4k

En d’autres termes, le mot WMH est obtenu en supprimant la 7}, ;-éme lettre du mot
canonique wps et en conservant 'ordre des lettres restantes, et pour n €]M, N — 1], le mot
W est obtenu en supprimant la nn—leme lettre de Wn 1 et en conservant l'ordre des lettres
restantes. Pour tout n €]M, N, le mot W, est donc mesurable dans Mgt 7)-

Remarque 5.3.3. On peut écrire

M~
Mt ) = Tege ™ (s, )
ol pour w € A T&MWN) est 'automorphisme d’arbre
(M~N) _ (M) -1 (M+1) -1 (M+2) -1 (N-1)

TWar = Pwa X Pwarenrs X War,on41,9042 L SDVVM,'MJrL SON—1"
Proposition 5.3.4. Avec les notations ci-dessus, (10,1, --.,My) est une innovation de F sur
M, N] qui est l'image de (Npr41,---,nN) par un changement d’innovation indexé par X s, le
{n-mot aléatoire Wi est mesurable dans o(ny;, 1, ..., ny), et on a PWx # Wy] — 0 quand

M — —o0. Avec le lemme 5.3.2, ceci permet de construire un processus (M )n<o dinnovations
de F qui engendre F.

Le fait que P[Wx # Wy] — 0 sera prouvé dans le lemme 5.3.5 ci-dessous. On construit a
I'aide du lemme 5.3.2 un processus (7, )n<o d’'innovations de F qui engendre F de la maniére
suivante. On se donne une suite (6x)r<o de réels strictement positifs qui décroit vers 0 quand k
décroit vers —oo, et on construit récursivement une suite d’entiers négatifs (INy,)r<o strictement

croissante avec Nog = 0 et (n,_,+1,---,7n,) satisfaisant aux conditions suivantes pour tout
k<0:
(@) (MN,_y+15---571n,) est image de (nn,_,+1,.--7n,) par un changement d’innovation in-

dexé par Wy, _,

(b) Il existe un mot aléat/ovire WNk de longueur ¢, qui est mesurable pour o (7N, _,+1,---,7N,)
et tel que P[Wy, # Wi, | < 0.
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Montrons maintenant que P[Wy # WN/N] — 0. Avec les notations de la proposition 5.3.4,
posons p = |M|+1 =¥y et g = |[N|+1 = {x et notons w le p-mot canonique et 3, le couplage
canonique d’un p-mot w. Aprés les £3; — £ tirages au sort nps41,...,nN, Wy est un g-mot
extrait de Wjs sans dépendance et uniformément ; ’ensemble qu’on note QJ\N/[ c{1,...,p}
des indices des lettres de Wy, qui n’ont pas été effacées jusqu’a l'instant N est une partie &
q éléments de {1,...,p} aléatoire, uniformément distribuée et indépendante de Wjp;. Le mot
WN est alors le g-mot a\ﬁwM @) extrait du mot canonique w en ne conservant que ses lettres
dont I'indice est dans Xy, (QY)).

Désignant par W une variable aléatoire uniforme sur les p-mots, par () une variable aléa-
toire indépendante de W uniforme sur les parties a ¢ éléments de {1, ..., p}, laloi de (Wy, Wy)
est alors celle de (W|q,w|s,, (@))- La proposition 5.3.4 est alors une application directe du
lemme 5.3.5 ci-dessous.

Lemme 5.3.5. Soient p > q > 0 des entiers. Sur un espace de probabilité (0, A,P), soient W
une variable aléatoire uniforme sur les p-mots sur A et QQ une variable aléatoire indépendante
de W uniforme sur les parties a q éléments de {1,...,p}. On note w(p,q) la probabilité

m(p,q) = P[Wig = @iz, @)
ot w est le p-mot canonique sur A. Alors, pour q fixé, w(p,q) — 1 quand p — +00.

Démonstration. Rappelons qu’on a noté k = #A. Pour montrer que 7(p,q) — 1 quand
p — 00, introduisons trois événements :

={vieQi<p-p¥* - x};
Ey = {Vi,j €Q,i=jouli—jl > 3p3/4};

. 1, . . 1
By ={VieQ (i — Y <K NW,i) < ~(i +p},

ou N(W,i) = ZZ Ly (4)=w (i) est le nombre d’occurrences de la i-ieme lettre W (i) de W a
gauche du rang 1.

Sur 1N E3, sii €@ etsi W(i) est la r-iéme lettre de ’alphabet, on a
r+kNW,i) < k+&N(W,i) < k+i+p>* <p,

d'ot By (i) = r + kN(W,i) par définition de Sy et W (i) = w(Zw (i) : la i-ieme lettre de
W et la Sy (i ) -iéme lettre de w sont toutes deux égales a la r-iéme lettre de 'alphabet. Les
mots W|g et wyx,, () sont donc formés des mémes lettres.

On a de plus

r+i—pYt <r 4+ kNW,i) = Sw(i) <r+i+p*
dot i — p¥/* < By (i) < K+ i+ p** et donc

li — Sw ()| < K+ p*" (5.3.2)

Sur Fy N Es N Es, si p est assez grand pour que 3p3/4 > 2(/1 + p3/4), I'inégalité (5.3.2) et
la définition de FEs entrainent que la restriction de Xy & @ est croissante. Comme on a vu
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que les mots W et wy,, (@) sont formés des mémes lettres sur £y N E3, ceci montre de plus
qu’ici ils sont égaux. Ainsi,

El N E2 N E3 C {MQ - ﬁj‘Ew(Q)}7

et il ne reste qu’a vérfier que P[Ef U E§U E§] —— 0.

p—00

L’estimation de P[E{U ES] se fait facilement par tirages un a un, sans remise, des éléments

de Q :

3/4 1 3/4 1 63/4 9
]P’[EfUEg]gp + K+ +p + K+ 14 6p7~ +

p p—1
Pt k1 12p34 4 P+ k4 1+ (g —1)(6p%* +2)
+ +ot
p—2 p—q+1
B R () 0
h p—q p—oo

Pour estimer P[ES], considérons k € {1,...q} et appelons I la v.a. égale au k-iéme élément
de @. Conditionnellement & I = i, la loi du nombre d’occurrences N (W, ) de la lettre W ()
dans W a gauche du rang I est la loi binomiale Bin (z -1, %), par indépendance de W et de
Q. Or

/ P — 3/4 _
PUBm@—Ll)—4 < P“Bm@—ll)—z L2 1]
K K K
1 1
( 3/4_1> 1_1)2(1_ ;)
=g
Donc
I p3/4 pK
R[INOW,I) = 2] > P [T = i) < 25
| ( ) ,J K | ¢ (p3/4_ 1)2
et ceci ayant lieu pour tout i € {1,...,p}, on a aussi
1 p3/4 DK
IP’UN(W,I) - E‘ >— } < T
En sommant cette derniére inégalité sur k € {1,...,q}, il vient

qapk

P[E?;] < (p3/4 _ 1)2 p—00

5.4 Cas d’autres alphabets

Nous allons démontrer dans cette section que la filtration du processus des mots gommés sur
un alphabet (A, u) est toujours de type produit dés que (A, ¥, 1) est un espace probabilisé
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essentiellement séparable. En un premier temps nous établirons ceci dans la sous-section 5.4.1
dans le cas ou A est le segment unité [0, 1] muni de la mesure de Lebesgue notée A, en utilisant
le cas que nous avons établi des alphabets finis munis de la mesure de probabilité uniforme et
le critére de Vershik de premier niveau.

Une fois le cas de la mesure de Lebesgue sur [0, 1] établi, le cas de tout alphabet (A, ¥, )
qui est un espace probabilisé essentiellement séparable sans partie atomique se déduit par
isomorphisme.

Le cas plus général ou (A, ¥, 1) est un espace probabilisé essentiellement séparable quel-
conque sera déduit du cas de ([0, 1], )\) et des résultats de la théorie de Vershik, sous forme de
nos résultats ultérieurs sur la théorie du I-confort.

5.4.1 Cas de la mesure de Lebesgue sur [0, 1].

Quand un processus des mots gommés sur (A, ¥, ) est donné sur un espace probabilisé, nous
noterons parfois F* = (F},),<o la filtration qu’il engendre. On note A la mesure de Lebesgue
sur [0, 1]. On suppose que le processus des mots gommés (W*,n) = (W}, mn)n<o sur ([0,1], )
est défini sur un espace probabilisé (2, A, P).

Cet espace de probabilité filtré permet de construire F* pour toute probabilité p sur R. On
introduit la fonction de répartition Fj,: R — [0,1] de g, définie par F,(z) = (] — 00, 2]). Soit
[ =F; ! Pinverse continue & droite de F, - Alors si U est une variable aléatoire de loi uniforme
sur [0,1] (comme les lettres des mots W), la loi de f(U) est u. En posant Wi = f(W})), le
processus (WA, n,)n<o est alors le processus des mots gommés sur l'alphabet (R, p1).

Proposition 5.4.1. On note X\ la mesure de Lebesque sur [0, 1]. La filtration FA du processus
des mots gommés sur l’alphabet ([0, 1], )\) est de type produit.

Nous allons déduire rapidement la proposition 5.4.1 de la proposition 5.4.2 suivante et de nos
résultats sur le critére de Vershik de premier niveau.

Proposition 5.4.2. Sur un espace de probabilité (0, A,P), soit F = (Fy)n<o une filtration de
type produit local avec un processus d’innovations (Vy)n<o, et soient FU) = (?S))ngo, j €N,
des filtrations telles que FU) < F et pour lesquelles (Vi)n<o est un processus d’innovations.
On suppose que Hféj) /' Fo quand j — +oo et que chaque filtration F9) satisfait le critere de
Vershik de premier niveau. Alors F satisfait au critére de Vershik de premier niveau.

Démonstration. Sous ces hypothéses, le corollaire 4.4.10 montre que toute innovation d’une
filtration ) est une innovation de F, et il suffit d’appliquer le corollaire 3.5.4. ]

* Preuve de la proposition 5.4.1. On sait que FU) est de type produit, donc qu’elle satisfait
au critére de Vershik de premier niveau par le lemme 3.1.4, et les hypothéses de la proposition
5.4.2 sont vérifiées avec F = F* et (Vi,)n<o = (11 )n<o. On conclut avec la proposition 3.1.5. [

5.4.2 Cas d’un alphabet essentiellement séparable.

Lorsque p est une mesure de probabilité distribuée de maniére quelconque sur un ensemble
fini A, il semble difficile de construire pour la filtration du processus des mots gommés sur
(A, 1) un processus d’innovations générateur par une méthode analogue a celle que nous avons
utilisée lorsque p est uniforme, dans la section 5.3. Le corollaire suivant s’en déduirait avec la
proposition 5.4.2 avec des approximations, comme nous avons déduit le cas de la mesure de
Lebesgue sur [0,1] & partir des cas d’un ensemble fini muni de la probabilité uniforme.
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Corollaire 5.4.3. Pour toute espace probabilisé (A, ¥, u) essentiellement séparable, la filtra-
tion F* du processus des mots gommés sur (A, u) est de type produit.

Nous allons déduire ce corollaire du cas maintenant établi de la mesure de Lebesgue sur [0, 1]
et de résultats sur le I-confort que nous établirons plus tard.

Démonstration. 1l suffit de montrer que c’est le cas pour tout alphabet (R, ®g, p). Considérons
un espace de probabilité (Q2, A, P) sur lequel est défini le processus des mots gommés (W}, 1,,)
sur I'alphabet ([O, 1], )\), ou A est la mesure de Lebesgue sur [0,1]. On introduit la fonction
de répartition F,: R — [0, 1] de p, définie par F,(z) = ,u(] - oo,:r]). Soit [ = F;l I'inverse
continue & droite de Fj,. On pose alors W} = f(W;). Alors le processus (W}, n,)n<o est le
processus des mots gommeés sur (R, ). Notons F# sa filtration. Elle est immergée (définition
8.2.1) dans F par le lemme 8.2.8. La filtration F* est de type produit par le corollaire 5.4.1,
donc I-confortable par la proposition 14.3.4. Comme F* est dyadique et qu’elle est immergée
dans F, elle satisfait le critére de Vershik de premier niveau d’aprés le corollaire 15.2.6, donc

elle est de type produit par la proposition 3.1.5. ]

5.4.3 Cas d’un alphabet non séparable.

Nous allons ici établir que la filtration du processus des mots gommés sur un alphabet (A, A, u)
satisfait toujours le critére de Vershik de premier niveau, sans hypothése de séparabilité sur
(A, A p).

Lemme 5.4.4. Soient (A, %, 1) un espace probabilisé et £ > 1 un entier. On se donne une
application mesurable f: A® — R. Alors pour tout réel 6 > 0, il existe une o- algebre B C A
(essentiellement) finie, et une application H: A* — R mesurable pour la tribu produit B¢
telle que p®* Uf — H| > 5] < 8. En d’autres termes, Uensemble des sous-o- algebres de A° de
la forme D¢ 01, D C A est (essentiellement) finie est substantiel dans A°.

Démonstration. Soit § > 0. On a un entier p > 1, des réels oy, et des événements By(i) € A
tels que

p
u[\f = > alipan ey Lpoy| > 5] <é.
k=1

11 suffit de prendre pour B la (complétée de la) o-algébre engendrée par tous les événements
By(7). O

Proposition 5.4.5. Pour tout alphabet probabilisé (A, %, pn), la filtration du processus des
mots gommés sur cet alphabet satisfait le critére de Vershik de premier niveau.

Démonstration. Notons (€2, A,P) un espace probabilisé sur lequel est défini le processus des
mots gommés (W, n,)n<o sur (A, %, ), et notons F = (F,,)n<o sa filtration. Par le corol-
laire 3.6.1, il suffit de montrer que chaque o-algeébre o(W,,) satisfait le critére de Vershik
de premier niveau. Fixons n et considérons une variable aléatoire X,, mesurable pour o(W,,)
quon écrit X,, = f(W,) ot f: A% — R est borélienne. Soit § > 0. On note B et H la
o-algébre et la fonction données par le lemme précédent. On a alors ]PﬂXn — Su| > 5] )
avec S, = H(W,). Soit F' une application qui engendre la o-algébre ®. La fonction H est
de la forme H = G o (F,F,...,F) avec G: A — R. Pour tout entier £ > 1 et tout mot
w = w(l)w(2)---w(l) sur A, notons F(w) = F(w(l))F(w(2))--F(w(f)). Le processus
(F (W), nm)m <0 est le processus des mots gommés sur un alphabet fini, et par le corollaire
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5.4.3, sa filtration, qu’'on note € = (€, )n<o, est de type produit. On a donc un entier ng < 0,
une innovation (Vig41,...,Vp) de € sur Jng,0], et une variable aléatoire simple Z,, mesu-
rable dans o(Vyg41, ..., Vo) telle que P[F(W,,) # Z,] < 6. On a alors P[S,, # T,] < § avec
T, = G(Zy,), donc P[|S, — T,,| > 6] <4, et

P(|Xn — T| > 28] < P[|Xpn — Sn| > 8] + P[|Sn — Tp| > 6] < 26.

Comme (Vyg41, - - ., Vo) est aussi une innovation de F sur [ng, 0] (corollaire 4.4.10), ceci montre
que X, € VO(F;R). O

Corollaire 5.4.6. Il existe une filtration F = (F,,)n<o conditionnellement séparable qui satis-
fait le critére de Vershik de premier niveau mais qui n’est pas essentiellement séparable et pas
de type produit.

Démonstration. Prenons I'alphabet A = [0,1]® muni de la tribu produit % = %%Eﬁ] et de la

mesure produit g = A®® de la mesure de Lebesgue A sur [0,1]. La filtration du processus
des mots gommés sur (A, ¥, 1) est conditionnellement séparable et n’est pas essentiellement
séparable. Elle satisfait le critére de Vershik de premier niveau par le corollaire précédent.
Si elle était de type produit, elle serait engendrée par un processus d’innovations d’aprés le
lemme 2.1.5, et serait essentiellement séparable. O

Remarquons que F est kolmogorovienne d’aprés le corollaire 3.4.6. Cette filtration est
I’exemple dont nous parlions dans la remarque 3.4.7.



6. L’EXEMPLE DES MOTS DECOUPES.

Ce chapitre s’intéresse a la filtration r,-adique engendrée par le processus des mots découpés
rn-adique sur l'alphabet (A, ¥, p). Nous allons établir une condition suffisante sur la suite
(rn)n<o pour que cette filtration soit de type produit. La méme démarche que pour les mots
gommés sera empruntée : sous cette condition, le lemme de construction 5.3.2 sera utilisé
dans le cas ol A est fini et muni de la mesure de probabilité uniforme ; a ’aide du critére de
Vershik de premier niveau, on obtient alors le cas ou A est I'intervalle [0, 1] muni de la mesure
de Lebesgue, et a ’aide des critéres de Vershik de second niveau, objets de la partie IV, on
obtient le cas de tout alphabet essentiellement séparable.

Nous verrons briévement dans la derniére section que cet exemple est aussi étudié dasn
[Ver| mais sous une forme différente.

6.1 Découpage r,-adique. Notations.

La transition markovienne des processus de mots découpés est un procédé de découpage T -
adique que nous décrivons d’abord ici. Les notations de cette section seront encore utilisées
dans le chapitre 11. Nous utilisons les notations de la section 5.1 du chapitre 5.

Une suite 7 = (ry)ngo d’entiers positifs est donnée. Pour tout n < 0, on pose ¢, =

H2=n+1 r. Ainsi ¢y = 1 et £,,_1 = rp4, pour tout n < 0. On note L(f”) “I'intervalle”
I0m) = {1,2,...,0,},

qu’on découpe en 1,41 intervalles consécutifs IY(:;‘) ={pj.,pj+1,...,q;} avec p; = jlp_1+1et
¢; = (j +1)l,—1 : Maintenant, soient A un alphabet et w un £,-mot de A. Les 41 sous-mots

I = {1, 0} U {laa 41,0200 0} UeoU {pjyesqs) U U {Drrse oo ln}
oy U 1) w1 ueu I

W) () de w, concaténés de gauche & droite, donnent le mot w :
n,j

Py
qui apparait sous cette écriture comme un mot de longueur 7,,; sur lalphabet A‘+1; sa
j-iéme lettre est W prm)-
n.j

Définition et notation 6.1.1. Pour tout alphabet A, on note sHD L Aln {1,2,...,r41}
I’application qui & un couple (w, j) associe le j-iéme sous-mot W, () - La suite des applications
n.j

(S(n—i-l)

n )n<0 est appelée le mécanisme de découpage des mots r,-adique.
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Cas dyadique. — Dans le cas ou r, = 2, nous utiliserons des notations légérement diffé-
rentes :

[adic = {19, 2l pde = {179, alnl=ty phndic = folnl= g ginl=t g g olnly

’»In,l

et le découpage sera dit dyadique.

6.2 Le processus des mots découpés r,-adique.

Le processus des mots découpés ry-adique (X, nn)n<o est une chaine de Markov définie dés
que sont donnés

* un espace probabilisé (A, ¥, ) appelé lalphabet, et,

* une suite 7 = (ry,),<o d’entiers positifs, appelée la suite de découpage,

par les deux conditions suivantes, ot I’on pose £,, = ngn L1 Tk

o pour tout n < 0, X, est un mot sur A de longueur £, ses lettres sont indépendantes et
toutes de loi p; ny, est indépendante de X, et sa loi uniforme sur {1,...,r,};

o le tirage au sort nn+1 est indépendant du passé et le mot X, 11 est alors le n,41-1éme
sous-mot de X, qu’on regarde comme la concaténation de rn41 mots de longueur €n 41,
c’est-a-dire que X411 = 3,(1"+1)(Xn,77n+1) avec les notations de la section 6.1.

L’existence d’un tel processus sur un espace de probabilité (€2, A, P) est assurée par le théoréme
de Tonescu-Tulcea. On suppose que le processus des mots découpés rp-adique (X, nn)n<o sSur

Xn = SsLn—H)(Xn, 1) 87(1n+1)(Xn,2) . 87(1n+1)(Xn,j) e SSLH+])(XH,T"+1)
lnn+1=j
Xny1 = 37(1n+1) (Xm])

Fig. 6.1: Passage de n a n + 1.

I'alphabet (A, ¥, ;1) est défini sur un espace de probabilité (2, A,P), et on note F = (F,)n<o
sa filtration. Puisque 7,41 est indépendante de F,, et Fi1 = F,Vo(ut1), (Mn)n<o est un
processus d’innovations de F qui est alors r,-adique.

Proposition 6.2.1. La filtration F du processus (X, Mn)n<o des mots découpés ry-adique

sur (A, %, n) est kolmogorovienne, quels que soient la suite de découpage (ry)n<o et Ualphabet
probabilisé (A, A, ).

Démonstration. La preuve est la méme que celle donnée dans [ES] dans le cas ou le décou-
page est dyadique et 'alphabet est fini, muni de la mesure de probabilité uniforme. Il suffit de
vérifier que l'espérance conditionnelle E[Z|F,,] converge vers E[Z] quand n tend vers —oo pour

toute variable aléatoire Z € L1(Fy) de la forme Z = (X, Ymi1,---,M0). Dans ce cas, pour
n <monaE[Z|F,] = E[E[Z|Fn]|F,] et E[Z]|Fm] = 9(Xin) avee g(w) = E[f(w, hm+1, - - - 70]
en vertu de l'indépendance entre o(n,41,...,70) et Fp,. Il suffit alors de vérifier que la loi

conditionnelle de X, sachant JF,, tend vers la mesure produit /L@em sur Afm. Conditionnelle-
ment & F,, le mot X, est tiré uniformément parmi les [[}" 417k mots de longueur £, qui
forment X, par concaténation de gauche & droite. Ces sous-mots de X, sont indépendants,
et ainsi constituent un échantillon issu de [];-, 417k réalisations de la mesure produit p®m
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sur A% ; la loi conditionnelle de X, sachant F,, est la mesure empirique associée a cet échan-

tillon et par la loi des grands nombres, elle converge presque stirement vers la mesure produit
@b

[Tt ]

Lemme 6.2.2. Sip n'est pas dégénérée, le processus d’innovations (1, )n<o n’engendre pas F.

Démonstration. On montre pour cela que Xy est indépendante de o (7,,, m < 0). Indépendam-
ment de X,,, & chaque tirage au sort (1, 1, . .., 1) correspond un unique indice I,, € {1,...,0,}
tel que Xog = X,,(1,,) soit la I,-iéme lettre de X,,. Soit g: A — R une fonction borélienne bor-
née. Puisque I,, est indépendante de X,,, on a

Elo(X0) [0t om)] = [ gw(z) dPx, () = h(T).

avec h(i) = E [g (Xn(z))] = [ gdpu qui ne dépend pas de i, ce qui montre qu’il y a indépendance
de Xy avec la o-algebre o (41, Mn+2,---,70)- O

Dans ce chapitre nous allons établir des conditions suffisantes sur la suite de découpage et
I’alphabet pour que F soit de type produit.

Discussion.— Lorsque 7, = 2, nous dirons que le processus (X, nn)n<o est le processus des
mots découpés dyadique sur (A, ¥, u). Lorsque A est fini, et p est la mesure de probabilité
uniforme sur A, il est déja démontré dans la littérature ([Smol, [ES|, [Em1]) que la filtration
du processus des mots découpés dyadique n’est pas de type produit. D’abord dans [Smo],
lauteur montre que la filtration n’admet pas de paramétrisation génératrice, puis dans [ES],
les auteurs, avec essentiellement les mémes mathématiques, montrent qu’elle ne satisfait pas
au critére de I-confort (chapitre 14). En fait, comme nous le verrons dans la section 6.4, cet
exemple de filtration dyadique et kolmogorovienne qui n’est pas de type produit, est le premier
exemple donné par Vershik (Example 1 de [Ver|) d'une telle filtration. Il établit que la suite
décroissante de partitions mesurables correspondante ne satisfait pas au critére de standardité
dyadique, qui sera pour nous 'analogue du critére de I-jonction en arbre que nous définirons
dans le chapitre 10. La preuve se raméne alors a un probléme purement combinatoire, ce que
nous expliquerons dans le chapitre 11.

Nous verrons plus tard qu’avec le théoréme 1.1.1 et le théoréme d’isomorphisme lacunaire,
nous pouvons affirmer qu’il est possible d’eztraire une filtration de type produit de toute filtra-
tion r,-adique kolmogorovienne essentiellement séparable (voir chapitre 19). Or, une filtration
extraite de la filtration d’un processus de mots découpés est encore la filtration d’un processus
de mots découpés. C’est ce qui motive la recherche de conditions sur la suite de découpage
(rn)n<o et alphabet (A, %, u) d’'un processus de mots découpés sous lesquelles sa filtration est
de type produit. Celles que nous allons donner se trouvent déja dans [Ver|, mais elles sont éta-
blies avec des mathématiques propres aux suites décroissantes de partitions mesurables plutét
qu’aux filtrations, qui ne semblent pas étre les mémes que les nétres. Nous donnerons dans le
chapitre 11 une condition sur la suite de découpage et sur I'alphabet pour que la filtration du
processus des mots sélectionnés ne soit pas de type produit (voir la discussion en-dessous du
lemme 11.2.2).
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6.3 Construction de (7,),<o-

La suite (7,)n<o est donnée, et le processus des mots découpés r,-adique (X, 7, )ngo sur un
alphabet (A,%, u) est défini sur un espace de probabilité (2, A,P). On note F = (F,)n<o sa
filtration. En un premier temps, nous allons déterminer une condition suffisante sur la suite
de découpage (ry,)n<o pour que JF soit de type produit dans le cas ot A est fini et muni de la
mesure de probabilité uniforme. Nous utiliserons le lemme suivant, valable pour tout alphabet.
Lemme 6.3.1. Pour tout n < 0, soit w, un un mot de longueur £,. Pour tout n < 0, soit
{gogfnﬂ)}wneﬂn une famille mesurable de permutations de {1,...,rp41}. On pose Npy1 =

gpg?jl)(nnﬂ). On sait que (Mn)n<o €st un processus d’innovations de F (proposition 4.3.7). On

définit le mot )/Z'n_l,_l = s%nﬂ)(ﬁn, Nn+1) comme étant le 1,41-iéme sous-mot de w,, de longueur
lny1. On suppose que

P Xp+1 # )N(n_H] — 0 quand n — —oo. (6.3.1)

Alors F est de type produit, engendrée par le processus d’innovations (1 )n<o-

Démonstration. C’est une conséquence du lemme 5.3.2 avec Ny = k. O

Il s’agit donc de construire ces permutations gogfjl). Nous traitons le cas ot A est fini et u est

la mesure de probabilité uniforme sur A. Chaque fois que nous utiliserons les notions de mot
canonique et de couplage canonique (page 53), il sera implicitement supposé que 'alphabet
est totalememt ordonné. La construction est donnée dans la preuve de la proposition 6.3.3 qui
utilisera pas & pas le lemme suivant pour sélectionner rg, puis r_1, puis r_o, ..., rp, ... €n
sorte que la condition (6.3.1) du lemme 6.3.1 soit satisfaite.

Lemme 6.3.2. Soit A un ensemble fini de cardinal #A = k et r > 2 un entier. Sur un espace
probabilisé (2, A,P), on considére une variable aléatoire X uniforme sur les r-mots sur A, et
une variable aléatoire I indépendante de X uniforme sur {1,2,...,7r}. On note w le r-mot
canonique sur A et ¥, le couplage canonique d’un mot v € A”. On note

w(r, k) = P[X(I) ” a(zX(I))]

la probabilité que la I-ieme lettre de X soit différente de la ¥ x (I)-iéme lettre de w. Alors pour
tout ¢ €]0,1],
¢ 1
™+ K+ n TK .
r (r¢ —1)2

m(r, k) <

Démonstration. Rappelons que I'on note N (X, ) le nombre d’occurrences de la lettre X (1)
dans le mot X & gauche du rang I. Introduisons deux événements :

1
Elz{lgr—rf_,g} et Egz{N(X,I)g—(I+r<)},
K
Sur Fy N Es, si X(I) est la j-iéme lettre de 'alphabet, on a

JHEN(X, ) <k+rNX,I) <k +T1+7°<r,
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d'out Lx(I) = j + kN(X,I) par définition de Lx et X(I) = w(Xx(I)) : la I-iéme lettre de
X et la ¥x(I)-iéme lettre de w sont toutes deux égales a la j-iéme lettre de I'alphabet, donc
7(r, k) < P[E{ N ES]. On a d’une part

r + K+ 1

P[E{] <
B < =

D’autre part, P[ES] < IPUN(X, I)—I/k| > rc/m}, et conditionnellement a I = i, la loi de
N(X,I) est la loi binomiale Bin (i — 1, 1). Or

1 ' ¢ 1, i—1 ¢—1
P[|Bin(i-1,-) - 2| > Z] <P[|Bin(i-1,-) - | > ]
K K K K K K
K 2 1 1
< i —1)—(1——
(TC — 1) (i )ﬁ( /1)
- rK
GRSV
Cette majoration ne dépendant pas de ¢, on a
TR
PIEY] € 3
[ 2] (TC B 1)2
et on obtient la majoration désirée. O

Proposition 6.3.3. Soient A un ensemble fini de cardinal k > 1 et p la mesure de probabilité
uniforme sur A. S’il existe h' > log k tel que

log r,, — W', — 400 quand n — —o0, (Vi),
alors la filtration du processus ry-adique des mots découpés sur (A, p) est de type produit.

Démonstration. La condition (V) est équivalente a l'existence de ¢ €]0, 1] tel que

Ln,
i—c —0 quand n — —oo. (Vi)
n

On construit 171 et )20 comme indiqué dans le lemme 6.3.1 en prenant pour 901(,9 ) le couplage

canonique de w € A1 avec le £_1-mot canonique sur A noté w_p : on pose 7y = gpg?)_l(no) et

)A(:O = s(_O% (w_1,Mp) est la Mp-iéme lettre du £_;-mot canonique w_;. Un mot de longueur ¢,,_;
sur A est aussi un mot de longueur 7, sur alphabet A . Alors ainsi de suite, on construit 7j,, et

(n)

X, comme indiqué dans le lemme 6.3.1 en prenant pour ¢y, w € A1 le couplage canonique

de w avec le rp,-mot canonique sur I’alphabet A~! noté @,_; : on pose 7, = 902?371(7711) et

X, = sf{b_)l(@n_l, 7n) est la 7,-iéme lettre du r,-mot canonique @, _1 sur 'alphabet A" En
considérant que X,,_1 est un r,-mot sur A le lemme 6.3.2 donne alors

PIX #y]<rg+ﬂ€”+1 rn/#”
n n . (T,%/ _ 1)2

(6.3.2)

pour tout ¢’ €]0, 1[. Si la condition (V) est vérifiée pour un réel ¢ €0, 1], elle 'est pour tout
¢' = ¢, et I'inégalité (6.3.2) appliquée avec ¢’ €]0, 1] tel que 2¢" > 14+¢ donne P[X,, # X,,] — 0
quand n — —oo, puis le lemme 6.3.1 donne la conclusion. O
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Cas d’un alphabet essentiellement séparable. — La condition (V) est vérifiee pour
tout k > 2 si et seulement si

logry,

lr,

De maniére analogue au processus des mots gommeés du chapitre précédent, lorsqu’on se donne
un espace probabilisé (A, ¥, i), on obtient alors le résultat suivant :

— +00 quand n — —oo (V).

Proposition 6.3.4. Sous la condition (V ), pour tout alphabet (A, %, p) qui est un espace de
probabilité essentiellement séparable, la filtration du processus des mots découpés r,-adique est
standard r,-adique.

6.4 Les mots découpés dans [Ver].

La filtration des mots découpés est étudiée par Vershik sous forme de sa suite correspondante
de partitions mesurables, c’est I'exemple 1 de Vershik ( [Ver|), que nous allons briévement
exposer ici. Le lecteur est renvoyé a [Cou| pour un exposé agréable sur les partitions mesurables
et la correspondance de Rokhlin entre o- algébres complétes et partitions mesurables.

Nous appelons une transformation inversible d’'un espace de Lebesgue (X, ¥, v/), une appli-
cation bijective T': X — X mesurable qui préserve u et telle que 7! est mesurable. Nous
notons Aut(X, ¥, 1) le groupe des transformations inversibles de (X, ¥, ).

Soit I' un groupe. Une action de T' sur (X,¥,r) est un morphisme de groupe T: T —
Aut(X, ¥, p) aussi notée {79} cr.

Pour x € X, on note O(I')(z) = {T9(x),g € T'} la T'-orbite du point x et O(T") est la
partition de X selon les T'-orbites. Il est affirmé dans [Ver| (§1,2°,p.715) que si ' est fini ou
compact, la partition O(T') est mesurable.

On peut vérifier que la o-algébre correspondant a cette partition mesurable par la corres-
pondance de Rokhlin est la (complétion de la) o- algébre des événement invariants

I={Ac¥|Vgel, u(T9A)rA) =0},

Maintenant soit (ry),>1 une suite d’entiers positifs. On note Z, le groupe cyclique a

éléments. On pose
n n o0
Tn=[]%. =%, et T=EPTn.
i=1 i=1 n=1

Donnons-nous une action 7' de T" sur un espace de Lebesgue (X, ¥, ut). Pour x € X, la I';,-orbite
de x est O(T'y,)(x) = {T9(x),g9 € T'y}, et on note O(T,,) la partition de X selon les I',-orbites.
Alors il vient la suite décroissante de o-algebres (Z,,),>0 ot

I,={Ac¥|Vgelyu(T(A)aA) =0},

qui donne une filtration en renversant le temps. La o-algébre 7 o := Nyp>0Z, est dégénérée
si l'action est ergodique, c¢’est-a-dire si

VAeT, (Vge F,M(TQ_I(A)) = u(A)) = p(A)=0oul,
et la filtration est r,-adique si ’action est libre, c¢’est-a-dire si

VgeT, p{zeX|Ty(z)=a}=0.
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On munit Z,,, de la mesure de probabilité uniforme et I';, et I' de la mesure de probabilité
produit, et on définit la transformation T3 : ', — T, pour g € T, par T (z) = = + g et
pour g € I', on définit la transformation 79: I' — I" par TY9 = T} si g € I',,. Maintenant soit
(A, %, 1) un espace probabilisé. On définit alors une action 7" de I" sur I'ensemble F' (F; A) = Al
des applications de I' dans A muni de la mesure produit de p en posant T9(f) = f o T9.

Cela ne semble pas évident, mais la filtration (Z_,),<o est la filtration du processus des
mots découpés r,-adique sur (A, ¥, ).

Ce type de filtrations a de I'intérét pour les ergodiciens ([Fe99, F-H|) mais nous ne savons
pas si les résultats de leurs travaux auraient des homologues probabilistes intéressants; le cas
des mots découpés semble particulier.

Vershik a alors établi le résultat suivant dont notre proposition 6.3.3 est un cas particulier :

Proposition 6.4.1 (Vershik [Ver]). Lorsque A est un alphabet fini muni d’une mesure de
probabilité w, alors sous la condition

log ry, — ht,, — 400 (Vh),

ot h est Uentropie de p, la filtration du processus des mots découpés ry-adique sur (A, p) est
standard r,-adique.



7. CONCLUSION DE CETTE PARTIE.

Aprés avoir étudié les filtrations des mots gommés et des mots découpés, I'utilité des critéres
de second niveau de la théorie de Vershik est déja manifeste : pour établir que ces filtrations
sont de type produit, nous avons d’abord construit un processus d’innovations générateur dans
le cas d’'un alphabet fini muni de la mesure de probabilité uniforme (sections 5.3 et 6.3); a
I’aide du critére de Vershik de premier niveau, nous en avons déduit le cas d’un alphabet
essentiellement séparable sans partie atomique proposition 5.4.1); mais nous ne savons pas
nous passer des critéres de second niveau pour établir le cas de tout alphabet essentiellement
séparable (corollaire 5.4.3). Le critére de I-jonction en arbre que nous allons voir dans la
partie suivante sera utilisé comme une étape intermédiaire entre le premier et le second niveau.
D’autre part, le critére de Vershik de premier niveau ne nous permet pas de montrer que la
filtration des mots découpés dyadique n’est pas de type produit. Le critére de I-jonction en
arbre, qui est homologue, en termes de couplage, du critére de Vershik de premier niveau,
nous le permettra. Une filtration de type produit local conditionnellement séparable satisfait
le critére de I-jonction en arbre si, par définition, il est possible de “coupler” toute variable
aléatoire mesurable pour cette filtration, et il sera facile d’établir que ceci est équivalent au
critére de Vershik de premier niveau. Pour montrer alors qu’une filtration ne satisfait pas au
critére de Vershik de premier niveau, il suffira de montrer que pour une variable aléatoire, le
“couplage” en question n’est pas possible.
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Cette partie commence par un chapitre préliminaire sur la notion d’isomorphisme de filtrations
et la notion d’immersion, dont nous ne pourrions nous passer par la suite, notamment pour
manipuler des couplages de filtrations. Dans le chapitre 9, nous donnerons un premier critére en
termes de couplage, que nous appellerons critére de Doeblin. Il caractérise la mesurabilité d’une
variable aléatoire dans une filtration de type produit local dans un processus d’innovations
donné de cette filtration. Nous définirons ensuite ’homologue du critére de Vershik de premier
niveau en termes de couplages : le critere de I-jonction en arbre. Bien qu’étant original, il
est comparable au critére de standardité r,-adique de Vershik dont nous avons parlé dans
I'introduction (9). Il sera un outil intermédiaire pour la partie suivante consacrée aux critéres
de second niveau de la théorie de Vershik. Dans la partie présente, il nous permettra d’établir
des conditions sur les processus des mots découpés pour que leur filtration ne soit pas de type
produit. Nous I'utiliserons aussi pour donner un autre exemple non-trivial d’une filtration
qui n’est pas de type produit : la filtration du processus des mots rongés. Nous utiliserons
encore les critéres de Vershik de second niveau pour passer du particulier au général dans ces
exemples.



8. PRELIMINAIRES : FILTRATIONS
ISOMORPHES ET IMMERSIONS DES
FILTRATIONS.

Nous introduisons dans ce chapitre deux notions indispensables pour toute la suite. D’abord
la notion de filtrations isomorphes, et nous étudierons alors le cas d’une filtration & un pas
F = (Fo,F1). En second lieu nous introduisons la notion d’immersion et d’immersibilité d’une
filtration dans une autre, et de coimmersion de deux filtrations.

8.1 Filtrations isomorphes.

8.1.1 Copie d’une v.a. dans un espace métrique standard.

Les isomorphismes d’espaces probabilisés tels que nous les avons défini dans la section 4.1
agissent sur les variables aléatoires réelles. Nous expliquons ici comment nous les faisons agir
sur des variables aléatoires & valeurs dans un espace métrique standard. Cela nous sera néces-
saire pour étudier les isomorphismes de filtrations, pour lesquelles nous parlerons de la copie
d’une loi conditionnelle par un isomorphisme d’espaces probabilisés.

Lemme 8.1.1. Soient (2, A,P) et (Q', A", P') deux espaces probabilisés, B C A une o- algébre,
et U:B — A un plongement. On pose B' = W(B). Soient E un espace métrique stan-
dard et X € LO(B; E). Alors il existe une unique variable aléatoire X' € LO(B'; E) telle que
U (f(X)) = f(X') pour toute fonction borélienne f: E — R.

Démonstration. Soit h: E — R une injection bimesurable. Nécessairement, on doit avoir
X' = h7' o ¥(h(X)). Vérifions que X’ convient. Soit f: E — R une fonction borélienne.
Puisque f = foh~loh et puisque ¥ est un isomorphisme, on a \I/(f(X)) = foh_lo\If(h(X)) =
JX). O

Notation 8.1.2. Nous noterons X’ = Ug(X), ou parfois seulement X' = ¥(X).

Lemme 8.1.3. Soient (Q,A,P) et (Q', A", P') deux espaces probabilisés, B C A une o- algébre,
et ¥: B — A’ un plongement. Soient Ei et Eo deux espaces métriques standard, X, €
LY(B, Ey), et g: By — By borélienne. On pose Xo = g(X1), X| = Up, (X1) et X5 = Vg, (Xy).
Alors X} = g(X7).

Démonstration. Cela se déduit du lemme 8.1.1. O

Lemme 8.1.4. Soient (Q,A,P) et (Q', A", P') deux espaces probabilisés, B C A une o- algébre,
et U: B — A" un plongement. Soit p un noyau de probabilités de B vers un espace métrique
standard E, c’est-a-dire, aprés passage au quotient, une variable aléatoire mesurable pour B
dans espace métrique standard P(E) des probabilités sur E. Alors un noyau de probabilités



8. Préliminaires : filtrations isomorphes et immersions des filtrations. 72

w' de A" vers E est égal a \I/%(E) (1) presque strement si et seulement si pour toute fonction
borélienne bornée f: E — R, on a ¥(u(f)) = 1/(f).

Démonstration. Soit f: E — R borélienne bornée. L’application js: P(E) — R définie par
Jf(v) =v(f) est borélienne. D’aprés le lemme 8.1.1, on a alors

\Il(]f(:u)) = jf (\I/a}(E) (N))y

ce qui permet de conclure. O

8.1.2 Filtrations isomorphes

Définition 8.1.5. Soient (Q,A,P) et (', A’,P") deux espaces de probabilités, F = (Fy)ser

une filtration sur (2, A,P), et I’ = (F})ter une filtration sur (', A", P'). On dit (par abus de

langage) que F et F’ sont isomorphes, ou que F’ est une copie de F, s’il existe un isomorphisme

U: (Q,F,P) — (Q,F,P) tel que ¥(F;) = F; pour tout ¢ € T. On dit aussi que ¥: F — F’

est un isomorphisme.

Si (Xy)n<o et (X),)n<o sont deux processus sur (2, A4,P) et (€', A’,]P") respectivement, nous

dirons aussi que 1'un est une copie de 'autre s’ils ont méme loi. Dans ce cas ils engendrent des

filtrations isomorphes d’apreés le lemme 4.1.2.

Cas des filtrations a un pas. — Les résultats que nous donnons maintenant concernent

les isomorphismes de filtrations & un pas F = (F¢, F1). Le lemme suivant est trivial. Il exprime

qu'un isomorphisme d’une filtration & un pas F = (Fy,F;) doit préserver le comportement

conditionnel de ¥y par rapport a Fy.

Lemme 8.1.6. Soient (Q,A,P) et (', A',P') des espaces probabilisés, F = (Fo,F1) une fil-

tration a un pas sur (,A,P), et F' = (F,, F}) une filtration & un pas sur (', A",P'). Si on a

un 1somorphisme VW : F — F' alors

a) Pour tout événement A € F1, on a U (P[A|Fo]) = P'[A’|F(] avec A" = VU(A) (o on note
P[A|B] = E[14 | B] la probabilité conditionnelle de A sachant B).

b) En d’autres termes, soit X € L'(F1) une variable aléatoire intégrable. Alors X' := ¥(X)
est intégrable et W(E[X | Fo]) = E'[X' | F(].

Ce lemme peut se présenter ainsi :

Lemme 8.1.7. Soient (Q,A,P) et (U, A',P') des espaces probabilisés, F = (Fo,F1) une fil-

tration a un pas sur (Q,A,P), et F = (F,F}) une filtration a un pas sur (', A’ '), et soit

U : F — F un isomorphisme. On se donne un espace métrique standard E et une variable

aléatoire X € LY(F1; E). On note X' = Wg(X). Alors L' X" |F})] = \I!;D(E) (L[X | F0)).
Démonstration. C’est une conséquence du lemme 8.1.4 et du b) du lemme 8.1.6. O

Le lemme 8.1.7 admet comme réciproque la proposition ci-dessous de laquelle nous dédui-
rons de nombreux corollaires.
Proposition 8.1.8. Soient (2, A,P) et (ﬁ,ﬁ, ﬁ) des espaces de probabilité. Soient Fy et Cq
deux sous-o-algebres de A, Uo: (0,50, P) — (Q,A,P) et U1: (Q,C1,P) — (Q,A,P) des
plongements. On pose 5"0 = Uy(Fp) et él = U y(Cy), puis on pose F1 = FoVCy et 5"1 = i}o \/él.
Si pour toute variable aléatoire C1 € L*(€2,C1,P), on a

\1/0(5 [ |90]) = L[, (Ch) | Fo), (8.1.1)
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alors les filtrations a un pas F = (Fo,F1) et F = (5"0,571) sont isomorphes et il existe un
unique isomorphisme de F sur F qui prolonge Wq et Wy,

Démonstration. Notons encore U: F — F un tel prolongement de ¥y et ¥y s’il en existe un.
Toute v.a. mesurable dans F; est de la forme f(Fy, C) ou Fy et Cy sont respectivement mesu-
rable dans Fy et Cq, et f est borélienne, et on doit avoir \If(f(FO, C’l)) = f(\IIO(FO), \I’l(C’l)),
ce qui établit I'unicité.

Pour D'existence, remarquons que si X est mesurable dans Fy et si V7 est mesurable dans
C1, alors 'hypothése (8.1.1) implique que le couple (X¢, V1) a méme loi que (\IIO(XO), \Ifl(Vl)).
En effet, soient f et g boréliennes bornées. On a E[f(Xo)g(V1)|Fo] = f(X0)E[g9(V1)|Fo],
d’ou

E[/(Xo)g(Vi)] = B[/ (Xo)E[9(V1) |50] ]

Comme ¥ est un plongement, on a donc aussi

B[ (Xola(V1)] = | (¥a(X0)) o (E[o(V1) | 5] |
or I'hypothese (8.1.1) donne

1 (0(X0) o (E[g(V1) |50] ) = / (2o(X0))E[g(1()) | Fo]
= E[f(\I’O(XO))g(\III(Vl)) |§0}-

On a donc finalement E [ f(Xo)g(V1)] = E[f(\IIO(XO))g(\Iq(Vl))}, ce qui montre que le couple

(Xo, V1) a méme loi que (¥o(Xp), ¥1(V4)). Donc si Fy et Go sont mesurables pour Fo, si C;
et D; sont mesurables pourCy, et si f et g sont boréliennes, alors f(Fy,C1) — g(Go, D1) a
méme loi que f(¥o(Fp), ¥1(C1)) — g(¥o(Go), ¥1(D1)), et si la premiére différence est nulle
presque siirement, la seconde ’est aussi. On prolonge alors W et ¥, sans ambiguité en posant
\Il(f(Fo, C’l)) = f(\IJO(FO) ¥1(C1)), ce qui donne bien un plongement. Puisque toute v.a. dans

3"1 s’écrit f (Fo, Co) on voit que aussi que c¢’est un isomorphisme. O

Corollaire 8.1.9. Soient (2, A,P) et (§~2 A,P) des espaces de probabilité. Soient Fo C A
une o-algebre, Uy: (Q,Fo,P) — (Q, A, P) un . plongement et Fo = Uo(Fo). Soit E un espace
métrique séparable, et soient C € LO(A; E) et C € LO(.A E) des variables aléatoires admettant
des lois conditionnelles L|C'| Fo) et L [5 | Fo] telles que

W, (L[C| Fo)) = £[C| Fo)- (8.1.2)

On pose F1 =FoV o (C) et Fi=FoV o(C). Alors les filtrations F = (Fo, F1) et F = (f;ro,g"l)
sont isomorphes et il existe un unique isomorphisme V de F sur F qui prolonge g et qui
envoie C sur C.

Démonstration. L'hypothése (8.1.2) entraine que C' a méme loi que C. Par le lemme 4.1. 2,1l
existe alors un unique isomorphisme ¥ : (Q,0(C),P) — (€,0(C),P) qui envoie C sur C,
défini par \Ill(f(C’)) = f(é) pour toute f borélienne. L’hypothése (8.1.2) vérifiée pour toute
f borélienne bornée se traduit par ’hypothése (8.1.1) de la proposition 8.1.8 et on applique
cette proposition. O
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Corollaire 8.1.10. Sur un espace de probabilité (2, A, ), on se donne des variables aléatoires
X et Xl a valeurs_dans un espace métrique séparable E et une o- algébre Fo C A. On pose
F1=FVo(Xy) et F1 = 3"0\/0()?1). Si les lois de X1 et Xq conditionnellement d Fo existent et
sont égales presque strement, alors il existe un unique isomorphisme de (Fo,F1) sur (Fo, 5"1)
qui soit l'identité sur Fy et qui envoie X1 sur X;.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le corollaire 8.1.9 en prenant pour ¥ le plongement iden-
tité. O

On note un cas particulier dans le corollaire suivant.

Corollaire 8.1.11. Sur un espace de probabilité (2, A,P), soient C une sous-o- algébre de
A, D et D' des v.a. a valeurs dans un méme espace métrique séparable, de méme loi et indé-
pendantes de C. Il existe un unique isomorphisme de L° (Q, G\VU(D),P) sur L9 (Q, CVe(D'), IP)
qui soit Uidentité sur L° (Q, G,IP’) et qui change D en D’.

Plus généralement :

Corollaire 8.1.12. Soient (', A", ") et (2", A", P") deuz espaces de probabilité. Soient €’
une sous - o- algebre de A’ et C" une sous - o- algebre de A" et U un isomorphisme de (', €', P')
sur (Q",C",P"). Soient D' une variable aléatoire définie sur (', A’,P') dans un espace mé-
trique séparable, indépendante de C' et D" une variable aléatoire sur (Q", A", P") indépendante
de C" ayant la méme loi que D'. Il existe un unique isomorphisme de (',C'Vo(D'),P) sur
(Q”, G”\VU(D”),]P’”) qui coincide avec W sur (', C',P') et qui change D' en D".

Démonstration. On applique le corollaire 8.1.9 en prenant pour ¥o = W et pour ¥y: o(D') —
o(D") le plongement donné par le lemme 4.1.2. O

Corollaire 8.1.13. Soit (2, A,P) un espace de probabilité (2, A,IP). Soient B et C deux
sous-o-algebres de A indépendantes. Il existe un unique plongement ¥ de (Q, BVC,P) dans
(QAxQ,BRC,PRP) tel que, si B (respectivement C') est une variable aléatoire mesurable dans
B (respectivement dans C), on ait V(BC)(w1,ws) = B(w1)C(ws). C’est un isomorphisme.

Démonstration. Si X est une v.a. sur €2, on définit des v.a. X' et X” sur QxQ par X' (wy,ws) =
X (w1) et X" (w1, ws) = X (ws). Notons ¥y: (2,B,P) — (2 x Q,B®C,Px®P) le plongement
défini par ¥o(X) = X' et ¥y: (Q,C,P) — (2 x Q,B® C,P®P) le plongement défini par
U1 (X) = X”. Notons que B := Uo(B) = B {@,0} et €:= ¥;(C) = {&,Q} ® C (ce sont des
égalités essentielles).

On pose Ty = B, F1 = BVEC, Ty = B, F; = BVC. Notons E® I'espérance sur 'espace
(2 xQ,BxC,P®P). L’hypothése (8.1.1) de la proposition 8.1.8 est vérifiée : pour toute v.a.
C € L°(C) bornée, on a

Wy (E[C|€]) = E¥[W(C)| €] = E[C] = E®[C"],
et donc cette proposition s’applique. O

Filtrations 4 un pas conditionnellement séparables. — Le lemme suivant se vérifie
facilement. Il nous sera bien utile dans la section 15.5 et le chapitre 17.
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Lemme et définition 8.1.14. Soient (2, A, P) un espace probabilisé et C C A une o- algébre.
Soient (S,S) un espace mesurable et (py,) un noyau de probabilités de (§2,C) vers S, ou un
élément aléatoire mesurable pour € a wvaleurs dans P(S). On note P ® p la probabilité sur
(2 xS,C®S) définie par

P ® p[C x D] = E[lcp(D)] lorsque C € C et D € S.

Elle est définie pour tout événement BeewsS par
PoulB) =B | [ 150 au (0]

ot By, = {v | (w,v) € B} est la section de B au-dessus de w. L’élément aléatoire V défini
sur (2 x S,C®S,P) par ‘A/(w,t) =t admet alors i comme loi conditionnelle par rapport o la
o-algebre C=C® {2,8}.

Notation 8.1.15. Nous noterons parfois C®, S la tribu complétée de la tribu produit C® S
lorsqu’elle est équipée de la probabilité P ® u.

Proposition 8.1.16. Soient (2, A,P) un espace probabilisé et (Fo,F1) une filtration a un pas
conditionnellement séparable. On note V' une novation de Fy dans Fy a valeurs dans un espace
métrique standard E, et u = L[V | Fo] la loi conditionnelle de V' par rapport a Fo. On définit
la probabilité P = P ® p sur (Q x E,Fy @ Bg). Alors (Fo,F1) est isomorphe a la filtration
(§"0,§“1) de l’espace probabilisé (2 x E,Fy®,, %E,@) que ’on définit par i?o =F®u{9,E} et
5"1 = Fo ®,BDE, avec un unique isomorphisme qui envoie V' sur la variable aléatoire v définie
par V(w,t) =t.

Démonstration. Notons Wq: (2,Fy) — (2 x E,Fy ® Bg) le plongement canonique. Par le
lemme 8.1.14, on a Wo(u) = L[V [Fp]. On a aussi un isomorphisme ¥y: (Q,0(V),P) —
(E,®p, ) qui envoie V sur V par le lemme 8.1.1. Il suffit alors d’appliquer le corollaire
8.1.9. H

Cas des filtrations avec une innovation sur [ng,0]. — Le corollaire suivant est une
conséquence immédiate du corollaire 8.1.12.

Corollaire 8.1.17. Soient ¥ = (F] )n<o et F" = (F)n<o deuz filtrations définies sur (', A', )
et (", A", P") respectivement. On suppose que F' admet une innovation (V,; ,y,...,Vy) sur
[n0,0], que 3" admet une innovation (V,;/ , 1,...,Vy') sur]no,0], et que les vecteurs aléatoires
(Viouts---5 Vo) et (Vo i1y, Vy') sont de méme loi. Soit ng < 0. On suppose qu’on a un
isomorphisme V: F, - — Iy tel que U(F},) = T}, pour tout n < ng. Alors il eviste un unique

isomorphisme de F' dans F" qui prolonge ¥ et qui envoie V,) sur V! pour n €]ng,0].

Maintenant lorsqu’on considérera une copie notée ¥ d’une filtration &, on désignera par X’
la copie de X € L%(F)) dans F’. Nous noterons aussi B’ la copie d'une o-algébre B C Fy. De
méme si la copie est F”, la copie de X sera notée X", ... Par conséquent lorsque F = (F,)n<0
admet une innovation sur |ng, 0] et qu'on en spécifie une, (Vy41,. .., Vo), si on note F une
copie de J et qu’on considére une innovation notée (V,, ,y,...,Vy) de I’ sur Jng, 0], il sera
toujours supposé que l'isomorphisme en question de F sur F’ envoie V,, sur V! pour tout
n €]no, 0]. Si I'isomorphisme est connu sur F,,, il est donc connu sur Fy d’apreés le corollaire

précédent.
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8.2 Immersion, immersibilité, coimmersion.

8.2.1 Définition et caractérisations.

Définitions 8.2.1. Soient F = (Fi)ier et § = (G¢)ter deux filtrations définies sur un méme
espace probabilisé (2, A, P).
e On dit que F est immergée dans G si toute martingale dans &F est aussi une martingale
dans §.
e On dit que les deux filtrations F et G sont coimmergées si chacune d’elles est immergée
dans FV G.

Intuitivement, F est immergée dans § quand F C G mais que le passé de G ne contient pas plus
d’information que le passé de F sur le futur de F. Ceci se voit mieux avec les caractérisations
de la proposition suivante.

Proposition 8.2.2. Soient F = (Fy)rer et G = (G¢)ter deux filtrations définies sur un méme
espace de probabilité (2, A,IP). Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) F est immergée dans G.

(i) Pour toute variable aléatoire X € LY (Fs,), on a, pour tout t € T, E[X | G;] = E[X | F].
(ii) F C G et pour tout t € T, les o- algébres F o et G; sont conditionnellement indépendantes

sachant F; (on dit aussi que Foo ne dépend de Gi qu’a travers Fy).

Ces équivalences de la propriété d’immersion ne sont pas difficiles. Une fois que (i) < (i1)
est établie, (11) <= (%ii) sont des caractérisations connues de I'indépendance conditionnelle

(voir [Kall]). Le lemme suivant n’est pas difficile non plus, on peut renvoyer [ES| pour une
preuve.

Lemme 8.2.3. Soient F, G et H trois filtrations sur un espace probabilisé (2, A,P).

1) Si F est incluse dans G et G dans H, et si F est immergée dans H, alors F est immergée
dans G.

2) Si F et G sont immergées dans H, alors elles sont coimmergées.
Citons un exemple trivial de coimmersion :

Lemme 8.2.4. Une filtration est immergée dans son produit indépendant avec une autre filtra-
tion. Par conséquent deux filtrations indépendantes, définies sur un méme espace de probabilité,
sont toujours coimmergées.

Ce lemme est démontré dans [ES]. Nous le généralisons par le lemme suivant.

Lemme 8.2.5. Soient F = (Fy)er €t G = (G¢)ter deux filtrations définies sur un méme espace
de probabilité (2, A,P) telles que F est immergée dans G. Soit K = (K¢)wer une filtration
indépendante de G. Alors FVK est immergée dans GVK.

Démonstration. Soitt € T. Montrons quesi X € L1(FoVKs) est delaforme X = FK ou F €
L?(Fs) et K € L?(Ky), alors E[X | F VK] = E[X | G VKy]. Cela suffit a en déduire que c’est
aussi le cas pour toute X € L1(Fo VK ). On vérifie d’abord facilement que E[X | G, VK] =
E[F | G)E[K | X;] et E[X |F VK] = E[F | FE[K | K¢]. Puisque F est immergée dans G, on a
E[F |F:] = E[F| G¢], ce qui donne le résultat. O
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8.2.2 Lemmes utiles.

On utilisera trés souvent les trois lemmes suivants.

Lemme 8.2.6. Soient F = (F,)n<0 €t G = (Gn)n<o deux filtrations définies sur un méme
espace de probabilité (Q, A, P). Alors F est immergée dans G si et seulement si pour tout n < 0
et toute variable aléatoire Z, 11 € LY(Fpy1), on a E[Zpi1|Gn] = E[Zns1 | Tl

Démonstration. Par projections successives on montre facilement que ceci implique la condi-
tion (ii) de la proposition 8.2.2. O

Lemme 8.2.7. Sur un espace de probabilité (2, A,P), soit (X,)n<o une chaine de Markov,
F = (Fn)nco la filtration qu’elle engendre et G = (Gp)n<o une filtration. Alors F est immergée
dans G si et seulement si (X, )n<o est une chaine de Markov dans G.

Démonstration. 1l est facile de montrer que (X, )n<o est une chaine de Markov dans G si F est
immergée dans §. Réciproquement, supposons que (X, )n<o est une chaine de Markov dans
§. Pour tout n < 0, on note (ﬂg(cn))x une version réguliére de la loi de X,, conditionnellement
aux valeurs de X,,_1. Soient n < 0 et Z, € L'(F,). On a une fonction f borélienne telle que
Zn=f(...,Xn-1,Xp), et ceci donne

E[Z, | Gn_1] = E[Zy | Fn_i] :/f(...,Xn_g,Xn_l,a:)dﬂQ_l(:p),
puisque 7Tg?371 = L[X, | Fn-1] = L[Xn|Gn-1]. On conclut avec le lemme 8.2.6 que F est
immergée dans G. O

Lemme 8.2.8. Soient F = (F,)n<o €t G = (Gn)n<o deux filtrations définies sur un méme
espace de probabilité (Q, A, P) telles que I C G. On note (Cp,)n<o une suite de o- algébres tels
que de Gp11 = G0 V Cpg1 et Fpp1 C Fn V Cpg1. Si PlCrir | Fn] = P[Crt1 | Gn] pour tout n,
alors F est immergée dans G. En particulier, F est immergée dans G si Cpy1 est indépendante
de G, pour tout n.

Démonstration. Soit X,11 € L'Y(Fni1), quon écrit X, 1 = f(Yn, Viy1) ol f est boré-
lienne, Y, est mesurable dans &, et V1 est mesurable dans C,;. Par ’hypothése, on a
LVii1 | Fn] = L[Vit1 | Gn), et on en déduit que

E[Xn—i-l ‘ ‘rfn] = ]E[Xn-i-l | 9“] = /f(Ym 2)) dL[Vn-i-l ‘ ‘rfn] (’U),
ce qui achéve la preuve en vertu du lemme 8.2.6. O

8.2.3 Coimmersion de deux filtrations : caractérisations.

La proposition qui suit caractérise la coimmersion de deux filtrations de type produit local.

Proposition 8.2.9. Soient F = (F,)n<o et § = (Gn)n<o deux filtrations de type produit local
définies sur un méme espace de probabilité (Q, A, P). Soient (Cp,)n<o une suite de compléments
de J et (Dy)n<o une suite de compléments de G. Alors F et G sont coimmergées si et seulement
st les o-algébres Cpi1 V.-V Co et Dypy1 V-V Dy sont indépendantes de la o- algébre F, vV G,
pour tout n < 0.
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Démonstration. Nous allons montrer que F est immergée dans F V G si et seulement si la
o-algébre €, 11V ---V €y est indépendante de F,, V G,, pour tout n < 0. On en déduit I’énoncé
analogue pour G par symétrie et le lemme s’ensuit.

Il est facile de vérifier que c’est bien une condition nécessaire pour que F soit immergée
dans FV G. Montrons la suffisance. Soit X € L!(Jy). Il s’agit de montrer que

E[X | Fp V Gn] = E[X | F]. (8.2.1)

On écrit X = f(F,,C,41) ot f est une fonction borélienne, F,, € LY(F,) et Cpi1 € LY (Cpy1V
-V €p). On a alors E[X |F,] = g(F,) ou g(y) = E[f(y,Cnt1)]. Pour les mémes raisons, on
a aussi E[X |F,, V G,] = g(F,,) sous notre hypothése, et on a donc établi (8.2.1). O

Corollaire 8.2.10. Soient F = (F,)n<o €6 G = (Gn)n<o deuz filtrations de type produit
local définies sur un méme espace de probabilité (2, A,P), avec un processus d’innovations
(Vi)ngo de F et un processus d’innovations (Wp)n<o de G. Alors F et G sont coimmergées
si et seulement si les o-algébres o(Vyy1,..., Vo) et o(Whpi1,...,Wo) sont indépendantes de
F, VG, pour tout n < 0.

La lemme qui suit caractérise la coimmersion de deux filtrations conditionnellement sépa-
rable.

Lemme 8.2.11. Soit F = (F,,)n<o une filtration conditionnellement séparable sur un espace
probabilisé (2, A,P). Pour tout n < 0, on note V,, une novation de F,_1 dans F,, c’est-a-dire
une variable aléatoire telle que F,, = Fp_1 V o(V,,). Soient F' et F' deux copies de F sur
(Q,A,P). On note L,, = L[(V,,, V)| F],_1 V F1_1] la loi conditionnelle du couple (V,,,V;')
sachant F)_ NV F! . Alors F' et F" sont coimmergées si et seulement si pour tout n < 0, la
premiere marge L[V | F!_ vV I"_|] de L, est égale a la loi conditionnelle L[V, | T, _1] et sila

seconde marge L[V, |F! v F"_] de L,, est égale a la loi conditionnelle L[V, |F"_,].

Démonstration. Si F’ et F” sont coimmergées, on a ces propriétés facilement. Réciproquement,
supposons qu’elles aient lieu. Soit n < 0 et X,, € LY(F,), qu'on écrit X,, = f(F,_1,V,) avec f
borélienne et F,_1 mesurable dans F,,_;. L'égalite L[V, |F] _, vV F!_] = L[V, |F} _,] donne

facilement E[X] |F),_, VI _,] = E[X] | F],_], ce qui avec le lemme 8.2.6 donne I'immersion
de ¥ dans ¥ vV F”’. L’immersion de F” dans F' v F” s’obtient par symétrie. O

8.2.4 Critére de Vershik de premier niveau pour une martingale.

Comme application de la notion d’immersion, nous allons voir :

Proposition 8.2.12. Sur un espace de probabilité (2, A,P), soit F = (Fy)n<o une filtration
de type produit local conditionnellement séparable, engendrée par une martingale (My,)n<o-
Alors F satisfait le critére de Vershik de premier niveau si et seulement si Mg satisfait le
critere de Vershik de premier niveau.

Lemme 8.2.13. Sur un espace de probabilité (2, A,P), soit T = (Fp)ngo une filtration avec

une innovation (Vygi1, ..., Vo) sur [ng,0]. La filtration € = (E,)n<o définie par
e {2,Q} st m < ng
" 0(Vao+1s--+,Va)  sim €]ng, 0]

est immergée dans F.
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Démonstration. C’est une conséquence facile du lemme 8.2.8. O

Proposition 8.2.14. Sur un espace de probabilité (2, A,P), soit F = (Fp)n<o une filtration
de type produit local conditionnellement séparable. Si Xo € V1(Fo) alors X,, := E[X |F,] €
V1(F). Plus précisément, pour tout n < 0, toute variable aléatoire Y € Ll(a(Xn, e ,Xo))
satisfait le critére de Vershik de premier niveau.

Démonstration. Donnons-nous n < 0 et posons X,,, = E[X | F,,,] pour m € [n,0] et p = |n|+1.
Par le corollaire 3.5.3, la derniére assertion de la proposition équivaut a ce que €1o.(F) soit
substantiel dans o(X,,...,Xp), et par le corollaire 3.3.3 & ce que X := (X,,...,Xy) €
V(F;RP), ott on munit R? de la norme ¢ définie par ||(z1,...,2zp)||1 = > |-

Soit 6 > 0. Par hypothése, on a un entier ng < 0, une innovation (Vpo41,...,Vo) de F
sur Jng, 0], et une variable aléatoire Zy € L*(0(Vingt1,-- ., Vo)) telle que E[|Xo — Zo|] < §/p.
Posons Z,, = E[Zy|F,,] pour m € [n,0]. Par la propriété de contraction des espérances
conditionnelles, on a E[|X,, — Z,|] < §/p. Par le lemme 8.2.13, on a aussi Z,, = E[Zy| &),
ou € est la filtration définie dans ce lemme, et en particulier Z,, est intégrable et mesurable
dans 0(Vpg41, - - -, Vo), ainsi que le vecteur aléatoire (Z,, ..., Zy), qui vérifie E [H(Xn, oo, Xo)—

(Zns- s Z0)l| < 6. 0

* Preuve de la proposition 8.2.12. La proposition 8.2.12 résulte de la proposition 8.2.14 et du
corollaire 3.5.4. O




9. COUPLAGE DE DOEBLIN.

Nous donnons maintenant une premiére caractérisation en termes de couplages de la mesura-
bilité d’une variable aléatoire pour un processus d’innovations donné d’une filtration de type
produit local. Nous appelerons cette condition le critére de Doeblin. C’est un cas particulier
du critére de I-jonction en arbre qui sera ’objet du chapitre suivant. Ce type de couplage était
déja utilisé par Rosenblatt [Ros1| pour les mémes fins. Nous donnerons ensuite une application
simple de ce critére sur les chaines de Markov constructives. Tout cela est fortement inspiré
de Rosenblatt [Rosl].

9.1 Notre premier couplage.

Nous fixons ici les notations nécessaires & la proposition 9.1.3. Soit F = (F,),<o une filtration
de type produit local sur un espace probabilisé (2, A,P) avec un processus d’innovations
(Vn)ngo'

On se donne deux copies indépendantes F' = (F7,)n<0 et F* = (F};)n<o de F sur un espace
probabilisé¢ (Q2, 4, P). Pour tout entier ng < 0, on note F’mo = (F,"° Jn<o la filtration définie

par
gm0 _ ¥ sin < ng
" T Vo (Vi 155 Vi) sing <n <0.
Ainsi (V,; 44,...,Vy) est une innovation de "m0 sur [ng,0], les filtrations F” et F"mo sont

isomorphes par le corollaire 8.1.17, et on peut voir qu’elles sont coimmergées avec le corollaire
8.2.10.
Remarque 9.1.1. Notons ¥': F — ', *: F — F* et O'n: F — F' les isomorphismes.
Soient (E, p) un espace métrique standard et X € L'(JFy; E). Pour tout n < 0, on suppose
qu’on a une variable aléatoire X, dans un espace métrique standard E,, et une fonction
borélienne f, telles que

X = fn(Xn, Vir1, Vr2, -, Vo).

On note X' = W(X), Xy = Uy, (X,), V) = U(V,,), X" = U (X,,). Alors d’apres le lemme
8.1.3,

/ !yt / /
X :fn(Xm n+1» n+27"'7vb)
X" :fn(X;> r:-i—lv 1~i+27"'7V0/)'

Définition 9.1.2. On utilise les notations précédentes.

e Soient (E, p) un espace métrique séparable et X € L!(Fy; E). Nous dirons que X satisfait
le critére de Doeblin avec (Vy,)n<o si pour tout ensemble fini F et toute variable aléatoire simple
S a valeurs dans F mesurable pour (X), on a P[S’ # $"m0] — 0 quand ng — —oo.
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e On dit qu'une variable aléatoire Y € L°(Fy) réelle satisfait le critére de Doeblin fort
avec (Vi)n<o si PY' # Y"m0] — 0 quand ng — —oo.
Proposition 9.1.3. Soit F = (F,)n<o une filtration de type produit local sur un espace pro-
babilisé (2, A,P) avec un processus d’innovations (Vy)n<o. Sotent (E,p) un espace métrique
standard et X € L' (Fo; E). Avec les notations en cours, on note

dy =E[p(X',X")] et D,=P[X" #X"]

e Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) d, — 0.
(i4) La variable aléatoire X € LY (Fo; E) est mesurable dans o(Vy,)n<o-
(i4i) La variable aléatoire X € LY(Fo; E) satisfait le critére de Doeblin avec (Vi,)n<o-
e Ft les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) D, — 0.
(ii) Toute variable aléatoire Y réelle mesurable pour o(X) satisfait le critére de Doeblin fort
avec (Vi )n<o-

Démonstration. (i) = (ii) et (ii) = (i1). Sion a (i) ou (iii), alors — d’aprés le
corollaire 3.2.5 dans le cas ot on a (i) — la famille formée des o-algebres o(F5, V) q,...,Vy)
quand n décrit —N*, est substantielle dans o(X’). Par le lemme 3.2.6, elle est aussi substan-
tielle dans o(X’)VF;, mais comme Ff est indépendante de Fjy D o(X', V) ,...,V{) le lemme
3.2.8 montre que la famille formée des o- algebres o(V, 1, ..., V]j) est substantielle dans o(X"),

c’est-a-dire que X' est mesurable dans o(V,),n < 0), et il en est de méme en ce qui concerne
X et 0(Vy,,n < 0) par isomorphisme.

(i) = (1ii). Supposons que X est mesurable dans o(V,,,n < 0). Soient F' un ensemble
fini, S € Lsimple (U(X); F) et 6 > 0. Par le lemme 1.2.3, pour ng assez petit, on a une variable
aléatoire simple T" dans F' mesurable dans o(Vy 41, ..., Vo) telle que P[S # T] < §/2. On se
donne (Q,A4,P), ' = (F,)n<0, F* = (F})n<o, et on construit la filtration F"o = (3’;{"0)”@
comme dans la définition 9.1.2. On a alors T/ = T""0 et

Y

N

P[S" # T'] = P[0 # T"0] =P[S £ T) <
et donc P[S’ # S"n0] < § par I'inégalité triangulaire.

(i) = (i). Supposons que X est mesurable dans o(V,,,n < 0). Soit § > 0. On a un entier
ng < 0 et une variable aléatoire Z’ € L'(a(V,,q,...,Vy); E)) telle que E[p(X’,Z")] < 6/2
(proposition 1.2.4). On a alors Z"m0 = Z’ et

E[p(X", 7"0)] = E[p(X', 7)] < §/2,

et 'inégalité triangulaire donne B
E[p(X', X" )] <4,

c’est-a-dire d,, < 9.
(i) <= (i1)’. 1l est facile de voir que (ii)” = (i)’ et il est évident que si X satisfait le

critére de Doeblin fort alors toute fonction de X le satisfait, ce dont on déduit la réciproque
avec le théoréme de représentation fonctionnelle de Doob. O
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9.2 Cas des chaines de Markov constructives.

Le critére de Doeblin est un outil adapté a ’étude de la filtration d’une chaine de Markov
constructive donnée (définition 3.6.2).

Proposition 9.2.1. Pour tout n < 0, soit E,, un espace métrique standard. On se donne une
chaine de Markov constructive ((Xn, Vi), fn; E”)n<0' Alors la variable aléatoire X est mesu-

rable pour o(...,V_1,Vy) si et seulement si elle satisfait le critére de Doeblin avec (Vy,)n<o-

Démonstration. C’est une conséquence de la proposition 9.1.3 appliquée avec la filtration du
processus (X, Vi, )n<o- O
Corollaire 9.2.2. Soit E un espace métrique standard et soit ((Xn, Vo), f; E)n<0 une chaine
de Markov constructive homogéne. Alors sa filtration est engendrée par le processus (Vi )n<o
si et seulement si X satisfait le critére de Doeblin avec (Vy,)n<o-

Démonstration. En effet, si X satisfait le critére de Doeblin avec (V},)n<o, €lle est mesurable
pour la tribu engendrée par (V},)n<o, et par homogénéité X,, est alors mesurable pour la tribu
engendrée par (Vi) msn- O

9.3 Une condition suffisante.

Proposition 9.3.1. Soient E,, n < 0, des espaces métriques standard. On se donne une

chaine de Markov constructive ((X,, Vi), fn; En) On note Tun)(x) = fo(z,u) et pour
(s~t)
(u5+1,...,ut)

n<0”

s<t<0, on note H la fonction

H(G) @) =TS o T 000 T, (@),

(us+1,...,ut) Us+1

puis on pose

> ~t . . >
75 (z) = H((\S/SH),...,%)(:E)’ si bien que Xy = ZC7D(X,).
S’il existe une suite d’entiers strictement croissante -+ < Sp < Spi1 < -+ < So qui est telle
que la série ano IP’[Z(S"”S"“) est constante] diverge, alors X satisfait le critére de Doeblin
fort avec (Vy,)n<o-

Remarques 9.3.2. e La mesurabilité des ensembles {Z(S”*t) est Constante} est assurée par
la séparabilité des E,,.
e Notons (P[Xs41 € | Xs = x])erS une décomposition réguliére de la loi de X411 par rapport
aux valeurs de X;. Si p := IP’[Z(SWSH) est constante] > 0, alors pour tout A € ¥, ,, on a
PXs+1 € A| Xs = x] > v(A) pour tout x, ou v est la mesure sur Es;1 de masse totale p
définie par

v(A) = P[Z*+Y) est constante et X, 1 € Al.

Nous verrons dans le chapitre 16 que réciproquement, si pour une chaine de Markov (X;,)n<o,
les probabilités P[Xsy1 € -| Xy = x| sont minorées par une mesure de masse totale non
nulle qui ne dépend pas de x, alors nous pouvons construire une chaine constructive telle que
P[Z(~+Y) est constante] > 0.
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Prewve de la proposition 9.5.1. Supposons la condition réalisée. Notons § la filtration engen-
drée par (X, V;)n<o, et considérons un espace probabilisé (£2,A,[P) avec deux copies de G
indépendantes G’ et G*. Pour tout n < 0 on note
0 o
7 (z) = H((géﬂfwvd)(x) si bien que X}, = Z/ (X7).
et on pose D, = P[Z (X)) # Z,,(X})]. Alors X satisfait le critére de Doeblin fort si et
seulement si D,, — 0 d’aprés la proposition 9.1.3.
On définit les événements

Ay = {Z(S’””Sm*l) est constante}.

pour tout m < 0. Ce sont des événements indépendants et sous notre hypothése, le lemme de
Borel-Cantelli affirme qu’une infinité d’entre eux sont réalisés presque sirement . Or

0
P(Z,(X,) =Z,(X)] =P | |J Anl|,

M, Sy 2N
d’ou D,, — 0. ]

La proposition suivante est une généralisation d’un résultat de Rosenblatt [Rosl|.

Proposition 9.3.3. Soit E un espace métrique standard et soit ((Xn,Vn),f;En) une

n<0

chaine de Markov constructive homogéne. On note G sa filtration. On pose Ty (x) = f(x,u).

1) 87l existe s < 0 tel que Uapplication x — Ty, o Ty, o --- o Ty, (x) est constante avec
une probabilité non nulle, alors Xo satisfait le critére de Doeblin fort avec (Vy)n<o. Par
conséquent, G est engendrée par le processus d’innovations (Vy,)n<o-

2) Lorsque E est fini et qu’il existe un réel € > 0 tel que P[X,, = i| > € pour tout i € E et
tout entier n < 0 (donc en particulier lorsque (X,,) est stationnaire), alors la réciproque
est vrate : dans ce cas si G est engendrée par (Vy,)n<o, il existe s < 0 tel que Uapplication
x> Ty, 0Ty ,o--- 0Ty, (x) est constante avec une probabilité non nulle.

Démonstration. 1) Par homogénéité, G est engendrée par (V),)n<o si et seulement si Xg est
mesurable dans la tribu engendrée par (V),)n<o. Or si 'application Ty, o Ty, | o --- o Ty, est
constante avec une probabilité non nulle, la proposition 9.3.1 appliquée avec s, = |n|(s — 1)
montre que X satisfait le critére de Doeblin fort avec (V3,)n<o-

2) Supposons que (X,,) est standard, que E est fini, et que presque siirement ’application
Ty, o Ty, o--- o Ty, nest pas constante, pour tout s < 0. Soit n < 0 fixé. On utilise les
notations du début de cette section et on se place dans Iespace probabilisé (€2, A, P) de la
définition 9.1.2. Posons €, = (V. ,...,Vy). On choisit deux élements S’ € E, T" € E,
mesurables pour €/, tels que

TVO/ Oo---0 Tv'r;-‘—l (S,) 7’5 TVOI O---0 Tv'r;-‘—l (T/)
presque stirement. Constatons que
P[X, =95, X;=T'|C,] =P[X], = 5|, |P[X; =T"|€,] > €,

d’ou @[X;L =8 X = T’] > €2 et par conséquent @[X(’) # X(’)'”] > €2. Ceci montre que Xy ne
satisfait pas le critére de Doeblin avec (V},),<0, donc qu’elle n’est pas mesurable pour la tribu
engendrée par (V;,)n<o par la proposition 9.1.3. O
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Comme application du 2) de cette proposition, on retrouve que la filtration de I'exemple de
Vinokurov vu dans la section 2.2 n’est pas engendrée par ses innovations &,,.



10. I-JONCTION EN ARBRE.

Avant Vershik, aucun exemple n’avait été donné d’une filtration conditionnellement homogéne,
kolmogorovienne et essentiellement séparable mais qui n’est pas de type produit. Son premier
exemple est une filtration dyadique (Example 1, [Ver| p. 739, et [Ver68]). Pour le démontrer,
Vershik n’a pas utilisé son critére de standardité sous sa forme générale, mais celui qu’il a
énoncé pour les filtrations r,-adiques seulement, ol interviennent les automorphismes d’arbre.
En effet dans [Ver| le critére de standardité est défini dans deux cas : le premier concerne
seulement les filtrations essentiellement séparables r,-adiques, nous I’appelons critére de stan-
dardité r,-adique (9) ; le deuxiéme concerne les filtrations essentiellement séparables générales
et généralise le premier. Nous ne savons pas traduire le critére de standardité r,-adique en
termes probabilistes, mais le critére de I-jonction en arbre que nous allons définir maintenant
lui ressemble fortement. Le critére de Doeblin en est un cas particulier. Enoncé pour toutes les
filtrations de type produit local conditionnellement séparables, nous verrons trés facilement
que le critére de I-jonction en arbre est équivalent au critére de Vershik de premier niveau.
Dans les chapitres suivants nous 'utiliserons pour démontrer que des filtrations ne sont pas
de type produit.

10.1 Coimmersions en arbre.

Ici nous définissons les coimmersions en arbre. Elles sont au coeur de la démonstration du
théoréme 1.1.1, et aussi nous les utiliserons pour étudier des exemples intéressants de filtrations
(chapitres 11 et 12).

Lemme 10.1.1. Soient F = (F,)n<o €t G = (Gn)n<o des filtrations sur un espace probabilisé
(Q,A,P), et ng < 0. On définit les filtrations ™1 = (F)n<ng, T = (Frgs Frgsts - - - Fo),
gnol = (Sn)ngno, €t Glno — (Snos Gng+1,---» G0), Alors F est immergée dans G si et seulement
si Frol est immergée dans Ggnol et Flno gt immergée dans Glno

Démonstration. C’est une conséquence facile du lemme 8.2.6. ]

Définition 10.1.2. Soit ng < 0 un entier. Soit F = (F,)n,<o une filtration et soient F’
et F” deux filtrations isomorphes & F. On dit que (F',F") est une coimmersion de F en
arbre sur Jng,0] si les filtrations F’ et F” sont coimmergées et pour tout n €]ng,0], on a
TNV I, =T, VI, =T, VI,

Lemme 10.1.3. Soit ng < 0 un entier et soit F = (Fp)n<o une filtration de type produit local
sur [ng,0]. On note (Vyg+1,-.., Vo) une innovation de F sur [ng,0]. Soient F' et F’ deux
filtrations isomorphes a F. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) (F',F") est une coimmersion de F en arbre sur |ng,0].

(b) Les filtrations (F],)n<ny €t (F)n<n, sont coimmergées et chacun des deuz vecteurs aléa-
toires (Vo 41,---,Vg) et (Vo oq,..., Vy') est une innovation de la filtration F' v F.
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(c) Les filtrations (F))n<ng €t (Fn)ngn, sont coimmergées, chacun des deux vecteurs aléatoires
(Vposts---5 Vo) et (Vi 11y, Vo) est indépendant de la o- algebre I}, vV Fy et pour tout
n €]ng,0], on a

FoVFn = (T VI Vo (Vigirr -, Vi)
= (F, VIR IV (Vi 155 V).
Démonstration. (a) == (c) se déduit immédiatement de la définition, (¢) = (b) est

évident. Le seul point non trivial de (b)) = (a) est la coimmersion qui se vérifie de la
maniére suivante. Par symétrie et par le lemme 10.1.1, il suffit de montrer que la filtration

(Frg» Trgi1s- - -»To) est immergée dans la filtration (37, v Iy, F, VI ..., 55V Ip),
et cela se déduit du lemme 8.2.8. ]

La notation suivante sera utilisée plusieurs fois :

Notation 10.1.4. Soient F = (,,),<o une filtration avec une innovation (Vy41,...,Vp) sur
J70,0]. On se donne, sur un espace probabilisé (2, A, P), deux copies indépendantes F' et F*
de la filtration F. Si (V. 1,...,Vy') est un vecteur aléatoire indépendant de F7, VT et de
méme loi que (Vi,g41,.-., Vo), on note Frro-Vag+19Y0' 13 filtration définie par
gj;no,v%ﬂ,...,v(;’ _ {3"’5 ' sin < ng
Fro Vo (Vo iqs--, Vi) sin €]ng,0].

. - s VIV . .
D’aprés le lemme précédent, le couple (F/,F 0 no+1270 ) egt ne coimersion de F en arbre

sur Jng,0]. Avec la définition suivante, nous dirons que c’est une I(ng)-coimmersion en arbre
de J.

Définition 10.1.5. Soit F = (F,),<o une filtration définie sur un espace de probabilité
(2, A,P). Soit ng < 0. On dit que deux filtrations F' = (F},)n<o et F’ = (F,)n<o définies sur un
méme espace de probabilité (€2, A, P) isomorphes a F, coimmergées et telles que les o- algébres
Fy, et I, sont indépendantes forment une, ou que (', F”) est une, I(ng)-coimmersion de F,
ou seulement une I-coimmersion de F si on ne veut pas préciser ng. Lorsque (F,F”) est de
plus une coimmersion de F en arbre sur |ng, 0], nous dirons une I-coimmersion en arbre de
F sur [no, 0], ou une I(ng)-coimmersion en arbre de F, ou une IT(ng)-coimmersion de F. On
dira aussi I-coimmersion en arbre de F, ou IT-coimmersion de F quand on ne précise pas ny.

Lemme 10.1.6. Soient F = (Fy)er et G = (G¢)ter deux filtrations coimmergées définies
sur un méme espace de probabilité (2, A,P). Soit tog € T. Si les o-algébres Fy, et G, sont
indépendantes, alors il y a aussi indépendance entre les o-algebres Ty, et Goo et entre les
o-algebres T et Gy, .

Démonstration. Sous ces hypothéses, montrons que les o-algebres Fy, et G sont indépen-
dantes, I'autre indépendance s’en déduit par symétrie. Soient Fy, une variable aléatoire bor-
née mesurable dans J, et G une variable aléatoire bornée mesurable dans G. On a
E[FtoGoo |9~to\'/9to] = FtoE[Goo ‘ ?tOVStO] et E[GOO |9~to\'/9to] = E[Goo | Sto] par immersion de
G dans FV §. On a donc E[F}y,G] = E[F,E[Gs | Sty]] = E[Fy,JE[Go] par indépendance
entre Jy, et Gy,. O

Lemme 10.1.7. Soit B une o- algébre, et sur un méme espace probabilisé, soient B', B" deux
o- algebres isomorphes a B. Si W est une variable aléatoire mesurable pour B’V B”, il existe
une variable aléatoire Y mesurable pour B telle que o(Y',Y") D o(W).
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Démonstration. On peut écrire W = f(S’,T") ot f est borélienne, S € LO(B') et T € L°(B").
Il suffit de prendre une variable aléatoire Y telle que o(Y) D o(S,T). O

Proposition 10.1.8. Sur un espace de probabilité (2, A,P), soit F = (Fp)n<o une filtration
avec, pour un entier ng < 0, une innovation (Vpo41,..., Vo) sur [ng,0]. On note py la loi

de Vy,. Soit (F',F") une coimmersion de F sur (Q,A,P). Alors les conditions suivantes sont
équivalentes :

(a) (F',F") est une coimmersion de F en arbre sur [ng,0]
(b) Pour tout n €]ng, 0], il existe une variable aléatoire Y,,_1 € L°(F,_1) et une famille mesu-

rable {1ty v}y yrer de transformations inversibles de pu, telles que V,' = zp§,n,) v (Vo)
n—1"n-1

(¢) Il existe une variable aléatoire Y,, € L°(Fy,) et une famille mesurable {7y '}y yrer
d’éléments de Gry(Vng+1,---, Vo) et telle que

( 7%—}-17 cee vVO”) = TY,{(),YT'L’O (Va;o—i-lv cee vVO/)v
0t Gng(Ving+1,---, Vo) est le groupe des changements d’innovations de F sur Jng,0] de
méme loi que (Vigt1,-.., Vo).
Démonstration. Cela se déduit de la proposition 4.4.8 et du lemme 10.1.7. ]

10.2 I-jonction en arbre.

Définition 10.2.1. Soit F = (F,,),<o une filtration localement de type produit condition-
nellement séparable sur (2, A, P). On dit que F est I-joignable en arbre ou qu’elle satisfait le
critére de IT-jonction si pour toute variable aléatoire X € LS™Ple(Fy) il existe ng < 0 et un
espace de probabilité (Q2, A, P) avec une I(ng)-coimmersion en arbre (37, F") de J telle que les
copies X/, X" de X dans 3’ et F” respectivement, vérifient P[X’ # X"] < 4.

La proposition suivante va étre démontrée dans cette section :

Proposition 10.2.2. Soit = (F,,),<0 une filtration de type produit local essentiellement
séparable. Alors F est de type produit si et seulement si F est I-joignable en arbre.

Le lemme suivant sera utilisé ainsi que dans de futurs chapitres.

Lemme 10.2.3. On se donne un espace probabilisé (Q,A,P), deux o-algébres B C A et
C C A indépendantes, et deuz espaces mesurables (S,S) et (T, T). Pour s € S, soient X des
éléments aléatoires dans T tous mesurables pour B et tels que lapplication (s,w) — Xg(w)
est mesurable. On se donne une fonction mesurable positive 0: T x T — [0, +o0[, et pour
deuz éléments aléatoires X et Y dans T, on pose D[X,Y] =E[0(X,Y)] € [0, +0c]. Si X est
mesurable pour B et si C est un élément aléatoire dans S mesurable pour C, alors il existe
s € S tel que D[X, X,] < D[X, X¢].

Démonstration. On a
DX, Xc] = E[0(X, Xc)] = E[E[#(X, Xc) | €]
= /E[@(X,Xs)} dPo(s) = /]D[X,XS] dPc(s).

I1 doit donc exister s tel que DX, X] < DX, X¢]. O
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Pour le lemme qui suit, on se donne une filtration ¥ = (F,,) <o localement de type produit
sur (Q,A,P), avec un processus d’innovation (V},)n<o0, €t on se donne une I(ng)-coimmersion
en arbre (F,3") de F sur (2, A,P). On note Y,,, une variable aléatoire mesurable dans F,,,
et {7y 4}y y7er une famille d’éléments de G, (Vig+1, - - -, Vo) qui dépend mesurablement de
(v, y"), tels que

(Ve V) = 7y v (Vi1 V),
ces objets existant grace a la proposition 10.1.8.

Lemme 10.2.4. Soient E un espace métrique standard et : E x E — [0,400] une fonction
borélienne positive. Avec les notations ci-dessus, soient X € L°(Fo; E) et X' et X" les copies
de X dans F' et F". Alors pour un certain y” € R, le vecteur

(Vﬂ0+17 EERE ‘/0) = TYAO,?J”(VA()-FI? s 7‘/8)

est une innovation de I’ sur]ng, 0] et il existe une variable Z mesurable dans o(Vyg11, - .., Vo)
telle que E[0(X", Z)] < E[0(X", X")].

Démonstration. On écrit X = f(Zny, Vag+1, - - - » Vo) pour une variable aléatoire Z,,, € L°(F,,)
et une fonction borélienne f. Par isomorphisme, on a X" = f(Zgo’TYAO,YAg(VAoH’ V).

Prenons une variable aléatoire W, telle que o(W,,,) D 0(Zp,, Yn,) et écrivons Z,,, = g(Wp,)

et Yy, = h(Wy,) ot g et h sont boréliennes. N N
Iy aindépendance entre J7 et X' d’aprés le lemme 10.1.6, et on obtient alors (Vi 41, .- ., Vo)

en appliquant le lemme 10.2.3 avec C' = W,/ et X, = f(g(s),Tyri()’h(s)(V’OH,...,VO’)), et

n

‘7n Tyenn ,170 est bien une innovation de ¥ sur |ng, 0] par la proposition 4.4.8. ]
o+

Définition 10.2.5. Sur un espace de probabilité (Q, A, P), soit F = (F,)n<o une filtration de
type produit local conditionnellement séparable.

e Soit I un ensemble fini. On dit qu'une variable aléatoire X € LS™Ple(Fy; F) satisfait le
critére de I-jonction en arbre (sous-entendu : dans L!) si pour § > 0, il existe un entier
ng < 0 et une I(ng)-cormmersion en arbre (¥, F”) de F sur un espace de probabilité
(Q,A,P) telle que P[X' # X"] < 6. On note ITS™P'(F; F) I'ensemble des variables
aléatoires X € LS™Ple(Fy: F) qui satisfont le critére de I-jonction en arbre

e Soient (E,p) un espace métrique standard et X € L1(Fg; E). On dit que X satisfait
le critere de I-jonction en arbre (sous-entendu : dans L') si pour § > 0, il existe un
entier ng < 0 et une I(ng)-coimmersion en arbre (F',F") de F sur un espace de proba-
bilité (€2, A,P) telle que E[p(X’, X")] < 6. On note IT"(F; E) I'ensemble des variables
aléatoires X € L1(Jy; F) qui satisfont le critére de I-jonction en arbre.

e Soit (E, p) un espace métrique standard. On dit qu'une variable aléatoire X € L%(Fy; E)
satisfait le critére de I-jonction en arbre (sous-entendu : dans L°) si pour 6 > 0, il existe
un entier ng < 0 et une I(ng)-coirmmersion en arbre (F,F) de F sur un espace de
probabilité (2, A, P) telle que P[p(X’, X"”) > §] < 6. On note IT°(F; E) 'ensemble des
variables aléatoires X € L%(Fy; E) qui satisfont le critére de I-jonction en arbre.

e On dit qu'une o-algébre &g C Fy satisfait le critére de I-jonction en arbre si L*(€,R) C
IT(F;R).

Le lemme suivant se vérifie aisément :

Lemme 10.2.6. Sur un espace de probabilité (Q, A,P), soit F = (Fy,)n<o une filtration loca-
lement de type produit conditionnellement séparable. Soit (E, p) un espace métrique standard.
Alors ITHT; E) est fermé dans L*(Fo; E).
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Corollaire 10.2.7. Sur un espace de probabilité (2, A,P), soit F = (Fp)ngo une filtration
de type produit local conditionnellement séparable. Soient B une sous-o-algébre de Fq et
(Bm)m>0 une suite croissante de sous-o- algébres de B telle que B, / B quand m — +o0.
Soit (E,p) un espace métrique standard. On suppose que pour tout m < 0, toute variable
aléatoire X € LY(B,; E) satisfait le critére de I-jonction en arbre. Alors c’est aussi le cas de
toute variable aléatoire X € L*(B; E).

Démonstration. C’est une conséquence du lemme 10.2.6. O

Proposition 10.2.8. Sur un espace de probabilité (2, A,P), soit F = (Fp)n<o une filtra-
tion localement de type produit conditionnellement séparable. Soient (E, p) un espace métrique
standard. Une variable aléatoire X € LY(Fo; E) satisfait le critére de I-jonction en arbre si
et seulement si elle satisfait le critére de Vershik de premier niveau, ou en d’autres termes,
on a VY(F;E) = ITYF; E). Par conséquent, une o-algébre €y C Fo satisfait le critére de
I-jonction en arbre si et seulement si elle satisfait le critére de Vershik de premier niveau.

Démonstration. Si X € L'(Fy; E) satisfait le critére de I-jonction en arbre, une application
directe du lemme 10.2.4 avec § = p montre qu’elle satisfait le critére de Vershik de premier
niveau. Réciproquement, supposons que X € L!(JFy; E) satisfait le critére de Vershik de pre-
mier niveau. On se donne J > 0. On a alors un entier ng < 0, une innovation (Vpy41,..., Vo)
de F sur Jng, 0], et une variable aléatoire Z dans E mesurable dans o(Vy,+1,. .., Vo) telle que
E[p(X A )] < §/2. On se donne, sur un espace probabilisé (Q, A, P), deux copies indépen-
dantes ¥’ et F* de la filtration F et en utilisant les notations de la notation 10.1.4, on note F”

la filtration F*"0Vuo+1Y0 - Alors (F',F") est une I(ng)-coimmersion en arbre de F, et on a
E[p(X", X")] <E[p(X', 2')] +E[p(Z', 2")] + E[p(X", 2")]

par l'inégalité triangulaire. Or Z' = Z” puisque Z est mesurable dans U(‘N/noﬂ, ..., Vi), et on
obtient alors E[p(X’, X")] < 2E[p(X, Z)] < 6. O

Corollaire 10.2.9. Sur un espace de probabilité (2, A,P), soit F = (Fp)ngo une filtration
localement de type produit avec un processus d’innovations. Alors F est I-joignable en arbre si
et seulement si F vérifie le critéere de Vershik de premier niveau.

Démonstration. C’est une conséquence facile des définitions et de la proposition 10.2.8 appli-
quée avec la distance discréte sur tout ensemble fini F'. O

La proposition 10.2.2 se déduit alors de ce corollaire et de la proposition 3.1.5. Donnons encore
quelques conséquences de la proposition 10.2.8 et des résultats de la section 3.

Corollaire 10.2.10. Sur un espace probabilisé (2, A,P), soient I = (F,)n<o une filtration
de type produit local conditionnellement séparable.

1) Soit £y C Fy une o-algebre. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
a) &g satisfait le critére de I-jonction en arbre.

b) Pour tout ensemble fini F, toute variable aléatoire X € LS™P(Eqy; F) satisfait le critére
de I-jonction en arbre. En d’autres termes, LS™P€(Eq; F) C ITS™Ple(F; F),

¢) Toute variable aléatoire réelle X € L°(Ey) satisfait le critére de I-jonction en arbre. En
d’autres termes, L°(€q) C IT(F).
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2) Soit E un espace métrique standard et X € LY (Fo; E). Alors X satisfait le critére de
I-jonction en arbre si et seulement si o(X) satisfait le critére de I-jonction en arbre.

Démonstration. C’est une conséquence de la proposition 10.2.8 et des parties 1) et 3) de la
proposition 3.3.3. U

Les deux corollaires suivants s’en déduisent immédiatement :

Corollaire 10.2.11. Sur un espace probabilisé (Q, A, P), soient F = (Fy,)n<o une filtration de
type produit local conditionnellement séparable. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) La filtration F satisfait le critére de I-jonction en arbre.
b) La o-algébre Fy satisfait le critére de I-jonction en arbre.

¢) Toute variable aléatoire X € L°(Fy) satisfait le critére de I-jonction en arbre. En d’autres
termes, L°(Fy) C IT°(T).

Corollaire 10.2.12. Sur un espace de probabilité (Q, A, P), soit F = (Fp,)n<o une filtration de

type produit local conditionnellement séparable. Soient (E, p) un espace métrique standard et

F C E une partie finie de E. Alors ITS™P(F; F) = ITY(F; E)NLS™Pe(Fy; F) = ITY(F; E)N

LS (T F) et ITYTF; E) = ITY(F; E) N LY (Fo; E).

Remarque. — On trouve plusieurs notions de confort dans la littérature ([ES]), et toutes
ont la propriété d’étre stables par immersion : une filtration immergée dans une filtration
confortable est confortable. D’abord, cela ne peut s’énoncer pour le critére de I-jonction en
arbre puisqu’il ne concerne que les filtrations tplcs, et nous verrons méme qu’une filtration
tplcs ne satisfait pas nécessairement le critére de I-jonction en arbre si elle est immergée dans
une filtration tples qui satsifait le critére de I-jonction en arbre (nous le verrons sur la filtration
de I'exemple de Vinokurov).



11. LE CONTRE-EXEMPLE DES MOTS
DECOUPES.

Nous allons utiliser le critére de I-jonction en arbre pour établir des conditions suffisantes sur
un processus de mots découpés pour qu’il n’engendre pas une filtration de type produit. Dans
le cas ou l'alphabet est fini, vérifier que le critére de I-jonction en arbre n’est pas satisfait
sera ramené & un probléme de nature combinatoire. Nous en déduirons le cas des alphabets
généraux a l'aide des résultats de second niveau de la théorie de Vershik. Comme nous ’avons
déja signalé dans le chapitre 6 (section 6.4), les filtrations des processus des mots découpés
rp-adiques sont étudiées dans [Ver|, mais sous une autre forme; la condition que nous allons
obtenir sur la suite de découpage (condition (A), proposition 11.4.2), sous laquelle la filtration
du processus des mots découpés r,-adique n’est pas de type produit, est aussi établie dans
[Ver].

11.1 Coimmersions en arbre de deux processus de mots
découpés.

Sur un espace probabilisé (€2, A, P), nous considérons le processus r,-adique des mots découpés
(X, Mn)n<o sur Palphabet (A, ¥, 1), tel qu’il est défini dans le chapitre 6. La filtration qu'il en-
gendre est notée F = (F,)n<0. Pour un entier ng < 0, nous considérons une I(ng)-coimmersion
en arbre (3, 3") de F. Comme & notre habitude, les copies d’une variable aléatoire X € L%(Fy)
dans F' et F” sont notées X’ et X" respectivement. Nous utilisons les notations de la sec-
tion 6.1 concernant les processus de mots découpés et les notations de la section 4.4 sur les
changements d’innovation et les automorphismes d’arbre. La suite (7,,)n,<0 est fixée et nous
notons 7, l'arbre r,-adique de hauteur |ng| et 7,;7** I’ensemble de ses branches maximales.
De par la proposition 10.1.8, il existe une variable aléatoire Y,,, € L%(F,,) et une famille Ty y"
d’automorphismes de I'arbre r,-adique 7y, de hauteur |ng| tels que

(Mmgs1s -+ >10) = Ty v gty -+ 10)-

Pour tout m €]ng,0], X, ., = sg,TJrl)(X,’;L,ny’;LH) est le n) . 1-éme mot des 7,41 sous-mots

de X/ de longueur ¢,, 1 qui forment X/ par concaténation de la gauche vers la droite. Nous
voulons étudier le critére de I-jonction en arbre pour Xy, c’est-a-dire étudier la quantité P[X() #
X{/]. Dans la section suivante, nous donnons les outils nécessaires pour étudier I’évolution de

Iinstant ng a I'instant 0 des deux processus couplés sur I'événement {X,, = w;, ,X) = w;, }.
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Thg+1 Tho+2 o
1o 1 < o1 i
Xno = W, X7L0+1 An0+2 RS RSOU );_1 XO
ng(ﬁ-l ”;:0+2 7y
L R R /] s 1 . N
Xno - wno Xn0+1 ‘Xno+2 X*l AO

Fig. 11.1: Les deux processus couplés.

11.2 Le mécanisme de découpage.

Soit A un alphabet. Une suite r = (r,)n,<o d’entiers positifs est donnée. Pour tout n < 0, on
pose £, = ngn—i-l ri. Ainsi fg = 1 et £,_1 = €, pour tout n < 0. Pour n < 0, on pose

¢,, = 21", Nous avons défini le mécanisme de découpage r,-adique (5,(1"“))” <0 dans le chapitre

6. Pour n < 0 fixé, on définit maintenant par récurrence des applications

s Al s {1, s X X {1 ) — AP pour m €]n, 0], par
k+1
87(1n+k+1) (wn7 6n+17 L 7en+k7 en—i—k—i—l) = Sq(;:_—’;{; * )(Sq(1n+k) (wn7 en—i-la L 76n+k)7 en+k+1) .

Avec ces notations, si (X,,,n,) est le processus des mots découpés r,-adique sur A, alors

Xn-i—k’ - 81(fl,n+k) (Xn, Mn+1y .- 7nn+k)'

Nous posons s, = s,(f’) pour alléger la notation. Cette application se lit commodément sur un

arbre r,-adique 7,, de hauteur |n| étiqueté, comme cela est présenté sur la figure 11.2(a) on
(1)

n = —3 et w = abedefgh; on y lit par exemple s_5’(w,2,1) = wswe au bout de la branche
(2,1) de larbre. La lettre que I’on lit au bout d’une branche maximale (€41, ...,€9) € 7"
est sp(w,enq1,...,€0).
W WrW3W4WsWeW7Wg 12345678
1 2
W13z WslWeWwrWs 1234 5678
1 2 1 2 1 9 1 9
Wy W W3y WsWe Wrws 12 34 56 78
wy W w3 Wy w5 We wy Wy 1 2 3 4 5 6 7 8
(a) L’arbre de découpage de (b) L’arbre de  découpage de
W = W1 WaW3W4W5WeWTWS {1,2,...,4,}
Fig. 11.2: Deux arbres étiquetés.
Définition 11.2.1. Nous utilisons les notations précédentes.
e Soit w un mot de longueur ¢, et (ep+1,...,€0) € 7,7 une branche maximale de I’arbre
rp-adique de hauteur |n|. La lettre s, (w,ent1,...,€0) est appelée la lettre extraite de w

par découpages successifs avec (epy1,...,€0).



11. Le contre-exemple des mots découpés. 93

e Soit (ept1,-.-,€0) € 7, On note j,(€nt1,...,e0) 'indice de la lettre qui n’est pas
effacée dans un mot de longueur /¢,, lorsque ’on découpe avec (€541, . .., €p). C’est U'entier
que l'on lit au bout de la branche (e,41,...,eq) sur I'arbre étiqueté de la figure 11.2(b)
(o n=-3).

Action d’un automorphisme d’arbre sur le découpage. — Nous notons GG, le groupe
des automorphismes de 'arbre r,-adique de hauteur |n|. Il agit naturellement sur les mots
de longueur /,, de la maniére suivante. En lisant de gauche & droite les lettres en bas de
larbre étiqueté de la figure 11.2(a), on retrouve le mot w placé a la racine de 'arbre. Si un
automorphisme d’arbre 7 € (G,, est appliqué & l'arbre étiqueté, le mot qu’on lit de gauche
a droite les lettres en bas de 'arbre transformé est transformé en un mot qu’on note 7.w.
Ceci est représenté sur la figure 11.3. Plus sérieusement (indépendamment de 'alphabet), 7

=]

A

7 E

NN NN
AT A A A A A S AN

#

A A AN
ATEA S A N A S A

Fig. 11.3: T.abedefgh = feghdcab.

s’identifie & une permutation de {1,2,...,¢,} qu’on note encore 7, et agit alors sur tout mot
w = wiwy - - - wy, de longueur £, par la formule 7.w = w, (W (2) -+ - Wr(g,). On fait apparaitre
cette permutation en lisant de gauche a droite 7(1), 7(2), ..., 7(¢,) en bas de arbre étiqueté de
la figure 11.3 avec le mot w = 12 ... £,. alaracine de 'arbre. Ainsi, nous avons aussi une action
de G,, sur 'ensemble {1,2,...,¢,}. C’est une action fidéle, c’est-a-dire que l'identification de
T € G, avec la permutation ¢ — 7(i) de {1,2,...,¢,} est un morphisme de groupe injectif.

Nous écrivons dans le lemme suivant la définition de GG,, en tant que sous-groupe du groupe
des permutations de {1,2,...,£,} que donne cette identification, ot nous utilisons les notations
de la section 6.1 :

Lemma 11.2.2. La suite de groupes (Gq({"))ngo est définie par :
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1. Pour tout n < 0, Gg”) est un sous-groupe du groupe des permutations de [’ensemble
I ={1,2,... 0.} ;
n { )Lyt n} )
(rn)

2. Pour n < —1, toute permutation de Iy ™ qui permute seulement les intervalles I ,(f;) s

)

sans changer 'ordre o lintérieur d’eux est un élément fo” .
(rn)

3. Pour toutn < —1, sig1,...,9r,., sont dans Gy, alors la permutation g de Iy, agissant
comme g1 Sur Ir(:il); comme go Sur IT(IS), ..., €t comme gy, , sur Ir(:,’frzﬂ, est dans GSZ”").

Remarque 11.2.3 (Cardinal de G])). On a
#Gh = (Tna1!) (Tna2) ™ (rags!) TR () TR

et en passant cette égalité au logarithme ceci donne

0 k-1
log #G, = Z H r; log(rg!)

k=n+1i=n+1
0 0 0
log(rg!) log(rg!)
= H T E -0 = (n E 7£ .
i=nt1  k=nt1 Llj=kTJ k=nt1 k1

Remarque 11.2.4. Soit (ep41,-..,€0) € T,)"*, et i = jp(ent1,--.,€0) (définition 11.2.1).

Alors la lettre s, (w,T(enH, . ,eo)) au bout de la branche 7(ep41,...,¢ep) de Iarbre de
découpage pour w (figure 11.2(a)) est la 7(i)-éme lettre w,(; de w, et aussi la i-éme lettre
Taw; de Tw :on a

7(7) = Jn (T(€n+1, ... ,eo))

et

sn(w,T(enH, e ,eo)) = sp(Tw, ent1,...,€0) | (11.2.1)

Croissance des G,-orbites. — On définit la G ,-orbite d’un mot w € A% par O, (w) =
{rw |7 € G,}. A moins que A ne soit réduit & un point ou que n € {—1,0}, il n’y a aucune
G ,-orbite qui égale A’ tout entier. On note §, la métrique de Hamming entre deux mots
dans A’ . Un réel o €]0,1] étant donné, on définit la (G, a)-orbite de w par

Opa(w) = {w' € A" | Ju' € O,(w), 6n(w,w') < a}.

Alors
w € Opo(w) <= dy(w,v') < a,
ou

dn(w,w') = inf &, (w,7.0").
(w,w') = inf o (w,7.0')

Nous posons la question suivante :

Question 11.2.5. Etant donné o > 0, peut-on trouver un entier ng et un mot wy, € Alno
tels que

#Omalwn)
# AP

En termes équivalents, est-ce que

. #On,a (wn)
lzf)lnf #Aln n——00

1 pour tout o« 7
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Cette question admet la formulation probabiliste suivante. On introduit un espace probabilisé
(Q, A,P) avec deux mots aléatoires X,, et X, de longueur ¢,, chacun d’eux de loi uniforme
sur A . Alors on a

#On,a(wn)

4 Aln =P[X], € Ona(wy)] =P[dp(wn, X,,) < al.

Remarquons que

supP[dn(wn,X,’l) < a] —— 1 pour tout @ <= infE[dn(wn,X' )] —— 0,

Wn n——oo Wn, n——oo
et notons que

inf E[dy, (wn, X,)] < E[dn (X, X2,)] < 2inf E[d, (w,, X2)],

et ainsi la question 11.2.5 devient :
Question 11.2.6. Est-ce que

E[dn(Xn, X;)] —— 0 ?

n——oo

Le jeu des mots découpés. — Soit n < 0. On note (X, 7, )ngo un processus des mots
découpés rp-adique sur un alphabet A. Pour étudier le critére de I-jonction en arbre pour
Xo, nous ferons appel a la construction suivante de deux suites (X}, ,1,7),.1),---, (X4, n0)) et
(X)), -5 (X)) de méme loi que (Xp,7n)n<o sur [n, 0], que nous donnons sous
forme de la modehsatlon de I'évolution d’un jeu avec des lettres et des dés. Ce jeu consiste
a réaliser la prouesse suivante. Deux mots X/ et X/ de longueur ¢, sont indépendamment
tirés au hasard. Le joueur a le mot X en main. Il choisit en fonction de X/ et X! une
permutation de {1,2,...,r,41} qu'on note cpg?,Jr ;()// Un dé équilibré n), +1 de 7,41 faces est
lancé indépendamment du présent et le mot X, subit le découpage avec 1, ; : onnote X/, | =

%n+l)(X n>Thg1) le 77,1 sous-mot de longueur £,41 de XJ,. Le joueur découpe son mot avec

M1 = gpg?f}(),, (m,41) : il garde en main X, | = s&nﬂ)(X;L,ngH). Il choisit maintenant en
fonction de ce qui s’est passé une permutaion gog(: X)é’ﬂ?;ﬂ de {1,2,...,7r,42}. Indépendamment

de ce qui s’est passé, un dé 7} | de r, o faces est lancé, et ainsi de suite, le joueur continue
& découper son mot et a choisir une permutation pour le tirage suivant, jusqu’a ce qu’il ne lui
reste plus qu’une lettre X en main, qu’il compare a la lettre X|) finalement extraite de X, ;
il gagne si ces lettres sont identiques.

Sa stratégie est donnée par les permutations go( Jfl),,, gpferi) AT ¢gl+£i,en+1, el

- gofﬂ) w,, o ey AU il peut se fixer avant le début du jeu pour chaque issue possible
n+12"

(W, wy, €y eq) de (X, Xm0y, 1mp). Le jeu est décrit par la construction récur-

rente suivante : a l’instant n+k+1,ledén), +ry1 est indépendant de ce qui s’est passé et le

joueur construit
(n+k-+1)

"
Mn+k+1 = SOX;L X

/
, n7%+17---777§1+k(77"+k+1)

et
(n+k)
n+k+1 = Sn+k ( n—i—kvnn—i-k—i—l)
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On a alors
/! /! /! / / /
(Tln-i—lﬂ 7711—1—27 ... 7770) = TX;,Xg(nnﬁ-la Tln+27 o 7770)

Ol Ty 4 est 'automorphisme d’arbre

_ (n+1)  (n+2) (=1 (=0)
Tw! w" = << (Sow ' NPl w6 +1)I>< )Kgpw w",(On+1,8042;...,0 2)> [XSowlv'w”v('n+l7.n+27~~~,'727.71)7

et la stratégie du joueur correspond a la donnée de la famille d’automorphismes d’arbre
{Tw’,w” }UJ,,'LU” ..

Question 11.2.7. On dit que le joueur a une stratégie gagnante si pour tout n, il sait comment
jouer a partir de I'instant n (c’est-a-dire comment choisir la famille {Tyy 4}y ) €n sorte que

PX) # X;] — 0 quand n — —oo.

Est-ce que le joueur a une stratégie gagnante ?

La meilleure stratégie et les G,-orbites. — Maintenant nous allons établir que la
question 11.2.7 est la méme que la question 11.2.6 (et donc que la question 11.2.5).

Notation 11.2.8. Soit (A,¥) un espace mesuré et §: A x A — [0, +o00[ une distance mesu-
rable sur A. On appelle la §-métrique de Hamming 6% (w',w") entre deux mots w’ et w” de

longeuur /¢,, définie par
L
1 . :
5701(10,7 w”) = E ; e(w/(z)> w”(l))a
et on définit la pseudo-distance d? (w’, w") entre w' et w” par
& W' w") = inf 6w, "),

TEn

ou G, est le groupe des automorphismes de l'arbre r,-adique 7, de hauteur |n|. Quand
0(a,b) = Ty,zpy est la distance discréte, on utilise les notations d,(w', w"”) et dp(w', w"),
et on appelle aussi §,, la métrique de Hamming simple.

Lemma 11.2.9. Avec les notations du jeu des mots découpés, soient (A,0) un espace métrique
séparable et A la tribu borélienne de A. Alors on a

E[0(X0, X0) | X5, X0] = 05 (wh, Twg g wy)  sur {X, = w), X = wy}.

Démonstration. L'indépendance entre (1, 1,...,np) et (X}, X)) donne, sur I'événement {X/, =
/ " 1
wy,, X, = wy,},

E[0(X, X5) | X, X11] = E[0(sn (s, 570): 50 (T o W W 10)) |

O (sn (W), €nt1s---€0), Sn(Twl i Wy €ntls-- - €0))
(en+1, .eq) €T max

Z 0 (W, (), T, wor-win (i)



11. Le contre-exemple des mots découpés. 97

Par conséquent, la meilleure stratégie du joueur consiste & prendre pour Twy, w!, U automor-
phisme d’arbre qui atteint le minimum dans la définition de d,,(wy,,w),), c’est-a-dire tel que

/ i . / i
5n(wn,7'w%,w;{.wn) = inf 0, (w,,, Twy,),
TEGn

et avec ces choix,

P[Xy # Xg] = E[dn(X, X7)]-

11.3 Mots découpés non standard : lemme.

Sur un espace probabilisé (€2, A, P), nous considérons le processus r,-adique des mots découpés
(X, Mn)n<o sur Palphabet (A,%, u), tel qu'il est défini dans le chapitre 6. La filtration qu’il
engendre est notée I = (F),)n<o. Pour un entier n < 0, nous considérons une I(n)-coimmersion
en arbre (F,3") de F. Par la proposition 10.1.8, on a

( r:/+17 .- '7V0”) = TYA,YA’(Vn,—i—lv .- '7‘/8)7

ou Y, et Y,/ sont les copies d'une variable aléatoire Y,, € L%(F,) et {7, 4}, 47er est une
famille mesurable d’automorphismes d’arbre. On démontre alors le lemme suivant comme le
lemme 11.2.9 :

Lemme 11.3.1.
E[0(X0, X0) | F,VF] = 60(X),, vy v - X))

On en déduit alors :

Lemme 11.3.2. La I(n)-coimmersion en arbre (F',F") de F qui minimise au mieuz E [6(X{, X{))]
est donnée par un automorphisme d’arbre aléatoire Tx; xi 0l on choisit Ty, w1 qui atteint le

minimum, dans la définition de d®(wy,,w"), c’est-a-dire tel que

6 / " : 0 / i
5n(wn7 Tw!, w!! wn) = Tleng 511 (wn’ T'wn)7
n

et avec un tel choiz, on a
E[0(X5, X)) = E[d)(X;, X))

Par conséquent, lorsque 0 munit A d’une structure d’espace métrique séparable, X satisfait
le critére de I-jonction en arbre si et seulement si

E[dﬁ(X;L,X{{)] —0 quand n — —o0,

deés que (X, 1), )n<o €t (X, ,mn)n<o sont deux copies indépendantes du processus (X, Nn)n<o-

Remarque 11.3.3. Les lemmes 11.3.1 et 11.3.2 sont encore valables lorsque X/, et X! ont
des lois quelconques sur A, du moment qu’ils sont indépendants. Donc ils s’appliquent a
toute chaine de Markov (W, nn)n<o dont le mécanisme de transition est le méme que celui
des mots découpés, et (donc) dont les lois v, de W,, vérifient sq(inﬂ)(’yn ® fint1) = Ynt1, OU fin

est la probabilité uniforme sur {1,2,... 741}

Question 11.3.4. Comment peut-on caractériser les suites de lois (v )n<o pour laquelle la
filtration de (Wp,nn)n<o 1'est pas de type produit ?
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Nous allons rencontrer un tel processus dans le chapitre 12 pour lequel vy, n’est pas une
mesure produit (pas le processus des mots rongés, mais son processus auxiliaire (W, en)n<o
qui engendre la méme filtration que le processus des mots rongés), et le lemme 11.3.2 sera
utilisé pour étudier le critére de I-jonction en arbre sur sa filtration.

Discussion.— Nous avons vu dans le chapitre 6 que pour tout alphabet (A, u) qui est
essentiellement séparable, le processus des mots découpés r,-adique engendre une filtration
de type produit sous la condition (V). Il est connu ([Smo], [ES|) que lorsque 7, = 2 (le cas
dyadique), et que p est la mesure de probabilité uniforme sur A, la filtration n’est pas de type
produit si #A > 2. Nous allons généraliser ce résultat en donnant une condition sur la suite
de découpage (71, )n<0, appelée condition (A) (proposition 11.4.2), sous laquelle la filtration du
processus des mots découpés r,-adique n’est pas de type produit pour tout alphabet (A, 1)
dés que p n’est pas dégénérée. Nous utiliserons le lemme 11.3.2. Cette méme condition sur la
suite de découpage a déja été obtenue par Vershik [Ver| dans le cadre de son exemple 1 (voir
section 6.4) par des méthodes d’entropie.

Dans [Smo|, le langage des paramétrisations (chapitres 16 et 17) est utilisé, alors que
dans [ES], c’est le langage du I-confort. Rien ne justifiait apparemment la présence des au-
tomorphismes d’arbre dans les preuves de [Smo| et [ES], et elles ne semblent pas s’adapter
directement au cas r,-adique. Comme [ES| les qualifie, ces outils sont du “second niveau ”
de la théorie de Vershik, appropriés aux filtrations générales; 'outil que nous utilisons est le
critére de I-jonction en arbre, notre analogue du critére de standardité r,-adique de Vershik.

11.4 Mots découpés non standard : preuve.

Dans cette section, nous allons donner une condition suffisante sur la suite de découpage
(rn)n<o du processus des mots découpés, appelée condition (A) dans la proposition 11.4.2,
pour que la filtration qu’il engendre ne soit pas de type produit, quel que soit ’alphabet, a
moins qu’il ne soit dégénéré. Sous cette condition, nous allons d’abord établir que le critére
de I-jonction en arbre n’est pas satisfait lorsque ’alphabet est fini, a ’aide du lemme 11.3.2.
Le cas d’un alphabet général sera obtenu & l’aide du second niveau de la théorie de Vershik.

Lemme pour le cas A fini. — Lorsque (X, 7, )n<o est le processus des mots r,-adique
sur un alphabet fini, nous n’allons pas montrer que le critére de I-jonction en arbre échoue
pour Xj sous la condition (A), mais que l'on peut toujours trouver un entier N < 0 tel que
le critére de I-jonction en arbre échoue pour X . Nous allons alors d’abord adapter le lemme
11.3.2 pour X, au lieu de Xj.

Dans le lemme suivant, la suite de découpage (7y)n<o est fixée, A est un alphabet fini,
1 une mesure de probabilité quelconque sur A, et le processus des mots découpés r,-adique
(X, Mn)n<o est défini sur (€, A, P). La filtration qu’il engendre est notée F = (F,,)n<o. Soit
N < 0 un entier. Pour n < N, un mot de longueur ¢,, sur A est la concaténation de ¢,, /¢ mots
de longueur £y, et peut ainsi étre vu comme un mot de longueur ¢, /¢y sur Ialphabet AN . Le
mot aléatoire X sur A est de longueur £y, et de cette maniére le processus (X n4n, IN-+n)n<o
est le processus des mots découpés sur 'alphabet AN (de lettre finale X ) muni de la mesure
de probabilité produit p@~ | et avec comme suite de découpage (7 N-+n)n<o- Si nous munissons
AN de la métrique de Hamming simple notée 6 pour un moment, alors pour n < N la 6-
métrique de Hamming sur (AN )en/ N est la métrique de Hamming simple sur A». On note

N]

Gy pour n < N le groupe des automorphismes de I'arbre (r N4y, )n<o-adique de hauteur |n|;
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ainsi Giv I est le groupe des changements d’innovation sur [n, N] de la filtration (F,),<n. On
définit l'action 7.w de 7 € Gflv I sur le mot w de longueur ¢,, sur A comme pour N = 0 mais en
considérant que w est un mot de longueur £, /¢y sur AN, Puisque A est fini, la métrique de
Hamming simple sur AN induit la topologie discréte et de maniére analogue au lemme 11.3.2

appliqué avec la métrique de Hamming simple sur A~ pour 6, on a :

Lemma 11.4.1. Pour n < N, on pose

dN (! w"y = inf 6, (w',T.w"),
TeGﬁﬂ

ot Gévﬂ agit sur les mots de longueur £, /N sur AN comme il est décrit ci-dessus. Alors X n

satisfait le critere de I-jonction en arbre si et seulement si pour deux copies indépendantes F’
et F" de F, on a
E[dﬁ[ﬂ(Xfl,X;{)] — 0 quand n — —oo. (11.4.1)
Nous commencons maintenant a montrer qu’il est toujours possible de trouver N < 0 tel
que (11.4.1) n’est pas vrai sous la condition (A) donnée dans la proposition suivante :

Proposition 11.4.2. Si la suite de découpage (ry,)n<o satisfait

0
Z logy (7x!) < o, (A)

b
vt bkt

alors pour tout espace probabilisé (A, ¥, ), la filtration du processus des mots découpés r -
adique n’est pas de type produit.
Nous utiliserons 'inégalité de grandes déviations suivantes, connue sous le nom d’inégalité
de Hoeffding :
Lemme 11.4.3. Sur un espace probabilisé (2, A,IP), soient &1,...,&, des variables aléatoires
indépendantes chacune de loi sur {0,1} donnée par P[{; = 1] = q, ou 0 < ¢ < 1. En posant
Zp =11 &n, on a, pour tout nombre réel o > 0,
Z,
P [—n <q-— a} < e—2na?
n
Nous renvoyons a [Shi|, pp. 68-69, pour une preuve.
Dans le lemme 11.4.4 ci-dessous, A est fini et nous utilisons les notations du lemme
11.4.1. Par I'indépendance entre les mots X, and X, , on a £, variables aléatoires i.i.d.

nop?

]l{X AXp (1)} ll{X 2EX (2)} ]l{X (Zno £XU] (6ng)} Leur loi sur {0,1} est donnée

q(p) = PIX, (1) # X (D] = 1 — Zu et on pose p(p) =1 — q(1), (11.4.2)

et on suppose que p n’est pas dégénérée, c’est-a-dire que g(u) > 0.

Lemme 11.4.4. Pour n < N < 0, on pose Sévﬂ = szan ék (on a alors #Gy N =
N]

efn.Sn )
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Sur un espace probabilisé (Q, A, P), soient (X}, n)n<o et (X, n")n<o deuz copies indé-
pendantes du processus (Xp,Nn)n<o- Soit N < 0. Alors pour tout o > 0 et tout ng < N, on

a
n SN

1—2LN2]] no ©ng
Fla))(X),, X1,) < qlu) — o] < ( ) |
Démonstration. Pour a > 0, une application du lemme 11.4.3 aux ¢,,, variables aléatoires i.i.d.
Il{x WAXL, (1)} Il{x;m@);éx,qo(z)} ﬂ{X (bng X1 (no)} donne

P[6n, (X,

no’

X)) < q—a] <e oo’

Maintenant, pour tout automorphisme d’arbre 7, le mot 7.X,, a la méme loi que X, et

il est indépendant de Xno, donc on a
Plda (X7, X1) < q(p) — o] =PB[3r € GRL, 6,0 (X7, 7.X) < q(p) — ]
< Y P0ng(Xp,, 7 X1) < qlp) — @]
TGGN]]
— &0 B 5 (X}, X1 < (1) — al
< (eSnO]]—2a )€n07
et ceci achéve la preuve. O

* Preuve de la proposition 11.4.2. o Premier cas : A est fini. Supposons A fini et p non
dégénérée. Posons SZ_V]] Zk_ () - Sous la condition (A), on a SZ_VO]]O \ 0 quand N —

—00 Ek
—00. Soit N < 0 un entier sufﬁsamment petit pour que

—= < q(p). (11.4.3)

et a > 0 un réel tel que \/S]_V(L/Z < a < q(p). Pour ng < N, on a

202 20,2
1- =55 <1- 4 <0,
Sns Eal
et par le lemme 11.4.4,
1— 204]?
]P)[dNﬂ(X;Longo) <qlp)—a] <e sM = CB< 1.

Puisque 8 ne dépend pas de ng, on a, pour tout ng < NV,

(a(n) — )Py (X7, X1 = a(p) — a
(1= B)(q(p) —a) >0,
ce qui montre d’aprés le lemme 11.4.1 que X y ne satisfait pas le critére de I-jonction en arbre.

o Cas général. Maintenant soit (A, ¥, 1) un espace probabilisé quelconque avec p non dégéné-
rée. A l'aide du cas précédent et du second niveau de la théorie de Vershik, nous allons établir

[dN]](X;m’X” )]

>
=
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la proposition 11.4.2. On considére une application f de A dans un ensemble {a,b} a deux
éléments telle que f(u) n'est pas dégénérée. Si (X, 7n)n<o est le processus des mots découpés
rp-adique sur (A, ¥, p), alors (f(Xn), nn)n<0 est le processus des mots découpés sur I'alphabet

fini ({a,b}, f(1)). Notons F la filtration de (X,,mn)n<o et & celle de (f(Xn),nn)n<0. Sous la
condition (A), nous savons par le cas précédent que € n’est pas de type produit. IBuisqu’elle
est r,-adique, ceci signifie qu’elle n’est pas I-confortable d’aprés le théoréme 15.2.4. Le lemme
8.2.8 montre que € est immergée dans F. On en déduit que F n’est pas I-confortable avec le

lemme 14.3.2, donc pas de type produit par le théoréme 15.2.4 (ou la proposition 14.3.4). O

11.5 Quelques remarques.

Croissance des G,-orbites dans le cas uniforme et dyadique. — Dans la preuve de
la proposition 11.4.2, lorsque r,, = 2, on a Sgﬂ — Sgﬂoo = 1 puisque Sgﬂ =1- 1/2‘"'. De
plus, lorsque A est fini et contient au moins deux points, on a toujours q(u) > 1/4 ou u est la
mesure de probabilité uniforme sur A, et ainsi I'inégalité (11.4.3) de la preuve de la proposition
11.4.2 est valable pour N = 0. Alors d’aprés la discussion de la section 11.2, ceci montre que
la réponse a la question 11.2.5 est négative.

Mots découpés avec des lettres échangeables. — L’inégalité du lemme 11.4.3 est va-
lable pour des variables aléatoires échangeables, et le lemme 11.4.4 aussi, donc la proposition
11.4.2 Test elle aussi.

Entre (A) et (V). — Les propriétés (A) et (V) sur la suite de découpage (71, )n<o sont
des propriétés antipodales. Il serait intéressant d’avoir des conditions meilleures, et de savoir
s’il existe une suite de découpage telle que F est de type produit ou non selon le choix de
I’alphabet.



12. LE CONTRE-EXEMPLE DES MOTS RONGES.

Lorsque T est un automorphisme d’un espace de Lebesgue, il a été établi par Heicklen et
Hoffmann que la filtration dyadique associée a la transformation [T, T '] n’est pas standard
dyadique si I'entropie de T n’est pas nulle, ce qu’avait conjecturé Vershik. Utilisant le critére
de standardité r,-adique de Vershik, la preuve de [HH| est ramenée & un lemme combinatoire.
Dans ce chapitre nous verrons que ce lemme démontre, via le critére de I-jonction en arbre,
que la filtration dyadique du processus des mots rongés n’est pas de type produit. Nous ex-
pliquerons d’abord comment nous avons “émergé” la filtration du processus des mots rongés
de la filtration associée a la transformation [T, T~!]; en admettant alors seulement le lemme
combinatoire de [HH], et en utilisant les résultats de second niveau de la théorie de Vershik,
nous retrouverons le résultat de Heicklen et Hoffmann qui sera énoncé de maniére probabiliste
de la facon suivante : si I’entropie de T n’est pas nulle, la filtration dyadique de la chaine de
Markov [T, T~ n’est pas standard dyadique.

12.1 Préliminaire : endomorphisme d’un espace de Lebesgue.

En concordance avec les ergodiciens, nous appelons un endomorphisme d’un espace de Le-
besgue une application mesurable de cet espace dans lui-méme. Nous disons que c’est un au-
tomophisme si elle est bijective et si T~! est mesurable. Un endomorphisme 7' de Iespace de
Lebesgue (X, ¥, v) produit la filtration H = (H,)n<o = (..., T2(¥), T-1(¥),¥) sur (X, ¥,v).
C’est la filtration engendrée par le processus stationnaire et markovien (..., 72, T, Idy) défini
sur I'espace probabilisé (X, ¥,v) et a valeurs dans 1'espace mesurable (X, ¥). On peut définir
la loi de ce processus de facon probabiliste de la maniére suivante :

Sur un espace probabilisé (2, A,P), un processus (Zy,)n<o @ la loi du processus stationnaire
markovien (..., T% T 1dx) si et seulement si, pour tout B € ¥ tel que v[B] >0, on a

P[Zy+1 € A| Z, € Bl =v[A|T"!(B)],

ou alors, si et seulement si L[Z,+1|Z, = x| est une version réguliere de la désintégration de
Idy conditionnellement auz valeurs de T'. Ceci équivaut aussi a ce que Z, ait pour loi v et que
Zn—1 =T(Zy,) pour tout n. Laloi de ce processus est appelée la loi du processus stationnaire
markovien canonique associé a T

Les ergodiciens s’intéressent a ce type de filtration. Le cas d’un endomorphisme uniformeé-
ment p dans 1, c’est-d-dire telle que presque tout point admet p antécédents et telle que les
probabilités conditionnelles des antécédents valent toutes 1/p, est particuliérement intéressant
puisque dans ce cas la filtration est p-adique. Il y a un progrés fascinant de I’étude de ces
filtrations di & Feldman, Heicklen, Hoffmann et Rudolph ([FR, HH, Ho, HR]).
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Exemple : décalage de Bernoulli. — Soit (A, ¥, 1) un espace de Lebesgue. Le décalage
de Bernoulli sur (A,%,u) est Pendomorphisme T de I'espace produit (AN, A®N ,®N) définie
par T'(v) = vive - -+ pour tout v = vovivy -+ € AN, Lorsque A est fini et que p est la mesure

de probabilité uniforme sur A, on dit aussi que c’est le décalage de Bernoulli uniforme sur
A. La loi du processus markovien stationnaire canonique associé au décalage de Bernoulli sur
(A, %, 1) est celle du processus (Zy,)n<o défini par Z,, = (...,ep-2,6n—1,6n) OU (En)ngo €St
une suite de variables aléatoires i. i. d. de loi u sur A. La filtration que ce processus engendre
est aussi celle engendrée par (€,)n<o. Lorsque le décalage de Bernoulli est uniforme sur un
alphabet fini de cardinal p, c’est la filtration standard p-adique.

12.2 Contenu de ce chapitre.

Il a été conjecturé par Vershik que la transformation [T,T~'], qui est un endomorphisme
uniformément 2 dans 1, n’est pas standard dés que l’entropie de T est strictement positive;
et cela a été démontré par Heicklen et Hoffmann [HH|. Cela donne une autre preuve que cet
endomorphisme n’est pas conjugué & un décalage de Bernoulli, un fait qui a illustré la trans-
formation [T, T71] quand il a été établi par Kalikow [Kal] .

Dans ce chapitre nous allons d’abord définir la transformation [T, T 1] et la loi du processus
stationnaire markovien associé¢; la chaine de Markov [T, T~ que nous définirons sera une
légere variante de ce processus qui engendre la méme filtration. Nous donnerons une méthode
probabiliste pour étudier le critére de I-jonction en arbre pour la filtration de ce processus,
dite filtration [T,T~1]. Suivant la terminologie de [HH], nous dirons que la transformation
[T, T~!] est standard si cette filtration est de type produit, c’est-a-dire standard dyadique.
Dans [HH], il est affirmé, sans explication pour un probabiliste standard, qu’il suffit de montrer
que la transformation [T, T~!] n’est pas standard lorsque T est un décalage de Bernoulli, pour
en déduire que c’est encore le cas lorsque l'entropie de T est strictement positive. Nous le
justifierons dans le langage des filtrations en utilisant un beau théoréme de Sinai, par lequel
nous verrons que dés que l'entropie de T est strictement positive, il y a toujours un décalage
de Bernoulli S tel que la filtration [S, S™!] est immersible dans la filtration [T,T1]. Clest
ensuite avec des résultats de la théorie de Vershik — sous forme de nos résultats ultérieurs
sur le I-confort — que 'on pourra dire qu’il suffit de traiter le cas des décalages de Bernoulli.
La chaine de Markov [T, 7~!] lorsque T est un décalage de Bernoulli sera appelée le processus
des mots décalés. Nous exhiberons une filtration plus petite immergée dans celle du processus
des mots décalés, encore dyadique, la filtration du processus des mots rongés. En utilisant
une seconde fois la théorie de Vershik, nous verrons que la filtration des mots décalés n’est
pas de type produit si celle des mots rongés ne ’est pas. Nous donnerons alors une méthode
pour vérifier que le critére de I-jonction en arbre n’est pas satisfait dans la filtration des mots
rongés pour une certaine variable aléatoire, en nous ramenant a celle utilisée pour le processus
des mots découpés. Le lecteur sera ensuite renvoyé a [HH| pour la démonstration du lemme
combinatoire auquel nous aboutirons. Nous espérons que la lecture de ce chapitre sera utile
a un probabiliste désireux de découvrir d’autres travaux des ergodiciens sur les filtrations (
[Bal, [FR], [Ho], [HR]).



12. Le contre-exemple des mots rongés. 104

12.3 La transformation [T,771] et la chaine de Markov [T, 7.

Décalage de Bernoulli inversible. — Soit (A, ¥, ) un espace de Lebesgue. Le décalage de
Bernoulli inversible sur A est automorphisme T de (AZ,%4%% ;,®7) définie par T'(v); = vi41
pour tout v = ---v_qvgUy - - € AZ,

Produit transversal. — Deux espaces de Lebesgue (Z,3,7) et (V,V,v) sont donnés, ainsi
qu'une transformation S de (V,¥,v), et un flot mesurable v € V +— T, de transformations T,
de (Z,8,7), avec mesurabilité de I'application (v, z) — T} (z). Cela donne une transformation
E de lespace produit (Z x V,3 @V, v ® u), appelée un produit transversal définie par

E(z,v) = (Ty(2), S(v)).

Alors :

Un processus (Zn, Vn)n<o @ la loi du processus stationnaire markovien canonique associé a
FE si et seulement si

o pour tout n, Zy, est distribuée sur Z selon vy, et V, est indépendante de Z, ;

o la loi du processus (Vy,)n<o est celle du processus stationnaire markovien canonique as-

socié a S ;

¢ le passage de n a n+ 1 est donné par la formule Z, 11 = T‘Z}H(Zn).

Remarquons que la filtration du processus (V,)n<o est immergée dans celle du processus

(Zn7 Vn)ngo'

La transformation [T, T~ !]. — Lorsque 7T est une tranformation inversible d’un espace
de Lebesgue (Z,8,7), la transformation [T, T~!] est le produit transversal du décalage de
Bernoulli uniforme sur {—1, 1} avec le flot mesurable (T%)yeq—1, 137 = (7, T—1) ou T, est définie
par T, = T, pour v = vvyvs - - - € {—1,1}N. Dans ce cas :
Un processus (Zn, Vn)n<o @ la loi du processus stationnaire markovien canonique associé d
la transformation [T, T~ si et seulement si
o pour tout n, Vi, = (..., en—1,€n), 0 (€n)n<o est un jeu de pile ou face sur {—1,1};
o pour tout n, Zy est distribué sur Z selon v et indépendante de V, ;
o le passage de n a n + 1 s’obtient en prenant €,41 indépendante de la tribu du passé
U((Zm,Vm),m < n) et en posant
{T‘l(Zn) Si Eng1 = —1
Zn+1 = .
T(Zy,) st epa1 = 1.
En bref, Zpi1 =T (Zy,).
La chaine de Markov [T, T~ !]. — La filtration du processus (Z,, V;,)n<o ci-dessus est aussi

la filtration engendrée par le processus (Zy, p)n<o ; Dous dirons que (Z,, e, )n<o est la chaine
de Markov [T, T~]. Le résultat de Heicklen et Hoffman est :

Théoréme 12.3.1. Si l'entropie h(T) de T est strictement positive, alors la filtration H =
(Hn)n<o engendrée par la chaine de Markov [T, T~ n’est pas de type produit.

Un exemple de C. Hoffman (|Ho|) montre que cette hypothése sur A(T') n’est pas une condi-
tion nécessaire. Dans le cas h(T) = 0, on connait des cas de chaines de Markov [T, 7 ~!] dont
la filtration est de type produit. Citons un exemple. L’entropie d’une rotation est toujours
nulle. Si T" est une rotation du cercle, (Zy,¢ey,)n<o est une marche aléatoire sur le cercle. Sa
filtration est kolmogorovienne si la rotation est irrationnelle (voir proposition 12.3.2 ou |Leul]).
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Il a été démontré par Vershik qu’elle est standard & ’aide du critére de standardité r,,-adique.
Nous donnerons une preuve de sa standardité dans le chapitre 16 dans le cadre des chaines de
Markov constructives. Un processus d’innovations qui engendre cette filtration a été construit
par C.Leuridan |Leu].

Revenons au cas général, nous notons H = (H,,),<o la filtration engendrée par la chaine de
Markov [T, T~!] notée (Zy, en)n<o- Si T n’est pas ergodique (comme par exemple une rotation
rationnelle), la o-algebre H_., n’est pas dégénérée. Remarquons que H est engendrée par
le processus (Zy)n<o lorsque T' est ergodique. Méme dans le cas ot T' est ergodique, il peut
arriver que H_ o, ne soit pas dégénérée ; c’est par exemple le cas lorsque T est la transformation
qui échange les deux éléments a et b d’'un ensemble {a,b} muni de la mesure de probabilité
uniforme.

Proposition 12.3.2 (Meijilson [Mei]). Si T? est ergodique, alors H_, est dégénérée.

Bien que plusieurs auteurs renvoient a [Mei| pour cette proposition, elle ne s’y trouve pas exac-
tement sous cette forme. Sa preuve peut s’obtenir a partir du théoréme de [Mei| de la méme
fagon que le corollaire de ce théoréme y est obtenu; on peut aussi ’obtenir plus facilement en
suivant U'indication de J. Feldman dans [Fe76] puis avec la méme technique que Meijilson.

Réductibilité de la preuve au cas ou 7T est un décalage. — Heicklen et Hoffman
affirment que la preuve de la non standardité de la transformation [T, T~!] peut étre réduite
au cas ot T' est un décalage de Bernoulli inversible. Leur argument est le suivant : « every er-
godic measure-preserving system with strictly positive entropy has an independent partition. ».
Notant h(T) 'entropie d’un endomorphisme T, cet argument équivaut au théoréme de Sinai
suivant :

Théoréme 12.3.3 (Sinai). Soit n > 2 un entier, soient p1,...,p, des nombres réels stricte-
ment positifs tels que Z;L:ﬂ?j = 1. On se donne un ensemble fini A de cardinal n équipé d’une
mesure i dont les masses de probabilités sont les pj, et on note S est le décalage inversible
sur (A%, %, u®%). Si T est un endomorphisme ergodique d’un espace de Lebesque (¥,T,m) telle
que

h(T) == pjlogp;,
j=1

alors il existe une application mesurable : (X£,T,m) — (AZ %, u®%) transportant m sur p
telle que Som =moT.

Nous avons énoncé ce théoréme comme dans [We| o sont données des références a son propos.
Rappelons que si A est un ensemble fini de cardinal n équipé d’une mesure p, alors ’entropie du
décalage de Bernoulli S sur (A%, %, u®%) (ot % est la o- algébre engendrée par les projections)
est égale a I'entropie — ) 4 p(a)log p(a) de la mesure p.

Nous en déduisons I'affirmation de [HH| de la maniére suivante, en utilisant des résultats
de second niveau de la théorie de Vershik. Soit T" une transformation inversible ergodique d’un
espace de Lebesgue telle que h(T") > 0. Il est toujours possible de trouver n et des p; comme
dans le théoréme de Sinai et en appliquant ce théoréme on obtient S et m. Remarquons que
m=SomoT 1 siT estinversible et qu'alors S™! o m = 7o T71. Ainsi, si (Zy,,&n)ngo est la
chaine de Markov [T, T~ sur (Q,.A,P), on a

T(Znt1) = S ((Zn)),
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et le processus (W(Zn), 5")n <o ©st alors la chaine de Markov [S, S ~1], ou en d’autres mots, le

processus des mots décales sur (AZ, %, u®%). Comme la filtration § = (G, )n<o engendrée par
ce processus est immergée dans la filtration H = (3, )n<o de la chaine de Markov [T, T71],
on en déduit avec le corollaire 15.2.6 H ne satisfait pas le critére de I-jonction en arbre si’il
n’est pas satisfait pour G.

12.4 Les processus des mots décalés et des mots rongés.

Nous utilisons les notations de la section 5.1 du chapitre 5 concernant les mots. Soit S le
décalage de Bernoulli inversible sur un espace de Lebesgue (A, ¥, ). Nous appelerons aussi la
chaine de Markov [S, S™1] le processus des mots décalés ; c’est la chaine de Markov (Z,,, €5 )n<o
définie par

o pour tout n, Zy, = ... Zn(—2)Zy(—=1) 2, (0)Z, (1) Z,(2) . .. est un mot sur A%, formé de

lettres indépendantes Z, (i), i € Z, distribuées sur A selon u, et e, est uniforme sur
{=1,1} et indépendante de Z, ;
o le passage de n a n + 1 s’obtient en prenant €,11 indépendante de la tribu du passé
a( cos (Zn—1,6n-1), (Zn, En)) et en prenant pour Z,y1 le mot Z,, décalé d’un indice vers
la droite si €41 = 1, ou vers la gauche si epp1 = —1.
On suppose qu’un tel processus (Z,,ep)nez est défini sur un espace probabilisé (Q2, A, P) et
on note § = (Gn)n<o sa filtration. Remarquons que I'égalité G,, = o(Z,,,m < n) est une
conséquence de 'ergodicité du décalage de Bernoulli.

Traduites dans notre langage, les mathématiques de [HH| montrent que le critére de I-
jonction en arbre échoue pour la variable aléatoire Wy := Zy(0) (la lettre centrale de Zj).
Mais étant ergodiciens, ils utilisent non pas le critére de I-jonction en arbre mais le critére de
standardité dyadique de Vershik, et pour eux il semble immédiat que le probléme se traduit
par le lemme 12.4.1 ci-dessous, alors que nous avons besoin des résultats de second niveau
de la théorie de Vershik pour nous ramener & ce lemme, de la maniére suivante. Nous allons
exhiber une filtration dyadique F immergée dans G pour laquelle Wy est mesurable et plus
commodément montrer que Wy ne satisfait pas le critére de I-jonction en arbre dans F. Cela
montre aussi que G ne satsifait pas le critére de I-jonction en arbre d’aprés le corollaire 15.2.6
que nous verrons plus tard.

Zo= ... Zo(-2)  Z(-1) |Z(0)] Z@Q)  Z(2)
Za= ... Za(=2) [Za(-1)] Z.(0) [Z.()] z.(©
Zoa= ... |Zo(=2)| Zs(-1) |Zs(0)] Z(1) |Z-2(2)
Z_3: ...........................................................

Fig. 12.1: Ou l'on exhibe les mots rongés.

Pour tout n < 0, on définit le mot W,, = Z,,(n)Z,(n +2)... Z,,(—n — 2)Z,(—n) de longueur
In| + 1. Le processus (Wp,epn)n<o est alors une chaine de Markov dont la loi est donnée par
les deux conditions suivantes :
o pour tout n, Wy, est un mot de longueur |n|+ 1 formé de lettres indépendantes chacune
de loi p sur A, et e, est uniforme sur {—1,1} et indépendante de W, ;
o le mécanisme de transition consiste a prendre & l'instant n+ 1 le signe aléatoire €1 in-
dépendant de la tribu du passé a( vy, W1, enm1), (W, sn)) et de définir Wy11 comme
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étant le mot de longueur |n| obtenu en effagant la premiére lettre de Wy, si epp1 = 1 ou
sa derniére lettre si epp1 = —1.
Nous notons F = (F,,)n<o la filtration du processus (W, €, )n<o, qu'on appelle le processus
des mots rongés sur (A, %, u).

Pour appliquer le critere de I-jonction en arbre & Wp, nous introduisons une chaine de
Markov auxiliaire (W, en)n<o qui engendre aussi F, et dont le mécanisme de transition est
le méme que celui le processus des mots découpés dyadique défini dans le chapitre 6. Ainsi
nous pourrons utiliser le lemme 11.3.2 du chapitre précédent (remarque 11.3.3). Pour cela, on
définit une application

~ 1 2ln|
: Ungo A‘nl"_ — UngoA
we AN e A2,
qui envoie le mot w de longueur |n|+ 1 sur le mot @ de longueur 2/ clairement décrit sur un

exemple par la figure suivante :

abede

-

ahe bed

. _/\1 /\
b be be ¢ bc
a b b ¢ b ¢ ¢ d ccd

Fig. 12.2: w = abede, @ = abbebedbecdedde

Comme I//I\/'n et W, peuvent se construire I'un avec 'autre, la filtration de (Wn, €n)n<o €st

aussi la filtration & du processus des mots rongés. Le processus (Wn,En)ngo est markovien,
son mécanisme de transition est le mécanisme de découpage dyadique défini dans le chapitre
6 et regardé plus en détail dans le chapitre 11. Le 11.3.2 s’applique donc (remarque 11.3.3),
nous 1’énoncons ci-dessous lorsque A est fini :
Lemme 12.4.1. Soit (W, e,)n<o le processus des mots rongés sur un alphabet fini (A, p),
et F = (Fn)n<o sa filtration. On introduit le processus (Wn,En)ngo comme ci-dessus. Alors la
variable aléatoire Wy satisfait le critére de I-jonction en arbre dans F si et seulement si dans
deux copies indépendantes F' et F" définies sur un espace probabilisé (Q,A,P), on a

E[dn(w,{“ erz/)] — 0 quand n — —oo,

ot la définition de d, est donnée dans la notation 11.2.8, pour r, = 2.

La preuve que E[dn(ﬁ?,g, W,ﬁ[)] —- 0 se trouve dans [HH|. Le théoréme 12.3.1 a été généralise
par Karen Ball [Ba] & des produits transversaux plus généraux que la transformation [T, T 1.



13. CONCLUSION DE CETTE PARTIE.

Le critére de I-jonction en arbre permet d’établir que la filtration du processus des mots rongés
n’est pas de type produit. Nous avons eu recours ensuite aux critéres de second niveau pour
établir que c’est encore le cas de la filtration de toute chaine de Markov [T, T '] lorsque T est
un endomorphisme d’entropie strictement positive. Les critéres de second niveau de la théorie
de Vershik, objets de la partie suivante, concernent toutes les filtrations conditionnellement
séparables. Comme nous allons le voir, le pont entre le premier et le second niveau de la
théorie de Vershik est bati sur le théoréme 1.1.1 donné dans 'introduction : pour les filtrations
conditionnellement homogénes, les critéres de second niveau sont équivalents au critére de
Vershik de premier niveau.



QUATRIEME PARTIE

CRITERES DE VERSHIK DE SECOND NIVEAU.



110

Le critére de I-confort est un invariant des filtrations défini dans [ES], comptant parmi les
critéres de second niveau de la théorie de Vershik. Nous le définissons et étudions ses premiéres
propriétés dans le chapitre 14. Sa définition différe de celle du critére de I-jonction en arbre en
ceci qu’elle impose seulement aux deux copies de la filtration d’étre cormmergées, sans deman-
der que la coimmersion soit en arbre. Comme nous le verrons par un argument d’extrémalité,
ces deux critéres sont équivalents dans le cas d’une filtration conditionnellement homogéne,
ce qui nous ouvre la porte du second niveau de la théorie de Vershik. Ceci donne une nouvelle
preuve de ce résultat, déja connu dans le cas essentiellement séparable, et en outre il sera
généralisé au cas conditionnellement séparable. Nous le démontrerons dans le chapitre 15 oul
nous verrons alors comment s’en déduit facilement 1’équivalence entre filtration standard et
filtration I-confortable.

Dans le chapitre suivant, nous introduirons la notion de paramétrisation que nous utilise-
rons pour donner des exemples de filtration standard et que nous appligerons au I-confort des
filtrations des chaines de Markov. Il sera clair qu’une filtration qui admet une paramétrisation
génératrice est standard ; la réciproque est un résultat non-trivial qui sera ’objet du chapitre
19. Le cas conditionnellement séparable sera étudié.



14. I-CONFORT.

Le critére de I-jonction en arbre ne s’énonce que pour les filtrations de type produit local
conditionnellement séparables. Se présentant comme une légére variante de celui-ci, le critére
de I-confort qui est I’objet de ce chapitre s’énonce pour toute filtration et il définit un invariant
des filtrations. On trouve ce critére dans [ES|; dans ce chapitre nous étudions plus en détail
sa définition et certaines de ses propriétés. Dans le cas d’une filtration de type produit local
conditionnellement séparable, il est plus faible que le critére de I-jonction en arbre. Nous
verrons dans le chapitre suivant que ces deux critéres coincident dans le cas des filtrations
conditionnellement homogénes.

14.1 Définition.

Les notions nécessaires a I’énoncé du critére du I-confort ont déja été données dans les chapitres
précédents.

Définition 14.1.1. Soit F = (F,),<o une filtration sur un espace de probabilité (2, A,P).
On dit que F est I-confortable si pour toute variable aléatoire X € LS™Pl(F;) et pour tout
réel § > 0, il existe un espace de probabilité (2, A, P) muni de deux filtrations F’ et F” telles
que :

(i) F’ et F” sont toutes deux isomorphes a F;

(ii) F' et F” sont coimmergées ;
(iii) Il existe un entier ng < 0 tel que les o-algebres 7, et F  sont indépendantes;

)

(iv) X’ et X", les copies respectives de X par les isomorphismes de la premiére condition,
vérifient P[X’ # X"] < 6.

On voit facilement que deux filtrations isomorphes sont I-confortables si et seulement si I'une

d’entre elles 'est. Rappelons que la définition 10.1.5 résume les propriétés (i), (i), (iii) en

disant que (F',F") est une I(ng)-coimmersion de F. Ainsi il est évident qu’une filtration tplcs

qui vérifie le critére de I-jonction en arbre est I-confortable.

Le I-confort a été défini ainsi dans [ES], o il est présenté comme une variante d’un critére
de Tsirelson dans [Tsi| pour des filtrations & temps continu. Cependant le critére de [Tsi] ne
fait pas intervenir deux copies de la filtration, mais toute une suite de copies. Si nous voulions
conserver ce point, nous énoncerions le I°°-confort au lieu du I-confort pour une filtration a
temps discret négatif, comme nous le ferons dans le chapitre 18 (définition 18.0.1). Cela semble
plus fort que le I-confort, mais nous verrons que ces deux critéres sont équivalents dans le cas
des filtrations conditionnellement séparables.
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14.2 Choix des variables aléatoires ‘“test”.

Ici nous montrons que, comme pour le critére de Vershik de premier niveau et le critére de
I-jonction en arbre, il est possible, en adaptant la condition (iv) de la définition 14.1.1, de
considérer d’autres variables aléatoires “test” dans le critére de I-confort que les variables
aléatoires simples.

Définition 14.2.1. Soit F = (F,)n<o une filtration sur un espace de probabilité (2, A, P).

e Soit (E, p) un espace métrique standard. On dit qu'une variable aléatoire X € L'(Fp; E)
satisfait le critére de I-confort (sous-entendu : dans L') si X pour tout réel § > 0, il
existe un entier ng < 0 et une I(ng)-coimmersion (F,F”) de F sur un espace probabilisé
(Q,A,P) telle que E[p(X’, X")] < 8. On note I'(F; E) I'ensemble des variables aléatoires
X € L' (Fo; E) qui satisfont le critére de I-confort.

e Soit (E, p) un espace métrique standard. On dit qu'une variable aléatoire X € L%(Fy; E)
satisfait le critére de I-confort (sous-entendu : dans L) si pour tout réel § > 0, il existe
un entier ng < 0 et une I(ng)-coimmersion (F,F”) de F sur un espace probabilisé
(Q,A,P) telle que P[p(X’,X") > 6] < 4. On note I°(F; E) 'ensemble des variables
aléatoires X € L%(Fp; E) qui satisfont le critére de I-confort.

e Soit F un ensemble fini. On dit qu'une variable aléatoire X € LS™Pe(Fy: F) satisfait le
critére de I-confort (sous-entendu : dans LS™P'€) si pour tout réel § > 0, il existe un
entier ng < 0 et une I(ng)-coimmersion (F’,3"”) de F sur un espace probabilisé (€2, A, P)
telle que P[X’ # X"] < 6. On note IS™P*(F; ) Iensemble des variables aléatoires
X € L¥™Ple(Fy: F) qui satisfont le critére de I-confort.

e On dit qu'une o-algébre &g C JFy satisfait le critére de I-confort si L'(€p; R) C I'(F; R).

Proposition 14.2.2. On reprend le cadre et les motations de la definition 14.2.1. Les en-
sembles I'(F; E) et I°(F; E) sont fermés dans LY (Fo; E) et dans L°(Fo; E) respectivement.

Démonstration. En effet, donnons-nous X € L(F); E) dans I'adhérence de I'(F;E). On
note D[X,Y] = E[p(X,Y)]. Pour tout § > 0, on a Z € L'(Fo; E) qui satisfait I(F) telle
que D[X, Z] < §/3. Par hypothése, on a une I(ng)-cormmersion (F',3”) de F sur un espace
(Q, A, P) telle que D[Z’, Z"] < §/3. Par isomorphismes, on a D[X’, Z'] = D[ X", Z"] = DX, Z]
et I'inégalité triangulaire donne D[X’, X"] < §, donc X € I'(F; E).

Le méme raisonnement avec D[X,Y] = inf {0’ > 0 | P[p(X,Y) > §'] < &'} donne la
preuve de la proposition pour L°(Fg; E). O

Corollaire 14.2.3. Soit F = (F,)n<0 une filtration sur (2, A,P). Si (By,)m>0 est une suite
croissante de sous-o-algébres de Fy qui satisfont le critéere de I-confort, alors la o- algébre
Boo :=lim / By, le satisfait aussi.

Démonstration. C’est une conséquence du lemme 1.2.3 et de la proposition 14.2.2. ]

Remarquons qu’il n’est pas trés évident que les définitions de I°(F) ou de I'(F) ne dé-
pendent que de la topologie de L°(Fg; E) ou de L'(Fy; E) respectivement. Si p et p’ sont des
distances topologiquement équivalentes sur E, peut-on substituer p a p’ dans ces définitions ?
Est-ce que X € LY (3"0; (E, p)) appartient a I°(F; E) si et seulement si X € L! (3"0; (E,p' A 1))
appartient a I! (3"0; (E,p' A 1)) ? La proposition suivante montre que oui. Par contre il sera
clair que les notions analogues définies pour le critére de I°°-confort dans le chapitre 18 sont
topologiques.



14. I-confort. 113

Proposition 14.2.4. Soit F = (F,)n<0 une filtration sur un espace de probabilité (2, A, P).
Soient (E, p) un espace métrique standard et X € L(Fo; E). Les conditions suivantes sont
équivalentes, la condition (i) étant & ne pas prendre en compte si X ¢ L'(Fo; E) :
(i) X € INF; E).
(ii) X € I°(Fp; E).
(iti) Toute variable aléatoire Z € L°(0(X)) appartient a I°(F;R).
(iv) Pour tout ensemble fini F, toute variable aléatoire Z € L*™P°(o(X); F) appartient a
Isimple(?; F)
(v) Pour tout espace métrique standard (E*, p*), toute variable aléatoire Z € L' (o(X); E*)
appartient o I'(F; E*).
(vi) Pour tout espace métrique standard (E*, p*), toute variable aléatoire Z € L°(o(X); E*)
appartient o I°(F; E¥).

Démonstration. o (i) = (ii). Soit § > 0. On a une I(ng)-coimmersion (F,F") de F sur
(Q,A,P) telle que E[p(X’, X")] < 6%, ce qui donne P[p(X’, X") > §] < 4.

o (ii)) = (iii) Notons ©(X) I'ensemble des variables aléatoires Z € L°(0(X)) de la
forme Z = f(X) ou f: E — R est lispschitzienne. On se donne Z = f(X) € ©(X), on note ¢
le rapport de Lipschitz de f. Soit 6 > 0. Par hypothése on a une I(ng)-coimmersion (F',3F")
de F sur (Q,A,P) telle que P[p(X', X") > 6/c| < 4, et on en déduit P[|Z’ — Z"| > §] < 4.
Ainsi ©(X) C I°(F;R) et on conclut avec le corollaire 1.2.7 et la proposition 14.2.2.

o (iii)) => (iv). Soit F = {z1,22,...,2,} C R un ensemble fini et Z € LS™P*(5(X); F).
On se donne § > 0 et on pose &' = & A min;x; {p(z;,z;)}. Par hypothése, on a une I(ng)-
coimmersion (F7,5") de F sur (Q,A,P) telle que F[p(Z’,Z”) > 5’] < ¢'. Par conséquent,
P(Z' + Z"| < Plp(Z'. Z2") > &'] < 6.

o (iv) => (v). Soient Z € L'(c(X); E*) et § > 0. Soit R € Ls™Ple(g(X); E*) telle que
E[p(Z, R)] < ¢/3. Notons {x1,x3,...,2,} un ensemble fini de valeurs prises par R presque
stirement. On note M = max {p(z;,z;)} et & = /M. On a une I(ng)-coimmersion (F,F")
de F sur (2, A,P) telle que P[R' # R"] < §'/3, ce qui donne E[p(R',R")] < Md'/3 = §/3.
Alors par D'inégalité triangulaire et par transferts isomorphes, on a E[p(Z’, Z")] < 4.

o (v) = (vi). SiZ e I'(o(X);E*), en appliquant (i) = (ii) avec E* au lieu de E
et X = Z , on sait que Z € I°(F; E*). On évoque alors la densité de L! (U(X);E*) dans
o (U(X); E*) et on applique la proposition 14.2.2 pour conclure.

o Pour finir, on a immédiatement (v) = (i) et (vi) = (ii). O

Le corollaire suivant est immeédiat :

Corollaire 14.2.5. Soit I = (F,)n<o une filtration et B une sous-o- algébre de Fy. Alors
B satisfait le critére de I-confort si et seulement si LS™Pe(Bgy) C IS™Pe(F), ou encore si et
seulement si L°(Bg) C I1°(F),

Remarque 14.2.6. Nous ne savons pas si pour étre I-confortable, il suffit 4 une filtration
F = (Fn)n<o que toutes les indicatrice 114, A € Fy, satisfassent le critére de I-confort. Nous
en reparlerons dans le chapitre 18.

14.3 Propriétés.

Proposition 14.3.1. Une filtration isomorphe & une filtration I-confortable est I-confortable.
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Cette proposition est immédiate d’aprés la définition, nous ’avons déja signalée.
Lemme 14.3.2. SoientF = (F,)n<o une filtration définie sur un espace de probabilité (2, A, P)
et € = (En)n<o une filtration immergée dans F. Pour un entier ng < 0, soit (3, 3") une I(ng)-
coimmersion de F sur un espace de probabilité (2, A, IP). Alors :
(i) La filtration &', resp. ", image de € par isomorphisme en question de F sur F', resp.
de F sur 3", est immergée dans F', resp. dans F".
(i1) (&',E") est une I(ng)-coimmersion de E.

Par conséquent une variable aléatoire mesurable pour € qui satisfait le critére de I-confort dans
F le satisfait aussi dans €.

Démonstration. Le fait qu’un isomorphisme de filtrations préserve la propriété d’immersion
donne (i) et, sans difficulté, on en déduit (i) par transitivité de la propriété d’immersion. O

Corollaire 14.3.3. Une filtration immersible dans une filtration I-confortable est I-confortable.
Démonstration. Cela se déduit aisément de la proposition 14.3.1 et du lemme 14.3.2. ]

Proposition 14.3.4. Une filtration de type produit local qui satisfait au critére de Vershik de
premier niveau est I-confortable.

Démonstration. Dans le cas ou F est tplcs, cela peut se déduire du corollaire 10.2.9. La preuve
est similaire pour le cas général, et nous démontrerons dans le chapitre 18 qu’une filtration
de type produit local qui satisfait au critére de Vershik de premier niveau est 1°°-confortable
(proposition 18.1.2), ce qui est a priori plus fort que le I-confort. La preuve de la proposition
en cours s’obtient comme celle de la proposition 18.1.2 en considérant seulement un réel ¢ > 0
au lieu de la suite (0y)r<o, puis en recopiant la suite de la preuve seulement pour k =0. O

Dans le cas des filtrations conditionnellement séparables, le fait suivant apparaitra comme
une conséquence immédiate de I’équivalence entre filtration standard et filtration I-confortable
que nous établirons dans le chapitre suivant (voir définition 15.3.2 et corollaire 15.3.4)

Proposition 14.3.5. Une filtration I-confortable est kolmogorovienne.

Démonstration. Soit F = (F,,)n<o une filtration I-confortable sur (2,.A,P). Soit X € L1(F).
Nous allons montrer que E[X |F_o] = E[X]. Soit (d;)r>0 une suite décroissante de réels
strictement positifs telle que d; \ 0 quand k& — —+oo. Pour tout & > 0, le critére de I-
confort nous fournit une I(ng)-coimmersion (F,3") de F définie sur un espace de probabilité
(Q,A,P) telle que l'on a E[|X’ — X"|] < 6;. On a Egg}k (X' = E%kvgxk [X'] et ngk [X"] =
E%k vy, [X"] par la propriété d’immersion, donc E%k [(X'] - Eg‘%k (X" = E%k vy, (X' —X"].
De la contractivité de ’espérance conditionnelle il vient alors

EUE% (X'~ Eay, [X"] H < O

L’espace (€, A, P) et la I-cotmmersion dépendent de k, mais ceci montre que sur tout espace
de probabilité (€2, A,P) muni de deux copies indépendantes F*, F** de F, on a 'inégalité

E[\Eak (X7 - Esr;;z [X**H] < O

pour tout k£ > 0, ou X* et X** désignent les copies (indépendantes) de X.
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On obtient alors E[X*|F*_ | = E[X**|F**_] en appliquant le théoréme de convergence
des martingales renversées. C’est une égalité de deux variables aléatoires indépendantes, d’ou
E[X*|F* ] = E[X*], et on conclut par isomorphisme. O

Rappelons pour la proposition suivante que le produit indépendant de deux espaces de
probabilités filtrés (€, A, (F¢)ser,P) et (¥, A, (F))ter,P’) est I'espace de probabilité filtré
(Qx VA QA (F, © Fer, PO P).

Proposition 14.3.6. Le produit indépendant de deux filtrations I-confortables est une filtra-
tion I-confortable.

Démonstration. 1l s’agit de montrer que si F = (F,)n<o €t § = (9n)n<o sont deux filtrations
définies sur un méme espace de probabilité (€2, A, P) indépendantes et I-confortables, alors la
filtration FVG = (F,V Gy )n<o est I-confortable.

Par la proposition 14.2.2, il suffit pour cela de montrer que le critére de I-confort est satisfait
dans LS™P!® pour toute variable aléatoire Z € LS™Ple(F3VGy) de la forme Z = f(F,G) ou f est
borélienne, F' € Ls™Pe(Fy) et G € L¥™P!¢(Gy). Donnons-nous alors Z = f(F, G) de cette forme
un réel § > 0. Par hypothése, il existe deux entiers négatifs pg et go, une I(pg)-coimmersion
(37,9") de F sur un espace de probabilité (€2,A,P) telle que P[F’ # F"] < 6, et une I(qg)-
coimmersion (§,5”) de G sur un espace de probabilité (Q,4,P) telle que P[G # G"] < 6.
Posant ng = min{pyg, ¢o}, on peut supposer que py = gy = ny.

La filtration VG est isomorphe a la filtration H = (H,,)n<o définie sur (2, A, P)®(Q, A, P)
par H,, = F,®G,,, et sur le produit indépendant (Q, A, P) = (X, A, ﬁ)@(ﬁ,ﬁ, IE’), les filtrations
H'" et H" forment une I(ng)-coimmersion de F ® G dans laquelle on a

P[f(F,G') # f(F",G")] <B[F' # F"] + P[G" # G"] < 25,
ce qui achéve la preuve. O

Proposition 14.3.7. Soit I = (F,),<0 une filtration sur un espace probabilisé (2, A,P).
Si Xo € LY(F) satisfait le critére de I-confort, alors X, := E[X |F,] satisfait le critére
de I-confort pour tout m. Plus précisément, pour tout n < 0, toute variable aléatoire Y €
Lt (O'(Xn, .. ,Xo)) satisfait le critére de I-confort.

Démonstration. Donnons-nous n < 0 et posons X,,, = E[X | F,,,] pour m € [n,0] et p = |n|+1.

—

Par la proposition 14.2.4, il s’agit de montrer que X := (X,,...,Xo) € I'(Fo;RP), ol on a
muni R? de la norme ||(z1,...,2p)|1 == > |-

Soit § > 0. Par hypotheése, on a pour un entier ng < 0, une I(ng)-coimmersion (F,3") de F
sur un espace probabilisé (0, A, P) telle que E[| X’ — X”|] < §/p. Par 'immersion conjointe et
par la contractivité des espérances conditionnelles, on en déduit que 'on a E[|X], — X/ || < d/p

ot E H(X;L,...,X{))—(X{{,...,X(’)’)Hl} <4 O

Corollaire 14.3.8. Sur un espace de probabilité (2, A,P), soit F = (Fp)ngo une filtration
engendrée par une martingale (My,)n<o. Alors I est I-confortable si et seulement si la variable
aléatoire My € LY (Fg) satisfait le critére de I-confort.

Démonstration. C’est une conséquence de la proposition 14.3.7 et de la proposition 14.2.4. [
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14.4 Exemple : couplage classique des chaines de Markov.

Dans cette section nous allons utiliser un lemme de couplage de chaines de Markov (théoréme
14.4.1), appelé couplage classique dans la littérature ([Lin], [Th]), pour établir le I-confort de
la filtration de certaines chaines de Markov.

Sur un espace de probabilité (2, A,P), on se donne une chaine de Markov homogéne
(Mp,)nen & valeurs dans un espace d’états F fini ou dénombrable. On définit un temps d’arrét
T; = min{n > 1|M,, = i} appelé le temps de retour en i. Notant P; la probabilité P condition-
née a l'événement { My = i}, rappelons qu’on dit qu’un état i est récurrent si P;[T; < oo] =1,
et qu'on dit qu’'un état récurrent i est positif si de plus E;[T;] < oco. Une chaine est alors dite
récurrente positive si tous ses états sont récurents positifs.

Soient M’ = (M) )nen et M* = (M}),en deux copies indépendantes de M = (M, )nen,
définies sur un espace de probabilité (Q,A4,P). On note

T =inf{n>0| M, =M}

Le lecteur est référé a [Lin| ou [Th| pour une preuve des résultats du théoréme suivant.

Théoréme 14.4.1. Soit (2, A,P) un espace de probabilité. Soit (My,)nen une chaine de Mar-
kov homogéne irréductible et apériodique d’espace d’états fini ou dénombrable E. Alors, avec
les notations ci-dessus, on a P[T < oo] = 1 quand E est fini, et aussi quand E est dénombrable
lorsque la chaine de Markov est récurrente positive.

Nous allons en déduire que la filtration d’une telle chaine de Markov est I-confortable. Ceci
s’applique par exemple a la filtration de 'exemple de Vinokurov (section 2.2). Pour mener
les calculs dans le lemme 14.4.3, nous aurons besoin de la propriété locale de l'espérance
conditionnelle, rappelée dans le lemme suivant.

Lemme 14.4.2. Soit (2, A,P) un espace probabilisé. Soient B1, By C A des o- algébres, et
X1, Xo € L' des variables aléatoires telles que X1 = Xo sur un événement A € By N By tel
que ANB1 = AN By. Alors E[X | B1] = E[X2 | Ba] sur A presque sirement.

Le lecteur est renvoyé a [Kall] pour une preuve de ce lemme.

Soit F = (Fp,)ngo une filtration dans un espace probabilisé (Q2,.A,P). Un temps d’arrét
T dans F est a valeurs dans {—oo} U =N U {4+00}. Nous dirons qu’il est fini a gauche si
P[T # —o0] =1, fini a droite si P[T # +oo] = 1, et fini s'il est fini & gauche et a droite.
Lemme 14.4.3. Soit (0, A,P) un espace de probabilité. Soit (My,)necz une chaine de Markov
a valeurs dans R. On note F la filtration de M. Soient M' = (M])nez et M* = (M)nez
deux copies de M = (My)nez, définies sur un espace de probabilité (0, A,P), qui engendrent
des filtrations F' et F* coimmergées (c’est-a-dire que M' et M* sont des F' V F*-chaines de
Markov. Soient ng € Z et T un temps d’arrét dans F'NVTF* tel que M/T = M% . On pose

M My sin
n

VoA
||

n ’ .
M) s

Alors le processus M" = (M])nez est une copie de M = (My)nez et les filtrations F' et F”
engendrées par M' et M" respectivement sont coimmergées.

Démonstration. Notons (Pn+1(a:, ))m cg une version réguliere de la loi conditionnelle de My, 1
sachant M,,. Pour montrer que les filtrations ¥ et ¥’ sont coimmergées, il suffit de vérifier que
F" est immergée dans F' V F*, et cela revient a dire que M” est une chaine de Markov dans
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F' v F* (lemme 8.2.7). Nous allons vérifier a la fois ceci et que M” est une copie de M. Notons
que M)/ = M, . sur {T < n} et que M)/, | = My, sur {T > n}. La propriété locale de
lespérance conditionnelle (lemme 14.4.2) et 'immersion conjointe de ¥’ et F* donnent, d’une

part,
E[f( n+1) |§/ v ({*] ll{T>n} E[f(M;H) | M;;] ]1{:7>n}

_ / 1 (@) Pyt (M, da) Lgr
= \/f(x)Pn+l(M1;/7dx)]1{T>n}’

et d’autre part,
E[f( n+1) |§/ Vv ({*] ]I{T<n} E[f(Mv/wrl) ’%z v 9:] H{Tsn}
=E[f(My41) | M;,] Lezgn)

:/f(x)PnH(Mylmdx)]]{Tgn}
:/f($)Pn+1(M1gvdx)]l{T<n}'

En somme, ceci montre que Pon a E[f(M}, )|, v Fi] = E[f(M]},,)|M]], ainsi que
E[f(M}.)|M]!] = [ f(x)Pos1(M,,dz), et M" est nen conséquent une chaine de Markov
dans ¥V F* de méme loi que M. O

Théoréme 14.4.4. Soit M = (M,)nez une chaine de Markov homogéne stationnaire, irré-
ductible et apériodique avec un espace d’états fini ou dénombrable E C R. On note F = (F,)nez
la filtration de M. Alors quand E est fini ou quand E est dénombrable si la chaine de Markov
est récurrente positive, F est I-confortable.

Démonstration. On pose B,, = o(My,n > m). Nous allons montrer que les B,, satisfont
I(F), et le corollaire 14.2.3 donnera le I-confort de F. Commengons par Bg. Soient M’ =
(M) )nez et M* = (M})nez deux copies indépendantes de M = (M, )nez, définies sur un
espace de probabilité (€,.A,P). On note F’ et F* les filtrations respectives de M’ et M*.
Posons T = inf{n > 0 | M}, = M;}. Par le théoréme 14.4.1, on a P[T < +oo] = 1. Soit
§ €]0,1] et Ng > 0 suffisamment grand pour que P[T' < Ng] > 1 —§. On pose ng = —Nj et
Ty, = inf{n > ng | M, = M}}, puis

.
M — My sin
"M s

n Sim

no

VoA
i [

no-

Par le lemme 14.4.3, les processus M’ = (M) )pez ¢t M" = (M])nez sont des copies de
M = (My)nez, et les filtrations F’ et F” engendrées par M’ et M" respectivement, forment
une I(ng)-coimmersion de F. Par stationnarité, on a P[T,, < 0] > 1 — 4, et donc

P[M) = M}, M| = M}/, My =My,..]>1-8,

ce dont on déduit que LS™Pe(Bg) C I5™Ple(F), puis que la o- algébre By satisfait le critére de
I-confort avec le corollaire 14.2.5.

Par stationnarité, chacune des B, satisfait alors aussi le critére de I-confort, et comme
B, / Fo, le I-confort de F est une conséquence du corollaire 14.2.3. O
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Dans le cas ot E n’est pas dénombrable, on ne peut pas s’attendre & établir le I-confort de F
par de tels couplages. Lorsque (My,),>0 est une chaine de Markov stationnaire avec M, de loi
diffuse dans R, le temps d’arrét T = inf{n > 0 | M/, = M} de la preuve précédente est infini
presque strement. Il serait plus approprié de regarder pour de telles chaines de Markov si les
temps d’arrét

Te=inf{n>0]|M, - M| <e}, €>0

sont atteints presque stirement, puis de coupler les deux chaines aprés T en sorte qu’elles
restent proches. Cela peut se faire commodément avec la définition constructive des chaines
de Markov (définition 3.6.2). Dans le chapitre 16, nous verrons des conditions suffisantes
bien plus générales que celles du théoréme 14.4.4 sur une chaine de Markov pour que celle-ci
engendre une filtration I-confortable.



15. FILTRATIONS I-CONFORTABLES ET
FILTRATIONS STANDARD.

Le théoréme 15.2.3 est l'objet des deux premiéres sections de ce chapitre. Il généralise le
théoréme 1.1.1 de l'introduction au cas des filtrations conditionnellement séparables. Notre
démarche est différente de celle de [ES| qui ont utilisé le critére de standardité de Vershik
(chapitre 19) pour établir ce théoréme (dans le cas conditionnellement non-atomique) alors
que nous utilisons le critére de I-jonction en arbre. Une fois ce théoréme établi, nous définirons
la notion de filtration standard et démontrerons son équivalence avec le I-confort en suivant
exactement [ES|, puis nous généraliserons ce résultat au cas conditionnellement séparable.
Nous donnons d’abord les nouvelles terminologies suivantes sur les filtrations.

Définitions 15.0.1. Soit F = (F,)n<o une filtration définie sur un espace probabilisé (2, A, P).
On note ng < 0 un entier.

e S’il existe une innovation (Vyo41,..., Vo) de F sur Jng, 0] telle que V;, soit une variable
aléatoire uniformément distribuée sur un nombre fini r,, de valeurs, on dit que F est
rn-adique sur [ng,0].

e S’il existe une innovation (V41 ..., Vo) de F sur ng, 0] telle que V,, soit de loi diffuse,
on dit que F est conditionnellement non-atomique sur Jng, 0].

e S’il existe une innovation (Vi41,...,Vy) de F sur [ng, 0] telle que V,, soit une variable
aléatoire diffuse ou simple et uniforme, on dit que F est conditionnellement homogéne
sur Jng, 0]

Ces terminologies ne créent pas d’ambiguité d’aprés le corollaire 4.3.4. L’étape-clef pour établir
le théoréme 15.2.3 sera la proposition 15.1.3. Le cas r,-adique en découle avec la proposition
10.2.2, et le cas conditionnellement homogéne sera déduit par approximation.

15.1 Cas r,-adique.

Soit F = (F,)n<o une filtration r,-adique. On veut montrer qu'elle satisfait le critére de
Vershik de premier niveau si elle est I-confortable. Regardons la définition 14.1.1 du I-confort.
Si on montre que parmi les I(ng)-coimmersions (F',3F”) de F, celles qui sont en arbre sont les
meilleures pour parvenir a la condition (4v), il n’y aura plus qu’a appliquer le corollaire 10.2.9.
Ceci va provenir du lemme suivant, comme nous allons le voir.

Lemme 15.1.1. Soitr > 2 un entier. L’ensemble des probabilités sur {1,2,...,r}x{1,2,...,r}
de marges uniformes est un sous-ensemble convexe et compact de l'espace des mesures sur
{1,2,...,r} x {1,2,...,r}. Ses points extrémaux sont les probabilités portées par le graphe
d’une permutation de {1,2,...,r}, et il est 'enveloppe convezre de ses points extrémaut.

Démonstration. La convexité et la compacité sont immédiates. En ce qui concerne les points
extrémaux, c’est un théoréme da a G. D. Birkhoff (voir [MO]). O
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Cette section s’achéve par la proposition 15.1.3. Nous avons besoin de généraliser le lemme
4.4.7 pour la partie b) de cette proposition, qui servira ensuite uniquement a démontrer la
partie b) du corollaire 15.2.1, qui elle sera utilisée dans le chapitre 17.

Lemme 15.1.2. Sur un espace de probabilité (2, A,P), soit F = (F,)n<o une filtration avec,
pour un entier ng < 0, une novation (Vyg41,..., Vo) sur Jng,0], et soit € = (E,)n<o est une
filtration contenue dans F et telle que &, C E,—1V o(V,,). Pour tout n € [ng,0], soit S, une
variable aléatoire mesurable pour €,,. Alors il existe une variable aléatoire Yy, € LO(EnO) telle
que pour tout n €]ng, 0], on a

O'(Yno, Vn0+1, Vn0+2, .o Vn) D U(Sn07 Sn0+1, .o Sn)
Démonstration. La preuve se fait comme celle du lemme 4.4.7. ]

Proposition 15.1.3. Sur un espace de probabilité (2, A,P), soit F = (Fy)n<o une filtration
rn-adique sur no,0]. Soit E un espace métrique standard et 0: E x E — [0,4o00] une fonc-
tion mesurable positive. Soit X € L°(Fy; E) une variable aléatoire dans E. On se donne une
coimmersion (3, 5*) de F sur (Q, A, P) et un entier ng < 0.

a) Alors il existe sur (Q,A,P) une filtration F = (ff;n)ngo telle que F,, = F! pour n < ny,
(F,9) est une coimmersion de F en arbre sur Jng,0] et E[6(X’, X)] <E[0(X', X*)].

b) On note (Vpy41, ..., Vo) une innovation de F sur [ng,0[. Si € = (E,)n<o est une filtration
contenue dans F et telle que €, C &,-1Vo(Vy,) pour tout n € [ng,0], et si X est mesurable
pour &g, alors on peut préciser la forme de la coimmersion en arbre (F',F) ainsi : pour
tout n €]no, 0], on a

o ()
VTL - wS/

n,17§n71
ot Sp_1 € LY(E,_1) et {@Z)g,l)y,,}y/’y//eﬂg est une famille mesurable de permutations.

Démonstration. Montrons 'assertion b), de laquelle a) se déduit en prenant &€ = F. La preuve
va étre faite par récurrence descendante sur ng. Il n’y a rien a faire pour ng = 0. Supposons la
proposition vraie pour ng + 1, et donnons-nous une coimmersion (¥, F*) de F sur un espace
de probabilitée (Q,A,P) et X € LY(&p; E). Par I'’hypothése de récurrence, on a sur (,.A, P)
une coimmersion (F,F") de F sur [ng + 1,0], qui coincide avec (F', F*) jusque ng + 1 et telle
que E[0(X’, X")] <E[0(X’, X*)], et de plus telle que

Vo = ¢fgz)_1,5g_l(vq{)>
pour tout n €]ng + 1,0], ott S,—1 € L°(E,_1) et {wg(;i)y"}y’,y”eR est une famille mesurable de
permutations.
Par hypothese, &y C &,,Vo(Viy+1,-- -, Vo), donc on peut écrire X = f(TnO, Vao+1,-- -5 V0)
avec f borélienne et Ty, € L°(&,,). Par le lemme 15.1.2, on peut introduire une variable
aléatoire Sy, € L°(E,,) telle que

U(Snoa Vn0+17 Vn0+27 R 7%) D) U(Tn07 Sn()—i-h R 750)‘

ce qui nous permet d’écrire
X = f(Snov VTL0+1’ s 7%)
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ou f est borélienne, et d’écrire

" o (n0+1) / ,
( no+27 V ) SQO’V£O+1754{07V%+ ( n0+2""7%)7

ou { (nngy) U,,} est une famille mesurable d’automorphismes d’arbre.

Notons vy, 42 la loi du vecteur (V) i o,..., V). On a alors

E[H(X/ X”)‘ no+1 v n0+1] =

—

+1 —
/0 Snor Vno+1: ¥ )’f(SZo’ ri;+177g'm V’) so oy (V) dlngra(v).

ng’ nog+1~ng’ "ng+1

En projetant cette quantité, on obtient
E[o(X', X") |5, V5] =
-/ ( [ CA A NI e PAIC) duno+2<?>) AT, (v),0"),

ou
L"O - L[( no+1» n0+1)| 34/ ]
est la loi du couple (V,; ,1,V," ;) conditionnellement a iT’ Vv J7, 5 nous venons d’écrire
E[0(X', X")| 5} V Fhy] = Ly, sz (Cng) (15.1.1)
ou, étant donnée une mesure g sur {1,2,...,7po41} X {1,2,...,7po+1}, On & posé

Ly/vy”('u’) = / </ O(f(y,7 ’U,, Z)? f(y”’ U”’ T;?gt;/)/mu(?)) dl/no+2(?)> d;U’(U/v ’U”).

La fonction Ly, est une forme linéaire continue sur I'espace des mesures sur {1,2, ..., 7,41} X
{1,2,...,7py+1} qui dépend mesurablement de y et y”. Par 'immersion conjointe, les marges
de Zno sont toutes deux égales a la loi de V,, presque stirement. Notons Jp,+1 le sous-espace
affine des probabilités sur {1,2,..., 741} X {1,2,...,7py+1} de marges uniformes. D’aprés le
lemme 15.1.1, c’est un ensemble convexe et compact qui est 'enveloppe convexe de ses points
extrémaux, et on a alors

inf L, = inf Ly s 15.1.2
ueljn0+1 vy (,U) pEEXtr(Tng+1) vy (N) ( )

ou Extr(K) désigne 'ensemble des points extrémaux d’un convexe K. Le lemme 15.1.1 dit

aussi que Extr(J,,+1) est consistué de toutes les permutations de {1,2,...,7py4+1}. Pour
y',y"” € R, on choisit de facon mesurable une permutation 11) 3 ),, de {1,2,...,7p,+1} telle que
la probabilité g, ,» sur {1,2,... 7Tno+l} de marges unlformes qui est portée par le graphe de
zpé’f‘;ﬁl) atteigne la borne inférieure dans (15.1.2). Ainsi

Ls; sy (1sy, 51 ) < Ly sy (Lng)- (15.1.3)

Toutes les mesurabilités requises sont la pour bien définir une variable aléatoire V;, 11 en

1) .
posant Vi, 11 = 1 n°+s,, (Vyyos1). Puis on pose

7 +1) / /
(Vo Vo) =700 5 Vo)
’ 520+1v Vio+15ng+1Vno+1 no+e ’
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On construit alors la filtration cherchée F en posant

§’ _ gj;ll Si n < no
" 9:;:0\./0-(‘/“04-17 cee 7‘771) sin 6]]710, 0]]

On a alors, pour tout n €]ng + 1,0],
7 () ’

n—1 7Sn71

et on a

Lg;, s (s, 1) = E[0(X', X) |, V Ty (15.1.4)

avec X = f(S” 17”0+1,I~/n0+2,...,1~/0). L’inégalité E[G(X’,)?)] < E[0(X', X")] desirée de-

no?

coule de (15.1.1), (15.1.3) et (15.1.4). O

15.2 Cas conditionnellement homogéne.

Comme nous ’avons déja dit, la proposition 15.1.3 et le corollaire 10.2.9 donnent le théoréme
15.2.3 dans le cas r,-adique. Par approximations, la proposition 15.1.3 donne le corollaire
suivant qui permettra d’établir le cas conditionnellement homogene. La partie b) est inutile
pour les résultats de ce chapitre, elle sera utilisée dans le chapitre 17.

Corollaire 15.2.1. Soit (2, A,P) un espace de probabilité. Soit F = (F,)n<o une filtration

conditionnellement homogéne sur |ng,0], pour un certain entier ng < 0. Soient (E,p) un

espace métrique standard et X € L*(Fo; E). On se donne une coimmersion (F',F*) de F sur

un espace de probabilité (Q, A, P).

a) Alors pour tout € > 0, il existe une filtration F" sur (Q, A, P) telle que (F',F") est une
coimmersion de F en arbre sur ng, 0] et E[p(X’, X")] <E[p(X’,X*)] +e.

b) On note (Vpg+1,--., Vo) une innovation de F sur [ng,0[. Si € = (E,)n<go est une filtration
contenue dans F et telle que &, C €,-1Va(V,,) pour tout n € [ng,0], et si X est mesurable
pour &g, alors on peut préciser la forme de la coimmersion en arbre (F',F") ainsi : pour
tout n €]ng, 0], on a

Vnzww Y (Vn,)7

n—1""n—1
ot Y, 1 € L&, 1) et {w?(jb)y,,}y/’yueR est est une famille mesurable de permutations.

Démonstration. Nous montrons b), assertion a) s’en déduit en prenant € = F. On désigne par
D(F) C]ng, 0] ensemble des n €]ng, 0] tels que V,, est diffuse et par S(F) son complémentaire
dans ]ng, 0], ensemble des n €]ng, 0] tels que V;, est uniforme sur un nombre fini de valeurs.
Pour n € S(F), on note 7,, une innovation de ¥,,_; dans F,, de loi uniforme sur {1,...,r,} et
pour n € D(F), on choisit a 'aide du corollaire 4.3.4 une innovation U, de F,,_1 dans F, de
loi uniforme sur [0, 1]. La o-algebre

el = g (Vigts .- Vo) = 0 (s n € S(F)) V 0 (Un,n € D(F))

est alors un complément de F,,, dans Fp.
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Pour tout n € D(&F) et pour tout entier £ > 0, on définit une variable aléatoire nq(f) uniforme

sur {O, 1/2¢, ... k/2f . 01— 1/25} en posant

© 2t 1 i
0 _ E :_
" k=0 2! ]1{2%<U”<k271}.

Alors les o-algebres (i’,(fo) = o (., n € S(F)) V a(ng),n € D(9)), £ > 0, forment une suite

croissante qui tend vers (9,(1%0) quand £ — oo.

On pose § = €/4. Puisque &y C SHO\'/GS?), et que EnOVG%} / enovdﬁ)‘“) quand ¢ — oo,

pour ¢ suffisamment grand, il existe une variable aléatoire Z mesurable pour Eno\'/(??(fo) telle

que E [p(X, Z)] < ¢ (proposition 1.2.4). On choisit un tel entier ¢ et pour qu’il n’alourdisse pas
(0)

17 A M : _ Z
écriture, on pose maintenant 7, = 7y,
et par isomorphismes, on a

pour n € D(F). Notons que par I'inégalité triangulaire

El[p(Z',Z2*)] <E[p(X', X*)] + 20.

Remarquons que Z est mesurable pour Dy := F,, Vo (Nng+1,---,Mn) qui est la tribu finale de
la filtration D = (D,,)p<o définie par

o
n

VoA

B Fn sin
" gjno\./o-(nn()-i-lw” 777n) sin 05

qui est rp-adique sur [ng,0], admettant (7,,41,...,70) comme innovation sur [ng,0]. La
filtration D est immergée dans F (lemme 8.2.8), (D', D*) est une coimmersion de D et La
variable aléatoire Z est mesurable pour D, et Z’, Z*, sont aussi les copies respectives de Z
dans D’ et D*. Notons aussi que Z est mesurable pour Dy := E,,Vo(Mng+1, - -, M) qui est la
tribu finale de la filtration D~ C D définie par

o
n

VoA

D - En ‘ s% n
EnogVI(Mno+1s---+sMn) Sin 0
La proposition 15.1.3 appliquée & Z donne alors une filtration D” sur (Q,A,P) telle que
(D', D") est une I(ng)-coimmersion de D en arbre sur [ng, 0] avec Dy = Dj pour n < ng et
telle que 'on a ]E[,o(Z’, Z”)] < E[,O(X’,X*)] + 24, et de plus on a, pour tout n €]ng, 0],

M=)y (),

ott Vo1 € LYUD;, ) C LY(&,—1) et {'l/]z(;l’)y//}y“ylleﬂg est est une famille mesurable de per-
mutations. On redéfinit ici 'innovation (Vo41,..., Vo) de F en renommant les V,, en posant
Vo =nnsine SF) et V, =U,sine D). On note uy, la loi de V,, et G, le groupe des
changements d’innovations de & sur [ng, 0] de méme loi que (Viy41, ..., Vo) (définition 4.4.5).

Toute permutation ¢ de {0, /20, ... k/2¢ ... 1— 1/25} se prolonge naturellement en une
permutation de [0, 1], ceci en échangeant chaque segment ]k/ 20 (k +1)/ 24] avec le segment

k/2Y), o(k/2%) +1/2¢]. On prolonge de cette maniére les permutations 1#(7) , et en posant
ensuite

Va;, = 7/’%2)7173/7771(‘/7;)7
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pour tout n €]ng, 0], on prolonge alors I'isomorphisme de D sur D” a toute la filtration F en
Penvoyant sur la filtration F” définie par

PR Reis sin 0
n OEN " " .
FhoVo (Vi sqs--5 V) sin

n
n

VoA

05

ceci en envoyant chaque V;, sur V,”. On a ainsi construit une I(ng)-cormmersion (¥, F") de F
en arbre sur |ng, 0] avec les propriétés requises et on a E [p(X’, X”)] < E[p(X’, X*)] + € par
I'inégalité triangulaire. O

Le corollaire suivant est alors immeédiat :

Corollaire 15.2.2. Sur un espace probabilisé (2, A,P), soit F = (Fp,)n<o une filtration de type
produit local et conditionnellement homogéne. Soit E un espace métrique standard. Alors une
variable aléatoire X € LY(Fo; E) satisfait le critere de I-confort si et seulement elle satisfait
le critére de I-jonction en arbre.

De ce corollaire on déduit immédiatement le théoréme suivant & ’aide du corollaire 15.2.1 et
du corollaire 10.2.9 :

Théoréme 15.2.3. Sur un espace probabilisé (2, A,P), soit F = (Fy,)n<o une filtration loca-
lement de type produit, conditionnellement homogéne. Alors les trois conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) F est I-confortable.

(i) F est I-joignable en arbre.

(iii) F satisfait le critére de Vershik de premier niveau.
Le théoréme 1.1.1 de l'introduction s’en déduit avec la proposition 3.1.5 :
Théoréme 15.2.4. Sur un espace probabilisé (2, A,P), soit F = (Fy)n<o une filtration loca-
lement de type produit, conditionnellement homogéne, et essentiellement séparable. Alors les
trois conditions suivantes sont équivalentes :

(i) F est I-confortable.

(ii) F est I-joignable en arbre.

(iii) F est de type produit.
Notons que I'hypothése d’homogénéité conditionnelle est essentielle : nous avons vu que la
filtration de I'exemple de Vinokurov n’est pas de type produit (section 2.2) mais qu’elle est
I-confortable comme conséquence du théoréme 14.4.4.
Quelques corollaires de second niveau. — Du corollaire 15.2.2 résultent aussi les résultats
suivants auxquels nous avons parfois renvoyé le lecteur dans les chapitres précédents :
Corollaire 15.2.5. Sur un espace probabilisé (2, A,IP), soit G = (Gy)n<o une filtration. Soit
F = (Fn)n<o une filtration de type produit local conditionnellement homogéne et immergée

dans G. Soit E un espace métrique standard. Alors une variable aléatoire X € LY (Fo; E) qui
satisfait le critéere de I-confort dans G satisfait le critére de I-jonction en arbre dans F.

Démonstration. C’est une conséquence facile du lemme 14.3.2 et du corollaire 15.2.2. O

Corollaire 15.2.6. Une filtration conditionnellement homogéne immersible dans une filtra-
tion I-confortable satisfait le critére de Vershik de premier niveau. Une filtration conditionnel-
lement homogéne immersible dans une filtration de type produit local qui satisfait le critére de
I-jonction en arbre satisfait elle-méme le critére de I-jonction en arbre.
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Démonstration. Ce sont des conséquences immeédiates du corollaire précédent et du corollaire
10.2.9. O

15.3 Filtrations standard.

Avec le théoréme 15.2.3 que nous venons d’établir, nous allons maintenant établir ’équiva-
lence entre filtration I-confortable et filtration standard pour les filtrations essentiellement
séparables, en suivant [ES|. Le cas conditionnellement séparable sera traité dans la section
suivante.

Lemme 15.3.1. Le produit indépendant d’une filtration conditionnellement séparable par une
filtration conditionnellement non-atomique est une filtration conditionnellement non-atomique.
En particulier le produit indépendant d’une filtration essentiellement séparable par une filtra-
tion conditionnellement non-atomique est une filtration conditionnellement non-atomique.

Démonstration. 11 suffit de montrer ceci pour des filtrations & un pas. Soient F = (Fp,F;)
et § = (G0,9G1) deux filtrations indépendantes sur un espace de probabilité (Q,A,P), avec
F conditionnellement séparable et § conditionnellement non-atomique. On a une novation
V1 de Fy dans F; et une variable aléatoire V' de loi diffuse, indépendante de G et telle que
G1 = GoVo(V). On a alors

?1\791 = (?0\/90) V U(‘/l, V)

Pour montrer le lemme, il s’agit d’aprés la proposition 4.3.3 de vérifier que les valeurs de la
loi conditionnelle £ [(V1,V)|FoVSGo]| sont des probabilités diffuses. Soient f et g boréliennes
bornées. On note p la loi de V. On a alors, presque stirement,

E[f(Vi)g(V)| FoVSo] = / E[f(Vi)g(v) | FoVSo] dpu(v)
— E[f(V))| 5] / 9(v) du(v) = E[f (Vi) | Fo]E[g(V)],

ce qui montre que presque siirement, la loi conditionnelle £ [(Vl, V)| 3'"0\790] est la probabilité
produit L[V} | Fp]® p de la loi conditionnelle de V3 sachant F( avec . C’est une loi diffuse. [

Remarquons que ce lemme et le lemme 8.2.4 entrainent que toute filtration essentiellement
séparable est immersible dans une filtration conditionnellement non-atomique.

Définition 15.3.2. Soit (2, A,P) un espace de probabilité. On dit qu'une filtration F =
(Fn)n<o définie sur (2, A,P) est standard non-atomique si elle est engendrée par une suite
(Un)n<o de variables aléatoires U,, indépendantes et toutes de loi uniforme sur [0,1]. On dit
qu’une filtration est standard si elle est immersible dans une filtration standard non-atomique.

Une filtration est donc standard non-atomique si et seulement si elle est de type produit avec
des innovations qui sont chacune de loi diffuse d’aprés le corollaire 4.3.4.

Le théoréme 15.2.3 et les propriétés élémentaires du I-confort donnent les deux corollaires
suivant. Le corollaire 15.3.4 est montré dans [ES| en utilisant comme étape intermédiaire le
critére de standardité de Vershik (définition 19.1.1).

Corollaire 15.3.3. Les filtrations standard non-atomiques sont exactement les filtrations
standard et non-atomiques. Les filtrations standard r,-adiques sont exactement les filtrations
standard et r,-adiques.
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Démonstration. Dans les deux cas, la preuve résulte du théoréme 15.2.3. Ecrivons-la pour le
cas non-atomique. Si une filtration est standard non-atomique, elle est évidemment standard
et non-atomique. Réciproquement, si F est standard, elle est par définition immergée dans une
filtration de type produit essentiellement séparable, donc elle est I-confortable par le lemme
3.1.4, la proposition 14.3.4 et le corollaire 14.3.3. On conclut alors avec le théoréme 15.2.3. [

Corollaire 15.3.4. Soit F une filtration sur un espace de probabilité (2, A, P). 1l est équivalent
de dire :

(i) F est immersible dans une filtration de type produit essentiellement séparable.
(ii) F est standard.
(iii) F est immersible dans une filtration standard.

(iv) Si (Q,APT = (?n)ngo) est un espace de probabilité filtré standard non-atomique, le
produit indépendant de F et de F est standard non-atomique aussi.

(v) F est essentiellement séparable et F est I-confortable.

Démonstration. (ii) = (ii7) est trivial et (ii4) = (i4) par transitivité de 'immersibilité.

(73) = (7). C’est une trivialité.

(i) = (v). Une filtration de type produit est I-confortable par la proposition 14.3.4, et on
conclut avec le corollaire 14.3.3.

(v) = (iv). Puisque JF est standard non-atomique, elle est I-confortable par la proposition
14.3.4. Son produit indépendant avec F est encore I-confortable par la proposition 14.3.6.
Mais ce produit est conditionnellement non-atomique (lemme 15.3.1) ; en conséquence, par le
théoréme 15.2.4, il est standard non-atomique.

(tv) = (77). Une filtration est immersible dans son produit indépendant avec une autre
filtration d’aprés le lemme 8.2.4. O

15.4 Cas des filtrations conditionnellement séparables.

Le corollaire suivant se démontre comme le corollaire 15.3.4 mais en utilisant le théoréme 15.2.3
au lieu du théoréme 15.2.4. Nous verrons dans la section 15.5 qu’une filtration immersible dans
une filtration conditionnellement séparable est elle-méme conditionnellement séparable. C’est
pourquoi nous avons mis ’hypothése de séparabilité conditionnelle entre parenthéses dans
I’énoncé du corollaire.

Corollaire 15.4.1. Soit F une filtration (conditionnellement séparable). Il est équivalent de
dire :

(i) F est immersible dans une filtration conditionnellement séparable qui satisfait le critére
de Vershik de premier niveau.

(i) F est immersible dans une filtration conditionnellement non-atomique qui satisfait le
critére de Vershik de premier niveau.

(iii) F est immersible dans une filtration immersible dans une filtration conditionnellement
non-atomique qui satisfait le critére de Vershik de premier niveau.

(iv) SiF = (Fpn)n<o est une filtration conditionnellement non-atomique qui satisfait le critére
de Vershik de premier niveau, alors le produit indépendant de F et de F est aussi une
filtration conditionnellement non-atomique qui satisfait le critére de Vershik de premier
niveau.
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(v) F est I-confortable.

Démonstration. (ii) = (iii) est trivial et (ii4) = (i4) par transitivité de 'immersibilité.

(7) = (i) est une trivialité.

(i) = (v). Une filtration conditionnellement séparable qui satisfait le critére de Vershik de
premier niveau est I-joignable en arbre par le corollaire 10.2.9, et donc I-confortable

(v) = (iv). Une filtration conditionnellement non-atomique qui satisfait le critére de
Vershik de premier niveau est I-confortable. Son produit indépendant avec F est encore I-
confortable par la proposition 14.3.6. Ce produit est conditionnellement non-atomique par
le lemme 15.3.1; en conséquence, par le théoréme 15.2.3, il satisfait le critére de Vershik de
premier niveau.

(iv) = (ii). Une filtration est immergée dans son produit indépendant avec une autre
filtration d’aprés le lemme 8.2.4. ]

15.5 A propos de la séparabilité conditionnelle.

Nous allons maintenant justifier qu’une filtration immergée (ou immersible) dans une filtration
conditionnellement séparable est elle-méme conditionnellement séparable.

Lemme et définition 15.5.1. Soient (2, A, P) un espace probabilisé et C C A une o- algébre.
Soient (S,S) un espace mesurable et (u,) un noyau de probabilités de (2, C) vers S, ou un
élément aléatoire mesurable pour € a valeurs dans P(S). On note P ® p la probabilité sur
(Qx S,C®S) définie dans le lemme 8.1.14.

On définit un noyau S(p) de (Q,€) vers (2 x S,C® S) par

B(p)[C x D] = 1cu(D) lorsque C € C et D € S,

qui se prolonge & C® S de maniére unique. Elle est définie pour tout événement Beews
par R A
B(,u)w[B] = :U’w(Bw)

ot B, = {v | (w,v) € B} est la section de B au-dessus de w.

Si (A% S,€®8) est muni de la probabilité P =P ® ft, alors B() est une version réguliere
de la probabzlzte conditionnelle de B := @ ®u S sachant C: pour tout événement B € C ®uS,
on a ]P’[B\(?] = B(w)[B].

Notation 15.5.2. Rappelons les notations de la proposition 8.1.8. Soient (2, A, P) et (ﬁ,fl, I?PJ’)
des espaces de probabilité. Soient ffo et € deux sous-o-algébres de A, ¥y: (2, F),P) —
(LA, P) et Uy: (Q,C,P) — (Q,A IP) des plongements. On pose Fo = Uo(Fo) et C =
¥1(€q), puis on pose F; = Fy V C; et iﬂ = ?0 Vv Gl Si pour toute variable aléatoire C7 €
LY(Q,C,P), on a

\If()(L [01 |?0]) = E[‘Ijl(cl) | §’0]’
on résume ceci en notant o
P[C | Fo] = o o P[Cy | Fo] 0 U L.

Définition 15.5.3. Soient (2, A,P) un espace probabilisé et €, B des sous- o- algébres de A
telles que € C B. On note P® pu la probabilité sur (2 x S, C® S) définie dans le lemme 8.1.14.
On dit que la probabilité conditionnelle P[B | €] se plonge dans un noyau vers (S,S) s’il existe
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un noyau de probabilités p: (€2, C) — P(S) et un plongement ¢: B — C®, S qui envoie € sur
C:=C®,{a,S} et tel que
P[B|Cl =& ! of(u)o®
‘LIde”

ot le noyau () est défini dans le lemme 15.5.1.

Lemme 15.5.4. Soient (2, A,P) un espace probabilisé, C et B des sous-o-algebres de A
telles que C C B et V' une variable aléatoire. Si X est une variable aléatoire mesurable pour
€V o (V), alors la variable aléatoire E[X | B] est mesurable pour €V o (L[V | B]).

Démonstration. Posons p= L[V |B] Si X = lclyyecay ot C € Cet A € B, alors E[X | B] =
I p[A] est mesurable pour CVo (L[V | B]), et le cas général s’en déduit par approximation. [

Le lemme suivant qui résulte du précédent sera utilisé plusieurs fois par la suite.

Lemme 15.5.5. Soient (2, A, P) un espace probabilisé, C C A une o- algébre et V une variable
aléatoire. Soit B une sous-o-algébre de A telle que C C B C CV o (V). Alors B est séparable
conditionnellement a C, et L[V | B] est une novation (définition 2.1.2) de C dans B.

Démonstration. Montrons que B C €V o (L[V | B]). Soit X € L(B). On a alors X = E[X | B]
qui est mesurable pour €V o (L[V | B]) d’aprés le lemme 15.5.4. O

Proposition 15.5.6. Soient (2, A, P) un espace probabilisé, C et B des sous-o- algébres de
A telles que € C B. Alors la o- algébre B est conditionnellement séparable par rapport a C si
et seulement si la probabilité conditionnelle P[B | C] se plonge dans un noyau p vers (R, Bg).

Démonstration. Si B est conditionnellement séparable par rapport & €, c’est la proposition
8.1.16 en prenant pout V' une novation de € dans B a valeurs réelles. Réciproquement si P[B | C]
se plonge presque stirement dans un noyau p sur R, alors sur I'espace (2, C,P)®, (R, ®r) défini
dans le lemme 8.1.14, la variable aléatoire (w, ) — ¢ est une novation de C:=€® {@ ]R} dans
C ®, Br. En notant Pp = {2,0} @PBr, on a C®, Br = €V ®r. Comme CC B C G\/%R, on
conclut alors avec le lemme 15.5.5 et par isomorphisme. O

Lemme 15.5.7. Avec les notations de la définition 15.5.3, si P[B|C] se plonge dans p et si
D C € est une o- algebre telle que P[B | €] = P[B | D], alors pu est mesurable pour D et P[B | D]
se plonge dans p.

Démonstration. La preuve est immédiate a partir de la définition. ]

La proposition a laquelle nous voulons aboutir est la suivante ; elle généralise le lemme 2.1.3.

Proposition 15.5.8. Soient (2, A,P) un espace probabilisé, F = (Fo,F1) une filtration a un
pas immergée dans une filtration a un pas G = (Go,91) (c’est-a-dire que F est indépendante
de Go conditionnellement a Fp). Si G1 est séparable conditionnellement a Go, alors F; est
séparable conditionnellement a Fy.

Démonstration. Comme G est séparable conditionnellement a G, la probabilité conditionnelle
P[S1|YGo] se plonge dans un noyau g sur un espace métrique séparable. Puisque ¥ C Gy, il
est clair que P[F; | Go] se plonge aussi dans p. Or I'indépendance conditionnelle entraine que
P[F1 | So] = P[F1 | Fo], donc P[F; | Fy] se plonge aussi dans p par le lemme 15.5.7, et on conclut
avec la proposition 15.5.6. ]
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On déduit immédiatement de cette proposition :

Corollaire 15.5.9. Une filtration a temps discret négatif immergée dans une filtration condi-
tionnellement séparable est conditionnellement séparable.



16. PARAMETRISATIONS 1.

Dans ce chapitre nous introduisons d’abord la notion de paramétrisation d’une filtration. Une
filtration qui admet une paramétrisation génératrice est standard : la définition donne une fil-
tration standard non-atomique dans laquelle elle est immersible. Nous présenterons alors dans
la section 16.2 des méthodes pour construire une paramétrisation génératrice de la filtration
d’une chaine de Markov. Rosenblatt utilisait souvent ces méthodes dans ses travaux sur le
codage stationnaire. Beaucoup de ses résultats sont généralisés par un théoréme de Hanson
dont nous donnerons I’énoncé et dirons un mot sur la preuve qui fera une belle illustration.
Ces méthodes sont aussi utilisées dans la littérature concernant 1’étude de la stabilité des sys-
témes dynamiques aléatoires rétrogrades, la perte de mémoire de chaines de Markov, ou aussi
I’échantillonnage parfait de Propp et Wilson (|Kif], [Mat], [FG|, [AS]). Les mathématiques
que nous utiliserons pour montrer que la filtration d’une chaine de Markov est standard si
elle satisfait la condition de Doeblin, sont classiques dans cette littérature. Nous verrons com-
ment utiliser tel résultat de cette littérature pour en déduire rapidement que telle filtration
est standard. Dans la section 16.3, nous donnerons des applications des paramétrisations au
critére de I-confort pour la filtration d’une chaine de Markov, qui elles aussi fournissent des
exemples.

16.1 Généralités sur les paramétrisations.

16.1.1 Définition.

Définition 16.1.1. Soit (€2, .A,P) un espace de probabilité avec une filtration F = (F,)n<o-
Une suite (...,U_1,Up) de variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0, 1] est dite
une paramétrisation (globale) de F, ou paramétrisation de F sur | — 0o, 0] si U, est indépen-
dante de F,,_1 et qu'on a F,, C F,,_1Vo(U,) pour tout n < 0. On dit que la paramétrisation
est génératrice si de plus F,, C o(...,Up—1,Uy) pour tout n < 0. On dit que F admet une
paramétrisation globale, resp. génératrice, s'il existe sur un espace probabilisé (2/, A, P') une
filtration F’ isomorphe & F et une paramétrisation globale, resp. génératrice de F’.

Notons immédiatement :

Lemme 16.1.2. Une filtration & temps discret négatif qui admet une paramétrisation géné-
ratrice est standard.

Démonstration. Dans ce cas, le lemme 8.2.8 montre que la filtration est immergée dans la
filtration standard non-atomique engendrée par la paramétrisation génératrice. ]

Il est affirmé par erreur dans la littérature que la réciproque de ce lemme est triviale.
Une discussion a ce sujet se trouve dans [Sch2|. Comme 'affirment les auteurs de [FS00], ce
résultat est cependant vrai, et peut, par le biais du critére de standardité de Vershik, s’obtenir
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a partir de leurs résultats et d’autres de la littérature, suivant la démarche qu’ils indiquent
dans [FS02|. Nous reviendrons sur cette discussion dans le chapitre suivant.

16.1.2 Paramétrisations et séparabilité conditionnelle.

Définition 16.1.3. Soient (2, A,P) un espace probabilisé, € et B des sous- o- algébres de A
telles que € C B. Une variable aléatoire U de loi uniforme sur [0, 1] et indépendante de € telle
que B C CVo(U) est appelée un pas de paramétrisation de C dans B. On dit que le couple de
o-algebres (C, B) admet un pas de paramétrisation s’il existe un espace probabilisé (', A, '),
un plongement ¥: B — A’, et un pas de paramétrisation U’ de ¥(C) dans W(B).

Lemme 16.1.4. Soient (2, A,P) un espace probabilisé, C et B des sous-o-algebres de A
telles que © C B. Alors B est séparable conditionnellement a C si et seulement si (C,B) admet
un pas de paramétrisation.

Démonstration. Si (C,B) admet un pas de paramétrisation, le lemme 15.5.5 montre qu’il existe
une novation de € dans B (via isomorphisme). Réciproquement, supposons que B est séparable
conditionnellement & €, notons V une novation de € dans B, et notons G I'inverse continue
a droite de la fonction de répartition de L[V | C]. On sait par le lemme 4.3.1 que G ¢ (u) est
une fonction mesurable de (w,u). Notons (2%, A*,P*) un espace probabilisé¢ sur lequel on a
une variable aléatoire U* de loi uniforme sur [0, 1]. On définit alors une variable aléatoire V'
sur (Q,A,P) := (2,C,P)®(Q*,a(U*),P*) par V' = Ge(U*), et ona L[V’ | €] = L[V | €] par le
lemme 4.3.1, oil cette derniére égalité est considérée sur (€, A, PP) aprés identifications. Alors
par le corollaire 8.1.10, €V o (V) est isomorphe a €V o(V') C CVo(U*), avec un isomorphisme
U qui préserve C et tel que U(V) =V, O

Définition 16.1.5. Soit (2, .A,P) un espace de probabilité avec une filtration F = (F,)n<o-
On se donne deux entiers mg et ng tels que mg < ng < 0. Une suite (Upyy41,.--,Un,) de
variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0, 1] est dite une paramétrisation (locale)
de F sur |mg,ng] si U, est un pas de paramétrisation de F,_; dans F, pour tout n €
Jmo, no]), en d’autres termes, U, est indépendante de F,,_1 et qu'on a F,, C F,,_1Vo(U,,) pour
tout n €]mg,np]. On dit que F admet une paramétrisation sur [mo,ng] s’il existe sur un
espace probabilisé (', A’ P’) une filtration ¥’ isomorphe a F et une paramétrisation de F sur
]]mo, no]].

En réitérant le lemme 16.1.4, on obtient :

Corollaire 16.1.6. Une filtration admet une paramétrisation locale sur [|ng,0] si et seulement
si elle est conditionnellement séparable sur Jng, 0].

Nous verrons plus tard le cas ng = —oc.

16.1.3 Grossissement paramétrique.

Lemme 16.1.7. Soit ng < 0 un entier ou ng = —oo. Soit F = (F)n<o une filtration et
(Ung+1, - - -, Uo) une paramétrisation de F sur [ng,0]. On pose Uy, = 0(Upg+1,---,Un) pour
tout n < 0 (par convention U,, = {@,Q} sin < ng). Alors les filtrations F et U sont immergées
dans la filtration F vV U. Par conséquent, pour tout n €]ng,0], la variable aléatoire U, est
indépendante de Fp,_1 V 0(Upg+1s---,Un—1) -

Démonstration. Cela se déduit aisément du lemme 8.2.8. O
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Il sera commode par la suite de dénommer cette filtration ¥V U :
Définition 16.1.8. Sur un espace probabilisé (2, A,P), soit F = (F,,)n<o une filtration
e Soit (Upy+1,-..,Up) une paramétrisation de F sur [ng,0]. La filtration § = (Gy)n<o
définie par

G, — Fn sin < ng

n — . .
FnoVo(Ung+1,---,Un)  sin €]ng,0],

est appelée le grossissement paramétrique (local) de F avec (Upy41, - .., Up).

e Soit (Up)ngo une paramétrisation globale de F. La filtration § = (9,,)n<o définie par
S, =%, \/J(...,Un_l,Un)

pour tout n < 0, est appelée le grossissement paramétrique (global) de F avec (Up,)n<o-

Ainsi si § est un grossissement paramétrique local ou global de &, alors F est immergée dans
G d’aprés le lemme 16.1.7.

16.1.4 Parameétrisations des chaines de Markov.

Définition 16.1.9. Sur un espace probabilisé (€2, A,P), soit (X;,)n,<0 une chaine de Markov
a valeurs dans un espace métrique standard. On note F = (F,), <o sa filtration.

e On se donne deux entiers mg et ng tels que my < ng < 0. Une suite (U1, - .-, Uny) de
variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0, 1] est dite une paramétrisation
(locale) de (X5, )n<o sur [mo,no] si pour tout n €]mg, no], Uy, est indépendante de F,,_q
et qu’on a o(X,,) C o(X,—1)Vo(U,) pour tout n €]mg,ng]. On dit que (X, )n<o admet
une paramétrisation sur ]mg,no] s’il existe sur un espace probabilisé (', A’,P') une
filtration F’ isomorphe & F et une paramétrisation de F sur |mg, no].

e Un pas de paramétrisation de (X,)n<o de niveau n est une paramétrisation U, de
(Xn)n<o sur [n—1,n].

e Une suite (...,U_1,Up) de variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0, 1]
est dite une paramétrisation (globale) de (X )n<o, ou paramétrisation de (X, )n<o sur]—
00, 0] si Uy, est indépendante de F,,_1 et qu'on a o(X,,) C 0(X,—1)Vo(U,) pour tout n <
0. On dit que la paramétrisation est génératrice si de plus F,, C o(...,U,—1,U,) pour
tout n < 0. On dit que (X,,)n<o admet une paramétrisation globale, resp. génératrice,
s'il existe sur un espace probabilisé (€2, A’,P') une copie (X},)n<o de (Xp)n<o €t une
paramétrisation globale, resp. génératrice, de (X )n<o

Bien str une paramétrisation d’'une chaine de Markov est aussi une paramétrisation de sa
filtration. Comme on le voit, une paramétrisation globale (Uj)n<o d’une chaine de Markov
(Xn)n<o donne une chaine de Markov constructive (X, Up)n<o (définition 3.6.2)

Proposition 16.1.10. Pour tout entier n < 0, soit E,, un espace métrique standard. On se
donne une chaine de Markov (Xy)n<o sur un espace probabilisé (2, A,IP). Alors il existe sur
un espace probabilisé (Q, A, P) une chaine de Markov constructive ((Xfl, U,y f E")ngo dont
la chaine d’entrée (X )n<o est une copie de (Xy)n<o et telle que (U] )n<o est une suite de
v.a. i.i.d. de loi uniforme sur [0,1]. Si de plus (X,,)n<o est une chaine de Markov homogéne
homogéne, il existe une telle chaine de Markov constructive homogéne.

Par conséquent toute chaine de Markov a valeurs dans des espaces métriques standard
admet une paramétrisation globale.
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Démonstration. Notons E le produit des E,, et h: E — R une injection bimesurable, et
posons X, = h(X,). Soit G&”) Iinverse continue & droite de la fonction de répartition de
L[Xn | X;,—1 = z]. On sait par le lemme 4.3.1 que chn) (u) est une fonction mesurable de
(z,u). On considere espace produit (Q,A4,P) = (Q,0(X,),P) @ (2%, (U, ), P*) et on iden-
tifie (Q, J(Xn),]P’) au premier facteur. On définit alors une variable aléatoire )A(;L sur (Q, A, P)
par X! = Gg?) (U*), et on a L[X!, | X, 1] = L[X, | X,_1] par le lemme 4.3.1. Posons

n—1
X! = h~Y(X2). Alors LX) | X,_1] = L[Xn | Xn_1]. On a alors X!, = f,(X,_1,U*) avec
fo(z,u) = G (u), et f, = f dans le cas ou la chaine est homogéne. Notons ¢,, la loi du
couple (X ,U*). Si Leb désigne la mesure de Lebesgue sur [0,1], on peut donc affirmer par
le théoréeme de Kolmogorov 'existence d’une chaine de Markov (X!, U/ )n<o sur un espace
probabilisé (2", A” P"”) définie par les deux conditions suivantes :

o pour tout n < 0, la loi du couple (X!, U)!) est ¥y, ;

o la transition de n a n+ 1 consiste a prendre U}, | indépendante de la tribu du passé du

processus o(X,,, Ull,m <n) et a poser X | = fr1(X), Uy ).

O

Nous verrons dans le chapitre suivant que toute filtration conditionnellement séparable admet
une paramétrisation globale.

16.2 Conditions de Doeblin et paramétrisation génératrice.

Dans cette section, nous allons définir une condition suffisante sur une chaine de Markov,
appelée condition de Doeblin, sous laquelle nous allons construire une paramétrisation géné-
ratrice de cette chaine de Markov, en utilisant les résultats sur le critére de Doeblin vus dans
le chapitre 9.

16.2.1 Préliminaires : familles de mesures.

Théoréme 16.2.1. Soit [ un ensemble d’indices quelconque. Toute collection de mesures v;,
i € I, sur un espace mesuré (X,T) admet une unique borne inférieure si elle est minorée, notée
Nict Vi, et une unique borne supérieure si elle est majorée, notée \/,.; v;.

Démonstration. Pour une preuve, voir [Th|, Theorem 7.1. p. 104, et voir [Do2|, APPENDIX
IIT & IV pour plus de détails. O

La mesure /\ie]I v; est caractérisée par le fait que /\Z-e]I v; < v; pour tout ¢ et que pour toute
mesure v qui vérifie v < v; pour tout 7, on a v < /\ie]l V.

Corollaire et définition 16.2.2. Soient (S,S, 1) un espace mesuré et {vs}ses, une collec-
tion de mesures. Alors il existe une unique borne inférieure essentielle des vg, s € S, notée
essinfgcg vg, caractérisée par le fait que essinfgcg vy < vg pour p-presque tout s € S, et telle
que toute mesure v qui satisfait aussi cela vérifie v < essinfgeg vs.

Démonstration. 11 suffit de poser

essinfycgvs = \/ /\ Vs

AeN (u) seS\A

ou N (S, i) désigne 'ensemble des parties de S qui sont p-négligeables. O
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Définition 16.2.3. Soient (S,S, ) un espace mesuré, (7,7T) un espace mesurable et § =
(Bs)ses un noyau de désintégration de S dans T'. On appelle le coefficient d’ergodicité m([3)
de 3 la masse totale de la borne inférieure essentielle de la collection de mesures G5, s € S :

m(B) = (essinfseg Bs)(T).

Ainsi m(3) = 0 si et seulement si la mesure essinf cg s est nulle.
Lorsque E est un ensemble dénombrable, un noyau de désintégration (5.)ccp de E dans
F s’identifie & une matrice de transition sur E. Dans ce cas, pour B C E,

( A m) (B) =) inf fu(x),

eeE r€EB

et notre définition du coefficient d’ergodicité coincide avec celle donnée pour une matrice de
transition par P.A. Ferrai et A. Galves dans [FG].
Le lemme suivant nous permettra d’utiliser les résultats du chapitre 9.

Lemme 16.2.4. Soient (2, A,P) un espace probabilisé et X, X1 des variables aléatoires dans
des espaces métriques standard Ey et Ey respectivement. On note 3 = (Bz)zer, une décomposi-
tion réguliere de la loi de X1 conditionnellement auz valeurs de Xo. On suppose que m(3) > 0.
Soient (2%, A*,P*) un espace probabilisé et U* une variable aléatoire définie sur celui-ci, de
loi uniforme sur [0,1]. Alors il existe une variable aléatoire X| sur le produit indépendant
(Q,A,P) @ (Q%,0(U*),P*) telle que L[X] | Xo] = L[X] | A] = L[X1]|Xo], et une application
mesurable g: Eg % [0,1] — Ej telle que X{ = g(Xo,U*) et g(x,u) ne dépend pas de x lorsque
0 <u<m(p).

Démonstration. Notons ™" = essinf,cp, 3 et Leb la mesure de Lebesgue sur [0, 1]. L’ap-
plication

c: [0,m(B) — R
ur— inf {t € R| g™"(] — 00,t]) > u}

est telle que c(Leb‘[07m(ﬁ)[) = ™" Puis on pose
g(z,u) = c(u) pour u < m(f3)
{g(az,u) = inf {t eR| (ﬂx — ﬂmm) (] — oo,t]) > u} pour u € [m(f), 1],
ainsi ‘
g(x,Leb‘[m(ﬁ)yl[) = 3, — g™ et g(x,Leb) = By

O

Remarque 16.2.5. Avec les notations de la preuve précédente, supposons que l’on ait sur
(Q*, A*,P*) un triplet (U*,U’,U") de variables aléatoires de marges indépendentes et uni-

1—m(5))'
Alors X{ = T{ o<+ <m(p)} + T1 Dm(s)<u+ <1y ne dépend pas de Xo sur {0 < U* <m(B)} et
les variables aléatoires T} et T} sont indépendantes. C’est une construction que 'on trouve
dans la littérature ([Th], [AS]).

formes sur [0, 1], plutot que seulement U*. Posons T] = c(#;)) et T] = g(XO, 1-—
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16.2.2 Conditions de Doeblin

Définition 16.2.6. Soit (X,,),<o une chaine de Markov ot X, est & valeurs dans un espace
métrique standard F,. On note (Pn+1(:r, ))w cp Une version réguliére de la loi conditionnelle
de X, 41 sachant X,, et m,, le coefficient d’ergodicité de P,. On dit que (X,,),<o satisfait la
condition de Doeblin si }_, mp = +00.

Le théoréme suivant est démontré dans [Ts0]. Il était déja connu dans le cas stationnaire par
Rosenblatt. C’est une conséquence de 9.3.1 et du lemme 16.2.4.

Théoréme 16.2.7. Si une chaine de Markov (Xy)n<o ot X, est a valeurs dans un espace
métrique standard E,, satisfait la condition de Doeblin, alors il existe une version paramétrisée
(X0, U}, gns E”)ngo telle que la filtration de (X),)n<o satisfait le critére de Doeblin fort avec
(U},)n<o- En particulier, (U)],)n<o est une paramétrisation génératrice de (X),)n<o et la filtration
de (Xp)n<o est standard.

Démonstration. Pour tout n < 0, notons g, la fonction g donnée par le lemme 16.2.4 appliqué
avec Xg = X, X1 = Xp41 et m(8) = m,,. Considérons une chaine de Markov constructive
((X;L,Uﬁ),gn;En)n <o que nous donne le théoréme de Kolmogorov dont la chaine d’entrée
(X7, )n<o est une copie de (X, )n<o. Alors la proposition 9.3.1 s’applique avec s, = n, et montre
que X}, satisfait le critére de Doeblin fort avec (U}, )n<o- Il en est de méme de chaque X puisque
la condition de Doeblin sur une chaine de Markov (X, )n<o est réalisée si et seulement si elle
'est sur la chaine de Markov (X,,4¢)n<o. Par conséquent la la filtration de (X, )n<o satisfait
le critére de Doeblin fort avec (U),)n<o. Ainsi la filtration de (X}, U, )n<o est engendrée par
(U},)n<o, ce qui montre que (U))n<o est une paramétrisation génératrice de (X},),<o, donc de
la filtration de (X,)n<o, et la filtration de (X,,)n<o est alors standard par le lemme 16.1.2. O

L’exemple de Vinokurov. — Le processus (M, ) ez est la chaine de Markov stationnaire

p l-p
1-p p

condition de Doeblin est satisfaite, donc que la filtration F = (F,)n<o de (M, n < 0) est
standard. Cependant F est de type produit local mais n’est pas de type produit lorsque
p # 1/2 (voir page 18 ou utiliser la proposition 9.3.3.)

d’états {—1,1} et de matrice de transition ) Il n’est pas difficile de voir que la

16.2.3 Un exemple de Hanson et Rosenblatt.

Nous présentons ici un théoréme de Hanson (|Han|), aussi reproduit dans le livre [Ros]|, qui
généralise certains des résultats précédents de Rosenblatt ([Rosl|, [Ros2]). Il généralise aussi
le théoréme 16.2.7 dans le cas stationnaire et homogéne.

On se donne un espace métrique standard E et sur un espace de probabilité (2, A,P), un
processus (X, )ncz stationnaire et markovien & valeurs dans F. On note

w(A) = P[X, € A, Po(A) =P[X, 11 € A| X,, = 2] et P™(A) = P[X}pp € A| X, = .

On note F = (F,,)n<o la filtration du processus (X, )n<o. Le résultat établi dans [Han| est le
suivant.

Théoréme 16.2.8. On suppose que
(i) F est kolmogorovienne ;

(ii) Il existe deuz boréliens A et B et une mesure borélienne 3 telle que u(B) > 0, 5(A) > 0,
et pour tout x € B et A’ C A, on a P,(A") > B(A") (c’est-a-dire essinf cp P, #0).
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Alors (Xy,)n<o admet une version paramétrisée qui satisfait le critére de Doeblin fort avec ses
mnovations

En particulier, la condition (i) a lieu lorsque p a un atome.
La conjecture de Hanson. — Dans [Han|, il était conjecturé que le théoréme 16.2.8 est vrai
sous la condition (i) seulement. On sait maintenant que cela est faux : 'exemple 3 de Vershik

([Ver|, Example 3 p. 744; [ES|, p. 300) est un processus (X, )n<o stationnaire et markovien
qui engendre une filtration F = (F,,)n<o kolmogorovienne, dyadique, mais pas standard.

Preuve du théoréme 16.2.8. — Une succession de lemmes dans [Han| aboutit au résultat
suivant :

Sous les deux conditons du théoréme 16.2.8, il existe une fonction h: E x [0,1] — E, une
sutte (Cy)i>0 de réels strictement positifs et une suite (A;)i>o de boréliens de E telles que

(i) h(xz,Leb) = P, pour tout x € [0,1].

(1)) 0=Cy<Cy <...< 1
(iii) Ag = A et Ay = B avec A et B du théoréme 16.2.8.
(iv) u(Ag) >0 < u(A;) < p(Az) <... — 1.

(v) Cici <u<CjetXyp_1 €A = h(Xp—1,u) € A;i_1.
(vi) 0<u<C;etx,ye Ay = h(z,u) = h(y,u).

Achevons la preuve du théoréme 16.2.8. Sur un espace probabilisé sur (©', A’,P"), on consi-
dére une version paramétrisée ((XJ,,U),), h)n <o 4¢ (Xu)n<o. Montrons que Xy satisfait le cri-

tére de Doeblin fort avec (U,)n<o. On plonge (€, A’,P') dans un espace probabilis¢ (Q, A, P)
en sorte d’avoir une copie (X}, Uy) de (X}, U}, )n<o indépendante de A’ et on pose alors

{X{) = fu(X), nH,UgH,...,U(;)

X”n _fn( +17U7{L+27"'7U6)
puis _
D, =P[X, #X!"] et S,={X}=X"}.
Soient n < 0 et k € {1,2,...,|n[}. On a P[X] , = X/, ] = 1 — D_;, par stationnarité, et

ceci montre que D,, est une sulte qui décroit quand n décroit. On pose p = |n| — k Par les
propriétés de h, on a

Sn DX = X””k}U{X’ kT X””k}ﬁ{X’ +k7X”nk € Ap}ﬂﬂ{Cp -7 U;z+k+j < Cpj1}

7j=1
(16.2.1)
Posons u, = P[X], ., X" € Ay] = u(Ap)? et
P
ap =P| ﬂ];:1 {Cpj SUpypy; < Cpjt1}t] = H(CZ = i),
i=1

PlX +k7éX;L,+k7 +k€Ap7X”ik€A] D_j—(1—up) =up+D_p— 1L
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En passant l'inclusion (16.2.1) & P, on obtient
1-Dp>2(1—-D_g)+ap(u,+D_j —1).
Supposons que D,, — v > 0 quand n — —o0. On a alors
=5 > (1= D_g) +aplup +7—1).
pour tout p > 1 et tout k& > 1. Choisissons p tel que u, > 1 —~/2 On a alors
1= 2> (1—=D_g)+ /2,

pour tout k > 1, ce qui entraine I’absurdité 1 — vy > 1 — =y en passant a la limite sur k.

16.2.4 Cas markovien homogéne.

Soit (X,)n<o une chaine de Markov homogeéne. On définit un noyau de transition P* =
(PF), par P¥(A) = P[Xo € A| X_;, = 2] pour tout entier & > 1. Notons m(f3) le coefficient
d’ergodicité d’un noyau de transition 3. Par le méme raisonnement que dans le théoréme
16.2.7, nous pouvons déduire de la partie 7)de la proposition 9.3.3 et du lemme 16.2.4 que s’il
existe k > 1 tel que m(P*) > 0, alors (X,,)n<o admet une version paramétrisée (X}, U/ )n<o
telle que les X, satisfont le critére de Doeblin fort avec (U),)n<o0, et en particulier (U, ),<o est
une paramétrisation génératrice de (X, )n<o. Un résultat que nous empruntons a [AS| montre
que la condition m(P¥) > 0 entraine plus que cela. Afin de I’exposer ici en s’approchant du
contexte de [AS], nous donnons la définition d’un systéme dyamique aléatoire, qui correspond
a la transition d’une chaine de Markov constructive homogéne.

Définition 16.2.9. Soient E un espace métrique séparable et (T}),cr une famille d’applica-
tions mesurables de E dans E telles que 'application (x,v) — T, (x) est aussi mesurable. Soit
une loi de probabilité sur R. Nous dirons que le couple ((T v )R ,u) est un systéme dynamique
aléatoire sur E. Une mesure de probabilité 7 sur E telle que m(A4) = [, [ T,(z) dp(v) dn(x)
est dite une mesure de probabilité invariante pour ce systéme dynamique aléatoire.

Lorsqu’il existe une mesure invariante mw, on peut définir au moins une chaine de Markov
constructive ((Xn, Vo), f; E)n<0 homogéne en attribuant la loi 7 & X,,, la loi p a V,, et avec
f(x,u) = T,(u); la chaine est alors stationnaire.

Définition 16.2.10. Nous disons qu’un systéme dynamique aléatoire ((Tv)veR, u) satisfait
la condition de Doeblin si m(3) > 0 ot 8 = (B.)zer est le noyau de désintégration défini par
Bz = Tx(p) et m(5) > 0 désigne le coefficient d’ergodicité de (.

S’il existe une chaine de Markov constructive homogene ((X,, Vy), f; E) avec f(z,u) = Ty (u),
il revient au méme de dire que la chaine de Markov (X,,),<o satisfait la condition de Doeblin.

Lemme 16.2.11. Soient (E,p) un espace métrique séparable, et ((Tv)veR,,u) un systéme
dynamique aléatoire sur E. On se donne une suite (V,)n<o variables aléatoires i.i.d. de loi p

(n)

(Un415--,20)

sur un espace probabilisé (2, A,P). On note H la fonction

Hgg;h...,uo)(x) =Ty 0Ty 00Ty, (2),
et on pose
_ g(n)
Z,(x) = H(vn+1,...,vo)($)

Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
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(i) Il existe une variable aléatoire Xo (mesurable pour o(Vy,n < 0)) telle que
P[E|$, Zn(:p) 7& XO] —0

(ii) P[Z,, est constante] /' 1 quand n — —oo.
(i) 1l existe un entier ng tel que P[Z,, est constante] > 0.

Sous ces conditions, il existe une mesure de probabilité 7 invariante (la loi de la variable
aléatoire Xy convient).

Démonstration. Voir [AS]. O

Ainsi pour une chaine de Markov constructive homogéne ((Xn, Vo), f; E)n <o 12 condition de
la proposition 9.3.3 donne quelque chose de plus fort sur Xy que le critére de Doeblin fort

(c’est équivalent lorsque E est fini).

Proposition 16.2.12. Soient (E, p) un espace métrique séparable, et ((TB)veR,po) un sys-
teme dynamique aléatoire sur E. On note P, = TO(u) ce qui donne un noyau markovien
P = (P;)zecr. On note m((3) le coefficient d’ergodicité d’un noyau de probabilités 3 (définition
16.2.3).

Alors il existe un entier k > 1 tel que m(P*) > 0 si et seulement si il eriste une
suite de (Vi)n<o de v.a. i.i.d. de loi uniforme sur [0,1] et un systéme dynamique aléatoire
((Tx)meR,Leb) tel que T,(Leb) = P, et satisfaisant aux conditions du lemme précédent.

Démonstration. Voir [AS]. Notons que P)' est la loi de Z,(x) du lemme précédent. O

Ainsi sous la condition de Doeblin pour une chaine de Markov homogéne (X, )n<o, il existe
une version constructive ((Xy,,U},), f; E), _, telle que la variable aléatoire X{ satisfait quelque
chose de plus fort que le critére de Doeblin Fort.

16.3 Application au I-confort des chaines de Markov.

Dans cette section nous allons d’abord démontrer & ’aide des paramétrisations locales que la
filtration d’'une chaine de Markov (X, )n<o est I-confortable si chaque variable aléatoire X,
satisfait le critére de I-confort. Nous utiliserons ensuite ce résultat et une méthode de couplage
pour donner un exemple de filtration I-confortable.

16.3.1 I-confort des chaines de Markov.

Lemme 16.3.1. Soient § = (F,)n<o une filtration, ng < 0 un entier, B,, C Fp, une
o-algébre. Alors la o-algébre By, satisfait le critére de I-confort dans F si et seulement si
elle le satisfait dans la filtration (Fy,)n<ng-

Démonstration. Immédiate. O

Lemme 16.3.2. Sur un espace probabilisé (2, A,P), soit T = (Fp)n<o une filtration avec une
innovation (Vygt1,--., Vo) sur [ng,0]. Alors une o-algébre B, C Fn, satisfait le critére de
I-confort si et seulement si la o- algebre By, Vo (Vpg1, - - ., Vo) satisfait le critére de I-confort.
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Démonstration. Soit X une variable aléatoire simple mesurable pour B, Vo (Vig41,---, Vo).
Elle est de la forme X = f(Xp,, Vag+1,---, Vo) ot X, € LSimple(Bno) et f est borélienne.
Soit § > 0. Par le lemme 16.3.1, on a deux copies coimmergées (F)))n<ny €t (F))n<n, de
la filtration (Fp)n<n, telles que P[X;, # X)/] < 6. On pose F, = F, Vo(V, 1,...,V;) et

FV :_’J"ZOVJ(VAOH, ..., V), et on obtient ainsi une I(ng)-coimmersion (F,F") de F et on a
alors P[X’ # X"] < 4. O

Comme application des paramétrisations locales, nous pouvons citer le corollaire suivant bien
qu’il serait plus raisonnable de le démontrer en utilisant la standardité plutét que le I-confort ;
cela est fait plus généralement (ng est remplacé par un temps d’arrét) dans |E| dans le cas
essentiellement séparable, mais la preuve serait identique en utilisant la notion de filtration
standard conditionnellement séparable.

Corollaire 16.3.3. Soit ng < 0 un entier. Une filtration F = (Fp)n<o conditionnellement
séparable est I-confortable si et seulement si la filtration “tronquée” (Fy,)n<n, est I-confortable.

Démonstration. Par le corollaire 16.1.6 et 'invariance du I-confort, on peut supposer que ’on a
une paramétrisation (Upg41, ..., Up) de F sur [ng, 0]. Notons G le grossissement paramétrique
de F avec (Upg+1,---,Up). St la filtration (F,,)n<n, est I-confortable, alors la o- algébre Iy, =
Gn, satisfait le criteére de I-confort dans G par le lemme 16.3.1. Le lemme 16.3.2 montre alors
que la o-algébre G satisfait le critére de I-confort dans G, donc que G est I-confortable, donc
que F lest aussi par 'immersion de F dans § (lemme 16.1.7 et corollaire 14.3.3). O

Revenons aux filtrations des chaines de Markov.

Corollaire 16.3.4. Soit (X,,)n<0 une chaine de Markov a valeurs dans des espaces métriques
standard On note F = (Fy,)n<o sa filtration. Si la o- algébre o(X,,) satisfait le critére de
I-confort dans F, alors la - algébre o(Xpg+1,...,Xo) le satisfait aussi.

Démonstration. On procéde comme dans la preuve du corollaire précédent avec le grossisse-
ment paramétrique de F avec une paramétrisation de (X,,)n<o sur Jng,0]. O

Corollaire 16.3.5. Une chaine de Markov (X,)n<o @ valeurs dans des espaces métriques
standard engendre une filtration I-confortable si et seulement si pour tout n < 0, la variable
aléatoire X, satisfait le critére de I-confort.

Démonstration. Notons F = (F,),«o la filtration de (X, )n<o. Puisque o(Xpo41, ..., Xo) / Fo,
la preuve résulte du corollaire précédent et du corollaire 14.2.3. O

16.3.2 Couplage a partir d’un temps d’arrét.

Nous donnons ici un exemple de filtrations de chaines de Markov stationnaire dont on montre
la standardité en nous aidant encore d’une version constructive, mais ici nous utilisons le
critére de I-confort. Le corollaire 16.3.5 sera utilisé.

Définition 16.3.6. Soient (FE,p) un espace métrique séparable, et ((TU)UGR,,u) un systéme
dynamique aléatoire sur F ou chaque application T, est continue. On note

A, = sup AT T()
z,yelE p(xvy)

et AT:/AU dp(v).

On dit que le systéme dynamique aléatoire ((Tv)veR, ,u) est contractif en moyenne si Ap < 1.
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Nous nous proposons de démontrer la proposition suivante. Soit F = (F,,),<o une filtration

dans un espace probabilisé¢ (2, A, P). Rappelons qu'un temps d’arrét N dans JF est & valeurs
dans {—oo} U —-NU{+00}. Nous dirons qu’il est fini a gauche si P[N # —oo] = 1, fini a droite
si P[N # +oo] = 1, et fini s’il est fini a gauche et a droite.
Proposition 16.3.7. Soient (E, p) un espace métrique standard, et ((Tv)veR,,u) un systéme
dynamique aléatoire sur E avec une mesure invariante w. On note ((Xn, Vi), T) neZ la chaine
de Markov constructive stationnaire associée. On consideére deux copies indépendantes (X )nez
et (X} )nez de (Xp)nez. Si T est contractif et si les temps d’arrét

Ne=inf{n>20||X, - X;|<e€}, e¢>0

sont atteints presque strement, alors la filtration de (X, Vi, )n<o est I-confortable.

Nous donnons d’abord un lemme que nous utiliserons pour construire les bonnes coimmersions
qui donneront le I-confort d’une telle filtration.

Lemme 16.3.8. Dans un espace probabilisé (Q, A,P), soient §* = (G, )n<o la filtration d’une
chaine de Markov constructive ((X}, Vﬁk)’f”)n@' Soient H* = (I} )n<o une filtration dans
laquelle G est immergée, et (V) n<o un processus de meéme loi que (V5 )n<o adapté a H*,
indépendant de G*, et tel que V' est indépendante de H _, pour tout n (c’est-a-dire que la
filtration de (V,))n<o est immergée dans H*). On se donne un temps d’arrét N de la filtration
H* fini & gauche et on construit le processus (X, V,) )n<o défini par

X! = X* et V' =V sin< N
=V et Xy = fap1 (X2, V) pour n allant pas a pas de N a — 1.

Alors le processus (X, V' )n<o est une copie de (X5, V¥ )n<o et la filtration §” qu’il engendre
est immergée dans H* (donc coimmergée avec G*).

Démonstration. D’apres le lemme 8.2.7, il suffit de vérifier que (X, V,))n<o est une chaine de
Markov dans H* de méme loi que (X, V) )n<o-

Notons g1 la loi de V5 et Py = (Pn+1(:17, )) une version réguliére de la loi

zeR N
conditionnelle de X}, | par rapport aux valeurs X. On note 7, la loi de X;;. A un ensemble

vn -négligeable prés, P, 1 est uniquement définie par les égalités

/F(xn—i-l)Pn—i-l(mnadxn—i-l) :/FOfn—i—l(xnavn—i—l)dﬂn—i-l(vn—i-l)a

pour toute F' borélienne bornée. On a alors, pour toutes fonctions g; et g boréliennes et
bornées,

E[g1 (X2 1)g2 (Via) | 2] = / / 01 (@0s1)92 (0ns1) Pt (X5, A1) At (vs1)
= /gl o fn+1(XZ’Un+1)g2(vn+1)d:un—i-l(vn—i-l)a

ce qui caractérise la loi de la chaine de Markov (X, V,")n<o-
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Soient g1 et g9 des fonctions boréliennes bornées. La propriété locale de I'espérance condi-
tionnelle (lemme 14.4.2) et 'immersion de §* dans H* donnent

Elg1(X711)92(Vi 1) [ 9] H{N>n} ZE[Ql( n1)92 (Vi) 136 L
Elg1 (X )92 (Vi) [ G sy

//91 z)g2(v n+1(X;7d$)dﬂn+1(U)]1{N>n}
= [ [ 0(@)00) P (X2 d0) s (011 7

Pour calculer E[f(X/, 1, V' 1) | ] H{Ngn}7 on pose, pour m fixé hy,11(z,v) = fi+1(z,v) et
on défnit par récurrence sur k < 0,

P ke 1 (%5 Vint 1, Ut 25 - -+ Umekt 1) = fmopkt 1 ((h‘m-i-k(wa Um41, Um42, - -+ s Umtk)s Um+k+1))7

en sorte que sur {N =m < n}, on a

1/ * ! ! !
m+k+1 — hm+k+1(Xm7 m4+1> Vm+42r-+ > Vm+k+1)
et en particulier
1 14
Xn+l - hn-l-l(Xm’ m—l—l’ m—|—2’ R n+1)

et
hn+1(X Vm+17 m+27"'7Vq;7,U) :fTL—‘rl(Xq,/:),U)'

On a alors, pour m < n
E}f* [gl(Xn+1)92(Vn+1)] H{N m} = E}f* [91 ° hin (X7, m—l—l? e 7V1~2+1)92(Vn,+1)] H{N:m}
— [0 b Vs Vi 0)0a(0) i (01
= /91 o f+1(Xp,v)g2(v) dptn1(0)Lem_,n)
= //91($)92(U)Pn+1(Xgade) dMn+1(U)]1{N:m}
d’ott
Bocs [0 (X0 )92 Vi) Uy = | [ 91009200 Pt (X7 0) a0 .

En somme,

Eﬂ{;[gl(XnH 92( n+1 //91 2)g2(v) Py (X)), d) dpty 41 (v),

ce qui montre a la fois que (X, V,/)n<o est une chaine de Markov dans H* et que c’est une

copie de (X}, V¥ )n<o- O

TL’ n
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Lemme 16.3.9. Soient E,, n < 0, des espaces métriques standard et soit ((Xn, Un), fu; E")ngo
une chaine de Markov constructive. Soient (X, U] )n<o et (X}, U )n<o deuz copies de (X, Up)n<o
sur un espace probabilisé (Q, A, P) qui engendrent des filtrations G' et G* coimmergées. On se
donne un temps d’arrét N de la filtration G’V G*, fini a gauche, et on construit le processus
(X7, Ul )n<o en posant

X" = X* et U" = U? sin< N
ni1 = o1 (X, U ) et U = U, pour n allant pas & pas de N a — 1.

Alors (X, Ul <o est une copie de (X, Uy )n<o €t la filtration §” qu’il engendre est coimmer-
gée avec G'.

Démonstration. C’est une application directe du lemme précédent avec H* = G’ v G*. O

* Preuve de la proposition 16.5.7. Notons § = (G, )n<o la filtration de (X, V;,)n<o. Montrons
que Xg satisfait le critére de I-confort sous les hypothéses de la proposition 16.3.7. Soit ¢ > 0.
Soit Ky > 0 un entier suffisamment grand pour que P[Ng > Ko] < 9.. Posons ng = —Kjp. On
se donne deux copies indépendantes G’ et G* et on construit §” comme dans le lemme 16.3.9
avec le temps d’arrét

N =inf {n € [no,0] | p(X,,, X,;) <&} sicet ensemble n’est pas vide, N = -+oo sinon.

Evidemment N # —oo presque stirement, et par stationnarité on a P[N # +o00] > 1— 4. Par
construction et par la définition de A,

E[P( 7,1+17 Z+1) \Xé = x’,X,’{ = 33”] ﬂ{ﬁgmo} = E{P(Tvgﬂ(ml)aTV,QH(J?”))] ﬂ{ﬁgmo}
< Arp(2, x/,)ﬂ{ﬁgn<0}7

d’ou

E[P( i1 Xng1) | 9%\/92} ﬂ{ﬁ<n<o} < (X, X,’{)II{N@KO}
et

E[p(X0, X0) 150V S Uwencoy < P XD cncoys
ce dont on obtient
E[p(Xp, X{)IPN # +00] < E[p(Xg, X2)] FIN # +oc]
et finalement
E[p(X5. X)] < E[p(Xep. X4)] <0

ce qui montre que X satisfait le critére de I-confort. Les mémes constructions se font pour

chaque X, par stationnarité et cela montre que la filtration de (X, )n,<o est I-confortable
d’aprés le corollaire 16.3.5. O



16. Paramétrisations 1. 143

Exemple : marche aléatoire sur le cercle. — Soit @ € R\ Q. On note (X,,, Uy, )nez la
chaine de Markov définie de la maniére suivante. Pour tout n € Z, X,, est de loi uniforme
sur [0,1] = R/Z, U, 41 est indépendante de la tribu du passé¢ o(X,,, Un;m < n) et sa loi
est donnée par P[U,+; = +a (mod 1)] = 1/2 et X,,11 = X, + Up41 (mod 1). On dit que
le chaine de Markov stationnaire (X,,)nez est la marche aléatoire réversible sur le cercle. On
suppose que (X,,,Up)nez est définie sur un espace de probabilité (£2,.A,P), et on note F =
(Fn)n<o la filtration dyadique engendrée par (X,,)n<o (c’est aussi la filtration (X, Up)n<o)-
Les hypothéses de la proposition 16.3.7 se vérifient facilement et F est alors I-confortable,
donc de type produit par le théoréme 15.2.3. Un processus d’innovations qui engendre cette
filtration a été construit par C. Leuridan [Leu|, qui a aussi traité le cas d’autres processus
stationnaires sur le cercle.
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Nous avons vu dans le chapitre précédent qu’une filtration a temps discret négatif est standard
si elle admet une paramétrisation génératrice. Il est affirmé par erreur dans la littérature que
la réciproque de ce lemme est triviale. Une discussion a ce sujet se trouve dans [Sch2]. Comme
Paffirment les auteurs de [FS00], ce résultat est cependant vrai, et peut, par le biais du critére
de standardité de Vershik, s’obtenir & partir de leurs résultats et d’autres de la littérature,
suivant la démarche qu’ils indiquent dans [FS02|. Néanmoins la preuve reste incompléte. Avec
notre terminologie, les auteurs ont seulement montré qu’une filtration qui satisfait le critére
de standardité de Vershik satisfait le critére de Vershik paramétrique de premier niveau (dé-
finition 17.1.1). Nous montrerons d’abord qu’une filtration essentiellement séparable admet
une paramétrisation génératrice si elle satisfait le critére de Vershik paramétrique de premier
niveau. Ensuite nous établirons que :

Théoréme 17.0.1. Une filtration conditionnellement séparable est I-confortable si et seule-
ment si elle satisfait le critére de Vershik de premier niveau paramétrique.

Finalement, sans utiliser le critére de standardité de Vershik, nous aurons établi autonome-
ment :

Théoréme 17.0.2. Une filtration essentiellement séparable est I-confortable si et seulement
st elle admet une paramétrisation génératrice.

Nous obtiendrons le théoréme 17.0.1 d’une maniére similaire & celle employée pour établir
le théoréme 15.2.3. Au préalable nous introduirons le critére de I-confort paramétrique, et le
critére de I-jonction paramétrique en arbre.

17.1 Préliminaire : concaténation des paramétrisations.

Pour motiver cette section, citons d’abord le critére de Vershik paramétrique de premier niveau
qui fera l'objet de la section suivante :

Définition 17.1.1. On dit qu'une filtration F = (F,)n<o satisfait le satisfait le critére pa-
ramétrique de Vershik de premier miveau si pour tout ensemble fini F', toute variable va-
riable aléatoire X € LS™Ple(Fy: F), pour tout réel § > 0, il existe un espace probabilisé
(Q, A',P’), un entier ng < 0, une filtration F sur (', A, P’), isomorphe & F une paramétrisa-
tion (U;LOH, ..., Up) de F sur [ng, 0], et une variable aléatoire Z' € LSimple(a( 1,10+1’ LU F)
telle que P'[ X’ # Z'] < 4.

Pour montrer que F admet une paramétrisation génératrice lorsqu’elle est essentiellement
séparable et qu’elle satisfait le critére de Vershik paramétrique de premier niveau, nous aurons
besoin de mettre des paramétrisations locales “bout & bout”, comme avec les innovations dans
le cas non paramétrique. Cette section fournit les outils nécessaires a cela, adaptés au cas
conditionnellement séparable en vue de généralisation.
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17.1.1 Paramétrisations isomorphes.

Définition 17.1.2. Soient ni et ng des entiers tels que —oco < np < ng < 0. Soient F =
(Fn)n<o une filtration et (Upy41, ..., Up) une paramétrisation de F sur [ng, 0].

a) Une paramétrisation de F sur [ny,0] de la forme (Uy,,41,...,Up) est appelée un prolonge-
ment de la paramétrisation (Upg41,...,Uy) sur Jng,0].

b) On pose By = F,,,Vo(Ungt1s - - -, Up). Un rallongement de (Upyi1,---,Up) sur [n, 0] est
une paramétrisation (Uy, ,q,...,Up) sur Jng,0] d'une filtration J’ isomorphe a J telle
qu'il existe un isomorphisme ¥: By — By tel que ¥(F) = F et U(U,,) = U}, pour tout
n €]nop, 0].

c¢) Si (U}, 41,---,Up) est une paramétrisation sur Jni,0] d’une filtration I’ isomorphe a F, on
dit que les paramétrisations (Uy, 41, ...,Uo) et (U}, 41, ..,Upj) sont isomorphes si chacune
d’elle rallonge l'autre.

Lorsque les paramétrisations sont des pas de paramétrisations, la définition est donc :

Définition 17.1.3. Soit n < 0 un entier. Sur un espace probabilis¢ (2, A,P), soient F =
(Fn)n<o une filtration et U,, un pas de paramétrisation de F,,_; dans F,. Sur un espace
probabilisé (', A’,P’), soient F' = (F,)n<o une filtration et U] un pas de paramétrisation de
Fn—1 dans F,. On dit que les pas de paramétrisations U, et U/ sont isomorphes s’il existe
un isomorphisme d’espaces probabilisés U: Fo V o(Uy,) — F, V o(U)) tel que U(F) = F et
W(U,) = ().

Lemme 17.1.4. Soit ng un entier ou ng = —oo. Soient F = (Fp)ngo et F = (gn);lgo deux
filtrations isomorphes, (Upg 1, ... ,Un) une paramétrisation de I sur Jng,0], (U} 41,---,Up)
une paramétrisation de F' sur |ng,0], et soient G le grossissement paramétrique de F avec
(Ung+1,---,U0) et ' le grossissement paramétrique de I avec (U}, ,1,...,Up). Alors les pa-
ramétrisations (Ung1,---,Uo) et (Uy 11, --,Uj) sont isomorphes si et seulement si il existe
un isomorphisme ¥: G — G tel que U(F) = F' et U(U,) = U], pour tout n €]ng,0].

Démonstration. C’est immédiat avec la définition. O

Lemme 17.1.5. Soient F = (Fo,F1) et F* = (F§,F7) deux filtrations a un pas isomorphes,
et soient U un pas de paramétrisation de Fo dans F1 et U™ un pas de paramétrisation de Jj

dans J7. Alors ce sont des pas de paramétrisation isomorphes si et seulement si il existe un
isomorphisme ¥ de F dans F* qui envoie L[U | F1] sur LU | FF].

Démonstration. Puisque I'on a un isomorphisme o(U) sur o(U*) qui envoie U sur U* (lemme
4.1.2), le corollaire 8.1.9 entraine que 'on a un isomorphisme de ¥y V o (U) sur Fj Vo (U*) qui
coincide avec ¥ sur JF; et qui envoie U sur U*. ]

17.1.2 Concaténation : cas local.

Proposition 17.1.6. Soit F = (F,,)n<o une filtration. Soit ng < 0 un entier et pour tout n €
[n0,0], soit F™ une filtration isomorphe & F et U™ un pas de paramétrisation de F™=1) dans
FM) . Alors il existe une filtration F isomorphe a & avec une paramétrisation (ﬁno+1, s ,ﬁo)
telle que pour tout n €]ng, 0] les pas de paramétrisations U™ et U, sont un & un isomorphes.

)

sur m € [ng, 0], nous allons construire un espace probabilisé (ﬁ(m),ﬁ(m),@(m)) et sur celui-ci

Démonstration. Pour tout n €]ng,0], on a un isomorphisme ¥ 3”8” — JFp. Par récurrence
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une copie (?ﬁm))ngm de la filtration (F,)p<m et une paramétrisation (ﬁY(LZnJ)rl, e ,ﬁ,sq,m)) de
(?,Sm))ngm sur [ng, m], pas-a-pas isomorphe a (UY(L?J)r17 cel, ,slm))

Pour m = ng il n’y a qu’a considérer une copie (?ﬁno))ngno de F sur un espace probabilisé
(Q(”O) A(”O) (”0)). Ces constructions au rang m se prolongent au rang m + 1 de la maniére

suivante. On note ®(™ Pisomorphisme de (Fn)ngm sur (?ﬁm))ngm provenant du rang m. Nous
munissons ’espace

(ﬁ(m+1),ﬁ(m+1)) — (ﬁ(m)’ﬁ(m)) ® ([O, 1],%[0,1])

de la probabilité produit P(m+1) = p(m+1) ®A, ou A désigne la mesure de Lebesgue sur [0, 1]. On
définit sur (Qm+D | A+ PmtD) Jes variables aleat01res U O (M) 4y = O™ (w™) pour
n €]ng, m] et ﬁgﬁtl)(w(m),t) =t. On pose ?gmﬂ) = n ) ® {Q, 0,1] } pour tout n < m + 1.
Notons ©: AM — A+ Je plongement “identificateur”, avec qui U(m+1) = O ﬁm)) et
Fimtl) = @(97( )) pour n €]ng, m].

Comme U,qu +11) est une variable aléatoire uniforme sur [0,1] et indépendante de ?(mﬂ),

on a alors par le corollaire 8.1.12 un isomorphisme

GOt oty (uimtly o Fonthye g mtD)

m—+1
qui coincide avec © 0 &™) o W (M+1) gyr ?ST’ U ot qui envoie Ur(n J: ) Uf(nnﬁl) On pose alors

+1 +1 P o FmAl

Fimtl) — gt (gl ly ¢ Gty e @iy,
I1 est alors fac/i\le de voir %ue (U, (?J:rll), . Ur(,ﬁtl)) est une paramétrisation de (?ﬁm“))ngmﬂ
qui rallonge (U,STJ)FD . ,U,sl )) sur [ng, m + 1] et qui rallonge aussi le pas de paramétrisation
U(m+l) H
m+1

Les deux corollaires qui suivent sont alors immédiats.
Corollaire 17.1.7. Soit F = (F,)n<o une filtration. Alors :

1) Deuz paramétrisations locales de F sont isomorphes si et seulement si elles sont pas a pas
isomorphes.

2) Soient ni,ng des entiers tels que n1 < ng < 0. Soit F' une filtration isomorphe o F et
(Unyi1s-- - Upy) une paramétrisation de I sur [ni,nol, et soit 3" une filtration isomorphe
aJ et (Uy 1q,...,Uy) une paramétrisation de 3" sur Jng,0]. Alors il existe une filtration
F" isomorphe a F et une paramétrisation (U] 1,...,Ug") de 3" sur Jny,0] qui rallonge
(Uhy 4155 Upy) et (U no—l-l’ ..., Uy). On dit que ( 7/1,;+1’ ..., Uy") est une concaténation de

! "
(Uya1r - Upy) et (Upygs---, UG-
On peut aussi concaténer les paramétrisations des chaines de Markov :

Corollaire 17.1.8. Soit (X,,)n<o une chaine de Markov & valeurs dans un espace métrique
standard. Soient ni,ng des entiers tels que ny < ng < 0. Soit (X} )n<o une copie de (Xp)n<o
et (U415 Uq’lo) une paramétrisation de (X )n<o sur ]]nl,no]] et soit (X])n<o une copie
de (Xn)n<o et (Uy,y1,---,Uy) une paramétrisation de (X))n<o sur Jno,0]. Alors il existe une
copie (X, )n<o de (Xn)n<o €t une pammetmsatzon (Uns 15+, UY") de (X} )ngo sur [ng, 0]
qui rallonge (Uy, 4y, Upy) et (U 1y, Up).

n
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17.1.3 Concaténation : cas global.

Ici nous allons généraliser la proposition 17.1.6 au cas des paramétrisations globales (proposi-
tion 17.1.11). Dans le cas d’une filtration essentiellement séparable, nous pourrions faire ceci
a l'aide du théoréme de Kolmogorov comme la proposition 16.1.10. Nous allons donner une
preuve dans le cas conditionnellement séparable en appliquant le théoréme de Ionescu-Tulcea
“a I'envers”.

Lemme 17.1.9. Soit (€2, A) un espace mesurable de la forme @);c ;(§2;,A;), soit € C A une
o-algebre de la forme C = ®j€J C;. Soit i € J et soit D; C C; une o- algébre. Soient (S,S)
un espace mesurable et v: (Q,D) — P(S) un noyau de probabilités.

On définit un noyau

Y(v): (€2,€) = P((2 D) ® (S,8))

par

Y(W)w [B] = VW[BWi]7
0t w = (wj)jes et B, = {v | (w,v) € B} est la section de B au-dessus de w. Lorsque (,.A)
est muni d’une probabilité P, on munit [’espace

(Q,B) == (2,€) ® ((2,D;) ® (S,S))

de la probabilité P=Pog v(v). Désignant par “x” la tribu triviale sur chacun des espaces
(Q,€), (2,D;) et (S,S), on définit sur (2, B,P) les o- algébres

C=CRxox%), D;=xc(D %),

et l’élément aléatoire R
V(w,wi,t) =t.

Alors y(V)w = @[@Z Vo(V)|€l(w,wi,t) et LIV |Cl(w,w;,t) = vy. Sur (0,A,P), si V est un
élément aléatoire dans S tel que v = L[V | €], on pose B = CV o(V). On identifie D; a la
o-algébre de C de i-ieme projection égale & D; et de j-iéme projection égale  la tribu triviale
pour j # i. R R R

Alors il existe un isomorphisme W: B — B tel que ¥(C) = C, ¥(D;) =D;, ¥(V) = V.

Démonstration. Les égalités v(v) = @[@Z Vo(V) é] et L[V | @] = v se vérifient aisément.
Si¥g: € — e désigne 'isomorphisme “identificateur”, et ¥y: D; — D désigne I'isomor-
phisme “identificateur”, on a alors I@[@Z | @] = U 0P[D|C]o ¥y, donc la proposition 8.1.8 donne
un isomorphisme ¥y: CV D; — Cv @Z qui prolonge ¥g et V1. Comme D; C C, on en déduit
que sous P, on a D; = D; ® (% ® x%).
On a alors L[V | ev @i]A: L[V | @] = Wo(v) = Wa(v) et il existe alors par le corollaire 8.1.9

un isomorphisme ¥: B — B qui prolonge Vs et qui envoie V sur V. O

Lemme 17.1.10. Soit F = (F,,)n<0 une filtration. Pour tout n < 0 sotent F™) une filtration
isomorphe o F et (UY(LH), - Uén)) une paramétrisation de F™ sur [n,0]. On suppose que pour
tout m < n, la paramétrisation (U,Slm)7 . Uém)) rallonge (U,S"), . Uén)) sur [m,0].

Pour tout ng < 0, on note

(@0, A)) = Q) (2 Fm) @ ([0,1],By01))
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et désignant par “x¢” la tribu triviale de chacun des espaces (2, F,) et ([0, 1],%[0,11), on pose,
pour n €]ng, 0],

m=n—1 m=ng
Flno) — ( () (a:e@e:e)) ® (Fn @ %) ® ( & (s:e@e:e))

m=0 m=n-+1

et
fjr(),nO)(wOa t07w—17 t—la cee 7wn07tn0) = tn
a) Alors il existe une probabilité Py sur (Q©,A©) = (Q,Fy) ® ([0,1],%10,1) et pour tout
n <0, il eziste un noyau S de (ﬁ(”),fl(”)) vers (Q,Fp_1)® ([0, 1],%[0,1]) tels que, pour
tout ng < 0, si (ﬁ(”o),fl(”o)) est muni de la probabilité @no =P Vef?Dg...

B0 alors la filtration (5‘%0),5"%‘21, . ,f;r(()no)) est isomorphe a la filtration (Fn)nefng,0]
et (A,S’g‘J),...,ﬁé"O)) est une paramétrisation de (f;"("o))ne[[no,o]] sur [ng,0] isomorphe a

U, ... U,

b) Par conséquent, si pour tout n < ng, on pose

m=ng—1
Flno) — < X (s:e@e:e)) ® (Fn @ %),

m=0

alors la filtration F0) = (FM0)), < est isomorphe a la filtration (Fp)n<o et @) ,ﬁéno))
est une paramétrisation de ™) sur [ng,0] isomorphe a (US™, ..., éno)).

Démonstration. On donne d’abord @0. Il suffit de poser Py = P® p, ot  est la copie dans Fy
de L[Uéo) \3"(()0)], et d’appliquer la proposition 8.1.16. Maintenant on procéde par récurrence.
On suppose 3O, g1 300+ construits.

On applique alors le lemme 17.1.9 avec (Q, A, P) = (ﬁ(”OH),ﬁ(”0+1),@(”0+1)), e = Alno+1),
D; = Fp,, et v est la copie sur Pespace probabilisé (Q("OH),fl(”OH),I@("OH)) de la loi condi-
tionnelle £ [U,%LO) | 3"(()"0) % U(Ux‘jr)l, ey éno))], et prend le noyau ("0t = ~(v) donné par
ce lemme. O

Proposition 17.1.11. Soit F = (F,)n<0 une filtration. Soit ng < 0 un entier et pour tout
)

n < 0 soient F™ une filtration isomorphe a F et Uﬁ”) un pas de paramétrisation de 3'“7(;11 dans

éjgn). Alors il existe une paramétrisation globale de F dont le pas de niveau n est isomorphe
au pas U,S”) pour tout n.

Démonstration. Puisqu’on sait concaténer les paramétrisations locales, on a pour tout n < 0,
une filtration ¥ isomorphe a F et ( ﬁ”), . Uén)) une paramétrisation de F sur [n,0]
qui est une concaténation des pas de paramétrisations Uy(bn),...,Uén). Les hypothéses du
lemme 17.1.10 sont vérifiées : pour tout m < n, la paramétrisation (Uf(nm), . ém)) rallonge

( én), . Uon)) sur [m,0]. Ce lemme et le théoréme de Ionescu-Tulcea donnent sur l'espace

mesurable
— 0o

(2A) =& ((Q,%) ® ([0, 1]»%[0,11))

n=0
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une probabilité P dont la restriction a (ﬁ(”o),ﬁ(”o)) est @no' Désignons par “x” la tribu triviale
de chacun des espaces (2,F,) et ([0, 1],%[0,11). Alors sur (€2, A,P), on définit une suites de
o-algebres T = (F,)n<o par

N m=n—1 m=—o00
F, = ( () (s:e@e:e)) ® (Fn @ %) ® ( (0 (s:e@e:e))
m=0 m=n+1
et une suite de variables aléatoires (ﬁn)ngo par
ﬁn(w()a tOv wW—1, t—l) .- ) - tn

Convaincons-nous que :
1) F est une filtration isomorphe a F. Aprés complétion des o-algébres pour la probabilité

P, on a
Fo=(F,0%)® ( & (s:e@e:e)).
m=—1
2) (Un)ns, est une paramétrisation globale de F qui rallonge (U ,...US™).  Nous uti-
lisons les notations du lemme 17.1.10. Les filtrations (?,%O),g"éno‘ﬂr)l, e 7§éno)) et (§n)n€ﬂno,0ﬂ
s’identifient, ainsi que les vecteurs aléatoires (AY(SO), e ﬁo(no)) et (ﬁno, e (70). De plus, aprés

complétion des o- algébres pour la probabilité @, on a, pour tout n < ny,

no—1 —0
:<® (%@%))@(ffm®%)®< X (%@%)>,

m=—1 m=ng+1

@)

donc les filtrations (5",2”0))n<0 et (?n)ngo s’identifient, et on conclut avec le b) du lemme
17.1.10. U

Les corollaires suivants sont immeédiats :

Corollaire 17.1.12. Soit I une filtration. Si (ng)r>0 est une suite d’entiers négatifs stricte-

ment décroissante, et si pour tout k > 1, F admet une paramétrisation (Uk,... Uyk_ ) sur
[ng, np—1], alors I admet une paramétrisation globale qui rallonge les (U}*,... Uy ). Ceci

est encore vrai pour des paramétrisations d’une chaine de Markov a valeurs dans des espaces
métriques standard.

Corollaire 17.1.13. Toute filtration conditionnellement séparable admet une paramétrisation
globale.

Démonstration. Cela résulte de la proposition 17.1.11 et du corollaire 16.1.6. O

17.2 Critére de Vershik paramétrique de premier niveau.

17.2.1 Définition.

Définition 17.2.1. Sur un espace probabilisé (2,.A,P), on se donne une filtration F =
(fﬂz)ngo-
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e Soit I un ensemble fini. On dit qu'une variable aléatoire X € LS™Ple(Fy; F) satisfait le
critére paramétrique de Vershik de premier niveau (sous-entendu : dans LSimple) si pour
tout réel § > 0, il existe un espace probabilisé (', A’, '), un entier ny < 0, une filtration
F" sur (', A',P'), isomorphe & F, une paramétrisation (U}, .1, .., Ug) de I’ sur Jng, 0],
et une variable aléatoire Z' € L™ (q(U), ..., U}); F) telle que P'[X’ # Z'] < 6. On
note PS™PIe(F; ) I'ensemble des variables aléatoires X € LS™Ple(Fy: F) qui satisfont le
critére de Vershik paramétrique de premier niveau.

e On dit qu'une filtration F = (F,)n<o satisfait le satisfait le critére paramétrique de
Vershik de premier niveau si pour tout ensemble fini F'| toute variable aléatoire X €
LsmPle(F- F) satisfait le critére paramétrique de Vershik de premier niveau.

e Soit (E, p) un espace métrique standard. On dit qu'une variable aléatoire X € L!(Fy; E)
satisfait le critére paramétrique de Vershik de premier niveau (sous-entendu : dans L)
si pour tout réel 6 > 0, il existe un espace probabilisé (2’, A", P’), un entier ng < 0, une
filtration J’ sur (Q', A', ), isomorphe & F une paramétrisation (Uy, . 1,...,U)) de I’ sur
Jno, 0], et une variable aléatoire Z’ € L* (0( o1 U0); E) telle que E’ [p(X’, Z’)] <
5. On note P}(F; E) I'ensemble des variables aléatoires X € L!(JFg; E) qui satisfont le
critére de Vershik paramétrique de premier niveau.

e Soit (E, p) un espace métrique standard. On dit qu'une variable aléatoire X € L%(Fy; E)
satisfait le critére paramétrique de Vershik de premier niveau (sous-entendu : dans LY)
si pour tout réel 6 > 0, il existe un espace probabilisé (2', A", P’), un entier ng < 0, une
filtration 3" sur (€', A’, "), isomorphe & J une paramétrisation (U, ,4,...,Uj) de I’ sur
[no,0], et une variable aléatoire Z' € LO(o(U), 41,---,Up); E) telle que P'[| X' — Z'| >

8] < 4. On note P(F; E) 'ensemble des variables aléatoires X € L%(Fo; E) qui satisfont
le critére de Vershik paramétrique de premier niveau.

e On dit qu'une o-algébre £y C Fy satisfait le critéere paramétrique de Vershik de premier
niveau si L' (€, R) C PY(F;R).

Dans cette section, nous allons établir la proposition suivante :

Proposition 17.2.2. Une filtration essentiellement séparable satisfait le critére de Vershik
paramétrique de premier niveau si et seulement si elle admet une paramétrisation génératrice.

Cette proposition sera une conséquence du corollaire 17.2.11. La démarche suivie est analogue
au cas non paramétrique.

17.2.2 Propriétés.

Lemme 17.2.3. Soient I = (Fp,)n<o une filtration, F un ensemble fini et E un espace mé-
trique standard. Alors PS™Pe(F; F) est fermé dans L¥™Pe(Fg; F), PY(F; E) est fermé dans
LYF;E), P°(F;E) est fermé dans L°(F; E).

Démonstration. Facile. O

Proposition 17.2.4. Soient (2, A,P) un espace probabilisé, F = (Fp,)n<o une filtration condi-
tionnellement séparable, et D une sous-o-algébre de Fy. Les conditions suivantes sont équi-
valentes :

(i) D satisfait le critere de Vershik paramétrique de premier niveau.

(ii) Il existe un espace métrique standard (E,p) infini tel que toute variable aléatoire X €
LY(D; E) satisfait le critére de Vershik paramétrique de premier niveau.
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(iii) Pour tout ensemble fini F, toute variable aléatoire X € LS™Pe(D: F) satisfait le critére
de Vershik paramétrique de premier niveau.

(i) Pour tout espace métrique standard (E,p), toute variable aléatoire X € L'(D;(E, p))
satisfait le critére de Vershik paramétrique de premier niveau.

Démonstration. o (iv) = (i) est évident.

o (i) = (ii) : on prend E = R.

o (i) == (). Soient F' un ensemble fini et X € LS™Pe(D; F). Puisque E est infini,
on peut supposer que F C E. On pose m = min {p(e, f)le, f € F}. Soit 6 > 0. Appli-
quant 'hypothése (i), on obtient un entier ny < 0, un espace probabilisé (', A", P’) avec une
filtration 3" isomorphe & JF, une paramétrisation locale (U}, ,4,...Up) de F’ sur [ng,0], et
une variable aléatoire Z' € L' (o(U}), ,1,...Up); E) telle que E'[p(X’, Z")] < mé/2, et on a
alors P[p(X’,Z') > m/2] < 4. On ordonne F et on définit une application ¢: E — F en
prenant pour ¥(x) le point de F' le plus proche x, ou le premier de ces points s’il y en a
plusieurs. Sur I'événement {p(X’, Z’)| = m/2}, on a (X') = Z’, et en posant S’ = (X') €
Lsimele(g(U) ... Up); F), on aalors P/[X" # S'] < P[p(X', Z') > m/2] <.

o (iii) = (iv). Soient X € L'(D;(E,p)) et § > 0. Par densité de LS™P'(D; E) dans
L'(D;(E, p)), il existe un ensemble fini F' de E et une variable aléatoire T € LS™Ple(D; F)
telle que E[,o(X , T )] < 0/2. Appelons M le diamétre de F. Appliquant 'hypothése (ii),

on obtient un entier ng < 0, une paramétrisation locale (U], ,y,...Us) sur [ng,0] d'une
filtration ¥’ isomorphe & F, et une variable aléatoire Z' e Lsmple (0( o1 Ug)i B ) telle
que P'[T" # Z'] < §/2M. Par conséquent, E' [p(T", Z')] < 6/2, puis E' [p(X’, Z")] < . O

Corollaire 17.2.5. Soient F = (F,)n<o une filtration, D une sous-o- algebre de Fo et E un
espace métrique standard.

(i) Si D satisfait le critére de Vershik paramétrique de premier niveau, alors pour tout espace
métrique standard E, toute variable aléatoire X € L°(D; E) satisfait le critére de Vershik
paramétrique de premier niveau.

(ii) S’il existe un espace métrique standard E infini tel que toute variable aléatoire X €
LO%(Fo; E) satisfait le critére de Vershik paramétrique de premier niveau, alors D satisfait
le critére de Vershik paramétrique de premier niveau.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer la proposition précédente avec p A 1 au lieu de p. O

Proposition 17.2.6. Soient F = (F,,)n<o une filtration et E un espace métrique standard.
Une variable aléatoire X € LY(Fo; E) satisfait le critere de Vershik paramétrique de premier
niveau si et seulement si la o-algébre o(X) satisfait le critére de Vershik paramétrique de
premier niveai.

Démonstration. Si la o-algébre o(X) satisfait le critére de Vershik paramétrique de premier
niveau, alors X satisfait le critére de Vershik paramétrique de premier niveau par la prposition
17.2.4. Inversement supposons que X satisfait le critére de Vershik paramétrique de premier
niveau. Pour montrer que o(X) satisfait le critére de Vershik paramétrique de premier niveau,
nous choisissons, par le biais du corollaire 17.2.5, de montrer que L°(a(X);R) C P°(Fp; R).
Notons © l'ensemble des variables aléatoires S € LY(0(X);R) de la forme S = f(X) ou
f: E — R est lipschitzienne. Par le corollaire 1.2.7 et le lemme 17.2.3, il suffit de montrer que
toute variable aléatoire S € O satisfait le critére de Vershik de premier niveau. Considérons
alors une fonction f: E — R, notons ¢ un rapport de Lipschitz de f, posons S = f(X), et
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donnons-nous un réel § > 0. Par hypothése, on a un espace probabilisé (2, A, P’), un entier
ng < 0, une filtration F” sur (€', A’, P), isomorphe & F une paramétrisation (U}, ,1,...,Up) de
F’ sur Jng, 0], et une variable aléatoire Z' € L! (U(Uq’moﬂ, .., UY); E) telle que E' [p(X', Z")] <

62 /c. Posons T' = f(Z'); on a alors
P[|S —T'| > 6] <P [p(X",Z') > §/c] < gE’ [p(X', 2))] <6,
ce qui achéve la preuve. O

17.2.3 Lemmes et preuve de la proposition 17.2.2.

Lemme 17.2.7. Soient § = (F,)n<o une filtration conditionnellement séparable, (E,p) un
espace métrique standard, X € L'(Fy; E) une variable aléatoire, et § > 0 un réel. S’il eviste
un espace probabilisé (', A',P"), un entier ng < 0, une filtration F sur (', A", '), iso-
morphe a F, une paramétrisation (Uy ,y,...,Uy) de I sur Jng,0], et une variable aléatoire
VANS LI(U(U,[LOH,...,U(’));E) telle que E’[p(X’,Z’)] < 8, alors pour tout entier n; < ng,
il existe un espace probabilisé (Q", A", P"), une filtration F" sur (", A", P"), isomorphe a
F une paramétrisation (U} . 1,...,Uy) de 3" sur [n1,0], et une variable aléatoire Z" €

L'(o( AT LU E) telle que B [p(X",Z")] < 6.

Démonstration. Puisque F est conditionnellement séparable, il existe une paramétrisation de
F sur |ni, no]; il suffit d’en prendre une puis le lemme se déduit facilement de la partie 1) du
corollaire 17.1.7. ]

Lemme 17.2.8. Soit (2, A,IP) un espace de probabilité. Soient B, C, D des sous -o- algébres
de A telles que B et C sont indépendantes et D C B. Soient E un espace métrique séparable
et 0: E x E — [0,4+00] une fonction borélienne positive. Pour X,Y € LY(A;E), on pose
DIX,Y] = E[0(X,Y)] € [0,+00]. Si X € LOB;E) et Y € L'(DVC; E), alors il existe une
variable aléatoire Z € L°(D; E) telle que D[X, Z] < D[X,Y].

Cecl'C)et frRxR — E est

Démonstration. On peut écrire Y = f(D,C) ot D € L°(D),
f(D,s). O

borélienne. On applique alors le lemme 10.2.3 avec X =

Lemme 17.2.9. Soit ng un entier négatif non nul. Sur un espace probabilisé (2, A,P), soit
F = (Fn)n<o une filtration conditionnellement séparable. On se donne un espace métrique stan-
dard E et une variable aléatoire X € LY(F,,; E). Si X satisfait le critére de Vershik paramé-
trique de premier niveau, alors pour tout réel 6 > 0, il existe un espace probabilisé (Q', A, '),
un entier n1 < ng, une filtration F sur (', AP, isomorphe & F, une paramétrisation
(U y15---,ULy) de I sur [ny, ng, et une variable aléatoire Z' € L' (o(U), 1y,..., U}, ); E)
telle que E' [p(X’',Z")] < 6.

Démonstration. 1l suffit d’appliquer la définition, le lemme 17.2.7 (pour s’assurer que n1 < ng)
puis le lemme 17.2.8. ]

Lemme 17.2.10. Soit ng un entier négatif non nul. Sur un espace probabilisé (2, A,P), soient
F = (Fn)ngo une filtration conditionnellement séparable et (Upy+1,...,Uy) une paramétrisa-
tion de F sur |ng,0]. On se donne une variable aléatoire X € L°(Fy). Si F satisfait le critére
de Vershik paramétrique de premier niveau, alors pour tout réel § > 0, il existe un espace pro-
babilisé (', A',P'), un entier n; < ng, une filtration F sur (Q', A",P"), isomorphe ¢ F, une
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paramétrisation (Uy, q,...,Uy) de I sur Jny, 0] qui rallonge (Upgy1, ..., Up), et une variable
aléatoire Z' mesurable pour o(U), ,1,...,U}) telle que P'[| X' — Z'| > 6] <.

n

Démonstration. On peut écrive X = (Yo, Ungs1,---,Up) ot Yy € L%(Fy,) et f est boré-
lienne. On munit RI™I*1 de la norme ||z|| = 3 |z;|. Posons ¢’ = §/2. Par le corollaire 1.2.7, il
existe une fonction lipschitzienne g: R+ telle que si I'on pose W = 9(Yno Ung+1, - - -, Vo),
alors P[|X — W| > §'] < &. Soit ¢ > 0 un rapport de Lipschitz de g. Posons 6" = c¢'.
Puisque JF satisfait le critére de Vershik paramétrique de premier niveau, le lemme 17.2.9
fournit (en utilisant I'inégalité de Chebyshev et p(x,y) = min{|z — y|,1}) un espace pro-
babilis¢ (Q',A’,P’), un entier n; < ng, une filtration F sur (', A’,P'), isomorphe a &,
une paramétrisation (U, \q,...,U} ) de I sur ]ni,ng], et une variable aléatoire Z; €
Lo(o(U), oy, Up) telle que P'[|Y, — Z), | > 0"] < ¢. En utilisant le corollaire 17.1.7,
introduisons un espace probabilisé (Q”, A", P") avec une filtration F” isomorphe & F, une para-
métrisation (U} . 1,...,Uy) de I sur [ny, 0] qui rallonge (Uy, (q,...,U},) et (Ungt1,---,Uo).

Par isomorphisme, on a P”[|Z) — Y| > §"] < §'. En posant S = g(Z), U}l 1,...,Uf) et
" " " "
Z" = f( o nOH,...,UO),ona

P'[|S" —W"| > 8] <P'[|Z8 Y| > 6"] < §.

0

Par ailleurs, on a P” [|X” - W" > 5’] < ¢ par isomorphisme, et finalement on obtient
P|X" — 2" > 6] < 5. 0

Corollaire 17.2.11. Soient F = (Fy,)n<o une filtration et E un espace métrique standard,
Si F satisfait le critére de Vershik paramétrique de premier niveau, alors pour toute variable
aléatoire X € LY(Fo; E), il existe une paramétrisation globale (U))n<o d'une filtration F'
isomorphe a F telle que la copie de X est mesurable pour o (U] )n<o.

Démonstration. Supposons que F = (F,),<o satisfait le critére de Vershik paramétrique
de premier niveau. Soit X € L!(Fy; E). On note Y une variable aléatoire réelle telle que
o(Y) = o(X). Donnons-nous une suite (0;)r>0 de réels qui décroit vers 0 quand k /' +o00. En
utilisant le lemme 17.2.10, on sait construire une suites d’entiers négatifs (nj)r>o strictement

croissante, et pour tout k > 1, une paramétrisation (U,’{:,...,Ué”“) pour JF sur [ng, 0] qui
rallonge (Uy, "}, ., Ué’k’l), une variable aléatoire Z”* mesurable pour o(U.*, ..., o), telle
que P"¢[|Y"* — Z"k| > §),] < 8. On conclut alors avec le corollaire 17.1.12. O

* Preuve de la proposition 17.2.2. Supposons que F = (F,,)n<o est essentiellement séparable
et qu’elle satisfait le critére de Vershik paramétrique de premier niveau. On note Yy une
variable aléatoire telle que o(Yy) = Fp et on lui applique le corollaire 17.2.11. O

17.2.4 Cas d’une chaine de Markov.

Proposition 17.2.12. Soient (E,, pn), n < 0, des espaces métriques standard et soit (X, )n<o
une chaine de Markov ot X, est a valeurs dans E,. Alors pour tout N < 0, les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) Il existe une filtration F' isomorphe a F, et une paramétrisation globale (U} )n<o de la
chaine de Markov (X, )n<o telle que la copie de X est mesurable pour o(U,,)n<o- -

(i1) Pour tout réel 6 > 0, il existe une filtration F' isomorphe & F, un entier ng < 0 et une

paramétrisation (U} ,...,Uy) sur [ng,0] de la chaine de Markov (Xn)n<o tels que
P [pn (X}, X5) > 5T < 9.
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Démonstration. 1l est clair que (i) = (ii). Pour montrer que (i) = (i), on procéde
comme dans la preuve du corollaire 17.2.11. ]

17.3 I-confort paramétrique

Définition 17.3.1. Soit F = (F,,)n<o une filtration. Sur un espace probabilisé (Q, A, P), soient
F" et " deux copies de F coimmergées, (U}, 11, - -, Up) une paramétrisation de ' sur Jnq, 0],
et (U} 41,---,Uy) une paramétrisation de F” sur Jng,0]. On note §’ et §” respectivement, les
grossissements paramétriques de 3’ et de 3" avec (U}, ,1,...,Up) et (U 1q,...,Uy). On dit
que (9',9") est une coimmersion paramétrique de F sur |ng, 0], si §’ et §” sont coimmergées

et si pour tout n €]ng, 0].
TV U2) Sy v S] = B[00 U | Ty v ).

On dit de plus que c’est une I(ng)-coimmersion paramétrique de F si (F',F") est une I(ng)-
coimmersion de J.

Bien stir si (§/,5") est une I(ng)-coimmersion paramétrique de J, les o-algebres G, et G,

sont indépendantes puisque G;,, = F7, et G = I} .
Lemme 17.3.2. Avec les notations de la définition précédente, si (G',G") est une coimmersion
paramétrique de F sur [ng,0], alors la filtration F' vV F" est immergée dans §' v G".

Démonstration. Cela se déduit du lemme 8.2.8. O

Définition 17.3.3. Soient F = (J,,), <o une filtration et (E, p) un espace métrique séparable.
On dit quune variable aléatoire X € L!(Fg; E) satisfait le critére de I-confort paramétrique
si pour pour tout & > 0, il existe sur un espace probabilis¢ (Q, A, P), une I(ng)-coimmersion
paramétrique (F,F”) de F sur Jno, 0] telle que les copies de X vérifient E[p(X’, X")] < 4.
Lemme 17.3.4. Soient I = (F,)n<o une filtration et (E, p) un espace métrique standard. Si
une variable aléatoire X € L'(Fo; E) satisfait le critére de I-confort paramétrique, alors elle
satisfait le critére de I-confort.

Démonstration. Une filtration est immergée dans son grossissement paramétrique avec une
paramétrisation (lemme 16.1.7), et on achéve la preuve avec le lemme 14.3.2. U

Proposition 17.3.5. Soit I = (F,),<0 une filtration conditionnellement séparable. Alors
une variable aléatoire mesurable pour F satisfait le critére de I-confort si et seulement si elle
satisfait le critére de I-confort paramétrique.

La preuve ce cette propostion est présentée dans la section suivante.

17.4 Preuve de la proposition 17.3.5.

On démontre dans cette section que le critére de I-confort entraine le critére de I-confort
paramétrique pour une filtration conditionnellement séparable. Il s’agira de montrer que toute
I(ng)-cormmersion d’une telle filtration peut se transférer par un isomorphisme dans une
I(ng)-coimmersion paramétrique. Cela résultera de la partie 1) de la proposition 17.4.4 qui se
démontre en réitérant le lemme 17.4.2.
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Proposition 17.4.1. Soient (2, A,P) un espace probabilisé et (Fo,F1) une filtration a un
pas séparable. On mote V une novation de Fy dans F1 & valeurs dans un espace métrique
séparable E qui admet une loi conditionnelle p = L[V | Fo] par rapport a Fy. Soit Hy C A
une o- algebre contenant Fy et de laquelle V' est indépendante conditionnellement & Fo (ce qui
equwaut a ce que F1 soit indépendante de Hy condztzonnellement a%Fy). On deﬁmt la probabilité
P =P® u sur le produit (0, Ho) ® (E,DBg), on pose Fog = Fy ®u{9,E}, Ho = Hy ®u{2,E},
et V(w,t) =t. Alors il existe un unique plongement

U (Q,51,P) — (2@ E,Hy ® Bp, P)
tel que U(Fo) = Fo, et que U(V) =V et LIV | Hol(w,t) = L[V | Fol(w, t) = pro.
Démonstration. Cela résulte de la proposition 8.1.16. O

Lemme 17.4.2. Soit § = (Fo,F1) une filtration conditionnellement séparable a un pas. Sur
un espace probablisé (Q, A, P), soient F' = (F,F)) et F' = (F,F)) deuz copies coimmergées
de F. On note Hy C A une o- algebre dans laquelle F|, et F, sont contenues et de laquelle
FL VI est indépendante conditionnellement a F(y Vv F. Alors il existe un espace probabilisé
(ﬁ,fl, @), un plongement W: Ho V (F) v FY) — A, deuz variables aléatoires U' et U" chacune
de loi uniforme sur [0,1)], chacune indépendantes de Ho, et telles que, en posant F = U(F),

"= W(F), Hy = U(Ho), F, = W(F,), F' = W(F)), ona
L[, U") | Ho] = L[(U",T")|Fy v T,

Fr ?6\'/0((7’), F 5"()’\'/0((7”), les filtrations (Aé,é\ﬂl) et (Ag,f;"’l’) sont coimmergées (et de
plus les variables aléatoires U’ et U" sont indépendantes conditionnellement a F, vV FY ).

Démonstration. Soit V une novation de Fo dans F1. Notons p = L[(V/,V")[F| Vv F(]. On
munit ’espace mesurable

(Q,4) = (2,7) @ (R x R, Brxr)

de la probabilité P=Pg . Par la proposition 17.4.1, g o v = pi est la loi conditionnelle du
vecteur aléatoire (@, v’,v"”) +— (v',v") par rapport & Ho ® {@,R x R} et aussi par rapport &
(FHVID) @{2, RxR}, et il existe un plongement de la - algebre ¥ VI = (FLVIF)) Vo (V] V)
dans (Q,A) qui envoie la o-algebre F) v FY sur (F) vV F1) ®u {2, R x R} et le couple (V{,V}")
sur (@, v, v") — (v/,0").

Maintenant nous allons plonger ((2,]1) dans le produit de (ﬁ,fl) par ([O, 1]x[0, 1], %[071]”0’1])
en construisant un noyau I' de ce premier espace vers ce second, puis en considérant la pro-
babilité P ® I'. Sur un espace probabilisé (2%, A*, P*), soit (F5, F]) une filtration isomorphe a
(F0,F1) et U* un pas de paramétrisation de F dans F7. On note (7g,) la copie de L[U* | F7]
sur I'espace (€2, Ho) ® (R,®g) par isomorphisme de F§5Vo(U*) sur Fj @ [0, 1] qui envoie F
sur F() et U* sur (@,t) — t, ou F[,® |0, 1] est muni de la probabilité produit de IP par la mesure
de probabilité uniforme sur [0, 1]. De méme, on note (fg,) la copie de L[U* | F}] sur I'espace
(Q,Ho) ® (R, %R) par I'isomorphisme de F§Vo(U*) sur Fj ® [0, 1] qui envoie F sur Fjj et U*
sur (@, t) — t, ou F®10, 1] est muni de la probabilité produit de P par la mesure de probabilité
uniforme sur [0, 1]. On définit alors le noyau (I'y 4/ ) de (ﬁ,ﬁ) vers ([0,1] x [0, 1],%[071]%0’1])
par

Fwﬂ)/,v” = Yo @ ﬁw,v”-



17. Paramétrisations I1. 156

On définit alors sur ’espace mesurable

= (§7ﬁ) ® ([07 1] x [0, 1]7%[0,1]><[071])
la probabilite P = P®T. Sur (ﬁ A, I@) on pose alors F, = (Foo{o,RxR})®{2,[0,1]x[0,1]},
Fy = ( g®{®,RxR})®{g, [0,1] x [0 1}, H, = (Aﬁo®{®,RxR})®{®, [0, 1[0, 1]}, on défi-
nit les variables aléatoires V' (@, v’, 0" t/ t”) v’,AV”(g, v, vA”, ', t”)A: V" U (@, 0" ) =
¢, 0" (@, o, o", ¢, ¢") = 1", on pose 3”1 =T v a(V), 7 =TFUv o (V).

Du fait que

(LA

~—

L[V, V) [ To)) = L[V, V") | Fo] = L[V, V") | Ty v Fy],

on déduit que les filtrations (Ag,gfi) et (Ag,gfi’) sont, comme (F(, F)) et (F),FY), deux copies
coimmergées de .

Par ailleurs, comme on a un isomorphisme de (Fj, F7) sur (3"0, F! ) qui envoie L[U* | F7]
sur L[U | F ]( 7), alors U’ est un pas de paramétrisation de 3"0 dans 3" par le lemme 17.1.5.
De méme, U” est un pas de paramétrisation de ?g dans 3"’1’ )

Le dernier point (entre parenthéses) résulte de 1'égalité

LU, 0" |A] = L[(U",T0") |5y v 5] = L[U" | 53] @ &[0 | 51
résultant de la définition de T'. O

Définition 17.4.3. Soit F = (F,)n<o une filtration. Sur un espace probabilisé (Q,A,P),
soient F et F” deux copies de F coimmergées, (U},) une paramétrisation globale de ¥, (U,))
une paramétrisation globale de F”. On note §' et §” respectivement, les grossissements pa-
ramétriques de I et de I avec (U}, ,y,--.,Up) et (Uy 4q,---,Uy), et on note H' et I”
respectivement, les grossissements paramétriques de F’ et de F” avec (U})) et (U},). On dit
que (H',H") est une coimmersion paramétrique globale de F sur [ng,0], si H' et H" sont
coimmergées et si (§/,5") est une coimmersion paramétrique de F sur Jno, 0].
La partie 2) de la proposition suivante ne sera utilisée que dans la section 17.7.

Proposition 17.4.4. Soit F = (F,)n<0 une filtration conditionnellement séparable et (F',3F")
une coimmersion de F sur un espace probabilisé (2, A, P).

1) Pour tout ng < 0, il existe, sur un espace probabilisé ((Al,fl, ]/PS), une coimmersion paramé-
trique (§',5") de F sur [no,0], et un isomorphisme ¥ de la filtration (F, v Fr)n<o sur la
filtration (§";1 \Y ?g)n@ qui envoie I sur F et F' sur F'.

2) Soient F une filtration isomorphe o F et (ﬁn)n<0 une paramétrisation globale de F. On note
K le grossissement paramétrique de F avec (ﬁn)n<0 Si (3” ffr”) est une I(ng )-coimmersion
paramétrique de F, il existe, sur un espace probabilisé (Q, A IP) une I(ng)-coimmersion
(fH’ fH”) de H qua est une I(ng )-coimmersion paramétrique globale de I sur In0,0], et un
isomorphisme U de la filtration (¥, V F)n<o sur la filtration (97’ v 3 mn<o qui envoie F'
sur F et F' sur F.

Démonstration. o Montrons 1). Supposons que pour m € [ng, 0], nous avons construit
— un espace probabilisé (Q,y,, A, P m), €t sur celui-ci deux copies coimmergées (ff Jn<m €t
(§"’ Jnsm de la filtration (Fp)ngm et un isomorphisme U™l de la filtration (F, v F ) n<m
sur la filtration (3"’ v F " )n<m qui envoie F sur (ff Jngm et F’ sur (ff Yn<m
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— une paramétrisation (Uq’wH, ..., U}.) de la filtration (?;L)ngm sur Jng, m], une paramé-
trisation (U} .1, Upy,) de la filtration (37)n<m sur [ng, m], telles que les grossisse-

ments paramétriques (9 Jn<m €t (9 Jngm associés a (U, 4q,...,Up)) et (U] ;... Uy)
respectivement forment une coimmersion paramétrique de F sur [ng, 0].
Pour m = ng il n’y a rien & faire. Si on a ces constructions au rang m, on les prolonge au
rang m + 1 grace au lemme 17.4.2 sur l'espace probabilisé (Qm+1,./lm+1, ]P’m+1) donné par ce
lemme.
o Montrons 2). Supposons que pour m € [no, 0], nous avons construit
— un espace probabilisé (Qm, Am, P m), et sur celui-ci deux copies coimmergées (ff Jn<m €t
(F" Jnsm de la filtration (Fp)ngm et un isomorphisme U™l de la filtration (F, v F ) n<m
sur la filtration (3"’ v F! )n<m qui envoie ' sur (97 In<m et F' sur (97 Yn<m ;
— une paramétrisation globale (U’ Jn<m de (5" Jn<m, une paramétrisation globale (U Nngm
de (97” Jn<m. telles que les grossissements paramétriques globaux (fJ-C Jn<m €t (TJTC Jn<m
associées a (17 Jn<m €t (17 Jn<m forment une I(ng)-coimmersion et telles que les gros—

sissements paramétriques locaux (9’ Jnsm et (95 ngm associés a (U}, ,q,...,Up) e
(U415 - -+ Uy ) respectivement forment une coimmersion paramétrique de I sur Jn, 0]].

Pour m = nyg, il suffit de considérer deux copies indépendantes de (JN'Cn)n<n0 Si on a ces
constructions au rang m, on les prolonge au rang m + 1 grace au lemme 17.4.2 sur 'espace
probabilisé (Qm+1,ﬂm+1,Pm+1) donnée par ce lemme. O

* Preuve de la proposition 17.3.5. Soient (E, p) un espace métrique standard, X € L!(Fo; E),
t (F',F") une I-coimmersion de F sur un espace probabilisé (2, A,P). Par la proposition

17.4.4, on a sur un grossissement ((Al,_fl, P) de (2, A,P) une I-coimmersion (§',§") paramé-
trique de F telle que E[p(X’, X”)] = E[p(X’, X")]. Ainsi si X satisfait le critére de I-confort,
elle satisfait le critére de I-confort paramétrique. O

17.5 I-jonction paramétrique en arbre

Pour obtenir I’équivalence du critére de Vershik de premier niveau paramétrique et du critére
de I-confort paramétrique, de maniére analogue au cas non paramétrique, nous introduisons
le critére de I-jonction paramétrique en arbre, puis suivons la méme démarche.

17.5.1 Cas d’une filtration.

Définition 17.5.1. Soit F = (F,),<o une filtration. Sur un espace probabilisé (Q,A,P),

soient F et 3"” deux copies de F coimmergées, (U], .1, .., Uj) une paramétrisation de ' sur
[10,0], et (U, 11, --,Uy) une paramétrisation de 3" sur Jng, 0], telles que les grossissements

paramétriques respectivement associés §’ et §” forment une coimmersion paramétrique de
F sur [ng,0]. On dit que c'est une coimmersion paramétrique de F en arbre sur [ng,0] si
(Uhgi1s--->Ug) et (Uy 11, .-, Uy) sont toutes deux des paramétrisations de la filtration Fv 3"
sur [ng, 0]],

Lemme 17.5.2. Soit F = (F,)n<0 une filtration. Sur un espace probabilisé (Q, A, P), soient
F" et " deux copies de F coimmergées, (Uy, 41, ---,Uy) une paramétrisation de F' sur Jno, 0],
et (Upyi1,---,UY) une paramétrisation de 3" sur [no, 0], telles que les grossissements para-
métriques respectivement associés G’ et §” forment une coimmersion paramétrique de F sur
n0,0]. Alors c’est une coimmersion paramétrique de F en arbre sur |ng,0] si et seulement si
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pour tout n €]ng, 0], il existe une variable aléatoire S, 1 € LY(F,_1) et une famille mesurable
{"L/Jz(j/ﬂi)y//}ygyﬂe[g de transformations inversibles de la mesure de Lebesgue sur [0,1] telles que

U =% g (UL

—1"n—-1

Démonstration. Cela résulte de la proposition 4.3.7 et du lemme 10.1.7. ]

Le lemme suivant est essentiel dans la preuve de la proposition 17.5.6.

Lemme 17.5.3. Avec les notations de la définition précédente, il existe un vecteur aléatoire
(Viou1s--+5 Vo) qui est a la fois une novation de F' et de I’ v F" sur [ng, 0].

Démonstration. Pour tout n €]ng, 0], on note V,, une variable aléatoire réelle telle que o(V,)) =
o(L[U}, | F1]). Par le lemme 15.5.5, V}, est une novation de ], _; dans F,, et aussi une novation
de ¥,y VF, _, dans F], vV F, puisque L[U,, |F ] = L[U), | F,, V F'] par immersion et que 'on
aF, VI CcF _VvIF!_Vo(U]) parce que la coimmersion paramétrique est en arbre. [

Lemme 17.5.4. Toujours avec les notations de la définition précédente, il existe une novation

(Vi1 -+ +» Vo) de I sur Jng, 0] telle que pour toute variable aléatoire X mesurable pour Fo,
il existe une variable aléatoire Yy, € LO(Fy,) telle que o(Y,! Ul UL o, ... Uf) D o(X")

et pour tout n €]ng, 0], on peut écrire

U — (n) U’
n = PVl Vi Vi sareVi ()

N n . . . .
ot {go(,) "o / ,} est une famille mesurable de transformations inversibles de [0, 1]
Y,y ,Un0+1,1)n0+2,...,1)n_1

préservant la mesure de Lebesque.

Démonstration. On prend la novation (V; . ,..., V) du lemme 17.5.3 et on conclut en utili-
sant les lemmes 15.1.2 et 10.1.7. O

Définition 17.5.5. Soient F = (F),)n<o une filtration et (£, p) un espace métrique standard.
On dit qu’une variable aléatoire X € LY(Fy; E) satisfait le critére de I-jonction paramétrique
en arbre si pour pour tout réel 4 > 0, il existe une I(ng)-coimmersion paramétrique (9, G"”)
de F en arbre sur ]ng,0] sur un espace probabilisé (£, A, P), dans laquelle les copies de X
vérifient E[p(X’,X")] < 0.

Proposition 17.5.6. Soient F = (F,,),<0 une filtration et (E, p) un espace métrique standard.
Une variable aléatoire X € LY(Fo; E) satisfait le critére de I-jonction paramétrique en arbre
si et seulement si elle satisfait le critére de I-confort paramétrique.

Démonstration. 1l est évident que X € L(Fp; E) satisfait le critére de I-confort paramétrique
si elle satisfait le critére de I-jonction paramétrique en arbre. Supposons maintenant que
X € LY(JFo; B) satisfait le critére de I-confort paramétrique. Pour tout § > 0, il existe donc
un entier ng < 0 et une I(ng)-coimmersion paramétrique de F sur Jng,0] sur un espace
probabilisé (€2, A, P), dans laquelle les copies X’ et X* de X vérifient E[p(X "X *)] < 4. La
partie b) du corollaire 15.2.1 appliqué avec ¢ = § donne sur (2,4, P) une I(ng)-coimmersion
paramétrique de F en arbre sur ]ng,0] dans laquelle les copies X' et X" de X vérifient
E[p(X', X")] < 26. O
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Proposition 17.5.7. Soient F = (F,,)n<o une filtration et (E,p) un espace métrique stan-
dard. Une variable aléatoire X € L*(Fo; E) satisfait le critere de Vershik de premier niveau
paramétrique si et seulement si elle satisfait le critére de I-jonction paramétrique en arbre.

Démonstration. Si X € L'(JFy; E) satisfait le critére de Vershik de premier niveau paramé-
trique, il n’est pas difficile de montrer qu’elle satisfait le critére de I-jonction en arbre paramé-
trique en utilisant la proposition 9.1.3. Traitons maintenant la réciproque. On se donne § > 0.
On a une I(ng)-coimmersion paramétrique de & en arbre sur [ng, 0] telle que E[p(X’, X”)] < 0.
Notons (U, ;1 --,Up) la paramétrisation de F' sur [no,0], et (U, ,y,-..,Uy) la paramétri-
sation de F” sur ]]no, 0]. Par le lemme 17.5.4, on a une variable aléatoire Y,,, € L°(F,,) et pour

tout n €]ng, 0] une famille mesurable {goé ! } de transformations inversibles
no+1° n0+27 5Un_1

de [0, 1] préservant la mesure de Lebesgue tels que pour tout n €]ng, 0],

U” (n/) " ’ ’ U, ;
S01/”07Y'n()7‘/n0+17‘/”0_‘_27 7V 1( TL)
et on peut écrire X" = f(Y, Uy 1, U} 1o,...,Uy). Pour tout n €]ng,0], et tout y”
T (001 (n) / A _
R, notons U] (y") = Yo Vi Vi eV 1(Un) Le lemme 10.2.3 appliqué avec X, =

f((s no+1( s), ~go+2( ),...,UO( ), avec € = I et B = F}, Vo (U}, 41,--.,U;) donne un
" tel que si

77 (n) ’

U SOY O’y Vn0+17Vn0+2’ ’V/ 1(Un)7
alors X := f(y”, ﬁno_l,_l, ..., Up) est telle que E[p(X’,)Z)] <E[p(X’,X")] < 6. Or il est facile
de vérifier que (Upg+1, - --,Up) est une paramétrisation de F sur Jng, 0]. O

17.5.2 Cas d’une chaine de Markov.

Nous ne savons pas répondre aux questions suivantes :

Question 17.5.8. Est-ce que
— La filtration d’une chaine de Markov (X, )n<o est standard si et seulement si il existe
une paramétrisation génératrice de la chaine de Markov (X;)n<o 7
— (cf proposition 17.2.12) La filtration d’une chaine de Markov (X,)n<o est standard si
et seulement si pour tout N < 0, il existe une filtration F' isomorphe a F, et une
paramétrisation globale (U),)n<o de la chaine de Markov (X, )n<o pour laquelle X est
mesurable 7

17.6 Confort et paramétrisations.

Théoréme 17.6.1. Une filtration conditionnellement séparable est I-confortable si et seule-
ment si elle satisfait le critére de Vershik de premier niveau paramétrique.

Démonstration. Par (la partie facile de) la proposition 17.5.7, si F satisfait le critére de Vershik
de premier niveau paramétrique, alors elle satisfait le critére de I-jonction paramétrique en
arbre, donc le critére de I-confort paramétrique, et donc le critére de I-confort par le lemme
17.3.4. Inversément, supposons que F est I-confortable. Par la proposition 17.3.5, elle satisfait
le critére de I-confort paramétrique, et par la proposition 17.5.6, elle satisfait le critére de I-
jonction paramétrique en arbre, et par la proposition 17.5.7, elle satisfait le critére de Vershik
de premier niveau paramétrique. U
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Théoréme 17.6.2. Une filtration essentiellement séparable est I-confortable si et seulement
st elle admet une paramétrisation génératrice.

Démonstration. C’est une conséquence du théoréme précédent et de la proposition 17.2.2. O

17.7 I-confort des chaines de Markov.

C’est pour établir la proposition suivante que la partie 2) de la proposition 17.4.4 a été faite.

Proposition 17.7.1. Soit (X,,)n<0 une chaine de Markov dans des espaces métriques stan-
dard et (X],,U} )n<o une version constructive de (Xy)n<o. Alors la filtration de (X,,)n<o est
I-confortable si et seulement si la filtration de (X}, U} )n<o est I-confortable.

Démonstration. Notons F la filtration de (X, )n<o et H' la filtration de (X, U}, )n<o. Comme
F est immersible dans H', elle est I-confortable si H' l'est (lemme 14.3.2). Montrons la réci-
proque : nous supposons que JF’ est I-confortable. Pour montrer que H’ est I-confortable, il
suffit d’apreés le lemme 16.3.2 et le corollaire 14.2.3 de montrer que pour tout n < 0 la variable
aléatoire X, satisfait le critére de I-confort dans H'. Cela résulte du fait que X, satisfait le
critére de I-confort dans F et de la partie 2) de la proposition 17.4.4. O

11 serait possible de démontrer cette proposition en utilisant le critére de standardité de Vershik
(définition 19.1.1) au lieu du I-confort.

Si F = (Fy)n<o est une filtration, et 0: —N — —N une application strictement croissante,
la filtration extraite de I par o est la filtration notée F7 = (J7)n<o définie par F7, = F, ().
Le théoreme d’isomorphisme lacunaire que nous verrons dans le chapitre 19 affirme que I'on
peut toujours extraire une filtration standard d’une filtration essentiellement séparable.

Corollaire 17.7.2. Soit (X,,)n<o une chaine de Markov dans des espaces métriques standard
et soit 0: —N — —N une application strictement croissante On note ¥ = (Fy,)n<o la filtration
de (Xp)n<o- Alors la filtration F° est I-confortable si et seulement si la filtration de la chaine
de Markov (Xy(n))n<o est I-confortable.

Démonstration. La filtration de la chaine de Markov (X, () )n<o est immergée dans (Fy () )n<o,
donc elle est I-confortable si F7 'est (lemme 14.3.2). Nous montrons la réciproque. Supposons
que la filtration de la chaine de Markov (X,,))n<o est I-confortable. Soit (X, U} )n<o une
version constructive de (Xp)n<o, €t §' sa filtration. Notons V,, une variable aléatoire telle
que o(V)) = U(U;(n_l)Jrl,...,U;(n)). Alors (Xf,(n),Vq{)ngo est une version constructive de
(Xo(n))n<o et sa filtration est (S’U(n))ngo, dans laquelle 37 = (F, () Jngo est immersible. Or la
filtration (G (n))n<0 est I-confortable d’aprés la proposition 17.7.1, et le lemme 14.3.2 donne
la conclusion désirée. O

B. Tsirelson a construit (|Ts0]) une chaine de Markov (X,,),<o engendrant une filtration
F = (Fn)ngo qui n’est pas standard, mais la chaine de Markov (Xs;,)n<o est une suite de
variables aléatoires indépendantes, et ainsi la filtration (Fay,)n<o est standard.
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Nous terminons par deux courts chapitres indépendants I’'un de ’autre. Le premier donne une
définition équivalente du I-confort qui semble a priori plus forte; en outre, une application
immédiate du lemme de Slutsky sur cette définition donnera encore une définition équiva-
lente remarquable. Le second énonce le critére de standardité de Vershik & 1’aide duquel nous
donnerons une preuve rapide du théoréeme d’isomorphisme lacunaire.



18. LE I**-CONFORT ET UNE APPLICATION DU
LEMME DE SLUTSKY.

Dans la définition suivante et dans tout ce chapitre, on note N = N U {+o0}.

Définition 18.0.1. Soit F = (F,,),<o une filtration sur un espace de probabilité (2, A,P). On
dit que F est I>°-confortable si il existe un espace probabilisé (€2,.A, P) et, pour toute variable
aléatoire X € L°(F), il existe une suite de plongements ¥*): (Q,A,P) — (Q,A4,P), ou
k € N, tels que pour tout k, k" € N les filtrations ) (F) et ¥*¥)(F) forment une I-coimmersion
de F, et U*)(X) — W(*®)(X) en probabilité quand k — +oo.

La différence par rapport & la définition du I-confort est apparente, et il est clair qu'une
filtration I°°-confortable est I-confortable. Ce chapitre se consacre d’abord & la démonstration
du théoréme suivant dans la premiére section.

Théoréme 18.0.2. Soit I = (Fy,)n<o une filtration conditionnellement séparable sur un es-
pace probabilisé (Q, A, P). Alors F est I-confortable si et seulement si elle est I°°-confortable.

Dans la section 18.2, nous verrons en utilisant le lemme de Slutsky qu’on a aussi le résultat
plus fort suivant.

Théoréme 18.0.3. Soit I = (Fy,)n<o une filtration conditionnellement séparable sur un es-
pace probabilisé (0, A,P). Alors F est I-confortable si et seulement si il existe un espace de
probabilité (Q, A, P), une suite de plongements VOR (QA,P) — (QAP), ouk €N tels que
pour tout k, k' € N les filtrations U (F) et WFE)(F) forment une I-coimmersion de F, et pour
tout événement A € Fo, on a UF) (1) — W(®)(1,) en probabilité quand k — +oco.

Cela ne montre pas la question suivante non résolue : pour que la filtration F = (F,,),<o soit
I-confortable, suffit-il que toutes les variables aléatoires indicatrices 14, A € Fy, satisfassent
le critére de I-confort ?

18.1 Le I°°-confort

Proposition 18.1.1. Une filtration immersible dans une filtration I°°-confortable est elle-
meéme I°°-confortable.

Démonstration. C’est une conséquence facile du lemme 14.3.2. O

Proposition 18.1.2. Une filtration de type produit local qui satisfait le critére de Vershik de
premier niveau est I°°-confortable.

Démonstration. Soit F = (F,,)n<o une filtration de type produit local sur (2, A, P) qui satisfait
le critére de Vershik de premier niveau (définition 3.7.1, pas définition 3.1.3). On considére
deux copies indépendantes 3, 7* de F sur un espace de probabilité (2, A, P). Soit X € LO(F).
On se donne une suite (6x)r<o de réels > 0 telle que d;, — 0. Puisque F satisfait le critére de
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Vershik de premier niveau, on a, pour tout k£ < 0, un entier nj, suffisament petit, une suite de
(k) (k)
enk+1’ enk+27 ‘

pour o(€%) e .. elY) telle que P[|X — Zgy| > 6,/2] < 6;/2. Pour tout k > 0, on

définit la filtration F*) sur (Q, A, P) par

Fk) _ {3’; sin < ng,

g g vo@® e® . el) sing<n<o.

compléments ( o G(()k)) de J sur [ng, 0] et une variable aléatoire Z(;) mesurable

Alors (37, F®)) est une I-coimmersion de F en arbre sur Jny, 0], les copies dans F et F*) de
la variable aléatoire Z (1) sont identiques et 'inégalité triangulaire donne

@“X’ — X(k)| > (Sk]] < Op.

Pour k > 0, on prend alors pour ¥*) Pisomorphisme considéré qui envoie F sur F*) et pour
U () on prend lisomorphisme considéré qui envoie F sur F'. O

* Preuve du théoréme 18.0.2. Supposons que la filtration I = (F,,), <o définie sur (2, A, P) est
conditionnellement séparable et I-confortable. Par le corollaire 15.4.1, ¥ est immergée dans
une filtration conditionnellement non-atomique qui satisfait le critére de Vershik de premier
niveau, et donc F est [*°-confortable par les propositions 18.1.2 et 18.1.1. ]

18.2 Plus que le I**-confort.

Lemme 18.2.1 (Lemme de Slutsky). Sur un espace probabilisé (Q, A, P), soit (X(k))k>0
une suite de variables aléatoires identiquement distribuées dans un espace métrique séparable.
On suppose que X®) — X en probabilité. Alors si h est borélienne, ho X*) — h(X) en
probabilité.

Démonstration. L’ensemble des fonctions h qui vérifient ceci contient évidemment les fonctions
continues. En vertu de la proposition 1.2.6, il suffit alors de vérifier qu’il est stable par limites
simples. La preuve est écrite dans [BEKSY]. O

Proposition 18.2.2. Soit F = (F,)n<0 une filtration essentiellement séparable sur un espace
probabilisé (2, A,P). On note Yy une variable aléatoire qui engendre la o- algébre Fy. Alors les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) F est I-confortable.

(i) Il existe un espace de probabilité (Q,A,P), une suite de plongements (k). (QA,P) —
(Q,A,P), otk €N tels que pour tout k, k' € N les filtrations O (F) et OE)(F) forment
une I-coimmersion de ¥, et on a W) (Yy) — W(®)(Yy) en probabilité quand n — co.

(iii) Il existe un espace de probabilité (Q,A,P), une suite de plongements P (K) . (QAP) —
(Q,A,P), otk €N tels que pour tout k, k' € N les filtrations U (F) et ) (F) forment
une I-coimmersion de F, et pour toute X € L°(Fp), on a W (X) — W(®)(X) en
probabilité quand k — oo.

Démonstration. On a (i) = (ii) par le théoréme 18.0.2, (17) == (iii) en appliquant le
lemme de Slutsky a Yy, et (ii) = (i) est une évidence. O
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Théoréme 18.2.3. Soit F = (F,,)n<o une filtration conditionnellement séparable sur un es-
pace probabilisé (2, A,P). Pour que F soit I-confortable, il faut et il suffit qu’il existe un espace
de probabilité (Q, A, P), une suite de plongements %) : (Q, A, P) — (Q, A, P), ou k € N tels
que pour tout k, k' € N les filtrations U ) (F) et WF)(F) forment une I-coimmersion de F, et
pour toute événement A € Fy, on ait F[Il?(A) % ]1\1/(00)(.4)] — 0 quand k — +o0.

Démonstration. Si F est I-confortable, ces conditions sont satisfaites par la proposition 18.2.2,
car si W)(14) — W(*®)(14) en probabilité quand k — oo, alors @[]lq,(k)(A) =+ H\I,(oo)(A)] — 0.
Réciproquement, si les conditions du théoréme sont satisfaites, la linéarité des isomorphismes
entre espaces probabilisés entraine que pour toute X € LS™P(F) on a @[\I!(k)(X) #+
Yo (x )] — 0 quand k — oo, donc X satisfait le critére de I-confort. O



19. LE THEOREME D’ISOMORPHISME
LACUNAIRE.

L’idée de ce chapitre est de regarder le phénoméne analogue au lemme de Slutsky sur le critére
de standardité de Vershik et d’en tirer une preuve du théoréme d’isomorphisme lacunaire
(théoréme 19.2.4). Ce théoréme a été établi par Vershik mais pas de la méme maniére.

19.1 Critére de standardité de Vershik

Nous utilisons les notations de [ES]. Lorsque (K, p) est un espace métrique compact, on note
K’ ensemble des probabilités sur K et p’ la distance de Kantorovich-Rubinstein sur K',
définie par

() = int [ pl.y) dA(z),

ou la borne inférieure est prise sur les probabilités A sur K x K de premiére et seconde
marges p et v respectivement. Muni de p/, K’ est un espace métrique compact, sa topologie
est celle de la convergence étroite. On définit alors par récurrence (K, p,) pour tout n < 0
par (Ko, po) = (K, p) et (Kn—1, pn—1) = (Ky, py,)-

Nous utiliserons la notion de dispersion d’une variable aléatoire pour définir le critére de
standardité de Vershik, suivant [E|. Soit (E, p) un espace métrique séparable et, sur un espace
probabilisé (€2, A,P), soit X une variable aléatoire dans E. Nous appelons dispersion de X le
réel

disp X = //p(xl,xz)(u®u)(dx1,dxz) =E[p(x", X")],

p désigne la loi de X, et X ' X" désignent deux copies indépendantes de X sur un espace
probabilisé¢ (Q,A,P). On peut aussi définir la dispersion de X par dispX = E[¢(X)] ou
¢(z) = E[p(X, )], .

Maintenant soit ' = (F,)n<o une filtration sur un espace probabilisé (€2, .A,P). Pour

une variable aléatoire X dans un espace métrique compact (K, p), on définit par récurrence
7r,5fX € Lo(ffn; (Kn,pn)) par WgX =X et ﬂg_lX = L[ﬂ'gX | F—1].
Définition 19.1.1. Soit F = (F,,)n<o une filtration sur un espace probabilisé¢ (€2, A, P). On dit
que F satisfait le critere de standardité de Vershik si toute variable aléatoire X € LO(S"O; [0, 1])
vérifie disp(m? X) — 0.

Le théoréme suivant est bien entendu dii & Vershik.

Théoréme 19.1.2. Une filtration a temps discret négatif est standard si et seulement si elle
satisfait le critére de standardité de Vershik.



19. Le théoreme d’isomorphisme lacunaire. 167

Ce théoréeme est démontré dans [ES|. La partie difficile de la preuve de [ES| est de montrer
que le critére de standardité de Vershik donne le I-confort, I'implication réciproque se vérifie
sans trop de difficultés.

19.2 Le théoréme d’isomorphisme lacunaire.

Du lemme et de la proposition qui suivent résultera le corollaire 19.2.3 duquel nous déduirons
le théoréme d’isomorphisme lacunaire (théoréme 19.2.4). Le premier lemme est un point de la
démonstration du LEMMA 19 de [ES|, dont la vérification se fait facilement.

Lemme 19.2.1. Soient (K, ) et (K p) deuz espace métriques compacts et f: K — K une
application. Pour n <0, on définit £ (Kn,pn) (K, pn) récursivement par f©) = f et
fn) (u) = po FOHD) pour n < 0. Alors si f est c-lipschitzienne, toutes les fy le sont aussi,
et si X est une variable aléatoire dans K définie sur un espace probabilisé filtré (QAF,P),
alors 77 (f o X) = f™M(x7X).

La preuve de la proposition suivante est du méme ordre que celle du lemme de Slutsky.

Proposition 19.2.2. Soit F = (F,),<0 une filtration sur un espace probabilisé (2, A,P). Soit
X e LY (3"0; [0, 1]) Si disp(rJ X) — 0, alors pour tout espace métrique compact (K, p) et
toute variable aléatoire S € L°(o(X); (K, p)), on a disp(r3 S) — 0.

Démonstration. 11 s’agit de montrer que pour toute fonction borélienne h: [0,1] — K, on a
E[disp(mYS)] — 0 avec S = h(X). Par le lemme 19.2.1, les fonctions lipschitziennes ont
cette propriété, et il suffit par la proposition 1.2.6 de montrer que c’est une propriété stable
par limites simples. Soit (hs)¢>1 une suite de fonctions boréliennes de [0, 1] dans K avec cette
propriété, qui converge simplement vers h. Posons Sy = hy(X) et S = h(X). On a

disp(m, ) < 2E[pn(my S, 7y Se)] + disp(ry, Se)

<
< 2E[p(S, S¢)] + disp(x7 Sy),

et en se donnant ¢ > 0, on peut alors choisir £ suffisamment grand, puis n suffisamment petit,
pour que disp(72S) < 6. O

Corollaire 19.2.3. Soit F = (F,,)n<0 une filtration essentiellement séparable sur un espace
probabilisé (2, A,P). Si Yy est une variable aléatoire qui engendre Fo, alors F satisfait le critére
de standardité de Vershik si et seulement si disp(m3 Yy) — 0.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la proposition précédente. O

Si F = (Fn)n<o est une filtration, et 0: —N — —N une application strictement croissante,
la filtration extraite de J par o est la filtration notée F7 = (F7 )n<o définie par F) = Fy(,,y.

Théoréme 19.2.4. De toute filtration & temps discret négatif qui est essentiellement séparable
et kolmogorovienne, on peut extraire une filtration qui satisfait le critére de standardité de
Vershik.

Démonstration. Donnons-nous F = (JF,),<o essentiellement séparable et kolmogorovienne sur
(92, A,P). On choisit une variable aléatoire Yy € L%(Fy) a valeurs dans [0, 1] qui engendre J.
Donnons-nous une suite (6x)r>0 de réels telle que 6 — 0. Par le corollaire 19.2.3, il suffit
de trouver une suite -+ < np < N1 < --- < np < ng < 0 telle que disp(77Yy) < J; on
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on note o(k) = ny et 77X = 72 X. Nous allons déterminer inductivement une telle suite

g < N1 < o < np < ng < 0. Puisque F est kolmogorovienne, on a ng tel que
disp (L [Yo| 3"”0]) < dp. Supposons maintenant que ng < --- < ny < ng < 0 sont construits.
On définit récursivement 77 Yy par

7TZO}/O:'ﬁ’[Y0|3in0] et }/():L[ng}/(”?n

nj4+1 j+1]7

notre hypothése de récurrence est alors
disp(7;,, Yo) < 0.
On utilise & nouveau le fait que F est kolmogorovienne pour trouver nx,q1 < ny telle que
disp (L[5, Yo [ Fnyy]) < Okt
et cela achéve la récurrence. O

Corollaire 19.2.5. De toute filtration a temps discret négatif qui est kolmogorovienne, essen-
tiellement séparable et conditionnellement homogéne, on peut extraire une filtration de type
produit.

Démonstration. 11 suffit de remarquer qu’une filtration extraite d’une filtration condition-
nellement homogéne est encore conditionnellement homogéne, puis d’appliquer le théoréme
d’isomorphisme lacunaire, le théoréme 19.1.2, et le théoréme 15.2.4. O

C’est en montrant d’abord ce corollaire dans le cas r,-adique, resp. dans le cas conditionnel-
lement non atomique, que le théoréme d’isomorphisme lacunaire est déduit dans [Ver|, resp.
dans [ES].
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