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1. INTRODUCTION I ET PRÉLIMINAIRES.

1.1 Introduction.

La classification des suites décroissantes de partitions mesurables d’un espace de Lebesgue mise
au point dans les travaux de thèse de Vershik est une continuation des travaux de Rokhlin. Elle
se traduit en théorie des probabilités par la classification des filtrations à temps discret négatif.
On considère une filtration F = (Fn)n60 définie sur un espace probabilisé (Ω,A,P). Si pour
tout n on a une variable aléatoire Vn indépendante de Fn−1 et telle que Fn−1 ∨ σ(Vn) = Fn,
nous dirons1 que F est de type produit local, que Vn est une innovation de Fn−1 dans Fn et que
(Vn)n60 est un processus d’innovations de F. Sous ces conditions et même dans le cas où la
tribu F−∞ := ∩Fn est dégénérée, auquel cas nous dirons que F est kolmogorovienne, il est facile
de remarquer que F n’est pas nécessairement la filtration engendrée par la suite de variables
aléatoires indépendantes (Vn)n60 (voir l’exemple en-dessous de la définiton 2.1.4 page 18).
Aussi, nous verrons facilement que la filtration de type produit local F = (Fn)n60 de l’exemple
de Vinokurov (page 18), est kolmogorovienne mais que F n’est pas de type produit, c’est-à-dire
qu’elle n’est engendrée par aucune suite de variables aléatoires indépendantes. Notons qu’une
condition nécessaire pour qu’une filtration de type produit local soit de type produit est qu’elle
soit essentiellement séparable, c’est-à-dire que la tribu finale F0 est engendrée par une classe
dénombrable d’événements. L’existence d’une filtration de type produit local kolmogorovienne
et essentiellement séparable mais qui n’est pas de type produit, devient un problème compliqué
dans le cas des filtrations conditionnellement homogènes définies comme suit. Une filtration
F = (Fn)n60 de type produit local pour laquelle il y a un processus d’innovations (Vn)n60 tel
que pour tout n,

◦ Vn est uniformément distribuée sur un nombre fini rn de valeurs, sera dite rn-adique, et
dyadique dans le cas où rn ≡ 2 ;

◦ Vn est uniformément distribuée sur le segment [0, 1], sera dite conditionnellement non-
atomique ;

◦ Vn est uniformément distribuée sur un nombre fini rn de valeurs ou alors uniformément
distribuée sur le segment [0, 1], sera dite conditionnellement homogène.

Le premier exemple d’une filtration kolmogorovienne et conditionnellement homogène mais
qui n’est pas de type produit a été donné par Vershik. Il s’agit d’une filtration dyadique.

Vershik donne un critère, non trivial mais élémentaire, caractérisant les filtrations qui sont
de type produit parmi les filtrations rn-adiques. Nous donnerons son analogue probabiliste
sous le nom de critère de Vershik de premier niveau, énoncé plus généralement pour toutes les
filtrations de type produit local.

Nous donnerons un exemple non trivial d’une filtration rn-adique de type produit dans le
chapitre 5, la filtration du processus des mots gommés. Dans le chapitre 6, c’est la filtration

1 Pour cette introduction seulement ; plus tard nous dirons qu’elle est de type produit local et conditionnel-

lement séparable.
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du processus des mots découpés qui sera étudiée. Le processus des mots découpés rn-adique
est défini lorsque sont donnés une suite (rn)n60 et un alphabet probabilisé (A,A, µ), et sa
filtration est rn-adique. Dans le cas dyadique (rn ≡ 2), A fini, et µ uniforme sur A, il est
démontré dans [Smo] et [ES] que cette filtration n’est pas de type produit. Nous reprendrons
et généraliserons cet exemple dans le chapitre 11. Nous expliquerons comment on peut savoir
a priori, en utilisant la théorie de Vershik, qu’il existe des suites (rn)n60 et des alphabets
(A,A, µ) pour lesquels la filtration du processus des mots découpés rn-adique correspondant
est de type produit, et nous donnerons alors des conditions suffisantes pour que ce soit le cas
(conditions (∇κ) et (∇), propositions 6.3.3 et 6.3.4).

Pour la clarté de l’introduction, nous énumérons ci-dessous les notions sur les filtrations
auxquelles nous nous intéresserons :

◦ Le critère de Vershik de premier niveau (définition 3.1.3).
◦ Le critère de I-jonction en arbre (définition 10.2.1).
◦ Le critère de standardité rn-adique de Vershik (que nous n’énoncerons pas).
◦ Le critère de standardité de Vershik (définition 19.1.1).
◦ Le critère de I-confort (définition 14.1.1).
◦ La notion de filtration standard (définition 15.3.2).
Le critère de standardité de Vershik donné dans [Ver] définit un invariant des filtrations

à temps discret négatif générales. Il a été donné sous forme probabiliste dans [ES] sous le
même nom. Pour l’énoncer, dans [Ver] comme dans [ES], il faut au préalable définir des
tours de mesures. Mais Vershik donne aussi des constructions combinatoires adaptées aux
filtrations rn-adiques correspondantes à celles des tours de mesures, sur les orbites d’actions
des groupes des automorphismes d’arbre, dans un cadre très ergodicien, et il est (sous-)entendu
que son critère s’écrit aussi en termes de ces constructions, en les substituant aux tours de
mesures, lorsqu’il concerne les filtrations rn-adiques. Dans ce cas nous l’appelerons le critère
de standardité rn-adique de Vershik. C’est ce critère que Vershik, ainsi que d’autres ergodiciens
comme Feldman, Heicklen, Hoffmann, Rudolph, et plus récemment Karen Ball, utilisent pour
étudier des exemples de filtrations rn-adiques. Nous donnerons un analogue probabiliste du
critère de standardité rn-adique de Vershik sous le nom de critère de I-jonction en arbre,
homologue en termes de couplages de deux filtrations, du critère de Vershik de premier niveau.
Les auteurs de [ES] distinguent deux niveaux de la théorie de Vershik ; le critère de Vershik
de premier niveau est du premier niveau, le critère de I-confort et le critère de standardité de
Vershik sont du second niveau. À tout oser, nous dirions que le critère de I-jonction en arbre
est de niveau 3/2.

Le critère de I-jonction en arbre nous permettra dans le chapitre 11 de donner une condi-
tion suffisante sur la suite (rn) et l’alphabet pour que la filtration du processus de mots
découpés rn-adique correspondant ne soit pas de type produit (condition (∆), proposition
11.4.2). La filtration du processus des mots rongés que nous verrons dans le chapitre 12 est un
autre exemple de filtration dyadique et kolmogorovienne qui n’est pas de type produit. Nous
expliquerons comment ramener la preuve à un problème de nature combinatoire, mais nous
renverrons le lecteur à [HH] pour sa résolution car nous verrons que la non-standardité de la
transformation [T, T−1] établie dans [HH] avec le critère de standardité rn-adique de Vershik,
se traduit aussi par ce problème. Avec les résultats de second niveau de la théorie de Vershik,
l’exemple de la filtration du processus des mots rongés fournira toute une classe de filtrations
de chaîne de Markov [T, T−1] qui engendrent des filtrations dyadiques et kolmogoroviennes
qui ne sont pas de type produit.
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Le critère de I-confort est introduit dans le chapitre 14. Dans le chapitre suivant, par
un argument d’extrémalité dans le cas rn-adique, puis au moyen moyen d’approximations,
nous montrerons que dans le cas des filtrations conditionnellement homogènes, le critère de
I-jonction en arbre permet de passer d’un niveau à l’autre de la théorie de Vershik : dans ce
cas les critères de I-jonction en arbre et de I-confort sont équivalents. Nous obtiendrons donc
assez élémentairement le théorème suivant.

Théorème 1.1.1. Sur un espace probabilisé (Ω,A,P), soit F = (Fn)n60 une filtration es-
sentiellement séparable et conditionnellement homogène. Alors F est de type produit si et
seulement si F est I-confortable.

Ce théorème peut se déduire des résultats de [ES] dans le cas des filtrations conditionnellement
non-atomiques, en passant par le critère de standardité de Vershik, et il est affirmé sans être
explicitement démontré dans le cas rn-adique. Avec ce théorème, l’équivalence due à [ES] entre
filtration I-confortable et filtration standard s’obtient facilement (corollaire 15.3.4), et nous la
généraliserons au cas des filtrations conditionnellement séparables (définition 2.1.6, corollaire
15.4.1).

Après avoir introduit la notion de paramétrisations dans le chapitre 16, nous l’appliquerons
pour donner des exemples de filtrations standard, en nous aidant parfois de certains résultats
dans la littérature qui ne concernent pas les filtrations tels qu’ils sont écrits. Dans le chapitre
17, nous montrerons qu’il est équivalent pour une filtration essentiellement séparable d’être
I-confortable ou d’admettre une paramétrisation génératrice. Ce résultat avait causé quelque
confusion dans la littérature ([Sch2], [FS02]). Nous étudierons aussi la généralisation au cas
conditionnellement séparable.

Enfin nous finirons par deux courts chapitres. Nous ferons une remarque sur le I-confort
dans le chapitre 18. Le critère de I-confort tel qu’il a été défini dans [ES] est une variante
d’un critère introduit par B. Tsirelson dans [Tsi], et une modification faite dans [ES] en vue
de simplifier sa présentation du I-confort semble l’affaiblir. Nous montrerons qu’en fait cette
modification n’affecte pas la définition du I-confort. Ainsi on obtient une définition équivalente,
qui est plus commode pour établir certains énoncés.

Le chapitre 19 est indépendant. Nous espérons que ses trois pages rendront hommage
au critère de standardité de Vershik, lequel n’aura pas fait apparition précédemment ; nous
y énoncerons le critère de standardité de Vershik et en admettant son équivalence avec le
I-confort, établie dans [ES], nous donnerons une preuve rapide du théorème d’isomorphisme
lacunaire, dont le point clef est inspiré du lemme de Slutsky, utilisé dans le chapitre précédent.

1.2 Préliminaires.

Espace de Borel. Soient (S,S) et (T,T) des espaces mesurables. Une injection bimesu-
rable de S dans T est une application mesurable injective ι : S → T et telle que la bijection
ι−1 : ι(S) → S est aussi mesurable.

La tribu borélienne sur un espace métrique séparable E est notée BE , ou alors elle n’est
pas notée puisque tout espace métrique séparable sera tacitement muni de sa tribu borélienne.
De même lorsque (S,S) et (T,T) sont des espaces mesurables, le produit S×T est tacitement
muni de la tribu produit S ⊗ T.

On dira qu’un espace mesurable (S,S) est un espace de Borel s’il existe un espace mé-
trique séparable E et une bijection bimesurable f : (S,S) → (E,BE) telle que f et f−1 soient



1. Introduction I et préliminaires. 11

mesurables. Ceci équivaut encore (voir [DM], [Ke]) à ce qu’il existe une famille {Cn} dénom-
brable d’éléments de S qui engendre S (on dit que (S,S) est séparable), et que S sépare les
points, (c’est-à-dire que ∀x, y ∈ S,∃C ∈ S, x ∈ C, y 6∈ C). Un espace mesurable (S,S) est un
espace de Borel standard s’il existe une bijection bimesurable de (S,S) sur un borélien de [0, 1]
muni de la sous-tribu de B[0,1] induite par ce borélien, ou en d’autres termes s’il existe une
injection bimesurable de (S,S) sur

(
[0, 1],B[0,1]

)
. Tout borélien d’un espace polonais muni de

la sous-tribu qu’il induit est un espace de Borel standard (voir [Ke]). Nous appelerons espace
métrique standard tout espace métrique qui est un espace de Borel standard lorsqu’il est muni
de sa tribu borélienne. Un espace métrique standard est nécessairement séparable. Rappelons
la représentation fonctionnelle des applications mesurables dans un espace de Borel standard.

Théorème (Doob). Soient (Ω,A) un espace mesurable, (S,S) un espace de Borel standard
et X : Ω −→ S une application mesurable. Soient (T,T) un espace mesurable et ξ : Ω −→ T
une application mesurable. Alors X est mesurable dans σ(ξ) si et seulement si il existe une
application mesurable f : T −→ S telle que X = f(ξ).

Sur le sup de deux tribus. Comme conséquence du théorème de Doob, notons la proposition
suivante qui sera utilisée très fréquemment.

Proposition 1.2.1. Soit (Ω,A) un espace mesurable et soient C et B deux sous -σ- algèbres
de A. Soient E un espace métrique standard (ou un espace de Borel standard) et X : Ω → E
est une fonction mesurable pour B ∨ C.

a) Il existe une fonction B : Ω → R mesurable pour B, une fonction C : Ω → R mesurable
pour C, et une fonction borélienne f : R2 → E telles que X = f(B,C).

b) Si C est séparable et si V est une application mesurable dans un espace métrique séparable
(ou un espace de Borel) telle que σ(V ) = C, alors il existe une fonction B : Ω → R mesurable
pour B et une fonction borélienne g telles que X = g(B, V ).

Démonstration. La σ- algèbre σ(X) est engendrée par une famille dénombrable {An}n∈N d’élé-
ments de B∨C. Chaque An s’écrit avec des opérations ensemblistes booléennes combinant un
nombre dénombrable d’événements Bj

n ∈ B, j ∈ N et un nombre dénombrable d’événements
Cj

n ∈ C, j ∈ N. Par conséquent si B et C sont des variables aléatoires qui engendrent les
σ- algèbres respectivement engendrées par les B j

n et les Cj
n, n ∈ N, j ∈ N, alors X est me-

surable pour la σ- algèbre engendrée par l’application mesurable (B,C) : Ω → R2, et enfin le
théorème de représentation fonctionnelle de Doob nous donne f . Le b) se déduit facilement du
a) avec le théorème de représentation fonctionnelle de Doob : si X = f(B,C) et si C = σ(V ),
alors C est une fonction borélienne de V , donc X est une fonction borélienne de (B, V ).

Espace probabilisé complet. Soit (Ω, Ȧ) un espace mesurable, et Ṗ une probabilité sur
(Ω, Ȧ). La (Ȧ,P)-complétée d’une σ- algèbre Ḃ ⊂ Ȧ est la σ- algèbre B = σ

(
Ḃ,N (Ȧ, Ṗ)

)

engendrée par Ḃ et l’ensemble N (Ȧ, Ṗ) des parties de Ω négligeables pour Ṗ, c’est-à-dire
contenues dans un événement A ∈ Ȧ tel que Ṗ[A] = 0. Elle est plus explicitement décrite de
la manière suivante. Soit (S,S) un espace de Borel. Alors une application X : (Ω,B) → (S,S)
est mesurable si et seulement si il existe une application mesurable Ẋ : (Ω, Ḃ) → (S,S) telle
que X = Ẋ en-dehors d’une partie N ∈ N (Ȧ, Ṗ), et Ẋ est appelée une version de X. Si on
note A la (Ȧ, Ṗ)-complétée de Ȧ, la probabilité Ṗ s’étend de manière unique à une probabilité
sur A. On obtient ainsi une σ- algèbre B ⊂ A (Ȧ, Ṗ)-complète, ou aussi (A,P)-complète, c’est-
à-dire telle que N (A,P) ⊂ B, et un espace probabilisé (Ω,A,P) complet, c’est-à-dire tel que
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N (A,P) ⊂ A. On dit que (Ω,A,P) est un espace de Lebesgue s’il existe un espace de Borel
(Ω, Ȧ) et une probabilité Ṗ sur Ȧ tel que (Ω,A,P) est la (A,P)-complétée de (Ω, Ȧ).

Tout au long de cette thèse, les espaces probabilisés considérés seront toujours supposés
complets, et toute σ- algèbre B d’un espace probabilisé (Ω,A,P) donné sera toujours supposée
(A,P)-complète.

Mesure image. Soient (Ω, Ȧ) et (S,S) des espaces mesurables. Lorsque µ est une mesure
sur (Ω, Ȧ), et que l’on a une application mesurable η : (Ω, Ȧ) → (T,T), on note η(µ) ou µ◦η−1

la mesure image de µ par η. Lorsque P est une mesure de probabilité ambiante sur (Ω, Ȧ), la
mesure image de P par η est appelée la loi de η et nous la noterons Pη.

Variables aléatoires dans un espace métrique séparable. Soient (Ω,A,P) un espace
probabilisé, B ⊂ A une σ- algèbre et (E, ρ) un espace métrique séparable. Puisque E est
séparable, la tribu borélienne sur E × E est la tribu produit BE ⊗ BE , et la distance ρ sur
E est alors une fonction borélienne (car continue) sur E ×E. On appellera variable aléatoire
dans E mesurable pour B une classe d’équivalence d’une fonction mesurable de (Ω,B) dans E
pour la relation d’égalité presque sûre, et on note alors L0

(
Ω,B,P; (E, ρ)

)
ou L0

(
B; (E, ρ)

)
, ou

L0(B;E), l’ensemble des variables aléatoires dans E mesurables pour B muni de la topologie
de la convergence en probabilité. Cette topologie est définie par la distance

(X,Y ) 7−→ inf
{
δ > 0 | P

[
ρ(X,Y ) > δ

]
< δ
}
,

ou

(X,Y ) 7−→ E

[
ρ(X,Y )

1 + ρ(X,Y )

]
, ou encore (X,Y ) 7−→ E

[
ρ(X,Y ) ∧ 1

]
.

La loi d’une variable aléatoire X ∈ L0(Ω,A,P;E) est désignée par PX . Le terme « va-
riable aléatoire » sans autre précision signifiera « variable aléatoire réelle ». On note aussi
L1
(
Ω,B,P; (E, ρ)

)
, ou L1(B;E), l’ensemble

{
X ∈ L0(B;E) | E

[
ρ(X,x0)

]
< ∞

}
, où x0 ∈ E

est un point quelconque fixé, muni de la métrique (X,Y ) 7→ E
[
ρ(X,Y )

]
. Comme dans le cas

de R, la topologie sur L1(B;E) issue de cette métrique est plus fine que la topologie de la
convergence en probabilité et L1(B;E) est un sous-ensemble dense de L0(B;E). Aussi, l’en-
semble Lsimple(B;E) des variables aléatoires mesurables pour B ne prenant qu’un nombre fini
de valeurs est dense dans L1(B;E) (voir [DM]). Dans le cas le plus fréquent où E = R et
ρ(x, y) = |x− y| est la distance usuelle sur R, on notera seulement L0(B), L1(B), Lsimple(B).
Nous notons aussi Lsimple(B;F ) l’ensemble des variables aléatoires prenant presque sûrement
leurs valeurs dans un ensemble fini F .

Élements aléatoires. Lorsque (Ω,A,P) est un espace probabilisé complet, et que l’on a un
espace mesurable (S,S), nous dirons que ξ est un élément aléatoire dans S si c’est la classe
d’équivalence pour la relation d’égalité presque sûre d’une application mesurable ξ̇ : Ω → S.
La tribu engendrée par ξ est alors la complétée de la tribu engendrée par ξ̇.

Espace probabilisé essentiellement séparable. Lorsque B ⊂ A est une σ- algèbre, on
dit que l’espace probabilisé (Ω,B,P), ou seulement que la σ- algèbre B, est essentiellement
séparable lorsqu’il existe une fonction mesurable Ẋ : (Ω,A) → R telle que B est la tribu (A,P)-
complétée de σ(Ẋ), autrement dit si B est engendrée par une variable aléatoire. Ceci revient à
dire que L1(B) est un espace topologique séparable (voir [DM], [HL]). Toute σ- algèbre B ⊂ A
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engendrée par une variable aléatoire dans un espace métrique séparable est essentiellement
séparable. Toute sous -σ- algèbre d’une σ- algèbre essentiellement séparable est elle-même es-
sentiellement séparable, toute σ- algèbre engendrée par une infinité dénombrable de σ- algèbres
essentiellement séparables est essentiellement séparable.

Processus et chaînes de Markov. Un processus (Xn)n60 à valeurs dans des espaces mé-
triques séparables, resp. standard, est une suite de variables aléatoires Xn dans des espaces
métriques séparables, resp. standard, En. Nous dirons que c’est un processus réel si les Xn

sont réelles. Un processus généralisé est une suite d’éléments aléatoires à valeurs dans des
espaces mesurables quelconques. De même pour les chaînes de Markov (Xn)n60.

Espérance conditionnelle. Lorsque (Ω,A,P) est un espace probabilisé, X ∈ L1(A), et
B ⊂ A est une σ- algèbre, nous noterons E[X |B] l’espérance de X conditionnellement à B,
ou EB[X] auquel cas nous noterons EB(ω)[X] son évaluation au point ω. Si Y est une variable
aléatoire, E[X |Y ] désigne E

[
X |σ(Y )

]
.

Loi conditionnelle. Soit (S,S) un espace mesurable. On note P(S) l’ensemble des probabi-
lités sur (S,S), qui devient un espace mesurable lorsqu’on le munit de la σ- algèbre engendrée
par les applications πC : µ 7→ µ(C), C ∈ S. Lorsque f : (S,S) → R est une fonction mesurable
bornée, l’application µ 7→

∫
f dµ est alors mesurable de P(S) → R.

Lorsque S est un espace de Borel, P(S) l’est aussi, standard si S l’est ; lorsque S est un
espace métrique séparable, la topologie de la convergence étroite sur P(S) est métrisable et
séparable, et pour cette topologie S = BS est alors la tribu borélienne de P(S) (voir [Ke]).

Maintenant soit (Ω, Ȧ) un espace mesurable, Ṗ une probabilité sur Ȧ et Ḃ ⊂ Ȧ une
σ- algèbre. On note A et B les tribus (Ȧ, Ṗ)-complétées de Ȧ et Ḃ respectivement, et P le
prolongement de Ṗ à A. La probabilité conditionnelle d’un événement A ∈ Ȧ sachant B,
est la variable aléatoire P[A |B] = E[1lA |B] ∈ L1(B). Soient (T,T) un espace mesurable,
ξ : (Ω,A) → (S,S) un élément aléatoire dans S et η : (Ω,A) → (T,T) un élément aléatoire
dans T . Une version régulière de la loi de ξ conditionnellement aux valeurs de η est un noyau
de désintégration de (S,S) par rapport à (T,T), c’est-à dire une application ν : T ×S → [0, 1]
telle que pour tout événement A ∈ T fixé, l’application s 7→ ν(s,A) est mesurable, telle qu’on
ait, presque sûrement, ν

(
η(ω), C

)
= P[ξ ∈ C | η](ω) pour tout C ∈ S, et telle que pour presque

tout ω, C 7→ ν
(
η(ω), C

)
est une probabilité sur (S,S). L’application t 7→ ν(t, ·) est mesurable

de (T,T) dans P(S) (voir [Kall]). On note aussi ν = (νt)t∈T , νt(C) = P[ξ ∈ C | η = t] et
νt = L[ξ |C = t]. Une version régulière existe toujours quand (S,S) est un espace de Borel
standard (voir [Kall]), sans hypothèse sur (T,T) ni η, et deux versions régulières ne différent
que sur un événement négligeable pour la loi de η. On appelle alors dans ce cas la loi condi-
tionnelle de ξ sachant les valeurs de η et on note

(
L[ξ | η = t]

)
t∈T

la variable aléatoire dans
P(S) égale à la classe d’équivalence de t 7→ νt. Dans le cas particulier où (T,T) = (Ω,B) où
B ⊂ A est une σ- algèbre, et η(ω) = ω, nous dirons que c’est la loi conditionnelle de ξ sachant
B et dans ce cas L[ξ | η = ω] sera notée L[ξ |B](ω) ou LB(ω)[ξ].

Désintégration. Nous rappelons l’énoncé suivant du théorème de désintégration et nous
renvoyons à [Kall] pour une preuve.

Théorème 1.2.2. Soit (Ω,A,P) un espace de probabilité. On se donne deux espaces mesu-
rables (S,S) et (T, T ), une σ- algèbre B ⊂ A, et un élément aléatoire ξ dans S. Si (νω)ω∈Ω est
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une décomposition régulière de la loi de ξ conditionnellement à B, si η est un élément aléatoire
dans T mesurable pour B, et si f : S × T → R est mesurable et bornée, alors

E
[
f(ξ, η) |B

]
=

∫
f(s, η)ν(ds) presque sûrement.

Notations sur les σ- algèbres et les filtrations. Soit (Ω,A,P) un espace probabilisé.
Soit (Bm)m>0 une suite croissante de sous - σ- algèbres de A. Nous noterons Bm 1 B (quand
m→ +∞) si B = ∨mBm.

Lorsque B et C sont deux sous -σ- algèbres de A indépendantes, on désignera parfois par
B∨̇C la σ- algèbre engendrée par B et C au lieu de B ∨ C pour ne pas perdre de vue que B et
C sont indépendantes.

Lorsqu’on parlera d’une filtration F = (Ft)t∈T sans autre précision, il sera entendu que
T est un ensemble totalement ordonné. Les propriétés que l’on regardera sur une filtration
F = (Ft)t∈T définie sur (Ω,A,P) dépendront souvent de P, et le terme « la filtration F » sera
donc entendu comme une abréviation de « l’espace probablisé filtré (Ω,A,F,P) ».

On note
F∞ =

∨

t∈T

Ft et F−∞ =
⋂

t∈T

Ft.

On dira qu’une filtration F = (Ft)t∈T sur (Ω,A,P) est essentiellement séparable si la σ- algèbre
F∞ (et donc aussi chaque Ft) l’est. On dira qu’une variable aléatoire est mesurable pour F

si elle est mesurable pour F∞. Une variable aléatoire est dite indépendante de F si elle est
indépendante de la σ- algèbre F∞ ; il suffit pour cela qu’elle soit indépendante de chaque Ft.
On dit que deux filtrations (Ft)t∈T et (Gt)t∈T définies sur le même espace sont indépendantes
si les σ- algèbres F∞ et G∞ sont indépendantes. On dit que F est contenue dans G, ce que l’on
note F ⊂ G si Ft ⊂ Gt pout tout t ∈ T.

Suites croissantes de σ- algèbres. Le lemme suivant et la proposition qui s’ensuit sont
élémentaires.

Lemme 1.2.3. Soit (Ω,A,P) un espace de probabilité. Soit (Bn)n>0 une suite croissante
de sous -σ- algèbres de A. On pose B∞ =

∨
n>0 Bn. Soient F un ensemble fini et X ∈

Lsimple(A;F ). Les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) X est mesurable pour B∞.

(ii) Pour tout δ > 0, il existe n > 0 et Xn ∈ Lsimple(Bn;F ) telle que P[X 6= Xn] < δ.

Démonstration. Bien sûr, (ii) =⇒ (i). Supposons qu’on ait (i). Il n’est pas difficile de
vérifier que l’ensemble constitué des événements B ∈ B∞ pour lesquels il existe des évé-
nements Bn ∈ Bn tels que P[B M Bn] → 0 est une classe monotone. Comme elle contient
l’algèbre ∪n>0Bn, finalement cet ensemble est la σ- algèbre B∞ toute entière d’après le théo-
rème de la classe monotone. En remarquant que P[B MBn] = P[1lB 6= 1lBn ], cela donne (ii)
lorsque #F = 2. Supposons que (i) =⇒ (ii) est vrai lorsque #F = p, p > 2. Soient
F un ensemble fini de cardinal 2p, et X ∈ Lsimple(B∞;F ). Avec une application bijective
f : {0, 1} × {1, 2, . . . , p} → F , on peut écrire X = f(X1, X2) où X1 ∈ Lsimple

(
B∞; {0, 1}

)
et

X2 ∈ Lsimple
(
B∞; {1, 2, . . . , p}

)
. Donnons-nous δ > 0. L’hypothèse de récurrence appliquée à

X1 et X2 donne un entier n et un couple (X ′
1, X

′
2) ∈ L

simple
(
Bn; {0, 1} × {1, 2, . . . , p}

)
tel que

P[X1 6= X ′
1] < δ/2 et P[X2 6= X ′

2] < δ/2, et cela donne P[X 6= Xn] < δ avec Xn = f(X ′
1, X

′
2).

Ainsi (i) =⇒ (ii) est vrai pour #F = 2p, et donc aussi pour #F = p+ 1 6 2p.
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Proposition 1.2.4. Soit (Ω,A,P) un espace de probabilité. Soit (Bn)n>0 une suite croissante
de sous - σ- algèbres de A. On pose B∞ =

∨
n>0 Bn. Alors pour tout espace métrique séparable

(E, ρ), l’ensemble ∪n>0L
1(Bn;E) est dense dans L1(B∞;E).

Démonstration. C’est une conséquence de la densité de Lsimple(B∞;E) dans L1(B∞;E) et du
lemme précédent.

Fonctions boréliennes sur un espace métrique. On peut trouver une preuve du lemme
suivant dans [HL].

Lemme 1.2.5. Soit E un ensemble non vide. Soit L un sous-espace vectoriel réticulé (ce qui
équivaut à ∀f ∈ L, |f | ∈ L) de l’espace des fonctions de E dans R et tel qu’il existe une
suite (fn) de L telle que fn 1 1. Alors l’ensemble des fonctions mesurables dans la tribu σ(L)
engendrée par L, c’est-à-dire la plus petite tribu de E rendant mesurables les éléments de L,
est le plus petit sous-ensemble de fonctions de E dans R contenant L et stable par limite simple
de suites.

Dans [HL], ce lemme est utilisé pour donner une preuve de la proposition suivante où les
fonctions lipschitziennes sont remplacées par des fonctions continues ; nous n’avons fait que
remarquer que la même preuve donne le cas des fonctions lipschitziennes.

Proposition 1.2.6. Si (E, ρ) est un espace métrique, l’ensemble des fonctions boréliennes de
E dans R est le plus petit sous-ensemble de fonctions de E dans R contenant les fonctions
lipschitziennes et stable par limites simples de suites.

Démonstration. L’ensemble L des fonctions lipschitziennes de E dans R satisfait aux hypo-
thèses du lemme 1.2.5. Notons BE la tribu borélienne de E. Toute fonction lipschitzienne est
borélienne, donc σ(L) ⊂ BE . Inversement, tout ouvert U de E est contenu dans σ(L), puisqu’il
est l’image réciproque de R \ {0} par la fonction 1-lipschitzienne x 7→ ρ(x,U c). Finalement
BE = σ(L), et il suffit d’appliquer le lemme 1.2.5.

Cette proposition et le théorème de représentation fonctionnelle de Doob donnent immédia-
tement :

Corollaire 1.2.7. Soient (Ω,A,P) un espace probabilisé, E un espace métrique séparable, et
X une variable aléatoire dans E. L’ensemble des variables aléatoires de la forme f(X) où
f : E → R est lipschitzienne, est dense dans L0

(
σ(X); R

)
.



2. INTRODUCTION II ET DÉFINITIONS.

2.1 Vocabulaire sur les σ- algèbres et les filtrations.

Les définitions de cette section seront utilisées tout au long de cette thèse, sans relâche.

2.1.1 Vocabulaire sur les σ- algèbres.

Définitions 2.1.1. Sur un espace probabilisé (Ω,A,P), soient B et C deux sous - σ- algèbres
de A avec C ⊂ B.

• On dit qu’une sous -σ- algèbre D de B indépendante de C telle que C∨̇D = B est un
complément de C dans B, ou une σ- algèbre complémentaire de C dans B.

• Si V est une variable aléatoire indépendante de C telle que B = C∨̇σ(V ), on dit que V
est une innovation de C dans B.

Définition 2.1.2. Soient (Ω,A,P) un espace probabilisé et C, B des sous - σ- algèbres de A

avec C ⊂ B. On dit que B est séparable conditionnellement à C s’il existe une variable aléatoire
V telle que B = C∨σ(V ). On dit qu’une telle variable aléatoire V est une novation de C dans
B.

Lemme 2.1.3. Sur un espace probabilisé (Ω,A,P), soient B et C deux sous - σ- algèbres de A

avec C ⊂ B. S’il existe une novation de C dans B, alors tout complément de C dans B est une
σ- algèbre essentiellement séparable.

Démonstration. Soient V une novation de C dans B et D un complément de C dans B. On
écrit V = f(C,D) où f est borélienne, C ∈ L0(C) et D ∈ L0(D), et donc on a B = C∨̇σ(D).
Montrons maintenant que σ(D) = D. SoitX ∈ L1(D), qu’on écritX = h(C ′, D) où C ′ ∈ L0(C)
et h est borélienne. Rappelons que l’on note PC′ la loi de C ′. Alors

∫
E
[
|X − h(c,D)|

]
dPC′(c) = E

[
|X − h(C ′, D)|

]
= 0,

il doit exister c tel que E
[
|X−h(c,D)|

]
= 0 et par conséquent X est mesurable pour σ(D).

La proposition 15.5.8 généralisera ce lemme.

2.1.2 Filtrations de type produit et de type produit local.

Les définitions suivantes, données pour les filtrations à temps discret négatif, s’étendent sans
mal pour des filtrations indexées par Z, ou seulement une partie de Z, finie ou pas, mais en
ce qui nous concerne, cela n’aura d’intérêt que lorsque c’est une partie non minorée.

Définition 2.1.4. Soit F = (Fn)n60 une filtration définie sur un espace de probabilité
(Ω,A,P).
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• Soit (Cn)n60 une suite de sous -σ- algèbres de A. On dit que F est engendrée par (Cn)n60

si Fn = σ(Cm,m 6 n) pour tout n 6 0.
• S’il existe une suite de variables aléatoires (Xn)n60 telles que Fn = σ(Xm,m 6 n), on

dit que F est engendrée par le processus (Xn)n60, ou que c’est la filtration du processus
(Xn)n60.

• On dit que F est une filtration de type produit si elle est engendrée par une suite (Cn)n60

de sous - σ- algèbres de A indépendantes.
• On dit que F est de type produit local si pour tout n 6 0, il existe un complément de Fn−1

dans Fn, c’est-à-dire une σ- algèbre Cn indépendante de Fn−1 telle que Fn = Fn−1∨̇Cn.
• On dit que F est de type produit local conditionnellement séparable si pour tout n 6 0, il

existe une σ- algèbre complémentaire de Fn−1 dans Fn qui est essentiellement séparable.
En d’autres termes, F est de type produit local conditionnellement séparable si pour
tout n 6 0, il existe innovation de Fn−1 dans Fn, c’est-à-dire une variable aléatoire Vn

indépendante de Fn−1 telle que Fn = Fn−1∨̇σ(Vn).

Bien sûr une filtration F = (Fn)n60 de type produit local essentiellement séparable est une
filtration de type produit local conditionnellement séparable puisqu’un complément de Fn−1

dans Fn est une sous -σ- algèbre de F0. Il est bon de signaler le lemme suivant, selon lequel il
n’y a pas d’ambiguïté de dire d’une filtration de type produit local que ses compléments sont
essentiellement séparables.

Lemme 2.1.5. Avec les notations de la défiinition précédente, si Cn est une σ- algèbre com-
plémentaire de Fn−1 dans Fn et qu’elle est essentiellement séparable, alors toute σ- algèbre
complémentaire de Fn−1 dans Fn est essentiellement séparable.

Démonstration. C’est une conséquence du lemme 2.1.3.

Définition 2.1.6. Soit F = (Fn)n60 une filtration sur (Ω,A,P). On dit que F est condition-
nellement séparable si pour tout n 6 0, il existe une novation de Fn−1 dans Fn, c’est-à-dire
une variable aléatoire Vn telle que Fn = Fn−1 ∨ σ(Vn).

Le lemme 2.1.3 assure la compatibilité des notions : selon lui, une filtration de type pro-
duit local conditionnellement séparable est une filtration à la fois de type produit local et
conditionnellement séparable.

2.1.3 Filtrations conditionnellement homogènes : définitions.

Parmi les filtrations de type produit local, les filtrations conditionnellement homogènes auront
une place d’importance dans cette thèse.

Définition 2.1.7. Soit F = (Fn)n60 une filtration définie sur un espace probabilisé (Ω,A,P),
et soit (rn)n60 une suite d’entiers strictement positifs. On dit que F est rn-adique si pour
tout n il existe une innovation de Fn−1 dans Fn qui est uniformément distribuée sur rn

valeurs. En d’autres termes, F est rn-adique s’il existe une suite de variables aléatoires (ηn)n60

indépendantes, avec ηn uniformément distribuée sur rn valeurs, indépendante de Fn−1 et
vérifiant Fn = Fn−1∨̇σ(ηn) pour tout n. Quand rn ≡ 2, on dit aussi que F est dyadique.

Définition 2.1.8. Soit F = (Fn)n60 une filtration définie sur un espace probabilisé (Ω,A,P),
et soit (rn)n60 une suite d’entiers strictement positifs. On dit que F est standard rn-adique s’il
existe une suite de variables aléatoires (ηn)n60 indépendantes, avec ηn uniformément distribuée
sur rn valeurs, telles que l’on a Fn = σ(ηm,m 6 n) pour tout n. Quand rn ≡ 2, on dit aussi
que F est standard dyadique.
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Définition 2.1.9. Soit F = (Fn)n60 une filtration définie sur un espace de probabilité
(Ω,A,P). On dit que F est conditionnellement non-atomique si pour tout n il existe une
innovation de Fn−1 dans Fn qui est uniformément distribuée sur [0, 1]. Bien entendu il suffit
pour cela qu’il existe pour tout n une innovation de Fn−1 dans Fn qui est de loi diffuse.

Définition 2.1.10. Soit F = (Fn)n60 une filtration définie sur un espace de probabilité
(Ω,A,P). On dit que F est conditionnellement homogène si pour tout n il existe une innovation
de Fn−1 dans Fn qui est uniformément distribuée sur un nombre fini de valeurs, ou alors qui
est de loi diffuse.

2.2 Questions. L’exemple de Vinokurov.

Définition 2.2.1. Soit (Ω,A,P) un espace probabilisé. On dit qu’une σ- algèbre B ⊂ A est
dégénérée si c’est la complétée de la σ- algèbre triviale {∅,Ω}. Une filtration F = (Fn)n60

ou F = (Fn)n∈Z sur (Ω,A,P) est dite kolmogorovienne si la σ- algèbre F−∞ := ∩nFn est
dégénérée.

On sait par la loi du 0–1 de Kolmogorov qu’une filtration F de type produit est kolmogoro-
vienne. La question suivante se pose naturellement :

Question 2.2.2. Sur un espace probabilisé (Ω,A,P), soit F = (Fn)n60 une filtration de type
produit local. On note (Cn)n60 une suite de compléments de F. Pour tout n 6 0, on a alors

F0 = Fn−1∨̇σ(Cn,Cn+1, . . . ,C0).

Si F est kolmogorovienne, a-t-on F0 = σ(Cn, n 6 0) ?

La réponse à cette question est négative ; nous allons le voir ici sur un contre-exemple simple.
Nous donnerons d’autres exemples beaucoup moins triviaux dans les chapitres 5 et 6. Prenons
la filtration F = (Fn)n60 engendrée par une suite de variables aléatoires (Un)n60 i.i.d. de loi
uniforme sur [0, 1], et posons Vn = Un−1+̇Un pour tout n, où +̇ désigne l’addition modulo
1 sur [0, 1]. Ainsi pour tout n 6 0, on a Fn = Fn−1∨̇σ(Un) = Fn−1∨̇σ(Vn) : les σ- algèbres
σ(Un), n 6 0, comme les σ- algèbres σ(Vn), n 6 0, forment une suite de compléments de
F ; la première engendre F, mais pas la seconde, car la variable aléatoire U0 est mesurable
dans F0, indépendante du processus (Vn)n60, n’est pas constante, et ne peut donc être une
fonctionnelle des Vn. Ainsi F est kolmogorovienne, on a F0 = Fn∨̇σ(Vn+1, . . . , V0) pour tout
n, et σ(Vn+1, . . . , V0) 1 σ(Vm,m 6 0) mais F0 6= σ(Vm,m 6 0).

Citons quelques références relatives à la question 2.2.2. Le résultat de Von Weizsäcker
[Weiz] donne (en particulier) une condition nécessaire et suffisante sur la filtration F de la
question 2.2.2 sous laquelle on a F0 = F−∞ ∨ σ(Cn, n 6 0). On peut trouver des exercices
concernant ce genre de phénomènes dans [Wi] (exercice 4.12 p. 48) et [CY] (exercice 2.5 p.
29). Dans [N-R-BR] est étudié le cas de σ- algèbres définies sur un espace mesuré seulement,
sans probabilité.
L’exemple de Vinokurov. — Bien qu’elle ne soit pas engendrée par ses compléments
σ(Vn), la filtration F ci-dessus est de type produit puisqu’elle engendrée par ses compléments
σ(Un).

Question 2.2.3. Soit F = (Fn)n60 une filtration de type produit local sur (Ω,A,P). Si elle
est kolmogorovienne, est-elle de type produit ? En d’autres termes, existe-t-il une suite de
compléments de F qui engendre F ?
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La réponse à cette question est négative elle aussi. Le contre-exemple que nous donnons
maintenant a été attribué à Vinokurov par Vershik ([Ver] page 756) et Feldman ([Fe98]).
Il s’agit de la filtration engendrée par la chaîne de Markov stationnaire (Mn)n∈Z sur {0, 1}

dont la matrice de transition est
(

p 1−p
1−p p

)
, avec p 6= 1/2. On suppose que (Mn)n∈Z est

définie sur un espace de probabilité (Ω,A,P), et on note F = (Fn)n∈Z la filtration qu’engendre
(Mn)n∈Z. Si on pose

εn = 1l{Mn=Mn−1} =

{
1 si Mn = Mn−1

0 si Mn = 1 −Mn−1,

alors σ(εn) est un complément de niveau n de F. Le corollaire 4.3.9 montre que σ(εn) est aussi
le seul complément de niveau n de F. Alors si F était de type produit, elle serait engendrée
par le processus (εn)n∈Z mais ce n’est pas le cas puisque M0 est indépendante de tout ce
processus.

2.3 Le cas conditionnellement non-atomique : l’erreur de
Wiener.

C’est l’unicité des compléments de la filtration de l’exemple de Vinokurov qui nous a per-
mis d’établir qu’elle n’est pas de type produit. Dans le cas conditionnellement homogène,
l’existence d’une filtration de type produit local essentiellement séparable qui n’est pas de
type produit est un problème difficile qui a suscité l’intérêt de Rosenblatt quand celui-ci a
remarqué une erreur commise par Wiener.

Dans [KW]1, Kallianpur et Wiener considèrent un processus stationnaire (Xn)n60 défini
sur (Ω,A,P) et notent Fn = σ(Xm,m 6 n). En supposant que les valeurs de la loi condition-
nelle L[Xn+1 |Fn] sont, presque sûrement, des probabilités diffuses, ils montrent que F est de
type produit local en construisant un processus d’innovations (Un)n60 formée de v.a. i.i.d. de
loi uniforme sur [0, 1]. Selon la définition 2.1.9, F est conditionnellement non-atomique. On a
alors Fn = Fm−1∨̇σ(Um, Um+1, . . . , Un) pour tout m 6 n, et l’erreur commise par Kallianpur
et Wiener, remarquée par M. Rosenblatt dans [Ros1], a été d’en déduire que sous l’hypothèse
supplémentaire où F est kolmogorovienne, on aurait Fn = σ(Um,m 6 n), pour tout n. Comme
nous l’avons vu, ceci n’est pas automatique. Cependant nous ne savons pas si les auteurs de
[KW] affirmaient que cette conclusion était valable non pas en général mais pour ce cas parti-
culier de filtrations et pour ce choix particulier des innovations Un issues de leur construction ;
mais un exemple de filtration donnée dans [Ros1] montre que ce n’est pas le cas. Cependant,
M. Rosenblatt établit que la filtration de cet exemple est quand même de type produit, en
construisant une autre suite (U ′

n)n60 d’innovations de loi uniforme sur [0, 1] .

Ainsi aucune filtration kolmogorovienne, essentiellement séparable et conditionnellement
non-atomique mais non de type produit n’avait été donnée avant Vershik, même dans la pour-
suite des travaux de Rosenblatt ([Ros2, Han]). Dans [Mah] est donné un exemple d’une telle
filtration mais à la différence que l’espace mesurable sur lequel elle est définie est équipé non
pas d’une probabilité, mais d’une mesure de masse totale infinie ; l’auteur ajoute : « I should
be very interested in an example in a probability space with the same additional feature ».

1 [KW] n’est pas publié mais on peut trouver une discussion sur son contenu dans [Mas].



2. Introduction II et définitions. 20

2.4 Contenu des parties II, III, IV.

Remarquons qu’une filtration de type produit local conditionnellement séparable est nécessai-
rement essentiellement séparable si elle est de type produit : en effet, le lemme 2.1.5 montre
que dans ce cas, F0 est engendrée par une suite de variables aléatoires.

Question 2.4.1. Soit F = (Fn)n60 une filtration de type produit local et essentiellement
séparable. Quand est-ce que F est de type produit ? En d’autres termes, à quelles conditions
existe-t-il une suite de variables aléatoires (Vn)n60 indépendantes telles que Fn = σ(Vm,m 6

n) pour tout n 6 0 ?

2.4.1 Partie II : Critère de Vershik de premier niveau et exemples.

Sous les conditions de la question 2.4.1, nous verrons dans le chapitre suivant que F est de type
produit si et seulement si elle satisfait le critère de Vershik de premier niveau (définition 3.1.3).
Ce critère ne concerne que les filtrations de type produit local conditionnellement séparable.
Dans les chapitres 5 et 6, nous verrons des exemples non-triviaux de filtrations de type produit.
D’abord nous contruirons un processus d’innovations générateur de ces filtrations dans des cas
particuliers, desquelles nous déduirons des cas plus généraux grâce au critère de Vershik. Pour
en déduire les cas les plus généraux, nous utiliserons des résultats de second niveau de la partie
de Vershik, qui feront l’objet de la partie IV.

2.4.2 Partie III : Critère de I-jonction en arbre et contre-exemples.

Pour établir que l’exemple de la filtration de l’exemple de Vinokurov n’est pas de type produit,
nous avons utilisé l’unicité des compléments de cette filtration. Le critère de I-jonction en arbre
que nous verrons dans la partie III nous permettra de donner des exemples non-triviaux de
filtrations qui ne sont pas de type produit. Le besoin de disposer des critères de second niveau
de la théorie de Vershik se fera encore ressentir : grâce à eux nous obtiendrons de nouveaux
exemples à partir des précédents.

2.4.3 Partie IV : Critères de second niveau.

Les critères de second niveau de la théorie de Vershik, comme le critère de I-confort ou le cri-
tére de standardité de Vershik, concernent toutes les filtrations conditionnellement séparables.
Dans le cas des filtrations de type produit local qui sont conditionnellement homogènes, ils
permettent de répondre à la question 2.4.1.

Nous les utiliserons parfois dans les parties précédentes : dans les chapitres 5, 6, 11 et 12
où nous verrons des exemples de filtrations de type produit ou non de type produit, ils nous
serviront à passer du particulier au général. Ailleurs ils ne seront jamais utilisés.



Deuxième partie

FILTRATIONS DE TYPE PRODUIT LOCAL.
CRITÈRE DE VERSHIK DE PREMIER NIVEAU.
EXEMPLES DES MOTS GOMMÉS ET DES MOTS

DÉCOUPÉS.
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Cette partie commence par énoncer le critère de Vershik de premier niveau pour une filtration
de type produit local conditionnellement séparable. Nous verrons qu’une telle filtration F =
(Fn)n60 satisfait ce critère si et seulement si toute variable aléatoire X mesurable pour F est
mesurable dans un processus d’innovations de F (dépendant de X). Il en sera déduit le fait
déjà connu ([Ver], [FS00]) que le critère de Vershik de premier niveau caractérise les filtrations
de type produit parmi les filtrations de type produit local essentiellement séparables.

Le critère de Vershik de premier niveau nous motivera à rechercher comment décrire toutes
les innovations d’une filtration de type produit local conditionnellement séparables. Ceci fera
l’objet du chapitre 4 qui ne contient rien de nouveau depuis Rokhlin.

Dans les chapitres 5 et 6 nous verrons deux exemples de filtrations de type produit local
essentiellement séparables : la filtration du processus des mots gommés, et la filtration du
processus des mots découpés. Ces processus sont des suites de mots sur un alphabet. Dans les
cas des alphabets les plus simples, nous construirons des processus d’innovations générateur
de la filtration ; des cas plus généraux seront déduits à l’aide du critère de Vershik de premier
niveau, et les cas les plus généraux seront déduits à l’aide de résultats du second niveau de la
théorie de Vershik, objet de la partie IV.



3. CRITÈRE DE VERSHIK DE PREMIER

NIVEAU.

Le critère de Vershik de premier niveau caractérise les filtrations qui sont de type produit
parmi les filtrations de type produit local essentiellement séparables. Le seul résultat nouveau
de ce chapitre est la proposition 3.4.4 qui donne une autre caractérisation des filtrations de
type produit local satisfaisant au critère de Vershik de premier niveau, valable dans le cas
conditionnellement séparable.
Notations. — Dans les définitions de ce chapitre et partout ailleurs, la notation Kn,mK où
n,m ∈ Z sont tels que n < m, désigne l’ensemble {n+ 1, n+ 2, . . . ,m}, mais ne sera utilisée
seulement lorsque n et m représentent des instants1.

3.1 Innovations et critère de Vershik de premier niveau.

Définitions 3.1.1. Soit F = (Fn)n60 une filtration sur un espace probabilisé (Ω,A,P).
• Soient n0 < n1 6 0. Une suite finie de σ- algèbres (Cn0+1, . . . ,Cn1) telles que Cn est un

complément de Fn−1 dans Fn pour tout n ∈Kn0, n1K, est appelée une suite de complé-
ments de F sur Kn0, n1K. On dit qu’une suite (Cn)n60 de σ- algèbres est une suite de
compléments de F si Cn est un complément de Fn−1 dans Fn pour tout n 6 0. L’exis-
tence d’une suite de compléments de F équivaut donc au fait que F est de type produit
local.

• Soient n0 < n1 6 0. Une suite finie de variables aléatoires (Vn0+1, . . . , Vn1) telles que Vn

est une innovation (définition 2.1.1) de Fn−1 dans Fn pour tout n ∈Kn0, n1K, est appelée
une innovation de F sur Kn0, n1K. On dit qu’un processus (Vn)n60 est un processus
d’innovations de F si Vn est une innovation de Fn−1 dans Fn pour tout n 6 0. Si
(Vn)n60 est un processus d’innovations de F tel que Fn = σ(Vn, n 6 0), on dit que
c’est un processus d’innovations générateur de F ; F est alors de type produit (mais
il existe des filtrations de type produit qui ne sont pas engendrées par un processus
d’innovations).

Nous nous restreindrons aux filtrations de type produit local conditionnellement séparables,
mais dirons néanmoins un mot dans la sous-section 3.7 sur le cas général, que nous n’utiliserons
jamais par la suite.

Abréviation 3.1.2. Nous écrirons parfois « filtration tples » et « filtration tplcs » pour
abréger respectivement les termes « filtration de type produit local essentiellement séparable »
et « filtration de type produit local conditionnellement séparable ».

1 L’auteur s’excuse auprès de ceux des lecteurs pour qui cette notation désigne habituellement un intervalle
stochastique.
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Définition 3.1.3. Sur un espace de probabilité (Ω,A,P), soit F = (Fn)n60 une filtration de
type produit local conditionnellement séparable. On dit que F satisfait le critère de Vershik de
premier niveau si pour tout ensemble fini F , pour toute variable aléatoire X ∈ Lsimple(F0;F )
et tout réel δ > 0, il existe un entier n0 < 0, une innovation (Vn0+1, . . . , V0) de F sur Kn0, 0K
et une variable aléatoire Z ∈ Lsimple

(
σ(Vn0+1, . . . , V0);F

)
telle que P[X 6= Z] < δ.

Lemme 3.1.4. Sur un espace de probabilité (Ω,A,P), soit F = (Fn)n60 une filtration de type
produit engendrée par un processus d’innovations (Vn)n60. Alors F vérifie le critère de Vershik
de premier niveau.

Démonstration. Ce lemme s’obtient en appliquant le lemme élémentaire 1.2.3 avec B∞ = F0

et Bn = σ(V−n, . . . , V0).

La suite de ce chapitre nous mènera aux démonstrations des deux propositions suivantes.

Proposition 3.1.5. Soit F = (Fn)n60 une filtration de type produit local essentiellement
séparable. Alors F est de type produit si et seulement si elle satisfait le critère de Vershik de
premier niveau.

Cette proposition est une généralisation aux filtrations de type produit local essentiellement
séparables du même résultat de Vershik ([Ver], l’équivalence entre 1. et 2. dans Theorem
3.2) pour les filtrations rn-adiques essentiellement séparables. La preuve donnée dans [Ver] a
déjà été généralisée dans [FS00] aux filtrations tples. Avec une approche différente, la nôtre
nous permettra en outre de donner proprement et rapidement des variantes de la définition
du critère de Vershik de premier niveau :

Proposition 3.1.6. Sur un espace probabilisé (Ω,A,P), soit F = (Fn)n60 une filtration de
type produit local conditionnellement séparable. Les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) F satisfait le critère de Vershik de premier niveau.

(ii) Pour toute variable aléatoire X ∈ L1(F0) et tout nombre réel δ > 0, il existe un entier
n0 < 0, une innovation (Ṽn0+1, . . . , Ṽ0) de F sur Kn0, 0K, ainsi qu’une variable aléatoire
Z ∈ L1

(
(σ(Ṽn0+1, . . . , Ṽ0)

)
telle que E

[
|X − Z|] < δ.

(iii) Pour toute variable aléatoire X ∈ L0(F0) et tout nombre réel δ > 0, il existe un entier
n0 < 0, une innovation (Ṽn0+1, . . . , Ṽ0) de F sur Kn0, 0K, ainsi qu’une variable aléatoire
Z ∈ L0

(
σ(Ṽn0+1, . . . , Ṽ0)

)
telle que P

[
|X − Z| > δ

]
< δ.

Pour nous, la proposition 3.1.5 sera une conséquence de la proposition 3.4.4 qui concerne le
cas conditionnellement séparable.

3.2 Ensembles substantiels de σ- algèbres et Cloc(F).

C’est avec la notion d’ensembles de σ- algèbres substantiels introduite maintenant que nous
allons donner une preuve de la proposition 3.1.5 plus simple que celle de [FS00], et les variantes
de la définition du critère de Vershik de premier niveau de la proposition 3.1.6.

Définition 3.2.1. Soient (Ω,A,P) un espace probabilisé et C un ensemble de sous - σ- algèbres
de A. Soit B une sous - σ- algèbre de A. On dit que C est substantiel dans B si pour tout
ensemble fini F , toute variable aléatoire X ∈ Lsimple(B;F ), et tout δ > 0, il existe une
σ- algèbre C ∈ C et une variable aléatoire Z ∈ Lsimple(C;F ) telle que P[X 6= Z] < δ.



3. Critère de Vershik de premier niveau. 25

Le lemme 1.2.3 se traduit donc en disant que la famille des σ- algèbres Bn, n > 0 est substan-
tielle dans B∞. De ce point de vue, le passage de ce lemme à la proposition 1.2.4 va apparaître
comme une conséquence de la 3.2.3 plus bas. Cette proposition va aussi nous donner les va-
riantes de la définition du critère de Vershik de premier niveau. Pour traduire le critère de
Vershik de premier niveau en termes d’ensemble substantiel de σ- algèbres, nous introduisons
une notation.

Notation 3.2.2. Sur un espace de probabilité (Ω,A,P), soit F = (Fn)n60 une filtration de
type produit local avec un processus d’innovations (Vn)n60. On note

Cloc(F) =
{ 0∨

k=n+1

σ(Ṽk) | n < 0, (Ṽn+1, . . . , Ṽ0) est une innovation de F sur Kn, 0K
}

l’ensemble des σ- algèbres engendrées par toutes les innovations de F sur tous les intervalles
Kn, 0K, n < 0.

Ainsi avec la définition 3.2.1, F satisfait le critère de Vershik de premier niveau si et seulement
si Cloc(F) est substantiel dans F0. La proposition 3.1.6 va alors résulter de la proposition
suivante.

Proposition 3.2.3. Soient (Ω,A,P) un espace de probabilité, B une sous - σ- algèbre de A,
et C un ensemble de sous -σ- algèbres de A.

(a) Si C est substantiel dans B, alors pour tout espace métrique séparable (E, ρ), l’ensemble
L1(B;E) est contenu dans l’adhérence de ∪

C∈CL
1(C;E) dans L1(A;E).

(b) Si (E, ρ) est un espace métrique séparable infini tel que L1(B;E) est contenu dans l’adhé-
rence de ∪

C∈CL
1(C;E) dans L1(A;E), alors C est substantiel dans B.

Démonstration. (a) — Supposons que C est substantiel dans B et donnons-nous un espace
métrique séparable (E, ρ). Soient Y ∈ L1(B;E) et δ > 0. On se donne X ∈ Lsimple(B;E) telle
que E

[
ρ(Y,X)

]
< δ/2. Notons F 6= ∅ un ensemble fini dans lequel X prend presque sûrement

toutes ses valeurs, et notons M = max
{
ρ(e, f) | e, f ∈ F

}
. Par hypothèse on peut trouver

une σ- algèbre C ∈ C et une variable aléatoire Z ∈ Lsimple(C;F ) telle que P[X 6= Z] < δ/(2M),
d’où E

[
ρ(X,Z)

]
< δ/2. En somme on a E

[
ρ(Y,Z)

]
< δ.

(b) — On suppose que pour un espace métrique séparable (E, ρ) infini, l’adhérence de
∪

C∈CL
1(C;E) dans L1(A;E) contient L1(B;E). On se donne un ensemble fini F 6= ∅, une v.a.

X ∈ Lsimple(B;F ), un réel δ > 0, et on cherche une σ- algèbre C ∈ C et une variable aléatoire
S ∈ Lsimple(C;F ) telle que P[S 6= X] < δ. L’hypothèse implique que C n’est pas vide, et il n’y
a pas de difficulté lorsque F n’a qu’un élément. Supposons maintenant que #F > 2. Comme E
est infini, on peut supposer que F ⊂ E. On note alors m = min

{
ρ(e, f) | e, f ∈ F, e 6= f

}
> 0.

Par hypothèse, il y a une σ- algèbre C ∈ C et une variable aléatoire Z ∈ L1(C;E) telle que
E
[
ρ(Z,X)

]
< mδ/2, et donc P

[
ρ(Z,X) > m/2] < δ. On ordonne F et à tout x ∈ E, on

associe le plus petit des points de F parmi les points f de F qui vérifient ρ(x, f) = ρ(x, F ),
ce qui donne une application mesurable ψ : E −→ F telle que ψ ◦ Z = X sur l’événement{
ρ(Z,X) < m/2

}
. On a donc

P[ψ ◦ Z 6= X] 6 P
[
ρ(Z,X) > m/2

]
< δ,

et on obtient alors P[S 6= X] < δ avec S = ψ ◦ Z ∈ Lsimple(C;F ).
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Corollaire 3.2.4. Soient (Ω,A,P) un espace de probabilité, B une sous -σ- algèbre de A, et
C un ensemble de sous - σ- algèbres de A.

(a) Si C est substantiel dans B, alors pour tout espace métrique séparable (E, ρ), l’ensemble
L0(B;E) est contenu dans l’adhérence de ∪

C∈CL
0(C;E) dans L0(A;E).

(b) Si (E, ρ) est un espace métrique séparable infini tel que L0(B;E) est contenu dans l’adhé-
rence de ∪

C∈CL
0(C;E) dans L0(A;E), alors C est substantiel dans B.

Démonstration. Il suffit d’appliquer la proposition 3.2.3 avec ρ ∧ 1 au lieu de ρ.

? Preuve de la proposition 3.1.6. La proposition 3.2.3 et le corollaire 3.2.4 montrent respecti-
vement que (ii) et (iii) sont équivalents à ce que Cloc soit substantiel dans F0.

Le corollaire suivant caractérise plus simplement la substantialité d’un ensemble de σ- algèbres
dans la tribu engendrée par une variable aléatoire.

Corollaire 3.2.5. Soient (Ω,A,P) un espace de probabilité, E un espace métrique séparable et
X ∈ L1(A;E). Pour qu’un ensemble C de sous -σ- algèbres de A soit substantiel dans σ(X), il
faut et il suffit que pour tout réel δ > 0, il existe une σ- algèbre C ∈ C et une v.a. Z ∈ L1(C;E)
telle que E

[
ρ(X,Z)

]
< δ.

Démonstration. La condition est nécessaire par la proposition 3.2.3. Montrons qu’elle est suf-
fisante. Supposons qu’elle est satisfaite et montrons que l’adhérence de ∪

C∈Cloc
L0(C) dans

L0(F0) contienne L0
(
σ(X)

)
; le corollaire 3.2.4 donnera la conclusion. Or l’ensemble des va-

riables aléatoires de la forme f(X) où f : E → R est lipschitzienne, est dense dans L0
(
σ(X)

)

d’après le corollaire 1.2.7, et il suffit donc de montrer que cet ensemble est contenu dans
l’adhérence de ∪

C∈CL
0(C).

Donnons-nous alors une fonction c-lipschitzienne f . Soit δ > 0. On a une σ- algèbre C ∈ C et
une v.a. Z ∈ L1(C;E) telle que E

[
ρ(X,Z)

]
< δ2/c. En utilisant l’inégalité de Chebyshev, on

a alors P
[
|f(X) − f(Z)| > δ

]
6 P

[
ρ(X,Z) > δ/c

]
< δ, ce qui achève la preuve.

Les lemmes suivants seront utilisés pour démontrer la proposition 3.1.5.

Lemme 3.2.6. Soient (Ω,A,P) un espace de probabilité et C un ensemble de sous -σ- algèbres
de A. Soient B et D des sous - σ- algèbres de A. Si C est substantiel dans B, alors l’ensemble
de σ- algèbres {C ∨ D | C ∈ C} est substantiel dans B ∨ D.

Démonstration. On suppose que C est substantiel dans B. Soient F 6= ∅ un ensemble fini,
X ∈ Lsimple(B ∨ D;F ) et δ > 0. Supposant sans restreindre la généralité que F ⊂ R, on
peut trouver une variable aléatoire R ∈ Lsimple(B ∨ D) de la forme R =

∑
i αi1lBi

1lDi
où la

somme est finie et Bi ∈ B, Di ∈ D, telle que P[X 6= R] < δ/2. Dans ce cas, R est de la forme
R = f(B,D) où f est borélienne, B ∈ Lsimple(B) et D ∈ Lsimple(D), et quitte à la modifier on
peut supposer que f prend ses valeurs dans F . Notons G un ensemble fini dans lequel B prend
presque sûrement ses valeurs. Par hypothèse, il existe une σ- algèbre C ∈ C et une variable
aléatoire Z ∈ Lsimple(C;G) telle que P[B 6= Z] < δ/2. Finalement on a P[X 6= Z ′] < δ. avec
Z ′ = f(Z,D) ∈ Lsimple(B ∨ D;F ).

Lemme 3.2.7. Dans un espace probabilisé (Ω,A,P), soient E ⊂ A une σ- algèbre et C un
ensemble de sous -σ- algèbres de A une à une indépendantes de E. Soit B ⊂ E une σ- algèbre,
et soit D un ensemble de sous - σ- algèbres de E. Si {D∨̇C | D ∈ D,C ∈ C} est substantiel dans
{B∨̇C | C ∈ C}, alors D est substantiel dans B.
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Démonstration. Donnons-nous une variable alétoire X ∈ L1(B), et δ > 0. Par hypothèse, il
existe une variable aléatoire de la forme f(D,C) où D est mesurable pour D ∈ D, C est
mesurable pour C ∈ C et f est borélienne, telle que E

[
|X−f(D,C)|

]
< δ. Par la contractivité

de l’espérance conditionnelle on a aussi E
[∣∣E[X |E] − E

[
f(D,C) |E

]∣∣
]
< δ, ce qui permet

de conclure puisque E[X |E] = X et E
[
f(D,C) |E

]
=
∫
f(D, c) dPC(c) est mesurable pour

D.

Dans le cas où C ne contient qu’un seul élément, l’énoncé devient :

Lemme 3.2.8. Dans un espace probabilisé (Ω,A,P), B et C des sous - σ- algèbres de A indé-
pendantes, et D un ensemble de sous -σ- algèbres de A toutes indépendantes de C. Si {D∨̇C |
D ∈ D} est substantiel dans B∨̇C, alors D est substantiel dans B.

3.3 Critère de Vershik de premier niveau : équivalences

À l’aide des résultats déjà obtenus, nous allons formuler différemment le critère de Vershik
de premier niveau, en introduisant la notion de variable aléatoire qui sayisfait le critère de
Vershik de premier niveau.

Définition 3.3.1. Sur un espace probabilisé (Ω,A,P), on se donne une filtration F = (Fn)n60

de type produit local conditionnellement séparable.
• Soit F un ensemble fini. On dit qu’une variable aléatoire X ∈ Lsimple(F0;F ) satisfait

le critère de Vershik de premier niveau (sous-entendu : dans Lsimple) si pour tout réel
δ > 0, il existe un entier n0 6 0, une innovation (Ṽn0+1, . . . , Ṽ0) de F sur Kn0, 0K, et
une variable aléatoire Z ∈ Lsimple

(
σ(Ṽn0+1, . . . , Ṽ0);F

)
telle que P[X 6= Z] < δ. On

note V simple(F;F ) l’ensemble des variables aléatoires X ∈ Lsimple(F0;F ) qui satisfont le
critère de Vershik de premier niveau.

• Soit (E, ρ) un espace métrique séparable. On dit qu’une variable aléatoire X ∈ L1(F0;E)
satisfait le critère de Vershik de premier niveau (sous-entendu : dans L1) si pour tout
réel δ > 0, il existe un entier n0 6 0, une innovation (Ṽn0+1, . . . , Ṽ0) de F sur Kn0, 0K, et
une variable aléatoire Z ∈ L1

(
σ(Ṽn0+1, . . . , Ṽ0);E

)
telle que E

[
ρ(X,Z)

]
< δ. On note

V 1(F;E) l’ensemble des variables aléatoires X ∈ L1(F0;E) qui satisfont le critère de
Vershik de premier niveau.

• Soit (E, ρ) un espace métrique séparable. On dit qu’une variable aléatoire X ∈ L0(F0;E)
satisfait le critère de Vershik de premier niveau (sous-entendu : dans L0) si pour tout
réel δ > 0, il existe un entier n0 6 0, une innovation (Ṽn0+1, . . . , Ṽ0) de F sur Kn0, 0K,
et une variable aléatoire Z ∈ L0

(
σ(Ṽn0+1, . . . , Ṽ0);E

)
telle que P

[
|X − Z| > δ

]
< δ. On

note V 0(F;E) l’ensemble des variables aléatoires X ∈ L0(F0;E) qui satisfont le critère
de Vershik de premier niveau.

• On dit qu’une σ- algèbre E0 ⊂ F0 satisfait le critère de Vershik de premier niveau si
L1(E0,R) ⊂ V 1(F; R).

Selon cette définition, F satisfait le critère de Vershik de premier niveau si et seulement si
pour tout ensemble fini F , toute variable aléatoire X ∈ Lsimple(F0;F ) satisfait le critère de
Vershik de premier niveau, ou en d’autres termes, Lsimple(F0;F ) ⊂ V simple(F;F ).

Remarques 3.3.2. 1) Soit p ∈ {0, 1}. Il est clair que X ∈ V p(F;E) si et seulement si
X ∈ Lp(F0;E) et si pour tout voisinage V de X dans Lp(F0;E) , il existe une inno-
vation (Ṽn0+1, . . . , Ṽ0) de F sur Kn0, 0K, et une variable aléatoire Z ∈ V mesurable pour
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σ(Ṽn0+1, . . . , Ṽ0). Ceci est aussi vrai pour p = simple lorsque E = F est fini.

2) De l’inclusion topologique L1 ⊂ L0 résulte alors clairement V 1(F;E) ⊂ V 0(F;E), et si
F ⊂ E, de l’inclusion topologique Lsimple(F0;F ) ⊂ L1(F0;E) résulte alors clairement
V simple(F;E) ⊂ V 1(F;E).

3) L’inclusion topologique L1(F0;E) ⊂ L0(F0;E) implique V 1(F;E) ⊂ V 0(F;E)∩L1(F0;E).
Nous verrons qu’il y a égalité dans le corollaire 3.3.4. Donc il n’y a pas d’ambiguïté à dire
d’une variable aléatoire X ∈ L1(F0;E) qu’elle satisfait le critère de Vershik de premier
niveau sans préciser le sous-entendu : dans L1, ou dans L0.

4) Si F ⊂ E, les inclusions topologiques Lsimple(F0;F ) ⊂ L1(F0;E) ⊂ L0(F0;E) impliquent
V simple(F;F ) ⊂ V 1(F;E) ∩ Lsimple(F0;F ) ⊂ V 0(F;E) ∩ Lsimple(F0;F ). Nous verrons qu’il
y a égalité dans le corollaire 3.3.4. Donc il n’y a pas d’ambiguïté à dire d’une v.a. X ∈
Lsimple(F0;F ) qu’elle satisfait le critère de Vershik de premier niveau sans préciser le sous-
entendu : dans Lsimple, ou dans L1, ou dans L0.

La proposition 3.1.6 (déjà prouvée sous le corollaire 3.2.4) est une écriture équivalente de
la partie 2) de la proposition suivante.

Proposition 3.3.3. Sur un espace probabilisé (Ω,A,P), soient F = (Fn)n60 une filtration de
type produit local conditionnellement séparable.

1) Soit E0 ⊂ F0 une σ- algèbre. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Cloc(F) est substantiel dans E0.

b) E0 satisfait le critère de Vershik de premier niveau.

c) Pour tout ensemble fini F , toute variable aléatoire X ∈ Lsimple(E0;F ) satisfait le critère
de Vershik de premier niveau. En d’autres termes, Lsimple(E0;F ) ⊂ V simple(F;F ).

d) Toute variable aléatoire X ∈ L0(E0) satisfait le critère de Vershik de premier niveau.
En d’autres termes, L0(E0) ⊂ V 0(F).

2) Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) La filtration F satisfait le critère de Vershik de premier niveau

b) La σ- algèbre F0 satisfait le critère de Vershik de premier niveau.

c) Toute variable aléatoire X ∈ L0(F0) satisfait le critère de Vershik de premier niveau.
En d’autres termes, L0(F0) ⊂ V 1(F).

3) Soit E un espace métrique séparable et X ∈ L1(F0;E). Alors X satisfait le critère de
Vershik de premier niveau si et seulement si σ(X) satisfait le critère de Vershik de premier
niveau.

Démonstration. La partie 1) est une conséquence de la proposition 3.2.3. On déduit la partie
2) de la partie 1) en prenant E0 = F0, et on déduit la partie 3) de la partie 1) en prenant
E0 = σ(X) et en utilisant le corollaire 3.2.5.

Corollaire 3.3.4. Sur un espace de probabilité (Ω,A,P), soit F = (Fn)n60 une filtration
de type produit local conditionnellement séparable. Soit (E, ρ) un espace métrique séparable.
Alors V 1(F;E) = V 0(F;E) ∩ L1(F0;E). Aussi, lorsque F ⊂ E une partie finie de E, on a
V simple(F;F ) = V 1(F;E) ∩ Lsimple(F0;F ) = V 0(F;E) ∩ Lsimple(F0;F ).
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Démonstration. Nous avons signalé les inclusions évidentes dans les remarques 3.3.2. Les in-
clusions réciproques s’obtiennent comme conséquence évidente des parties 1) et 2) de la pro-
position 3.3.3.

Corollaire 3.3.5. Sur un espace de probabilité (Ω,A,P), soit F = (Fn)n60 une filtration
de type produit local essentiellement séparable. Si (E, ρ) est un espace métrique séparable et
Y0 ∈ L1(F0;E) est telle que σ(Y0) = F0, alors F satisfait le critère de Vershik de premier
niveau si et seulement si Y0 satisfait le critère de Vershik de premier niveau.

Démonstration. Cela résulte des parties 2) et 3) de la proposition 3.3.3.

3.4 Preuve de la proposition 3.1.5.

Nous établissons ici qu’il est équivalent pour une filtration de type produit local essentiellement
séparable s’être de type produit ou de satisfaire le critère de Vershik de premier niveau.
Nous le déduirons d’un énoncé plus général concernant les filtrations de type produit local
conditionnellement séparables : la proposition 3.4.4. Avec les notations 3.4.1 que nous allons
introduire, cela va résulter rapidement des lemmes 3.2.7 et 3.2.6.

Notations 3.4.1. Sur un espace probabilisé (Ω,A,P), soit F = (Fn)n60 une filtration de type
produit local conditionnellement séparable. On se donne un entier n0 < 0.

• On note

C
n0K
loc (F) :=

{
∨n0

k=n+1σ(Vk) | n < 0, (Vn+1, . . . , Vn0) est une innovation de F sur Kn, n0K
}

l’ensemble constitué des σ- algèbres engendrées par toutes les innovations de F sur
Kn, n0K, pour tous les entiers n < n0.

• Soit (Vn0+1, . . . , V0) une innovation de F sur Kn0, 0K. On note Cn0K
loc (F)(Vn0+1,...,V0) l’en-

semble constitué des σ- algèbres engendrées par toutes les innovations de F sur Kn, 0K
de la forme (V ′

n+1, . . . , V
′
n0
, Vn0+1, . . . , V0) pour tous les entiers n < n0 et toutes les

innovations (V ′
n+1, . . . , V

′
n0

) de F sur Kn, n0K,. En d’autres termes,

C
n0K
loc (F)(Vn0+1,...,V0) =

{
C∨̇σ(Vn0+1, . . . , V0) | C ∈ C

n0K
loc (F)

}
.

Lemme 3.4.2. Sur un espace probabilisé (Ω,A,P), soit F = (Fn)n60 une filtration de type pro-
duit local conditionnellement séparable. Soient n0 < 0 un entier, et En0 ⊂ Fn0 une σ- algèbre.

Si En0 satisfait le critère de Vershik de premier niveau, alors Cn0K
loc (F) est substantiel dans En0 .

Démonstration. On applique le lemme 3.2.7 avec E = Fn0 ,

C =
{
∨0

k=n0+1 σ(Vk) | n < 0, (Vn0+1, . . . , V0) est une innovation de F sur Kn0, 0K
}
,

D = C
n0K
loc (F) et B = En0 .

Lemme 3.4.3. Sur un espace probabilisé (Ω,A,P), soit F = (Fn)n60 une filtration de type pro-
duit local conditionnellement séparable. Soient n0 < 0 un entier, et En0 ⊂ Fn0 une σ- algèbre.
On se fixe une innovation (Vn0+1, . . . , V0) de F sur Kn0, 0K.

Si En0 satisfait le critère de Vershik de premier niveau, alors Cn0K
loc (F)(Vn0+1,...,V0) est sub-

stantiel dans En0∨̇σ(Vn0+1, . . . , V0). Par conséquent En0∨̇σ(Vn0+1, . . . , V0) satisfait le critère
de Vershik de premier niveau.
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Démonstration. C’est une conséquence du lemme 3.4.2 et du lemme 3.2.6. La dernière assertion
résulte de l’inclusion Cn0K

loc (F)(Vn0+1,...,V0) ⊂ Cloc(F).

Proposition 3.4.4. Sur un espace de probabilité (Ω,A,P), soit F = (Fn)n60 une filtration de
type produit local conditionnellement séparable. Alors F satisfait le critère de Vershik de pre-
mier niveau si et seulement si pour toute variable aléatoire Y ∈ L0(F0), il existe un processus
d’innovations (Vn)n60 de F tel que Y est mesurable dans σ(Vn, n 6 0).

Démonstration. Si cette condition est satisfaite, F satisfait le critère de Vershik de premier
niveau en vertu du lemme 1.2.3. Montrons la réciproque. On suppose que F satisfait le critère
de Vershik de premier niveau, c’est-à-dire que Cloc(F) est substantiel dans F0 (notation 3.2.2).
Il suffit de montrer la proposition pour Y ∈ L1(F0). On se fixe une suite (δk)k60 de réels
strictement positifs telle que δk → 0 quand k → −∞. Nous allons construire un processus
d’innovations (Vn)n60 et des v.a. Xk ∈ L1

(
σ(Vn, n 6 0)

)
, k > 0, vérifiant E

[
|Y −Xk|

]
< δk.

Ainsi Xk convergera vers Y dans L1, ce qui achèvera la preuve.
Par hypothèse on peut trouver un entier n0 < 0, une innovation (Vn0+1, . . . , V0) de F

sur Kn0, 0K et une v.a. X0 ∈ L1
(
σ(Vn0+1, . . . , V0)

)
telle que E

[
|Y − X0|

]
< δ0. Maintenant

supposons qu’on ait construit un entier nk < 0, une innovation (Vnk+1, . . . , V0) de F sur Knk, 0K
et une v.a. Xk ∈ L1

(
σ(Vn, nk + 1 6 n 6 0)

)
qui vérifie E

[
|Y − Xk|

]
< δk. Le lemme 3.4.3

appliqué avec nk au lieu de n0 et Fnk
au lieu de En0 donne un entier nk−1 < nk, une innovation

(Vnk−1+1, . . . , Vnk
) de F sur Knk−1, nkK, et une variable aléatoire Xk−1 ∈ L1

(
σ(Vn, nk−1 + 1 6

n 6 0)
)

telle que E
[
|Y −Xk−1|

]
< δk−1, et la proposition s’obtient donc par récurrence.

Nous donnons un dernier lemme avant de démontrer la proposition 3.1.5.

Lemme 3.4.5. Sur un espace de probabilité (Ω,A,P), soit F = (Fn)n60 une filtration de type
produit local, et Cn un complément de Fn−1 dans Fn pour tout n. On définit une filtration
E = (En)n60 en posant En = σ(Cm,m 6 n) pour tout n. Alors pour tout n, on a E0∩Fn = En.

Démonstration. On a toujours E0 ∩ Fn ⊃ En. Pour montrer l’inclusion récipoque, donnons-
nous Z0 ∈ L1(E0 ∩ Fn). On peut écrire Z0 = f(. . . , V−2, V−1, V0) où f est borélienne et où
Vn est mesurable dans Cn. Comme de plus Z0 est mesurable dans Fn, on a Z0 = E[Z0 |Fn],
et comme Fn est indépendante de σ(Vn+1, . . . , V0), on a E[Z0 |Fn] = g(. . . , Vn−1, Vn), avec
g′(. . . , vn−1, vn) = E

[
f(. . . , vn−1, vn, Vn+1, . . . , V0)

]
.

? Preuve de la proposition 3.1.5. Si F0 est essentiellement séparable, on a une variable aléa-
toire Y0 telle que F0 = σ(Y0). Par la proposition 3.4.4, on a un processus d’innovations (Vn)n60

de F tel que Y0 est mesurable dans σ(Vn, n 6 0). C’est bien un processus d’innovations géné-
rateur de F par le lemme 3.4.5.

Corollaire 3.4.6. Sur un espace de probabilité (Ω,A,P), soit F = (Fn)n60 une filtration de
type produit local conditionnellement séparable. Alors si F satisfait le critère de Vershik de
premier niveau, elle est kolmogorovienne.

Démonstration. Si X est mesurable dans F−∞, on a un processus d’innovations (Vn)n60 de
F tel que X est mesurable dans σ(Vn, n 6 0) par la proposition 3.4.4. On en déduit que X
est constante parce que d’après le lemme 3.4.5, X est mesurable dans la σ- algèbre dégénérée
∩nσ(Vm,m 6 n).
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Remarque 3.4.7. Nous donnerons dans le chapitre 5 un exemple d’une filtration condition-
nellement séparable qui satisfait le critère de Vershik de premier niveau mais qui n’est pas
essentiellement séparable.

3.5 Remarques sur le critère de Vershik de premier niveau.

Corollaire 3.5.1. Sur un espace de probabilité (Ω,A,P), soit F = (Fn)n60 une filtration
de type produit local essentiellement séparable. Si (E, ρ) est un espace métrique séparable et
Y0 ∈ L1(F0;E) est telle que σ(Y0) = F0, alors F est de type produit si et seulement si Y0

satisfait le critère de Vershik de premier niveau.

Démonstration. C’est une conséquence du corollaire 3.3.5 et de la proposition 3.1.5.

Nous verrons plus tard que lorsque F = (Fn)n60 est une filtration tplcs engendrée par une
martingale (Mn)n60, il suffit que M0 satisfasse le critère de Vershik de premier niveau pour
que F satisfasse le critère de Vershik de premier niveau (proposition 8.2.12).

Lemme 3.5.2. Sur un espace de probabilité (Ω,A,P), soit F = (Fn)n60 une filtration de type
produit local conditionnellement séparable. Soit (E, ρ) un espace métrique séparable. Alors
l’ensemble V 1(F;E) est fermé dans L1(F0;E).

Démonstration. Par définition, c’est l’adhérence de ∪
C∈Cloc(F)L

1(C;E) dans L1(F0;E).

Corollaire 3.5.3. Sur un espace de probabilité (Ω,A,P), soit F = (Fn)n60 une filtration de
type produit local conditionnellement séparable. Pour p ∈ {0, 1}, soit Θp(F0) ⊂ Lp(B) un
sous-ensemble dense de Lp(B). Les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) F satisfait le critère de Vershik de premier niveau.

(ii) Toute variable aléatoire X ∈ Θ1(F0) satisfait le critère de Vershik de premier niveau. En
d’autres termes Θ1(F0) ⊂ V 1(F;R).

(iii) Toute variable aléatoire X ∈ Θ0(F0) satisfait le critère de Vershik de premier niveau. En
d’autres termes Θ0(F0) ⊂ V 0(F;R).

Démonstration. C’est une conséquence du lemme 3.5.2 et de la proposition 3.1.6.

Corollaire 3.5.4. Sur un espace probabilisé (Ω,A,P), soit F = (Fn)n60 une filtration de
type produit local avec un processus d’innovations (Vn)n60. Soit (Bm)m>0 une suite croissante
de sous -σ- algèbres de F0 telle que Bm 1 F0 quand m → +∞. Si toutes les σ- algèbres Bm

satisfont le critère de Vershik de premier niveau, alors F satisfait le critère de Vershik de
premier niveau.

Démonstration. La proposition 1.2.4 montre que Θ1(B) := ∪L1(Bm) est dense dans L1(F0),
et on applique alors le corollaire 3.5.3.
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3.6 Cas d’une chaîne de Markov constructive.

Nous rencontrerons souvent le cas de figure du corollaire suivant.

Corollaire 3.6.1. Sur un espace probabilisé (Ω,A,P), soit F = (Fn)n60 une filtration de type
produit local avec un processus d’innovations (Vn)n60. Soit (Yn)n60 un processus généralisé tel
que σ(Yn+1) ⊂ σ(Yn, Vn+1) et tel que le processus généralisé (Yn, Vn)n60 engendre F. Alors
pour que F satisfasse le critère de Vershik de premier niveau, il faut et il suffit que pour tout
n, la σ- algèbre σ(Yn) satisfasse le critère de Vershik de premier niveau.

Démonstration. La condition est évidemment nécessaire. Montrons sa suffisance. Si la σ- algèbre
σ(Yn) satisfait le critère de Vershik de premier niveau, alors le lemme 3.4.3 entraîne que la
σ- algèbre σ(Yn, Vn+1, Vn+2, . . . , V0) satisfait aussi le critère de Vershik de premier niveau.
Puisque les hypothèses impliquent σ(Yn, Vn+1, Vn+2, . . . , V0) 1 F0 quand n→ −∞, le résultat
est alors une conséquence du corollaire 3.5.4

Remarquons que le processus (Yn)n60 ainsi que le processus (Yn, Vn)n60 du corollaire précédent
sont markoviens. Lorsque les Yn prennent leurs valeurs dans des espaces métriques standard,
nous parlerons de chaîne de Markov constructive :

Définition 3.6.2. • Pour tout entier n 6 0, soit En un espace métrique standard. On appelle
chaîne de Markov constructive une chaîne de Markov (Xn, Vn)n60 oùXn prend ses valeurs dans
En et Vn dans R, et telles que Vn+1 est indépendante de la tribu du passé σ(Xm, Vm,m 6 n)
et que l’on a σ(Xn+1) ⊂ σ(Xn)∨̇σ(Vn+1) pour tout n. On dit alors que (Xn)n60 est la chaîne
d’entrée.
• Par le biais du théorème de représentation fonctionnelle de Doob, il existe alors, pour tout
n < 0, une fonction borélienne fn : En−1 ×R −→ En telle que l’on a Xn+1 = fn+1(Xn, Vn+1).
Lorsqu’on l’on veut préciser de telles fonctions fn, on notera

(
(Xn, Vn), fn;En

)
n60

la chaîne
de Markov constructive. On dit alors qu’elle est homogène si En ≡ E, fn ≡ f , et si les Vn sont
i.i.d.

Le corollaire précédent et la partie 3) de la proposition 3.3.3 donnent alors :

Proposition 3.6.3. Pour tout n 6 0, soit En un espace métrique standard. Sur un espace
probabilisé (Ω,A,P), on se donne une chaîne de Markov constructive

(
(Xn, Vn), fn;En

)
n60

telle que Xn ∈ L1(A;En) pour tout n et on note F = (Fn)n60 la filtration engendrée par la
chaîne de Markov (Xn)n60. Alors pour que F satisfasse le critère de Vershik de premier niveau,
il faut et il suffit que pour tout n, la variable aléatoire Xn satisfasse le critère de Vershik de
premier niveau.

3.7 Cas d’une filtration de type produit local générale.

Il est possible d’énoncer le critère de Vershik de premier niveau pour une filtration de type
produit local générale en vertu du lemme 2.1.5. Cela donne une extension de la définition 3.1.3
que nous avons énoncée en nous restreignant aux filtrations de type produit local condition-
nellement séparables :

Définition 3.7.1. Sur un espace probabilisé (Ω,A,P), soit F = (Fn)n60 une filtration de
type produit local. On dit que F satisfait le critère de Vershik de premier niveau si pour tout
ensemble fini F , pour toute variable aléatoire X ∈ Lsimple(F0;F ) et tout réel δ > 0, il existe
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un entier n0 6 0, une suite de compléments (Cn0+1, . . . ,C0) de F sur Kn0, 0K et une variable
aléatoire Z ∈ Lsimple

(
σ(Cn0+1, . . . ,C0);F

)
telle que P[X 6= Z] < δ.

Le lemme 3.1.4, la proposition 3.4.4, le corollaire 3.4.6, la définition 3.3.1, le corollaire
3.5.4, s’adaptent alors à ce cas plus général. Il aurait peut-être été plus agréable d’énoncer et
de démontrer ces assertions dans le cas général, mais dans les chapitres suivants où nous ne
nous intéresserons seulement qu’au cas conditionnellement séparable, et où nous renverrons
parfois le lecteur au chapitre présent, ce sera le langage des innovations qui sera le mieux
adapté.



4. CHANGEMENT D’INNOVATION.

Il est intéressant, au vu du critère de Vershik de premier niveau, de se demander comment
décrire toutes les innovations d’une filtration de type produit local. Comme nous nous restrei-
gnons aux filtrations de type produit local conditionnellement séparables, il s’agit d’aprés le
lemme 2.1.5, de répondre à la question suivante :

Question 4.0.1. Étant données sur un espace de probabilité (Ω,A,P), une σ- algèbre B ⊂ A,
une σ- algèbre C ⊂ B et V une innovation de C dans B, quelles sont les autres innovations de
C dans B ?

La section 4.3 répond à la question 4.0.1 avec la proposition 4.3.7. C’est un résultat bien connu
des ergodiciens depuis Rokhlin ([Rok]), et naturellement utilisé dans [Ver], [Fe98], [FS00]). Sa
forme probabiliste se trouve dans l’article de Rosenblatt [Ros1] auquel nous l’empruntons.

Avec cette proposition nous verrons comment s’obtiennent toutes les innovations d’une
filtration de type produit local conditionnellement séparable dans la section 4.4, au moyen de
transformations qui sont des automorphismes d’arbre dans le cas rn-adique.

Les deux premières sections sont des rappels de la théorie de la mesure sur la structure
des espaces probabilisés.

4.1 σ- algèbres isomorphes.

Nous définissons d’abord la notion d’espaces probabilisés isomorphes qui est une notion
classique en théorie de la mesure ([Rok], [Pa]) mais que nous utilisons sous une forme légère-
ment différente, comme dans [ES] et [BEKSY], en manipulant des variables aléatoires plutôt
que des événements.

Définitions 4.1.1. Soient (Ω,A,P) et (Ω′,A′,P′) deux espaces de probabilité.
• Un plongement de (Ω,A,P) dans (Ω′,A′,P′) est une application Φ de L0(Ω,A,P) dans
L0(Ω′,A′,P′), notée simplement Φ: (Ω,A,P) −→ (Ω′,A′,P′), qui satisfait aux deux
conditions suivantes :

(i) Pour tout entier n > 1, pour toute fonction borélienne f définie sur Rn, et pour
toutes variables aléatoires X1, . . . , Xn ∈ L0(Ω,A,P), on a

Φ
(
f ◦ (X1, . . . , Xn)

)
= f ◦

(
Φ(X1), . . . ,Φ(Xn)

)
;

(ii) pour toute variable aléatoire X ∈ L0(Ω,A,P), les variables aléatoires X et Φ(X)
ont même loi.

On dit aussi que (Ω′,A′,P′) est un grossissement de (Ω,A,P).
• Un isomorphisme entre deux espaces de probabilité (Ω,A,P) et (Ω′,A′,P′) est un plon-

gement entre (Ω,A,P) et (Ω′,A′,P′) bijectif.
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• Soient Φ un plongement de (Ω,A,P) dans (Ω′,A′,P′) et B une sous -σ- algèbre de A.
Pour B ∈ B, il est facile de voir que Φ(1lB) est une indicatrice d’un événement de A′. Si on
le note Φ(B), on vérifie facilement que Φ(B) :=

{
Φ(B), B ∈ B

}
est une sous -σ- algèbre

de A′, et que les espaces probabilisés (Ω,B,P) et
(
Ω′,Φ(B),P′

)
sont isomorphes. Nous

dirons par abus de langage que B et Φ(B) sont isomorphes.

On montre immédiatement qu’un isomorphisme d’espaces probabilisés est linéaire, injectif,
continu pour la topologie de la convergence en probabilité, et que pour toute fonction boré-
lienne f : RN∗

→ R, on a

Φ
(
f ◦ (X1, . . . , Xn, . . .)

)
= f ◦

(
Φ(X1), . . . ,Φ(Xn), . . .

)
;

pour toutes variables aléatoires X1, . . . , Xn, . . . ∈ L0(Ω,A,P).
Le lemme suivant est facile à vérifier avec le théorème de Doob rappelé dans la section 1.2.

Lemme 4.1.2. Soit (S,S) un espace mesurable. Si X est un élément aléatoire dans S sur
un espace probabilisé (Ω,A,P) et X ′ un élément aléatoire dans S sur un espace de proba-
bilité (Ω′,A′,P′) de même loi que X, alors on définit un isomorphisme Ψ:

(
Ω, σ(X),P

)
→(

Ω′, σ(X ′),P′
)

en posant Ψ
(
f(X)

)
(ω′) = f

(
X ′(ω′)

)
pour toute fonction f : S → R mesurable.

Nous ne trouvons pas exactement cette définition d’un isomorphisme dans la littérature
classique sur la théorie de la mesure ([Pa], [Rok]). Dire que c’est une notion connue se justifie
par le lemme suivant dont on peut trouver une preuve dans [BEKSY] (le lemme 1).

Lemme 4.1.3. Soient (Ω,A,P) est (Ω′,A′,P′) des espaces probabilisés. Si Φ◦ : A −→ A′ est
une application qui commute avec les opérations booléennes finies et qui vérifie P ′

[
Φ◦(A)

]
=

P[A], alors elle induit un unique plongement Φ: (Ω,A,P) −→ (Ω′,A′,P′) tel que Φ(1lA) =
1lΦ◦(A).

Ainsi la classification des espaces probabilisés rappelée dans la proposition suivante est bien
connue depuis les origines des tribus. C’est la proposition 3 de [BEKSY].

Proposition 4.1.4. (a) À isomorphisme près, un espace de probabilité essentiellement sépa-
rable est caractérisé par la liste des probabilités de ses atomes de masse non nulle, rangées
par ordre décroissant (avec des répétitions pour les atomes de même masse ; la liste peut
être vide, finie ou infinie). En particulier, tous les espaces probabilisés essentiellement
séparables sans partie atomique sont isomorphes.

(b) Deux espaces probabilisés essentiellement séparables plongeables chacun dans l’autre sont
isomorphes.

4.2 Mesures boréliennes.

Comme la précédente, cette section ne contient que des choses bien connues en théorie de
la mesure. Nous donnons cependant des démonstrations parce que seule la preuve du lemme
4.2.4 demande plus de quelques lignes d’écriture et qu’elle nous aidera dans la section 4.3 pour
répondre à la question 4.0.1.

Lorsque µ est une mesure de probabilité sur un espace métrique séparable E, les atomes
de masse non nulle de l’espace probabilisé (E,BE, µ) sont aussi appelés les atomes de µ.

Définitions 4.2.1. Soient µ et µ′ deux mesures de probabilités sur les tribus boréliennes
complétées respectives de deux espaces métriques séparables E et E ′.
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• On dit qu’une application φ : E → E ′ est une transformation inversible (de E sur E ′) qui
transporte µ sur µ′, ou une transformation inversible de µ sur µ′, s’il existe un ensemble µ-
négligeable A ⊂ S, un ensemble ν-négligeable A′ ⊂ S′ tels que la restriction de φ à S \ A est
une bijection bimesurable de S \ A sur S ′ \ A′ qui envoie µ sur ν. On dit aussi que φ est une
transformation inversible (de E) préservant µ lorsque E = E ′ et µ = µ′.

• On dit que µ et µ′ ont même atomicité si elles ont la même liste de probabilités de leurs
atomes, rangées par ordre décroissant (avec des répétitions pour les atomes de même masse ;
la liste peut être vide, finie ou infinie).

Pour le lemme suivant, rappelons que si X est une variable aléatoire dans un espace mé-
trique séparable définie sur (Ω,A,P), on dit que (Ω, σ(X),P) est l’espace probabilisé engendré
par X.

Lemme 4.2.2. Deux variables aléatoires à valeurs dans des espaces métriques séparables en-
gendrent des espaces probabilisés isomorphes si et seulement si elles ont des lois de même
atomicité.

Démonstration. Quand (Ω,A,P) =
(
Ω, σ(Y ),P

)
où Y est à valeurs dans un espace métrique

séparable E, les atomes de masse non nulle (Ω,A,P) sont des éléments de A, ce sont les
ensembles Y −1(x), où x ∈ E est tel que P[Y = x] > 0, et ce lemme traduit donc la proposition
4.1.4 (a).

Lemme 4.2.3. Soit E un espace métrique standard et soit µ une mesure sur la tribu borélienne
de E. Alors il existe une mesure m sur R et une transformation inversible ψ qui transporte µ
sur m.

Démonstration. On sait qu’il existe une injection bimesurable ψ de (E,BE) dans (R,BR).
Cela donne une transformation inversible ψ de µ sur m := ψ(µ).

Lemme 4.2.4. Soit µ une probabilité sur R. On note x1, x2, . . . une liste des atomes de µ
rangés par ordre décroissant de probabilités et qj = µ(xj). On pose m = 1−

∑
qj et on note λ

la probabilité sur R égale à la somme de la mesure de Lebesgue sur [0, 1 −m] et de la mesure
discrète q1δ1 + q2δ2 + · · · , où δi désigne la masse de Dirac en i. On note Fdiff la fonction de
répartition de la partie diffuse de µ, définie par

Fdiff(x) = µ
(
] −∞, x]

)
−
∑

j, xj6x

qj.

La fonction ϕ : R → R définie par

ϕ(x) =

{
j si x = xj

Fdiff(x) si x 6∈ {x1, x2, . . .},

est alors une transformation inversible qui transporte µ sur λ, d’inverse

ϕ−1(y) =

{
xj si y = j

F−1
diff(y) si y ∈ [0,m],

où F−1
diff désigne l’inverse continue à droite de Fdiff .
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Démonstration. Notons µdiff la partie diffuse de µ. Il est facile de vérifier que Fdiff(µdiff) est
la mesure uniforme sur [0,m] et que Fdiff : R \ J −→ [0,m] \D et F−1

diff : [0,m] \D −→ R \ J
sont bijectives, inverses l’une de l’autre, où J est l’ensemble µdiff -négligeable et µ-négligeable
des points où Fdiff est localement constante, et où D = Fdiff(J) est l’ensemble λ-négligeable
des points où F−1

diff saute. Ceci étant remarqué, le lecteur vérifiera facilement le lemme.

Remarque 4.2.5. Avec les notations de ce lemme et si F désigne la fonctin de répartition
de µ, on a

F−1
diff(y) = F−1

(
y +

∑

j,xj6F−1(y)

qj

)
,

où F−1 désigne l’inverse continue à droite de F .

Proposition 4.2.6. Deux mesures de probabilités µ et µ′ sur des espaces métriques standard
ont même atomicité si et seulement si il existe une transformation inversible de µ sur µ ′.

Démonstration. Il est clair que µ et µ′ ont même atomicité s’il existe une transformation
inversible de µ sur µ′. La réciproque est une conséquence du lemme 4.2.3 et du lemme 4.2.4.
Cette proposition peut aussi se déduire du théorème de Sikorski (voir [Ke]) en utilisant la
partie a) de la proposition 4.1.4 et le lemme 4.2.2

Corollaire 4.2.7. Deux espaces probabilisés respectivement engendrés par une variable aléa-
toire X dans un espace métrique standard E et une variable aléatoire X ′ dans un espace mé-
trique standard E ′ sont isomorphes si et seulement si il existe une transformation inversible
ϕ : E → E′ qui transporte la loi de X sur celle de X ′.

Démonstration. C’est une conséquence de la proposition 4.2.6 et du lemme 4.2.2.

Nous aurons besoin du lemme suivant dans la section 4.3.

Lemme 4.2.8. Soient µ, µ′ deux probabilités sur des espaces métriques standard E et E ′

respectivement. Alors µ et µ′ ont même atomicité si et seulement si il existe deux fonctions
mesurables ϕ : E → E ′ et ψ : E′ → E telles que ν = ϕ(µ) et µ = ψ(ν).

Démonstration. Si les lois µ et µ′ de X et X ′ ont même atomicité, c’est une conséquence de la
proposition 4.2.6. Réciproquement, si on suppose qu’il existe deux telles fonctions ϕ et ψ, on
construit un plongement Φ: (E,BE , µ) → (E′,BE′ , µ′) et un plongement Ψ: (E ′,BE′ , µ′) →
(E,BE, µ) en posant Φ(X)(e′) = X

(
ψ(e′)

)
et Ψ(X ′)(e) = X ′

(
ϕ(e)

)
, et on applique la propo-

sition 4.1.4 (b) et le lemme 4.2.2.

Lemme 4.2.9. Soit (Ω,A,P) un espace probabilisé, et soient X, Y des variables aléatoires
dans des espaces métriques séparables et f , g, des applications boréliennes telles que X = f(Y )
et Y = g(X). Alors f et g sont des transformations inversibles réciproques l’une de l’autre.

Démonstration. Par le lemme 4.1.2, il existe un isomorphisme Φ de
(
Ω, σ(X),P

)
sur l’espace

probabilisé (E,BE,PX) tel que Φ(X) = X̂ où X̂ est définie par X̂(x) = x. Comme X =
f ◦ g(X), on a X̂ = f ◦ g(X̂) par isomorphisme, c’est-à-dire que x = f ◦ g(x) pour PX -presque
tout x. On montre de même que y = g ◦ f(y) pour PY -presque tout y, et cela permet de
conclure.

Notons un corollaire immédiat de ce lemme et du théorème de représentation fonctionnelle de
Doob :
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Corollaire 4.2.10. Soit (Ω,A,P) un espace probabilisé, et soient X, Y des variables aléatoires
dans des espaces métriques standard. Alors σ(X) = σ(Y ) si et seulement si il existe une
tranformation inversible ϕ qui transporte la loi de la loi de X sur celle de Y et telle que
Y = ϕ(X).

Ce corollaire sera généralisé par la proposition 4.3.7.

4.3 Innovations de σ- algèbres : existence et description.

Cette section est principalement consacrée aux preuves des propositions 4.3.3 et 4.3.7 qui
répondent aux deux questions suivantes :

∗ Soient (Ω,A,P) un espace probabilisé, C et B des sous -σ- algèbres de A avec C ⊂ B.
Quand est-ce qu’il existe une innovation de C dans B ?

∗ S’il en existe, comment décrire toutes ces variables aléatoires ?
Ces propositions nous permettront de répondre aux questions analogues sur les innovations
des filtrations dans la section suivante. Vershik et les autres ergodiciens qui se sont penchés
sur les filtrations ([HH], [Fe98], [FS00]) utilisent ces résultats mais ils sont considérés comme
connus dans leurs publications car ils sont naturels dans leur langage (mais autant dans la
nôtre) et solidement établis depuis Rokhlin.

Existence d’une innovation.

Lemme 4.3.1. Soit (Ω,A,P) un espace probabilisé. Soient X1 une variable aléatoire et F0 une
sous - σ- algèbre de A. On se donne un élément aléatoire η mesurable pour F0 à valeurs dans un
espace mesurable (T,T). On note (µt)t∈T =

(
L[X1 | η = t]

)
t∈T

une version régulière de la loi
de X1 conditionnellement aux valeurs de η et pour tout x ∈ R, on pose Ft(x) = µt

(
]−∞, x]

)
.

L’espace (T, T ) est muni de la loi de η. Alors pour presque tout t, la fonction x 7→ Ft(x) est
une fonction de répartition, et on note u 7→ Gt(u) son inverse continue à droite.

(i) Les fonctions

(t, x) ∈ (T, T ) ⊗ (R,BR) 7→ Ft(x) et (t, u) ∈ (T, T ) ⊗
(
[0, 1],B[0,1]

)
7→ Gt(u)

sont mesurables.

(ii) On note qt =
(
qt(1), qt(2), . . .

)
une liste des probabilités des atomes de µt rangées par

ordre décroissant, et on note λt la probabilité définie dans le lemme 4.2.4 pour cette
liste. Alors il existe une variable aléatoire V1 telle que F0 ∨ σ(V1) = F0 ∨ σ(X1) et
L[V1 | η = t] = λt pour presque tout t.

(iii) Si U est une variable aléatoire indépendante de F0 de loi uniforme sur [0, 1], la loi de la
variable aléatoire L

[
Gη(U) | η = t

]
= µt. Par conséquent L

[
Gη(U) |σ(η)

]
= µη.

Démonstration. Presque sûrement, µt est une probabilité, et donc Ft est une fonction de
répartition.

(i). On rappelle que pour tout A ∈ BR fixé, l’application t 7→ µt(A) est mesurable par
définition de la loi conditionnelle. En particulier t 7→ Ft(x) est mesurable pour x fixé. Par
définition de l’inverse continue à droite, on a

Gt(u) 6 x ⇐⇒ Ft(x) > u, (4.3.1)
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ce qui montre la mesurabilité de t 7→ Gt(u) lorsque u est fixé. Quand u est fixé, l’application
(t, x) 7→

(
Gt(u), x

)
est donc mesurable aussi. Par (4.3.1), l’ensemble

{
(t, x) | Ft(x) > u

}
est

l’image réciproque de {(a, b) | a 6 b
}

par cette application, ceci montre la mesurabilité de
(t, x) 7→ Ft(x).

Montrons maintenant la mesurabilité de (t, u) 7→ Gt(u). Quand x est fixé, l’application
(t, u) 7−→

(
Ft(x), u

)
est mesurable, et par (4.3.1) l’ensemble

{
(t, u) | Gt(u) 6 x

}
est l’image

réciproque de
{
(a, b) | 0 6 a 6 b 6 1} par cette application, ceci montre la mesurabilité voulue.

(ii). On note A1(t), A2(t), . . . ∈ R une liste mesurable d’atomes de νt rangés par ordre
décroissant de probabilités, avec des répétitions pour ceux de même masse, et ainsi qt(j) =
µt

(
Aj(t)

)
> 0 presque sûrement. D’après (i), l’application (t, x) ∈ (T, T )× (R,BR) 7−→ Ft(x)

est mesurable, et c’est donc aussi le cas pour l’application

(t, x) 7−→ ϕt(x) =

{
j si x = Aj(t)

Ft(x) −
∑

j,Aj(t)6x qt(j) si x 6∈ {A1(t), A2(t), . . .}.

La variable aléatoire V1 = ϕη(X1) est alors bien définie. Le théorème 1.2.2 appliqué avec
B = F0, S = R, ξ = X1, ν = µ donne, pour toute fonction h borélienne et bornée,

E
[
h(V1) | η = t] =

∫
h
(
ϕt(x)

)
µt(dx)

=

∫
h(y)(µt ◦ ϕ

−1
t )(dy)

Par le lemme 4.2.4, on a µt ◦ ϕ
−1
t = λt, et cela montre que L[V1 | η = t] = λt On sait aussi

par ce lemme que ϕt est une transformation inversible qui transporte µt sur λt, et on a alors
X1 = ϕ−1

η (V1) presque sûrement, d’où F0 ∨ σ(V1) = F0 ∨ σ(X1).

(iii). Pour x ∈ R, on a

P
[
Gη(U) 6 x | η = t] =

∫
1l{Gt(u)6x} du =

∫
1l{u6Ft(x)} du = Ft(x),

ce qui suffit pour conclure.

Remarque 4.3.2. La partie (i) de ce lemme peut aussi se démontrer en utilisant le fait qu’une
application de T × R mesurable par rapport à la première variable et continue à droite par
rapport à la seconde, est mesurable.

Proposition 4.3.3. Soit F = (F0,F1) une filtration sur un espace de probabilité (Ω,A,P).
Soit X1 une variable aléatoire telle que F1 = F0∨σ(X1). Il existe une variable aléatoire V1 in-
dépendante de F0 telle que F0∨̇σ(V1) = F1 si et seulement si les valeurs de la loi conditionnelle
L[X1 |F0] sont presque toutes des probabilités de même atomicité (que la loi de V1).

Démonstration. ◦ Supposons qu’il existe V1 indépendante de F0 telle que F1 = F0∨̇σ(V1).
On a alors des fonctions boréliennes f0 et g0 et des variables aléatoires S0 et T0 mesurables
dans F0 telles que X1 = f0(S0, V1) et V1 = g0(T0, X1). On introduit une variable aléatoire
Y0 telle que σ(Y0) ⊃ σ(S0, T0) et on a alors des fonctions boréliennes f et g telles que X1 =
f(Y0, V1) =: fY0(V1) et V1 = g(Y0, X1) =: gY0(X1).
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Comme V1 est indépendante de F0, on a, pour toute fonction h borélienne et bornée,

E
[
h(V1) |F0] =

∫
h(v) dPV1(v)

presque sûrement. D’autre part, on a, presque sûrement,

E

[
h
(
(gY0(X1)

)
|F0

]
=

∫
h
(
(gY0(x)

)
L[X1 |F0](dx).

On a donc, pour toute fonction h borélienne et bornée,
∫
h
(
(gY0(x)

)
L[X1 |F0](dx) =

∫
h(v) dPV1(v) presque sûrement.

Par un raisonnement analogue, on a
∫
h
(
(fY0(v)

)
dPV1(v) =

∫
h(x)L[X1 |F0](dx) presque sûrement.

Le lemme 4.2.8 appliqué avec ϕy = gy et ψy = fy où y = Y0(ω) pour tout ω où ces égalités ont
lieu, montre alors que les valeurs de L[X1 |F0] sont presque toutes des probabilités de même
atomicité que la loi de V1.

◦ Réciproquement, supposant que presque sûrement, les valeurs de L[X1 |F0] sont presque
sûrement des probabilités de même atomicité, la variable aléatoire V1 donnée par le (ii) du
lemme 4.3.1 a une loi constante conditionnellement à F0, c’est-à-dire que V1 est indépendante
de F0.

Le corollaire suivant est alors immédiat.

Corollaire 4.3.4. Sur un espace de probabilité (Ω,A,P), soit C une sous - σ- algèbre de A.
Soient V et V ′ deux variables aléatoires indépendantes de C telles que C∨̇σ(V ) = C∨̇σ(V ′).
Alors la loi de V ′ a la même atomicité que la loi de V . Réciproquement, si V est une variable
aléatoire indépendante de C et si µ est une probabilité sur R de même atomicité que la loi de
V , il existe une variable aléatoire V ′ de loi µ telle que C∨̇σ(V ) = C∨̇σ(V ′).

Description des innovations.

Maintenant nous allons voir comment les innovations d’une σ- algèbre dans une autre sont
liées entre elles.

Définition 4.3.5. Soient E, F et T des espaces mesurables. On dit qu’une famille {ft}t∈T

d’applications mesurables ft : E −→ F est une famille mesurable si l’application (t, x) 7−→
ft(x) est mesurable. On dit qu’elle dépend mesurablement de t si l’application t 7−→ ft(x) est
mesurable quand x est fixé.

Lemme 4.3.6. Soit (Ω,A,P) un espace probabilisé, et soient Y , V , V ′ des variables aléatoires
dans des espaces métriques standard telles que chacune des deux variables aléatoires V et V ′

est indépendante de Y et telles que σ(Y )∨̇σ(V ) = σ(Y )∨̇σ(V ′). Alors il existe une famille
mesurable {ϕy}y∈R de transformations inversibles de PV sur PV ′ telles que que V ′ = ϕY (V )
presque sûrement.
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Démonstration. On a des fonctions boréliennes f et g telles que les égalités V ′ = f(Y, V ) =: fY (V )
et V = g(Y, V ′) =: gY (V ′) aient lieu presque sûrement. Alors

1 = P

[
V = gY

(
fY (V )

)]
=

∫
P

[
V = gy

(
fy(V )

)]
dPY (y)

d’où P

[
V = gy

(
fy(V )

)]
= 1 pour PY -presque tout y. En d’autres termes, pour PY -presque

tout y, on a V = fy

(
gy(V )

)
presque sûrement. On montre de même que pour PY -presque

tout y, on a V ′ = gy

(
fy(V

′)
)

presque sûrement, et on conclut avec le lemme 4.2.9 que
fy : (R,PV ) → (R,PV ′) et gy : (R,PV ′) → (R,PV ) sont, pour PY -presque tout y, des transfor-
mations inversibles réciproques l’une de l’autre. On prend alors ϕy = fy si cela a lieu pour
y, et on prend pour ϕy une transformation inversible quelconque de PV sur PV ′ quand y est
dans l’événement PY -négligeable où cela n’a pas lieu.

Le changement général d’innovation est décrit dans la proposition suivante.

Proposition 4.3.7. Sur un espace de probabilité (Ω,A,P), soient C une sous - σ- algèbre de A

et V une variable aléatoire indépendante de C. On pose B = C∨̇σ(V ). Une variable aléatoire
V ′ est indépendante de C et avec C engendre B si et seulement si il existe une variable aléatoire
Y mesurable dans C et une famille mesurable {ϕy}y∈R de transformations inversibles de PV

sur PV ′ telles que V ′ = ϕY (V ) presque sûrement. Ceci est encore vrai lorsque V et V ′ sont à
valeurs dans des espaces métriques standard.

Démonstration. ◦ Si on a V ′ = ϕY (V ) où la v.a. Y et les transformations inversibles ϕy sont
données, l’indépendance de V ′ avec C et l’égalité C∨̇σ(V ′) = C∨̇σ(V ) aux négligeables près se
vérifient facilement.

◦ Réciproquement, supposons que B = C∨̇σ(V ) = C∨̇σ(V ′). Par la proposition 1.2.1, on a
des variables aléatoire Z et Z ′ mesurables dans C et f0 et g0 des fonctions boréliennes telles
que les égalités V ′ = f0(Z

′, V ) et V = g0(Z, V
′) aient lieu presque sûrement. En choisissant

une variable aléatoire Y mesurable dans C telle que σ(Y ) ⊃ σ(Z,Z ′), on a aussi des fonctions
boréliennes f et g telles que les égalités V ′ = f(Y, V ) =: fY (V ) et V = g(Y, V ′) =: gY (V ′)
aient lieu presque sûrement, et on applique alors le lemme 4.3.6.

Observons le cas des espaces probabilisés sans partie diffuse. Comme une transformation
inversible entre deux espaces mesurés atomiques n’est qu’une bijection des atomes de l’une
sur les atomes de l’autre préservant la masse de ces atomes, la proposition précédente s’écrit
ainsi dans le cas où V est discrète :

Proposition 4.3.8. Sur un espace de probabilité (Ω,A,P), soient C une sous - σ- algèbre de A

et V une variable aléatoire discrète indépendante de C . On pose B = C∨̇σ(V ). Une variable
aléatoire V ′ est indépendante de C et avec C engendre B si et seulement si il existe une variable
aléatoire C mesurable dans C et une famille {ϕy}y∈R de bijections dépendant mesurablement

de y, telles que V ′ loi
= ϕy(V ) pour tout y, et qu’on a V ′ = ϕC(V ).

Signalons le cas où il y a unicité d’un complément dans le corollaire suivant.

Corollaire 4.3.9. Sur un espace de probabilité (Ω,A,P), soient C une sous -σ- algèbre de A et
V une variable aléatoire indépendante de C, discrète et prenant ses valeurs avec des probabilités
deux à deux distinctes. On pose B = C∨̇σ(V ). Alors σ(V ) est le seul complément de C dans
B.
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4.4 Changement d’innovations de filtration et
automorphismes d’arbre.

Soit F = (Fn)n60 une filtration avec, pour un entier n0 < 0, une innovation (Vn0+1, . . . , V0)
sur Kn0, 0K. Nous sommes maintenant en mesure de décrire toutes les suites de compléments
(Cn0+1, . . . ,C0) de F sur Kn0, 0K.

Lemme 4.4.1. Sur un espace probabilisé (Ω,A,P), on se donne une filtration F = (Fn)n60

avec, pour un entier n0 < 0, une innovation (Vn0+1, . . . , V0) sur Kn0, 0K. On note µn la loi de Vn

et νn0+1 = µn0+1 ⊗ . . .⊗ µ0 la loi de (Vn0+1, . . . , V0). Une suite de σ- algèbres (Cn0+1, . . . ,C0)
est une suite de compléments de F sur Kn0, 0K si et seulement si il existe une innovation
(Ṽn0+1, . . . , Ṽ0) de F sur Kn0, 0K de loi νn0+1 telle que Cn = σ(Vn) pour tout n ∈Kn0, 0K.

Démonstration. Comme on a supposé que F admet une innovation sur Kn0, 0K, tout complé-
ment Cn de Fn−1 dans Fn, n ∈Kn0, 0K est engendré par une innovation Ṽn de Fn−1 dans Fn

d’après le lemme 2.1.3, et on peut toujours la choisir de loi µn par le corollaire 4.3.4.

Le problème se ramène donc à déterminer toutes les innovations de F sur Kn0, 0K d’une loi
donnée. C’est le contenu de la proposition 4.4.8. On note H(ν) le groupe des transformations
inversibles préservant la probabilité ν sur un espace métrique séparable (ici ce seront des
espaces Rp). La proposition 4.3.7 est valable pour des variables aléatoires dans des espaces
métriques standard par le lemme 4.2.3, en particulier pour des vecteurs aléatoires et nous
savons alors déjà qu’on peut écrire

(Ṽn0+1, . . . , Ṽ0) = ~ϕYn0
(Vn0+1, . . . , V0),

où {~ϕy}y est une famille mesurable de H(νn0+1). Cela n’est pas suffisant, une transformation
~ϕ ∈ H(νn0+1) en général détruit l’ordre de l’innovation. Il faudra observer ce que donne la
proposition 4.3.7 lorsqu’on l’applique pas à pas. La description des transformations que nous
verrons apparaître fera appel à la définition suivante.

Définition 4.4.2. Soient p > 1 un entier, νp une probabilité sur Rp et µp+1 une probabilité
sur R. On se donne une tranformation inversible τ (1 p) de Rp préservant νp et une famille me-

surable ϕ(p+1)
(•1 ,...,•p) = {ϕ

(p+1)
(v1 ,...,vp)}(v1 ,...,vp)∈Rp de transformations inversibles R préservant µp+1.

− On construit une transformation inversible de Rp+1 préservant νp ⊗ µp+1, notée

τ (1 p+1) =: τ (1 p) n ϕ
(p+1)
(•1 ,...,•p),

en posant
τ (1 p+1) =

(
τ (1 p)(v1, . . . , vp), ϕ

(p+1)

τ (1 p)(v1,...,vp)
(vp+1)

)
,

et on l’appelle produit en arbre de τ (1 p) avec ϕ(p+1)
(•1 ,...,•p).

− Si Hp < H(νp) est un sous-groupe de H(νp) et Hp+1 < H(µp+1) un sous-groupe de

H(µp+1), l’ensemble Hp

mes
n Hp+1 constitué de tous les produits en arbre τ (1 p) n ϕ

(p+1)
(•1 ,...,•p)

avec τ (1 p) ∈ Hp et ϕ(p+1)
(v1 ,...,vp) ∈ Hp+1 est un sous-groupe de H(νp ⊗ µp+1), et on l’appelle le

produit en arbre mesurable de Hp avec Hp+1.

Lorsque νp et µp+1 sont des probabilités discrètes, on n’a pas à se soucier dans la définition
précédente de la mesurabilité de la famille d’automorphismes. On peut définir le produit en
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arbre pour des bijections quelconques au lieu d’isomorphismes borélien, et dans ce cas le

produit en arbre mesurable Hp

mes
n Hp+1 est le produit en arbre noté Hp n Hp+1 selon la

définition suivante.

Définition 4.4.3. Soient E1, E2 deux ensembles. On note S1 = SE1 , respectivement S2 =
SE2 le groupe formé de toutes les bijections de E1, respectivement de E2, sur lui -même.
Soient H1 < S1 un sous-groupe de S1 et H2 < S2 un sous-groupe de S2. Soit π ∈ H1 et
pour tout e1 ∈ E1, soit ϕe1 un élément de H2. On construit une bijection τ de E1 × E2 sur
lui-même en posant

τ(e1, e2) =
(
π(e1), ϕπ(e1)(e2)

)
.

L’ensemble de ces bijections est un sous-groupe SE1×E2 qu’on note H1 nH2 et qu’on appelle
le produit en arbre 1 de H1 avec H2.

Notation 4.4.4. Soient E1, E2 deux ensembles. Soit π ∈ SE1 une bijection de E1 sur lui-
même et pour tout e1 ∈ E1, soit ϕ̃e1 ∈ SE2 , une bijection de E2 sur lui-même. On note
ϕ̃• = {ϕ̃e1}e1∈E1 et on pose

(π n−1 ϕ•)(e1, e2) =
(
π(e1), ϕ̃e1(e2)

)
.

Alors si ϕ• = {ϕe1}e1∈E1 est une famille de bijections de E2 sur lui-même, on a

π n ϕ = π n−1 ϕ̃ avec ϕ̃e1 = ϕπ(e1).

Définitions 4.4.5. • Soit p > 1 un entier et soient θ1, θ2, . . ., θp des mesures de probabilité
sur des espaces métriques standard E1, E2, . . ., Ep respectivement. Pour n ∈ {1, 2, . . . , p}, on
définit récursivement le groupe des transformations inversibles en arbre de la mesure produit
θ1 ⊗ θ2 ⊗ · · · ⊗ θn par K1(θ1) = H(θ1) et

Kn+1(θ1 ⊗ θ2 ⊗ · · · ⊗ θn+1) = Kn(θ1 ⊗ θ2 ⊗ · · · ⊗ θn)
mes
n H(θn+1)

= H(θ1)
mes
n Kn(θ2 ⊗ θ3 ⊗ · · · ⊗ θn+1)

• Sur un espace de probabilité (Ω,A,P), soit F = (Fn)n60 une filtration. Soient n0 < n1 6 0
et soit (Vn0+1, . . . , Vn1) une innovation de F sur Kn0, n1K. On note νn0,n1 la loi du vecteur
aléatoire (Vn0+1, . . . , Vn1). On définit le groupe des changements d’innovations de F sur Kn, 0K
de même loi que (Vn0+1, . . . , Vn1) par Gn0 n1(Vn0+1, . . . , Vn1) = K(νn0,n1). Lorsque n1 = 0
on le note Gn0(Vn0+1, . . . , V0).

Remarquons que si n0 < n1 < n2 alors

Gn0 n2(Vn0+1, . . . , Vn2) = Gn0 n1(Vn0+1, . . . , Vn1)
mes
n Gn1 n2(Vn1+1, . . . , Vn2).

Dans ce chapitre, la définition suivante sera utilisée seulement pour le lemme qui lui suc-
cède.

Définition 4.4.6. Soit F = (Fn)n60 une filtration sur un espace probabilisé (Ω,A,P). Soit
n0 < 0 un entier. Une suite finie de variables aléatoires (Vn0+1, . . . , V0) telles que Vn est une
novation (définition 2.1.2) de Fn−1 dans Fn pour tout n ∈Kn0, 0K, est appelée une novation de
F sur Kn0, 0K.

1 Le produit en arbre H1 n H2 de H1 et H2 de cette définition est un cas particuler du produit en couronne

de deux groupes G et H, traditionnellement noté G o H (voir [Ev] et les références données).
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Lemme 4.4.7. Sur un espace de probabilité (Ω,A,P), soit F = (Fn)n60 une filtration avec,
pour un entier n0 6 0, une novation (Vn0+1, . . . , V0) sur Kn0, 0K, et pour tout n ∈ Jn0, 0K,
soit Sn une variable aléatoire mesurable pour Fn. Alors il existe une variable aléatoire Yn0 ∈
L0(Fn0) telle que pour tout n ∈Kn0, 0K, on a

σ(Yn0 , Vn0+1, Vn0+2, . . . Vn) ⊃ σ(Sn0 , Sn0+1, . . . Sn).

Démonstration. Comme conséquence de la partie b) de la proposition 1.2.1 avec B = Fn0 , V =
(Vn0+1, . . . , Vn), X = (Sn0 , Sn0+1, . . . Sn), on a, pour tout n ∈Kn0, 0K, une variable aléatoire
Tn0(n) telle que

σ(Tn0(n), Vn0+1, Vn0+2, . . . Vn) ⊃ σ(Sn0 , Sn0+1, . . . Sn).

Il suffit ensuite de prendre pour Yn0 une v.a. telle que σ(Yn0) ⊃ σ
(
Tn0(n), n ∈Kn0, 0K

)
.

Proposition 4.4.8. Sur un espace de probabilité (Ω,A,P), soit F = (Fn)n60 une filtration
avec, pour un entier n0 6 0, une innovation (Vn0+1, . . . , V0) sur Kn0, 0K. On note µn la loi de
Vn, et νn0+1 = µn0+1 ⊗ · · · ⊗ µ0 la loi de (Vn0+1, . . . , V0).

Soit (Ṽn0+1, . . . , Ṽ0) un vecteur aléatoire de loi νn0+1. Alors les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) (Ṽn0+1, . . . , Ṽ0) est une innovation de F sur Kn0, 0K de loi νn0+1.

(ii) pour tout n ∈Kn0, 0K, il existe une variable aléatoire Sn−1 ∈ L0(Fn−1) et une famille

mesurable {ψy}y∈R d’éléments de H(µn) telles que Ṽn = ψ
(n)
Sn−1

(Vn).

(iii) il existe une variable aléatoire Yn0 ∈ L0(Fn0) et une famille mesurable {τy}y∈R d’éléments
de Gn0(Vn0+1, . . . , V0) et telle que

(Ṽn0+1, . . . , Ṽ0) = τYn0
(Vn0+1, . . . , V0).

Démonstration. (i) ⇐⇒ (ii) provient de la proposition 4.3.7, Vérifions que (ii) ⇐⇒ (iii).
Pour montrer que (iii) =⇒ (ii), il suffit d’écrire

τy =

((
· ·
(
ϕ(n0+1)

y n ϕ
(n0+2)
y,•n0+1

)
n · · ·

)
n ϕ

(−1)
y,(•n0+1,•n0+2,...,•−2)

)
n ϕ

(0)
y,(•n0+1,•n0+2,...,•−2,•−1)

,

et de poser Yn = hn(Yn0 , Vn0+1, . . . , Vn) où hn : Rn−n0+1 → R est une bijection bimesurable.
Pour établir (ii) =⇒ (iii), il faut construire les ϕ(m). Supposons qu’on ait (ii). Puisqu’on a
alors (i), on a Fm+1 = Fn0 ∨σ(Ṽn0+1, . . . , Ṽm+1) et par le lemme 4.4.7 on peut alors introduire
une variable aléatoire Yn0 ∈ L0(Fn0) telle que σ(Yn0 , Ṽn0+1, . . . , Ṽm) ⊃ σ(Sn0 , Sn0+1, . . . , Sm)
pour tout m ∈Kn0, 0K. On peut alors écrire Sm = gm(Yn0 , Ṽn0+1, . . . , Ṽm) où gm est borélienne,
et avec cela en posant

ϕ(m+1)
y,vn0+1,...,vm

= ψ
(m+1)
gm(y,vn0+1,...,vm),

on a alors
Ṽm+1 = ϕ

(m+1)

Yn0 ,eVn0+1,...,eVm
(Vm+1).

Ceci donne
(Ṽn0+1, . . . , Ṽ0) = τYn0

(Vn0+1, . . . , V0).

avec

τy =

((
· ·
(
ϕ(n0+1)

y n ϕ
(n0+2)
y,•n0+1

)
n · · ·

)
n ϕ

(−1)
y,(•n0+1,•n0+2,...,•−2)

)
n ϕ

(0)
y,(•n0+1,•n0+2,...,•−2,•−1)

.
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Remarque 4.4.9. Soit k ∈ {0, 1, 2, . . . , |n0| − 1}. On note πk : R|n0| → R la projection sur le k-ième facteur. Avec les

notations de la proposition 4.4.8, on se donne une variable aléatoire Yn0
∈ L0(Fn0

) et une famille mesurable {τy}y∈R

d’éléments de Gn0
(νn0+1) et on définit une nouvelle innovation (eVn0+1, . . . , eV0) de F sur Kn0, 0K en posant

(eVn0+1, . . . , eV0) = τYn0
(Vn0+1, . . . , V0).

Alors on a
eVn+1 = eϕ(n+1)

Yn0
,Vn0+1,Vn0+2,...,Vn

(Vn+1)

pour tout n ∈Kn0, 1K où Yn0
∈ L0(Fn0

) et eϕ(n+1)
y,vn0+1,vn0+2,...,vn

est une famille mesurable d’éléments de H(µn+1).

Posons

τ
kK
y (vn0+1, . . . , vn0+k) = (πk ◦ τy)(vn0+1, . . . , vn0+k,×n0+k+1, . . . ,×0)

On a alors

τy =

„“
· ·

`
eϕ(n0+1)

y n
−1 eϕ(n0+2)

y,•n0+1

´
n

−1 · · ·
”

n
−1 eϕ(−1)

y,(•n0+1,•n0+2,...,•
−2)

«
n

−1 eϕ(0)
y,(•n0+1,•n0+2,...,•

−2,•
−1)

=

„“
· ·

`
ϕ

(n0+1)
y n ϕ

(n0+2)
y,•n0+1

´
n · · ·

”
n ϕ

(−1)
y,(•n0+1,•n0+2,...,•

−2)

«
n ϕ

(0)
y,(•n0+1,•n0+2,...,•

−2,•
−1)

où

ϕ
(n0+k+1)
y,vn0+1,...,vn0+k

= eϕ(n0+k+1)

y,τ
kK
y

−1
(vn0+1,...,vn0+k)

et
eVn+1 = ϕ

(n+1)

Yn0
, eVn0+1, eVn0+2,..., eVn

(Vn+1).

Corollaire 4.4.10. Soient F = (Fn)n60 et G = (Gn)n60 des filtrations sur un espace pro-
babilisé (Ω,A,P) telles que F ⊂ G et qu’il existe un entier n0 < 0 et un vecteur aléatoire
(Vn0+1, . . . , V0) qui est à la fois une innovation de F et de G sur Kn0, 0K. Alors toute innova-
tion de F sur Kn0, 0K est aussi une innovation de G sur Kn0, 0K

Démonstration. Cela se déduit visiblement de la proposition 4.4.8.

Cas rn-adique : automorphismes d’arbres. — Dans le cas rn-adique, les changements
d’innovations sont des automorphismes d’arbre, comme nous allons l’expliquer ici d’abord en
donnant des notations qui seront encore utilisées par la suite.
• La suite r = (rn)n60 est donnée et on se fixe un entier m < 0. On note Tm m = {∅} et pour
n ∈Km, 0K, on note Tm n l’ensemble des suites finies (em+1, . . . , en) où ej ∈ {1, . . . , rj} pour
tout j ∈Km,nK. Pour tout m 6 0, l’ensemble Tm := ∪m6n60Tm n est appelé l’arbre rn-aire
de hauteur |m|. On définit aussi l’arbre rn-aire par T = ∪mTm. L’élément ∅ de tous les Tm

est appelé la racine de Tm. Sur la figure 4.1, les éléments de Tm correspondent aux branches
de l’arbre qui vont de la racine jusqu’ à un niveau k 6 |m|. Une branche de niveau k > 1
est un élément (em+1, em+2, . . . , em+k) de Tm m+k ⊂ Tm. Une branche de niveau |m| est dite
maximale et on note T max

m = Tm l’ensemble des branches maximales.
Si gm = (em+1, em+2, . . . , e0) ∈ T max

m est une branche maximale, on note πkK(gm) =
(em+1, em+2, . . . , em+k) pour k > 1 et k 6 −m. On dit que deux branches maximales gm

et g′m coïncident jusqu’au k-ième niveau de l’arbre si πkK(gm) = πkK(g′m) Un automorphisme
d’arbre τ de Tm est une permutation τ des branches maximales de Tm telle que les images de
deux branches qui coïncident jusqu’à un niveau coïncident aussi jusqu’à ce même niveau. En
d’autres termes, τ est un automorphisme d’arbre si c’est une permutation de T max

m telle que
pour toutes branches maximales gm et g′m,

∀k = 1, 2, . . . , |m|, πkK(gm) = πkK(g′m) =⇒ πkK
(
τ(gm)

)
= πkK

(
τ(g′m)

)
.
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Fig. 4.1: L’arbre rn-
aire de hauteur 3 avec
rn = (. . . , 3, 3, 2). En
gras, nous avons repré-
senté la branche (2, 1) et
en plus gras, la branche
maximale (3, 3, 1)
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Les automorphismes d’arbres forment un sous-groupe du groupe des permutations de T max
m ,

on le note Gm.
• Maintenant mettons en évidence l’égalité H(µn) n · · · n H(µ0) = Kn(µn ⊗ · · · ⊗ µ0). Les
figures 4.2 et 4.3 sont notre suppport visuel avec n = −3, r−2 = r−1 = r0 = 2. On associe une�
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Fig. 4.2: Les permutations sont placées.

permutation ϕ(n+1)
∅

à la racine de l’arbre, et à chacune des branches (en+1, en+2, . . . , en+k) de

niveau k de l’arbre, 1 6 k 6 |n|−1, on associe une permutation ϕ(n+k+1)
en+1,en+2,...,en+k

de l’ensemble
{1, 2, . . . , rn+k+1}. Ceci est représenté sur la figure 4.2. Notons

ϕ
(n+k+1)
•n+1,•n+2,...,•n+k

=
{
ϕ(n+k+1)

en+1,en+2,...,en+k

}
(en+1,en+2,...,en+k)∈Tn+k

.

On construit alors l’automorphisme d’arbre

τ =

((
· ·
(
ϕ

(n+1)
∅ n ϕ

(n+1)
•n+1

)
n · · ·

)
n ϕ

(−1)
(•n+1 ,•n+2,...,•−2)

)
n ϕ

(0)
(•n+1 ,•n+2,...,•−2,•−1),

en appliquant successivement les transformations suivantes sur l’arbre. Ceci est représenté sur
la figure 4.3 où nous avons choisi ϕ(−2)

∅ = (12), ϕ(−1)
0 = (12), ϕ(−1)

1 = Id, ϕ(0)
0,0 = Id, ϕ(0)

0,1 = (12),

ϕ
(0)
1,0 = (12), ϕ(0)

1,1 = Id. On envoie d’abord, pour tout jn+1 ∈ {1, . . . , rn+1}, chaque branche

(jn+1, en+2, en+3, . . . , e0) sur la branche (j ′n+1, en+2, en+3, . . . , e0) où j′n+1 = ϕ
(n+1)
∅ (jn+1). À
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l’étape suivante, pour jn+1 ∈ {1, . . . , rn+1} et jn+2 ∈ {1, . . . , rn+2}, chacune des branches

(j′n+1, jn+2, en+3, . . . , e0) est envoyée sur (j ′n+1, j
′
n+2, en+3, . . . , e0) avec j′n+2 = ϕ

(n+2)
j′n+1

(jn+2).

Et ainsi de suite, on construit τ .�
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(a) On place les permutations.
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(b) On applique celle à la racine.�
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(c) On applique celles au niveau 1.
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(d) On applique celles au niveau 2.

Fig. 4.3: Un automorphisme d’arbre.



5. L’EXEMPLE DES MOTS GOMMÉS.

Ce chapitre définit le processus des mots gommés qui est un processus formé de mots sur un
espace probabilisé donné (A,A, µ), dit l’alphabet. La filtration du processus des mots gommés
sur l’alphabet (A,A, µ) est de type produit local et kolmogorovienne. Nous montrerons qu’elle
est de type produit d’abord dans le cas où A est fini et que µ est la mesure de probabilité
uniforme, ceci en construisant des innovations qui l’engendrent. De là nous déduirons par
approximation le cas où A est l’intervalle unité [0, 1] et µ la mesure de Lebesgue, puis le cas
d’un alphabet essentiellement séparable sera obtenu en utilisant des résultats de second niveau
de la théorie de Vershik, qui seront établis dans les chapitres ultérieurs. Nous verrons aussi
que lorsque (A,A, µ) n’est pas essentiellement séparable, la filtration du processus des mots
gommés n’est pas essentiellement séparable, pas de type produit, mais elle satisfait le critère
de Vershik de premier niveau.

5.1 Préliminaire : notations sur les mots.

• Soit A un ensemble non vide, qu’on appelle l’alphabet. Les éléments de A sont appelés des
lettres. Une suite ordonnée de m lettres est appelée un mot sur A, ou aussi un m-mot sur A,
et m est sa longueur ; l’ensemble des m-mots est Am. La i-ème composante d’un mot w est
appelée la i-ième lettre de w ; elle est notée wi ou w(i), et w est alors notée w = w1w2 · · ·wm

ou w = w(1)w(2) · · · w(m).

• Lorsque v et w sont des mots sur A de longueur ` et p respectivement, la concaténation de
v et de w est le mot noté vw de longueur `+ p formé de gauche à droite des lettres de v puis
des lettres de w.

• Lorsque B est un autre alphabet et que l’on a une application f : A→ B, pour tout m > 1
et tout mot w sur A de longueur m, on note f(w) le mot de longueur m sur B dont la i-ième
lettre est f(wi). En d’autres termes, f(w) := f(w1)f(w2) · · · f(wm).

• Si w est un p-mot et si J ⊂ {1, . . . , p} est une partie à q éléments, on note v = w|J le q-mot
obtenu en ne conservant que les lettres de w dont l’indice est dans J sans changer leur ordre.
On dit que v est un sous-mot de w ou un mot extrait de w.

5.2 Le processus des mots gommés.

Soit (A,A, µ) un espace probabilisé, qu’on appelle l’alphabet probabilisé. Le processus (généra-
lisé) des mots gommés sur (A,A, µ) est la chaîne de Markov généralisée (Wn, ηn)n60 dont la
loi est définie par les deux conditions compatibles suivantes :
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� pour tout n 6 0, Wn est un mot de longueur |n|+1 sur A, formés de lettres indépendantes
et chacune de loi µ, et ηn est uniforme sur {1, . . . , |n| + 2} et indépendante de Wn ;

� la transition de n − 1 à n s’obtient en prenant ηn indépendante de (Wn−1, ηn−1) et en
prenant pour Wn le (|n| + 1)-mot obtenu à partir de Wn−1 en lui retirant sa ηn-ième
lettre.

Ces deux conditions permettent de déterminer pour tout entier n 6 0 la loi du “vecteur”
aléatoire

(
(W0, ε0), (W−2, ε−1), . . . , (Wn, εn)

)
, ainsi que la loi conditionnelle

L
[
(Wn, εn) |σ(W0, ε0,W−1, ε−1, . . . ,Wn−1, εn−1)

]
,

et le théorème de Ionescu-Tulcea assure alors l’existence du processus des mots gommés pour
tout alphabet (A,A, µ).

%&%'%)(+*-,/.103254'2 6&7�8:9<;='=>=?=3@ (+* ; .1034'2 6&75AB9 ,=C=>=>=:@ (D*<EF.G0C4 6:HI9 E=J=?=C@ (LK/.M4ON
Fig. 5.1: Le processus des mots gommés.

On suppose que (Wn, ηn)n60 est défini sur un espace probabilisé (Ω,A,P), on note F la
filtration qu’il engendre.

Lorsque (A,A) est un espace probabilisé essentiellement séparable, nous allons établir que
F est une filtration de type produit. Nous traiterons d’abord le cas où A est fini et µ est la
probabilité uniforme, puis le cas où A est le segment unité [0, 1] muni de la mesure de Lebesgue,
pour lesquels nous construirons un processus d’innovations (η̃n)n60 qui engendre F. Le cas de
[0, 1] muni de la mesure de Lebesgue donne immédiatement le cas de tout espace de Lebesgue
sans partie atomique, et nous en déduirons qu’il donne le cas essentiellement séparable en
utilisant des résultats de la théorie de Vershik (sous forme de nos résultats ultérieurs sur le
I-confort).
Plus généralement, nous montrerons que pour un alphabet quelconque, F satisfait toujours le
critère de Vershik de premier niveau.

Notations. Pour n 6 0, on pose `n = |n|+1 ; c’est la longueur du mot Wn. Les notations qui
suivent concernent le procédé de transition du processus des mots gommés. Soit A un alphabet.
Pour tout m < 0, on note Tm l’arbre (|n| + 2)-aire de hauteur |m|, et T max

m l’ensemble de ses
branches maximales. Soit † un symbole non élément de A. Fixons un entier M < 0. Pour
tout entier k ∈ {0, 1, . . . , |M |}, nous notons A†M

k l’ensemble des mots de longueur `M − k
sur l’alphabet A ∪ {†} qui contiennent exactement k fois la lettre †. Les lettres † d’un mot
sur A ∪ {†} sont dites mortes, et les lettres qui sont dans A sont dites vivantes. Les `M − k

lettres vivantes d’un mot appartenant à A†M

k sont ordonnées de gauche à droite, et forment
le sous-mot vivant de w. On définit pour tout entier m < 0 et tout k ∈ {1, . . . , |M |}, une
application g†M

k : A†M

k−1 × {1, . . . , `M − k} −→ A†M

k , qui à tout `M -mot w contenant k lettres

†, et à tout indice x ∈ {1, . . . , `M − k}, associe le mot g†M

k (w, x) obtenu en remplacant dans

w la x-ième lettre vivante de w par un †. On définit alors pour n ∈KM, 0K, la fonction g†M n

par g†M M+1 = g†M

1 et

g†M n+1(w, em+1, . . . , en−1, en) = g†M

n n+1

(
g†M n(w, em+1, . . . , en−1), en

)

Sur la figure 5.2, on lit par exemple g†−3 −1(abcd, 3, 2) = a † †d au bout de la branche (3, 2)
de l’arbre. Nous notons maintenant c la fonction qui à un mot w sur A∪{†} associe son sous-
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Fig. 5.2: Gommage de w = abcd.
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mot vivant. On pose alors
gM n+1 = c ◦ g†M n+1.

Sur la figure 5.2, on lit par exemple g−3 −1(abcd, 3, 2) = ad au bout de la branche (3, 2) de
l’arbre.

Ces notations seront utilisées pour le processus des mots gommés. Pour M < n 6 0, on a

Wn = gM n(WM , ηM+1, . . . , ηn).

Lorsque M < 0 est fixé, il sera plus commmode d’étudier le comportement du processus après

['[&[]\+^`_Fa1b3cedCc f&g�h:i<jk&k?k?kCl \nm g�o^ j aMbqpqd'c f&g5rsi _k'k?k>k:l \nm g�o^<t aMbqpqd'p f:u:i tk&k?kCl \vm gwox a1pqpqd&p
Fig. 5.3: Le processus avec les lettres mortes à partir de l’instant −3.

l’instant M en considérant WM , W †M

M+1, W
†M

M+2, . . . , W †M

0 , où pour n ∈KM, 0K, on pose

W †M
n = g†M n(WM , ηM+1, . . . , ηn)

Le mot Wn est alors le sous-mot vivant de W †M
n .

Lemme 5.2.1. Si µ n’est pas dégénérée, F n’est pas engendrée par (ηn)n60.

Démonstration. Donnousnous M < 0 et montrons que W0 est indépendante de la σ- algèbre
σ(ηn;M < n 6 0). On note IM l’indice de la lettre de WM qui n’est pas effacée à l’instant 0,
défini par :

W †M

0 = †
1

· · ·
...

†
IM−1

W0
IM

†
IM+1

· · ·
...

†
`M

.

Clairement, IM est une variable aléatoire uniforme sur {1, 2, . . . , `M}. Comme W0 est la IM -
ième lettre de WM , on a, pour tout fonction f mesurable et bornée,

E
[
f(W0) |σ(ηM+1, . . . , η0)

]
=

∫

w∈A`M

f
(
w(IM )

)
dPWM

(w) = h(IM ),

avec h(i) = E

[
f
(
WM (i)

)]
= E

[
f(W0)

]
qui ne dépend pas de i.

5.3 Cas uniforme sur un alphabet fini

Soit A un ensemble fini muni de la mesure de probabilité uniforme µ. Sur un espace probabilisé
(Ω,A,P), soit (Wn, ηn)n60 le processus des mots gommés sur (A,µ). On note F = (Fn)n60

la filtration qu’il engendre. Cette section donne la construction d’un processus d’innovations
générateur de F en s’aidant du lemme de construction 5.3.2 qui sera encore utilisé dans le
chapitre suivant. Dans la section suivante nous en déduirons que la filtration du processus des
mots gommés sur l’alphabet [0, 1] muni de la mesure de Lebesgue est aussi de type produit.

5.3.1 Lemme de construction.

Comme le processus des mots découpés que nous verrons dans le chapitre suivant, le processus
des mots gommés est une chaîne de Markov constructive (définition 3.6.2). Le lemme que nous
donnons ici sera utilisée pour ces deux processus. La définition suivante sera commode.
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Définition 5.3.1. Soit F = (Fn)n60 une filtration de type produit local. Soient n0 < n1 6 0
et soient (Vn0+1, . . . , Vn1) et (V ′

n0+1, . . . , V
′
n1

) deux innovations de F sur Kn0, n1K de même loi.
Soit Xn0 un élément aléatoire mesurable pour Fn0 . On dit que (V ′

n0+1, . . . , V
′
n1

) est l’image
de (Vn0+1, . . . , Vn1) par un changement d’innovation indexé par Xn0 s’il existe une famille
mesurable {τx}x d’éléments de G(Vn0+1, . . . , Vn1) telle que

(V ′
n0+1, . . . , V

′
n1

) = τXn0
(Vn0+1, . . . , Vn1).

Lemme 5.3.2. Pour tout entier n 6 0, soit En un espace métrique séparable. On se donne
une chaîne de Markov constructive

(
(Xn, Vn), fn;En

)
n60

sur un espace probabilisé (Ω,A,P), et

on note F = (Fn)n60 sa filtration. On suppose qu’il existe un processus (Ṽn)n60 d’innovations
de F et une suite d’entiers négatifs (Nk)k60 strictement croissante satisfaisant aux conditions
suivantes pour tout k 6 0.

(a) (ṼNk−1+1, . . . , ṼNk
) est l’image de (VNk−1+1, . . . , VNk

) par un changement d’innovation in-
dexé par XNk−1

;

(b) Il existe une variable aléatoire X̃Nk
qui est mesurable pour σ(ṼNk−1+1, . . . , ṼNk

) et telle

que P[XNk
6= X̃Nk

] −→ 0 quand k % −∞.

Alors (Ṽn)n60 est un processus d’innovations générateur de F.

Démonstration. Soit n 6 0. Pour montrer que (Xn, Vn) est mesurable pour σ(Ṽn, n 6 0), il

suffit de pouvoir construire pour tout réel δ > 0 donné une variable aléatoire
◦
Xn à valeurs

dans En et une innovation
◦
V n de Fn−1 dans Fn, tels que

◦
Xn et

◦
V n soient mesurables pour

σ(. . . , Ṽn−1, Ṽn) et que l’on ait

P
[
(Xn, Vn) 6= (

◦
Xn,

◦
V n)

]
< δ. (5.3.1)

On choisit p 6 0 suffisamment petit pour que δp+1 6 δ/2 et pour que Np+1 < n. Soit
q = min{q′ | n 6 Nq′} le plus petit entier tel que n 6 Nq. Pour tout k 6 q − 1, on a

(ṼNk+1, . . . , ṼNk+1
) = τ

(Nk+1 Nk+1)
XNk

(VNk+1, . . . , VNk+1
)

où {τ
(Nk+1 Nk+1)
x }x∈ENk

est une famille d’automorphismes d’arbre. Comme p + 1 < q, on a
donc en particulier

(ṼNp+1, ṼNp+2, . . . , ṼNp+1) = τ
(Np+1 Np+1)
XNp

(VNp+1, VNp+2, . . . , VNp+1),

où {τ
(Np+1 Np+1)
x }x∈ENp

est une famille d’automorphismes d’arbre. On a aussi

(ṼNp+1+1, . . . , ṼNq ) = τ
(Np+1+1 Nq)
XNp+1

(VNp+1+1, . . . , VNq )

où {τ
(Np+1+1 Nq)
x }x∈ENp+1

est une famille d’automorphismes d’arbre.

Posons τw = τ
(Np+1+1 Nq)
w , puis

(
◦
V Np+1+1, . . . ,

◦
V Nq) = τ−1

eXNp+1

(ṼNp+1+1, . . . , ṼNq ),
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si bien que sur {XNp+1 = X̃Np+1}, on a (
◦
V Np+1+1, . . . ,

◦
V Nq ) = (VNp+1+1, . . . , VNq ) et pour tout

m ∈KNp+1 + 1, NqK, la variable aléatoire
◦
V m est une innovation de Fm−1 dans Fm mesurable

pour σ(ṼNp+1, ṼNp+2, . . . , ṼNp+1 , ṼNp+1+1, . . . , Ṽm). En particulier,
◦
V n est une innovation de

Fn−1 dans Fn mesurable dans σ(ṼNp+1, . . . , Ṽn) et on a

P[Vn 6=
◦
V n] 6 P[X̃Np+1 6= XNp+1 ] < δp+1 6

δ

2
.

On construit maintenant
◦
XNp+1+1 = fNp+1+1(X̃Np+1 ,

◦
V Np+1+1),

◦
XNp+1+2 = fNp+1+2(

◦
XNp+1+1,

◦
V Np+1+2),

· · · ,
◦
Xn = fn(

◦
Xn−1,

◦
V n). Alors

◦
Xn est une variable aléatoire dans En mesurable pour

σ(ṼNp+1, ṼNp+2, . . . , ṼNp+1 , ṼNp+1+1, . . . , Ṽn), et on a

P[Xn 6=
◦
Xn] 6 P[X̃Np+1 6= XNp+1 ] < δp+1 6

δ

2
,

et finalement on a obtenu l’inégalité (5.3.1) désirée.

5.3.2 Notations.

• Soit A un alphabet fini totalement ordonné. Notons κ = #A. Le mot canonique de longueur
` sur A est le mot w̃ ∈ A` dans lequel les lettres de l’alphabet apparaissent dans l’ordre puis
se répètent périodiquement : la i-ième lettre du mot w̃ est la r-ième lettre ar de l’alphabet A
si i ≡ r mod κ. Par exemple si A = {a, b, c}, le 14-mot canonique sur A est abcabcabcabcab.
• Soient ` > 1 un entier, w et w′ deux mots de longueur ` sur A ∪ {†}. Un couplage lettre à
lettre de w et w′ est une permutation ϕ de {1, . . . , `} ;on dit alors que les lettres wi et w′

ϕ(i)
sont couplées, ou qu’elles correspondent, par ϕ.
• Pour un p-mot w et pour un indice i ∈ {1, . . . , p} de w, on appelle et on note N(w, i) =∑i−1

k=1 1l{w(k)=w(i)} le nombre d’occurrences de la i-ième lettre w(i) de w à gauche du rang i.
Remarquons que pour le p-mot canonique w̃, N(w̃, j) est le nombre d’occurrences de la r-ième
ar lettre de l’alphabet à gauche du rang i dans le p-mot canonique w̃ si j ≡ r mod κ, et si
j = qκ+ r, on a alors N(w̃, j) = q.
• Le couplage canonique d’un p-mot v est la permutation yDz{ zyDz| z| z{ z| zyDz| z{ zyDzy zyDz| z

{z yz |z {z yz |z {z yz |z {z yz |z {z yz
Fig. 5.4

Couplage canonique.

Σv de {1, . . . , p} représentée sur la figure 5.4 et définie
comme suit. Soient r ∈ {1, . . . , κ} et i ∈ {1, . . . , p} un
indice du mot v tels que la i-ième lettre ` := v(i) de v
soit la r-ième lettre ar de l’alphabet A. Si la lettre ` ne
figure pas plus de fois dans le mot v à gauche strictement
du rang i que dans le p-mot canonique w̃, alors on pose
Σv(i) = r+sκ, où s = N(v, i) est le nombre d’occurrences
de la lettre ` dans le mot v à gauche strictement du rang i.
Ainsi la Σv(i)-ième lettre du p-mot canonique w̃ est la s-
ième occurrence de la i-ième lettre de v. Maintenant pour
r ∈ {1, . . . , κ}, on considère les indices i du mot v pour lesquels la i-ème lettre v(i) de v est
la r-ième lettre ar de A, et figure strictement plus de fois à gauche strictement du rang i dans
v que dans le p-mot canonique w̃ tout entier. On met ces indices en correspondance avec les
indices j du p-mot canonique w̃ non encore affectés, qui sont ceux correspondant aux lettres
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qui figurent plus de fois strictement dans le mot w̃ que dans le mot v, et ceci se fait “de gauche
à droite” : le plus petit tel i est envoyé sur le plus petit tel j, etc.
• Soient M < 0 un entier, w et w′ deux mots de longueur M sur A. Soit ϕ(M+1)

∅ une
permutation de {1, . . . `M}. Les mots w et w′ étant couplés lettre à lettre par ϕ, chaque fois
que l’on remplace l’une après l’autre la eM+1-ième lettre de w par la lettre †, puis qu’on
remplace la eM+2-ième lettre du mot vivant restant par la lettre †, . . ., puis qu’on remplace
la en-ième lettre du mot vivant restant par la lettre † , si nous remplaçons simultanément
par † la lettre de w′ correspondante par ϕ(M+1)

∅ , nous voyons qu’il apparaît (figure 5.5), pour}
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Fig. 5.5: Les permutations induites par ϕ
(−2)
∅

sur les sous-mots vivants résiduels.

tout n ∈KM, 0K, k ∈ {1, . . . , |n| −M}, et toute branche (eM+1, . . . , en−1), des permutations

ϕ
(M+k)
∅,eM+1,...,eM+k−1

de {1, . . . , `M − k} telles que le mot g†M n(w, em+1, . . . , en) et le mot

g†M M+1

(
w′, ϕ

(M+1)
∅ (eM+1), ϕ

(M+2)
∅,eM+1

(eM+2), ϕ
(M+3)
∅,eM+1,eM+2

(eM+3), ϕ
(n)
∅,eM+1,...,en−1

(en)
)

sont couplés lettre à lettre par ϕ(M+1)
∅ , les lettres † étant couplées aux lettres †, et leurs

sous-mots vivants sont couplés lettre-à-lettre par ϕ(n)
∅,eM+1,...,en−1

. Nous dirons que ce sont les

permutations induites par ϕ(M+1)
∅

sur les sous-mots vivants résiduels lors du gommage avec
(eM+1, eM+2, . . . , en).

5.3.3 Construction de (η̃n)n60.

Soit A un ensemble fini totalement ordonné muni de la mesure de probabilité uniforme µ. Sur
un espace de probabilité (Ω,A,P), soit (Wn, ηn)n60 le processus des mots gommés sur (A,µ).
Soient M < N 6 0 des entiers. On note w̃ le mot canonique sur A`M et ΣWM

le couplage
canonique de WM (avec w̃). Chaque fois que sont remplacées les unes après les autres la ηM+1-
ième lettre de w par la lettre †, puis la ηM+2-ième lettre du mot vivant restant par la lettre †,
. . ., puis la ηN -ième lettre du mot vivant restant par la lettre †, nous remplaçons simultanément
par † la lettre de w̃ correspondante par ΣWM

. Pour tout k ∈
{
1, . . . , |M |− |N |

}
, on note alors

ϕ
(M+k)
WM ,ηM+1,...,ηM+k−1

la permutation du couplage induit sur les mots vivants à l’instant M+k−1

(voir figure 5.6).
On note alors W̃M+1, W̃M+2, . . ., W̃N les sous-mots vivants résiduels du mot canonique obtenus
lors du gommage avec (ηM+1, ηM+2, . . . , ηN ). Si on pose

η′M+k = ϕ
(M+k)
WM ,ηM+1,ηM+2,...,ηM+k−1

(ηM+k),
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Fig. 5.6: ΣWM

, ϕ
(M+2)
WM ,ηM+1

, ϕ
(M+3)
WM ,ηM+1,ηM+2

.

à l’instant M + k, le sous-mot vivant du mot canonique w̃ est

W̃M+k = gM n+1(w̃, η
′
M+1, η

′
M+2, . . . , η

′
M+k−1, η

′
M+k)

= c ◦ g†M

k (W̃M+k−1, η
′
M+k)

En d’autres termes, le mot W̃M+1 est obtenu en supprimant la η′M+1-ème lettre du mot
canonique w̃M et en conservant l’ordre des lettres restantes, et pour n ∈KM,N − 1K, le mot
W̃n est obtenu en supprimant la η′n-ième lettre de W̃n−1 et en conservant l’ordre des lettres
restantes. Pour tout n ∈KM,NK, le mot W̃n est donc mesurable dans σ(η′M+1, . . . , η

′
n).

Remarque 5.3.3. On peut écrire

(η′M+1, . . . , η
′
N ) = τ

(M N)
WM

(ηM+1, . . . , ηN )

où pour w ∈ A`M , τ (M N)
w est l’automorphisme d’arbre

τ
(M N)
WM

= ϕ
(M)
WM

n−1 ϕ
(M+1)
WM ,•M+1

n−1 ϕ
(M+2)
WM ,•M+1,•M+2

n−1 · · · n−1 ϕ
(N−1)
WM ,•M+1,...,•N−1

.

Proposition 5.3.4. Avec les notations ci-dessus, (η ′M+1, . . . , η
′
N ) est une innovation de F sur

KM,NK qui est l’image de (ηM+1, . . . , ηN ) par un changement d’innovation indexé par XM , le
`N -mot aléatoire W̃N est mesurable dans σ(η′M+1, . . . , η

′
N ), et on a P[WN 6= W̃N ] −→ 0 quand

M −→ −∞. Avec le lemme 5.3.2, ceci permet de construire un processus (η̃n)n60 d’innovations
de F qui engendre F.

Le fait que P[WN 6= W̃N ] −→ 0 sera prouvé dans le lemme 5.3.5 ci-dessous. On construit à
l’aide du lemme 5.3.2 un processus (η̃n)n60 d’innovations de F qui engendre F de la manière
suivante. On se donne une suite (δk)k60 de réels strictement positifs qui décroît vers 0 quand k
décroît vers −∞, et on construit récursivement une suite d’entiers négatifs (Nk)k60 strictement
croissante avec N0 = 0 et (η̃Nk−1+1, . . . , η̃Nk

) satisfaisant aux conditions suivantes pour tout
k 6 0 :

(a) (η̃Nk−1+1, . . . , η̃Nk
) est l’image de (ηNk−1+1, . . . ηNk

) par un changement d’innovation in-
dexé par WNk−1

(b) Il existe un mot aléatoire W̃Nk
de longueur `Nk

qui est mesurable pour σ(η̃Nk−1+1, . . . , η̃Nk
)

et tel que P[WNk
6= W̃Nk

] < δk.
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Montrons maintenant que P[WN 6= W̃N ] −→ 0. Avec les notations de la proposition 5.3.4,
posons p = |M |+1 = `M et q = |N |+1 = `N et notons w̃ le p-mot canonique et Σw le couplage
canonique d’un p-mot w. Après les `M − `N tirages au sort ηM+1, . . . , ηN , WN est un q-mot
extrait de WM sans dépendance et uniformément ; l’ensemble qu’on note QN

M ⊂ {1, . . . , p}
des indices des lettres de WM qui n’ont pas été effacées jusqu’à l’instant N est une partie à
q éléments de {1, . . . , p} aléatoire, uniformément distribuée et indépendante de WM . Le mot
W̃N est alors le q-mot w̃|ΣWM

(QN
M

) extrait du mot canonique w̃ en ne conservant que ses lettres

dont l’indice est dans ΣWM
(QN

M ).
Désignant par W une variable aléatoire uniforme sur les p-mots, par Q une variable aléa-

toire indépendante deW uniforme sur les parties à q éléments de {1, . . . , p}, la loi de (WN , W̃N )
est alors celle de (W|Q, w̃|ΣW (Q)). La proposition 5.3.4 est alors une application directe du
lemme 5.3.5 ci-dessous.

Lemme 5.3.5. Soient p > q > 0 des entiers. Sur un espace de probabilité (Ω,A,P), soient W
une variable aléatoire uniforme sur les p-mots sur A et Q une variable aléatoire indépendante
de W uniforme sur les parties à q éléments de {1, . . . , p}. On note π(p, q) la probabilité

π(p, q) = P
[
W|Q = w̃|ΣW (Q)

]
,

où w̃ est le p-mot canonique sur A. Alors, pour q fixé, π(p, q) −→ 1 quand p −→ +∞.

Démonstration. Rappelons qu’on a noté κ = #A. Pour montrer que π(p, q) → 1 quand
p→ ∞, introduisons trois événements :

E1 =
{
∀i ∈ Q, i 6 p− p3/4 − κ

}
;

E2 =
{
∀i, j ∈ Q, i = j ou |i− j| > 3p3/4

}
;

E3 =
{
∀i ∈ Q,

1

κ
(i− p3/4) 6 N(W, i) 6

1

κ
(i+ p3/4)

}
,

où N(W, i) =
∑i−1

k=1 1lW (k)=W (i) est le nombre d’occurrences de la i-ième lettre W (i) de W à
gauche du rang i.

Sur E1 ∩E3, si i ∈ Q et si W (i) est la r-ième lettre de l’alphabet, on a

r + κN(W, i) 6 κ+ κN(W, i) 6 κ+ i+ p3/4
6 p,

d’où ΣW (i) = r + κN(W, i) par définition de ΣW et W (i) = w̃
(
ΣW (i)

)
: la i-ième lettre de

W et la ΣW (i)-ième lettre de w̃ sont toutes deux égales à la r-ième lettre de l’alphabet. Les
mots W|Q et w̃|ΣW (Q) sont donc formés des mêmes lettres.

On a de plus

r + i− p3/4
6 r + κN(W, i) = ΣW (i) 6 r + i+ p3/4,

d’où i− p3/4 6 ΣW (i) 6 κ+ i+ p3/4 et donc
∣∣i− ΣW (i)

∣∣ 6 κ+ p3/4. (5.3.2)

Sur E1 ∩ E2 ∩ E3, si p est assez grand pour que 3p3/4 > 2
(
κ+ p3/4

)
, l’inégalité (5.3.2) et

la définition de E2 entraînent que la restriction de ΣW à Q est croissante. Comme on a vu
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que les mots W|Q et w̃|ΣW (Q) sont formés des mêmes lettres sur E1 ∩E3, ceci montre de plus
qu’ici ils sont égaux. Ainsi,

E1 ∩E2 ∩E3 ⊂
{
W|Q = w̃|ΣW (Q)},

et il ne reste qu’à vérfier que P[Ec
1 ∪E

c
2 ∪E

c
3] −−−→p→∞

0.

L’estimation de P[Ec
1∪E

c
2] se fait facilement par tirages un à un, sans remise, des éléments

de Q :

P[Ec
1 ∪E

c
2] 6

p3/4 + κ+ 1

p
+
p3/4 + κ+ 1 + 6p3/4 + 2

p− 1

+
p3/4 + κ+ 1 + 12p3/4 + 4

p− 2
+ · · · +

p3/4 + κ+ 1 + (q − 1)(6p3/4 + 2)

p− q + 1

6 q
p3/4 + κ+ 1 + q(6p3/4 + 2)

p− q
−−−→
p→∞

0.

Pour estimer P[Ec
3], considérons k ∈ {1, . . . q} et appelons I la v.a. égale au k-ième élément

de Q. Conditionnellement à I = i, la loi du nombre d’occurrences N(W, I) de la lettre W (I)
dans W à gauche du rang I est la loi binomiale Bin

(
i− 1, 1

κ

)
, par indépendance de W et de

Q. Or

P

[∣∣Bin
(
i− 1,

1

κ

)
−
i

κ

∣∣ > p3/4

κ

]
6 P

[∣∣Bin
(
i− 1,

1

κ

)
−
i− 1

κ

∣∣ > p3/4 − 1

κ

]

6

( κ

p3/4 − 1

)2
(i− 1)

1

κ

(
1 −

1

κ

)

<
pκ

(p3/4 − 1)2
.

Donc

P

[∣∣N(W, I) −
I

κ

∣∣ > p3/4

κ

∣∣I = i
]
<

pκ

(p3/4 − 1)2
,

et ceci ayant lieu pour tout i ∈ {1, . . . , p}, on a aussi

P

[∣∣N(W, I) −
I

κ

∣∣ > p3/4

κ

]
<

pκ

(p3/4 − 1)2
.

En sommant cette dernière inégalité sur k ∈ {1, . . . , q}, il vient

P[Ec
3] <

qpκ

(p3/4 − 1)2
−−−→
p→∞

0.

5.4 Cas d’autres alphabets

Nous allons démontrer dans cette section que la filtration du processus des mots gommés sur
un alphabet (A,A, µ) est toujours de type produit dès que (A,A, µ) est un espace probabilisé
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essentiellement séparable. En un premier temps nous établirons ceci dans la sous-section 5.4.1
dans le cas où A est le segment unité [0, 1] muni de la mesure de Lebesgue notée λ, en utilisant
le cas que nous avons établi des alphabets finis munis de la mesure de probabilité uniforme et
le critère de Vershik de premier niveau.

Une fois le cas de la mesure de Lebesgue sur [0, 1] établi, le cas de tout alphabet (A,A, µ)
qui est un espace probabilisé essentiellement séparable sans partie atomique se déduit par
isomorphisme.

Le cas plus général où (A,A, µ) est un espace probabilisé essentiellement séparable quel-
conque sera déduit du cas de

(
[0, 1], λ

)
et des résultats de la théorie de Vershik, sous forme de

nos résultats ultérieurs sur la théorie du I-confort.

5.4.1 Cas de la mesure de Lebesgue sur [0, 1].

Quand un processus des mots gommés sur (A,A, µ) est donné sur un espace probabilisé, nous
noterons parfois Fµ = (Fµ

n)n60 la filtration qu’il engendre. On note λ la mesure de Lebesgue
sur [0, 1]. On suppose que le processus des mots gommés (W λ, η) = (W λ

n , ηn)n60 sur
(
[0, 1], λ

)

est défini sur un espace probabilisé (Ω,A,P).
Cet espace de probabilité filtré permet de construire Fµ pour toute probabilité µ sur R. On

introduit la fonction de répartition Fµ : R → [0, 1] de µ, définie par Fµ(x) = µ
(
]−∞, x]

)
. Soit

f = F−1
µ l’inverse continue à droite de Fµ. Alors si U est une variable aléatoire de loi uniforme

sur [0, 1] (comme les lettres des mots W λ
n ), la loi de f(U) est µ. En posant W µ

n = f
(
W λ

n ), le
processus (W µ

n , ηn)n60 est alors le processus des mots gommés sur l’alphabet (R, µ).

Proposition 5.4.1. On note λ la mesure de Lebesgue sur [0, 1]. La filtration Fλ du processus
des mots gommés sur l’alphabet

(
[0, 1], λ

)
est de type produit.

Nous allons déduire rapidement la proposition 5.4.1 de la proposition 5.4.2 suivante et de nos
résultats sur le critère de Vershik de premier niveau.

Proposition 5.4.2. Sur un espace de probabilité (Ω,A,P), soit F = (Fn)n60 une filtration de

type produit local avec un processus d’innovations (Vn)n60, et soient F(j) = (F
(j)
n )n60, j ∈ N,

des filtrations telles que F(j) ⊂ F et pour lesquelles (Vn)n60 est un processus d’innovations.

On suppose que F
(j)
0 1 F0 quand j → +∞ et que chaque filtration F(j) satisfait le critère de

Vershik de premier niveau. Alors F satisfait au critère de Vershik de premier niveau.

Démonstration. Sous ces hypothèses, le corollaire 4.4.10 montre que toute innovation d’une
filtration F(j) est une innovation de F, et il suffit d’appliquer le corollaire 3.5.4.

? Preuve de la proposition 5.4.1. On sait que F(j) est de type produit, donc qu’elle satisfait
au critère de Vershik de premier niveau par le lemme 3.1.4, et les hypothèses de la proposition
5.4.2 sont vérifiées avec F = Fλ et (Vn)n60 = (ηn)n60. On conclut avec la proposition 3.1.5.

5.4.2 Cas d’un alphabet essentiellement séparable.

Lorsque µ est une mesure de probabilité distribuée de manière quelconque sur un ensemble
fini A, il semble difficile de construire pour la filtration du processus des mots gommés sur
(A,µ) un processus d’innovations générateur par une méthode analogue à celle que nous avons
utilisée lorsque µ est uniforme, dans la section 5.3. Le corollaire suivant s’en déduirait avec la
proposition 5.4.2 avec des approximations, comme nous avons déduit le cas de la mesure de
Lebesgue sur [0, 1] à partir des cas d’un ensemble fini muni de la probabilité uniforme.
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Corollaire 5.4.3. Pour toute espace probabilisé (A,A, µ) essentiellement séparable, la filtra-
tion Fµ du processus des mots gommés sur (A,µ) est de type produit.

Nous allons déduire ce corollaire du cas maintenant établi de la mesure de Lebesgue sur [0, 1]
et de résultats sur le I-confort que nous établirons plus tard.

Démonstration. Il suffit de montrer que c’est le cas pour tout alphabet (R,BR, µ). Considérons
un espace de probabilité (Ω,A,P) sur lequel est défini le processus des mots gommés (W λ

n , ηn)
sur l’alphabet

(
[0, 1], λ

)
, où λ est la mesure de Lebesgue sur [0, 1]. On introduit la fonction

de répartition Fµ : R → [0, 1] de µ, définie par Fµ(x) = µ
(
] −∞, x]

)
. Soit f = F−1

µ l’inverse
continue à droite de Fµ. On pose alors W µ

n = f
(
W λ

n ). Alors le processus (W µ
n , ηn)n60 est le

processus des mots gommés sur (R, µ). Notons Fµ sa filtration. Elle est immergée (définition
8.2.1) dans Fλ par le lemme 8.2.8. La filtration Fλ est de type produit par le corollaire 5.4.1,
donc I-confortable par la proposition 14.3.4. Comme Fµ est dyadique et qu’elle est immergée
dans Fλ, elle satisfait le critère de Vershik de premier niveau d’après le corollaire 15.2.6, donc
elle est de type produit par la proposition 3.1.5.

5.4.3 Cas d’un alphabet non séparable.

Nous allons ici établir que la filtration du processus des mots gommés sur un alphabet (A,A, µ)
satisfait toujours le critère de Vershik de premier niveau, sans hypothèse de séparabilité sur
(A,A, µ).

Lemme 5.4.4. Soient (A,A, µ) un espace probabilisé et ` > 1 un entier. On se donne une
application mesurable f : A` → R. Alors pour tout réel δ > 0, il existe une σ- algèbre B ⊂ A
(essentiellement) finie, et une application H : A` → R mesurable pour la tribu produit B⊗`

telle que µ⊗`
[
|f −H| > δ

]
< δ. En d’autres termes, l’ensemble des sous - σ- algèbres de A` de

la forme B⊗` où B ⊂ A est (essentiellement) finie est substantiel dans A`.

Démonstration. Soit δ > 0. On a un entier p > 1, des réels αk et des événements Bk(i) ∈ A
tels que

µ
[∣∣f −

p∑

k=1

αk1l{Bk(1)}1l{Bk(2)} · · · 1l{Bk(`)}

∣∣ > δ
]
< δ.

Il suffit de prendre pour B la (complétée de la) σ- algèbre engendrée par tous les événements
Bk(i).

Proposition 5.4.5. Pour tout alphabet probabilisé (A,A, µ), la filtration du processus des
mots gommés sur cet alphabet satisfait le critère de Vershik de premier niveau.

Démonstration. Notons (Ω,A,P) un espace probabilisé sur lequel est défini le processus des
mots gommés (Wn, ηn)n60 sur (A,A, µ), et notons F = (Fn)n60 sa filtration. Par le corol-
laire 3.6.1, il suffit de montrer que chaque σ- algèbre σ(Wn) satisfait le critère de Vershik
de premier niveau. Fixons n et considérons une variable aléatoire Xn mesurable pour σ(Wn)
qu’on écrit Xn = f(Wn) où f : A`n → R est borélienne. Soit δ > 0. On note B et H la
σ- algèbre et la fonction données par le lemme précédent. On a alors P

[
|Xn − Sn| > δ

]
< δ

avec Sn = H(Wn). Soit F une application qui engendre la σ- algèbre B. La fonction H est
de la forme H = G ◦ (F, F, . . . , F ) avec G : A`n → R. Pour tout entier ` > 1 et tout mot
w = w(1)w(2) · · · w(`) sur A, notons F (w) = F

(
w(1)

)
F
(
w(2)

)
· · ·F

(
w(`)

)
. Le processus(

F (Wm), ηm

)
m60

est le processus des mots gommés sur un alphabet fini, et par le corollaire
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5.4.3, sa filtration, qu’on note E = (En)n60, est de type produit. On a donc un entier n0 < 0,
une innovation (Vn0+1, . . . , V0) de E sur Kn0, 0K, et une variable aléatoire simple Zn mesu-
rable dans σ(Vn0+1, . . . , V0) telle que P

[
F (Wn) 6= Zn

]
< δ. On a alors P[Sn 6= Tn] < δ avec

Tn = G(Zn), donc P
[
|Sn − Tn| > δ

]
< δ, et

P
[
|Xn − Tn| > 2δ

]
< P

[
|Xn − Sn| > δ

]
+ P

[
|Sn − Tn| > δ

]
< 2δ.

Comme (Vn0+1, . . . , V0) est aussi une innovation de F sur Kn0, 0K (corollaire 4.4.10), ceci montre
que Xn ∈ V 0(F; R).

Corollaire 5.4.6. Il existe une filtration F = (Fn)n60 conditionnellement séparable qui satis-
fait le critère de Vershik de premier niveau mais qui n’est pas essentiellement séparable et pas
de type produit.

Démonstration. Prenons l’alphabet A = [0, 1]R muni de la tribu produit A = B⊗R

[0,1] et de la

mesure produit µ = λ⊗R de la mesure de Lebesgue λ sur [0, 1]. La filtration du processus
des mots gommés sur (A,A, µ) est conditionnellement séparable et n’est pas essentiellement
séparable. Elle satisfait le critère de Vershik de premier niveau par le corollaire précédent.
Si elle était de type produit, elle serait engendrée par un processus d’innovations d’après le
lemme 2.1.5, et serait essentiellement séparable.

Remarquons que F est kolmogorovienne d’après le corollaire 3.4.6. Cette filtration est
l’exemple dont nous parlions dans la remarque 3.4.7.



6. L’EXEMPLE DES MOTS DÉCOUPÉS.

Ce chapitre s’intéresse à la filtration rn-adique engendrée par le processus des mots découpés
rn-adique sur l’alphabet (A,A, µ). Nous allons établir une condition suffisante sur la suite
(rn)n60 pour que cette filtration soit de type produit. La même démarche que pour les mots
gommés sera empruntée : sous cette condition, le lemme de construction 5.3.2 sera utilisé
dans le cas où A est fini et muni de la mesure de probabilité uniforme ; à l’aide du critère de
Vershik de premier niveau, on obtient alors le cas où A est l’intervalle [0, 1] muni de la mesure
de Lebesgue, et à l’aide des critères de Vershik de second niveau, objets de la partie IV, on
obtient le cas de tout alphabet essentiellement séparable.

Nous verrons brièvement dans la dernière section que cet exemple est aussi étudié dasn
[Ver] mais sous une forme différente.

6.1 Découpage rn-adique. Notations.

La transition markovienne des processus de mots découpés est un procédé de découpage rn-
adique que nous décrivons d’abord ici. Les notations de cette section seront encore utilisées
dans le chapitre 11. Nous utilisons les notations de la section 5.1 du chapitre 5.

Une suite r = (rn)n60 d’entiers positifs est donnée. Pour tout n 6 0, on pose `n =∏0
k=n+1 rk. Ainsi `0 = 1 et `n−1 = rn`n pour tout n 6 0. On note I (rn)

n “l’intervalle”

I(rn)
n = {1, 2, . . . , `n},

qu’on découpe en rn+1 intervalles consécutifs I (rn)
n,j = {pj , pj +1, . . . , qj} avec pj = j`n−1 +1 et

qj = (j+1)`n−1 : Maintenant, soient A un alphabet et w un `n-mot de A. Les rn+1 sous-mots

I
(rn)
n = {1, . . . , `n−1} ∪ {`n−1 + 1, . . . , 2`n−1} ∪ · · · ∪ {pj, . . . , qj} ∪ · · · ∪ {prn+1 , . . . , `n}

= I
(rn)
n,1 ∪ I

(rn)
n,2 ∪ · · · ∪ I

(rn)
n,j ∪ · · · ∪ I

(rn)
n,rn+1 .

w
|I

(rn)
n,j

de w, concaténés de gauche à droite, donnent le mot w :

w = w
|I

(rn)
n,1

w
|I

(rn)
n,2

· · ·w
|I

(rn)
n,j

· · ·w
|I

(rn)
n,rn+1

,

qui apparaît sous cette écriture comme un mot de longueur rn+1 sur l’alphabet A`n+1 ; sa
j-ième lettre est w

|I
(rn)
n,j

.

Définition et notation 6.1.1. Pour tout alphabet A, on note s(n+1)
n : A`n ×{1, 2, . . . , rn+1}

l’application qui à un couple (w, j) associe le j-ième sous-mot w
|I

(rn)
n,j

. La suite des applications
(
s
(n+1)
n

)
n<0

est appelée le mécanisme de découpage des mots rn-adique.
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Cas dyadique. — Dans le cas où rn ≡ 2, nous utiliserons des notations légèrement diffé-
rentes :

Idyadic
n = {1, 2, . . . , 2|n|}, Idyadic

n,1 = {1, 2, . . . , 2|n|−1}, Idyadic
n,2 = {2|n|−1 + 1, 2|n|−1 + 2, . . . , 2|n|},

et le découpage sera dit dyadique.

6.2 Le processus des mots découpés rn-adique.

Le processus des mots découpés rn-adique (Xn, ηn)n60 est une chaîne de Markov définie dès
que sont donnés
? un espace probabilisé (A,A, µ) appelé l’alphabet, et,
? une suite r = (rn)n60 d’entiers positifs, appelée la suite de découpage,
par les deux conditions suivantes, où l’on pose `n =

∏0
k=n+1 rk :

� pour tout n 6 0, Xn est un mot sur A de longueur `n, ses lettres sont indépendantes et
toutes de loi µ ; ηn est indépendante de Xn et sa loi uniforme sur {1, . . . , rn} ;

� le tirage au sort ηn+1 est indépendant du passé et le mot Xn+1 est alors le ηn+1-ième
sous-mot de Xn qu’on regarde comme la concaténation de rn+1 mots de longueur `n+1,
c’est-à-dire que Xn+1 = s

(n+1)
n (Xn, ηn+1) avec les notations de la section 6.1.

L’existence d’un tel processus sur un espace de probabilité (Ω,A,P) est assurée par le théorème
de Ionescu-Tulcea. On suppose que le processus des mots découpés rn-adique (Xn, ηn)n60 surÂvÃ1Ä ÅÇÆ Ã³ÈÊÉ'ËÃ Ì Â Ã½Í³ÎÐÏ ÅÐÆ Ã<ÈÑÉ&ËÃ Ì Â Ã½Í?ÒÓÏÕÔ<Ô³Ô ÅÐÆ Ã<ÈÑÉ&ËÃ Ì Â Ã½ÍJÖ»Ï

×ÙØ5ÚÓÛ'Ü®Ý
��

Ô<Ô³Ô ÅÇÆ Ã<ÈÑÉ&ËÃ Ì Â Ã½Í5Þ`Ã³ÈÑÉ5Ï

ÂßÃ³ÈÑÉàÄ ÅÐÆ Ã<ÈÑÉ&ËÃ Ì ÂvÃ ÍJÖ»Ï
Fig. 6.1: Passage de n à n+ 1.

l’alphabet (A,A, µ) est défini sur un espace de probabilité (Ω,A,P), et on note F = (Fn)n60

sa filtration. Puisque ηn+1 est indépendante de Fn et Fn+1 = Fn∨̇σ(ηn+1), (ηn)n60 est un
processus d’innovations de F qui est alors rn-adique.

Proposition 6.2.1. La filtration F du processus (Xn, ηn)n60 des mots découpés rn-adique
sur (A,A, µ) est kolmogorovienne, quels que soient la suite de découpage (rn)n60 et l’alphabet
probabilisé (A,A, µ).

Démonstration. La preuve est la même que celle donnée dans [ES] dans le cas où le décou-
page est dyadique et l’alphabet est fini, muni de la mesure de probabilité uniforme. Il suffit de
vérifier que l’espérance conditionnelle E[Z|Fn] converge vers E[Z] quand n tend vers −∞ pour
toute variable aléatoire Z ∈ L1(F0) de la forme Z = f(Xm, ηm+1, . . . , η0). Dans ce cas, pour
n 6 m on a E[Z|Fn] = E

[
E[Z|Fm]|Fn

]
et E[Z|Fm] = g(Xm) avec g(w) = E

[
f(w, ηm+1, . . . , η0

]

en vertu de l’indépendance entre σ(ηm+1, . . . , η0) et Fm. Il suffit alors de vérifier que la loi
conditionnelle de Xm sachant Fn tend vers la mesure produit µ⊗`m sur A`m . Conditionnelle-
ment à Fn, le mot Xm est tiré uniformément parmi les

∏m
k=n+1 rk mots de longueur `m qui

forment Xn par concaténation de gauche à droite. Ces sous-mots de Xn sont indépendants,
et ainsi constituent un échantillon issu de

∏m
k=n+1 rk réalisations de la mesure produit µ⊗`m
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sur A`m ; la loi conditionnelle de Xm sachant Fn est la mesure empirique associée à cet échan-
tillon et par la loi des grands nombres, elle converge presque sûrement vers la mesure produit
µ⊗`m .

Lemme 6.2.2. Si µ n’est pas dégénérée, le processus d’innovations (ηn)n60 n’engendre pas F.

Démonstration. On montre pour cela que X0 est indépendante de σ(ηm,m 6 0). Indépendam-
ment deXn, à chaque tirage au sort (η′n+1, . . . , η

′
0) correspond un unique indice In ∈ {1, . . . , `n}

tel que X0 = Xn(In) soit la In-ième lettre de Xn. Soit g : A→ R une fonction borélienne bor-
née. Puisque In est indépendante de Xn, on a

E
[
g(X0) |σ(ηn+1, ηn+2, . . . , η0)

]
=

∫

w∈A`n

g
(
w(In)

)
dPXn(w) = h(In),

avec h(i) = E

[
g
(
Xn(i)

)]
=
∫
g dµ qui ne dépend pas de i, ce qui montre qu’il y a indépendance

de X0 avec la σ- algèbre σ(ηn+1, ηn+2, . . . , η0).

Dans ce chapitre nous allons établir des conditions suffisantes sur la suite de découpage et
l’alphabet pour que F soit de type produit.

Discussion.— Lorsque rn ≡ 2, nous dirons que le processus (Xn, ηn)n60 est le processus des
mots découpés dyadique sur (A,A, µ). Lorsque A est fini, et µ est la mesure de probabilité
uniforme sur A, il est déjà démontré dans la littérature ([Smo], [ES], [Em1]) que la filtration
du processus des mots découpés dyadique n’est pas de type produit. D’abord dans [Smo],
l’auteur montre que la filtration n’admet pas de paramétrisation génératrice, puis dans [ES],
les auteurs, avec essentiellement les mêmes mathématiques, montrent qu’elle ne satisfait pas
au critère de I-confort (chapitre 14). En fait, comme nous le verrons dans la section 6.4, cet
exemple de filtration dyadique et kolmogorovienne qui n’est pas de type produit, est le premier
exemple donné par Vershik (Example 1 de [Ver]) d’une telle filtration. Il établit que la suite
décroissante de partitions mesurables correspondante ne satisfait pas au critère de standardité
dyadique, qui sera pour nous l’analogue du critère de I-jonction en arbre que nous définirons
dans le chapitre 10. La preuve se ramène alors à un problème purement combinatoire, ce que
nous expliquerons dans le chapitre 11.

Nous verrons plus tard qu’avec le théorème 1.1.1 et le théorème d’isomorphisme lacunaire,
nous pouvons affirmer qu’il est possible d’extraire une filtration de type produit de toute filtra-
tion rn-adique kolmogorovienne essentiellement séparable (voir chapitre 19). Or, une filtration
extraite de la filtration d’un processus de mots découpés est encore la filtration d’un processus
de mots découpés. C’est ce qui motive la recherche de conditions sur la suite de découpage
(rn)n60 et l’alphabet (A,A, µ) d’un processus de mots découpés sous lesquelles sa filtration est
de type produit. Celles que nous allons donner se trouvent déjà dans [Ver], mais elles sont éta-
blies avec des mathématiques propres aux suites décroissantes de partitions mesurables plutôt
qu’aux filtrations, qui ne semblent pas être les mêmes que les nôtres. Nous donnerons dans le
chapitre 11 une condition sur la suite de découpage et sur l’alphabet pour que la filtration du
processus des mots sélectionnés ne soit pas de type produit (voir la discussion en-dessous du
lemme 11.2.2).
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6.3 Construction de (η̃n)n60.

La suite (rn)n60 est donnée, et le processus des mots découpés rn-adique (Xn, ηn)n60 sur un
alphabet (A,A, µ) est défini sur un espace de probabilité (Ω,A,P). On note F = (Fn)n60 sa
filtration. En un premier temps, nous allons déterminer une condition suffisante sur la suite
de découpage (rn)n60 pour que F soit de type produit dans le cas où A est fini et muni de la
mesure de probabilité uniforme. Nous utiliserons le lemme suivant, valable pour tout alphabet.

Lemme 6.3.1. Pour tout n 6 0, soit w̃n un un mot de longueur `n. Pour tout n < 0, soit{
ϕ

(n+1)
wn

}
wn∈A`n

une famille mesurable de permutations de {1, . . . , rn+1}. On pose η̃n+1 =

ϕ
(n+1)
Xn

(ηn+1). On sait que (η̃n)n60 est un processus d’innovations de F (proposition 4.3.7). On

définit le mot X̃n+1 = s
(n+1)
n (w̃n, η̃n+1) comme étant le η̃n+1-ième sous-mot de w̃n de longueur

`n+1. On suppose que

P[Xn+1 6= X̃n+1] −→ 0 quand n→ −∞. (6.3.1)

Alors F est de type produit, engendrée par le processus d’innovations (η̃n)n60.

Démonstration. C’est une conséquence du lemme 5.3.2 avec Nk = k.

Il s’agit donc de construire ces permutations ϕ(n+1)
wn . Nous traitons le cas où A est fini et µ est

la mesure de probabilité uniforme sur A. Chaque fois que nous utiliserons les notions de mot
canonique et de couplage canonique (page 53), il sera implicitement supposé que l’alphabet
est totalememt ordonné. La construction est donnée dans la preuve de la proposition 6.3.3 qui
utilisera pas à pas le lemme suivant pour sélectionner r0, puis r−1, puis r−2, . . ., rn, . . . en
sorte que la condition (6.3.1) du lemme 6.3.1 soit satisfaite.

Lemme 6.3.2. Soit Ā un ensemble fini de cardinal #Ā = κ et r > 2 un entier. Sur un espace
probabilisé (Ω,A,P), on considère une variable aléatoire X uniforme sur les r-mots sur Ā, et
une variable aléatoire I indépendante de X uniforme sur {1, 2, . . . , r}. On note w̃ le r-mot
canonique sur Ā et Σv le couplage canonique d’un mot v ∈ Ār. On note

π(r, κ) = P

[
X(I) 6= w̃

(
ΣX(I)

)]

la probabilité que la I-ième lettre de X soit différente de la ΣX(I)-ième lettre de w̃. Alors pour
tout ζ ∈]0, 1[,

π(r, κ) 6
rζ + κ+ 1

r
+

rκ

(rζ − 1)2
.

Démonstration. Rappelons que l’on note N(X, I) le nombre d’occurrences de la lettre X(I)
dans le mot X à gauche du rang I. Introduisons deux événements :

E1 =
{
I 6 r − rζ − κ

}
et E2 =

{
N(X, I) 6

1

κ
(I + rζ)

}
.

Sur E1 ∩E2, si X(I) est la j-ième lettre de l’alphabet, on a

j + κN(X, I) 6 κ+ κN(X, I) 6 κ+ I + rζ
6 r,
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d’où ΣX(I) = j + κN(X, I) par définition de ΣX et X(I) = w̃
(
ΣX(I)

)
: la I-ième lettre de

X et la ΣX(I)-ième lettre de w̃ sont toutes deux égales à la j-ième lettre de l’alphabet, donc
π(r, κ) 6 P[Ec

1 ∩E
c
2]. On a d’une part

P[Ec
1] 6

rζ + κ+ 1

r
.

D’autre part, P[Ec
2] 6 P

[∣∣N(X, I) − I/κ
∣∣ > rζ/κ

]
, et conditionnellement à I = i, la loi de

N(X, I) est la loi binomiale Bin
(
i− 1, 1

κ

)
. Or

P

[∣∣Bin
(
i− 1,

1

κ

)
−
i

κ

∣∣ > rζ

κ

]
6 P

[∣∣Bin
(
i− 1,

1

κ

)
−
i− 1

κ

∣∣ > rζ − 1

κ

]

6

( κ

rζ − 1

)2
(i− 1)

1

κ

(
1 −

1

κ

)

<
rκ

(rζ − 1)2
.

Cette majoration ne dépendant pas de i, on a

P[Ec
2] 6

rκ

(rζ − 1)2
,

et on obtient la majoration désirée.

Proposition 6.3.3. Soient A un ensemble fini de cardinal κ > 1 et µ la mesure de probabilité
uniforme sur A. S’il existe h′ > log κ tel que

log rn − h′`n −→ +∞ quand n→ −∞, (∇κ),

alors la filtration du processus rn-adique des mots découpés sur (A,µ) est de type produit.

Démonstration. La condition (∇κ) est équivalente à l’existence de ζ ∈]0, 1[ tel que

κ`n

rζ
n

−→ 0 quand n→ −∞. (∇κ)

On construit η̃−1 et X̃0 comme indiqué dans le lemme 6.3.1 en prenant pour ϕ(0)
w le couplage

canonique de w ∈ A`−1 avec le `−1-mot canonique sur A noté w̃−1 : on pose η̃0 = ϕ
(0)
X−1

(η0) et

X̃0 = s
(0)
−1(w̃−1, η̃0) est la η̃0-ième lettre du `−1-mot canonique w̃−1. Un mot de longueur `n−1

sur A est aussi un mot de longueur rn sur l’alphabet A`n . Alors ainsi de suite, on construit η̃n et
X̃n comme indiqué dans le lemme 6.3.1 en prenant pour ϕ(n)

w , w ∈ A`n−1 le couplage canonique
de w avec le rn-mot canonique sur l’alphabet A`n−1 noté w̃n−1 : on pose η̃n = ϕ

(n)
Xn−1

(ηn) et

X̃n = s
(n)
n−1(w̃n−1, η̃n) est la η̃n-ième lettre du rn-mot canonique w̃n−1 sur l’alphabet A`n . En

considérant que Xn−1 est un rn-mot sur A`n , le lemme 6.3.2 donne alors

P[Xn 6= X̃n] 6
rζ′
n + κ`n + 1

rn
+

rnκ
`n

(rζ′
n − 1)2

(6.3.2)

pour tout ζ ′ ∈]0, 1[. Si la condition (∇κ) est vérifiée pour un réel ζ ∈]0, 1[, elle l’est pour tout
ζ ′ > ζ, et l’inégalité (6.3.2) appliquée avec ζ ′ ∈]0, 1[ tel que 2ζ ′ > 1+ζ donne P[Xn 6= X̃n] −→ 0
quand n→ −∞, puis le lemme 6.3.1 donne la conclusion.
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Cas d’un alphabet essentiellement séparable. — La condition (∇κ) est vérifiée pour
tout κ > 2 si et seulement si

log rn
`n

−→ +∞ quand n→ −∞ (∇).

De manière analogue au processus des mots gommés du chapitre précédent, lorsqu’on se donne
un espace probabilisé (A,A, µ), on obtient alors le résultat suivant :

Proposition 6.3.4. Sous la condition (∇), pour tout alphabet (A,A, µ) qui est un espace de
probabilité essentiellement séparable, la filtration du processus des mots découpés rn-adique est
standard rn-adique.

6.4 Les mots découpés dans [Ver].

La filtration des mots découpés est étudiée par Vershik sous forme de sa suite correspondante
de partitions mesurables, c’est l’exemple 1 de Vershik ( [Ver]), que nous allons briévement
exposer ici. Le lecteur est renvoyé à [Cou] pour un exposé agréable sur les partitions mesurables
et la correspondance de Rokhlin entre σ- algèbres complètes et partitions mesurables.

Nous appelons une transformation inversible d’un espace de Lebesgue (X,X, ν), une appli-
cation bijective T : X −→ X mesurable qui préserve µ et telle que T −1 est mesurable. Nous
notons Aut(X,X, µ) le groupe des transformations inversibles de (X,X, µ).

Soit Γ un groupe. Une action de Γ sur (X,X, ν) est un morphisme de groupe T : Γ →
Aut(X,X, µ) aussi notée {T g}g∈Γ.

Pour x ∈ X, on note O(Γ)(x) = {T g(x), g ∈ Γ} la Γ-orbite du point x et O(Γ) est la
partition de X selon les Γ-orbites. Il est affirmé dans [Ver] (§1,2◦, p.715) que si Γ est fini ou
compact, la partition O(Γ) est mesurable.

On peut vérifier que la σ- algèbre correspondant à cette partition mesurable par la corres-
pondance de Rokhlin est la (complétion de la) σ- algèbre des événement invariants

I =
{
A ∈ X

∣∣ ∀g ∈ Γ, µ
(
T g(A)MA) = 0

}
,

Maintenant soit (rn)n>1 une suite d’entiers positifs. On note Zrn le groupe cyclique à rn

éléments. On pose

Γn =

n∏

i=1

Zri
=

n⊕

i=1

Zri
et Γ =

∞⊕

n=1

Γn.

Donnons-nous une action T de Γ sur un espace de Lebesgue (X,X, µ). Pour x ∈ X, la Γn-orbite
de x est O(Γn)(x) = {T g(x), g ∈ Γn}, et on note O(Γn) la partition de X selon les Γn-orbites.
Alors il vient la suite décroissante de σ- algèbres (In)n>0 où

In =
{
A ∈ X

∣∣ ∀g ∈ Γn, µ
(
T g(A)MA) = 0

}
,

qui donne une filtration en renversant le temps. La σ- algèbre I+∞ := ∩n>0In est dégénérée
si l’action est ergodique, c’est-à-dire si

∀A ∈ T,
(
∀g ∈ Γ, µ

(
T−1

g (A)
)

= µ(A)
)

=⇒ µ(A) = 0 ou 1,

et la filtration est rn-adique si l’action est libre, c’est-à-dire si

∀g ∈ Γ, µ
{
x ∈ X

∣∣ Tg(x) = x
}

= 0.
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On munit Zrn de la mesure de probabilité uniforme et Γn et Γ de la mesure de probabilité
produit, et on définit la transformation T g

n : Γn −→ Γn pour g ∈ Γn par T g
n(x) = x + g et

pour g ∈ Γ, on définit la transformation T g : Γ −→ Γ par T g = T g
n si g ∈ Γn. Maintenant soit

(A,A, µ) un espace probabilisé. On définit alors une action T de Γ sur l’ensemble F
(
Γ;A

)
= AΓ

des applications de Γ dans A muni de la mesure produit de µ en posant T g(f) = f ◦ T g.
Cela ne semble pas évident, mais la filtration (I−n)n60 est la filtration du processus des

mots découpés rn-adique sur (A,A, µ).
Ce type de filtrations a de l’intérêt pour les ergodiciens ([Fe99, F-H]) mais nous ne savons

pas si les résultats de leurs travaux auraient des homologues probabilistes intéressants ; le cas
des mots découpés semble particulier.

Vershik a alors établi le résultat suivant dont notre proposition 6.3.3 est un cas particulier :

Proposition 6.4.1 (Vershik [Ver]). Lorsque A est un alphabet fini muni d’une mesure de
probabilité µ, alors sous la condition

log rn − h`n −→ +∞ (∇h),

où h est l’entropie de µ, la filtration du processus des mots découpés rn-adique sur (A,µ) est
standard rn-adique.



7. CONCLUSION DE CETTE PARTIE.

Après avoir étudié les filtrations des mots gommés et des mots découpés, l’utilité des critères
de second niveau de la théorie de Vershik est déjà manifeste : pour établir que ces filtrations
sont de type produit, nous avons d’abord construit un processus d’innovations générateur dans
le cas d’un alphabet fini muni de la mesure de probabilité uniforme (sections 5.3 et 6.3) ; à
l’aide du critère de Vershik de premier niveau, nous en avons déduit le cas d’un alphabet
essentiellement séparable sans partie atomique proposition 5.4.1) ; mais nous ne savons pas
nous passer des critères de second niveau pour établir le cas de tout alphabet essentiellement
séparable (corollaire 5.4.3). Le critère de I-jonction en arbre que nous allons voir dans la
partie suivante sera utilisé comme une étape intermédiaire entre le premier et le second niveau.
D’autre part, le critère de Vershik de premier niveau ne nous permet pas de montrer que la
filtration des mots découpés dyadique n’est pas de type produit. Le critère de I-jonction en
arbre, qui est homologue, en termes de couplage, du critère de Vershik de premier niveau,
nous le permettra. Une filtration de type produit local conditionnellement séparable satisfait
le critère de I-jonction en arbre si, par définition, il est possible de “coupler” toute variable
aléatoire mesurable pour cette filtration, et il sera facile d’établir que ceci est équivalent au
critère de Vershik de premier niveau. Pour montrer alors qu’une filtration ne satisfait pas au
critère de Vershik de premier niveau, il suffira de montrer que pour une variable aléatoire, le
“couplage” en question n’est pas possible.



Troisième partie

COUPLAGE DES FILTRATIONS DE TYPE PRODUIT
LOCAL : COUPLAGE DE DOEBLIN ET I-JONCTION

EN ARBRE. LE CONTRE-EXEMPLE DES MOTS
DÉCOUPÉS ET DES MOTS RONGÉS.
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Cette partie commence par un chapitre préliminaire sur la notion d’isomorphisme de filtrations
et la notion d’immersion, dont nous ne pourrions nous passer par la suite, notamment pour
manipuler des couplages de filtrations. Dans le chapitre 9, nous donnerons un premier critère en
termes de couplage, que nous appellerons critère de Doeblin. Il caractérise la mesurabilité d’une
variable aléatoire dans une filtration de type produit local dans un processus d’innovations
donné de cette filtration. Nous définirons ensuite l’homologue du critère de Vershik de premier
niveau en termes de couplages : le critère de I-jonction en arbre. Bien qu’étant original, il
est comparable au critère de standardité rn-adique de Vershik dont nous avons parlé dans
l’introduction (9). Il sera un outil intermédiaire pour la partie suivante consacrée aux critères
de second niveau de la théorie de Vershik. Dans la partie présente, il nous permettra d’établir
des conditions sur les processus des mots découpés pour que leur filtration ne soit pas de type
produit. Nous l’utiliserons aussi pour donner un autre exemple non-trivial d’une filtration
qui n’est pas de type produit : la filtration du processus des mots rongés. Nous utiliserons
encore les critères de Vershik de second niveau pour passer du particulier au général dans ces
exemples.



8. PRÉLIMINAIRES : FILTRATIONS

ISOMORPHES ET IMMERSIONS DES

FILTRATIONS.

Nous introduisons dans ce chapitre deux notions indispensables pour toute la suite. D’abord
la notion de filtrations isomorphes, et nous étudierons alors le cas d’une filtration à un pas
F = (F0,F1). En second lieu nous introduisons la notion d’immersion et d’immersibilité d’une
filtration dans une autre, et de coïmmersion de deux filtrations.

8.1 Filtrations isomorphes.

8.1.1 Copie d’une v.a. dans un espace métrique standard.

Les isomorphismes d’espaces probabilisés tels que nous les avons défini dans la section 4.1
agissent sur les variables aléatoires réelles. Nous expliquons ici comment nous les faisons agir
sur des variables aléatoires à valeurs dans un espace métrique standard. Cela nous sera néces-
saire pour étudier les isomorphismes de filtrations, pour lesquelles nous parlerons de la copie
d’une loi conditionnelle par un isomorphisme d’espaces probabilisés.

Lemme 8.1.1. Soient (Ω,A,P) et (Ω′,A′,P′) deux espaces probabilisés, B ⊂ A une σ- algèbre,
et Ψ: B → A′ un plongement. On pose B′ = Ψ(B). Soient E un espace métrique stan-
dard et X ∈ L0(B;E). Alors il existe une unique variable aléatoire X ′ ∈ L0(B′;E) telle que
Ψ
(
f(X)

)
= f(X ′) pour toute fonction borélienne f : E → R.

Démonstration. Soit h : E → R une injection bimesurable. Nécessairement, on doit avoir
X ′ = h−1 ◦ Ψ

(
h(X)

)
. Vérifions que X ′ convient. Soit f : E → R une fonction borélienne.

Puisque f = f ◦h−1◦h et puisque Ψ est un isomorphisme, on a Ψ
(
f(X)

)
= f ◦h−1◦Ψ

(
h(X)

)
=

f(X ′).

Notation 8.1.2. Nous noterons X ′ = ΨE(X), ou parfois seulement X ′ = Ψ(X).

Lemme 8.1.3. Soient (Ω,A,P) et (Ω′,A′,P′) deux espaces probabilisés, B ⊂ A une σ- algèbre,
et Ψ: B → A′ un plongement. Soient E1 et E2 deux espaces métriques standard, X1 ∈
L0(B, E1), et g : E1 → E2 borélienne. On pose X2 = g(X1), X ′

1 = ΨE1(X1) et X ′
2 = ΨE2(X2).

Alors X ′
2 = g(X ′

1).

Démonstration. Cela se déduit du lemme 8.1.1.

Lemme 8.1.4. Soient (Ω,A,P) et (Ω′,A′,P′) deux espaces probabilisés, B ⊂ A une σ- algèbre,
et Ψ: B → A′ un plongement. Soit µ un noyau de probabilités de B vers un espace métrique
standard E, c’est-à-dire, après passage au quotient, une variable aléatoire mesurable pour B

dans l’espace métrique standard P(E) des probabilités sur E. Alors un noyau de probabilités
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µ′ de A′ vers E est égal à ΨP(E)
(µ) presque sûrement si et seulement si pour toute fonction

borélienne bornée f : E → R, on a Ψ
(
µ(f)

)
= µ′(f).

Démonstration. Soit f : E → R borélienne bornée. L’application jf : P(E) → R définie par
jf (ν) = ν(f) est borélienne. D’après le lemme 8.1.1, on a alors

Ψ
(
jf (µ)

)
= jf

(
ΨP(E)

(µ)
)
,

ce qui permet de conclure.

8.1.2 Filtrations isomorphes

Définition 8.1.5. Soient (Ω,A,P) et (Ω′,A′,P′) deux espaces de probabilités, F = (Ft)t∈T

une filtration sur (Ω,A,P), et F′ = (F′
t)t∈T une filtration sur (Ω′,A′,P′). On dit (par abus de

langage) que F et F′ sont isomorphes, ou que F′ est une copie de F, s’il existe un isomorphisme
Ψ: (Ω,F∞,P) → (Ω′,F′

∞,P
′) tel que Ψ(Ft) = F′

t pour tout t ∈ T. On dit aussi que Ψ: F → F′

est un isomorphisme.

Si (Xn)n60 et (X ′
n)n60 sont deux processus sur (Ω,A,P) et (Ω′,A′,P′) respectivement, nous

dirons aussi que l’un est une copie de l’autre s’ils ont même loi. Dans ce cas ils engendrent des
filtrations isomorphes d’après le lemme 4.1.2.
Cas des filtrations à un pas. — Les résultats que nous donnons maintenant concernent
les isomorphismes de filtrations à un pas F = (F0,F1). Le lemme suivant est trivial. Il exprime
qu’un isomorphisme d’une filtration à un pas F = (F0,F1) doit préserver le comportement
conditionnel de F1 par rapport à F0.

Lemme 8.1.6. Soient (Ω,A,P) et (Ω′,A′,P′) des espaces probabilisés, F = (F0,F1) une fil-
tration à un pas sur (Ω,A,P), et F′ = (F′

0,F
′
1) une filtration à un pas sur (Ω′,A′,P′). Si on a

un isomorphisme Ψ : F → F′, alors

a) Pour tout événement A ∈ F1, on a Ψ
(
P[A |F0]

)
= P′[A′ |F′

0] avec A′ = Ψ(A) (où on note
P[A |B] = E[1lA |B] la probabilité conditionnelle de A sachant B).

b) En d’autres termes, soit X ∈ L1(F1) une variable aléatoire intégrable. Alors X ′ := Ψ(X)
est intégrable et Ψ

(
E[X |F0]

)
= E′[X ′ |F′

0].

Ce lemme peut se présenter ainsi :

Lemme 8.1.7. Soient (Ω,A,P) et (Ω′,A′,P′) des espaces probabilisés, F = (F0,F1) une fil-
tration à un pas sur (Ω,A,P), et F′ = (F′

0,F
′
1) une filtration à un pas sur (Ω′,A′,P′), et soit

Ψ : F → F′ un isomorphisme. On se donne un espace métrique standard E et une variable
aléatoire X ∈ L0(F1;E). On note X ′ = ΨE(X). Alors L′[X ′ |F′

0] = ΨP(E)

(
L[X |F0]

)
.

Démonstration. C’est une conséquence du lemme 8.1.4 et du b) du lemme 8.1.6.

Le lemme 8.1.7 admet comme réciproque la proposition ci-dessous de laquelle nous dédui-
rons de nombreux corollaires.

Proposition 8.1.8. Soient (Ω,A,P) et (Ω̃, Ã, P̃) des espaces de probabilité. Soient F0 et C1

deux sous -σ- algèbres de A, Ψ0 : (Ω,F0,P) −→ (Ω̃, Ã, P̃) et Ψ1 : (Ω,C1,P) −→ (Ω̃, Ã, P̃) des
plongements. On pose F̃0 = Ψ0(F0) et C̃1 = Ψ1(C1), puis on pose F1 = F0∨C1 et F̃1 = F̃0∨C̃1.

Si pour toute variable aléatoire C1 ∈ L1(Ω,C1,P), on a

Ψ0

(
L
[
C1 |F0

])
= L̃

[
Ψ1(C1) | F̃0

]
, (8.1.1)
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alors les filtrations à un pas F = (F0,F1) et F̃ = (F̃0, F̃1) sont isomorphes et il existe un
unique isomorphisme de F sur F̃ qui prolonge Ψ0 et Ψ1.

Démonstration. Notons encore Ψ: F −→ F̃ un tel prolongement de Ψ0 et Ψ1 s’il en existe un.
Toute v.a. mesurable dans F1 est de la forme f(F0, C1) où F0 et C0 sont respectivement mesu-
rable dans F0 et C1, et f est borélienne, et on doit avoir Ψ

(
f(F0, C1)

)
= f

(
Ψ0(F0),Ψ1(C1)

)
,

ce qui établit l’unicité.
Pour l’existence, remarquons que si X0 est mesurable dans F0 et si V1 est mesurable dans

C1, alors l’hypothèse (8.1.1) implique que le couple (X0, V1) a même loi que
(
Ψ0(X0),Ψ1(V1)

)
.

En effet, soient f et g boréliennes bornées. On a E
[
f(X0)g(V1) |F0

]
= f(X0)E

[
g(V1) |F0

]
,

d’où

E
[
f(X0)g(V1)] = E

[
f(X0)E

[
g(V1) |F0

]]
.

Comme Ψ0 est un plongement, on a donc aussi

E
[
f(X0)g(V1)

]
= Ẽ

[
f
(
Ψ0(X0)

)
Ψ0

(
E
[
g(V1) |F0

])]
,

or l’hypothèse (8.1.1) donne

f
(
Ψ0(X0)

)
Ψ0

(
E
[
g(V1) |F0

])
= f

(
Ψ0(X0)

)
Ẽ

[
g
(
Ψ1(V1)

)
| F̃0

]

= Ẽ

[
f
(
Ψ0(X0)

)
g
(
Ψ1(V1)

)
| F̃0

]
.

On a donc finalement E
[
f(X0)g(V1)

]
= Ẽ

[
f
(
Ψ0(X0)

)
g
(
Ψ1(V1)

)]
, ce qui montre que le couple

(X0, V1) a même loi que
(
Ψ0(X0),Ψ1(V1)

)
. Donc si F0 et G0 sont mesurables pour F0, si C1

et D1 sont mesurables pourC1, et si f et g sont boréliennes, alors f(F0, C1) − g(G0, D1) a
même loi que f

(
Ψ0(F0),Ψ1(C1)

)
− g
(
Ψ0(G0),Ψ1(D1)

)
, et si la première différence est nulle

presque sûrement, la seconde l’est aussi. On prolonge alors Ψ0 et Ψ1 sans ambiguïté en posant
Ψ
(
f(F0, C1)

)
= f

(
Ψ0(F0),Ψ1(C1)

)
, ce qui donne bien un plongement. Puisque toute v.a. dans

F̃1 s’écrit f(F̃0, C̃0), on voit que aussi que c’est un isomorphisme.

Corollaire 8.1.9. Soient (Ω,A,P) et (Ω̃, Ã, P̃) des espaces de probabilité. Soient F0 ⊂ A

une σ- algèbre, Ψ0 : (Ω,F0,P) −→ (Ω̃, Ã, P̃) un plongement et F̃0 = Ψ0(F0). Soit E un espace
métrique séparable, et soient C ∈ L0(A;E) et C̃ ∈ L0(Ã;E) des variables aléatoires admettant
des lois conditionnelles L[C |F0] et L̃

[
C̃ | F̃0] telles que

Ψ0

(
L[C |F0]

)
= L̃

[
C̃ | F̃0]. (8.1.2)

On pose F1 = F0 ∨ σ(C) et F̃1 = F̃0 ∨ σ(C̃). Alors les filtrations F = (F0,F1) et F̃ = (F̃0, F̃1)

sont isomorphes et il existe un unique isomorphisme Ψ de F sur F̃ qui prolonge Ψ0 et qui
envoie C sur C̃.

Démonstration. L’hypothèse (8.1.2) entraîne que C a même loi que C̃. Par le lemme 4.1.2, il
existe alors un unique isomorphisme Ψ1 : (Ω, σ(C),P) −→ (Ω̃, σ(C̃), P̃) qui envoie C sur C̃,
défini par Ψ1

(
f(C)

)
= f(C̃) pour toute f borélienne. L’hypothèse (8.1.2) vérifiée pour toute

f borélienne bornée se traduit par l’hypothèse (8.1.1) de la proposition 8.1.8 et on applique
cette proposition.
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Corollaire 8.1.10. Sur un espace de probabilité (Ω,A,P), on se donne des variables aléatoires
X1 et X̃1 à valeurs dans un espace métrique séparable E et une σ- algèbre F0 ⊂ A. On pose
F1 = F0∨σ(X1) et F̃1 = F0∨σ(X̃1). Si les lois de X1 et X̃1 conditionnellement à F0 existent et
sont égales presque sûrement, alors il existe un unique isomorphisme de (F0,F1) sur (F0, F̃1)
qui soit l’identité sur F0 et qui envoie X1 sur X̃1.

Démonstration. Il suffit d’appliquer le corollaire 8.1.9 en prenant pour Ψ0 le plongement iden-
tité.

On note un cas particulier dans le corollaire suivant.

Corollaire 8.1.11. Sur un espace de probabilité (Ω,A,P), soient C une sous - σ- algèbre de
A, D et D′ des v.a. à valeurs dans un même espace métrique séparable, de même loi et indé-
pendantes de C. Il existe un unique isomorphisme de L0

(
Ω,C∨̇σ(D),P

)
sur L0

(
Ω,C∨̇σ(D′),P

)

qui soit l’identité sur L0
(
Ω,C,P

)
et qui change D en D′.

Plus généralement :

Corollaire 8.1.12. Soient (Ω′,A′,P′) et (Ω′′,A′′,P′′) deux espaces de probabilité. Soient C′

une sous -σ- algèbre de A′ et C′′ une sous - σ- algèbre de A′′ et Ψ un isomorphisme de (Ω′,C′,P′)
sur (Ω′′,C′′,P′′). Soient D′ une variable aléatoire définie sur (Ω′,A′,P′) dans un espace mé-
trique séparable, indépendante de C′ et D′′ une variable aléatoire sur (Ω′′,A′′,P′′) indépendante
de C′′ ayant la même loi que D′. Il existe un unique isomorphisme de

(
Ω′,C′∨̇σ(D′),P

)
sur(

Ω′′,C′′∨̇σ(D′′),P′′
)

qui coïncide avec Ψ sur (Ω′,C′,P′) et qui change D′ en D′′.

Démonstration. On applique le corollaire 8.1.9 en prenant pour Ψ0 = Ψ et pour Ψ1 : σ(D′) →
σ(D′′) le plongement donné par le lemme 4.1.2.

Corollaire 8.1.13. Soit (Ω,A,P) un espace de probabilité (Ω,A,P). Soient B et C deux
sous - σ- algèbres de A indépendantes. Il existe un unique plongement Ψ de (Ω,B∨̇C,P) dans
(Ω×Ω,B⊗C,P⊗P) tel que, si B (respectivement C) est une variable aléatoire mesurable dans
B (respectivement dans C), on ait Ψ(BC)(ω1, ω2) = B(ω1)C(ω2). C’est un isomorphisme.

Démonstration. SiX est une v.a. sur Ω, on définit des v.a.X ′ etX ′′ sur Ω×Ω parX ′(ω1, ω2) =
X(ω1) et X ′′(ω1, ω2) = X(ω2). Notons Ψ0 : (Ω,B,P) → (Ω × Ω,B ⊗ C,P ⊗ P) le plongement
défini par Ψ0(X) = X ′ et Ψ1 : (Ω,C,P) → (Ω × Ω,B ⊗ C,P ⊗ P) le plongement défini par
Ψ1(X) = X ′′. Notons que B̃ := Ψ0(B) = B⊗{∅,Ω} et C̃ := Ψ1(C) = {∅,Ω}⊗ C (ce sont des
égalités essentielles).

On pose F0 = B, F1 = B∨̇C, F̃0 = B̃, F̃1 = B̃∨̇C̃. Notons E⊗ l’espérance sur l’espace
(Ω×Ω,B⊗ C,P⊗ P). L’hypothèse (8.1.1) de la proposition 8.1.8 est vérifiée : pour toute v.a.
C ∈ L0(C) bornée, on a

Ψ0

(
E[C |C]

)
= E⊗

[
Ψ1(C) | C̃

]
= E[C] = E⊗[C ′′],

et donc cette proposition s’applique.

Filtrations à un pas conditionnellement séparables. — Le lemme suivant se vérifie
facilement. Il nous sera bien utile dans la section 15.5 et le chapitre 17.
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Lemme et définition 8.1.14. Soient (Ω,A,P) un espace probabilisé et C ⊂ A une σ- algèbre.
Soient (S,S) un espace mesurable et (µω) un noyau de probabilités de (Ω,C) vers S, ou un
élément aléatoire mesurable pour C à valeurs dans P(S). On note P ⊗ µ la probabilité sur
(Ω × S,C ⊗ S) définie par

P ⊗ µ[C ×D] = E
[
1lCµ(D)

]
lorsque C ∈ C et D ∈ S.

Elle est définie pour tout événement B̂ ∈ C ⊗ S par

P ⊗ µ[B̂] = E

[∫
1lB̂·

(t) dµ·(t)

]

où B̂ω = {v | (ω, v) ∈ B̂} est la section de B̂ au-dessus de ω. L’élément aléatoire V̂ défini
sur (Ω × S,C ⊗ S,P) par V̂ (ω, t) = t admet alors µ comme loi conditionnelle par rapport à la
σ- algèbre Ĉ = C ⊗ {∅,S}.

Notation 8.1.15. Nous noterons parfois C⊗µ S la tribu complétée de la tribu produit C⊗S
lorsqu’elle est équipée de la probabilité P ⊗ µ.

Proposition 8.1.16. Soient (Ω,A,P) un espace probabilisé et (F0,F1) une filtration à un pas
conditionnellement séparable. On note V une novation de F0 dans F1 à valeurs dans un espace
métrique standard E, et µ = L[V |F0] la loi conditionnelle de V par rapport à F0. On définit
la probabilité P̂ = P ⊗ µ sur (Ω × E,F0 ⊗ BE). Alors (F0,F1) est isomorphe à la filtration
(F̂0, F̂1) de l’espace probabilisé (Ω×E,F0 ⊗µBE , P̂) que l’on définit par F̂0 = F0 ⊗µ {∅, E} et
F̂1 = F0 ⊗µBE, avec un unique isomorphisme qui envoie V sur la variable aléatoire V̂ définie
par V̂ (ω, t) = t.

Démonstration. Notons Ψ0 : (Ω,F0) → (Ω × E,F0 ⊗ BE) le plongement canonique. Par le
lemme 8.1.14, on a Ψ0(µ) = L[V̂ | F̂0]. On a aussi un isomorphisme Ψ1 :

(
Ω, σ(V ),P

)
→

(E,BE, µ) qui envoie V sur V̂ par le lemme 8.1.1. Il suffit alors d’appliquer le corollaire
8.1.9.

Cas des filtrations avec une innovation sur Kn0, 0K. — Le corollaire suivant est une
conséquence immédiate du corollaire 8.1.12.

Corollaire 8.1.17. Soient F′ = (F′
n)n60 et F′′ = (F′′

n)n60 deux filtrations définies sur (Ω′,A′,P′)
et (Ω′′,A′′,P′′) respectivement. On suppose que F′ admet une innovation (V ′

n0+1, . . . , V
′
0) sur

Kn0, 0K, que F′′ admet une innovation (V ′′
n0+1, . . . , V

′′
0 ) sur Kn0, 0K, et que les vecteurs aléatoires

(V ′
n0+1, . . . , V

′
0) et (V ′′

n0+1, . . . , V
′′
0 ) sont de même loi. Soit n0 6 0. On suppose qu’on a un

isomorphisme Ψ: F′
n0

→ F′′
n0

tel que Ψ(F′
n) = F′′

n pour tout n 6 n0. Alors il existe un unique
isomorphisme de F′ dans F′′ qui prolonge Ψ et qui envoie V ′

n sur V ′′
n pour n ∈Kn0, 0K.

Maintenant lorsqu’on considérera une copie notée F ′ d’une filtration F, on désignera par X ′

la copie de X ∈ L0(F0) dans F′. Nous noterons aussi B′ la copie d’une σ- algèbre B ⊂ F0. De
même si la copie est F′′, la copie de X sera notée X ′′, ... Par conséquent lorsque F = (Fn)n60

admet une innovation sur Kn0, 0K et qu’on en spécifie une, (Vn0+1, . . . , V0), si on note F′ une
copie de F et qu’on considère une innovation notée (V ′

n0+1, . . . , V
′
0) de F′ sur Kn0, 0K, il sera

toujours supposé que l’isomorphisme en question de F sur F ′ envoie Vn sur V ′
n pour tout

n ∈Kn0, 0K. Si l’isomorphisme est connu sur Fn0 , il est donc connu sur F0 d’après le corollaire
précédent.
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8.2 Immersion, immersibilité, coïmmersion.

8.2.1 Définition et caractérisations.

Définitions 8.2.1. Soient F = (Ft)t∈T et G = (Gt)t∈T deux filtrations définies sur un même
espace probabilisé (Ω,A,P).

• On dit que F est immergée dans G si toute martingale dans F est aussi une martingale
dans G.

• On dit que les deux filtrations F et G sont coïmmergées si chacune d’elles est immergée
dans F ∨ G.

Intuitivement, F est immergée dans G quand F ⊂ G mais que le passé de G ne contient pas plus
d’information que le passé de F sur le futur de F. Ceci se voit mieux avec les caractérisations
de la proposition suivante.

Proposition 8.2.2. Soient F = (Ft)t∈T et G = (Gt)t∈T deux filtrations définies sur un même
espace de probabilité (Ω,A,P). Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) F est immergée dans G.

(ii) Pour toute variable aléatoire X ∈ L1(F∞), on a, pour tout t ∈ T, E[X |Gt] = E[X |Ft].

(iii) F ⊂ G et pour tout t ∈ T, les σ- algèbres F∞ et Gt sont conditionnellement indépendantes
sachant Ft (on dit aussi que F∞ ne dépend de Gt qu’à travers Ft).

Ces équivalences de la propriété d’immersion ne sont pas difficiles. Une fois que (i) ⇐⇒ (ii)
est établie, (ii) ⇐⇒ (iii) sont des caractérisations connues de l’indépendance conditionnelle
(voir [Kall]). Le lemme suivant n’est pas difficile non plus, on peut renvoyer [ES] pour une
preuve.

Lemme 8.2.3. Soient F, G et H trois filtrations sur un espace probabilisé (Ω,A,P).

1) Si F est incluse dans G et G dans H, et si F est immergée dans H, alors F est immergée
dans G.

2) Si F et G sont immergées dans H, alors elles sont coïmmergées.

Citons un exemple trivial de coïmmersion :

Lemme 8.2.4. Une filtration est immergée dans son produit indépendant avec une autre filtra-
tion. Par conséquent deux filtrations indépendantes, définies sur un même espace de probabilité,
sont toujours coïmmergées.

Ce lemme est démontré dans [ES]. Nous le généralisons par le lemme suivant.

Lemme 8.2.5. Soient F = (Ft)t∈T et G = (Gt)t∈T deux filtrations définies sur un même espace
de probabilité (Ω,A,P) telles que F est immergée dans G. Soit K = (Kt)t∈T une filtration
indépendante de G. Alors F∨̇K est immergée dans G∨̇K.

Démonstration. Soit t ∈ T. Montrons que siX ∈ L1(F∞∨̇K∞) est de la formeX = FK où F ∈
L2(F∞) et K ∈ L2(K∞), alors E[X |Ft∨̇Kt] = E[X |Gt∨̇Kt]. Cela suffit à en déduire que c’est
aussi le cas pour toute X ∈ L1(F∞∨̇K∞). On vérifie d’abord facilement que E[X |Gt∨̇Kt] =
E[F |Gt]E[K |Kt] et E[X |Ft∨̇Kt] = E[F |Ft]E[K |Kt]. Puisque F est immergée dans G, on a
E[F |Ft] = E[F |Gt], ce qui donne le résultat.
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8.2.2 Lemmes utiles.

On utilisera très souvent les trois lemmes suivants.

Lemme 8.2.6. Soient F = (Fn)n60 et G = (Gn)n60 deux filtrations définies sur un même
espace de probabilité (Ω,A,P). Alors F est immergée dans G si et seulement si pour tout n < 0
et toute variable aléatoire Zn+1 ∈ L1(Fn+1), on a E[Zn+1 |Gn] = E[Zn+1 |Fn].

Démonstration. Par projections successives on montre facilement que ceci implique la condi-
tion (ii) de la proposition 8.2.2.

Lemme 8.2.7. Sur un espace de probabilité (Ω,A,P), soit (Xn)n60 une chaîne de Markov,
F = (Fn)n60 la filtration qu’elle engendre et G = (Gn)n60 une filtration. Alors F est immergée
dans G si et seulement si (Xn)n60 est une chaîne de Markov dans G.

Démonstration. Il est facile de montrer que (Xn)n60 est une chaîne de Markov dans G si F est
immergée dans G. Réciproquement, supposons que (Xn)n60 est une chaîne de Markov dans

G. Pour tout n 6 0, on note (π
(n)
x )x une version régulière de la loi de Xn conditionnellement

aux valeurs de Xn−1. Soient n 6 0 et Zn ∈ L1(Fn). On a une fonction f borélienne telle que
Zn = f(. . . , Xn−1, Xn), et ceci donne

E[Zn |Gn−1] = E[Zn |Fn−1] =

∫
f(. . . , Xn−2, Xn−1, x) dπ

(n)
Xn−1

(x),

puisque π
(n)
Xn−1

= L[Xn |Fn−1] = L[Xn |Gn−1]. On conclut avec le lemme 8.2.6 que F est
immergée dans G.

Lemme 8.2.8. Soient F = (Fn)n60 et G = (Gn)n60 deux filtrations définies sur un même
espace de probabilité (Ω,A,P) telles que F ⊂ G. On note (Cn)n60 une suite de σ- algèbres tels
que de Gn+1 = Gn ∨ Cn+1 et Fn+1 ⊂ Fn ∨ Cn+1. Si P[Cn+1 |Fn] = P[Cn+1 |Gn] pour tout n,
alors F est immergée dans G. En particulier, F est immergée dans G si Cn+1 est indépendante
de Gn pour tout n.

Démonstration. Soit Xn+1 ∈ L1(Fn+1), qu’on écrit Xn+1 = f(Yn, Vn+1) où f est boré-
lienne, Yn est mesurable dans Fn et Vn+1 est mesurable dans Cn+1. Par l’hypothèse, on a
L[Vn+1 |Fn] = L[Vn+1 |Gn], et on en déduit que

E
[
Xn+1 |Fn] = E

[
Xn+1 |Gn] =

∫
f(Yn, v) dL[Vn+1 |Fn](v),

ce qui achève la preuve en vertu du lemme 8.2.6.

8.2.3 Coïmmersion de deux filtrations : caractérisations.

La proposition qui suit caractérise la coïmmersion de deux filtrations de type produit local.

Proposition 8.2.9. Soient F = (Fn)n60 et G = (Gn)n60 deux filtrations de type produit local
définies sur un même espace de probabilité (Ω,A,P). Soient (Cn)n60 une suite de compléments
de F et (Dn)n60 une suite de compléments de G. Alors F et G sont coïmmergées si et seulement
si les σ- algèbres Cn+1∨ · · · ∨C0 et Dn+1 ∨ · · · ∨D0 sont indépendantes de la σ- algèbre Fn ∨Gn

pour tout n < 0.
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Démonstration. Nous allons montrer que F est immergée dans F ∨ G si et seulement si la
σ- algèbre Cn+1 ∨ · · · ∨C0 est indépendante de Fn ∨Gn pour tout n < 0. On en déduit l’énoncé
analogue pour G par symétrie et le lemme s’ensuit.

Il est facile de vérifier que c’est bien une condition nécessaire pour que F soit immergée
dans F ∨ G. Montrons la suffisance. Soit X ∈ L1(F0). Il s’agit de montrer que

E[X |Fn ∨ Gn] = E[X |Fn]. (8.2.1)

On écrit X = f(Fn, Cn+1) où f est une fonction borélienne, Fn ∈ L1(Fn) et Cn+1 ∈ L1(Cn+1∨
· · · ∨ C0). On a alors E[X |Fn] = g(Fn) où g(y) = E

[
f(y, Cn+1)

]
. Pour les mêmes raisons, on

a aussi E[X |Fn ∨ Gn] = g(Fn) sous notre hypothèse, et on a donc établi (8.2.1).

Corollaire 8.2.10. Soient F = (Fn)n60 et G = (Gn)n60 deux filtrations de type produit
local définies sur un même espace de probabilité (Ω,A,P), avec un processus d’innovations
(Vn)n60 de F et un processus d’innovations (Wn)n60 de G. Alors F et G sont coïmmergées
si et seulement si les σ- algèbres σ(Vn+1, . . . , V0) et σ(Wn+1, . . . ,W0) sont indépendantes de
Fn ∨ Gn pour tout n < 0.

La lemme qui suit caractérise la coïmmersion de deux filtrations conditionnellement sépa-
rable.

Lemme 8.2.11. Soit F = (Fn)n60 une filtration conditionnellement séparable sur un espace
probabilisé (Ω,A,P). Pour tout n 6 0, on note Vn une novation de Fn−1 dans Fn, c’est-à-dire
une variable aléatoire telle que Fn = Fn−1 ∨ σ(Vn). Soient F′ et F′′ deux copies de F sur
(Ω,A,P). On note Ln = L

[
(V ′

n, V
′′
n ) |F′

n−1 ∨ F′′
n−1

]
la loi conditionnelle du couple (V ′

n, V
′′
n )

sachant F′
n−1 ∨ F′′

n−1. Alors F′ et F′′ sont coïmmergées si et seulement si pour tout n 6 0, la
première marge L[V ′

n |F
′
n−1 ∨F′′

n−1] de Ln est égale à la loi conditionnelle L[V ′
n |F

′
n−1] et si la

seconde marge L[V ′′
n |F′

n−1 ∨ F′′
n−1] de Ln est égale à la loi conditionnelle L[V ′′

n |F′′
n−1].

Démonstration. Si F′ et F′′ sont coïmmergées, on a ces propriétés facilement. Réciproquement,
supposons qu’elles aient lieu. Soit n 6 0 et Xn ∈ L1(Fn), qu’on écrit Xn = f(Fn−1, Vn) avec f
borélienne et Fn−1 mesurable dans Fn−1. L’égalité L[V ′

n |F
′
n−1 ∨ F′′

n−1] = L[V ′
n |F

′
n−1] donne

facilement E[X ′
n |F

′
n−1 ∨ F′′

n−1] = E[X ′
n |F

′
n−1], ce qui avec le lemme 8.2.6 donne l’immersion

de F′ dans F′ ∨ F′′. L’immersion de F′′ dans F′ ∨ F′′ s’obtient par symétrie.

8.2.4 Critère de Vershik de premier niveau pour une martingale.

Comme application de la notion d’immersion, nous allons voir :

Proposition 8.2.12. Sur un espace de probabilité (Ω,A,P), soit F = (Fn)n60 une filtration
de type produit local conditionnellement séparable, engendrée par une martingale (Mn)n60.
Alors F satisfait le critère de Vershik de premier niveau si et seulement si M0 satisfait le
critère de Vershik de premier niveau.

Lemme 8.2.13. Sur un espace de probabilité (Ω,A,P), soit F = (Fn)n60 une filtration avec
une innovation (Vn0+1, . . . , V0) sur Kn0, 0K. La filtration E = (En)n60 définie par

En =

{
{∅,Ω} si n 6 n0

σ(Vn0+1, . . . , Vn) si n ∈Kn0, 0K

est immergée dans F.
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Démonstration. C’est une conséquence facile du lemme 8.2.8.

Proposition 8.2.14. Sur un espace de probabilité (Ω,A,P), soit F = (Fn)n60 une filtration
de type produit local conditionnellement séparable. Si X0 ∈ V 1(F0) alors Xn := E[X |Fn] ∈
V 1(F0). Plus précisément, pour tout n 6 0, toute variable aléatoire Y ∈ L1

(
σ(Xn, . . . , X0)

)

satisfait le critère de Vershik de premier niveau.

Démonstration. Donnons-nous n 6 0 et posonsXm = E[X |Fm] pour m ∈ Jn, 0K et p = |n|+1.
Par le corollaire 3.5.3, la dernière assertion de la proposition équivaut à ce que C loc(F) soit

substantiel dans σ(Xn, . . . , X0), et par le corollaire 3.3.3 à ce que
→
X := (Xn, . . . , X0) ∈

V 1(F; Rp), où on munit Rp de la norme `1 définie par ‖(x1, . . . , xp)‖1 =
∑

|xi|.
Soit δ > 0. Par hypothèse, on a un entier n0 < 0, une innovation (Vn0+1, . . . , V0) de F

sur Kn0, 0K, et une variable aléatoire Z0 ∈ L1
(
σ(Vn0+1, . . . , V0)

)
telle que E

[
|X0 − Z0|

]
< δ/p.

Posons Zm = E[Z0 |Fm] pour m ∈ Jn, 0K. Par la propriété de contraction des espérances
conditionnelles, on a E

[
|Xm − Zm|

]
< δ/p. Par le lemme 8.2.13, on a aussi Zm = E[Z0 |Em],

où E est la filtration définie dans ce lemme, et en particulier Zm est intégrable et mesurable

dans σ(Vn0+1, . . . , V0), ainsi que le vecteur aléatoire (Zn, . . . , Z0), qui vérifie E

[
‖(Xn, . . . , X0)−

(Zn, . . . , Z0)‖1

]
< δ.

? Preuve de la proposition 8.2.12. La proposition 8.2.12 résulte de la proposition 8.2.14 et du
corollaire 3.5.4.



9. COUPLAGE DE DOEBLIN.

Nous donnons maintenant une première caractérisation en termes de couplages de la mesura-
bilité d’une variable aléatoire pour un processus d’innovations donné d’une filtration de type
produit local. Nous appelerons cette condition le critère de Doeblin. C’est un cas particulier
du critère de I-jonction en arbre qui sera l’objet du chapitre suivant. Ce type de couplage était
déjà utilisé par Rosenblatt [Ros1] pour les mêmes fins. Nous donnerons ensuite une application
simple de ce critère sur les chaînes de Markov constructives. Tout cela est fortement inspiré
de Rosenblatt [Ros1].

9.1 Notre premier couplage.

Nous fixons ici les notations nécessaires à la proposition 9.1.3. Soit F = (Fn)n60 une filtration
de type produit local sur un espace probabilisé (Ω,A,P) avec un processus d’innovations
(Vn)n60.

On se donne deux copies indépendantes F′ = (F′
n)n60 et F∗ = (F∗

n)n60 de F sur un espace
probabilisé (Ω,A,P). Pour tout entier n0 < 0, on note F′′n0 = (F

′′n0
n )n60 la filtration définie

par

F
′′n0
n =

{
F∗

n si n 6 n0

F∗
n0
∨̇σ(V ′

n0+1, . . . , V
′
n) si n0 < n < 0.

Ainsi (V ′
n0+1, . . . , V

′
0) est une innovation de F′′n0 sur Kn0, 0K, les filtrations F′ et F′′n0 sont

isomorphes par le corollaire 8.1.17, et on peut voir qu’elles sont coïmmergées avec le corollaire
8.2.10.

Remarque 9.1.1. Notons Ψ′ : F → F′, Ψ∗ : F → F∗, et Ψ′′n : F → F′′n les isomorphismes.
Soient (E, ρ) un espace métrique standard et X ∈ L1(F0;E). Pour tout n 6 0, on suppose
qu’on a une variable aléatoire Xn dans un espace métrique standard En, et une fonction
borélienne fn telles que

X = fn(Xn, Vn+1, Vn+2, . . . , V0).

On note X ′ = Ψ′
E(X), X∗

n = Ψ∗
En

(Xn), V ′
n = Ψ(Vn), X ′′n = Ψ′′n

En
(Xn). Alors d’après le lemme

8.1.3,

X ′ = fn(X ′
n, V

′
n+1, V

′
n+2, . . . , V

′
0)

X ′′n = fn(X∗
n, V

′
n+1, V

′
n+2, . . . , V

′
0).

Définition 9.1.2. On utilise les notations précédentes.
• Soient (E, ρ) un espace métrique séparable etX ∈ L1(F0;E). Nous dirons queX satisfait

le critère de Doeblin avec (Vn)n60 si pour tout ensemble fini F et toute variable aléatoire simple
S à valeurs dans F mesurable pour σ(X), on a P[S ′ 6= S′′n0 ] −→ 0 quand n0 → −∞.
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• On dit qu’une variable aléatoire Y ∈ L0(F0) réelle satisfait le critère de Doeblin fort
avec (Vn)n60 si P[Y ′ 6= Y ′′n0 ] −→ 0 quand n0 → −∞.

Proposition 9.1.3. Soit F = (Fn)n60 une filtration de type produit local sur un espace pro-
babilisé (Ω,A,P) avec un processus d’innovations (Vn)n60. Soient (E, ρ) un espace métrique
standard et X ∈ L1(F0;E). Avec les notations en cours, on note

dn = E
[
ρ(X ′, X ′′n)

]
et Dn = P[X ′ 6= X ′′n ].

• Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) dn −→ 0.

(ii) La variable aléatoire X ∈ L1(F0;E) est mesurable dans σ(Vn)n60.

(iii) La variable aléatoire X ∈ L1(F0;E) satisfait le critère de Doeblin avec (Vn)n60.

• Et les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Dn −→ 0.

(ii) Toute variable aléatoire Y réelle mesurable pour σ(X) satisfait le critère de Doeblin fort
avec (Vn)n60.

Démonstration. (i) =⇒ (ii) et (iii) =⇒ (ii). Si on a (i) ou (iii), alors — d’après le
corollaire 3.2.5 dans le cas où on a (i) — la famille formée des σ- algèbres σ(F∗

0 , V
′
n+1, . . . , V

′
0)

quand n décrit −N∗, est substantielle dans σ(X ′). Par le lemme 3.2.6, elle est aussi substan-
tielle dans σ(X ′)∨̇F∗

0, mais comme F∗
0 est indépendante de F′

0 ⊃ σ(X ′, V ′
n+1, . . . , V

′
0) le lemme

3.2.8 montre que la famille formée des σ- algèbres σ(V ′
n+1, . . . , V

′
0) est substantielle dans σ(X ′),

c’est-à-dire que X ′ est mesurable dans σ(V ′
n, n 6 0), et il en est de même en ce qui concerne

X et σ(Vn, n 6 0) par isomorphisme.

(ii) =⇒ (iii). Supposons que X est mesurable dans σ(Vn, n 6 0). Soient F un ensemble
fini, S ∈ Lsimple

(
σ(X);F

)
et δ > 0. Par le lemme 1.2.3, pour n0 assez petit, on a une variable

aléatoire simple T dans F mesurable dans σ(Vn0+1, . . . , V0) telle que P[S 6= T ] < δ/2. On se
donne (Ω,A,P), F′ = (F′

n)n60, F∗ = (F∗
n)n60, et on construit la filtration F′′n0 = (F

′′n0
n )n60

comme dans la définition 9.1.2. On a alors T ′ = T ′′n0 et

P[S′ 6= T ′] = P[S′′n0 6= T ′′n0 ] = P[S 6= T ] <
δ

2
,

et donc P[S ′ 6= S′′n0 ] < δ par l’inégalité triangulaire.

(ii) =⇒ (i). Supposons queX est mesurable dans σ(Vn, n 6 0). Soit δ > 0. On a un entier
n0 < 0 et une variable aléatoire Z ′ ∈ L1

(
σ(V ′

n+1, . . . , V
′
0);E)

)
telle que E

[
ρ(X ′, Z ′)

]
< δ/2

(proposition 1.2.4). On a alors Z ′′n0 = Z ′ et

E
[
ρ(X ′′n0 , Z ′′n0 )

]
= E

[
ρ(X ′, Z ′)

]
< δ/2,

et l’inégalité triangulaire donne
E
[
ρ(X ′, X ′′n0 )

]
< δ,

c’est-à-dire dn0 < δ.

(i)’ ⇐⇒ (ii)’. Il est facile de voir que (ii)’ =⇒ (i)’ et il est évident que si X satisfait le
critère de Doeblin fort alors toute fonction de X le satisfait, ce dont on déduit la réciproque
avec le théorème de représentation fonctionnelle de Doob.



9. Couplage de Doeblin. 82

9.2 Cas des chaînes de Markov constructives.

Le critère de Doeblin est un outil adapté à l’étude de la filtration d’une chaîne de Markov
constructive donnée (définition 3.6.2).

Proposition 9.2.1. Pour tout n 6 0, soit En un espace métrique standard. On se donne une
chaîne de Markov constructive

(
(Xn, Vn), fn;En

)
n60

. Alors la variable aléatoire X0 est mesu-
rable pour σ(. . . , V−1, V0) si et seulement si elle satisfait le critère de Doeblin avec (Vn)n60.

Démonstration. C’est une conséquence de la proposition 9.1.3 appliquée avec la filtration du
processus (Xn, Vn)n60.

Corollaire 9.2.2. Soit E un espace métrique standard et soit
(
(Xn, Vn), f ;E

)
n60

une chaîne
de Markov constructive homogène. Alors sa filtration est engendrée par le processus (Vn)n60

si et seulement si X0 satisfait le critère de Doeblin avec (Vn)n60.

Démonstration. En effet, si X0 satisfait le critère de Doeblin avec (Vn)n60, elle est mesurable
pour la tribu engendrée par (Vn)n60, et par homogénéité Xn est alors mesurable pour la tribu
engendrée par (Vm)m6n.

9.3 Une condition suffisante.

Proposition 9.3.1. Soient En, n 6 0, des espaces métriques standard. On se donne une
chaîne de Markov constructive

(
(Xn, Vn), fn;En

)
n60

. On note T
(n)
u (x) = fn(x, u) et pour

s < t 6 0, on note H (s t)
(us+1,...,ut)

la fonction

H
(s t)
(us+1,...,ut)

(x) = T (t−1)
ut

◦ T (t−2)
ut−1

◦ · · · ◦ T (s)
us+1

(x),

puis on pose

Z(s t)(x) = H
(s t)
(Vs+1,...,Vt)

(x), si bien que Xt = Z(s t)(Xs).

S’il existe une suite d’entiers strictement croissante · · · < sn < sn+1 < · · · < s0 qui est telle
que la série

∑
n60 P

[
Z(sn sn+1) est constante

]
diverge, alors X0 satisfait le critère de Doeblin

fort avec (Vn)n60.

Remarques 9.3.2. • La mesurabilité des ensembles
{
Z(s t) est constante

}
est assurée par

la séparabilité des En.
• Notons

(
P[Xs+1 ∈ · |Xs = x]

)
x∈Es

une décomposition régulière de la loi de Xs+1 par rapport

aux valeurs de Xs. Si p := P
[
Z(s s+1) est constante

]
> 0, alors pour tout A ∈ BEs+1 , on a

P[Xs+1 ∈ A |Xs = x] > ν(A) pour tout x, où ν est la mesure sur Es+1 de masse totale p
définie par

ν(A) = P[Z(s s+1) est constante et Xs+1 ∈ A].

Nous verrons dans le chapitre 16 que réciproquement, si pour une chaîne de Markov (Xn)n60,
les probabilités P[Xs+1 ∈ · |Xs = x] sont minorées par une mesure de masse totale non
nulle qui ne dépend pas de x, alors nous pouvons construire une chaîne constructive telle que
P
[
Z(s s+1) est constante

]
> 0.
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Preuve de la proposition 9.3.1. Supposons la condition réalisée. Notons G la filtration engen-
drée par (Xn, Vn)n60, et considérons un espace probabilisé (Ω,A,P) avec deux copies de G

indépendantes G′ et G∗. Pour tout n < 0 on note

Z′
n(x) = H

(n 0)
(V ′

n+1,...,V ′
0)

(x) si bien que X ′
0 = Z′

n(X ′
n).

et on pose Dn = P
[
Z′

n(X ′
n) 6= Z′

n(X∗
n)
]
. Alors X0 satisfait le critère de Doeblin fort si et

seulement si Dn −→ 0 d’après la proposition 9.1.3.
On définit les événements

Am =
{
Z(sm sm+1) est constante

}
.

pour tout m < 0. Ce sont des événements indépendants et sous notre hypothèse, le lemme de
Borel-Cantelli affirme qu’une infinité d’entre eux sont réalisés presque sûrement . Or

P
[
Z′

n(X ′
n) = Z′

n(X∗
n)
]

> P




0⋃

m,sm>n

Am


 ,

d’où Dn −→ 0.

La proposition suivante est une généralisation d’un résultat de Rosenblatt [Ros1].

Proposition 9.3.3. Soit E un espace métrique standard et soit
(
(Xn, Vn), f ;En

)
n60

une
chaîne de Markov constructive homogène. On note G sa filtration. On pose Tu(x) = f(x, u).

1) S’il existe s 6 0 tel que l’application x 7→ TV0 ◦ TV−1 ◦ · · · ◦ TVs(x) est constante avec
une probabilité non nulle, alors X0 satisfait le critère de Doeblin fort avec (Vn)n60. Par
conséquent, G est engendrée par le processus d’innovations (Vn)n60.

2) Lorsque E est fini et qu’il existe un réel ε > 0 tel que P[Xn = i] > ε pour tout i ∈ E et
tout entier n 6 0 (donc en particulier lorsque (Xn) est stationnaire), alors la réciproque
est vraie : dans ce cas si G est engendrée par (Vn)n60, il existe s 6 0 tel que l’application
x 7→ TV0 ◦ TV−1 ◦ · · · ◦ TVs(x) est constante avec une probabilité non nulle.

Démonstration. 1) Par homogénéité, G est engendrée par (Vn)n60 si et seulement si X0 est
mesurable dans la tribu engendrée par (Vn)n60. Or si l’application TV0 ◦ TV−1 ◦ · · · ◦ TVs est
constante avec une probabilité non nulle, la proposition 9.3.1 appliquée avec sn = |n|(s − 1)
montre que X0 satisfait le critère de Doeblin fort avec (Vn)n60.

2) Supposons que (Xn) est standard, que E est fini, et que presque sûrement l’application
TV0 ◦ TV−1 ◦ · · · ◦ TVs n’est pas constante, pour tout s 6 0. Soit n 6 0 fixé. On utilise les
notations du début de cette section et on se place dans l’espace probabilisé (Ω,A,P) de la
définition 9.1.2. Posons C′

n = σ(V ′
n+1, . . . , V

′
0). On choisit deux élements S ′ ∈ E, T ′ ∈ E,

mesurables pour C′
n tels que

TV ′
0
◦ · · · ◦ TV ′

n+1
(S′) 6= TV ′

0
◦ · · · ◦ TV ′

n+1
(T ′)

presque sûrement. Constatons que

P
[
X ′

n = S′, X∗
n = T ′ |C′

n

]
= P

[
X ′

n = S′ |C′
n

]
P
[
X∗

n = T ′ |C′
n

]
> ε2,

d’où P
[
X ′

n = S′, X∗
n = T ′

]
> ε2 et par conséquent P

[
X ′

0 6= X ′′n
0

]
> ε2. Ceci montre que X0 ne

satisfait pas le critère de Doeblin avec (Vn)n60, donc qu’elle n’est pas mesurable pour la tribu
engendrée par (Vn)n60 par la proposition 9.1.3.
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Comme application du 2) de cette proposition, on retrouve que la filtration de l’exemple de
Vinokurov vu dans la section 2.2 n’est pas engendrée par ses innovations εn.



10. I-JONCTION EN ARBRE.

Avant Vershik, aucun exemple n’avait été donné d’une filtration conditionnellement homogène,
kolmogorovienne et essentiellement séparable mais qui n’est pas de type produit. Son premier
exemple est une filtration dyadique (Example 1, [Ver] p. 739, et [Ver68]). Pour le démontrer,
Vershik n’a pas utilisé son critère de standardité sous sa forme générale, mais celui qu’il a
énoncé pour les filtrations rn-adiques seulement, où interviennent les automorphismes d’arbre.
En effet dans [Ver] le critère de standardité est défini dans deux cas : le premier concerne
seulement les filtrations essentiellement séparables rn-adiques, nous l’appelons critère de stan-
dardité rn-adique (9) ; le deuxième concerne les filtrations essentiellement séparables générales
et généralise le premier. Nous ne savons pas traduire le critère de standardité rn-adique en
termes probabilistes, mais le critère de I-jonction en arbre que nous allons définir maintenant
lui ressemble fortement. Le critère de Doeblin en est un cas particulier. Énoncé pour toutes les
filtrations de type produit local conditionnellement séparables, nous verrons très facilement
que le critère de I-jonction en arbre est équivalent au critère de Vershik de premier niveau.
Dans les chapitres suivants nous l’utiliserons pour démontrer que des filtrations ne sont pas
de type produit.

10.1 Coïmmersions en arbre.

Ici nous définissons les coïmmersions en arbre. Elles sont au cœur de la démonstration du
théorème 1.1.1, et aussi nous les utiliserons pour étudier des exemples intéressants de filtrations
(chapitres 11 et 12).

Lemme 10.1.1. Soient F = (Fn)n60 et G = (Gn)n60 des filtrations sur un espace probabilisé
(Ω,A,P), et n0 6 0. On définit les filtrations Fn0K = (Fn)n6n0 , FJn0 = (Fn0 ,Fn0+1, . . . ,F0),
Gn0K = (Gn)n6n0 , et GJn0 = (Gn0 ,Gn0+1, . . . ,G0), Alors F est immergée dans G si et seulement
si Fn0K est immergée dans Gn0K et FJn0 est immergée dans GJn0 .

Démonstration. C’est une conséquence facile du lemme 8.2.6.

Définition 10.1.2. Soit n0 < 0 un entier. Soit F = (Fn)n60 une filtration et soient F′

et F′′ deux filtrations isomorphes à F. On dit que (F′,F′′) est une coïmmersion de F en
arbre sur Kn0, 0K si les filtrations F′ et F′′ sont coïmmergées et pour tout n ∈Kn0, 0K, on a
F′

n ∨ F′′
n = F′

n ∨ F′′
n0

= F′
n0

∨ F′′
n.

Lemme 10.1.3. Soit n0 < 0 un entier et soit F = (Fn)n60 une filtration de type produit local
sur Kn0, 0K. On note (Vn0+1, . . . , V0) une innovation de F sur Kn0, 0K. Soient F′ et F′′ deux
filtrations isomorphes à F. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) (F′,F′′) est une coïmmersion de F en arbre sur Kn0, 0K.

(b) Les filtrations (F′
n)n6n0 et (F′′

n)n6n0 sont coïmmergées et chacun des deux vecteurs aléa-
toires (V ′

n0+1, . . . , V
′
0) et (V ′′

n0+1, . . . , V
′′
0 ) est une innovation de la filtration F′ ∨ F′′.
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(c) Les filtrations (F′′
n)n6n0 et (F′′

n)n6n0 sont coïmmergées, chacun des deux vecteurs aléatoires
(V ′

n0+1, . . . , V
′
0) et (V ′′

n0+1, . . . , V
′′
0 ) est indépendant de la σ- algèbre F′

n0
∨F′′

n0
, et pour tout

n ∈Kn0, 0K, on a

F′
n ∨ F′′

n = (F′
n0

∨ F′′
n0

)∨̇σ(V ′
n0+1, . . . , V

′
n)

= (F′
n0

∨ F′′
n0

)∨̇σ(V ′′
n0+1, . . . , V

′′
n ).

Démonstration. (a) =⇒ (c) se déduit immédiatement de la définition, (c) =⇒ (b) est
évident. Le seul point non trivial de (b) =⇒ (a) est la coïmmersion qui se vérifie de la
manière suivante. Par symétrie et par le lemme 10.1.1, il suffit de montrer que la filtration
(F′

n0
,F′

n0+1, . . . ,F
′
0) est immergée dans la filtration (F′

n0
∨ F′′

n0
,F′

n0+1 ∨ F′′
n0+1, . . . ,F

′
0 ∨ F′′

0),
et cela se déduit du lemme 8.2.8.

La notation suivante sera utilisée plusieurs fois :

Notation 10.1.4. Soient F = (Fn)n60 une filtration avec une innovation (Vn0+1, . . . , V0) sur
Kn0, 0K. On se donne, sur un espace probabilisé (Ω,A,P), deux copies indépendantes F ′ et F∗

de la filtration F. Si (V ′′
n0+1, . . . , V

′′
0 ) est un vecteur aléatoire indépendant de F′

n0
∨̇F∗

n0
et de

même loi que (Vn0+1, . . . , V0), on note F
∗n0 ,V ′′

n0+1,...,V ′′
0 la filtration définie par

F
∗n0 ,V ′′

n0+1,...,V ′′
0

n =

{
F∗

n si n 6 n0

F∗
n0
∨̇σ(V ′′

n0+1, . . . , V
′′
n ) si n ∈Kn0, 0K.

D’après le lemme précédent, le couple (F′,F∗n0 ,V ′′
n0+1,...,V ′′

0 ) est ne coïmersion de F en arbre
sur Kn0, 0K. Avec la définition suivante, nous dirons que c’est une I(n0)-coïmmersion en arbre
de F.

Définition 10.1.5. Soit F = (Fn)n60 une filtration définie sur un espace de probabilité
(Ω,A,P). Soit n0 6 0. On dit que deux filtrations F′ = (F′

n)n60 et F′′ = (F′′
n)n60 définies sur un

même espace de probabilité (Ω,A,P) isomorphes à F, coïmmergées et telles que les σ- algèbres
F′

n0
et F′′

n0
sont indépendantes forment une, ou que (F′,F′′) est une, I(n0)-coïmmersion de F,

ou seulement une I-coïmmersion de F si on ne veut pas préciser n0. Lorsque (F′,F′′) est de
plus une coïmmersion de F en arbre sur Kn0, 0K, nous dirons une I-coïmmersion en arbre de
F sur Kn0, 0K, ou une I(n0)-coïmmersion en arbre de F, ou une IT(n0)-coïmmersion de F. On
dira aussi I-coïmmersion en arbre de F, ou IT-coïmmersion de F quand on ne précise pas n0.

Lemme 10.1.6. Soient F = (Ft)t∈T et G = (Gt)t∈T deux filtrations coïmmergées définies
sur un même espace de probabilité (Ω,A,P). Soit t0 ∈ T. Si les σ- algèbres Ft0 et Gt0 sont
indépendantes, alors il y a aussi indépendance entre les σ- algèbres Ft0 et G∞ et entre les
σ- algèbres F∞ et Gt0 .

Démonstration. Sous ces hypothèses, montrons que les σ- algèbres Ft0 et G∞ sont indépen-
dantes, l’autre indépendance s’en déduit par symétrie. Soient Ft0 une variable aléatoire bor-
née mesurable dans Ft0 et G∞ une variable aléatoire bornée mesurable dans G∞. On a
E[Ft0G∞ |Ft0 ∨̇Gt0 ] = Ft0E[G∞ |Ft0 ∨̇Gt0 ] et E[G∞ |Ft0∨̇Gt0 ] = E[G∞ |Gt0 ] par immersion de
G dans F ∨ G. On a donc E[Ft0G∞] = E

[
Ft0E[G∞ |Gt0 ]

]
= E[Ft0 ]E[G∞] par l’indépendance

entre Ft0 et Gt0 .

Lemme 10.1.7. Soit B une σ- algèbre, et sur un même espace probabilisé, soient B ′, B′′ deux
σ- algèbres isomorphes à B. Si W est une variable aléatoire mesurable pour B ′ ∨ B′′, il existe
une variable aléatoire Y mesurable pour B telle que σ(Y ′, Y ′′) ⊃ σ(W ).
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Démonstration. On peut écrire W = f(S ′, T ′′) où f est borélienne, S ∈ L0(B′) et T ∈ L0(B′′).
Il suffit de prendre une variable aléatoire Y telle que σ(Y ) ⊃ σ(S, T ).

Proposition 10.1.8. Sur un espace de probabilité (Ω,A,P), soit F = (Fn)n60 une filtration
avec, pour un entier n0 6 0, une innovation (Vn0+1, . . . , V0) sur Kn0, 0K. On note µn la loi
de Vn. Soit (F′,F′′) une coïmmersion de F sur (Ω,A,P). Alors les conditions suivantes sont
équivalentes :

(a) (F′,F′′) est une coïmmersion de F en arbre sur Kn0, 0K

(b) Pour tout n ∈Kn0, 0K, il existe une variable aléatoire Yn−1 ∈ L0(Fn−1) et une famille mesu-

rable {ψy′,y′′}y′,y′′∈R de transformations inversibles de µn telles que V ′′
n = ψ

(n)
Y ′

n−1,Y ′′
n−1

(V ′
n).

(c) Il existe une variable aléatoire Yn0 ∈ L0(Fn0) et une famille mesurable {τy′,y′′}y′,y′′∈R

d’éléments de Gn0(Vn0+1, . . . , V0) et telle que

(V ′′
n0+1, . . . , V

′′
0 ) = τY ′

n0
,Y ′′

n0
(V ′

n0+1, . . . , V
′
0),

où Gn0(Vn0+1, . . . , V0) est le groupe des changements d’innovations de F sur Kn0, 0K de
même loi que (Vn0+1, . . . , V0).

Démonstration. Cela se déduit de la proposition 4.4.8 et du lemme 10.1.7.

10.2 I-jonction en arbre.

Définition 10.2.1. Soit F = (Fn)n60 une filtration localement de type produit condition-
nellement séparable sur (Ω,A,P). On dit que F est I-joignable en arbre ou qu’elle satisfait le
critère de IT-jonction si pour toute variable aléatoire X ∈ Lsimple(F0), il existe n0 6 0 et un
espace de probabilité (Ω,A,P) avec une I(n0)-coïmmersion en arbre (F′,F′′) de F telle que les
copies X ′, X ′′ de X dans F′ et F′′ respectivement, vérifient P[X ′ 6= X ′′] < δ.

La proposition suivante va être démontrée dans cette section :

Proposition 10.2.2. Soit F = (Fn)n60 une filtration de type produit local essentiellement
séparable. Alors F est de type produit si et seulement si F est I-joignable en arbre.

Le lemme suivant sera utilisé ainsi que dans de futurs chapitres.

Lemme 10.2.3. On se donne un espace probabilisé (Ω,A,P), deux σ- algèbres B ⊂ A et
C ⊂ A indépendantes, et deux espaces mesurables (S,S) et (T,T). Pour s ∈ S, soient Xs des
éléments aléatoires dans T tous mesurables pour B et tels que l’application (s, ω) 7→ Xs(ω)
est mesurable. On se donne une fonction mesurable positive θ : T × T −→ [0,+∞[, et pour
deux éléments aléatoires X et Y dans T , on pose D[X,Y ] = E

[
θ(X,Y )] ∈ [0,+∞]. Si X est

mesurable pour B et si C est un élément aléatoire dans S mesurable pour C, alors il existe
s ∈ S tel que D[X,Xs] 6 D[X,XC ].

Démonstration. On a

D[X,XC ] = E
[
θ(X,XC)] = E

[
E
[
θ(X,XC) |C]

]

=

∫
E

[
θ
(
X,Xs

)]
dPC(s) =

∫
D
[
X,Xs

]
dPC(s).

Il doit donc exister s tel que D[X,Xs] 6 D[X,XC ].
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Pour le lemme qui suit, on se donne une filtration F = (Fn)n60 localement de type produit
sur (Ω,A,P), avec un processus d’innovation (Vn)n60, et on se donne une I(n0)-coïmmersion
en arbre (F′,F′′) de F sur (Ω,A,P). On note Yn0 une variable aléatoire mesurable dans Fn0

et {τy′,y′′}y′,y′′∈R une famille d’éléments de Gn0(Vn0+1, . . . , V0) qui dépend mesurablement de
(y′, y′′), tels que

(V ′′
n0+1, . . . , V

′′
0 ) = τY ′

n0
,Y ′′

n0
(V ′

n0+1, . . . , V
′
0),

ces objets existant grâce à la proposition 10.1.8.

Lemme 10.2.4. Soient E un espace métrique standard et θ : E ×E → [0,+∞[ une fonction
borélienne positive. Avec les notations ci-dessus, soient X ∈ L0(F0;E) et X ′ et X ′′ les copies
de X dans F′ et F′′. Alors pour un certain y′′ ∈ R, le vecteur

(Ṽn0+1, . . . , Ṽ0) = τY ′
n0

,y′′(V ′
n0+1, . . . , V

′
0)

est une innovation de F′ sur Kn0, 0K et il existe une variable Z̃ mesurable dans σ(Ṽn0+1, . . . , Ṽ0)
telle que E

[
θ(X ′, Z̃)

]
6 E

[
θ(X ′, X ′′)

]
.

Démonstration. On écrit X = f(Zn0 , Vn0+1, . . . , V0) pour une variable aléatoire Zn0 ∈ L0(Fn0)
et une fonction borélienne f . Par isomorphisme, on a X ′′ = f

(
Z ′′

n0
, τY ′

n0
,Y ′′

n0
(V ′

n0+1, . . . , V
′
0)
)
.

Prenons une variable aléatoire Wn0 telle que σ(Wn0) ⊃ σ(Zn0 , Yn0) et écrivons Zn0 = g(Wn0)
et Yn0 = h(Wn0) où g et h sont boréliennes.

Il y a indépendance entre F′′
n0

etX ′ d’après le lemme 10.1.6, et on obtient alors (Ṽn0+1, . . . , Ṽ0)
en appliquant le lemme 10.2.3 avec C = W ′′

n0
et Xs = f

(
g(s), τY ′

n0
,h(s)(V

′
n0+1, . . . , V

′
0)
)
, et

(Ṽn0+1, . . . , Ṽ0) est bien une innovation de F′ sur Kn0, 0K par la proposition 4.4.8.

Définition 10.2.5. Sur un espace de probabilité (Ω,A,P), soit F = (Fn)n60 une filtration de
type produit local conditionnellement séparable.

• Soit F un ensemble fini. On dit qu’une variable aléatoire X ∈ Lsimple(F0;F ) satisfait le
critère de I-jonction en arbre (sous-entendu : dans L1) si pour δ > 0, il existe un entier
n0 6 0 et une I(n0)-coïmmersion en arbre (F′,F′′) de F sur un espace de probabilité
(Ω,A,P) telle que P[X ′ 6= X ′′] < δ. On note IT simple(F;F ) l’ensemble des variables
aléatoires X ∈ Lsimple(F0;F ) qui satisfont le critère de I-jonction en arbre

• Soient (E, ρ) un espace métrique standard et X ∈ L1(F0;E). On dit que X satisfait
le critère de I-jonction en arbre (sous-entendu : dans L1) si pour δ > 0, il existe un
entier n0 6 0 et une I(n0)-coïmmersion en arbre (F′,F′) de F sur un espace de proba-
bilité (Ω,A,P) telle que E

[
ρ(X ′, X ′′)

]
< δ. On note IT 1(F;E) l’ensemble des variables

aléatoires X ∈ L1(F0;E) qui satisfont le critère de I-jonction en arbre.
• Soit (E, ρ) un espace métrique standard. On dit qu’une variable aléatoire X ∈ L0(F0;E)

satisfait le critère de I-jonction en arbre (sous-entendu : dans L0) si pour δ > 0, il existe
un entier n0 6 0 et une I(n0)-coïmmersion en arbre (F′,F′) de F sur un espace de
probabilité (Ω,A,P) telle que P

[
ρ(X ′, X ′′) > δ

]
< δ. On note IT 0(F;E) l’ensemble des

variables aléatoires X ∈ L0(F0;E) qui satisfont le critère de I-jonction en arbre.
• On dit qu’une σ- algèbre E0 ⊂ F0 satisfait le critère de I-jonction en arbre si L1(E0,R) ⊂
IT 1(F; R).

Le lemme suivant se vérifie aisément :

Lemme 10.2.6. Sur un espace de probabilité (Ω,A,P), soit F = (Fn)n60 une filtration loca-
lement de type produit conditionnellement séparable. Soit (E, ρ) un espace métrique standard.
Alors IT 1(F;E) est fermé dans L1(F0;E).
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Corollaire 10.2.7. Sur un espace de probabilité (Ω,A,P), soit F = (Fn)n60 une filtration
de type produit local conditionnellement séparable. Soient B une sous -σ- algèbre de F0 et
(Bm)m>0 une suite croissante de sous -σ- algèbres de B telle que Bm 1 B quand m → +∞.
Soit (E, ρ) un espace métrique standard. On suppose que pour tout m 6 0, toute variable
aléatoire X ∈ L1(Bm;E) satisfait le critère de I-jonction en arbre. Alors c’est aussi le cas de
toute variable aléatoire X ∈ L1(B;E).

Démonstration. C’est une conséquence du lemme 10.2.6.

Proposition 10.2.8. Sur un espace de probabilité (Ω,A,P), soit F = (Fn)n60 une filtra-
tion localement de type produit conditionnellement séparable. Soient (E, ρ) un espace métrique
standard. Une variable aléatoire X ∈ L1(F0;E) satisfait le critère de I-jonction en arbre si
et seulement si elle satisfait le critère de Vershik de premier niveau, ou en d’autres termes,
on a V 1(F;E) = IT 1(F;E). Par conséquent, une σ- algèbre E0 ⊂ F0 satisfait le critère de
I-jonction en arbre si et seulement si elle satisfait le critère de Vershik de premier niveau.

Démonstration. Si X ∈ L1(F0;E) satisfait le critère de I-jonction en arbre, une application
directe du lemme 10.2.4 avec θ = ρ montre qu’elle satisfait le critère de Vershik de premier
niveau. Réciproquement, supposons que X ∈ L1(F0;E) satisfait le critère de Vershik de pre-
mier niveau. On se donne δ > 0. On a alors un entier n0 6 0, une innovation (Ṽn0+1, . . . , Ṽ0)
de F sur Kn0, 0K, et une variable aléatoire Z dans E mesurable dans σ(Ṽn0+1, . . . , Ṽ0) telle que
E
[
ρ(X,Z)

]
< δ/2. On se donne, sur un espace probabilisé (Ω,A,P), deux copies indépen-

dantes F′ et F∗ de la filtration F et en utilisant les notations de la notation 10.1.4, on note F ′′

la filtration F
∗n0 ,eV ′

n0+1,...,eV ′
0 . Alors (F′,F′′) est une I(n0)-coïmmersion en arbre de F, et on a

E
[
ρ(X ′, X ′′)

]
6 E

[
ρ(X ′, Z ′)

]
+ E

[
ρ(Z ′, Z ′)

]
+ E

[
ρ(X ′′, Z ′′)

]

par l’inégalité triangulaire. Or Z ′ = Z ′′ puisque Z est mesurable dans σ(Ṽn0+1, . . . , Ṽ0), et on
obtient alors E

[
ρ(X ′, X ′′)

]
6 2E

[
ρ(X,Z)

]
< δ.

Corollaire 10.2.9. Sur un espace de probabilité (Ω,A,P), soit F = (Fn)n60 une filtration
localement de type produit avec un processus d’innovations. Alors F est I-joignable en arbre si
et seulement si F vérifie le critère de Vershik de premier niveau.

Démonstration. C’est une conséquence facile des définitions et de la proposition 10.2.8 appli-
quée avec la distance discrète sur tout ensemble fini F .

La proposition 10.2.2 se déduit alors de ce corollaire et de la proposition 3.1.5. Donnons encore
quelques conséquences de la proposition 10.2.8 et des résultats de la section 3.

Corollaire 10.2.10. Sur un espace probabilisé (Ω,A,P), soient F = (Fn)n60 une filtration
de type produit local conditionnellement séparable.

1) Soit E0 ⊂ F0 une σ- algèbre. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

a) E0 satisfait le critère de I-jonction en arbre.

b) Pour tout ensemble fini F , toute variable aléatoire X ∈ Lsimple(E0;F ) satisfait le critère
de I-jonction en arbre. En d’autres termes, Lsimple(E0;F ) ⊂ IT simple(F;F ).

c) Toute variable aléatoire réelle X ∈ L0(E0) satisfait le critère de I-jonction en arbre. En
d’autres termes, L0(E0) ⊂ IT 0(F).
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2) Soit E un espace métrique standard et X ∈ L1(F0;E). Alors X satisfait le critère de
I-jonction en arbre si et seulement si σ(X) satisfait le critère de I-jonction en arbre.

Démonstration. C’est une conséquence de la proposition 10.2.8 et des parties 1) et 3) de la
proposition 3.3.3.

Les deux corollaires suivants s’en déduisent immédiatement :

Corollaire 10.2.11. Sur un espace probabilisé (Ω,A,P), soient F = (Fn)n60 une filtration de
type produit local conditionnellement séparable. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) La filtration F satisfait le critère de I-jonction en arbre.

b) La σ- algèbre F0 satisfait le critère de I-jonction en arbre.

c) Toute variable aléatoire X ∈ L0(F0) satisfait le critère de I-jonction en arbre. En d’autres
termes, L0(F0) ⊂ IT 0(F).

Corollaire 10.2.12. Sur un espace de probabilité (Ω,A,P), soit F = (Fn)n60 une filtration de
type produit local conditionnellement séparable. Soient (E, ρ) un espace métrique standard et
F ⊂ E une partie finie de E. Alors IT simple(F;F ) = IT 1(F;E)∩Lsimple(F0;F ) = IT 0(F;E)∩
Lsimple(F0;F ) et IT 1(F;E) = IT 0(F;E) ∩ L1(F0;E).

Remarque. — On trouve plusieurs notions de confort dans la littérature ([ES]), et toutes
ont la propriété d’être stables par immersion : une filtration immergée dans une filtration
confortable est confortable. D’abord, cela ne peut s’énoncer pour le critère de I-jonction en
arbre puisqu’il ne concerne que les filtrations tplcs, et nous verrons même qu’une filtration
tplcs ne satisfait pas nécessairement le critère de I-jonction en arbre si elle est immergée dans
une filtration tplcs qui satsifait le critère de I-jonction en arbre (nous le verrons sur la filtration
de l’exemple de Vinokurov).



11. LE CONTRE-EXEMPLE DES MOTS

DÉCOUPÉS.

Nous allons utiliser le critère de I-jonction en arbre pour établir des conditions suffisantes sur
un processus de mots découpés pour qu’il n’engendre pas une filtration de type produit. Dans
le cas où l’alphabet est fini, vérifier que le critère de I-jonction en arbre n’est pas satisfait
sera ramené à un problème de nature combinatoire. Nous en déduirons le cas des alphabets
généraux à l’aide des résultats de second niveau de la théorie de Vershik. Comme nous l’avons
déja signalé dans le chapitre 6 (section 6.4), les filtrations des processus des mots découpés
rn-adiques sont étudiées dans [Ver], mais sous une autre forme ; la condition que nous allons
obtenir sur la suite de découpage (condition (∆), proposition 11.4.2), sous laquelle la filtration
du processus des mots découpés rn-adique n’est pas de type produit, est aussi établie dans
[Ver].

11.1 Coïmmersions en arbre de deux processus de mots
découpés.

Sur un espace probabilisé (Ω,A,P), nous considérons le processus rn-adique des mots découpés
(Xn, ηn)n60 sur l’alphabet (A,A, µ), tel qu’il est défini dans le chapitre 6. La filtration qu’il en-
gendre est notée F = (Fn)n60. Pour un entier n0 < 0, nous considérons une I(n0)-coïmmersion
en arbre (F′,F′′) de F. Comme à notre habitude, les copies d’une variable aléatoire X ∈ L0(F0)
dans F′ et F′′ sont notées X ′ et X ′′ respectivement. Nous utilisons les notations de la sec-
tion 6.1 concernant les processus de mots découpés et les notations de la section 4.4 sur les
changements d’innovation et les automorphismes d’arbre. La suite (rn)n60 est fixée et nous
notons Tn0 l’arbre rn-adique de hauteur |n0| et T max

n0
l’ensemble de ses branches maximales.

De par la proposition 10.1.8, il existe une variable aléatoire Yn0 ∈ L0(Fn0) et une famille τy′,y′′

d’automorphismes de l’arbre rn-adique Tn0 de hauteur |n0| tels que

(η′′n0+1, . . . , η
′′
0 ) = τY ′

n0
,Y ′′

n0
(η′n0+1, . . . , η

′
0).

Pour tout m ∈Kn0, 0K, X ′′
m+1 = s

(m+1)
m (X ′′

m, η
′′
m+1) est le η′′m+1-ème mot des rm+1 sous-mots

de X ′′
m de longueur `m+1 qui forment X ′′

m par concaténation de la gauche vers la droite. Nous
voulons étudier le critère de I-jonction en arbre pourX0, c’est-à-dire étudier la quantité P[X ′

0 6=
X ′′

0 ]. Dans la section suivante, nous donnons les outils nécessaires pour étudier l’évolution de
l’instant n0 à l’instant 0 des deux processus couplés sur l’événement {X ′

n0
= w′

n0
, X ′′

n0
= w′′

n0
}.
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áãâä5åçæéè âäeåëê&ìí åCî`ï --
ánâä5å'ðÁñ ê'ìí åCî-ò --

áãâäeå3ðqó áãâô ñ ê'ìå ++
á âõ

á â âä åçæéè â âä åëê ì ìí åCî`ï --
á â âä å ðÁñ ê ì ìí åCî-ò --

á â âä å ðqó á âô ñ ê ì ìå ,,
ánâ âõ

Fig. 11.1: Les deux processus couplés.

11.2 Le mécanisme de découpage.

Soit A un alphabet. Une suite r = (rn)n60 d’entiers positifs est donnée. Pour tout n 6 0, on
pose `n =

∏0
k=n+1 rk. Ainsi `0 = 1 et `n−1 = rn`n pour tout n 6 0. Pour n 6 0, on pose

`n = 2|n|. Nous avons défini le mécanisme de découpage rn-adique
(
s
(n+1)
n

)
n<0

dans le chapitre
6. Pour n < 0 fixé, on définit maintenant par récurrence des applications

s(m)
n : A`n × {1, . . . , rn+1} × · · · × {1, . . . , rm} −→ A`m , pour m ∈Kn, 0K, par

s(n+k+1)
n (wn, en+1, . . . , en+k, en+k+1) = s

(n+k+1)
n+k

(
s(n+k)
n (wn, en+1, . . . , en+k), en+k+1

)
.

Avec ces notations, si (Xn, ηn) est le processus des mots découpés rn-adique sur A, alors

Xn+k = s(n+k)
n (Xn, ηn+1, . . . , ηn+k).

Nous posons sn = s
(0)
n pour alléger la notation. Cette application se lit commodément sur un

arbre rn-adique Tn de hauteur |n| étiqueté, comme cela est présenté sur la figure 11.2(a) où

n = −3 et w = abcdefgh ; on y lit par exemple s−(1)
−3 (w, 2, 1) = w5w6 au bout de la branche

(2, 1) de l’arbre. La lettre que l’on lit au bout d’une branche maximale (en+1, . . . , e0) ∈ T max
n

est sn(w, en+1, . . . , e0).

ö<÷øö-ù
ú ûö³÷�ö-ù

ö`üýö-þ
ú ûö-üÿö-þ

ú û
ö<÷ ö`ù�ö`üÿö-þ

ö��ýö��
ú ûö���ö��

ö�� ö��
ú ûö���ö��

ú û
ö���ö��ÿö���ö��

ú û
ö³÷�ö-ù�ö`ü�ö`þ�ö���ö���ö���ö��

(a) L’arbre de découpage de
w = w1w2w3w4w5w6w7w8

���

� �
�	�


��

� �

�

� �

�	��
�

���

� �
���

���

� �
���

� �

������

� �

��
����������

(b) L’arbre de découpage de
{1, 2, . . . , `n}

Fig. 11.2: Deux arbres étiquetés.

Définition 11.2.1. Nous utilisons les notations précédentes.

• Soit w un mot de longueur `n, et (en+1, . . . , e0) ∈ T max
n une branche maximale de l’arbre

rn-adique de hauteur |n|. La lettre sn(w, en+1, . . . , e0) est appelée la lettre extraite de w
par découpages successifs avec (en+1, . . . , e0).
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• Soit (en+1, . . . , e0) ∈ T max
n . On note jn(en+1, . . . , e0) l’indice de la lettre qui n’est pas

effacée dans un mot de longueur `n lorsque l’on découpe avec (en+1, . . . , e0). C’est l’entier
que l’on lit au bout de la branche (en+1, . . . , e0) sur l’arbre étiqueté de la figure 11.2(b)
(où n = −3).

Action d’un automorphisme d’arbre sur le découpage. — Nous notons Gn le groupe
des automorphismes de l’arbre rn-adique de hauteur |n|. Il agit naturellement sur les mots
de longueur `n de la manière suivante. En lisant de gauche à droite les lettres en bas de
l’arbre étiqueté de la figure 11.2(a), on retrouve le mot w placé à la racine de l’arbre. Si un
automorphisme d’arbre τ ∈ Gn est appliqué à l’arbre étiqueté, le mot qu’on lit de gauche
à droite les lettres en bas de l’arbre transformé est transformé en un mot qu’on note τ.w.
Ceci est représenté sur la figure 11.3. Plus sérieusement (indépendamment de l’alphabet), τ
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Fig. 11.3: τ.abcdefgh = feghdcab.

s’identifie à une permutation de {1, 2, . . . , `n} qu’on note encore τ , et agit alors sur tout mot
w = w1w2 · · ·w`n

de longueur `n par la formule τ.w = wτ(1)wτ(2) · · ·wτ(`n). On fait apparaître
cette permutation en lisant de gauche à droite τ(1), τ(2), . . . , τ(`n) en bas de l’arbre étiqueté de
la figure 11.3 avec le mot w = 12 . . . `n. à la racine de l’arbre. Ainsi, nous avons aussi une action
de Gn sur l’ensemble {1, 2, . . . , `n}. C’est une action fidèle, c’est-à-dire que l’identification de
τ ∈ Gn avec la permutation i 7−→ τ(i) de {1, 2, . . . , `n} est un morphisme de groupe injectif.

Nous écrivons dans le lemme suivant la définition de Gn en tant que sous-groupe du groupe
des permutations de {1, 2, . . . , `n} que donne cette identification, où nous utilisons les notations
de la section 6.1 :

Lemma 11.2.2. La suite de groupes (G
(rn)
n )n60 est définie par :



11. Le contre-exemple des mots découpés. 94

1. Pour tout n 6 0, G(rn)
n est un sous-groupe du groupe des permutations de l’ensemble

I
(rn)
n = {1, 2, . . . , `n} ;

2. Pour n 6 −1, toute permutation de I (rn)
n qui permute seulement les intervalles I (rn)

n,j ’s

sans changer l’ordre à l’intérieur d’eux est un élément G(rn)
n .

3. Pour tout n 6 −1, si g1, . . . , grn+1 sont dans G(rn)
n+1, alors la permutation g de I`n

agissant

comme g1 sur I(rn)
n,1 , comme g2 sur I(rn)

n,2 , . . ., et comme grn+1 sur I(rn)
n,rn+1, est dans G(rn)

n .

Remarque 11.2.3 (Cardinal de Gr
n). On a

#Gr
n =

(
rn+1!

)(
rn+2!

)rn+1
(
rn+3!

)rn+1rn+2 · · ·
(
r0!
)rn+1rn+2···r−1 ,

et en passant cette égalité au logarithme ceci donne

log #Gr
n =

0∑

k=n+1

k−1∏

i=n+1

ri log(rk!)

=

0∏

i=n+1

ri

0∑

k=n+1

log(rk!)∏0
j=k rj

= `n

0∑

k=n+1

log(rk!)

`k−1
.

Remarque 11.2.4. Soit (en+1, . . . , e0) ∈ T max
n , et i = jn(en+1, . . . , e0) (définition 11.2.1).

Alors la lettre sn

(
w, τ(en+1, . . . , e0)

)
au bout de la branche τ(en+1, . . . , e0) de l’arbre de

découpage pour w (figure 11.2(a)) est la τ(i)-ème lettre wτ(i) de w, et aussi la i-ème lettre
τ.wi de τ.w : on a

τ(i) = jn
(
τ(en+1, . . . , e0)

)

et
sn

(
w, τ(en+1, . . . , e0)

)
= sn(τ.w, en+1, . . . , e0) . (11.2.1)

Croissance des Gn-orbites. — On définit la Gn-orbite d’un mot w ∈ A`n par On(w) =
{τ.w | τ ∈ Gn}. À moins que A ne soit réduit à un point ou que n ∈ {−1, 0}, il n’y a aucune
Gn-orbite qui égale A`n tout entier. On note δn la métrique de Hamming entre deux mots
dans A`n . Un réel α ∈]0, 1] étant donné, on définit la (Gn, α)-orbite de w par

On,α(w) =
{
w′ ∈ A`n | ∃w′ ∈ On(w), δn(w,w′) < α

}
.

Alors
w′ ∈ On,α(w) ⇐⇒ dn(w,w′) < α,

où
dn(w,w′) = inf

τ∈Gn

δn(w, τ.w′).

Nous posons la question suivante :

Question 11.2.5. Étant donné α > 0, peut-on trouver un entier n0 et un mot wn0 ∈ A`n0

tels que
#On0,α(wn0)

#A`n0
> 1 − α ?

En termes équivalents, est-ce que

inf
wn

#On,α(wn)

#A`n
−−−−−→
n→−∞

1 pour tout α ?
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Cette question admet la formulation probabiliste suivante. On introduit un espace probabilisé
(Ω,A,P) avec deux mots aléatoires Xn et X ′

n de longueur `n, chacun d’eux de loi uniforme
sur A`n . Alors on a

#On,α(wn)

#A`n
= P

[
X ′

n ∈ On,α(wn)
]

= P
[
dn(wn, X

′
n) 6 α].

Remarquons que

sup
wn

P
[
dn(wn, X

′
n) 6 α] −−−−−→

n→−∞
1 pour tout α ⇐⇒ inf

wn

E
[
dn(wn, X

′
n)] −−−−−→

n→−∞
0,

et notons que

inf
wn

E
[
dn(wn, X

′
n)] 6 E

[
dn(Xn, X

′
n)] 6 2 inf

wn

E
[
dn(wn, X

′
n)],

et ainsi la question 11.2.5 devient :

Question 11.2.6. Est-ce que

E
[
dn(Xn, X

′
n)] −−−−−→

n→−∞
0 ?

Le jeu des mots découpés. — Soit n 6 0. On note (Xn, ηn)n60 un processus des mots
découpés rn-adique sur un alphabet A. Pour étudier le critère de I-jonction en arbre pour
X0, nous ferons appel à la construction suivante de deux suites

(
(X ′

n+1, η
′
n+1), . . . , (X

′
0, η

′
0)
)

et(
(X ′′

n+1, η
′′
n+1), . . . , (X

′′
0 , η

′′
0 )
)

de même loi que (Xn, ηn)n60 sur Kn, 0K, que nous donnons sous
forme de la modélisation de l’évolution d’un jeu avec des lettres et des dés. Ce jeu consiste
à réaliser la prouesse suivante. Deux mots X ′

n et X ′′
n de longueur `n sont indépendamment

tirés au hasard. Le joueur a le mot X ′′
n en main. Il choisit en fonction de X ′

n et X ′′
n une

permutation de {1, 2, . . . , rn+1} qu’on note ϕ(n+1)
X′

n,X′′
n
. Un dé équilibré η′n+1 de rn+1 faces est

lancé indépendamment du présent et le mot X ′
n subit le découpage avec η′n+1 : on note X ′

n+1 =

s
(n+1)
n (X ′

n, η
′
n+1) le η′n+1 sous-mot de longueur `n+1 de X ′

n. Le joueur découpe son mot avec

η′′n+1 := ϕ
(n+1)
X′

n,X′′
n
(η′n+1) : il garde en main X ′′

n+1 = s
(n+1)
n (X ′

n, η
′′
n+1). Il choisit maintenant en

fonction de ce qui s’est passé une permutaion ϕ(n+1)
X′

n,X′′
n ,η′

n+1
de {1, 2, . . . , rn+2}. Indépendamment

de ce qui s’est passé, un dé η′′n+1 de rn+2 faces est lancé, et ainsi de suite, le joueur continue
à découper son mot et à choisir une permutation pour le tirage suivant, jusqu’à ce qu’il ne lui
reste plus qu’une lettre X ′′

0 en main, qu’il compare à la lettre X ′
0 finalement extraite de X ′

n ;
il gagne si ces lettres sont identiques.

Sa stratégie est donnée par les permutations ϕ(n+1)
w′

n,w′′
n
, ϕ(n+2)

w′
n,w′′

n,e′n+1
, . . ., ϕ(n+k)

w′
n,w′′

n,e′n+1,...,e′
n+k

,

. . ., ϕ(0)
w′

n,w′′
n,e′n+1,...,e′0

, qu’il peut se fixer avant le début du jeu pour chaque issue possible

(w′
n, w

′′
n, e

′
n+1, . . . , e

′
0) de (X ′

n, X
′′
n , η

′
n+1, . . . , η

′
0). Le jeu est décrit par la construction récur-

rente suivante : à l’instant n+ k + 1, le dé η ′n+k+1 est indépendant de ce qui s’est passé et le
joueur construit

η′′n+k+1 = ϕ
(n+k+1)
X′

n,X′′
n ,η′

n+1,...,η′
n+k

(η′n+k+1)

et
X ′′

n+k+1 = s
(n+k)
n+k (X ′′

n+k, η
′′
n+k+1).
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On a alors
(η′′n+1, η

′′
n+2, . . . , η

′′
0 ) = τX′

n,X′′
n
(η′n+1, η

′
n+2, . . . , η

′
0)

où τw′,w′′ est l’automorphisme d’arbre

τw′,w′′ =

((
··
(
ϕ

(n+1)
w′,w′′nϕ

(n+2)
w′,w′′,•n+1

)
n· · ·

)
nϕ

(−1)
w′,w′′,(•n+1,•n+2,...,•−2)

)
nϕ

(−0)
w′,w′′,(•n+1,•n+2,...,•−2,•−1),

et la stratégie du joueur correspond à la donnée de la famille d’automorphismes d’arbre
{τw′,w′′}w′,w′′ ..

Question 11.2.7. On dit que le joueur a une stratégie gagnante si pour tout n, il sait comment
jouer à partir de l’instant n (c’est-à-dire comment choisir la famille {τw′,w′′}w′,w′′) en sorte que

P[X ′
0 6= X ′′

0 ] −→ 0 quand n→ −∞.

Est-ce que le joueur a une stratégie gagnante ?

La meilleure stratégie et les Gn-orbites. — Maintenant nous allons établir que la
question 11.2.7 est la même que la question 11.2.6 (et donc que la question 11.2.5).

Notation 11.2.8. Soit (A,A) un espace mesuré et θ : A×A −→ [0,+∞[ une distance mesu-
rable sur A. On appelle la θ-métrique de Hamming δθ

n(w′, w′′) entre deux mots w′ et w′′ de
longeuur `n définie par

δθ
n(w′, w′′) =

1

`n

`n∑

i=1

θ
(
w′(i), w′′(i)

)
,

et on définit la pseudo-distance dθ
n(w′, w′′) entre w′ et w′′ par

dθ
n(w′, w′′) = inf

τ∈Gn

δθ
n(w′, τ.w′′),

où Gn est le groupe des automorphismes de l’arbre rn-adique Tn de hauteur |n|. Quand
θ(a, b) = 1l{a6=b} est la distance discrète, on utilise les notations δn(w′, w′′) et dn(w′, w′′),
et on appelle aussi δn la métrique de Hamming simple.

Lemma 11.2.9. Avec les notations du jeu des mots découpés, soient (A, θ) un espace métrique
séparable et A la tribu borélienne de A. Alors on a

E
[
θ(X ′

0, X
′′
0 ) |X ′

n, X
′′
n

]
= δθ

n(w′
n, τw′

n,w′′
n
.w′′

n) sur {X ′
n = w′

n, X
′′
n = w′′

n}.

Démonstration. L’indépendance entre (η ′n+1, . . . , η
′
0) et (X ′

n, X
′′
n) donne, sur l’événement {X ′

n =
w′

n, X
′′
n = w′′

n},

E
[
θ(X ′

0, X
′′
0 ) |X ′

n, X
′′
n

]
= E

[
θ
(
sn(w′

n, η
′
n+1, . . . , η

′
0), sn(τw′

n,w′′
n
.w′′

n, η
′
n+1, . . . , η

′
0)
)]

=
1

`n

∑

(en+1,...e0)∈T max
n

θ
(
sn(w′

n, en+1, . . . , e0), sn(τw′
n,w′′

n
.w′′

n, en+1, . . . , e0)
)

=
1

`n

∑

i∈{1,...,`m}

θ
(
w′

n(i), τw′
n,w′′

n
.w′′

n(i)
)

= δθ
n(w′

n, τw′
n,w′′

n
.w′′

n).
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Par conséquent, la meilleure stratégie du joueur consiste à prendre pour τwn,w′
n

un automor-
phisme d’arbre qui atteint le minimum dans la définition de dn(wn, w

′
n), c’est-à-dire tel que

δn(w′
n, τw′

n,w′′
n
.w′′

n) = inf
τ∈Gn

δn(w′
n, τ.w

′′
n),

et avec ces choix,
P[X ′

0 6= X ′′
0 ] = E

[
dn(X ′

n, X
′′
n)
]
.

11.3 Mots découpés non standard : lemme.

Sur un espace probabilisé (Ω,A,P), nous considérons le processus rn-adique des mots découpés
(Xn, ηn)n60 sur l’alphabet (A,A, µ), tel qu’il est défini dans le chapitre 6. La filtration qu’il
engendre est notée F = (Fn)n60. Pour un entier n < 0, nous considérons une I(n)-coïmmersion
en arbre (F′,F′′) de F. Par la proposition 10.1.8, on a

(V ′′
n+1, . . . , V

′′
0 ) = τY ′

n,Y ′′
n
(V ′

n+1, . . . , V
′
0),

où Y ′
n et Y ′′

n sont les copies d’une variable aléatoire Yn ∈ L0(Fn) et {τy′,y′′}y′,y′′∈R est une
famille mesurable d’automorphismes d’arbre. On démontre alors le lemme suivant comme le
lemme 11.2.9 :

Lemme 11.3.1.
E
[
θ(X ′

0, X
′′
0 ) |F′

n∨̇F′′
n

]
= δθ

n(X ′
n, τY ′

n,Y ′′
n
.X ′′

n).

On en déduit alors :

Lemme 11.3.2. La I(n)-coïmmersion en arbre (F′,F′′) de F qui minimise au mieux E
[
θ(X ′

0, X
′′
0 )
]

est donnée par un automorphisme d’arbre aléatoire τX′
n,X′′

n
où on choisit τwn,w′

n
qui atteint le

minimum dans la définition de dθ
n(wn, w

′
n), c’est-à-dire tel que

δθ
n(w′

n, τw′
n,w′′

n
.w′′

n) = inf
τ∈Gn

δθ
n(w′

n, τ.w
′′
n),

et avec un tel choix, on a
E
[
θ(X ′

0, X
′′
0 )
]

= E
[
dθ

n(X ′
n, X

′′
n)
]
.

Par conséquent, lorsque θ munit A d’une structure d’espace métrique séparable, X0 satisfait
le critère de I-jonction en arbre si et seulement si

E
[
dθ

n(X ′
n, X

′′
n)
]
−→ 0 quand n→ −∞,

dès que (X ′
n, η

′
n)n60 et (X ′′

n, η
′′
n)n60 sont deux copies indépendantes du processus (Xn, ηn)n60.

Remarque 11.3.3. Les lemmes 11.3.1 et 11.3.2 sont encore valables lorsque X ′
n et X ′′

n ont
des lois quelconques sur A`n , du moment qu’ils sont indépendants. Donc ils s’appliquent à
toute chaîne de Markov (Wn, ηn)n60 dont le mécanisme de transition est le même que celui

des mots découpés, et (donc) dont les lois γn de Wn vérifient s(n+1)
n (γn ⊗µn+1) = γn+1, où µn

est la probabilité uniforme sur {1, 2, . . . , rn+1}.

Question 11.3.4. Comment peut-on caractériser les suites de lois (γn)n60 pour laquelle la
filtration de (Wn, ηn)n60 n’est pas de type produit ?
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Nous allons rencontrer un tel processus dans le chapitre 12 pour lequel γn n’est pas une
mesure produit (pas le processus des mots rongés, mais son processus auxiliaire (Ŵn, εn)n60

qui engendre la même filtration que le processus des mots rongés), et le lemme 11.3.2 sera
utilisé pour étudier le critère de I-jonction en arbre sur sa filtration.

Discussion.— Nous avons vu dans le chapitre 6 que pour tout alphabet (A,A, µ) qui est
essentiellement séparable, le processus des mots découpés rn-adique engendre une filtration
de type produit sous la condition (∇). Il est connu ([Smo], [ES]) que lorsque rn ≡ 2 (le cas
dyadique), et que µ est la mesure de probabilité uniforme sur A, la filtration n’est pas de type
produit si #A > 2. Nous allons généraliser ce résultat en donnant une condition sur la suite
de découpage (rn)n60, appelée condition (∆) (proposition 11.4.2), sous laquelle la filtration du
processus des mots découpés rn-adique n’est pas de type produit pour tout alphabet (A,A, µ)
dès que µ n’est pas dégénérée. Nous utiliserons le lemme 11.3.2. Cette même condition sur la
suite de découpage a déjà été obtenue par Vershik [Ver] dans le cadre de son exemple 1 (voir
section 6.4) par des méthodes d’entropie.

Dans [Smo], le langage des paramétrisations (chapitres 16 et 17) est utilisé, alors que
dans [ES], c’est le langage du I-confort. Rien ne justifiait apparemment la présence des au-
tomorphismes d’arbre dans les preuves de [Smo] et [ES], et elles ne semblent pas s’adapter
directement au cas rn-adique. Comme [ES] les qualifie, ces outils sont du “second niveau ”
de la théorie de Vershik, appropriés aux filtrations générales ; l’outil que nous utilisons est le
critère de I-jonction en arbre, notre analogue du critère de standardité rn-adique de Vershik.

11.4 Mots découpés non standard : preuve.

Dans cette section, nous allons donner une condition suffisante sur la suite de découpage
(rn)n60 du processus des mots découpés, appelée condition (∆) dans la proposition 11.4.2,
pour que la filtration qu’il engendre ne soit pas de type produit, quel que soit l’alphabet, à
moins qu’il ne soit dégénéré. Sous cette condition, nous allons d’abord établir que le critère
de I-jonction en arbre n’est pas satisfait lorsque l’alphabet est fini, à l’aide du lemme 11.3.2.
Le cas d’un alphabet général sera obtenu à l’aide du second niveau de la théorie de Vershik.

Lemme pour le cas A fini. — Lorsque (Xn, ηn)n60 est le processus des mots rn-adique
sur un alphabet fini, nous n’allons pas montrer que le critère de I-jonction en arbre échoue
pour X0 sous la condition (∆), mais que l’on peut toujours trouver un entier N 6 0 tel que
le critère de I-jonction en arbre échoue pour XN . Nous allons alors d’abord adapter le lemme
11.3.2 pour Xn au lieu de X0.

Dans le lemme suivant, la suite de découpage (rn)n60 est fixée, A est un alphabet fini,
µ une mesure de probabilité quelconque sur A, et le processus des mots découpés rn-adique
(Xn, ηn)n60 est défini sur (Ω,A,P). La filtration qu’il engendre est notée F = (Fn)n60. Soit
N 6 0 un entier. Pour n 6 N , un mot de longueur `n sur A est la concaténation de `n/`N mots
de longueur `N , et peut ainsi être vu comme un mot de longueur `n/`N sur l’alphabet A`N . Le
mot aléatoire XN sur A est de longueur `N , et de cette manière le processus (XN+n, ηN+n)n60

est le processus des mots découpés sur l’alphabet A`N (de lettre finale XN ) muni de la mesure
de probabilité produit µ⊗`N , et avec comme suite de découpage (rN+n)n60. Si nous munissons
A`N de la métrique de Hamming simple notée θ pour un moment, alors pour n 6 N la θ-
métrique de Hamming sur (A`N )`n/`N est la métrique de Hamming simple sur A`n . On note

G
NK
n pour n 6 N le groupe des automorphismes de l’arbre (rN+n)n60-adique de hauteur |n| ;
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ainsi GNK
n est le groupe des changements d’innovation sur Kn,NK de la filtration (Fn)n6N . On

définit l’action τ.w de τ ∈ G
NK
n sur le mot w de longueur `n sur A comme pour N = 0 mais en

considérant que w est un mot de longueur `n/`N sur A`N . Puisque A est fini, la métrique de
Hamming simple sur A`N induit la topologie discrète et de manière analogue au lemme 11.3.2
appliqué avec la métrique de Hamming simple sur A`N pour θ, on a :

Lemma 11.4.1. Pour n 6 N , on pose

dNK
n (w′, w′′) = inf

τ∈G
NK
n

δn(w′, τ.w′′),

où GNK
n agit sur les mots de longueur `n/`N sur A`N comme il est décrit ci-dessus. Alors XN

satisfait le critère de I-jonction en arbre si et seulement si pour deux copies indépendantes F ′

et F′′ de F, on a
E
[
dNK

n (X ′
n, X

′′
n)
]
−→ 0 quand n→ −∞. (11.4.1)

Nous commençons maintenant à montrer qu’il est toujours possible de trouver N 6 0 tel
que (11.4.1) n’est pas vrai sous la condition (∆) donnée dans la proposition suivante :

Proposition 11.4.2. Si la suite de découpage (rn)n60 satisfait

0∑

k=−∞

log2(rk!)

`k−1
<∞, (∆)

alors pour tout espace probabilisé (A,A, µ), la filtration du processus des mots découpés rn-
adique n’est pas de type produit.

Nous utiliserons l’inégalité de grandes déviations suivantes, connue sous le nom d’inégalité
de Hoeffding :

Lemme 11.4.3. Sur un espace probabilisé (Ω,A,P), soient ξ1, . . . , ξn des variables aléatoires
indépendantes chacune de loi sur {0, 1} donnée par P[ξi = 1] = q, où 0 < q < 1. En posant
Zn =

∑n
i=1 ξn, on a, pour tout nombre réel α > 0,

P

[
Zn

n
6 q − α

]
6 e−2nα2

.

Nous renvoyons à [Shi], pp. 68–69, pour une preuve.
Dans le lemme 11.4.4 ci-dessous, A est fini et nous utilisons les notations du lemme

11.4.1. Par l’indépendance entre les mots X ′
n0

and X ′′
n0

, on a `n0 variables aléatoires i.i.d.
1l{X′

n0
(1)6=X′′

n0
(1)}, 1l{X′

n0
(2)6=X′′

n0
(2)}, . . ., 1l{X′

n0
(`n0 )6=X′′

n0
(`n0 )}. Leur loi sur {0, 1} est donnée

par

q(µ) := P[X ′
n0

(1) 6= X ′′
n0

(1)] = 1 −

#A∑

i=1

µ(i)2 et on pose p(µ) = 1 − q(µ), (11.4.2)

et on suppose que µ n’est pas dégénérée, c’est-à-dire que q(µ) > 0.

Lemme 11.4.4. Pour n < N 6 0, on pose S
NK
n =

∑N
k=n+1

ln(rk !)
`k−1

(on a alors #G
NK
n =

e`n.S
NK
n ).
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Sur un espace probabilisé (Ω,A,P), soient (X ′
n, η

′
n)n60 et (X ′′

n, η
′′
n)n60 deux copies indé-

pendantes du processus (Xn, ηn)n60. Soit N 6 0. Alors pour tout α > 0 et tout n0 < N , on
a

P
[
dNK

n0
(X ′

n0
, X ′′

n0
) 6 q(µ) − α

]
6

(
e

1− 2α2

S
NK
n0

)`n0S
NK
n0

.

Démonstration. Pour α > 0, une application du lemme 11.4.3 aux `n0 variables aléatoires i.i.d.
1l{X′

n0
(1)6=X′′

n0
(1)}, 1l{X′

n0
(2)6=X′′

n0
(2)}, . . ., 1l{X′

n0
(`n0 )6=X′′

n0
(`n0 )} donne

P
[
δn0(X

′
n0
, X ′′

n0
) 6 q − α

]
6 e−2`n0α2

.

Maintenant, pour tout automorphisme d’arbre τ , le mot τ.X ′′
n0

a la même loi que X ′′
n0

et
il est indépendant de X ′

n0
, donc on a

P
[
dNK

n0
(X ′

n0
, X ′′

n0
) 6 q(µ) − α

]
= P

[
∃τ ∈ GNK

n0
, δn0(X

′
n0
, τ.X ′′

n0
) 6 q(µ) − α

]

6
∑

τ∈G
NK
n0

P
[
δn0(X

′
n0
, τ.X ′′

n0
) 6 q(µ) − α

]

= e`n0S
NK
n0 P

[
δn0(X

′
n0
, X ′′

n0
) 6 q(µ) − α

]

6 (eS
NK
n0

−2α2
)`n0 ,

et ceci achève la preuve.

? Preuve de la proposition 11.4.2. ◦ Premier cas : A est fini. Supposons A fini et µ non

dégénérée. Posons SNK
−∞ =

∑N
k=−∞

ln(rk!)
`k−1

. Sous la condition (∆), on a SNK
−∞ % 0 quand N →

−∞. Soit N 6 0 un entier suffisamment petit pour que
√
S

NK
−∞

2
< q(µ). (11.4.3)

et α > 0 un réel tel que
√
S

NK
−∞/2 < α < q(µ). Pour n0 6 N , on a

1 −
2α2

S
NK
n0

6 1 −
2α2

S
NK
−∞

< 0,

et par le lemme 11.4.4,

P
[
dNK

n0
(X ′

n0
, X ′′

n0
) 6 q(µ) − α

]
6 e

1− 2α2

S
NK
−∞ =: β < 1.

Puisque β ne dépend pas de n0, on a, pour tout n0 6 N ,

E
[
dNK

n0
(X ′

n0
, X ′′

n0
)
]

> (q(µ) − α)P
[
dNK

n0
(X ′

n0
, X ′′

n0
) > q(µ) − α

]

> (1 − β)(q(µ) − α) > 0,

ce qui montre d’après le lemme 11.4.1 que XN ne satisfait pas le critère de I-jonction en arbre.
◦ Cas général. Maintenant soit (A,A, µ) un espace probabilisé quelconque avec µ non dégéné-
rée. À l’aide du cas précédent et du second niveau de la théorie de Vershik, nous allons établir
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la proposition 11.4.2. On considère une application f de A dans un ensemble {a, b} à deux
éléments telle que f(µ) n’est pas dégénérée. Si (Xn, ηn)n60 est le processus des mots découpés
rn-adique sur (A,A, µ), alors

(
f(Xn), ηn

)
n60

est le processus des mots découpés sur l’alphabet

fini
(
{a, b}, f(µ)

)
. Notons F la filtration de (Xn, ηn)n60 et E celle de

(
f(Xn), ηn

)
n60

. Sous la
condition (∆), nous savons par le cas précédent que E n’est pas de type produit. Puisqu’elle
est rn-adique, ceci signifie qu’elle n’est pas I-confortable d’après le théorème 15.2.4. Le lemme
8.2.8 montre que E est immergée dans F. On en déduit que F n’est pas I-confortable avec le
lemme 14.3.2, donc pas de type produit par le théorème 15.2.4 (ou la proposition 14.3.4).

11.5 Quelques remarques.

Croissance des Gn-orbites dans le cas uniforme et dyadique. — Dans la preuve de
la proposition 11.4.2, lorsque rn ≡ 2, on a S

0K
n −→ S

0K
−∞ = 1 puisque S0K

n = 1 − 1/2|n|. De
plus, lorsque A est fini et contient au moins deux points, on a toujours q(µ) > 1/4 où µ est la
mesure de probabilité uniforme sur A, et ainsi l’inégalité (11.4.3) de la preuve de la proposition
11.4.2 est valable pour N = 0. Alors d’après la discussion de la section 11.2, ceci montre que
la réponse à la question 11.2.5 est négative.

Mots découpés avec des lettres échangeables. — L’inégalité du lemme 11.4.3 est va-
lable pour des variables aléatoires échangeables, et le lemme 11.4.4 aussi, donc la proposition
11.4.2 l’est elle aussi.

Entre (∆) et (∇). — Les propriétés (∆) et (∇) sur la suite de découpage (rn)n60 sont
des propriétés antipodales. Il serait intéressant d’avoir des conditions meilleures, et de savoir
s’il existe une suite de découpage telle que F est de type produit ou non selon le choix de
l’alphabet.



12. LE CONTRE-EXEMPLE DES MOTS RONGÉS.

Lorsque T est un automorphisme d’un espace de Lebesgue, il a été établi par Heicklen et
Hoffmann que la filtration dyadique associée à la transformation [T, T −1] n’est pas standard
dyadique si l’entropie de T n’est pas nulle, ce qu’avait conjecturé Vershik. Utilisant le critère
de standardité rn-adique de Vershik, la preuve de [HH] est ramenée à un lemme combinatoire.
Dans ce chapitre nous verrons que ce lemme démontre, via le critère de I-jonction en arbre,
que la filtration dyadique du processus des mots rongés n’est pas de type produit. Nous ex-
pliquerons d’abord comment nous avons “émergé” la filtration du processus des mots rongés
de la filtration associée à la transformation [T, T −1] ; en admettant alors seulement le lemme
combinatoire de [HH], et en utilisant les résultats de second niveau de la théorie de Vershik,
nous retrouverons le résultat de Heicklen et Hoffmann qui sera énoncé de manière probabiliste
de la façon suivante : si l’entropie de T n’est pas nulle, la filtration dyadique de la chaîne de
Markov [T, T−1] n’est pas standard dyadique.

12.1 Préliminaire : endomorphisme d’un espace de Lebesgue.

En concordance avec les ergodiciens, nous appelons un endomorphisme d’un espace de Le-
besgue une application mesurable de cet espace dans lui-même. Nous disons que c’est un au-
tomophisme si elle est bijective et si T−1 est mesurable. Un endomorphisme T de l’espace de
Lebesgue (X,X, ν) produit la filtration H = (Hn)n60 = (. . . , T−2(X), T−1(X),X) sur (X,X, ν).
C’est la filtration engendrée par le processus stationnaire et markovien (. . . , T 2, T 1, IdX) défini
sur l’espace probabilisé (X,X, ν) et à valeurs dans l’espace mesurable (X,X). On peut définir
la loi de ce processus de façon probabiliste de la manière suivante :

Sur un espace probabilisé (Ω,A,P), un processus (Zn)n60 a la loi du processus stationnaire
markovien (. . . , T 2, T 1, IdX) si et seulement si, pour tout B ∈ X tel que ν[B] > 0, on a

P[Zn+1 ∈ A |Zn ∈ B] = ν
[
A |T−1(B)

]
,

ou alors, si et seulement si L[Zn+1 |Zn = x] est une version régulière de la désintégration de
IdX conditionnellement aux valeurs de T . Ceci équivaut aussi à ce que Zn ait pour loi ν et que
Zn−1 = T (Zn) pour tout n. La loi de ce processus est appelée la loi du processus stationnaire
markovien canonique associé à T .

Les ergodiciens s’intéressent à ce type de filtration. Le cas d’un endomorphisme uniformé-
ment p dans 1, c’est-à-dire telle que presque tout point admet p antécédents et telle que les
probabilités conditionnelles des antécédents valent toutes 1/p, est particulièrement intéressant
puisque dans ce cas la filtration est p-adique. Il y a un progrès fascinant de l’étude de ces
filtrations dû à Feldman, Heicklen, Hoffmann et Rudolph ([FR, HH, Ho, HR]).



12. Le contre-exemple des mots rongés. 103

Exemple : décalage de Bernoulli. — Soit (A,A, µ) un espace de Lebesgue. Le décalage
de Bernoulli sur (A,A, µ) est l’endomorphisme T de l’espace produit (AN,A⊗N, µ⊗N) définie
par T (v) = v1v2 · · · pour tout v = v0v1v2 · · · ∈ AN. Lorsque A est fini et que µ est la mesure
de probabilité uniforme sur A, on dit aussi que c’est le décalage de Bernoulli uniforme sur
A. La loi du processus markovien stationnaire canonique associé au décalage de Bernoulli sur
(A,A, µ) est celle du processus (Zn)n60 défini par Zn = (. . . , εn−2, εn−1, εn) où (εn)n60 est
une suite de variables aléatoires i. i. d. de loi µ sur A. La filtration que ce processus engendre
est aussi celle engendrée par (εn)n60. Lorsque le décalage de Bernoulli est uniforme sur un
alphabet fini de cardinal p, c’est la filtration standard p-adique.

12.2 Contenu de ce chapitre.

Il a été conjecturé par Vershik que la transformation [T, T −1], qui est un endomorphisme
uniformément 2 dans 1, n’est pas standard dès que l’entropie de T est strictement positive ;
et cela a été démontré par Heicklen et Hoffmann [HH]. Cela donne une autre preuve que cet
endomorphisme n’est pas conjugué à un décalage de Bernoulli, un fait qui a illustré la trans-
formation [T, T−1] quand il a été établi par Kalikow [Kal] .

Dans ce chapitre nous allons d’abord définir la transformation [T, T −1] et la loi du processus
stationnaire markovien associé ; la chaîne de Markov [T, T −1] que nous définirons sera une
légère variante de ce processus qui engendre la même filtration. Nous donnerons une méthode
probabiliste pour étudier le critère de I-jonction en arbre pour la filtration de ce processus,
dite filtration [T, T−1]. Suivant la terminologie de [HH], nous dirons que la transformation
[T, T−1] est standard si cette filtration est de type produit, c’est-à-dire standard dyadique.
Dans [HH], il est affirmé, sans explication pour un probabiliste standard, qu’il suffit de montrer
que la transformation [T, T−1] n’est pas standard lorsque T est un décalage de Bernoulli, pour
en déduire que c’est encore le cas lorsque l’entropie de T est strictement positive. Nous le
justifierons dans le langage des filtrations en utilisant un beau théorème de Sinai, par lequel
nous verrons que dès que l’entropie de T est strictement positive, il y a toujours un décalage
de Bernoulli S tel que la filtration [S, S−1] est immersible dans la filtration [T, T−1]. C’est
ensuite avec des résultats de la théorie de Vershik — sous forme de nos résultats ultérieurs
sur le I-confort — que l’on pourra dire qu’il suffit de traiter le cas des décalages de Bernoulli.
La chaîne de Markov [T, T−1] lorsque T est un décalage de Bernoulli sera appelée le processus
des mots décalés. Nous exhiberons une filtration plus petite immergée dans celle du processus
des mots décalés, encore dyadique, la filtration du processus des mots rongés. En utilisant
une seconde fois la théorie de Vershik, nous verrons que la filtration des mots décalés n’est
pas de type produit si celle des mots rongés ne l’est pas. Nous donnerons alors une méthode
pour vérifier que le critère de I-jonction en arbre n’est pas satisfait dans la filtration des mots
rongés pour une certaine variable aléatoire, en nous ramenant à celle utilisée pour le processus
des mots découpés. Le lecteur sera ensuite renvoyé à [HH] pour la démonstration du lemme
combinatoire auquel nous aboutirons. Nous espérons que la lecture de ce chapitre sera utile
à un probabiliste désireux de découvrir d’autres travaux des ergodiciens sur les filtrations (
[Ba], [FR], [Ho], [HR]).
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12.3 La transformation [T, T−1] et la chaîne de Markov [T, T−1].

Décalage de Bernoulli inversible. — Soit (A,A, µ) un espace de Lebesgue. Le décalage de
Bernoulli inversible sur A est l’automorphisme T de (AZ,A⊗Z, µ⊗Z) définie par T (v)i = vi+1

pour tout v = · · · v−1v0v1 · · · ∈ AZ.
Produit transversal. — Deux espaces de Lebesgue (Z, Z, γ) et (V,V, ν) sont donnés, ainsi
qu’une transformation S de (V,V, ν), et un flot mesurable v ∈ V 7→ Tv de transformations Tv

de (Z, Z, γ), avec mesurabilité de l’application (v, z) 7→ Tv(z). Cela donne une transformation
E de l’espace produit (Z × V, Z⊗V, γ ⊗ µ), appelée un produit transversal définie par

E(z, v) =
(
Tv(z), S(v)

)
.

Alors :
Un processus (Zn, Vn)n60 a la loi du processus stationnaire markovien canonique associé à

E si et seulement si
� pour tout n, Zn est distribuée sur Z selon γ, et Vn est indépendante de Zn ;
� la loi du processus (Vn)n60 est celle du processus stationnaire markovien canonique as-

socié à S ;
� le passage de n à n+ 1 est donné par la formule Zn+1 = T−1

Vn+1
(Zn).

Remarquons que la filtration du processus (Vn)n60 est immergée dans celle du processus
(Zn, Vn)n60.

La transformation [T, T−1]. — Lorsque T est une tranformation inversible d’un espace
de Lebesgue (Z, Z, γ), la transformation [T, T−1] est le produit transversal du décalage de
Bernoulli uniforme sur {−1, 1} avec le flot mesurable (Tv)v∈{−1,1}N = (T, T−1) où Tv est définie
par Tv = T v0 , pour v = v0v1v2 · · · ∈ {−1, 1}N. Dans ce cas :

Un processus (Zn, Vn)n60 a la loi du processus stationnaire markovien canonique associé à
la transformation [T, T−1] si et seulement si

� pour tout n, Vn = (. . . , εn−1, εn), où (εn)n60 est un jeu de pile ou face sur {−1, 1} ;
� pour tout n, Zn est distribué sur Z selon γ et indépendante de Vn ;
� le passage de n à n + 1 s’obtient en prenant εn+1 indépendante de la tribu du passé
σ
(
(Zm, Vm),m 6 n

)
et en posant

Zn+1 =

{
T−1(Zn) si εn+1 = −1

T (Zn) si εn+1 = 1.

En bref, Zn+1 = T εn+1(Zn).
La chaîne de Markov [T, T−1]. — La filtration du processus (Zn, Vn)n60 ci-dessus est aussi
la filtration engendrée par le processus (Zn, εn)n60 ; nous dirons que (Zn, εn)n60 est la chaîne
de Markov [T, T−1]. Le résultat de Heicklen et Hoffman est :

Théorème 12.3.1. Si l’entropie h(T ) de T est strictement positive, alors la filtration H =
(Hn)n60 engendrée par la chaîne de Markov [T, T−1] n’est pas de type produit.

Un exemple de C. Hoffman ([Ho]) montre que cette hypothèse sur h(T ) n’est pas une condi-
tion nécessaire. Dans le cas h(T ) = 0, on connaît des cas de chaînes de Markov [T, T −1] dont
la filtration est de type produit. Citons un exemple. L’entropie d’une rotation est toujours
nulle. Si T est une rotation du cercle, (Zn, εn)n60 est une marche aléatoire sur le cercle. Sa
filtration est kolmogorovienne si la rotation est irrationnelle (voir proposition 12.3.2 ou [Leu]).
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Il a été démontré par Vershik qu’elle est standard à l’aide du critère de standardité rn-adique.
Nous donnerons une preuve de sa standardité dans le chapitre 16 dans le cadre des chaînes de
Markov constructives. Un processus d’innovations qui engendre cette filtration a été construit
par C.Leuridan [Leu].

Revenons au cas général, nous notons H = (Hn)n60 la filtration engendrée par la chaîne de
Markov [T, T−1] notée (Zn, εn)n60. Si T n’est pas ergodique (comme par exemple une rotation
rationnelle), la σ- algèbre H−∞ n’est pas dégénérée. Remarquons que H est engendrée par
le processus (Zn)n60 lorsque T est ergodique. Même dans le cas où T est ergodique, il peut
arriver que H−∞ ne soit pas dégénérée ; c’est par exemple le cas lorsque T est la transformation
qui échange les deux éléments a et b d’un ensemble {a, b} muni de la mesure de probabilité
uniforme.

Proposition 12.3.2 (Meijilson [Mei]). Si T 2 est ergodique, alors H−∞ est dégénérée.

Bien que plusieurs auteurs renvoient à [Mei] pour cette proposition, elle ne s’y trouve pas exac-
tement sous cette forme. Sa preuve peut s’obtenir à partir du théorème de [Mei] de la même
façon que le corollaire de ce théorème y est obtenu ; on peut aussi l’obtenir plus facilement en
suivant l’indication de J. Feldman dans [Fe76] puis avec la même technique que Meijilson.

Réductibilité de la preuve au cas où T est un décalage. — Heicklen et Hoffman
affirment que la preuve de la non standardité de la transformation [T, T −1] peut être réduite
au cas où T est un décalage de Bernoulli inversible. Leur argument est le suivant : « every er-
godic measure-preserving system with strictly positive entropy has an independent partition. ».
Notant h(T ) l’entropie d’un endomorphisme T , cet argument équivaut au théorème de Sinai
suivant :

Théorème 12.3.3 (Sinai). Soit n > 2 un entier, soient p1, . . . , pn des nombres réels stricte-
ment positifs tels que

∑n
j=1 pj = 1. On se donne un ensemble fini A de cardinal n équipé d’une

mesure µ dont les masses de probabilités sont les pj, et on note S est le décalage inversible
sur (AZ,A, µ⊗Z). Si T est un endomorphisme ergodique d’un espace de Lebesgue (X,T,m) telle
que

h(T ) > −
n∑

j=1

pj log pj,

alors il existe une application mesurable π : (X,T,m) −→ (AZ,A, µ⊗Z) transportant m sur µ
telle que S ◦ π = π ◦ T .

Nous avons énoncé ce théorème comme dans [We] où sont données des références à son propos.
Rappelons que si A est un ensemble fini de cardinal n équipé d’une mesure µ, alors l’entropie du
décalage de Bernoulli S sur (AZ,A, µ⊗Z) (où A est la σ- algèbre engendrée par les projections)
est égale à l’entropie −

∑
a∈A µ(a) log µ(a) de la mesure µ.

Nous en déduisons l’affirmation de [HH] de la manière suivante, en utilisant des résultats
de second niveau de la théorie de Vershik. Soit T une transformation inversible ergodique d’un
espace de Lebesgue telle que h(T ) > 0. Il est toujours possible de trouver n et des pj comme
dans le théorème de Sinai et en appliquant ce théorème on obtient S et π. Remarquons que
π = S ◦ π ◦ T−1 si T est inversible et qu’alors S−1 ◦ π = π ◦ T−1. Ainsi, si (Zn, εn)n60 est la
chaîne de Markov [T, T−1] sur (Ω,A,P), on a

π(Zn+1) = Sεn+1
(
π(Zn)

)
,
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et le processus
(
π(Zn), εn

)
n60

est alors la chaîne de Markov [S, S−1], ou en d’autres mots, le

processus des mots décales sur (AZ,A, µ⊗Z). Comme la filtration G = (Gn)n60 engendrée par
ce processus est immergée dans la filtration H = (Hn)n60 de la chaîne de Markov [T, T−1],
on en déduit avec le corollaire 15.2.6 H ne satisfait pas le critère de I-jonction en arbre si’il
n’est pas satisfait pour G.

12.4 Les processus des mots décalés et des mots rongés.

Nous utilisons les notations de la section 5.1 du chapitre 5 concernant les mots. Soit S le
décalage de Bernoulli inversible sur un espace de Lebesgue (A,A, µ). Nous appelerons aussi la
chaîne de Markov [S, S−1] le processus des mots décalés ; c’est la chaîne de Markov (Zn, εn)n60

définie par
� pour tout n, Zn = . . . Zn(−2)Zn(−1)Zn(0)Zn(1)Zn(2) . . . est un mot sur AZ, formé de

lettres indépendantes Zn(i), i ∈ Z, distribuées sur A selon µ, et εn est uniforme sur
{−1, 1} et indépendante de Zn ;

� le passage de n à n + 1 s’obtient en prenant εn+1 indépendante de la tribu du passé
σ
(
. . . , (Zn−1, εn−1), (Zn, εn)

)
et en prenant pour Zn+1 le mot Zn décalé d’un indice vers

la droite si εn+1 = 1, ou vers la gauche si εn+1 = −1.
On suppose qu’un tel processus (Zn, εn)n∈Z est défini sur un espace probabilisé (Ω,A,P) et
on note G = (Gn)n60 sa filtration. Remarquons que l’égalité Gn = σ(Zm,m 6 n) est une
conséquence de l’ergodicité du décalage de Bernoulli.

Traduites dans notre langage, les mathématiques de [HH] montrent que le critère de I-
jonction en arbre échoue pour la variable aléatoire W0 := Z0(0) (la lettre centrale de Z0).
Mais étant ergodiciens, ils utilisent non pas le critère de I-jonction en arbre mais le critère de
standardité dyadique de Vershik, et pour eux il semble immédiat que le problème se traduit
par le lemme 12.4.1 ci-dessous, alors que nous avons besoin des résultats de second niveau
de la théorie de Vershik pour nous ramener à ce lemme, de la manière suivante. Nous allons
exhiber une filtration dyadique F immergée dans G pour laquelle W0 est mesurable et plus
commodément montrer que W0 ne satisfait pas le critère de I-jonction en arbre dans F. Cela
montre aussi que G ne satsifait pas le critère de I-jonction en arbre d’après le corollaire 15.2.6
que nous verrons plus tard.

HJILK MNMNMOHJIQPSRUTWV HXIQPSRZYQV HJIQP\[]V HJI^PSYQV HJIQP_TWV`MNMNM
Hba�cdKeMNMNMfHba�cgPSRhTWV Hba�ciPSRZYQV Hba�cgP\[jV Hba�cgPSY^V Hba�cgP_T]VkMNMNM
HbajlmKeMNMNM HbanloPSRhTWV HbajlQPSRZYQV HbanloP\[jV HbanloPSY^V HbanloP_T]V MNMNM
H ajp KeMNMNMNMoMNMNMNMoMiMNMNMNMoMNMNMNMoMNMNMNMNMNMNMNMNMoMNMNMNMNMoMNMNMNMNMNMNMNMNMoMNMNMNMoMNMNMNMNMNMNMNMNMoMNMNMNMNMoM

Fig. 12.1: Où l’on exhibe les mots rongés.

Pour tout n 6 0, on définit le mot Wn = Zn(n)Zn(n+ 2) . . . Zn(−n− 2)Zn(−n) de longueur
|n| + 1. Le processus (Wn, εn)n60 est alors une chaîne de Markov dont la loi est donnée par
les deux conditions suivantes :

� pour tout n, Wn est un mot de longueur |n|+ 1 formé de lettres indépendantes chacune
de loi µ sur A, et εn est uniforme sur {−1, 1} et indépendante de Wn ;

� le mécanisme de transition consiste à prendre à l’instant n+1 le signe aléatoire εn+1 in-
dépendant de la tribu du passé σ

(
. . . , (Wn−1, εn−1), (Wn, εn)

)
et de définir Wn+1 comme
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étant le mot de longueur |n| obtenu en effaçant la première lettre de Wn si εn+1 = 1 ou
sa dernière lettre si εn+1 = −1.

Nous notons F = (Fn)n60 la filtration du processus (Wn, εn)n60, qu’on appelle le processus
des mots rongés sur (A,A, µ).

Pour appliquer le critère de I-jonction en arbre à W0, nous introduisons une chaîne de
Markov auxiliaire (Ŵn, εn)n60 qui engendre aussi F, et dont le mécanisme de transition est
le même que celui le processus des mots découpés dyadique défini dans le chapitre 6. Ainsi
nous pourrons utiliser le lemme 11.3.2 du chapitre précédent (remarque 11.3.3). Pour cela, on
définit une application

̂ : ∪n60 A
|n|+1 −→ ∪n60A

2|n|

w ∈ A|n|+1 7→ ŵ ∈ A2|n|
,

qui envoie le mot w de longueur |n|+ 1 sur le mot ŵ de longueur 2|n| clairement décrit sur un
exemple par la figure suivante :

qsr
t�u u
qSr

rwv
t�u u
rxv

t�u u
qyrxv

rzv
t�u u
rxv

vw{
t�u u
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t�u u
rxvx{

t�u u
qyrxvx{

rzv
t�u u
r|v

vw{
t�u u
vx{

t�u u
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vw{
t�u u
v}{

{�~
t�u u
{S~

t�u u
v}{S~

t�u u
r|v}{y~

t�u u

qyrxvx{y~

Fig. 12.2: w = abcde, ŵ = abbcbcdbccdcdde

Comme Ŵn et Wn peuvent se construire l’un avec l’autre, la filtration de (Ŵn, εn)n60 est
aussi la filtration F du processus des mots rongés. Le processus (Ŵn, εn)n60 est markovien,
son mécanisme de transition est le mécanisme de découpage dyadique défini dans le chapitre
6 et regardé plus en détail dans le chapitre 11. Le 11.3.2 s’applique donc (remarque 11.3.3),
nous l’énonçons ci-dessous lorsque A est fini :

Lemme 12.4.1. Soit (Wn, εn)n60 le processus des mots rongés sur un alphabet fini (A,µ),
et F = (Fn)n60 sa filtration. On introduit le processus (Ŵn, εn)n60 comme ci-dessus. Alors la
variable aléatoire W0 satisfait le critère de I-jonction en arbre dans F si et seulement si dans
deux copies indépendantes F′ et F′′ définies sur un espace probabilisé (Ω,A,P), on a

E
[
dn(Ŵ ′

n, Ŵ
′′
n )
]
−→ 0 quand n→ −∞,

où la définition de dn est donnée dans la notation 11.2.8, pour rn ≡ 2.

La preuve que E
[
dn(Ŵ ′

n, Ŵ
′′
n )
]

9 0 se trouve dans [HH]. Le théorème 12.3.1 a été généralisé
par Karen Ball [Ba] à des produits transversaux plus généraux que la transformation [T, T −1].



13. CONCLUSION DE CETTE PARTIE.

Le critère de I-jonction en arbre permet d’établir que la filtration du processus des mots rongés
n’est pas de type produit. Nous avons eu recours ensuite aux critères de second niveau pour
établir que c’est encore le cas de la filtration de toute chaîne de Markov [T, T −1] lorsque T est
un endomorphisme d’entropie strictement positive. Les critères de second niveau de la théorie
de Vershik, objets de la partie suivante, concernent toutes les filtrations conditionnellement
séparables. Comme nous allons le voir, le pont entre le premier et le second niveau de la
théorie de Vershik est bâti sur le théorème 1.1.1 donné dans l’introduction : pour les filtrations
conditionnellement homogènes, les critères de second niveau sont équivalents au critère de
Vershik de premier niveau.



Quatrième partie

CRITÈRES DE VERSHIK DE SECOND NIVEAU.
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Le critère de I-confort est un invariant des filtrations défini dans [ES], comptant parmi les
critères de second niveau de la théorie de Vershik. Nous le définissons et étudions ses premières
propriétés dans le chapitre 14. Sa définition diffère de celle du critère de I-jonction en arbre en
ceci qu’elle impose seulement aux deux copies de la filtration d’être coïmmergées, sans deman-
der que la coïmmersion soit en arbre. Comme nous le verrons par un argument d’extrémalité,
ces deux critères sont équivalents dans le cas d’une filtration conditionnellement homogène,
ce qui nous ouvre la porte du second niveau de la théorie de Vershik. Ceci donne une nouvelle
preuve de ce résultat, déjà connu dans le cas essentiellement séparable, et en outre il sera
généralisé au cas conditionnellement séparable. Nous le démontrerons dans le chapitre 15 où
nous verrons alors comment s’en déduit facilement l’équivalence entre filtration standard et
filtration I-confortable.

Dans le chapitre suivant, nous introduirons la notion de paramétrisation que nous utilise-
rons pour donner des exemples de filtration standard et que nous appliqerons au I-confort des
filtrations des chaînes de Markov. Il sera clair qu’une filtration qui admet une paramétrisation
génératrice est standard ; la réciproque est un résultat non-trivial qui sera l’objet du chapitre
19. Le cas conditionnellement séparable sera étudié.



14. I-CONFORT.

Le critère de I-jonction en arbre ne s’énonce que pour les filtrations de type produit local
conditionnellement séparables. Se présentant comme une légère variante de celui-ci, le critère
de I-confort qui est l’objet de ce chapitre s’énonce pour toute filtration et il définit un invariant
des filtrations. On trouve ce critère dans [ES] ; dans ce chapitre nous étudions plus en détail
sa définition et certaines de ses propriétés. Dans le cas d’une filtration de type produit local
conditionnellement séparable, il est plus faible que le critère de I-jonction en arbre. Nous
verrons dans le chapitre suivant que ces deux critères coïncident dans le cas des filtrations
conditionnellement homogènes.

14.1 Définition.

Les notions nécessaires à l’énoncé du critère du I-confort ont déjà été données dans les chapitres
précédents.

Définition 14.1.1. Soit F = (Fn)n60 une filtration sur un espace de probabilité (Ω,A,P).
On dit que F est I-confortable si pour toute variable aléatoire X ∈ Lsimple(F0) et pour tout
réel δ > 0, il existe un espace de probabilité (Ω,A,P) muni de deux filtrations F ′ et F′′ telles
que :

(i) F′ et F′′ sont toutes deux isomorphes à F ;

(ii) F′ et F′′ sont coïmmergées ;

(iii) Il existe un entier n0 < 0 tel que les σ- algèbres F′
n0

et F′′
n0

sont indépendantes ;

(iv) X ′ et X ′′, les copies respectives de X par les isomorphismes de la première condition,
vérifient P[X ′ 6= X ′′] < δ.

On voit facilement que deux filtrations isomorphes sont I-confortables si et seulement si l’une
d’entre elles l’est. Rappelons que la définition 10.1.5 résume les propriétés (i), (ii), (iii) en
disant que (F′,F′′) est une I(n0)-coïmmersion de F. Ainsi il est évident qu’une filtration tplcs
qui vérifie le critère de I-jonction en arbre est I-confortable.

Le I-confort a été défini ainsi dans [ES], où il est présenté comme une variante d’un critère
de Tsirelson dans [Tsi] pour des filtrations à temps continu. Cependant le critère de [Tsi] ne
fait pas intervenir deux copies de la filtration, mais toute une suite de copies. Si nous voulions
conserver ce point, nous énoncerions le I∞-confort au lieu du I-confort pour une filtration à
temps discret négatif, comme nous le ferons dans le chapitre 18 (définition 18.0.1). Cela semble
plus fort que le I-confort, mais nous verrons que ces deux critères sont équivalents dans le cas
des filtrations conditionnellement séparables.
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14.2 Choix des variables aléatoires “test”.

Ici nous montrons que, comme pour le critère de Vershik de premier niveau et le critère de
I-jonction en arbre, il est possible, en adaptant la condition (iv) de la définition 14.1.1, de
considérer d’autres variables aléatoires “test” dans le critère de I-confort que les variables
aléatoires simples.

Définition 14.2.1. Soit F = (Fn)n60 une filtration sur un espace de probabilité (Ω,A,P).
• Soit (E, ρ) un espace métrique standard. On dit qu’une variable aléatoire X ∈ L1(F0;E)

satisfait le critère de I-confort (sous-entendu : dans L1) si X pour tout réel δ > 0, il
existe un entier n0 6 0 et une I(n0)-coïmmersion (F′,F′′) de F sur un espace probabilisé
(Ω,A,P) telle que E

[
ρ(X ′, X ′′)

]
< δ. On note I1(F;E) l’ensemble des variables aléatoires

X ∈ L1(F0;E) qui satisfont le critère de I-confort.
• Soit (E, ρ) un espace métrique standard. On dit qu’une variable aléatoire X ∈ L0(F0;E)

satisfait le critère de I-confort (sous-entendu : dans L0) si pour tout réel δ > 0, il existe
un entier n0 6 0 et une I(n0)-coïmmersion (F′,F′′) de F sur un espace probabilisé
(Ω,A,P) telle que P

[
ρ(X ′, X ′′) > δ

]
< δ. On note I0(F;E) l’ensemble des variables

aléatoires X ∈ L0(F0;E) qui satisfont le critère de I-confort.
• Soit F un ensemble fini. On dit qu’une variable aléatoire X ∈ Lsimple(F0;F ) satisfait le

critère de I-confort (sous-entendu : dans Lsimple) si pour tout réel δ > 0, il existe un
entier n0 6 0 et une I(n0)-coïmmersion (F′,F′′) de F sur un espace probabilisé (Ω,A,P)
telle que P[X ′ 6= X ′′] < δ. On note Isimple(F;F ) l’ensemble des variables aléatoires
X ∈ Lsimple(F0;F ) qui satisfont le critère de I-confort.

• On dit qu’une σ- algèbre E0 ⊂ F0 satisfait le critère de I-confort si L1(E0; R) ⊂ I1(F;R).

Proposition 14.2.2. On reprend le cadre et les notations de la definition 14.2.1. Les en-
sembles I1(F;E) et I0(F;E) sont fermés dans L1(F0;E) et dans L0(F0;E) respectivement.

Démonstration. En effet, donnons-nous X ∈ L1(F0;E) dans l’adhérence de I1(F;E). On
note D[X,Y ] = E

[
ρ(X,Y )]. Pour tout δ > 0, on a Z ∈ L1(F0;E) qui satisfait I(F) telle

que D[X,Z] < δ/3. Par hypothèse, on a une I(n0)-coïmmersion (F′,F′′) de F sur un espace
(Ω,A,P) telle que D[Z ′, Z ′′] < δ/3. Par isomorphismes, on a D[X ′, Z ′] = D[X ′′, Z ′′] = D[X,Z]
et l’inégalité triangulaire donne D[X ′, X ′′] < δ, donc X ∈ I1(F;E).

Le même raisonnement avec D[X,Y ] = inf
{
δ′ > 0 | P

[
ρ(X,Y ) > δ′

]
< δ′

}
donne la

preuve de la proposition pour L0(F0;E).

Corollaire 14.2.3. Soit F = (Fn)n60 une filtration sur (Ω,A,P). Si (Bm)m>0 est une suite
croissante de sous - σ- algèbres de F0 qui satisfont le critère de I-confort, alors la σ- algèbre
B∞ := lim1 Bm le satisfait aussi.

Démonstration. C’est une conséquence du lemme 1.2.3 et de la proposition 14.2.2.

Remarquons qu’il n’est pas très évident que les définitions de I 0(F) ou de I1(F) ne dé-
pendent que de la topologie de L0(F0;E) ou de L1(F0;E) respectivement. Si ρ et ρ′ sont des
distances topologiquement équivalentes sur E, peut-on substituer ρ à ρ′ dans ces définitions ?
Est-ce que X ∈ L0

(
F0; (E, ρ)

)
appartient à I0(F;E) si et seulement si X ∈ L1

(
F0; (E, ρ

′ ∧ 1)
)

appartient à I1
(
F0; (E, ρ

′ ∧ 1)
)
? La proposition suivante montre que oui. Par contre il sera

clair que les notions analogues définies pour le critère de I∞-confort dans le chapitre 18 sont
topologiques.
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Proposition 14.2.4. Soit F = (Fn)n60 une filtration sur un espace de probabilité (Ω,A,P).
Soient (E, ρ) un espace métrique standard et X ∈ L0(F0;E). Les conditions suivantes sont
équivalentes, la condition (i) étant à ne pas prendre en compte si X 6∈ L1(F0;E) :

(i) X ∈ I1(F;E).

(ii) X ∈ I0(F0;E).

(iii) Toute variable aléatoire Z ∈ L0
(
σ(X)

)
appartient à I0(F; R).

(iv) Pour tout ensemble fini F , toute variable aléatoire Z ∈ Lsimple
(
σ(X);F

)
appartient à

Isimple(F;F ).

(v) Pour tout espace métrique standard (E∗, ρ∗), toute variable aléatoire Z ∈ L1
(
σ(X);E∗

)

appartient à I1(F;E∗).

(vi) Pour tout espace métrique standard (E∗, ρ∗), toute variable aléatoire Z ∈ L0
(
σ(X);E∗

)

appartient à I0(F;E∗).

Démonstration. ◦ (i) =⇒ (ii). Soit δ > 0. On a une I(n0)-coïmmersion (F′,F′′) de F sur
(Ω,A,P) telle que E

[
ρ(X ′, X ′′)

]
< δ2, ce qui donne P

[
ρ(X ′, X ′′) > δ

]
< δ.

◦ (ii) =⇒ (iii) Notons Θ(X) l’ensemble des variables aléatoires Z ∈ L0
(
σ(X)

)
de la

forme Z = f(X) où f : E → R est lispschitzienne. On se donne Z = f(X) ∈ Θ(X), on note c
le rapport de Lipschitz de f . Soit δ > 0. Par hypothèse on a une I(n0)-coïmmersion (F′,F′′)
de F sur (Ω,A,P) telle que P

[
ρ(X ′, X ′′) > δ/c

]
< δ, et on en déduit P

[
|Z ′ − Z ′′| > δ

]
< δ.

Ainsi Θ(X) ⊂ I0(F; R) et on conclut avec le corollaire 1.2.7 et la proposition 14.2.2.
◦ (iii) =⇒ (iv). Soit F = {x1, x2, . . . , xr} ⊂ R un ensemble fini et Z ∈ Lsimple

(
σ(X);F

)
.

On se donne δ > 0 et on pose δ′ = δ ∧ mini6=j

{
ρ(xi, xj)

}
. Par hypothèse, on a une I(n0)-

coïmmersion (F′,F′′) de F sur (Ω,A,P) telle que P
[
ρ(Z ′, Z ′′) > δ′

]
< δ′. Par conséquent,

P[Z ′ 6= Z ′′] 6 P
[
ρ(Z ′, Z ′′) > δ′

]
< δ.

◦ (iv) =⇒ (v). Soient Z ∈ L1
(
σ(X);E∗

)
et δ > 0. Soit R ∈ Lsimple

(
σ(X);E∗

)
telle que

E
[
ρ(Z,R)

]
< δ/3. Notons {x1, x2, . . . , xr} un ensemble fini de valeurs prises par R presque

sûrement. On note M = max
{
ρ(xi, xj)

}
et δ′ = δ/M . On a une I(n0)-coïmmersion (F′,F′′)

de F sur (Ω,A,P) telle que P[R′ 6= R′′] < δ′/3, ce qui donne E
[
ρ(R′, R′′)] < Mδ′/3 = δ/3.

Alors par l’inégalité triangulaire et par transferts isomorphes, on a E
[
ρ(Z ′, Z ′′)] < δ.

◦ (v) =⇒ (vi). Si Z ∈ I1
(
σ(X);E∗

)
, en appliquant (i) =⇒ (ii) avec E∗ au lieu de E

et X = Z , on sait que Z ∈ I0(F;E∗). On évoque alors la densité de L1
(
σ(X);E∗

)
dans

L0
(
σ(X);E∗

)
et on applique la proposition 14.2.2 pour conclure.

◦ Pour finir, on a immédiatement (v) =⇒ (i) et (vi) =⇒ (ii).

Le corollaire suivant est immédiat :

Corollaire 14.2.5. Soit F = (Fn)n60 une filtration et B une sous - σ- algèbre de F0. Alors
B satisfait le critère de I-confort si et seulement si Lsimple(B0) ⊂ Isimple(F), ou encore si et
seulement si L0(B0) ⊂ I0(F),

Remarque 14.2.6. Nous ne savons pas si pour être I-confortable, il suffit à une filtration
F = (Fn)n60 que toutes les indicatrice 1lA, A ∈ F0, satisfassent le critère de I-confort. Nous
en reparlerons dans le chapitre 18.

14.3 Propriétés.

Proposition 14.3.1. Une filtration isomorphe à une filtration I-confortable est I-confortable.
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Cette proposition est immédiate d’après la définition, nous l’avons déjà signalée.

Lemme 14.3.2. Soient F = (Fn)n60 une filtration définie sur un espace de probabilité (Ω,A,P)
et E = (En)n60 une filtration immergée dans F. Pour un entier n0 6 0, soit (F′,F′′) une I(n0)-
coïmmersion de F sur un espace de probabilité (Ω,A,P). Alors :

(i) La filtration E′, resp. E′′, image de E par l’isomorphisme en question de F sur F ′, resp.
de F sur F′′, est immergée dans F′, resp. dans F′′.

(ii) (E′,E′′) est une I(n0)-coïmmersion de E.

Par conséquent une variable aléatoire mesurable pour E qui satisfait le critère de I-confort dans
F le satisfait aussi dans E.

Démonstration. Le fait qu’un isomorphisme de filtrations préserve la propriété d’immersion
donne (i) et, sans difficulté, on en déduit (ii) par transitivité de la propriété d’immersion.

Corollaire 14.3.3. Une filtration immersible dans une filtration I-confortable est I-confortable.

Démonstration. Cela se déduit aisément de la proposition 14.3.1 et du lemme 14.3.2.

Proposition 14.3.4. Une filtration de type produit local qui satisfait au critère de Vershik de
premier niveau est I-confortable.

Démonstration. Dans le cas où F est tplcs, cela peut se déduire du corollaire 10.2.9. La preuve
est similaire pour le cas général, et nous démontrerons dans le chapitre 18 qu’une filtration
de type produit local qui satisfait au critère de Vershik de premier niveau est I∞-confortable
(proposition 18.1.2), ce qui est a priori plus fort que le I-confort. La preuve de la proposition
en cours s’obtient comme celle de la proposition 18.1.2 en considérant seulement un réel δ0 > 0
au lieu de la suite (δk)k60, puis en recopiant la suite de la preuve seulement pour k = 0.

Dans le cas des filtrations conditionnellement séparables, le fait suivant apparaîtra comme
une conséquence immédiate de l’équivalence entre filtration standard et filtration I-confortable
que nous établirons dans le chapitre suivant (voir définition 15.3.2 et corollaire 15.3.4)

Proposition 14.3.5. Une filtration I-confortable est kolmogorovienne.

Démonstration. Soit F = (Fn)n60 une filtration I-confortable sur (Ω,A,P). Soit X ∈ L1(F0).
Nous allons montrer que E[X |F−∞] = E[X]. Soit (δk)k>0 une suite décroissante de réels
strictement positifs telle que δk % 0 quand k → +∞. Pour tout k > 0, le critère de I-
confort nous fournit une I(nk)-coïmmersion (F′,F′′) de F définie sur un espace de probabilité
(Ω,A,P) telle que l’on a E

[
|X ′ − X ′′|

]
< δk. On a EF′

nk
[X ′] = EF′

nk
∨̇F′′

nk
[X ′] et EF′′

nk
[X ′′] =

EF′
nk

∨̇F′′
nk

[X ′′] par la propriété d’immersion, donc EF′
nk

[X ′]−EF′′
nk

[X ′′] = EF′
nk

∨̇F′′
nk

[X ′ −X ′′].

De la contractivité de l’espérance conditionnelle il vient alors

E

[∣∣EF′
nk

[X ′] − EF′′
nk

[X ′′]
∣∣
]
< δk.

L’espace (Ω,A,P) et la I-coïmmersion dépendent de k, mais ceci montre que sur tout espace
de probabilité (Ω̃, Ã, P̃) muni de deux copies indépendantes F∗, F∗∗ de F, on a l’inégalité

Ẽ

[∣∣ẼF∗
nk

[X∗] − ẼF∗∗
nk

[X∗∗]
∣∣
]
< δk

pour tout k > 0, où X∗ et X∗∗ désignent les copies (indépendantes) de X.
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On obtient alors Ẽ[X∗ |F∗
−∞] = Ẽ[X∗∗ |F∗∗

−∞] en appliquant le théorème de convergence
des martingales renversées. C’est une égalité de deux variables aléatoires indépendantes, d’où
Ẽ[X∗ |F∗

−∞] = Ẽ[X∗], et on conclut par isomorphisme.

Rappelons pour la proposition suivante que le produit indépendant de deux espaces de
probabilités filtrés

(
Ω,A, (Ft)t∈T,P

)
et
(
Ω′,A′, (F′

t)t∈T,P
′
)

est l’espace de probabilité filtré(
Ω × Ω′,A ⊗ A′, (Ft ⊗ F′

t)t∈T,P ⊗ P′
)
.

Proposition 14.3.6. Le produit indépendant de deux filtrations I-confortables est une filtra-
tion I-confortable.

Démonstration. Il s’agit de montrer que si F = (Fn)n60 et G = (Gn)n60 sont deux filtrations
définies sur un même espace de probabilité (Ω,A,P) indépendantes et I-confortables, alors la
filtration F∨̇G = (Fn∨̇Gn)n60 est I-confortable.

Par la proposition 14.2.2, il suffit pour cela de montrer que le critère de I-confort est satisfait
dans Lsimple pour toute variable aléatoire Z ∈ Lsimple(F0∨̇G0) de la forme Z = f(F,G) où f est
borélienne, F ∈ Lsimple(F0) etG ∈ Lsimple(G0). Donnons-nous alors Z = f(F,G) de cette forme
un réel δ > 0. Par hypothèse, il existe deux entiers négatifs p0 et q0, une I(p0)-coïmmersion
(F′,F′′) de F sur un espace de probabilité (Ω,A,P) telle que P[F ′ 6= F ′′] < δ, et une I(q0)-
coïmmersion (G′,G′′) de G sur un espace de probabilité (Ω̃, Ã, P̃) telle que P̃[G′ 6= G′′] < δ.
Posant n0 = min{p0, q0}, on peut supposer que p0 = q0 = n0.

La filtration F∨̇G est isomorphe à la filtration H = (Hn)n60 définie sur (Ω,A,P)⊗(Ω,A,P)

par Hn = Fn⊗Gn, et sur le produit indépendant (Ω̈, Ä, P̈) = (Ω,A,P)⊗(Ω̃, Ã, P̃), les filtrations
H′ et H′′ forment une I(n0)-coïmmersion de F ⊗ G dans laquelle on a

P̈
[
f(F ′, G′) 6= f(F ′′, G′′)

]
6 P̈[F ′ 6= F ′′] + P̈[G′ 6= G′′] < 2δ,

ce qui achève la preuve.

Proposition 14.3.7. Soit F = (Fn)n60 une filtration sur un espace probabilisé (Ω,A,P).
Si X0 ∈ L1(F0) satisfait le critère de I-confort, alors Xn := E[X |Fn] satisfait le critère
de I-confort pour tout n. Plus précisément, pour tout n 6 0, toute variable aléatoire Y ∈
L1
(
σ(Xn, . . . , X0)

)
satisfait le critère de I-confort.

Démonstration. Donnons-nous n 6 0 et posonsXm = E[X |Fm] pour m ∈ Jn, 0K et p = |n|+1.

Par la proposition 14.2.4, il s’agit de montrer que
→
X := (Xn, . . . , X0) ∈ I1(F0; R

p), où on a
muni Rp de la norme ‖(x1, . . . , xp)‖1 :=

∑
|xi|.

Soit δ > 0. Par hypothèse, on a pour un entier n0 < 0, une I(n0)-coïmmersion (F′,F′′) de F

sur un espace probabilisé (Ω,A,P) telle que E
[
|X ′−X ′′|

]
< δ/p. Par l’immersion conjointe et

par la contractivité des espérances conditionnelles, on en déduit que l’on a E
[
|X ′

m−X ′′
m|
]
< δ/p

et E
[
‖(X ′

n, . . . , X
′
0) − (X ′′

n , . . . , X
′′
0 )‖1

]
< δ.

Corollaire 14.3.8. Sur un espace de probabilité (Ω,A,P), soit F = (Fn)n60 une filtration
engendrée par une martingale (Mn)n60. Alors F est I-confortable si et seulement si la variable
aléatoire M0 ∈ L1(F0) satisfait le critère de I-confort.

Démonstration. C’est une conséquence de la proposition 14.3.7 et de la proposition 14.2.4.
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14.4 Exemple : couplage classique des chaînes de Markov.

Dans cette section nous allons utiliser un lemme de couplage de chaînes de Markov (théorème
14.4.1), appelé couplage classique dans la littérature ([Lin], [Th]), pour établir le I-confort de
la filtration de certaines chaînes de Markov.

Sur un espace de probabilité (Ω,A,P), on se donne une chaîne de Markov homogène
(Mn)n∈N à valeurs dans un espace d’états E fini ou dénombrable. On définit un temps d’arrêt
Ti = min{n > 1|Mn = i} appelé le temps de retour en i. Notant Pi la probabilité P condition-
née à l’événement {M0 = i}, rappelons qu’on dit qu’un état i est récurrent si Pi[Ti <∞] = 1,
et qu’on dit qu’un état récurrent i est positif si de plus Ei[Ti] <∞. Une chaîne est alors dite
récurrente positive si tous ses états sont récurents positifs.

Soient M ′ = (M ′
n)n∈N et M∗ = (M∗

n)n∈N deux copies indépendantes de M = (Mn)n∈N,
définies sur un espace de probabilité (Ω,A,P). On note

T = inf{n > 0 |M ′
n = M∗

n}.

Le lecteur est référé à [Lin] ou [Th] pour une preuve des résultats du théorème suivant.

Théorème 14.4.1. Soit (Ω,A,P) un espace de probabilité. Soit (Mn)n∈N une chaîne de Mar-
kov homogène irréductible et apériodique d’espace d’états fini ou dénombrable E. Alors, avec
les notations ci-dessus, on a P[T <∞] = 1 quand E est fini, et aussi quand E est dénombrable
lorsque la chaîne de Markov est récurrente positive.

Nous allons en déduire que la filtration d’une telle chaîne de Markov est I-confortable. Ceci
s’applique par exemple à la filtration de l’exemple de Vinokurov (section 2.2). Pour mener
les calculs dans le lemme 14.4.3, nous aurons besoin de la propriété locale de l’espérance
conditionnelle, rappelée dans le lemme suivant.

Lemme 14.4.2. Soit (Ω,A,P) un espace probabilisé. Soient B1, B2 ⊂ A des σ- algèbres, et
X1, X2 ∈ L1 des variables aléatoires telles que X1 = X2 sur un événement A ∈ B1 ∩ B2 tel
que A ∩ B1 = A ∩ B2. Alors E[X1 |B1] = E[X2 |B2] sur A presque sûrement.

Le lecteur est renvoyé à [Kall] pour une preuve de ce lemme.
Soit F = (Fn)n60 une filtration dans un espace probabilisé (Ω,A,P). Un temps d’arrêt

T dans F est à valeurs dans {−∞} ∪ −N ∪ {+∞}. Nous dirons qu’il est fini à gauche si
P[T 6= −∞] = 1, fini à droite si P[T 6= +∞] = 1, et fini s’il est fini à gauche et à droite.

Lemme 14.4.3. Soit (Ω,A,P) un espace de probabilité. Soit (Mn)n∈Z une chaîne de Markov
à valeurs dans R. On note F la filtration de M . Soient M ′ = (M ′

n)n∈Z et M∗ = (M∗
n)n∈Z

deux copies de M = (Mn)n∈Z, définies sur un espace de probabilité (Ω,A,P), qui engendrent
des filtrations F′ et F∗ coïmmergées (c’est-à-dire que M ′ et M∗ sont des F′ ∨ F∗-chaînes de
Markov. Soient n0 ∈ Z et T un temps d’arrêt dans F′∨̇F∗ tel que M ′

T
= M∗

T
. On pose

M ′′
n =

{
M∗

n si n 6 T

M ′
n si n > T

Alors le processus M ′′ = (M ′′
n)n∈Z est une copie de M = (Mn)n∈Z et les filtrations F′ et F′′

engendrées par M ′ et M ′′ respectivement sont coïmmergées.

Démonstration. Notons
(
Pn+1(x, ·)

)
x∈R

une version régulière de la loi conditionnelle de Mn+1

sachant Mn. Pour montrer que les filtrations F′ et F′′ sont coïmmergées, il suffit de vérifier que
F′′ est immergée dans F′ ∨ F∗, et cela revient à dire que M ′′ est une chaîne de Markov dans
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F′∨F∗ (lemme 8.2.7). Nous allons vérifier à la fois ceci et que M ′′ est une copie de M . Notons
que M ′′

n+1 = M ′
n+1 sur {T 6 n} et que M ′′

n+1 = M∗
n+1 sur {T > n}. La propriété locale de

l’espérance conditionnelle (lemme 14.4.2) et l’immersion conjointe de F ′ et F∗ donnent, d’une
part,

E
[
f(M ′′

n+1) |F
′
n ∨ F∗

n

]
1l{T>n} = E

[
f(M∗

n+1) |M
∗
n

]
1l{T>n}

=

∫
f(x)Pn+1(M

∗
n,dx)1l{T>n}

=

∫
f(x)Pn+1(M

′′
n ,dx)1l{T>n},

et d’autre part,

E
[
f(M ′′

n+1) |F
′
n ∨ F∗

n

]
1l{T6n} = E

[
f(M ′

n+1) |F
′
n ∨ F∗

n

]
1l{T6n}

= E
[
f(M ′

n+1) |M
′
n

]
1l{T6n}

=

∫
f(x)Pn+1(M

′
n,dx)1l{T6n}

=

∫
f(x)Pn+1(M

′′
n ,dx)1l{T6n}.

En somme, ceci montre que l’on a E
[
f(M ′′

n+1) |F
′
n ∨ F∗

n

]
= E

[
f(M ′′

n+1) |M
′′
n

]
, ainsi que

E
[
f(M ′′

n+1) |M
′′
n

]
=
∫
f(x)Pn+1(M

′′
n ,dx), et M ′′ est nen conséquent une chaîne de Markov

dans F′ ∨ F∗ de même loi que M .

Théorème 14.4.4. Soit M = (Mn)n∈Z une chaîne de Markov homogène stationnaire, irré-
ductible et apériodique avec un espace d’états fini ou dénombrable E ⊂ R. On note F = (Fn)n∈Z

la filtration de M . Alors quand E est fini ou quand E est dénombrable si la chaîne de Markov
est récurrente positive, F est I-confortable.

Démonstration. On pose Bm = σ(Mn, n > m). Nous allons montrer que les Bm satisfont
I(F), et le corollaire 14.2.3 donnera le I-confort de F. Commençons par B0. Soient M ′ =
(M ′

n)n∈Z et M∗ = (M∗
n)n∈Z deux copies indépendantes de M = (Mn)n∈Z, définies sur un

espace de probabilité (Ω,A,P). On note F′ et F∗ les filtrations respectives de M ′ et M∗.
Posons T = inf{n > 0 | M ′

n = M∗
n}. Par le théorème 14.4.1, on a P[T < +∞] = 1. Soit

δ ∈]0, 1] et N0 > 0 suffisamment grand pour que P[T < N0] > 1 − δ. On pose n0 = −N0 et
T n0 = inf{n > n0 |M ′

n = M∗
n}, puis

M ′′
n =

{
M∗

n si n 6 T n0

M ′
n si n > T n0 .

Par le lemme 14.4.3, les processus M ′ = (M ′
n)n∈Z et M ′′ = (M ′′

n)n∈Z sont des copies de
M = (Mn)n∈Z, et les filtrations F′ et F′′ engendrées par M ′ et M ′′ respectivement, forment
une I(n0)-coïmmersion de F. Par stationnarité, on a P[T n0 < 0] > 1 − δ, et donc

P[M ′
0 = M ′′

0 ,M
′
1 = M ′′

1 ,M
′
2 = M ′′

2 , . . .] > 1 − δ,

ce dont on déduit que Lsimple(B0) ⊂ Isimple(F), puis que la σ- algèbre B0 satisfait le critère de
I-confort avec le corollaire 14.2.5.

Par stationnarité, chacune des Bm satisfait alors aussi le critère de I-confort, et comme
Bm 1 F0, le I-confort de F est une conséquence du corollaire 14.2.3.
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Dans le cas où E n’est pas dénombrable, on ne peut pas s’attendre à établir le I-confort de F

par de tels couplages. Lorsque (Mn)n>0 est une chaîne de Markov stationnaire avec Mn de loi
diffuse dans R, le temps d’arrêt T = inf{n > 0 |M ′

n = M∗
n} de la preuve précédente est infini

presque sûrement. Il serait plus approprié de regarder pour de telles chaînes de Markov si les
temps d’arrêt

T ε = inf
{
n > 0 | |M ′

n −M∗
n| < ε

}
, ε > 0

sont atteints presque sûrement, puis de coupler les deux chaînes après T ε en sorte qu’elles
restent proches. Cela peut se faire commodément avec la définition constructive des chaînes
de Markov (définition 3.6.2). Dans le chapitre 16, nous verrons des conditions suffisantes
bien plus générales que celles du théorème 14.4.4 sur une chaîne de Markov pour que celle-ci
engendre une filtration I-confortable.



15. FILTRATIONS I-CONFORTABLES ET

FILTRATIONS STANDARD.

Le théorème 15.2.3 est l’objet des deux premières sections de ce chapitre. Il généralise le
théorème 1.1.1 de l’introduction au cas des filtrations conditionnellement séparables. Notre
démarche est différente de celle de [ES] qui ont utilisé le critère de standardité de Vershik
(chapitre 19) pour établir ce théorème (dans le cas conditionnellement non-atomique) alors
que nous utilisons le critère de I-jonction en arbre. Une fois ce théorème établi, nous définirons
la notion de filtration standard et démontrerons son équivalence avec le I-confort en suivant
exactement [ES], puis nous généraliserons ce résultat au cas conditionnellement séparable.

Nous donnons d’abord les nouvelles terminologies suivantes sur les filtrations.

Définitions 15.0.1. Soit F = (Fn)n60 une filtration définie sur un espace probabilisé (Ω,A,P).
On note n0 6 0 un entier.

• S’il existe une innovation (Vn0+1, . . . , V0) de F sur Kn0, 0K telle que Vn soit une variable
aléatoire uniformément distribuée sur un nombre fini rn de valeurs, on dit que F est
rn-adique sur Kn0, 0K.

• S’il existe une innovation (Vn0+1, . . . , V0) de F sur Kn0, 0K telle que Vn soit de loi diffuse,
on dit que F est conditionnellement non-atomique sur Kn0, 0K.

• S’il existe une innovation (Vn0+1, . . . , V0) de F sur Kn0, 0K telle que Vn soit une variable
aléatoire diffuse ou simple et uniforme, on dit que F est conditionnellement homogène
sur Kn0, 0K.

Ces terminologies ne créent pas d’ambiguïté d’après le corollaire 4.3.4. L’étape-clef pour établir
le théorème 15.2.3 sera la proposition 15.1.3. Le cas rn-adique en découle avec la proposition
10.2.2, et le cas conditionnellement homogène sera déduit par approximation.

15.1 Cas rn-adique.

Soit F = (Fn)n60 une filtration rn-adique. On veut montrer qu’elle satisfait le critère de
Vershik de premier niveau si elle est I-confortable. Regardons la définition 14.1.1 du I-confort.
Si on montre que parmi les I(n0)-coïmmersions (F′,F′′) de F, celles qui sont en arbre sont les
meilleures pour parvenir à la condition (iv), il n’y aura plus qu’à appliquer le corollaire 10.2.9.
Ceci va provenir du lemme suivant, comme nous allons le voir.

Lemme 15.1.1. Soit r > 2 un entier. L’ensemble des probabilités sur {1, 2, . . . , r}×{1, 2, . . . , r}
de marges uniformes est un sous-ensemble convexe et compact de l’espace des mesures sur
{1, 2, . . . , r} × {1, 2, . . . , r}. Ses points extrémaux sont les probabilités portées par le graphe
d’une permutation de {1, 2, . . . , r}, et il est l’enveloppe convexe de ses points extrémaux.

Démonstration. La convexité et la compacité sont immédiates. En ce qui concerne les points
extrémaux, c’est un théorème dû à G. D. Birkhoff (voir [MO]).
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Cette section s’achève par la proposition 15.1.3. Nous avons besoin de généraliser le lemme
4.4.7 pour la partie b) de cette proposition, qui servira ensuite uniquement à démontrer la
partie b) du corollaire 15.2.1, qui elle sera utilisée dans le chapitre 17.

Lemme 15.1.2. Sur un espace de probabilité (Ω,A,P), soit F = (Fn)n60 une filtration avec,
pour un entier n0 6 0, une novation (Vn0+1, . . . , V0) sur Kn0, 0K, et soit E = (En)n60 est une
filtration contenue dans F et telle que En ⊂ En−1 ∨ σ(Vn). Pour tout n ∈ Jn0, 0K, soit Sn une
variable aléatoire mesurable pour En. Alors il existe une variable aléatoire Yn0 ∈ L0(En0) telle
que pour tout n ∈Kn0, 0K, on a

σ(Yn0 , Vn0+1, Vn0+2, . . . Vn) ⊃ σ(Sn0 , Sn0+1, . . . Sn).

Démonstration. La preuve se fait comme celle du lemme 4.4.7.

Proposition 15.1.3. Sur un espace de probabilité (Ω,A,P), soit F = (Fn)n60 une filtration
rn-adique sur Kn0, 0K. Soit E un espace métrique standard et θ : E × E → [0,+∞[ une fonc-
tion mesurable positive. Soit X ∈ L0(F0;E) une variable aléatoire dans E. On se donne une
coïmmersion (F′,F∗) de F sur (Ω,A,P) et un entier n0 6 0.

a) Alors il existe sur (Ω,A,P) une filtration F̃ = (F̃n)n60 telle que F̃n = F∗
n pour n 6 n0,

(F′, F̃) est une coïmmersion de F en arbre sur Kn0, 0K et E
[
θ(X ′, X̃)

]
6 E

[
θ(X ′, X∗)

]
.

b) On note (Vn0+1, . . . , V0) une innovation de F sur Jn0, 0J. Si E = (En)n60 est une filtration
contenue dans F et telle que En ⊂ En−1∨̇σ(Vn) pour tout n ∈ Jn0, 0K, et si X est mesurable
pour E0, alors on peut préciser la forme de la coïmmersion en arbre (F ′, F̃) ainsi : pour
tout n ∈Kn0, 0K, on a

Ṽn = ψ
(n)

S′
n−1, eSn−1

(V ′
n),

où Sn−1 ∈ L0(En−1) et {ψ(n)
y′,y′′}y′,y′′∈R est une famille mesurable de permutations.

Démonstration. Montrons l’assertion b), de laquelle a) se déduit en prenant E = F. La preuve
va être faite par récurrence descendante sur n0. Il n’y a rien à faire pour n0 = 0. Supposons la
proposition vraie pour n0 + 1, et donnons-nous une coïmmersion (F′,F∗) de F sur un espace
de probabilité (Ω,A,P) et X ∈ L0(E0;E). Par l’hypothèse de récurrence, on a sur (Ω,A,P)
une coïmmersion (F′,F′′) de F sur Kn0 + 1, 0K, qui coïncide avec (F′,F∗) jusque n0 +1 et telle
que E

[
θ(X ′, X ′′)

]
6 E

[
θ(X ′, X∗)

]
, et de plus telle que

Ṽn = ψ
(n)
S′

n−1,S′′
n−1

(V ′
n),

pour tout n ∈Kn0 + 1, 0K, où Sn−1 ∈ L0(En−1) et {ψ
(n)
y′,y′′}y′,y′′∈R est une famille mesurable de

permutations.
Par hypothèse, E0 ⊂ En0∨̇σ(Vn0+1, . . . , V0), donc on peut écrire X = ḟ(Tn0 , Vn0+1, . . . , V0)

avec ḟ borélienne et Tn0 ∈ L0(En0). Par le lemme 15.1.2, on peut introduire une variable
aléatoire Sn0 ∈ L0(En0) telle que

σ(Sn0 , Vn0+1, Vn0+2, . . . , V0) ⊃ σ(Tn0 , Sn0+1, . . . , S0).

ce qui nous permet d’écrire
X = f(Sn0 , Vn0+1, . . . , V0)
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où f est borélienne, et d’écrire

(V ′′
n0+2, . . . , V

′′
0 ) = τ

(n0+1)
S′

n0
,V ′

n0+1,S′′
n0

,V ′′
n0+1

(V ′
n0+2, . . . , V

′
0),

où
{
τ

(n0+1)
y′,v′,y′′,v′′

}
est une famille mesurable d’automorphismes d’arbre.

Notons νn0+2 la loi du vecteur (V ′
n0+2, . . . , V

′
0). On a alors

E
[
θ(X ′, X ′′) |F′

n0+1 ∨ F′′
n0+1

]
=

=

∫
θ
(
f(S′

n0
, V ′

n0+1,
→
v ), f(S′′

n0
, V ′′

n0+1, τ
(n0+1)
S′

n0
,V ′

n0+1,S′′
n0

,V ′′
n0+1

(
→
v )
)
dνn0+2(

→
v ).

En projetant cette quantité, on obtient

E
[
θ(X ′, X ′′) |F′

n0
∨ F′′

n0

]
=

=

∫ (∫
θ
(
f(S′

n0
, v′,

→
v ), f(S′′

n0
, v′′, τ

(n0+1)
S′

n0
,v′,S′′

n0
,v′′(

→
v )
)
dνn0+2(

→
v )

)
dLn0(v

′, v′′),

où
Ln0 = L

[
(V ′

n0+1, V
′′
n0+1)|F

′
n0

∨ F′′
n0

]

est la loi du couple (V ′
n0+1, V

′′
n0+1) conditionnellement à F′

n0
∨ F′′

n0
; nous venons d’écrire

E
[
θ(X ′, X ′′) |F′

n0
∨ F′′

n0

]
= LS′

n0
,S′′

n0
(Ln0) (15.1.1)

où, étant donnée une mesure µ sur {1, 2, . . . , rn0+1} × {1, 2, . . . , rn0+1}, on a posé

Ly′,y′′(µ) =

∫ (∫
θ
(
f(y′, v′,

→
v ), f(y′′, v′′, τ

(n0+1)
y′,v′,y′′,v′′(

→
v )
)
dνn0+2(

→
v )

)
dµ(v′, v′′).

La fonction Ly′,y′′ est une forme linéaire continue sur l’espace des mesures sur {1, 2, . . . , rn0+1}×
{1, 2, . . . , rn0+1} qui dépend mesurablement de y′ et y′′. Par l’immersion conjointe, les marges
de Ln0 sont toutes deux égales à la loi de Vn0 presque sûrement. Notons Jn0+1 le sous-espace
affine des probabilités sur {1, 2, . . . , rn0+1}×{1, 2, . . . , rn0+1} de marges uniformes. D’après le
lemme 15.1.1, c’est un ensemble convexe et compact qui est l’enveloppe convexe de ses points
extrémaux, et on a alors

inf
µ∈Jn0+1

Ly′,y′′(µ) = inf
µ∈Extr(Jn0+1)

Ly′,y′′(µ), (15.1.2)

où Extr(K) désigne l’ensemble des points extrémaux d’un convexe K. Le lemme 15.1.1 dit
aussi que Extr(Jn0+1) est consistué de toutes les permutations de {1, 2, . . . , rn0+1}. Pour

y′, y′′ ∈ R, on choisit de façon mesurable une permutation ψ(n0)
y′,y′′ de {1, 2, . . . , rn0+1} telle que

la probabilité µy′,y′′ sur {1, 2, . . . , rn0+1}
2 de marges uniformes qui est portée par le graphe de

ψ
(n0+1)
y′,y′′ atteigne la borne inférieure dans (15.1.2). Ainsi

LS′
n0

,S′′
n0

(µS′
n0

,S′′
n0

) 6 LS′
n0

,S′′
n0

(Ln0). (15.1.3)

Toutes les mesurabilités requises sont là pour bien définir une variable aléatoire Ṽn0+1 en

posant Ṽn0+1 = ψ
(n0+1)
S′

n0
,S′′

n0
(V ′

n0+1). Puis on pose

(Ṽn0+2, . . . , Ṽ0) = τ
(n0+1)

S′
n0+1,V ′

n0+1,S′′
n0+1,eVn0+1

(V ′
n0+2, . . . , V

′
0).
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On construit alors la filtration cherchée F̃ en posant

F̃n =

{
F′′

n si n 6 n0

F′′
n0
∨̇σ(Ṽn0+1, . . . , Ṽn) si n ∈Kn0, 0K.

On a alors, pour tout n ∈Kn0 + 1, 0K,

Ṽn = ψ
(n)

S′
n−1, eSn−1

(V ′
n)

et on a
LS′

n0
,S′′

n0
(µS′

n0
,S′′

n0
) = E

[
θ(X ′, X̃) |F′

n0
∨ F̃n0

]
(15.1.4)

avec X̃ = f(S′′
n0
, Ṽn0+1, Ṽn0+2, . . . , Ṽ0). L’inégalité E

[
θ(X ′, X̃)

]
6 E

[
θ(X ′, X ′′)

]
désirée dé-

coule de (15.1.1), (15.1.3) et (15.1.4).

15.2 Cas conditionnellement homogène.

Comme nous l’avons déjà dit, la proposition 15.1.3 et le corollaire 10.2.9 donnent le théorème
15.2.3 dans le cas rn-adique. Par approximations, la proposition 15.1.3 donne le corollaire
suivant qui permettra d’établir le cas conditionnellement homogène. La partie b) est inutile
pour les résultats de ce chapitre, elle sera utilisée dans le chapitre 17.

Corollaire 15.2.1. Soit (Ω,A,P) un espace de probabilité. Soit F = (Fn)n60 une filtration
conditionnellement homogène sur Kn0, 0K, pour un certain entier n0 6 0. Soient (E, ρ) un
espace métrique standard et X ∈ L1(F0;E). On se donne une coïmmersion (F′,F∗) de F sur
un espace de probabilité (Ω,A,P).

a) Alors pour tout ε > 0, il existe une filtration F′′ sur (Ω,A,P) telle que (F′,F′′) est une
coïmmersion de F en arbre sur Kn0, 0K et E

[
ρ(X ′, X ′′)

]
6 E

[
ρ(X ′, X∗)

]
+ ε.

b) On note (Vn0+1, . . . , V0) une innovation de F sur Jn0, 0J. Si E = (En)n60 est une filtration
contenue dans F et telle que En ⊂ En−1∨̇σ(Vn) pour tout n ∈ Jn0, 0K, et si X est mesurable
pour E0, alors on peut préciser la forme de la coïmmersion en arbre (F ′,F′′) ainsi : pour
tout n ∈Kn0, 0K, on a

Ṽn = ψ
(n)
Y ′

n−1,Y ′′
n−1

(V ′
n),

où Yn−1 ∈ L0(En−1) et {ψ(n)
y′,y′′}y′,y′′∈R est est une famille mesurable de permutations.

Démonstration. Nous montrons b), l’assertion a) s’en déduit en prenant E = F. On désigne par
D(F) ⊂Kn0, 0K l’ensemble des n ∈Kn0, 0K tels que Vn est diffuse et par S(F) son complémentaire
dans Kn0, 0K, l’ensemble des n ∈Kn0, 0K tels que Vn est uniforme sur un nombre fini de valeurs.
Pour n ∈ S(F), on note ηn une innovation de Fn−1 dans Fn de loi uniforme sur {1, . . . , rn} et
pour n ∈ D(F), on choisit à l’aide du corollaire 4.3.4 une innovation Un de Fn−1 dans Fn de
loi uniforme sur [0, 1]. La σ- algèbre

C(∞)
n0

:= σ(Vn0+1, . . . , V0) = σ
(
ηn, n ∈ S(F)

)
∨ σ
(
Un, n ∈ D(F)

)

est alors un complément de Fn0 dans F0.
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Pour tout n ∈ D(F) et pour tout entier ` > 0, on définit une variable aléatoire η (`)
n uniforme

sur
{
0, 1/2`, . . . , k/2`, . . . , 1 − 1/2`

}
en posant

η(`)
n =

2`−1∑

k=0

k

2`
1ln k

2`
<Un6

k+1

2`

o.

Alors les σ- algèbres C
(`)
n0 := σ

(
ηn, n ∈ S(F)

)
∨ σ
(
η

(`)
n , n ∈ D(F)

)
, ` > 0, forment une suite

croissante qui tend vers C
(∞)
n0 quand `→ ∞.

On pose δ = ε/4. Puisque E0 ⊂ En0∨̇C
(∞)
n0 , et que En0∨̇C

(`)
n0 1 En0∨̇C

(∞)
n0 quand ` → ∞,

pour ` suffisamment grand, il existe une variable aléatoire Z mesurable pour En0∨̇C
(`)
n0 telle

que E
[
ρ(X,Z)

]
< δ (proposition 1.2.4). On choisit un tel entier ` et pour qu’il n’alourdisse pas

l’écriture, on pose maintenant ηn = η
(`)
n pour n ∈ D(F). Notons que par l’inégalité triangulaire

et par isomorphismes, on a

E
[
ρ(Z ′, Z∗)

]
< E

[
ρ(X ′, X∗)

]
+ 2δ.

Remarquons que Z est mesurable pour D0 := Fn0∨̇σ(ηn0+1, . . . , ηn) qui est la tribu finale de
la filtration D = (Dn)n60 définie par

Dn =

{
Fn si n 6 n0

Fn0∨̇σ(ηn0+1, . . . , ηn) si n > n0,

qui est rn-adique sur Kn0, 0K, admettant (ηn0+1, . . . , η0) comme innovation sur Kn0, 0K. La
filtration D est immergée dans F (lemme 8.2.8), (D′,D∗) est une coïmmersion de D et La
variable aléatoire Z est mesurable pour D, et Z ′, Z∗, sont aussi les copies respectives de Z
dans D′ et D∗. Notons aussi que Z est mesurable pour D−

0 := En0∨̇σ(ηn0+1, . . . , ηn) qui est la
tribu finale de la filtration D− ⊂ D définie par

D−
n =

{
En si n 6 n0

En0∨̇σ(ηn0+1, . . . , ηn) si n > n0.

La proposition 15.1.3 appliquée à Z donne alors une filtration D′′ sur (Ω,A,P) telle que
(D′,D′′) est une I(n0)-coïmmersion de D en arbre sur Kn0, 0K avec D′′

n = D∗
n pour n 6 n0 et

telle que l’on a E
[
ρ(Z ′, Z ′′)

]
< E

[
ρ(X ′, X∗)

]
+ 2δ, et de plus on a, pour tout n ∈Kn0, 0K,

η′′n = ψ
(n)
Y ′

n−1,Y ′′
n−1

(η′n),

où Yn−1 ∈ L0(D−
n−1) ⊂ L0(En−1) et {ψ

(n)
y′,y′′}y′,y′′∈R est est une famille mesurable de per-

mutations. On redéfinit ici l’innovation (Vn0+1, . . . , V0) de F en renommant les Vn en posant
Vn = ηn si n ∈ S(F) et Vn = Un si n ∈ D(F). On note µn la loi de Vn et Gn0 le groupe des
changements d’innovations de F sur Kn0, 0K de même loi que (Vn0+1, . . . , V0) (définition 4.4.5).

Toute permutation ϕ de
{
0, 1/2`, . . . , k/2`, . . . , 1−1/2`

}
se prolonge naturellement en une

permutation de [0, 1], ceci en échangeant chaque segment
]
k/2`, (k + 1)/2`

]
avec le segment]

ϕ(k/2`), ϕ(k/2`) + 1/2`
]
. On prolonge de cette manière les permutations ψ(n)

y′,y′′ et en posant
ensuite

V ′′
n = ψ

(n)
Y ′

n−1,Y ′′
n−1

(V ′
n),
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pour tout n ∈Kn0, 0K, on prolonge alors l’isomorphisme de D sur D′′ à toute la filtration F en
l’envoyant sur la filtration F′′ définie par

F′′
n =

{
F∗

n si n 6 n0

F∗
n0
∨̇σ(V ′′

n0+1, . . . , V
′′
n ) si n > n0,

ceci en envoyant chaque Vn sur V ′′
n . On a ainsi construit une I(n0)-coïmmersion (F′,F′′) de F

en arbre sur Kn0, 0K avec les propriétés requises et on a E
[
ρ(X ′, X ′′)

]
6 E

[
ρ(X ′, X∗)

]
+ ε par

l’inégalité triangulaire.

Le corollaire suivant est alors immédiat :

Corollaire 15.2.2. Sur un espace probabilisé (Ω,A,P), soit F = (Fn)n60 une filtration de type
produit local et conditionnellement homogène. Soit E un espace métrique standard. Alors une
variable aléatoire X ∈ L1(F0;E) satisfait le critère de I-confort si et seulement elle satisfait
le critère de I-jonction en arbre.

De ce corollaire on déduit immédiatement le théorème suivant à l’aide du corollaire 15.2.1 et
du corollaire 10.2.9 :

Théorème 15.2.3. Sur un espace probabilisé (Ω,A,P), soit F = (Fn)n60 une filtration loca-
lement de type produit, conditionnellement homogène. Alors les trois conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) F est I-confortable.

(ii) F est I-joignable en arbre.

(iii) F satisfait le critère de Vershik de premier niveau.

Le théorème 1.1.1 de l’introduction s’en déduit avec la proposition 3.1.5 :

Théorème 15.2.4. Sur un espace probabilisé (Ω,A,P), soit F = (Fn)n60 une filtration loca-
lement de type produit, conditionnellement homogène, et essentiellement séparable. Alors les
trois conditions suivantes sont équivalentes :

(i) F est I-confortable.

(ii) F est I-joignable en arbre.

(iii) F est de type produit.

Notons que l’hypothèse d’homogénéité conditionnelle est essentielle : nous avons vu que la
filtration de l’exemple de Vinokurov n’est pas de type produit (section 2.2) mais qu’elle est
I-confortable comme conséquence du théorème 14.4.4.
Quelques corollaires de second niveau. — Du corollaire 15.2.2 résultent aussi les résultats
suivants auxquels nous avons parfois renvoyé le lecteur dans les chapitres précédents :

Corollaire 15.2.5. Sur un espace probabilisé (Ω,A,P), soit G = (Gn)n60 une filtration. Soit
F = (Fn)n60 une filtration de type produit local conditionnellement homogène et immergée
dans G. Soit E un espace métrique standard. Alors une variable aléatoire X ∈ L1(F0;E) qui
satisfait le critère de I-confort dans G satisfait le critère de I-jonction en arbre dans F.

Démonstration. C’est une conséquence facile du lemme 14.3.2 et du corollaire 15.2.2.

Corollaire 15.2.6. Une filtration conditionnellement homogène immersible dans une filtra-
tion I-confortable satisfait le critère de Vershik de premier niveau. Une filtration conditionnel-
lement homogène immersible dans une filtration de type produit local qui satisfait le critère de
I-jonction en arbre satisfait elle-même le critère de I-jonction en arbre.
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Démonstration. Ce sont des conséquences immédiates du corollaire précédent et du corollaire
10.2.9.

15.3 Filtrations standard.

Avec le théorème 15.2.3 que nous venons d’établir, nous allons maintenant établir l’équiva-
lence entre filtration I-confortable et filtration standard pour les filtrations essentiellement
séparables, en suivant [ES]. Le cas conditionnellement séparable sera traité dans la section
suivante.

Lemme 15.3.1. Le produit indépendant d’une filtration conditionnellement séparable par une
filtration conditionnellement non-atomique est une filtration conditionnellement non-atomique.
En particulier le produit indépendant d’une filtration essentiellement séparable par une filtra-
tion conditionnellement non-atomique est une filtration conditionnellement non-atomique.

Démonstration. Il suffit de montrer ceci pour des filtrations à un pas. Soient F = (F0,F1)
et G = (G0,G1) deux filtrations indépendantes sur un espace de probabilité (Ω,A,P), avec
F conditionnellement séparable et G conditionnellement non-atomique. On a une novation
V1 de F0 dans F1 et une variable aléatoire V de loi diffuse, indépendante de G0 et telle que
G1 = G0∨̇σ(V ). On a alors

F1∨̇G1 = (F0∨̇G0) ∨ σ(V1, V ).

Pour montrer le lemme, il s’agit d’après la proposition 4.3.3 de vérifier que les valeurs de la
loi conditionnelle L

[
(V1, V ) |F0∨̇G0

]
sont des probabilités diffuses. Soient f et g boréliennes

bornées. On note µ la loi de V . On a alors, presque sûrement,

E
[
f(V1)g(V ) |F0∨̇G0

]
=

∫
E
[
f(V1)g(v) |F0∨̇G0

]
dµ(v)

= E
[
f(V1) |F0

] ∫
g(v) dµ(v) = E

[
f(V1) |F0

]
E
[
g(V )

]
,

ce qui montre que presque sûrement, la loi conditionnelle L
[
(V1, V ) |F0∨̇G0

]
est la probabilité

produit L[V1 |F0]⊗µ de la loi conditionnelle de V1 sachant F0 avec µ. C’est une loi diffuse.

Remarquons que ce lemme et le lemme 8.2.4 entraînent que toute filtration essentiellement
séparable est immersible dans une filtration conditionnellement non-atomique.

Définition 15.3.2. Soit (Ω,A,P) un espace de probabilité. On dit qu’une filtration F =
(Fn)n60 définie sur (Ω,A,P) est standard non-atomique si elle est engendrée par une suite
(Un)n60 de variables aléatoires Un indépendantes et toutes de loi uniforme sur [0, 1]. On dit
qu’une filtration est standard si elle est immersible dans une filtration standard non-atomique.

Une filtration est donc standard non-atomique si et seulement si elle est de type produit avec
des innovations qui sont chacune de loi diffuse d’après le corollaire 4.3.4.

Le théorème 15.2.3 et les propriétés élémentaires du I-confort donnent les deux corollaires
suivant. Le corollaire 15.3.4 est montré dans [ES] en utilisant comme étape intermédiaire le
critère de standardité de Vershik (définition 19.1.1).

Corollaire 15.3.3. Les filtrations standard non-atomiques sont exactement les filtrations
standard et non-atomiques. Les filtrations standard rn-adiques sont exactement les filtrations
standard et rn-adiques.
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Démonstration. Dans les deux cas, la preuve résulte du théorème 15.2.3. Écrivons-la pour le
cas non-atomique. Si une filtration est standard non-atomique, elle est évidemment standard
et non-atomique. Réciproquement, si F est standard, elle est par définition immergée dans une
filtration de type produit essentiellement séparable, donc elle est I-confortable par le lemme
3.1.4, la proposition 14.3.4 et le corollaire 14.3.3. On conclut alors avec le théorème 15.2.3.

Corollaire 15.3.4. Soit F une filtration sur un espace de probabilité (Ω,A,P). Il est équivalent
de dire :

(i) F est immersible dans une filtration de type produit essentiellement séparable.

(ii) F est standard.

(iii) F est immersible dans une filtration standard.

(iv) Si (Ω,A,P,F = (Fn)n60) est un espace de probabilité filtré standard non-atomique, le
produit indépendant de F et de F est standard non-atomique aussi.

(v) F est essentiellement séparable et F est I-confortable.

Démonstration. (ii) ⇒ (iii) est trivial et (iii) ⇒ (ii) par transitivité de l’immersibilité.
(ii) ⇒ (i). C’est une trivialité.
(i) ⇒ (v). Une filtration de type produit est I-confortable par la proposition 14.3.4, et on

conclut avec le corollaire 14.3.3.
(v) ⇒ (iv). Puisque F est standard non-atomique, elle est I-confortable par la proposition

14.3.4. Son produit indépendant avec F est encore I-confortable par la proposition 14.3.6.
Mais ce produit est conditionnellement non-atomique (lemme 15.3.1) ; en conséquence, par le
théorème 15.2.4, il est standard non-atomique.

(iv) ⇒ (ii). Une filtration est immersible dans son produit indépendant avec une autre
filtration d’après le lemme 8.2.4.

15.4 Cas des filtrations conditionnellement séparables.

Le corollaire suivant se démontre comme le corollaire 15.3.4 mais en utilisant le théorème 15.2.3
au lieu du théorème 15.2.4. Nous verrons dans la section 15.5 qu’une filtration immersible dans
une filtration conditionnellement séparable est elle-même conditionnellement séparable. C’est
pourquoi nous avons mis l’hypothèse de séparabilité conditionnelle entre parenthèses dans
l’énoncé du corollaire.

Corollaire 15.4.1. Soit F une filtration (conditionnellement séparable). Il est équivalent de
dire :

(i) F est immersible dans une filtration conditionnellement séparable qui satisfait le critère
de Vershik de premier niveau.

(ii) F est immersible dans une filtration conditionnellement non-atomique qui satisfait le
critère de Vershik de premier niveau.

(iii) F est immersible dans une filtration immersible dans une filtration conditionnellement
non-atomique qui satisfait le critère de Vershik de premier niveau.

(iv) Si F = (Fn)n60 est une filtration conditionnellement non-atomique qui satisfait le critère
de Vershik de premier niveau, alors le produit indépendant de F et de F est aussi une
filtration conditionnellement non-atomique qui satisfait le critère de Vershik de premier
niveau.



15. Filtrations I-confortables et filtrations standard. 127

(v) F est I-confortable.

Démonstration. (ii) ⇒ (iii) est trivial et (iii) ⇒ (ii) par transitivité de l’immersibilité.
(ii) ⇒ (i) est une trivialité.
(i) ⇒ (v). Une filtration conditionnellement séparable qui satisfait le critère de Vershik de

premier niveau est I-joignable en arbre par le corollaire 10.2.9, et donc I-confortable
(v) ⇒ (iv). Une filtration conditionnellement non-atomique qui satisfait le critère de

Vershik de premier niveau est I-confortable. Son produit indépendant avec F est encore I-
confortable par la proposition 14.3.6. Ce produit est conditionnellement non-atomique par
le lemme 15.3.1 ; en conséquence, par le théorème 15.2.3, il satisfait le critère de Vershik de
premier niveau.

(iv) ⇒ (ii). Une filtration est immergée dans son produit indépendant avec une autre
filtration d’après le lemme 8.2.4.

15.5 À propos de la séparabilité conditionnelle.

Nous allons maintenant justifier qu’une filtration immergée (ou immersible) dans une filtration
conditionnellement séparable est elle-même conditionnellement séparable.

Lemme et définition 15.5.1. Soient (Ω,A,P) un espace probabilisé et C ⊂ A une σ- algèbre.
Soient (S,S) un espace mesurable et (µω) un noyau de probabilités de (Ω,C) vers S, ou un
élément aléatoire mesurable pour C à valeurs dans P(S). On note P ⊗ µ la probabilité sur
(Ω × S,C ⊗ S) définie dans le lemme 8.1.14.

On définit un noyau β(µ) de (Ω,C) vers (Ω × S,C ⊗ S) par

β(µ)[C ×D] = 1lCµ(D) lorsque C ∈ C et D ∈ S,

qui se prolonge à C ⊗ S de manière unique. Elle est définie pour tout événement B̂ ∈ C ⊗ S
par

β(µ)ω[B̂] = µω(B̂ω)

où B̂ω = {v | (ω, v) ∈ B̂} est la section de B̂ au-dessus de ω.
Si (Ω×S,C⊗S) est muni de la probabilité P̂ = P⊗µ, alors β(µ) est une version régulière

de la probabilité conditionnelle de B̂ := C ⊗µ S sachant Ĉ : pour tout événement B̂ ∈ C ⊗µ S,
on a P̂[B̂ | Ĉ] = β(µ)[B].

Notation 15.5.2. Rappelons les notations de la proposition 8.1.8. Soient (Ω,A,P) et (Ω̃, Ã, P̃)
des espaces de probabilité. Soient F0 et C1 deux sous -σ- algèbres de A, Ψ0 : (Ω,F0,P) −→

(Ω̃, Ã, P̃) et Ψ1 : (Ω,C1,P) −→ (Ω̃, Ã, P̃) des plongements. On pose F̃0 = Ψ0(F0) et C̃1 =

Ψ1(C1), puis on pose F1 = F0 ∨ C1 et F̃1 = F̃0 ∨ C̃1. Si pour toute variable aléatoire C1 ∈
L1(Ω,C1,P), on a

Ψ0

(
L
[
C1 |F0

])
= L̃

[
Ψ1(C1) | F̃0

]
,

on résume ceci en notant
P̃[C̃1 | F̃0] = Ψ0 ◦ P

[
C1 |F0

]
◦ Ψ−1

1 .

Définition 15.5.3. Soient (Ω,A,P) un espace probabilisé et C, B des sous -σ- algèbres de A

telles que C ⊂ B. On note P⊗µ la probabilité sur (Ω×S,C⊗S) définie dans le lemme 8.1.14.
On dit que la probabilité conditionnelle P[B |C] se plonge dans un noyau vers (S,S) s’il existe
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un noyau de probabilités µ : (Ω,C) → P(S) et un plongement Φ: B → C⊗µ S qui envoie C sur
Ĉ := C ⊗µ {∅, S} et tel que

P[B |C] = Φ−1
︸︷︷︸
“IdC”

◦β(µ) ◦ Φ

où le noyau β(µ) est défini dans le lemme 15.5.1.

Lemme 15.5.4. Soient (Ω,A,P) un espace probabilisé, C et B des sous -σ- algèbres de A

telles que C ⊂ B et V une variable aléatoire. Si X est une variable aléatoire mesurable pour
C ∨ σ(V ), alors la variable aléatoire E[X |B] est mesurable pour C ∨ σ

(
L[V |B]

)
.

Démonstration. Posons µ = L[V |B] Si X = 1lC1l{V ∈A} où C ∈ C et A ∈ BR, alors E[X |B] =
1lCµ[A] est mesurable pour C∨σ

(
L[V |B]

)
, et le cas général s’en déduit par approximation.

Le lemme suivant qui résulte du précédent sera utilisé plusieurs fois par la suite.

Lemme 15.5.5. Soient (Ω,A,P) un espace probabilisé, C ⊂ A une σ- algèbre et V une variable
aléatoire. Soit B une sous - σ- algèbre de A telle que C ⊂ B ⊂ C ∨ σ(V ). Alors B est séparable
conditionnellement à C, et L[V |B] est une novation (définition 2.1.2) de C dans B.

Démonstration. Montrons que B ⊂ C∨σ
(
L[V |B]

)
. Soit X ∈ L0(B). On a alors X = E[X |B]

qui est mesurable pour C ∨ σ
(
L[V |B]

)
d’après le lemme 15.5.4.

Proposition 15.5.6. Soient (Ω,A,P) un espace probabilisé, C et B des sous - σ- algèbres de
A telles que C ⊂ B. Alors la σ- algèbre B est conditionnellement séparable par rapport à C si
et seulement si la probabilité conditionnelle P[B |C] se plonge dans un noyau µ vers (R,BR).

Démonstration. Si B est conditionnellement séparable par rapport à C, c’est la proposition
8.1.16 en prenant pout V une novation de C dans B à valeurs réelles. Réciproquement si P[B |C]
se plonge presque sûrement dans un noyau µ sur R, alors sur l’espace (Ω,C,P)⊗µ (R,BR) défini
dans le lemme 8.1.14, la variable aléatoire (ω, t) 7→ t est une novation de Ĉ := C⊗{∅,R} dans
C⊗µ BR. En notant B̂R = {∅,Ω} ⊗BR, on a C⊗µ BR = Ĉ∨ B̂R. Comme Ĉ ⊂ B̂ ⊂ Ĉ∨ B̂R, on
conclut alors avec le lemme 15.5.5 et par isomorphisme.

Lemme 15.5.7. Avec les notations de la définition 15.5.3, si P[B |C] se plonge dans µ et si
D ⊂ C est une σ- algèbre telle que P[B |C] = P[B |D], alors µ est mesurable pour D et P[B |D]
se plonge dans µ.

Démonstration. La preuve est immédiate à partir de la définition.

La proposition à laquelle nous voulons aboutir est la suivante ; elle généralise le lemme 2.1.3.

Proposition 15.5.8. Soient (Ω,A,P) un espace probabilisé, F = (F0,F1) une filtration à un
pas immergée dans une filtration à un pas G = (G0,G1) (c’est-à-dire que F1 est indépendante
de G0 conditionnellement à F0). Si G1 est séparable conditionnellement à G0, alors F1 est
séparable conditionnellement à F0.

Démonstration. Comme G1 est séparable conditionnellement à G0, la probabilité conditionnelle
P[G1 |G0] se plonge dans un noyau µ sur un espace métrique séparable. Puisque F1 ⊂ G1, il
est clair que P[F1 |G0] se plonge aussi dans µ. Or l’indépendance conditionnelle entraîne que
P[F1 |G0] = P[F1 |F0], donc P[F1 |F0] se plonge aussi dans µ par le lemme 15.5.7, et on conclut
avec la proposition 15.5.6.
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On déduit immédiatement de cette proposition :

Corollaire 15.5.9. Une filtration à temps discret négatif immergée dans une filtration condi-
tionnellement séparable est conditionnellement séparable.



16. PARAMÉTRISATIONS I.

Dans ce chapitre nous introduisons d’abord la notion de paramétrisation d’une filtration. Une
filtration qui admet une paramétrisation génératrice est standard : la définition donne une fil-
tration standard non-atomique dans laquelle elle est immersible. Nous présenterons alors dans
la section 16.2 des méthodes pour construire une paramétrisation génératrice de la filtration
d’une chaîne de Markov. Rosenblatt utilisait souvent ces méthodes dans ses travaux sur le
codage stationnaire. Beaucoup de ses résultats sont généralisés par un théorème de Hanson
dont nous donnerons l’énoncé et dirons un mot sur la preuve qui fera une belle illustration.
Ces méthodes sont aussi utilisées dans la littérature concernant l’étude de la stabilité des sys-
tèmes dynamiques aléatoires rétrogrades, la perte de mémoire de chaînes de Markov, ou aussi
l’échantillonnage parfait de Propp et Wilson ([Kif], [Mat], [FG], [AS]). Les mathématiques
que nous utiliserons pour montrer que la filtration d’une chaîne de Markov est standard si
elle satisfait la condition de Doeblin, sont classiques dans cette littérature. Nous verrons com-
ment utiliser tel résultat de cette littérature pour en déduire rapidement que telle filtration
est standard. Dans la section 16.3, nous donnerons des applications des paramétrisations au
critère de I-confort pour la filtration d’une chaîne de Markov, qui elles aussi fournissent des
exemples.

16.1 Généralités sur les paramétrisations.

16.1.1 Définition.

Définition 16.1.1. Soit (Ω,A,P) un espace de probabilité avec une filtration F = (Fn)n60.
Une suite (. . . , U−1, U0) de variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0, 1] est dite
une paramétrisation (globale) de F, ou paramétrisation de F sur K −∞, 0K si Un est indépen-
dante de Fn−1 et qu’on a Fn ⊂ Fn−1∨̇σ(Un) pour tout n 6 0. On dit que la paramétrisation
est génératrice si de plus Fn ⊂ σ(. . . , Un−1, Un) pour tout n 6 0. On dit que F admet une
paramétrisation globale, resp. génératrice, s’il existe sur un espace probabilisé (Ω ′,A′,P′) une
filtration F′ isomorphe à F et une paramétrisation globale, resp. génératrice de F ′.

Notons immédiatement :

Lemme 16.1.2. Une filtration à temps discret négatif qui admet une paramétrisation géné-
ratrice est standard.

Démonstration. Dans ce cas, le lemme 8.2.8 montre que la filtration est immergée dans la
filtration standard non-atomique engendrée par la paramétrisation génératrice.

Il est affirmé par erreur dans la littérature que la réciproque de ce lemme est triviale.
Une discussion à ce sujet se trouve dans [Sch2]. Comme l’affirment les auteurs de [FS00], ce
résultat est cependant vrai, et peut, par le biais du critère de standardité de Vershik, s’obtenir
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à partir de leurs résultats et d’autres de la littérature, suivant la démarche qu’ils indiquent
dans [FS02]. Nous reviendrons sur cette discussion dans le chapitre suivant.

16.1.2 Paramétrisations et séparabilité conditionnelle.

Définition 16.1.3. Soient (Ω,A,P) un espace probabilisé, C et B des sous -σ- algèbres de A

telles que C ⊂ B. Une variable aléatoire U de loi uniforme sur [0, 1] et indépendante de C telle
que B ⊂ C∨̇σ(U) est appelée un pas de paramétrisation de C dans B. On dit que le couple de
σ- algèbres (C,B) admet un pas de paramétrisation s’il existe un espace probabilisé (Ω ′,A′,P′),
un plongement Ψ: B → A′, et un pas de paramétrisation U ′ de Ψ(C) dans Ψ(B).

Lemme 16.1.4. Soient (Ω,A,P) un espace probabilisé, C et B des sous -σ- algèbres de A

telles que C ⊂ B. Alors B est séparable conditionnellement à C si et seulement si (C,B) admet
un pas de paramétrisation.

Démonstration. Si (C,B) admet un pas de paramétrisation, le lemme 15.5.5 montre qu’il existe
une novation de C dans B (via isomorphisme). Réciproquement, supposons que B est séparable
conditionnellement à C, notons V une novation de C dans B, et notons GC l’inverse continue
à droite de la fonction de répartition de L[V |C]. On sait par le lemme 4.3.1 que GC(ω)(u) est
une fonction mesurable de (ω, u). Notons (Ω∗,A∗,P∗) un espace probabilisé sur lequel on a
une variable aléatoire U ∗ de loi uniforme sur [0, 1]. On définit alors une variable aléatoire V ′

sur (Ω,A,P) := (Ω,C,P)⊗(Ω∗, σ(U∗),P∗) par V ′ = GC(U∗), et on a L[V ′ |C] = L[V |C] par le
lemme 4.3.1, où cette dernière égalité est considérée sur (Ω,A,P) après identifications. Alors
par le corollaire 8.1.10, C∨σ(V ) est isomorphe à C∨σ(V ′) ⊂ C∨̇σ(U∗), avec un isomorphisme
Ψ qui préserve C et tel que Ψ(V ) = V ′.

Définition 16.1.5. Soit (Ω,A,P) un espace de probabilité avec une filtration F = (Fn)n60.
On se donne deux entiers m0 et n0 tels que m0 < n0 < 0. Une suite (Um0+1, . . . , Un0) de
variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0, 1] est dite une paramétrisation (locale)
de F sur Km0, n0K si Un est un pas de paramétrisation de Fn−1 dans Fn pour tout n ∈
Km0, n0K, en d’autres termes, Un est indépendante de Fn−1 et qu’on a Fn ⊂ Fn−1∨̇σ(Un) pour
tout n ∈Km0, n0K. On dit que F admet une paramétrisation sur Km0, n0K s’il existe sur un
espace probabilisé (Ω′,A′,P′) une filtration F′ isomorphe à F et une paramétrisation de F′ sur
Km0, n0K.

En réitérant le lemme 16.1.4, on obtient :

Corollaire 16.1.6. Une filtration admet une paramétrisation locale sur Kn0, 0K si et seulement
si elle est conditionnellement séparable sur Kn0, 0K.

Nous verrons plus tard le cas n0 = −∞.

16.1.3 Grossissement paramétrique.

Lemme 16.1.7. Soit n0 6 0 un entier ou n0 = −∞. Soit F = (Fn)n60 une filtration et
(Un0+1, . . . , U0) une paramétrisation de F sur Kn0, 0K. On pose Un = σ(Un0+1, . . . , Un) pour
tout n 6 0 (par convention Un = {∅,Ω} si n 6 n0). Alors les filtrations F et U sont immergées
dans la filtration F ∨ U. Par conséquent, pour tout n ∈Kn0, 0K, la variable aléatoire Un est
indépendante de Fn−1 ∨ σ(Un0+1, . . . , Un−1) .

Démonstration. Cela se déduit aisément du lemme 8.2.8.
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Il sera commode par la suite de dénommer cette filtration F ∨ U :

Définition 16.1.8. Sur un espace probabilisé (Ω,A,P), soit F = (Fn)n60 une filtration
• Soit (Un0+1, . . . , U0) une paramétrisation de F sur Kn0, 0K. La filtration G = (Gn)n60

définie par

Gn =

{
Fn si n 6 n0

Fn0∨̇σ(Un0+1, . . . , Un) si n ∈Kn0, 0K,

est appelée le grossissement paramétrique (local) de F avec (Un0+1, . . . , U0).
• Soit (Un)n60 une paramétrisation globale de F. La filtration G = (Gn)n60 définie par

Gn = Fn ∨ σ(. . . , Un−1, Un)

pour tout n 6 0, est appelée le grossissement paramétrique (global) de F avec (Un)n60.

Ainsi si G est un grossissement paramétrique local ou global de F, alors F est immergée dans
G d’après le lemme 16.1.7.

16.1.4 Paramétrisations des chaînes de Markov.

Définition 16.1.9. Sur un espace probabilisé (Ω,A,P), soit (Xn)n60 une chaîne de Markov
à valeurs dans un espace métrique standard. On note F = (Fn)n60 sa filtration.

• On se donne deux entiers m0 et n0 tels que m0 < n0 < 0. Une suite (Um0+1, . . . , Un0) de
variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0, 1] est dite une paramétrisation
(locale) de (Xn)n60 sur Km0, n0K si pour tout n ∈Km0, n0K, Un est indépendante de Fn−1

et qu’on a σ(Xn) ⊂ σ(Xn−1)∨̇σ(Un) pour tout n ∈Km0, n0K. On dit que (Xn)n60 admet
une paramétrisation sur Km0, n0K s’il existe sur un espace probabilisé (Ω′,A′,P′) une
filtration F′ isomorphe à F et une paramétrisation de F′ sur Km0, n0K.

• Un pas de paramétrisation de (Xn)n60 de niveau n est une paramétrisation Un de
(Xn)n60 sur Kn− 1, nK.

• Une suite (. . . , U−1, U0) de variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0, 1]
est dite une paramétrisation (globale) de (Xn)n60, ou paramétrisation de (Xn)n60 sur K−
∞, 0K si Un est indépendante de Fn−1 et qu’on a σ(Xn) ⊂ σ(Xn−1)∨̇σ(Un) pour tout n 6

0. On dit que la paramétrisation est génératrice si de plus Fn ⊂ σ(. . . , Un−1, Un) pour
tout n 6 0. On dit que (Xn)n60 admet une paramétrisation globale, resp. génératrice,
s’il existe sur un espace probabilisé (Ω′,A′,P′) une copie (X ′

n)n60 de (Xn)n60 et une
paramétrisation globale, resp. génératrice, de (X ′

n)n60

Bien sûr une paramétrisation d’une chaîne de Markov est aussi une paramétrisation de sa
filtration. Comme on le voit, une paramétrisation globale (Un)n60 d’une chaîne de Markov
(Xn)n60 donne une chaîne de Markov constructive (Xn, Un)n60 (définition 3.6.2)

Proposition 16.1.10. Pour tout entier n 6 0, soit En un espace métrique standard. On se
donne une chaîne de Markov (Xn)n60 sur un espace probabilisé (Ω,A,P). Alors il existe sur
un espace probabilisé (Ω,A,P) une chaîne de Markov constructive

(
(X ′

n, U
′
n), fn;En

)
n60

dont
la chaîne d’entrée (X ′

n)n60 est une copie de (Xn)n60 et telle que (U ′
n)n60 est une suite de

v.a. i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1]. Si de plus (Xn)n60 est une chaîne de Markov homogène
homogène, il existe une telle chaîne de Markov constructive homogène.

Par conséquent toute chaîne de Markov à valeurs dans des espaces métriques standard
admet une paramétrisation globale.
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Démonstration. Notons E le produit des En et h : E → R une injection bimesurable, et
posons X̂n = h(Xn). Soit G(n)

x l’inverse continue à droite de la fonction de répartition de

L[X̂n |Xn−1 = x]. On sait par le lemme 4.3.1 que G
(n)
x (u) est une fonction mesurable de

(x, u). On considère l’espace produit (Ω,A,P) =
(
Ω, σ(Xn),P

)
⊗ (Ω∗, σ(U∗

n+1),P
∗) et on iden-

tifie
(
Ω, σ(Xn),P

)
au premier facteur. On définit alors une variable aléatoire X̂ ′

n sur (Ω,A,P)

par X̂ ′
n = G

(n)
Xn−1

(U∗), et on a L[X̂ ′
n |Xn−1] = L[X̂n |Xn−1] par le lemme 4.3.1. Posons

X ′
n = h−1(X̂ ′

n). Alors L[X ′
n |Xn−1] = L[Xn |Xn−1]. On a alors X ′

n = fn(Xn−1, U
∗) avec

fn(x, u) = G
(n)
x (u), et fn ≡ f dans le cas où la chaîne est homogène. Notons ϑn la loi du

couple (X ′
n, U

∗). Si Leb désigne la mesure de Lebesgue sur [0, 1], on peut donc affirmer par
le théorème de Kolmogorov l’existence d’une chaîne de Markov (X ′′

n , U
′′
n)n60 sur un espace

probabilisé (Ω′′,A′′,P′′) définie par les deux conditions suivantes :
� pour tout n 6 0, la loi du couple (X ′′

n, U
′′
n) est ϑn ;

� la transition de n à n+ 1 consiste à prendre U ′′
n+1 indépendante de la tribu du passé du

processus σ(X ′′
m, U

′′
m,m 6 n) et à poser X ′′

n+1 = fn+1(X
′′
n, U

′′
n+1).

Nous verrons dans le chapitre suivant que toute filtration conditionnellement séparable admet
une paramétrisation globale.

16.2 Conditions de Doeblin et paramétrisation génératrice.

Dans cette section, nous allons définir une condition suffisante sur une chaîne de Markov,
appelée condition de Doeblin, sous laquelle nous allons construire une paramétrisation géné-
ratrice de cette chaîne de Markov, en utilisant les résultats sur le critère de Doeblin vus dans
le chapitre 9.

16.2.1 Préliminaires : familles de mesures.

Théorème 16.2.1. Soit I un ensemble d’indices quelconque. Toute collection de mesures νi,
i ∈ I, sur un espace mesuré (X,T) admet une unique borne inférieure si elle est minorée, notée∧

i∈I
νi, et une unique borne supérieure si elle est majorée, notée

∨
i∈I
νi.

Démonstration. Pour une preuve, voir [Th], Theorem 7.1. p. 104, et voir [Do2], Appendix
III & IV pour plus de détails.

La mesure
∧

i∈I
νi est caractérisée par le fait que

∧
i∈I
νi 6 νi pour tout i et que pour toute

mesure ν qui vérifie ν 6 νi pour tout i, on a ν 6
∧

i∈I
νi.

Corollaire et définition 16.2.2. Soient (S,S, µ) un espace mesuré et {νs}s∈S, une collec-
tion de mesures. Alors il existe une unique borne inférieure essentielle des νs, s ∈ S, notée
ess infs∈S νs, caractérisée par le fait que ess infs∈S νs 6 νs pour µ-presque tout s ∈ S, et telle
que toute mesure ν qui satisfait aussi cela vérifie ν 6 ess inf s∈S νs.

Démonstration. Il suffit de poser

ess infs∈S νs =
∨

A∈N (µ)

∧

s∈S\A

νs

où N (S, µ) désigne l’ensemble des parties de S qui sont µ-négligeables.
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Définition 16.2.3. Soient (S,S, µ) un espace mesuré, (T,T) un espace mesurable et β =
(βs)s∈S un noyau de désintégration de S dans T . On appelle le coefficient d’ergodicité m(β)
de β la masse totale de la borne inférieure essentielle de la collection de mesures βs, s ∈ S :

m(β) =
(
ess infs∈S βs

)
(T ).

Ainsi m(β) = 0 si et seulement si la mesure ess inf s∈S βs est nulle.
Lorsque E est un ensemble dénombrable, un noyau de désintégration (βe)e∈E de E dans

E s’identifie à une matrice de transition sur E. Dans ce cas, pour B ⊂ E,
(∧

e∈E

βe

)
(B) =

∑

x∈B

inf
a∈E

βa(x),

et notre définition du coefficient d’ergodicité coïncide avec celle donnée pour une matrice de
transition par P.A. Ferrai et A. Galves dans [FG].

Le lemme suivant nous permettra d’utiliser les résultats du chapitre 9.

Lemme 16.2.4. Soient (Ω,A,P) un espace probabilisé et X0, X1 des variables aléatoires dans
des espaces métriques standard E0 et E1 respectivement. On note β = (βx)x∈E0 une décomposi-
tion régulière de la loi de X1 conditionnellement aux valeurs de X0. On suppose que m(β) > 0.
Soient (Ω∗,A∗,P∗) un espace probabilisé et U ∗ une variable aléatoire définie sur celui-ci, de
loi uniforme sur [0, 1]. Alors il existe une variable aléatoire X ′

1 sur le produit indépendant(
Ω,A,P

)
⊗
(
Ω∗, σ(U∗),P∗

)
telle que L[X ′

1 |X0] = L[X ′
1 |A] = L[X1 |X0], et une application

mesurable g : E0× [0, 1] −→ E1 telle que X ′
1 = g(X0, U

∗) et g(x, u) ne dépend pas de x lorsque
0 6 u 6 m(β).

Démonstration. Notons βmin = ess infx∈E0 βx et Leb la mesure de Lebesgue sur [0, 1]. L’ap-
plication

c : [0,m(β)[ −→ R

u 7−→ inf
{
t ∈ R | βmin

(
] −∞, t]

)
> u

}

est telle que c(Leb∣∣[0,m(β)[
) = βmin. Puis on pose

{
g(x, u) = c(u) pour u < m(β)

g
(
x, u

)
= inf

{
t ∈ R |

(
βx − βmin

)(
] −∞, t]

)
> u

}
pour u ∈ [m(β), 1[,

ainsi
g
(
x,Leb∣∣[m(β),1[

)
= βx − βmin et g

(
x,Leb

)
= βx.

Remarque 16.2.5. Avec les notations de la preuve précédente, supposons que l’on ait sur
(Ω∗,A∗,P∗) un triplet (U ∗, U ′, U ′′) de variables aléatoires de marges indépendentes et uni-

formes sur [0, 1], plutôt que seulement U ∗. Posons T ′
1 = c

(
U ′

m(β)

)
et T ′′

1 = g
(
X0, 1 − U ′′

1−m(β)

)
.

Alors X ′
1 = T ′

11l{06U∗6m(β)} + T ′′
1 1l{m(β)<U∗61} ne dépend pas de X0 sur

{
0 6 U∗ 6 m(β)

}
et

les variables aléatoires T ′
1 et T ′′

1 sont indépendantes. C’est une construction que l’on trouve
dans la littérature ([Th], [AS]).
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16.2.2 Conditions de Doeblin

Définition 16.2.6. Soit (Xn)n60 une chaîne de Markov où Xn est à valeurs dans un espace
métrique standard En. On note

(
Pn+1(x, ·)

)
x∈R

une version régulière de la loi conditionnelle
de Xn+1 sachant Xn et mn le coefficient d’ergodicité de Pn. On dit que (Xn)n60 satisfait la
condition de Doeblin si

∑
n60mn = +∞.

Le théorème suivant est démontré dans [Ts0]. Il était déjà connu dans le cas stationnaire par
Rosenblatt. C’est une conséquence de 9.3.1 et du lemme 16.2.4.

Théorème 16.2.7. Si une chaîne de Markov (Xn)n60 où Xn est à valeurs dans un espace
métrique standard En satisfait la condition de Doeblin, alors il existe une version paramétrisée(
(X ′

n, U
′
n), gn;En

)
n60

telle que la filtration de (X ′
n)n60 satisfait le critère de Doeblin fort avec

(U ′
n)n60. En particulier, (U ′

n)n60 est une paramétrisation génératrice de (X ′
n)n60 et la filtration

de (Xn)n60 est standard.

Démonstration. Pour tout n 6 0, notons gn la fonction g donnée par le lemme 16.2.4 appliqué
avec X0 = Xn, X1 = Xn+1 et m(β) = mn. Considérons une chaîne de Markov constructive(
(X ′

n, U
′
n), gn;En

)
n60

que nous donne le théorème de Kolmogorov dont la chaîne d’entrée
(X ′

n)n60 est une copie de (Xn)n60. Alors la proposition 9.3.1 s’applique avec sn = n, et montre
queX ′

0 satisfait le critère de Doeblin fort avec (U ′
n)n60. Il en est de même de chaque X ′

t puisque
la condition de Doeblin sur une chaîne de Markov (Xn)n60 est réalisée si et seulement si elle
l’est sur la chaîne de Markov (Xn+t)n60. Par conséquent la la filtration de (X ′

n)n60 satisfait
le critère de Doeblin fort avec (U ′

n)n60. Ainsi la filtration de (X ′
n, U

′
n)n60 est engendrée par

(U ′
n)n60, ce qui montre que (U ′

n)n60 est une paramétrisation génératrice de (X ′
n)n60, donc de

la filtration de (X ′
n)n60, et la filtration de (Xn)n60 est alors standard par le lemme 16.1.2.

L’exemple de Vinokurov. — Le processus (Mn)n∈Z est la chaîne de Markov stationnaire

d’états {−1, 1} et de matrice de transition
(

p 1−p
1−p p

)
. Il n’est pas difficile de voir que la

condition de Doeblin est satisfaite, donc que la filtration F = (Fn)n60 de (Mn, n 6 0) est
standard. Cependant F est de type produit local mais n’est pas de type produit lorsque
p 6= 1/2 (voir page 18 ou utiliser la proposition 9.3.3.)

16.2.3 Un exemple de Hanson et Rosenblatt.

Nous présentons ici un théorème de Hanson ([Han]), aussi reproduit dans le livre [Ros], qui
généralise certains des résultats précédents de Rosenblatt ([Ros1], [Ros2]). Il généralise aussi
le théorème 16.2.7 dans le cas stationnaire et homogène.

On se donne un espace métrique standard E et sur un espace de probabilité (Ω,A,P), un
processus (Xn)n∈Z stationnaire et markovien à valeurs dans E. On note

µ(A) = P[Xn ∈ A], Px(A) = P[Xn+1 ∈ A |Xn = x] et P (n)
x (A) = P[Xk+n ∈ A |Xk = x].

On note F = (Fn)n60 la filtration du processus (Xn)n60. Le résultat établi dans [Han] est le
suivant.

Théorème 16.2.8. On suppose que

(i) F est kolmogorovienne ;

(ii) Il existe deux boréliens A et B et une mesure borélienne β telle que µ(B) > 0, β(A) > 0,
et pour tout x ∈ B et A′ ⊂ A, on a Px(A′) > β(A′) (c’est-à-dire ess infx∈B Px 6= 0).
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Alors (Xn)n60 admet une version paramétrisée qui satisfait le critère de Doeblin fort avec ses
innovations

En particulier, la condition (ii) a lieu lorsque µ a un atome.

La conjecture de Hanson. — Dans [Han], il était conjecturé que le théorème 16.2.8 est vrai
sous la condition (i) seulement. On sait maintenant que cela est faux : l’exemple 3 de Vershik
([Ver], Example 3 p. 744 ; [ES], p. 300) est un processus (Xn)n60 stationnaire et markovien
qui engendre une filtration F = (Fn)n60 kolmogorovienne, dyadique, mais pas standard.

Preuve du théorème 16.2.8. — Une succession de lemmes dans [Han] aboutit au résultat
suivant :

Sous les deux conditons du théorème 16.2.8, il existe une fonction h : E × [0, 1] → E, une
suite (Ci)i>0 de réels strictement positifs et une suite (Ai)i>0 de boréliens de E telles que

(i) h(x,Leb) = Px pour tout x ∈ [0, 1].

(ii) 0 = C0 < C1 < . . . < 1.

(iii) A0 = A et A1 = B avec A et B du théorème 16.2.8.

(iv) µ(A0) > 0 < µ(A1) 6 µ(A2) 6 . . .→ 1.

(v) Ci−1 6 u < Ci et Xn−1 ∈ Ai =⇒ h(Xn−1, u) ∈ Ai−1.

(vi) 0 6 u 6 Ci et x, y ∈ A1 =⇒ h(x, u) = h(y, u).

Achevons la preuve du théorème 16.2.8. Sur un espace probabilisé sur (Ω′,A′,P′), on consi-
dère une version paramétrisée

(
(X ′

n, U
′
n), h

)
n60

de (Xn)n60. Montrons que X0 satisfait le cri-

tère de Doeblin fort avec (U ′
n)n60. On plonge (Ω′,A′,P′) dans un espace probabilisé (Ω,A,P)

en sorte d’avoir une copie (X∗
n, U

∗
n) de (X ′

n, U
′
n)n60 indépendante de A′ et on pose alors

{
X ′

0 = fn(X ′
n, U

′
n+1, U

′
n+2, . . . , U

′
0)

X ′′n
0 = fn(X∗

n, U
′
n+1, U

′
n+2, . . . , U

′
0)

puis
Dn = P[X ′

0 6= X ′′n
0 ] et Sn = {X ′

0 = X ′′n
0 }.

Soient n < 0 et k ∈ {1, 2, . . . , |n|}. On a P[X ′
n+k = X ′′n

n+k] = 1 − D−k par stationnarité, et
ceci montre que Dn est une suite qui décroît quand n décroît. On pose p = |n| − k Par les
propriétés de h, on a

Sn ⊃ {X ′
n+k = X ′′n

n+k}∪{X
′
n+k 6= X ′′n

n+k}∩{X
′
n+k, X

′′n
n+k ∈ Ap}∩

p⋂

j=1

{Cp−j 6 U ′
n+k+j < Cp−j+1}.

(16.2.1)
Posons up = P[X ′

n+k, X
′′n
n+k ∈ Ap] = µ(Ap)

2 et

αp = P
[
∩p

j=1 {Cp−j 6 U ′
n+k+j < Cp−j+1}

]
=

p∏

i=1

(Ci − Ci−1).

On a

P[X ′
n+k 6= X ′′n

n+k, X
′
n+k ∈ Ap, X

′′n
n+k ∈ Ap] > D−k − (1 − up) = up +D−k − 1.
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En passant l’inclusion (16.2.1) à P, on obtient

1 −Dn > (1 −D−k) + αp(up +D−k − 1).

Supposons que Dn −→ γ > 0 quand n→ −∞. On a alors

1 − γ > (1 −D−k) + αp(up + γ − 1).

pour tout p > 1 et tout k > 1. Choisissons p tel que up > 1 − γ/2 On a alors

1 − γ > (1 −D−k) + αpγ/2,

pour tout k > 1, ce qui entraîne l’absurdité 1 − γ > 1 − γ en passant à la limite sur k.

16.2.4 Cas markovien homogène.

Soit (Xn)n60 une chaîne de Markov homogène. On définit un noyau de transition P k =
(P k

x )x par P k
x (A) = P[X0 ∈ A |X−k = x] pour tout entier k > 1. Notons m(β) le coefficient

d’ergodicité d’un noyau de transition β. Par le même raisonnement que dans le théorème
16.2.7, nous pouvons déduire de la partie 1)de la proposition 9.3.3 et du lemme 16.2.4 que s’il
existe k > 1 tel que m(P k) > 0, alors (Xn)n60 admet une version paramétrisée (X ′

n, U
′
n)n60

telle que les X ′
n satisfont le critère de Doeblin fort avec (U ′

n)n60, et en particulier (U ′
n)n60 est

une paramétrisation génératrice de (Xn)n60. Un résultat que nous empruntons à [AS] montre
que la condition m(P k) > 0 entraîne plus que cela. Afin de l’exposer ici en s’approchant du
contexte de [AS], nous donnons la définition d’un système dyamique aléatoire, qui correspond
à la transition d’une chaîne de Markov constructive homogène.

Définition 16.2.9. Soient E un espace métrique séparable et (Tv)v∈R une famille d’applica-
tions mesurables de E dans E telles que l’application (x, v) 7→ Tv(x) est aussi mesurable. Soit µ
une loi de probabilité sur R. Nous dirons que le couple

(
(Tv)v∈R, µ

)
est un système dynamique

aléatoire sur E. Une mesure de probabilité π sur E telle que π(A) =
∫
A

∫
R
Tv(x) dµ(v) dπ(x)

est dite une mesure de probabilité invariante pour ce système dynamique aléatoire.

Lorsqu’il existe une mesure invariante π, on peut définir au moins une chaîne de Markov
constructive

(
(Xn, Vn), f ;E

)
n60

homogène en attribuant la loi π à Xn, la loi µ à Vn, et avec
f(x, u) = Tx(u) ; la chaîne est alors stationnaire.

Définition 16.2.10. Nous disons qu’un système dynamique aléatoire
(
(Tv)v∈R, µ

)
satisfait

la condition de Doeblin si m(β) > 0 où β = (βx)x∈R est le noyau de désintégration défini par
βx = Tx(µ) et m(β) > 0 désigne le coefficient d’ergodicité de β.

S’il existe une chaîne de Markov constructive homogène
(
(Xn, Vn), f ;E

)
avec f(x, u) = Tx(u),

il revient au même de dire que la chaîne de Markov (Xn)n60 satisfait la condition de Doeblin.

Lemme 16.2.11. Soient (E, ρ) un espace métrique séparable, et
(
(Tv)v∈R, µ

)
un système

dynamique aléatoire sur E. On se donne une suite (Vn)n60 variables aléatoires i.i.d. de loi µ

sur un espace probabilisé (Ω,A,P). On note H (n)
(un+1,...,u0)

la fonction

H
(n)
(un+1,...,u0)

(x) = Tu0 ◦ Tu1 ◦ · · · ◦ Tun+1(x),

et on pose
Zn(x) = H

(n)
(Vn+1,...,V0)

(x)

Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
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(i) Il existe une variable aléatoire X̂0 (mesurable pour σ(Vn, n 6 0)) telle que

P[∃x,Zn(x) 6= X̂0] −→ 0

(ii) P[Zn est constante] 1 1 quand n→ −∞.

(iii) Il existe un entier n0 tel que P[Zn0 est constante] > 0.

Sous ces conditions, il existe une mesure de probabilité π invariante (la loi de la variable
aléatoire X̂0 convient).

Démonstration. Voir [AS].

Ainsi pour une chaîne de Markov constructive homogène
(
(Xn, Vn), f ;E

)
n60

, la condition de
la proposition 9.3.3 donne quelque chose de plus fort sur X0 que le critère de Doeblin fort
(c’est équivalent lorsque E est fini).

Proposition 16.2.12. Soient (E, ρ) un espace métrique séparable, et
(
(T 0

v )v∈R, µ
0
)

un sys-
tème dynamique aléatoire sur E. On note Px = T 0

x (µ) ce qui donne un noyau markovien
P = (Px)x∈E. On note m(β) le coefficient d’ergodicité d’un noyau de probabilités β (définition
16.2.3).

Alors il existe un entier k > 1 tel que m(P k) > 0 si et seulement si il existe une
suite de (Vn)n60 de v.a. i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1] et un système dynamique aléatoire(
(Tx)x∈R,Leb

)
tel que Tx(Leb) = Px et satisfaisant aux conditions du lemme précédent.

Démonstration. Voir [AS]. Notons que P n
x est la loi de Zn(x) du lemme précédent.

Ainsi sous la condition de Doeblin pour une chaîne de Markov homogène (Xn)n60, il existe
une version constructive

(
(X ′

n, U
′
n), f ;E

)
n60

telle que la variable aléatoire X ′
0 satisfait quelque

chose de plus fort que le critère de Doeblin Fort.

16.3 Application au I-confort des chaînes de Markov.

Dans cette section nous allons d’abord démontrer à l’aide des paramétrisations locales que la
filtration d’une chaîne de Markov (Xn)n60 est I-confortable si chaque variable aléatoire Xn

satisfait le critère de I-confort. Nous utiliserons ensuite ce résultat et une méthode de couplage
pour donner un exemple de filtration I-confortable.

16.3.1 I-confort des chaînes de Markov.

Lemme 16.3.1. Soient F = (Fn)n60 une filtration, n0 6 0 un entier, Bn0 ⊂ Fn0 une
σ- algèbre. Alors la σ- algèbre Bn0 satisfait le critère de I-confort dans F si et seulement si
elle le satisfait dans la filtration (Fn)n6n0.

Démonstration. Immédiate.

Lemme 16.3.2. Sur un espace probabilisé (Ω,A,P), soit F = (Fn)n60 une filtration avec une
innovation (Vn0+1, . . . , V0) sur Kn0, 0K. Alors une σ- algèbre Bn0 ⊂ Fn0 satisfait le critère de
I-confort si et seulement si la σ- algèbre Bn0∨̇σ(Vn0+1, . . . , V0) satisfait le critère de I-confort.
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Démonstration. Soit X une variable aléatoire simple mesurable pour Bn0∨̇σ(Vn0+1, . . . , V0).
Elle est de la forme X = f(Xn0 , Vn0+1, . . . , V0) où Xn0 ∈ Lsimple(Bn0) et f est borélienne.
Soit δ > 0. Par le lemme 16.3.1, on a deux copies coïmmergées (F ′

n)n6n0 et (F′′
n)n6n0 de

la filtration (Fn)n6n0 telles que P[X ′
n0

6= X ′′
n0

] < δ. On pose F′
n = F′

n0
∨̇σ(V ′

n0+1, . . . , V
′
n) et

F′′
n = F′′

n0
∨̇σ(V ′

n0+1, . . . , V
′
n), et on obtient ainsi une I(n0)-coïmmersion (F′,F′′) de F et on a

alors P[X ′ 6= X ′′] < δ.

Comme application des paramétrisations locales, nous pouvons citer le corollaire suivant bien
qu’il serait plus raisonnable de le démontrer en utilisant la standardité plutôt que le I-confort ;
cela est fait plus généralement (n0 est remplacé par un temps d’arrêt) dans [E] dans le cas
essentiellement séparable, mais la preuve serait identique en utilisant la notion de filtration
standard conditionnellement séparable.

Corollaire 16.3.3. Soit n0 6 0 un entier. Une filtration F = (Fn)n60 conditionnellement
séparable est I-confortable si et seulement si la filtration “tronquée” (Fn)n6n0 est I-confortable.

Démonstration. Par le corollaire 16.1.6 et l’invariance du I-confort, on peut supposer que l’on a
une paramétrisation (Un0+1, . . . , U0) de F sur Kn0, 0K. Notons G le grossissement paramétrique
de F avec (Un0+1, . . . , U0). Si la filtration (Fn)n6n0 est I-confortable, alors la σ- algèbre Fn0 =
Gn0 satisfait le critère de I-confort dans G par le lemme 16.3.1. Le lemme 16.3.2 montre alors
que la σ- algèbre G0 satisfait le critère de I-confort dans G, donc que G est I-confortable, donc
que F l’est aussi par l’immersion de F dans G (lemme 16.1.7 et corollaire 14.3.3).

Revenons aux filtrations des chaînes de Markov.

Corollaire 16.3.4. Soit (Xn)n60 une chaîne de Markov à valeurs dans des espaces métriques
standard On note F = (Fn)n60 sa filtration. Si la σ- algèbre σ(Xn0) satisfait le critère de
I-confort dans F, alors la σ- algèbre σ(Xn0+1, . . . , X0) le satisfait aussi.

Démonstration. On procède comme dans la preuve du corollaire précédent avec le grossisse-
ment paramétrique de F avec une paramétrisation de (Xn)n60 sur Kn0, 0K.

Corollaire 16.3.5. Une chaîne de Markov (Xn)n60 à valeurs dans des espaces métriques
standard engendre une filtration I-confortable si et seulement si pour tout n 6 0, la variable
aléatoire Xn satisfait le critère de I-confort.

Démonstration. Notons F = (Fn)n60 la filtration de (Xn)n60. Puisque σ(Xn0+1, . . . , X0) 1 F0,
la preuve résulte du corollaire précédent et du corollaire 14.2.3.

16.3.2 Couplage à partir d’un temps d’arrêt.

Nous donnons ici un exemple de filtrations de chaînes de Markov stationnaire dont on montre
la standardité en nous aidant encore d’une version constructive, mais ici nous utilisons le
critère de I-confort. Le corollaire 16.3.5 sera utilisé.

Définition 16.3.6. Soient (E, ρ) un espace métrique séparable, et
(
(Tv)v∈R, µ

)
un système

dynamique aléatoire sur E où chaque application Tv est continue. On note

Λv = sup
x,y∈E

ρ
(
Tv(x), Tv(y)

)

ρ(x, y)
et ΛT =

∫
Λv dµ(v).

On dit que le système dynamique aléatoire
(
(Tv)v∈R, µ

)
est contractif en moyenne si ΛT 6 1.
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Nous nous proposons de démontrer la proposition suivante. Soit F = (Fn)n60 une filtration
dans un espace probabilisé (Ω,A,P). Rappelons qu’un temps d’arrêt N dans F est à valeurs
dans {−∞}∪−N∪{+∞}. Nous dirons qu’il est fini à gauche si P[N 6= −∞] = 1, fini à droite
si P[N 6= +∞] = 1, et fini s’il est fini à gauche et à droite.

Proposition 16.3.7. Soient (E, ρ) un espace métrique standard, et
(
(Tv)v∈R, µ

)
un système

dynamique aléatoire sur E avec une mesure invariante π. On note
(
(Xn, Vn), T

)
n∈Z

la chaîne
de Markov constructive stationnaire associée. On considère deux copies indépendantes (X ′

n)n∈Z

et (X∗
n)n∈Z de (Xn)n∈Z. Si T est contractif et si les temps d’arrêt

N ε = inf
{
n > 0 | |X ′

n −X∗
n| < ε

}
, ε > 0

sont atteints presque sûrement, alors la filtration de (Xn, Vn)n60 est I-confortable.

Nous donnons d’abord un lemme que nous utiliserons pour construire les bonnes coïmmersions
qui donneront le I-confort d’une telle filtration.

Lemme 16.3.8. Dans un espace probabilisé (Ω,A,P), soient G∗ = (G∗
n)n60 la filtration d’une

chaîne de Markov constructive
(
(X∗

n, V
∗
n ), fn

)
n60

. Soient H∗ = (H∗
n)n60 une filtration dans

laquelle G est immergée, et (V ′
n)n60 un processus de même loi que (V ∗

n )n60 adapté à H∗,
indépendant de G∗, et tel que V ′

n est indépendante de H∗
n−1 pour tout n (c’est-à-dire que la

filtration de (V ′
n)n60 est immergée dans H∗). On se donne un temps d’arrêt N de la filtration

H∗ fini à gauche et on construit le processus (X ′′
n, V

′′
n )n60 défini par

{
X ′′

n = X∗
n et V ′′

n = V ∗
n si n 6 N

V ′′
n+1 = V ′

n+1 et X ′′
n+1 = fn+1(X

′′
n , V

′′
n+1) pour n allant pas à pas de N à − 1.

Alors le processus (X ′′
n, V

′′
n )n60 est une copie de (X∗

n, V
∗
n )n60 et la filtration G′′ qu’il engendre

est immergée dans H∗ (donc coïmmergée avec G∗).

Démonstration. D’après le lemme 8.2.7, il suffit de vérifier que (X ′′
n, V

′′
n )n60 est une chaîne de

Markov dans H∗ de même loi que (X∗
n, V

∗
n )n60.

Notons µn+1 la loi de V ∗
n+1 et Pn+1 =

(
Pn+1(x, ·)

)
x∈R

une version régulière de la loi
conditionnelle de X∗

n+1 par rapport aux valeurs X∗
n. On note γn la loi de X∗

n. À un ensemble
γn -négligeable près, Pn+1 est uniquement définie par les égalités

∫
F (xn+1)Pn+1(xn,dxn+1) =

∫
F ◦ fn+1(xn, vn+1) dµn+1(vn+1),

pour toute F borélienne bornée. On a alors, pour toutes fonctions g1 et g2 boréliennes et
bornées,

E
[
g1(X

∗
n+1)g2(V

∗
n+1) |G

∗
n] =

∫ ∫
g1(xn+1)g2(vn+1)Pn+1(X

∗
n,dxn+1) dµn+1(vn+1)

=

∫
g1 ◦ fn+1(X

∗
n, vn+1)g2(vn+1) dµn+1(vn+1),

ce qui caractérise la loi de la chaîne de Markov (X ∗
n, V

∗
n )n60.
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Soient g1 et g2 des fonctions boréliennes bornées. La propriété locale de l’espérance condi-
tionnelle (lemme 14.4.2) et l’immersion de G∗ dans H∗ donnent

E
[
g1(X

′′
n+1)g2(V

′′
n+1) |H

∗
n

]
1l{N>n} = E

[
g1(X

∗
n+1)g2(V

∗
n+1) |H

∗
n

]
1l{N>n}

= E
[
g1(X

∗
n+1)g2(V

∗
n+1) |G

∗
n

]
1l{N>n}

=

∫ ∫
g1(x)g2(v)Pn+1(X

∗
n,dx) dµn+1(v)1l{N>n}

=

∫ ∫
g1(x)g2(v)Pn+1(X

′′
n,dx) dµn+1(v)1l{N>n}.

Pour calculer E
[
f(X ′′

n+1, V
′′
n+1) |H

∗
n

]
1l{N6n}, on pose, pour m fixé hm+1(x, v) = fm+1(x, v) et

on défnit par récurrence sur k 6 0,

hm+k+1(x, vm+1, vm+2, . . . , vm+k+1) = fm+k+1

(
(hm+k(x, vm+1, vm+2, . . . , vm+k), vm+k+1)

)
,

en sorte que sur {N = m 6 n}, on a

X ′′
m+k+1 = hm+k+1(X

∗
m, V

′
m+1, V

′
m+2, . . . , V

′
m+k+1)

et en particulier
X ′′

n+1 = hn+1(X
∗
m, V

′
m+1, V

′
m+2, . . . , V

′
n+1)

et
hn+1(X

∗
m, V

′
m+1, V

′
m+2, . . . , V

′
n, v) = fn+1(X

′′
n, v).

On a alors, pour m 6 n

EH∗
n

[
g1(X

′′
n+1)g2(V

′′
n+1)

]
1l{N=m} = EH∗

n

[
g1 ◦ hm(X∗

m, V
′
m+1, . . . , V

′
n+1)g2(V

′
n+1)

]
1l{N=m}

=

∫
g1 ◦ hm(X∗

m, V
′
m+1, . . . , V

′
n, v)g2(v) dµn+1(v)1l{N=m}

=

∫
g1 ◦ fn+1(X

′′
n , v)g2(v) dµn+1(v)1l{N=m}

=

∫ ∫
g1(x)g2(v)Pn+1(X

′′
n,dx) dµn+1(v)1l{N=m}

d’où

EH∗
n

[
g1(X

′′
n+1)g2(V

′′
n+1)

]
1l{N6n} =

∫ ∫
g1(x)g2(v)Pn+1(X

′′
n,dx) dµn+1(v)1l{N6n}.

En somme,

EH∗
n

[
g1(X

′′
n+1)g2(V

′′
n+1)

]
=

∫ ∫
g1(x)g2(v)Pn+1(X

′′
n,dx) dµn+1(v),

ce qui montre à la fois que (X ′′
n, V

′′
n )n60 est une chaîne de Markov dans H∗ et que c’est une

copie de (X∗
n, V

∗
n )n60.
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Lemme 16.3.9. Soient En, n 6 0, des espaces métriques standard et soit
(
(Xn, Un), fn;En

)
n60

une chaîne de Markov constructive. Soient (X ′
n, U

′
n)n60 et (X∗

n, U
∗
n)n60 deux copies de (Xn, Un)n60

sur un espace probabilisé (Ω,A,P) qui engendrent des filtrations G′ et G∗ coïmmergées. On se
donne un temps d’arrêt N de la filtration G′ ∨ G∗, fini à gauche, et on construit le processus
(X ′′

n, U
′′
n)n60 en posant
{
X ′′

n = X∗
n et U ′′

n = U∗
n si n 6 N

X ′′
n+1 = fn+1(X

′′
n, U

′
n+1) et U ′′

n = U ′
n pour n allant pas à pas de N à − 1.

Alors (X ′′
n, U

′′
n)n60 est une copie de (Xn, Un)n60 et la filtration G′′ qu’il engendre est coïmmer-

gée avec G′.

Démonstration. C’est une application directe du lemme précédent avec H∗ = G′ ∨ G∗.

? Preuve de la proposition 16.3.7. Notons G = (Gn)n60 la filtration de (Xn, Vn)n60. Montrons
que X0 satisfait le critère de I-confort sous les hypothèses de la proposition 16.3.7. Soit δ > 0.
Soit K0 > 0 un entier suffisamment grand pour que P[N δ > K0] < δ.. Posons n0 = −K0. On
se donne deux copies indépendantes G′ et G∗ et on construit G′′ comme dans le lemme 16.3.9
avec le temps d’arrêt

N = inf
{
n ∈ Jn0, 0K | ρ(X

′
n, X

∗
n) < δ

}
si cet ensemble n’est pas vide, N = +∞ sinon.

Évidemment N 6= −∞ presque sûrement, et par stationnarité on a P[N 6= +∞] > 1 − δ. Par
construction et par la définition de ΛT ,

E
[
ρ(X ′

n+1, X
′′
n+1) |X

′
n = x′, X ′′

n = x′′
]
1l{N6n<0} = E

[
ρ
(
TV ′

n+1
(x′), TV ′

n+1
(x′′)

)]
1l{N6n<0}

6 ΛT ρ(x
′, x′′)1l{N6n<0},

d’où

E
[
ρ(X ′

n+1, X
′′
n+1) |G

′
n∨̇G∗

n

]
1l{N6n<0} 6 ρ(X ′

n, X
′′
n)1l{N6n<0}

et

E
[
ρ(X ′

0, X
′′
0 ) |G′

n∨̇G∗
n

]
1l{N6n<0} 6 ρ(X ′

n, X
′′
n)1l{N6n<0},

ce dont on obtient

E
[
ρ(X ′

0, X
′′
0 )]P[N 6= +∞] 6 E

[
ρ(X ′

N
, X ′′

N
)
]
P[N 6= +∞]

et finalement

E
[
ρ(X ′

0, X
′′
0 )
]

6 E
[
ρ(X ′

N
, X ′′

N
)
]
< δ,

ce qui montre que X0 satisfait le critère de I-confort. Les mêmes constructions se font pour
chaque Xn par stationnarité et cela montre que la filtration de (Xn)n60 est I-confortable
d’après le corollaire 16.3.5.
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Exemple : marche aléatoire sur le cercle. — Soit α ∈ R \ Q. On note (Xn, Un)n∈Z la
chaîne de Markov définie de la manière suivante. Pour tout n ∈ Z, Xn est de loi uniforme
sur [0, 1] = R/Z, Un+1 est indépendante de la tribu du passé σ(Xm, Um;m 6 n) et sa loi
est donnée par P[Un+1 = ±α (mod 1)] = 1/2 et Xn+1 = Xn + Un+1 (mod 1). On dit que
le chaîne de Markov stationnaire (Xn)n∈Z est la marche aléatoire réversible sur le cercle. On
suppose que (Xn, Un)n∈Z est définie sur un espace de probabilité (Ω,A,P), et on note F =
(Fn)n60 la filtration dyadique engendrée par (Xn)n60 (c’est aussi la filtration (Xn, Un)n60).
Les hypothèses de la proposition 16.3.7 se vérifient facilement et F est alors I-confortable,
donc de type produit par le théorème 15.2.3. Un processus d’innovations qui engendre cette
filtration a été construit par C. Leuridan [Leu], qui a aussi traité le cas d’autres processus
stationnaires sur le cercle.
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Nous avons vu dans le chapitre précédent qu’une filtration à temps discret négatif est standard
si elle admet une paramétrisation génératrice. Il est affirmé par erreur dans la littérature que
la réciproque de ce lemme est triviale. Une discussion à ce sujet se trouve dans [Sch2]. Comme
l’affirment les auteurs de [FS00], ce résultat est cependant vrai, et peut, par le biais du critère
de standardité de Vershik, s’obtenir à partir de leurs résultats et d’autres de la littérature,
suivant la démarche qu’ils indiquent dans [FS02]. Néanmoins la preuve reste incomplète. Avec
notre terminologie, les auteurs ont seulement montré qu’une filtration qui satisfait le critère
de standardité de Vershik satisfait le critère de Vershik paramétrique de premier niveau (dé-
finition 17.1.1). Nous montrerons d’abord qu’une filtration essentiellement séparable admet
une paramétrisation génératrice si elle satisfait le critère de Vershik paramétrique de premier
niveau. Ensuite nous établirons que :

Théorème 17.0.1. Une filtration conditionnellement séparable est I-confortable si et seule-
ment si elle satisfait le critère de Vershik de premier niveau paramétrique.

Finalement, sans utiliser le critère de standardité de Vershik, nous aurons établi autonome-
ment :

Théorème 17.0.2. Une filtration essentiellement séparable est I-confortable si et seulement
si elle admet une paramétrisation génératrice.

Nous obtiendrons le théorème 17.0.1 d’une manière similaire à celle employée pour établir
le théorème 15.2.3. Au préalable nous introduirons le critère de I-confort paramétrique, et le
critère de I-jonction paramétrique en arbre.

17.1 Préliminaire : concaténation des paramétrisations.

Pour motiver cette section, citons d’abord le critère de Vershik paramétrique de premier niveau
qui fera l’objet de la section suivante :

Définition 17.1.1. On dit qu’une filtration F = (Fn)n60 satisfait le satisfait le critère pa-
ramétrique de Vershik de premier niveau si pour tout ensemble fini F , toute variable va-
riable aléatoire X ∈ Lsimple(F0;F ), pour tout réel δ > 0, il existe un espace probabilisé
(Ω′,A′,P′), un entier n0 6 0, une filtration F′ sur (Ω′,A′,P′), isomorphe à F une paramétrisa-
tion (U ′

n0+1, . . . , U
′
0) de F′ sur Kn0, 0K, et une variable aléatoire Z ′ ∈ Lsimple

(
σ(U ′

n0+1, . . . , U
′
0);F

)

telle que P′[X ′ 6= Z ′] < δ.

Pour montrer que F admet une paramétrisation génératrice lorsqu’elle est essentiellement
séparable et qu’elle satisfait le critère de Vershik paramétrique de premier niveau, nous aurons
besoin de mettre des paramétrisations locales “bout à bout”, comme avec les innovations dans
le cas non paramétrique. Cette section fournit les outils nécessaires à cela, adaptés au cas
conditionnellement séparable en vue de généralisation.



17. Paramétrisations II. 145

17.1.1 Paramétrisations isomorphes.

Définition 17.1.2. Soient n1 et n0 des entiers tels que −∞ 6 n1 < n0 < 0. Soient F =
(Fn)n60 une filtration et (Un0+1, . . . , U0) une paramétrisation de F sur Kn0, 0K.

a) Une paramétrisation de F sur Kn1, 0K de la forme (Un1+1, . . . , U0) est appelée un prolonge-
ment de la paramétrisation (Un0+1, . . . , U0) sur Kn1, 0K.

b) On pose B0 = Fn0∨̇σ(Un0+1, . . . , U0). Un rallongement de (Un0+1, . . . , U0) sur Kn1, 0K est
une paramétrisation (U ′

n1+1, . . . , U
′
0) sur Kn1, 0K d’une filtration F′ isomorphe à F telle

qu’il existe un isomorphisme Ψ: B0 → B′
0 tel que Ψ(F) = F′ et Ψ(Un) = U ′

n pour tout
n ∈Kn0, 0K.

c) Si (U ′
n1+1, . . . , U

′
0) est une paramétrisation sur Kn1, 0K d’une filtration F′ isomorphe à F, on

dit que les paramétrisations (Un1+1, . . . , U0) et (U ′
n1+1, . . . , U

′
0) sont isomorphes si chacune

d’elle rallonge l’autre.

Lorsque les paramétrisations sont des pas de paramétrisations, la définition est donc :

Définition 17.1.3. Soit n 6 0 un entier. Sur un espace probabilisé (Ω,A,P), soient F =
(Fn)n60 une filtration et Un un pas de paramétrisation de Fn−1 dans Fn. Sur un espace
probabilisé (Ω′,A′,P′), soient F′ = (F′

n)n60 une filtration et U ′
n un pas de paramétrisation de

Fn−1 dans Fn. On dit que les pas de paramétrisations Un et U ′
n sont isomorphes s’il existe

un isomorphisme d’espaces probabilisés Ψ: F0 ∨ σ(Un) → F′
0 ∨ σ(U ′

n) tel que Ψ(F) = F′ et
Ψ(Un) = Ψ(U ′

n).

Lemme 17.1.4. Soit n0 un entier ou n0 = −∞. Soient F = (Fn)n60 et F = (Fn)′n60 deux
filtrations isomorphes, (Un0+1, . . . , U0) une paramétrisation de F sur Kn0, 0K, (U ′

n0+1, . . . , U
′
0)

une paramétrisation de F′ sur Kn0, 0K, et soient G le grossissement paramétrique de F avec
(Un0+1, . . . , U0) et G′ le grossissement paramétrique de F′ avec (U ′

n0+1, . . . , U
′
0). Alors les pa-

ramétrisations (Un0+1, . . . , U0) et (U ′
n0+1, . . . , U

′
0) sont isomorphes si et seulement si il existe

un isomorphisme Ψ: G → G′ tel que Ψ(F) = F′ et Ψ(Un) = U ′
n pour tout n ∈Kn0, 0K.

Démonstration. C’est immédiat avec la définition.

Lemme 17.1.5. Soient F = (F0,F1) et F∗ = (F∗
0,F

∗
1) deux filtrations à un pas isomorphes,

et soient U un pas de paramétrisation de F0 dans F1 et U∗ un pas de paramétrisation de F∗
0

dans F∗
1. Alors ce sont des pas de paramétrisation isomorphes si et seulement si il existe un

isomorphisme Ψ de F dans F∗ qui envoie L[U |F1] sur L[U ∗ |F∗
1].

Démonstration. Puisque l’on a un isomorphisme σ(U) sur σ(U ∗) qui envoie U sur U ∗ (lemme
4.1.2), le corollaire 8.1.9 entraîne que l’on a un isomorphisme de F1 ∨σ(U) sur F∗

1 ∨σ(U∗) qui
coïncide avec Ψ sur F1 et qui envoie U sur U ∗.

17.1.2 Concaténation : cas local.

Proposition 17.1.6. Soit F = (Fn)n60 une filtration. Soit n0 < 0 un entier et pour tout n ∈
Kn0, 0K, soit F(n) une filtration isomorphe à F et U (n) un pas de paramétrisation de F(n−1) dans
F(n). Alors il existe une filtration F̂ isomorphe à F avec une paramétrisation (Ûn0+1, . . . , Û0)
telle que pour tout n ∈Kn0, 0K les pas de paramétrisations U (n) et Ûn sont un à un isomorphes.

Démonstration. Pour tout n ∈Kn0, 0K, on a un isomorphisme Ψ(n) : F
(n)
0 → F0. Par récurrence

sur m ∈ Jn0, 0K, nous allons construire un espace probabilisé (Ω̂(m), Â(m), P̂(m)) et sur celui-ci
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une copie (F̂
(m)
n )n6m de la filtration (Fn)n6m et une paramétrisation (Û

(m)
n0+1, . . . , Û

(m)
m ) de

(F̂
(m)
n )n6m sur Kn0,mK, pas-à-pas isomorphe à (U

(m)
n0+1, . . . , U

(m)
m ).

Pour m = n0 il n’y a qu’à considérer une copie (F̂
(n0)
n )n6n0 de F sur un espace probabilisé

(Ω̂(n0), Â(n0), P̂(n0)). Ces constructions au rang m se prolongent au rang m+ 1 de la manière

suivante. On note Φ(m) l’isomorphisme de (Fn)n6m sur (F̂
(m)
n )n6m provenant du rang m. Nous

munissons l’espace

(Ω̂(m+1), Â(m+1)) = (Ω̂(m), Â(m)) ⊗
(
[0, 1],B[0,1]

)

de la probabilité produit P̂(m+1) = P(m+1)⊗λ, où λ désigne la mesure de Lebesgue sur [0, 1]. On

définit sur (Ω̂(m+1), Â(m+1), P̂(m+1)) les variables aléatoires Û (m+1)
n (ω(m), t) = Û

(m)
n (ω(m)) pour

n ∈Kn0,mK et Û (m+1)
m+1 (ω(m), t) = t. On pose F̂

(m+1)
n = F̂

(m)
n ⊗

{
∅, [0, 1]

}
pour tout n 6 m+ 1.

Notons Θ: Â(m) → Â(m+1) le plongement “identificateur”, avec qui Û (m+1)
n = Θ(Û

(m)
n ) et

F̂
(m+1)
n = Θ(F̂

(m)
n ) pour n ∈Kn0,mK.

Comme Û (m+1)
m+1 est une variable aléatoire uniforme sur [0, 1] et indépendante de F̂

(m+1)
m ,

on a alors par le corollaire 8.1.12 un isomorphisme

Ψ̂(m+1) : F(m+1)
m ∨̇σ(U

(m+1)
m+1 ) → F̂(m+1)

m ∨̇σ(Û
(m+1)
m+1 )

qui coïncide avec Θ◦Φ(m) ◦Ψ(m+1) sur F
(m+1)
m et qui envoie U (m+1)

m+1 sur Û (m+1)
m+1 . On pose alors

F̂
(m+1)
m+1 = Ψ̂(m+1)(F

(m+1)
m+1 ) ⊂ F̂(m+1)

m ∨̇σ(Û
(m+1)
m+1 ).

Il est alors facile de voir que (Û
(m+1)
n0+1 , . . . , Û

(m+1)
m+1 ) est une paramétrisation de (F̂

(m+1)
n )n6m+1

qui rallonge (Û
(m)
n0+1, . . . , Û

(m)
m ) sur Kn0,m+ 1K et qui rallonge aussi le pas de paramétrisation

U
(m+1)
m+1 .

Les deux corollaires qui suivent sont alors immédiats.

Corollaire 17.1.7. Soit F = (Fn)n60 une filtration. Alors :

1) Deux paramétrisations locales de F sont isomorphes si et seulement si elles sont pas à pas
isomorphes.

2) Soient n1, n0 des entiers tels que n1 < n0 < 0. Soit F′ une filtration isomorphe à F et
(U ′

n1+1, . . . , U
′
n0

) une paramétrisation de F′ sur Kn1, n0K, et soit F′ une filtration isomorphe
à F et (U ′′

n0+1, . . . , U
′′
0 ) une paramétrisation de F′′ sur Kn0, 0K. Alors il existe une filtration

F′′′ isomorphe à F et une paramétrisation (U ′′′
n1+1, . . . , U

′′′
0 ) de F′′′ sur Kn1, 0K qui rallonge

(U ′
n1+1, . . . , U

′
n0

) et (U ′′
n0+1, . . . , U

′′
0 ). On dit que (U ′′′

n1+1, . . . , U
′′′
0 ) est une concaténation de

(U ′
n1+1, . . . , U

′
n0

) et (U ′′
n0+1, . . . , U

′′
0 ).

On peut aussi concaténer les paramétrisations des chaînes de Markov :

Corollaire 17.1.8. Soit (Xn)n60 une chaîne de Markov à valeurs dans un espace métrique
standard. Soient n1, n0 des entiers tels que n1 < n0 < 0. Soit (X ′

n)n60 une copie de (Xn)n60

et (U ′
n1+1, . . . , U

′
n0

) une paramétrisation de (X ′
n)n60 sur Kn1, n0K, et soit (X ′′

n)n60 une copie
de (Xn)n60 et (U ′′

n0+1, . . . , U
′′
0 ) une paramétrisation de (X ′′

n)n60 sur Kn0, 0K. Alors il existe une
copie (X ′′′

n )n60 de (Xn)n60 et une paramétrisation (U ′′′
n1+1, . . . , U

′′′
0 ) de (X ′′′

n )n60 sur Kn1, 0K
qui rallonge (U ′

n1+1, . . . , U
′
n0

) et (U ′′
n0+1, . . . , U

′′
0 ).
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17.1.3 Concaténation : cas global.

Ici nous allons généraliser la proposition 17.1.6 au cas des paramétrisations globales (proposi-
tion 17.1.11). Dans le cas d’une filtration essentiellement séparable, nous pourrions faire ceci
à l’aide du théorème de Kolmogorov comme la proposition 16.1.10. Nous allons donner une
preuve dans le cas conditionnellement séparable en appliquant le théorème de Ionescu-Tulcea
“à l’envers”.

Lemme 17.1.9. Soit (Ω,A) un espace mesurable de la forme
⊗

j∈J(Ωj ,Aj), soit C ⊂ A une
σ- algèbre de la forme C =

⊗
j∈J Cj. Soit i ∈ J et soit Di ⊂ Ci une σ- algèbre. Soient (S,S)

un espace mesurable et ν : (Ω,D) → P(S) un noyau de probabilités.
On définit un noyau

γ(ν) : (Ω,C) → P
(
(Ω,Di) ⊗ (S,S)

)

par
γ(ν)ω[B̂] = νω[B̂ωi

],

où ω = (ωj)j∈J et B̂ω = {v | (ω, v) ∈ B̂} est la section de B̂ au-dessus de ω. Lorsque (Ω,A)
est muni d’une probabilité P, on munit l’espace

(Ω̂, B̂) := (Ω,C) ⊗
(
(Ω,Di) ⊗ (S,S)

)

de la probabilité P̂ := P ⊗ γ(ν). Désignant par “>” la tribu triviale sur chacun des espaces
(Ω,C), (Ω,Di) et (S,S), on définit sur (Ω̂, B̂, P̂) les σ- algèbres

Ĉ = C ⊗ (> ⊗ >), D̂i = > ⊗ (Di ⊗ >),

et l’élément aléatoire
V̂ (ω, ωi, t) = t.

Alors γ(ν)ω = P̂
[
D̂i ∨ σ(V̂ ) | Ĉ](ω, ωi, t) et L[V̂ | Ĉ](ω, ωi, t) = νω. Sur (Ω,A,P), si V est un

élément aléatoire dans S tel que ν = L[V |C], on pose B = C ∨ σ(V ). On identifie Di à la
σ- algèbre de C de i-ième projection égale à Di et de j-ième projection égale à la tribu triviale
pour j 6= i.

Alors il existe un isomorphisme Ψ: B → B̂ tel que Ψ(C) = Ĉ, Ψ(Di) = D̂i, Ψ(V ) = V̂ .

Démonstration. Les égalités γ(ν) = P̂
[
D̂i ∨ σ(V̂ ) | Ĉ] et L[V̂ | Ĉ] = ν se vérifient aisément.

Si Ψ0 : C → Ĉ désigne l’isomorphisme “identificateur”, et Ψ1 : Di → D̂ désigne l’isomor-
phisme “identificateur”, on a alors P̂[D̂i | Ĉ] = Ψ1◦P[D |C]◦Ψ0, donc la proposition 8.1.8 donne
un isomorphisme Ψ2 : C ∨ Di → Ĉ ∨ D̂i qui prolonge Ψ0 et Ψ1. Comme Di ⊂ C, on en déduit
que sous P̂, on a D̂i = Di ⊗ (> ⊗ >).

On a alors L[V̂ | Ĉ∨ D̂i] = L[V̂ | Ĉ] = Ψ0(ν) = Ψ2(ν) et il existe alors par le corollaire 8.1.9
un isomorphisme Ψ: B → B̂ qui prolonge Ψ2 et qui envoie V sur V̂ .

Lemme 17.1.10. Soit F = (Fn)n60 une filtration. Pour tout n 6 0 soient F(n) une filtration

isomorphe à F et (U
(n)
n , . . . U

(n)
0 ) une paramétrisation de F(n) sur Jn, 0K. On suppose que pour

tout m 6 n, la paramétrisation (U
(m)
m , . . . U

(m)
0 ) rallonge (U

(n)
n , . . . U

(n)
0 ) sur Jm, 0K.

Pour tout n0 < 0, on note

(Ω̂(n0), Â(n0)) =

m=n0⊗

m=0

(Ω,Fm) ⊗
(
[0, 1],B[0,1]

)
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et désignant par “>” la tribu triviale de chacun des espaces (Ω,Fn) et
(
[0, 1],B[0,1]

)
, on pose,

pour n ∈Kn0, 0K,

F̂(n0)
n =

(
m=n−1⊗

m=0

(> ⊗ >)

)
⊗ (Fn ⊗ >) ⊗

(
m=n0⊗

m=n+1

(> ⊗ >)

)

et
Û (n0)

n (ω0, t0, ω−1, t−1, . . . , ωn0 , tn0) = tn.

a) Alors il existe une probabilité P̂0 sur (Ω̂(0), Â(0)) = (Ω,F0) ⊗
(
[0, 1],B[0,1]

)
et pour tout

n 6 0, il existe un noyau β(n−1) de (Ω̂(n), Â(n)) vers (Ω,Fn−1)⊗
(
[0, 1],B[0,1]

)
tels que, pour

tout n0 < 0, si (Ω̂(n0), Â(n0)) est muni de la probabilité P̂n0 := P̂0 ⊗ β(−1) ⊗ β(−2) ⊗ · · · ⊗

β(n0), alors la filtration (F̂
(n0)
n0 , F̂

(n0)
n0+1, . . . , F̂

(n0)
0 ) est isomorphe à la filtration (Fn)n∈Jn0 ,0K

et (Û
(n0)
n0 , . . . , Û

(n0)
0 ) est une paramétrisation de (F̂(n0))n∈Jn0,0K sur Jn0, 0K isomorphe à

(U
(n0)
n0 , . . . , U

(n0)
0 ).

b) Par conséquent, si pour tout n < n0, on pose

F̂(n0)
n =

(
m=n0−1⊗

m=0

(> ⊗ >)

)
⊗ (Fn ⊗ >),

alors la filtration F̂(n0) = (F̂(n0))n60 est isomorphe à la filtration (Fn)n60 et (Û
(n0)
n0 , . . . , Û

(n0)
0 )

est une paramétrisation de F̂(n0) sur Jn0, 0K isomorphe à (U
(n0)
n0 , . . . , U

(n0)
0 ).

Démonstration. On donne d’abord P̂0. Il suffit de poser P0 = P⊗µ, où µ est la copie dans F0

de L[U
(0)
0 |F

(0)
0 ], et d’appliquer la proposition 8.1.16. Maintenant on procède par récurrence.

On suppose β(0), β(−1), . . . , β(n0+1) construits.
On applique alors le lemme 17.1.9 avec (Ω,A,P) = (Ω̂(n0+1), Â(n0+1), P̂(n0+1)), C = Â(n0+1),

Di = Fn0 , et ν est la copie sur l’espace probabilisé (Ω̂(n0+1), Â(n0+1), P̂(n0+1)) de la loi condi-

tionnelle L
[
U

(n0)
n0 |F

(n0)
0 ∨ σ(U

(n0)
n0+1, . . . , U

(n0)
0 )

]
, et prend le noyau β(n0+1) = γ(ν) donné par

ce lemme.

Proposition 17.1.11. Soit F = (Fn)n60 une filtration. Soit n0 < 0 un entier et pour tout

n 6 0 soient Ḟ(n) une filtration isomorphe à F et U̇ (n)
n un pas de paramétrisation de Ḟ

(n)
n−1 dans

Ḟ
(n)
n . Alors il existe une paramétrisation globale de F dont le pas de niveau n est isomorphe

au pas U̇ (n)
n pour tout n.

Démonstration. Puisqu’on sait concaténer les paramétrisations locales, on a pour tout n 6 0,
une filtration F(n) isomorphe à F et (U

(n)
n , . . . U

(n)
0 ) une paramétrisation de F(n) sur Jn, 0K

qui est une concaténation des pas de paramétrisations U̇
(n)
n , . . . , U̇

(n)
0 . Les hypothèses du

lemme 17.1.10 sont vérifiées : pour tout m 6 n, la paramétrisation (U
(m)
m , . . . U

(m)
0 ) rallonge

(U
(n)
n , . . . U

(n)
0 ) sur Jm, 0K. Ce lemme et le théorème de Ionescu-Tulcea donnent sur l’espace

mesurable

(Ω̂, Â) :=
−∞⊗

n=0

(
(Ω,Fn) ⊗

(
[0, 1],B[0,1]

))
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une probabilité P̂ dont la restriction à (Ω̂(n0), Â(n0)) est P̂n0 . Désignons par “>” la tribu triviale
de chacun des espaces (Ω,Fn) et

(
[0, 1],B[0,1]

)
. Alors sur (Ω̂, Â, P̂), on définit une suites de

σ- algèbres F̂ = (F̂n)n60 par

F̂n =

(
m=n−1⊗

m=0

(> ⊗ >)

)
⊗ (Fn ⊗ >) ⊗

(
m=−∞⊗

m=n+1

(> ⊗ >)

)

et une suite de variables aléatoires (Ûn)n60 par

Ûn(ω0, t0, ω−1, t−1, . . .) = tn

Convaincons-nous que :
1) F̂ est une filtration isomorphe à F. Après complétion des σ- algèbres pour la probabilité
P̂, on a

F̂n = (Fn ⊗ >) ⊗

(
−∞⊗

m=−1

(> ⊗ >)

)
.

2) (Ûn)n60 est une paramétrisation globale de F̂ qui rallonge (U
(n0)
n0 , . . . U

(n0)
0 ). Nous uti-

lisons les notations du lemme 17.1.10. Les filtrations (F̂
(n0)
n0 , F̂

(n0)
n0+1, . . . , F̂

(n0)
0 ) et (F̂n)n∈Jn0 ,0K

s’identifient, ainsi que les vecteurs aléatoires (Û
(n0)
n0 , . . . , Û

(n0)
0 ) et (Ûn0 , . . . , Û0). De plus, après

complétion des σ- algèbres pour la probabilité P̂, on a, pour tout n < n0,

F̂n =

(
n0−1⊗

m=−1

(> ⊗ >)

)
⊗ (Fn ⊗ >) ⊗

(
−∞⊗

m=n0+1

(> ⊗ >)

)
,

donc les filtrations (F̂
(n0)
n )n60 et (F̂n)n60 s’identifient, et on conclut avec le b) du lemme

17.1.10.

Les corollaires suivants sont immédiats :

Corollaire 17.1.12. Soit F une filtration. Si (nk)k>0 est une suite d’entiers négatifs stricte-
ment décroissante, et si pour tout k > 1, F admet une paramétrisation (U ′′k

nk
, . . . , U ′′k

nk−1
) sur

Knk, nk−1K, alors F admet une paramétrisation globale qui rallonge les (U ′′k
nk
, . . . , U ′′k

nk−1
). Ceci

est encore vrai pour des paramétrisations d’une chaîne de Markov à valeurs dans des espaces
métriques standard.

Corollaire 17.1.13. Toute filtration conditionnellement séparable admet une paramétrisation
globale.

Démonstration. Cela résulte de la proposition 17.1.11 et du corollaire 16.1.6.

17.2 Critère de Vershik paramétrique de premier niveau.

17.2.1 Définition.

Définition 17.2.1. Sur un espace probabilisé (Ω,A,P), on se donne une filtration F =
(Fn)n60.
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• Soit F un ensemble fini. On dit qu’une variable aléatoire X ∈ Lsimple(F0;F ) satisfait le
critère paramétrique de Vershik de premier niveau (sous-entendu : dans Lsimple) si pour
tout réel δ > 0, il existe un espace probabilisé (Ω′,A′,P′), un entier n0 6 0, une filtration
F′ sur (Ω′,A′,P′), isomorphe à F, une paramétrisation (U ′

n0+1, . . . , U
′
0) de F′ sur Kn0, 0K,

et une variable aléatoire Z ′ ∈ Lsimple
(
σ(U ′

n0+1, . . . , U
′
0);F

)
telle que P′[X ′ 6= Z ′] < δ. On

note P simple(F;F ) l’ensemble des variables aléatoires X ∈ Lsimple(F0;F ) qui satisfont le
critère de Vershik paramétrique de premier niveau.

• On dit qu’une filtration F = (Fn)n60 satisfait le satisfait le critère paramétrique de
Vershik de premier niveau si pour tout ensemble fini F , toute variable aléatoire X ∈
Lsimple(F0;F ) satisfait le critère paramétrique de Vershik de premier niveau.

• Soit (E, ρ) un espace métrique standard. On dit qu’une variable aléatoire X ∈ L1(F0;E)
satisfait le critère paramétrique de Vershik de premier niveau (sous-entendu : dans L1)
si pour tout réel δ > 0, il existe un espace probabilisé (Ω′,A′,P′), un entier n0 6 0, une
filtration F′ sur (Ω′,A′,P′), isomorphe à F une paramétrisation (U ′

n0+1, . . . , U
′
0) de F′ sur

Kn0, 0K, et une variable aléatoire Z ′ ∈ L1
(
σ(U ′

n0+1, . . . , U
′
0);E

)
telle que E′

[
ρ(X ′, Z ′)

]
<

δ. On note P 1(F;E) l’ensemble des variables aléatoires X ∈ L1(F0;E) qui satisfont le
critère de Vershik paramétrique de premier niveau.

• Soit (E, ρ) un espace métrique standard. On dit qu’une variable aléatoire X ∈ L0(F0;E)
satisfait le critère paramétrique de Vershik de premier niveau (sous-entendu : dans L0)
si pour tout réel δ > 0, il existe un espace probabilisé (Ω′,A′,P′), un entier n0 6 0, une
filtration F′ sur (Ω′,A′,P′), isomorphe à F une paramétrisation (U ′

n0+1, . . . , U
′
0) de F′ sur

Kn0, 0K, et une variable aléatoire Z ′ ∈ L0
(
σ(U ′

n0+1, . . . , U
′
0);E

)
telle que P′

[
|X ′ − Z ′| >

δ
]
< δ. On note P 0(F;E) l’ensemble des variables aléatoires X ∈ L0(F0;E) qui satisfont

le critère de Vershik paramétrique de premier niveau.
• On dit qu’une σ- algèbre E0 ⊂ F0 satisfait le critère paramétrique de Vershik de premier

niveau si L1(E0,R) ⊂ P 1(F; R).

Dans cette section, nous allons établir la proposition suivante :

Proposition 17.2.2. Une filtration essentiellement séparable satisfait le critère de Vershik
paramétrique de premier niveau si et seulement si elle admet une paramétrisation génératrice.

Cette proposition sera une conséquence du corollaire 17.2.11. La démarche suivie est analogue
au cas non paramétrique.

17.2.2 Propriétés.

Lemme 17.2.3. Soient F = (Fn)n60 une filtration, F un ensemble fini et E un espace mé-
trique standard. Alors P simple(F;F ) est fermé dans Lsimple(F0;F ), P 1(F;E) est fermé dans
L1(F;E), P 0(F;E) est fermé dans L0(F;E).

Démonstration. Facile.

Proposition 17.2.4. Soient (Ω,A,P) un espace probabilisé, F = (Fn)n60 une filtration condi-
tionnellement séparable, et D une sous - σ- algèbre de F0. Les conditions suivantes sont équi-
valentes :

(i) D satisfait le critère de Vershik paramétrique de premier niveau.

(ii) Il existe un espace métrique standard (E, ρ) infini tel que toute variable aléatoire X ∈
L1(D;E) satisfait le critère de Vershik paramétrique de premier niveau.
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(iii) Pour tout ensemble fini F , toute variable aléatoire X ∈ Lsimple(D;F ) satisfait le critère
de Vershik paramétrique de premier niveau.

(iv) Pour tout espace métrique standard (E, ρ), toute variable aléatoire X ∈ L1
(
D; (E, ρ)

)

satisfait le critère de Vershik paramétrique de premier niveau.

Démonstration. ◦ (iv) =⇒ (i) est évident.
◦ (i) =⇒ (ii) : on prend E = R.
◦ (ii) =⇒ (iii). Soient F un ensemble fini et X ∈ Lsimple(D;F ). Puisque E est infini,

on peut supposer que F ⊂ E. On pose m = min
{
ρ(e, f)|e, f ∈ F

}
. Soit δ > 0. Appli-

quant l’hypothèse (i), on obtient un entier n0 6 0, un espace probabilisé (Ω′,A′,P′) avec une
filtration F′ isomorphe à F, une paramétrisation locale (U ′

n0+1, . . . U
′
0) de F′ sur Kn0, 0K, et

une variable aléatoire Z ′ ∈ L1
(
σ(U ′

n0+1, . . . U
′
0);E

)
telle que E′

[
ρ(X ′, Z ′)

]
< mδ/2, et on a

alors P
[
ρ(X ′, Z ′) > m/2

]
< δ. On ordonne F et on définit une application ψ : E → F en

prenant pour ψ(x) le point de F le plus proche x, ou le premier de ces points s’il y en a
plusieurs. Sur l’événement

{
ρ(X ′, Z ′)| > m/2

}
, on a ψ(X ′) = Z ′, et en posant S ′ = ψ(X ′) ∈

Lsimple
(
σ(U ′

n0+1, . . . U
′
0);F

)
, on a alors P′[X ′ 6= S′] 6 P

[
ρ(X ′, Z ′) > m/2

]
< δ.

◦ (iii) =⇒ (iv). Soient X ∈ L1
(
D; (E, ρ)

)
et δ > 0. Par densité de Lsimple(D;E) dans

L1
(
D; (E, ρ)

)
, il existe un ensemble fini F de E et une variable aléatoire T ∈ Lsimple(D;F )

telle que E
[
ρ(X,T )

]
< δ/2. Appelons M le diamètre de F . Appliquant l’hypothèse (ii),

on obtient un entier n0 6 0, une paramétrisation locale (U ′
n0+1, . . . U

′
0) sur Kn0, 0K d’une

filtration F′ isomorphe à F, et une variable aléatoire Z ′ ∈ Lsimple
(
σ(U ′

n0+1, . . . U
′
0);F

)
telle

que P′[T ′ 6= Z ′] < δ/2M . Par conséquent, E′
[
ρ(T ′, Z ′)

]
< δ/2, puis E′

[
ρ(X ′, Z ′)

]
< δ.

Corollaire 17.2.5. Soient F = (Fn)n60 une filtration, D une sous -σ- algèbre de F0 et E un
espace métrique standard.

(i) Si D satisfait le critère de Vershik paramétrique de premier niveau, alors pour tout espace
métrique standard E, toute variable aléatoire X ∈ L0(D;E) satisfait le critère de Vershik
paramétrique de premier niveau.

(ii) S’il existe un espace métrique standard E infini tel que toute variable aléatoire X ∈
L0(F0;E) satisfait le critère de Vershik paramétrique de premier niveau, alors D satisfait
le critère de Vershik paramétrique de premier niveau.

Démonstration. Il suffit d’appliquer la proposition précédente avec ρ ∧ 1 au lieu de ρ.

Proposition 17.2.6. Soient F = (Fn)n60 une filtration et E un espace métrique standard.
Une variable aléatoire X ∈ L1(F0;E) satisfait le critère de Vershik paramétrique de premier
niveau si et seulement si la σ- algèbre σ(X) satisfait le critère de Vershik paramétrique de
premier niveau.

Démonstration. Si la σ- algèbre σ(X) satisfait le critère de Vershik paramétrique de premier
niveau, alors X satisfait le critère de Vershik paramétrique de premier niveau par la prposition
17.2.4. Inversement supposons que X satisfait le critère de Vershik paramétrique de premier
niveau. Pour montrer que σ(X) satisfait le critère de Vershik paramétrique de premier niveau,
nous choisissons, par le biais du corollaire 17.2.5, de montrer que L0

(
σ(X); R

)
⊂ P 0(F0; R).

Notons Θ l’ensemble des variables aléatoires S ∈ L0
(
σ(X); R

)
de la forme S = f(X) où

f : E → R est lipschitzienne. Par le corollaire 1.2.7 et le lemme 17.2.3, il suffit de montrer que
toute variable aléatoire S ∈ Θ satisfait le critère de Vershik de premier niveau. Considérons
alors une fonction f : E → R, notons c un rapport de Lipschitz de f , posons S = f(X), et



17. Paramétrisations II. 152

donnons-nous un réel δ > 0. Par hypothèse, on a un espace probabilisé (Ω′,A′,P′), un entier
n0 6 0, une filtration F′ sur (Ω′,A′,P′), isomorphe à F une paramétrisation (U ′

n0+1, . . . , U
′
0) de

F′ sur Kn0, 0K, et une variable aléatoire Z ′ ∈ L1
(
σ(U ′

n0+1, . . . , U
′
0);E

)
telle que E′

[
ρ(X ′, Z ′)

]
<

δ2/c. Posons T ′ = f(Z ′) ; on a alors

P′
[
|S′ − T ′| > δ

]
6 P′

[
ρ(X ′, Z ′) > δ/c

]
6
c

δ
E′
[
ρ(X ′, Z ′)

]
< δ,

ce qui achève la preuve.

17.2.3 Lemmes et preuve de la proposition 17.2.2.

Lemme 17.2.7. Soient F = (Fn)n60 une filtration conditionnellement séparable, (E, ρ) un
espace métrique standard, X ∈ L1(F0;E) une variable aléatoire, et δ > 0 un réel. S’il existe
un espace probabilisé (Ω′,A′,P′), un entier n0 6 0, une filtration F′ sur (Ω′,A′,P′), iso-
morphe à F, une paramétrisation (U ′

n0+1, . . . , U
′
0) de F′ sur Kn0, 0K, et une variable aléatoire

Z ′ ∈ L1
(
σ(U ′

n0+1, . . . , U
′
0);E

)
telle que E′

[
ρ(X ′, Z ′)

]
< δ, alors pour tout entier n1 < n0,

il existe un espace probabilisé (Ω′′,A′′,P′′), une filtration F′′ sur (Ω′′,A′′,P′′), isomorphe à
F une paramétrisation (U ′′

n1+1, . . . , U
′′
0 ) de F′′ sur Kn1, 0K, et une variable aléatoire Z ′′ ∈

L1
(
σ(U ′′

n1+1, . . . , U
′′
0 );E

)
telle que E′′

[
ρ(X ′′, Z ′′)

]
< δ.

Démonstration. Puisque F est conditionnellement séparable, il existe une paramétrisation de
F sur Kn1, n0K ; il suffit d’en prendre une puis le lemme se déduit facilement de la partie 1) du
corollaire 17.1.7.

Lemme 17.2.8. Soit (Ω,A,P) un espace de probabilité. Soient B, C, D des sous -σ- algèbres
de A telles que B et C sont indépendantes et D ⊂ B. Soient E un espace métrique séparable
et θ : E × E → [0,+∞[ une fonction borélienne positive. Pour X,Y ∈ L0(A;E), on pose
D[X,Y ] = E

[
θ(X,Y )] ∈ [0,+∞]. Si X ∈ L0(B;E) et Y ∈ L0(D∨̇C;E), alors il existe une

variable aléatoire Z ∈ L0(D;E) telle que D[X,Z] 6 D[X,Y ].

Démonstration. On peut écrire Y = f(D,C) où D ∈ L0(D), C ∈ L0(C) et f : R × R → E est
borélienne. On applique alors le lemme 10.2.3 avec Xs = f(D, s).

Lemme 17.2.9. Soit n0 un entier négatif non nul. Sur un espace probabilisé (Ω,A,P), soit
F = (Fn)n60 une filtration conditionnellement séparable. On se donne un espace métrique stan-
dard E et une variable aléatoire X ∈ L1(Fn0 ;E). Si X satisfait le critère de Vershik paramé-
trique de premier niveau, alors pour tout réel δ > 0, il existe un espace probabilisé (Ω ′,A′,P′),
un entier n1 < n0, une filtration F′ sur (Ω′,A′,P′), isomorphe à F, une paramétrisation
(U ′

n1+1, . . . , U
′
n0

) de F′ sur Kn1, n0K, et une variable aléatoire Z ′ ∈ L1
(
σ(U ′

n1+1, . . . , U
′
n0

);E
)

telle que E′
[
ρ(X ′, Z ′)

]
< δ.

Démonstration. Il suffit d’appliquer la définition, le lemme 17.2.7 (pour s’assurer que n1 < n0)
puis le lemme 17.2.8.

Lemme 17.2.10. Soit n0 un entier négatif non nul. Sur un espace probabilisé (Ω,A,P), soient
F = (Fn)n60 une filtration conditionnellement séparable et (Un0+1, . . . , U0) une paramétrisa-
tion de F sur Kn0, 0K. On se donne une variable aléatoire X ∈ L0(F0). Si F satisfait le critère
de Vershik paramétrique de premier niveau, alors pour tout réel δ > 0, il existe un espace pro-
babilisé (Ω′,A′,P′), un entier n1 < n0, une filtration F′ sur (Ω′,A′,P′), isomorphe à F, une
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paramétrisation (U ′
n1+1, . . . , U

′
0) de F′ sur Kn1, 0K qui rallonge (Un0+1, . . . , U0), et une variable

aléatoire Z ′ mesurable pour σ(U ′
n1+1, . . . , U

′
0) telle que P′

[
|X ′ − Z ′| > δ

]
< δ.

Démonstration. On peut écrire X = f(Yn0 , Un0+1, . . . , U0) où Yn0 ∈ L0(Fn0) et f est boré-
lienne. On munit R|n0|+1 de la norme ‖x‖ =

∑
|xi|. Posons δ′ = δ/2. Par le corollaire 1.2.7, il

existe une fonction lipschitzienne g : R|n0|+1 telle que si l’on pose W = g(Yn0 , Un0+1, . . . , U0),
alors P

[
|X − W | > δ′

]
< δ′. Soit c > 0 un rapport de Lipschitz de g. Posons δ ′′ = cδ′.

Puisque F satisfait le critère de Vershik paramétrique de premier niveau, le lemme 17.2.9
fournit (en utilisant l’inégalité de Chebyshev et ρ(x, y) = min{|x − y|, 1}) un espace pro-
babilisé (Ω′,A′,P′), un entier n1 < n0, une filtration F′ sur (Ω′,A′,P′), isomorphe à F,
une paramétrisation (U ′

n1+1, . . . , U
′
n0

) de F′ sur Kn1, n0K, et une variable aléatoire Z ′
n0

∈
L0
(
σ(U ′

n1+1, . . . , U
′
n0

)
)

telle que P′
[
|Y ′

n0
− Z ′

n0
| > δ′′

]
< δ′. En utilisant le corollaire 17.1.7,

introduisons un espace probabilisé (Ω′′,A′′,P′′) avec une filtration F′′ isomorphe à F, une para-
métrisation (U ′′

n1+1, . . . , U
′′
0 ) de F′′ sur Kn1, 0K qui rallonge (U ′

n1+1, . . . , U
′
n0

) et (Un0+1, . . . , U0).
Par isomorphisme, on a P′′

[
|Z ′′

n0
− Y ′′

n0
| > δ′′

]
< δ′. En posant S ′′ = g(Z ′′

n0
, U ′′

n0+1, . . . , U
′′
0 ) et

Z ′′ = f(Z ′′
n0
, U ′′

n0+1, . . . , U
′′
0 ), on a

P′′
[
|S′′ −W ′′| > δ′

]
6 P′′

[
|Z ′′

n0
− Y ′′

n0
| > δ′′

]
< δ′.

Par ailleurs, on a P′′
[
|X ′′ − W ′′| > δ′

]
< δ′ par isomorphisme, et finalement on obtient

P′′
[
|X ′′ − Z ′′| > δ

]
< δ.

Corollaire 17.2.11. Soient F = (Fn)n60 une filtration et E un espace métrique standard,
Si F satisfait le critère de Vershik paramétrique de premier niveau, alors pour toute variable
aléatoire X ∈ L1(F0;E), il existe une paramétrisation globale (U ′

n)n60 d’une filtration F′

isomorphe à F telle que la copie de X est mesurable pour σ(U ′
n)n60.

Démonstration. Supposons que F = (Fn)n60 satisfait le critère de Vershik paramétrique
de premier niveau. Soit X ∈ L1(F0;E). On note Y une variable aléatoire réelle telle que
σ(Y ) = σ(X). Donnons-nous une suite (δk)k>0 de réels qui décroît vers 0 quand k 1 +∞. En
utilisant le lemme 17.2.10, on sait construire une suites d’entiers négatifs (nk)k>0 strictement
croissante, et pour tout k > 1, une paramétrisation (U ′′k

nk
, . . . , U ′′k

0 ) pour F sur Knk, 0K qui

rallonge (U
′′k−1
nk−1 , . . . , U

′′k−1

0 ), une variable aléatoire Z ′′k mesurable pour σ(U ′′k
nk
, . . . , U ′′k

0 ), telle
que P′′k

[
|Y ′′k − Z ′′k | > δk

]
< δk. On conclut alors avec le corollaire 17.1.12.

? Preuve de la proposition 17.2.2. Supposons que F = (Fn)n60 est essentiellement séparable
et qu’elle satisfait le critère de Vershik paramétrique de premier niveau. On note Y0 une
variable aléatoire telle que σ(Y0) = F0 et on lui applique le corollaire 17.2.11.

17.2.4 Cas d’une chaîne de Markov.

Proposition 17.2.12. Soient (En, ρn), n 6 0, des espaces métriques standard et soit (Xn)n60

une chaîne de Markov où Xn est à valeurs dans En. Alors pour tout N 6 0, les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) Il existe une filtration F′ isomorphe à F, et une paramétrisation globale (U ′
n)n60 de la

chaîne de Markov (X ′
n)n60 telle que la copie de X est mesurable pour σ(U ′

n)n60. .

(ii) Pour tout réel δ > 0, il existe une filtration F ′ isomorphe à F, un entier n0 < 0 et une
paramétrisation (U ′

n0+1, . . . , U
′
0) sur Kn0, 0K de la chaîne de Markov (XN )n60 tels que

P′
[
ρN (X ′

N , X
′′
N ) > δ

]
< δ.
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Démonstration. Il est clair que (i) =⇒ (ii). Pour montrer que (ii) =⇒ (i), on procède
comme dans la preuve du corollaire 17.2.11.

17.3 I-confort paramétrique

Définition 17.3.1. Soit F = (Fn)n60 une filtration. Sur un espace probabilisé (Ω,A,P), soient
F′ et F′′ deux copies de F coïmmergées, (U ′

n0+1, . . . , U
′
0) une paramétrisation de F′ sur Kn0, 0K,

et (U ′′
n0+1, . . . , U

′′
0 ) une paramétrisation de F′′ sur Kn0, 0K. On note G′ et G′′ respectivement, les

grossissements paramétriques de F′ et de F′′ avec (U ′
n0+1, . . . , U

′
0) et (U ′′

n0+1, . . . , U
′′
0 ). On dit

que (G′,G′′) est une coïmmersion paramétrique de F sur Kn0, 0K, si G′ et G′′ sont coïmmergées
et si pour tout n ∈Kn0, 0K.

L
[
(U ′

n, U
′′
n) |G′

n−1 ∨ G′′
n−1

]
= L

[
(U ′

n, U
′′
n) |F′

n−1 ∨ F′′
n−1

]
,

On dit de plus que c’est une I(n0)-coïmmersion paramétrique de F si (F′,F′′) est une I(n0)-
coïmmersion de F.

Bien sûr si (G′,G′′) est une I(n0)-coïmmersion paramétrique de F, les σ- algèbres G′
n0

et G′′
n0

sont indépendantes puisque G′
n0

= F′
n0

et G′′
n0

= F′′
n0

.

Lemme 17.3.2. Avec les notations de la définition précédente, si (G′,G′′) est une coïmmersion
paramétrique de F sur Kn0, 0K, alors la filtration F′ ∨ F′′ est immergée dans G′ ∨ G′′.

Démonstration. Cela se déduit du lemme 8.2.8.

Définition 17.3.3. Soient F = (Fn)n60 une filtration et (E, ρ) un espace métrique séparable.
On dit qu’une variable aléatoire X ∈ L1(F0;E) satisfait le critère de I-confort paramétrique
si pour pour tout δ > 0, il existe sur un espace probabilisé (Ω,A,P), une I(n0)-coïmmersion
paramétrique (F′,F′′) de F sur Kn0, 0K telle que les copies de X vérifient E

[
ρ(X ′, X ′′)

]
< δ.

Lemme 17.3.4. Soient F = (Fn)n60 une filtration et (E, ρ) un espace métrique standard. Si
une variable aléatoire X ∈ L1(F0;E) satisfait le critère de I-confort paramétrique, alors elle
satisfait le critère de I-confort.

Démonstration. Une filtration est immergée dans son grossissement paramétrique avec une
paramétrisation (lemme 16.1.7), et on achève la preuve avec le lemme 14.3.2.

Proposition 17.3.5. Soit F = (Fn)n60 une filtration conditionnellement séparable. Alors
une variable aléatoire mesurable pour F satisfait le critère de I-confort si et seulement si elle
satisfait le critère de I-confort paramétrique.

La preuve ce cette propostion est présentée dans la section suivante.

17.4 Preuve de la proposition 17.3.5.

On démontre dans cette section que le critère de I-confort entraîne le critère de I-confort
paramétrique pour une filtration conditionnellement séparable. Il s’agira de montrer que toute
I(n0)-coïmmersion d’une telle filtration peut se transférer par un isomorphisme dans une
I(n0)-coïmmersion paramétrique. Cela résultera de la partie 1) de la proposition 17.4.4 qui se
démontre en réitérant le lemme 17.4.2.
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Proposition 17.4.1. Soient (Ω,A,P) un espace probabilisé et (F0,F1) une filtration à un
pas séparable. On note V une novation de F0 dans F1 à valeurs dans un espace métrique
séparable E qui admet une loi conditionnelle µ = L[V |F0] par rapport à F0. Soit H0 ⊂ A

une σ- algèbre contenant F0 et de laquelle V est indépendante conditionnellement à F0 (ce qui
équivaut à ce que F1 soit indépendante de H0 conditionnellement à F0). On définit la probabilité
P̂ = P⊗µ sur le produit (Ω,H0)⊗ (E,BE), on pose F̂0 = F0 ⊗µ {∅, E}, Ĥ0 = H0 ⊗µ {∅, E},
et V̂ (ω, t) = t. Alors il existe un unique plongement

Ψ: (Ω,F1,P) −→
(
Ω ⊗E,H0 ⊗BE, P̂

)

tel que Ψ(F0) = F̂0, et que Ψ(V ) = V̂ et L̂[V̂ | Ĥ0](ω, t) = L̂[V̂ | F̂0](ω, t) = µω.

Démonstration. Cela résulte de la proposition 8.1.16.

Lemme 17.4.2. Soit F = (F0,F1) une filtration conditionnellement séparable à un pas. Sur
un espace probablisé (Ω,A,P), soient F′ = (F′

0,F
′
1) et F′′ = (F′′

0 ,F
′′
1) deux copies coïmmergées

de F. On note H0 ⊂ A une σ- algèbre dans laquelle F′
0 et F′′

0 sont contenues et de laquelle
F′

1 ∨ F′′
1 est indépendante conditionnellement à F′

0 ∨ F′′
0 . Alors il existe un espace probabilisé

(Ω̂, Â, P̂), un plongement Ψ: H0 ∨ (F′
1 ∨ F′′

1) → Â, deux variables aléatoires Û ′ et Û ′′ chacune
de loi uniforme sur [0, 1], chacune indépendantes de H0, et telles que, en posant F̂′

0 = Ψ(F′
0),

F̂′′
0 = Ψ(F′′

0), Ĥ′
0 = Ψ(H0), F̂′

1 = Ψ(F′
1), F̂′′

1 = Ψ(F′′
1), on a

L̂
[
(Û ′, Û ′′) | Ĥ0

]
= L̂

[
(Û ′, Û ′′) | F̂′

0 ∨ F̂′′
0

]
,

F̂′
1 ⊂ F̂′

0∨̇σ(Û ′), F̂′′
1 ⊂ F̂′′

0 ∨̇σ(Û ′′), les filtrations (F̂′
0, F̂

′
1) et (F̂′′

0 , F̂
′′
1) sont coïmmergées (et de

plus les variables aléatoires Û ′ et Û ′′ sont indépendantes conditionnellement à F̂′
1 ∨ F̂′′

1).

Démonstration. Soit V une novation de F0 dans F1. Notons µ = L
[
(V ′, V ′′) |F′

0 ∨ F′′
0

]
. On

munit l’espace mesurable

(Ω̃, Ã) = (Ω,H0) ⊗
(
R × R,BR×R

)

de la probabilité P̃ = P⊗µ. Par la proposition 17.4.1, µω,v′,v′′ = µω est la loi conditionnelle du
vecteur aléatoire (ω, v′, v′′) 7→ (v′, v′′) par rapport à H0 ⊗ {∅,R × R} et aussi par rapport à
(F′

0∨F′′
0)⊗{∅,R×R}, et il existe un plongement de la σ- algèbre F ′

1∨F′′
1 = (F′

0∨F′′
0)∨σ(V ′

1 , V
′′
1 )

dans (Ω̃, Ã) qui envoie la σ- algèbre F′
0 ∨F′′

0 sur (F′
0 ∨F′′

0)⊗µ {∅,R×R} et le couple (V ′
1 , V

′′
1 )

sur (ω, v′, v′′) 7→ (v′, v′′).
Maintenant nous allons plonger (Ω̃, Ã) dans le produit de (Ω̃, Ã) par

(
[0, 1]×[0, 1],B[0,1]×[0,1]

)

en construisant un noyau Γ de ce premier espace vers ce second, puis en considérant la pro-
babilité P̃⊗Γ. Sur un espace probabilisé (Ω∗,A∗,P∗), soit (F∗

0 ,F
∗
1) une filtration isomorphe à

(F0,F1) et U∗ un pas de paramétrisation de F∗
0 dans F∗

1. On note (γω,v) la copie de L[U ∗ |F∗
1 ]

sur l’espace (Ω,H0) ⊗
(
R,BR

)
par l’isomorphisme de F∗

0∨̇σ(U∗) sur F′
0 ⊗ [0, 1] qui envoie F∗

0

sur F′
0 et U∗ sur (ω, t) 7→ t, où F′

0⊗ [0, 1] est muni de la probabilité produit de P par la mesure
de probabilité uniforme sur [0, 1]. De même, on note (βω,v ) la copie de L[U ∗ |F∗

1 ] sur l’espace
(Ω,H0)⊗

(
R,BR

)
par l’isomorphisme de F∗

0∨̇σ(U∗) sur F′′
0 ⊗ [0, 1] qui envoie F∗

0 sur F′′
0 et U∗

sur (ω, t) 7→ t, où F′
0⊗[0, 1] est muni de la probabilité produit de P par la mesure de probabilité

uniforme sur [0, 1]. On définit alors le noyau (Γω,v ′,v′′) de (Ω̃, Ã) vers
(
[0, 1]× [0, 1],B[0,1]×[0,1]

)

par
Γω,v′,v′′ = γω,v′ ⊗ βω,v′′ .
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On définit alors sur l’espace mesurable

(Ω̂, Â) = (Ω̃, Ã) ⊗
(
[0, 1] × [0, 1],B[0,1]×[0,1]

)

la probabilite P̂ = P̃⊗Γ. Sur (Ω̂, Â, P̂), on pose alors F̂′
0 =

(
F′

0⊗{∅,R×R}
)
⊗{∅, [0, 1]×[0, 1]},

F̂′′
0 =

(
F′′

0⊗{∅,R×R}
)
⊗{∅, [0, 1]×[0, 1]}, Ĥ′

0 =
(
H0⊗{∅,R×R}

)
⊗{∅, [0, 1]×[0, 1]}, on défi-

nit les variables aléatoires V̂ ′(ω, v′, v′′, t′, t′′) = v′, V̂ ′′(ω, v′, v′′, t′, t′′) = v′′, Û ′(ω, v′, v′′, t′, t′′) =

t′, Û ′′(ω, v′, v′′, t′, t′′) = t′′, on pose F̂′
1 = F̂′

0 ∨ σ(V̂ ′), F̂′′
1 = F̂′′

0 ∨ σ(V̂ ′′).
Du fait que

Ψ
(
L[(V ′, V ′′) |H0]

)
= L

[
(V̂ ′, V̂ ′′) | Ĥ0

]
= L

[
(V̂ ′, V̂ ′′) | F̂′

0 ∨ F̂′′
0

]
,

on déduit que les filtrations (F̂′
0, F̂

′
1) et (F̂′′

0 , F̂
′′
1 ) sont, comme (F′

0,F
′
1) et (F′′

0 ,F
′′
1), deux copies

coïmmergées de F.
Par ailleurs, comme on a un isomorphisme de (F∗

0,F
∗
1) sur (F̂′

0, F̂
′
1) qui envoie L[U ∗ |F∗

1 ]

sur L[Û ′ | F̂′
1](= γ), alors Û ′ est un pas de paramétrisation de F̂′

0 dans F̂′
1 par le lemme 17.1.5.

De même, Û ′′ est un pas de paramétrisation de F̂′′
0 dans F̂′′

1 .
Le dernier point (entre parenthèses) résulte de l’égalité

L
[
(Û ′, Û ′′) | Ã

]
= L

[
(Û ′, Û ′′) | F̂′

1 ∨ F̂′′
1

]
= L[Û ′ | F̂′

1] ⊗ L[Û ′′ | F̂′′
1 ]

résultant de la définition de Γ.

Définition 17.4.3. Soit F = (Fn)n60 une filtration. Sur un espace probabilisé (Ω,A,P),
soient F′ et F′′ deux copies de F coïmmergées, (U ′

n) une paramétrisation globale de F′, (U ′′
n)

une paramétrisation globale de F′′. On note G′ et G′′ respectivement, les grossissements pa-
ramétriques de F′ et de F′′ avec (U ′

n0+1, . . . , U
′
0) et (U ′′

n0+1, . . . , U
′′
0 ), et on note H′ et H′′

respectivement, les grossissements paramétriques de F ′ et de F′′ avec (U ′
n) et (U ′

n). On dit
que (H′,H′′) est une coïmmersion paramétrique globale de F sur Kn0, 0K, si H′ et H′′ sont
coïmmergées et si (G′,G′′) est une coïmmersion paramétrique de F sur Kn0, 0K.

La partie 2) de la proposition suivante ne sera utilisée que dans la section 17.7.

Proposition 17.4.4. Soit F = (Fn)n60 une filtration conditionnellement séparable et (F ′,F′′)
une coïmmersion de F sur un espace probabilisé (Ω,A,P).

1) Pour tout n0 < 0, il existe, sur un espace probabilisé (Ω̂, Â, P̂), une coïmmersion paramé-
trique (Ĝ′, Ĝ′′) de F sur Kn0, 0K, et un isomorphisme Ψ̂ de la filtration (F′

n ∨ F′′
n)n60 sur la

filtration (F̂′
n ∨ F̂′′

n)n60 qui envoie F′ sur F̂′ et F′′ sur F̂′′.

2) Soient F̃ une filtration isomorphe à F et (Ũn)n60 une paramétrisation globale de F̃. On note
H̃ le grossissement paramétrique de F̃ avec (Ũn)n60. Si (F′,F′′) est une I(n0)-coïmmersion
paramétrique de F, il existe, sur un espace probabilisé (Ω̂, Â, P̂), une I(n0)-coïmmersion
(Ĥ′, Ĥ′′) de H̃ qui est une I(n0)-coïmmersion paramétrique globale de F sur Kn0, 0K, et un
isomorphisme Ψ̂ de la filtration (F′

n ∨ F′′
n)n60 sur la filtration (F̂′

n ∨ F̂′′
n)n60 qui envoie F′

sur F̂′ et F′′ sur F̂′′.

Démonstration. ◦ Montrons 1). Supposons que pour m ∈ Jn0, 0J, nous avons construit
– un espace probabilisé (Ω̂m, Âm, P̂m), et sur celui-ci deux copies coïmmergées (F̂′

n)n6m et
(F̂′′

n)n6m de la filtration (Fn)n6m et un isomorphisme Ψ̂mK de la filtration (F′
n ∨F′′

n)n6m

sur la filtration (F̂′
n ∨ F̂′′

n)n6m qui envoie F′ sur (F̂′
n)n6m et F′′ sur (F̂′′

n)n6m ;
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– une paramétrisation (U ′
n0+1, . . . , U

′
m) de la filtration (F̂′

n)n6m sur Kn0,mK, une paramé-

trisation (U ′′
n0+1, . . . , U

′′
m) de la filtration (F̂′′

n)n6m sur Kn0,mK, telles que les grossisse-

ments paramétriques (Ĝ′
n)n6m et (Ĝ′′

n)n6m associés à (U ′
n0+1, . . . , U

′
0) et (U ′′

n0+1, . . . , U
′′
0 )

respectivement forment une coïmmersion paramétrique de F sur Kn0, 0K.
Pour m = n0 il n’y a rien à faire. Si on a ces constructions au rang m, on les prolonge au
rang m+ 1 grâce au lemme 17.4.2 sur l’espace probabilisé (Ω̂m+1, Âm+1, P̂m+1) donné par ce
lemme.

◦ Montrons 2). Supposons que pour m ∈ Jn0, 0J, nous avons construit
– un espace probabilisé (Ω̂m, Âm, P̂m), et sur celui-ci deux copies coïmmergées (F̂′

n)n6m et
(F̂′′

n)n6m de la filtration (Fn)n6m et un isomorphisme Ψ̂mK de la filtration (F′
n ∨F′′

n)n6m

sur la filtration (F̂′
n ∨ F̂′′

n)n6m qui envoie F′ sur (F̂′
n)n6m et F′′ sur (F̂′′

n)n6m ;
– une paramétrisation globale (Û ′

n)n6m de (F̂′
n)n6m, une paramétrisation globale (Û ′′

n)n6m

de (F̂′′
n)n6m, telles que les grossissements paramétriques globaux (Ĥ′

n)n6m et (Ĥ′′
n)n6m

associées à (Û ′
n)n6m et (Û ′′

n)n6m forment une I(n0)-coïmmersion et telles que les gros-
sissements paramétriques locaux (Ĝ′

n)n6m et (Ĝ′′
n)n6m associés à (U ′

n0+1, . . . , U
′
0) et

(U ′′
n0+1, . . . , U

′′
0 ) respectivement forment une coïmmersion paramétrique de F sur Kn0, 0K.

Pour m = n0, il suffit de considérer deux copies indépendantes de (H̃n)n6n0 . Si on a ces
constructions au rang m, on les prolonge au rang m + 1 grâce au lemme 17.4.2 sur l’espace
probabilisé (Ω̂m+1, Âm+1, P̂m+1) donnée par ce lemme.

? Preuve de la proposition 17.3.5. Soient (E, ρ) un espace métrique standard, X ∈ L1(F0;E),
et (F′,F′′) une I-coïmmersion de F sur un espace probabilisé (Ω,A,P). Par la proposition
17.4.4, on a sur un grossissement (Ω̂, Â, P̂) de (Ω,A,P) une I-coïmmersion (Ĝ′, Ĝ′′) paramé-
trique de F telle que Ê

[
ρ(X̂ ′, X̂ ′′)

]
= E

[
ρ(X ′, X ′′)

]
. Ainsi si X satisfait le critère de I-confort,

elle satisfait le critère de I-confort paramétrique.

17.5 I-jonction paramétrique en arbre

Pour obtenir l’équivalence du critère de Vershik de premier niveau paramétrique et du critère
de I-confort paramétrique, de manière analogue au cas non paramétrique, nous introduisons
le critère de I-jonction paramétrique en arbre, puis suivons la même démarche.

17.5.1 Cas d’une filtration.

Définition 17.5.1. Soit F = (Fn)n60 une filtration. Sur un espace probabilisé (Ω,A,P),
soient F′ et F′′ deux copies de F coïmmergées, (U ′

n0+1, . . . , U
′
0) une paramétrisation de F′ sur

Kn0, 0K, et (U ′′
n0+1, . . . , U

′′
0 ) une paramétrisation de F′′ sur Kn0, 0K, telles que les grossissements

paramétriques respectivement associés G′ et G′′ forment une coïmmersion paramétrique de
F sur Kn0, 0K. On dit que c’est une coïmmersion paramétrique de F en arbre sur Kn0, 0K si
(U ′

n0+1, . . . , U
′
0) et (U ′′

n0+1, . . . , U
′′
0 ) sont toutes deux des paramétrisations de la filtration F ′∨F′′

sur Kn0, 0K,

Lemme 17.5.2. Soit F = (Fn)n60 une filtration. Sur un espace probabilisé (Ω,A,P), soient
F′ et F′′ deux copies de F coïmmergées, (U ′

n0+1, . . . , U
′
0) une paramétrisation de F′ sur Kn0, 0K,

et (U ′′
n0+1, . . . , U

′′
0 ) une paramétrisation de F′′ sur Kn0, 0K, telles que les grossissements para-

métriques respectivement associés G′ et G′′ forment une coïmmersion paramétrique de F sur
Kn0, 0K. Alors c’est une coïmmersion paramétrique de F en arbre sur Kn0, 0K si et seulement si
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pour tout n ∈Kn0, 0K, il existe une variable aléatoire Sn−1 ∈ L0(Fn−1) et une famille mesurable

{ψ
(n)
y′,y′′}y′,y′′∈R de transformations inversibles de la mesure de Lebesgue sur [0, 1] telles que

U ′′
n = ψ

(n)
S′

n−1,S′′
n−1

(U ′
n).

Démonstration. Cela résulte de la proposition 4.3.7 et du lemme 10.1.7.

Le lemme suivant est essentiel dans la preuve de la proposition 17.5.6.

Lemme 17.5.3. Avec les notations de la définition précédente, il existe un vecteur aléatoire
(V ′

n0+1, . . . , V
′
0) qui est à la fois une novation de F′ et de F′ ∨ F′′ sur Kn0, 0K.

Démonstration. Pour tout n ∈Kn0, 0K, on note V ′
n une variable aléatoire réelle telle que σ(V ′

n) =
σ
(
L[U ′

n |F
′
n]
)
. Par le lemme 15.5.5, V ′

n est une novation de F′
n−1 dans F′

n, et aussi une novation
de F′

n−1 ∨ F′
n−1 dans F′

n ∨ F′′
n puisque L[U ′

n |F′
n] = L[U ′

n |F
′
n ∨ F′′

n] par immersion et que l’on
a F′

n ∨ F′′
n ⊂ F′

n−1 ∨ F′′
n−1 ∨ σ(U ′

n) parce que la coïmmersion paramétrique est en arbre.

Lemme 17.5.4. Toujours avec les notations de la définition précédente, il existe une novation
(V ′

n0+1, . . . , V
′
0) de F′ sur Kn0, 0K telle que pour toute variable aléatoire X mesurable pour F0,

il existe une variable aléatoire Yn0 ∈ L0(Fn0) telle que σ(Y ′′
n0
, U ′′

n0+1, U
′′
n0+2, . . . , U

′′
0 ) ⊃ σ(X ′′)

et pour tout n ∈Kn0, 0K, on peut écrire

U ′′
n = ϕ

(n)
Y ′

n0
,Y ′′

n0
,V ′

n0+1,V ′
n0+2,...,V ′

n−1
(U ′

n)

où {ϕ
(n)
y′,y′′,v′n0+1,v′n0+2,...,v′n−1

} est une famille mesurable de transformations inversibles de [0, 1]

préservant la mesure de Lebesgue.

Démonstration. On prend la novation (V ′
n0+1, . . . , V

′
0) du lemme 17.5.3 et on conclut en utili-

sant les lemmes 15.1.2 et 10.1.7.

Définition 17.5.5. Soient F = (Fn)n60 une filtration et (E, ρ) un espace métrique standard.
On dit qu’une variable aléatoire X ∈ L1(F0;E) satisfait le critère de I-jonction paramétrique
en arbre si pour pour tout réel δ > 0, il existe une I(n0)-coïmmersion paramétrique (G′,G′′)
de F en arbre sur Kn0, 0K sur un espace probabilisé (Ω,A,P), dans laquelle les copies de X
vérifient E

[
ρ(X ′, X ′′)

]
< δ.

Proposition 17.5.6. Soient F = (Fn)n60 une filtration et (E, ρ) un espace métrique standard.
Une variable aléatoire X ∈ L1(F0;E) satisfait le critère de I-jonction paramétrique en arbre
si et seulement si elle satisfait le critère de I-confort paramétrique.

Démonstration. Il est évident que X ∈ L1(F0;E) satisfait le critère de I-confort paramétrique
si elle satisfait le critère de I-jonction paramétrique en arbre. Supposons maintenant que
X ∈ L1(F0;E) satisfait le critère de I-confort paramétrique. Pour tout δ > 0, il existe donc
un entier n0 < 0 et une I(n0)-coïmmersion paramétrique de F sur Kn0, 0K sur un espace
probabilisé (Ω,A,P), dans laquelle les copies X ′ et X∗ de X vérifient E

[
ρ(X ′, X∗)

]
< δ. La

partie b) du corollaire 15.2.1 appliqué avec ε = δ donne sur (Ω,A,P) une I(n0)-coïmmersion
paramétrique de F en arbre sur Kn0, 0K dans laquelle les copies X ′ et X ′′ de X vérifient
E
[
ρ(X ′, X ′′)

]
< 2δ.
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Proposition 17.5.7. Soient F = (Fn)n60 une filtration et (E, ρ) un espace métrique stan-
dard. Une variable aléatoire X ∈ L1(F0;E) satisfait le critère de Vershik de premier niveau
paramétrique si et seulement si elle satisfait le critère de I-jonction paramétrique en arbre.

Démonstration. Si X ∈ L1(F0;E) satisfait le critère de Vershik de premier niveau paramé-
trique, il n’est pas difficile de montrer qu’elle satisfait le critère de I-jonction en arbre paramé-
trique en utilisant la proposition 9.1.3. Traitons maintenant la réciproque. On se donne δ > 0.
On a une I(n0)-coïmmersion paramétrique de F en arbre sur Kn0, 0K telle que E

[
ρ(X ′, X ′′)

]
< δ.

Notons (U ′
n0+1, . . . , U

′
0) la paramétrisation de F′ sur Kn0, 0K, et (U ′′

n0+1, . . . , U
′′
0 ) la paramétri-

sation de F′′ sur Kn0, 0K. Par le lemme 17.5.4, on a une variable aléatoire Yn0 ∈ L0(Fn0) et pour

tout n ∈Kn0, 0K une famille mesurable {ϕ
(n)
y′,y′′,v′n0+1,v′n0+2,...,v′n−1

} de transformations inversibles

de [0, 1] préservant la mesure de Lebesgue tels que pour tout n ∈Kn0, 0K,

U ′′
n = ϕ

(n)
Y ′

n0
,Y ′′

n0
,V ′

n0+1,V ′
n0+2,...,V ′

n−1
(U ′

n),

et on peut écrire X ′′ = f(Y ′′
n0
, U ′′

n0+1, U
′′
n0+2, . . . , U

′′
0 ). Pour tout n ∈Kn0, 0K, et tout y′′ ∈

R, notons Ũ ′′
n(y′′) = ϕ

(n)
Y ′

n0
,y′′,V ′

n0+1,V ′
n0+2,...,V ′

n−1
(U ′

n) Le lemme 10.2.3 appliqué avec Xs =

f
(
(s, Ũ ′′

n0+1(s), Ũ
′′
n0+2(s), . . . , Ũ

′′
0 (s)

)
, avec C = F′′

n0
et B = F′

n0
∨̇σ(U ′

n0+1, . . . , U
′
0) donne un

y′′ tel que si
Ũn = ϕ

(n)
Y ′

n0
,y′′,V ′

n0+1,V ′
n0+2,...,V ′

n−1
(U ′

n),

alors X̃ := f(y′′, Ũn0+1, . . . , Ũ0) est telle que E
[
ρ(X ′, X̃)

]
6 E

[
ρ(X ′, X ′′)

]
< δ. Or il est facile

de vérifier que (Ũn0+1, . . . , Ũ0) est une paramétrisation de F′ sur Kn0, 0K.

17.5.2 Cas d’une chaîne de Markov.

Nous ne savons pas répondre aux questions suivantes :

Question 17.5.8. Est-ce que
– La filtration d’une chaîne de Markov (Xn)n60 est standard si et seulement si il existe

une paramétrisation génératrice de la chaîne de Markov (Xn)n60 ?
– (cf proposition 17.2.12) La filtration d’une chaîne de Markov (Xn)n60 est standard si

et seulement si pour tout N 6 0, il existe une filtration F ′ isomorphe à F, et une
paramétrisation globale (U ′

n)n60 de la chaîne de Markov (X ′
n)n60 pour laquelle X ′

N est
mesurable ?

17.6 Confort et paramétrisations.

Théorème 17.6.1. Une filtration conditionnellement séparable est I-confortable si et seule-
ment si elle satisfait le critère de Vershik de premier niveau paramétrique.

Démonstration. Par (la partie facile de) la proposition 17.5.7, si F satisfait le critère de Vershik
de premier niveau paramétrique, alors elle satisfait le critère de I-jonction paramétrique en
arbre, donc le critère de I-confort paramétrique, et donc le critère de I-confort par le lemme
17.3.4. Inversément, supposons que F est I-confortable. Par la proposition 17.3.5, elle satisfait
le critère de I-confort paramétrique, et par la proposition 17.5.6, elle satisfait le critère de I-
jonction paramétrique en arbre, et par la proposition 17.5.7, elle satisfait le critère de Vershik
de premier niveau paramétrique.
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Théorème 17.6.2. Une filtration essentiellement séparable est I-confortable si et seulement
si elle admet une paramétrisation génératrice.

Démonstration. C’est une conséquence du théorème précédent et de la proposition 17.2.2.

17.7 I-confort des chaînes de Markov.

C’est pour établir la proposition suivante que la partie 2) de la proposition 17.4.4 a été faite.

Proposition 17.7.1. Soit (Xn)n60 une chaîne de Markov dans des espaces métriques stan-
dard et (X ′

n, U
′
n)n60 une version constructive de (Xn)n60. Alors la filtration de (Xn)n60 est

I-confortable si et seulement si la filtration de (X ′
n, U

′
n)n60 est I-confortable.

Démonstration. Notons F la filtration de (Xn)n60 et H′ la filtration de (X ′
n, U

′
n)n60. Comme

F est immersible dans H′, elle est I-confortable si H′ l’est (lemme 14.3.2). Montrons la réci-
proque : nous supposons que F′ est I-confortable. Pour montrer que H′ est I-confortable, il
suffit d’après le lemme 16.3.2 et le corollaire 14.2.3 de montrer que pour tout n 6 0 la variable
aléatoire X ′

n satisfait le critère de I-confort dans H′. Cela résulte du fait que Xn satisfait le
critère de I-confort dans F et de la partie 2) de la proposition 17.4.4.

Il serait possible de démontrer cette proposition en utilisant le critère de standardité de Vershik
(définition 19.1.1) au lieu du I-confort.

Si F = (Fn)n60 est une filtration, et σ : −N −→ −N une application strictement croissante,
la filtration extraite de F par σ est la filtration notée Fσ = (Fσ

n)n60 définie par Fσ
n = Fσ(n).

Le théorème d’isomorphisme lacunaire que nous verrons dans le chapitre 19 affirme que l’on
peut toujours extraire une filtration standard d’une filtration essentiellement séparable.

Corollaire 17.7.2. Soit (Xn)n60 une chaîne de Markov dans des espaces métriques standard
et soit σ : −N −→ −N une application strictement croissante On note F = (Fn)n60 la filtration
de (Xn)n60. Alors la filtration Fσ est I-confortable si et seulement si la filtration de la chaîne
de Markov (Xσ(n))n60 est I-confortable.

Démonstration. La filtration de la chaîne de Markov (Xσ(n))n60 est immergée dans (Fσ(n))n60,
donc elle est I-confortable si Fσ l’est (lemme 14.3.2). Nous montrons la réciproque. Supposons
que la filtration de la chaîne de Markov (Xσ(n))n60 est I-confortable. Soit (X ′

n, U
′
n)n60 une

version constructive de (Xn)n60, et G′ sa filtration. Notons V ′
n une variable aléatoire telle

que σ(V ′
n) = σ(U ′

σ(n−1)+1, . . . , U
′
σ(n)). Alors (X ′

σ(n), V
′
n)n60 est une version constructive de

(Xσ(n))n60 et sa filtration est (G′
σ(n))n60, dans laquelle Fσ = (Fσ(n))n60 est immersible. Or la

filtration (G′
σ(n))n60 est I-confortable d’après la proposition 17.7.1, et le lemme 14.3.2 donne

la conclusion désirée.

B. Tsirelson a construit ([Ts0]) une chaîne de Markov (Xn)n60 engendrant une filtration
F = (Fn)n60 qui n’est pas standard, mais la chaîne de Markov (X2n)n60 est une suite de
variables aléatoires indépendantes, et ainsi la filtration (F2n)n60 est standard.



Cinquième partie

DEUX COURTS CHAPITRES.
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Nous terminons par deux courts chapitres indépendants l’un de l’autre. Le premier donne une
définition équivalente du I-confort qui semble a priori plus forte ; en outre, une application
immédiate du lemme de Slutsky sur cette définition donnera encore une définition équiva-
lente remarquable. Le second énonce le critère de standardité de Vershik à l’aide duquel nous
donnerons une preuve rapide du théorème d’isomorphisme lacunaire.



18. LE I∞-CONFORT ET UNE APPLICATION DU

LEMME DE SLUTSKY.

Dans la définition suivante et dans tout ce chapitre, on note N = N ∪ {+∞}.

Définition 18.0.1. Soit F = (Fn)n60 une filtration sur un espace de probabilité (Ω,A,P). On
dit que F est I∞-confortable si il existe un espace probabilisé (Ω,A,P) et, pour toute variable
aléatoire X ∈ L0(F0), il existe une suite de plongements Ψ(k) : (Ω,A,P) −→ (Ω,A,P), où
k ∈ N, tels que pour tout k, k′ ∈ N les filtrations Ψ(k)(F) et Ψ(k′)(F) forment une I-coïmmersion
de F, et Ψ(k)(X) −→ Ψ(∞)(X) en probabilité quand k → +∞.

La différence par rapport à la définition du I-confort est apparente, et il est clair qu’une
filtration I∞-confortable est I-confortable. Ce chapitre se consacre d’abord à la démonstration
du théorème suivant dans la première section.

Théorème 18.0.2. Soit F = (Fn)n60 une filtration conditionnellement séparable sur un es-
pace probabilisé (Ω,A,P). Alors F est I-confortable si et seulement si elle est I∞-confortable.

Dans la section 18.2, nous verrons en utilisant le lemme de Slutsky qu’on a aussi le résultat
plus fort suivant.

Théorème 18.0.3. Soit F = (Fn)n60 une filtration conditionnellement séparable sur un es-
pace probabilisé (Ω,A,P). Alors F est I-confortable si et seulement si il existe un espace de
probabilité (Ω,A,P), une suite de plongements Ψ(k) : (Ω,A,P) −→ (Ω,A,P), où k ∈ N tels que
pour tout k, k′ ∈ N les filtrations Ψ(k)(F) et Ψ(k′)(F) forment une I-coïmmersion de F, et pour
tout événement A ∈ F0, on a Ψ(k)(1lA) −→ Ψ(∞)(1lA) en probabilité quand k → +∞.

Cela ne montre pas la question suivante non résolue : pour que la filtration F = (Fn)n60 soit
I-confortable, suffit-il que toutes les variables aléatoires indicatrices 1lA, A ∈ F0, satisfassent
le critère de I-confort ?

18.1 Le I∞-confort

Proposition 18.1.1. Une filtration immersible dans une filtration I∞-confortable est elle-
même I∞-confortable.

Démonstration. C’est une conséquence facile du lemme 14.3.2.

Proposition 18.1.2. Une filtration de type produit local qui satisfait le critère de Vershik de
premier niveau est I∞-confortable.

Démonstration. Soit F = (Fn)n60 une filtration de type produit local sur (Ω,A,P) qui satisfait
le critère de Vershik de premier niveau (définition 3.7.1, pas définition 3.1.3). On considère
deux copies indépendantes F′, F∗ de F sur un espace de probabilité (Ω,A,P). Soit X ∈ L0(F0).
On se donne une suite (δk)k60 de réels > 0 telle que δk −→ 0. Puisque F satisfait le critère de
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Vershik de premier niveau, on a, pour tout k 6 0, un entier nk suffisament petit, une suite de
compléments (C

(k)
nk+1,C

(k)
nk+2, . . . ,C

(k)
0 ) de F sur Knk, 0K et une variable aléatoire Z(k) mesurable

pour σ(C
(k)
nk+1,C

(k)
nk+2, . . . ,C

(k)
0 ) telle que P

[
|X − Z(k)| > δk/2

]
< δk/2. Pour tout k > 0, on

définit la filtration F(k) sur (Ω,A,P) par

F(k)
n =

{
F∗

n si n 6 nk,

F∗
nk
∨̇σ(C

(k)
nk+1,C

(k)
nk+2, . . . ,C

(k)
n ) si nk < n 6 0.

Alors (F′,F(k)) est une I-coïmmersion de F en arbre sur Knk, 0K, les copies dans F′ et F(k) de
la variable aléatoire Z(k) sont identiques et l’inégalité triangulaire donne

P
[
|X ′ −X(k)| > δk

]
] < δk.

Pour k > 0, on prend alors pour Ψ(k) l’isomorphisme considéré qui envoie F sur F(k) et pour
Ψ(∞), on prend l’isomorphisme considéré qui envoie F sur F ′.

? Preuve du théorème 18.0.2. Supposons que la filtration F = (Fn)n60 définie sur (Ω,A,P) est
conditionnellement séparable et I-confortable. Par le corollaire 15.4.1, F est immergée dans
une filtration conditionnellement non-atomique qui satisfait le critère de Vershik de premier
niveau, et donc F est I∞-confortable par les propositions 18.1.2 et 18.1.1.

18.2 Plus que le I∞-confort.

Lemme 18.2.1 (Lemme de Slutsky). Sur un espace probabilisé (Ω,A,P), soit (X (k))k>0

une suite de variables aléatoires identiquement distribuées dans un espace métrique séparable.
On suppose que X (k) −→ X en probabilité. Alors si h est borélienne, h ◦ X (k) −→ h(X) en
probabilité.

Démonstration. L’ensemble des fonctions h qui vérifient ceci contient évidemment les fonctions
continues. En vertu de la proposition 1.2.6, il suffit alors de vérifier qu’il est stable par limites
simples. La preuve est écrite dans [BEKSY].

Proposition 18.2.2. Soit F = (Fn)n60 une filtration essentiellement séparable sur un espace
probabilisé (Ω,A,P). On note Y0 une variable aléatoire qui engendre la σ- algèbre F0. Alors les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) F est I-confortable.

(ii) Il existe un espace de probabilité (Ω,A,P), une suite de plongements Ψ(k) : (Ω,A,P) −→
(Ω,A,P), où k ∈ N tels que pour tout k, k ′ ∈ N les filtrations Ψ(k)(F) et Ψ(k′)(F) forment
une I-coïmmersion de F, et on a Ψ(k)(Y0) −→ Ψ(∞)(Y0) en probabilité quand n→ ∞.

(iii) Il existe un espace de probabilité (Ω,A,P), une suite de plongements Ψ(k) : (Ω,A,P) −→
(Ω,A,P), où k ∈ N tels que pour tout k, k ′ ∈ N les filtrations Ψ(k)(F) et Ψ(k′)(F) forment
une I-coïmmersion de F, et pour toute X ∈ L0(F0), on a Ψ(k)(X) −→ Ψ(∞)(X) en
probabilité quand k → ∞.

Démonstration. On a (i) =⇒ (ii) par le théorème 18.0.2, (ii) =⇒ (iii) en appliquant le
lemme de Slutsky à Y0, et (iii) =⇒ (i) est une évidence.
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Théorème 18.2.3. Soit F = (Fn)n60 une filtration conditionnellement séparable sur un es-
pace probabilisé (Ω,A,P). Pour que F soit I-confortable, il faut et il suffit qu’il existe un espace
de probabilité (Ω,A,P), une suite de plongements Ψ(k) : (Ω,A,P) −→ (Ω,A,P), où k ∈ N tels
que pour tout k, k′ ∈ N les filtrations Ψ(k)(F) et Ψ(k′)(F) forment une I-coïmmersion de F, et

pour toute événement A ∈ F0, on ait P
[
1l

(k)
Ψ (A) 6= 1lΨ(∞)(A)

]
−→ 0 quand k → +∞.

Démonstration. Si F est I-confortable, ces conditions sont satisfaites par la proposition 18.2.2,
car si Ψ(k)(1lA) → Ψ(∞)(1lA) en probabilité quand k → ∞, alors P

[
1lΨ(k)(A) 6= 1lΨ(∞)(A)

]
→ 0.

Réciproquement, si les conditions du théorème sont satisfaites, la linéarité des isomorphismes
entre espaces probabilisés entraîne que pour toute X ∈ Lsimple(F0), on a P

[
Ψ(k)(X) 6=

Ψ(∞)(X)
]
−→ 0 quand k → ∞, donc X satisfait le critère de I-confort.



19. LE THÉORÈME D’ISOMORPHISME

LACUNAIRE.

L’idée de ce chapitre est de regarder le phénomène analogue au lemme de Slutsky sur le critère
de standardité de Vershik et d’en tirer une preuve du théorème d’isomorphisme lacunaire
(théorème 19.2.4). Ce théorème a été établi par Vershik mais pas de la même manière.

19.1 Critère de standardité de Vershik

Nous utilisons les notations de [ES]. Lorsque (K, ρ) est un espace métrique compact, on note
K ′ l’ensemble des probabilités sur K et ρ′ la distance de Kantorovich-Rubinstein sur K ′,
définie par

ρ′(µ, ν) = inf

∫
ρ(x, y) dΛ(x, y),

où la borne inférieure est prise sur les probabilités Λ sur K × K de première et seconde
marges µ et ν respectivement. Muni de ρ′, K ′ est un espace métrique compact, sa topologie
est celle de la convergence étroite. On définit alors par récurrence (Kn, ρn) pour tout n 6 0
par (K0, ρ0) = (K, ρ) et (Kn−1, ρn−1) = (K ′

n, ρ
′
n).

Nous utiliserons la notion de dispersion d’une variable aléatoire pour définir le critère de
standardité de Vershik, suivant [E]. Soit (E, ρ) un espace métrique séparable et, sur un espace
probabilisé (Ω,A,P), soit X une variable aléatoire dans E. Nous appelons dispersion de X le
réel

dispX =

∫∫
ρ(x1, x2)(µ⊗ µ)(dx1,dx2) = E

[
ρ(X ′, X ′′)

]
,

µ désigne la loi de X, et X ′, X ′′ désignent deux copies indépendantes de X sur un espace
probabilisé (Ω,A,P). On peut aussi définir la dispersion de X par dispX = E

[
φ(X)

]
où

φ(x) = E
[
ρ(X,x)

]
, .

Maintenant soit F = (Fn)n60 une filtration sur un espace probabilisé (Ω,A,P). Pour
une variable aléatoire X dans un espace métrique compact (K, ρ), on définit par récurrence
πF

nX ∈ L0
(
Fn; (Kn, ρn)

)
par πF

0 X = X et πF
n−1X = L[πF

nX |Fn−1].

Définition 19.1.1. Soit F = (Fn)n60 une filtration sur un espace probabilisé (Ω,A,P). On dit
que F satisfait le critère de standardité de Vershik si toute variable aléatoire X ∈ L0

(
F0; [0, 1]

)

vérifie disp(πF
nX) −→ 0.

Le théorème suivant est bien entendu dû à Vershik.

Théorème 19.1.2. Une filtration à temps discret négatif est standard si et seulement si elle
satisfait le critère de standardité de Vershik.
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Ce théorème est démontré dans [ES]. La partie difficile de la preuve de [ES] est de montrer
que le critère de standardité de Vershik donne le I-confort, l’implication réciproque se vérifie
sans trop de difficultés.

19.2 Le théorème d’isomorphisme lacunaire.

Du lemme et de la proposition qui suivent résultera le corollaire 19.2.3 duquel nous déduirons
le théorème d’isomorphisme lacunaire (théorème 19.2.4). Le premier lemme est un point de la
démonstration du Lemma 19 de [ES], dont la vérification se fait facilement.

Lemme 19.2.1. Soient (K̂, ρ̂) et (K̃, ρ̃) deux espace métriques compacts et f : K̂ −→ K̃ une
application. Pour n 6 0, on définit f (n) : (K̂n, ρ̂n) −→ (K̃n, ρ̃n) récursivement par f (0) = f et
f (n)(µ) = µ ◦ f (n+1) pour n < 0. Alors si f est c-lipschitzienne, toutes les fn le sont aussi,
et si X est une variable aléatoire dans K̂ définie sur un espace probabilisé filtré (Ω,A,F,P),
alors πF

n (f ◦X) = f (n)(πF
nX).

La preuve de la proposition suivante est du même ordre que celle du lemme de Slutsky.

Proposition 19.2.2. Soit F = (Fn)n60 une filtration sur un espace probabilisé (Ω,A,P). Soit
X ∈ L0

(
F0; [0, 1]

)
. Si disp(πF

nX) −→ 0, alors pour tout espace métrique compact (K, ρ) et
toute variable aléatoire S ∈ L0

(
σ(X); (K, ρ)

)
, on a disp(πF

nS) −→ 0.

Démonstration. Il s’agit de montrer que pour toute fonction borélienne h : [0, 1] → K, on a
E
[
disp(πF

nS)
]
−→ 0 avec S = h(X). Par le lemme 19.2.1, les fonctions lipschitziennes ont

cette propriété, et il suffit par la proposition 1.2.6 de montrer que c’est une propriété stable
par limites simples. Soit (h`)`>1 une suite de fonctions boréliennes de [0, 1] dans K avec cette
propriété, qui converge simplement vers h. Posons S` = h`(X) et S = h(X). On a

disp(πF
nS) 6 2E

[
ρn(πF

nS, π
F
nS`)

]
+ disp(πF

nS`)

6 2E
[
ρ(S, S`)

]
+ disp(πF

nS`),

et en se donnant δ > 0, on peut alors choisir ` suffisamment grand, puis n suffisamment petit,
pour que disp(πF

nS) < δ.

Corollaire 19.2.3. Soit F = (Fn)n60 une filtration essentiellement séparable sur un espace
probabilisé (Ω,A,P). Si Y0 est une variable aléatoire qui engendre F0, alors F satisfait le critère
de standardité de Vershik si et seulement si disp(πF

nY0) −→ 0.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la proposition précédente.

Si F = (Fn)n60 est une filtration, et σ : −N −→ −N une application strictement croissante,
la filtration extraite de F par σ est la filtration notée Fσ = (Fσ

n)n60 définie par Fσ
n = Fσ(n).

Théorème 19.2.4. De toute filtration à temps discret négatif qui est essentiellement séparable
et kolmogorovienne, on peut extraire une filtration qui satisfait le critère de standardité de
Vershik.

Démonstration. Donnons-nous F = (Fn)n60 essentiellement séparable et kolmogorovienne sur
(Ω,A,P). On choisit une variable aléatoire Y0 ∈ L0(F0) à valeurs dans [0, 1] qui engendre F0.
Donnons-nous une suite (δk)k>0 de réels telle que δk −→ 0. Par le corollaire 19.2.3, il suffit
de trouver une suite · · · < nk < nk−1 < · · · < n1 < n0 < 0 telle que disp(πσ

nY0) 6 δk où
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on note σ(k) = nk et πσ
nX = πFσ

n X. Nous allons déterminer inductivement une telle suite
· · · < nk < nk−1 < · · · < n1 < n0 < 0. Puisque F est kolmogorovienne, on a n0 tel que
disp

(
L[Y0 |Fn0 ]

)
6 δ0. Supposons maintenant que nk < · · · < n1 < n0 < 0 sont construits.

On définit récursivement πσ
nj
Y0 par

πσ
n0
Y0 = L[Y0 |Fn0 ] et πσ

nj+1
Y0 = L

[
πσ

nj
Y0 |Fnj+1

]
;

notre hypothèse de récurrence est alors

disp(πσ
nk
Y0) 6 δk.

On utilise à nouveau le fait que F est kolmogorovienne pour trouver nk+1 < nk telle que

disp
(
L[πσ

nk
Y0 |Fnk+1

]
)

6 δk+1,

et cela achève la récurrence.

Corollaire 19.2.5. De toute filtration à temps discret négatif qui est kolmogorovienne, essen-
tiellement séparable et conditionnellement homogène, on peut extraire une filtration de type
produit.

Démonstration. Il suffit de remarquer qu’une filtration extraite d’une filtration condition-
nellement homogène est encore conditionnellement homogène, puis d’appliquer le théorème
d’isomorphisme lacunaire, le théorème 19.1.2, et le théorème 15.2.4.

C’est en montrant d’abord ce corollaire dans le cas rn-adique, resp. dans le cas conditionnel-
lement non atomique, que le théorème d’isomorphisme lacunaire est déduit dans [Ver], resp.
dans [ES].
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