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Introduction générale

L’économétrie de la finance est un champ d’étude qui a connu un essor
considérable et enregistré de nombreux développements ces deux derniéres
décennies. Ce domaine vise deux objectifs majeurs; mettre en évidence des
régularités empiriques apparaissant sur les marchés financiers et proposer
des méthodes d’estimation pour les modéles financiers. L’économétrie de la
finance se situe donc en amont et en aval de la modélisation financiére. D’une
part, I’étude des propriétés statistiques des variables financiéres conduit la
modélisation financiére 4 prendre en compte certains phénomeénes empiriques.
L’adéquation d'un modéle a la réalité du marché est en effet cruciale pour
parvenir & évaluer le prix de produits financiers de plus en plus complexes.
D’autre part, I’évaluation pratique du prix de ces produits nécessite I’estima-
tion des paramétres intervenant dans le modéle financier.

L’un des principaux phénoménes observés dans le processus des ren-
dements boursiers est la présence de fortes et brutales variations, souvent
concentrées dans le temps, qui forment les périodes de turbulence des mar-
chés financiers. Les crashs boursiers constituent un bon exemple de ce type de
perturbation. Statistiquement, I’existence de ces mouvements extraordinaires
se traduit par des queues épaisses dans la fonction de distribution des varia-
tions, remettant trés fortement en cause ’hypothése de rendements distribués
selon une loi Gaussienne. Cette évidence empirique a entrainé 1’invalidation
de la célébre formule de Black et Scholes (1973) permettant d’évaluer le prix
d’une option, et qui suppose que les rendements sont générés i partir d’une
loi normale dont I'espérance et la variance sont constantes dans le temps.

De nombreux efforts ont alors été entrepris pour construire des modéles
financiers parvenant a prendre en compte les propriétés statistiques des fluc-
tuations boursiéres. La littérature financiére s’est principalement concentrée
autour de deux approches : les modéles a volatilité stochastique introduits
par Hull et White (1987) puis améliorés par Heston (1993) et les modéles a
sauts initialement proposés par Merton (1976). La premiére approche permet
d’obtenir une certaine leptokurticité dans la distribution des rendements mais
demeure insuffisante pour étre en adéquation avec les données. A 'opposé, les
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INTRODUCTION GENERALE

modéles a sauts peuvent générer facilement des variations de forte amplitude
mais celles-ci ne sont pas concentrées dans le temps. L’idée de Bates (1996)
est donc de combiner les sauts dans le processus des rendements et une vola-
tilité stochastique mais les performances de ce modéle n’aboutissent qu’a une
amélioration marginale par rapport aux modéles précédents. Les travaux de
Bates (1996) et Pan (2002) concluent sur la nécessité d’incorporer des sauts
directement dans le processus de volatilité. Duffie et al. (2000) et plus ré-
cemment Eraker et al. (2003) et Eraker (2004) confirment que la prise en
compte de sauts dans la volatilité contribue a augmenter de maniére sensible
I’adéquation entre les prix théoriques des options issus de tels modéles et les
prix observés sur le marché.

D’un point de vue économétrique, ’estimation de ces modéles constitue
un véritable défi. En effet, les modéles financiers sont exprimés en temps
continu tandis que les observations ne peuvent étre collectées que sur une
échelle de temps discréte. D’autre part, les modéles étudiés sont soit des
modéles latents on la volatilité est une quantité inobservable (dans le cas
d’une volatilité stochastique), soit des modéles de mélange (dans le cas des
modéles a sauts), soit les deux. Dans tous les cas, 'estimation des paramétres
requiert ’emploi des méthodes économétriques les plus récentes.

Notre travail s’inscrit dans ce courant de littérature qui cherche a dé-
crire et mesurer les phénoménes régissant le processus des rendements. Plus
particuliérement, nous nous intéressons & I’étude de sauts dans la volatilité.
Les objectifs de notre étude sont au nombre de trois : 1) mettre en évidence
Pexistence de sauts dans le processus de volatilité, 2) estimer les paramétres
régissant la volatilité, 3) fournir une méthode d’estimation des paramétres
d’un modéle financier comportant des sauts dans les processus des rende-
ments et de la volatilité.

Les deux premiers chapitres sont consacrés & une revue des principaux
modéles financiers et de leur estimation. Dans le premier chapitre, nous si-
tuons d’abord les options au sein de la famille des produits dérivés. Nous y
décrivons en détail les fonctions et les caractéristiques d’une option. Nous
exposons ensuite les modéles financiers les plus connus, ceux de Black et
Scholes (1973), Hull et White (1987), Heston (1993) et Merton (1976). Dans
chaque cas, nous reprenons les arguments menant & 'obtention du prix d’une
option. Nous introduisons ainsi ’approche risque-neutre développée par Cox
et Ross (1976). Nous décrivons également la notion de volatilité implicite. La
discussion des performances de ces différents modéles se fait & travers leur
capacité a générer des surfaces de volatilité en adéquation avec ce qui est ob-
servé sur les marchés. Nous terminons ce chapitre par une bréve description
des modeéles les plus récents. Il s’agit du modéle de Bates (1996) qui résulte
d’une combinaison d’un modéle & volatilité stochastique avec un modéle a
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INTRODUCTION GENERALE

sauts et du modéle de Duffie et al. (2000) qui permet de prendre en compte
Pexistence de sauts a la fois dans les rendements et la volatilité. Ce dernier
modéle constitue, pour ’heure, le modéle le plus général disponible et englobe
I’ensemble des spécifications déja existantes. Le second chapitre est consacré
a Pestimation des modéles standard c’est a dire ceux de Black et Scholes
(1973), Hull et White (1987), Heston (1993) et Merton (1976). Nous discu-
tons d’abord de la nécessaire discrétisation des modéles financiers exprimés
en temps continu pour permettre 'utilisation des outils économétriques stan-
dard. Nous décrivons ensuite plusieurs procédures permettant d’estimer les
paramétres des différentes spécifications des modéles a volatilité stochastique.
En temps discret, ces modéles présentent une structure latente qui constitue
une source de difficulté pour ’économétre. Nous abordons également le pro-
bléme de I'estimation des paramétres sous la mesure risque-neutre. Enfin,
dans ce deuxiéme chapitre nous abordons ’estimation des modéles & sauts.
Aprés avoir décrit la méthode de discrétisation de Ball et Torous (1983), nous
montrons que ces types de modéle ont pour équivalents en temps discret les
modéles de mélanges de loi. Tout au long de ce chapitre nous privilégions
la description des outils économétriques fondés sur I'approche Bayésienne,
celle-ci étant systématiquement adoptée dans la suite de notre travail.

A partir du troisiéme chapitre nous entamons une série de trois études
visant & établir n fine l'existence et I'importance, en termes d’évaluation
d’options, des sauts dans la volatilité. Nous commencons dans le troisiéme
chapitre par décrire un modéle comportant des sauts uniquement dans la vo-
latilité. Nous le différencions du modéle de Bates (1996) qui lui comporte des
sauts uniquement dans le processus du sous-jacent. Nous illustrons d’abord
les performances d'un tel modéle & travers des simulations de trajectoires.
Nous mettons en particulier en avant sa capacité a reproduire des épisodes ol
les rendements fluctuent de facon importante. Aprés avoir mis en place une
procédure d’évaluation d’options, nous étudions ensuite I'impact des sauts
sur la surface de volatilité. Les résultats plaident en faveur de I'existence de
sauts dans la volatilité.

Le quatriéme chapitre est dévolu a l’estimation de ce type de modéle.
Nous proposons une méthode originale pour estimer directement les para-
meétres du processus risque-neutre & partir des données portant sur I'indice
de volatilité du marché francais. Pour cela nous avons au préalable justifier
I’emploi d’une volatilité implicite puis mis en évidence un lien entre la vo-
latilité instantanée et la volatilité implicite. Nous discutons également des
différences des résultats d’estimation obtenues selon les sources de données
utilisées (rendements ou indice de volatilité).

Enfin, dans le cinquiéme et dernier chapitre, nous proposons un modéle
similaire & ceux étudiés par Duffie et al. (2000), Eraker et al. (2003) et Eraker
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INTRODUCTION GENERALE

(2004) comprenant des sauts dans les processus des rendements et de la vola-
tilité. Il constitue une extension au modéle étudié dans le chapitre précédent
et apparait comme l'un des plus complets dans la littérature financiére. En
effet, la plupart des modéles existants peuvent étre interprétés comme des
cas particuliers de ce modéle général. Nous détaillons la procédure de risque-
neutralisation nécessaire pour évaluer le prix des options et nous parvenons
4 fournir une méthode d’estimation originale de ’ensemble des parameétres
du modéle risque-neutre.
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Chapitre 1

Les modéles d’évaluation

La premiére section décrit les notions de base concernant les options.
Nous revenons en particulier sur les principaux avantages de 1'utilisation des
options pour un investisseur et nous détaillons les caractéristiques des options
les plus utilisées. La seconde section est consacrée & ’étude du modéle de
Black et Scholes (1973), qui est sans aucun doute & l'origine du succés des
options négociables. La troisiéme section met en évidence les limites de ce
modéle. Nous mettons notamment 1’accent sur une hypothése contestable du
modéle, ’hypothése de volatilité constante. Enfin, la derniére section étudie
des modéles alternatifs d’évaluation du prix des options, il s’agit des modéles
a volatilité stochastique et des modéles & sauts.

1.1 Généralités

Encore peu développés il y a trente ans, les marchés de produits déri-
vés se sont répandus dans le monde entier dans les années 80. Ces marchés
comprennent les marchés a terme ou marchés de "futures" et les marchés
d’options. Si l'idée d’instruments de couverture est ancienne, ce n’est que
grace aux développements des techniques d’évaluation des prix d’options que
ces marchés ont pu connaitre un tel succes.

Les contrats & termes ou contrats "futures" ont été initialement dévelop-
pés pour les marchandises (café, sucre, blé...). En France, le MATIF, marché
a terme international de France a été créé en 1986. L’acheteur d’un contrat a
terme s’engage & acheter une certaine quantité de marchandise & un prix et &
une date déterminés d’avance. Contrairement aux options, il s’agit d’un en-
gagement non conditionnel. Bien que le dénouement consiste en une livraison
réelle & I’échéance, il est d’usage de profiter de la négociabilité des contrats
qui consiste 4 les revendre avant terme. Depuis la création des marchés a
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terme, la gamme de produits n’a cessé d’évoluer (contrats & terme sur taux
d’intérét, indice boursier, etc.).

A Tinverse du contrat & terme, ’option n’est pas un engagement ferme
mais un engagement conditionnel. En effet, une option est un contrat qui
confére & 'acheteur le droit, mais non ’obligation, d’acheter ou de vendre une
quantité d’actif & un prix déterminé a ’avance et ce jusqu’a une date fixée.
Le caractére conditionnel d’une option réside dans le fait que le détenteur a
toute liberté d’exercer ou non son droit. Les options portent sur tous types
d’actifs (actions, indices, devises ...). En France, les options se traitent sur le
MONEP (marché des options négociables de Paris), créé en 1987.

Les options, comme certains contrats a terme, se traitent sur des marchés
organisés, garants d’'une sécurité financiére totale du contrat. En effet, le
marché est doté d’une Chambre de Compensation qui assure chaque contre-
partie et garantit la bonne fin de 'opération. Ces marchés s’opposent aux
marchés de gré a gré, ou seuls 'acheteur et le vendeur effectuent un contrat,
et ou 'acheteur et le vendeur encourent un risque de contrepartie puisque
la réalisation finale de 'opération dépend de la fiabilité du co-contractant.
Sur un marché organisé, ce risque n’existe pas. Une autre différence majeure
entre ces marchés est qu’'une opération de gré a gré permet d’obtenir un
contrat sur mesure oil les paramétres correspondent exactement aux besoins
des co-contractants. A I’inverse, sur un marché organisé, le contrat est stan-
dardisé en termes de prix et de date. Par contre, le principal avantage des
marchés organisés est que le contrat est négociable, d’oli le nom d’option
négociable. En effet, par définition le marché est organisé pour assurer la
négociabilité permanente des contrats. Pour cléturer une position, il suffit
d’effectuer 'opération inverse de I’opération initiale.

Au vu des avantages que représentent les marchés organisés, on comprend
mieux l'essor des volumes échangés sur le MONEP, comme l'illustre le gra-
phique 1.1. Les options majoritairement traitées de gré & gré sont les options
de change. On notera d’autre part le cas particulier des warrants, produits
de gré & gré émis par les établissements de crédit, qui s’apparentent a des
options de par leurs caractéristiques et leur valorisation.

Les options négociables permettent aux investisseurs d’adopter, avec peu
de liquidités, différentes stratégies : 1) protéger un portefeuille contre les va-
riations de cours de 1’actif, ou au contraire 2) spéculer sur de fortes variations
de cours, 3) et enfin optimiser les liquidités en cristallisant les plus-values tout
en gardant une exposition sur 1’actif.
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Fi1G. 1.1 — Volume échangé sur le MONEP 1987-2004

1.1.1 Caractéristiques d’une option

Le mot option vient du latin opfio qui signifie droit. Nous détaillons ici
les droits qu’offre une option.

1.1.1.1 Prime

Le prix d’une option est également appelé prime ou premium. C’est le
montant dont 'acheteur doit s’acquitter pour pouvoir bénéficier des droits
stipulés dans le contrat d’option.

1.1.1.2 Sens

Une option a un sens, il n’en existe que deux : 'option d’achat, également
appelée call, et 'option de vente, également appelée put.

L’option d’achat (call) L’option d’achat est un contrat qui confére & son
détenteur le droit, et non I'obligation, d’acheter une quantité spécifique d’une
valeur sous-jacente donnée, & un prix stipulé a P’avance (le prix d’exercice),
et ce, jusqu’a une date donnée (la date d’échéance). Pour obtenir ce droit, le
détenteur doit payer une prime au vendeur. Le signataire (celui qui vend le
call) est dans 1’obligation de vendre au détenteur une quantité spécifiée d’une
valeur sous-jacente donnée au prix d’exercice indiqué si le détenteur exerce
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son droit. Contre cette obligation, le signataire encaisse la prime payée par
le détenteur.

L’option de vente (put) A l'opposé du call, Uoption de vente confére a
son détenteur le droit de vendre une quantité spécifique d’une valeur sous-
jacente donnée, & un prix stipulé a ’avance (le prix d’exercice), et ce, jusqu’a
une date donnée (la date d’échéance). Pour obtenir ce droit, le détenteur doit
payer une prime au vendeur. Le signataire (celui qui vend le put) est dans
Pobligation d’acheter au détenteur une quantité spécifiée d’une valeur sous-
jacente donnée au prix d’exercice indiqué, si le détenteur exerce son droit.
Contre cette obligation, le signataire encaisse la prime payée par le détenteur.

1.1.1.3 Sous-jacent

Le sous-jacent, également appelé support, désigne I'actif sur lequel porte
le contrat d’option. Les supports sont trés variés, par exemple, des matiéres
premiéres, des taux de change, des taux d’intéréts, des actions, ou encore
des indices boursiers. Dans nos études empiriques, nous prendrons comme
support l'indice boursier francgais : le CAC 40. Nous désignerons systémati-
quement cette variable par S.

1.1.1.4 Prix d’exercice

Pour I'acheteur, exercer son droit d’option signifie qu’il déclare son in-
tention de faire valoir son droit d’achat (pour un call) ou de vente (pour un
put). Pour le vendeur d’une option, deux cas se présentent, soit le support est
physiquement livrable (par exemple des actions), soit il ne I’est pas (comme
des indices, ou des taux d’intérét). Dans le premier cas, le vendeur doit livrer
le support, dans le second cas, le réglement se fait en espéces.

Le priz d’exercice ou encore prixz de levée ou strike d’'une option est le prix
auquel on peut acheter (pour un call) ou vendre (pour un put) le produit sous-
jacent au moment de son exercice. Il est déterminé par le contrat d’option
au moment de ’émission. Sur les marchés organisés, ces prix d’exercices sont
fixés par les autorités de marché, alors que pour une opération de gré a gré
ils peuvent étre négociés.

Une option peut avoir différents qualificatifs en fonction de la position du
cours de son support par rapport i son prix d’exercice.

En dehors de la monnaie Un call est en dehors de la monnaie, lorsque
le cours du support est inférieur au prix d’exercice. A 'opposé, un put est

22
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en dehors de la monnaie lorsque le prix du support est supérieur au prix
d’exercice.

A la monnaie Une option, d’achat ou de vente, est a la monnate lorsque
son prix d’exercice est égal au cours du support. Lorsque ce dernier est trés
proche du prix d’exercice on dit que 'option est & parité.

Dans la monnaie Un call est dans la monnate ou en dedans lorsque le
cours du sous-jacent est supérieur au prix d’exercice. Un put est dans la
monnaie lorsque le cours du support est inférieur au prix d’exercice.

Ces trois termes permettent de définir la moneyness d’une option. Nous
noterons systématiquement le prix d’exercice par K.

1.1.1.5 Maturité

Toute option a une durée de vie limitée. Cette période de temps est appe-
lée maturité de option. Au terme de cette période, c’est a dire a 1’échéance,
Poption expire. Aprés cette date, les droits de 'acheteur et les obligations du
vendeur deviennents caducs.

1.1.1.6 Type

On retrouve sur le marché des dérivés deux principaux types d’options,
les options de type européen et les options de type américain, également
appelées options wvanilla. Leurs caractéristiques sont suffisamment simples
pour qu’elles puissent étre traitées sur des marchés organisés. Parallélement, il
existe une multitude d’options ezotiques échangées de gré a gré et offrant des
droits trés variés. Cette variété permet de mieux saisir 'intérét que peuvent
avoir les options pour un investisseur. Nous donnons ci-aprés un bref apercu
des différents types d’options.

Européen Les options de style européen limitent le détenteur & exercer
son droit de levée seulement & la date d’échéance de I'option. Ces options
sont les plus échangées sur les marchés organisés, aussi notre étude portera
uniquement sur ce type d’option.

Américain Les options de style américain procurent au détenteur la pos-
sibilité d’exercer son droit de levée & tout moment jusqu’a 1’échéance de
I’option.!

!De cette souplesse découlent trois avantages décrits par Diz et Finucane (1993) : 1)
les cotits de transaction peuvent étre évités en exercant l’option, 2) des horaires de cloture
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Exotique Les options exotiques sont des options dont la valeur a ’exercice
dépend, en général, des valeurs intermédiaires atteintes par le sous-jacent
et pas uniquement de sa valeur finale. Ces options ne bénéficient pas d’un
marché organisé mais sont assez populaires dans les milieux financiers car
elles s’adaptent davantage aux anticipations des investisseurs en leur donnant
des droits sur mesure, ce qui permet parfois une réduction des coiits. La liste
qui suit est évidemment non-exhaustive.

Les options astatiques ont un profil de gain qui dépend de la moyenne
du support sur une certaine période avant 1’échéance. La moyennne peut
étre effectuée, par exemple, sur les cours de cléture du support de tous les
vendredis durant sa durée de vie.

Les options lookback offrent la possibité d’engranger un gain qui dépend
directement du cours maximum et/ou du cours minimum atteint par le sup-
port. Une option lookback peut donner, par exemple, le droit de toucher
I’écart entre le cours le plus haut et le cours le plus bas du support.

Les options barriéres doivent toucher un certain seuil pendant leur durée
de vie pour pouvoir étre exercées a 1’échéance. On distingue deux variétés
d’options barriéres, les options knock-in offrant un droit si le sous-jacent a
franchi un seuil avant 1’échéance, et a contrario les options knock-out qui
ne peuvent avoir de valeur que si le cours du support n’a pas atteint un
seuil. On peut également imaginer des combinaisons de barriéres et un ordre
chronologique dans le déclenchement des seuils.

Les options shout permettent au détenteur de changer le prix d’exercice
en la valeur actuelle du support.

Enfin, les options quantos combinent une option sur un indice étranger et
une garantie de change. Elles autorisent donc les investisseurs a se placer et &
se couvrir sur des marchés étrangers sans encourir de risques sur I’évolution
des taux de change.

1.1.2 Profil des gains et des pertes d’une option

L’attrait des options provient de leurs profils de gains et de pertes a
I’échéance, différents de ceux de la détention directe du sous-jacent.? Nous
allons illustrer ceci par I’étude de quatre stratégies élémentaires : I’achat d’un

différents entre le marché des actions et celui des options peuvent procurer un avantage
(wild card) aux détenteurs de ce type d’options si des informations importantes affectent
le prix du support aprés la fermeture du marchés des actions, enfin, 3) ’exercice peut étre
avantageux s’il y a distribution de dividendes.

2Ce profil, & ’échéance, est le méme que le style de ’option soit américain ou européen.
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call, ’achat d’un put, la vente d’un call et la vente d’un put.® Supposons que
le sous-jacent soit une action et que son cours soit égal 3 .S = 95 €. Nous
disposons également des prix de deux options dont la maturité et le prix
d’exercice K = 100 € sont les mémes, mais dont le sens différe. Le prix du
call est C, = 2.9 € et le prix du put est P, = 7.3 €.

1.1.2.1 Achat d’une option

L’achat sec d’une option, c’est a dire sans la détention en quantités néga-
tives ou positives du sous-jacent, correspond & une position spéculative. En
revanche, la détention simultanée (en quantités positives ou négatives) du
support et d’une option peut se révéler étre une opération de couverture.

Achat d’un call Le profil de gains et de pertes a ’échéance est présenté
dans le graphique 1.2. Trois scenarii sont possibles. Dans le cas ou le prix
du sous-jacent est inférieur au prix d’exercice, la perte est maximale mais
reste toutefois limitée au montant de la prime versée pour l'acquisition du
call. L’investisseur n’a alors aucun intérét a exercer son droit. Dans le cas,
plus favorable, ou le cours du sous-jacent dépasse le prix d’exercice mais reste
inférieur au point mort (prime versée -+ prix d’exercice), le détenteur du call
exerce son droit. Il engrange des pertes mais récupére une partie de sa prime.
Enfin, si le cours du sous-jacent est supérieur au point mort, I'investisseur
peut acheter I'action sous-jacente au prix d’exercice alors qu’elle s’échange
4 un prix plus élevé sur le marché. Par conséquent son gain potentiel est
illimité. L’achat d’un call est donc essentiellement une position d’investis-
sement spéculative, I'investisseur pouvant perdre la totalité de sa mise si le
cours du sous-jacent baisse d’'un montant supérieur a la prime versée. En
contrepartie, si la hausse du sous-jacent est forte, ’achat d’un call permet de
bénéficier d’un effet de levier important. Dans ’exemple donné, si le support
a l’échéance vaut 105 €, soit une augmentation de (St — S;)/S; =~ 10.5%, le
call & I’échéance vaut Cr = 5 €, et la rentabilité de cette stratégie sera de
(Cr — C})/Cy = 72.5%. L’achat d’un call est donc opportun lorque l'investis-
seur anticipe une forte hausse du sous-jacent.

L’achat d’un call peut également s’accompagner de la vente & découvert
simultanée du support. Dans ce cas, il s’agit d’'un achat d’option couvert. La
position de l'investissement devient une opération de couverture contre une
hausse du sous-jacent. En effet, si une forte hausse se produit, 'investisseur
comblera une partie des pertes engrangées par sa vente a découvert avec

3Nous négligerons les frais de transactions. La quotité, c’est & dire le nombre minimal
d’options & acheter ou & vendre, est de 1.
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FiG. 1.2 — Profil de gains et de pertes pour ’achat d’un call

les revenus provenant de ’achat du call. Ainsi, si le support vaut 105 €
a 1’échéance, l'investisseur engrange 5 € provenant de la détention du call
et perd 10 € suite a sa vente & découvert. Il perd au total 5 € alors qu’il
aurait perdu 10 € ¢’il n’avait pas acheté le call. A opposé, si une baisse du
cours du sous-jacent est constatée, 'investisseur perd tout ou partie de sa
prime mais il engrange des revenus dégagés par sa vente a découvert. Par
exemple, supposons que le cours du sous-jacent & 1’échéance soit égal a4 90
€, l'investisseur perd la totalité du montant placé en call mais percoit 5 €
provenant de la vente de I'actif. Sa position finale est donc 5 — 2.9 = 2.1 €.

Achat d’un put Le profil de gains et de pertes, & I’échéance, associé a
P’achat d’un put est illustré dans le graphique 1.3. Il a une allure symétrique
par rapport au profil correspondant a ’achat d’un call. En effet, 'investisseur
sera gagnant dés que le cours du sous jacent franchira a la baisse le point
mort. L’achat d’un put non couvert doit s’accompagner d’une anticipation a
la baisse du cours du sous-jacent. Cette position est évidemment spéculative,
puisque si la baisse escomptée ne se produit pas, le détenteur du put risque
de perdre un montant maximal égal & la prime versée. En revanche si I'in-
vestisseur posséde simultanément le support, alors la détention du put va lui
permettre de protéger son portefeuille. Dans ce cas, ’achat d’'un put corres-
pond & une opération de couverture permettant une réduction substantielle
du risque.
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Fia. 1.3 — Profil de gains et de pertes pour ’achat d’un put

1.1.2.2 Vente d’une option

Sur le marché des options, I’achat d’une option n’est possible que s’il existe
une contrepartie vendeuse. En d’autres termes, ce que 'acheteur gagne, le
vendeur le perd et réciproquement. La situation du vendeur d’option est
donc radicalement opposée de celle d’'un acheteur. Alors que la détention
d’une option confére un droit, la vente d’une option comporte ’obligation de
livrer les titres au prix d’exercice déterminé dans le contrat. Pour garantir la
solvabilité du vendeur et la sécurité des transactions, la Chambre de Com-
pensation procéde & des appels de marges (ou de couverture) c’est a dire &
une immobilisation de capitaux.

Vente d’un call Le vendeur d’un call s’engage & vendre le support au prix
d’exercice. Pour rémunérer ce risque, il percoit la prime payée par ’acheteur.
Le profil de gain est donné dans le graphique 1.4. Le gain maximal est limité
au montant de la prime, par contre les pertes potentielles sont illimitées. En
effet, en cas d’exercice du call par ’acheteur, le vendeur doit livrer le support
au prix d’exercice. Il se retrouve dans 1’obligation d’acheter le support a un
cours plus élevé que le prix d’exercice. Sa position reste toutefois bénéficiaire
tant que le support n’a pas franchi a la hausse le point mort.

En dehors de cette position spéculative fondée sur I'anticipation d’une
stagnation ou d’une baisse du sous-jacent, la vente d’un call peut s’accompa-
gner de ’achat du support. Dans ce cas, 'investisseur procéde a une opéra-
tion de couverture pour une baisse limitée (équivalente & la prime) du cours
du support tout en plafonnant le rendement de son portefeuille s’il y a une

40n dit que le marché des options est & somme nulle.
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FiG. 1.4 — Profil de gains et de pertes pour la vente d’un call

hausse. Par exemple, supposons que 'investisseur achéte une action au prix
de 95 € et vend simultanément un call & 2.9 €. Si 4 ’échéance, le titre se
négocie & 90 €, il perd 5 € 4 cause de son mauvais placement sur le support
mais il comble une partie de ses pertes grice a la prime percue par la vente
du call. Au total, il aura perdu 2.1 € (2.9 — 5), au lieu de 5 €. A I'opposé,
si le cours & ’échéance est de, par exemple, 105 €, 'investisseur sera assigné
sur ’option et devra livrer 'action au prix d’exercice de 100 € qu’il s’était
procuré a 95 €. Il touche par conséquent un montant limité a 5 € prove-
nant de son placement sur le support. Par ailleurs, en recevant la prime qui
provient de la vente de son call I'investisseur gagnera 7.9 € au total. On
peut remarquer que cette somme sera invariable quel que soit la hausse du
sous-jacent. La vente du call aura donc limité son potentiel de gain en cas de
hausse du sous-jacent.

Vente d’un put La vente séche d’un put refléte une anticipation similaire a
celle d’'un vendeur de call : 'investisseur ne prévoit pas de variations fortes du
cours de I'action. La différence réside dans ’engagement pris face a ’acheteur
du put. Ainsi, il s’engage a racheter le support au prix d’exercice quel que soit
le cours du support a I’échéance. En particulier, le vendeur de put s’expose a
une perte maximale inconnue & ’avance et dépendant de la baisse du cours de
Paction. Le profil des gains et des pertes est représenté dans le graphique 1.5.
Si le vendeur de put vend simultanément le support, alors son investissement
total s’apparente & une opération de couverture contre une hausse modérée
des cours. Il reste bénéficiaire tant que la hausse reste modérée et inférieure
au montant de la prime et il ampute ses pertes du montant de la prime dans
le cas d’une hausse plus prononcée. En contrepartie, dans le cas d’une baisse
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Fic. 1.5 — Profil de gains pour la vente d’un put

des cours, I'investisseur limite son potentiel de gain.

Supposons que l'investisseur vende simultanément un put et le support.
Si & I’échéance le cours du support cote a 105 €, le vendeur perd 10 € suite
a sa vente & découvert. Il limite toutefois sa perte car il aura percu la prime
du put soit 7.3 €. Au total, 'investisseur perd donc 2.7 € alors qu’il aurait
di perdre 10 € s’il n’avait pas vendu le put. En revanche, si le cours du
sous-jacent passe a 90 €, 'investisseur gagne 5 € par action provenant de
sa vente & découvert. Toutefois, en vendant un put, il s’est engagé a acheter
Iactif & 100 € contre I’encaissement d’une prime de 7.3 €. La vente de son
put a donc pour conséquence une perte de 2.7 €. Au total, L’investisseur
reste donc bénéficiaire de 2.3 €.

On peut constater que si I'investisseur avait pu vendre un put trés lar-
gement en dehors de la monnaie, par exemple K = 70 €, il aurait percu
la prime sans avoir a livrer le support. Par ailleurs il aurait bénéficié de la
baisse du support. Dans ce cas, la vente d’un put en dehors de la monnaie
peut améliorer le rendement du portefeuille.

1.1.3 Déterminants du prix d’une option

Il nous faut, avant d’établir une formule du prix d’une option, d’abord
identifier les paramétres qui semblent entrer en jeu.
1.1.3.1 Paramétres

La prime d’une option peut étre considérée comme la somme de deux
valeurs : la valeur intrinséque et la valeur temps. La valeur intrinséque (V1)
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d’une option est la différence, si elle est positive, entre son prix d’exercice K
et le cours du support S;, on a :

VIcall = IIl&X(St — K, 0), (1 1)
VIput = maX(K — St7 0) )

Concrétement, la valeur intrinséque représente le profit brut qui serait dégagé
d’un exercice immeédiat. Une option n’a donc de valeur intrinséque que si elle
est dans la monnaie.

Méme lorsque la valeur intrinséque est nulle, le prix de ’option n’est pas
nul. Le prix de l'option est alors égal & sa valeur temps. Celle-ci est plus
complexe & évaluer et nous donnons ici quelques éléments qui semblent la
déterminer.

La valeur temps cristallise toutes les incertitudes liées a I'exercice de I'op-
tion. Ces incertitudes sont formées par différentes composantes. D’abord,
la date d’échéance de l'option, on congoit aisément que plus ’échéance de
I’option est éloignée et plus I'investisseur a de chances de voir évoluer favo-
rablement le cours du support. Par conséquent, la maturité de 'option doit
influencer positivement le prix d’une option. Ensuite, les variations du sous-
jacent doivent également jouer un réle important. En effet, une hausse du
sous-jacent, toutes choses égales par ailleurs, va augmenter les chances de
voir un call expirer dans la monnaie. Cette hausse influence donc de maniére
positive (respectivement négative) le prix d’un call (put). Enfin, un investis-
seur peut toujours décider de ne rien placer dans un actif risqué et d’investir
I’ensemble de ses liquidités au taux sans risque. Par conséquent, ’opportunité
de placement dans des options dépendra également du taux sans risque.

1.1.3.2 Relation de parité call/put

La relation de parité call/put a été identifiée par Stoll (1969). Il s’agit
d’'une égalité uniquement valable pour des options européennes. Elle re-
pose sur I’hypothése d’absence d’opportunités d’arbitrage. En d’autres termes,
deux portefeuilles générant les mémes revenus doivent avoir la méme valeur.
La relation se déduit trés simplement de I’analyse de la position d’arbitrage
suivante. A la date £, un premier portefeuille est constitué par I’achat d’un
call et par le placement au taux sans risque d’'un montant de liquidités égal
au prix d’exercice. A la méme date £, un second portefeuille est composé
par 'achat d’un put, dont le prix d’exercice est identique & celui du call, et
du titre. On peut remarquer qu’a ’échéance T', les deux portefeuilles ont la
méme valeur et ce, quelle que soit I’évolution du sous-jacent. De ’hypothése
d’absence d’opportunités d’arbitrage, il découle que ces deux portefeuilles
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doivent aussi avoir la méme valeur en £, lors de I'initiation des positions. On
a donc :
KeXp[—T(T — t)] + Ct = St + Pt7 (12)

ou r désigne le taux d’intérét sans risque continu, et exp(—r(7'—t)) représente
le facteur d’actualisation.’

1.2 Dérivations de la formule de Black et Scholes

En terminant la section précédente, nous avons fourni quelques éléments
qualitatifs entrant dans la détermination du prix d’une option. Cette section
porte sur la célébre formule de Black et Scholes (1973) qui fut la premiére
réponse donnée sur le plan quantitatif. La solution donnée, de maniére indé-
pendante, dans les articles de Black et Scholes (1973) et Merton (1973), ainsi
que les arguments utilisés, ont durablement marqué la finance. Une deuxiéme
approche, tout aussi fondamentale, exposée par Cox et Ross (1976) et appe-
lée risque-neutre, permet d’aboutir au méme prix de option. L’expression
du prix est suffisamment simple pour permettre de calculer analytiquement
la sensibilité de ’option par rapport aux différents déterminants qui le com-
posent. Ces sensibilités sont parfois appelées les grecs et sont des indicateurs
précieux pour un investisseur désireux d’effectuer des opérations comprenant
des options.

1.2.1 Approche de Black, Scholes et Merton

La solution apportée par Black, Scholes et Merton part de 'idée qu’il est
possible de créer un portefeuille sans risque comprenant a la fois le support
et des options d’achat de type européen. Combinant ce résultat au calcul
stochastique et en particulier & la formule d’It6 (voir Pannexe A.1), ils par-
viennent & donner le prix d’un call européen en fonction de cinq paramétres
seulement ; la volatilité du support, le prix d’exercice, la maturité, le cours
du support et le taux d’intérét sans risque. Les quatre derniers paramétres
sont directement observables sur le marché.

L’argumentation est la suivante. On construit, & la date ¢, un portefeuille
dont la valeur est Il;, composé du support S; et d’une certaine quantité de
calls C,. Evidemment, la valeur de ce portefeuille change lorsque les prix du
support et du call varient. Si le prix du call est fonction du prix du support
et de la maturité, alors les variations du prix du call dC} peuvent également

5Si i est un taux d’intérét observé sur le marché, le taux continu r est donné par
r =In(1+ 7).
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étre exprimées comme fonction des changements du prix du support et de
la maturité. L’expression exacte est fournie par la formule d’It6. Black et
Scholes (1973) remarquent qu’il est possible de construire un portefeuille basé
sur la détention d’une certaine quantité du support et de la vente & découvert
d’options qui, a chaque instant, est sans risque. Ainsi, ’augmentation de la
valeur du portefeuille suite & une augmentation du prix du support sera
exactement compensée par la baisse de la valeur du call et vice versa. Si les
quantités du support et de 'option sont ajustées continuellement lorsque le
prix du support varie, le portefeuille est sans risque sur toute la durée de vie
de Poption. Par conséquent, s’il y a absence d’opportunités d’arbitrage, le
portefeuille ainsi constitué doit avoir un rendement égal au taux sans risque.
La compilation de tous ces résulats aboutit & une équation différentielle dont
la solution est le prix d’un call européen.
Reprenons formellement cette argumentation et admettons les hypothéses
suivantes :°
— Le cours du sous-jacent S; est régi par un processus Brownien géomé-
trique standard, avec «, et o constants. .S; satisfait ’équation différen-
tielle stochastique suivante :

dSt = OécStdt -+ O'StdBt, (13)

oll B; désigne un mouvement Brownien standard.”
— La vente a découvert est permise.
— Il n’y a pas de coiits de transactions.
— La liquidité est parfaite.
— Il y a absence d’opportunités d’arbitrage.
— Il n’y a pas de dividendes versés durant la durée de vie de 'option.
— Les actifs sont traités de maniére continue.
— Le taux d’intérét sans risque, r, est constant quelles que soient les
maturités.
La valeur du portefeuille II; est égale au prix du support S; multiplié par
la quantité de support détenue g plus le prix du call C; multiplié par le
nombre d’options vendues & découvert ¢ :

Ht = Stes -+ Ctec. (14)

La variation de la valeur du portefeuille, dIl;, est 1a somme des variations du

5Nous reviendrons sur les hypothéses dans la section 1.3.

"Pour éviter toute confusion, nous appellerons désormais mouvement Brownien stan-
dard le terme B, et processus Brownien une fonction dépendante d’un mouvement Brow-
nien. Un mouvement Brownien B vérifie les deux points suivants : 1) By = 0 et 2) pour
0 <t < T, By — B; suit une normale centrée de variance T — ¢.
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prix du support et du prix du call :
dHt = Gstt + chCt. (15)

L’expression de dS; est connue et donnée dans les hypothéses par ’équation
(1.3). II nous manque V’expression de dC;. Comme, le prix du call, C;, peut
étre considéré comme fonction du temps et du support, dC; peut étre trouvée
grace a la formule d’Tt6. Nous avons :

ac, ac,  18°C,
dCy = —1dS, + —dt + -
05, ot 2082

o2 S2dt. (1.6)

Notons que le seul terme stochastique dans cette équation est dS;, le reste
est de nature déterministe. En remplacant dC; dans (1.5) par P'expression
obtenue en (1.6), la variation de la valeur du portefeuille est égale 4 :

0C, 0C, 18°Cy
dH = estt + 00 —dSt + —dt + -
S, ot 2 952

02St2dt> : (1.7)

Pour des quantités arbitraires fg et 6o, la variation de la valeur du porte-
feuille, dIl, est stochastique. Par contre, si les quantités fg et 8¢ sont choisies
de sorte que la partie stochastique de la variation du portefeuille soit nulle,
c’est & dire :
0C;
OsdS; +0c | — | dS; =0, (1.8)
05,

alors la valeur du portefeuille est déterminée dans le temps et ne comporte
donc aucun risque.® En posant 6s = 1 et ¢ = —1/(0C;/dS;) dans (1.7) on

a bien :
1 C, 19°Cy , _,
dll = — + - 0°S; | dt, (1.9)
0C:/0S; ot 208}

c’est & dire que I’évolution du portefeuille est déterministe. Comme deux
substituts parfaits doivent avoir le méme rendement, le rendement de ce
portefeuille sans risque doit &tre égal au taux sans risque r :

dIl = r1ldt. (1.10)

8L’¢quation (1.8) se raméne &
85/6c = —8C4/dS,

d’ott on déduit que seul le rapport des quantités est important. Par conséquent, il n’y pas
de différence si c’est le support qui est vendu & découvert et option qui est détenue.
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En introduisant (1.4) et (1.9) dans (1.10) on aboutit finalement & 1’équation
différentielle de Black et Scholes (1973) :

oC, oC, 16°C,
T O — 1St — — 282, (1.11)

ot 08, 2087

Il y a plusieurs solutions a cette équation différentielle. Le prix du call euro-
péen est la solution de cette équation différentielle associée & des conditions
aux bornes :

CT = maX(O, ST - K),

_ T (1.12)

Black et Scholes obtiennent finalement I’expression suivante pour le prix d’un
call :

Cps(Sy, K,r,0,T —t) = S;®(d;) — K exp|—r(T — t)|®(ds), (1.13)
| In(Sy/K) + (r + 0%/2)(T — )
1= T , (1.14)
et,
dy = dy — oVT — 1, (1.15)

et ® désigne la fonction de répartition de la loi normale.®

Connaissant I’ensemble des paramétres S, r, o, T et K, le calcul effectif
du prix ne pose aucune difficulté (voir 'annexe A.7). Notons que le prix d’un
put peut étre déduit & partir de la relation de parité call /put.

Ici, le prix du call est vu comme solution d’une équation différentielle. Il
existe une autre facon de le déterminer, c’est 'objet de la section suivante.

1.2.2 Approche risque neutre

Une autre technique, peut étre plus intuitive, a été initialement proposée
par Cox et Ross (1976). Il s’agit de 1’évaluation d’une option dans un monde
neutre face au risque.

Cette approche découle d’une constatation concernant ’équation différen-
tielle (1.11). On remarque en effet que «, le rendement espéré du support,
n'y apparait pas. Or, o, représente les préférences des agents.'® Cox et Ross
en déduisent que, comme les préférences n’interviennent pas dans 1’équation

9L équation différentielle (1.11) est connue et caractérise la loi normale.
10Plys ’aversion au risque des agents est forte, plus o, est grand.
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différentielle, elles ne peuvent affecter la solution. Par conséquent, quelles que
soient les préférences des agents, c’est a dire quelles que soient les valeurs de
o, on aboutira toujours a la méme solution. On peut donc supposer que le
rendement espéré de tous les actifs est égal au taux sans risque (. = 7),
c’est & dire supposer que tous les investisseurs sont neutres face au risque.
Les agents n’ont pas besoin d’une prime pour le risque qu’ils encourent. Le
processus régissant les variations du support donné par 1’équation (1.3) peut

donc se réécrire :
dSt = ’I"Stdt -+ O'StdBt. (116)

Le choix de se placer dans un monde neutre au risque a une autre consé-
quence. En effet, 1a valeur d’un call européen a 1’échéance est égale 4 :

CT = EQ[IH&X(ST — K, 0)], (117)

ou Eg signifie que ’espérance est prise par rapport a la probabilité risque
neutre. La valeur du call & la date ¢ est simplement obtenue par une actua-
lisation de C7 au taux sans risque. Nous avons :

C; = exp[—r(T — t)|Eg[max(Sr — K, 0)], (1.18)
C, = exp|—r(T — 1)] /K " (Sr — K)f(Sr|00)dSr, (1.19)

ou f(Sr|fg) désigne la fonction de densité du support & I’échéance, et les
parameétres 6 sont définis dans un monde neutre au risque.

Autrement dit, I’équation (1.19) stipule que si nous disposons de la fonc-
tion de densité de St, alors le calcul du prix d’un call se réduit a un calcul
d’intégrale. Dans ce qui suit nous fournissons d’abord la loi de S, puis nous
procédons au calcul de I'intégrale. Nous suivons la démarche exposée dans
I'ouvrage de Hull (2003).

Il faut d’abord noter que le choix d’un processus Brownien géométrique
standard pour décrire S; s’avére particuliérement pratique pour déterminer
la loi de S7. En effet, 'application de la formule d’It6 permet de réécrire
(1.16) sous la forme :

2

dIn(S;) = (7" — %) dt + od By, (1.20)

ce qui nous conduit & :

2

In(Sr) = In(S,) + (7" - %) (T —t) + oBr_s, (1.21)
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ou de maniére équivalente :

o2
St = Sy exp [(r — ;) (I'—t)+ oBr_ (1.22)

Cette derniére équation est la solution de I’équation différentielle stochastique
(1.16). Les équations (1.21) et (1.22) permettent également de déduire la
distribution du support a I’échéance. En effet, (1.21) nous indique que la loi
de In(Sr) est une loi normale d’espérance :

Elln(Sr)] = m =1In(S;) + (7" — 0;) (T —t), (1.23)

et de variance :
V[In(Sr)] = s* = o*(T —1). (1.24)

Cela revient a dire que St est distribué selon une loi log-normale de para-
métres m et s et dont les moments peuvent étre calculés facilement.!! En
particulier, I’espérance de S7, qui va s’avérer étre une quantité utile par la
suite, s’écrit :

E(St) = exp(m + 5%/2). (1.25)

Cette relation entre E(Sr) et E[In(St)] = m peut également se réécrire sous
la forme suivante :
m = In[E(St)] — 5°/2. (1.26)

Nous disposons donc de la loi de St et le prix d’un call européen donné
par (1.19) peut s’écrire de maniére plus précise :

oo

C, = exp|—r(T —1)] / (Sy — K) fin wr(Sr)dSr, (1.27)

K

ou fi,n désigne la fonction de densité de la loi log-normale. Nous passons
a présent au calcul de V'intégrale de (1.27). Nous définissons tout d’abord la
variable X par :

X=—"" (1.28)

Comme In(S7) est une variable Gaussienne d’espérance m et de variance
52, X est donc une variable aléatoire Gaussienne centrée et réduite. Nous

1Voir 'annexe A.4 pour le lien entre la loi log-normale et la loi normale.
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effectuons ensuite un changement de variable dans (1.27) en y remplacant
St par X, nous obtenons :

C, = exp|—r(T —1)] lnj_ lexp(X's +m) — K] fr(X)dX,
— exp|=r(T — £)] ln(zm exp(Xs + m) fu (X)dX (1.29)
K (Kf_ fw(X)dX,

ol fu désigne la loi normale centrée réduite. Notons que la deuxiéme intégrale
représente simplement la fonction de répartition de la loi normale :

.ofo n(X)dX = 1_@(@)7

In(K)—m S
_ g (mT )Y (1.30)
. ln[E(ST)/K]—s2/2>,

ol m a été substitué par son expression donnée en (1.26). On parvient a un
résultat similaire pour la premiére intégrale, il suffit pour cela de remarquer
que I'expression de 'intégrande se réécrit :

v2 2
exp(Xs+m)fn(X) = \/%_Wexp (=X +2;(s+2m)], s
1.31

= exp(m+s?/2)fw (X — s),
= E(ST)fN(X - 3)7

et que par conséquent,

[ ep(Xs+m)fv(X)dX = [ E(Sr)fv(X - s)dX,
In(K)—m In(K)—m
— E(Sy) 1_@(w+3) ,
S

In[E(Sr)/K] + s2/2

S

= E(Sp)® (
(1.32)
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Finalement nous trouvons que le prix d’un call européen, lorsque son sous-
jacent est décrit par un processus Brownien géométrique, est égal & :

C; = exp[—r(T — t)][E(Sr)®(d)) — K®(dy)], (L33)
| 4 = In[E(Sr)/K] + 5%/2
g, — DIES)/K]-s/2 (1.34)

Le lien avec la formule de Black et Scholes (1973) est effectué en remplagant
s par son expression (1.24) et en remarquant que E(St) = exp[r(T — t)]S:
d’apreés (1.23) et (1.25). La formule (1.33) est plus générale que celle de Black
et Scholes (1973) obtenue dans la section précédente car elle reste vraie pour
d’autres formes de m et s.

L’évaluation des actifs dans un monde neutre au risque est sans doute
I’outil le plus puissant pour ’analyse des produits dérivés. Pour résumer, elle
consiste a passer du processus générateur des données & un processus qui
tient compte de 'hypothése d’absence d’opportunités d’arbitrage. Son ap-
plication concréte nécessite donc d’avoir la possibilité de pouvoir passer du
processus générateur des données au processus risque-neutre, et, d’autre part
de pouvoir en déduire la fonction de densité de la loi du support a I’échéance.
Nous venons de voir que dans le cas ol le support suit un processus Brownien
géométrique, le résultat est obtenu rapidement. Il ne s’agit plus de trouver la
solution d’une équation différentielle mais simplement de calculer une espé-
rance. Nous verrons que cette procédure s’adapte également a des processus
alternatifs. Par ailleurs, lorsque le calcul de cette espérance n’aboutit pas a
une expression analytique, cette approche se préte particuliérement bien &
des simulations numériques pour des options de type non-européen. Le fait
de disposer de la loi de St permet d’effectuer des tirages dans cette loi et
d’approcher toutes sortes de quantités définies par le profil de gains d’une op-
tion. Il faut bien comprendre qu’avec cette méthode, il suffit de spécifier une
forme pour la fonction de densité de St et de disposer de la valeur des para-
metres g pour parvenir & évaluer une option. Evidemment, il est préférable
que cette forme posséde un certain contenu économique.

Dans ce qui précéde nous avons mené une argumentation économique pour
passer du processus générateur de données & un processus tenant compte de
I’absence d’opportunités d’arbitrage. Ce passage peut également s’effectuer
en utilisant un procédé reposant uniquement sur des propriétés du calcul
stochastique. La méthode employée est connue sous le nom de théoréme de

38



CHAPITRE 1. Les modéles d’évaluation

Girsanov dont nous donnons ’énoncé dans 'annexe (A.2). Pour donner une
intuition & ce résultat, nous pouvons constater que :

dSt = OécStdt + UStdBt, (135)
peut se réécrire :

dSt = (Oéc +r— T)Stdt + UStdBt,
= MStdt + rSydt + 0S,dB;, (1.36)
g

= rSdt+0S,dBY,

ou dB? = dB,—ndt et n = (r—a,)/o. Evidemment, dB; et d B2, ne partagent
plus les mémes propriétés statistiques. En effet, dB; suit une loi normale
d’espérance 0 et de variance o2t et est donc une martingale, tandis que dBtQ
suit une loi normale d’espérance —nt et de variance o2t et n’est donc pas
une martingale.!? L’idée sous-jacente au théoréme de Girsanov est de fournir
un référentiel dans lequel dBZ suit une loi normale d’espérance nulle et est
une martingale. On parle d’'un changement de mesure qui laisse inchangée
la structure du modéle. On dira que (1.35) est le processus générateur des
données sous la mesure P et que (1.36) est un processus équivalent & P sous
la mesure Q).

1.2.3 Sensibilité d’une option

L’un des avantages de la formulation analytique de la valeur d’une option
obtenue par Black et Scholes (1973) est de permettre de mesurer la sensibilité
du prix d’une option par rapport aux paramétres qui le déterminent. Nous
supposons dans ce qui suit que le cours du sous-jacent est S; = 100 €.

1.2.3.1 delta de 'option

Il s’agit de la sensibilité d’une option face aux variations du cours du
sous-jacent. Plus précisément, le delta indique la variation, en unités, du prix
de Poption pour une variation d’une unité du sous-jacent. Cette quantité
permet également d’obtenir I’ élasticité de 'option, c’est a dire la variation en
pourcentage du prix de I’option suite & une variation de 1 % du prix du sous-
jacent. Le delta est un indicateur précieux puisqu’il permet de déterminer
le nombre d’options nécessaires pour couvrir une position en sous-jacent.

12Rappelons qu’un processus X; est une martingale si E(X;|X,) = X, pour s < t.
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On voit clairement dans le graphique 1.6 que le delta est une fonction non-
constante du support. On concoit alors aisément la difficulté de construire
un portefeuille delta-neutre, insensible aux variations du support. Un tel
portefeuille nécessitera une gestion dynamique. Mathématiquement, le delta
est défini par la dérivée premiére de la formule de Black et Scholes (1973)
par rapport au support.’®* On a :

oC
Ocatt = 55 ®(d1) = Oput + 1, (1.37)

ou d; est défini dans ’équation (1.14), page 34. Dans le graphique 1.6, on
peut observer que la sensibilité est maximale lorsque ’option est 4 la monnaie,
c’est & dire lorsque 1’exercice de I'option est le plus incertain. Notons que le
delta d’un put est forcément négatif, de méme que le delta d’un portefeuille
constitué par la vente d’un call.

1.2.3.2 gamma de DPoption

Le gamma d’une option représente la sensibilité du delta de 'option par
rapport aux variations du support. Le gamma est défini comme la dérivée
seconde de la formule de Black et Scholes (1973) par rapport au cours du
sous-jacent. On a :

0’°C  exp(—dj)
call = = = Yput- 1.38
Tl =552 = Sov/anT (1.38)

Le gamma est maximal lorsque le prix du support avoisine le prix d’exercice.
Il est trés faible lorsque l'option est trés en dehors ou dans la monnaie. En
d’autres termes, il est plus rapide de passer d’un delta de 45 % a un delta de
50 % plutot que de passer de 5 % a 10 %. Comme pour le delta, le gamma
est exprimé en euros. Le gamma est représenté dans le graphique 1.7.

1.2.3.3 vega de P'option

Le vega mesure la sensibilité de la prime de l'option par rapport aux
variations de la volatilité. Il est exprimé en euros. Dans le cadre de Black et
Scholes (1973), il est défini comme étant la dérivée de la formule par rapport
a la volatilité. On a :

oC

VeGUeqy = 3— = S20T Yeant = vEGUpus- (1.39)
o

13Nous donnons dans I’annexe A.3 les détails de ce calcul.
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Cette relation entre vega et gamma d’une option explique la similitude entre
les deux courbes. Par ailleurs le graphique 1.8 montre également, toutes
choses égales par ailleurs, qu'une option en dehors ou dans la monnaie est
moins sensible aux variations de volatilité qu’une option i parité.

Le vega d’une option est une notion intéressante pour comprendre qu’un
investisseur peut non-seulement jouer sur les variations du sous-jacent mais
également sur les variations de la volatilité. Ainsi, supposons qu’un investis-
seur détienne une position dont le vega est positif, par exemple un portefeuille
constitué d’un nombre égal de calls et de puts, tous deux a parité. Notons
que cette position est localement delta-neutre, c’est a dire qu’elle est quasi-
ment insensible aux petites variations du sous-jacent & cette date donnée, le
delta provenant des calls étant annulé par le delta provenant des puts. On
dira alors que l'investisseur est long en volatilité c’est a dire qu’il détient de
la volatilité dans un sens analogue ou il est long sur le sous-jacent avec un
delta positif. En effet, avec un delta positif, I'investisseur va bénéficier de
toute hausse sur le sous-jacent (toutes choses égales par ailleurs) comme s’il
était détenteur du sous-jacent. De méme avec un vega positif, I'investisseur
va profiter de toute hausse de volatilité comme s’il était détenteur de la vola-
tilité du sous-jacent. A présent, s’il effectue une opération qui fait décroitre le
vega de son portefeuille, par exemple en vendant une méme quantité de calls
et de puts, il aura diminué son exposition face aux variations de volatilité.
En d’autres termes, il aura vendu de la volatilité. La difficulté dans ce genre
d’opérations provient de la neutralisation du delta. 11 est en effet trés difficile
de maintenir un portefeuille dont le delta est nul, et ce méme pour des laps
de temps courts, car en dehors des variations du sous-jacent, le temps joue
également dans la modification du delta. Toutefois, on peut voir que méme
si la volatilité n’est pas un actif directement négociable, on peut effectuer
des opérations a travers les options qui permettent de prendre en compte des
anticipations la concernant.

1.2.3.4 rhé de 'option

L’influence du taux d’intérét sur le prix de 'option est exprimée par le
rhé de 'option. Dans le cas d’un call, plus le taux d’intérét est élevé plus le
prix de 'option I’est, et inversement, moins le put est cher.

Ce résultat s’explique intuitivement. Lorsqu’on achéte une valeur mobi-
liére, il faut emprunter, & un certain niveau de taux d’intérét, les liquidités
pour 'acquérir. Inversement, lorsqu’on vend & découvert un titre, on place les
liquidités résultant de la vente a ce méme niveau d’intérét. Par conséquent,
dans le cas d’un call qui est par définition un titre donnant le droit d’acheter
le support, une hausse des taux d’intérét fera monter le prix du call, car le
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crédit auquel on va emprunter les liquidités sera plus cher. Le put donne le
droit de vendre le sous-jacent, il ne permet pas, contrairement & la vente a
découvert, d’encaisser immédiatement les liquidités pour les placer au taux
sans risque. Cette perte d’opportunité se traduit donc par une diminution du
prix du put.

Formellement, le rhé est égal & :

oC
Peall = o KT exp[—rT]®(d2) = KT exp[—1T]| — pput, (1.40)
-

ou dy est défini dans 'équation (1.15), page 34. La figure 1.9 représente
I’évolution du rhé d’une option en fonction du cours (la courbe en pointillé
est associée au put).

1.2.3.5 théta de ’option

Le théta désigne la sensibilité du prix de 'option par rapport au temps.
Nous avons déja remarqué que la valeur des options est d’autant plus élevée
que la maturité est éloignée. Le théta mesure la perte en euros due au passage
du temps. Cette érosion de la prime est croissante et s’accélére a mesure que
I’échéance se rapproche. On a :

oC
oT’
So exp|—d3 /2] (1.41)
- — 1K exp|—rT]|®(dy),
o R eRlrTled)
= Oput + 7K exp[—rT].

ecall

Le graphique 1.10, illustre le fait qu’une option & la monnaie est particu-
liérement sensible au temps qui passe (dans cette zone, le théta est forte-
ment négatif). Au contraire, quand le cours du sous-jacent est éloigné du
prix d’exercice, ’option est beaucoup moins pénalisée par le temps. On re-
marquera méme que pour un put, la négativité du théta n’est pas toujours
vérifiée (courbe en pointillé).

1.3 Limites de la formule de Black et Scholes

Les hypothéses qui accompagnent le modéle de Black et Scholes (1973)
peuvent apparaitre contraignantes, voire irréalistes. D’autre part, la solu-
tion donnée ne concerne que les options de type européen. Il se trouve que
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certaines restrictions peuvent étre relachées sans amener de changements
majeurs dans la formule. C’est par exemple le cas lorsqu’on incorpore des di-
videndes, un taux d’intérét ou une volatilité qui est fonction déterministe du
temps. Lorsqu’on cherche & évaluer des options exotiques, une formule ana-
lytique n’est plus disponible, mais des simulations numériques permettent de
déterminer le prix trés facilement a partir des méthodes de Monte Carlo.

L’absence de frais de transaction est une condition cruciale pour pouvoir
dupliquer un portefeuille sans risque, elle est également abusive, puisqu’aucun
investisseur ne peut se placer sans subir de colits méme faibles. La prise en
compte de ces frictions s’avére étre délicate mais reste envisageable (voir
Leland, 1985).

L’application de la formule de Black et Scholes (1973) se heurte toutefois
4 un écueil majeur. On constate empiriquement que la distribution des ren-
dements n’est pas Gaussienne. Le modéle Brownien géométrique standard
semble donc étre inadéquat. Des processus alternatifs qui se prétent encore
a Panalyse menée par Black et Scholes, comme les modéles CEV (Constant
FElasticity Variance) introduits par Beckers (1980), ont donc été proposés.
Ils s’avérent toutefois insuffisants pour expliquer ’écart systématique qu’on
observe entre le prix du marché d’une option et son prix théorique.

On constate ainsi que pour avoir des prix théoriques conformes aux prix
observés il faudrait, pour chaque option, injecter dans la formule de Black et
Scholes (1973) une volatilité différente : la volatilité implicite. Cette notion a
pris une place prépondérante dans la littérature et certaines régularités ont
été mises en évidence. Elles remettent clairement en cause le modéle de Black
et Scholes (1973) et en dessinent les limites.

1.3.1 Sous-jacent

Notre étude se focalisera sur des options de type européen dont le sous-
jacent est un indice boursier, le CAC 40. Evidemment, la nature des sous-
jacents peut étre trés diverse, par exemple des actions, des matiéres premiéres
ou des devises. Dans ces cas, la formule de Black et Scholes (1973) peut
s’adapter parfaitement, voir Black (1976b). Pour d’autres sous-jacents, et en
particulier pour les options portant sur les taux d’intéréts, la formule semble
inappropriée. Il nous est impossible de traiter dans cette sous-section ’en-
semble de la littérature concernant ce sujet. Celui-ci est au moins aussi vaste
que la littérature englobant les produits dérivés sur les actions. Nous donnons
toutefois quelques éléments qui permettent de saisir les différences entre op-
tions sur actions et options portant sur des taux d’intéréts. Des exposés plus
détaillés peuvent étre trouvés dans les ouvrages de Wilmott (1998) ou Hull
(2003), tandis que les articles de références sont : Vasi¢ek (1977), Cox et al.
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(1985), Ho et Lee (1986), Longstaff et Schwartz (1992), Heath et al. (1992) ou
encore Brace et al (1997). Deux obstacles majeurs se dressent a I’encontre de
Papplication de la formule de Black et Scholes (1973). Tout d’abord, en étu-
diant les propriétés statistiques des taux d’intéréts, on remarque immédiate-
ment que ces séries sont stationnaires. Par conséquent, supposer un processus
Brownien géométrique standard s’avére étre une hypothése peu judicieuse.
D’autres spécifications permettant de prendre en compte cette stationnarité
doivent donc étre envisagées. Ces spécifications sont similaires a celles adop-
tées pour les modéles a volatilité stochastique que nous aborderons dans la
prochaine section. Ensuite, les taux d’intéréts obéissent & une structure par
terme. Pour étre concis, le taux d’intérét d’'un emprunt & 10 ans ne va pas
étre égal au produit des taux d’intéréts au jour le jour. Il faut donc pouvoir
prendre en compte cette caractéristique.

1.3.2 Options de type non-européen

Concernant les options de type américain, Merton (1973) montre qu’en
I’absence de versement de dividendes, ’exercice prématuré d’un call améri-
cain n’a pas lieu d’étre. Par conséquent le prix d’un call américain est égal
au prix d’'un call européen. Pour le cas ou il y a versement de dividendes,
Black (1975) a fourni une approximation du prix d’un call américain. Roll
(1977), Geske (1979) et Whaley (1982) fournissent une solution dont la forme
ressemble a la solution de Black et Scholes (1973).

Pour les options exotiques, la formule de Black et Scholes (1973) perd sa
validité. En effet, les conditions aux bornes de I’équation différentielle que
doit résoudre une option sont différentes pour une option exotique de celles
d’un call européen. Toutefois I'approche risque-neutre permet ’évaluation de
toutes sortes d’options exotiques. Dans la plupart des cas, il n’y a plus de
solution analytique mais le recours a la méthode de Monte Carlo, développée
dans ’annexe A.7, permet de déterminer un prix.

1.3.3 Temps continu

Merton (1990) offre une synthése du courant de littérature concernant la
possibilité de considérer les marchés financiers comme étant des lieux o les
transactions s’effectuent de maniére continue. Ainsi, Merton (1990) évalue
le prix d’une option en tenant compte du caractére discret des échanges sur
les marchés. Il montre la présence d’opportunités d’arbitrage qui dépendent
de l'intervalle de temps entre les échanges. En supposant que le marché est
assez liquide, il conclue que la formule de Black et Scholes (1973) est une
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approximation valide. Le caractére discret des marchés ne peut donc pas étre
considéré comme un argument fatal a la formule de Black et Scholes (1973).

Par ailleurs, Cox et al. (1979) ont construit une procédure en temps dis-
cret connue sous le nom d’arbre binomaial. Ils montrent qu’en faisant tendre
intervalle de temps vers 0, on retrouve la formule de Black et Scholes (1973).

1.3.4 Dividendes

L’incorporation des dividendes dans la formule de Black et Scholes (1973)
ne pose aucune difficulté. C’est méme la généralisation la plus simple de
la formule si on peut considérer que les dividendes sont versés de maniére
continue et & un taux D. Les options sur indices sont un exemple ou cette
hypothése est vérifiée. Dans ce cas, le support évolue selon :

dSt = (Oéc — D)Stdt + UStdBt. (142)

Il suffit alors de reprendre la discussion menée précédemment pour aboutir
a la formule de Black et Scholes (1973) avec la correction suivante :

_ In(S/K) +(r—D+0%/2)(T - 1)
di = Y : (1.43)

Pour des actions, on ne peut évidemment pas considérer cette hypothése
comme réaliste puisque dans les faits, le montant du dividende n’est pas
connu jusqu’a une date proche du versement. Il est payé de maniére discréte
et son montant n’est pas proportionnel au cours du support. Dans ce cas,
on peut se référer 4 Geske (1978) pour une prise en compte des dividendes
stochastiques.

1.3.5 Taux d’intérét constant

Black et Scholes (1973) considérent que le taux d’intérét sans risque est
constant. Si cette hypothése est peu réaliste, il est toutefois communément
admis que la prise en compte d’un taux d’intérét sans risque stochastique
n’influe que marginalement le prix d’une option, voir par exemple Rubinstein
(1985).

1.3.6 Frais de transaction

L’analyse de Black et Scholes (1973) requiert ’absence de frictions pour
pouvoir construire a chaque instant un portefeuille sans risque. Pourtant les
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colits de transactions sont une réalité incontournable des marchés financiers.
Méme si le portefeuille ne peut étre neutralisé en son delta que de maniére
discréte et avec des intervalles de temps tendant vers zéro, le nombre de
transactions a effectuer tend vers l'infini. De ce fait, les cofits associés a ces
opérations peuvent tendre vers I'infini. D’autre part, chaque investisseur est
confronté & différents niveaux de cofits, ce qui implique que chaque investis-
seur évaluera le prix d’une méme option différemment. Le premier modéle
tentant de prendre en compte les coiits de transaction a été proposé par Le-
land (1985). Il parvient & retrouver la formule de Black et Scholes (1973) en
apportant une modification & la volatilité. La nouvelle volatilité a injecter
dans la formule de Black et Scholes (1973) est :

2 k
6=0 |14+ ,|—

7T0'\/At,

(1.44)

ou k est le taux des coiits de transactions, et Af est l'inverse du nombre
de transactions effectuées. Zhao et Ziemba (2003) fournissent une revue de
littérature récente a ce sujet.

1.3.7 Processus Brownien

Si le processus Brownien géométrique standard apporte des facilités de
calcul attrayantes, il demeure toutefois une approximation contestable de
la réalité. Le graphique 1.11 témoigne de cet écart. Il est communément
admis, depuis les travaux de référence de Mandelbrot (1963), Fama (1963,
1965), Blatteberg et Gonedes (1974) et Kon (1984) que la distribution des
rendements est leptokurtique, c’est a dire que les événements extraordinaires
se produisent plus fréquemment que la loi normale ne le permet.

Les modéles CEV (Constant Elasticity Variance) introduits par Beckers
(1980) sont une extension au processus Brownien supportant ’argumentation
a la Black-Sholes-Merton. Ils s’écrivent sous la forme générique suivante :

dXt = CYCXtdt -+ O'X:dBt (145)

Suivants les valeurs de v, la distribution de X, posséde des queues plus
épaisses que la loi normale, sur la gauche (pour v < 1) ou sur la droite
(pour v > 1). Ces modéles s’avérent en pratique incapables de se rapprocher
de maniére sensible de la vraie loi des rendements.
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La courbe en pointillé désigne la loi normale ajustée a la distribution
des rendements observée sur la période du 3 janvier 1990 au 5 mars
2004.

Fic. 1.11 — Comparaison entre la loi normale et 1a loi des rendements

1.3.8 Volatilité constante

L’hypothése de la volatilité constante est certainement la plus contro-
versée.' D’aprés Black et Scholes (1973), toutes les options ayant le méme
sous-jacent devraient avoir la méme volatilité. Empiriquement ce n’est pas le
cas et il est trés facile de le montrer a travers la notion de volatilité implicite.
Latané et Rendleman (1976) ont, les premiers, introduit ce concept. Partant
du prix observé d’une option, la volatilité implicite de cette option est ob-
tenue en inversant la formule de Black et Scholes (1973). La relation entre
le prix de l'option et la volatilité étant bijective, & chaque prix correspond
une seule volatilité.!> Cette relation n’est pas linéaire mais un algorithme
simple, tel que I’algorithme de Newton-Raphson fourni en annexe A.6, per-
met de trouver la volatilité implicite. En exprimant la volatilité implicite
comme fonction de la moneyness et du temps, nous observons des surfaces
de volatilité ayant des allures semblables & celle fournie dans le graphique
1.12.

14Black (1976) a une remarque lapidaire : "if the volatility of a stock changes over time,
the option formulas that assume a constant volatility are wrong."

15Ceci explique que sur les marchés une option est souvent caractérisée par sa volatilité
implicite plutét que par son prix.
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F1G. 1.12 — Surface de volatilité obtenue a partir des options traitées sur
I'indice CAC 40 le 26 mars 2001 (en abscisse, la moneyness S/ K, en ordonnée,
le nombre de jours jusqu’a expiration, en cote, la volatilité implicite).

1.3.8.1 Faits stylisés sur la volatilité

Concernant la volatilité, de nombreuses régularités empiriques ont été
trouvées. Les ouvrages traitant de I’économétrie de la finance offrent tradi-
tionnellement un catalogue de ces faits stylisés, on peut citer Campbell et al.
(1997) ou Gouriéroux et Jasiak (2001). Un article complet sur ce sujet a été
écrit par Pagan (1996). Nous présentons ici quelques unes de ces régularités
empiriques.

La stationnarité de la volatilité : ce résultat se déduit par exemple par
le caractére non-explosif du processus d’évolution du sous-jacent.

Le retour 4 une tendance de long terme ou Mean reversion est un
caractére de la volatilité montré, entre autres par Scott (1987), French et al.
(1987), Poterba et Summers (1986), Merville et Pieptea (1989), Stein (1989),
Harvey et Whaley (1992) et Sheikh (1993). La volatilité oscille autour d’une
valeur constante.

Le leverage effect traduit la corrélation négative entre les mouvements du
support et le niveau de volatilité. Black (1976a) et Christie (1982) avancent
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une explication économique : lorsque le cours d’une action baisse, I’endette-
ment de la firme s’accroit, le risque de ne pas pouvoir rembourser ses dettes
augmente ainsi que le niveau de la volatilité. Nelson (1991), Gallant et al.
(1992, 1993) ou encore Engle et Ng (1993) ont étudié ce phénoméne. Le
leverage effect peut expliquer, mais en partie seulement, ’asymétrie consta-
tée dans la distribution des rendements comme le montrent Schwert (1989),
Beckaert et Wu (2000) ou Chen et al. (2001).

Différents régimes de volatilité peuvent étre observés sur toute série de
rendements. Pour le constater, il suffit de représenter les variations du sup-
port en fonction du temps. On observe trés nettemment des périodes ou les
rendements fluctuent de maniére ample et d’autres ou les variations sont mi-
nimes. Mandelbrot (1963) a le premier mis ce clustering effect en évidence.
Des périodes de haute (basse) volatilité succédent a des périodes de basse
(haute) volatilité. Ce phénoméne peut expliquer le caractére leptokurtique
de la distribution des rendements.

1.3.8.2 Faits stylisés sur la volatilité implicite

L’effet smile a été mis en évidence par Rubinstein (1985) et les nom-
breuses études empiriques qui ont suivi, par exemple Dumas et al. (1998).
Deux phénoménes apparaissent de maniére systématique : 1) la volatilité des
options en dedans et en dehors de la monnaie est supérieure a la volatilité
des options & parité, 2) cette différence s’estompe avec une augmentation de
la maturité. La premiére constatation est communément appelée effet sou-
rire ou smile.l® L’interprétation d’un smile est simple : du fait de la relation
monotone croissante entre le prix d’'une option et sa volatilité, le smile tra-
duit le fait que les options qui ne sont pas & la monnaie ont un prix sur le
marché plus élevé que celui prédit par la formule de Black et Scholes (1973).
Cela indique que le marché accorde une probabilité plus forte a4 des valeurs
éloignées de la tendance centrale que celle d’une distribution log-normale.
Le smile désigne traditionnellement une courbe symétrique dont le minimum
est atteint pour les options & la monnaie. Empiriquement on constate que les
options en dedans ont une volatilité supérieure aux options en dehors. On
appelle cet effet smirk ou skew, il traduit une asymétrie de la distribution du
prix du sous-jacent.

La seconde remarque concerne la structure par terme de la volatilité.
Elle s’explique en vertu du théoréme central limite. Si on suppose que les
rendements sont distribués selon une loi inconnue mais dont les deux premiers

16Qyivant la forme de la courbe, on parle également de smirk, skew ou encore sneer.
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moments sont finis, alors la somme des rendements a une loi qui tend vers une
loi normale d’espérance et de variance déterminées. Par conséquent, lorsque
la date d’expiration d’une option est lointaine, 'hypothése Gaussienne parait
correcte.

Contenu informatif de la volatilité implicite. Nous venons de voir que
la volatilité implicite mettait en évidence une certaine insuffisance de la for-
mule de Black et Scholes (1973) a évaluer correctement les options. Une autre
caractéristique de la volatilité implicite est qu’elle peut étre utilisée comme
estimateur de la volatilité future. Latané et Rendleman (1976), Chiras et
Manaster (1978), Beckers (1981), Day et Lewis (1992, 1993), Lamoureux et
Lastrapes (1993), Jorion (1995) ou encore Christensen et Prabhala (1998),
ont ainsi montré les capacités de la volatilité implicite & prédire la volatilité
future. D’autres études ont des résultats plus contrastés voir par exemple
Canina et Figlewski (1993) et Noh et al. (1994). Enfin, Giot (2002), Poon et
Granger (2003) ou Szakmary et al. (2003) fournissent une revue de littéra-
ture récente sur ce sujet. Des études comme celles de Poterba et Summers
(1986), Diz et Finucane (1993) ou Taylor et Xu (1994) ont, quant & elles, mis
en évidence la stationnarité de la volatilité implicite et son auto-corrélation
d’ordre 1.

1.3.9 Alternatives

Une premiére solution pour obtenir une volatilité non-constante consiste a
exprimer la volatilité comme fonction du temps o(t). Dans ce cas, la formule
de Black et Scholes (1973) reste applicable et il suffit de remplacer o par :

1 T
T——'[,‘ , O'(S)ds.

Cette approche reste toutefois insuffisante car elle ne prend pas en compte
la dépendance par rapport & la moneyness. On peut alors envisager de faire
dépendre ¢ de la date d’échéance et de la moneyness k& = S/K par une
relation de la forme :

o(T, k) = ap + aiT + agk + a3T* + a4, Tk + ask®.

Ce sont les modéles a fonctions de volatilité déterministe, voir Dumas et al.
(1998). Le probléme qui se pose alors est de pouvoir donner une justifica-
tion économique a cette technique et de fournir des outils permettant de
déterminer les valeurs des paramétres ay, a1, ag, as, a4, as.
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1.4. Modéles a volatilité stochastique

Dans les sections qui suivent, nous détaillons d’autres modéles ayant da-
vantage de contenu économique et parvenant & produire des surfaces de vo-
latilité plus compatibles avec les observations.

1.4 Modéles a volatilité stochastique

La recherche et la sélection d’'un modéle sont toujours guidées par sa
capacité a incorporer ou & expliquer les régularités empiriques décrites précé-
demment. Nous présentons ici les modéles & volatilité stochastique qui sont
aptes & prendre en considération une partie de ces faits stylisés. Les modéles
a volatilité stochastique prennent en compte le caractére aléatoire de la vo-
latilité. Cette approche est économiquement plus satisfaisante que le dernier
modéle décrit dans la section qui précéde. Différentes spécifications ont été
proposées, nous étudierons ici les plus répandues. Concernant I’évaluation du
prix d’un call européen, nous baserons notre étude sur le modéle de Heston
(1993). L’introduction d’une volatilité stochastique se traduit par I'existence
d’une nouvelle source d’incertitude. Cette fois, contrairement & 1’analyse de
Black-Scholes-Merton, nous ne pouvons pas fournir un prix unique a un call
sans formuler d’hypothése sur les préférences des agents. Nous achéverons
cette revue des modéles & volatilité stochastique en étudiant leurs impacts
sur la surface de volatilité.

1.4.1 Différents modéles

Les modéles a volatilité stochastique sont des processus bivariés. Il en
existe différentes spécifications. Le processus régissant les variations du sup-
port est identique pour toutes les spécifications et, il s’agit d’'un processus
Brownien géométrique :

dSt = CVCStdt -+ O'tStdBt. (146)

Contrairement au modéle de Black et Sholes (1973), o, est maintenant aléa-
toire et est défini de maniére générique par :

‘/;5 = g(O't),
AV = m(Vy)dt + h(V})dW;. (1.47)

Les mouvements Browniens dB; et dW, sont éventuellement corrélés, on a
E(dB;dW,;) = pdt. Le coefficient p a un fort contenu économique car il re-
présente le leverage effect.'” Pour faciliter les calculs, on retrouve parfois une

17Pour éviter toute confusion, nous précisons que ce p n’a aucun rapport avec le rhé de
la section 1.2.3.4.
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CHAPITRE 1. Les modéles d’évaluation

réécriture de ce modéle sous la forme :

dSt = OécStdt + OtStdBty
Vi = g(ow), (1.48)
dVy = m(Vy)dt+ h(Vi)(pdB: + /1 — p2dWy),

ou cette fois dW, et dB,; sont indépendants.

Les différents modéles envisageables sont issus de la spécification des fonc-
tions g, m et h. Celles-ci doivent prendre en compte des considérations éco-
nomiques mais également permettre une certaine commodité dans les calculs.
Cinq modéles émergent de la littérature, et font tous partie de la classe des
modéles CEV :

m(V}) = K, h(‘/;g) =7 Wi = Oy, (1 49)
dO't = K',O'tdt + ’YUtth, '

m(Vi) = k(9 — V), h(V}) =7, Vi = In(6?), 50)
dIn(c?) = k[0 — In(a?)]dt + vdW, '

m(V}) = K;(l9 - V;f)? h(%) =7 i = O, (1 51)
dO't = /43(19 — O't)dt + ’Yth, )
do? = k(0 — o2)dt + yodWy, '

m(Ve) = (9 = Vi), h(Ve) =1V, Vi = o, (153
do? = k(9 — o2)dt + yo2dW,. '

Le premier a été proposé par Hull et White (1987) et Wiggins (1987). Il s’agit
d’un processus Brownien géométrique standard similaire & celui imposé pour
le support. Il présente ’inconvénient majeur de ne pas étre stationnaire.
Ce type de spécification a été rapidement délaissé au profit des modéles
générant un processus de volatilité stationnaire, du type retour a la moyenne,
également appelés mean-reverting. Ceux-ci traduisent la présence d’une force
de retour vers une tendance de long terme du processus de volatilité. La
volatilité évolue autour d’'un niveau de référence, noté ¥ dans les équations
(1.50) & (1.53), le coefficient x désigne la vitesse de rappel. Les spécifications
(1.50) et (1.51) sont deux versions d’un méme processus appelé Ornstein-
Uhlenbeck. Nous verrons dans la section consacrée & 1’estimation des modéles
a volatilité stochastique qu’ils présentent de nombreux avantages d’un point
de vue économétrique. Les papiers de référence traitant ce type de modéle
sont Scott (1987) et Stein et Stein (1991) pour sa version simple, et Scott
(1987), Chesney et Scott (1989) et Melino et Turnbull (1990) pour sa version
logarithmique. L’équation (1.51) a été d’abord proposée par Cox et al. (1985)
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1.4. Modéles a volatilité stochastique

pour modéliser les variations des taux d’intéréts, Heston (1993) l'a repris
pour modéliser la volatilité. Il s’agit d’'un modéle CEV dans sa version racine
carrée. Cette écriture est la plus courante dans la littérature financiére.!'
Enfin, le modéle linéaire est donné par I’équation (1.53). Elle est issue de
la littérature économétrique. Nelson (1990) montre que cette diffusion est la
limite du modéle EGARCH qui, lui, est exprimé en temps discret.

Ce qui différencie ces modéles a volatilité stochastique est essentiellement
d’ordre calculatoire. Pour certaines de ces équations différentielles stochas-
tiques, plus précisément pour les formes (1.49), (1.50) et (1.51) nous disposons
de la solution, obtenue par application de la formule d’It6. Par ailleurs, la
fonction de densité de la solution est connue pour chacun de ces modéles, ce
qui peut constituer un avantage décisif pour I’évaluation d’options et 1’esti-
mation des paramétres.'® Pour chacun de ces modéles, nous fournissons dans
P’annexe A.5 les solutions, lorsqu’elles sont disponibles, les lois de transition,
ainsi que les conditions de stationnarité.

1.4.2 Evaluation d’un call européen

Supposer la volatilité comme étant stochastique équivaut a admettre
Pexistence d'une autre source d’incertitude. Pour construire un portefeuille
sans risque, 'opérateur doit se prémunir des variations du sous-jacent et des
variations de la volatilité. Malheureusement, la volatilité n’est pas un actif
et il n’existe pas d’actif qui lui soit parfaitemement corrélé. Par conséquent,
nous ne pouvons pas dupliquer de maniére unique un portefeuille générant le
taux sans risque & partir du support et de calls. La seule fagon de parvenir a
déterminer un unique prix d’option est d’ajouter une hypothése sur les préfé-
rences des agents. Le prix ainsi obtenu dépendra évidemment de ’hypothése
retenue. Il semble toutefois qu'un consensus se soit établi sur I’hypothése a
formuler.

L’obtention du prix d’'une option du type européen s’effectue par la mé-
thode de Cox et Ross (1976). Cela suppose que nous disposions d’une version
neutre au risque du processus générateur des données. Nous allons présenter
deux facons d’effectuer la neutralisation du risque. Ce sont les deux procédés
les plus populaires. La premiére approche consiste & mener une argumenta-
tion économique et a effectuer des calculs similaires & ceux présents dans la
démarche de Black et Scholes (1973). On utilise alors intensivement la for-

8Notons que le modéle d’Ornstein-Uhlenbeck dans sa version simple méne au modéle
de Cox-Ross-Ingersoll par une simple application de la formule d’It6.

197] est important de noter que ce sont les équations différentielles stochastiques associées
4 la volatilité qui ont des solutions. Le processus bivarié dans sa globalité n’a pas de solution
analytique.
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CHAPITRE 1. Les modéles d’évaluation

mule d’Itd pour parvenir a une équation différentielle stochastique que doit
résoudre le prix d’un call. La seconde approche repose sur le théoréme de
Girsanov. Quelle que soit la démarche adoptée, prendre en compte ’hypo-
thése d’absence d’opportunités d’arbitrage ne suffit plus 4 déterminer un prix
unique pour 'option. Le marché est incomplet et une hypothése supplémen-
taire est & formuler concernant les préférences des agents pour parvenir & un
prix unique.

Nous développons a présent la premiére approche qui a été proposée par
Heston (1993). On part du modéle suivant :

dSt = OécStdt + OtStdBty (1 54)
do? = k(¥ — ol)dt + yo,dWy, '
avec E(dBydW;) = pdt. On peut déterminer les variations du prix d’une
option grace a la formule d’It6 (voir ’annexe A.1.2). On obtient :

10°C o’C 1 6°C oC
dCy = ( (dSy)* + dSido; + ————(do?)* + —) dt+

2 9S2 8500> 2 9(02)> ot
aC aC
——dS, + —do?.
85 ' T g2t

(1.55)
Comme (dS;)? = 02S2dt, (do?)? = v20ldt et dSido? = pyo?Sedt (voir I'an-
nexe A.1.4), I'équation (1.55) se réécrit :

oC oC 10°C

Al 26,y pdt + TC Fdt + C |
—0 — 0. —at.
85802 TP T 5502 Y T

D’aprés 'hypothése d’absence d’opportunités d’arbitrage, la variation du por-
tefeuille est égale au montant investi dans le portefeuille multiplié par le taux
sans risque. Nous devons donc avoir :

ac, - Las o, - s\ w (1.57)
- =r —_— . .
t 35’ t t 35’ t

Cette égalité permet de parvenir & 1’équation différentielle que doit vérifier
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1.4. Modéles a volatilité stochastique

le prix de l'option :

aC aC 18°C o*C
(Ct - %St) dt = ﬁd(ﬂ + - 2 552 0t252dt+ 95902 OtSt'Ypdt+
1 0°C

- Y2oldt + a—Cdt.
2 0(c?)? ot
(1.58)

Contrairement au résultat obtenu par Black et Scholes (1973), cette équation
différentielle demeure stochastique par la présence d’un terme aléatoire dans
do? :

oC y oC p " oC W

do? % = do? K( o)t + do? 2 17T
Sa résolution aménerait donc & une infinité de solutions. C’est de cette facon
que s’exprime 'incomplétude du marché. Pour obtenir une solution unique,
Heston (1993) doit émettre une hypothése supplémentaire qui concerne les
préférences des agents. Il utilise un résultat issu d’une théorie d’équilibre
général de Cox et al. (1985) pour remplacer :

oC
p’YUtde

par un terme déterministe :

oC

—dt.
n()aat

La fonction ny (o) est la prime accordée par le marché pour rémunérer le
risque associé a la volatilité stochastique. Cox et al. (1985) ont montré que
pour des fonctions de préférences quadratiques, nv (o) = nvo?.2% Dés lors,
nous pouvons réécrire (1.58) :

oC 10°C 0*C

@(Ki(ﬁ —0?) —noi + 55520t % 2S2dt + 55952

o2 Syypdi+

1.59
1 9*°C (1.59)

20(02)>

oC oC
v2oidt — —dt — rC + 71— S;dt = 0.
ot oS

207] est important de noter que des formes plus souples peuvent étre adoptées pour
exprimer 7y (o). Par exemple, Broadie et al. (2000) et Chernov et Ghysels (2000) proposent
de remplacer ny (o) = nvo? par gy (o) = gva + nv,20”. Pan (2002) suggeére méme, sans
toutefois ’appliquer & son étude, de considérer des formes du type : gv,1 + nv,2 02 + v3
o* + ... . Ces auteurs ne précisent toutefois pas & quelles hypothéses sur les préférences
correspondent de telles formes de prime de risque.
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CHAPITRE 1. Les modéles d’évaluation

Cette expression est ’équation différentielle, associée a des préférences qua-
dratiques et tenant compte de I’absence d’opportunités d’arbitrage, que doit
vérifier le prix d’une option d’achat de type européen.?' En d’autres termes,
c’est une version neutre au risque du processus générateur de données. Dés
lors, nous pouvons appliquer la méthode d’évaluation du prix d’une option
fournie par Cox et Ross (1976). Nous avons :

C: = exp[—r(T —1t)] [(Sr— K)f(Sr)dS,,
K

= exp|—r(T —1)] [ £(Sr)dSr — Kf F(Sr)dSr, (1.60)
K

= S;P, — Kexp[—r(T —t)|P,,

ou :

_ Fexpl-r(T — 45
_ I[ s £(Sr)dSr,

P = / F(Sr)dSr,

et f(St) désigne la loi du support a I’échéance. Nous pouvons remarquer
que la derniére expression de (1.60) est analogue & la formule de Black et
Scholes (1973). Le probléme ici réside dans le fait que les expressions de P,
et P, ne sont pas connues puisque la loi marginale de St n’est pas dispo-
nible. Pour obtenir 'expression de P; et P», Heston (1993) montre que les
fonctions caractéristiques des quantités P; et P, doivent satisfaire la méme
équation différentielle (1.59). Cette astuce permet & Heston (1993) de four-
nir Pexpression de P, et P, sous une forme quasi-analytique. Leurs valeurs
sont fournies en annexe A.7.3. Le calcul du prix d’une option revient alors a
calculer des transformées de Fourier, ce qui peut étre effectué sans difficultés
majeures. De plus, Pavantage de Iécriture (1.60) est qu’elle permet de dé-
terminer trés facilement la sensibilité du prix d’une option par rapport a ses
déterminants. Pour un modéle dont le processus de volatilité est un Ornstein-
Uhlenbeck dans sa version simple, Schoebel et Zhu (1999) fournissent une

2LPour d’autres modéles & volatilité stochastique le raisonnement & mener est le méme,
seule ’hypothése sur les préférences des agents va différer. Par exemple, pour le modéle
Ornstein-Uhlenbeck dans sa version logarithmique, on va imposer des préférences logarith-
miques (voir chapitre 3). Il est important de noter que le choix des préférences selon les
modéles est essentiellement guidé par des raisons d’ordre calculatoire. Ainsi, imposer des
préférences logarithmiques dans un modéle 4 la Cox-Ingersoll-Ross reviendrait & supprimer
toute manipulabilité mathématique du modéle.
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1.4. Modéles a volatilité stochastique

approche analogue & celle de Heston (1993) pour déterminer les quantités
P, et P, dans ce cadre. Malheureusement, il n’est pas toujours possible de
déterminer ces quantités. C’est par exemple le cas lorsque le processus de la
volatilité est régie par un Ornstein-Uhlenbeck dans sa version logarithmique
(voir Chourdakis, 2004). D’autres techniques pour 1’évaluation concréte sont
alors envisageables comme nous le verrons par la suite.

Un autre point important consiste & remarquer que I’équation différen-
tielle (1.59) aurait pd étre retrouvée a partir du processus bivarié suivant :

dSt = TStdt+0'tStdBt,

do? = k999 — 02)dt + vyo,dW;, (1.61)

avec k9 = k +ny et 99 = kI/(k + nv).22 Ce processus est la version risque-
neutralisée du processus générateur de données, puisqu’il tient compte de
I’absence d’opportunités d’arbitrage et des préférences des agents. On re-
marquera que la risque-neutralisation a aboutit & un changement de la valeur
des paramétres sans altérer la structure du processus. Le systéme d’équations
(1.61) peut étre obtenu bien plus rapidement en appliquant le théoréme de
Girsanov (voir 'annexe A.2.2). La premiére étape consiste & remarquer que
pour toute translation des Browniens :

dB2? = dB,—ndt,

1.62
dW2 = dW, — nydt, (1.62)

les processus :

dS; = (e +n0oy)Sedt + 0,S,dBP

1.63
do? = k(9 — o?)dt + nyyordt + yo,dW2, (1.63)

sont équivalents au processus générateur de données formulé en (1.54). La
seconde étape consiste & prendre en compte ’'ypothése d’absence d’oppor-
tunités d’arbitrage. Nous avons alors r = «, + 1oy, donc 1 = (r — «)/0y.
L’équation (1.63) s’écrit donc :

dS;, = rS.dt+ 0,5:dBY,

1.64
do? = k(9 —o2)dt + nyyodt + yo,dWR. (1.64)

Ici, on peut noter qu’il existe encore une infinité de mesures ¢) qui sont équi-
valentes suivant les formes que prend 7y. Pour obtenir une mesure unique,

22Ici, il est facile de constater qu’il y a suridentifiabilité du terme ny. Avec d’autres
formes de spécification de la prime de risque, ce probléme disparait. Par exemple avec la
spécification de Chernov et Ghysels (2000) évoqué juste au-dessus, on trouve que d’une
part, la version risque-neutralisée est également de la méme forme que la version sous la
mesure objective et que d’autre part, kK9 = & - Nv,2 et 99 =9 - nv,1.
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il nous faut spécifier la forme de 7y. C’est 'hypothése des préférences qua-
dratiques déja évoquée précédemment qui entre alors en jeu. Sous cette hy-
pothése, on a nyyoy = nyoz. Dés lors 'équation (1.64) se réécrit :

dS, = rSdt+ 0,S,dBP (1.65)
do? = kP2 — o?)dt + yo, dW2, '

ol k€ et Y9 ont déja été définis. Finalement, le théoréme de Girsanov nous
garantit existence d’une mesure sous laquelle (1.65) est équivalente & (1.53)
et oll sous cette mesure, dBtQ et thQ sont des martingales. De plus, sous
cette mesure, le processus (1.65) est cette fois le seul a étre équivalent a
(1.53). L’obtention de ce processus risque neutre permet d’envisager 1’éva-
luation du prix d’une option avec la méthode de Cox et Ross (1976) comme
précédemment.

Enfin, il faut souligner ’existence d’un cas particulier. Il s’agit du premier
modéle a volatilité stochastique proposé par Hull et White (1987) et qui a
joué un role déterminant dans le succés de ces modéles. Hull et White (1987)
ont supposé que la prime de risque associée a une volatilité stochastique était
nulle (ny = 0), ce qui équivaut a dire que le risque associé a la volatilité est
diversifiable par la détention des autres actifs échangés sur le marché. Dans
ce cas, la risque-neutralisation ameéne & considérer le processus :

dSt = TStdt+0'tStdBt,

do? = k(9 — o2)dt + yoldW;. (1.66)

Le changement de mesure n’a pas entrainé de changements dans la valeur
des paramétres décrivant le processus de volatilité. Comme nous disposons
du processus risque neutre, nous savons, d’aprés Cox et Ross (1976), que le
prix du call est donné par I’équation (1.19) que nous redonnons ici :

Ct = eXp / ST — ST)dST (167)
K

Une simple manipulation inspirée des outils statistiques, la loi jointe est égale
au produit de la loi conditionnelle par la loi marginale (f(z,y) = f(z|y) f(y)),
permet de déduire que :

Cr = expl—r(T —1) If(ST—K)f(f(STm,T)f(x‘ft,T)dvt,T) asr,

= [ |exp(=r(T 1)) I(ST—Kxf(sTnz,T)dsT f(Vor)dVer,
(1.68)
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ol
_ 1 T
Vir=—— [ o°(s)ds
T—1Jt

est la valeur moyenne de la variance o2 et f(V;7) est la fonction de densité
de V; 7. Les crochets servent & mettre en évidence que le prix d’une option
d’achat de type européen est égal a la formule de Black et Scholes (1973)
intégrée par rapport a la distribution de la moyenne de la variance sur la
durée de vie restante de ’option. On a :

Corr = / Cps(Ss, K, 7, Vi, T — 8) f (Vi) Vi (1.69)

L’évaluation de cette intégrale peut se faire par la méthode de Monte Carlo
(voir 'annexe A.7.2.2). Notons également que la connaissance de la distri-
bution de la volatilité est suffisante pour procéder a I’évaluation. Hull et
White (1987) fournissent également une approximation analytique basée sur
un développement limité et donnée dans ’annexe A.7.2.1.

1.4.3 Impact sur la surface de volatilité

Les modéles a volatilité stochastique ont tous pour point commun la capa-
cité de générer des fonctions de distributions des rendements aux queues plus
épaisses que la loi normale. Ils permettent donc de prendre en compte I'exis-
tence des variations de forte amplitude observées sur les marchés. D’un point
de vue financier, ceci se traduit par la capacité a produire I'effet smile. Ainsi,
Hull et White (1987) montrent que la formule de Black et Scholes (1973)
surestime les options proches de la parité et sous-estime les options qui sont
fortement en dehors ou dans la monnaie. Renault et Touzi (1996) montrent
que le smile généré lorsque p = 0 est forcément symétrique. Lorsque p # 0, la
distribution peut étre asymétrique, et les modéles conduisent & une structure
de la volatilité qui peut présenter Ueffet Skew. Les graphiques (1.13) et (1.14)
illustrent ces phénoménes. Le modéle et la formule utilisés pour produire ces
graphiques est celui de Heston (1993). Suivant les valeurs de &, ¢ et -y, nous
pouvons modifier ’allure de la surface de volatilité. Ainsi, augmenter la va-
riance du processus en augmentant v va accentuer l’effet smile sur I’ensemble
des échéances. Le coefficient k, qui représente la vitesse d’ajustement du pro-
cessus de volatilité & sa tendance a long-terme va jouer sur la persistance
du smile selon les maturités. Plus « est grand et plus vite 'effet smile sera
estompé. Enfin, changer la valeur de ¥ revient & effectuer une translation
verticale de la surface de volatilité.
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Les paramétres sont : Sop =100, p =0, K =5, 9 = 0.05, v = 0.85, r = 0.03

F1G. 1.13 — Surface de volatilité obtenue par un modéle du type Hull et White
définie par ’équation (1.66). Les maturités vont de 6 a 51 jours.

Malgré la souplesse de ces modéles a volatilité stochastique, Das et Sun-
daram (1999) et Jiang (1999) ont mis en évidence un certain nombre de
limitations. Par exemple, les smiles empiriques ont une profondeur impor-
tante pour des options proches de 1’échéance. Il faut souvent imposer une
valeur pour v trés élevée, voire irréaliste pour obtenir un smile issu du mo-
déle théorique compatible avec le smile observé.?® D’autre part, pour de telles
valeurs de -y, le smile va s’étendre jusqu’aux échéances les plus lointaines. Or,
on constate empiriquement que le smile est moins prononcé pour les options
de grande maturité. Il faut donc avoir une valeur de x suffisamment forte
pour atténuer rapidement la profondeur du smile. La encore, la valeur que
doit prendre k peut paraitre peu plausible. Enfin, ayant épuisé tous les degrés
de liberté & notre disposition pour calibrer la surface de volatilité théorique
a celle observée, il ne nous reste plus d’instruments pour prendre en compte
d’autres phénomeénes éventuels.

23Le terme profondeur doit étre compris comme étant la différence entre la volatilité
implicite la plus élevée et la moins élevée.
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Les paramaétres sont : Sy = 100, p = —0.35, k9 = 5, 99 = 0.05, v = 0.85, r = 0.03

Fi1G. 1.14 — Surface de volatilité obtenue par un modéle du type Heston
définie par ’équation (1.65). Les maturités vont de 6 a 51 jours

1.5 Modéles & sauts

Une alternative aux modéles a volatilité stochastique est constituée par
les modéles a sauts. Ceux-ci parviennent & générer trés facilement des fonc-
tions de densité proches de celles issues d’une série de rendement (asymétrie
et queues épaisses). Ils parviennent également & produire des surfaces de vola-
tilité trés souples pour les options dont ’échéance est rapprochée. On peut se
réferrer & Bakshi et al. (1997), Das et Sundaram (1999) ou Jiang (1999) pour
une étude sur les smiles générés par ce type de modéle et une comparaison
avec ceux issus des modéles a volatilité stochastique.

1.5.1 Motivations

L’analyse de Black-Scholes-Merton repose sur le caractére continu des
variations du support. Cela signifie que pour un court intervalle de temps,
le support ne peut varier que d’un faible montant. Cette hypothése implique
que des fortes variations du cours, comme les crashs boursiers, n’existent
pas. Il y a 1a une forte contradiction avec la réalité. Pour prendre en compte
Pexistence de ces phénoménes, Merton (1976) propose d’étendre le modéle
de Black et Scholes (1973) en considérant que le support est généré par un
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mélange d’une diffusion et d’'un processus générant des valeurs non nulles
seulement & certains instants. Ce sont les modéles a sauts, ou Jump Models.

Merton (1976) suppose ainsi que la variation totale du sous-jacent est
composée de deux types de variations. Le premier type cause des change-
ments marginaux de la valeur du sous-jacent, ce sont des variations prove-
nant des "vibrations" normales du marché. L'impact de telles informations
par unité de temps sur la valeur du support est faible. Cette composante
du mélange est représentée par un processus Brownien géométrique standard
avec une variance constante. La seconde composante refléte la présence sur
le marché de "vibrations" anormales dues aux effets d’annonce spécifiques a
une entreprise ou son secteur. Par sa nature, I’événement extraordinaire se
produit seulement & des moments précis du temps. L’arrivée de cet événe-
ment extraordinaire est modélisée par un processus de Poisson, tandis que
I’amplitude du choc est une variable aléatoire dont la loi est a déterminer.
Le processus de Poisson est défini comme suit.

Nous supposons que l'arrivée d’'une information exceptionnelle est modé-
lisée selon une loi de Poisson d’intensité At. On note V; le nombre d’arrivées
observées jusqu’a la date ¢. Ces arrivées sont supposées étre indépendantes
et identiquement distribuées. Nous avons E[N;] = At et la probabilité qu'un
événement se produise dans un intervalle de durée trés court A est :

p = Ah + o(h). (1.70)

On peut signaler que, contrairement & un mouvement Brownien géométrique
dB;, le processus de Poisson tel qu’il est défini ici n’est pas une martingale.
En effet, pour s < ¢, on a :

E[N,|N,] = E[N; — N, + Ny|N,] = A(t — s) + N, # N,

Pour obtenir une martingale, il faut introduire la notion de processus de
Poisson compensé. On pose M; = N; — At, ou M; est un processus de Poisson
compensé, ou en d’autres termes, un processus de Poisson corrigé par son
espérance. Dans ce cas :

E[M;|M,] = E[M; — M, + M,|M,] = E[N; — N|Ns] — A(t — s) + M, = M,.

Lorsque cette information importante arrive, il y a un tirage dans la dis-
tribution des chocs, c’est & dire dans la loi de la variable aléatoire J qui
détermine 'amplitude relative de la nouvelle. L’impact sur la valeur du sup-
port est modélisé ainsi : si ’événement se produit entre ¢ et ¢ + A, la valeur
du support en t + h sera Sy = S; + S J. Comme, pour h petit, on a :

dSi _ Sian—5Si _

~ e —

St St

?
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on en déduit que J représente la variation relative du sous-jacent suite a un
saut. La loi de 1 4+ J est donc définie sur ’ensemble des réels positifs. Ainsi,
si 1+ J > 1, le saut implique une hausse instantanée du prix du sous-jacent,
tandis que 0 < 1+ J < 1 signifie un décrochage du cours du support pouvant
aller jusqu’a annuler le prix de Pactif.

Le modéle a sauts étudié par Merton (1976), est obtenu par 'ajout d'un
processus de Poisson compensé au processus Brownien géométrique standard.
L’équation différentielle stochastique que vérifie le support est :

dSt = (Oéc — )\E[J])Stdt + UStdBt + JStht, (171)

avec dN; un processus de Poisson décrit par I’équation (1.70), dN; vaut 1 si
le saut a eut lieu et 0 sinon. On a aussi, dNV; et dB; indépendants, \ est le
nombre moyen d’arrivées par unité de temps et E[J] est I'espérance de la
variation relative J. Si A = 0 et donc dV; = 0, on retrouve bien le processus
Brownien géométrique standard utilisé dans le modele de Black et Scholes
(1973).

Il existe une théorie similaire & celle des équations différentielles stochas-
tiques pour les processus & sauts (voir Merton, 1990, Runggaldier, 2002,
ou Cont et Tankov, 2003). Elle permet d’écrire la solution S; de 1’équation
(1.71) :

[ 2
Sy = Spexp (ac 7 AE[J]) t+oBy| [1¥,0 + J),

2

(1.72)

= Spexp (ac - % - AE[J]) t4+ 0B, + YN In(1+ ;)

ou encore :

In(S;) = In(Sy) + (ac - 02—2 - )\E[J]) t+ 0B + i In(1+J;). (1.73)

=0

Pour comprendre d’ou vient cette solution, notons (¢;) pour j = 1,...,n les
dates auxquelles se produisent les sauts et (t]_) avec j = 1,...,n, les instants
qui précédent immeédiatement les sauts. Sur lintervalle de temps [0;%,], il
n’y a pas de saut et les rendements évoluent selon le processus Brownien
géométrique standard. Sur ce laps de temps, la solution du processus est
identique & celle obtenue dans Black et Scholes (1973). On a :

o2
Sy = Soexp [(ac -5 AE[J]) ti + 0B, (1.74)
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Pour t € [t1; 5[, le méme raisonnement est applicable et nous avons :

o2
S;> = Sy exp [(ac 5 AE[J]) (ty —t) + 0By, (1.75)
Sachant que Sy, = S,- (1 + Ji), I'équation (1.75) se réécrit :
o2
Sy= = S (1+ J1) exp (ac -5 AE[J]) (ty —t1)oB,-_,, (1.76)

En remplagant S, dans (1.76) par son expression donnée dans (1.74), on en
déduit que pour ¢ € [0;t3] le processus du support est régi par :

2

S, = Soexp [(ac - % - )\E[J]) ty + 0B, | (1+J1). (1.77)

Finalement, ce raisonnement répété sur ’ensemble des instants ou il y a eu
un saut conduit a la solution (1.72).

Le fait de disposer de la solution permet également de déterminer la
distribution du support & la date t. Nous partons de (1.73), la loi marginale
de In(S;) s’écrit :

oo

fln(S,)] = / SwIn(S)|N, = nl f(Ny)dN,. (1.78)

0

La loi de NV; est connue et est une loi de Poisson qui a un support discret, on
a donc :
>, exp[—At](At)"
fn(Sy)] =>" fa[In(Sy)| N, = n). (1.79)

!
o n!

n

La loi conditionnelle de In(S;) sachant le nombre de sauts dépend de ma-
niére cruciale de la loi dont est munie ’amplitude des sauts. Nous pouvons
constater que supposer des sauts de taille log-normale contribue a simplifier
grandement son expression. En effet, en admettant que In(1+J) ~ N (az,02),
alors d’apreés la propriété d’additivité de la loi Gaussienne, nous avons :

Zln(l + J;) ~ N (nay,no’). (1.80)
i=0
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Dés lors, In(S;) sachant N; = n apparait comme étant la somme de deux
processus (la diffusion et la composante des sauts) Gaussiens. Sa loi est donc
également une loi normale dont ’espérance est :

mn, = FE[In(S)|N; = n]

= In(Sy) + (ac — AE(J) — ?) 1 nay, (1.81)

et de variance :
32 = V[ln(St)|Nt = TL]

"o oy + no3. (1.82)
Notons que d’autres spécifications pour la loi des sauts vont considérablement
compliquer ’expression de cette loi conditionnelle mais restent envisageables,
voir par exemple Kou (2002) pour une amplitude des sauts distribuée selon
une loi double-exponentielle, Hanson et Westman (2002) lorsque cette loi est
une loi uniforme ou encore Chacko et Viceira (2003) pour une distinction
entre sauts négatifs et positifs.?* Finalement, nous déduisons de ces résultats
que la loi marginale de In(S;) est un mélange infini de lois normales :

FIn(Sy)] = i SR L 1n(5)): s 52). (1.83)

n=

Deux remarques supplémentaires doivent étre formulées. La premiére
consiste & faire le paralléle entre la loi de In(S;) et la loi du support S;
proprement dite, nous avons :

> exp )\t
1(S) :Z Gk Fiowr (S; 11, 57). (1.84)

n=

Ce résultat découle de (1.83) et du lien entre la loi log-normale et la loi nor-
male. Il peut également étre obtenu a partir de la premiére ligne de ’équa-
tion (1.72) et en notant que les variables aléatoires log-normales sont stables
par multiplication. Le second point concerne la quantité E(J). Comme nous
avons spécifié une loi log-normale pour In(1 4 J) cette espérance peut étre
calculée directement :

BE(J) = EQ+J)-1,

= exp(ay +02/2) — 1. (1.85)

24Voir également Das et Foresi (1996) pour une spécification similaire des sauts & celle
de Chacko et Viceira (2003) mais avec une diffusion qui n’est plus un processus Brow-
nien géométrique mais un Ornstein-Uhlenbeck, plus orienté vers la modélisation des taux
d’intéréts.
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1.5.2 Evaluation du prix d’un call européen

L’argumentation permettant de déterminer le prix d’une option dans le
cadre des modéles a sauts est comparable i celle menée dans le cadre des
modéles & volatilité stochastique. La prise en compte des sauts introduit
une nouvelle source de risque. Ce risque va nous empécher de déterminer
un unique prix d’option. A nouveau il faut imposer une hypothése sur les
préférences des agents.

Merton (1976) fait une hypothése similaire a celle de Hull et White (1987),
a savoir que le risque est diversifiable.?> Dans ce cas, Merton (1976) montre
que le changement de mesure qui en découle n’affecte que la valeur de «,
qui doit étre égale au taux sans risque r. Plus explicitement, cette risque-
neutralisation nous conduit & considérer le processus suivant :

dSt

t

En supposant, comme précédemment, que la distribution de 'importance des
sauts est une loi log-normale, In(1 + J) ~ N (ay, %), nous disposons de tous
les éléments pour déterminer le prix d’un call européen. En effet, dans un
monde neutre au risque, nous savons que :

oo

Cu= expl=r(T = 1) [ (Sr = K)/(Sr)dSr. (1.87)

K

En utilisant les résultats exposés dans la section précédente et qui concernent
la loi du support a ’échéance, le prix du call se réécrit :

G — expir(r ) Fip— 1) & SN =0T =)

n:O n!
flnN(STa My, S n)dST7

(1.88)
ol m,, s’écrit maintenant :

mn, = In(S;) + (r —AE(J) — g) + nay, (1.89)

et s2 est défini par (1.82). Nous pouvons immédiatement remarquer une
certaine similitude entre cette expression et celle donnée par I’équation (1.27)

250n parlera également de risque non-systématique ou de risque idiosyncratique. Cela,
signifie que les sauts ne se produisent pas en méme temps sur 'ensemble des actifs.
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dans la section 1.2.2. Ici, le prix du call semble étre égal & la somme de prix
issus de la formule de Black et Scholes (1973) pour différentes valeurs de my,
et s2. Nous allons montrer que cette intuition est vérifiée. A cette fin, nous
réarrangeons les termes de (1.88) de la fagon suivante :

o = & SBENT O o)
n=0 n (1.90)
exp[—r(T — t)] I{(ST — K) fiun (ST; M4, 82)dST

D’aprés (1.27), (1.33) et (1.34), nous pouvons remplacer la seconde ligne de
I’équation (1.90) par :

exp|—r(T — 8)][E(Sr)(d) — KB(ds,)), (1.91)
ol : by - In[E(S7)/K] + s2/2
L _ WS/ - 2 (1.92)

E(St) = exp(mn+s3/2).
Le prix du call est donc donné par :

oo exp[—A(T — t)][MT — )|
c, = 3 P X (1.93)

exp[—r (T — t)][E(Sr)®(d1n) — K(da,n)]

En remplagant E(Sr) par son expression dans les deux premiéres lignes de
(1.92) et dans (1.93), on obtient, aprés quelques calculs simples, le résultat
suivant :
n=0 n! (1.94)
eXp[TL(CVJ + 0-?]/2)]£Stq)(d1,n) - KeXp(_Tn)q)(d2,n)]7

o

-~

on ra = (1= AE()))(T —1) +n(ay +03/2),

i In(S/K) + (ry + s/2)
o Sn ’ (1.95)

b~ WOS/E)+ (=)

Snp

68



CHAPITRE 1. Les modéles d’évaluation

Finalement, il suffit de remarquer que le dernier terme de I’équation (1.94)
n’est autre que la formule de Black et Scholes (1973), et que par ailleurs :

exp[n(ay + 02/2)] = exp(nn[l + E(J)]), (1.96)
= 1+ EW)", '
pour aboutir & la formule de Merton (1976) :
exp[— X (T — O]N(T — )"
CMerton = Z Xp[ ( )][ ( )] CBS (St7 K; Tns Sny 1) ’ (197)
n>0 n!
ol :
X = A1+ E(J)]. (1.98)

Le prix d’un call européen dans le cadre d’un modéle & sauts est donc égal a
une somme pondérée de prix de Black et Scholes.

Considérons a présent le cas plus général ou le risque associé aux sauts
n’est pas diversifiable. Runggaldier (2002) fournit les outils d’une procédure
permettant de passer de la mesure objective aux mesures risque-neutres.
Partant du processus générateur du sous-jacent donné par (1.71) :

dSt = (CVC — )\E[J])Stdt -+ O'StdBt + JStht, (199)

on peut passer & une mesure équivalente () qui comporte une translation du
terme aléatoire de la diffusion et un changement de l'intensité du processus
de Poisson de At en At (¢ > 0). En effet, si 'on procéde & un simple jeu de
réécriture dans (1.99) qui consiste a rajouter et soustraire les mémes termes,
on a :

ds
— = (a,— ME[J))dt + 0dB; + (ns0 — nso)dt
S, (1.100)

+(AYE[J] — MW E[J])dt + JdN;.
Si, a présent nous réorganisons les termes de la maniére suivante :
dS;
— = (a.+nso — MWE[J]))dt + o(dB; — nsdt)
St (1.101)
+(AMYE[J] — AE[J))dt + Jd Ny,
et que nous définissons les quantités suivantes :

dBP? = dB, — ngdt,

1.102
NP = dN,— \E[J]dt + M\pE[J]dt, (1.102)
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alors, la dynamique du sous-jacent sous ces nouvelles mesures (Q devient :
dS; = (e +nso — MYE[J))dt + ad By + JAN2. (1.103)

On peut remarquer que le changement de mesure laisse la structure du modéle
inchangée. En effet dBY reste un mouvement Brownien et dN° demeure un
processus de Poisson. Par ailleurs, le théoréme de Girsanov appliqué aux
modéles & sauts assure lexistence d’une telle mesure (voir annexe A.2.3).
On s’apercoit également qu’avec ce procédé de neutralisation du risque, les
processus équivalents & celui définit sous la mesure objective ne peuvent avoir
que lintensité des sauts qui change. A présent, prendre en compte ’hypothése
d’absence d’opportunités d’arbitrage revient & poser :

T = 0, + 1g0. (1.104)

Nous constatons alors qu’aucune contrainte sur v n’est formulée et donc
qu'il existe une infinité de couples (7s,1) qui vérifient cette condition. Par
conséquent il existe encore une infinité de mesures équivalentes a P. Contrai-
rement & ce qui se produit pour le modéle de Black et Scholes (1973), la
prise en compte de 'hypothése d’absence d’opportunités d’arbitrage ne suf-
fit donc pas a déterminer une unique mesure risque-neutre. Nous sommes
donc confrontés & un probléme similaire & celui rencontré dans les modéles a
volatilité stochastique.

Plusieurs études ont été consacrées a déterminer les parameétres & partir
d’arguments économiques. Hélas et contrairement aux modéles & volatilité
stochastique, le changement de mesure & adopter est un débat ouvert et
il n’y a pas encore de consensus sur le procédé de risque-neutralisation a
adopter. Les études portant sur ce sujet sont, entre autres, Bates (1988,
1991, 1996, 2000), Naik et Lee (1990), Ahn (1992), Amin (1993) ou Beinert
et Trautmann (1995). Une revue de littérature plus récente est fournie par
Runggaldier (2002) et par 'ouvrage de Cont et Tankov (2003). Le point
de départ de la procédure pour trouver une unique mesure risque-neutre
est, comme dans le cas des modéles & volatilité stochastique, d’utiliser une
approche d’équilibre général. Sous certaines hypothéses il est possible de
déterminer une seule mesure risque-neutre. Ainsi, si 'on se référe 4 Bates
(1988) ou Beinert et Trautmann (1995), en imposant : 1) une fonction de
préférence logarithmique et 2) en supposant qu’un indice boursier est un
bon proxy de la valeur d’un portefeuille constitué sur le marché, on peut
déterminer une expression explicite des paramétres 7g, et ¢ dans (1.103). On
a:

T —
s = et (1.105)

Y = exp(—as+03/2).
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Il est intéressant de remarquer que ces paramétres ne dépendent pas d’un
nouveau coeflicient comme c’était le cas dans la volatilité stochastique avec
nv. En revanche, ces hypothéses conduisent & ne considérer que ’existence
d’une prime de risque associée 4 la fréquence des sauts et dtent la possibilité
de l'existence d’une prime de risque associée directement a 'amplitude des
sauts.

Bates (1988, 2000) fournit alors un cadre plus général dans lequel la ver-
sion risque-neutre du modéle de Merton (1973) s’écrit :

ds
?t = (r — A%E[J9)dt + 0dB? + JUNE, (1.106)
t
ol : o
dBt = dBt — ’I']Sdt,
1.107
dN? = dN,— \E[J]+ \°E[J?], (1-107)
et,
T — Q.
Ns = ’
o (1.108)
A9 = Xy =Aexp(—ay +07/2),
E[J9) = E[J]+n; = E[J]-d?/2.

D’autre part, la loi de de In(1 + J%) demeure une loi normale ou seule le
parameétre d’espérance change. Les hypothéses nécessaires 4 ’obtention de ce
processus risque-neutre sont : 1) les agents ont des préférences logarithmiques,
et 2) la totalité de la richesse des agents est investie dans le sous-jacent.?6
La encore, la totalité des paramétres risque-neutres peut étre déduit a partir
des seuls parameétres issus de la mesure objective. Cette remarque prendra
toute son importance lorsqu’on cherchera & estimer les paramétres risque-
neutre d'un modéle & sauts dans les rendements au chapitre 5. Bates (2000)
souligne d’autre part, qu’étant données les valeurs pour ¢ et 77, nous avons
forcément A9 = A > ) et E(Z9) < E(Z), c’est a dire que sous la version
risque-neutre, la fréquence et 'amplitude des sauts sont plus fortes que sous
la mesure objective.

A présent, ayant établi la forme du processus risque-neutre, nous pouvons
étudier 'impact des sauts sur la surface de volatilité.

%6Le fait que la risque-neutralisation menée par Bates (1988), change l'intensité du
processus de Poisson et la taille moyenne des sauts mais laisse en ’état les paramétres
de variance, peut également étre obtenue par un autre procédé de risque-neutralisation. Il
s’agit de la transformée d’Esscher, voir par exemple Cont et Tankov (2003). Néanmoins
cette technique ne donne pas de liens explicites entre les paramétres des deux mesures.
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1.5.3 Impact sur la surface de volatilité

Les modéles & sauts permettent de générer des surfaces de volatilité
souples comme en témoigne le graphique 1.15. Ainsi, le signe et ’amplitude
des sauts vont déplacer I'asymétrie du smile. Si amplitude du saut a une
espérance nulle, la surface de volatilité va étre symétrique, dans les autres
cas elle va étre asymétrique et va donc présenter un effet skew. D’autre part,
la variance du saut va jouer sur la profondeur du creux. En comparaison

0,5
0,45
0,4
0,35
0,3
0,25
0,2

0,55
0,1

0,05

o—m
0 92 94 9% 98 p 1 51 36 31

1)41)6:086

Les paramétres sont : So = 100, A = 5, ay = —0.03, 05 = 0.03, 0 = 0.15,
r = 0.03

F1G. 1.15 — Surface de volatilité obtenue par un modéle du type Merton avec
des sauts log-normaux

avec les modéles a volatilité stochastique, les sauts ont ici un réle similaire
au coefficient de corrélation, ces deux quantités permettant de "jouer" sur
I’asymétrie de la surface de volatilité. En fait, il existe deux différences no-
tables entre 'impact des sauts et le coefficient de corrélation. Tout d’abord,
pour des options d’échéance courte, les modéles a sauts semblent particulié-
rement adaptés pour reproduire des smiles en adéquation avec la réalité. Ils
permettent en effet d’avoir des creux prononcés et une asymétrie importante
tout en préservant des valeurs de paramétres plausibles. En revanche, Das et
Sundaram (1999) et Jiang (1999) soulignent une certaine incapacité a refléter
les caractéristiques de la surface de volatilité pour des échéances lointaines.
Contrairement aux modéles & volatilité stochastique, les modéles a sauts
produisent des surfaces de volatilité dont 1’effet smile ou skew s’estompe trés
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rapidement avec I’augmentation de la maturité de 'option. Enfin, une der-
niére critique envers les modéles a sauts concerne I’évolution de la volatilité
implicite des options a parité selon la maturité. Celle-ci est mathématique-
ment croissante avec la maturité (voir Das et Sundaram, 1999) ce qui va a
I’encontre des constatations empiriques.

1.5.4 Lien entre les modéles a sauts et les mélanges de
lois

La solution donnée dans (1.97) est une somme infinie de lois. C’est aussi
une série, dont la valeur des termes décroit exponentiellement. Dans la pra-
tique on peut donc sommer sur un nombre n fini de lois pour obtenir un
prix d’option trés proche de la valeur exacte. Par ailleurs, la loi de Poisson
intervient clairement dans la solution (1.97), or celle-ci peut étre approchée
par la loi binomiale. Cette constatation conduit & envisager un mélange de
lois log-normales & n composantes et de pondérations p,, comme approxima-
tion de la loi du support a I’échéance. La question qui se pose alors est, que
faut-il supposer comme densité pour S;? Un élément de réponse est donné
par la remarque suivante : supposer un mélange de lois normales a deux
composantes seulement pour les variations du support & chaque instant £,
conduit & obtenir un mélange & 27~* composantes pour la loi du support &
I’échéance. C’est & dire que la loi du support a I’échéance est certainement
suffisamment souple pour que ’on puisse considérer qu’elle peut étre une
bonne approximation d’un mélange infini de lois normales. Ritchey (1990)
sans avoir, étonnamment, fait le lien avec les modéles a sauts, a donné une
méthode simple pour évaluer des options dans le cas ou les variations suc-
cessives du support suivent un mélange de lois normales. Nous donnons sa
procédure dans ’annexe A.7.5.

Nous signalons également les récents travaux de Leisen (2004) qui consti-
tuent sans doute une référence pour approfondir ce sujet concernant le lien
entre modeéles a sauts et modéles de mélange. Il montre, en particulier, ce
qu’on peut constater aisément en effectuant une simple application, que le
biais introduit par l'utilisation d’'un modéle de mélange pour évaluer le prix
des options est négligeable par rapport a l'utilisation de la formule donnée
par Merton (1976).

1.5.5 Extensions

Cette derniére décennie a vu le développement de nouveaux modéles de
plus en plus complexes pour décrire le processus du sous-jacent. Ainsi, Bates
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(1996) a introduit une volatilité stochastique dans un modéle & sauts. Le
processus du sous-jacent s’écrit alors :

dS;
5 " adt + 0rdBy + JdNy, (1.109)

do? = k(¥ — ol)dt + yo,dWy,

ou dB; et dW; sont deux mouvements Browniens corrélés, dB,dW; = pdt, et
ol les sauts ont les mémes caractéristiques que dans le modéle de Merton
(1976). La motivation de ce type de modéle est de non seulement prendre en
compte deux phénoménes empiriques établis mais également de pouvoir gé-
nérer des surfaces de volatilité plus souples. Bates (1996) décrit la procédure
de risque-neutralisation et parvient a déduire une forme quasi-analytique du
prix d'un call européen. Plus précisément, il étend la méthode de Heston
(1993) en passant par les fonctions caractéristiques et le calcul de transfor-
mées de Fourier. Un exposé clair de la dérivation de la formule du prix d’une
option dans ce modéle peut étre trouvé dans Bakshi et al. (1997), Scott
(1997) ou encore dans 'ouvrage de Cont et Tankov (2003, p477-480). Ce
modéle a connu un certain succés et des variantes ont été déclinées par la
suite. Par exemple, Andersen et al. (2002) ont envisagé une autre spécifica-
tion pour la volatilité, en ’occurence un modéle Ornstein-Uhlenbeck dans sa
version logarithmique. Ils ont également proposé, a l'instar de Bates (2000)
et Pan (2002) une intensité A(¢) du processus de Poisson dNV; non-constante
et dépendante du niveau de volatilité. Les travaux de Pan (2002) constituent
surtout une étude de référence davantage orientée vers les primes de risque
associées aux sauts et & une volatilité stochastique. On peut consulter Cher-
nov et al. (1999) pour d’autres spécifications de l’intensité du processus de
Poisson. Chacko et Viceira (2003) se sont eux focalisés sur une autre spéci-
fication de 'amplitude des sauts. Plutdét que de considérer J comme étant
une variable aléatoire distribuée selon une loi log-normale, ils ont proposé de
dissocier les sauts négatifs —J; des sauts positifs J,, chacune de ces deux
variables étant distribuée selon une loi exponentielle.

Le modéle de Bates (1996) semble trés attrayant puisqu’il englobe les mo-
déles standard ce qui devrait permettre une meilleure adéquation entre une
surface de volatilité théorique et une surface de volatilité empirique. En parti-
culier, en combinant un modéle a sauts & un modéle & volatilité stochastique,
on pourrait espérer associer les avantages des deux modéles en termes de sur-
face de volatilité. Ainsi, la présence des sauts devrait compenser les lacunes
d’un modéle a volatilité stochastique pour les options d’échéance courte, et
inversement une volatilité stochastique devrait pallier les insuffisances d’un
modéle & sauts pour les options de maturité longue. Dans les faits, les ré-
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sultats sont plus mitigés. Bakshi et al. (1997), dans une étude empirique
d’envergure qui vise 4 comparer les modéles & sauts, les modéles & volatilité
stochastique et le modéle de Bates (1996), concluent que ce dernier modéle
ne conduit pas réellement & une meilleure adéquation en termes de surface de
volatilité. Les études de Bates (2000) et Pan (2002) corroborent ce résultat.
Une mise en cause de la modélisation par une diffusion de la volatilité émerge
clairement dans ces travaux. Aussi, Bakshi et al. (1997), Bates (2000), Pan
(2002), mais aussi Duffie et al. (2000), Bakshi et Cao (2002), Eraker et al.
(2003), Chen et Scott (2004), Eraker (2004), Broadie et al. (2004) et Raggi
(2005) plaident en faveur de Iintroduction de sauts dans la volatilité.?

Duffie et al. (2000) parviennent & fournir une formule quasi-analytique
du prix d’une option et montrent que la prise en compte des sauts dans la
volatilité a un impact sensible sur la surface de volatilité. Plus particulie-
rement, les sauts dans la volatilité peuvent générer un effet skew prononcé
pour les options d’échéance lointaine et produire une volatilité implicite dé-
croissante en fonction de la maturité des option & parité. De méme, Bakshi
et Cao (2002), Eraker et al. (2003), Broadie et al. (2004) et Eraker (2004)
montrent qu’il y a une réelle amélioration. Il s’agit 14 des modéles les plus
souples disponibles & I'heure actuelle. Ils s’écrivent sous la forme :

dS,
?t = Q.dt + 0, dB; + ZdM;, (1.110)

do? = k(93— o?)dt + yordW; + Jd Ny,

ou E(dBdW;) = pdt, dM; et dNy sont deux processus de Poisson d’intensités
Az et Aj. L’intensité Az est éventuellement non-constante et dépendante du
niveau de volatilité (voir Bates, 2000, Duffie et al., 2000, Pan, 2002 ou encore
Andersen et al., 2002). La taille des sauts, J, dans le processus de volatilité
est distribuée selon une loi exponentielle de paramétre p;. Cette hypothése
est nécessaire pour 1) éviter une volatilité négative et 2) obtenir une formule
quasi-analytique du prix d’une option. Enfin, la taille des sauts dans le pro-
cessus du sous-jacent, Z, peut étre modélisée de deux fagons différentes. La
premiére consiste a supposer dM; et dN; indépendants ; les sauts dans la vo-
latilité sont indépendants des sauts dans le processus du sous-jacent.?® Dans

2TBates (2000) et Chernov et al. (2003) avancent une autre modélisation possible, il
s’agit des modéles & multi-facteurs. L’idée de ces modéles est d’injecter dans le processus
du sous-jacent un second terme Brownien & la place d’un processus de Poisson. Bates
(2000) tranche en faveur de sauts dans la volatilité.

28Précisons que des sauts dans la volatilité peuvent produire une forte variation dans
I’évolution des rendements. Nous devrions donc plutét dire que les sauts dans le sous-jacent
provenant des sauts dans la volatilité sont indépendants des sauts provenant du processus
de Poisson dM;.
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1.5. Modéles a sauts

ce cas, Z est distribuée selon une loi normale Z ~ N (az, 0%). Une autre spé-
cification possible de Z consiste a dire que les sauts dans la volatilité et les
sauts dans les rendements se produisent simultanément : dM; = dN; et que
Pamplitude Z dépend de la taille des sauts dans la volatilité J. Autrement
dit, les tailles des sauts sont corrélées. Dans ce cas, la loi conditionnelle de Z
est :

Z|J ~ N(az + pzJ,0%). (1.111)

Nous traiterons de 'impact des sauts (exclusivement) dans la volatilité
dans le chapitre 3. Dans le chapitre 5 nous développerons un modéle similaire
a celui donné dans (1.110).
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Chapitre 2

Les méthodes d’estimation

Dans le chapitre précédent, nous avons exposé différents modéles d’évalua-
tion des options. Chacun d’eux dépendait des paramétres de la loi supposée
du support. Le probléme traité dans ce chapitre consiste & fournir des outils
permettant d’estimer ces parameétres.

Une premiére difficulté qui se présente est le caractére discret des obser-
vations disponibles alors que les modéles financiers sont exprimés en temps
continu. Lorsque la solution du processus est connue, une discrétisation exacte
est envisageable, c’est le cas par exemple du modéle de Black et Scholes
(1973). Disposer de la solution n’est cependant pas une condition suffisante
pour permettre 'utilisation de méthodes d’estimation simples. Ainsi, la dis-
crétisation exacte du modéle & sauts de Merton (1976) conduirait a I’estima-
tion de mélanges de lois normales dont le nombre de composantes est infini.
Dans ce cas, le schéma de discrétisation suggéré par Ball et Torous (1983)
peut étre employé. Enfin, dans le cas des modéles comportant une volatilité
stochastique, ot la solution du processus bivarié n’est pas disponible, c’est le
procédé de discrétisation d’Euler qui s’est imposé. L’étude et la réduction du
biais induit par la discrétisation ont été traités par, entre autres, Gouriéroux
et al. (1993) a travers la méthode d’Inférence Indirecte, ou Eraker (2001) dans
une optique Bayésienne. L’existence d’un biais de discrétisation a également
favorisé I'utilisation de données & haute fréquence. Toutefois, il est commu-
nément admis que pour estimer des paramétres annualisés, 'utilisation de
données quotidiennes ne génére qu’un biais négligeable.

Un second probléme, plus délicat & résoudre, concerne les modéles & vola-
tilité stochastique. Nous avons déja signalé ’absence de solution analytique
pour ces processus bivariés. Il découle de ce résultat que la distribution de la
solution est, elle aussi, inconnue. D’un point de vue économétrique, cela se
traduit par 'impossibilité d’écrire la vraisemblance de maniére explicite. Dés
lors, 'estimation des parameétres est sérieusement compromise. La résolution
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de ce probléme a généré un vaste courant de littérature.

Enfin, une troisiéme difficulté apparait lorsqu’on cherche & estimer les pa-
ramétres des différents modéles financiers sous leur forme risque-neutralisée.
Dans cette version, les modéles financiers peuvent contenir des termes re-
présentant la prime de risque associée & une volatilité stochastique ou a la
présence de sauts.

La premiére section traite de l'estimation de ¢ dans le cadre de Black
et Scholes (1973), et plus généralement de 'estimation des paramétres d'un
processus Brownien géométrique. La deuxiéme section décrit les méthodes
d’estimation pour les modéles & volatilité stochastique. La troisiéme section
est consacrée aux méthodes d’estimation des modéles a sauts.

2.1 Estimation de o dans Black et Scholes

Dans la formule de Black et Scholes (1973), le seul paramétre inconnu est
la volatilité future o du sous-jacent. L’estimateur naturel, proposé par Black
et Scholes (1973), est 1’écart-type des rendements sur une période passée.
Cet estimateur est appelé la volatilité historiqgue 6. Son calcul est simple et
il suffit pour cela de disposer de n prix du support sur une période allant de
la date ¢; & la date t,. La définition exacte de la volatilité historique est :

ou y; = In(S;/S;_1) est le rendement observé du sous-jacent a la date ¢, et §
est la moyenne des rendements observés sur la période. Plusieurs choix sont
possibles pour la longueur de la période, 'espacement entre deux dates, et
le moment auquel on observe le cours du support. On choisit, en général, de
prendre des données quotidiennes basées sur le cours de cloture s’étalant sur
une année (n = 252).

D’une maniére plus générale, le probléme qui se pose est ’estimation
des paramétres d’'une équation différentielle stochastique. Rappelons que le
caractére continu des modéles financiers permet I'utilisation des techniques
du calcul stochastique sans lesquelles I’évaluation du prix d’une option est
compromise. Dans les faits, et méme sur les marchés organisés les plus mo-
dernes, la cotation s’effectue en temps discret. Le défi lancé & ’économétre
est donc de pouvoir estimer les paramétres d’'un processus en temps continu
avec des observations discrétes. Le point-clef qui permet d’appliquer une mé-
thode d’estimation usuelle tel que le maximum de vraisemblance réside dans
la capacité a écrire la solution de I’équation différentielle stochastique et a
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déduire sa distribution. Ainsi, dans le cas du processus Brownien géomé-
trique standard, ’estimation par maximum de vraisemblance ne pose pas de
difficultés. En effet, partant de :

dSt = OécStdt + O'Stth, (21)

on peut déduire le processus de In(S;) en appliquant la formule d’It6 :

2

On obtient ainsi la solution S; de 1’équation différentielle stochastique (2.1)
sachant que la valeur initiale est S :

2

o
S; = Spexp [(ac — 5) t+ oW, (2.3)

ce qui signifie que S; est distribuée selon une loi-lognormale. Les rendements
sur une période quelconque A s’écrivent y;(A) = In(S;/Si—a) et sont dis-
tribués selon une loi normale d’espérance «, — 0%/2A et de variance o?A
puisque :

2 (2.4)
= |a.— 0 A+ oW,

Si, & présent, nous supposons que A est le laps de temps entre deux observa-
tions, alors (2.4) est une discrétisation exacte de (2.1). En effet, (2.4) s’écrit
plus simplement sous les formes :

Uy o+ 0\/&5,5,

) = fanlysa,0A), (2.5)

ol a = (o, — 0%/2)A. Pour estimer des paramétres annualisés avec T ob-
servations journaliéres, on pose A = 1/252 ou 252 représente le nombre de
jours de cotations dans une année. La vraisemblance s’écrit simplement :

L(y) = [ [ fn(wes 0, 0%A). (2.6)
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La méthode du maximum de vraisemblance s’applique alors facilement et on
obtient les estimateurs suivants :

. 1 T
G = —
T;yt
1 T
6° = =Y Ay — &) (2.7)
T i=1
o2

d, = GA+ —
2

2.2 Estimation des modéles i volatilité stochas-
tique

Dans le cas d’'un processus univarié ol seules les variations du support
sont modélisées par un processus Brownien géométrique, nous avons vu que
I’économeétre devait faire face & un probléme de discrétisation. Celui-ci se
résout de maniére assez simple, car une discrétisation exacte est disponible.
Dans le cas d’un processus bivarié, o la volatilité évolue elle aussi de maniére
stochastique, il n’existe plus de solution analytique. Il découle de ce constat
que la loi marginale de transition des rendements est inconnue ou n’est pas
manipulable facilement puisqu’elle s’exprime sous forme d’intégrale. De plus,
I’économétre est confronté & une difficulté supplémentaire : il s’agit du ca-
ractére inobservable de la volatilité. On parlera de modéles latents. Nous
proposons ici une revue sommaire des principales solutions économétriques
apportées a ces problémes. Celles-ci peuvent étre regroupées en trois caté-
gories. La premieére catégorie rassemble les études parvenant a estimer I’en-
semble des paramétres du processus bivarié a partir des seuls rendements. La
seconde catégorie est composée de méthodes économétriques s’appuyant sur
le fait suivant : puisqu’il s’agit d’estimer des paramétres de modéles permet-
tant ’évaluation d’options, les prix observés des options semblent adaptés
pour servir de données. Enfin, la troisiéme catégorie d’articles exploite la
volatilité implicite, quantité observable, pour obtenir des inférences sur les
paramétres de la volatilité instantanée.

2.2.1 Estimation & partir des rendements

Dans cette section, notre objectif est de fournir des méthodes d’estima-
tion de ’ensemble des paramétres d’un processus bivarié, exprimé en temps
continu, donné par les équations (1.46) et (1.47). Les seules données ob-
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jectives utilisées par ’économétre sont les variations du cours du support.
Celles-ci sont de nature discréte. Le premier constat & effectuer est qu’il
n’existe pas de solution analytique a ce processus bivarié. Par conséquent, on
ne peut pas envisager de discrétisation exacte a partir de laquelle on pourrait
déduire une vraisemblance. La seule voie empruntable repose sur une discré-
tisation approchée. Plusieurs schémas de discrétisation sont envisageables,
les plus populaires étant la méthode d’Euler et la dicrétisation ARCH. Dans
un premier temps nous développerons les méthodes d’estimation fondées sur
la premiére méthode de discrétisation, puis, nous discuterons la discrétisation
ARCH.

2.2.1.1 Les modéles a volatilité stochastique autorégressive

Ces modéles sont obtenus en effectuant une discrétisation d’Euler du pro-
cessus bivarié donné par les équations (1.46) et (1.47). Parmi toutes les spé-
cifications du processus de la volatilité, 1a version log-OU s’est trés largement
imposée dans les études empiriques. Nous allons donc poursuivre avec cette
formulation. Rappelons qu’en temps continu nous avons :

dSt = CVCStdt+0'tStdBt,

dlno? = k(9 — lno2)dt + ydW;. (28)
La premiére étape de la discrétisation donne :
Spia — St = aSiA + oV ASyuy, (2.9)

Ino2 , —lno? = k(¥ —Ino)A+yvVAuw,

ou A désigne le pas de la discrétisation, par exemple, pour des données
quotidiennes, on a A = 1/252, et les paramétres 4 estimer sont annualisés.
Enfin, u; et v; sont deux termes d’erreurs Gaussiens d’espérance nulle et de
variance 1.! Cette expression peut se réécrire sous la forme suivante :

Ys = A+ exp [ht]\/Zut,
hy = Ino?, (2.10)
hiyn = p+ Bhy + vy,

ou y; désigne le rendement du support et ou u = k¥A, f§ = 1 — KA et
§ = vV/A. Finalement, les variations entre deux observations sont modélisées
suivant la forme standard :

v = o+ exp[h]VAu,
hy = InoZ, (2.11)
he = p+ Bhi_y + v,

1Si les deux mouvements Browniens sont corrélés, on discrétisera (1.48).
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Les autres spécifications peuvent étre discrétisées de la méme facon. Des
études approfondies sur les propriétés de ces modéles a volatilité stochastique
discrets ont été menées par Taylor (1994) et Ghysels et al. (1996). Une revue
de littérature récente portant sur l'estimation de ces modéles est fournie
par Broto et Ruiz (2002). Ces modéles présentent I’avantage de converger
fortement vers les modéles en temps continu pourvu que les données soient
observées avec une fréquence assez élevée (des données journaliéres semblent
suffire). A D'instar des modéles & volatilité stochastique exprimés en temps
continu, la fonction de densité de transition des y; n’est pas connue. Il en
découle que le calcul de la vraisemblance s’avére complexe. Plus précisément,
pour pouvoir écrire la fonction de vraisemblance de la loi marginale des y;,
il nous faut intégrer la fonction de densité jointe des rendements et de la
volatilité par rapport a la loi de la volatilité. Formellement, en adoptant les
notations y = y1, ..., yr, h = hy, ..., hr et § = (o, i, 8, ), la vraisemblance est
donnée par :

ﬂmw=/}wwmﬂﬁww, (2.12)

ol la dimension de lintégrale est égale a la taille de P’échantillon 7. Evi-
demment, le cas idéal serait de disposer d’une volatilité observable. En effet,
I’estimation des paramétres ne poserait pas de difficultés et s’effectuerait a
travers la loi jointe de (y, h) d’on 'on pourrait déduire la vraisemblance sui-
vante :2

L(ys, by) = ﬁ ﬁexp (M) X

t=1 (2mhy h? 513
N R ITC D) AW
(2hy)T/? P 242 '

Les méthodes d’estimation fondées sur les moments On congoit ai-
sément que le type de vraisemblance donnée par (2.12) ne se préte pas fa-
cilement & des calculs. Par ailleurs, nous savons que les modéles a volatilité
stochastique sont stationnaires et que les moments sont facilement calcu-
lables. C’est pourquoi les premiéres tentatives faites pour estimer les pa-
ramétres d’'un modéle a volatilité stochastique discret sont fondées sur la
méthode des moments et ses extensions : la méthode des moments généra-
lisés introduite par Hansen (1982), la méthode des moments simulés (Duffie

2Un certain nombre de techniques d’estimations, que nous allons détaillées par la suite,
consiste justement & rendre la volatilité instantanée observable, soit en la remplagant par
une estimation, soit en fournissant une approximation. Nous emploierons alors un procédé
connu sous le nom d’augmentation de données.
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et Singleton, 1993) ou encore la méthode des moments efficients (Gallant et
Tauchen, 1996). Ces estimateurs reposent sur la convergence des moments
de ’échantillon vers leurs espérances. Ils sont convergents et asymptotique-
ment normaux. De plus, la procédure est simple & mettre en oeuvre. On peut
se référer aux travaux de Taylor (1986), Chesney et Scott (1989), Melino et
Turnbull (1990), Andersen (1994) ou encore Andersen et Lund (1997) pour
des applications en finance.

Pour illustrer la méthode des moments, reprenons le modéle (2.11), dans
lequel nous posons a = 0. Nous savons que la loi de h; = Ino? est une loi
normale de paramétres u, = p/(1 — 8) et de variance o = §%/(1 — 4?). On
en déduit, par exemple, les moments d’ordre m, E(y)"), avec m = 1,2,3,4 :

m = E(yt) = 07

my = E(y;) = E(ojui) = E(exp[hy])E(u}),
= exp(pn +034/2),

my = E(y}) = E(0})E(u) =0,

my = E(y}) = 3exp2us + 202).

En égalisant ces espérances & leur moments empiriques 1/7 ZZ;I yy", on est
amené a résoudre un systéme de 4 équations & 3 inconnues (u, 5, ¢). Prendre
un nombre d’équations supérieur au nombre de paramétres permet de prendre
en compte davantage d’informations. On peut alors étre confronté a ’absence
de solutions. La méthode des moments généralisés apporte une bonne mé-
thode de résolution du systéme liant les observations aux paramétres. En
notant gr(f) la relation qui lie les observations aux paramétres (dans le cas
précédent ¢ serait un vecteur a 4 composantes dont chaque élément serait la
différence entre le moment théorique et le moment empirique), 'estimateur
de la méthode des moments généralisés, 9T, est solution de :

Or = Arg min gr(6)' Qrgr(6), (2.14)

ou {1 désigne une matrice de produit scalaire de dimension égale au nombre
d’équations et dont les éléments diagonaux reflétent I’importance accordée a
I’adéquation entre le moment d’ordre empirique et le moment d’ordre théo-
rique.

Cette procédure présente toutefois un inconvénient majeur pusiqu’il est
connu que d'un point de vue théorique, les méthodes d’estimations fondées
sur les moments sont sous-optimales en termes d’efficience par rapport aux
méthodes fondées sur la vraisemblance.

Il faut également souligner ’apparition de nouvelles méthodes d’estima-
tion fondées sur la fonction caractéristique, voir par exemple Carrasco et al.
(2003) ou Chacko et Viceira (2003), qui sont apparentées a la méthode des
moments généralisés.
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Méthodes fondées sur la vraisemblance Les méthodes d’estimation
utilisant la vraisemblance peuvent étre classées en deux catégories. La pre-
miére part du modéle (2.11), la seconde utilise un modéle qui a été linéarisé :

Iny? = c+ hy+ In(ug)?,
hy = Ino?, (2.15)
ht = u+ /Bht—l + (S’Ut,

ot ¢ = In(a).

Meéthodes s’appliquant & y; Deux alternatives possibles ont été plus
particuliérement étudiées. Elles permettent ’estimation des paramétres du
modéle tel qu’il est écrit en (2.11). Il s’agit de la méthode du Maximum
de Vraisemblance Simulée (MVS) décrite dans Danielsson et Richard (1993)
et approche Bayésienne par la Méthode de Monte Carlo par Chaines de
Markov (MCMC) développée par Jacquier et al. (1994). Des applications
de la premiére approche peuvent étre trouvées dans Danielsson (1994) et
Liesenfeld (1998, 2001). Cependant, la méthode du MVS souffre de ne pas
pouvoir s’adapter facilement & d’autres spécifications que celle donnée dans
(2.11) comme l'indiquent Danielsson (1998) et Shepard (2000). Aussi, nous
préférons étudier en détail I'approche suggérée par Jacquier et al. (1994).
Pour alléger les notations, nous supposons que « = 0 et désignons par 6
I’ensemble des paramétres (u, 3,0).

Tout d’abord, Jacquier et al. (1994) réinterprétent la spécification du
modéle a volatilité stochastique comme étant une structure hiérarchique a
trois niveaux de distributions.

L. f/\/(yt|ht)7
2. fln/\/(ht|0)7
3. f(9).

Le premier niveau signifie que la distribution conditionnelle de y;|h; est une
loi normale, le second niveau signifie que la distribution conditionnelle h,|d
est la loi log-normale. Enfin, comme on se place dans un cadre Bayésien, on
affecte une loi a priori aux paramétres 6. Dans ce contexte, ’équation de la
volatilité stochastique, gouvernée par la loi fi, v (h¢|@), peut étre considérée
comme une loi a priori pour h;. En d’autres termes, h; est vu comme un pa-
ramétre dans le niveau 1, et on lui affecte donc naturellement une loi a priori.
Nous avons, d’une certaine facon, augmenté les paramétres avec le vecteur
de volatilité inobservable h = (hy, ..., hr). Cette idée est connue sous le nom
d’augmentation des données et a été introduite par Tanner et Wong (1987).
La loi a posteriori jointe de 'ensemble des paramétres (h,6) est donnée par
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le théoréme de Bayes et est proportionnelle au produit de la vraisemblance
Fylh) = T11—, far(yel ) et des lois a priori f(h|6) = [T, finnr(7s|6) et £(6) :

f(h, Bly) o f(ylh)f(h|0)£(6). (2.16)

A partir de cette loi a posteriori, on peut utiliser la loi marginale f(8|y, h)
pour estimer les paramétres et la loi marginale f(h|6,y) pour générer des
volatilités. Le probléme qui se pose est de pouvoir simuler des observations a
partir de cette loi a posteriori. Ceci peut étre fait grace a I’échantillonnage de
Gibbs. Le principe de cet algorithme, proposé par Gelfand et Smith (1990),
consiste a décomposer la loi a posteriori jointe en des distributions condi-
tionnelles univariées dont il est possible de simuler des tirages. En tirant de
maniére itérative dans chacune de ces lois univariées, on dispose d’observa-
tions issues de la loi a posteriori jointe.

Dans le cas d’un modéle a volatilité stochastique, Jacquier et al. (1994)
décomposent la loi a posteriori jointe en deux blocs : f(8]y, h) et f(h|0,y). En
fixant des lois a priori conjuguées pour les éléments de 6, on trouve facilement
les lois a posteriori conditionnelles pour chacun des paramétres composant 6.
Le bloc f(h|8,y) peut lui aussi étre scindé en T fonctions de densité univariées
f(h¢|8,y:). On peut alors remarquer que pour ¢ donné, le terme h; intervient
aussi bien dans la loi de h:|h;—1 que dans la loi de h;iq|h:. Par conséquent,
la loi f(h:|6,y:) s’écrit de maniére plus précise f(h¢|hi—1, hit1,0,y). Malheu-
reusement, le noyau de cette fonction de densité ne correspond a aucune loi
usuelle, on a en effet :

f(ht|ht—17 Bt i1, 0,y) & f(yt|ht)f(ht|ht—1)f(ht|ht+1)

1 v\ 1 (In by — as)?
X ——exp|—— | —exp|——7-—"|,
Vi ( 2ht> he [ 2b° ]

o (2.17)
ot a; = (u(1—8)+ B(In(hyyr) +1n(hs_1))(1+ 82%) et b = 62/(1+ B?). Jacquier
et al. (1994) évoquent deux pistes pour effectuer des tirages dans (2.17). La
premiére voie repose sur la méthode d’acceptation-rejet. Il s’agit de proposer
une fonction de densité g dont il est facile de simuler des observations et
qui vérifie f(h:) < cg(h:), pour tout h; appartenant au support de f. Si
Ion dispose de c et g, I’algorithme permettant de générer des tirages dans
[ consiste 1) & effectuer un tirage dans g pour obtenir un candidat A}, puis
2) a accepter h; avec probabilité f(h;)/[cg(h;)]. S’il y a rejet, on répéte les
deux étapes jusqu’a acceptation. Une autre possibilité consiste a construire
un algorithme de Hastings-Metropolis indépendant. Dans ce cas, on utilise
une fonction de densité instrumentale ¢ pour générer les h;. Partant d’une

-~
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valeur de h,gi), une nouvelle valeur hﬁi“) est proposée en effectuant un tirage
dans g, cette nouvelle valeur est acceptée avec probabilité :

. (f(hﬁ””)/q(hﬁ””) 1)

70 /() (218)

S’il y a rejet, on reprend la valeur h,gi) comme étant la nouvelle valeur. Jac-
quier et al. (1994) combinent ces deux possibilités. Leur algorithme consiste
donc a effectuer un tirage h; dans g, ’accepter avec probabilité min[f(h;)/(cg(h}))]
et répéter cette étape jusqu’'a 'acceptation d'un h;. Ensuite, h; entre dans
P’étape d’Hastings-Metropolis. Si A7TY n’est pas accepté, on retient A",

A présent, se pose la question du choix de c, g et q. Jacquier et al. (1994)
s’appuient sur un résultat de Tierney (1994) pour montrer que la fonction ¢

a utiliser dans (2.18) est :

g(h) oc min[f(h), cq(h)]. (2.19)

Il ne reste donc plus qu’a déterminer ¢ et g. Le choix de g s’effectue en
observant, dans (2.17), que Pexpression de la loi de h; contient les noyaux
de deux lois connues, la loi inverse-gamma de paramétres —0.5 et y2/2 (&
gauche) et la loi log-normale (& droite). Jacquier et al. (1994) calibrent alors
la loi log-normale par une loi inverse-gamma en faisant correspondre les deux
premiers moments de ces lois :

M = exp(a; + b?/2),
LNt — 1
Bing

(arnvg — 1)*(aryg — 2)

(2.20)

= exp(2a; + b?*)[exp(v?) — 1].

La loi g qui en résulte est donc une loi inverse-gamma dont les parameétres
sont formés par la somme des paramétres de la loi inverse-gamma initialement
présente dans (2.17) et de la loi inverse-gamma calibrée 4 la loi log-normale :

@, = aLN,t+(_0-5)+17
By = /BLN,t+yt2/2-

Enfin, Jacquier et al. (1994) proposent de définir ¢ comme étant la valeur du
rapport 1.1 X f/g évalué au mode de g, c’est & dire en §,/(a, +1). Ce choix
de ¢ s’explique par des considérations pratiques permettant d’améliorer les
performances de l'algorithme (éviter un trop grand nombre de rejets ou de
répétitions). Davantage de détails peuvent étre trouvés dans Jacquier et al.
(1994, 2004).

(2.21)
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L’approche Bayésienne se distingue des autres méthodes présentées dans
cette section 2.2.1 par ses bonnes performances empiriques, voir par exemple
Broto et Ruiz (2002) et les références données pour une comparaison entre
différentes méthodes d’estimation. De plus, elle permet de générer naturelle-
ment des observations de la volatilité latente, celles-ci pouvant étre utilisées
par exemple pour I’évaluation d’options.

Méthodes s’appliquant a Iny? Pour obtenir le modéle (2.15), Harvey
et al. (1994) ont procédé a une linéarisation. Cette transformation permet de
faire émerger un modéle état-mesure. Dés lors, le filtre de Kalman peut étre
appliqué pour obtenir la vraisemblance et les estimateurs peuvent étre fournis
par la méthode du Pseudo Maximum de Vraisemblance. Il faut toutefois
supposer que Inu? peut étre correctement approchée par une loi normale
d’espérance —1.2704 et de variance 72/2, sachant que sa loi exacte est une
log-x2.3 L’utilisation du pseudo maximum de vraisemblance devrait nous
prémunir des conséquences d’'une mauvaise spécification de la loi des termes
d’erreur. Dans les faits, la qualité de cette approximation dépend des valeurs
du vecteur des parameétres 6 et elle semble inappropriée comme 'indiquent
Jacquier et al. (1994), Andersen et Sgrensen (1996) ou encore Ghysels et al.
(1996). Ainsi, cette approximation peut produire, via le lisseur de Kalman,
des estimations de mauvaise qualité de la variable d’état h, c’est & dire de
la volatilité inobservable. Pour parvenir & une meilleure approximation de la
loi du log-x?, Kim et al. (1998) puis Mahieu et Schotman (1998) ont proposé
des mélanges de lois normales. L’avantage inhérent & ’utilisation de mélanges
de lois normales est que, conditionnellement & la composante du mélange, le
modéle état-mesure est Gaussien.

Méthode d’Inférence Indirecte L’idée clef de 'inférence indirecte pro-
posée par Gouriéroux et al. (1993) est 'introduction d’un modéle auxiliaire
paramétré par un vecteur qu’on notera £, pour estimer I’ensemble des pa-
rameétres d’intéréts 6. Plus précisément, le principe de l'inférence indirecte
consiste & choisir un modéle auxiliaire remplissant deux critéres : 1) l'en-
semble des paramétres £ est facile & estimer et 2) le lien entre £ et 6 permet
I’identification de 6. Les modéles de type ARCH, que nous allons étudier
dans la section suivante, répondent parfaitement & ces critéres. L’estimateur
de £ peut étre obtenu en maximisant une pseudo vraisemblance f* :

T
ér = Argmax y | In f*(uilyer, €)- (2.22)
t=1

3voir Abramovitz et Stegun (1970).
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Gouriéroux et al. (1993) proposent alors d’estimer le méme vecteur de para-
métre £ en utilisant des données simulées a partir du modéle d’intérét. Ces
tirages peuvent étre effectués facilement si, au préalable, on a discrétisé le
modéle d’intérét, par exemple selon le schéma d’Euler. L’opération consiste a
simuler H trajectoires du processus (2.11) en supposant # donné. On dispose
ainsi de HT données, Qﬁ(ﬁ)f:l pour 7 = 1,..., H. Un nouvel estimateur de £
peut alors étre obtenu a partir de ces données simulées :

gHT( ) = Argma,x Zzlnf yt yt 1(6),€)- (2.23)

zltl

On minimise alors I’écart entre &7 et £gr(0) pour trouver I'estimateur indirect
de 6. En d’autres mots, on cherche a faire correspondre les moments issus des
données observées avec les moments issus des données simulées et dépendants
de 6. Formellement, 9HT vérifie :

éHT = Arg main[fT - é‘:HT(e)]IQT[é:T - L‘CHT(Q)] (2-24)

A linstar des méthodes fondées sur les moments, il existe une matrice de
pondération optimale Q7 qui peut étre estimée. Engle et Lee (1996) ou Pas-
torello et al. (2000) fournissent des exemples d’application.

Pour des modéles qui ne comportent pas une volatilité stochastique, 1'uti-
lisation de l'inférence indirecte s’avére également utile pour réduire le biais
de la discrétisation, voir par exemple Broze et al. (1995).

2.2.1.2 Les modéles ARCH

Les modéles de la famille ARCH (AutoRegressive Conditional Heteros-
cedasticity) ont connu un succés considérable depuis leur premiére version
exposée par Engle (1982). Ils constituent une extension au modéle Gaussien
en spécifiant la variance comme un processus de type autorégressif. Des re-
vues de littérature sont fournies dans Bollerslev et al. (1992) et Bollerslev
et al. (1994). A T’instar des modéles présentés précédemment, ces modéles
sont exprimés en temps discret. Un modéle de la famille ARCH respecte une
spécification du type :

y = a+ VvV
hy = 9(“?—717]1&70)7

ol us ~ N(0,1) et § un vecteur de paramétres. Trois spécifications pour «
et g(.) se sont imposées dans la littérature. La premiére d’entre elles est le
modéle GARCH (Bollerslev, 1986) qui spécifie pour h; ’expression suivante :

he = pu+ Bhy_1 + Su2 . (2.26)

(2.25)
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Dans un contexte financier, ce modéle permet de prendre en compte le fait,
fréquemment constaté, qu’une variation d’une certaine ampleur sera sui-
vie d’une variation de la méme ampleur mais de signe inconnu. Le modéle
GARCH-in Mean (Engle et al., 1987) reprend le modéle GARCH en incor-
porant dans o une dépendance par rapport a h;. On a :

Qp = alyt_l—i-tht_l. (227)

Autrement dit, le modéle GARCH-M permet de mesurer la corrélation entre
les rendements et la volatilité, c’est a dire le leverage effect décrit dans le
modéle précédent. Une autre spécification encore a été proposée par Nelson
(1990) : le modéle Ezponential-GARCH. 11 différe des deux modéles de la
famille ARCH précédents, en permettant a la volatilité de réagir différemment
selon que les variations des rendements sont positives ou négatives. En effet,
I'impact des bonnes nouvelles sur la volatilité est généralement plus faible
que l'impact des mauvaises nouvelles (comme les crashs). Dans ce cas, la
spécification de h; est :

ht = U -+ ,Bht_l -+ 51ut_1 -+ (52(|Ut_1| + \/2/7’(’). (228)

Ces modéles semblent donc pouvoir étre trés performants puisqu’ils sont ca-
pables de tenir compte d’une série de faits stylisés en finance. De plus, les
méthodes d’estimations usuelles, telles que le pseudo maximum de vraisem-
blance ou ’approche Bayésienne, s’appliquent aisément a ces modéles car la
vraisemblance s’écrit de maniére simple. Ce dernier point est primordial. Si
la vraisemblance ne s’écrit pas sous forme d’intégrale & I'instar des modéles
a volatilité stochastique, c’est parce que dans les modéles ARCH, il n’y a
qu’'une seule source d’aléa : u;. Malgré leurs similitudes au premier abord,
les modéles ARCH et les modéles a volatilité stochastique autorégressifs dif-
férent considérablement. En particulier, les modéles ARCH ne sont pas des
discrétisations employant le schéma d’Euler des modéles en temps continu.
Il semblerait donc que les modéles ARCH n’ont pas de lien avec les modéles
a volatilité stochastique employés en finance.

Un résultat de Nelson (1990a) infirme cette derniére remarque et donne
un intérét supplémentaire a la modélisation de type ARCH. En effet, Nelson
(1990a) montre que des modéles ARCH ont les mémes distributions sta-
tionnaires que certains modéles a volatilité stochastique exprimés en temps
continu. Précisément, le modéle GARCH-M (respectivement E-GARCH) pos-
séde la méme distribution stationnaire qu'une version du modéle linéaire
(log-OU) donnée par les équations (1.46), (1.50) et (1.53). Par conséquent,
les modéles du type GARCH convergent (en loi) vers des diffusions bivariées.
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Les modéles ARCH peuvent donc constituer une alternative simple aux mo-
déles & volatilité stochastique.?

Enfin, il faut souligner que Duan (1995) a mis en place une procédure
permettant d’évaluer le prix des options a partir des modéles ARCH, c’est &
dire & partir d'un modéle discret. Bauwens et Lubrano (2002) ont conjugué
les travaux de Duan (1995) avec une approche Bayésienne. Ils parviennent
ainsi & : 1) estimer les paramétres, 2) générer des volatilités, 3) évaluer le prix
des options et 4) fournir une distribution a posteriori du prix des options.

2.2.2 Estimation utilisant le prix des options

Nous n’avons utilisé, jusqu’ici, que les rendements pour estimer I’ensemble
des paramétres. L’emploi des prix d’options semble pourtant pertinent pour
au moins trois raisons. D’abord, les prix d’options théoriques sont fonctions
directes des paramétres. Il y a donc un lien évident entre les données sur les
options et les paramétres du modéle. D’autre part, si I’hypothése de ration-
nalité des marchés est vérifiée, le contenu informatif des options doit étre
égal & celui des cours du support. Par contre, tout écart par rapport a la
rationnalité doit favoriser le marché des options en termes de capacité a vé-
hiculer I'information, car les intervenants présents sur ce marché sont les plus
avertis. Enfin, et c’est la raison la plus importante, la seule donnée des ren-
dements ne permet pas d’envisager 'estimation des paramétres du processus
risque-neutre. Par contre, les options, elles, contiennent une information sur
ces paramétres puisqu’elles ont été évaluées sous la mesure risque-neutre.

D’un point de vue économétrique, I’emploi des prix d’options peut éga-
lement s’avérer bénéfique. Dans un certain sens, des données de prix des op-
tions permettent de rendre la volatilité observable. Etant donnée la relative
complexité des méthodes d’estimation proposées dans la section précédente,
méthodes basées uniquement sur les données des rendements, les méthodes
d’estimation utilisant le prix des options ont donc connu un succés certain
ces derniéres années, voir par exemple : Bates (1996), Bakshi et al. (1997),
Bates (2000), Chernov et Ghysels (2000), Pan (2002), Forbes et al. (2002),
Eraker (2004).

Nous détaillons ici la méthode la plus fréquemment employée, puis nous
développerons dans les deux sections suivantes d’autres approches.

Tl faut noter que la convergence en loi est une convergence faible. Les modéles 3
volatilité stochastique convergent, eux, fortement vers les modéles en temps continu. 1
en résulte qu’un véritable débat s’est instauré sur le choix d’une des deux spécifications,
modéles & volatilité stochastique autorégressifs e ARCH. On peut se référer i ’étude
de Carnero et al. (2001) et aux références incluses dans ce papier pour de plus amples
informations.
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La premiére étape consiste a collecter, aux dates £, N prix d’options sur
un méme sous-jacent. Ce nombre N doit étre supérieur ou égal au nombre
de paramétres & estimer plus un. Pour chaque option n = 1, ..., N, on note 7,
son temps avant expiration et K, son prix d’exercice. Le prix observé de la
n-iéme option est noté C;(S;, Ky, 7,), et Cy(St, Kn, Vi, T, ) désigne le prix
de 1'option issu du modéle théorique.® Si le modéle théorique est une bonne
approximation de la réalité, nous avons pour chaque option n :

C;(StaKan) = Cn(StaKmV;&aTme) +6n- (2'29)

La différence entre le prix théorique et le prix observé est un bruit €,, qui
dépend aussi bien des valeurs non-observables, c’est a dire la volatilité et la
valeur des paramétres, que des variables observables.

La seconde étape consiste alors & trouver V; et # qui minimisent I’am-
pleur des bruits. Ceci peut étre fait en utilisant les moindres carrés ordinaires
comme 'ont fait Bakshi et al. (1997). Bates (1996, 2000) montre toutefois
que les bruits présentent une structure plus complexe. Ils peuvent étre par
exemple autocorrélés. De plus, comme certaines options font plus que d’autres
I’objet de transactions, il s’ensuit que certains prix d’options sont plus per-
tinents, et on peut alors vouloir pondérer les écarts. De fait, la méthode
des moindres carrés non-linéaires généralisés est préférable. Le point de vue
Bayésien a été traité par Forbes et al. (2002).

Forbes et al. (2002) supposent que les résidus sont distribués selon une
loi normale d’espérance nulle et de variance 2. La prise en compte de la
corrélation dans les résidus ou d’une dépendance des résidus par rapport aux
maturités ou a la moneyness ne présente pas de difficultés particuliéres. On
note C* = (CY, ...,Cx) le vecteur des prix d’options, 2, = (K, 7,) les carac-
téristiques observables d’une option, et S le vecteur des cours du sous-jacent
observés sur la période d’étude. Enfin, V' désigne le vecteur des volatilités
inobservables. Sous ces hypothéses, la vraisemblance issue du modéle (2.29)
est :

N
F(C*|8,V,0,02,2) o (2m0?) N/ [ [ exp

i=1

[Cz* (Sa Z) - Ci(S7 Vi 07 2:)]2
2062 .
(2.30)
Comme dans le cas développé par Jacquier et al. (1994), Forbes et al. (2002)
procédent & une augmentation des données, c’est & dire qu’ils incorporent

5Le vecteur de paramétres # englobe I’ensemble des paramétres constituant le modéle
théorique. Il peut en particulier inclure un paramétre de corrélation entre le sous-jacent
et la volatilité instantanée et le parameétre représentant la prime de risque associée 3 une
volatilité stochastique.
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artificiellement V' dans la vraisemblance. Ainsi, V' devient un vecteur de
volatilité & estimer. On en déduit la loi a posteriori jointe pour I’ensemble
des variables inobservables :

[(V,0,021C%,8,2) o f(C"IS,V,2,0,00)f(S,V]2,0,6)/(0,0?),
x f(C*S,V,z2,0,02)f(S|V, 2,0,02)x (2.31)
f(V]z,0,02)f(0,02).

Forbes et al. (2002) décomposent alors cette expression en plusieurs lois a pos-
teriori conditionnelles : celles des volatilités instantanées, f(V|6,02,C*, S, 2),
celles des paramétres du modeéle, f(8|V,02,C*, S, 2) et enfin la loi a pos-
teriori de la variance des résidus, f(o2|V,0,C*,S,z). En d’autres mots, ils
construisent un algorithme de Gibbs pour pouvoir générer des réalisations
a partir des lois a posteriori. Forbes et al. (2002) précisent que les lois a
posteriori pour le vecteur de volatilités instantanées V' et le vecteur de para-
métres # ne sont pas toutes conjuguées. Ils fournissent alors des procédures
particuliéres, reposant sur I’algorithme de Metropolis-Hastings pour parvenir
a générer des observations de ces lois. La loi a posteriori de 62 peut, quant a
elle, étre une loi conjuguée, en supposant simplement que sa loi a priori est
une inverse-gamma.

Deux principaux avantages découlent de cette méthode d’estimation qui
utilise des prix d’options. Le premier est qu’elle s’adapte a des modéles plus
complexes que les modéles & volatilité stochastique standard. Par exemple,
Eraker (2004) applique une approche bayésienne similaire sur un modéle com-
portant des sauts dans les rendements et dans la volatilité stochastique. Le
second avantage de cette méthode est qu’elle permet l'estimation simulta-
née des parameétres du processus générateur de données et ceux du processus
sous la mesure risque-neutre. Elle permet, ainsi, ’estimation de la prime de
risque.

En revanche, cette méthode présente I'inconvénient majeur de nécessiter,
a chaque étape de I'algorithme constituant la procédure d’estimation, 1’éva-
luation des prix théoriques des options (C,,). Ceci conduit & des procédures
qui peuvent s’avérer assez coliteuses en temps de calcul.® Le probléme de-
meure lorsqu’on utilise une méthode des moments ou une méthode du maxi-
mum de vraisemblance car ’optimisation doit également se faire & travers un
algorithme.

6 Artigas et Tsay (2004) indiquent que, méme pour les modéles les plus simples, il faut
compter plusieurs heures pour produire 1000 itérations provenant de ’échantillonnage de
Gibbs.
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2.2.3 Estimation & partir de la volatilité implicite

Tout au long de ce chapitre nous avons insisté sur I'inobservabilité de la
volatilité instantanée. Concrétement, cela nous a empéché de pouvoir estimer
directement les paramétres du processus de la volatilité. Or, la volatilité
implicite est une quantité directement observable a travers une inversion de
la formule de Black et Scholes (1973). Dés lors, il parait intéressant d’utiliser
la volatilité implicite comme proxy de la volatilité instantanée.” Cette section
tente d’apporter des réponses aux deux questions suivantes : 1) quel est le
lien entre la volatilité implicite et la volatilité instantanée ? et 2) comment
exploiter ce lien pour parvenir & I'estimation des paramétres de la volatilité
instantanée a partir de la volatilité implicite ?

Nous supposons que la volatilité instantanée évolue selon un processus
du type Cox-Ingersoll-Ross. La définition de la volatilité implicite associée a
I’étude menée par Hull et White (1987) fournit en grande partie le lien entre
ces deux notions de volatilité. Rappelons qu'un des principaux résultats de
Hull et White (1987) est donné par 1’équation (1.69) qui peut se réécrire sous

la forme suivante :®
1 T
Cuw (S;, K,02,T —t) = E; |Cps | S, K, T—/ o(s)ds, T —t]]|.
—tJt

(2.32)
D’autre part, la volatilité implicite, o, vérifie I’équation :
C*(St,K, O't,T — t) = CBs(St,K, 0'[7t,T —t), (233)
ou encore :
C*(Sy, K, 07, T —t) = Cps(St, K, 07, T — 1), (2.34)

car la formule de Black et Scholes (1973) est monotone par rapport a la
volatilité. A présent, considérons une option a parité S; ~ K exp|[—r(T — t)].
La formule de Black et Scholes (1973) se simplifie et est approximativement

"D’autres approximations pour la volatilité instantanée sont envisageables comme la,
volatilité intégrée. Concrétemement, il s’agit de calculer la volatilité réalisée dans un jour
donné A partir de données intra-journaliéres (ou données i haute fréquence), voir Andersen
et al. (2002b), Barndorfl-Nielsen et Shepard (2002) ou encore Gallant et al. (1999) pour
plus de détails.

8Romano et Touzi (1997) montrent que ce résultat reste valable, 4 un changement de
variable prés, lorsqu’on relache ’hypothése d’indépendance entre le processus du sous-
jacent et le processus de la volatilité.
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linéaire en ¢.? On a :
T —1t
Var .

Par conséquent, si on suppose que le prix d’une option & parité est donné
par la formule de Hull et White (1987), nous déduisons d’abord de (2.32) et

(2.34) que :
1 T 9
Cpgs (T—— t/t o (s)ds)

puis en appliquant (2.35) & (2.36), et en utilisant & nouveau la propriété
de monotonicité de la formule de Black et Scholes (1973) par rapport a la
volatilité, on obtient la relation entre la volatilité implicite et la volatilité

Iinstantanée :
1 T )
_— o°(s)ds| . 2.37
T—1 /t (#) ( )

Cps(Si, K,0%, T —t) =~ 0”5, (2.35)

E, = Cps(07,), (2.36)

2 ~S
OI,t ~ Et

A Vinstar de Ghysels et al. (1996), si nous négligeons le fait que ’espérance
d’une racine carrée est différente de la racine carrée de I'espérance, on voit
pourquoi la volatilité implicite est souvent percue comme étant la moyenne
espérée de la volatilité future sur la durée de vie restante d’une option :

i/t a(s)ds] : (2.38)

O-I,t%Et
T—1

Une fagon d’utiliser la volatilité implicite pour estimer les paramétres
de la volatilité instantanée a été proposée par Renault et Touzi (1996)." Ils
supposent d’abord que le prix observé des options C* est effectivement donné
par la formule (2.32). On note donc :

C*(S;, K,r,02,T —t,0) = Cyw(S;, K, 7,02, T — 1,0), (2.39)

ou f désigne I'ensemble des paramétres définissant le modéle du type Hull
et White (1987).! Pour obtenir la volatilité implicite du prix observé de

9Ce résultat provient du fait que pour z proche de 0, la fonction de répartition de la
loi normale ®(z) est approximativement égale & 0.5 + z//27.

10La méme idée, consistant 3 utiliser la volatilité implicite issue soit de la formule de
Black et Scholes (1973) , soit du modeéle théorique choisi, est présente dans Chernov et
Ghysels (2000) et Pan (2002).

UPar P’expression "un modéle du type Hull et White" nous entendons un modeéle 3
volatilité stochastique ol la corrélation entre le sous-jacent et sa volatilité instantanée est
nulle.
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CHAPITRE 2. Les méthodes d’estimation

I'option, on applique la fonction réciproque de Black et Scholes (1973) Cps
a C*, on obtient :

0?,,:(5}, K,r,07,T —t,0) = CzeoCrw (S, K,r,07,T — t,0). (2.40)

Parce que les options a parité S; =~ K sont les plus liquides et sont donc les
plus aptes a capturer I'information disponible sur le marché, Renault et Touzi
(1976) se restreignent & ce cas. On peut alors alléger 1’écriture de 1’équation
(2.40) :

o7, =h(T —t,07,0), (2.41)

ce qui en d’autres termes signifie que la volatilité implicite, quantité obser-
vable, est fonction bijective de la volatilité instantanée et des paramétres
la régissant. L’observation de la volatilité implicite équivaut donc a 1’obser-
vation de la volatilité instantanée. Pour obtenir §, Renault et Touzi (1996)
proposent une procédure itérative similaire & I’algorithme £ M. Partant d’une
valeur initiale (9, I’algorithme consiste & effectuer a chaque itération i :
~ Etape 1 : Sachant 8%, trouver o tel que o1 = h(o,gi), @),
— Etape 2 : Sachant 0", estimer §(+1)

jusqu’a obtenir la convergence. L’étape 1 revient a déduire la volatilité ins-
tantanée, qui est également la volatilité implicite issue de la formule de Hull
et White (1987), a partir de 'observation de la volatilité implicite issue de
la formule de Black et Scholes (1973). Disposant des observations de la vo-
latilité instantanée, ’étape 2 consiste a estimer # en utilisant la méthode du
maximum de vraisemblance. Renault et Touzi (1996) montrent que, pour des
volatilités implicites extraites a partir d’options a parité, cet algorithme est
effectivemment un algorithme EM, ou I'étape 1 correspond a I’étape espé-
rance E, et 'étape 2 a 1’étape maximisation M.'? Renault et Touzi (1996)
notent qu’en posant 8 = 0 on a ory = 0y, cest a dire que la volatilité
implicite est égale a la volatilité instantanée. En effectuant des itérations
supplémentaires, la procédure de Renault et Touzi (1996) permet de corriger
le biais de la maturité induit par 'utilisation de la volatilité implicite extraite
d’options expirant dans quelques jours et non instantanément. Pastorello et
al. (2000) et Moraux et al. (1998, 1999) appliquent cette méthode pour des
modéles & volatilité stochastique. Moraux et al. (1998, 1999) relévent toute-
fois 1a présence de périodes ol on ne peut pas trouver de volatilité instantanée
solution de (2.41). Ils proposent donc une autre approche.

121, algorithme de Renault et Touzi (1996) ne correspond pas & un algorithme EM stan-
dard, puisque le lien entre les variables latentes (volatilités instantanées) et les variables
observables (volatilités implicites) dépend du vecteur des parameétres 8. Ils montrent tou-
tefois que la convergence presque sfre vers la vraie valeur des paramétres est assurée.

95



2.2. Estimation des modéles a volatilité stochastique

Moraux et al. (1998, 1999) supposent que la volatilité instantanée suit un
ProCessus racine-carrée :

o} = k(¥ — o7)dt + yo, dW;.

Dans ce cadre, ils rappellent deux résultats importants. D’une part, il est
possible d’obtenir une relation explicite entre la volatilité instantanée et la
volatilité implicite en utilisant (2.37). En effet, pour un processus de volatilité
du type Cox-Ingersoll-Ross, on a :

s . L T02s G = eio? 1 — exp[—k(T — t)]
or | [ oe)ds| = nio? - 9) g @

On remarquera que la volatilité implicite est fonction affine de la volatilité
instantanée. Le second résultat tient dans le fait que la fonction de transition,
f(o?|ol ), associée au modéle racine-carrée est disponible et donc que la
log-vraisemblance est calculable.'® Si les o7 étaient observables, nous aurions
donc :

T
In f(02]6) = Zln f(o2|62,,6). (2.43)
i=t

Moraux et al. (1998, 1999) combinent ces deux résultats.'* L’équation (2.42)
montre que la volatilité implicite peut étre interprétée comme provenant d’un
changement de variable. Dés lors, on peut utiliser (2.43) pour écrire la log-
vraisemblance fondée sur I’observation de la volatilité implicite comme étant
égale a :
T
Inf(07]6) = Y —In|Ji| +1n f (67|07 1, 6), (2.44)

i=t

ou les o7 sont obtenus & partir de la relation (2.42) et J; = dof;/d0; =
1 — exp[—&(T —t)]/[k(T — t)] est le Jacobien de la transformation. La forme
de la log-vraisemblance donnée dans (2.44) autorise I’emploi du maximum
de vraisemblance. Cette méthode s’avére donc plus facile & mettre en oeuvre
que la méthode de Renault et Touzi (1996).

La relation explicite entre la volatilité implicite et la volatilité instantanée
donnée dans 1’équation (2.42) apporte une autre interprétation intéressante.
Lorsque la date d’expiration de I'option est proche, c’est a dire pour T — ¢

13Nous donnons lexpression de f(o7|oZ_;) en annexe, équation (A.63).
14Voir également Pearson et Sun (1994) et Duan (1994) pour un procédé similaire mais
appliqué & des modéles de taux d’intérét.
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qui tend vers 0, on a :
. 1—exp[—r(T —t)]
lim
T—-t—0 K:(T — t)

=1. (2.45)

La relation (2.42) se simplifie alors et devient dans ce cas :
o ~ 074, (2.46)

autrement dit, pour des options & parité et proches de I’échéance, la volatilité
implicite peut étre considérée comme un bon proxy de la volatilité instan-
tanée. Ce résultat est également fournit dans Ledoit et Santa-Clara (2002).
Il permet de justifier de maniére ex-post I’étude de Heynen et al. (1994) qui
ont, les premiers, utilisé des options a parité et & quelques jours de ’échéance
pour estimer les paramétres de la volatilité instantanée. Evidemment, puisque
I’échéance des options se situe généralement & la fin du mois, il est impossible
d’observer tous les jours des options de trés courte échéance.

La solution proposée par Moraux et al. (1998, 1999) consiste a se servir
des indices de volatilité émis par les marchés gérant les transactions d’op-
tions. L’utilisation d’un indice de volatilité est également présente dans Jones
(2003) et Ait-Sahalia et Kimmel (2004). Nous détaillerons cette approche
dans les chapitres 4 et 5.

2.3 Estimation des modéles & sauts

Cette section est consacrée a I’étude de diverses méthodes d’estimation
des modéles a sauts. Comparés aux modéles & volatilité stochastique, les mo-
déles a sauts ont ’avantage d’admettre une solution analytique connue. Par
conséquent, la distribution de la solution est connue et explicite. Malheu-
reusement, cette distribution n’est pas exploitable a des fins économétriques
car elle s’écrit sous la forme d’un mélange de lois dont le nombre de com-
posantes est infini. Dans un premier temps, nous détaillons la technique de
discrétisation de Ball et Torous (1983, 1985) permettant de contourner ce
probléme. L’estimation des modéles a sauts revient alors & estimer des mo-
déles de mélanges dont le nombre de composantes est fini et égal a 2. Nous
développons ensuite les méthodes d’estimations connues des mélanges de lois.
Nous insistons en particulier sur la démarche Bayésienne.

2.3.1 La discrétisation

L’estimation des paramétres des modéles a sauts a parfois donné lieu a
des méthodes peu rigoureuses. Ainsi Merton (1990) suggére dans son ouvrage
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2.3. Estimation des modéles a sauts

Continuous Time Finance d’effectuer un repérage visuel des sauts, d’isoler
ces observations puis d’en déduire la moyenne et la variance. Une autre mé-
thode fondée sur les moments a été suggérée par Beckers (1981). On peut
remarquer que dans cette étude la variance estimée est parfois négative. Pour
éviter ce genre de résultats aberrants, Beckers (1981) suggére d’imposer des
contraintes sur les paramétres, par exemple, 'amplitude des sauts est d’espé-
rance nulle. Ceci nous conduit naturellement & des résultats peu satisfaisants.

Un aspect intéressant des modéles a sauts est que nous disposons de
la solution du processus générateur de données. Par suite, nous disposons
également de la distribution du sous-jacent et donc de la distribution des
rendements. En effet, nous rappelons que le modéle & sauts standard tel qu’il
est présenté par Merton (1976) s’écrit :

dsS;

t

otl In(1+J) suit une loi normale d’espérance o et de variance 5. De maniére
équivalente, en appliquant la formule d’It6 pour les modéles & sauts, cette
équation peut s’écrire sous la forme :

2

Dans le chapitre précédent, nous avons également fourni la solution des équa-
tions différentielles stochastiques :

2 Ny

Sy = Spexp [(ac — % — )\E(J)) t+oB;+ Zln(l + ;)| - (2.49)

1=0

Selon ’équation choisie, (2.48) ou (2.49) comme point de départ de la discré-
tisation, nous avons deux méthodes de discrétisation aboutissant au méme
résultat.

2.3.1.1 A partir de la solution

Partant de 1’équation (2.49), une discrétisation exacte de ce processus est
envisageable et son expression est :

o2 Na
Sita = Syexp [(ac -5 )\E(J)) A+ 0Ba + Zln(l + )|, (2.50)

i=1
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CHAPITRE 2. Les méthodes d’estimation

ou A désigne le pas de discrétisation, Bx est un mouvement brownien de
variance A, et Na représente le nombre de sauts arrivés dans la période de
temps A. On peut donc en déduire que les rendements y; = In Sy /S; sont
égaux a :

2 Na

o

Yy = (ac -5 AE(J)) A+oVAeg+) In(l+Jy), (2.51)
i=1

ou &, est une variable aléatoire Gaussienne centrée réduite. Comme In(1+ J)

suit une loi normale, nous pouvons voir que la loi de y; sachant N est une loi

normale, tandis que la loi marginale de y; est un mélange de lois normales :

fy =3 SPEANONY e 02), (2.52)

n!

n=0

ol :
o2
oy, = ac—g—)\ou A+ nay,

et
2 _ 2 2
o, =0"A+noj.

On peut noter que, pour A grand, le nombre de sauts Na tend vers l'infini.
Par conséquent, la loi de y; est un mélange de lois dont le nombre de com-
posantes tend vers I'infini. Une premiére approche consiste a dire que pour
A suffisamment petit, le nombre de sauts est fini et que par conséquent, le
nombre de composantes du mélange est fini comme le pose Jorion (1988).
Evidemment on peut aller plus loin encore en affirmant, que pour des don-
nées journaliéres (A = 1/252), il ne peut y avoir au plus qu'un saut par jour
de cotation, par conséquent Na est au plus égal & 1. C’est ’approche de Ball
et Torous (1983, 1985). Dés lors, les rendements obéissent & la loi suivante :

f(yt)=z

n=0

Inr(ye; sy 03). (2.53)

exp(—AA)(AA)"
n!

En utilisant le fait que A et A sont petits alors AA est également proche de
0. Or, nous savons qu’au voisinage de 0, exp(z) ~ 1+ z, d’out nous déduisons
que la loi de ¥, est :

fly) = (1= AA)fw [ys; (e — 02/2 = dag)A, 02 A]

+)‘Af./\f [yt; (ac—0'2/2—AaJ)A+aJ,O2A+03], (254)
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ce qui en adoptant les notations suivantes, p = 1—AA, o) = (@, — 02 — Aay)A
et 02 = 02/, donne :

f(ye) = pfn (s 041,0%) + (1 =p)fw(ys ca + OéJ,U% + 0-?])7 (2.55)

c’est & dire un mélange de deux lois normales.

2.3.1.2 A partir de I’équation différentielle stochastique

Une autre fagon d’obtenir le méme résultat a pour point de départ I’équa-
tion différentielle stochastique (2.48). La premiére étape de la discrétisation
de Bernoulli consiste & effectuer une discrétisation d’Euler sur 1’équation
(2.48). Nous obtenons :

In(Stra) —In(St) = au A + a16¢ + In(1 + J)AN, (2.56)

ol ¢ et oq sont définis comme précédemment. Le pas de la discrétisation A
est égale 4 T/N ou T représente la période couverte en années et N le nombre
de divisions effectuées dans cet intervalle. L’argument clef de la seconde étape
est de considérer AN, comme étant une variable aléatoire distribuée selon une
loi de Bernoulli. Nous avons alors :

P[AN,=1] = )A, (2.57)

Dans ce cadre, NV, la variable aléatoire désignant le nombre total d’arrivées
a l'instant ¢, est la somme des arrivées sur les IV intervalles de longueur A,
c’est & dire :

N
N, =) AN,
=0

N; est donc une variable aléatoire binomiale dont la fonction de distribution

est :
P[Nt = k] = CZ’S,()\A)k(l — )\A)N‘k Vk € N. (2.58)

En faisant tendre A vers 0, c’est & dire en augmentant le nombre de subdi-
visions N, nous savons que :

lim PIN, = K] = eXp[_]j't](At)k, (2.59)

d’ou 'on déduit que approximation de AN; par une variable de Bernoulli
fait converger la loi de N; vers une loi de Poisson d’intensité Af. Autre-
ment dit, nous retrouvons le modéle initial. Cette approximation va sim-
plifier considérablement la fonction de transition des rendements puisque

100



CHAPITRE 2. Les méthodes d’estimation

y: = In(S;1a) — In(S;) évolue selon le processus :

vy = { ay + 016 avec probabilité p, (2.60)

ay +o1e.+In(1+ J) avec probabilité 1 — p,

ou p=1— AA. Comme In(1 + J) est une variable aléatoire normale d’espé-
rance oy et de variance 0%, nous obtenons :

Jite
o = { a1 + 016 avec probabilité p, (2.61)

a1+ oy + /o7 + o2ey avec probabilité 1 — p.

La fonction de transition de la volatilité est donc réduite & un mélange de
deux composantes normales dont expression est donnée dans (2.55).

2.3.2 Meéthode d’estimation

Il est intéressant de noter que la littérature financiére a longtemps ignoré
les avancées enregistrées dans I’estimation des mélanges de lois.!® L’estima-
tion des mélanges a pourtant été introduite par Pearson (1894) en utilisant
la méthode des moments. Cette méthode est simple & appliquer puisque les
moments d’'un modéle de mélange sont faciles & calculer. Par exemple, I'es-
pérance et la variance du modéle défini par 1’équation (2.55) sont :'

E(y) = pay+(1—p)(or+ ay),

— o+ (1 - pay, (2.62)

et,

Var(y:) = poi+ (1—p)(o} +03) +p(l —p)lor — (a1 + )],
= o} + (1 —p)(pa3 +03).

Il est toutefois connu que les méthodes dont I'inférence est basée sur les mo-
ments souffre d’une certaine inefficience par rapport 4 des méthodes fondées
sur le maximum de vraisemblance. Ces derniéres ne sont pas exemptes de
difficultés dans leur mise en oeuvre dans le cadre de mélanges de lois. Ces
problémes peuvent étre mis en lumiére a partir de I’écriture de la vraisem-
blance de notre modéle de mélange :

(2.63)

LOly) = [ [ pfn(wil0:) + (1 = p) far (w161, 62)], (2.64)

15Voir Titterington et al. (1985) pour une revue des méthodes d’estimation classique.

16Gi X désigne une variable aléatoire distribuée selon un mélange de lois, alors les mo-
ments d’ordre m de X sont simplement donnés par E(X™) = pEy (X™) + (1 — p)Eo(X™),
ol E; et E, désignent les espérances conditionnelles & la composante du mélange. Nous
signalons également les travaux de Carrasco et Florens (2000) pour la détermination des
moments et 'estimation d’un modéle de mélange & partir de la fonction caractéristique.
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ot 0, = (ay,0?) désigne le vecteur des paramétres de la premiére composante
du mélange, 6, = (as,02) désigne le vecteur des paramétres spécifiques a la
seconde composante, et § = (p, 61, 6;) représente l'ensemble des paramétres
4 estimer. Plusieurs commentaires peuvent alors étre effectués. Le premier
consiste & remarquer que la vraisemblance se décompose en 27 termes. Par
conséquent, son calcul devient vite impossible en pratique et ce méme pour
un nombre restreint d’observations. Pour remédier & cet état de fait, I'es-
timation des modéles de mélange nécessite de faire émerger une structure
latente, que nous détaillons plus bas, et la mise en place d’un algorithme.
La seconde remarque concerne le probléme d’identification dans un modéle
de mélange. En effet, la vraisemblance reste invariante par permutation des
deux composantes, c’est & dire lorsqu’on intervertit les deux termes de la
somme dans (2.64). Cela a des répercussions d’autant plus graves lorsque la
vraisemblance est évaluée de maniére itérative comme dans le cas d’un al-
gorithme. En effet, rien ne garantit que la premiére composante conserve les
mémes caractéristiques (p, o, 01) tout au long de la procédure itérative. Il
faut donc imposer des contraintes identifiantes du type : la probabilité d’ap-
parition (ou l’espérance ou la variance) de la premiére composante est plus
grande que celle associée a la seconde composante. Dans un cadre Bayésien,
I'identification peut également étre obtenue en supposant des lois a priori
informatives. Parmi ces contraintes d’identification certaines se révélent étre
inefficaces en pratique pour dissocier les composantes comme le met en évi-
dence Frithwirth-Schnatter (2001). Fort heureusement, dans notre cas, il y a
deux contraintes d’identification naturelles. L’une concerne les probabilités
d’apparition, ’autre les variances des composantes. Nous savons, en effet, que
0% est la variance des sauts, par conséquent il s’agit d’une quantité positive et
donc, 0% + 0% > 02, la variance de la seconde composante est forcément plus
grande que celle de la premiére composante. D’autre part, les sauts appa-
raissent de maniére peu fréquente, la deuxiéme composante du mélange, qui
représente ces sauts, doit donc avoir une probabilité d’apparition inférieure
a la premiére composante représentant la diffusion, d’oti 1 — p < p. Une troi-
siéme remarque concerne la probabilité p” (ou [1 — p]T) de n’avoir aucune
observation affectée a la deuxiéme composante (premiére composante). Pour
T suffisamment grand, cette probabilité est trés faible, mais dans un algo-
rithme, la probabilité qu’un tel événement survienne est démultipliée. Dans
ce cas, aucune information ne peut étre extraite des observations pour esti-
mer les paramétres de la deuxiéme composante. Dans le méme ordre d’idée,
lorsqu’un trés petit nombre d’observations est affecté a une composante, les
estimations qui en résulteront seront trés peu précises. Pire encore, la va-
riance de cette composante peut tendre vers 0 ce qui rend la vraisemblance
non-bornée.
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Nous développons a présent deux méthodes d’estimations d’un modéle
de mélange. 1l s’agit de 'algorithme Espérance-Maximisation (EM) dans le
cadre classique et de I’échantillonnage de Gibbs dans le cadre Bayésien. L’es-
timation des mélanges par la démarche Bayésienne a connu de nombreuses
applications ces derniéres années dans des domaines trés variés. En finance,
Kim et al. (1998) ont recours & 'approche Bayésienne pour estimer des mé-
langes mais ils le font dans un contexte différent de celui des modéles a sauts
(voir section 2.2.1.1). Dans les deux cas, classique et Bayésien, ’astuce per-
mettant 'estimation d’un modéle de mélange repose sur la mise en évidence
d’une structure latente, également appelée structure ¢ données manquantes,
et que nous allons décrire maintenant.

L’idée proposée par Dempster et al. (1977) consiste 4 remarquer que dans
un modéle de mélange nous disposons, certes, des données y;, mais qu’il nous
manque une variable indiquant & quelle composante est allouée chaque ob-
servation. Supposons & présent qu’on puisse associer & chaque observation y;
une variable indicatrice 2; qui prend la valeur 1 si y; appartient a la premiére
composante, et la valeur 2 si y; appartient a la seconde composante. Les ob-
servations pourraient donc étre regroupées en 2 groupes notés S; et Sy et
définis par Sy = {ys : ze = k,t = 1,...,T} et k = 1,2. Le nombre d’observa-
tions contenues dans Sy serait noté ny. L’estimation des paramétres pourrait
alors étre effectuée sans aucune difficulté sur chacun des deux groupes d’ob-
servations. Plus précisément, a la place d’utiliser la vraisemblance (2.64) pour
estimer les paramétres d’intéréts, on préférerait utiliser la vraisemblance sui-
vante :

T
‘C(0|y7 Z) = tljlpztf/\/(yt|0zt)7

= T 1T pefuil6o),

k=1 t:z:=k

(2.65)

ou les données observables y ont été complétées par des données manquantes
z={z,t=1,..,T} et 2, = 1,2 selon 'appartenance de la t-iéme observation
a la premiére ou deuxiéme composante. De fait, la connaissance de y et 2
permettrait d’éliminer la structure de mélange.

Evidemment, le vecteur z composé de variables indicatrices n’est pas
connu. Par contre, il peut étre traité comme un ensemble de paramétres
qu’il faut estimer. En effet, la vraisemblance du modéle complété et donnée
en (2.65) peut également s’écrire sous la forme :

LBy, z) = Hf/\/(yt|9zt, z) f(2), (2.66)

t=1

ol nous avons simplement décomposé la loi jointe de y et 2z en un produit
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de la loi conditionnelle de y|z et de la loi marginale de z. Comme z; est une
variable qui ne prend que deux valeurs, sa loi est donc une Bernoulli. Il reste
donc & déterminer la probabilité que z; soit égal a 1. Celle-ci est obtenue en
déduisant de la loi jointe de y et z, la loi marginale de z. Nous avons, pour
k=12:

B P fa(wl6y)
2D (s 05) + (1 = pD) fur (w:]6)

Dés lors ’algorithme EM, revient & répéter a chaque itération i, et ce jusqu’a
satisfaire un critére de convergence, les deux opérations suivantes 17
— Etape E : générer les observations manquantes 2\ selon (2.67).
— Etape M : puis déduire les estimations #¥) en maximisant la vraisem-
blance L(® ]y, z)

Durant cette derniére décennie, le développement des Méthodes de Monte
Carlo par Chaines de Markov (MCMC) a favorisé 1'utilisation de I’approche
Bayésienne dans l’estimation des mélanges (voir Diebolt et Robert, 1994
et Robert et Mengersen, 1999). Le principe de Iestimation des modéles de
mélange par cette approche Bayésienne va étre intensivement utilisé dans les
prochains chapitres, nous donnons donc ici une explication détaillée de sa
mise en oeuvre. L’idée générale est la méme que celle exposée dans la mise
en oeuvre de 'algorithme EM et il s’agit de faire apparaitre une structure
latente. Il y a simplement transposition au cadre Bayésien.

Dans ce cadre Bayésien, et comme nous 'avons déja indiqué pour 'esti-
mation des modéles & volatilité stochastique, les paramétres eux-mémes sont
considérés comme des variables aléatoires. On les dote donc de lois a priori.
Nous adoptons des lois a priori conjuguées & chaque fois que cela est pos-
sible. Ce choix permet, d’'une part, de faciliter le calcul des lois a posteriori,
et d’autre part, d’envisager I'incorporation des résultats provenant d’études
antérieures.'® Nos lois a priori sont :

Qp ~ N(al, C1)a Qg ~ N(a2, 42)7 b~ Be(a;m bp)- (2-68)

Pr[2Y = k] (2.67)

ou Be désigne la loi béta (voir annexe A.4). Notons que sous la forme actuelle
du modéle, il n’est pas possible d’affecter des lois a priori conjuguées pour

1"Pour étre exact, il ne s’agit pas de P’algorithme EM décrit par Dempster et al. (1977)
mais d’une version plus performante donnée par Celeux et Diebolt (1992). L’algorithme
est appelé Stochastic-EM car on a remplacé ’étape d’estimation des z,gl) par une étape de
simulation des z{. Honoré (1998) fournit une application de cette méthode & des données
financiéres.

18Etant donné le grand nombre d’études empiriques en finance, il peut étre judicieux de
prendre en considération leurs résultats. Concrétement on affecte des valeurs aux hyper-
parameétres (les valeurs des parameétres des lois a priori) qui traduisent nos connaissances.
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les paramétres of et 0%. Pour contourner ce probléme, nous effectuons une
reparamétrisation des termes de variance. Nous gardons o7 inchangée, mais
nous définissons la quantité o2 qui vérifie :

0202 = 0} + 03. (2.69)

Le fait de maintenir la présence de ¢ dans la variance de la seconde compo-
sante permet de préserver la dépendance avec la variance de la premiére com-
posante et donc d’assurer une meilleure performance de 1'algorithme comme
le suggérent Robert et Mengersen (1999).'° Avec cette écriture, la fonction de
densité des y; donnée dans (2.55) devient :

f(y) = pfar(ys; 041,0%) + (1 = p)fa(ys; o + OéJyafag)a (2.70)
et se préte a ’'emploi de lois a priori conjuguées pour o7 et o2. Ces lois sont :
0-% NIg(bhdl)? 0% NIg(b27d2)7 (271)

ou ZG désigne la loi inverse-gamma (voir annexe A.4). Deux remarques sont
a faire. D’une part l'identification de o3 est assurée étant donné son lien
bijectif avec o3. D’autre part, il faut imposer la contrainte ¢2 > 1 pour
garantir que la variance de la seconde composante soit plus grande que celle
de la premiére.

Nous pouvons & présent poursuivre la mise en place de la procédure d’es-
timation Bayésienne & partir du modéle (2.70). Le produit des lois a priori
7(0) par la vraisemblance donne la loi a posteriori & partir de laquelle les
inférences sur les parameétres peuvent étre menées. Diebolt et Robert (1994)
montrent que les estimateurs Bayésiens sont disponibles sous forme explicite
mais que leur calcul est impossible en pratique suite au trés grand nombre de
termes qu’il faut évaluer. En d’autres mots il faut recourir a une procédure
numérique itérative pour parvenir i 'estimation des paramétres. Par analogie
avec ’algorithme EM, Diebolt et Robert (1994) préconisent 'utilisation de la
méthode d’augmentation des données suggérée par Tanner et Wong (1987).
Ils introduisent donc le vecteur de variables indicatrices z de la méme fa-
con que nous ’avons décrit pour ’algorithme EM. Dés lors, en adoptant les
mémes notations que précédemment, la loi a posteriori du modéle complété

19Cette reparamétrisation a également été proposée par Johannes et al. (1999) dans un
contexte en tout point analogue (estimation d’un modeéle & sauts dont la discrétisation
aboutit & un mélange de lois normales). Cette derniére étude et en particulier cette repa-
ramétrisation est souvent invoquée dans ’estimation des modéles & sauts par une approche
bayésienne, voir par exemple Eraker et al. (2003), Eraker (2004) ou Raggi (2005).
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est :

(0, zly) = 7r(0)12[ IT prfa(yelbr))

k=1t:y:€S}

o« p"(l—p)"?——F7——X
PR g (2.72)

exp(z (yt—a1)2+ > (yt—ozl—ou)2) y

2 2 2
tize=1 20-1 tize=2 20-10-2
2 .2
7"—(p: O, 0y, 07, 02)'

Cette loi a posteriori jointe est ensuite décomposée en deux blocs, la loi
conditionnelle f(z|y,6) et la loi conditionnelle 7(f|y, z) pour permettre la
mise en place d'un échantillonnage de Gibbs. En partant de valeurs initiales
6© T’algorithme consiste & effectuer, & chaque itération i, les opérations
suivantes :
— Etape 1 : générer les T 2 selon une loi de Bernoulli de probabilité
donnée en (2.67), puis calculer les quantités :

”1=Z]I[Zt=1]a ”2=Z]I[Zt=2]a
? ¢
g=2 ylln=1], 2= ylz=2],
? ?

 maw)? o1l s (ye — o1 — ay)? o
31—;72 Iz = 1], 2—; 5 I[z = 2].

— Etape 2 : simuler les paramétres & partir de leurs lois a posteriori condi-

tionnelles :
p ~ Be(ni+ ap,ne + by),
0‘% ~ IQ(AI,BI),
0‘% ~ IQ(AQ,BQ),
CV% ~ N(Ely‘/l%
043 ~ N(E27V2)7
et ou :
ny+mn n
A= "4, Ay = =+ by,
2 2
81+ S S
B1: ! 2+d17 B2:_2+d27
2 2
1 (3 i a 1 7] a
Bi=— |G+ agtmast ), Ba=— | g+t
Vi \oi oj03 ¢ Vo \ oi0% G
1 i al Mo i 1 1 i Mo 1
Vi o7 ojos ¢ Vo ooy (G
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Cet algorithme converge théoriquement et produit des tirages de la loi a
posteriori jointe. De maniére générale, I’échantillonnage de Gibbs appliqué
aux mélanges peut toutefois entrer dans des états-piéges dans lesquels toutes
les observations sont affectées a une seule composante. L’algorithme ne par-
vient plus alors a produire une autre répartition des observations entre les
deux composantes durant une période indéfinie. Pour éviter ce probléme,
Robert et Mengersen (1999) proposent de lier les paramétres de la deuxiéme
composante 4 ceux de la premiére. Dés lors, chaque observation contribue a
I’estimation de ’ensemble des paramétres. Dans notre cas, ce lien est pré-
sent de facon naturelle puisque les paramétres de la seconde composante
dépendent de maniére explicite des paramétres de la premiére composante.
De fait, nous pouvons espérer que notre algorithme est performant. Pour véri-
fier sa convergence effective, nous pouvons lancer plusieurs chaines ayant des
valeurs initiales différentes. Si la totalité des chaines conduisent & la méme
loi stationnaire, nous déduisons que celle-ci est la loi a posteriori souhai-
tée. Dans la suite de la thése nous construirons toujours nos algorithmes a
partir d’une version reparamétrisée du modéle traité et la convergence sera
systématiquement vérifiée en lancant 3 chaines différentes.

Un dernier point concerne la valeur des hyperparamétres, c’est & dire
les valeurs numériques des paramétres des loi a priori. Nous faisons le choix
d’imposer des a priori diffus. Concrétement, les valeurs sont choisies de sorte
qu’elle aient un impact trés faible sur les estimations finales. Ceci implique
des variances trés grandes pour les lois a priori normales (par exemple (7 =
(2 = 1000), et des valeurs proches de 0 pour les paramétres des lois béta
et inverse-gamma (par exemple a, = b, = 0.5 et by = by = di = dy =
0.001). En pratique, 1'utilisation de lois a priori diffuses peut compromettre
les performances de ’algorithme. Ici, nous sommes & I’abri de ce probléme,
car nous disposons de contraintes d’identification des composantes.

Dans le premier chapitre, nous avons vu les méthodes d’évaluation du prix
des options dans le cadre des modéles financiers standard : Black et Scholes
(1973), modéles & volatilité stochastique, modéle & sauts du type Merton
(1976). Ici, nous venons d’achever la revue des différentes méthodes d’esti-
mation pour ces mémes modéles. Nous nous proposons a présent de pour-
suivre le travail en nous intéressant & 1’évaluation d’options et a la méthode
d’estimation de modéles plus complexes, associant sauts dans la volatilité
stochastique et sauts dans les rendements.
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Chapitre 3

Sauts dans la volatilité

3.1 Introduction

Dans le premier chapitre, nous avons exposé les principaux modéles utili-
sés pour décrire le processus du sous-jacent. Il s’agissait du processus Brow-
nien géométrique standard, des modéles a volatilité stochastique et des mo-
déles a sauts. Nous avons conclu ce premier chapitre par une bréve description
des modeéles les plus récents : le modeéle de Bates (1996) qui combine des sauts
dans I’évolution du sous-jacent avec une volatilité stochastique et le modéle
étudié dans Duffie et al. (2000) qui comporte des sauts dans le processus du
sous-jacent et dans le processus de la volatilité. Ce dernier modéle apparait
comme étant le plus complet disponible & I’heure actuelle, tous les autres
pouvant étre considérés comme des cas particuliers. Par rapport au modéle
de Bates, I’extension principale proposée par Duffie et al. (2000) est la prise
en compte des sauts dans la volatilité. Outre la souplesse statistique que per-
met une telle modélisation, deux points importants méritent d’étre soulignés.
Tout d’abord, I'existence de sauts dans la volatilité est justifiée de maniére
intuitive. Par exemple, la volatilité est souvent interprétée comme une mesure
de l'incertitude régnant sur les marchés financiers. Il semble donc naturel de
supposer que larrivée subite de mauvaises (respectivement bonnes) nouvelles
augmente (diminue) substantiellement et brusquement le niveau de volatilité.
D’autre part, Duffie et al. (2000) montrent que la prise en compte de sauts
dans la volatilité a un impact important sur I’évaluation du prix d’une option.
Ainsi, existence de sauts dans la volatilité n’est plus simplement une facon
de mieux appréhender les phénoménes régissant le processus du sous-jacent,
mais également une maniére d’accroitre ’adéquation entre les prix issus d’'un
modeéle théorique et les prix observés.

A terme, notre objectif est d’étudier une variante du modéle de Duf-
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fie et al. (2000). Ce travail sera effectué dans le cinquiéme chapitre. Nous
y décrirons en détail la modélisation, I'estimation des paramétres, I’évalua-
tion d’options et I'impact des sauts, provenant du processus du sous-jacent
comme ceux provenant de la volatilité, sur la surface de volatilité. Aupara-
vant, il nous semble intéressant et nécessaire de fournir quelques résultats
intermédiaires concernant uniquement la modélisation des sauts dans la vo-
latilité. Ce travail préliminaire va se décomposer en deux parties. Dans un
premier temps, nous nous intéressons 4 un modéle qui se situe & mi-chemin
entre un modéle & volatilité stochastique et le modéle de Duffie et al. (2000).
Il constitue une extension aux modéles & volatilité stochastique mais demeure
néanmoins un cas particulier du modéle de Duffie et al. (2000). Comme Bates
(1996) nous partons d’un modéle & volatilité stochastique auquel nous incor-
porons des sauts. La différence se situe dans la facon de rajouter ces sauts.
Au lieu de considérer la présence d’une composante 4 sauts directement dans
le processus du sous-jacent, nous supposons que les sauts interviennent dans
le processus de volatilité. A notre connaissance ce type de modéle n’a pas
encore été étudié. Notre ambition n’est pas de proposer un modéle alternatif
qui se placerait comme compétiteur face au modéle de Bates (1996). Aussi,
nous ne cherchons pas ici a4 comparer les deux modéles d’un point de vue
quantitatif. Plus modestement, notre objectif dans ce chapitre est de 1) four-
nir des résultats permettant de traiter des modéles contenant des sauts dans
la volatilité et 2) discuter de la pertinence de ce type de modéle. Dans un
second temps, et ce sera 1’objet du prochain chapitre, nous développerons
une méthode d’estimation pour ces modéles & sauts dans la volatilité.

Dans la premiére section de ce chapitre, nous revenons sur le concept
d’un modéle a sauts dans la volatilité, ceci afin d’éviter toute confusion avec
le modéle de Bates (1996). Nous y décrivons ensuite un modéle de volatilité
standard, souvent employé dans la littérature de 1’économétrie financiére;
le modéle Ornstein-Uhlenbeck dans sa version logarithmique (noté log-OU
par la suite). Nous nous attachons a le décrire en détail en fournissant non
seulement sa solution, sa distribution et ses moments mais également les pro-
cédés pour y arriver. Nous effectuons en quelque sorte une compilation des
résultats déja présents dans la littérature mais disponibles uniquement sous
forme fragmentée. Nous poursuivons cet effort avec 'extension du modéle
log-OU aux sauts. La encore, nous fournissons de nombreux résultats origi-
naux sur les caractéristiques de ce processus. Nous discutons également de
la spécification des sauts.

La deuxiéme section est consacrée a la risque-neutralisation des modéles
étudiés ainsi qu’a I’évaluation d’options. Contrairement a d’autres modéles a
volatilité stochastique, il n’est pas possible de fournir une expression quasi-
analytique du prix d’une option, et ce méme dans le cas simple d’une vola-
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tilité régie par un processus log-OU et d’une option de type européen. Par
conséquent, nous proposons une méthode de Monte Carlo, simple & mettre
en oeuvre, et largement inspirée des travaux de Hull et White (1987).

La troisiéme section nous permet d’illustrer certaines caractéristiques des
modeéles & sauts dans la volatilité, et de comparer ses performances par rap-
port & des modéles standard. Par exemple, nous montrons que des sauts dans
la volatilité du sous-jacent peuvent engendrer des variations du sous-jacent
trés fortes, comparables a celles obtenues par des modéles & sauts du type
Merton (1976), mais dont 'effet persiste sur ’évolution du support. Nous
illustrons également 'impact des sauts dans la volatilité sur la surface de
la volatilité et nous mettons en évidence les capacités de notre modéle a
reproduire un certain nombre de faits stylisés.

3.2 Modéles de volatilité

Avant de décrire en détail les modéles auxquels nous nous intéressons, il
nous semble utile de revenir sur la terminologie des différents modéles déja
étudiés dans les chapitres précédents. Ceci nous permettra d’éviter par la
suite toute confusion dans la désignation des modéles.

Un modéle de volatilité stochastique spécifie ’évolution de la volatilité
instantanée proprement dite. Il s’agit donc d’une équation différentielle sto-
chastique univariée. Associée a I’équation définissant les mouvements du sous-
jacent, elle caractérise un modéle o volatilité stochastique qui est, quant a lui,
un processus bivarié. Lorsque 1’évolution du sous-jacent et de sa volatilité
instantanée sont chacune spécifiées selon une diffusion, nous parlerons de mo-
déles o volatilité stochastique standard. Ce type de modéle a été étudié par,
entre autres, Hull et White (1987), Scott (1987) ou encore Heston (1993).
Parallélement & ces modéles & volatilité stochastique standard, se sont déve-
loppés les modéles a sauts initialement introduits par Merton (1976). Au sens
usuel, un modéle & sauts désigne un processus univarié caractérisant 1’évolu-
tion d’un sous-jacent. Au sens large, un modéle a sauts désigne le processus
d’une variable financiére composé d’une partie continue (représentée par une
diffusion) et d’une partie discréte (représentée par un processus de Poisson).
Nous parlerons ainsi d'un modéle de volatilité stochastique a sauts pour nom-
mer un processus univarié ou la volatilité est spécifiée par la juxtaposition
d’une diffusion et d’une composante discréte. Pour désigner un processus bi-
varié comportant des sauts uniquement dans la volatilité, nous utiliserons le
terme de modéle & volatilité stochastique avec sauts dans la volatilité ou plus
simplement d’un modéle & sauts dans la volatilité. 11 s’agit de ne pas confondre
ces derniers modéles avec les modéles & sauts avec volatilité stochastique ou
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encore les modéles a volatilité stochastique avec sauts qui sont deux expres-
sions équivalentes que I'on peut trouver dans la littérature pour désigner un
seul et méme modéle bivarié. Le sous-jacent y est spécifié par la combinaison
d’un modéle a sauts dans I’évolution du support proprement dite et d’une
volatilité stochastique décrite par une diffusion. Cette volatilité stochastique
ne comporte pas de composante a sauts. De tels modéles ont été introduits
par Bates (1996) et étudiés, entre autres, par Bakshi ef al. (1997), Andersen
et al. (2002), Pan (2002) et Chacko et Viceira (2003). Enfin, les modéles a
sauts dans le sous-jacent et la volatilité que nous désignerons parfois comme
étant des modéles complets ont été décrits par Duffie ef al. (2000), Bakshi
et Cao (2002), Eraker et al. (2003), Chen et Scott (2004) et Eraker (2004).
Ce sont des modéles bivariés qui spécifient I’évolution du sous-jacent et de
sa volatilité instantanée par des processus comportant une diffusion et une
partie discréte.

Nous cherchons & présent a déterminer quelles spécifications choisir pour
la partie continue d’un processus de volatilité stochastique. Comme nous
I’avons déja souligné dans les chapitres précédents, il existe diverses maniéres
de spécifier un modéle de volatilité stochastique, chacune d’elle comportant
des avantages et des inconvénients. Pour prendre en considération I’existence
d’une force de retour a la moyenne et la stationnarité du processus de vo-
latilité, la modélisation financiére a proposé des modéles en temps continu
adéquats tels que le modéle d’Ornstein-Uhlenbeck (désormais noté OU). Ce
modéle a été intensivement utilisé pour modéliser I’évolution de taux d’intérét
a la suite de Vasi¢ek (1977). Les travaux de Schoebel et Zhu (1999) consti-
tuent une application récente dans une perspective d’évaluation d’options
sur actions. Ils montrent en particulier qu’il existe une formulation quasi-
analytique pour le prix d’une option. Il faut toutefois signaler 'inconvénient
majeur de ce modéle, qui est de pouvoir générer des volatilités négatives.
Dans le cadre d’'un modéle & volatilité stochastique standard, cette caracté-
ristique est génante, méme si pour des valeurs de paramétres plausibles, la
probabilité qu’'un tel événénement survienne est trés faible, voir Schoebel et
Zhu (1999) pour une illustration. Le modéle de Cox et al. (1985) (ou modéle
racine carrée) tient une place de premiére importance dans la modélisation
financiére. Il a été utilisé dans de nombreux travaux de référence traitant de
I’évaluation du prix d’options, comme Heston (1993), Bates (1996) ou Duffie
et al. (2000). L’avantage de ce type de modéle est de disposer d’une formule
quasi-analytique pour le prix d’une option. Malheureusement, d’un point
de vue économétrique et par anticipation avec les travaux que nous serons
amenés a effectuer dans le chapitre suivant, ce modéle présente 'inconvé-
nient majeur de ne pas posséder de solution analytique connue a 1’équation
différentielle qui le définit. Cox et al. (1985) fournissent certes la fonction
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de densité de transition mais celle-ci se préte difficilement & des méthodes
d’estimation fondées sur le maximum de vraisemblance.! Aussi, nous nous
tournons naturellement vers le modéle Ornstein-Uhlenbeck dans sa version
logarithmique qui présente de nombreux avantages (désormais noté log-OU).
Tout d’abord, et contrairement & un modéle OU, le modéle log-OU permet
d’éviter des volatilités négatives. Andersen et al. (2001), Eraker (2004) ou
encore Chourdakis (2004) évoquent également une plus grande souplesse du
modéle log-OU & capturer les propriétés statistiques de la volatilité. Ensuite,
il préserve certaines bonnes propriétés mathématiques d’'un modéle OU (so-
lution analytique, fonction de transition connue). Ceci est souhaitable pour
envisager une méthode d’estimation assez simple et, explique que son utili-
sation ait été privilégiée en économétrie de la finance, voir par exemple les
articles de référence dans ce domaine que sont Jacquier et al. (1994) et Harvey
et al. (1994). Enfin, le modéle log-OU supporte aisément une extension 4 une
composante a sauts. En contrepartie, il n’y a pas de formule quasi-analytique
connue du prix d’une option. Evidemment, des méthodes numériques restent
envisageables comme nous le montrerons plus tard.

Nous nous proposons, dans un premier temps, de donner les principaux
résultats concernant le modéle de volatilité stochastique log-OU. Il s’agit es-
sentiellement de regrouper des résultats déja présents dans diverses études.
Ce travail récapitulatif s’avére étre indispensable pour établir, dans un second
temps, les propriétés du modéle log-OU comportant des sauts (noté désormais
log-OUS). Dans ce cas, nous offrons des résultats qui, & notre connaissance,
sont originaux. Certains d’entre eux, vont nous servir directement dans ce
chapitre. Par exemple, pour ’évaluation d’options, nous devons pouvoir ex-
primer I’évolution de la volatilité au carré sachant que la modélisation initia-
lement proposé concerne la log-volatilité au carré. D’autres résultats, portant
sur les moments de la log-volatilité au carré, et la volatilité au carré, vont
prendre toute leur importance dans les chapitres suivants, lorsqu’il s’agira
d’estimer les paramétres de ces modéles. Une fois ce travail sur la description
des spécifications de la volatilité instantanée effectué, nous serons en mesure
d’étudier les modéles & volatilité stochastique qui en découlent.

1Voir Moraux et al. (1998, 1999) pour une application de la méthode du maximum de
vraisemblance & ce modeéle. D’autres méthodes d’estimation restent évidemment envisa-
geables.
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3.2.1 Le modéle log-OU

Le modéle log-OU spécifie les variations de la volatilité o; selon ’équation
différentielle stochastique suivante :

dIn(o?) = k[ — In(o?)]dt + vdW5, (3.1)

ou dW, représente un mouvement Brownien, x désigne la vitesse de retour a
la moyenne et ¥ est le niveau de référence autour duquel la volatilité évolue.
Il présente ’avantage de posséder une solution et une fonction de transition
aisées & manipuler. Concrétement, la solution de cette équation différentielle
est obtenue par une simple application de la formule d’It6.2 En partant de
la valeur initiale o, la valeur de la volatilité en ¢ > 7 est :

In(o2) = Y(1 — exp[—r(t — 7)]) + In(02) exp[—~&(t — 7)]
(3.2)
+ f: exp|k(s — t)]ydWs.

Notons que le terme f: exp[k(s — t)]ydW, représente un processus Gaussien.
La loi de In(o?) conditionnelle a la valeur initiale o, est donc une loi normale
d’espérance :

E[In(0})|or] = 9(1 — exp[—x(t — 7)]) + In(07) exp[-r(t — 7)],  (3.3)

et de variance :

2

Var[ln(o?)|o,] = ;_m(l — exp[—2k(t — 7)]). (3.4)

En faisant tendre ¢ vers l'infini, on obtient les moments inconditionnels.
Ainsi, 'espérance marginale est E[In(c?)] = ¢ et la variance marginale est
Vin(o3)] = v*/(25).

Une application directe de I’équation (3.3) consiste & s’en servir pour
donner une idée de la vitesse d’ajustement du niveau de la log-volatilité au
carré actuel a son niveau de référence 9. Concrétement, si on se place a la
date £ nous savons que pour une date future s > ¢ :

E[In(0?)|oy] = 9(1 — exp[—k(s — t)]) + In(0}) exp[—~(s — 1)]. (3.5)

On peut dés lors calculer le temps nécessaire s — ¢t pour que le niveau actuel
de la log-volatilité au carré, In(o?), se situe 4 mi-chemin entre un niveau de

volatilité future In(o?) et son niveau de référence . Pour y parvenir, nous

2Voir I’annexe A.5.3.
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remplagons donc dans (3.5), In(¢?) par [In(62)+9]/2. Un calcul rapide donne
s—t=1In2/k.

De (3.2), on peut également déduire que la volatilité au carré suit une
loi log-normale. En effet, en prenant ’exponentielle de cette équation, nous
avons :

0?2 = exp(In(o?) exp[—k(t — 7)] + I(1 — exp[—k(t — 7)])) X
(3.6)
exp (f: explr(s — t)]'ydWs) :

L’espérance et la variance de o7 sont alors données par :
E(oilor) = exp(E[In(0y)|or] + Vin(o3)[or]/2),

= exp[¥(1 — exp[—k(t — 7)]) + In(02) exp[—k(t — T)]] X

exp [Z—K(l — exp[—2k(t — 7')])] ,

(3.7)
et :
V(0?|or) = B(0?|or)?lexp(VIn(o?)lo,]) — 1. (3.8)

Finalement, en faisant tendre ¢ vers I’infini, on peut trouver 'espérance et la
variance inconditionnelles de 7. On a :

E(o}) = expl0 +7*/(4r)], (3.9)

et :
V{o?] = explf + 7%/ (2x)] — expld + 7/ (4)]. (3.10)

3.2.2 Le modéle log-OUS

Nous définissons a présent I’extension du modéle log-OU 4 la présence de
sauts. Par analogie & Merton (1976) qui a suggéré I'existence de discontinui-
tés dans I’évolution du cours des actifs, il semble naturel que la volatilité,
parfois interprétée comme l'incertitude inhérente au sous-jacent, puisse elle
aussi varier subitement. Ces discontinuités sont des variations d’une ampleur
telle qu'un modele de diffusion ne peut les générer. On peut évidemment
penser aux crashs ou plus généralement a I’arrivée soudaine d’informations
importantes remettant largement en cause le prix actuel du support. On peut
également fournir des explications puisant leur source dans le comportement
des agents. Il existe en effet un courant de littérature (voir par exemple He,
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2003, et les références internes) dans lequel on considére que le marché est
partagé en deux types d’agents; les fondamentalistes (fundamentalists) et
les suiveurs (followers ou encore chartists), chaque agent pouvant changer
de profil. Les premiers se basent sur des données rationnelles pour évaluer
le prix du support, leurs opinions évoluent lentement et leur horizon de pla-
cement est lointain. Les seconds fondent leurs anticipations sur une lecture
graphique des cours passés du support et leurs placements ont des objectifs
a trés court terme. Lorsqu’une analyse technique leur émet un signal de ren-
versement de tendance dans 1’évolution du support, les chartistes changent
brutalement d’opinion. Ce comportement tend a remettre en cause I’équilibre
régnant sur le marché et donc & accroitre soudainement la volatilité. L’incer-
titude gagne d’autres agents, qui de fondamentalistes deviennent suiveurs et
la volatilité continue a rester élévée. Cette contagion explique le phénoméne
de persistance des chocs dans la volatilité. Un modéle 4 sauts dans la vo-
latilité permet de tenir compte aisément d’une telle structure du marché,
la partie continue du modéle représentant les fondamentalistes tandis que
la composante a sauts refléte I’attitude versatile des chartistes. En plus de
ces justifications intuitives, la prise en compte de sauts dans la volatilité est
également motivée par les récents travaux de Duffie et al. (2000) ou Eraker
et al. (2003), qui montrent que l'existence de sauts dans la volatilité peut
sensiblement améliorer I’adéquation entre le prix observé d’une option et le
prix issu d’un tel modéle théorique.

Pour obtenir le modéle log-OUS, nous allons combiner une diffusion (le
modéle log-OU) avec un processus a sauts. Ce processus a sauts est constitué
par la donnée de deux éléments : 1) un processus de Poisson pour modéliser
Parrivée des événements extraordinaires et 2) un terme aléatoire représen-
tant I’ampleur de la variation. Le processus de Poisson est noté N, et dé-
signe le nombre de sauts ayant eu lieu a la date ¢. Par ailleurs, nous notons
T1, T2, ---, TN, les dates auxquelles se produisent ces sauts. V; suit une loi de
Poisson d’intensité A;.® Pour un intervalle de temps trés court [t — h; t], nous
avons :

PIARN: = 0] = 1—Ash+o(h),
P[ApNy =1] = Ash+o(h),
PlAWN, > 1] = ofh).

Aprés avoir caractérisé le processus d’arrivée des sauts, il nous reste i spéci-
fier leur nature. Nous avons déja évoqué un certain nombre de spécifications
possibles pour les sauts. Ainsi, lorsque la diffusion est représentée par un pro-
cessus Brownien géométrique standard, comme dans Merton (1976) les sauts

3Notons simplement que N; n’est pas un processus de Poisson compensé et n’est donc
pas une martingale.
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sont fréquemment supposés étre Gaussiens. Kou (2002) est une exception et
il suppose des sauts distribués selon une loi double-exponentielle. Pour un
modéle OU, Das (2002) suggére des sauts Gaussiens. Enfin, pour un modéle
a la Cox-Ingersoll-Ross les sauts sont généralement supposés comme étant
issus d’une loi exponentielle, donc forcément positifs, voir Duffie et al (2000)
ou encore Eraker (2004) et Chacko et Viceira (2003) pour une alternative.
Le choix de ces lois est essentiellement, sinon entiérement, motivé par des
considérations d’ordre calculatoire. Un autre critére auquel notre choix doit
étre soumis est son adaptation économétrique. Pour toutes ces raisons, nous
supposons que 'amplitude des sauts est distribuée selon une loi normale
d’espérance E(J) = py et de variance V(J) = 2. Une telle hypothése pré-
sente ’avantage de pouvoir considérer des variations de volatilité aussi bien
positives que négatives. En effet, nous ne savons pas, a priori, si les fortes
variations dans la volatilité sont nécessairement associées a des mauvaises
nouvelles, donc positives.
Le modéle log-OU étendu a des sauts est décrit par :

dln(o?) = k[¥ —In(o})]dt + vdW; + JdN;. (3.11)
Il peut également se réécrire sous la forme plus intuitive suivante :

dIn(0?) = { k|9 — In(a?)|dt + ydW; avec probabilité 1 — ) ;dt
t k[¢ — In(o?)|dt + vdW, + J avec probabilité A yd¢

(3.12)
Cette écriture permet de mieux appréhender ce qui se produit lorsqu’il y
a un saut a une date 7;. En notant 7; l'instant qui précéde le saut, on a
In(o2) — ln(aTi_) = 0 + J;. La variation générée par la partie continue est
nulle car I'intervalle de temps séparant 7; de 7; est nul. On en déduit que la
valeur de In(0? ) est égale a In(0?_) + J;.

Pour trouver la solution de l’équation différentielle (3.11), nous pouvons
employer la formule d’It6 pour les modéles a sauts fournie par exemple dans
Cont et Tankov (2003). Nous détaillons ici une autre fagon d’obtenir cette
solution (voir Hauswirth, 1999, pour lapplication de la méme méthode au
modéle OU et évidemment le chapitre 1 pour ’application au processus Brow-
nien géométrique standard). Rappelons que les sauts interviennent aux ins-
tants {7;}i=1,..n, il en découle que sur l'intervalle de temps [7; 71 [, aucun saut
n’a lieu et I’évolution de la volatilité est décrite par un processus log-OU. La
solution est donnée par (3.2). On a donc pour ¢ € [7, 7] :

In(62) = In(o2)exp[—k(t — 7)] + ¥(1 — exp[—k(t — 7)])
(3.13)
+ [} expl(s — £)]ydW..
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De méme, pour ¢ € 71, T3], nous avons :

In(o7) = In(o?)exp[—r(t — )]+ (1 — exp[—&(t — 71)])
(3.14)
+ f:l exp[k(s — t)]ydWs.

En tenant compte du fait que In(o?) = ln(ofl_) + Ji, on déduit de (3.14) que

pour ¢ € [, Tof :

In(c?) = [ln(afl_) + Ji]exp[—k(t — 11)] + H(1 — exp[—«(t — 71)])

+ [} explk(s — t)]ydW,

= ln(af_) exp[—k(t — 1)) + H(1 — exp[—k(t — 11)])

+ [ exp[r(s — )]ydW, + Jy exp[—r(t — 71)].

(3.15)

En remplacant dans cette derniére équation la valeur de In(c?_) par son
1

expression :

In(62) = In(o2)exp[—k(r; —7)] + (1 — exp[—k(1; —7)])

1

(3.16)
+ [ explw(s — ) lydW,
on obtient que pour t € [T, o[, la volatilité évolue selon le processus :
In(6?) = In(o2)exp[—k(t — 7)] + 9(1 — exp[—kr(t — 7)])
(3.17)

+ [ explr(s — B)]ydW, + Ji exp[—k(t — 71)].

Finalement, ce raisonnement répété sur ’ensemble des instants ou il y a eu
un saut conduit a la solution :
In(62) = In(o2)exp[—k(t — 7)] + H(1 — exp[—&(t — 7)])

, N, (3.18)
+ [ exp[r(s — t)]ydW, + > J;exp[—k(t — 7;)].

i=0
On pourrait en conclure que la volatilité a une tendance croissante puisqu’a
chaque saut le niveau de volatilité augmente d’une quantité dépendante de la
valeur du saut. Dans les faits, le saut peut étre rapidement compensé si 1) x
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n’est pas exagérément faible, c’est & dire si la vitesse de retour 4 la moyenne
est suffisamment élevée ou encore si 2) la date a laquelle a eu lieu le saut est
lointaine, c’est & dire ¢ — 7; grand.

Avec ’hypothése de sauts Gaussiens, on voit que la solution se décompose
en une variable aléatoire Gaussienne provenant de la solution sans sauts et de
la somme de variables aléatoires normales provenant de la partie discontinue
du processus. Par conséquent, la distribution de la solution, conditionnelle-
ment & un nombre de sauts donné, N; = n, et & o, sur la période, est une
loi normale :

flin(oglor, Ny = n] = falln(o) | M, 2], (3.19)

ou M, et Q2 désignent 1’espérance et la variance dans le cas ot il y a eu n
sauts. Les expressions de ces deux quantités sont obtenues en effectuant les
opérations suivantes. Tout d’abord M,, est défini par :

M, = E[n(o?)|os, Ny =n,

= M°¢+ M¢,

= 9(1 —exp[—&(t — 7)]) + In(0?) exp[—&(t — 7)] (3.20)

+E (;0 J; expl—r(t — Ti)]) .

La deuxiéme égalité signifie simplement que M, est égale & la somme de
I’espérance de la partie continue M€ du processus, qui ne dépend pas du
nombre de sauts, et de I'espérance de la partie discréte M?. Nous devons a
présent fournir ’expression de cette derniére quantité. Nous avons :

M = B (S sewl-st-n)]),

=0

n

= Y E(J;exp[—k(t — 7;)]), (3.21)

1=0

n

= Y E(J;)E(exp[—k(t — 7;)]).

1=0

Ce résultat provient simplement du fait de la linéarité de ’opérateur espé-
rance et de l'indépendance entre la taille du saut et sa date d’apparition.
Rappelons également que 'une des hypothéses nécessaires pour la construc-
tion d’un processus de Poisson est la distribution uniforme des dates d’ap-
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parition.* Nous avons donc :

Elexp[—r(t — )]) = ftexp[—m(t—n)]idn,

(3.22)
1

= E(l — exp[—k(t — 7))]).

En combinant ce résultat a ’équation (3.21) et en notant que les J; sont i.i.d,
on obtient :

nE(J)

m(l — exp|—k(t — 7)), (3.23)

E (:o T; expl—r(t — Ti)]>

)

puis finalement :

M, = (ﬁ + %) (1 — expl—r(t — 7)]) + In(02) exp[—r(t — 7)].

(3.24)
En procédant de maniére analogue, nous aboutissons & 1’expression suivante
pour Q2 :

Q2 = Vln(c})|o,, N; = n],
— Qc,2+Qd,2

_ YAt — 1) + nE(J?) B B B 395
= iy el - ) (3:25)

nE(J)? )
—m(l — exp[—k(t — 7)])%,

ott 2% et Q4?2 désignent respectivement la variance de la partie continue
et discréte du processus. Ayant 4 notre disposition tous ces éléments, nous
pouvons poursuivre le raisonnement en cherchant a déterminer la loi de In(o?)

1Si les dates auxquelles ont lieu les sauts sont distribuées selon une loi uniforme U|r, 1],
la durée entre deux sauts est quant & elle distribuée selon une loi exponentielle.
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sachant uniquement o,. Nous connaissons le résultat suivant :

flin(ef)lo:] = [ fwlin(of)|My,, Q3,1 fp(N)dNy,

_ i% exp[—As(t — T)][As(t = 7)]"

Inlin(o?) | M, 7],

(3.26)
En d’autres termes, la loi de In(¢?) sachant o, est un mélange infini de lois
normales. Dans ce cas, déterminer I’espérance et la variance marginales né-
cessite I'utilisation des relations entre les moments d’un mélange de lois et
les moments des composantes de ce mélange. Nous savons en effet, que les
moments d'un mélange sont égaux a la somme pondérée par la probabilité
d’apparition des moments de chacune des composantes. Ainsi pour I'espé-
rance, nous avons :

Blne)ior) = 3 0=y g
Maintenant, en utilisant le fait que M,, = M° + M¢,
. exp[—As(t — T)][As(t = 7)]"
; . =1, (3.28)
et :
go nexp[—A;(t —n7!')][)\J(t —7)] (=), (3.29)
nous parvenons i :
R S
= e+ 2D eyl - ),
K (3.30)
. (19 22 (")) (1 - expl-s(t — 7))

+1n(0?) exp[—k(t — 7)].
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De maniére analogue, nous trouvons, aprés avoir déterminé le moment d’ordre
2, que la variance est :

V{in(o?)|o,] = %‘;E(J)(l — exp[—2k(t — 7)]). (3.31)

Notons que ces résultats peuvent également étre obtenus en utilisant la fonc-
tion caractéristique du processus In(o?) comme dans I’annexe de Das (2002).

Comme dans le cas log-OU, il nous est possible de donner la loi de ¢7. 1l
suffit pour cela de remarquer que :

02 = exp|ln(o?)exp[—kr(t — 7)] + (1 — exp[—kr(t — 7)])] X

t N (3.32)
exp [fT explr(s — t)]'ydWs] exp (2% J; exp[—k(t — TZ)]> ,
i=

est un produit de deux quantités qui sont chacune distribuées selon une loi
log-normale. En effet, le premier terme est la solution du processus o7 lorsqu’il
n’y a pas de sauts, et nous avons vu dans la section précédente que cette
solution suivait une loi log-normale. Le second terme est ’exponentielle d’une
somme de variables aléatoires normales et par conséquent il est également
distribué selon une loi log-normale. Or, le produit de deux variables log-
normales étant lui aussi une variable log-normale, nous en déduisons que
02, sachant o, et le nombre de sauts N, = n, est distribué selon une loi
log-normale. Nous avons donc :

f(olor, Ny = n) = fan (07| My, 22). (3.33)

L’espérance et la variance conditionnelles de o2 par rapport & o, et N; se
déduisent directement du lien entre les moments de la loi normale et la log-
normale. Par conséquent, ’espérance est égale a :

exp[=As (¢ = 7)]As(t = 7)]"

| exp(My, + 92/2)7
n!

E(ol|o,, Ny =n) = Z

n=0

(3.34)
et la variance :

xp[=As(t = T)|[As(E = T)]"
n!

x© e
V(otlor, Ny=n) = 3 exp(2M,, + Q2) x
n=0

[exp () —1].
(3.35)
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Le méme type de raisonnement que celui mené précédemment nous conduit
a la loi de o2 sachant o, :

exp[=As (¢ = 7)]As(t = 7)]"

n!

fun (07| My, Q2),  (3.36)

c’est & dire un mélange infini de lois log-normales. Les expressions analytiques
pour 'espérance et la variance deviennent plus compliquées dans ce cadre.
Pour illustrer ce point nous ne donnons que I'expression pour ’espérance,
celle-ci étant la seule quantité dont nous aurons besoin par la suite.

© exp[—As(t —7)]|[As(t —T)]"

E(otlor) = >

| exp(My, + 92/2)7
n=0 n.

_ i exp[=A, (¢ —;)][AJ(t -
exp[M® + M7 + (2 + 07%)/2],

— eXp(MC + Qc,2/2) i% eXp[_)‘J(t - T)][)‘J(t - T)]n

exp(MZ + Q%?/2).

X

(3.37)
Tandis que le premier terme est connu, c’est 'espérance de la partie continue

de 02, la sommation peut étre calculée en notant que les expressions de M9
et 2,d, 2 sont disponibles et que pour une quantité B; constante par rapport

anona:

 exp[—As(t — 7)][As(t —7)]"

>

exp(nBy)

n=0 n!
oo exp|—As(t — T)][As(t — 7) exp(B)]" (3.38)
- nE::o n! ’

= exp(As(t = 7)[exp(By) — 1)).

L’ensemble de ces éléments nous permet de donner I'expression de ’espé-
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E(c?lo,) = exp[d(1 —exp[—k(t — 7)]) + In(0?) exp[—£(t — 7)]] X

eXp[Z—K(l — exp[—2k(t — 7)])]x

exp(As(t — 7)[exp(B:) — 1),
(3.39)

By = E(Jiexp[—k(t — n)]) + V(Jiexp[—2x(t — 73)])/2,

= (J) —Kk(t—1T 7(!]2) —exp|—2k(t— T
= mu —exp[—k(t — 7)]) + ypr— (1 p[—2k(t — 7)])
E(J)? )
_4%;2(15 = (1 — exp[—k(t — 7)])2.

(3.40)

Lorsque ¢ tend vers l'infini, on obtient I’espérance non-conditionnelle de

2.5
P

M E(J) N v+ A E(J?)

E(o?) = exp |9+ p »

, (3.41)

Les propriétés statistiques établies ici nous permettent évidemment de
mieux appréhender le comportement de la volatilité sous de telles modéli-
sations. Elles vont également s’avérer utiles dans le chapitre 4 consacré a
lestimation de ces modéles.

3.3 Evaluation d’option

Pour évaluer des options & partir des modéles présentés dans ce chapitre,
nous allons employer ’approche risque-neutre développée par Cox et Ross
(1976) déja évoquée a de maintes reprises dans le chapitre 1. Auparavant,
il nous faut évidemment déterminer ’expression du modéle employé sous sa
forme risque-neutre.

SLe calcul effectif de la limite se fait en factorisant B; par 1/(t —7) puis en développant
exp(B;) en série entiére.
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3.3.1 Le modéle risque-neutre

Pour I’heure nous n’avons étudié que les processus de la volatilité ins-
tantanée du sous-jacent. Nous n’avons pas encore spécifié explicitement le
processus du sous-jacent. Nous supposons que le support est régi par un
processus Brownien géométrique standard :

dSt = acStdt -+ O'tStdBt. (342)

La volatilité instantanée o; est stochastique et nous envisageons les deux
spécifications déja traitées précédemment pour la modéliser :

log-OU: In(o}) = k[¢ — In(o?)]dt + vdWt,

log-OUS: In(0}) = k[ —In(0)]dt + vdWt + JdN;. (343)

Nous supposons que la corrélation entre les rendements et la volatilité est
nulle : E(dB;dW;) = 0.

Etudions d’abord la procédure de risque-neutralisation pour le modéle
log-OU. Elle ressemble point par point & celle décrite dans la section des
modéles a volatilité stochastique du chapitre 1. En suivant ’argumentation de
Scott (1987), nous devons avoir & notre disposition, non plus le processus de
la log-volatilité au carré mais le processus de la volatilité au carré lui-méme.
Aussi, nous réécrivons I’équation différentielle stochastique du processus log-
OU sous la forme :

do; = o7 [(k[9 — In(o})] + 7*/2)dt + vdW). (3.44)

Il s’agit simplement d’appliquer la formule d’Ité6 pour parvenir a ce résultat.
Toujours d’aprés la formule d’Itd, mais cette fois appliquée & un modéle
bivarié (voir 'annexe A.1.2), le prix d’un call européen doit vérifier 1’équation
suivante :

aC aC 16%C 52C
dC = —dS;+ —do?+ ———(dS,)? + dS,do?
55 05+ pador + 55 (A8 + s 5 dSido; 349
10%°C oC '
+———(do?)? + —dt.
2907 B0+ 5,

En effectuant les remplacements suivants; (dS;)? = 02S2dt, dS;do? = 0 et
(do2)? = o}?dt, équation (3.45) devient :

oC oC 16*C 16*C oC
oS Oo 208 2 0o ot

(3.46)
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La prise en compte de I’hypothése d’absence d’opportunités d’arbitrage se
traduit par une modification de cette derniére équation en :

aC aC 10°C 19°C aC
r|{C——=58|dt = ——do}+ -——507S}dt + ———0}v*dt + —dt.
oS 0 208 2 0o ot

(3.47)
Evidemment, suite & la présence d'un terme stochastique do? dans cette
équation, il existe une infinité de solutions & cette équation différentielle.
Pour restreindre I’ensemble des solutions & un unique prix d’option, il nous
faut supposer une fonction de préférence. Une fonction de préférence logarith-
mique permet d’aboutir & une version risque-neutre du modéle qui préserve
sa structure. En effet, sous cette hypothése, on a, voir par exemple Melino
et Turnbull (1990) :
yo2dW, = nyoldt, (3.48)

ol 7y représente la prime de risque associée & la présence d’une volatilité
stochastique. Dés lors, en remplagant le terme de gauche de I’équation (3.48)
par le terme de droite dans 1'expression de do?, le prix d’un call de type
européen est 1'unique solution de :°

oC oC
, (C _ £5t> dt = ﬁ(ﬁ[ﬁ —In(o)] +72/2 + nv)oidt
(3.49)
19°C 16°C oC
+-—07SPdt + ———o{y’dt + —dt.
208 2 0o ot

Nous pouvons facilement constater que cette équation différentielle aurait pu
étre obtenue & partir du processus suivant :

dsS,

?t = rdt+ 0,dB;,

i t2 (3.50)
o
t

Pour résumer, la neutralisation du risque dans un modéle & volatilité
stochastique standard revient & poser : o, = 7, k devient k% = k + 9y, ¥
devient 99 = kd/(k + nv) et v demeure inchangé.”

5Pour étre exact, il faut également prendre en compte les conditions aux bornes d’un
call européen.
"Dans la section 1.4.2, et plus précisément dans les notes des pages 56 et 58, nous
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Nous nous intéressons maintenant & la risque-neutralisation d’un modéle
ou la volatilité instantanée est définie par un modéle log-OUS. La premiére
étape consiste a passer de dIn(s?) & do?. Nous appliquons la formule d’It6
pour les processus & sauts (voir 'annexe A.1.3 ou Cont et Tankov, 2003), &
dIn(c?), nous obtenons :

do? = o [(k[d —1In(02)] + v%/2)dt + vdW; + [exp(J) — 1]] d Ny,
(3.51)
= do}* + o2[exp(J) — 1]dNV,,

oll, dans la derniére ligne, nous mettons en évidence la distinction entre les
variations dof’c provenant de la partie continue du processus des variations
discrétes. Nous pouvons a présent déterminer les variations de prix d’un call.
Celles-ci sont égales aux variations du call induites par la partie continue du
processus et données par la formule d’It6 pour un processus bivarié auxquelles
on ajoute les variations discrétes. Nous avons donc :

oC oC 10%C o*C oC
dC — —=dS;, = ———do?*+ ———(dSy)? + ———dSido.* + —dt
9515 = pozedor + 5 aeE(dS) 4 oon Heds: ot
1 8°C

5 e (@00 + [C (o exp(]) = 1]) = O} )] dN,.

(3.52)
Aprés avoir effectué les mémes simplifications que dans le cas log-OU, prendre
en compte ’hypothése d’absence d’opportunités d’arbitrage nous conduit & :

oC oC
r (C — %St) dt = (k[ — In(o;))dt + 72/2) o7 dt

do>*
10°C 1 6°C oC
+-——0pCSEdL + — ——— 0 ydt + ——dt
2 052 2 9o ot

c
+2-3:74Ws + [0(0 lexp(]) — 1) = C(0,)JdN:.

(3.53)

avions évoqué la possibilité d’avoir des spécifications plus souples pour la prime de risque
nv . Cela était possible car le modéle Cox-Ingersoll-Ross 8’y prétait. Ici, il est plus difficile
d’envisager des formes plus générales et donc d’éluder le probléme de suridentifiabilité du
parameétre ny .
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Etant donnée la présence de deux termes aléatoires dW; et dNN, il est évident
que cette équation différentielle admet une infinité de solutions. La question
qui se pose alors est comment parvenir i éliminer ces deux sources de risques.

Il existe diverses maniéres de le faire. La plus simple consiste & supposer
que les risques associés & une volatilité stochastique et & la présence de sauts
dans la volatilité sont tous deux diversifiables. Sous cette hypothése ’absence
d’opportunités d’abitrage n’implique plus seulement :

oC oC
dC — —dSy=r|C - —8, | dt, (3.54)
oS oS

oC oC
E(dc-=—ds,)=r|C-—8,]dt (3.55)
as as

Comme E(dW;) = 0 et E(dN;) = Ajdt, prendre l'espérance du terme de
droite de 1’équation (3.52) nous améne & 1’équation suivante :

mais :

oC oC
r<0—_st) dt = o (k9 — In(o?)]dt +42/2)07 dt

oS Vo Yot
+132C 2052t 4 - O 1 2dt + % (3.56)
_—0' ? — 0' ? -
99527t Pt T 9 gmet T ot

+AsE[C(07 [exp(J) — 1]) — C(07°°)]dt.

Cette équation ne comporte plus de termes aléatoires et pourrait étre obtenue
a partir du processus risque-neutre suivant :

dS;
?t = Tdt+0'tdt, (357)

do? = o [(k[d —1In(c?)] + ~%/2)dt + vdW; + [exp(J) — 1]d V],

oll, non seulement la structure est inchangée par rapport a la mesure initiale,
mais également toutes les valeurs de paramétres présents dans le processus
de volatilité.

Une autre facon de faire est d’envisager que seul le risque associé a la
partie continue de la volatilité est rémunéré. Le risque associé aux sauts est,
quant & lui, supposé diversifiable. Le processus risque-neutre qui découle-
rait de telles hypothéses peut étre facilement déduit de 'argumentation qui
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précéde et nous aurions :

ds

—t = Tdt+0'tdt,

St

do} = o} [(x2[9° — In(})] +72/2)dt + vdW; + [exp(J) — 1]dNy]

(3.58)
ol k%9 et Y99 ont déja été définis dans le cadre de la version risque-neutre du
modéle log-OU.

Evidemment le cas le plus réaliste consiste & considérer qu’aucune des
deux sources de risque n’est diversifiable. Dans ce cas et & notre connais-
sance, il n’existe aucune étude qui 1) formule les hypothéses d’ordre écono-
mique nécessaires a l’obtention d’une unique solution pour (3.53) et 2) spéci-
fie explicitement le lien entre les paramétres pris sous la mesure objective et
ceux de la version risque-neutre. Nous pourrions espérer trouver des réponses
dans les travaux qui s’intéressent aux modéles a volatilité stochastique com-
portant des sauts dans le sous-jacent et dans la volatilité. Malheureusement,
la phase de neutralisation du risque y est généralement omise. Par exemple,
Duffie et al. (2000) partent directement d’un processus risque-neutre sans
avoir spécifié le lien avec le processus générateur de données, tandis que dans
article d’Eraker (2004), les sauts dans la volatilité interviennent aux mémes
instants que les sauts dans le sous-jacent. Par conséquent, le risque associé
aux sauts dans la volatilité est inclus dans le risque associé aux sauts dans le
support. Il existe néanmoins une étude qui apporte un précieux élément de
réponse. Il s’agit du travail de Bakshi et Cao (2002). Ces auteurs considérent
un modéle plus général ol des sauts interviennent de maniére indépendante
aussi bien dans les rendements que dans la volatilité. Le processus de vo-
latilité qu’ils supposent est différent du noétre et est constitué d’une partie
continue représentée par une spécification a la Cox-Ingersoll-Ross et d’une
composante & sauts. Par ailleurs, 'amplitude des sauts est distribuée selon
une loi exponentielle. Dans ce contexte, ils parviennent 8 montrer que la
risque-neutralisation dans la composante a sauts du processus de volatilité
conduit & un changement dans 'intensité du processus de Poisson et une mo-
dification de 'amplitude moyenne des sauts. Ils donnent également un lien
explicite entre les paramétres risque-neutres et ceux sous la mesure objective.
Bakshi et Cao (2002) obtiennent ces résultats en procédant au méme type
d’argumentaire que Cox et al. (1985) et Bates (1988), c’est & dire en partant
d’un modéle d’équilibre général. La transposition a notre cas semble possible
mais cela dépasse largement notre objectif. Nous faisons simplement remar-
quer, qu’en ce qui nous concerne, le résultat majeur de Bakshi et Cao (2002)
réside dans le fait qu’un changement de mesure qui préserve la structure du
modele doit laisser les parameétres de variance inchangés.
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Parce que notre modéle est différent de Bakshi et Cao (2002), il nous est
impossible de fournir une formulation explicite liant les paramétres risque-
neutralisés aux parameétres du processus générateur des données. Toutefois,
nous pouvons supposer que sous les hypothéses d’absence d’opportunités
d’arbitrage, de préférences logarithmiques et d’une hypothése complémen-
taire, & définir, et qui concernerait le risque associé aux sauts, il existe un
processus risque-neutre qui méne & un prix unique d’option et qui garde la
méme structure que le processus générateur de données. Ce processus risque-
neutre a la forme suivante :

ds

—t = Tdt+0tdt7

St

do? = o} (kO[99 — In(o?)] + 7 /2)dt + vdW; + [exp(J?) — 1JaN?|

(3.59)
ol k9 et A9 ont les mémes expressions que précédemment, dN? est un pro-
cessus de Poisson d’intensité )\? et J9 a la méme distribution que J excepté
son paramétre d’espérance qui change. Les paramétres de variance 72 et v%
demeurent, quant & eux, inchangés.

Le fait de ne pas disposer de lien explicite entre les paramétres du proces-
sus générateur de données et ceux du processus risque-neutre peut apparaitre
comme un réel handicap. Ce dernier propos doit toutefois étre nuancé. Si I’ob-
jectif est d’évaluer des prix d’options, c’est la donnée du processus risque-
neutre et des valeurs de ses paramétres qui importe et non le processus géné-
rateur de données lui-méme. D’ailleurs les primes de risque n’interviennent
pas directement dans ’écriture du processus risque-neutre. Evidemment, on
pourrait rétorquer que 'obtention pratique des paramétres risque-neutre s’ef-
fectue en ajustant les parameétres du processus générateur des données issus
d’estimations par les différentes primes de risques. Nous verrons dans le cha-
pitre 4 comment estimer directement les paramétres d’un processus risque-
neutre. Nous poursuivons donc notre étude a partir du modéle risque-neutre
donné par (3.59). De plus, pour alléger les notations, nous considérons dé-
sormais que les paramétres sont exprimés sous la mesure risque-neutre.

3.3.2 Meéthodes de Monte-Carlo

Avant de donner une procédure d’évaluation du prix d’une option, nous
rappelons que nous avons supposé que la corrélation entre le sous-jacent et
la volatilité était nulle, E(dB;dW;) = 0. Cette hypothése est empiriquement
contestable, en particulier pour les indices. Elle nous permet toutefois d’utili-
ser le raisonnement de Hull et White (1987) pour évaluer le prix d’une option
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CHAPITRE 3. Sauts dans la volatilité

européenne. Nous discuterons les conséquences de son relachement dans la
conclusion.

Dans un monde neutre au risque, Cox et Ross (1976) ont montré que le
prix d’un call européen a la date £, expirant en T et dont le prix d’exercice
est K, est donné par :

C; = exp|—r(T —t)|E[max(Sr — K, 0)],
(3.60)
= exp[—r(T — t)] [ max(0, St — K) f(Sr)dSr,
ou f désigne la fonction de densité du support a la date d’échéance. Cette
fonction est évidemment inconnue pour les modéles que nous étudions. Dans
ce cas et contrairement aux modéles & volatilité stochastique qui spécifient
les mouvements de volatilité selon un processus Cox-Ingersoll-Ross ou un
processus OU, les modéles log-OU et log-OUS ne se prétent pas a ’obtention
de formules quasi-analytiques pour le prix des options. Ce fait est documenté
dans Chourdakis (2004).8 Ce dernier propose certes une autre méthode de
calcul assez rapide mais elle n’est directement applicable que dans le cas log-
OU. Comme nous souhaitons également évaluer des options dans le cadre
du modele log-OUS, nous nous tournons naturellement vers les méthodes
standard de Monte-Carlo. L’idée sur laquelle repose ces méthodes est la loi
forte des grands nombres. Transposée & notre cas, I'idée est d’approcher le
prix d’un call, qui est formulé comme une espérance, par :

Cy = exp|—r(T — 1:)]i f: max(0, Si™ — K), (3.61)

m=1

c’est & dire par la moyenne empirique de M cours du support a I’échéance.
Une premiére facon de faire est de simuler des trajectoires du support a partir
du processus bivarié qui le définit. Comme le cas log-OUS englobe le cas log-
OU, nous ne donnons la méthode que pour ce premier modéle. La premiére
étape consiste & discrétiser le processus bivarié. Comme nous disposons des
solutions pour S; et o7, les discrétisations suivantes sont envisageables pour

8Duffie et al. (2000) obtiennent des formules quasi-analytiques pour un trés vaste
nombre de modéles partageant tous une structure commune qu’ils nomment AJD (Af-
fine Jump-Diffusion). Cette classe de modéles AJD est caractérisée par le fait que les
termes de tendance, de variance, de corrélation, et de fréquence des sauts sont tous fonc-
tion affine du support, S;, et de la volatilité au carré, oZ. Duffie et al. (2000) montrent
alors que la fonction caractéristique de ces modéles présente une forme exponentielle af-
fine, d’ol ils peuvent déduire le prix d’une option de maniére similaire & celle employée
par Heston (1993) ou Bakshi et Madan (2000). Dans le cas LOG-OU et LOG-OUS, on
peut facilement constater qu’il n’y a pas de telles relations affines. De fait, la méthode de
Duffie et al. (2000) ne peut pas étre utilisée ici.
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les deux processus. Pour S;, nous avons :
Si = Si_1exp [(r — ol /2)A + ai_lx/Zui] , (3.62)

ou A est le pas de la discrétisation et u; est une variable aléatoire Gaus-
sienne centrée réduite. Nous choisissons de poser A = 1/252 et d’exprimer
les paramétres comme étant annualisés. De méme, nous pouvons discrétiser
02 en partant de (3.32). Nous faisons simplement remarquer que pour le pas
de discrétisation adopté, la probabilité que plus d’un saut se produise est né-
gligeable. Par conséquent, nous pouvons supposer qu’elle est nulle. D’autre
part et toujours parce que A est faible, on a :

( exp (U[1 — exp(—&A)] +1In(0? ;) exp(—rA)) X

exp ;—[1 — exp(—2kA)]v; | avec probabilité 1 — A;A, ou :
K

exp (9[1 — exp(—£A)] + In(02_|) exp(—kA)) X

2

exp ;—[1 —exp(—2kA)v; + J; | avec probabilité AsA.
K

\

(3.63)
La variable v; suit une loi normale centrée réduite, et .J; est une variable
normale d’espérance p; et de variance 2. La seconde étape consiste a simuler
une trajectoire représentant 7'+ 1 jours de cotations du sous-jacent & partir
des équations (3.62) et (3.63). A chaque date t = t+4A (0 < i < T),
on génére les deux variables aléatoires u;, v; et une variable aléatoire de
Bernoulli qui vaut 1 avec probabilité A;A. Si cette variable dichotomique est
égale & 1, on génére une variable aléatoire Gaussienne supplémentaire, J;,
dont ’espérance est p; et la variance 'y]?. L’ensemble de ces éléments permet
d’obtenir une valeur simulée Sy du support a la date 7. En répétant M
fois ces opérations, nous obtenons M cours de support a ’échéance et nous
pouvons donc approcher le prix d’un call par la moyenne empirique donnée
dans I’équation (3.61).

Evidemment, plus le nombre M de trajectoires ainsi simulées est grand et
plus la précision est grande. L’inconvénient inhérent & ’augmentation de M
est la consommation supplémentaire en temps de calcul diie essentiellement
a la génération des variables aléatoires. Une autre méthode pour accroitre
la précision tout en limitant I’augmentation du temps de calculs consiste a
utiliser la technique des variables antithétiques. Cette technique repose sur la
constatation suivante, si u; est une variable aléatoire normale centrée réduite,
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—u; peut également étre considérée comme étant un tirage de cette méme loi
normale du fait de la symétrie de la loi Gaussienne. Cette remarque s’applique
également 3 v; et & J;.% Ainsi, pour une trajectoire fondée sur le tirage des
variables aléatoires u;, v;, J;, nous pouvons former 7 autres trajectoires de
support différentes. Autrement dit, nous disposons de 8 prix de calls différents
pour chaque trajectoire simulée. Le prix final de ’option est alors la moyenne
de ces prix d’options. Davantage de détails peuvent étre trouvés, par exemple,
dans Boyle et al. (1997).

Une autre version de la méthode de Monte-Carlo, encore moins cofiteuse
en temps de calculs repose sur I'idée développée par Hull et White (1987).
Nous définissons la quantité V; r comme étant la quantité moyenne du pro-
cessus de volatilité sur la durée de vie de l'option :

_ 1 T
Vir=—— [ olds. (3.64)
T—1tJt

Le prix du call peut alors se réécrire ainsi (voir page 59) :

o = [expl—r(T —1)] / max(0, Sr — K)f(Se|Vir)dSr f(Vir)dVir.

. vl
-~

(3.65)
Or, le terme mis en évidence dans ’équation (3.65) n’est rien d’autre que le
prix d’un call européen obtenu par la formule de Black et Scholes (1973) dans
laquelle on a injecté une volatilité égale & V; 1. Le prix d’un call européen est
donc donné par :

Ct = Et [CBS(Sty K7 T, T — t: ‘Z,T):I p (366)

et peut étre approché par :

I _
Gi=— > Cps (S, K,r, T, V). (3.67)

m=1

En d’autres mots, le prix d’un call peut étre vu comme une moyenne, sur la
volatilité, de prix issus de la formule de Black et Scholes (1973). Pour obtenir
la quantité Vt(;? ), nous simulons simplement une trajectoire de volatilité a
partir de (3.63), puis nous calculons la valeur moyenne de cette trajectoire.
La technique des variables antithétiques sur v; et J; peut également étre

employée ici. On devine aisément que la précision, pour un méme nombre M

YPour J;, il suffit de noter que si J; ~ N (uy,73) alors 2uy — J; ~ N (pg,73).
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de trajectoires simulées, va étre supérieure dans cette seconde version de la
méthode de Monte-Carlo, puisqu’on supprime toute la variabilité inhérente
a la simulation du cours du support.

Le résultat (3.67) a été fourni par Hull et White (1987) dans le cadre
d’un modéle & volatilité stochastique standard et il faut noter que ce résultat
reste valable lorsqu’il y a des sauts dans la volatilité. La prise en compte des
sauts n’intervient que dans la quantité V;r qui différe selon que la volatilité
instantanée évolue suivant un processus log-OU ou log-OUS.

3.4 Illustrations

Dans cette section, nous illustrons les capacités d’un modéle & sauts dans
la volatilité. Nous effectuons ce travail sous deux perspectives différentes. La
premiére consiste & mettre en évidence certains phénoménes empiriques liés
a la présence de sauts dans la volatilité. La seconde se fait du point de vue
de 'impact des sauts sur une surface de volatilité.

3.4.1 Simulations de trajectoires

Ici, nous souhaitons discuter des capacités d’'un modéle a sauts dans la
volatilité a reproduire un certain nombre de faits stylisés établis en finance.
A cette fin nous nous proposons d’abord de mener une bréve étude de cas.

Que se passe-t-il si la volatilité augmente brusquement ? Dans
un premier temps, cela augmente les chances d’avoir une forte variation (de
signe indéterminé) dans I’évolution du sous-jacent, variation qui peut étre
comparable & un saut. Dans un second temps, la volatilité va rejoindre son
niveau de long-terme mais de maniére plus ou moins rapide suivant la valeur
de k, voir l’équation (3.32). De fait, un choc dans la volatilité va persister,
entrainant dans son sillage une succession de fortes variations (de signe indé-
terminé) dans le support. Cette description correspond & ce qu’avait observé
Mandelbrot (1963) sur des séries de rendements. Cette idée a en partie mo-
tivé I'introduction des modéles a volatilité stochastique standard. L’ajout de
sauts dans la volatilité permet d’accentuer les effets d’une volatilité stochas-
tique. Il permet surtout de prendre en compte un effet de persistance.

Que se passe-t-il lorsqu’il y a une diminution brutale de volati-
lité? Ce cas correspond par exemple & 'arrivée d’une annonce confortant
les anticipations des agents. Les conséquences sur le cours du support sont
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alors inversées par rapport au cas précédent. De faibles variations du sous-
jacent se succédent et le cours du support entre dans une phase trés calme
ou il poursuit sa tendance sans heurt. En soi, ce type de phénoméne peut
évidemment étre modélisé par un processus Brownien géométrique standard.
L’avantage des modéles & sauts est de pouvoir expliquer l'alternance de pé-
riodes ou le sous-jacent varie peu avec des périodes beaucoup plus mouve-
mentées.

Nous illustrons les propos tenus jusqu’ici par des simulations de trajec-
toires reproduites dans le graphique 3.1. Nous avons généré quatre séries de
variations d’un sous-jacent selon le modéle de A) Black et Scholes, B) Hull
et White, C) Merton, et D) un modéle a sauts dans la volatilité (noté MSV).
Les quatre processus ont des valeurs de paramétres fixées de sorte que leurs
espérances et leurs variances soient identiques. Plus précisément, I’espérance
est égale & 0 et la variance correspond & une volatilité annuelle de 20%. Pour
le modéle de Black et Scholes qui équivaut & supposer une loi Gaussienne
pour les rendements, la seule donnée de ’espérance et de la variance suffit a
déterminer les valeurs de paramétres du processus. Pour les autres modéles,
nous disposons de degrés de liberté supplémentaires qui vont nous permettre
de faire émerger les spécificités de chacun d’eux. Etant donné que nous avons
supposé une corrélation nulle entre les variations du sous-jacent et la vola-
tilité, les modéles comportant une volatilité stochastique, contrairement au
modéle de Merton (1976), ne peuvent générer des fonctions de distributions
des rendements qui soient asymétriques. Aussi, pour faciliter la comparaison
entre les trajectoires, nous imposons une espérance de la taille des sauts dans
le modéle de Merton (1976) égale a 0. D’autre part, pour les modéles conte-
nant des sauts (Merton et MSV), nous avons choisi que ceux-ci interviennent
a la méme date avec une fréquence de 10 sauts par an. Ceci nous permettra de
comparer 'impact des sauts selon leur provenance, rendements ou volatilité,
sur les trajectoires. Ensuite, pour les modéles ayant une volatilité stochas-
tique, log-OU et log-OUS, nous avons imposé une méme vitesse de retour
a la moyenne (k) et un méme parameétre de variance (7?) dans la diffusion.
Les paramétres ¢ sont, quant & eux, ajustés afin de produire des trajectoires
ayant la méme tendance a long-terme de la volatilité. Enfin, pour le modéle
log-OUS, il nous reste encore deux degrés de liberté incarnés dans I’espérance
et la variance des sauts. Nous avons pris les valeurs suivantes : py = 0.5 et
72 = 0.5. La longueur des trajectoires a été de 20000 observations, la totalité
des simulations a été utilisée pour calculer les estimations non-paramétriques
des fonctions de densité des rendements issues de chacun des modéles. Par
contre, et afin de préserver une certaine lisibilité, nous n’avons reporté que
les 1000 premiéres simulations de chacune des trajectoires, ce qui correspond
4 environ 4 années de cotations quotidiennes.
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Trojectoire A: Black et Scholes
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Les quatre trajectoires ont les deux premiers moments identiques. A gauche et en partant
du haut, les variations évoluent selon A) le modéle de Black et Scholes, B) Hull et
White, C) Merton et D) un modéle & sauts dans la volatilité, noté MSV. A droite,
nous fournissons les fonctions de densité estimées qui résultent de ces trajectoires. Pour
chacune de ces fonctions de densité, nous avons ajusté la loi normale (traits discontinus).

F1G. 3.1 — Variations d’un sous-jacent simulées selon quatre processus diffé-
rents.
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CHAPITRE 3. Sauts dans la volatilité

La premiére constatation qui se dégage immédiatement est la nette diffé-
rence entre la trajectoire issue du modéle de Black et Scholes (1973), celle du
modéle de Merton (1976) et celle d’un modéle a volatilité stochastique. Ainsi,
le modéle de Black et Scholes (figure 3.1.A) génére des variations qui sont tou-
jours de méme amplitude. On ne voit jamais apparaitre des périodes agitées.
Toutes les variations sont de méme nature. Ceci va évidemment & ’encontre
des phénoménes observés sur les marchés. Ainsi, le graphique de gauche de la
figure 3.3 permet de donner une idée de la faible qualité d’ajustement de la loi
normale & une fonction de densité estimée & partir de rendements réellement
observés. Au contraire, le modéle de Merton (figure 3.1.C) permet de géné-
rer de fortes variations dans les rendements, illustrées par des pics. Ceci se
traduit par une fonction de densité qui différe sensiblement de la loi normale
et semble donc plus apte a étre en conformité avec ce qui est empiriquement
constaté. Toutefois, nous faisons remarquer que ces fortes variations sont tou-
jours isolées dans le temps. Le modéle de Merton (1976) n’explique donc pas
la présence de périodes entiéres oll les rendements de fortes amplitudes se
succédent.'’. Nous passons maintenant & I’étude des modéles & volatilité sto-
chastique (log-OU et log-OUS) dont les trajectoires sont illustrées en 3.1.B et
3.1.D. Ces modeéles parviennent a combler les lacunes du modéle de Merton
(1976) et produisent facilement des périodes ou des forts mouvements dans
le support alternent avec des périodes plus calmes ou le support varie peu.
Ils générent également des fonctions de densité pouvant étre en adéquation
avec la réalité. Les différences entre le modéle log-OU et log-OUS semblent,
4 premiére vue, infimes ou du moins difficilement discernables, méme si on
peut observer que les périodes calmes sont plus prononcées et que les fortes
variations sont plus fréquentes dans le cas log-OUS.

Cependant, les différences entre ces deux modeles existent et se dégagent
plus nettement en comparant les trajectoires de volatilité conduisant a ces
variations du support. Ces trajectoires de volatilité sont présentées dans la, fi-
gure 3.2. Rappelons que pour produire une volatilité annuelle de 30%), les deux
processus de volatilité doivent avoir la méme espérance. Alors que les deux
trajectoires de volatilité mettent en évidence de maniére trés nette 'existence
d’un niveau de référence, la fagon de graviter autour est trés différente. Ainsi,
le modéle log-OU produit des niveaux de volatilité qui sont toujours proches
de la tendance. Des niveaux de volatilité élevés ne sont jamais atteints et il
n'y a jamais de brusques variations.!! Ces caractéristiques contrastent avec

0Cette lacune du modéle de Merton (1976) provient, en partie, du fait que I’intensité
du processus de Poisson est constante dans le temps.

1 0On pourrait rétorquer qu’en augmentant la variance v2 dans le processus de diffusion,
des niveaux de volatilité plus élevés pourraient étre atteints, mais cela se ferait au détriment
des niveaux de volatilité plus faibles. En d’autres termes, en épaississant la queue de la
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A gauche, se trouvent les trajectoires simulées de la volatilité instantanée du modéle log-
OU (en haut) et log-OUS (en bas). A droite, nous fournissons leurs fonctions de densité
estimées de facon non-paramétrique.

Fia. 3.2 — Trajectoires de volatilité issues des modéles log-OU et log-OUS.

celles du modéle log-OUS qui parvient a, non-seulement produire des niveaux
de volatilité élevés apreés de fortes variations, mais également a s’y maintenir.

Les chocs et la persistance des chocs dans la volatilité peuvent donc étre
pris en compte par ce modéle et ces phénomeénes se traduisent, en termes de
fonction de densité, par I'’émergence d'une queue épaisse & droite de la dis-
tribution de la volatilité. L’ajout d’une composante a sauts dans la volatilité
stochastique semble donc renforcer notre capacité a expliquer la dynamique
de la volatilité. La possibilité de pouvoir faire apparaitre des fonctions de den-
sité aux allures non-standard est cruciale comme en témoigne le graphique
de droite de la figure 3.3. Nous y avons reproduit, & partir de données réelles
sur le CAC 40, la fonction de densité estimée de la volatilité.'? Le fait de
trouver une allure présentant un mode prononcé et une queue épaisse met en

distribution de la volatilité nous abaisserions son mode. Cet arbitrage n’a plus lieu d’étre
dans un modéle log-OUS.

121] g’agit d’une estimation non-paramétrique de la variance (voir Tjgstheim et Aues-
tadt (1994a, b) ou Lubrano (2003)), calculée sur une fenétre glissante de 22 observations
pondérées par un noyau d’Epanechnikov.
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CHAPITRE 3. Sauts dans la volatilité

évidence ’existence d’au moins deux régimes dans la volatilité et plaide forte-
ment en faveur du modele log-OUS. Nous cherchons maintenant & voir si les
performances d’un tel modéle ont un impact réel sur la surface de volatilité.

3.4.2 Impacts sur la surface de volatilité

Pour k, ¥ et v donnés, un modéle a volatilité stochastique standard ne
peut fournir qu’'une seule surface de volatilité. L’introduction d’une compo-
sante & sauts dans la volatilité ajoute une infinité de variantes pour cette
structure donnée. En effet, nous avons a notre disposition trois leviers sup-
plémentaires pour jouer sur ’allure de la surface de volatilité : Ay, us et ;.
Nous étudions & présent I'impact de chacun de ces paramétres sur la surface
de volatilité. Les graphiques représentés dans la figure 3.4 ont été obtenus
en extrayant la volatilité implicite de prix d’options par 'inversion de la for-
mule de Black et Scholes (1973). Ces prix d’options ont été déterminés en
appliquant la seconde version de la procédure de Monte-Carlo décrite dans la
section précédente. Plus précisément, nous avons simulé 5000 trajectoires de
volatilité pour chacun des prix d’exercice et chacune des maturités donnés.
Les prix d’exercice s’étalent sur une plage de plus et moins 20% de la parité,
tandis que les maturités étudiées vont de 3 & 38 jours de cotations.

Etudions d’abord I'impact des sauts lorsque ceux-ci ont une amplitude
d’espérance nulle (cas B). Nous pouvons immédiatement formuler deux re-
marques. La premiére concerne la profondeur du smile pour les options
d’échéance courte, celui-ci peut étre plus ou moins prononcé selon la va-
leur plus ou moins grande de la variance des sauts. Deuxiémement, ce smile

Le graphique de gauche représente la fonction de densité estimée des variations du CAC
40 auquel nous avons ajusté (en traits discontinus) la loi normale. Le graphique de droite
représente la fonction de densité estimée de la volatilité.

Fi1G. 3.3 — Estimations non-paramétriques des fonctions de densité des ren-
dements du CAC 40 et de sa volatilité.
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CHAPITRE 3. Sauts dans la volatilité

perdure & travers 'augmentation des maturités. C’est une propriété forte-
ment souhaitée si ’on se référe aux papiers de Bakshi et al. (1997), Duffie et
al. (2000), Bates (2000) ou encore Pan (2002) et qui ne peut étre reproduit
ni par les modéles & volatilité stochastique standard, ni par les modéles a
sauts, voir Jiang (1999) ou Das et Sundaram (1999), ni méme par un modéle
de Bates (1996). Le fait que le smile perdure s’explique certainement par la
persistance des chocs de volatilité dans I’évolution du support.!?

Le second levier d’un modéle a sauts dans la volatilité est constitué par
le coefficient p; représentant ’espérance du saut. Son impact sur la surface
de volatilité est illustré par le cas C. Tout d’abord nous soulignons le fait
que notre modéle s’accomode facilement de sauts négatifs dans la volatilité.
C’est une avancée par rapport aux modéles de Duffie et al. (2000) ou d’Eraker
(2004) ou les sauts dans la volatilité sont générés suivant une loi exponentielle
et donc forcément positifs. Pour des sauts négatifs, deux effets particuliers
méritent d’étre relevés. Premiérement, nous pouvons apercevoir que la va-
leur de 'amplitude moyenne d’un saut va accentuer la profondeur du smile
pour les options d’échéances les plus longues. Ceci reste vrai pour u; positif.
La seconde caractéristique concerne le niveau de volatilité implicite pour des
options & parité. Avec des sauts négatifs nous pouvons faire apparaitre une
tendance décroissante & travers les maturités. Cette propriété, qui peut se
présenter empiriquement, ne peut étre obtenue & partir d’'un modéle & sauts
du type Merton (1976). Les modéles & volatilité stochastique (standard et
du type Bates) n’offrent cette possibilité qu’a travers la valeur initiale g2.1
Ici, nous apportons donc un degré de liberté supplémentaire. Enfin, le fait
d’avoir des sauts négatifs contribue a estomper le creux du smile pour des op-
tions proches de 'expiration. Ce résultat se comprend assez aisément puisque
I’éventualité d’une forte baisse de la volatilité se traduit également par une
baisse générale des prix d’options.

Finalement le cas D illustre I'effet d’un accroissement de la fréquence des
sauts. Conformément a nos attentes, augmenter la probabilité d’apparition
des sauts va accentuer ’ensemble des impacts déja évoqués. Un dernier point
fondamental qui concerne ces surfaces de volatilité est leur caractére symé-
trique. Sur ce point le modéle & sauts dans la volatilité stochastique, tel que
nous ’avons formulé, ne permet pas de produire les effets skew rencontrés
empiriquement. Néanmoins, et comme dans le cas des modéles a volatilité

13Le fait que le smile perdure signifie également que la distribution résultant d’un modéle
a sauts dans la volatilité converge lentement vers une loi normale (théoréme central limite).
A terme, pour des options expirant & trés longue échéance, le théoréme central limite va.
effectivemment s’appliquer et faire disparaitre le smile.

148i o2 est supérieure (inférieure) 3 sa tendance de long-terme, il y aura une tendance
décroissante (croissante).
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stochastique standard, cette lacune du modéle pourrait étre compensé en
introduisant un terme de corrélation entre le support et sa volatilité.

3.5 Conclusion et extensions

Dans ce chapitre nous avons tenté de mettre en évidence les conséquences
d’une modélisation qui consisterait & prendre en compte des sauts dans la
volatilité. Nous avons pour cela déterminé un certain nombre de résultats
concernant les propriétés mathématiques d’un modéle log-OU et de son ex-
tension aux sauts, le modéle log-OUS. Nous avons également donné une pro-
cédure d’évaluation du prix d’une option dans ce contexte. Enfin, nous avons
montré que ce type de modélisation permet d’envisager des surfaces de vola-
tilité beaucoup plus souples qu'un modéle & volatilité stochastique standard.

Le travail produit ici va nous permettre dans le chapitre 5 de considérer
des modéles plus complexes, comparables a celui de Duffie et al. (2000),
comportant des sauts aussi bien dans le processus du sous-jacent que dans
celui de la volatilité. Nous allons également utiliser de nombreux résultats
dés le chapitre suivant, qui vise a estimer les paramétres d’un modéle & sauts
dans la volatilité.

Ce travail nous conduit & envisager d’autres extensions. Par exemple,
il serait intéressant d’entreprendre la construction d’un modéle d’équilibre
général permettant de déduire un lien explicite entre les paramétres du pro-
cessus générateur de données et le processus risque-neutre. Ceci nous per-
mettrait de mener une étude plus poussée sur les primes de risque associées
aux différentes sources d’incertitudes. Il serait également intéressant d’étu-
dier d’autres facons d’évaluer le prix des options. Nous pensons en particulier
4 une méthode assez simple & mettre en oeuvre et consistant a exprimer le
prix d’une option sous la forme d’un développement limité comme 1'ont fait
Hull et White (1987) ou Garcia et al. (2001), ou encore a la technique suggé-
rée par Chourdakis (2004). Celle-ci repose sur la construction d’une chaine
de Markov qui mime le processus bivarié du sous-jacent, et dont il a permis
d’extraire une formule quasi-analytique du prix d’une option. Si le modéle
log-OU se préte parfaitement a cette méthode, tout reste encore a faire dans
le cas 1log-OUS.

Enfin, 'extension la plus facile a effectuer et certainement aussi la plus
riche en interprétations, consisterait & introduire un terme de corrélation
dans le modéle. C’est la plus facile car, la présence d’'un terme de corréla-
tion n’entraine pas de modifications profondes dans la risque-neutralisation.
D’autre part, ’évaluation pratique du prix d’une option pourrait étre effec-
tuée & partir de la premiére version de la méthode de Monte-Carlo que nous
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CHAPITRE 3. Sauts dans la volatilité

avons fournie. Il s’agirait simplement de ’adapter et cela ne poserait aucune
difficulté. Méme la seconde version de la méthode de Monte-Carlo serait en-
visageable a condition d’effectuer une certaine reparamétrisation décrite par
Romano et Touzi (1997). c’est aussi la plus riche en termes d’interprétations,
car elle permettrait d’introduire de ’asymétrie dans la surface de volatilité,
et reproduire ainsi plus fidélement encore les surfaces de volatilités observées.
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Chapitre 4

Estimation de modéles a sauts
dans la volatilité

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous poursuivons le travail préliminaire entamé dans le
chapitre 3 sur un modéle a sauts dans la volatilité. Ici, nous nous focalisons
sur 'estimation de ce modéle. Nous avons déja répertorié un certain nombre
de techniques économétriques dans le chapitre 2, mais celles-ci concernaient
des modéles sans sauts tel que le modéle log-OU. Nous proposons dans ce
chapitre de développer 'une de ces méthodes pour permettre I’estimation
des paramétres d'un modéle log-OUS. Le probléme récurrent avec les mo-
déles a volatilité stochastique (standard ou comportant des sauts) est 'inob-
servabilité de la volatilité instantanée. Il y a trois approches possibles pour
contourner cette difficulté.

La premiére consiste a n’utiliser que des données sur le sous-jacent pour
estimer ’ensemble des paramétres du modéle, c’est par exemple ce que font
Jacquier et al. (1994, 2004). Deux éléments majeurs, inhérents & cette mé-
thode, nous dissuadent de son utilisation pour le modéle log-OUS. Tout
d’abord, méme dans le cas simple d'un modéle & volatilité stochastique stan-
dard du type log-OU, il faut faire apparaitre une structure latente. Lorsqu’on
incorpore des sauts dans la volatilité, ce qui revient in fine a considérer des
modéles de mélange, on ajoute encore une structure latente dans une struc-
ture latente. De fait, I’estimation pratique des paramétres peut s’avérer déli-
cate. D’autre part, le fait de n’utiliser que les rendements nous empéche d’ob-
tenir des parameétres qui soient risque-neutres. Dés lors, I’évaluation d’options
a partir des parameétres estimés va conduire a des prix erronés.

La seconde approche permet d’éviter cet écueil en utilisant des prix d’op-
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tions dans la procédure d’estimation. C’est d’ailleurs ’approche la plus com-
munément adoptée dés que 'on s’intéresse 4 des modéles plus complexes
que les modéles a sauts du type Merton (1976) ou les modéles a volatilité
stochastique standard. Elle nécessite toutefois la collecte de nombreux prix
d’options et donc un travail non-négligeable sur les données. Evidemment,
cet argument ne peut pas étre considéré comme décisif. Par contre, cette mé-
thode d’estimation est généralement fondée sur un algorithme a l’intérieur
duquel il faut a chaque itération réévaluer des prix des options. Il est donc
préférable de disposer d’'une formule quasi-analytique pour déterminer rapi-
dement ces prix d’options. Dans le cas des modéles que nous nous sommes
proposés d’étudier, nous avons vu qu'une telle formule n’existait pas et qu’il
fallait recourir & des procédures numériques, par exemple une méthode de
Monte Carlo. En soi, I’évaluation du prix d’une option par une méthode de
Monte Carlo peut s’effectuer en une fraction de seconde. Toutefois, lorsque
cette évaluation doit se faire & I’intérieur d’une procédure itérative et pour un
nombre éventuellement important d’options, cela peut conduire & des temps
de calcul trés élevés.

Aussi, nous privilégions une troisiéme approche, qui elle repose sur 1'uti-
lisation d’un indice de volatilité implicite, voir par exemple Moraux et al.
(1998, 1999), Jones (2003) ou encore Ait-Sahalia et Kimmel (2004) pour des
applications. Cet indice de volatilité présente de nombreux avantages. Tout
d’abord, il est directement observable par les intervenants et délivré par 1’or-
ganisme gérant le marché des options. Ensuite, sa construction est basée sur
les options les plus liquides du marché et par conséquent les plus aptes a
véhiculer 'information détenue par les intervenants. Il constitue ainsi une
volatilité de référence. Enfin et surtout, méme si 'indice est construit a par-
tir de la formule de Balck et Scholes (1973), il est possible d’établir un lien
explicite entre lui et la volatilité instantanée inobservable d’un modéle plus
complexe. En d’autres mots, 'utilisation d’un indice de volatilité permet de
rendre observable la volatilité instantanée et contribue ainsi a simplifier consi-
dérablement ’estimation des modéles & volatilité stochastique standard. Plus
concrétement, les paramétres du processus de volatilité instantanée peuvent
étre estimés 4 partir des seules données de I'indice de volatilité implicite. Cela
ouvre la voie 4 'estimation de modéles complexes tel que le modéle log-OUS.

Le plan du chapitre est donné ci-aprés. Dans la premiére section, nous
détaillons les principales raisons motivant 1'utilisation de 1’indice de volati-
lité : la facilité d’obtenir les données, la référence qu’il constitue, sa capacité
a prévoir la volatilité future et son lien avec la volatilité instantanée. Nous
montrons également que la relation entre l'indice de volatilité et la volatilité
instantanée est linéaire et qu’elle dépend de la maturité des options utilisées
pour construire I'indice. Ainsi, si nous considérons que la maturité est proche
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de 0, nous pouvons utiliser directement 1'indice de volatilité comme proxy
de la volatilité instantanée. Dans le cas contraire, nous mettons en évidence
I’existence d’un biais de maturité induit par I'utilisation directe de I'indice de
volatilité comme proxy de la volatilité instantanée. La deuxiéme section est
consacrée 3 la méthode d’estimation des modéles log-OU et log-OUS. Nous
donnons d’abord les versions discrétisées de ces modéles, puis, ayant adopté
un cadre Bayésien, nous développons un premier échantillonnage de Gibbs
dans lequel nous considérons que 'indice de volatilité est un bon proxy de la
volatilité instantanée. Dans un second temps, nous proposons une méthode
d’estimation qui permet de corriger le biais de maturité. Dans la troisiéme
section, nous appliquons cette méthode au marché francais. Les estimations
semblent confirmer que la correction du biais de maturité est indispensable.
D’autre part, nous montrons que la prise en compte de sauts dans la volati-
lité permet de mieux appréhender la dynamique de la volatilité instantanée.
Nous illustrons également 'impact du biais de maturité et des sauts sur la
surface de volatilité implicite. Enfin, dans la quatriéme section nous discutons
des différences qui émergent dans les estimations selon la source de données
utilisée, rendements ou options.

4.2 L’indice de volatilité implicite

Dans cette section, nous donnons les raisons qui justifient, & nos yeux,
I’emploi d’un indice de volatilité pour I'estimation des paramétres d’un mo-
déle de volatilité stochastique. Avant d’entrer dans le vif du sujet, commen-
cons par rappeler certains faits élémentaires concernant la volatilité implicite.
Tout d’abord, la volatilité implicite est une notion largement connue dans les
milieux financiers. Elle est également une quantité "libre de spécification".
Nous entendons par 14 qu’elle est, certes, déduite de 'inversion de la formule
de Black et Scholes (1973), mais qu’elle n’est pas spécifiée comme étant dé-
pendante, par exemple, de son niveau passé ou d’'un terme d’erreur. Enfin,
la volatilité implicite est en lien bijectif avec le prix de 'option dont elle est
extraite. Or, ce prix d’option doit véhiculer ’ensemble des informations dipo-
nibles sur le marché. En particulier, si les marchés sont efficients, il doit vé-
rifier I’hypothése d’absence d’opportunités d’arbitrage. Par conséquent, ceci
nous ameéne a dire que la donnée d’un vecteur de volatilité implicite contient
également des informations sur le processus risque-neutre du sous-jacent.

Ainsi, si de maniére générale nous souhaitons effectuer une étude sur le
comportement de la volatilité, la volatilité implicite semble étre une bonne
candidate. Cependant, deux problémes subsistent et doivent étre résolus.
Tout d’abord, la volatilité implicite différe d’une option a I’autre, la question
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qui se pose est donc de savoir s’il existe des options qui véhiculent mieux
I'information que d’autres. La littérature financiére répond par ’affirmative
et il est établi que les options a parité et d’échéance courte doivent étre privi-
ligiées. La raison principale est que les options présentant ces caractéristiques
connaissent, et de maniére trés nette, les plus forts volumes d’échanges. De
cette premiére constatation, il découle immédiatement un second probléme
qui tient du fait qu’il est impossible d’avoir, sur deux jours consécutifs, deux
options partageant les mémes caractéristiques. En effet, les options expirent
généralement entre le 15-iéme et le 21-iéme jour du mois. Ainsi, si ’échéance
a lieu le 15 du mois, on ne pourra observer que des options qui expirent
dans 15 jours modulo 1 mois. De méme, il est trés rare que le cours de clo-
ture du support soit exactement égal & un prix d’exercice donné. De fait,
il est impossible de mener une étude ceteris paribus, et cela pése évidem-
ment sur la validité des conclusions. Pour évacuer ce probléme, la solution
réside en la construction d’un indice de volatilité qui refléterait le compor-
tement de la volatilité implicite d’une option qui serait toujours a parité et
d’échéance constante & travers le temps. La construction de cet indice est
lobjet de la section suivante. Nous étudierons ensuite la pertinence de cet
indice en vérifiant que ses propriétés statistiques vérifient les principaux faits
stylisés établis sur la volatilité. Nous montrerons également que cet indice
de volatilité est le plus apte, parmi d’autres volatilités envisageables (histo-
rique ou GARCH), a prédire la volatilité future. Enfin, nous établirons un
lien explicite entre cet indice et la volatilité instantanée. Ce lien revét un
aspect fondamental de notre étude et constitue notre principale justification
de l'utilisation d’un indice de volatilité pour I’estimation des paramétres du
processus de volatilité instantanée.’

4.2.1 Construction

Le marché des options négociables de Paris (MONEP) a, comme toutes
les autres grandes sociétés gérant des marchés d’options, créé ses indices de
volatilité. Ainsi, le Chicago Board of Exchange a émis plusieurs indices de
volatilité, le VIX (basé sur des options de type européen du S&P 500), le
VXO (basé sur des options de type américain du S&P 100) et le VXN (basé
sur des options du Nasdaq 100). De méme, la Deutsche Borse a lancé I'indice
VDAX basé sur des options portant sur le DAX 30. Notre étude portera sur
Iindice CAC 40, aussi nous nous intéresserons plus particuliérement & un
indice de volatilité basé sur des options du CAC 40 : 'indice VX1. Cet indice

1Un dernier argument en faveur d’un indice de volatilité est de permettre I’évaluation
d’options sur la volatilité, voir Brenner et al. (2003).
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refléte le niveau de volatilité implicite d’un call européen a parité qui expire
dans un mois. Nous pouvons noter qu’il existe également, depuis 2001, des
indices de volatilité sur les actions du CAC 40. Ces indices constituent de
facto des références pour les agents intervenant sur ces marchés.

Le calcul de I'indice VX1 de volatilité implicite du marché francais repose
sur la méthode de Brenner et Galai (1993). Nous donnons ici les principales
étapes de sa construction, mais on peut se référer au site web du MONEP
ainsi qu’a Moraux et al. (1999) pour une explication plus détaillée. La mé-
thode consiste a collecter sur le marché quatre prix d’options C(K~,17),
C(K*,t—), C(K~,t*) et C(K*,tT) ot K~ et Kt désignent leur prix d’exer-
cice et t~ et T leur maturité en jours calendaires. Les valeurs des prix d’exer-
cice, K~ et K™, sont choisies de sorte qu’elles encadrent, au plus prés, le
cours du support, 'une lui étant inférieure et ’autre supérieure. De méme,
les durées résiduelles, ¢t~ et ¢*, sont choisies de sorte que t~ < 31 < ¢*, on
31 représente la durée en jours d’un mois calendaire. Ce nombre équivaut
généralement & 22 jours de cotations.

Prenons un exemple pour clarifier nos propos. Supposons que le premier
jour d’'un mois calendaire, le niveau du CAC 40 cote a S; = 3980 points.
Supposons par ailleurs que les échéances des séries d’options se situent au
vingtiéme jour de chaque mois et que les prix d’exercice de ces options sont
séparés de 25 points entre eux. Les prix d’exercice qui encadrent au plus preés
le cours du support sont donc K~ = 3975 et K™ = 4000. D’autre part, les
options les plus proches de ’échéance ont une durée de vie de t~ = 20 jours.
L’échéance qui suit se situe, quant a elle, & 20 + 31 jours, d’on ¢+ — 51.

Ayant & notre disposition ces quatre prix d’options, nous effectuons une
double interpolation linéaire, sur les durées résiduelles et les prix d’exercice,
afin d’obtenir le prix d’un contrat synthétique a parité et & maturité constante
égale a un mois. La premiére interpolation consiste a déduire, pour chacun
des prix d’exercice K~ et KT, le prix d’une option dont la maturité est égale
a 1 mois. Nous effectuons donc les opérations suivantes :

CHE-31) = SOk, 1) — O(K-,1%)] + (K-, 1),
;_ﬂ (41)
CH(K+,31) = t+:z_KmK+¢—)_ch+¢+ﬂ+cxK+¢—y

La seconde interpolation linéaire vise & obtenir le prix d’une option & parité :

S, — K+
L [C7(K,31) — CF(KF,31)] + CT(K,31). (4.2)

C**(Sy,31) =
K- —K
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L’indice de volatilité s’obtient finalement en extrayant de C** la volatilité
implicite. Notons que l'indice découle d’une combinaison d’options qui sont
parmi les plus liquides du marché (proches de la parité et de I’échéance). Nous
pouvons donc légitimement penser qu’il concentre I'information détenue par
les opérateurs et qu’il refléte fidélement le comportement de la volatilité du
marché. C’est ce dernier point que nous cherchons & vérifier dans ce qui suit.

4.2.2 Propriétés statistiques

Nous avons a notre disposition un échantillon qui comporte N = 1539
observations quotidiennes de I'indice de volatilité VX1. La période couverte
s’étend du 17 octobre 1997 au 28 novembre 2003. L’évolution et les varia-
tions de I'indice sont reproduites dans les figures 4.1 et 4.2. Nous fournissons
également des estimations non-paramétriques de leurs fonctions de densité
respectives dans les figures 4.3 et 4.4. Il en ressort trois constatations. La pre-
miére est que la volatilité est un processus stationnaire (d’ordre 1). Ceci peut
étre vu aussi bien dans le graphique 4.1 illustrant la dynamique de I’indice,
que dans sa fonction de densité (4.3). Plus rigoureusement, nous confirmons
la stationnarité de la série au moyen d’un test de racine unitaire (test de
Dickey-Fuller augmenté, noté ADF). Ainsi, aprés avoir exclu I'existence d'un
terme représentant une tendance déterministe non-nulle, nous rejetons 1’hy-
pothése d’une racine unitaire dans la régression qui consiste a projeter le
niveau de volatilité en ¢ sur une constante et la volatilité en ¢ — 1. La statis-
tique du test ADF est en effet égale a -4.10 tandis que la valeur critique au
seuil de 1 % est de -3.43. La régression donne les valeurs suivantes :

VX1, = 00297 + 088 VX1, (4.3)
(0.00550) (0.0229) '
oul les écarts-types figurent entre parenthéses. La seconde constatation est
que la volatilité semble étre partagée en deux régimes différents, des pé-
riodes courtes ou les variations de la volatilité sont fortes et des périodes
plus longues ou la volatilité varie peu. Les fonctions de densité de l'indice et
des variations de l'indice corroborent ce résultat. En effet, on peut observer
que la distribution des volatilités (4.3) est quasiment bimodale tandis que la
distribution des écarts successifs de volatilité (4.4) indique que les variations
sont trés fréquemment faibles (pic au voisinage de 0) mais que les variations
fortes ont une probabilité non-négligeable d’apparaitre (queues épaisses). Une
troisiéme constatation peut étre faite & partir du graphique 4.5. On observe
que la régression non-paramétrique des variations de volatilité en ¢ sur les
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variations en ¢ — 1 a une pente globalement négative.? Cela signifie qu’une
variation est généralement suivie d’une variation de signe opposé, c’est a dire
qu’il y a compensation des variations de volatilité. Autrement dit, il existe un
phénoméne de retour a la moyenne. Notons que la stationnarité associée au
fait que le niveau de volatilité puisse s’exprimer comme un processus autoré-
gressif, impliquait déja I'existence d’un effet de retour a la moyenne autour
d’une tendance de long-terme. Les résultats de 1'estimation 4.3 permettent
d’évaluer ce niveau de volatilité moyen & 26.05 %.3 Ces trois faits empiriques
sont largement admis dans la littérature et forment des faits stylisés sur la
volatilité. Granger et Poon (2003) offrent une revue de littérature récente sur
ce sujet.

A ce stade, nous pouvons donc considérer que l'indice de volatilité re-
fléte assez fidélement le comportement de la volatilité du marché. La rapide
étude statistique que nous venons d’effectuer nous conduit & émettre une
remarque supplémentaire. Elle concerne une éventuelle modélisation de la
dynamique de I'indice de volatilité, et par suite la modélisation de la vola-
tilité instantanée.* En effet, nous pouvons facilement constater que la forme

2Pour des grandes variations & la baisse en t— 1, la pente n’est visiblement pas négative,
nous avancerons une explication 4 ce phénoméne dans la section 4.4.

3Une autre fagcon de mettre en évidence le phénoméne de retour & la moyenne est
d’utiliser le test du ratio de variance détaillé dans Campbell et al. (1997).

“Les propos que nous tenons ici peuvent faire ’'objet de controverses. Par exemple, des
sauts dans le sous-jacent peuvent induire des sauts dans la volatilité implicite sans méme
qu’une volatilité stochastique soit comprise dans la modélisation. Brigo et Mercurio (2000,
2002) abordent d’autres modélisations encore ou la volatilité implicite peut présenter des
sauts. Toutefois, et en anticipant sur le résultat de la section 4.2.4, qui montrera le lien
direct entre volatilité instantanée et volatilité implicite, nous maintenons la proposition
qui consiste & dire que les faits empiriques constatés sur l'indice de volatilité concernent
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obtenue pour la fonction de densité estimée du niveau de volatilité n’est pas
standard. Elle ne correspond pas, par exemple, a une loi stationnaire qui pro-
viendrait d’une diffusion du type Ornstein-Uhlenbeck, log-Orstein-Uhlenbeck
ou encore Cox-Ingersoll-Ross. En effet, pour les diffusions pré-citées, les lois
stationnaires sont respectivement la loi normale, log-normale et gamma. Ces
modéles semblent donc inadéquats pour prendre en compte ’ensemble des
phénomeénes qui régissent la dynamique de l'indice de volatilité, et par suite
de la volatilité du marché. Par contre, il apparait trés clairement dans le gra-
phique 4.1 que l'indice connait de brusques variations, aussi bien a la hausse
qu’a la baisse. Ces pics expliquent d’ailleurs la présence d’un second mode
dans la distribution des niveaux de volatilité. Par conséquent, il nous semble
naturel de nous tourner vers des modéles & sauts. Ces derniers permettent
d’ailleurs de produire facilement des fonctions de densité non-standard et de
la forme obtenue dans la figure 4.3.

4.2.3 Contenu informationnel

Il a été montré & de nombreuses reprises que la volatilité implicite pos-
sédait un contenu informatif supérieure a la volatilité historique ou & une
volatilité GARCH. En d’autres mots, elle permettait de mieux prédire la

également la volatilité instantanée.
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Variations en t

Variations en t-1

Fia. 4.5 — Estimation non-paramétrique de la relation entre deux variations
de volatilité successives.

volatilité future que ne le font ces volatilités alternatives.® Nous donnons
ici une liste quasi-exhaustive de ces études : Latané et Rendleman (1976),
Chiras et Manaster (1978), Schmalensee et Trippi (1978), Beckers (1981a),
Day et Lewis (1992, 1993), Lamoureux et Lastrapes (1993), Flemming et al.
(1995), Jorion (1995), Christensen et Prabhala (1998), Moraux et al. (1998,
1999), Szakmary et al. (2003), Shu et Zang (2004). A I’opposé, seuls Canina
et Figlewski (1993) et Noh ef al. (1994), trouvent que les volatilités déduites
des séries de rendements (volatilité historique et GARCH) ont davantage de
contenu informationnel que la volatilité implicite.

Nous nous proposons donc de vérifier ici le contenu informationnel de
I’indice de volatilité du marché francais. Nous adoptons une démarche tra-
ditionnelle et commune & ’ensemble des études traitant de ce sujet. Elle
consiste a régresser la volatilité future réalisée sur différents estimateurs de
volatilité future disponibles : volatilité implicite, volatilité historique ou vola-
tilitée GARCH. Avant d’exposer la régression, il nous faut au préalable définir
les différentes quantités mentionnées. En nous placant & une date £, nous
définissons la volatilité future réalisée comme étant 1’écart-type du vecteur

50n utilisera indifférement les termes de contenu informationnel, pouvoir explicatif ou
pouvoir prédictif.
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des rendements y sur une période de 22 jours suivants la date ¢ :°

1 t+22

e =gl o Z (i — 7). (4.4)

i=t+1

Nous avons choisi une période de 22 jours de cotation car cela correspond a la
durée de vie de ’option synthétique dont est extrait ’indice de volatilité im-
plicite. Un premier estimateur de la volatilité future est, bien évidemment,
I'indice de volatilité, noté dorénavant o7;. Un autre estimateur naturel de
cette volatilité future est la volatilité historique, c’est & dire I’écart-type des
rendements précédant la date . C’est d’ailleurs ’estimateur de la volatilité
future qu’avaient proposé Black et Scholes (1973). Nous définissons la vola-
tilité historique, oy, comme étant égale a :

LS o (45)

Ot = ﬁ
i=t—252

L’estimateur est fondé sur les 252 derniers rendements pour calculer la vola-
tilité historique, mais d’autres durées sont envisageables. Nous avons simple-
ment pris une longueur de période qui est la plus fréquemment utilisée dans
les études empiriques. Enfin, un dernier estimateur de la volatilité future
peut étre déduit & partir d’'un modéle de la famille GARCH. Son obtention
requiert davantage de calculs mais reste simple. Il s’agit d’abord de choi-
sir un modéle dans la famille des spécifications GARCH (voir chapitre 2).
Nous nous sommes tenus a la version la plus simple, c’est & dire & un mo-
déle GARCH(1,1). Nous pensons qu’une autre spécification ne devrait pas
bouleverser nos résultats. Rappelons que le modéle GARCH(1,1) s’écrit :

Yy = C+0g,t6t7 (4 6)
Og,t = ao + ﬂoo-g,t—l + 606?_1, )

ol 0, est la volatilité & I'instant ¢. Pour un échantillon donné, nous pouvons
estimé I’ensemble des paramétres d’'un modéle GARCH, ainsi que les va-
riances GARCH pour toutes les dates incluses dans I’échantillon. Si £ désigne
la derniére date de ’échantillon, nous pouvons donc déduire o, 4, la volatilité
GARCH en t. Malheureusement, cette valeur o, n’est pas un estimateur de
la volatilité future. Pour obtenir 'estimateur GARCH de la volatilité future,
nous devons, a partir des paramétres estimés, construire une prévision des

8Nous disposons évidemment des rendements du CAC 40 sur la période couverte par
les données de l’indice de volatilité.
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volatilités GARCH sur les 22 jours suivants £. C’est la moyenne de ces vo-
latilités GARCH prévues qui nous donne I'estimateur de la volatilité future.
Concrétement, pour obtenir des estimateurs quotidiens de la volatilité future
a partir du modéle GARCH, nous estimons, sur une fenétre glissante de 252
jours [t — 252, ], les paramétres de ce modéle. Ayant a disposition les pa-
rametres estimés ainsi que la valeur o4, il est alors possible de construire
une prévision en procédant comme dans Noh et al. (1994).” Nous notons que
pour une date £+ ¢ postérieure a t, la volatilité GARCH prévue est égale a :

0§,t+z‘ = o+ /6003,t+z'—1 + 50Et(5?+i—1)7 (4.7)
ap + (Bo + 50)0§,t+z‘—1-

C’est seulement en effectuant la moyenne sur les 22 jours suivant la date ¢
des volatilités prédites, que nous obtenons finalement ’estimateur GARCH
de la volatilité future, noté og, :

1 t+22
22 i=t+1

Les procédures décrites ci-dessus concernent le calcul de la volatilité fu-
ture, la volatilité historique et la volatilité GARCH pour une date donnée
t. Pour disposer d’un vecteur pour chacune de ces volatilités, nous répétons
ces procédures pour chaque ¢ en faisant glisser chaque jour un échantillon de
252 observations des rendements du CAC 40.8

Nous pouvons, a présent, évaluer le contenu informationnel des différents
estimateurs de la volatilité future en effectuant la régression suivante :

Ort = @+ Buoms + Baoay + Brors + €. (4.9)

Cette démarche peut se décliner de sept maniéres différentes. Ainsi, pour me-
surer le contenu informationnel propre a chacune des volatilités, on régresse
la volatilité future sur une seule volatilité a la fois (3 régressions possibles).

"Lorsque o + B est égal & 1, il peut y avoir un probléme de persistance, voir Nelson
(1990b). Ici, il nous était difficile de tester & chaque date ¢ si cette somme était différente de
1. En effet, il y aurait eu plus d’un millier de vérifications & effectuer puisque nous avons
travaillé sur des fenétres glissantes. Nous n’avons toutefois pas constaté de problémes
chroniques de cet ordre.

8La base de données totale contient 1539 observations de 'indice de volatilité et autant
de rendements du CAC 40. Les 252 premiers rendements sont nécessaires pour le calcul
du premier élément des vecteurs de volatilité historique et GARCH. Les 22 derniers ren-
dements sont quant & eux nécessaires pour le calcul du dernier élément du vecteur de la
volatilité future. Finalement, nous disposons donc de 1539-252-22 = 1265 observations des
différentes volatilités pour mesurer le contenu informationnel.
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On peut également comparer le pouvoir explicatif des différents estimateurs
de la volatilité future en la régressant sur deux (3 régressions possibles), ou
sur 'ensemble des volatilités proposées (1 régression). L’analyse des résultats
des différentes régressions se fait a travers la valeur des coefficients obtenus
et 1a valeur du R2?-ajusté.? Si l'estimateur ox, X = H, G ou I, de la volatilité
future contient une information sur la volatilité future réalisée, le coefficient
Bx devrait étre non-nul. De plus, si cet estimateur est sans biais, alors on
devrait avoir les valeurs suivantes @ = 0 et Sx = 1.

Une autre fagon d’évaluer le pouvoir prédictif des estimateurs de volati-
lité future en compétition a été introduite par Jorion (1995) puis reprise par
Moraux et al. (1998, 1999). Il s’agit de mesurer le pouvoir prédictif a trés
courte échéance des différents estimateurs. Ainsi, au lieu de considérer la vo-
latilité future issue des 22 jours suivant la date ¢, on considére la volatilité du
lendemain. La mesure du contenu informationnel des différents estimateurs
se fait alors a travers la régression suivante :

V Y = o+ Buony + Baoy + Brors + €, (4.10)

ol \/y7.,, représente la volatilité du lendemain. Dans ce cas, la volatilité
GARCH, o0¢,, est corrigée en conséquence et est obtenue a partir de (4.7)
en se limitant & + = ¢ + 1. En revanche, les volatilités historique et implicite
demeurent inchangées. De fait, pour l'indice de volatilité implicite, I’horizon
de prévision (un jour) différe de sa définition (22 jours). Par conséquent, on
ne s’attend plus & ce que I'indice de volatilité soit un estimateur sans biais,
c’est & dire fr = 1, mais plus simplement & ce que Fr soit positif.

De la premiére régression, dont les résultats sont donnés dans la premiére
partie du tableau 4.1, il ressort plusieurs points. Tout d’abord, en fondant nos
interprétations sur les régressions (4.9a) a (4.9¢), on peut constater qu’aucune
des volatilités en compétition ne constitue un estimateur sans biais de la vo-
latilité future. Il faut toutefois noter une grande disparité entre ces différentes
volatilités. Ainsi, la volatilité historique ne semble contenir qu’une faible
quantité d’information susceptible d’expliquer la volatilité future, comme en
témoigne la valeur trés faible 0.0479 du R2-ajusté. Les volatilités GARCH et
implicite sont, quant a elles, plus aptes & véhiculer I'information disponible en
t pour déterminer la volatilité future, étant données les valeurs du R2-ajusté
pour ces deux volatilités. Soulignons aussi que pour la volatilité implicite, les
valeurs estimées des coefficients o = 0.0492 et 87 = 0.8618 sont assez proches
des valeurs théoriques d’un estimateur sans biais, méme si elles demeurent

11 s’agit en d’autres termes d’effectuer une analyse de la variance. Ici, comme dans
I’ensemble des articles traitant du sujet, nous nous limitons & une analyse sommaire.
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TAB. 4.1 — Résultats d’estimations des régressions visant
4 mesurer le contenu informationnel des différentes volatilités.

o Bu Ba Br  R’-ajusté
Régression (4.9)
0.1431  0.3760 _ : 0.0479  (4.9a)
0.0675 - 0.6875 - 0.3664 (4.9b)
0.0492 - - 0.8618  0.4681 (4.9¢)
0.1272 -0.3653  0.8225 - 0.4266 (4.9d)
0.0710 -0.1500 - 0.9414  0.4903 (4.9e)
0.0282 - 0.2672 0.6574  0.5100 (4.9f)
0.0856 -0.3484  0.4010 0.6495  0.5376 (4.9)
Régression (4.10)
0.1088 0.3280 - - 0.0107 (4.10a)
(0.0350) - 0.6434 - 0.1053 (4.10Db)
(0.0062) - - 0.8466  0.1306 (4.10c)
0.0811 -0.2586  0.7252 - 0.1096 (4.10d)
(0.0398) (-0.1749) - 0.9032  0.1288  (4.10e)
(-0.0033) - 0.2451* 0.6214 0.1325  (4.10f)
0.0476* -0.2915 0.3274 0.6370  0.1382 (4.10)

Les termes entre parenthéses sont non-significatifs au seuil de 5 %. Les
termes étoilés sont significatifs au seuil de 5 %, les autres sont significatifs
au seuil de 1 %.

significativement différentes au sens statistique du terme. Sur la base de ces
premiéres interprétations nous sommes donc amenés a conclure a la supério-
rité de la volatilité implicite sur les deux autres estimateurs de la volatilité
future. Les résultats des régressions (4.9d) a (4.9f) vont également dans ce
sens en apportant quelques compléments d’interprétations. En effet, en ajou-
tant la volatilité historique a la volatilité GARCH, nous constatons que cette
combinaison a un pouvoir explicatif supérieur aux contenus informationnels
de chacune d’elles prises séparément (R*-ajusté = 0.4266). Il semble donc
que la volatilité GARCH et la volatilité historique véhiculent des informa-
tions complémentaires. En revanche, la volatilité implicite semble englober la
quasi-totalité du contenu informatif de la volatilité historique, le R%-ajusté
ne variant que marginalement lorsqu’on incorpore la volatilité historique. Ce
résultat tend a indiquer que ’ensemble des informations dévoilées par les co-
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tations du CAC 40 est pris en compte sur le marché des options. La régression
(4.9f) nous indique que les volatilités GARCH et implicite possédent toutes
deux un pouvoir explicatif puisque le R2-ajusté vaut 0.5100, alors qu’il valait
0.3664 pour la seule volatilité GARCH et 0.4681 pour la volatilité implicite.
Nous en déduisons que, si les deux volatilités sont complémentaires, la part
explicative de la volatilité implicite est prépondérante.

Afin de pouvoir mieux discerner encore la capacité de chacun des estima-
teurs & expliquer la volatilité future, nous avons reproduit dans la figure 4.6
leurs trajectoires respectives ainsi que celle de la volatilité réalisée. Le gra-
phique 4.6.A illustre la faiblesse de la volatilité historique a prévoir les mou-
vements futurs de la volatilité. L’allure trés lisse de son évolution s’explique
évidemment par le fait que ’on ait choisi de prendre les 252 derniéres obser-
vations pour aboutir & son calcul. D’autres fenétres, plus courtes, n’auraient
toutefois pas effacé entiérement le décalage qui se produit entre ces nouveaux
estimateurs et la volatilité réalisée. Ce décalage systématique se manifeste
également pour la volatilité GARCH et est illustré dans le graphique 4.6.B.
Il nous semble que le probléme de fond soulevé ici est que ’observation des
rendements passés ne parvient pas a expliquer de maniére satisfaisante ce
qui va se produire dans un avenir immeédiat. Les rendements seuls, ne par-
viennent & véhiculer qu'une petite part des anticipations des agents en ce
qui concerne la volatilité. En revanche, le graphique 4.6.C semble montrer
davantage de correspondances entre la volatilité implicite et la volatilité réa-
lisée. De toute évidence, le décalage entre les deux courbes est nettement plus
faible que celui constaté avec les autres estimateurs de la volatilité, et il y
a méme parfois des simultanéités dans leurs évolutions respectives. Le mar-
ché des options, d’ou est déduite la volatilité implicite, semble ainsi mieux
véhiculer 'information concernant 1’évolution de la volatilité future que le
marché des actions. Une conséquence qui découle de ce constat est qu’il nous
semble préférable d’utiliser des données en provenance de ce marché pour
effectuer une inférence sur la volatilité.

Enfin, les résultats de la régression (4.10), visant & évaluer le pouvoir
prédictif & court terme de chacune des volatilités, sont donnés dans la seconde
partie du tableau 4.1. Les interprétations qui en résultent sont plus tranchées
en faveur de la volatilité implicite que celles déduites a partir des variantes de
la régression (4.9). En effet, en comparant le R?-ajusté des régressions (4.10c)
et (4.10g), on constate que celui-ci n’est amélioré que de fagon négligeable
si 'on rajoute les volatilités GARCH et historique & la volatilité implicite.
Bref, notre étude conforte une opinion largement répandue, & savoir que la
volatilité implicite a un pouvoir prédicitif supérieur a celui des volatilités
historique ou GARCH.

Finalement, et pour clére cette section concernant le contenu information-
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Fia. 4.6 — Comparaison entre les différents estimateurs de la volatilité future
et la volatilité réalisée (tracé clair).
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nel de la volatilité implicite, Johannes et al. (1999) ont montré qu’'un indice
de volatilité était en mesure de prédire ’arrivée de sauts dans le sous-jacent
et méme de délivrer de I'information sur la taille de ce saut. Le raisonnement
qui les a guidés dans l'obtention de ce résultat est simple, si la volatilité
augmente fortement, cela signifie que les agents anticipent ’arrivée d’une
nouvelle importante remettant en cause le consensus actuel sur le prix du
support. Cette incertitude se révéle d’abord dans le prix des options, ou la
volatilité est un ingrédient fondamental pour évaluer le prix des options, puis
elle se concrétise dans un second temps par un saut effectif dans le support.
L’exemple typique de ce phénoméne est le crash de 1987, ou plusieurs jours
avant que ne se produise effectivement le crash, I'indice de volatilité connais-
sait une forte hausse.

4.2.4 Lien entre volatilité implicite et volatilité instan-
tanée

Dans cette section, nous abordons un point crucial de notre étude. Nous
établissons un lien explicite entre la volatilité instantanée issue d’un modéle
a volatilité stochastique standard (log-OU) ou d’un modéle & sauts dans la
volatilité (log-OUS) et la volatilité implicite. Tout d’abord, rappelons que la
volatilité implicite est définie comme étant la volatilité qui, injectée dans la
formule de Black et Scholes (1973), nous permet de retrouver le prix observé
d’une option. Formellement, la volatilité implicite vérifie :

C: ZCBs(St,K,T,T—t,O'Lt), (4.11)

ot C; désigne le prix observé d’un call européen. A présent, nous supposons
que le prix observé du call est déterminé par les modéles exposés (versions
risque-neutre) dans le chapitre 3, c’est a dire, selon que la volatilité contient
ou non des sauts :

ds,
=t = rdt+odB,,
St (4.12)

log-OU :  dlIn(o2) = k[ —In(o?)]dt + vdW,,
log-OUS :  dIn(6?) = &[¥ — In(c?)]dt + vdW; + JdN;.
Dés lors, nous savons que le prix observé d’un call est égal 4 :

Cy = E, [Cps (S, K,r, T —t,Ver)], (4.13)

ol la notation et la définition de V,7 ont été préservées par rapport au
chapitre précédent. En combinant (4.11) et (4.13), on obtient donc 1’équation
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suivante :
Et [CBS (St7 K7 T, T - t: ‘Z,T):I = CBS(St7 K7 T, T — t? 0-?,1&)' (414)

Par ailleurs, pour des options & parité, S; ~ exp|—r(T — t)]K, nous savons
que la formule de Black et Scholes (1973) est approximativement linéaire en
son paramétre de volatilité ¢. Nous avons donc :

T -t
CBS(St,K,T,T,O') %Ostﬁ (415)

En insérant ce résultat dans (4.14), nous obtenons :

H

1
E(Vir) = E —_tftTagds

1 (4.16)

= o [ Ei(0?)ds

~ o2
~ Org

Normalement, la derniére étape avant d’obtenir la relation entre volatilité
implicite et volatilité instantanée consiste a calculer 'intégrale dans (4.16),
voir par exemple Ball et Roma (1994) ou Moraux et al. (1998, 1999). Cepen-
dant, les expressions de o2, dans le cas log-OU comme dans le cas log-OUS
ne se prétent pas facilement & 'intégration. On peut alors montrer, & 'instar
de Heynen et al. (1994), qu'empiriquement la relation suivante est valide :'°

Sy 2 ~ In[o?
77 Je WE(e)lds ~ Infoy,) (4.17)

OPour établir ce résultat empirique, il faut procéder ainsi :

— Choisir le modéle log-OU ou log-OUS.

— Fixer les valeurs de paramétres du modéle.

— Calculer le prix théorique d’une option & parité, et ce pour diverses échéances, a partir
d’une des méthodes de Monte Carlo présentée au chapitre 3.

— Déduire la volatilité implicite de ces prix d’options et en prendre le logarithme.

— Calculer le terme de gauche de (4.17). Le calcul pratique ne pose pas de probléme
étant donné que nous connaissons les valeurs de paramétres et la maturité T — ¢.

— Remarquer que pour diverses valeurs de paramétres et pour différents horizons, la
relation reste valide avec une marge d’erreur inférieure a 1%.

T

[ E[In(0?)]ds semble étre a priori un choix plus judicieux comme
T—-tt

approximation de ln(a%’t). En effet, 'intégrale serait plus facile & calculer. Dans les faits

cette approximation se révéle étre peu performante.

Notons que prendre
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Le calcul de I'intégrale est a présent considérablement facilité. En effet, dans
le cas du modéle log-OU, nous avons :

L len[E(g§|gt)]ds - 94 7 (1 _ 1 —exp[-2x(T — t)])

T—-1% 4k 2%(T — 1)
+[ln(02) _ ] 1 —exp[—r(T — t)]) (4.18)
t k(T — 1) :

De méme, pour le modéle log-OUS, nous trouvons :

1 fln[E(aﬂat)]ds — 94 7 (1 _ 1 —exp[-2x(T — t)])

T—ty 4k 2%(T — 1)
N 1 — exp[—k(T —t)]
+[In(o}) — ¥ ( (T ) ) (4.19)
+%—t tf)\J(s — t)[exp(B;) — 1]ds.

ou B, est défini par ’équation (3.40) du chapitre précédent. Il reste a calculer,
dans cette derniére équation, I'intégrale d’une fonction dépendant de B;. Il
est malheureusement impossible d’en donner une expression analytique. En
revanche, sachant les valeurs de paramétres, il est facile d’en calculer une
approximation numeérique trés précise.

Des équations (4.18) et (4.19), nous déduisons que la relation entre vola-
tilité implicite et volatilité instantanée pour le modéle log-OU est :

72 (1 1= exp[—2k(T — t)])

In(o7,) ~ 9+ -—

4k 2k(T —t)
(4.20)
~E 1 — exp[—k(T —t)]
R )

et s’écrit, comme suit, dans le cas log-OUS :

Y 7_2 1= exp[—2k(T — t)]
mler) ~ I+ (1 2%(T — 1) )

) 1 — exp[—k(T —t)]
+mw»—m( o ) 421)
+%—t tf)\J(s — t)[exp(B;) — 1]ds.
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Dans les deux cas cette relation est affine. Nous disposons donc d’un lien
simple et linéaire entre une quantité observable, la volatilité implicite, et une
quantité inobservable, la volatilité instantanée. Il est intéressant de remarquer
que lorsque (T —t) est proche de zéro, c’est & dire lorsque 'option traitée est
proche de I’échéance, alors :

i 1 — exp[—&(T — t)]
T—1t—0 K,(T — t)

=1, (4.22)

c’est & dire, pour les deux cas log-OU et log-OUS :!
In(07) = In(07,). (4.23)

Autrement dit, pour des options proches de ’échéance, la volatilité impli-
cite peut étre considérée comme une bonne approximation de la volatilité
instantanée. Ce résultat a déja été mis en évidence dans le chapitre 2. Ici,
nous souhaitons revenir sur la notion "proche de ’échéance" qui semble étre
toute relative. Ainsi, Ait-Sahalia et Kimmel (2004) estiment les paramétres
d’un modéle & volatilité stochastique standard, du type Cox-Ingersoll-Ross, a
partir de deux bases de données différentes. Une premiére source de données
est constituée par I'indice de volatilité américain VIX. Cet indice posséde les
mémes caractéristiques que l'indice francais VX1 et représente la volatilité
implicite d’une option & parité & un mois de I’échéance. La seconde source de
données repose sur des prix d’options. Leurs résultats d’estimations sont trés
fortement similaires dans les deux cas. Aussi, nous serions amenés & penser
que ’approximation reste bonne pour une maturité égale & 1 mois. A I'in-
verse, Moraux et al (1998, 1999) montrent qu’utiliser directement I’indice
de volatilité comme approximation de la volatilité instantanée, au lieu d’em-
ployer la relation explicite qui lie les deux quantités, méne a des estimations
trés différentes. Ils concluent donc a I'existence d’un biais de maturité.
Nous développerons dans la section suivante deux méthodes d’estimation
différentes, I'une prenant l'indice comme proxy de la volatilité instantanée,
I’autre prenant compte d’'un éventuel biais de maturité. Nous pourrons donc
juger de D'existence du biais de maturité. Il faut bien comprendre que si
I’approximation (4.23) est valable, la question de l’estimation devient trés
simple, puisque la volatilité instantanée devient directement observable. Dans
le cas contraire, il faut évidemment procéder a quelques aménagements.
Mais avant de pousuivre, nous insistons sur deux points fondamentaux.
Le point de départ qui nous a permis d’établir le lien entre volatilité implicite

U Pour le cas log-QUS, il suffit de remarquer que pour T — ¢ tendant vers 0, la quantité
B, tend vers une constante, et finalement l’intégrale dépendante de B, de t & T tend vers
0.
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et volatilité instantanée est I’équation (4.12), c’est & dire le processus sous sa
forme risque-neutre. Les paramétres que nous nous apprétons a estimer sont
donc les paramétres risque-neutres, et ces estimations pourrons directement
servir & évaluer des prix d’options. Le second point consiste & remarquer que
les seuls paramétres & estimer sont ceux du processus de volatilité instanta-
née. Le seul paramétre qui est présent dans le premier étage du processus
bivarié est connu. C’est le taux sans risque r qui n’a donc pas besoin d’étre
estimé. Ainsi, la donnée de l'indice de volatilité implicite suffit & estimer
I’ensemble des paramétres inconnus et il n’est nul besoin d’avoir recours aux
rendements.

4.3 Meéthodologie

Les méthodes d’estimation des modéles (avec ou sans sauts) que nous
proposons nécessitent que nous disposions de leur version discréte. Pour le
modéle log-OU, la fonction de densité de transition est disponible, et de fait
la discrétisation exacte est possible. Pour le modéle log-OUS, comportant des
sauts, la discrétisation exacte reste envisageable mais n’est plus exploitable.
En effet, la fonction de transition est connue, mais elle se présente sous la
forme d’un mélange de lois dont le nombre de composantes est infini. Nous
sommes donc amenés a utiliser le schéma de discrétisation de Bernoulli dé-
veloppé par Ball et Torous (1983). Cette forme de discrétisation peut certes
introduire un biais dans les estimations, mais ce biais peut généralement
étre considéré comme négligeable pour des données quotidiennes (voir par
exemple Eraker, 2004). Pour donner une idée du biais induit par la discré-
tisation d’Euler, nous donnerons les résultats d’estimation suivant les deux
schémas de discrétisation dans le cas simple log-OU.

4.3.1 Modéles en temps discret

Nous considérons tout d’abord la discrétisation exacte du modéle log-OU.
Pour cela, nous subdivisons la période étudiée de longueur 7" = 6.1 années
en N — 1 = 1538 sous-intervalles de longueur A = T/N = 1/252, 252 étant
approximativement le nombre de jours ouvrés dans une année. Pour obtenir
la discrétisation exacte du modéle log-OU, il suffit d’utiliser le fait que la loi
de In(o?) sachant o, est Gaussienne. En fixant 7 =¢— A, on a :

) ) 1 — exp[—2kA]
In(o;) = 9(1 — exp[—~rA|]) + exp[—kA]In(o;_A) + 7 5 Et,
K

(4.24)
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ol &; ~ N(0,1). En d’autres termes, In(o?) évolue selon un processus Gaus-
sien autorégressif d’ordre 1 défini par la récurrence :

Ino?) = i+ BIn(a?,) + b, (1.25)
avec ici :
po= H(1 —exp[-rA]),
— exp|—kA
B ex2p[ KA, (4.26)
62 = 7—(1—exp[—2/<;A]).
2k

Dans ce cas, la vraisemblance peut s’écrire facilement et ’estimation des
parameétres ne pose aucune difficulté.

Nous détaillons & présent la discrétisation d’Euler. Celle-ci s’obtient &
partir de ’équation différentielle stochastique (3.1) qui décrit 1’évolution de
la volatilité dans le modéle log-OU. Ainsi, la variation de volatilité Ag; entre
deux instants ¢ — A et ¢ est :

Aln(c?) = k[0 — In(c2 A)]A + vV Ae, (4.27)
qui se réécrit :
In(0?) = kIA + (1 — kA) In(02_,) + 7V Ae,. (4.28)

La transition entre deux observations de volatilité s’effectue 4 nouveau selon
un processus Gaussien autorégressif d’ordre 1 du type (4.25), mais avec cette
fois :

o= rOA,
B8 = 1—=EkA,
62 = 72A.

Nous décrivons maintenant la méthode de discrétisation du modéle log-
OUS. 1 s’agit dans un premier temps d’effectuer une discrétisation d’Euler
puis d’exploiter le fait qu’une binomiale tend vers une loi de Poisson. Nous
avons déja décrit cette méthode dans le chapitre 2 pour le processus Brow-
nien géométrique standard. L’idée est similaire dans le cas présent. Nous
procédons simplement & quelques adaptations.

La premiére étape de la discrétisation de Bernoulli consiste donc & effec-
tuer une discrétisation d’Euler sur I’équation (3.11). Nous obtenons :

In(0?) = p+ Bln(o}_,) + de; + JAN, (4.29)

avec u = k9A, B =1— kKA, § = vW/A et A = T/N. L’argument clef de
la seconde étape est de considérer AN; comme étant une variable aléatoire
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distribuée selon une loi de Bernoulli. Nous avons alors :

P[ANt = 0] = 1- )\JA,
PIAN, =1] = MAA. (4.30)
Cette approximation va simplifier considérablement la fonction de transition
puisque In(o?) évolue selon le processus :'2

o J w+BIn(cl )+ de avec probabilité 1 — p,
In(o) = { p+ Bln(ol ) +ée+ J avec probabilité p, (4.31)
ol p = A;A. Comme J est une variable aléatoire normale d’espérance u; et
de variance %, nous obtenons :

9 p+ Bln(ol ;) + de; avec probabilité 1 — p,
In(oy) = 2 2 1ité
p+ s+ Bln(o7 ) + /02 + vie avec probabilité p.
(4.32)
La fonction de transition de la volatilité est donc réduite & un mélange de
deux composantes normales :

fn(of)lor-1) = pfxln(of); p+ Bln(of ), 6%
+(1 = p)falin(e?); p+ ps + BIn(0f,), 6% + 73).
(4.33)
Nous sommes ainsi amenés a estimer les parameétres d'un mélange de lois.

4.3.2 Meéthode d’estimation

Dans un premier temps, nous proposons une méthode d’estimation sous
I’hypothése que l'indice de volatilité implicite est une bonne approximation
de la volatilité instantanée. Dés lors, la volatilité instantanée est directement
observable et nous sommes amenés a construire un échantillonnage de Gibbs
permettant l'estimation des paramétres d’'un modéle de mélange avec un
terme autorégressif dans les moyennes. Cela revient simplement & adapter
I’algorithme construit dans le chapitre 2 au cas log-OUS. Pour estimer les
modéles autorégressifs simples qui découlent de la discrétisation exacte ou
selon le schéma d’Euler, il suffit de remarquer que ce sont des cas particuliers
de mélanges de lois pour lesquelles une des composantes a une probabilité
nulle d’apparaitre. Dans un second temps, nous tenons compte du biais de
maturité et nous mettons en oeuvre un algorithme permettant de le corriger.

121’ approximation repose sur une hypothése qui nous semble réaliste, et qui stipule qu’il
ne peut y avoir plus d’un saut par jour.

166



CHAPITRE 4. Estimation de modéles a sauts dans la volatilité

4.3.2.1 A partir de l’indice

Nous détaillons la procédure d’estimation pour le modéle log-OUS, celui-
ci étant le plus complexe. Le modéle log-OU peut étre estimé & partir de
cette méthode en imposant p = 1. Pour alléger les écritures nous désignons
In(o?) par h; et nous écrivons le modeéle & estimer sous la forme :

f(helbes) = pfa(he p+ Bhy_y,67) (4.34)
+(1 = p) fx(he o+ prg + Bhe—r, £26%). .

Nous avons procédé & un changement de paramétrisation dans la variance de
la deuxiéme composante du mélange pour pouvoir mettre en oeuvre notre
méthode d’estimation. L’identification de <7, qui disparait dans 1’écriture
(4.34), est assurée en imposant £26% = 62 + 2. Pour garantir la positivité de
v2, nous posons & > 1 ce qui fournit également une contrainte identifiante
des composantes du mélange. La premiére composante du mélange aura une
variance plus faible que la seconde.

La méthodologie adoptée est la méme que celle qui a été proposée dans le
chapitre 2 dans la section consacrée a ’estimation des mélanges. La seule dif-
férence réside dans le fait qu’ici il y a un terme autorégressif dans le mélange.
Nous adaptons simplement I’échantillonnage de Gibbs a ce cas.

La mise en place de notre méthode d’estimation se fait en plusieurs étapes.
Tout d’abord, la démarche Bayésienne nécessite de doter les paramétres de
lois a priori. L’écriture du modéle sous la forme (4.34) permet de choisir des
lois a priori conjuguées pour les différents parameétres, nous posons :

M NN(ambu)v Hy o~ N(avaJ)7 B~ N(aﬂvb5)7

0? ~IG(as,bd), & ~ ZG(ag,be), p~ Be(ap,by),
ol ZG représente la loi inverse-gamma et Be, la loi béta. La valeur des hy-
perparameétres w = (ay, by, @y, by, ar, by, ag, bs, as, bs, ag, be) apparaissant dans
ces lois a priori est fixée de sorte que les a priori soient diffus.!® Nous pouvons
4 présent écrire la loi a posteriori :

(0, zlh) o TIey (fa(helee; 6:) fs(z2)) m(6]w)

o< pM(L = p)™ [T,z Sar(hel00) T1s.pms fv (el 01) 7 (Ol),
(4.35)

13Ce dernier propos, concernant les a priori vagues, doit toutefois étre nuancé. Nous
imposons en effet des valeurs aux hyperparamétres qui rendent les lois a priori diffuses,
par exemple, l’espérance et la variance d’une loi a priori normale sont posées comme étant
respectivement égales & 0 et 100. Pour la loi inverse-gamma, nous choisissons que les deux
hyperparamétres soient égaux 4 0.001, enfin pour la loi béta les deux hyperparamétres sont
égaux i 0.5. Mais, nous avons également imposé des contraintes identifiantes, qui peuvent
légitimement étre interprétées comme des a priori extrémement informatifs.

167



4.3. Méthodologie

ou z; désigne la variable latente indiquant si ’observation ¢ appartient a
la composante & sauts (z = 1) ou a la partie continue du processus (z; =
0). L’algorithme qui permet de générer des observations issues de cette loi
a posteriori (4.35) consiste, en partant de valeurs initiales 8, & répéter a
chaque itération 7 les deux étapes suivantes :

— Etape 1 : générer les N variables indicatrices 2, selon :

Pf/\/(ht|90)
pfn(he|6o) + (1 — p) far(he|61)

Plz = 0]

puis calculer les statistiques :

N N
No= STz =0], Ni=> I[z=1],
t=1

t=1

h01 = Z ht—l]I[zt = 0], h11 = Z ht—l]I[zt = 1]7
t=2 =2

hoy = D hell[z; = 0], hip = hll[z = 1],
t=1 t=1

N N
§01 = Z ]I[Zt_l = 0], 811 = Z]I[Zt = 1],
t=2 t=1
N N
So2 =Y. I[z-1=0], 52=> I[z=1],
t:2N t=1
S0 =Y (he — p — Bhy_1)’I[z = 0],
t=2
N
51 = Z(ht — 0= Ky — /Bht—l)Q]I[Zt = 1]7
t=2

— Etape 2 : Tirer dans les lois a posteriori conditionnelles :

p ~ Be(Ny+ap, Ny +b,),

Ny N 5 3

2 o~ TG 22 Tk ag, 2 b))
2 2 2 2t
N 5

P~ TG o tag b

J g (252 " 207 '5)

wo~ N(Emvu)y
pr ~ N(E; Vi),
N (Eg, V).

™
2
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avec :

1 (5po—h S19— 8 —h a
Eu _ 02 201/3+ 12 11;%; 11/6+_u ,
v, 5 52¢ by

1
501/6% + 511/ (6%€%) + 1/b,

B, = i<§12—§11,u—]_111/3+a_J>,

Vs 62¢2 by
v 1
J = 5
511/(6%€*) + 1/b;
1 [ hoe—hoipp  hig—hu(p+pr)  ag
E[g == V ( 52 + 62 ) + o H
; 3 bs
1
Vs =

ho1 /6% + hyy [ (6%€%) +1/bg

La premiére partie de 'algorithme consiste & simuler les variables z; inconnues
suivant un rapport de vraisemblance. Ensuite étant donnée la répartition des
observations dans les deux composantes, on peut effectuer des tirages dans
les lois a posteriori conditionnelles. Notons que gréce a la reparamétrisation,
chaque observation contribue a ’estimation de I’ensemble des paramétres, et
non seulement aux paramétres de sa composante d’affectation.

4.3.2.2 Correction du biais de maturité

Si nous considérons que l'indice de volatilité n’est pas un bon proxy de
la volatilité instantanée, alors il nous faut utiliser la relation entre les deux
quantités. Pour alléger les écritures, nous notons h* le vecteur des volatilités
implicites et # le vecteur des paramétres a estimer. Le probléme de I'estima-
tion peut se poser de la maniére suivante : nous observons h* = v(h,0) et
nous connaissons la fonction de densité conditionnelle f(h|6). Une approche
naturelle consiste & effectuer un changement de variable pour obtenir la den-
sité conditionnelle g(h*|0), puis & écrire la vraisemblance. La relation v est
linéaire en h, par conséquent la relation A = v='(h*,0) s’obtient immédia-
tement, et le calcul du Jacobien que nécessite le changement de variable ne
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4.3. Méthodologie

pose aucune difficulté, voir par exemple Duan (1994) ou Moraux et al. (1998,
1999). Dans le cas présent, le changement de variable nous conduit & mani-
puler une loi a posteriori complexe dont il est impossible d’extraire une loi
a posteriori conditionnelle standard pour un des paramétres du modéle, le
coefficient de retour & la moyenne k. Bien que ceci n’empéche pas réellement
de mettre en oeuvre un algorithme de Monte Carlo par chaines de Markov,
nous proposons toutefois une autre méthode.

La solution que nous préconisons est d’utiliser la démarche Bayésienne
et d’effectuer une augmentation des données. Partant de la loi inconnue des
volatilités implicites f(h}|f) nous pouvons écrire :

F(hg, he|0) = f(hi|he, 0) f (hel6), (4.36)

oll nous avons augmenté les données disponibles par les volatilités instanta-
nées inobservables h;. Dés lors, la loi a posteriori jointe de h; et 8 s’écrit :

F(0, hu|hi) o< f(hlhe, 0) f (he6) £ (6)- (4.37)

La construction d’un échantillonnage de Gibbs ne pose alors aucun pro-
bléme puisque les lois a posteriori conditionnelles f(8|hs, h;) et f(h:|0, h)
sont connues et facilement simulables. En effet, concernant f(h|6, h;) il suf-
fit de remarquer que :

f(hel0, h:) = o[y = U_l(hfv 0)]; (4.38)

ou ¢[.] désigne la masse de Dirac et concentre toute la probabilité en un seul
point. En d’autres termes, le fait que la relation entre volatilité implicite et
volatilité instantanée soit déterministe se traduit par une fonction de distri-
bution de h, sachant h; et 6 qui est une masse de Dirac. La connaissance
de h; et 0 suffit donc & générer des volatilités instantanées inobservables h;.
D’autre part, la connaissance de h; est une information redondante si par
ailleurs nous connaissons h; et #, nous pouvons donc simplifier f(8|h;, h}) en
f(8]hs). Or, sachant h;, les paramétres qui constituent le vecteur 6 peuvent
étre simulés & partir de I’échantillonnage de Gibbs donné dans la sous-section
précédente.

Par conséquent, notre algorithme qui permet de tenir compte du biais
de maturité se décompose en deux étapes. Nous partons de valeurs initiales
arbitraires #(*), puis & chaque itération i, nous effectuons :

— Etape 1 : Sachant #04—V, calculer pour chaque observation t = 1,..., N

la volatilité instantanée d’aprés la relation :

hgi) — v—1(h:,9(i_1))_
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CHAPITRE 4. Estimation de modéles a sauts dans la volatilité

— Etape 2 : Etant donné h¥, générer #® en utilisant ’échantillonnage de
Gibbs décrit dans la section précédente.

Dans la pratique, nous avons constaté la convergence de nos algorithmes
(avec et sans correction du biais de maturité) en langant, pour chacun d’eux,
trois chaines avec différentes valeurs initiales. Nous avons observé qu’elles
convergeaient toutes vers la méme loi a posteriori, et ce de maniére assez
rapide (quelques centaines d’itérations). Aussi nous nous sommes limités a
5000 itérations pour chaque chaine dont nous avons écarté les 2500 premiéres
(période de burn-in). Avec le logiciel GAUSS et une station de travail caden-
cée & 1.8 MHz, le temps de calcul pour une chaine prend environ 25 secondes
lorsqu’il y a correction du biais de maturité.

4.4 Reésultats

Les résultats que nous présentons s’articulent autour de trois grands axes :
1) 'estimation des paramétres, 2) les surfaces de volatilité que 'on peut en
déduire et 3) la confrontation entre ces estimations, issues de données en
provenance du marché des options, et les estimations qui résultent de la
seule utilisation des rendements.

4.4.1 Estimations

Les résultats des estimations sont donnés dans le tableau 4.2. Précisons
que les valeurs des paramétres obtenues & partir de ces discrétisations sont
annualisées. Nous commentons dans un premier temps les estimations obte-
nues sans la correction du biais de maturité. Cela revient donc & considérer
que la volatilité implicite est égale & la volatilité instantanée, ou en d’autres
mots encore, que nous avons directement modélisé la dynamique de ’indice
de volatilité. On peut d’abord constater que, pour le modéle log-OU, les
estimations obtenues & partir des deux schémas de discrétisation (Euler ou
exacte) sont assez proches.!? Ce résultat est important car il contribue, dans
une certaine mesure, & valider la discrétisation pour les modéles & sauts.
Toujours pour ce modéle log-OU, on constate que la volatilité instantanée
évolue autour d’une tendance a long terme égale a 27.42 %. Pour obtenir
ce résultat, il suffit d’utiliser ’équation (3.9) et d’en prendre la racine. On
trouve également une valeur de x assez élevée, ce qui tend & indiquer un effet

e fait que ¥ ait la méme valeur selon les deux schémas de discrétisation est naturel.
Dans les deux cas, sa valeur est obtenue selon le méme rapport p/(1 — 8) d’apres le
systéme d’équation (4.26) liant les parameétres du modéle en temps discret aux parameétres
du modéle en temps continu.
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4.4. Résultats

prononcé de retour a la moyenne. Par exemple, le temps nécessaire pour que
le niveau de volatilité ait une valeur & mi-chemin entre la volatilité actuelle
et son niveau de référence est d’environ 8 jours de cotation.'®

Etudions & présent 'impact des sauts sur la modélisation. Une premiére
constatation consiste a observer une baisse sensible de l'effet de retour a
la moyenne. La valeur de x passe de 25.22 pour le modéle log-OU a une
valeur de 11.73 pour le modéle log-OUS. Le processus de volatilité implicite
est donc soumis a un effet de persistance plus important que I'analyse du
modéle sans sauts ne le laissait suggérer. Ceci signifie par exemple, que s’il y
a eu un choc dans la volatilité, la partie continue du processus ne lui permet
de rejoindre que lentement sa tendance de long terme. De plus, la valeur
du niveau de la volatilité a long terme, ¥, est abaissée, ce qui sous-entend
que la volatilité moyenne durant les périodes calmes est plus faible. Enfin, la
volatilité de la volatilité, v, est divisée par deux par rapport au modéle sans
sauts. Ceci indique que la partie continue de la volatilité évolue de maniére
assez concentrée autour de sa tendance a long-terme. L’introduction des sauts
autorise donc une interprétation beaucoup plus précise de ’évolution de la
volatilité dans les périodes calmes.

Passons maintenant & I’analyse de la nature des sauts. Les sauts se pro-
duisent & une fréquence assez importante puisqu’ils apparaissent environ 48
fois par an. Ce chiffre surpasse nos attentes. Cela équivaut en moyenne a un
saut toutes les semaines. Par ailleurs, la taille des sauts, u; = 0.04, est relati-
vement faible et correspond & une variation moyenne de -1.36 % par rapport
au niveau de long terme de la log-volatilité 9. Si 'on ajoute a cela que la
valeur de ce coeflicient est statistiquement non-significative, on comprend ai-
sément que faire correspondre des sauts uniquement a des crashs boursiers
devient une hypothése de travail erronée. La question qui se pose est donc de
savoir & quoi peuvent correspondre les sauts. La valeur de I’écart-type estimé
des sauts, v; = 0.51, permet d’apporter des éléments de réponse. D’abord,
étant donnée la valeur proche de 0 de uy, elle signifie que les sauts peuvent
étre aussi bien négatifs que positifs. D’autre part, ces sauts peuvent avoir
une taille assez importante et ce quel qu’en soit le signe. Pour illustrer ce
dernier propos, rappelons que la loi des sauts est supposée Gaussienne, par
conséquent on en déduit qu’environ un tiers des sauts dans la log-volatilité
ont une taille supérieure a puy; + o5 = 0.56, ou inférieure & py - o5 = -0.47.
Ces chiffres correspondent concrétement a des écarts brutaux de -19 % et 15
% par rapport au niveau de long terme de la log-volatilité. Par conséquent,
nous en déduisons que la composante a sauts est parfaitement apte a capturer
les trés fortes variations de volatilité (& la hausse comme & la baisse). Il est

15Voir ’équation (3.5).

172



€LT

TAB. 4.2 — Résultats d’estimation avec (*) et sans correction du biais de maturité
pour les modéles log-OU et log-OUS.

log-OU log-OU log-OU* log-OUS log-OUS*
Euler Exacte Euler Bernoulli Bernoulli
K 24.00 25.23 17.05 11.74 11.01
[19.00,29.55]  [19.75,31.43]  [13.99,20.29] |8.67,15.48] [8.13,14.20]
) -2.767 -2.767 -3.923 -2.941 -3.395
|-4.324,-1.770] [-4.321,-1.769] [-6.539,-1.906] [-5.189,-1.663] [-6.428,-1.866]
v 4.048 4.253 9.207 2.008 3.060
[3.908,4.194]  [4.062,4.458] [7.391,14.983| [1.856,2.164] |2.558,3.629]
AJ - - - 48.55 47.08
- - - |38.53,60.33] [36.32,58.59]
1y - - - 0.0408 0.0593
- - - [-0.0284,0.1032] [-0.0535,0.1763]
V7 - - - 0.5135 0.8105

- - - [0.4250,0.6153]  [0.6114,1.0639)

Les résultats entre crochets sont les bornes des intervalles de confiance & 95 %

93I[13B[OA B] Suep S)nes ¢ Sefppowt op uonewnsy f H4LIdVHO



4.4. Résultats

en revanche plus difficile d’expliquer pourquoi la majorité des variations assi-
milées & des sauts sont de taille plus modeste. Nous avancons une explication
possible qui réside dans une remise en cause de notre hypothése de normalité
de la taille des sauts. En effet, placons-nous dans un contexte ou les sauts de
taille négative (positive) seraient distribués selon une loi Gaussienne centrée
autour d’une valeur négative (positive), 7, (uF &~ —u7). La distribution des
sauts (négatifs et positifs) serait donc un mélange de lois normales qui aurait
une allure bimodale. A présent, en estimant les paramétres d’une distribution
des sauts supposée Gaussienne alors qu’elle est, dans les faits, un mélange
de lois Gaussiennes, nous aurions de trés fortes similitudes entre ces résul-
tats d’estimation et les estimations obtenues. En effet, nous observerions une
forte variance estimée et un paramétre de location qui fluctue, au cours des
itérations, entre les deux modes. La moyenne estimée se situerait finalement
entre les deux modes mais avec un intervalle de confiance trés large. C’est
exactement ce que nous observons & partir des estimations de uy et o;. Au
dela de la critique, cette remarque permet d’envisager une modélisation plus
fine des sauts en les séparant selon leur signe comme dans Chacko et Viceira
(2003).

Nous étudions a présent I'effet de la correction du biais de maturité sur
les résultats d’estimation. Dans ce cas, la volatilité instantanée n’est plus
égale 4 'indice de volatilité mais elle est déduite & partir de lui. Elle dépend
également du modéle choisi, voir les équations (4.20) et (4.21). Nous illus-
trons ces différences dans le graphique 4.7, ol nous avons reproduit 'indice
de volatilité implicite, la volatilité instantanée associée au modéle log-OU et
celle correspondant au modéle log-OUS.' La principale constatation est im-
médiate et on observe une trés nette disparité entre les différentes quantités.
La volatilité instantanée, qu’elle soit issue du modéle log-OU ou log-OUS,
a un caractére beaucoup moins lisse que l'indice de volatilité. Elle amplifie
en particulier les fortes variations dans l'indice. En fait, cette remarque est
assez naturelle, puisque la volatilité implicite peut étre considérée comme la
moyenne de la volatilité instantanée sur la durée de vie restante de 'option.
Ici, nous avons donc un début de confirmation qu’il existe un biais de ma-
turité. Un second point qui mérite notre attention réside dans les valeurs
excessivemment élevées que peut prendre la volatilité instantanée issue du
modéle LOG-OU. Nous interprétons la génération de tels niveaux de vola-
tilité comme un signe qui tend & montrer que le modéle LOG-OU n’est pas
adapté a la complexité du processus de volatilité.

¥Pour chacun des modéles LOG-OU et LOG-OUS corrigé du biais de maturité, le
vecteur de volatilité instantanée estimé est calculé en effectuant la moyenne des vecteurs
de volatilité instantanée obtenus & chaque itération de Palgorithme de Gibbs.
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Indice de volatilite

O orf7 o1/08 w7/ 01/09 W/ a1/ 7/ 01/01 /o1 /02 w7/0 o1/ /o3 [0

Volatilite instantanes LOG—0U

O /s 01/98 07/58 01/99 /%9 01/00 07/00 /o1 /o1 n/me 07/02 o1/os. 07/03 [

Volatilite instantanee LOG—OUS

O g7/37 01/%8 07/48 01/38 /% [ /00 01/01 /00 [ 07/02 01/05 /05 [0

Les graphiques représentent, en partant du haut, 'indice de volatilité, la volatilité instan-
tanée du modéle log-OU corrigé et la volatilité instantanée du modéle log-OUS corrigé.

Fi1G. 4.7 — Volatilités instantanées.
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Si, a présent, nous étudions I'impact de la correction du biais sur les es-
timations, nous pouvons noter avec force un résultat majeur. La valeur des
paramétres est profondément modifiée. Par conséquent, nous sommes confor-
tés dans le fait qu’utiliser I’indice de volatilité directement comme proxy de
la volatilité instantanée méne a des estimations biaisées. Tous les paramétres
sont touchés. Ainsi, la valeur de x diminue considérablement lorsqu’on cor-
rige la volatilité implicite de son biais de maturité. D’autre part, la volatilité
instantanée, issue du modéle log-OU, varie plus fortement que l'indice de
volatilité d’aprés la valeur de v qui a plus que doublé. Enfin, la tendance
de long-terme de la log-volatilité est elle aussi fortement affectée puisqu’elle
passe de ¥ = —2.767 a ¥ = —3.923. Paradoxalement, ce changement pour ¥
n’affecte pas grandement la tendance de long terme de la volatilité instan-
tanée puisqu’on trouve une valeur de 26.18 %, a peine inférieure a la valeur
trouvée sans la correction du biais de maturité. On en déduit finalement que
la volatilité instantanée et la volatilité implicite évoluent toutes deux autour
du méme niveau de référence mais de facon différente. Il faut noter que ces
conclusions sont similaires & celles obtenues par Moraux et al. (1998, 1999)
pour un modéle du type Cox-Ingersoll-Ross. Ils constatent eux aussi une di-
minution de x, une hausse de v et une valeur inchangée pour la valeur de
long-terme de la volatilité instantanée.

La correction du biais de maturité a un effet moins frappant sur les es-
timations du modéle log-OUS. La tendance & long terme de la log-volatilité
¥ passe, certes, de -2.94 a -3.39, mais les intervalles de confiance des estima-
tions se chevauchent et on ne peut donc affirmer qu’il y a une réelle différence
entre les deux valeurs. De méme, la fréquence des sauts reste pratiquement
inchangée. Enfin, et bien que la taille moyenne des sauts, représentée par le
parameétre iy semble avoir augmenté, on ne peut rien en conclure étant don-
née I’étendue de l'intervalle de confiance. Nous réitérons ici nos remarques
concernant la modélisation des sauts par une loi normale. Les seuls chan-
gements notoires concernent les paramétres de variance du processus, c’est
a dire vy et v. Nous verrons plus bas que ces ajustements ont un impact
important sur la forme de la surface de volatilité.

Auparavant, nous tenons & mettre en lumiére un point intéressant qui
découle directement de notre méthode d’estimation. Celle-ci nous permet
d’associer a chaque instant la probabilité qu'une variation de volatilité pro-
vienne soit de la composante & sauts, soit de la diffusion. Si de plus nous
choisissons d’allouer définitivement une variation & la composante & sauts
dés que sa probabilité d’y appartenir est supérieure a 0.5, alors nous ob-
tenons les graphiques représentés dans la figure 4.8. Plusieurs remarques
peuvent étre effectuées a partir de 1a. Tout d’abord, nous remarquons que
chaque fois qu’il y a des variations de grande amplitude dans le niveau de

176



CHAPITRE 4. Estimation de modéles a sauts dans la volatilité

i
n|
or ]
Y-
(0]
C
o)
g
cw
cool |
oSG
n
C
0]
9wl |
Z 0
z
o
0
> 1] |
o
n| |
o
e} ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! !
O p7/97 01/98 07/98 01/99 07/99 01/00 07/00 01/01 07/01 o1/02 07/02 01/03 07/03 o1 /04

«m TP

Probabilite a posteriori
0.00 D.70 0.2Z0 0.30 0.40 O.50 0.60 0.70 0.80 D0.90 1.00

L T P PR SR AR NTRU A NATRNY| W) A SR !
01/00 07/00 01/01 07/01 01/02 07/02 01/03 07/03 01/04

PR N -
07/97 01/98 07/98 01/99 07/99

Le graphique du dessus représente I’évolution de la volatilité instantanée issue du mo-
déle LOG-OUS. Le graphique du dessous associe & chaque observation la probabilité de
provenir de la diffusion (valeur proche de 1) ou de la composante & sauts (valeur proche
de 0).

Fia. 4.8 — Probabilité a posteriori qu'une observation soit issue d’un saut
pour le modéle log-OUS.
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volatilité instantanée, 1’observation est considérée comme provenant de la
composante du processus générant des sauts. Nous en déduisons a4 nouveau
que la composante a sauts parvient a capturer I’ensemble de ces fortes va-
riations. Ensuite, nous constatons que les pics de volatilité sont formés par
lassociation d’un saut positif dans la volatilité (versant gauche du pic) auquel
succéde immédiatement un autre saut, négatif cette fois. Ceci peut expliquer
en partie la fréquence élevée des sauts, puisqu’a chaque pic correspond deux
sauts. Ce phénoméne remet également en cause ’hypothése de sauts distri-
bués selon une loi de Poisson, puisque théoriquement les sauts devraient étre
indépendants. Ici, les sauts sont visiblement liés. Le fait que les sauts négatifs
succédent a des sauts positifs, et donc permettent un retour immédiat a un
niveau de volatilité raisonnable explique également la forte décroissance de
la valeur x par rapport & un modéle sans sauts. En fait, x, 'effet de retour
a la moyenne, ne s’exerce plus sur les sauts positifs, toujours compensés par
des sauts négatifs, mais uniquement sur les petites variations.

4.4.2 Surfaces de volatilité

Nous examinons & présent I'impact des sauts et de la correction du biais
de maturité sur I’évaluation du prix d’options. Nous effectuons ce travail a
travers ’analyse des surfaces de volatilité correspondant a chacun des modéles
et avec les paramétres issus des estimations. Ces surfaces de volatilité sont
reportées dans la figure 4.9. Comparons d’abord les cas A et C qui résultent
des modéles log-OU et log-OUS sans correction du biais de maturité. On
peut immeédiatement observer que la surface associée au modéle log-OU est
quasiment plate, hormis pour les options trés proches de I’échéance. Pour
le modéle log-OUS, le smile est plus prononcé pour ces mémes options, et
on peut distinguer une légére courbure pour des échéances plus lointaines.
Toutefois, les modéles log-OU et log-OUS, avec les paramétres estimés sans la
correction du biais, présentent des surfaces de volatilité en faible adéquation
avec ce qui est empiriquement observé. En revanche, la correction du biais de
maturité a d’importantes répercussions sur ’allure générale des courbes (cas
B et D). A ce stade, nous pouvons affirmer que ne pas tenir compte du biais
de maturité a de graves incidences sur ’évaluation des options. Etant donnée
que la variance estimée est extrémement forte v2 = 84.76 dans le cas log-OU,
il n’est pas étonnant de voir d’une part (cas B), un smile avec une importante
profondeur pour des options proches de ’échéance, et d’autre part que ce
smile s’atténue mais reste présent en augmentant la maturité des options.
Malgré cette valeur élevée de <, on peut voir, par exemple en projetant la
surface sur le plan défini par le niveau de volatilité et la maturité, que le
smile s’estompe de maniére continue. On s’attend donc a ce qu’il disparaisse
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complétement dans un horizon assez proche. Ce résultat découle du fait que
la vitesse a laquelle la profondeur du smile s’amenuise est directement liée &
la valeur de . Or, dans le cas log-OU, la valeur de & est élevée. A opposé,
le modéle log-OUS (cas D) parvient & générer un smile dont la profondeur
ne décroit pratiquement plus avec 1’éloignement de la date d’expiration des
options. De plus, il permet de générer un smile plus accentué pour des options
proches de ’échéance que ne le fait le modéle log-OU, tout en préservant des
valeurs de paramétres plus réalistes.

4.5 La compatibilité entre les sources de don-
nées

Nous souhaitons étudier ici trois autres points intéressants. Le premier
vise & comparer nos résultats d’estimations & ceux que nous aurions obtenu
en adoptant ’approche de Jacquier el al. (1994). En d’autres termes, nous
nous proposons de voir si les résultats d’estimations provenant de 1’utilisa-
tion de 'indice de volatilité et ceux déduits des rendements apportent des
informations comparables, ou au moins compatibles. Cette étude va égale-
ment nous permettre d’apporter des éléments alimentant la discussion sur
la prime de risque associée & une volatilité stochastique. Le second point est
dans le méme ordre d’idée. Alors que notre méthode d’estimation repose uni-
quement sur les données de l'indice de volatilité (et de fait ne permet pas
Iestimation du paramétre c., le terme déterministe du processus Brownien
décrivant I’évolution du support), nous pouvons légitimement nous deman-
der s’il est possible d’y ajouter ’autre source de données disponible c’est &
dire les rendements. Ceci nous aménera directement & commenter la prime de
risque associée & la présence d’un terme aléatoire dans I’évolution du support.
Enfin, le dernier point consistera a donner quelques éléments de comparaison
avec d’autres études.

4.5.1 Comparaison

Dans un premier temps, nous cherchons donc a comparer les résultats des
deux méthodes d’estimation basées soit sur les rendements, soit sur 'indice
de volatilité. Nous devons préciser que cette comparaison ne peut étre ef-
fectuée que dans le cas du modéle LOG-OU. En effet, bien que nous ayons
essayé d’étendre la méthode de Jacquier et al. (1994) au cas LOG-OUS, les
performances de cet algorithme se sont révélées étre peu convaincantes. Par
exemple la convergence des lois a posteriori des paramétres n’est pas acquise
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sur des chaines de 10000 itérations, et ce méme pour des échantillons simu-
lés de 2000 observations avec deux composantes qui ont des caractéristiques
bien différenciées. La difficulté provient du fait que les rendements, comme
dans Jacquier et al. (1994), doivent servir & générer les volatilités instanta-
nées inobservables, mais que ces derniéres quantités doivent également étre
réutilisées pour générer d’autres variables inobservables a savoir ’allocation
de chacune des volatilités a la composante de diffusion ou a la composante
a sauts. Pour résumer, il y a une double structure latente et imbriquée qui
émerge et qui explique grandement les faiblesses de 1’algorithme.

Pourtant, on pourrait rétorquer qu’Eraker et al. (2003) et Raggi (2005)
sont parvenus & estimer des modéles plus complexes, contenant des sauts
dans les rendements et dans la volatilité. Il parait donc surprenant de ne pas
y arriver dans notre cas. Il nous semble que deux causes peuvent expliquer
ce manque de résultat. Tout d’abord, dans 1’étude de Raggi (2005) le modéle
est exprimé de sorte que les sauts dans la volatilité et dans les rendements se
produisent toujours de maniére simultanée. Cette caractéristique lui permet
de déduire la date des sauts directement a partir des rendements et non plus
a partir des variables latentes formées par le vecteur de volatilité instantanée
inobservable. Ainsi, il a certes 2N variables latentes & générer (N volatilités
instantanées et N allocations) & partir de N rendements mais cette double
structure latente n’est pas imbriquée. De fait en supprimant les sauts dans
les rendements, nous supprimons la possibilité d’utiliser directement ces ren-
dements pour estimer les dates d’apparition des sauts, et par conséquent,
nous revenons a une double structure latente imbriquée. Néanmoins, I’étude
d’Eraker et al. (2003) semble nous indiquer qu’il ne s’agit pas de la seule
raison. Partant eux-aussi d'un modéle & la Cox-Ingersoll-Ross avec des sauts
distribués selon une loi exponentielle dans la volatilité, ils envisagent les deux
cas de figures; des sauts corrélés ou indépendants des sauts dans les rende-
ments. En d’autres mots, ils parviennent & estimer le modéle a partir des
seuls rendements méme lorsque les sauts sont indépendants. Nous en dédui-
sons que c’est notre spécification du processus de volatilité qui pose probléme.
En effet, 'un des avantages du processus LOG-OU est de pouvoir générer des
trajectoires moins lisses qu'un processus du type Cox-Ingersoll-Ross. Ici, cela
joue en notre défaveur, car en admettant une spécification qui autorise de
fortes variations de volatilité & partir de sa seule composante continue, nous
rendons plus difficile le travail de détection des sauts. Aussi, nous ne pou-
vons donc, pour I'heure, que fournir des comparaisons portant sur le modéle
LOG-OU.

La méthode d’estimation de Jacquier et al. (1994) a déja été présentée
en 2.2.1.1, aussi nous passons directement & I'interprétation des estimations
qui résultent de son application. Afin de faciliter la comparaison entre ces
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résultats, déduits des rendements, et présentés dans la premiére colonne du
tableau 4.3, nous avons récapitulé les estimations inhérentes a notre mé-
thodologie dans la seconde colonne de ce méme tableau. Tout d’abord, la
méthode de Jacquier et al. (1994), permet d’estimer le paramétre «., présent
dans ’équation différentielle stochastique qui régit les variations du support.
L’estimation trouvée signifie que le taux d’accroissement du support est de
12.45 % par an. On ne peut toutefois exclure que ce taux est statistique-
ment égal a4 0. Ce résultat peut également étre comparé & la moyenne des
rendements sur la période étudiée et qui s’éléve & 5.36 %.

TAB. 4.3 — Résultats d’estimations obtenus selon les différentes
données utilisées.

Nature des données utilisées :

Rdts Ind. de vol.  Ind. de vol. et rdts
o 0.1245 - 0.5645
[-0.0555, 0.3025] [0.4455, 0.6802]
K 7.645 17.05 17.05
[3.937, 11.75] [13.99,20.29] [13.99,20.29]
9 -2.956 -3.923 -3.923
[-3.229, -2.691] [-6.539,-1.906] [-6.539,-1.906]
v 2.301 9.207 9.207

[1.880, 2.743]  [7.391,14.983]  [7.391,14.983]

——

Vhy 0.2382 0.2351 0.2351
(0.07172) (0.1644) (0.1644)

Les termes entre crochets désignent les intervalles de confiance & 95 %.
Les termes entre parenthéses représentent des écarts-types. L’expression

v/h désigne la moyenne des volatilités instantanées (rappelons que h est
en fait le processus de la variance).

Passons & présent & ’étude des paramétres k et ¢. Les valeurs obtenues a
partir des rendements correspondent aux valeurs prises sous la mesure objec-
tive. Rappelons qu’a 'inverse, celles obtenues & partir de I'indice de volatilité
sont prises sous la mesure risque-neutre. S’il y a différence entre les deux, ceci
signifie I’existence d’une prime de risque associée a une volatilité stochastique.
Ici, nous constatons effectivement que k et ¢} différent sensiblement selon les
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deux mesures. Nous en déduisons que I’hypothése d’une prime de risque nulle
est invalide et que par conséquent, les seuls rendements ne peuvent fournir
une appréciation correcte des paramétres sous la mesure risque-neutre. Tou-
tefois, ayant a notre disposition les estimations sous les deux mesures, nous
sommes théoriquement capable d’évaluer la valeur de la prime de risque as-
sociée a la présence d’'une volatilité stochastique. En effet dans le chapitre
3 nous avons mis en évidence une relation explicite qui lie K¢, 99 (les pa-
ramétres sous la mesure risque neutre), k, ¥ (les paramétres sous la mesure
objective) et 7y la prime de risque. Plus précisément, nous avions montré
que, sous la condition que les agents aient des préférences logarithmiques :

K9 = K4y,

02 = K0/(k+mv). (4.39)
En cherchant & déterminer la valeur de 7y, nous constatons immédiatement
que le paramétre 7y est suridentifié, et qu’ici, avec les valeurs estimées, le sys-
téme (4.39) n’a pas de solution. On peut évidemment chercher a trouver une
valeur de 7y qui satisfait approximativement ce systéme tout en conservant
des valeurs de k9, 99, k et § dans leurs intervalles de confiance. Néanmoins,
il nous semble que de toute évidence la spécification adoptée pour la prime
de risque associée est inadéquate. Ce qui découle de ce constat est donc la
remise en cause de I’hypothése des préférences logarithmiques des agents en
ce qui concerne cette prime de risque. A terme, il faudrait parvenir & une
forme plus souple de la prime de risque, comme cela a été fait par Chernov
et Ghysels (2000) dans le cadre d’'un modéle Cox-Ingersoll-Ross. Cela entrai-
nerait également la recherche d’une hypothése adéquate sur les préférences
des agents.

Un autre élément qui remet en cause la procédure de risque-neutralisation
menée dans le chapitre 3 est la valeur de v sous les deux mesures. Théorique-
ment, pour que la risque-neutralisation préserve la structure du modéle, tous
les paramétres de variance des processus qui composent le modéle doivent
étre inchangés. Cette caractéristique découle directement de I’application du
théoréme de Girsanov et c’est un résultat constant quel que soit le type de
modéle étudié (modéle & volatilité stochastique, modéles & sauts, modéles
combinant sauts et volatilité). Concrétement, cela signifie que ni «y, ni méme
h la volatilité instantanée (ou oy selon que nous adoptions 1’écriture du mo-
déle sous sa version discréte ou continue) ne devrait changer. Or, il apparait
clairement que ces deux quantités différent fortement selon le monde dans
lequel on se place. Ainsi, la valeur de v fait plus que quadrupler en passant du
processus générateur de données au processus risque-neutre et la différence
est statistiquement validée (les intervalles de confiance ne se recoupant pas).
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Cette hausse de v implique également que le processus de volatilité instan-
tanée h, déduit de ’indice de volatilité, est plus "versatile" que ne I’est celui
issu des rendements. Ceci peut également é&tre vu a travers les écarts-types
des deux séries estimées de la volatilité instantanée (0.07112 lorsque les ren-
dements sont utilisés pour 'estimation et 0.1644 dans I’autre cas) et surtout a
travers le graphique 4.10 o1 'on apercgoit de maniére trés claire les différences.
De fagon trés nette, les volatilités instantanées issues de l'indice surpassent
largement celles issues des rendements dans les périodes troublées. En re-
vanche, elles sont systématiquement plus basses pour les périodes calmes. Il
faut toutefois noter certaines similitudes. Par exemple, I'allure générale des
deux courbes est similaire et les moyennes des deux volatilités sont proches
(voir le tableau 4.3).

il

10/97 10/98 10/99 10/00 10/01 10/02 10/03

03 04 05 08

(suondo) aaueyersu aymeion

Volatité instantanée (rendements)
02

50

01

Fic. 4.10 — Comparaison entre la volatilité instantanée estimée par les ren-
dements et la volatilité instantanée estimée par 'indice de volatilité (tracé
clair).

Ces résultats, concernant la différence des paramétres de variance h; et
~v selon la mesure objective et la mesure risque-neutre, ne constituent pas
une découverte originale et propre a4 notre modéle, notre méthode d’estima-
tion ou encore notre échantillon. Ils ont déja été constatés par Bakshi et al.
(1997), Bates (2000), Pan (2002) ou encore Eraker (2004). Les principales
explications évoquées sont :

— une spécification du modéle insuffisamment riche pour pouvoir prendre
en compte correctement ’ensemble des phénoménes régissant la loi du
support. Ceci contraint les paramétres a synthétiser de maniére inexacte
I'information disponible dans les différentes sources de données. De fait,
cela peut conduire & des valeurs de paramétres peu plausibles.

— Un trop faible nombre d’observations pour pouvoir constater la conver-
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gence entre les deux sources de données,

— enfin, une remise en cause de la fiabilité de la méthode d’estimation
a partir des seuls rendements. Le fait d’avoir des variables latentes &
estimer contribuerait a affaiblir la précision de ’estimation.

Le dernier argument dépend essentiellement de la méthode d’estimation
employée pour déduire le vecteur des volatilités instantanées. Comme 1’ont
souligné Jacquier et al. (1994), Broto et Ruiz (2002) ou encore Eraker (2004),
I’approche bayésienne permet d’éviter cet écueil en fournissant des estima-
tions plutot précises, contrairement aux méthodes fondées sur le maximum
de vraisemblance et sur les méthodes de moments.

La question qui se pose a présent est, puisque les deux sources de don-
nées donnent des résultats différents, laquelle faut-il privilégier dans le but
d’évaluer des options ? Etant données 4 la fois la supériorité du contenu infor-
mationnel de I'indice de volatilité, et la capacité que I'on a d’en déduire des
paramétres risque-neutres, indépendants de la spécification de la prime de
risque, nous avons naturellement tendance a favoriser notre méthode d’esti-
mation par rapport a celle de Jacquier et al (1994) fondée uniquement sur les
rendements. Toutefois, Eraker (2004) montre qu’une combinaison des deux
peut donner de meilleurs résultats, en termes d’adéquation de la surface de
volatilité issue du modéle par rapport a celle observée, que 1'utilisation exclu-
sive d’une seule source. Dans la pratique, la combinaison évoquée par Eraker
(2004), consiste simplement & voir si, par exemple, remplacer 99 par ¥ et
garder tous les autres paramétres sous leur version risque-neutre, conduit a
un rapprochement entre les surfaces de volatilité théorique et empirique.

4.5.2 Incorporation des rendements

Comme nous 'avons déja souligné, notre méthode d’estimation permet 1)
d’estimer les parameétres risque-neutres du processus de volatilité instantanée
et 2) de générer les volatilités instantanées elles-mémes. Par contre, elle ne
permet pas d’estimer le paramétre ., présent dans le processus concernant
spécifiquement I’évolution du support :

ds,
—t = acdt + O'tdBt, (440)

St

ou o; est décrit par un processus LOG-OU. Dans sa version discrétisée, 4.40
signifie que la distribution des rendements y;, sachant la volatilité instantanée
inobservable, est une loi normale :

St41 — S

g = yslhe ~ N (A, hA), (4.41)
t
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ol A désigne le pas de discrétisation et h;A la variance.

L’idée qui consisterait & combiner rendements et indice de volatilité sem-
blerait donc attrayante pour estimer .. En effet, il suffirait d’injecter dans
(4.41) les volatilités instantanées h, estimées grace a I'indice de volatilité pour
pouvoir déduire, a partir des rendements observés, une estimation pour .
On peut rétorquer qu’il y a ici, une incompatibilité d’informations puisque la
volatilité instantanée est déduite d’un monde risque-neutre alors que les ren-
dements sont observés sous la mesure objective. Cet argument n’est toutefois
pas valable d'un point de vue théorique. En effet, une risque-neutralisation
standard implique certes, des changements de paramétres dans le processus
de volatilité et la transformation de (4.40) en :

dS;
— =7rdt + O'tdBt + nso'tdt, (442)

St
ou ng = (a. — 1) /0 désigne la prime de risque associé au caractére aléatoire
de l’évolution du support, mais laisse la volatilité instantanée o; (et donc hy
dans la version discéte) inchangée.

Concrétement, la section qui précéde a montré qu’il existait de fortes dis-
parités entre les volatilités instantanées selon que celles-ci soient estimées
a partir des rendements ou de l'indice de volatilité. On s’attend donc a ce
que lestimation de o, différe, elle aussi. Au dela de la valeur estimée que
I’on pourra trouver, c’est surtout sa répercussion au niveau de la prime de
risque qu’il sera intéressant d’étudier. Nous pourrons ainsi voir si I’aversion
des agents face au risque, telle qu’elle peut étre déduite a partir du marché
des actions, est identique & celle déduite du marché des options. Mais avant
de pouvoir fournir cette estimation, il nous faut évidemment compléter notre
méthode d’estimation en incorporant les rendements. Comme les rendements
ne servent qu’a estimer le paramétre «., ceux-ci n’interférent ni dans ’esti-
mation des paramétres de volatilité, ni dans la volatilité instantanée. Aussi,
la méthode d’estimation des paramétres et de la volatilité instantanée décrite
précédemment demeure en ’état. Ajouter les rendements se résume donc sim-
plement & déterminer la loi a posteriori du paramétre o.. En lui associant
une loi a priori normale d’hyperparamétres a, et b,, notre algorithme ne
subit que des modifications mineures, c’est & dire, ’ajout du calcul des deux
statistiques suivantes dans 1’étape 1 :

_ YA _ Al Ye
yo = Z _7 yl = _7
t=1 ht t=1 ht
et ’ajout, dans ’étape 2, de la loi a posteriori conditionnelle pour « :

Qe ~ N (Eou Va) )
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avec :
1
Eo,=—(u + aa/ba)a
Va(
et
1

a — g2+1/ba.

Nous obtenons ainsi une valeur estimée pour ¢, égale a 56.45 % (voir la
troisiéme colonne du tableau 4.3). Cette valeur est statistiquement différente
de 0 ainsi que de la valeur déduite des rendements (12.45 %). Rappelons
que la moyenne des rendements annualisée vaut 5.36 %, c’est a dire 10 fois
plus faible que celle que nous venons de déduire. Elle indique un taux d’ac-
croissement annuel du support trés grand et qui peut nous paraitre complé-
tement irréaliste. En effet, pour un taux sans risque annuel de 3.60 %, une
telle valeur de . suggére que les agents ont exigé et bénéficié d’une prime
équivalente & une hausse de 56.45 - 3.60 — 52.85 % du support juste pour
rémunérer leur prise de risque.'” A titre de comparaison, pour le méme taux
sans risque, ’estimation de «, déduite des seuls rendements établirait cette
prime & 12.45 - 3.60 = 8.85 % qui parait plus raisonnable (surtout qu’on ne
peut rejeter, étant donné I'intervalle de confiance pour a, ’hypothése d’une
prime de risque nulle). Plusieurs questions se posent, en particulier comment
interpréter et justifier une telle valeur ?

Un premier élément de réponse peut étre trouvé dans la nature méme des
données employées. Lorsque nous n’utilisons que les rendements, il est clair
que la prime de risque ainsi évaluée correspond a la rémunération qu’exige les
agents sur le marché des actions. Cette prime refléte leur aversion au risque
pris pour un placement direct sur le support et doit étre associée directement
avec le mouvement Brownien dB;. L’estimation & partir des rendements per-
met donc de dire que cette aversion existe mais qu’elle est plutdét modérée.
En revanche, lorsqu’on utilise des données sur options (’indice de volatilité)
conjointement aux rendements, la prime de risque qui en résulte comporte
nécessairement une information sur I'aversion qu’ont les agents a se placer
sur le marché des produits dérivés. Or ce marché d’options, qui peut certes
étre vu comme un endroit oul trouver des instruments de couverture, est éga-
lement réputé pour sa "dangerosité" (due a l'effet de levier, aux fourchettes
de prix larges, parfois au manque de liquidité). Par conséquent, il semble

"Nous avons supposé que le taux d’intérét sans risque était constant sur la période.
En fait, 3.60 % correspond & la moyenne des taux quotidiens de PEURIBOR 1 an sur
la, période allant de janvier 1999 & novembre 2003 et la moyenne des taux quotidiens du
PIBOR 1 an sur la période octobre 1997 & décembre 1998.
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naturel que lorsqu’ils interviennent sur ce marché, les agents demandent une
rémunération plus importante pour compenser le risque pris. Dés lors, il n’est
plus étonnant d’avoir une valeur de c. élevée si, dans celle-ci, transparait le
comportement des agents sur le marché des options.

Une seconde explication peut également é&tre fournie si nous considérons
comme légitime 'hypothése selon laquelle I'indice de volatilité véhicule de
I'information sur les attitudes des agents face au risque. Dans ce cas, la prime
de risque associée au caractére aléatoire de I’évolution du support, c’est a dire
I’écart entre . et r, synthétise I’ensemble des primes de risque qui n’ont pas
été explicitement prises en compte dans la modélisation et qui ont pourtant
servi & déterminer le prix des options. Bref, en utilisant des données d’options
«. - T ne représente plus seulement le risque associé a la présence du mouve-
ment Brownien dB; mais concentre I’ensemble des risques qui ne peuvent étre
évalués faute d’une spécification assez riche. Ainsi, dans le cadre du modéle
LOG-OU, ¢, - r doit prendre en compte la globalité des primes de risque en
dehors de celle associée a une volatilité stochastique. De méme, dans le cadre
LOG-0OUS, «, - r va donc représenter ’ensemble des primes de risque, ex-
ceptées celles associées & une volatilité stochastique et a la présence de sauts
dans la volatilité. On s’attend donc a ce que ’écart entre @ — ¢ et r s’ame-
nuise dans ce cas. C’est effectivemment ce qui se produit puisqu’on trouve
alors . = 0.4831 (U'intervalle de confiance & 95 % étant [0.3445, 0.6167]).
A la lumiére de ce résultat, il nous parait clair qu’il manque (au moins) un
terme dans la modélisation du support qui permettrait d’absorber une par-
tie importante de 1’écart entre «. et r et qui représenterait un événement
pour lequel les agents ont une trés forte aversion. La prise en compte d’une
telle composante impliquerait une baisse substantielle de la prime de risque
associée au mouvement Brownien. En cherchant les types d’événements que
redoutent les agents, nous pensons naturellement aux crashs, modélisés par
une composante a sauts dans le processus du support. Cette idée est direc-
tement inspirée de 1’étude de Pan (2002), ou 'auteur souligne une trés forte
aversion des agents envers les sauts, et donc une prime de risque asociée a
ces sauts relativement importante et de I'ordre de 18 %. Comme le marché
et la période étudiés par Pan (2002) différent des notres, il nous est difficile
d’incorporer directement ce résultat, mais cela donne toutefois une idée de
I'importance du risque associé aux sauts dans les rendements.

A la lumiére de ces explications, il nous semble que ’écart entre , et r
n’est plus si irréaliste. Elle tendrait plutét a nous encourager & poursuivre
nos efforts selon deux axes. D’une part, continuer & utiliser des données pro-
venant du marché des options, comme l’indice de volatilité, afin de tirer
au mieux l'information qu’elles comportent sur I'attitude des agents face au
risque. Ce travail implique, d’autre part, de poursuivre ’enrichissement de
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la spécification initial du modéle, par exemple en incorporant des sauts dans
les rendements ou en adoptant des spécifications plus souples pour les primes
de risque, afin de mesurer plus rigoureusement la prime affectée & un risque
précis.

4.5.3 Conformité des résultats

Le dernier point que nous souhaitons étudier est la conformité de nos esti-
mations avec la littérature existante. Nous nous restreignons pour le moment
aux modéles a volatilité stochastique sans sauts. La tache s’avére difficile car
les modéles (LOG-OU ou Cox-Ingersoll-Ross), les méthodes d’estimations
(méthodes fondées sur les moments, sur la vraisemblance, sur les moindres
carrés, ou démarche bayésienne), la fréquence des observations (mensuelles,
hebdomadaires, quotidiennes), la nature des données (rendements ou options)
ou encore les échantilllons employés (marché américain ou francais, période)
différent d’une étude & ’autre. Par ailleurs certains auteurs donnent des va-
leurs estimées sur une base annualisée, d’autres sur une base hebdomadaire et
d’autres encore sur une base quotidienne. Il nous faut donc pouvoir donner
des éléments de comparaison. Tout d’abord, nous avons converti a chaque
fois que cela était nécessaire, les résultats donnés par les auteurs en valeur
annualisée. Cette étape ne pose pas de difficultés particuliéres. En fait, les
auteurs effectuent souvent eux-mémes cette conversion dans le corps de leur
article. Cette étape accomplie, il reste a élucider un probléme plus grave, qui
consiste 4 comparer les paramétres d’'un modéle a la Cox-Ingersoll-Ross ou
la volatilité est régie selon :

do} = k(9 — o})dt + yo,dW;, (4.43)
aux paramétres d’un modéle LOG-OU :
dIn(o?) = k[ — In(c?)]dt + ydW;. (4.44)

D’abord, dans les deux modéles, le paramétre £ a la méme signification et
représente la vitesse d’ajustement au niveau de long-terme de la volatilité.
Par conséquent, il peut étre comparé sans subir aucune transformation. Les
paramétres ¥ et v ne bénéficient pas de cette caractéristique. En revanche,
on peut déduire a partir d’une estimation de ¥, la tendance & long-terme de
la volatilité noté . Dans le cadre d’un modéle du type Cox-Ingersoll-Ross,
il suffit de constater que & = /¥, alors que pour un modéle LOG-OU & =
Vexpld + 7/ (4)]

Nous récapitulons dans le tableau 4.4 les principales caractéristiques des
études antérieures. On peut constater une certaine hétérogénéité des valeurs
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TAB. 4.4 — Résultats d’estimaticns cbtenus par d’autres auteurs.

K o Dennées Méthede Medéle  Marché Péricde
Jacquier et al. (19%4) 2.60  0.1666 — B LCG-CU NYSE 1962 :1891
Bakshi et al. (1997) 1.15  0.2000 + C CIR S&P 500 1988 :1991
Mcraux et al. (1999) 5.41  0.2515 + Vv CIR CAC 40 1994 :1998
Cherncv et Ghysels (2000) 0.65 0.0812 + M CIR S&P 500 1985 :1993
Pan (2002) 7.10  0.117C + M CIR S&P 500 1989 :1996
Chacke et Viceira (2003)  14.28 (.1816 - M CIR S&P 500 1880 :20C0
Eraker et al. (2003) 5.82 (0.151C - B CIR S&P 500 198C :1999
Eraker (2004) 4.78 (0.2205 + B CIR S&P 500 1986 :1691

Les paramétres & et o ont été convertis, lorsque cela était nécessaire, en base annuelle. La colonne intitulée "Données"
permet de savoir si des options ont été utilisées (+), ou non (—), et indique donc si les paramétres & et & sont donnés
sous la mesure risque-neutre ou objective. La valeur ¢ représente le niveau de long-terme de la volatilité. La colonne
Méthode permet de connaitre I'idée générale de la méthode d’estimation employée, M désigne une méthode fondée sur
les moments, V une méthode fondée sur le maximum de vraisemblance, B une méthode Bayésienne et C une méthode
reposant sur des moindres carrés. La colonne Modéle indique le type de modéle estimé, CIR désigant le modéle Cox-
Ingersoll-Ross. La colonne Marché indique l'indice sur lequel porte Uestimation, le NYSE (New York Stock Exchange)
et le S&P 500 (Standard & Poor’s 500) proviennent du marché américain.
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de k et &, mais sans rentrer dans les détails, on remarque surtout que les
valeurs obtenues sont, grosso modo, toujours de la méme grandeur. Aussi,
les valeurs que nous avons obtenues pour x (17.05) et pour & (0.2618), sont
certes supérieures & ’ensemble des autres résultats mais semblent toutefois
cohérentes.

La conformité des résultats trouvés a partir du modéle LOG-OUS avec
d’autres études s’avére quant a elle impossible & vérifier. Il n’en existe pas,
en effet, portant sur ce type de modéle. Les seules qui pourraient éventuelle-
ment servir de références sont celles qui présentent des modéles comportant
des sauts dans la volatilité et dans les rendements. Il s’agit par exemple des
études d’Eraker et al. (2003), Eraker (2004) ou Raggi (2005). Ces modéles
différent du nétre non seulement par le fait qu’ils admettent des sauts dans
les rendements, mais également par la spécification des sauts dans la vola-
tilité. Alors que notre modélisation permet a la volatilité de connaitre des
sauts a la hausse comme & la baisse, ces modéles ne considérent que des sauts
a la hausse. D’autre part lorsque les sauts dans la volatilité et dans les ren-
dements interviennent de maniére indépendante, certaines fortes variations
du support peuvent étre pris en compte par la composante a sauts dans les
rendements et donc affaiblir I’'intensité des sauts dans la volatilité. Pour ses
raisons, on s’attend donc a ce que la fréquence des sauts estimée a partir
de notre modéle soit supérieure a l'intensité estimée par ces auteurs. C’est
effectivemment le cas puisque les études précitées aboutissent a une intensité
qui varie entre 1 saut tous les deux ans (Eraker et al., 2003 et Eraker, 2004)
et 15 sauts par an (Raggi, 2005). La différence est telle que les arguments
évoqués a l'instant ne peuvent suffir & 'expliquer totalement. D’autres fac-
teurs sont alors susceptibles d’étre avancés comme le fait que nous n’étudions
ni les mémes marchés, ni les mémes périodes. Ainsi, les auteurs qui trouvent
une fréquence trés basse incluent dans leurs données le crash de 1987. L’am-
pleur de ce phénomeéne a été telle qu’elle prend une part prépondérante dans
I’estimation des paramétres des composantes a sauts. Il devient alors difficile
de trouver d’autres observations partageant les mémes caractéristiques.

4.6 Conclusion et extensions

Le but de ce chapitre a été de fournir une méthode d’estimation pour un
modéle du type log-OUS. La procédure que nous avons employée repose sur
I’utilisation d’un indice de volatilité implicite qui permet d’estimer directe-
ment la valeur des paramétres risque-neutres. Nous avons pour cela établi un
lien explicite entre I'indice de volatilité, observable, et la volatilité instanta-
née, inobservable. Nous avons montré que cette relation entre les deux quanti-
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tés dépendait, entre autres, de la maturité de ’option utilisée pour construire
I’indice. Lorsque cette maturité est supposée proche de 0, nous avons indiqué
que I'indice de volatilité et la volatilité instantanée étaient équivalentes. En
revanche, si cette hypothése s’avérait étre infondée, cela pouvait alors nous
mener vers un biais de maturité dans les estimations. Nous nous sommes
donc proposé de vérifier la validité de cette hypothése en construisant deux
échantillonnages de Gibbs différents, I'un sans et ’autre avec la correction
du biais de maturité. Les résultats montrent trés clairement I'existence et
I'importance du biais de maturité. Ils révélent par conséquent qu’il faut pri-
viligier la méthode d’estimation permettant de le corriger. Celle-ci s’avére
étre trés rapide, puisqu’elle ne nécessite que quelques secondes pour obtenir
les estimations.

Parallélement & la résolution de ce probléme d’ordre économétrique, nous
avons cherché a comparer les résultats d’estimations issus des modéles log-
OU et log-OUS. Conformément aux critiques émises dans les études de Das
et Sundaram (1999) et Jiang (1999), nous avons constaté que le modéle log-
OU ne s’ajustait aux données qu’en affectant aux parameétres des valeurs peu
plausibles. Au contraire, le modéle comportant des sauts dans la volatilité
nous a permis de mieux comprendre la diversité des phénoménes régissant
le processus de volatilité. Cette étude confirme empiriquement la capacité
théorique du modéle log-OUS & générer des caractéristiques souhaitables sur
les surfaces de volatilité, & savoir, un smile prononcé pour les options proches
de I’échéance, et un smile qui perdure en augmentant la maturité des options.

Evidemment, nous ne prétendons pas que ce modéle & sauts parvient &
prendre en compte ’ensemble des phénoménes agissant sur la volatilité. De
méme, la surface de volatilité générée par ce modéle présente encore de nom-
breuses insuffisances. Ainsi, les deux principales limitations de notre étude
concernent ’absence de corrélation entre la volatilité et les rendements, et
I’absence d’estimation pour la prime de risque associée a une volatilité sto-
chastique. Cette derniére limitation ne pourra étre franchie qu’avec le déve-
loppement des procédures de risque-neutralisation. Méme si cette absence de
résultats n’a pas de conséquences pour I’évaluation des options, la prime de
risque posséde un fort contenu économique qu’il serait intéressant d’étudier,
Pan (2002) en fournit un exemple. La seconde limitation concerne ’hypothése
d’absence de corrélation entre la volatilité instantanée et le sous-jacent. Sur
notre échantillon, nous obtenons une corrélation, entre I'indice de volatilité
implicite et le CAC 40, trés faible et égale a 0.0279. Cela justifie a posteriori
notre choix de ne pas en tenir compte. Cette hypothése reste, en général,
difficilement défendable d’un point de vue empirique et en particulier pour
les indices boursiers (voir par exemple Ghysels et al., 1996). Nous avons émis
I’hypothése de corrélation nulle car elle nous a permis d’utiliser le résultat
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de Hull et White (1987) puis d’interpréter la volatilité implicite comme une
moyenne de la volatilité instantanée. En réalité et comme nous 'avons déja
souligné dans le chapitre 3, cette hypothése peut étre reldchée assez facile-
ment, du moins dans le cas log-OU, tout en préservant les résultats essentiels.
En effet, Romano et Touzi (1997) ont montré qu’en effectuant une reparamé-
trisation du modéle qui tient compte d’une corrélation non-nulle, interpréter
la volatilité implicite comme moyenne de la volatilité instantanée reste valide.
Nous pouvons donc envisager, a l'instar de Moraux et al. (1999) d’étendre
notre méthode d’estimation au cas ou il y a corrélation entre la volatilité et
le sous-jacent. Pour le modéle log-OUS, I'extension nécessite de plus amples
investigations.

A terme, plusieurs autres extensions a cette étude mériteraient d’étre dé-
veloppées. La premiére concerne la spécification de la composante & sauts.
Ainsi, nous ne nous satisfaisons pas de 'imprécision dans nos estimations
d’un parameétre de premiére importance : la taille moyenne des sauts. Nous
pensons qu’'une spécification plus riche, en termes de souplesse statistique
mais aussi et surtout en termes de compréhension de la dynamique de la
volatilité, nous permettrait de résoudre ce probléme. Plus précisément, dis-
tinguer les sauts selon leurs signes devrait contribuer a résoudre ce probléme.
D’un point de vue économétrique, et en supposant que les sauts positifs et né-
gatifs soient séparément distribués selon une loi Gaussienne, ceci reviendrait
a l'estimation d’un mélange a trois composantes, ce qui reste parfaitement
envisageable. Une seconde idée consisterait a faire dépendre l'intensité du
(ou des) processus de Poisson du niveau de volatilité passée. Cela nous per-
mettrait de relacher 'hypothése d’indépendance des sauts qui visiblement
n’est pas vérifiée (présence de pics dans la volatilité signifiant qu’un saut a la
hausse est compensé dés le lendemain par un saut a la baisse). Ces améliora-
tions dans la spécification de la composante & sauts ont déja été effectuées par
Chacko et Viceira (2003), concernant la distinction des sauts, et par Bates
(2000), Andersen et al. (2002) ou Eraker (2004), entre autres, concernant
I’intensité du processus de Poisson. Une troisiéme extension consisterait a ef-
fectuer des tests statistiques visant & choisir, sur des critéres plus objectifs, le
modeéle qui est le plus en adéquation avec les données. Nous nous sommes, en
effet, limités & une comparaison entre les modéles, basée sur une discussion
de la capacité de chacun d’eux & prendre en compte des phénoménes em-
piriquement constatés et ayant des répercussions fortes sur I’évaluation des
options. Disposer d’un test serait certainement plus pertinent. L’adoption de
la démarche Bayésienne nous conduit naturellement vers le facteur de Bayes,
voir Kass et Raftery (1995). La détermination effective de cette quantité né-
cessite le calcul du rapport des vraisemblances marginales associées a chacun
des deux modéles & comparer, ou la vraisemblance marginale d'un modéle
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est I'intégrale, par rapport aux paramétres, du produit de la vraisemblance
et de la loi a priori. Chib (1995) a mis au point une technique numérique
qui permet d’utiliser les tirages de loi a posteriori pour calculer ce facteur de
Bayes. Berkhof et al. (2003) en fournissent une application récente pour des
modéles de mélange. Un autre critére envisageable pour comparer les modéles
de mélanges est celui de Mengersen et Robert (1996), fondé sur la distance de
Kullback-Leibler. Par contre, le Deviance Information Criterion développé
par Spiegelhalter et al. (2002), qui connait un certain succés dans le contexte
Bayésien de la sélection de modéles, semble présenter quelques lacunes dans
le cas des mélanges comme l'indiquent Celeux et al. (2003). Nous laissons de
cOté, pour 'heure, ces travaux sur la comparaison des modéles.

Conformément au plan que nous avons annoncé dés le chapitre 3, nous
allons nous concentrer dans le chapitre qui suit sur des modéles comportant
des sauts dans le sous-jacent et sa volatilité. Nous allons voir 1) comment
les sauts dans le sous-jacent peuvent améliorer les modéles & sauts dans la
volatilité décrits jusqu’ici, et 2) comment I'indice de volatilité peut &tre utilisé
pour estimer les paramétres de tels modéles.
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Chapitre 5

Sauts dans les rendements et dans
la volatilité

5.1 Introduction

Dans les deux chapitres précédents nous nous sommes proposé d’étudier
des modéles comportant des sauts uniquement dans la volatilité. Le but était
de cerner les améliorations qui sont directement imputables a la présence
de sauts dans la volatilité. Ces avancées peuvent étre résumeées ainsi : d’un
point de vue statistique, les sauts dans la volatilité permettent de prendre
en compte 'existence de périodes troublées dans I’évolution du sous-jacent ;
d’un point de vue financier, ils permettent ’émergence d’un effet smile pour
les options & maturité longue. Toutefois, nous avons également souligné que
ce type de modéle ne peut ni générer des distributions asymétriques, ni géné-
rer des surfaces de volatilité asymétrique. Or, ces deux faits empiriques ont
largement nourri la littérature financiére.

Il y a trois fagons d’introduire ces phénoménes d’asymétrie. La premiére
consiste a introduire explicitement une composante a sauts dans I’évolution
du support. La seconde fagon consiste & incorporer une corrélation entre
les variations de volatilité et les variations du support. Enfin, la troisiéme
résulte de la combinaison des deux premiéres et apparait ainsi comme la plus
compléte des trois. Nous nous limitons ici & 'introduction des sauts dans
les rendements, laissant de c6té le paramétre de corrélation. Ceci est fait
uniquement dans le but de faciliter nos calculs.

Notre objectif dans cette étude est donc de proposer un modéle a sauts
dans les rendements et dans la volatilité, les sauts intervenant de maniére
indépendante dans les deux processus. Par ailleurs, nous cherchons également
& construire une procédure d’estimation des paramétres d’un tel modéle.
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Dans la premiére section nous détaillerons les caractéristiques de notre
modéle. Nous verrons que la différence essentielle qui le distingue des études
présentes dans la littérature est la possibilité d’avoir des sauts de volatilité
négatifs. Nous discuterons ensuite la transformation du processus générateur
de données en processus risque-neutre. Cela nous conduira en particulier a
émettre un certain nombre d’hypothéses sur les préférences des agents face
aux différents risques encourus. Nous poursuivrons notre travail en donnant
une formule d’évaluation d’options de type européen qui nous permettra
d’illustrer les performances de notre modéle & travers ’étude de surfaces de
volatilité.

Dans la deuxiéme section, nous reviendrons sur les méthodes d’estimation
existantes pour les modéles & sauts dans les rendements et dans la volatilité.
Nous mettrons en place une méthode d’estimation Bayésienne des parameétres
du processus risque-neutre. Celle-ci reposera sur deux types de données, un
indice de volatilité et les rendements du sous-jacent. Nous montrerons com-
ment on peut relier 'indice de volatilité a la volatilité instantanée. Nous
verrons que la relation entre ces deux quantités n’est plus linéaire comme
cela était le cas dans le chapitre 4.

Dans la troisiéme section, nous appliquerons notre méthode & des don-
nées simulées. Nous chercherons a déterminer ainsi les performances de notre
algorithme. Ce travail s’effectuera notamment en analysant la capacité de
notre méthode d’estimation & détecter les sauts. Nous concluerons ce cha-
pitre en exposant les développements a accomplir afin de pouvoir estimer
notre modéle avec des données réelles.

5.2 Le modéle

Cette section est consacrée a I’exposition d’un modéle comportant 1) des
sauts dans les rendements, 2) une volatilité stochastique et 3) des sauts dans
le processus de volatilité. Nous commencons par présenter le modéle sous
la mesure objective, et nous le comparons aux modéles déja existants. Nous
discutons ensuite de sa neutralisation face aux différentes sources de risques
qu’engendre la présence de ces trois éléments. Disposant de la version risque-
neutre du processus, nous pouvons établir le prix d’'une option. Son évaluation
concréte nécessite 1'utilisation d’'une méthode de Monte Carlo. Enfin, nous
illustrons les capacités de notre modéle a générer des surfaces de volatilité
trés souples.
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5.2.1 Présentation

Le modéle que nous proposons s’écrit sous la forme suivante :

dS;
— = |a.— A\zE(Z})|dt + 0,dB; + ZydM,,
S, [ zE(Zy)] 1By T LG My (5.1)

dln(o?) = k[0 —In(o?)]dt + yvdW; + J;d V.

Nous supposons par ailleurs qu’il n’y a pas de corrélation entre les deux
mouvements Browniens, F(dB;dW;) = 0. Cette hypothése, acceptable dans
le cadre d’'une modélisation de taux d’intérét ou de taux de change, est en
revanche contestable lorsque le support est un indice ou une action. Nous
I’imposons pour simplifier nos calculs, mais nous discuterons son reldchement
dans la conclusion.

Les sauts sont représentés par les composantes dM; et dN;. Ces deux
quantités sont des processus de Poisson supposés indépendants et dont les
intensités respectives, Az et \j, sont également supposées étre constantes
dans le temps. Le terme —AzE(Z;) permet de compenser le processus de
Poisson dM; et ainsi de s’assurer que I’évolution du support dS;/S; est une
martingale (voir page 63). Les tailles des sauts dans le support et dans la
volatilité sont représentées par les termes Z; et J;. Nous effectuons les hypo-
théses suivantes sur la distribution de ces sauts :

In(1+ Z;) ~ N(az,o3),

et
Je ~ N (pr,77)-

De nombreux cas particuliers découlent de ce modéle que nous appelle-
rons désormais SRSVI (sauts dans les rendements et sauts dans la volatilité
indépendants). Lorsqu’il n’y a pas de sauts, c’est a dire, A\ = A\; = 0 et
que la volatilité est constante, d1In(o?) = ¥dt, nous retrouvons le modeéle uti-
lisé par Black et Scholes (1973). En relachant la contrainte d’une volatilité
constante, et en maintenant I’hypothése d’absence de sauts, nous obtenons
le modéle & volatilité stochastique standard du type Hull et White (1987). A
Iinverse, si Ay = 0, Az > 0 et que la volatilité est supposée constante, nous
faisons émerger le modéle de Merton (1976). Maintenant, si ’on admet qu’il
y a des sauts uniquement dans la volatilité, c’est a dire A\; = 0 et Ay > 0,
nous aboutissons aux modeéles a sauts dans la volatilité des deux chapitres
précédents. Enfin, lorsque Ay = 0 et Az > 0 nous aboutissons & un modéle
dont la forme est similaire & celle proposée initialement par Bates (1996) et
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correspond exactement & celle proposée par Andersen et al. (2002).!

Il est évidemment intéressant de situer le modéle SRSV I que nous pro-
posons par rapport aux autres modéles & sauts dans les rendements et dans la
volatilité. La littérature est, pour ’heure, encore assez réduite mais connait
un développement certain. Une liste & notre connaissance exhaustive de ces
études est constituée par : Duffie et al. (2000), Bakshi et Cao (2002), Chernov
et al. (2003), Eraker et al. (2003), Broadie et al. (2004), Chen et Scott (2004),
Eraker (2004), Raggi (2005) et Rockinger et Semenova (2005).2 Le tableau
5.1 synthétise les différentes caractéristiques des modéles que ces auteurs ont
examinés. Il faut tout d’abord souligner que Duffie et al. (2000) ont fourni
un modéle trés général et une procédure d’évaluation du prix d’options qui
I’accompagne. Les autres auteurs se sont toujours référés a ce travail et en
ont toujours examiné des cas particuliers. La raison est simple et tient du
fait que ces auteurs cherchent, comme nous, a estimer les paramétres d’un tel
modéle. Accepter le modéle de Duffie et al. (2000) dans toute sa généralité
rend cette tache trés délicate, aussi certaines restrictions sont nécessaires.

Les points communs & toutes ces études sont la spécification de la partie
continue du processus de volatilité (Cox-Ingersoll-Ross) ainsi que la distribu-
tion de l'amplitude des sauts dans la volatilité (loi exponentielle). Ce sont,
en effet, deux conditions concomitantes pour préserver une formule quasi-
analytique du prix d’'une option reposant sur des transformées de Fourier.
Dans ce contexte a la Cox-Ingersoll-Ross, imposer une autre loi pour les sauts
dans la volatilité, et dont le support comprendrait des valeurs négatives, n’im-
pliquerait pas seulement la perte d’une formule d’évaluation simple & mettre
en oeuvre, mais également I’émergence de volatilités négatives. Notre modéle
permet, au contraire, des sauts négatifs dans la volatilité, tout en maintenant,
comme nous le verrons, une méthode d’évaluation assez rapide.

Plusieurs autres points de notre modélisation doivent étre discutés a la
lumiére des autres modéles présents dans la littérature. Le premier concerne
la modélisation de ’'intensité des deux processus de Poisson. Nous avons sup-
posé que Az et Ay étaient constants et ne dépendaient pas, par exemple, du
niveau de volatilité ou du fait qu'un saut venait de se produire. Pourtant,
nous avons remarqué, dans le chapitre précédent, que les sauts dans la vo-
latilité semblaient se succéder; un saut positif était souvent compensé par
un saut négatif. Une alternative aurait été de faire dépendre l'intensité des
sauts dans la volatilité du niveau de volatilité lui-méme. Plus la volatilité est

1La spécification de Bates (1996) différe de la notre simplement du fait qu’il suppose
que la partie continue du processus de volatilité est régie par un processus du type Cox-
Ingersoll-Ross, alors que nous supposons un processus LOG-OU.

2Notons que quatre de ces études ne sont pas encore publiées. Il s’agit de Bakshi et
Cao (2002), Broadie et al. (2004), Chen et Scott (2004) et Rockinger et Semenova (2005).
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TAB. 5.1 — Caractéristiques des modéles a sauts dans les rendements et la volatilité étudiés par différents auteurs.

dvye M, N, In(1 4+ Z;) Jy Corr.
SRSVT LOG-OU by by N(az,02) N7 0
Duffie et al. (2000) CIR Mz +Mzxe Aog+Maze N(ag+pzdi05)  Exp(us) pdt
Bakshi et Cao (2002) CIR Az = M, N(az + pzdi,0%)  Exp(py)  pdt

CIR Az A N(az,0%) Exp(py)  pdt
Chernov et al. (2003) CIR Az = M, N(az + pzdi,0%)  Exp(py)  pdt
Eraker et al. (2003) CIR Az = M, N(az + pzdi,0%)  Ezp(ny)  pdi

CIR Az Ay N(az,0%) Exp(uy)  pdt
Broadie et al. (2004) CIR Az = M, N(az + pzdi,0%)  Exp(py)  pdt
Chen et Scott (2004) CIR Aoz + A1 z07 A N(0,0%) Exp(py) 0
Eraker (2004) CIR Aoz + A1 z07 =M, N(ag + pzdi,0%)  Exp(uy) pdt
Raggi (2005) CIR Az = M, N(az + pzdi,0%)  Ezp(ny)  pdi
Rockinger et Semenova (2005) CIR Az = M, N(az + pzdi,0%)  Ezp(ny)  pdi

La colonne dV¢ indique le type de processus adopté pour décrire la partie continue du processus de volatilité, Pabbréviation CIR repré-
sentant le processus Cox-Ingersoll-Ross. Pour I'é¢tude de Duffie et al. (2000), z; peut désigner S; ou o?. La seconde et troisiéme colonne
indiquent la modélisation de l'intensité des différents processus de Poisson. Lorsque les sauts dans la volatilité se produisent en méme temps
que les sauts dans les rendements, nous avons noté N; = M;. La quatriéme et cinquiéme colonne indiquent la distribution de ’amplitude
des sauts dans les rendements et la volatilité, Exp désignant la loi exponentielle et pz représentant la corrélation entre Pamplitude des
sauts dans la volatilité et des sauts dans les rendements. Enfin, la derniére colonne indique il y a prise en compte de la corrélation entre
la volatilité et les rendements.
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élevée et plus on a de chances de la voir décroitre brutalement. Dans le méme
ordre d’idée, on pourrait également faire dépendre 'intensité des sauts dans
les rendements du niveau de volatilité. Plus la volatilité est grande, c’est &
dire plus 'incertitude régnant sur le marché est forte, et plus importante est
la probabilité de voir le cours du support chuter. Une telle représentation de
intensité des sauts A\gz + A1 zo; a été étudiée, et les paramétres estimés,
par Chernov et al. (1999), Bates (2000), Andersen et al. (2002) pour des
cas ou il n’y avait pas de sauts dans la volatilité. Eraker (2004) I’a considé-
rée dans un contexte plus général ou il y a des sauts dans les rendements
et dans la volatilité. Leurs conclusions sont plutét contrastées : Chernov et
al. (1999), Bates (2000) et Andersen et al (2002) ne trouvent pas d’amélio-
rations significatives & considérer une intensité dépendante de la volatilité,
alors qu’Eraker (2004) parvient a évaluer & 50 % la hausse de la probabi-
lité qu’un saut se produise lorsque la volatilité est élevée. Nous considérons
que ces résultats n’offrent pas de preuves formelles plaidant en faveur d’une
spécification de l'intensité des sauts dépendante de la volatilité. En outre,
comme le soulignent Broadie et al. (2004), I’estimation de A 7 est sujette &
un probléme d’identification, car lorsque la volatilité est élevée, le processus
des rendements peut facilement générer d’importantes variations sans avoir
recours & la composante a sauts. Il est ainsi difficile de distinguer, pour un
niveau de volatilité élevée, si la forte variation du sous-jacent est die a cette
forte volatilité ou bien a la présence d’un saut favorisé par une augmentation
de sa probabilité d’apparition.

Le second point que nous souhaitons éclaircir est ’hypothése d’indépen-
dance entre les dates d’arrivée des sauts dans la volatilité et celles des sauts
dans les rendements. A nouveau, Duffie et al. (2000) ont donné le cadre le
plus général possible. Ils ont considéré trois cas, 1) des sauts dans la volatilité
peuvent se produire sans étre accompagnés de sauts dans les rendements, 2)
des sauts dans les rendements peuvent se produire sans étre accompagnés
de sauts dans la volatilité et 3) des sauts dans la volatilité et les rende-
ments peuvent se produire simultanément. D’autre part, lorsque ces sauts
simultanés apparaissent, I’amplitude du saut dans les rendements est corré-
lée & la taille du saut dans la volatilité, ce qui se traduit par In(1 + Z;) ~
N(az + pzJ;). A linverse, s’il n’y a pas de sauts dans la volatilité, Z = 0,
la taille du saut dans les rendements est distribuée selon une loi normale de
paramétres az et 0. Nous détaillons maintenant les correspondances de ces
trois cas avec des phénoménes empiriques. Des sauts dans la volatilité tra-
duisent une augmentation soudaine de l’incertitude concernant I’évolution
future du support. Cet accroissement de I'incertitude peut certes entrainer
une révision du cours du support dans les jours qui suivent mais n’implique
pas forcément sa chute immédiate. Dans les faits, cela correspond & toutes
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les périodes ol la nervosité sur les marchés boursiers régne sans qu’il y ait
pour autant de fortes variations dans le cours du sous-jacent. Ici encore, il
faut noter qu’un saut dans la volatilité peut également engendrer des varia-
tions (4 la hausse comme a la baisse) du cours du support comparables a des
sauts dans les rendements. Ensuite, la présence de sauts dans les rendements
non-accompagnés de sauts dans la volatilité peut s’expliquer, par exemple,
par la révélation de bonnes nouvelles. Ainsi, la confirmation de bons résultats
d’une société peut s’accompagner d’une forte réévaluation de son cours sans
que cela ait un impact sur sa volatilité. En revanche, on voit plus difficile-
ment comment une forte correction du cours peut se produire sans qu’il y
ait augmentation de I'incertitude sur son évolution future. Un tel phénoméne
peut éventuellement se rencontrer dans un marché baissier oii ’ensemble des
agents considérent que le marché est trop cher. Enfin, 'apparition simulta-
née de sauts dans la volatilité et dans les rendements, peut, par exemple, se
produire lorsqu’une société publie des résultats qui sont a 'opposé des an-
ticipations des agents et qui remettent en cause ’évaluation actuelle de son
action.

L’étude de Duffie et al. (2000) est certes compléte mais elle reste d’ordre
théorique. En regardant dans le tableau (5.1), on s’apercoit qu’aucune autre
des études listées (qui sont toutes empiriques) ne considére ce cas général.
Elles supposent toutes soit des sauts qui sont corrélés, soit des sauts indé-
pendants. L’explication en est simple et repose 14 encore sur un probléme
d’identification. En effet, supposons que nous ayions localisé avec certitude
un saut dans les rendements, il semble trés difficile d’en identifier la nature
exacte. Provient-il uniquement de la composante i sauts présente dans les
rendements ou alors de la combinaison d’un saut dans les rendements et dans
la volatilité 7 En imposant ’hypothése de sauts simultanés, on évacue ce pro-
bléme puisque tout saut dans les rendements est forcément associé & un saut
dans la volatilité. Il suffit alors de mesurer la contribution de chaque saut.
De méme, en imposant 'hypothése d’indépendance des sauts, le saut dans
les rendements est nécessairement généré par la composante dM;.

Il reste maintenant & justifier notre choix en faveur de ’hypothése d’in-
dépendance des sauts face a I’hypothése de sauts simultanés. Tout d’abord,
Eraker et al. (2003) ont testé les deux types de spécification et ont abouti aux
conclusions suivantes : 1) les deux modéles présentent des comportements si-
milaires (par exemple, des trajectoires de volatilité, des dates d’arrivée de
sauts ou encore des amplitudes de sauts analogues), 2) néanmoins, le modéle
avec des sauts indépendants est statistiquement meilleur, et 3) 'hypothése
d’indépendance des sauts permet d’attribuer & la volatilité son role exact.
Concrétement, le dernier point signifie que 'indépendance permet de disso-
cier les fortes variations du support provenant des sauts dans les rendements
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de celles générées par les sauts dans la volatilité. Ensuite, il nous semble que
les periodes de crash sont mieux caractérisées par une hausse de 'incertitude
suivie d’'un décrochage brutal du cours que par une simultanéité des deux
phénomeénes.

Le modéle que nous proposons ayant été présenté, nous allons mainte-
nant étudier ses performances en terme de capacité & générer des surfaces de
volatilité souples. Au préalable, il faut donc que nous procédions & sa risque-
neutralisation, puis 4 la description de la méthode d’évaluation du prix d’une
option.

5.2.2 La risque-neutralisation

Nous nous intéressons a présent au passage du processus générateur de
données au processus risque-neutre. Nous savons que 'introduction, par rap-
port au modéle de Black et Scholes (1973), d’une source de risque supplémen-
taire, se traduit par une infinité de processus respectant ’hypothése d’absence
d’opportunités d’arbitrage et demeurant équivalents au processus sous la me-
sure objective. Dans notre cas, le modéle SRSVI présente plusieurs sources
de risques; les risques associés aux fréquences des sauts dans les rendements
et la volatilité (Az et A;), ceux correspondants aux tailles des sauts (Z; et
J¢), celui induit par la présence d'une volatilité stochastique (dW;) et enfin
le risque associé aux variations continues du processus des rendements (dB;).
Nous savons également, voir Bates (1991), Naik et Lee (1990) ou Runggaldier
(2002) pour des modéles & sauts, Heston (1993) pour des modéles a volatilité
stochastique standard, Bates (1996, 2000) pour des modéles a volatilité sto-
chastique comportant des sauts dans les rendements, Bakshi et Cao (2002)
pour des modéles & sauts dans les rendements et dans la volatilité, et Cont et
Tankov (2003) pour des structures plus générales, que si 'on veut préserver
la structure initiale du processus générateur de données, la phase de risque-
neutralisation ne doit affecter aucun paramétre de variance.> Aussi nous en
déduisons que la forme générale d’'un processus risque-neutre s’écrit sous la
forme :

dS,
o = [r=MYE(Z?)|dt + 0,dBP + Z2dMP, (5:2)

din(c?) = kP[99 —1In(o2)]dt + vdWS + JPANP,

3Broadie et al. (2004) ont montré, mathématiquement, qu’il existe des procédures de
risque-neutralisation qui peuvent conduire & une reparamétrisation de 0%, c’est & dire d’une
variance. Néanmoins ils précisent que ce résultat ne peut étre relié & des considérations
d’ordre économique et d’autre part, ils ne fournissent pas de liens explicites entre les
parameétres sous les deux mesures différentes.
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ou, thQ et dNtQ sont des processus de Poisson d’intensité )\CZZ et )\?, et on
la taille des sauts est distribuée selon :

In(l + Z¢') ~ N(aF, 0%),

J2 ~ N (4§, 73).

Méme si 'on connait la forme générale du processus risque-neutre, nous
n’avons pas encore de liens explicites entre les paramétres risque-neutres
et ceux issus de la mesure objective. Or, ces relations vont s’avérer étre
essentielles pour que nous puissions appliquer notre méthode d’estimation
exposée dans la prochaine section. Plus exactement, nous devrons disposer
des liens entre la mesure risque-neutre et la mesure objective pour tous les
paramétres intervenant dans le processus des rendements. La seule fagon de
les obtenir est d’émettre un certain nombre d’hypothéses d’ordre économique.
Ces hypothéses vont réduire le nombre (infini) de processus risque-neutres
vérifiant (5.2) & un seul.

Par exemple, si nous émettons I’hypothése que les agents ont un compor-
tement qui est neutre face a tous les risques et n’exigent aucune contrepartie
financiére pour rémunérer leurs prises de risque, ou, ce qui revient au méme,
que ces risques sont parfaitement diversifiables, les paramétres risque-neutres
et ceux issus de la mesure objective coincident (hormis c, qui devient r). Evi-
demment, cette hypothése parait peu crédible dans le cas oul le sous-jacent
est un indice ou une action. Chen et Scott (2004) soutiennent cependant que
si le support est un taux d’intérét, une telle hypothése peut étre émise.

La question qui se pose est donc de trouver des hypothéses plus réa-
listes qui permettent d’obtenir des relations explicites entre les paramétres
des deux mesures. A ce stade, il parait naturel de se tourner vers les autres
études comportant des sauts dans les rendements et dans la volatilité, pour
voir comment ce probléme a été traité. Malheureusement, comme cela peut
étre vu dans le tableau (5.2), une partie importante de la littérature ac-
tuelle néglige cet aspect. En effet, 1a plupart des auteurs ne s’intéressent qu’a
I’'un des deux processus, soit celui sous la mesure objective, soit celui sous
la mesure risque-neutre, et ils ne délivrent par conséquent aucun élément
qui pourrait faciliter notre démarche. A I'inverse, Broadie et al. (2004) en-
visagent certes le changement des paramétres mais ne donnent aucun lien
entre les deux mesures. Les deux seules études qui peuvent nous apporter
quelques éléments de réponses sont celles d’Eraker (2004) et de Bakshi et
Cao (2002). Néanmoins, elles n’apportent que des éléments de réponse qui
sont soit incomplets, soit difficilement transposables & notre modéle. Ainsi,
Eraker (2004) suppose que la risque-neutralisation ne change que «. en r,
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TAB. 5.2 — Hypocthéses sur les paramétres suite au changement de mesure.

Mesure risque- MP NP o2 7y, K@ 9@

neutre/ob jective
Duffie el al. (2000) +/- n.p. n.p. n.p. n.p. D.p. n.p.
Bakshi et Cac (2002) +/+ Azb Ay ay — aoy, il n.p. n.p.

T+2z(1+8) (=A)d+ )\, d
Chernov et al. (2003) -/+ n.p. n.p. n.p. n.p. D.p. n.p.
Eraker el al. (2003) -/+ n.p. n.p. n.p. n.p. D.p. n.p.
Broadie et al. (2004) +/+ 29 29 o pe ke <
Chen et Scott (2004) +/+ Ay A 0 s K v,
. K9
Eraker (2004) +/+ Ay = M, ay+1ny  ps K+1v
K+ Ty

Raggi (2005) -/+ n.p. n.p. n.p. n.p. D.p. n.p.
Reckinger et Semencva -/+ n.p. n.p. n.p. n.p. I.p. n.p.

(2005)

Dans la premiére colonne, nous indiquons si les auteurs ont (+) ou n’ont pas (-) pris en considération la mesure risque-neutre et
la mesure objective. Concernant Bakshi et Cao (2002), nous complétons ici les notations qui ont été introduites, b = exp(—aaz +
a’0%/2), d = 1 — capy, ol a représente le degré d’aversion d'un investisseur et ¢ > 0, est un coefficient représentant la sensibilité
d’un portefeuille, supposé protéger 'agent face aux variations de la volatilité. L’abbréviation n.p. (non précisé) signifie que les
auteurs n’ont pas fourni d’éléments de réponse.
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le coefficient de retour a la moyenne de la volatilité , la tendance de long-
terme de la volatilité © et I'amplitude des sauts dans les rendements (o2 =
az — nz). Pour la derniére prime de risque, 7z, il spécifie une forme trés
particuliére puisque 7z = (az — 7)oy Pour étre plus clair et apporter une
interprétation a 7z, nous réécrivons une partie du processus du sous-jacent
(le processus des rendements) et son équivalent risque-neutre tels qu’ils ont

été donnés par Eraker (2004). Nous avons, sous la mesure objective :

dS;

g = [CVC — )\Z_E(Zt)]dt + O'tdBt + thMt7 (53)
t

qui devient, sous la mesure risque-neutre :

dSy Q Q Q
? = [7" —_ )\ZE(Zt )]dt + O'tdBt + Zt th, (54)
t

ou dBP = dB, + nzdt et E(Z®) = E(Z,) — n;. Comme nous pouvons le
voir désormais, il n’y a pas de dissociation entre la prime de risque associée
a dB; et la prime de risque attribuée a la taille des sauts. En d’autres mots,
1z n’est pas spécifique au risque encouru par ’amplitude des sauts mais doit
plutét étre interprété comme un parameétre regroupant I’ensemble des risques
présents.

Bakshi et Cao (2002) fournissent une étude plus compléte en apportant
une expression pour ’ensemble des primes de risque associées aux fréquences
et aux tailles des sauts dans les rendements et la volatilité. Néanmoins, ces
spécifications ne constituent pas une réponse directe au probléme posé. En
effet, dans Bakshi et Cao (2002), les spécifications des primes de risque dé-
pendent encore de deux paramétres. Il s’agit du paramétre a représentant le
degré d’aversion des agents face au risque et le paramétre ¢ représentant un
coefficient de sensibilité d’un portefeuille particulier face aux variations de
volatilité (voir Bakshi et Cao, 2002, pour plus de détails concernant c). Alors
que le paramétre a peut étre fixé selon '’hypothése faite sur les préférences
des agents, les auteurs ne donnent aucune indication sur la valeur éventuelle
que peut prendre c. Par ailleurs la fonction d’utilité des agents qu’ils uti-
lisent différe de celle employée par Cox et al. (1985) ou Bates (1988).* Enfin,
comme nous ’avions déja indiqué dans le chapitre 3, il faudrait vérifier que
leur méthode de risque-neutralisation peut étre appliquée i notre cas, c’est

4Cox et al. (1985) et Bates (1988) supposent une fonction d’utilité de la forme U (W)
= (W% —1)/a alors que Bakshi et Cao (2002) emploient U(W) = W2 /a, ot W représente
la richesse de agent représentatif. Cette différence explique également pourquoi les A€ et
ag de Bakshi et Cao (2002) different de ceux de Bates (1988).

205



5.2. Le modéle

& dire si leur raisonnement mené a partir d’'un modéle CIR avec des sauts
dans la volatilité distribués selon une loi exponentielle s’adapte a un modéle
LOG-OU avec des sauts dans la volatilité distribués selon une loi normale.

Pour ces raisons, nous laissons ouverte la question de la neutralisation
des risques du processus de volatilité et nous supposons simplement qu’il
vérifie (5.2). Comme nous le verrons plus tard, notre méthode d’estimation
ne requiert pas davantage d’informations sur le lien entre les paramétres
intervenant dans le processus de volatilité sous la mesure objective et ceux
issus du processus de volatilité risque-neutre.

En ce qui concerne la spécification des primes de risque intervenant dans le
processus des rendements, nous reprenons les travaux de Bates (1988) déja
décrits dans le chapitre 1, voir page 71. Nous avons, donc, sous certaines
hypothéses, dont des préférences logarithmiques des agents (a = 1), les liens
suivants :

Ae = Az exp(—az + 0%/2), (5.5)
ol = az —0%/2, (5.6)
"70‘t = —T. (57)

On peut noter que pour des valeurs plausibles de az et oz, les para-
meétres risques-neutres ne s’écartent pas beaucoup des paramétres sous la
mesure objective. Cela est essentiellement di & I’hypothése des préférences
logarithmiques. Si I’on pense que les primes de risques sont plus élevées, il
suffit de changer d’hypothése sur ’aversion des agents face aux risques, c’est a
dire changer d’hypothése sur les préférences des agents. Bates (1988) fournit
les outils nécessaires pour parvenir a d’autres expressions analytiques liant
paramétres objectifs et risque-neutres. Nous nous limiterons pour ’heure aux
formes spécifiées dans (5.5) & (5.7).

Finalement, avant de conclure cette section, nous faisons remarquer, et
c’est un point-clef, que les paramétres du processus des rendements sous
la mesure objective permettent de déterminer entiérement les paramétres
risque-neutres. En d’autres mots, la connaissance des paramétres du proces-
sus générateur revient 4 déterminer les paramétres risque-neutres. Il n’y a pas
d’autres quantités a estimer. D’autre part, lors de la risque-neutralisation, la
volatilité o, ne change pas. Par conséquent, si nous disposons d’'un outil qui
permet d’obtenir les volatilités instantanées a partir de la mesure risque-
neutre, celles-ci peuvent étre employées pour estimer les paramétres du pro-
cessus des rendements sous la mesure objective. Rejeter cette proposition
revient & remettre en question la stabilité de la structure du modéle lors de
la risque-neutralisation.
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5.2.3 Evaluation du prix d’une option

Ayant & notre disposition le modéle sous sa forme risque-neutre, nous
pouvons utiliser ’approche traditionnelle de Cox et Ross (1976) pour déter-
miner le prix d’une option.® Le raisonnement que nous menons ici est une
combinaison des argumentations développées pour les modéles & sauts et les
modéles a volatilité stochastique décrits dans le chapitre 3. Nous partons
donc du résultat fondamental de Cox et Ross (1976), ot le prix d’un call de
type européen s’écrit :

oo

Cy = exp—r(T —1)] / (Sr — K) f(Sr)dSr- (5.8)

Evidemment, la loi du support & I’échéance, f(Sr), est indisponible. Elle peut
toutefois se réécrire sous une autre forme. En effet, en tenant compte du fait
que 1) le niveau du support & ’échéance dépend & la fois du nombre de sauts
qui se sont produits et de la volatilité moyenne sur la période, et 2) qu'’il y a
absence de corrélation entre la volatilité et le support, nous avons :

F(Sr) = / / F(Se|Vars M) f (Vi M) dMrdVir, (5.9)

ot M7 désigne le nombre de sauts observés sur la période T — ¢ et V;r, la
volatilité moyenne sur ce méme intervalle de temps,

T
1

Vir = —— [ olds. (5.10)
T

Nous faisons remarquer que nous avions déja défini cette derniére quantité
dans le chapitre 3. Comme, d’une part, la volatilité moyenne et le nombre de
sauts dans les rendements sont deux variables aléatoires indépendantes, et
d’autre part, la loi d’apparition des sauts dans les rendements est une loi de
Poisson de paramétre Az(T — t), nous pouvons poursuivre la transformation
de f(Sr) en écrivant :

f(Sr) = //f(ST“Z&,TaMT)f(‘_/;&,T)f(MT)dMTdV;&,T- (5.11)
Puis, en utilisant le fait que f(Mr) a un support discret, on a :
o —AZ(T = t)|[Az(T — )™ _ _ _
fisn) = 3o ST ZIIRT ~ ) / F(St|Mr = m, Vi) f (Var)dVag.

m/!

m=0

(5.12)

5Pour éviter de surcharger les écritures en rajoutant ), nous précisons que les para-
métres du modéle sont pris sous la mesure risque-neutre.
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A ce stade, nous faisons remarquer que la loi de f(Sr|Mr = m, V,r) est une
loi log-normale. Ceci nous permet de réutiliser des résultats connus. En effet,
(5.12) peut étre formulée de maniére plus simple :

Ct = / C(ST7 K7 T, T — t: ‘_/;E,Ty )‘Z7 m)f(‘_/;,T)d‘_/;,T7 (513)
ot,
() = § T DT,
m=0 _m (5.14)
exp[—r(T - t)] f(ST - K)fN(ST|MT =m, V;,T)dST.
K

Or, ¢(.) n’est rien d’autre que la formule de Merton (1976) du prix d'une
option pour une quantité V;r donnée (voir page 69). Nous pouvons donc
réécrire (5.13) sous la forme :

Ct = /CMerton(St7 K7 Tm; Smit, 1)f(‘7;§,T)dVT, (515)

o Chserton(.) est égale & :

2, exp[= Az (T = 8)][N7 (T — )™
CMerton(-) = Z z i z CBS(St7 K7 T'ms Sm, 1)7

(5.16)
et ou Cpg désigne la formule de Black et Scholes (1973) :

Cps(St, K, Tm; Sm, 1) = Si®(d1m) — K exp[—rm (T — )| ®(dom).  (5.17)
Les différentes quantités présentes dans (5.16) et (5.17) sont définies ainsi :
Tm = (r = AzE(Z))) (T = t) + m(az + 07/2), (5.18)
sas = Vor(T — t) + mo3,. (5.19)
7 = Az[1 + E(Zy)); (5.20)
E(Z) = exp(az +0%/2) — 1, (5.21)

_ In(Si/K) + i+ 5p,/2

dim , (5.22)
Sm
et enfin,
In(S¢/K) + Tm — 82,/2
dom = (5:/K) /2 (5.23)
Sm
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Finalement, ’équation (5.15) nous conduit & I’expression suivante du prix
d’un call :

Ct = Et[CMerton(V;&,T)]: (524)

qui peut étre approchée par :

1 & _
Co=— Cuerton(V,3). (5.25)
H h=1

En d’autres mots, le prix d’une option peut étre vu comme une moyenne
de prix d’options découlant de la formule de Merton (1976) pour différentes
trajectoires de la volatilité instantanée. Il s’agit donc d’un résultat analogue
a celui de Hull et White (1987) que nous avions déja mis & profit dans le
chapitre 3 pour I’étendre & un modéle comportant des sauts uniquement
dans la volatilité. L’incorporation de sauts dans les rendements implique
simplement que la formule de Black et Scholes (1973) soit remplacée par la
formule de Merton (1976). Dés lors, I’évaluation pratique du prix d’une option
s’effectue simplement en simulant des trajectoires de volatilité d’aprés la
procédure décrite page 132. Une fois ces H trajectoires de volatilité obtenues,
on calcule leurs moyennes Vt(;z que l'on injecte dans (5.25). Pour donner
une idée de la rapidité de la procédure, sur une station de travail cadencée
a 1.8 MHz et en utilisant le logiciel GAUSS, nous mettons 3.03 secondes
pour générer 5000 trajectoires de volatilité de longueur 22 jours (soit 20000
trajectoires en employant la technique des variables antithétiques), puis 2.72
secondes supplémentaires pour obtenir le prix définitif.

Une autre fagon d’évaluer dans la pratique le prix d’une option consiste

a effectuer un développement limité de Chrerton (V) au voisinage de E(V).
Ainsi, nous avons :

CMerton(V) = CMerton[Et(V)] + aCYMeaT—‘t;n(Vv)[Et(V)][V - Et(v)]+
1 a2CMerton(v) > > 12
s gz LIV - E(V)P+
1 a3CMerton(V) > > 113
g8 LIV -EV)P 4.

(5.26)
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puis en passant cette expression sous ’opérateur F;, nous obtenons :

Et[CMerton(v)] = CMerton[Et(V_)]+
1 a2CMerton(V) > W
ET[E:(V)]V“H(V)"‘ (5.27)
1 a3CMerton(v) ¥ (/  7\13
ET[Et(V)]Et[V — E(V)] + ...

L’idée est strictement analogue & celle employée par Hull et White (1987)
et détaillée dans I’annexe A.7.2.1. Les dérivées partielles se déduisent fa-
cilement puisque Chrerton €St une somme pondérée de la formule de Black
et Scholes (1973). En revanche ce qui pose probléme, ce sont les quantités
Vary (V) et E[V — Ey(V)]?, c’est a dire les moments d’ordre supérieur & 1
de la volatilité moyenne. L’espérance de la volatilité moyenne a en effet déja
été calculée dans le chapitre 4. Par contre, il est plus difficile de trouver une
expression équivalente pour les autres moments. Evidemment, ces moments
peuvent toujours étre approchés en utilisant une méthode de Monte-Carlo,
mais, comme nous le verrons plus tard, il sera indispensable de trouver a
terme un lien entre ces moments et la volatilité instantanée o,.

5.2.4 Surface de volatilité

Lorsque nous avons étudié les modéles a volatilité stochastique standard
et les modéles & sauts du type Merton (1976), nous avions fait remarquer
deux points importants. Le premier était que les modéles i sauts permet-
taient de fournir des surfaces de volatilité conformes a celles observées, mais
seulement pour des échéances courtes. En effet, I'effet smile ou skew dispa-
raissait trés rapidement en augmentant la maturité de 'option. Le second
point concernait la capacité des modéles a volatilité stochastique standard
4 produire des smiles qui perduraient avec 1’allongement de la durée de vie
de 'option, mais uniquement si ’on imposait des valeurs trés fortes pour le
paramétre de volatilité de la volatilité (). Nous avons vu dans le chapitre 3
qu’une solution permettant de préserver des valeurs raisonnables pour v tout
en maintenant un effet smile sur des horizons lointains consistait a ajouter
des sauts dans la volatilité. En revanche, le modéle que nous y avons présenté
ne permettait pas de générer des surfaces de volatilité asymétriques. Le mo-
déle SRSVI, qui comporte des sauts dans les rendements et dans la volatilité,
permet de pallier ces insuffisances. Nous illustrons ici sa capacité & produire
des surfaces de volatilité aux formes trés souples.

Dans la figure 5.1, nous avons reproduit diverses surfaces de volatilité
obtenues en faisant varier les paramétres du modéle SRSVI. La figure 5.1.A
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représente le type de surface de volatilité qui peut étre obtenu en utilisant
le modéle de Bates (1996), c’est & dire un cas particulier du modéle SRSVI
(As = 0). On peut trés nettement y observer I'asymétrie de la surface de
volatilité. Evidemment, on constate également que effet skew enregistré sur
les options d’échéance courte s’estompe rapidement, méme s’il ne disparait
pas complétement.® C’est cette insuffisance des modéles & sauts dans les
rendements et & volatilité stochastique qui a poussé la recherche a s’intéresser
aux modéles comprenant non seulement des sauts dans les rendements mais
aussi des sauts dans la volatilité. La figure 5.1.B permet de voir ’amélioration
qui est apportée en ajoutant des sauts dans la volatilité par rapport au modéle
de Bates (1996). On distingue clairement que pour les options & échéances
plus lointaines, ’effet skew perdure. Pour les options & faible maturité, I’ajout
des sauts dans la volatilité a renforcé la pente de la surface pour les options en
dehors de la monnaie. Cette conséquence est attendue puisque 'ajout de sauts
contribue 4 augmenter la variance totale du modéle et donc a surévaluer le
prix des options. Ceci explique également que le niveau de volatilité augmente
pour les options fortement dans la monnaie.

Dans la figure 5.1.C, nous avons fait varier la taille espérée des sauts
dans les rendements. Nous constatons que diminuer oz a une répercussion
insignifiante pour les options & maturité longue. En revanche, nous pouvons
remarquer que pour les échéances courtes, cette diminution renforce D'effet
skew. En fait, faire varier n’importe quel autre paramétre caractérisant 1’ar-
rivée et la distribution des sauts dans les rendements (\z, %) n’aura pas
d’impact sur I'allure de la surface de volatilité pour des maturités longues
mais la modifiera substantiellement pour des maturités courtes.

Enfin, la figure 5.1.D illustre les capacités de notre modéle & englober le
cas particulier de Bates (1996), figure 5.1.A. Non seulement il parvient a re-
produire pour des échéances courtes une courbe de volatilité similaire & celle
observée chez Bates (1996), c’est-a-dire quasiment décroissante, mais surtout
cette caractéristique est maintenue pour les options ayant une maturité plus
grande. Pour résumer, il nous semble que le modéle que nous proposons est
muni de suffisamment de leviers pour pouvoir envisager une trés grande capa-
cité d’adéquation entre les surfaces de volatilité qui peuvent en étre déduites
et celles empiriquement observables. D’autre part, comme nous ’avons déja
précisé dans le chapitre 3, le fait de disposer d’une distribution des sauts dans
la (log-) volatilité dont le support est R permet de générer une pente décrois-
sante en fonction des maturités pour les options & parité. Evidemment, pour

5Notons qu’en agrandissant la fenétre des moneyness étudiés, nous observerions & nou-
veau une croissance du niveau de volatilité implicite pour les options fortement dans la
monnaie.
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0.6

0.5

0.4

Volatilite
0.3

e Cas A : Modéle de Bates, Ay = 0.

0.6

a.5

Volatilite
0.3 0.4

e Cas C : Modeéle SRSVI, az = —0.065.

Les valeurs initiales sont : r = 0, Az = 10,

F1G. 5.1 — Surfaces de volatilité obtenues en faisant varier certains paramétres

du modéle SRSVI.

0.5 0.6

0.4

Volatilite

e Cas B : Modéle SRSVI.

0.6

a.5

0.4

Volatilite

e Cas D : Modéle SRSVI, az = —0.065,

Hy = —0.45.

az = —0.05,07 =001,k =12,9 = -3,y =
1, Ay =20, uy = —0.3, v; = 0.5. La valeur du parameétre uy = —0.45 (cas D) correspond
A un saut positif dans la volatilité annualisé de 'ordre de 4.5 points de pourcentage.
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augmenter encore la souplesse du modéle, nous devrons a terme envisager
Iincorporation d’un paramétre de corrélation entre les mouvements Brow-
niens. Cela permettra, par exemple, de décaler le creux du smile ou du skew
a travers la moneyness.

5.3 Estimation

Le but de cette section est d’apporter une méthode d’estimation des pa-
ramétres du modéle SRSVI qui repose sur deux sources de données; les ren-
dements et un indice de volatilité. La donnée d’un indice de volatilité n’est
pas essentielle pour le fonctionnement global de la méthode mais elle revét
un caractére pratique qui en simplifie la, mise en oeuvre. Nous insistons néan-
moins sur le fait que notre méthode d’estimation s’adapterait parfaitement a
I’observation directe de prix d’options. Dans un premier temps, nous allons
effectuer un bref récapitulatif des méthodes d’estimations existantes pour des
modéles a sauts dans la volatilité et dans les rendements. Nous développerons
ensuite 'idée sur laquelle repose notre méthode d’estimation.

5.3.1 Meéthodes existantes

Lorsque nous cherchons & estimer les paramétres du processus SRSVI,
nous avons 3 choix possibles au niveau des sources de données a utiliser.
Nous présentons dans le tableau (5.3) un récapitulatif du type de données et
des méthodes d’estimation employés par les différents auteurs. La premiére
voie possible consiste & n’utiliser que les rendements observés. Les paramétres
estimés qui en résultent sont ceux sous la mesure objective. Toutes les mé-
thodes d’estimation sont alors envisageables. Néanmoins, utiliser ces estima-
tions pour évaluer des prix d’options peut mener a des prix fortement erronés
puisqu’ils reposent sur une hypothése peu défendable, & savoir que les agents
n’exigent aucune prime de risque. La seconde possibilité est de n’employer
que des prix d’options. Dans ce cas, les paramétres estimés sont ceux sous
la mesure risque-neutre. Cette approche semble trés attrayante puisqu’elle
fournit des valeurs de paramétres directement exploitables pour 1’évaluation
du prix des options. Nous avions nous-mémes revendiqué ce choix dans le
chapitre 4. Ici, en enrichissant le modéle qui y était étudié avec des sauts
dans les rendements, nous perdons la faculté de pouvoir nous reposer sur des
données provenant du seul marché des options. Nous pourrions alors envisa-
ger de procéder comme Broadie et al. (2004), c’est & dire collecter N prix
d’options, puis utiliser une méthode des moindres carrés dans la régression :

C*(U,,) = Cp (U, 02,09 + &4, (5.28)
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ou C} représente le prix observé de la m-iéme option, ¥, désigne les ca-
ractéristiques données par le marché de cette méme option, et C), son prix
théorique qui dépend, entre autres, des paramétres risque-neutres 9 et de
la volatilité instantanée.” Il y a deux objections & ce que nous reproduisions
cette méthode. La premiére est pragmatique et concerne I’évaluation des prix
théoriques des options. Il nous est certes possible d’évaluer des prix d’options,
mais le temps de calcul est bien plus grand dans notre cas que dans celui
adopté par Broadie et al. (2004). Nous devons en effet passer par la méthode
de Monte-Carlo qui nécessite une poignée de secondes pour 1’évaluation d’un
prix, tandis que Broadie et al. (2004) utilisent la formule développée par
Duffie et al. (2000) qui ne nécessite qu’une fraction de seconde. La seconde
objection réside dans le fait que les estimations qui en résultent dépendent
de maniére cruciale de la spécification qui a été adoptée pour . Ce probléme
a été résumé par Bates (2000, p195) : "A fundamental difficulty with implicit
parameter estimation is the absence of an appropriate statistical theory of
option pricing errors".

Nous préférons par conséquent nous tourner vers la troisiéme possibilité,
c’est a dire fonder notre méthode d’estimation sur I'observation jointe de
données provenant du marché des options et des rendements. Disposer des
deux sources de données est une condition nécessaire pour pouvoir construire
notre méthode d’estimation. C’est également une voie qui doit &tre au moins
aussi informative que de n’utiliser qu’une seule de ces deux sources. Nous nous
inscrivons ainsi dans la méme démarche qu’Eraker (2004) et Chen et Scott
(2004). Dans cette derniére étude, une approche originale est adoptée. Chen
et Scott (2004) utilisent la volatilité implicite de Black et Scholes (1973)
issue d’options a parité et d’échéance courte comme proxy de la volatilité
instantanée. Ils rendent par conséquent la volatilité instantanée observable,
ce qui simplifie considérablement la tiche de ’estimation. Pour autant, il
nous semble que deux points importants sont, pour ’heure, absents de cette
étude. Tout d’abord, ces auteurs supposent implicitement que les paramétres
risque-neutres et ceux sous la mesure objective coincident. Cette hypothése
est peut-étre défendable dans le cadre de leur étude (ils s’intéressent a la
modélisation de taux d’intérét et non d’une action ou d’un indice), mais cela
nous empéche d’appliquer leur méthode. D’autre part, ils ne donnent aucune
justification pouvant valider 1'utilisation des volatilités implicites issues de
Black et Scholes (1973) comme proxy de la volatilité instantanée. Ils indiquent
certes qu’ils ne prennent que des options proches de la parité et proches de
I’échéance. Mais, comme nous 'avons discuté dans le chapitre précédent, il

"Nous avons déja décrit, de maniére plus détaillée, cette facon de faire dans le chapitre
2, pages 90 & 92.
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est impossible de disposer de telles données & n’importe quel instant. Par
conséquent, ils s’exposent naturellement & un biais de maturité.

Finalement, nous pourrions également envisager d’adapter la méthode
d’Eraker (2004) a notre modéle. La nature des données utilisées est en effet
similaire et il se place également dans un cadre Bayésien. Le seul point qui
différe réside dans la spécification du processus de volatilité. Néanmoins,
Eraker (2004) fonde sa méthode d’estimation sur la régression (5.28), car son
modeéle lui permet d’évaluer rapidement des prix d’options & chaque itération
de son algorithme. Notre modéle ne partageant pas cette caractéristique, nous
sommes contraints de proposer une autre méthode d’estimation.

Celle-ci s’appuiera sur une version discrétisée du processus générateur de
données. La présence de sauts nous pousse a effectuer une discrétisation selon
la méthode proposée par Ball et Torous (1983). Cette méthode de discréti-
sation est adoptée dans ’ensemble des études qui estiment les paramétres
des modéles & partir de la vraisemblance (Eraker, 2003, Chen et Scott, 2004,
Eraker, 2004 et Raggi, 2005). Le modéle dans sa version discrétisée s’écrit :

flyelhe) = pin(ys o, heA) + (1= p) fn(ys o + az, A + 0%),

fln(he)|he—1] = qfx[In(he); p+ BIn(hy_y), 67
+(1 = g} fxlIn(he); e+ prg + B1n(he-1), 6% + 3],
(5.29)
avec :
a=[a.— A\zE(Z)]A, h =02,
p=1-XAzA, ¢=1-MNA,
w=UrA, B=1-=EkA,
62 = 92A,
ou A désigne le pas de la discrétisation. Pour des raisons pratiques liées aux
bonnes performances de notre algorithme, nous effectuons une reparamétri-
sation dans (5.29) en reformulant les termes de variance. La transformation
consiste a exprimer la variance des composantes associées aux sauts comme
étant proportionnelle & la variance des composantes associées au processus
sans sauts. On obtient :

flplhe) = pin(ys o, A)
+(1 = p)fn(ys @+ az,6°hA),
(5.30)
fin(hs)hea] = qfaln(hs); p+ B1n(hs1), 6]
+(1 = q)fwln(he); p+ pg + BIn(he-1), 62€7].
L’identification des paramétres se fait au travers des contraintes suivantes :

htA + 0'% = ht5'2A, 52 + 'Y?] = 62527
aA =a— A zE(Z)A,
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TAB. 5.3 — Comparaisen des méthodes d’estimaticn existantes et des scurces de dennées
utilisées par différents auteurs.

Cpticns  Rendements Méthede Marché Péricde

Bakshi et Cac (2002) + - C CBCE 1996

Cherncv et al. (2003) - + M DJIA 1953 1999
Eraker et al. (2003) - + B S&P 500 1980 :1999
Broadie et al. (2004) + - C S&P 500 1687 :2003
Chen et Scott (2004) + + \ US LIBCR 3m 1985 :2000
Eraker (2004) + + B S&P 500 1986 :1991
Raggi (2005) - + B S&P 500 1988 :2003
Reckinger et Semencva (2005) - + M S&P 500 1980 :1999

Les deux premiéres colonnes indiquent si oui (+) ou non (-) les options ou les rendements sont utilisés pour
Pestimation des paramétres. La troisiéme colonne donne 'idée générale de la méthode d’estimation employée, les
lettres C, M, V et B désignent respectivemment une méthode d’estimation par les moindres carrés, les moments,
la vraisemblance et analyse Bayésienne. La quatriéme colonne indique le marché étudié, CRCE est ’abbréviation
pour le Chicago Roard of Exchange, DJIA, le Dow Jones Industrial Average et US LIBCR 3m, le taux d’intérét

américain & 3 mois.
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ol 62>1 et £2>1.

5.3.2 Alternative

Nous avons vu dans le chapitre 4 comment nous pouvions déduire d’un
indice de volatilité une approximation de la volatilité instantanée. De plus, le
lien entre ces deux quantités était linéaire. Dans le contexte d’un modéle com-
prenant également des sauts dans les rendements, cette propriété disparait.
Dans la premiére partie de cette section, nous voyons comment une relation
entre les deux quantités peut néanmoins étre retrouvée. Puis, disposant de ce
lien, nous décrivons I'idée générale de notre méthode d’estimation. Aupara-
vant nous adoptons les notations suivantes; fg (0?), désigne ’ensemble des
paramétres du processus des rendements sous la mesure objective (risque-
neutre), et 08 I’ensemble des paramétres du processus de volatilité sous la
mesure risque-neutre.

5.3.2.1 Lien entre volatilité implicite et volatilité instantanée

Pour obtenir le lien entre volatilité implicite et volatilité instantanée,
nous partons d'un simple rappel. En effet, nous avons défini précédemment
la quantité V,r, volatilité moyenne sur la durée de vie restante de I'option.
En prenant son espérance conditionnelle sachant la volatilité instantanée en
t, E+(.)=E(.|0¢), nous avons :

_ 1 7
E(Vir) = —— [ Ei(o?)ds. (5.31)
T—tJt

Or, dans le chapitre 3, nous avions déja fourni ’expression de 'intégrande
que nous reproduisons ici :

Ey(07) = exp[d(1 — exp[—r(s —1)]) + In(0}) exp[—r(s — 1)]]x

exp[Z—ﬁ(l — exp[—2k(s — t)])] x (5.32)

exp(As(s — t)[exp(B;) — 1),

217



5.3. Estimation

ou B, était défini par :

_ B i s(s — CBUY) ] aeol—om(s
B, = 21 eplona )+ O (0 esplan(s =)
E(J)? 2
_m(l — eXp[—K,(s - t)]) .

(5.33)
Le calcul analytique de 'intégrale dans (5.32) semble évidemment compromis,
en revanche on peut remarquer que si I’on connait ’ensemble des paramétres
intervenant dans I'intégrale ainsi que oy, on peut numériquement en déduire
une valeur approchée trés précise. Réciproquement, si ’'on connait E(V, 1), on
peut chercher, numériquement, la valeur de o, qui permet d’obtenir ’égalité
dans (5.32). Autrement dit, si Pon dispose d’une valeur pour E;(V,r), on
peut retrouver la valeur de la volatilité instantanée.

Nous montrons & présent comment déduire E;(V;.r) & partir du prix d’une
option. Si nous supposons que notre modéle correspond & la réalité, nous
pouvons écrire que, pour les vraies valeurs de parameétres, le prix théorique
doit correspondre au prix observé du marché. Par conséquent, nous devons
avoir :

Et[CMerton(V;&,Ty 0?7 087 \II)] = CYBS (UI,ty \Il)y (534)

ou ¥ = (S, K,r,T —t) représente les caractéristiques d’une option, o7, dé-
signe la volatilité implicite et 9 et # sont les paramétres risque-neutres
du modéle. L’égalité (5.34) peut étre reformulée de maniére approximative
ainsi :8

CMerton [Et(V;&,T)y 0?, 08, \I/] = CBS (0'[7,5, \I/) (535)
La encore, la forme de Chserton en fonction de Ey(Vir) est trop compliquée
pour pouvoir établir un lien analytique entre Ey(V, 1) et 074, voir 'équation
(5.27). En revanche, pour 0?, 0y et ¥ donnés, il est possible de déterminer
numériquement la valeur de E;(V; 1) qui permet de vérifier (5.35). En d’autres
mots, nous avons un lien entre la volatilité moyenne espérée et la volatilité
implicite. Ainsi, si nous disposons du prix d’une option, nous pouvons en
déduire la volatilité instantanée. La relation qui lie la volatilité instantanée
a la volatilité implicite est notée :

o= g(ors, ¥, 0?, 08) (5.36)

Il est important de noter que I’égalité (5.36) n’admet pas forcément une
solution en E;(V;r), quelles que soient les valeurs de paramétres 0? et 08.

8Nous reviendrons sur la qualité de cette approximation & la fin de cette section.
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Cela est di au fait que la formule Cjserion, n’est pas une fonction bijective en
son paramétre E;(V;r) mais simplement injective, contrairement a la formule
de Black et Scholes (1973). Pour voir cela, il suffit de remarquer que méme
pour E;(V,r)=0, la formule de 'option que nous utilisons, voir (5.16) a (5.21)
délivre un prix d’option non-nul, car il reste un paramétre de variance o%
qui maintient d; ,, et dy, différents. De maniére plus générale, si la volatilité
implicite d’une option est inférieure 4 la valeur de oz, ’égalité (5.36) n’admet
pas de solution. Evidemment, on peut supposer que de tels cas se présentent
rarement et qu’ils sont essentiellement diis & une aberration du marché.

Nous faisons également remarquer que la donnée de I'indice de volatilité
n’est finalement qu’accessoire. Ce qui importe est d’avoir un prix d’option a
chaque date t. Toutefois, il y a deux avantages d’ordre pratique qui plaident
en faveur de I'utilisation d’un indice. D’une part, il est plus facile d’en obtenir
une série chronologique que de collecter des prix d’options (les sources étant
souvent payantes). D’autre part, il n’y a plus de travail de traitement de
données & effectuer pour sélectionner les options les plus informatives.

A présent, il nous faut revenir sur un point crucial qui a de lourdes consé-
quences sur la validité de notre méthode d’estimation. L’égalité (5.35) pro-
vient du développement limité de Chaerson (V) an voisinage de Ey(V) effectué
dans la section consacrée a ’évaluation du prix d’une option. Ici, nous nous
sommes arrété au premier ordre du développement limité. L’égalité (5.35)
n’est donc, en réalité, qu'une approximation grossiére. La question qui se
pose est donc de savoir pourquoi nous n’avons pas tenu compte des ordres
supérieurs. La réponse est simple et réside dans le fait que nous n’avons
pas, pour ’heure, réussi & exprimer tous les moments de V. Dans 1’annexe
A.8, nous illustrons la complexité, mais aussi la faisabilité pour trouver ces
moments. Dés lors que ces relations entre les moments et la volatilité ins-
tantanée pourront étre établies, 'idée générale de la méthode d’estimation
sera, strictement la méme. Il faudra simplement déterminer numériquement
a quelle valeur de la volatilité instantanée correspond la volatilité implicite.
Evidemment, une répercussion immédiate de 1’absence de ces résultats ma-
thématiques est que nous ne pouvons pas envisager I’application de notre
méthode sur des données réelles. En revanche, nous pourrons tester ses per-
formances sur des échantillons simulés vérifiant I’égalité (5.35).

Nous poursuivons maintenant la description de notre méthode en suppo-
sant que les résultats obtenus jusqu’ici sont valides.

5.3.2.2 Meéthodologie

En nous appuyant sur le lien (5.36), nous pouvons mener le raisonne-
ment suivant. Les paramétres que nous souhaitons estimer sont ceux sous
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la mesure risque-neutre et les données dont nous disposons sont les rende-
ments et un indice de volatilité. Or, les premiéres sont issues de la mesure
objective, tandis que les secondes proviennent de la mesure risque-neutre. Le
point-clef de notre argumentaire est donc de nous assurer de la cohérence
entre ces deux sources de données. Il nous suffit pour cela de rappeler deux
résultats importants de la section 5.2.2 consacrée a la risque-neutralisation.
D’une part, la volatilité instantanée ne subit pas de transformation lors du
passage d’'une mesure a 'autre. Par conséquent, si la volatilité instantanée
est déduite de la mesure risque-neutre, elle peut étre utilisée pour estimer les
paramétres du processus des rendements sous la mesure objective. D’autre
part, nous avons vu que la donnée de fg équivalait a connaitre 0?, puisque les
éléments du vecteur 0? sont fonctions uniquement des paramétres composant
fs. Ainsi, 'estimation des paramétres du processus des rendements sous la
mesure objective revient & l'estimation des paramétres du méme processus
sous la mesure risque-neutre.

De maniére formelle, I'idée de notre méthode repose sur la fonction de
densité jointe, inconnue, des rendements et de U'indice, f(y, 07|05, 08) En
procédant & une augmentation des données qui consiste & introduire Ay, la
volatilité instantanée inobservable, on a :

(e 1405, 69) = / F sy 1.0, ha) . (5.37)

Or, l'intégrande est égal a :

f(yta 0Tty ht|057 08) = f(yt|017t, ht, 95, 08) X (5 38)

forslhe, Os, 08)f(ht|9s, 98)- '
Cette écriture peut étre simplifiée en effectuant quelques remarques supplé-
mentaires. D’une part, comme la volatilité implicite et la volatilité instanta-
née sont liées par une égalité déterministe, f(o7¢|he, bs, 08) est une masse de
Dirac §[h; = g(or,)]- La connaissance de oy, étant équivalente a celle de h,
or: est redondant dans la fonction de densité des rendements. D’autre part,
03 et Os n’apparaissent pas, respectivement, dans les fonctions de densité
de y; et h;. En effet, sachant la volatilité instantanée, la loi des rendements
est un mélange de lois normales dont les paramétres ne sont composés que
des éléments de #s. De méme, la loi de la (log-) volatilité instantanée est
un mélange de lois normales dont les paramétres ne sont composés que des
éléements de 6%. Par conséquent, (5.38) se réduit a :

F Wty 014, a|0s,02) = Fys| b, 05) f (he|0D)6[hy = g(014,02,02)].  (5.39)
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Nous pouvons a présent écrire la loi a posteriori du modéle :

T
f(957 987 ht|yt7 Uz',t) = tl:Il f f(yt|ht7 9s)f(ht|93)5[ht = Q(UI,t, 03, 08)]dht

X f(057 08)7
(5.40)
ou f(fs, 08) désigne la loi a priori pour fg et 08. Nous voyons maintenant
se profiler la construction d’un échantillonnage de Gibbs. Partant de valeurs
initiales pour fs (et donc 6%) et 62, il s’agit dans un premier temps de simuler
les volatilités instantanées selon leur loi a posteriori. Or, celle-ci s’écrit :

F(helars,0s,02) o f(yilhe, 0s) f(hel0)0[hs = glo1 4,03, 02)) f(8s,6),
(5.41)
ou, plus simplement :

f(ht|01,t7 057 08) X 6[ht = g(o-f,h 02’27 08)]7 (542)

puisque tous les autres points définissant son support sont de mesure nulle.
Cela signifie que les volatilités instantanées sont directement déduites a partir
de Pégalité qui les unit aux volatilités implicites hy=g(o7 4, 0, 6%). Lorsque
cette étape est achevée, il suffit d’entrer dans I’étape suivante qui consiste a
simuler des tirages dans les autres lois a posteriori conditionnelles :

F(Oslys, he) o< [ | £ (welhs, ) f (0s), (5.43)
et .
F(031hy) o< [ T £ (1|69 7(69). (5.44)

Le fait que f(y¢|he,0s) et f (ht|03) soient des mélanges va impliquer I'intro-
duction d’autres variables latentes z{ et 2!, indiquant pour chaque observa-
tion son allocation & 'une ou 'autre composante du mélange. Nous n’insis-
tons pas sur ce dernier point car nous ’avons déja détaillé & deux reprises
dans les chapitres 1 et 4. Finalement, lorsque ces étapes sont effectués, il ne
reste plus qu’a déduire 0? a partir de fg. L’algorithme consiste & répéter
I’ensemble de ces étapes jusqu’a ce que la convergence puisse étre observée.
Nous fournissons dans 'annexe A.9 davantage de détails techniques sur I’al-
gorithme. Il reste maintenant a vérifier les performances de cette procédure
d’estimation, et c’est 'objet de la section suivante.

Auparavant, nous tenons a formuler quelques précisions supplémentaires.
Tout d’abord, nous avons indiqué précédemment qu’il était possible que nous
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ne trouvions pas toujours une quantité E;(V;7) qui satisfasse I’égalité entre
le prix théorique et le prix observé. Cela signifie qu’il est possible de ne pas
pouvoir en extraire une volatilité instantanée. Nous avions également précisé
que cet événément ne pouvait se produire que rarement, c’est a dire lorsque la
volatilité implicite se résume & la volatilité des sauts dans les rendements. Or,
notre méthode d’estimation étant itérative, la valeur de oz prend a chaque
itération une valeur nouvelle. Il est donc fortement envisageable que lors de
certaines itérations, oz atteignent des valeurs élevées. Aussi, lorsqu’un tel cas
se présente, nous simulons des valeurs de g et 03, a partir de lois a posteriori,
tant que le lien entre prix d’option et volatilité instantanée ne peut étre établi.
D’autre part, il en découle que des valeurs initiales totalement arbitraires
peuvent stopper 'exécution de 'algorithme dés sa premiére itération. Il faut
donc veiller & imposer une valeur de départ pour oz assez proche de 0.
Nous faisons également remarquer que cette méthode permet d’estimer
les différentes déclinaisons du modéle SRSVI.? En particulier, elle autorise
I’estimation d’'un modéle a sauts uniquement dans la volatilité, c’est a dire le
modéle étudié dans le chapitre 3 et 4. Dans ce cas, il est préférable d’employer
la méthode qui y est décrite, puisqu’on y utilise un lien plus simple entre les
volatilités instantanée et implicite, lequel nécessite moins de calculs.

5.4 Application

Dans cette section, nous fournissons une application de notre méthode a
des données simulées. Nous décrivons d’abord la procédure de génération des
données simulées, puis nous discutons les performances de notre algorithme.

5.4.1 Génération des données

La méthode d’estimation que nous proposons repose sur deux sources de
données : d’une part, les rendements, et d’autre part la volatilité implicite de
Black et Scholes (1973) pour un call de type européen & parité et & 22 jours
de I’échéance. Pour retrouver ces mémes informations dans un contexte de
données simulées, il nous faut donc, d’'une part générer des rendements sous
la mesure objective, et d’autre part générer une volatilité implicite qui est,
elle, déduite d’'un monde risque-neutre.

Nous notons, T', le nombre d’observations simulées. La premiére étape de
la procédure consiste & générer des volatilités instantanées. Ceci s’effectue a

9Pour les modéles du type Black et Scholes (1973) et Merton (1976), c’est & dire ceux
ne contenant pas de volatilité stochastique, il n’y a pas besoin de générer des volatilités
instantanées, et de fait, seuls les rendements sont nécessaires.
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partir de la discrétisation suivante du processus de volatilité (voir page 132) :

( exp (U]1 — exp(—kA)] + In(hi_,) exp(—rA)) X

2

exp ;—[1 — exp(—2kA)]v; | avec probabilité 1 — A;A, ou :
K

h? = {

exp (9[1 — exp(—kA)] + In(hi_,) exp(—rA)) X

2

exp ;—[1 — exp(—2kA)Jv, + J; | avec probabilité AjA.
K

\

(5.45)
La variable v; suit une loi normale centrée réduite, et J; est une variable nor-
male d’espérance 117 et de variance 3. Pour alléger les notations, nous avons
omis la lettre ) pour désigner les paramétres risque-neutres. Néanmoins, il
est sous-entendu que les paramétres de ce processus de volatilité sont ceux
issus de cette mesure.

La seconde étape consiste & générer les rendements sous la mesure objec-
tive. Comme la risque-neutralisation ne doit pas altérer les volatilités instan-
tanées afin de préserver la structure du modéle, nous pouvons injecter les h;
dans la discrétisation du processus des rendements. Cette derniére s’écrit :

( St_1 exp [(ac —h? /2= AzE(Z))A + ht_I\/Zut]
avec probabilité 1 — AzA, ou :

S; 1 exp [(ac —h? /2= MzE(Z2)A + b1V Aug +In(1 + Zt)]
avec probabilité Az A.

\

(5.46)
La variable u; suit une loi normale centrée réduite, et In(1 + Z;) est une
variable normale d’espérance oz et de variance 0%. Les rendements y; sont
simplement déduits a partir de :

Yyt = In(St/Se1). (5.47)

Dans la troisiéme étape, nous générons 7" prix d’options qui a chaque date
t sont & parité et & un mois de 1’échéance. Pour effectuer cela, nous avons
besoin d’introduire des quantités supplémentaires. Tout d’abord, le fait que
I’option doit étre a parité et & un mois de I’échéance chaque jour, implique
que le prix d’exercice est défini par K; = S;exp(r7A), oi 7 = 22 représente
la durée de vie restante, en jours, de 'option. Le taux d’intérét sans risque
est supposé constant et égal a r. Ensuite, nous avons besoin de connaitre les
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parameétres risque-neutres du processus des rendements. En nous référant a
la section 5.2.2, nous avons :

A? = Agexp(—az + 0% /2),

et,
Q _

af =z —o0z/2.
Finalement, il nous reste encore a définir la volatilité moyenne espérée de
Poption sur sa durée de vie restante. Dans le cadre de données simulées, les
volatilités instantanées futures & une date ¢ sont connues. Par conséquent, la
volatilité moyenne espérée correspond simplement & la moyenne des volatili-
tés futures, et nous avons :

_ 1 t+71
Et(‘/;f,t-l—T) == Z hz?' (5-48)
T =t

Disposant de tous ces éléments, nous sommes en mesure d’évaluer le prix
d’une option.

Pour simplifier la procédure, nous considérons que les paramétres risque-
neutres et ceux sous la mesure objective du processus de rendement coin-
cident. Evidemment, comme nous I’avons déja souligné & maintes reprises,
cette hypothése est irréaliste. Pour autant, nous rappelons également que
les paramétres risque-neutres du processus des rendements sont entiérement
déterminés par les paramétres du processus générateur de données. Ainsi, si
notre méthode nous permet d’aboutir & des estimations assez proches des va-
leurs exactes alors il en découle forcément que les paramétres risque-neutres
seront également estimés avec précision.

5.4.2 Performances de ’algorithme

Nous avons effectué les simulations de données selon le modéle de Bates
(1996) et selon le modéle SRSVI et ce pour 1000 et 2000 observations. Nous
avons choisi des trajectoires assez courtes par rapport aux périodes habituel-
lement choisies par les auteurs. Ce choix nous permet de pouvoir mesurer
les performances de notre algorithme sur des échantillons de tailles relati-
vement petites. Ces propos doivent étre nuancés puisque 1000 observations,
correspondent tout de méme 4 4 années de cotations. Commentons & présent
les valeurs des paramétres choisies. Le nombre attendu de sauts, aussi bien
dans les rendements que dans la volatilité, s’éléve a 10 par an. Nous espérons
ainsi atteindre une qualité acceptable des estimations des autres paramétres

~ ~

de la composante a sauts, a savoir, la taille moyenne et la variance. Les
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caractéristiques des sauts dans les rendements sont sélectionnées afin de faci-
liter leur localisation. Typiquement, pour cz = -0.05 et oz = 0.01, les sauts
dans les rendements seront quasi-systématiquement négatifs et importants.
Au contraire, les sauts dans la volatilité ont des caractéristiques plus floues.
Nous savons simplement qu’ils peuvent générer des variations substantielles
étant donné la valeur de v; = 0.5.

Nous passons maintenant & l'interprétation des résultats d’estimation
pour le modéle de Bates (1996). Celle-ci se fonde sur le tableau 5.4 et la fi-
gure 5.2. On peut s’apercevoir que pour une trajectoire de 1000 observations
les résultats semblent convenables. En effet, I’ensemble des valeurs estimées
sont relativement proches des vraies valeurs, celles-ci étant toujours conte-
nues dans les intervalles de confiance. Pour affiner notre analyse, nous avons
reproduit dans la figure 5.2 les différentes quantités simulées c’est-a-dire les
rendements, la taille et la date des sauts, et la volatilité instantanée. Nous
y avons ajouté la probabilité a posteriori d’avoir un saut et la volatilité ins-
tantanée estimée. En comparant les quantités simulées et estimées, on peut
s’apercevoir tout d’abord qu’un certain nombre de sauts qui ont effective-
ment eu lieu (5.2.B), n’ont pas été localisés par notre procédure d’estimation
(5.2.C). A I’inverse, certaines variations des rendements (5.2.A) ont été affec-
tées a tort & la composante a sauts. La période des 300 premiéres observations
est particuliérement parlante sur ces points. En regardant attentivement ce
morceau de trajectoire, nous pouvons facilement fournir la cause de ces phé-
noménes. En effet, tandis que la figure (5.2.B) indique clairement qu’il y a
des sauts & certaines dates, la figure (5.2.A), retracant I’évolution des ren-
dements ne semble pas comporter de fortes variations en ces mémes dates.
L’explication tient au fait que le saut a été compensé par une variation po-
sitive provenant de la diffusion. Ainsi, notre algorithme n’a pas pu détecter
ces sauts puisqu’il n’y avait pas de variations sensibles dans les rendements.
De méme, le saut qui a été a tort localisé aux environs de la 200-iéme ob-
servation (figure 5.2.C) s’explique simplement par la présence d’une baisse
d’approximativement 5% du support (figure 5.2.A).

Il reste a expliquer comment nous avons pu obtenir une estimation cor-
recte pour Az alors que les sauts estimés et les sauts simulés ne correspondent
pas toujours. Notons d’abord que la majorité des sauts simulés ont été ef-
fectivement détectés, mais trés rarement avec certitude (les probabilités a
posteriori sont rarement trés proches de 1). Par ailleurs, seules deux varia-
tions dans les rendements ont été attribuées a tort a la composante a sauts.
Par conséquent, nous devrions avoir une estimation de )z inférieure 4 sa vraie
valeur. Les deux quantités correspondent néanmoins car pour de nombreuses
observations, notre algorithme affecte une probabilité non-nulle d’appartenir
a la composante & sauts. Cela contribue & augmenter & la fois I'imprécision et
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TAB. 5.4 — Résultats d’estimaticns a partir des dennées simulées.

Vraies valeurs Bates SRSVI
1000 cbs. 2000 cbs. 1000 cbs. 2000 cbs.
Qe 0 -0.005704 -0.04419 -0.2270 0.1650
[-C.3420, 0.3339] |-C.4426, 0.2851] [-1.141, 0.8353] [-0.5721, 0.3590]
Ay 10 11.07 17.52 54.67 0.027
[4.070, 19.79] [8.828, 38.94| [25.18, 93.92] [4.862, 16.48|
oy -0.05 -0.03646 -0.03805 -0.02087 -0.04383
[-C.05782, -0.009700] [-0.05341, -0.0C1051] [-0.03093, 0.0C1475] [-0.06557, -0.01566]
Oy 0.01 0.01532 0.01557 0.01815 0.0179¢
|0.008783, 0.02662] [0.01061, 0.02477] [0.01380, 0.02416] [0.01182, 0.02722]
K 12 0.855 0.218 12.49 11.83
[7.675, 12.94] [7.132,11.21] [10.74, 20.19] [10.54, 14.67]
d -3 -2.832 -3.061 -3.265 -2.955
[-3.330, -2.489] [-3.891, -2.382] [-3.877, -2.627| [-3.380, -2.554|
y 1 0.8211 1.041 1.181 0.9495
[0.6505, 1.219] [0.7345, 1.756] [0.8990, 1.591| [0.8125, 1.194]
Ay 10 - - 17.30 15.55
[10.74, 30.19) [11.08, 24.61|
by 0.05 - - 0.2168 0.1329
[0.01480, 0.4335| [0.01282, 0.2350]
o7 0.5 - - 0.6391 0.47123
|0.4495, 0.9609] [0.23929, 0.5641]

5.4. Application

Les résultats entre crochets sont les bornes des intervalles de confiance & 95 %
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la valeur estimée pour A\z. D’autre part, cela a également des conséquences
sur les estimations de az et 0.

Maintenant, en comparant la volatilité estimée et la volatilité simulée (fi-
gure 5.2.D), on constate une certaine similitude entre ces deux trajectoires.
Pour autant, 1a volatilité estimée semble souffrir d’un certain biais, puisque sa
trajectoire se situe quasi-systématiquement en dessous de la volatilité simu-
lée. Ceci explique évidemment les différences observées entre les estimations
des paramétres du processus de volatilité et les vraies valeurs.

En augmentant le nombre d’observations, on s’attend & ce que les es-
timations soient plus précises. Ici, ce n’est pas réellement le cas. Certains
parameétres du processus de volatilité sont certes plus proches de leurs vraies
valeurs, comme ¥ et . En revanche l'intervalle de confiance de x ne com-
prend plus la valeur exacte.'® De méme, la fréquence des sauts parait plus
importante et plus imprécise que dans le cas ol nous avions produit 1000
observations. Il semblerait donc qu’une augmentation plus conséquente du
nombre d’observations soit nécessaire pour obtenir des estimations précises
des paramétres du modéle de Bates (1996).

Nous étudions a présent les résultats d’estimation pour le modéle SRSVI.
Les valeurs estimées sont répertoriées dans le tableau 5.4. La premiére consta-
tation flagrante est 'imprécision des résultats obtenus a partir d’un échan-
tillon de 1000 observations. La qualité de I'estimation des paramétres des
fréquences et de 'amplitude moyenne des sauts, aussi bien dans les rende-
ments que dans la volatilité, est insatisfaisante. Notons que ces estimations
sont issues de 3 chaines différentes, et que pour chacune d’elles nous avons
obtenu des résultats similaires. En augmentant la taille de I’éhantillon, nous
obtenons les résultats escomptés. De nombreux points ne donnent pas entiére
satisfaction, mais I’amélioration est assez nette. Par exemple, les paramétres
de la partie continue du processus de volatilité sont assez proches de leurs
vraies valeurs. La fréquence estimée des sauts dans la volatilité apparait étre
surestimée. Il en est de méme de I'amplitude moyenne de ces sauts. En re-
vanche, la qualité de ’estimation du paramétre de volatilité de ces sauts est
satisfaisante. En observant la figure 5.3.A, qui vise & comparer la volatilité
simulée et la volatilité estimée, on s’apergoit que, malgré les écarts entre les
paramétres estimés et leurs vraies valeurs, les deux trajectoires sont quasi-
ment confondues. Il peut sembler paradoxal que le modéle SRSVI donne de
meilleurs résultats sur ce plan que le modéle de Bates (1996), étudié précé-
demment. Deux réponses peuvent étre apportées pour expliquer ce phéno-

0Comme notre étude ne comporte qu’un seul échantillon simulé, ce propos doit étre
nuancé. Seule une réelle étude de Monte Carlo portant sur plusieurs milliers de trajectoires
permettrait d’affirmer si estimation de & est systématiquement biaisée ou non.
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FI1G. 5.2 — Etude des résultats d’estimation du modéle de Bates (1996). En
partant du haut, le graphique A représente les rendements simulés, le gra-
phique B désigne la taille des sauts simulés, le graphique C représente les
probabilités estimées qu’une observation appartienne & la diffusion, enfin
le graphique D permet de comparer la volatilité instantanée générée (tracé
claire) & la volatilité instantanée estimée.
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F1G. 5.3 — Etude des sauts dans le processus de volatilité. Le graphique A per-
met de comparer les trajectoires de volatilité simulée (tracé clair) et estimée.
Le graphique B indique la date et 'amplitude des sauts qui ont été géné-
rées. Le graphique C donne la probabilité a posteriori pour une observation
d’appartenir & la partie continue du processus de volatilité.
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meéne. La premiére consiste simplement a faire remarquer que pour le modéle
de Bates (1996), nous avions reporté les deux trajectoires de volatilité pour
un échantillon de 1000 observations alors qu’ici, il y a 2000 observations.
Néanmoins, nous avions également vu que 'augmentation de la taille de
I’échantillon dans le contexte du modéle de Bates (1996) ne conduisait pas
4 une précision de I'estimation aussi grande que celle constatée avec le mo-
déle SRSVI. Nous pensons donc que la principale explication réside dans la
capacité de la composante a sauts & absorber toutes les variations suspectes
présentes dans 1’évolution de la volatilité instantanée. En effectuant ce tra-
vail de "nettoyage", la composante a sauts évacue toutes les observations qui
pourraient poser probléme & la partie continue du processus. Les observa-
tions restantes permettent alors de mieux cerner les caractéristiques de cette
derniére.

De plus, on peut noter la précision remarquable avec laquelle la procé-
dure d’estimation détecte les sauts dans la volatilité (figures 5.3.B et 5.3.C).
Les probabilités a posteriori sont souvent soit proches de 0, et font donc cor-
respondre l'observation & la partie continue du processus de volatilité, soit
proches de 1, et 'observation appartient avec certitude a la composante a
sauts. Hormis les sauts de taille minime, qui deviennent de par leur ampleur
indistinguables par rapport a des variations produites par la partie continue
du processus de volatilité, les autres sont clairement identifiés. Ces résultats
viennent atténuer les réserves que ’on peut émettre concernant la valeur
estimée de Aj.

Nous passons finalement & I’étude du comportement de notre méthode
d’estimation en ce qui concerne le processus des rendements. Nous pouvons
d’abord remarquer ’étendue assez large de l'intervalle de confiance pour c,.
Ce résultat est assez surprenant : on s’attend a ce que ce paramétre soit estimé
avec davantage de précision puisque 1’ensemble des observations y contribue.
Lorsque nous nous intéressons & la composante & sauts, nous constatons que
la fréquence Az et 'amplitude moyenne des sauts a7 sont assez proches de
leurs vraies valeurs. De maniére générale, les constatations faites pour le mo-
déle de Bates (1996) concernant la composante a sauts dans les rendements
peuvent étre reprises ici. Elles peuvent étre vérifiées a partir de la figure 5.4.
A nouveau, estimation de oz présente clairement un biais. Nous pouvons
nous interroger ici sur la pertinence de notre reparamétrisation effectuée lors
de la discrétisation. Rappelons que nous avons posé :

02A + 0% = 02 AG?,
de sorte que l'estimation pratique de oz s’effectue a partir de :

0-% = 0-t2A(5-2 - 1)7
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ou, plus précisément :

> oAE - 1)
0_% _ teSz ,
nz

ou nyz indique le nombre d’observations affectées a la composante & sauts,
et Sz ’ensemble de ses observations. Le but de la manoeuvre est de pouvoir
attribuer a 62 une loi conjuguée inverse-gamma dont il est facile d’obtenir des
tirages. Il serait peut étre préférable de générer les 0% directement & partir
d’une étape de Metropolis-Hastings.

5.5 Conclusion et extensions

Dans ce dernier chapitre, nous nous sommes proposé d’étudier un nouveau
type de modéle comportant des sauts dans les rendements et dans la volatilité.
La différence essentielle avec d’autres modéles comparables est la possibilité
d’avoir des sauts négatifs dans la volatilité. Nous avons ensuite discuté des
procédés de risque-neutralisation envisageables pour obtenir notre version du
modéle tenant compte de 'hypothése d’absence d’opportunités d’arbitrage.
Puis, nous avons poursuivi en fournissant une formule assez simple pour éva-
luer le prix des options de type européen. Plus précisément, le prix de I’option
peut étre interprété comme une moyenne sur la volatilité de prix issus de la
formule de Merton (1976). Quelques exemples nous ont permis d’illustrer les
capacités de notre modéle a générer des surfaces de volatilité trés souples, qui
justifient & elles seules 'intérét qu’il faut porter a ce type de modéle. Dans un
second temps, nous nous sommes proposé d’établir une méthode d’estimation
basée sur deux sources de données, les rendements et ’indice de volatilité im-
plicite. Le but était de pouvoir estimer ’ensemble des paramétres du modéle
risque-neutre. Malheureusement, de nombreux résultats facilitant la mise en
oeuvre de I'algorithme décrit dans le chapitre 4 disparaissent lorsqu’on in-
troduit des sauts dans les rendements. Faute de résultats mathématiques,
nous avons été contraints d’émettre une hypothése forte pour pouvoir établir
un lien exploitable entre volatilité implicite et volatilité instantanée. L’idée
de la méthode d’estimation que nous avons présentée restera néanmoins va-
lable dés lors que nous parviendrons & établir de maniére plus précise le lien
entre ces deux quantités. Ce manque de résultats nous a empéché d’effec-
tuer une application de notre algorithme directement sur des données réelles.
Nous avons donc procédé a une simulation de données qui respecte les condi-
tions nécessaires pour pouvoir mettre en oeuvre notre méthode d’estimation.
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L’analyse des performances de notre algorithme a permis de faire ressortir
des résultats encourageants.

La suite logique de cette étude est de fournir une expression analytique (ou
au moins quasi-analytique) pour les quantités E(V?) et E(V3). En d’autres
mots, il s’agit de pouvoir calculer les moments d’ordre 2 et 3 de la volati-
lité moyenne. Il faut noter que ces moments peuvent étre déduits aisément
pour les modéles du type CIR ou Ornstein-Uhlenbeck simple. Par exemple,
ils peuvent 1’étre & partir de la fonction génératrice des moments ou de la
fonction caractéristique du processus de volatilité (voir par exemple Ball et
Roma, 1994 ou Bollerslev et Zhou, 2002). Malheureusement, le modéle LOG-
OU ne se préte pas a l'utilisation de tels outils et il faudra trouver une autre
voie.

Lorsque cette étape sera franchie, plusieurs extensions pourront étre en-
visagées & partir de notre étude. La premiére consisterait & étendre le modéle
4 une corrélation non-nulle entre les rendements et la volatilité. La présence
d’une telle corrélation a été largement documentée dans la littérature et sa
modélisation semble nécessaire. Il faudra néanmoins s’assurer que dans ce
cas un lien, méme numérique, peut étre établi entre volatilité implicite et
volatilité instantanée. Dans le méme ordre d’idées, on pourrait envisager
d’enrichir le modéle en considérant d’autres lois pour la composante & sauts.
Ceci concerne aussi bien 'intensité des processus de Poisson que les distribu-
tions & partir desquelles la taille des sauts est générée. Nous avons toujours
supposé que les sauts étaient issus d’une loi normale forcément symétrique.
D’autres lois, comme un mélange de lois normales, sont certainement plus
aptes & capturer la diversité des sauts. Enfin, une troisiéme piste a explorer
est la comparaison statistique des différents modéles.

Dans un autre registre, il sera nécessaire de revenir sur la spécification
des primes associées aux différentes sources de risque. Tout d’abord, il fau-
dra, en partant du travail de Bakshi et Cao (2002), déterminer exactement
I'impact que peut avoir la risque-neutralisation sur les paramétres des sauts
dans la volatilité. D’autre part, nous devrons nous attacher & donner des
formes plus souples aux primes de risque qui correspondent aux sauts dans
les rendements. En effet, avec des préférences logarithmiques, les paramétres
risque-neutres déduits des travaux de Bates (1988) ne différent que peu de
ceux du processus sous la mesure objective. Or, Pan (2002) suggére qu’au
contraire 1’aversion des agents face au risque de sauts est importante et que
les paramétres sous les deux mesures différent fortement.

Enfin, on peut légitimement se demander si nous n’avons pas atteint les
limites du modéle LOG-OU ainsi que son pendant LOG-OUS comportant
des sauts. Ce dernier offre certes des avantages, par exemple des sauts né-
gatifs dans la volatilité sont facilement pris en compte ou encore la loi de la

233



5.5. Conclusion et extensions

log-volatilité est un mélange de lois normales. Toutefois, comparé au modéle
fondé sur un processus a la Cox-Ingersoll-Ross, il n’offre pas assez de ma-
nipulabilité mathématique pour pouvoir subir facilement des extensions. Un
exemple frappant a ce sujet est fourni par les difficultés que nous rencontrons
a calculer les moments de notre processus de volatilité par rapport a la faci-
lité de leur obtention dans le cas Cox-Ingersoll-Ross. Cette différence a des
répercussions immeédiates, non seulement sur la fagcon d’évaluer les options
mais aussi sur les méthodes d’estimation. Par exemple, I'idée de 'utilisation
de l'indice de volatilité peut facilement étre adaptée aux cas Cox-Ingersoll-
Ross, avec ou sans sauts, et le lien entre volatilité instantanée et volatilité
implicite y est bien plus simple a établir.
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Si la prise en compte de discontinuités dans 1’évolution du cours du sup-
port date des travaux de Merton (1976), ce n’est que trés récemment que
les sauts dans la volatilité ont été modélisés par Duffie et al. (2000). Nos
travaux s’inscrivent dans ce courant de littérature naissant qui prend lui-
méme sa source dans un domaine bien plus ancien de la finance visant : 1)
a fournir le prix théorique d’une option, et 2) & expliquer son prix observeé,
de la maniére la plus précise possible. Parallélement & cette recherche ayant
pour but une meilleure adéquation entre la modélisation et la réalité, se pose
également le probléme de I’estimation des paramétres de modéles de plus en
plus sophistiqués. L’objet principal de nos travaux a donc été d’estimer des
modéles destinés a ’évaluation de prix d’options et contenant des sauts dans
le processus de volatilité du sous-jacent.

Pour atteindre cet objectif, nous avons, dans un premier chapitre, pré-
senté les principaux modéles d’évaluation du prix d’une option. Il s’agissait
du modéle de Black et Scholes (1973), des modéles a volatilité stochastique
introduits par Hull et White (1987) et des modéles & sauts du type Merton
(1976). Pour chacun de ces modéles, nous avons détaillé la prise en compte
de P’hypothése d’absence d’opportunités d’arbitrage puis décrit les calculs
menant a 'obtention d’une formule du prix d’une option. Nous avons éga-
lement illustré sur chaque modéle ses capacités a capturer les phénomeénes
empiriques établis dans la littérature et mis en évidence ses limites.

Dans le second chapitre, nous avons revu les principales méthodes d’es-
timation disponibles. Nous avons constaté qu’en quittant le contexte a la
Black et Scholes, les autres modéles présentaient tous une structure latente.
Nous avons en particulier insisté sur les facons de contourner le probléme
de I'inobservabilité de la volatilité instantanée pour les modéles & volatilité
stochastique, par exemple en utilisant des prix d’options. L’estimation des
modéles a sauts nous a, quant a elle, poussé & étudier les modéles de mélange
de lois. Dans les deux cas, nous avons privilégié la description des études
utilisant 'approche Bayésienne, celle-ci étant particuliérement adaptée pour
traiter ce type de probléme.
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Ces deux premiers chapitres nous ont permis de donner les éléments es-
sentiels servant de base & la partie originale de notre travail qui débute au
chapitre 3. Dans ce chapitre, nous sommes parti d’un modéle & volatilité
stochastique standard ou la volatilité est régie selon un processus Ornstein-
Uhlenbeck dans sa version logarithmique (LOG-OU). Cette spécification a été
fréquemment employée dans la littérature pour décrire le processus de volati-
lité et constitue une alternative & la modélisation du type Cox-Ingersoll-Ross
(CIR). En y incorporant une composante & sauts, nous avons obtenu un nou-
veau modéle nommé LOG-OUS. Celui-ci apparait comme étant plus flexible
que son homologue CIRS car il supporte une distribution de sauts qui ne gé-
nére pas systématiquement des sauts positifs de la volatilité, mais peut éga-
lement produire des décrochages. Aprés avoir discuté la risque-neutralisation
du modéle, nous avons fourni une formule quasi-analytique et une méthode
numérique pour parvenir & calculer le prix d’une option de type européen.

Dans le quatriéme chapitre, nous nous sommes penché sur 'estimation des
paramétres risque-neutres des modéles LOG-OU et LOG-OUS. Nous avons
montré que 'utilisation de l'indice de volatilité, delivré par le MONEP, se
révélait étre un choix particuliérement judicieux. En effet, outre sa capacité
& véhiculer de 'information concernant la volatilité future, nous avons éta-
bli que l'indice est relié & la volatilité instantanée inobservable. Ceci nous
a permis de contourner le probléme de structure latente inhérent aux mo-
déles & volatilité stochastique. Notre méthode d’estimation s’avére simple a
mettre en oeuvre et rapide. D’autre part, comme l'indice est issu du mar-
ché des options, il offre la possibilité d’estimer directement les paramétres
des modéles sous leur version neutre au risque. De fait, les résultats d’esti-
mation peuvent étre directement employés pour évaluer le prix des options.
Enfin, et comme 'ont déja souligné d’autres auteurs ayant traité ce point,
nous avons remarqué qu’il existait une divergence dans les estimations, non-
justifiée théoriquement, suivant les sources de données utilisées (options ou
rendements).

Finalement, dans le cinquiéme chapitre, nous avons proposé notre modéle
le plus abouti, comportant des sauts dans la volatilité et les rendements.
Nous avons fourni une procédure d’évaluation du prix des options et illustré
les capacités de ce modéle a produire des surfaces de volatilité trés souples.
Nous avons également développé une méthode d’estimation reposant sur deux
sources de données, les rendements et I'indice de volatilité, et permettant de
déterminer les paramétres sous une mesure risque-neutre. L’absence, pour
I’heure, de certains résultats mathématiques concernant les moments de la
volatilité intégrée, nous a empéché d’appliquer notre méthode & des données
réelles. En revanche, notre illustration sur des données simulées est porteuse
d’espoir sur les performances potentielles de cet algorithme.
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A Tissue de cette étude, il nous semble que quatre grandes pistes de re-
cherche pourraient étre empruntées. La premiére consisterait a poursuivre le
travail entrepris dans le dernier chapitre. Il s’agirait d’abord d’appliquer la
méthode d’estimation & des données réelles. Ceci implique notamment la dé-
termination des moments de la volatilité intégrée afin d’avoir accés & une pro-
cédure rapide d’évaluation du prix d’une option. Toujours dans ce contexte
LOG-0OUS, il nous semble primordial de prendre en compte la corrélation
entre la volatilité et le sous-jacent, jusqu’ici supposée nulle. Les travaux de
Romano et Touzi (1997) pourraient servir de point de départ pour une telle
extension.

La seconde voie possible serait d’appliquer notre méthode d’estimation
4 un modeéle dont la spécification de la volatilité est du type CIRS, modéle
proposé par Duffie et al. (2000) et repris, entre autres, par Eraker (2004).
Il en découlerait immédiatement que nous aurions a notre disposition une
formule d’évaluation qui permet de déterminer trés rapidement le prix d’une
option. Ceci résoudrait la difficulté rencontrée dans le chapitre 5. L’idée de la
méthode d’estimation serait strictement la méme et le seul changement no-
toire que le choix d’une spécification CIRS induirait concernerait la fonction
de densité de la volatilité. Celle-ci ne serait plus un mélange de lois normales
mais un mélange d’une loi normale avec une loi résultant de ’addition d’une
variable gaussienne 4 une variable exponentielle. 1l suffirait alors de se référer
aux études d’Eraker et al. (2003) ou Raggi (2005) pour obtenir une fagon de
traiter ce type de mélanges.

La troisiéme piste de recherche devrait nous amener & valider empirique-
ment P'existence des sauts, aussi bien dans le support que dans sa volatilité.
En effet, si nous avons illustré les capacités de nos différents modéles a géné-
rer des surfaces de volatilité souples, nous n’avons jamais testé les différentes
spécifications ou vérifié que le gain, en termes d’adéquation aux données,
était substantiel.

Enfin, une derniére voie qu’il faudrait explorer concernerait les procédures
de risque-neutralisation. Ce domaine d’investigation constitue davantage un
nouvel axe de recherche qu’une simple extension. Ce travail s’avére pour-
tant indispensable pour apporter des réponses satisfaisantes aux difficultés
posées par la réconciliation des différentes sources de données. Il nécessitera,
d’une part, la maitrise d’autres techniques de risque-neutralisation, plus gé-
nérales que le théoréme de Girsanov. Par exemple, ’application de celui-ci,
dans le cadre des modéles a sauts, n’autorise qu’un changement de la fré-
quence d’apparition des sauts. Or, 'utilisation de la transformée d’Esscher
permet d’aboutir & une version risque-neutre plus souple ou la taille espérée
des sauts est également modifiée. Broadie et al. (2004) vont plus loin en-
core en montrant que le paramétre de variance de la distribution des sauts
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peut lui aussi subir un changement. Ces avancées mathématiques peuvent
expliquer les différences des résultats d’estimation selon la source de données
utilisée. En revanche, ces procédés n’établissent pas un lien explicite entre
les paramétres risque-neutres et ceux de la mesure objective. Il faudra donc,
d’autre part, construire un modéle d’équilibre général & I'instar de Cox et al.
(1985), Bates (1988, 1996) ou Bakshi et Cao (2002), afin de déterminer les
hypothéses d’ordre économique qui permettent I’obtention de spécifications
souples (par exemple non suridentifiées, comme c’est le cas pour les modéles
a volatilité stochastique) pour les différentes primes de risque.
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Annexes

A.1 Formule d’Ito

La formule d’It6 permet d’effectuer un changement de variable dans une
équation différentielle stochastique. Son application sert généralement & trou-
ver la solution de I’équation différentielle stochastique, et par suite d’obtenir
la distribution de la solution.

A.1.1 Le cas uni-dimensionnel

Soit une équation différentielle stochastique :
dX: = a(t, 0)dt + b(t,0)dWr, (A.1)

et soit Y; = f(¢, X;). La formule d’It6 permet d’écrire :

0 0 b*(t,0) 6
v, = (Z,x)+a,02 0, x) + ( )—f(tth) dt
ot Oox 2 Oz
(A.2)
of
+b(t, 0) —(t, X;)dW;.
Oox
A.1.2 Le cas bi-dimensionnel
Cette fois on suppose que :
dX,; = ai(t,0)dt+ bi(t,0)dW;, (A.3)

dXor = as(t,0)dt + by(t, 0)dW,2,

ott E(dW X' dW;*?) = pdt, c’est a dire que dW;** et dW;*? sont éventuellement
corrélés. Si f est une fonction de ¢, X;; ou Xy, alors la formule d’'It6 permet
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d’obtenir :
0 0 10?
df = —del,t+—de2,t+_—J;(dX1,t)2
011 0o 2 0z] (A4)
+ o dX1dXos + 1a2f(dX )2+ afdt |
0z10x5 R 2 O3 2t ot

A.1.3 Le cas des modéles & sauts
Soit une équation différentielle stochastique comportant des sauts :
dX: = a(t, 8)dt + b(t, 0)dW; + JdNy, (A.5)

ou V; suit une loi de Poisson de paramétre At. Si Y; = f(¢, X;), alors on a le
résultat suivant :

2 2
dy, = aa—{(t,Xt)dt-i-a(t, Q)Z—f(t,Xt)dt-i- b (t’e)a—f(t,Xt)dt
of

T 2 02
+£(t,Xt)b(t, )dW; + [f(t, Xo + Jp) — f(t, X;_)]dN;.

(A.6)

A.1.4 Régles de calcul

Certaines régles de calcul permettent souvent de simplifier les expressions

obtenues apreés transformation par la formule d’It6. Celles-ci sont résumées
dans le tableau A.5.

TAB. A.5 — Régles de
calcul stochastique

X dNt dt th

dN; dN; O 0
dt 0 O 0
aw, 0 0 dt
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A.2 Théoréme de Girsanov

Nous donnons dans cette section ’écriture formelle et une interprétation
intuitive de I'application du théoréme de Girsanov. L’intérét de ce théoréme
est triple :

— Il permet de calculer le prix des options pour des modéles plus généraux

que le modéle de Black et Scholes (1973).

— Il permet de calculer le prix d’options exotiques.

— D’aprés Cox et Ross (1976), le prix d’une option est égal & une espérance
sous la mesure risque-neutre. Evaluer une telle espérance est souvent
plus facile que de trouver ’équation différentielle que doit résoudre
une option. L’application du théoréme de Girsanov permet de trouver
directement cette version neutre au risque du processus générateur des
données.

Davantage de détails peuvent étre trouvés dans, par exemple, Karatzas et
Shreve (1997) et Jacod et Shiryaev (2002).

A.2.1 Pour un mouvement Brownien

Soit (2, F, P) un espace de probabilité, oi P désigne une mesure de
probabilité. Soient B; un mouvement Brownien standard sous la mesure P
et F; la filtration générée par B;. Notons que B; est une martingale sous
la mesure P. Soit enfin 7; un processus adapté a F;. Nous définissons tout
d’abord :

dBP = dB, + n,dt. (A7)
On remarque que dBtQ n’est plus une martingale sous la mesure P, puisque
pour tout 7, # 0, E(dB®) = ndt. L'idée du théoréme de Girsanov est de
pouvoir se placer dans un monde défini par la mesure @) ou dBtQ devient une
martingale. Pour cela, nous définissons :

Moo= 02
. |t (A.8)
= €xXp <_f775st - fﬂfd«?) ’
0 20
ou de maniére équivalente :
Q(F) = / M,dP,VF € F. (A.9)
F

Avec M; et la mesure () ainsi définis, le théoréme de Girsanov stipule que
sous la mesure (), dBtQ est un mouvement Brownien standard. Plusieurs
remarques importantes doivent étre faites :
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— () est une mesure équivalente & P, au sens ou ) et P affectent une
probabilité non-nulle aux mémes événements : VF' € F,Q(F) > 0 &
P(F) > 0.

— M, est une martingale définie par la quantité appelée dérivée de Radon-
Nikodyn (dQ/dP).

~ Si 6, = 0 alors la distribution de BZ sous P est une loi normale, B® ~
N (6t,1) alors que sous Q, B® ~ N(0,1).

Pour le cas particulier du processus Brownien géométrique standard, pour

passer du processus sous la mesure objective P défini par :

ds
— = q.dt + odB, (A.10)

St

au processus risque-neutre sous la mesure () :

dS; Q
— =rdt + 0dBy, (A.11)
St
il suffit de poser :
Qe —T
N =1 = (A.12)
o

Dés lors, le théoréme de Girsanov nous assure que () est une mesure équiva-
lente & P et que sous cette mesure dBtQ est une martingale. Ici, cette mesure
est en plus unique.

A.2.2 Pour un processus bivarié

Le théoréme de Girsanov pour un processus bivarié peut étre trouvé dans
Pham et Touzi (1996). Pour ce type de processus (modéles a volatilité sto-
chastique), nous posons :

dBtQ = dBt + ntdt,

A.13
dWE = dW, + vdt. (A.13)

La mesure () est équivalente & P et dBtQ , thQ sont des martingales sous ()
si la martingale M, est définie comme-suit :

d
(A.14)
¢ ¢ 1t 1t
= exp | [nsdBs + [vsdW; — = [n2ds — = [vids | .
0 0 2 0 2 0
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Dans ce cas, prendre en compte ’absence d’opportunités d’arbitrage et poser
m = 1 = (a. — 7)/0 ne conduit plus & une unique mesure () mais 4 une
infinité dont chacune dépend de I'expression de v;. Pour obtenir M; définie
de maniére unique, et donc une seule mesure () équivalente a P il faut émettre
des hypothéses sur v;. Hull et White (1987), comme Scott (1987) ou Wiggins
(1987) proposent de poser v, = 0. On obtient alors effectivemment une mesure
@ unique. Heston (1993) propose une spécification de »; proportionnelle a la
volatilité et obtient un modéle risque-neutre dont la structure sous la mesure
() est inchangée par rapport a celle donnée sous P mais dont les paramétres
du processus ont été modifié.

A.2.3 Pour un modéle a sauts

Pour un processus & sauts du type Merton (1976), nous posons (voir
Runggaldier, 2002) :
dBtQ = dBt + ’I']tdt,

Al
dANE = dN; + ¢ )edt, (A-15)

ou \; représente l'intensité (éventuellement dépendante du temps) du pro-
cessus de Poisson compensé dN; sous la mesure P, et 1, est un réel positif.
Alors, il faut avoir :

dQ
dp’

= exp(
exp (

pour que sous la mesure @), dBtQ et dNtQ soient des martingales. Le chan-
gement de mesure implique ici une translation du Brownien dB; et le chan-
gement de Dintensité du processus de Poisson de A; & ¥4 \;. A Pinstar de ce
qui se produit pour un processus bivarié, le théoréme de Girsanov, ne nous
conduit pas directement & une mesure unique, il garantit ’existence d’au
moins une mesure () qui est équivalente & P. Ici, prendre en compte ’ab-
sence d’opportunités d’arbitrage ne conduit pas 4 une mesure unique mais a
une infinité de mesures équivalentes. C’est une hypothése supplémentaire sur
les préférences des agents et donc sur ¢, qui va nous conduire & une unique
mesure risque-neutre permettant 1’évaluation concréte du prix d’une option
dans ce cadre.

Mt:

o .

1t
Nsd B, — §f77§ds) X (A.16)
0

o

(1 — ) Aods + ftln(zﬁs)st) ,
0



A.3. Dérivation de la sensibilité d’un call par rapport au sous-jacent.

A.3 Dérivation de la sensibilité d’un call par
rapport au sous-jacent.

La formule de Black et Scholes (1973) est donnée par :

C = S¥(d) — Kexp(—r7)®(ds),

4 - ln(S/K);—\Z__-i—f/?)T, (A17)

d2 = dl—O'\/’I_'.

La dérivée de C par rapport 4 S est :

oC 0®(d 0P(d
— = ®(d1)+S () — Kexp (—rT) ( 2),
oS oS oS
0d, 0P Ody 0P (A.18)
= ®(dy) S— =" _ Kexp (—7"7')—2—
0S dd; 0S 0d,
Les dérivées partielles ont pour expressions :
ody  O0dy 1
oS oS So\/T (A.19)
2 - @)= e (—a/2)
— = T) = X —ZT .
ox o Vor P
Par ailleurs :
fulds) = —exp(~/2)
= ——exp(— ,
N\U2 \/% p 2
1
= ——exp[—(di —oy7)*/2],
7 o
= 75 %P [—(d} — 2dioy/T + 0?1)/2],
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On a donc :
z_g — B(dy)+ # fa(di) — Ke%(_mf/v(dﬁ] ,
= o)+ % 1= e[ +0/2)r + dlo\/ﬂ] ,
_ e+ % - gexp[ln@/m]] ,
— o).

(A.21)
En procédant a des calculs analogues, on retrouve les différentes sensibilités
de l'option.

A.4 Lois de probabilité

Nous donnons I'expression des lois de probabilité utilisées dans ce travail.
Les ouvrages de référence dans ce domaine sont ceux de Johnson et Kotz
(1993) et Johnson et al. (1994).

A.4.1 Loi normale, N/

La loi normale d’espérance u et de variance o2 a pour fonction de densité :

. 2\ _ 1 ex (:E - :U‘)Q
In(z;p,0%) = Jors p [7202 ] : (A.22)

Elle est définie sur R.

A.4.2 Loi log-normale, In N

Si Y = In X suit une loi normale d’espérance p et de variance o2, alors
X suit une loi log-normale de paramétres p et o%. La fonction de densité
s’écrit :

B V2o x 20

L’espérance et la variance sont définies par :

BX) = exp(uto?/2),
Var(X) = exp(2u+ o?)exp(o?) —1].

fa (s p, 0%) = e (-M) 1[0, +o0f. (A.23)

(A.24)
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A.4.3 Loi inverse-gamma, 7G

La fonction de densité de la loi inverse-gamma de paramétres o > 0 et
B > 0 s’écrit :

g1 - B
frg(z; o, B) = exp 110, +o0|. A.25
oo ) = oo |~ |10 oo (A.25)
L’espérance est définie si @ > 1 et la variance est définie si o > 2 par :
px) =
a—1
(A.26)
ﬂ2
Var(X) = 5 :
(a—1)*(a— 2)

A.4.4 Loi binomiale, B

La fonction de distribution de la loi binomiale de paramétres n > 0 et
0 <p<1sécrit :

fs(z;n,p) = Cop*(1 — p)"“I{0, ..., n}. (A.27)

L’espérance et la variance sont définies par :

E(X) = np,
Var(X) = np(1-—p). (A.28)
Lorsque n = 1, on retrouve la loi de Bernoulli, notée Ber.
A.4.5 Loi béta, Be
La fonction de densité de la loi béta s’écrit, pour a > 0et 5> 0:
IBe(z; @, B) = 22711 — 2)P7'1[0,1]. (A.29)
B(a, B)
L’espérance et la variance sont définies par :
B(X) = ——,
a+p (A.30)
aB
Var(X) =

(a+B)*a+p+1)
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A.4.6 Loi de Poisson, P

La fonction de densité de la loi de Poisson s’écrit, pour A > 0 :

o) = = exp(-N1IN. (A.31)

L’espérance et la variance sont définies par :

E(X) = )

Var(X) = A (4-32)

A.5 Solutions et distributions des solutions des
modéles de diffusion standard

Nous fournissons ici les solutions, les lois de transition de I'instant £ a
Iinstant T (¢ < T), et les deux premiers moments centrés des modéles de
diffusion les plus fréquemment rencontrés dans la littérature.

A.5.1 Processus Brownien géométrique standard

L’équation différentielle stochastique qui définit le processus Brownien
géométrique standard est :

dY:
— = adt + odW,. (A.33)
Y

Pour trouver sa solution, il suffit de poser :

Z, = n(Yy), (A.34)

puis d’appliquer la formule d’It6. Evidemment on suppose que Y; est stricte-
ment positif. Les éléments qui interviennent dans la formule d’It6 sont :

0Z; 1
t t
0°Z, 1

X
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standard

et,
0Z;
— =0. (A.37)
ot
Nous obtenons donc :
o2

Maintenant, si nous procédons a 'intégration de cette derniére équation, nous

avons
2

T o T
ZT = Zt + / o — ; ds -+ / O'dWS, (A39)
t t

c’est & dire, en utilisant ’équation (A.34) liant Zr et Z; 4 Yy et Y} :

2

In(Yy) = In(¥;) + (a - %) (T — 1) + oWr. (A.40)

On peut remarquer que la loi de In(Y7) sachant Y; est une loi normale d’es-
pérance :

BlIn(Yr)|¥] = In(¥;) + (a - "5) (T - 1), (A.41)

et de variance :
Var[ln(Yr)|Y;] = o*(T — ). (A.42)

Finalement, en prenant 1’exponentielle de (A.40), on trouve I'expression de
la solution de I’équation différentielle stochastique (A.33), on a :

(a—;) (T —t)+oWr

Cela signifie que la loi conditionnelle de Y7 sachant Y; est une loi log-normale,
d’espérance :

Yr =Yexp (A.43)

E(Yr|Y;) = Yiexpla(T — )], (A.44)
et de variance :
Var(Yr|Y;) =Y exp 2a(T — t)] (exp [0*(T — t)] — 1) (A.45)

Il est facile de constater que le processus décrit par (A.43) n’est pas
stationnaire puisque son espérance et sa variance dépendent de I'intervalle
de temps séparant ¢ de T'. Dés lors, on comprend aisément qu’il n’est pas
adapté & modéliser la volatilité qui est, quant & elle, stationnaire.
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A.5.2 Processus Ornstein-Uhlenbeck simple

Le processus s’écrit sous la forme :
dX; = k(¥ — Xy)dt + ~vdW,. (A.46)

Pour trouver la solution, nous posons :
Zy = X, exp(kt). (A.4T)

Les éléments intervenant dans la formule d’It6 sont :

0% — explrt) (A48
—— = exp(kt), :
0X;
0°Z,
=0, (A.49)
0X}
et,
0Z;
— = kX exp(kt). (A.50)
ot
L’application de la formule d’It6 donne :
dZ; = [kXiexp(kt) + k(9 — X;) exp(kt)] dt + v exp(kt)dWy, (A.51)
= ki exp(kt)dt + vexp(kt)dW;. '
En intégrant cette expression de ¢ & T', nous obtenons :
T T
Zr=Zy+ /4519/ exp(ks)ds + 'y/ exp(ks)dWs. (A.52)
t t

En remplacant Zr et Z; par leurs expressions contenant X7 et X;, voir I’équa-
tion (A.47), et en effectuant le calcul simple de la premiére intégrale dans
(A.52), nous déduisons que :

Xp = X, exp[—k(T — £)] + 8 (1 — exp[—r(T — 1)]) + /t v expli(s — T)]dW,s.

En d’autres mots, la loi de X+ sachant X; est une loi Gaussienne : (499
Xr| Xy ~ N(E[X7], Var[XT)), (A.54)

dont P'espérance est égale 4 :
E(Xr|X:) = Xiexp[—r(T — t)] + 9 (1 — exp[—&(T — 1)), (A.55)
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et la variance est :

Var(Xr|X,)) = Var (th'y exp[r(s — T)]dWs> )

= tfexp[%;(s — T)]y%ds, (A.56)

= ;—K (1 — exp[2k(t — T)]).

Notons enfin que pour assurer la stationnarité du processus, « doit étre
strictement positif.

A.5.3 Processus Ornstein-Uhlenbeck dans sa version lo-
garithmique
En utilisant les résultats de la section qui précéde, on peut facilement

trouver la solution et la distribution de o7 lorsque o} est régi selon un pro-
cessus Ornstein-Uhlenbeck dans sa version logarithmique :

dIn(o?) = k[ — In(0?)]dt + vdW;. (A.57)

En effet, il suffit de poser :
X; =1In(o}), (A.58)

pour en déduire que :
02 = exp|¥ (1 —exp[—«&(T —t)]) + In(0?) exp[— (T — t)]] X
. (A.59)
exp (’yfexp[ﬁs(s — T)]dWs> :
t

Autrement dit, la loi conditionnelle de o2 sachant o, est une log-normale,
d’espérance :

B(o2lo) = exp (E[1n<o%>|ot]+V“T““;"%)"’t]),

= exp[9 (1 — exp[—(T —t)]) + In(0}) exp[—(T — t)]] x

exp [Z— (1 — exp|—&(T — t)])] ,

et de variance :

Var(oz|oy) = E(o7|o:)? [exp (Var[In(o7)|o:]) — 1] . (A.61)
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A.5.4 Processus Cox-Ingersoll-Ross
Lorsque o7 est régi selon le processus Cox-Ingersoll-Ross, c’est a dire :
do} = k(9 — 0})dt + v/ 2dW, (A.62)

il n’est pas possible d’employer la formule d’It6 pour obtenir la solution
de cette équation différentielle stochastique. En revanche, Cox et al. (1985)
montrent que la loi conditionnelle de o2 sachant o; est une loi du x? décentrée.
La fonction de densité s’écrit alors :

In f(02]0;) = Inc— c(o% + exp[—&(T — t)]o?)

+1/2¢1n (0? exp[ji"(T - t)]) (A.63)

+1In(1,)(2¢cy/ 020} exp[—&(T — t)))

o1,
2K
C T P - elst])
71— expl—x (A.64)
2k0
q = ?—17

et, I, désigne la fonction de Bessel modifiée de premiere espece d’ordre g :

IE/2)2”

= (z/q)? i : (A.65)

Mg+ n+1)

Par ailleurs, ’espérance et la variance conditionnelles sont égales & :

E(0%|0:) = o} exp[—k(T — )] +9 (1 — exp[—&(T — 1)]), (A.66)
et,
Var(odloy) = % (exp[—r(T — t)] — exp[-2+(T — t)]) +
2”:9 (A.67)

22 (= expl-n(T - ).

Notons enfin qu’il faut que v? < 2x9, pour que le processus soit station-
naire.
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A.5.5 Modéle linéaire

Le modéle linéaire est défini par ’équation différentielle stochastique sui-
vante :

dY; = k(9 — Y,)dt + yY;dW,. (A.68)

Elie (1994) fournit les méthodes pour l'obtention de la solution et de sa
distribution marginale. Cet auteur trouve la solution suivante :

T
Yy = &1 (Yt T K0 / gglds) , (A.69)
t

&r = exp [— (/4; + ’Y;)) (T —t) +~yWr (A.70)

La loi conditionnelle de la solution Y7 sachant Y; n’est pas connue, en re-
vanche la loi stationnaire de la solution est une loi inverse-gamma :

2Kk 2K
Y Y
d’ott 'on déduit 'espérance et la variance marginales du processus :
E(Yr) =1, (A.72)
et,
,192
Var(Yr) = ———, A.73
)= (A.73)
si 2k > 2.

A.6 Algorithme de Newton-Raphson

Nous décrivons 'utilisation de ’algorithme de Newton-Raphson pour ob-
tenir la volatilité implicite. Une description plus générale est fournie dans,
par exemple, Gouriéroux et Monfort (1996). Soit C* le prix observé d’un
call, d’aprés la formule de Black et Scholes (1973), ce prix est fonction, entre
autres de la volatilité. Nous notons :

C* = BS(0). (A.74)
Une simple inversion de la formule donne :

o= BS™'(C"), (A.75)
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ol ¢ est la volatilité implicite associée a ce call. L’expression de la fonction
BS~! n’est pas disponible analytiquement. L’algorithme de Newton-Raphson
consiste d’abord & poser une valeur initiale, ¢(®, on pourra prendre celle
suggérer par Manaster et Koehler (1982) :

o© = /2(|In(S/K)| + rT)/T, (A.76)
puis a répéter ’étape suivante jusqu’a obtenir la précision souhaitée :

o BS(c®)) — C*
vega(c®)

k+1)

o+ = gl (A.77)
Cet algorithme se révéle étre suffisant pour déterminer la volatilité implicite

pour des options européennes.

A.7 Evaluation pratique des options

Nous fournissons ici des compléments d’informations nécessaires a 1’ob-
tention pratique du prix d’une option pour différents modéles traités dans
notre étude.

A.7.1 Black et Scholes

Dans le cadre d’un processus Brownien géométrique standard, la formule
de Black et Scholes (1973) donne directement le prix d’une option de type
européen. Lorsque dans ce méme cadre, on change la valeur de 1'option a
I’échéance, il est plus difficile d’établir le prix d’une option et il faut recourir
a des méthodes de simulation de trajectoire du support.

A.7.1.1 La solution analytique

Le calcul du prix d’une option dans Black et Scholes (1973) implique le
calcul de la fonction de répartition de la loi normale. Celle-ci n’a pas de forme
analytique directement exploitable. On utilise alors la formule d’approxima-
tion suivante (voir Johnson et al., 1994) :

D(x) =1 — fa(z)(ark + ask® + ask?®), (A.78)

si z est positif, et,
O(z) =1—®(—2), (A.79)

si 7 est négatif, avec k = ——, @ = 0.33267, a, = 0.4361836, ay = —0.1201676
et as — 0.9372980.
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A.7.1.2 Meéthode de Monte-Carlo

Le résultat de Cox et Ross (1976) permet d’écrire le prix d'une option de
type européen sous la forme :

Cy = exp[—r(T —t)|E(Cr),

o (A.80)
= exp[—r(T —t)] [(Sr — K) f(Sr|0q)dSr,

K
ou f(Sr|fg) désigne la fonction de densité du support a ’échéance, ici f
est supposée log-normale, et les paramétres fg sont définis dans un monde
neutre au risque. D’aprés la loi des grands nombre, 1a moyenne d’une série
d’observations tend vers ’espérance de cette série. C’est le principe des mé-
thodes de Monte-Carlo. On peut donc envisager de remplacer l'intégrale par
une somme, on a :

N

C; =~ exp|—r(T — t)]% > (Sri — K)f(Srilbq), (A.81)

i=1

ou St; désigne la valeur du support a I’échéance pour la i-éme des N trajec-
toires simulées.

A.7.2 Hull et White

Nous utilisons le modéle "racine carrée" pour illustrer les méthodes de
calculs. On a, dans un monde neutre au risque :

dSt = TStdt + OtStdBty

do? = k(9 — o2)dt + yo, dWs, (4.82)

A.7.2.1 Développements limités

Hull et White (1988) fournissent une approximation du prix d’une option
obtenue & partir d’'un développement limité de Taylor d’ordre 2, au voisinage
de la valeur espérée de la variance intégrée, sur la formule de Black et Scholes
(1973). On note :

Vir = —— o?(s)ds, (A.83)

et, . ~
V = E(Vyr|ov). (A.84)
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Le prix d’une option est alors donné par :

. 18°Cps(z)

CHw(O'?) = CBs(V)+ ax2 (V)Vart(v)'i‘

%%(V)@(W V) +
1 SVT — t®' (dy)(dvdy — 1)
2 4V3/2

LSVT —1®'(d1)[(didy — 3)(didp — 1) — (d} + d3)] BV — TP
6 8V t

+...

= CBs(V) Vart(‘_/)-l—

(A.85)
o In(S/K) + (r + 17/2) (T 1)

\/ ’ (A.86)
dy = dy—\/V(T—1).

Garcia et al. (2001) fournissent davantage de détails sur 'obtention de cette
formule ainsi que sur ’expression des sensibilités. Il faut noter qu’en dehors de
la formule analytique donnée par Heston, cette écriture est la seule disponible.

d1:

A.7.2.2 Meéthode de Monte Carlo

On peut également avoir recours a des simulations de trajectoires pour
évaluer le prix d’une option. La procédure est simple mais peut étre chrono-
phage. Nous partons du processus risque-neutre :

dSt = TStdt + OtStdBt7
do} = k(9 — oP)dt + yorpdBy + you/1 — pPdW,

ou dB; et dW, sont deux browniens indépendants.

Si Poption expire & la date T et qu’on est en ¢, on subdivise l'intervalle
de temps [T' — ¢,T] en n sous-intervalles de longueur At = (T — t)/n, on
génére n variables aléatoires normales u; et v; (1 < i < n), et on simule les
trajectoires suivantes :

(A.87)

S; = Si_ 1[(1—i—7")A15—i—(7Z 1u VAL,

02 = KOAL+ (1 — k)o7 1 At + Yo 1pui VAL + yo,_10;4/1 — P2V A
(A 88)
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La valeur initiale Sy de la procédure est observable et gy peut étre simulée a
partir de la loi marginale de o2. Pour M simulations de trajectoires, le prix
d’un call européen est alors approché par :

exp[—r(T — t)]% Z max (Sp,, — K, 0). (A.89)

On peut améliorer les performances de cette procédure en utilisant la tech-
nique des variables antithétiques. Il s’agit simplement d’exploiter la symétrie
de la loi normale pour pouvoir réutiliser les tirages de u; et v;. Ceci a pour
effet de réduire ’écart type de la moyenne sur les trajectoires simulées. Elle
consiste a calculer des trajectoires en remplacant u; par —u; et v; par —v;.
Pour davantage de détails sur les méthodes de Monte Carlo et les techniques
permettant de réduire le temps des calculs, on peut se réferrer & Boyle et al.

(1997).

A.7.3 Heston

Heston (1993) suppose que le support et la volatilité sont générés, dans
un monde neutre au risque, selon le processus bivarié suivant :

dSt = TStdt+0'tStdBt,

do? = g*(0* — o2)dt + yo dW;. (4.90)
Il obtient une formule pour le prix d’un call européen de la forme :
ChHeston = SP1 — K exp(—rTB,). (A.91)
L’expression de P; pour j = 1,2 est :
Py l/w Re (eXp[m ln(K)]fj(x)> dz, (A.92)
2 wJo 1T
ou f; désigne la fonction caractéristique du processus. Celle-ci s’écrit :
fi = exp [C + Do} +izIn(9)], (A.93)
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avec :

*9* 1 — gedT-1)
C = rzm'(T—t)-l—K;T (bj — pyzi +d)(T —t) — 2In (19; :
-9
bj — pyri+dl— AT

D = ,
0a 1—g
bj — pyzi +d
g9 = T
bj — pyxi —d

d = /(pyzi — b;)® — v2(2ujzi — 22),

(A.94)
et uy = 1/2, ug = —1/2, by = k* — py, by = k*. L’évaluation de l'intégrale,
malgré son apparente complexité, peut étre effectuée & partir de nombreux
logiciels statistiques. En fait il suffit de remarquer que l'intégrale de la der-
niére équation est une transformée de Fourier de la fonction f;. Il existe
différentes méthodes d’approximation de cette intégrale, nous renvoyons le
lecteur intéressé aux travaux de Carr et Madan (1998) et Lewis (2001). Ce
résultat est uniquement valable pour des options européennes. Il existe tou-
tefois, pour certaines options exotiques, des formules analogues, voir Lewis
(2001) ou Duffie et al. (2000). Evidemment, on peut également utiliser la
méthode de Monte carlo lorsqu’il n’y a pas de formulation explicite du prix
de l'option.

On peut également supposer que la volatilité stochastique évolue selon
un processus Ornstein-Uhlenbeck, dans ce cas, la solution est donnée par
Schoebel et Zhu (1999).

A.7.4 Merton

Nous donnons ici une méthode de simulation de trajectoires du support
lorsque le support évolue selon le modéle a sauts défini par Merton (1976) :

dsS;

— = q.dt + odW, + JdN;, (A.95)

St

ou In(1 + J) ~ InN(ay,02). Une trajectoire du support est obtenue en
effectuant les étapes suivantes :
— Etape 1 : Subdiviser I'intervalle de temps [T —%,T] en n sous-intervalles
de longueur At = (T —t)/n.
— Etape 2 : Simuler la variable aléatoire N dans une loi de Poisson de
paramétre A(T —t). N représente le nombre total de sauts intervenant
durant la période de longueur 7" — ¢.
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A.7. Evaluation pratique des options

— Etape 3 : Simuler N variables aléatoires U;, uniformément distribuées
sur l'intervalle [¢,T]. Ces variables correspondent aux dates d’arrivées
des sauts.

— Etape 4 : Simuler Pamplitude des N sauts a partir de la loi de J, en
déduire J;.

— Etape 5 : Générer n variables aléatoires normales u;.

— Etape 6 : Simuler le cours du support selon,

Si = Sz_l[(l + CVC)At + ou; Vv At] + Jz

A.7.5 Ritchey

Une méthode trés proche de celle de Merton (1976) dans le sens, ou
les valeurs des options qui en résultent sont presque identiques, est fournie
par Ritchey (1990). Il suppose que les rendements sont distribués selon un
mélange de lois normales :

F(ye) = pfn(elp, 07) + (1 — ) f (el 2, 03), (A.96)

ol iy, Mo, 01 €t 09 sont les paramétres respectant la condition de neutralité
face au risque. On peut noter que Ritchey (1990) n’indique pas quelle pro-
cédure utiliser. Evidemment lorsque le lien entre les modéles de mélanges et
les modéles & sauts est fait, la risque-neutralisation de ce type de processus
rejoint celle des modéles a sauts.

Placons nous a la date t =T — 1, c’est & dire & une période de ’échéance
(1 = 1), et cherchons & évaluer le prix du call :

C; = exp(—r7)E(Cr). (A.97)

L’espérance FE(Cr) se calcule facilement. En effet, il suffit de remarquer que le
rendement généré sur cette unique période proviendra, soit d’une loi Gaus-
sienne de moyenne y; et de variance o2 avec une probabilité p, soit d’une
loi Gaussienne de moyenne p, et de variance o2 avec une probabilité 1 — p.
Dans les deux cas, cette variation sera issue d’une loi normale. Nous pouvons
donc appliquer pour chaque cas la formule de Black et Scholes (1973). Nous
obtenons le résultat suivant :

E(Cr) = pE(Cr|p1,01,7 =1) + (1 — p)E(Cr|pa, 02, 7 = 1). (A.98)

Autrement dit, le prix du call est égal a la somme, pondérée par les probabi-
lités d’apparition de chacune des deux composantes, de prix de calls évalués
par la formule de Black et Scholes (1973).
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Pour évaluer le prix d’une option a la date ¢t = T — 7, nous procédons
suivant le méme principe. Si y; est distribuée suivant un mélange de deux
lois normales, alors la fonction de densité des rendements & I’échéance 7' est
un mélange de 7 + 1 lois normales :

T+1

Flyr) = wifw (v M;, %) (A.99)

i=1

ou :
|

| |pT1(1 - p)T27 221—11 Ww; = 17
T1:T2: (A.lOO)
M; = myp + Topa,
E? = ’7'10'% + ’7'20'%,

w; =

et 7, 9 = T — 71 représentent, respectivement, le nombre d’apparitions de
la premiére et seconde composante sur la période. Comme dans le cas a une
période, on peut calculer la valeur espérée du call a 1’échéance :

T7+1
E(Cr) =) wiB(Cr|M;, i, 7 = 1), (A.101)
i=1
et sa valeur présente est :
T7+1
C; = exp(—rT) ZwiE(CﬂMi, ¥, T=1). (A.102)
i=1

Chacune des 7 4+ 1 composantes étant une loi normale, ’espérance est égale
a la somme des valeurs d’un call évaluées par la formule de Black et Scholes
(1973). La méthode est illustrée dans le graphique A.5.
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A.8 Moments de V

Dans le chapitre 5, nous avons indiqué que I'application de notre méthode
d’estimation a4 des données réelles nécessite la détermination des premiers
moments de la quantité V, 7. Rappelons que celle-ci est définie comme étant
la moyenne de la volatilité au carré intégrée :

1 T
Vir=—— [ olds. (A.103)
T—-tJ:

Nous avons déja donné les expressions du premier moment de Vt,T des cas
LOG-OU et LOG-OUS dans le chapitre 4 (voir les équations (4.18) et (4.19)).
Nous cherchons ici & donner une procédure afin de déterminer le moment non-
centré d’ordre 2 de la volatilité intégrée lorsque la volatilité est régie selon
un processus LOG-OU :

dIn(o?) = k[ — In(c?)]dt + ydW;. (A.104)

Les moments non-centrés d’ordre supérieur & 2 se déduisent de la méme
maniére. L’obtention des moments centrés ne pose, quant a elle, aucune dif-
ficulté si nous disposons des moments non-centrés. Par ailleurs, la procédure
que nous nous apprétons & décrire reste valable pour le cas LOG-OUS, il y
a simplement un accroissement important des écritures. C’est ce qui justifie
que nous privilégions le cas simple.

Pour déterminer le moment non-centré d’ordre 2, la premiére étape consiste
a remarquer que (A.104) peut étre réécrit sous une forme équivalente en uti-
lisant la formule d’It6 :

dfy = —kfudt + V2kdWs, (A.105)
pour,
Jt = @[ln(af) — ). (A.106)
v

En réappliquant la formule d’It6 sur le processus df;, nous obtenons la solu-
tion suivante pour f; :

fr = hexpl=n(T =)+ [ Varexpln(s = T)lds (A.107)

Parallélement & ce résultat, nous savons également que :

E; ([ /t Tofds] 2) =2 /t i /t s Ei(020?)duds, (A.108)
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pour u < s et ou Ey(.) = E(.|o;) désigne 1'espérance conditionnelle sachant la
volatilité instantanée en ¢. Il nous faut, & présent, calculer 'intégrande dans
(A.108). Nous avons :

Ey(020?) = E; : (A.109)

Y Y
exp (Efu + 19) exp (Efs + 19)

ceci provient simplement de I’équation (A.106) liant f; et oZ. Maintenant, si
nous exploitons les expressions de f, et f, données dans (A.107) et que nous
séparons les termes déterministes des termes stochastiques dans (A.109), nous
obtenons :

Ei(020?) = A(t, s,u) E; [exp(X,) exp(Xy)] (A.110)

A(t,s,u) =exp |20 + \/,;?ft (exp[—k(s — t)] + exp[—kr(u —1)]) |, (A.111)
et, .

X = /t v exp[k(z — 7)) dW,, (A.112)

pour ¢ = s, u.
Nous faisons remarquer que par un simple jeu d’écriture I’espérance condi-
tionnelle dans (A.110) peut se réécrire :

E; lexp (X;) exp (X,)] = Ey [exp (X — X,) exp (2X,)]. (A.113)
Or, X; — X, et 2X,, sont deux mouvements Browniens indépendants, d’ot :
E; [exp (Xs; — X, ) exp (2X,)] = Ey[exp (X — Xy)] By [exp (2X,)]. (A.114)

Il reste donc & calculer les deux espérances conditionnelles présentes dans le
terme de droite de I’équation (A.114). Toutes deux étant des espérances de
variables aléatoires distribuées selon une loi log-normale, nous avons donc :

Vard (X, — X,
Eylexp (X, — X,)] = exp |E(X, — X,) + 4 5 ) ,
(A.115)
(Vart(Xs - Xu))
= exp :
2
car X, et X, ont une espérance nulle. De méme, on trouve :

Ei[exp(2X,)] = exp[2Var:(X,)]. (A.116)
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A présent, il suffit de noter que :

Var (X, — Xy) = VardX,) + Vary(X,) — 2Cov (X, X4), (A.117)

2

Vary(X;) = ;_m (1 — exp[2k(t —7)]), (A.118)

pour ¢ — s, u, et,

Cov(Xs, X)) = f’y2 exp[k(z — u)] explk(z — s)]dz,
L (A.119)

= ;—K (exp[k(u — s)] — exp[2rt — k(u + 5)]),

pour achever le calcul de (A.114). Le résultat final est relativement compli-
qué puisqu’il s8’écrit encore sous la forme d’une double intégrale qu’il semble
difficile de réduire :

E; ([fafds] ) = 2fjA(t,s,u) exp [—Cov( X, Xy)] X
! b (A.120)

) 1
exp §Va7"t(Xu)+ §Vart(Xs) duds,

ou tous les termes présents ont été définis. En revanche, nous faisons re-
marquer que son approximation par des techniques numériques ne pose au-
cune difficulté particuliére. D’autre part, ’expression du second moment non-
centré de V; r dépend de la volatilité instantanée en ¢ via f; dans A(t, s, u).
En d’autres mots, il est possible de déterminer numériquement la valeur du
second moment non-centrée, et par suite le second moment centré, de V,r,
pour une valeur In(o?).

Une autre facon de faire pour déterminer les moments de V' est donnée par
Meddahi (2001) et Andersen et al. (2004). Ces études sont issues du courant
de littérature visant & approcher la volatilité instantanée par la volatilité
réalisée intra-journaliére. Dans cette approche, les moments de la volatilité
intégrée, c’est a dire ce que nous cherchons, sont des quantités fondamentales.
Les recherches dans ce domaine s’arrétent actuellement a des modéles de
volatilité stochastique sans sauts. Nous donnons ici un certain nombre de
résultats susceptibles d’étre employés dans notre méthode d’estimation.

Meddahi (2001) montre que dans le cas ou la volatilité est régie selon un
processus LOG-OU, la solution ¢? peut également s’écrire sous la forme :

of = a;H(i, f), (A.121)
=0
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ou f; est définie par (A.106),

a; = exp (19 + 4/£) (7/\/\/1_2'_@ , (A.122)

et,
H(i,z) =2zH(i—1,z) — 2(i — 1)H(i — 2, ), (A.123)

désigne le polynéme d’Hermite. Avec ce type d’expression pour oz, ses mo-
ments prennent des formes plus facilement manipulables, puisque Andersen
et al. (2004) obtiennent par exemple :

E(o3) = ay, (A.124)
ou encore :
Ei(07) = ag + Z a; exp(—ri(T — t))H (i, fi). (A.125)
i=1

Ainsi, les moments de la volatilité intégrée deviennent plus faciles a calculer,
par exemple, le premier moment est :

FVir) = ao(T f;af“”‘p 0 gy (aazs)

K1

Les auteurs indiquent, sans toutfois les donner, que les moments d’ordre
supérieur peuvent facilement étre déterminés.

Enfin, et a titre de comparaison, on peut trouver dans I’annexe de Bollers-
lev et Zhou (2002) ’expression des premiers moments de la volatilité intégrée
pour un processus & la Cox-Ingersoll-Ross. On constatera que les expressions
y sont bien plus simples que celles obtenues dans le cas LOG-OU.

A.9 Deétails de Palgorithme décrit dans le cha-
pitre 5.

Nous décrivons ici les détails techniques de 1’algorithme permettant d’esti-
mer les paramétres du modéle complet décrit dans le chapitre 5. L’estimation

des cas particuliers qui en découle se déduit facilement de ce cas général.
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Nous imposons les lois a priori suivantes :

a~ N(ag,b,), az~Nl(az,bz),
3 /-‘LJNN(aJ7bJ)7

, g~ Be(ag,by),
Cg,dg , (5 NIg(Cg,dg),

Les valeurs des hyperparamétres pour les lois a priori normales sont, pour
i = {a, Z, p, J, B}, a; = 0, b; = 100. Pour les lois bétas, nous avons a, =
b, = a; = b, = 0.5. Enfin, pour les lois inverses-gamma, nous avons choisi
pour j ={ &, 0, 0 }, ¢; = 0.001 et d; = 0.001. Toutes ces lois a priori sont
donc diffuses, néanmoins nous avons également des contraintes identifiantes
qui peuvent &tre interprétés comme des a priori trés forts. En effet, nous
imposons p > 1—p,g>1—q, & > 1et, 6> 1.

L’algorithme que nous proposons consiste d’abord & :

— Etape 0 : Collecter T prix d’options C}, ou si nous disposons de I'indice
de volatilité, retrouver le prix d’une option & parité et & un mois de
I’échéance en injectant la valeur de I'indice dans la formule de Black et
Scholes (1973), Cf = Cps(ory).

Puis, dans un second temps, a construire un échantillonnage de Gibbs o1, &
chaque itération, nous répétons les étapes suivantes :

— Etape 1 : Pour des vecteurs de paramétre 0? et 08 donnés, trouver pour
chaque observation, la volatilité moyenne espérée E(V;r) qui vérifie
Curerton| E(Vir)] = CF. Si pour une observation cette valeur n’est pas
définie, aller a 1’étape 2. Sinon, étant donnée E(V;r), trouver la valeur
o4 qui vérifie 'équation E(V, 1) T ; ft (02|o4)ds. Dans les deux cas
les techniques employées sont numériques et nous avons procédé par
tatonnements. A issue de cette étape, nous disposons des T volatilités
instantanées.

— Etape 2.A : générer les T 2} selon :

pfn(ye o, heA)
pfn (e o, heA) + (1 — p) fn (yg; @ + g, htA62)7
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puis calculer les statistiques suivantes :

ni =Y 1z =0], nip=> 1z =1],
n n
T 1 T 1
gll = Z —]I[Zi'l = 0]7 521 == Z —]I[Z? = 1]7
t=1 hyg t=1 h
T T
_ Y _ Y
Jiz= Y A =0], gap=) L[ =1],
t=1 hy t=1 hy
— v — 2 T
p= WO ) = SR =1

— Etape 2.B : générer les T variables indicatrices 2! selon :

afn(In(he) |+ Bln(he1),67)
qfn(In(he) |+ BIn(he_1), 0%)+
(1 — @) fa(In(he)|p + g + BIn(he_1), £26%),

P[P = 0]

puis calculer les statistiques :

T T
ng = Y L[z = 0], ng =Y [z =1],
t=1 t=1
_ T 3 T
hoi = S In(hy_)[zF = 0], hiy = 3 In(hs_i)I[2F = 1],
=2 t=2
_ T _ T
hoa = Y. In(h)I[2 = 0], hia = > In(hy)1[2F = 1],
= =1
S =2 Iz =0], s1=Y1[z=1],
t=2 t=1

T T
Soe =2 I[2h=0], 510=> 1z =1],
t=2 t=1

5o = 3. n(h) = = Bk )11 = 0]
1= 3 (n(he) = = g = Ba(he- P = 1),

— Etape 3 : simuler les paramétres suivant leur lois a posteriori condi-
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tionnelles :

ou :

Y4 ~ Be(n11 -+ ap, T2 -+ bp),
q ~ Be(n21 -+ aq, Tloo -+ bq),

5 ~ IG @'i‘ca‘i‘la{'i'da )
2 2
Tio1 Moo So 3
0 ~ IG| —+ St —+—+d) ],
9 Tog2 Vg T gp? 2
N1 51
2 ~ Ig —+C,—+d 3
¢ 982 | o2 ¢
a ~ N(EV,),
Qz o~ N(Ez,VZ),
uoo N(EM7VM)7
,6 ~ N(E,V[g),
pr ~ N(EpnVi),
07 = L(éj_l)?
TL12
Yoo + Q7Y Gq
Ea=(g12+y22 ~2Zy21+—) Vi,
153 bo
1
Vo=

11+ Go1 /0 + 1/ba,

Yoo — QY1 Gz
By = (7 + —) v

Vy =

&2 by

1
Yo /52 +1/b,
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1 [ 5po—h S19— 8 —h a
Eu _ - 02 201/B+ 12 11;%]2 11/3+_u ,
v, 5 5% b,

1
501/6% + 511 /(6%€*) + 1/b,’

B, = i<§12—§11,u—]_111/3+a_J>,

Vs 62¢2 by
V. = 1
T 5 /(0%) + 1/by
1 [ hoe—hoip  hio—hu(p+ps)  ag
Eﬂ == V ( 62 + 62 ) + T 3
8 3 bs
1
Vg =

ho1 /6% + by [/ (6%€%) +1/bg

— Etape 4 : Déduire, de ces tirages, la valeur des paramétres en temps
continu,

0-% = L(~2_1)7
TL12

puis les paramétres risque-neutres du processus de volatilité.
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