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Resumé : Inspiré par les travaux des physiciens E. Witten, R. Dijkgraaf,
E. Verlinde et H. Verlinde, B. Dubrovin a défini, en 1991, la structure de Frobenius
sur une variété complexe. Les variétés de Frobenius sont des variétés complexes
munies d'une métrique plate et d’'un produit sur le fibré tangent complexe qui
satisfont certaines conditions de compatibilité.

En 2001, S. Barannikov a montré que la variété de Frobenius provenant de la
cohomologie quantique de ’espace projectif complexe de dimension n est isomorphe
a la variété de Frobenius associée au polynéme de Laurent x1+. . .+x,+1/z1 ... 2.

L’objectif de cette these est de généraliser ce résultat. Plus précisément, étant
des entiers strictement positifs wy, ..., w,, nous montrons, modulo une conjec-
ture sur la valeur de certains invariants de Gromov-Witten orbifold, que la struc-
ture de Frobenius obtenue sur la cohomologie quantique orbifolde de I'espace pro-
jectif de poids wy,...,w, est isomorphe a celle obtenue a partir du polynome
f(ugy .. up) == ug+ ...+ u, restreint & U := {(ug, ..., u,) € C"* | [, u* = 1}.
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CHAPITRE 1

Introduction

I1.1. Historique du probléme

En 1991, B. Dubrovin a défini la structure de Frobenius sur une variété com-
plexe pour axiomatiser une partie de la riche structure mathématique de la théorie
topologique des champs (cf. introduction de [Dub96]). Il s’est inspiré des travaux
des quatre physiciens E. Witten [Wit90], R. Dijkgraaf, E. Verlinde et H. Verlinde
[DVVO1]|. Les variétés de Frobenius sont des variétés complexes munies d'une
forme bilinéaire non dégénérée plate et d'un produit sur le fibré tangent com-
plexe qui satisfont certaines conditions de compatibilité. Elles possedent aussi un
potentiel qui satisfait le systeme d’équations aux dérivées partielles WDVV du
nom des quatre physiciens cités plus haut. B. Dubrovin a montré qu’une variété de
Frobenius semi-simple est déterminée par des « conditions initiales » en un point.
Ces variétés ont une structure assez riche et elles apparaissent naturellement dans
différents domaines des mathématiques : notamment en théorie des singularités et
en cohomologie quantique.

La cohomologie quantique, découverte par les physiciens E. Witten, R. Dijk-
graaf et C. Vafa dans la théorie des modeles sigma, a été axiomatisée en géométrie
algébrique par M. Kontsevich et Y. Manin en 1994. En 1995, Y. Ruan et G. Tian
ont donné une version de la cohomologie quantique en géométrie symplectique.

Dans ces deux approches toute la difficulté réside dans la définition des inva-
riants de Gromov-Witten. Ces invariants « comptent » le nombre de courbes de
genre et de degré fixé qui vérifient certaines conditions d’incidence dans une variété
compacte (symplectique ou projective). Si I'on ne considere que les invariants de
Gromov-Witten qui comptent les courbes de genre 0 alors on obtient la cohomo-
logie quantique et elle est naturellement munie d'une structure de variété de Fro-
benius. Son potentiel, appelé potentiel de Gromov-Witten, est la série génératrice
formée par ces invariants de Gromov-Witten. La forme bilinéaire non dégénérée
plate est donnée par la dualité de Poincaré et le produit, qui est une déformation
du cup produit, est défini a I'aide du potentiel de Gromov-Witten et la dualité de
Poincaré.
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Une autre source d’exemples de variété de Frobenius vient de la théorie des
singularités. Dans les années soixante-dix et quatre-vingt, K.Saito a étudié les
déploiements universels des singularités isolées d’hypersurfaces. En 1983, K. Saito
a introduit la notion de structure plate, et a conjecturé qu’une telle structure existe
de maniere naturelle sur la base du déploiement universel d’une singularité isolée
d’hypersurface. Cette conjecture a été montrée par M. Saito en 1989. Par ailleurs,
la notion de structure plate s’est révélée étre identique a la notion de structure de
Frobenius, considérée plus tard par B. Dubrovin.

La symétrie miroir peut se formuler en termes d’isomorphisme entre les variétés
de Frobenius provenant de la cohomologie quantique (coté A) et celle provenant
de la théorie des singularités (coté B).

En 2001, S. Barannikov a montré dans 'article [Bar00] que la variété de Fro-
benius provenant de la cohomologie quantique des espaces projectifs complexes
est isomorphe a une variété de Frobenius naturelle sur la base du déploiement
universel du polynéme de Laurent 1 + -+ -+ z, + 1/x1 ... 2.

L’objectif de cette these est de généraliser ce résultat aux espaces projectifs a
poids. Pour cela, nous utilisons la théorie des orbifolds et les constructions qui s’y
rattachent. Dans les articles [CRO4] et [CRO02|, W.Chen et Y.Ruan définissent
I’anneau de cohomologie orbifolde via les invariants de Gromov-Witten orbifolds.
Le cup produit orbifold est défini comme la partie de degré zéro du produit quan-
tique orbifold et il se calcule via la classe d’Euler d'un fibré obstruction. Le produit
quantique orbifold est défini par le potentiel de Gromov-Witten. Ainsi, comme
dans le cas des variétés, la cohomologie quantique orbifolde est naturellement mu-
nie d'une structure de Frobenius.

D’un autre c6té, A.Douai et C.Sabbah (cf. [DS03]) ont expliqué comment
construire une variété de Frobenius canonique sur la base d'un déploiement uni-
versel de tout polynome de Laurent commode et non dégénéré par rapport a son
polyedre de Newton. En particulier, dans 'article [DS04], les auteurs ont mis
cette construction en pratique sur le polynome wgug + --- + wpu, restreint a
U = {(ug,...,u,) € C™ | [l,w" = 1} olt wo,...,w, sont des entiers stric-
tement positifs et premiers entre eux. Les travaux de A.Douai et C.Sabbah ou
ceux de S. Barannikov portent sur le polynome de Laurent lui-méme et non sur
une étude locale de ses singularités.

Dans cette these, nous comparons les structures de Frobenius, dont I'existence
est assurée par les résultats généraux rappelés ci-dessus, obtenues sur la cohomo-
logie quantique orbifolde des espaces projectifs a poids P(wo, ..., w,) (coté A) et
celles obtenues a partir du polynome f(ug,...,u,) = ug + -+ - + u, restreint a U
(coté B).
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Nous démontrons d’abord une correspondance entre « les limites classiques ».
Pour expliquer cela, introduisons quelques notations. Pour le ¢6té A, nous notons
H2 (P(wy, . . . ,wy), C) la cohomologie orbifolde de P(wy, . . ., w,), U le cup produit
orbifold et (-,-) la dualité de Poincaré orbifolde. Pour le co6té B, nous considérons
I'espace vectoriel Q™(U)/df A Q"1 (U). 11 est naturellement muni d'une filtration
croissante, appelée filtration de Newton et notée N,, et d'une forme bilinéaire non
dégénérée. Le choix d’une forme volume sur U nous permet de définir un produit
sur cet espace vectoriel. Comme le produit et la forme bilinéaire non dégénérée
respectent la filtration de Newton, nous avons un produit, noté U, et une forme
bilinéaire non dégénérée, notée [g], sur le gradué de Q*(U)/df A Q" }(U) par
rapport a la filtration de Newton. Le théoréme suivant est démontré au paragraphe
VIIL.1.

THEOREME I.1.1 (Correspondance classique). On a un isomorphisme
d’algebres de Frobenius graduées entre

(Ho(P(w),C), U, ()

orb

et
(grj*\f (Q"(U)/df N Qnil(U)) U, [[g]]('v )) :

Signalons que dans un contexte algébrique et plus général, A. Borisov, L. Chen
et G.Smith [BCS05] ont calculé I'anneau de cohomologie orbifolde pour un champ
de Deligne-Mumford associé a une variété torique simpliciale et, dans le cas des
espaces projectifs a poids, trouvent le méme résultat, sans la forme bilinéaire non
dégénérée cependant.

Puis, nous énongons une conjecture (cf. V.3.6) sur la valeur de certains inva-
riants de Gromov-Witten orbifolds et nous montrons au paragraphe VIL.2 que cette
conjecture implique un isomorphisme entre les variétés de Frobenius provenant du
coté A et du coté B.

Les deux énoncés de correspondance sont démontrés, modulo la conjecture
V.3.6, au chapitre VII. Ils utilisent les résultats des chapitres IV et V pour le coté
A et les résulats du chapitre VI pour le coté B.

Au paragraphe 1.3 (resp. 1.4) de I'introduction, nous reviendrons plus en détails
sur les contenus des chapitres IV et V (resp. VI).

1.2. Les variétés de Frobenius

Rappelons d’abord la définition d’une variété de Frobenius, introduite par Du-
brovin dans [Dub96].
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Soit M une variété complexe. Notons Q) le faisceau des fonctions holomorphes
sur M et ©); le faisceau des champs de vecteurs holomorphes sur M.

DEFINITION 1.2.1 ([Dub96] Lecture 1, voir aussi [Man99] p.19, [Her02] p.146,
[Sab02] p.240). Etant donné une forme bilinéaire non dégénérée g, un produit *
associatif et commutatif d’élément unité e sur le fibré tangent complexe TM. On
dit que (M, g, *, e) est une structure de Frobenius si les conditions suivantes sont
satisfaites :

(1) la forme bilinéaire non dégénérée g est plate et V(e) = 0, ou V est la
connexion sans torsion associée a g,

(2) pour tous champs de vecteurs £,m,(, on a
VenoQ) =mx Ve = Vy(* Q)+ XV — [ m x (= 0;

(3) pour tous champs de vecteurs £,m,¢, on a g(€xn,{) = g(&,n*();

(4) il existe un champ de vecteurs €, appelé champ d’Euler, et un nombre
complexe D tels que

(a) ona Le(g(&,n))—9(Lel,n)—g(&. Len) = D-g(&,n) pour tous champs
de vecteurs £,m ou L est la dérivée de Lie;

(b) on a Le(Exn) — Le&xn—ExLen = Exn pour tous champs de vecteurs
&1

REMARQUE 1.2.2. (1) D’apres les conditions (1) et (4a), I'endomorphisme
V& de Oy est une section V-horizontale du faisceau Ende,, (©a).

(2) Supposons que M soit simplement connexe et que I'endomorphisme V&
soit semi-simple. Soit (t1,...,%,) un systeme de coordonnées plates sur
M. D’apres le lemme 1.2 du cours 1 de [Dub96] (voir aussi le paragraphe
VII1.2.b de [Sab02]), il existe une fonction holomorphe, appelée potentiel,
F : M — C telle que pour tous i, j, k dans {1,...,n}, nous ayons

3
Fiji = % = g(0, *8tj,atk)-
Le potentiel n’est déterminé qu’a I’addition pres d'un polynome de degré 2.
Comme le produit x est associatif, le potentiel est solution des
équations WDVV suivantes, qu’on appelle aussi équations d’associativité,
Pour tout i, j, k, ¢ dans {1,...,n}, nous avons

> Fiag™Fue =Y Firag™Frie Vi gk L€{1,... ,n}
a,b

a,b
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ol (gab) est I'inverse de la matrice de la forme bilinéaire non dégénérée g
dans les coordonnées (4, ...,t,). De plus, ce potentiel vérifie la condition
d’homogéniété suivante par rapport au champ d’Euler : la fonction €(F)—
(D + 1)F est un polynome de degré inférieur ou égal a deux.

(3) La condition (4b) implique que [e, | = e. Si nous prenons £ = ( = e et
n = € dans 1'égalité (2) nous obtenons V.€ = e. Nous avons aussi les
égalités

VeE+ (VE)" = D.id et (Ex)* = Ex
ou (+)* est I'adjoint par rapport a la métrique g.

Pour montrer un isomorphisme entre deux variétés de Frobenius, nous utilisons
le théoréme suivant.

THEOREME [.2.3 ([Dub96], lecture 3; voir aussi [Sab02], p.250). Soit ¢° :
CH x CH — C une forme bilinéaire non dégénérée. Soit Ay une matrice complexe
de taille p x p semi-simple réguliére telle que (A)* = A§. Soit Ax une matrice
compleze de taille px p telle que A + A%, = w-id avec w € Z. Soit €° un vecteur
propre de Ax pour la valeur propre q. Le quadruplet (A5, Ao, g°, €°) détermine un
unique germe de variété de Frobenius ((M,0),%,e, & g) (avec la constante D =
2q+2—w) tels que via l'isomorphisme entre ToM et C* on ait g° = g(0), Aj = Ex,
Ao = (q+ 1)id — V€ et e® = €(0).

Signalons que ce théoreme a été généralisé par C. Hertling et Y. Manin dans
[HMO04|(cf. théoreme 4.5).

Pour montrer un isomorphisme entre la variété de Frobenius provenant de
P(wy,...,w,) et celle provenant du polynome de Laurent f, nous allons montrer
que leurs conditions initiales vérifient les hypotheses du théoreme ci-dessus et
qu’elles sont égales.

1.3. Le coté A

Nous construisons la structure de Frobenius sur 'espace vectoriel complexe
H o (P(wo, ..., wy), C) de dimension p = wy + -+ - + w,. La forme bilinéaire non
dégénérée est donnée par la dualité de Poincaré pour les orbifolds, nous la no-
tons (-,-). Au paragraphe IV.3, nous définirons une base (no,...,7,-1) de les-
pace vectoriel HZ,(P(wo,...,w,),C). Notons (to,...,t,—1) les coordonnées sur
Hr (P(wo,. .., wy,),C) dans cette base. Le champ d’Euler est donné par la for-
mule suivante

pn—1
€= pdy + Yy (1 —o(i))t:idy,

=0
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ou o(i) est la moitié du degré orbifold de 7;. Le produit quantique, noté *, est

défini & l'aide du potentiel de Gromow-Witten orbifold, noté £, par la formule
suivante

PFM (1, ...,

ot;0t;0ty,

Les conditions initiales de la variété de Frobenius sont les données (A§, A, (-, ), M0)
o Af == Cx |4—o et Ay := id —VE&. On peut calculer facilement la matrice A,
mais pour calculer la matrice Ag, il faut calculer le cup produit orbifold et certains
invariants de Gromow-Witten orbifolds.

Le chapitre 111 est composé de rappels sur les orbifolds complexes et commu-
tatives que nous utiliserons aux chapitres IV et V.

Au chapitre IV, nous étudions la cohomologie orbifolde de P(wy, . . ., w,,) et nous
en donnons une base naturelle. Puis, nous exprimons la dualité de Poincaré, notée
(-,-), et le cup produit orbifold dans cette base. En particulier, le fibré obstruction
est calculé dans le théoreme IV.5.13.

Au chapitre V, nous étudions la cohomologie quantique orbifolde des espaces

ty1) _ (Ot; % Ot;, Ot

projectifs a poids. Nous définissons le champ d’Euler et nous calculons la matrice
A a la proposition V.2.11. Puis, nous décrivons précisément les invariants de
Gromov-Witten orbifolds qui nous permettent de calculer la matrice Ag. A 'aide
du cup produit orbifold, du théoreme V.3.3 et de la conjecture V.3.6, nous pouvons
calculer la matrice Ag.

1.4. Le coté B

Soit U := {(ug,...,u,) € C"* | T[,u}" = 1}. Dans l'article [DS04], le po-
lynome considéré est woug + - - - + wy,u, restreint a U et les poids sont premiers
entre eux dans leur ensemble. Dans notre cas, nous ne faisons pas cette hypothese
sur les poids et le polynome f est ug + - -+ + u, restreint a U. Néanmoins, nous
pouvons utiliser les mémes techniques et nous démontrons le théoreme suivant.

THEOREME L.4.1. Il existe une structure de Frobenius canonique sur tout germe
de déploiement universel du polynéme de Laurent restriction de f(ug,...,u,) =

Le chapitre VI est consacré a I’étude de cette structure de Frobenius associée
au polynome de Laurent f. Au paragraphe VI.1, nous calculons les conditions
initiales de cette structure de Frobenius.

Au deuxieme paragraphe, nous montrerons que le potentiel de la structure est
définie par certaines conditions initiales, en fait les mémes que celles pour le coté
A, si la correspondance est exacte.
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Au troisitme paragraphe, nous considérons l'espace vectoriel Q"(U)/df A
Q"1 (U) muni d’une filtration croissante, appelée filtration de Newton, et d'une
forme bilinéaire non dégénérée. Le choix d'une forme volume sur U nous permet
de définir un produit sur cet espace vectoriel. Nous montrerons que le gradué
de cet espace vectoriel par rapport a la filtration V, est muni d’une structure
d’algebre de Frobenius.






CHAPITRE 1II

Préliminaires combinatoires

I1.1. Notations

Dans la suite de ce travail, nous utiliserons les notations ci-dessous.

Soient n et wy, . .., w, des entiers strictement positifs. Posons p = wo+- - -+w,.
Pour tout sous-ensemble I = {i1,...,i5} de {0,...,n}, notons w; = (wy,, ..., w;,).

Pour tout v € [0, 1], posons I(y) := {i € {0,...,n} | yw; € N} et notons
d(7y) son cardinal. Posons a(y) = {ywo} + --- + {yw,} ou {-} désigne la partie
fractionnaire. Nous avons les relations suivantes :

I(y) = T({1 = });
(L1 a(y)+af{l =9} =n+1-6(7);
(I1.1.2) Yo+ 71+ Yoo € N & 202200 — | oy =1 — {79+ 71}

I1.2. La combinatoire des nombres o

Considérons 'ensemble | |7 {¢/w; | ¢ € {0,...,w;—1}} ot | | désigne la réunion
disjointe. Soit V I'application naturelle

| [{/wileed{0,....wi =13} = Q@no.1]
i=0
d’image notée S,,. Choisissons une bijection
s:{0,....p—1} = | [{/w; | €€{0,... w—1}}
i=0

telle que Vo s soit croissante. Pour tout v dans S,,, posons k() := max{i | s(i) =
~}. Nous avons

(IL.2.1) L+k(y) =4{y € Su |7 <}
Dans la suite, nous allons utiliser la notation suivante
(I1.2.2) bnin(Y) :=min{i € {0,...,u— 1} | s(i) = v}.
Pour tout v € S, le cardinal de V= (7) est §(7). Il est clair que nous avons 1'égalité
(11.2.3) bnin (V) = k() = 6(7) + 1.

13
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ProposiTiON 11.2.4. Soit v dans S,,. Alors, on a :
k(y) = n+ [ywo] + -+ + [ywn]
ou [x] désigne la partie entiére de .

DEMONSTRATION. Soit v € S,,. Les éléments de S,, inférieurs ou égaux a
sont

oL, bwl Lo el 1 b
Wo Wo w1 w1 W, W,
Ainsi, #{y" € Suw | ¥ <7} = n+1+>"" [yw;]. Puis, U'égalité (11.2.1) démontre
la proposition. 0

COROLLAIRE I1.2.5. Soit v > 0 dans S,,. On a l’égalité
k(y) + k({1 =7} =n+p+d(y) — L

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE 11.2.5. Si v > 0 alors nous avons {1 —
v} = 1 —~. La proposition 11.2.4 implique que k({1 —~}) = k(1 —v) =n+p+
> ol=vyw;]. Comme on a
0 siiel(y);
—1 sinon,

[ywi] + [—ywi] = {

nous en déduisons que k() + k({1 —v}) = 2n + u — #I(7)¢ ou I(y)° est le
complémentaire de () dans {0,...,n}. O

Considérons, comme dans 'article [DS04], les nombres rationnels suivants :
o(i) =1 — us(i) pour i € {0,...,pu— 1}
ProprosITION 11.2.6. Soient v dans S, et d € {0,...,0(y) — 1}. On a les
égalités
o(k(y) —d) =n—(d+a(y)) et o(k({1 =7}) —d) =6(y) =1 —d +a(v).

REMARQUE 11.2.7. La proposition précédente et la formule (II.1.1) impliquent
I’équivalence suivante :

ok(y) —d)+ok({l=7}) —d)=ned+d =d6(y) — 1.
DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION I1.2.6 . Par définition, nous avons
o(k(y) —d) = k(y) —d = yw;.
Puis, la proposition I1.2.4 nous donne la premiere égalité.

Pour la seconde égalité, il suffit d’appliquer la premiere partie de la proposition
et d'utiliser la formule (I1.1.1). O



CHAPITRE II1

Orbifolds complexes et commutatives

Dans ce chapitre, nous rappelons des définitions et des propriétés générales
sur les orbifolds complexes et commutatives (c’est-a-dire que tous les groupes
considérés seront commutatifs).

II1.1. Les cartes, atlas et applications orbifolds

La notion d’orbifold (ou de V-variété) a été introduite par Satake dans l'article
[Sat56]. Nous allons utiliser les notations de Chen et Ruan dans leurs articles
[CRO2] et [CRO4]. Dans ce paragraphe, nous allons définir les objets que nous
utiliserons par la suite et nous ne donnerons pas les énoncés les plus généraux.
Pour plus de détails, les lecteurs pourront consulter 'article original de Satake
[Sat57] ou les articles plus récents de Chen et Ruan [CR04] et [CRO02]| voire celui
de Fukaya et Ono [FO99].

Dans cette section, nous allons d’abord définir les cartes orbifoldes puis les
atlas orbifolds et enfin les applications entre orbifolds.

III.1.a. Les cartes orbifoldes. Soit U un espace topologique connexe. Une
carte de U est un triplet (ﬁ .G, ) ol U est un ouvert connexe de C", G est un
groupe fini qui agit de maniere holomorphe sur U et 7 une application de U sur U
telle que 7 induise un homéomorphisme entre U /G et U. Dans les exemples que
nous allons considérer par la suite, les groupes seront commutatifs. Ainsi, pour sim-
plifier, nous supposons dorénavant que tous les groupes sont commutatifs. Quand
nous n’aurons pas besoin de préciser le groupe ou la projection, nous noterons
simplement U pour une carte de U.

Deux cartes ((71, G1,m) et ((72, G, ) d’'un méme ouvert U sont isomorphes s’il
existe un biholomorphisme ¢ : (71 — (72 et un isomorphisme de groupes x : G; —
G tels que @ soit k-équivariant et mp 0 @ = m. Si (¢, k) est un automorphisme
d’'une carte ((7,G,7r) alors il existe g € G tel que p(z) = g-z et kK = id. Un tel
automorphisme est noté (p,,id). L'élément g est unique si le groupe G agit de
maniére effective sur U. Notons Ker(@) le sous-groupe de G qui agit trivialement
sur U. Remarquons que ©, = Py si et seulement si gg'~! est dans Ker(G).

15
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Soit U un ouvert connexe de U’. Soit (I, &, 7') une carte de U’. Une carte
((7 ,G, ) de U est induite par (ﬁ .G’ 7") ¢'il existe un monomorphisme de groupes
k : G — G' et un plongement ouvert x-équivariant o de U dans U’ tels que K
induise un isomorphisme entre Ker(G) et Ker(G') et 7' = a o 7. Satake appelle
un tel couple (o, &) : (U, G, 7') — (U. G, 7) une injection de cartes. Quand nous
n’aurons pas besoin d’expliciter £, nous noterons simplement une injection par

a:U < U.

LEMME III.1.1. Soient (al,m) et (o, ko) deus injections de (U,G,7) dans
(U, G, 7"). Alors il existe ' € G' tel que a; = @y 0 as.

REMARQUE III.1.2. (1) Si G" agit effectivement c’est-a-dire Ker(G') =
{id} alors nous avons l'unicité de ¢’ dans le lemme ci-dessus.

(2) Le lemme ci-dessus implique que k1 = Ko.

DEMONSTRATION DU LEMME III.1.1. Pour tout  dans 17, nous avons 7’ o
a1(Z) = 7 o ay(T). 1l existe donc ¢' € G’ tel que a1(Z) = ¢’ - ay(T). Nous en
déduisons que

U= J{FeU|m@ =g-a@)

g'eq’

Ainsi, U est une réunion finie d’ensembles fermés. 11 existe g € G tel que l'en-
semble £, = {7 € U | a1(Z) = ¢ - as(7)} ne soit pas d’intérieur vide. En
particulier, les applications holomorphes a; et ¢, o ay coincident sur un ouvert
inclus dans £y C U. D’ apres le théoreme du prolongement analytique, nous en
déduisons que a; = ¢y 0 ap sur U car U est connexe. O

Le lemme suivant est di a Chen et Ruan (cf. lemme 4.1.1 dans larticle
[CRO2]).

LEmME II1.1.3. Soit (17’, G', ') une carte de U'. Si U est un ouvert connezxe de
U’, alors il existe une carte de U, unique a isomorphisme preés, qui s’injecte dans

(0.,

DEMONSTRATION. Erzistence : Soit U une composante connexe de o' U).
Soit G le sous- groupe de G’ formé des éléments qui laissent stable U. Soit 7 la
restriction de 7’ & U. Nous avons ainsi construit une carte (U, G, w) de U.

Unicité :

— Nous allons d’abord montrer que deux composantes connexes différentes

de 7' 1(U") donnent deux cartes isomorphes. Soient U et U, deux com-
posantes connexes de 7'~ (U’). Nous en déduisons deux cartes (Uy, Gy, )
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t (ﬁg, Go,m2). Pour tout g € G, l'application de @yl @ @ H(U') —
7'~ (U’) qui a T associe gT est un homéomorphisme. Ainsi, il existe g € G tel
que gog(fjl) — U,. Finalement (g, 1d) est un isomorphisme entre (U1, Gy, m)
et (UQ, GQ, ’/TQ).

— Soit ((71, (1, ™) une carte de U qui s’injecte dans ((7’, G', ). Par définition,

il existe un couple (a, k) tel que :

(i) & soit un monomorphisme de groupes de G; dans G’ tel que Ker(G;) =

Ker(G');

(i) o soit un plongement r-équivariant de U; dans U’
Comme ﬁl est connexe, 04(171) est contenu dans une composante connexe de
7'=1(U). Notons U, cette composante connexe. Soit (Us, Ga, m'|5,) la carte de
U construite dans la partie existence. Nous avons le diagramme commutatif
suivant :

GG oGy

0, 0, C U

e

Ucu

Nous allons montrer que oz(Ul) UQ par un argument de connexité. Par construc-
tion, nous avons a(Ul) ouvert dans Us. Il reste & montrer que a(U 1) est fermé dans
Us. Soit (Zn)nen une suite dans U, telle que a(Z,) converge vers y € Us,. T1 suffit
de montrer que y € Od(Ul) La suite m1(Z,) = 7'(a(Zn)) converge vers 7'(y) € U’
Ainsi, il existe 7 € 77 1(7(7)) et il existe une suite (7 )nen dans U, telle que

(i) m(2,) = m(Tn) ;

(ii) (2,)nen converge vers z.
Comme z,, et ), sont dans la méme orbite, il existe g, € G; tel que ¢,2, = T,
pour tout n. Comme G est un groupe fini, quitte a extraire une sous-suite, nous
pouvons supposer que g, = ¢. Puis, nous avons «o(z,) = a(g7),) = k(g)a(z),). En
passant & la limite nous obtenons I'égalité 7 = k(¢)a(Z) € a(U;) C Us, ce qui
prouve que Us = a1 (U,).

11 reste & montrer que x(G;) = Go. Comme £(G;) stabilise a(U;) = Us, nous
en déduisons que k(G1) C Gy. Inversement, soit go € Gy. Pour tout = € Uy, il
existe g1 € Gy tel que go0(%) = a(g17) = k(g1)(%). Nous en déduisons que U, est
la réunion sur GG; x GGy des ensembles fermés

{7 € U1 | (@) = K(g1)a(@)}.
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Le méme raisonnement que dans la démonstration du lemme III.1.1 implique que
g2 = k(g1)a. En d’autres termes, g, 'k(g1) appartient & Ker(Gy) = Ker(G') ~
Ker(G4). Nous obtenons que g est dans k(G1). O

COROLLAIRE II1.1.4. Soient (U, Gy, my), (V, Gy, 7y ), (W ; Gw, mw) trois car-
tes de respectivement U, V, W telles qu’il existe deux injections U—sWetV—W.
S1 U est inclus dans V' alors il existe une injection U—V.

DEMONSTRATION. Comme U C V, d’apres le lemme I11.1.3 il existe une carte
UV de U qui s’injecte dans V. Par hypothese, nous avons deux cartes U et UV de
U qui s’'injectent dans w. Ainsi, le lemme II1.1.3 montre que ces deux cartes U et
UV sont isomorphes. Nous en déduisons le corollaire. O]

ITI.1.b. Les atlas orbifolds. Soit |X| un espace topologique. D’apres I'ar-
ticle [MP97], un atlas orbifold A(]X|) de | X| est la donnée d'un recouvrement de
|-X| par des ouverts connexes (U;);er tels que

(II1.1.5) chaque ouvert U; de ce recouvrement ait une carte (U;, G, m;) ;
(II1.1.6) pour tout =z € U; N Uj, il existe un ouvert Uy C U; N U; contenant x et

deux injections Uy — U; et Uy — (7]‘.

D’apres le lemme I11.1.3, nous pouvons toujours affiner I'atlas orbifold c¢’est-a-
dire rajouter toutes les cartes induites. Deux atlas orbifolds sont dits équivalents
s’il existe un troisieme atlas orbifold plus fin que chacun d’eux.

DEFINITION III.1.7. Une orbifold est un espace topologique séparé, muni d’une

classe d’équivalence d’atlas orbifold. Pour alléger les notations, nous notons sim-
plement X pour Uorbifold (| X|, [A(|X])]).

Nous dirons qu'une orbifold est compacte, connexe, ... si son espace topologique
I’est.

LEMME II1.1.8. Soit X une orbifold. Soient z dans | X| et (U, G, ) une carte
d’un voisinage U de x. Soit T un relevé de x dans U. Le groupe {g € G|g-T =T}
ne dépend que de x.

Ce groupe est appelé groupe d’isotropie au point x et nous le notons G,.

DEMONSTRATION DU LEMME II1.1.8. Notons Gg le sous-groupe de G défini
par

{9eGlg-7 =1}
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Montrons que GU = GU pour tout g dans G. Soit h dans GU Comme G est
commutatif, nous avons h(gr) = gz c’est-a-dire h € GU L’autre inclusion est
directe. Notons GmU = Gg.

Montrons que il existe une injection (o, £) : (V, Gy, Ty) — — (U, G, m5) alors
1OUS avons GU GV D’apres le lemme I11.1.3, nous pouvons supposer que V est
une composante connexe de T Lv), G est le sous-groupe de G qui agit sur 1%
et Ty = 7r5|‘~, Il est clair que G‘7 G(7 Inversement, soit g € G(7 Soit z un relevé
de z dans V. 11 suffit de montrer que g € Gy. L'application ¢y SGE 7r~1(U) —
7T‘~/1(U ) qui & y associe gy est un homéomorphisme donc elle envoie les composantes
connexes sur les composantes connexes. Or nous avons gz = z, donc ¢, (V) =V,
c’est-a-dire g € Gy .

Soit x dans U; NU;. Comme X est une orbifold, il existe une carte (17, Gy, )
d'un ouvert V' C U; N U, contenant z et il existe deux injections (V, Gy, my) —
(ﬁl,Gl,m) et (17, Gy, my) — (ﬁz,Gz,ﬂ'g). Nous en déduisons que GZ = Ggl =
G2 0

REMARQUE III.1.9. Soit X une orbifold. Soit x un point de X. D’apres le
lemme II1.1.3, quitte a prendre un ouvert U,, contenant x, assez petit, il existe

une carte (ﬁm, Gy, ;) de U,.

LeEMME II1.1.10. Soit X une orbifold conneze. Le groupe Ker(G,) ne dépend
pas du point x dans | X|.

Notons Ker(X) ce groupe qui agit globalement trivialement.

DEMONSTRATION DU LEMME II1.1.10. Soit ((7, G, m) une carte de U. D’apres
le lemme III.1.3 et la définition d’une injection, pour tous x, y dans U, nous avons
Ker(G,) = Ker(G,) = Ker(G). Ceci montre que l'ensemble {p € |X| | Ker(G,) ~
Ker(G)} est ouvert et fermé dans | X|. O

Une orbifold est dite réduite si Ker(X) est réduit a l'identité. A toute carte
(U,G,m) de U d'un atlas A(] X]), nous lui associons la carte réduite

(U, G/ Ker(X), Treq)

de U 0lt Tyeq : U — U induit un homéomorphisme entre U/(G/ Ker(X)) ~ U /G et
U. Ainsi, a I'atlas A(] X|), nous lui associons un unique atlas réduit. Nous obtenons
alors une orbifold réduite noté X,qq.

La partie réguliére de X, notée X, est {z € |X| | G, = Ker(X)}. Remar-
quons que X, est une variété complexe munie d'une action triviale du groupe
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Ker(X).

III. ORBIFOLDS COMPLEXES ET COMMUTATIVES

Cette définition est différente de celle de Chen et Ruan (cf. définition

4.1.2 de [CRO2]) on ils définissent Xep := {z € | X| | Gy = {id}}.

ExXEMPLE III.1.11. (1) Une variété complexe X est une orbifold ot nous

(2)

avons Ker(X) = {id}, G, = {id} pour tout z € X et X, = )A(reg = X.
Soit, G un groupe commuatif fini qui agit trivialement sur une variété com-
plexe Y. Le quotient X := Y/G est naturellement munie d’une structure
orbifolde. Nous avons Ker(X) = G, G, = G pour tout x € X, X,y =Y
mais X = {@}.
Notons D le disque unité ouvert de C. Soit 7 : D — D I’application qui
A z associe 2" o D = D. Le triplet (D W, T), ou ( -z := (z pour tout
(¢,z) € p, x D, est une carte de D. L'ensemble formé de la seule carte
(D, p,,, ) est un atlas orbifold. Nous avons
- G, = {id} sauf pour z = 0 out G = p, ;

~ Dyeg = Dreg =D —{0}.
Soit P! la droite projective complexe. Soient Uy := {[z,y] | = # 0} et
Up = {[z,y] | y # 0}. Soit (U, py,, m0) (resp. (Ur, p,,, m1)) la carte de
Uy (resp. Up) définie par Uy = C (resp. U, = C), ¢ - z = (z pour tout
(€. 2) € Py, % Uy (resp. C-t = Ct pour tout (¢, 1) € Moy, X U) et 7r0( ) = z"o
(resp. w1 (t) = £*1). Soit U un ouvert connexe de PL. Une carte (U, Gy, 75)
de U est dite admissible s'il existe i € {0, 1} tel que

— U est une composante connexe de ;' (U) ;

— G est le sous-groupe de p,,. qui agit sur U , c’est-a-dire que G :=

{9 €py, | gU CUY;

- 5 =T g

ProrosiTiON III.1.12. L’ensemble des cartes admissibles est un atlas
orbifold. Notons P, Uorbifold ainsi construite.

DEMONSTRATION. Le point (II1.1.5) est évident. Nous allons montrer
le point (II1.1.6). Soit z € VN W.

Supposons que V et W soient dans (70 Soit V N W une composante
connexe de 7 (VN W) qu1 contient un relevé de z. Soit G~ le sous-

groupe de p,, qui agit sur VAW, Ainsi, le triplet (VNW,G—~=

est une carte de VN W % = |V0W/I\1/est clair qu’il existe

90, 91 € M, tels que oy VAW — Vet ©Pg; VOW — W.

vnw? VDW)

Supposons que VC Uo ot W C U,. Comme les applications m; |U {0}
sont des revétements, il existe un disque ouvert D(z,e) tel que pour
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i € {0,1}, 77 (D(z,¢)) soit la réunion disjointe de w; disques. Tous ces
disques sont biholomorphes a D(z, ). Soient Dy (resp. Dy ) une compo-
sante connexe de 7y ' (D(z,€)) NV (resp. m (D(z,€)) N W). Ainsi, les
triplets (Dy,id, o |5,) et (Dw,id, 7 |5 ) sont des cartes de D(:c,eN) et
elles sont isomorphes. De plus, elles s’injectent dans respectivement V' et

W. 0

Cet exemple est important car les cartes induites sur Uy N U; par
celles de Uy et Uy ne sont pas isomorphes : elles sont respectivement (170 —
{0}, 1wy 0 |g,—0y) €6 (Ur — {0}, sy ™1 |57, _g0y)- Ainsi, pour vérifier la
condition (II1.1.6) de la définition d'un atlas orbifold, il faut prendre des
ouverts assez petits, ce qui complique les démonstrations.

III.1.c. Les applications entre orbifolds. Soient (17, G,m) et (ﬁ’,G’,ﬂ’)
deux cartes de respectivement U et U’. Soit f une application continue de U dans
U'. Un relévement holomorphe (resp. C*°) de f est une application f:U—=U
holomorphe (resp. C*) telle que

(1) 7o f=fonm;

(2) pour tout g dans G, il existe ¢’ dans G’ tel que pour tout = dans U on ait

g f@)=flg- )

LEMME III.1.13. Soient (ﬁ G,m) et ((7’, G', ') deux cartes de respectivement
U et U'. Soit f un relévement d’une application continue f : U — U’. Supposons
que laction de G’ soit effective. Alors il existe un morphisme de groupe k : G — G’
tel que f soit k-équivariante.

DEMONSTRATION. Comme laction de G est effective, pour tout g € G il
existe un unique ¢’ € G’ tel que ¢'f(z) = f(gT). Posons k(g) := ¢'. Ceci définit un
morphisme de groupes k : G — G'. O

Deux relevements fl et f; sont isomorphes s’il existe deux isomorphismes de
cartes (@, k) et (¢, k') tels que ¢’ o fi=faoo.

Soit f: U — U’ un relevement de f: U — U’. Soient V C U et V' C U’ deux
ouverts connexes tels que f|y : V. — V’. Un relevement h : V — V' de flv est
induit par le relevement fsi pour toute injection (o, k) : (17, Gy,my) — (ﬁ, G,m)il
existe une injection (o/, &) : (V/, Gyr,my) — (U, G/, 7') telle que h = (o) "o foa.

LEemME II1.1.14. Soit f: U — U un relévement de f:U—=U". SoientVCU
et V! C U tel que fly : V — V'. Alors il existe un unique, a isomorphisme pres,
relevement de f|y induit par f.
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DEMONSTRATION. Eristence : Soient (U, G, w) une carte de U et (U, &, ')
une carte de U’. Soient V C U et V' C U’ tels que fly : V — V’. Soit V
une composante connexe de 7~1(V). Ainsi, 'ensemble f(V) est contenu dans une
unique composante connexe, notée V’ de 7'=1(V"). Montrons que 'application
f|V V — V' est un relevement induit de f. Soit (v, &) : (V, Gy, my) — (U, G, )
une injection. D’apres le lemme III.1.1, il existe g € G tel que a(x) = g - T et
d’apres la définition d'un relevement, il existe ¢’ € G’ tel que f (g T)=4g-f |V( T).

Unicité : D’apres le lemme III.1.3, nous pouvons supposer que f1 et f2 sont
deux relevements entre les mémes cartes. Ainsi, nous avons f |yom = 1o fl =n'o f2
Pour tout 7 dans V il existe ¢’ € G’ tel que fl( )=4¢ - f2( ). Nous en déduisons
que V est la réunion sur les éléments g’ de G’ des ensembles fermés

{TeV| L@ =7 L)}
Le méme raisonnement que dans la démonstration du lemme II1.1.1 montre que

fl_g f2 %urV O

DEFINITION IIL.1.15. Soient X et Y deux orbifolds. Une application holo-
morphe orbifolde entre X et Y est une application continue |f| : | X| — |Y| telle
que, pour tout point x de |X| il existe une carte (ﬁw, Gy my) dun ouwvert U, qui
contient x et une carte (U|f|(x G\ () TIf|@)) dun ouvert Uyg ) qui contient | f|(z),
satisfaisant aux propriétés suivantes :

(1) |fI(Uy) est inclus dans Uy ;
(2) il exziste un relévement f;« U, — ﬁ\fl(x) de flv ;

3) sty E Ty 1733 alors ]}; et f induisent des relevements isomorphes sur un
( Y y Y4
voisinage de .

Deux applications orbifoldes fi, fo : X — Y sont isomorphes si |f1] = | f2] et
si pour tout z dans |X|, flx et ]A“;x induisent des relevements isomorphes sur un
voisinage de .

Une application orbifolde f : X — Y est un plongement orbifold si les releve-
ments f, sont des immersions et I'application continue sous-jacente |f| : |X| — |V
est un homéomorphisme sur son image. Une sous-orbifold de Y est I'image d’un
plongement orbifold.

ExeEMPLE II1.1.16. Soit u, agissant sur C x C de la fagon suivante g(z,y) =
(gz,y). Le quotient Y := C x C/pu, est une orbifolde. Nous avons G(o,) = p, et
G2y = {id} si & # 0. Le lieu singulier du quotient est ({0} x C)/pt,.

Soit l'orbifold X; := C/pu, ot p, agit trivialement sur C. L’application C —
C x C qui a y associe (0,y) induit un plongement orbifold X; — Y. Ainsi, ({0} x
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C)/py est une sous-orbifold de Y. Nous pouvons voir X; comme le lieu singulier
de Y que nous avons « sorti » de |Y|.

Soit l'orbifold X5 := C/p, olt i,y agit sur C par multiplication. I’application
C — C x C qui a x associe (z,0) induit un plongement orbifold X, — Y. Ainsi,
(C x {0})/py est une sous-orbifold de Y.

Nous définissons le faisceau des fonctions holomorphes sur | X|. Notons Oy, le
faisceau des fonctions holomorphes sur la variété complexe X,e,. Notons j : Xieg —
X Tinclusion naturelle. Nous allons définir le faisceau d’anneaux commutatifs et
unitaires Ojx| comme le sous-faisceau de j,Ox,,, formé des fonctions localement
bornées. Ainsi, (|X|,O|x|) est un espace annelé. Remarquons que la donnée de
I'espace annelé (|.X|, Oyx|) est plus faible que la donnée d'une structure orbifolde
sur | X|. Sur un I'espace annelé (|X|, O|x|) nous « oublions » les actions de groupes.
La proposition suivante explique cette perte.

1
wo,W1

ExeEMPLE II1.1.17. Il est clair que 'espace annelé (|P
morphe & I'espace annelé (|P'|, Ojp1)).

|, Opy, 1) est iso-

ProprosiTiON TI1.1.18. Soit X une orbifold. Soit U un ouvert de X. Soit f
dans O\x|(U). Pour tout x dans U —U N X, il existe une carte (Uy, Gy, 7,) d'un

ouwvert U, contenant x et f| € (Wx*(’)ﬁz)cm (Uy) tel que f1 = fom,.

DEMONSTRATION. Posons f; := fom, | (Va1 Xreg): 7, Uy N Xpeg) — C. La
fonction f; est holomorphe sur Pouvert dense 7, (U, N KXreg) C (795 et elle est G-

invariante. Comme f est localement bornée, f; est localement bornée sur U,. Ainsi,
la fonction f; se prolonge en une fonction holomorphe G, -invariante sur U,. [

Pour finir ce paragraphe, nous allons définir le faisceau, noté CI%?I’ des fonctions
C> sur une orbifold complexe X.! Le faisceau C|°§| est le sous-faisceau de j, e
défini par
f € 7. j’(oreg(U) | V2 € Using, 3 (sz Gz, pz) Une carte

Gz
de U, et f, € (Wx*Cf]O) (U,) telles que f1 = f o m, sur Uy yeq

x

Cr (U) =

Soit U := (Uy)aeca un recouvrement ouvert de | X|. Une partition de ['unité sur
Uorbifold X subordonnée au recouvrement U est une famille (p,)aca de fonctions
C™ telle que

(1) pour tout o € A et pour tout x € |X|, po(z) € [0,1];
(2) pour tout a € A, les supports de p, sont inclus dans U, ;

1Ce faisceau est I’analogue pour les orbifolds du faisceau des fonctions C'* sur une variété
complexe.
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(3) la famille des supports des fonctions p, est un recouvrement localement
fini;
(4) pour tout x € | X|, nous avons ) ., pa(z) = L.

PRrOPOSITION II1.1.19 (cf. lemme 4.2.1 dans [CRO2]). Soit | X| un espace to-
pologique paracompact. Soit A(|X|) un atlas orbifold de | X|. Soit (Uy)aca le recou-
vrement de |X| associé a cet atlas. Il existe une partition de l'unité subordonnée
au recouvrement (Uy)aca-

DEMONSTRATION. Comme |X| est paracompact, il existe un raffinement
(Vi)ier localement fini du recouvrement (Uy)aca. Chaque V; admet une carte
(Vi, Gy, ;).

Montrons qu’il existe une famille de fonctions C*° ﬁ : 177 — C Gj-invariantes
et positives telle que les fonctions induites f; sur V; soient a support dans V; et que
la réunion des supports des fonctions f; recouvre | X|. Il existe un recouvrement
B; de | X| tel que B; C V;. 1l existe une famille (h;);c; de fonctions continues telle
que

— h; 2 0;

— h; =1sur B;;

— le support de h; est inclus dans V.

Nous relevons les fonctions h; en des fonctions continues EZ G-invariantes sur X~/Z
Remarquons que h; = 1 sur 771 (B;). Nous lissons ses fonctions et nous obtenons
des fonctions C'*°, notées E;’O, telles que 71?0 = 1 sur w, '(B;). Puis, nous posons

1 -
fi: #Githoogpg.

geG

Pour tout 7 € I, la fonction f; est positive, G;-invariante, C'* et son support
contient 7; (B;). Notons f; la fonction induite par ﬁ sur V;. Le support de f;
contient B; et donc 1’ensemble des supports des fonctions f; recouvre | X|.

Puis, nous prolongeons les fonctions f; par 0 en dehors de U;. Nous en déduisons

que f := >, fi est une fonction strictement positive sur |X|. La famille des
fonctions p; := fi/f est une partition de 'unité subordonnée au recouvrement
(Ua)aeA- O

1I1.2. Les fibrés vectoriels complexes orbifolds

Dans ce paragraphe, nous allons d’abord définir les fibrés vectoriels complexes
orbifolds triviaux et définir leurs faisceaux des sections. Puis, nous donnerons la
définition générale des fibrés vectoriels complexes orbifolds et de leur faisceau des
sections.
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II1.2.a. Les fibrés vectoriels complexes orbifolds triviaux. Soit
(ﬁ ,G, ) une carte de U. Soient £ une orbifold et pr : £ — U une application
orbifolde surjective. L’application pr : F — U est un fibré vectoriel complexe
orbifold trivial de rang r sur U si

(I11.2.1) Ker(F) = Ker(U);
(I11.2.2) (U x C", G, 7g) est une carte de B

(I11.2.3) l'application pr se releve en la projection pr : U x C" — U cest-a-dire
T O PI' = Pr oTg;

(T11.2.4) Taction de G sur U x C" est donnée par ¢(Z,w) = (97, p(%, g)w) ol
I'application p : U x G — GL,(C) est holomorphe telle que

p(@, gh) = p(hz, g) o p(z, h).

La condition (II1.2.1) implique que

~ p(Z.g) = id pour tout Z € U et pour tout g € Ker(U);

— l'application pr|g,, : Ereg — Ureg est un fibré vectoriel complexe trivial sur

la variété complexe Xieg ;

— Papplication pr |g,_,: Erea — Usea est un fibré vectoriel orbifold trivial.

Le fibre E, := pr7'(z) est isomorphe & C"/G, ol 'action de G, sur C" est
donnée par I'application p(z,-). La fibre FE, contient 'espace vectoriel E¢= =
{75(7,9) | Vg & Gu, 9(7,7) = (7,5)}.

Une section holomorphe d’un fibré orbifold trivial pr : £ — U est une ap-
plication orbifolde s : U — FE qui se releve en une application holomorphe
(id, s) : U—UxCr G-équivariante. En d’autres termes, une section est la donnée
d'une application holomorphe s : U — C" telle que

5(g97) = p(, 9)3(7).

Ainsi, 'ensemble des sections holomorphes est un faisceau de O)7-modules. Nous
le notons &y. Nous définissons I'action de G sur I'ensemble des applications holo-
morphes 5 : U — C* par la formule

(1M1.2.5) 9-3(F) = plg™'7,9)3(g7'7).

Une application holomorphe s : U — CkF G-invariante induit par passage au quo-
tient une section holomorphe s : U — E. Le faisceau &)y des sections holomorphes

du fibré pr : F — U est isomorphe au faisceau (W*Oﬁr)G.
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En remplagant le mot holomorphe par C* au paragraphe précédent, nous

définissons le faisceau des sections C'* d’un fibré orbifold pr : £ — U.? Ce faisceau,
G

noté 5|U| est un faisceau de C|U| -module. Il est isomorphe au faisceau (W*C%OT)

Soit s : U — FE une section holomorphe ou C'*° du fibré pr: £ — U. Nous en
déduisons que

— si 5(7) est non nul alors () est un vecteur propre de la matrice p(z, g) pour

la valeur propre 1 pour tout g € G ;

— pour tout z dans U, s(z) appartient & espace vectoriel ES=.
Contrairement au cas des variétés, le faisceau des sections d’un fibré vectoriel orbi-
fold ne permet de reconstruire le fibré vectoriel orbifold car nous perdons I’action
du groupe G sur le fibré.

EXEMPLE II1.2.6. Nous reprenons les notations de 'exemple I11.1.11.(3). Consi-
dérons le fibré orbifold trivial défini par le diagramme commutatif

DxC—(DxC)/m,
J o
D——D

ou (- (z,v) := ({z,¢v). Soit s une section de ce fibré. Ainsi, nous avons
5(¢P) = G3@).
Ceci implique que s(0) = 0.

REMARQUE I11.2.7. Au paragraphe 4.1 de 'article [CRO2]|, un fibré vectoriel
orbifold trivial vérifie les conditions (I11.2.2), (I11.2.3) et (I11.2.4). Un fibré vectoriel
qui vérifie aussi (I11.2.1) est appelé un bon fibré (cf. paragraphe 4.3 de [CRO02]).
Nous avons I'équivalence suivante :

E — U est un bon fibré orbifold trivial
& Freq — Upeq est un fibré orbifold trivial.
Modifions legerement I'exemple du fibré vectoriel 111.2.6 de la fagon suivante :
Paction de p,, sur D est trivial et Paction de p,, sur Dx C est donnée par C-(z,v) :=

(2, Cv). Pour ce fibré, nous avons Ker(E) = {id} et Ker(D) = p,,. Soit s une section
de ce fibré alors nous avons

s(z) = s(¢x) = ¢s5(2).

2(e faisceau est I’analogue du faisceau des sections C'* pour un fibré holomorphe sur une
variété complexe.
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Ceci implique que la seule section possible d’un tel fibré est la section nulle. C’est
pour cette raison que nous ne considérons que les bons fibrés orbifolds.

Soient (171, G1,m1) et ((72, Gig, m3) deux cartes de U. Deux fibrés vectoriels or-
bifolds triviaux pr; : £y — U et pry, : Fy — U sont isomorphes s’il existe un
isomorphisme de cartes (¢, k) : ((71, G, m1) — ((72, Go, ) et sl existe une appli-
cation § : U; — GL,(C) telle que I'application
(111.2.8) U xC — U, x C

(@, w) — (p(2), 6(T)w)
soit k-équivariante.

Soient pry; : By — U et pry : Fy — U deux fibrés orbifolds triviaux. Soient
(U, G, 7) une carte de U et (U x C™, G, 7g,) (vesp. (U x C™2, G, w,)) une carte de
E; (resp. Es). Un morphisme entre deux fibrés orbifolds triviauz est une application
orbifolde ¢ : F; — FE5 qui commute avec les projections pr; et pr, telle qu’il existe
un relevement linéaire (id, 9) : UxCrt — U x Cr G-équivariant c’est-a-dire que
nous avons

(TT1.2.9) PlgD)p™ (T.9) = p™(T.9)3(F)  V(T.9) €U xG.

Soit ((7 , G, ) une carte de U. Soit pr : E' — U un fibré vectoriel orbifold trivial.
Soit V un ouvert connexe de U. Soit (a, %) : (V, Gy, ) — (U, G, 7) une injection.
Soit pry, @ F' — V un fibré vectoriel orbifold trivial. Le fibré pry, : ' — V' s’injecte
dans le fibré pr: £ — U ¢'il existe une application holomorphe 1, : vV — GL,(C)
telle que I'application

VxC —UxCr
(@, w) — (), Yo (T)0)

soit une injection de cartes. En particulier, nous avons
Val97) 0 pip (2, 9) = pg (), K(g)) © 1o (Z).

LEMmME I11.2.10. Soit (l7 G,m) une carte de U. Soit pr : E — U un fibré
vectoriel orbifold trivial. Soit V' un ouvert connexe de U. Il existe un unique, a

isomorphisme de fibrés pres, fibré vectoriel orbifold F — V' qui s’injecte dans
pr: B —U.

DEMONSTRATION. Eristence : Soit V une composante connexe de 7= (V).
Notons Gy le sous-groupe de G qui stabilise V. Ainsi, V x C" C U x C" est une
composante connexe de 75" pr—1(V). Le groupe Gy agit sur V x CT. Finalement,
(V x €, Gy, Tilp o) est une carte de prt(V) et prlp 1y : proi(V) — V est
un fibré trivial qui s’injecte dans pr: £ — U.
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Unicité : Soit ' — V un fibré trivial qui s’injecte dans pr : £ — U. Soit
(Vr, Gy, T, ) une carte de V. Soit (ap, k) @ (Vr, Gy, 7y,.) — (U, G, 7) une in-
jection. D’apreés le lemme II1.1.3, il existe un isomorphisme de cartes (@, k') :
(Vr, Gy, mp,) — (V, Gy, ) C (U, G, 7). Alors, Papplication Ve x C" — V' x C”
qui a (z,w) associe (¢(7), v, (7)w) est un isomorphisme de fibrés triviaux. [

II1.2.b. Le cas général : les fibrés vectoriels complexes orbifolds.

DEFINITION II1.2.11. Une application pr : E — X surjective entre deuz orbi-
folds est un fibré vectoriel complexe orbifold de rang r si pour tout x dans X, il
existe une carte (U, Gy, ) d'un ouvert U, contenant z telle que

(1) Uapplication pr |-, @ pr*(Uy) — U, est un fibré vectoriel complexe
orbifold trivial de rang r ;

(2) pour toute injection (a, k) : (ﬁy,Gy,ﬂ'y) — ((733 Gy, 7y), le fibré orbifold
trivial pr='(U,) — U, s’injecte dans pr=(U,) — U,.

Soit pr : £ — X un fibré vectoriel orbifold de rang r. Une carte ((7 G, )
de U C X est dite trivialisante si (U x C", G, 7g) est une carte de pr*(U).
Remarquons que

— DT |Breg * Freg — Xreg st un fibré vectoriel complexe de rang r sur la variété

complexe X, ;

— FELeqg — Xeq €st un fibré vectoriel orbifold.

Une section holomorphe (resp. C*°) d'un fibré orbifold pr : £ — X est une
application orbifolde s : X — FE qui localement se releve en une application
holomorphe (resp. C*) de (id, 3,) : U, — U, x C" G,-invariante ¢’est-a-dire que
nous avons pour tout g € G,

g Sy = Sg-

Notons Ex,,, (resp. £5 ) le faisceau des sections holomorphes (resp. C*°) du fibré
vectoriel pr|g,,, : Freg — Xieg- Nous allons définir le faisceau, noté &£ x| (vesp. 5|°§|),
des sections holomorphes (resp. C°°) d’un fibré orbifold pr : £ — X comme un
sous-faisceau de j.Ex,,, (resp. j. j}‘ieg), ou j est I'inclusion naturelle de X, dans
X.

Pour tout ouvert U dans | X|, nous posons

5 € Julx,oy(U) | VT €U — Ueg, 3 (Uy, Gy, m,) une carte
Ex|(U) := ¢ trivialisante d’'un voisinage de U, et 3(id,3s) : U, — U, x C”
G -6quivariante tels que 7€ o (id, 3) = so 7,
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s € X, (U) [V2 € U — Ueg, 3 ((7;5, G, ;) une carte
Exx|(U) :== q trivialisante d'un voisinage de U, et 3 (id,3) : U, — U, x C"
G -6quivariante tels que 77 o (id, 3) = s o,

Nous pouvons aussi définir le faisceau & x| (resp. 5|°§|) en recollant les faisceaux
™\Gz \Gy
(m2.O0p,")"" (vesp. (mz.CE")%").
7 /7 z . 7 ~ . .
En général, on ne peut pas reconstruire le fibré a partir du faisceau de ses
sections c¢’est-a-dire que la donnée d’un fibré orbifold est plus riche que la donnée
de son faisceau des sections.

LEMME 111.2.12. Soit E — X un fibré orbifold. Soient (U, Gy, mv), (V, Gy, mv)
et (W, Gw,mw) trois cartes trivialisantes telles qu’il existe des injections (a, Ky)
(ﬁ, Gu,my) — (17, Gv,my) et (B, kg) : (17, Gy,my) — (W, Gw,mw). Pour tout ©
dans (7, nous avons

Vpoa(T) = V((T)) 0 1,(T).

DEMONSTRATION. Par hypotheése, nous en déduisons deux injections de (17 X
C, Gy, mg) — (W x C", Gw,mg). La premiere injection est donnée par la formule
suivante (7,w) + (8 o a(Z),Yg.q(7)w) et la deuxieme injection par (T,w) ~—
(B o), ¥s(a(T)) 0 ¥, (z)w). D'apres le lemme II1.1.3, il existe g € Gy tel que

pour tout x € U et pour tout w € C" nous ayons
g+ (Boa(T), Ygoq(r)w) = (B0 (), Ys(a(T)) oy (x)w).
Nous en déduisons que pour tout =z dans U
{g Boa(@) = foa@);
pi (B 0 a(Z))(9) Ypoa(®) = Vs(a(T)) o Yo (z)w.

La premiere condition implique que g € Ker(U) et donc que pz(6 o a(z))(g) = id
car Ker(£) = Ker(X). O

Deux fibrés orbifolds pr, : 4y — X et pr, : Ey — X sont isomorphes s’il existe
une application 9 : E; — FEs telle pour tout x dans X, il existe un isomorphisme
(U x C",GL wE) — (U2 x C",G2,722) qui soit lindaire entre les fibres de pr,
et celles de pry et qui induise un isomorphisme entre les cartes (U2, GL,7l) et
((73 G2, 72). En d’autre termes, pour chaque z € X, il existe une carte ((71, Gy Ty)
d’'un ouvert contenant z telle que nous ayons un isomorphisme entre les fibrés
orbifolds triviaux Fi|y, — U, et FEs|y, — U,.

Soient fibrés orbifolds pr; : £y — X et pr, : Ey — X. Un morphisme entre les

fibrés pr; : £1 — X et pry @ Fy — X est une application orbifolde ¢ : £} — FEs
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qui commute avec les projections pr; et pr, telle que pour tout x € X, il existe
une carte (U, G, m,) d'un ouvert U, contenant x qui vérifie
(1) ¢ |y,: pryt(Uy) — pry ' (U,) est un morphisme de fibrés orbifold trivial ;

(2) pour toute injection a : U, — ﬁx, nous avons
(II1.2.13) V20 @y, =@ v, ot

ol ¢ |y, : E, lv,:= ﬁy x Cr — Ej, |, = ﬁy x C"2 (resp. ¢ |y, ) est un relevé
linéaire G,-équivariant (resp. Gy-équivariant) de ¢ |y, (resp. ¢ |y, ).

Soit ¢ : Fy — FEs un morphisme de fibrés orbifolds. Pour tout x € | X/, nous
avons une application ¢, : B, 1= pr; '(x) — Fy, = pry '(x) qui se reléve en une
application ¢ |y, (Z) : {Z} x C™ — {Z} x C™ G,-équivariante ol T est un relevé
de x. Nous posons

Ker ¢ := U T (Ker(@ v, (T)));

z€|X|

mg = | J m2(Im(Z |, (2))).

z€| X|

Remarquons que Kerp C E; et Imyp C E; ne dépendent pas du choix des cartes
et des relevés.

ProrosiTiON 111.2.14. Soient pry; : £y — X et pry : Ey — X deux fibrés
orbifolds. Soit ¢ : Ey — Fy un morphisme de fibrés orbifolds tel que pour tout
x € U, le rang de ¢ |y, est constant. Les espaces topologiques Ker ¢ et Tm ¢ sont
des fibrés vectoriels orbifolds.

DEMONSTRATION. Nous allons décrire les fonctions de transition de ses fibrés
orbifolds puis nous appliquerons le théoreme I11.2.15. Pour toute injection « :
U, — U,, nous avons le diagramme commutatif suivant (cf. I'égalité (II1.2.13))

- (id, ¢ lv,) ~
Ey |y, — Ea v,

(a, ) (a, ¥2?)
~£ (ldva |Uy) ~£
By ly, — Ea |y,

Nous en déduisons que

Vo |kergly,: Ker @y, — Ker@ |y, ;

V2 gy, Im@ |y, — Im @ |y, -
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D’apres les résultats sur les fibrés vectoriels sur une variété, Ker ¢ |y, et Im ¢ |y,
sont des fibrés sur U, car le rang de ¢ |y, est constant. Nous posons

K E

¢aerw = wal |KGT95|UZ 3
I E

wam@ = wQQ |Ker(,5\Uy .

Ces fonctions de transition satisfont bien les hypotheses du théoreme I11.2.15. Nous
en déduisons que Ker ¢ et Im ¢ sont des fibrés vectoriels orbifolds sur X. OJ

THEOREME II1.2.15. Soit X une orbifold. Les données suivantes définissent un
unique, a isomorphisme pres, fibré orbifold trivial de rang r :

(1) un atlas orbifold A(|X|)

:
(2) pour toute injection a : U; — (7]- entre deuz cartes de [’atlas, on se donne

une application holomorphe v, : U, — GL,.(C) telle que
(a) lapplication

(71' x C" — ﬁj x C"
(7, w) — (a(7), Ya(T)w)
soit un plongement ouvert ;

(b) pour deuz injections successives a, 3 nous ayons

V00 (T) = hp(a(T)) 0 1, (T).

REMARQUE II1.2.16. Soit £ — X un fibré vectoriel orbifold donnée par ses
fonctions de transition. Soit (U;)ie; le recouvrement de |X| induit par A(|X]).
Supposons que pour tout ¢ € I, il existe s; : U, — Cr G;-équivariante tel que pour
toute injection « : ﬁz — ﬁj nous ayons

5i(a(@)) = ¥a(2)5:(7).
Ces données se recollent en une section globale du fibré £ — X.

DEMONSTRATION. Pour tout ¢ € I, notons ((Z,Gi,m) la carte de U; dans
I'atlas orbifold A(|X|). Nous définissons I'action de G; sur U; x C" de la fagon
suivante. Pour tout g € G;, I'application ¢, : U, — U, qui a x associe gx est une
injection. Nous posons g - (7, w) = (py(), ¥, (T)w) pour tout (T, w) € UxCr.

Considérons 'espace topologique | |._, U; x C"/G;. Notons [z;, w;] la classe de
(53'/1', wl) _ _

Nous dirons que [Z;, w;| ~ [z;,w;] §'il existe deux injections «; : U;; — Uj; et
aj : Ujj — Uj et (z;5,w;;) € U;; x CT tels que

el

[@i(Ti5), Yo, (Tij)wig] = [T, wil ;

[ (@), Vo, (@i )wig] = [, wy).
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Quitte a modifier les injections, nous pouvons supposer que les égalités ci-dessus
sont sur les couples et non sur les classes.

Montrons que cette relation est une relation d’équivalence. Le seul point délicat
est la transitivité. Soilent [Z;,w;|, [T, w;l, [Tk, wi] tels que [T;,w;| ~ [T;,w;] et
[z, wj| ~ [T, wg]. Alnsi, il existe f; : ﬁjk — (7]- et Gy : ﬁjk — U, et (ZTjg, wik) €

Uji x C" tels que

Comme x = ¢;;(Z;;) = ¢ju(Tjx), il existe deux injections ~;; (Z-jk — 172-]' et vk
Uijr. = Uji. et Ty € Usji, Wigk, Wiy, € C tels que vii(Tijn) = Tij, vix(Tijr) = T
et @b%j(iijk)wijk = wij,zbvjk(fijk)wl’-jk = Wjk- D’aprés le lemme IIIll, il existe
g; € G tel que aj o7y, = ©g; © Bj © vjx. Pour résumer, nous avons le diagramme
commutatif suivant :

Uijk

ﬁij ijjk
&l DN
ﬁj ﬁk

ﬁi Uj Py,

Nous en déduisons que g; € G, C G;. Ainsi, il existe g;jx € Gy C Gy tel que
©g; © Bj o Vi = Bj 0 Vjk © Pg,;,- Comme nous avons

Wi = Vaom; (Tijh) Wik = Vg, op;0m, (Tijh Wi

et
~ /
Wj = djﬁjowkc’“’gijk (xijk)wijk'

, p— ~.. .. 3 o 3 3 . )
nous obtenons que w;; = 1/)%09ijk (Ziji)wijk- Finalement, les injections [3; o 7, o

Pgijr - Uijk — ﬁk et a; oy e Uijk — [7]' et (fwkwmk) S ﬁzgk x C" montre que
Posons |E| := <|_| U; X (CT/GZ-> / ~. Notons [z;, w;] la classe de [z;, w;] pour

(Z;,w;) € U; x C". Lapplication |pr| : |E| — |X| qui & [Z;, w;] associe m;(T;) est
bien définie et elle est continue. De plus, (U; xC", G;, mg;), ont g, est la projection
de U; x C" dans U; x C"/G,; , est une carte de pr=(U;). Nous en déduisons un

1€l
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atlas orbifold sur |F|. Finalement, pr : £ — X est un fibré orbifold de rang r sur
X. O

REMARQUE II1.2.17. Soit pr : F — X un fibré orbifold sur X. Soit Y une
sous-orbifold de X. L’application pry : pr=3(Y) — Y est naturellement munie
d'une structure de fibré orbifold. De plus, la restriction & x| |jy|, comme faisceau
de Ojxjmodules, du faiscean des sections & x|s est le faisceau des sections de
pry :pr (V) — Y.

ExempLE II1.2.18 (Le fibré tangent complexe orbifold). Soit X une orbifold
complexe de dimension n. Nous allons définir le fibré tangent complexe orbifold.
Soit a : (U, G, w) — (U, G, «') une injection. Soient (u;) des coordonnées com-
plexes sur U et (u}) des coordonnées complexes sur U’. Nous notons 1, (%) la
matrice suivante

o
(111.2.19) ( uloa) .
Ou; ij€{1,...,n}

Les conditions du théoreme I11.2.15 sont vérifiés et nous obtenons un fibré orbifold

qu’on appelle fibré tangent complexe orbifold de X. Le faisceau des sections du
fibré tangent est noté ©,x.

Une section du fibré tangent complexe orbifold est appelée un champ de vec-
teurs compleze. Soit I'injection ¢, : U— U qui a x associe gz. Nous avons les
égalités suivantes

p(T, g) =, (T) = dpy(2).
Ainsi, localement un champ de vecteurs est une application & : U — TU qui se
releve en un champ de vecteurs X :U — TU o TU est le fibré vectoriel tangent
complexe de U tel que X (g7) = dp,(T 7)(X(7)).
Remarquons, que si I'on se restreint & | X,eq|, alors le fibré tangent complexe
orbifold n’est rien d’autre que le fibré tangent complexe de la variété | X eg|-

ExeMPLE I11.2.20 (Le fibré cotangent complexe orbifold). Nous allons définir
le fibré cotangent complexe. Soit a : (U,G,7) — (U',G', ') une injection. Nous
posons

(I11.2.21) YIX (@) = X (@)

Les conditions du théoreme I11.2.15 sont vérifiés et nous obtenons un fibré orbifold
qu’on appelle fibré cotangent compleze orbifold de X. Nous notons ce fibré T*X.
Ainsi, nous avons pr«x (7, g) = ‘prx(Z,9)7" = 'dpy(T)7". Le faisceau des sections
du fibré orbifold 7% X est noté Q|1X|. Une section du fibré T*X est appelée une 1-
forme holomorphe. Localement une 1-forme holomorphe est une application w :
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U — T*U qui se releve en une application w : U — T*U telle que
(111.2.22) 5(97)(X) = O(T)(dpy(7)~H(X))

oun X € ngﬁ. La condition (II1.2.22) est équivalente a g - w = w ou 'action de G
sur les 1-formes holomorphes de U est donnée par la formule

(111.2.23) g-w=_(p,") @=(p) .
Soit o : (U, G, w) — (U, &', 7') une injection. Nous posons

(111.2.24) PN = AR T X

(0]

Les conditions du théoreme I11.2.15 sont vérifiées et nous obtenons un fibré orbifold
qu’on appelle fibré des k-formes holomorphes de X. Nous notons ce fibré A\FT* X .

II1.3. Faisceaux des formes différentielles sur une orbifold et intégrale
orbifolde

Dans ce paragraphe, nous allons définir le faisceau des k-formes différentielles
C® sur une orbifold. Puis, nous montrerons que ces faisceaux permettent d’in-
terpréter une classe de cohomologie de I'espace topologique sous-jacent a une or-
bifold comme la classe d'une forme différentielle fermée. Ceci nous permettra de
définir I'intégrale orbifolde.

Dans ce paragraphe X est une orbifold complexe connexe de dimension n.

Notons 5"_“)(reg‘ le faisceau des k-formes différentielles C'*° sur la variété com-
plexe X Soit j l'inclusion de |X,e| dans |X|. Soit (U, G, w) une carte de U.
Nous notons 85 le faisceau des k-formes différentielles sur U. Notons (W*S;‘]l)c
le sous-faisceau G-invariant de w*gg. Nous allons définir le faisceau des k-formes
différentielles sur I'orbifold X comme un sous-faisceau de j.& Xueg- POUr tout ouvert
U dans | X|, posons

gt () — w € j*€§reg(U) |V € Uging, 3 ((755, Gy, ;) carte de U,

x| ' et w e (Ww*gg )%= (U,) telles que w' = w sur Uy ., )
ProposiTION II1.3.1. Supposons | X| paracompact.

(1) Les faisceaux 8|’§(| sont acycliques pour le foncteur T'(| X, -).

(2) Il existe une différentielle d telle que

. . d d d en d
X E) — Ex —— = Elx =0

soil une résolution du faisceau constant Cx,.
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DEMONSTRATION. (1) D’apres la fin du paragraphe II1.1, le faisceau SBQ

est le faisceau des fonctions C*° sur X. Comme |X| est paracompact, il
existe des partitions de I'unité dans 8|OX| (cf. proposition I11.1.19). Ainsi,
le faisceau 5|0X| est fin. Comme 5|’§(| est un faisceau de S|0X|—modules, nous
en déduisons que le faisceau 5& est fin.

Comune la condition est locale, il suffit de la vérifier pour tout ouvert assez
petit. Soit (U, , 7) une carte de U. Comme U est un ouvert de C™, le
complexe de De Rham

.. d d d en d

est une résolution de Cg. Puis, nous appliquons le foncteur exact a gauche
Ty & 55. Pour tout x € U, nous avons

(Rm.€f)e = lim H'(r (V) Ef |v)-

V]zeV

Comme £ est un faisceau fin, nous avons H'(r~'(V), L

v) = 0 pour
7 > 0. Ainsi, (Riﬂ*%’;)z est nul ¢’est-a-dire que le complexe

Td

d d d o

T
[ 0 *
W*Eﬁ : W*Sﬁ

est une résolution de 7,Cp. Les différentielles m.d sont les restrictions de
la différenitelle d.

Puis, nous appliquons le foncteur covariant exact a gauche qui a un
faisceau F sur lequel G agit, associe le sous-faisceau G-invariant, noté F¢.
Nous en déduisons le complexe

Ted Ted Ted
(mE8) (M) == (mELF —= -+ 5 (MER)C
Il reste a montrer que ce complexe est encore exact.
Soit z un point de U. Soit w € (mé’%)f tel que (m.d)w = 0 o k est
un entier strictement positif. Le complexe 71'*51:] est exact, il existe 77 dans

W*Sg;l tel que (m.d)7 = w. Puis on pose a := ﬁ > gec 97N 1 est clair
que a est G-invariante et

(W*da—#GZm (g™n)

geG

#Zg”*

geG
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Nous en déduisons aisément que le complexe (m.E2 )¢ est une résolution

de (m.C5)%. Or nous avons les égalités suivantes (m,Cg)% = = G =
Q\X| ||U|-
O
La proposition précédente implique directement le corollaire suivant.
COROLLAIRE 1I1.3.2. Pour k € {0,...,n}, on a un isomorphisme d’espace

vectoriel entre H*(|X|,C) et H* (F(|X|;5|'X|)>

Supposons que | X| soit compacte. Soit w dans H"(| X |, C). Grace au corollaire
I11.3.2, nous voyons w comme une classe de forme différentielle et nous définissons

orb
1
I11.3.3 / W= 7/ w.
( ) X # KeI‘(X) ‘Xreg|
I11.4. Classes de Chern orbifoldes par la théorie de Chern-Weil

Dans cette section, nous allons définir les classes de Chern pour les fibrés vec-
toriels complexes orbifolds. Nous adaptons 'appendice C du livre de Milnor et
Stasheff [MS74| aux orbifolds.

Nous commencons par une étude locale. Soit pr : ' — U un fibré vectoriel
complexe orbifold trivial sur une orbifold complexe U. Soient (U G, m) une carte
de U et (U x C", G, mp) une carte de F'. L’action de G sur F :=U x C" est donnée
par

g (z,w) = (g, plz, g)w), ¥ (g,7,w) € G x U x C"

oup: UxG — GL(r,C) est holomorphe. Rappelons que I'action de G sur une
section s est donnée par

g-s(@) :=plg~'7.9)s(g7'2).

Soit s une section O du fibré trivial F — U. Soit w une 1-forme O sur U.
Nous définissons I'action de GG sur w ® s par la formule suivante

9 - (W®s):=(g-w)@(g-5)

Une connezion V G -équivariante sur le fibré trivial F — U est une connexion qui
vérifie V(g - s) = g - (Vs) ol s est une section C* du fibré trivial F' — U?.

3Les connexions G-quivariante existent. En effet, si nous avons une connexion V sur le fibré
trivial F' — U. La connexion
U -— -1
Vi=> g-Vig ")

est G-équivariante.
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LEMME I11.4.1. Soit V une connezion G-équivariante sur le fibré trivial U x
C" — U. Soit w la matrice de cette connexion dans une base sq, ..., s, de sections
du fibré U x C" — U. Pour tout g € G, nous avons

Py = p(,9) " @p(-,9) + p( 9) " dp(-, 9).

DEMONSTRATION. Nous allons calculer V(gs;) de deux manieres. D’abord,
nous utilisons la G-équivariance de la connexion V. Pour tout g € (G, nous avons

6(gsi) = 9681'
=9) 5y ®s;
i=1

-
. o~
= E gogflwij & gs;.
i=1
D’un autre coté, nous savons comment la matrice d’une connexion se comporte par
un changement de base. Ainsi dans la base gsi,. .., ¢gs,, la matrice de la connexion
est

p('7g)_1wp('7g) + p(,g)_ldp(,g)

Nous en déduisons le lemme. O

Soit, (17 ,G,m) une carte de U. Le fibré orbifold trivial pr : /© — U est muni
d'une connexion V il existe (F := Ux C", G, 7p) une carte de F et une connexion
G-équivariante telles que I'application pr : F — U relove pr.

Pour ¢ € {1, 2}, soient (F}, V;) deux fibrés orbifolds triviaux sur U munis d'une
connexion. Nous dirons que (Fy, V) et (Fy, Vi) sont isomorphes s'il existe un
isomorphisme ¢ entre les cartes (}71, G1,mR) et (ﬁz, (o, TR,) de respectivement F
et Iy tel que 90*62 = 61.

Le fibré trivial '}, — U; muni d’une connexion V; s’injecte dans le fibré Fy, —
U, muni d'une connexion Vs, ¢'il existe une injection de fibrés orbifolds (o, 1,)

¢’est-a-dire un diagramme commutatif

g et o

1 2

| !

171(# (72

telle que (a*Fy, a*V,) soit isomorphe & (Fy, V).
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LEMME II1.4.2. Soit (F3,Vs3) un fibré orbifold trivial sur Uy muni d’une con-
nexion. Soit Fy un fibré orbifold trivial sur Uy qui s’injecte dans Fy. Il existe une
connezion V1 unique, & isomorphisme prés, sur Fy telle que (Fy, V1) s'injecte dans
(Fy,Vs).

DEMONSTRATION. Pour i € {1,2}, soient (U;. Gy, ;) deux cartes de U;. Soient
(E, G, ) deux cartes de F;. Soit V5 la connexion sur le fibré trivial F2 — U,
D’apres le lemme II1.2.10, nous pouvons supposer que Uy CUset Fy C .

Existence : Nous posons V1 = Vg | 7 Ceci définit bien une connexion G-
équivariante sur By — U1

Unicité : Soient (Fg, Gs, 7rp3) une carte de Fy et V3 une connexion Gs- équiva-
riante sur le fibré trivial Fy — U; telles qu’on ait le diagramme commutatif
i (@, ¥q) =

3 2

ﬁf# Uy
Supposons que ( *Fg, *Vg) soit isomorphe a (Fg, V3) D’apres le lemme I11.2.10,

le fibré Fy — U est isomorphe au fibré F = (a ¢a)(F3) — a(U). Pour finir, il
suffit de remarquer que o' Fy = a*F) et a (Vz 7)) =a"Va. d

DEFINITION 111.4.3. Soit pr : I — X un fibré orbifold. Une connexion orbi-
fo~lde sur le fibré orbifold pr : F' — X est la donnée pour chaque x € X d’une carte
(Uy, Gy i) d'un ouvert U, contenant x telle que

(1) prY(U,) — U, est un fibré orbifold trivial muni d’une connezion V, ;
(2) pour toute injection o : U, — ﬁy, il existe une injection (pr=(U,), V) —
(pr=H(Uy), V).
ProrosiTiON I11.4.4. Soit X une orbifold paracompacte. Soit F — X un fibré
orbifold.

(1) Il existe une connezion sur F'.

(2) La différence entre deuz connexions orbifoldes est une section du fibré
T*X ® End(F).

DEMONSTRATION. La premiere partie de la proposition est démontrée dans le
lemme 4.3.2 de [CRO2].

Soit F' — U un fibré trivial orbifold muni de deux connexions G-équivariantes
notées 61 et %2 Il suffit de voir que 61 — 62 est une section orbifold du fibré
T*U @ End(F). Soit sy, ..., s, une base de sections du fibré F — U. Notons 7 la
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matrice de V; — Vs dans cette base. Montrons que g -1 =1, ou 'action de G sur
la matrice de 1-forme différentielle est donnée par

g7 =p(.9) (p5177) p(+ 9) " ol (£g17)i = g1l

L’égalité ci-dessus est une conséquence directe du lemme II1.4.1. U

LEMME III.4.5. Soit (ﬁ, G,m) une carte de U. Soit pr : F — U un fibré
orbifold trivial muni d’une connexion V. Soit pr : F:=UxCr — U le relevé
du fibré orbifold trivial pr : F' — U muni d’une connexion v G-équivariante. La
courbure, notée K(%), de la connexion ¥V est une section G-invariante du fibré
N’ T*U @ End(F) — U.

DEMONSTRATION. Soit sq, ..., s, une base de sections du fibré trivial UxCr —
U. Notons € la matrice de la courbure dans cette base. Montrons que g - O = ﬁ,
ou l'action du groupe G sur la matrice de 2-formes est donnée par

(111.4.6) 9-Q = p(-.9)(¢; 1 Dp(- )" ol (¢]:10)i; = @51 Q.
Avant de démontrer cette égalité, nous allons montrer que
K(V)(gs)9K(V)(s),

pour tout (g,s) € G X ]?5((7), ol ]?5 est le faisceau des sections C'* du fibré

F — U. La courbure K(V) est la composée de V avec V ot
S . 7 1 i 2
V. fﬁ ®C%o 5(7 — fﬁ ®C(gjo 5[7

est définie par

VO®@s):=d)®s—0AVs.

o~

Un calcul direct montre que V(g- (0 ® s)) = gV(0 ® s) pour tout g € G et pour
tout (0, s) € .77-:[7((7) X ‘%(ﬁ) Nous en déduisons que K (V)(gs) = gK(V)(s) pour
tout (g,s) € G x ﬁﬁ(ﬁ)

Pour démontrer I'égalité (I11.4.6), nous allons calculer K(V)(gs;) de deux
facons. D’un c6té nous avons

K(V)(gsi) = gK(V)(s:)
=g (i Qij ® sj>

(IIL.A.7) = 91 @ gs;.
j=1
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D’un autre coté, le changement de base entre (s1,...,S,) et (¢s1, ..., gs,) montre
que la matrice de K (V) dans la base (gs1,...,9s,) est
(I1.4.8) p(-9)(-, g)

En comparant les égalités (I11.4.7) et (111.4.8), nous en déduisons I'égalité (111.4.6)
c’est-a-dire que K (V) est une section G-équivariante du fibré A? 7*U @ End F —
U. O

Soit pr : F' — X un fibré orbifold de rang » muni d'une connexion V. Pour tout
z € | X|, il existe une carte (U,, Gy, 7,) d'un ouvert U, contenant z telle que le fibré
trivial ﬁ,; = (jc x C" — ﬁl soit muni d’une connexion, noté 6;5, G -équivariante
olt U, x C” est une carte de pr=(U,). D’aprés le lemme 111.4.5, la courbure K (V)
est une section Gy-invariante du fibré A2 7*U, @ End(F}).

Pour i € {1,...,n}, notons o; le i-itme polynome symétrique élémentaire en
r variables. Soit A une matrice carrée de taille r. Notons o;(A) le polynéme o;
évalué en les valeurs propres de A. Nous avons

det(id +tA) = 1+ toy (A) + - - + "0, (A).

Pour tout € |X|, soit s1,,...,8,, une base de sections du fibré F, — U,.
Notons €2, la matrice de la courbure K (V ) dans cette base. Comme les 2-formes
différentielles commutent entre elles, nous pouvons évaluer les polynémes o; en Q..
La forme différentielle ai(ﬁx) est de degré 2i. Dans une nouvelle base de sections,
la matrice de la courbure est P‘lﬁxP ou P est la matrice de changement de base.
Comme 0;(PLAP) = 0;(A), la forme différentielle 0;(€2,) ne dépend pas de la
base choisie. Dorénavant, nous notons o;(K(V,)) cette forme différentielle. Pour
tout g € G, nous avons

@;Ui(ﬁw) ::Ui(QO;Qw)

=0;(£) d’apres 1'égalité (111.4.6).

Ainsi, 0;(K(V,) définie une forme différentielle de degré 2i Gy-invariante sur U,
qui, par passage au quotient, définit une forme différentielle, notée o;(K(V,), dans

Eitr,(Uz)-

LeMME I11.4.9. Soit F' — X un fibré orbifold muni d’une connexion V. Nous
gardons les notations ci-dessus. Pour tout i € {1,...,1}, les formes différentielles
0i(K(V,) dans €|U \(Uz) se recollent en une forme différentielle, notée o;(K(V),
dans 8|X|(|X|).
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DEMONSTRATION. Soit a : U, — ﬁy. 11 suffit de montrer que
0i(K(Vy)) lv. = 0i(K(Va)).
Par définition d'un fibré orbifold muni d’une connexion, il existe deux applications
Yo et 1 Fy — o' F), telles que
— le diagramme suivant soit commutatif

ﬁ: (&7¢a) ﬁ

T Y

ﬁw (# ij

—  soit un isomorphisme de cartes;

- ¢ a*V, = V,.
Nous en déduisons 1'égalité ¢*a*K(V,) = K(V,). Puis, nous obtenons 'égalité
0i(K(Vy)) lv,= 0i(K(Vy)). B

ProrosiTiON I11.4.10. Soit ' — X wun fibré orbifold muni d’une connexion
V. Pour tout i € {1,...,n}, la forme différentielle o;(K(V)) est fermée.

DEMONSTRATION. Soit F© — X un fibré orbifold muni d’une connexion V.
Nous en déduisons une connexion, notée V., sur le fibré vectoriel Fieg — Xieg.
Nous en obtenons I'égalité

O'i(K(vreg)) == O'Z(K(V))

Xreg °

Dans le cas des variétés, on sait que 0;(K(V,eg)) est fermée. Ainsi do;(K(V)) est
nulle sur un ouvert dense. Nous en déduisons que o;(K(V)) est fermée. O

Cette proposition montre que les formes différentielles oo(K(V)), ..., 0.(K(V))
sont fermées de degré respectivement 0, ..., 2r. Nous noterons [0;(K(V))] la classe
de cette forme différentielle dans H? (| X[, C) (cf. le corollaire T11.3.2).

COROLLAIRE II1.4.11. Soit F — X wun fibré orbifold muni d’une connexion.
La forme différentielle o;(K(V)) ne dépend pas du choiz de la connezion sur F.

DEMONSTRATION. Soit pr : ' — X un fibré vectoriel orbifold muni de deux
connexions Vg et V. Pour tout € X, nous avons deux connexions 60@ et 61@
sur ﬁm — Um ol ﬁm est une carte d’'un ouver U, contenant z et ]:i,: une carte
de pr—}(U,). Posons 7, := 61@ — 60@. D’apres la proposition 1I1.4.4, 7, est une

section G -invariante de 7*U, ® End(F},). Pour ¢ € [0, 1], nous définissons une

connexion sur le fibré F,, — U, par la formule
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61}@ = 60@ + tﬁw

D’apres les calculs dans [GH94| p.405, nous avons

1

(I11.4.12) d ( / G, (7’71,, K(Via), ..., K(Vm)> dt) = 0i(F(V1)) — 0i(F(Voa))
0

ol ; est l'application i-linéaire de M, (C) x --- x M,(C) dans C telle que
oi(A,..., A) = 0;(A) pour toute matriceA € M,(C).

L’égalité (I11.4.12) montre que UZ(F(61‘L)) - ai(F(%O,w)) est une forme exacte.

Montrons que pour toute injection a : U, — U,, nous avons

o5 (ﬁm, K(Via), ... ,K(ﬁt,m)) — 5 (ﬁy, K(Vi,). ... ,K(ﬁt,y)> .

%i,y pour 7 €
{1,2}. Ceci implique que o*n, = n, et que a*K(V;,) = K(V:,). Finalement,
nous avons

oG (e K(Vea), - K(Vin)) =51 (077 0" K (Via), " K (V) )
=0; (ﬁya K(ﬁt,y% SR aK(%t,yD .
Les égalités ci-dessus nous montrent que les formes différentielles

Gi (s K (Vi) K (Vi)

D’apres le lemme I11.4.2, nous pouvons supposer que a*(%m)

de degré 2i—1 sur U, sont G,-invariantes. Elles définissent par passage au quotient
une forme différentielle de degré 2i—1, notée o; (N, K(Viz), ..., K(Viz)), sur | X].
Nous en déduisons que o;(K (V1)) — 0:(K (Vo)) est une forme exacte. O

Soit ' — X un fibré orbifold. Nous définissons la i-iéme classe de Chern du
fibré F' — X par

ci(F) = 0i(K(V))/(2v~1n)’

ou V est une connexion sur F. D’apres le corollaire 111.4.11, les classes de Chern
de F' ne dépendent pas de la connexion choisie et la i-ieme classe de Chern définit
une classe de cohomologie dans H*(|X|,C). La classe de Chern totale est

c(F)=co(F)+tey(F)+-- -+ t"c, (F).
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ProrosiTioN 111.4.13. Soit

0 EQFBG 0

une suite exacte de fibrés orbifolds sur l'orbifold X. Nous avons l’égalité

co(F) = c(E)c(Q).

DEMONSTRATION. Cette propriété est locale. Soit p (resp. 1) le rang du fibré
E (resp. F'). Pout tout x € |X], il existe une carte (Uw,Gw,ﬂ'w) d'un ouvert U,
contenant z qui trivialise les trois fibrés. Soient E |y, F |y, et G |y, trois cartes
de respectivement pr'(U,),pr' (Us) et prg' (Us). Nous avons une suite exacte de
fibrés triviaux sur 1755

alo, ~  Blu,

0—— E |y, Flo, =Gl —0.
Soit (sf,...,s)) une base des sections du fibré E |y,— U,. Notons s := @ |y,
(5{°). On complete (s1,..., s ) en une base (s7, ..., s} ) des sections du fibré trivial
F |y, — Uy Pouri € {p+1,...,r}, les sections s¢ := 3 |y, (s¥) forment une base
des sections du fibré trivial G |U — U,.
Nous choisissons une connexion V ra G equ1var1ante de matrice ! sur F lu,
telle que sa matrice soit triangulaire supérieure sur U, dans la base (st sE).

~G

Nous en déduisons deux connexions Vg, de matrice Z}f et Vg, de matrlce Wy

sur E lu, et sur G |y, qui sont définis par les matrices
(@f)w = (&f)u pour i, j € {l,...,p};
(@f)m = (@f)ﬁp’ﬁp pour i,j € {1,...,r —p}.
La courbure K (6 Fa) SUT F |y, est triangulaire supérieure. Nous en déduisons que
det(id +tK (V) = det(id +tK (Vi) det(id +tK (V).
O

II1.5. Bonne application orbifolde et image inverse de fibrés vectoriels
orbifolds

Dans la théorie générale des orbifolds, I'image inverse d'un fibré vectoriel orbi-
fold n’existe pas toujours. C’est pour cette raison que Chen et Ruan ont défini la
notion de bonne application orbifolde (cf. paragraphe 4.4 de [CR02]). Soit | X| un
espace topologique séparé. D’apres Satake [Sat57], un recouvrement U = (U;);er
est dit compatible si

(I11.5.1) chaque ouvert U; de ce recouvrement a une carte (U;, Gy, m;) ;
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(II1.5.2) pour tout z € U; N Uj, il existe un ouvert Uy C U; N U; tel que x € Uy ;
(II1.5.3) si U; C U; alors il existe une injection de (U;, G;, ;) dans (Uj, G, ;).
Un recouvrement compatible sur |X| est un atlas orbifold (cf. le début du

paragraphe I11.1.b).
Nous avons la proposition suivante.

ProposITION II1.5.4 (cf. paragraphe 4.1 p.67 de [CRO2]|). Soit |X| un es-
pace topologique paracompact. Etant donné un atlas orbifold sur |X|, il existe un
recouvrement compatible plus fin sur | X|.

REMARQUE II1.5.5. Si X est une variété complexe, un atlas orbifold est aussi
un atlas de X en tant que variété. Or un atlas de variété vérifie bien les conditions
(ITL.5.1), (II1.5.2) et (IIL.5.3). C’est-a-dire que pour une variété, la proposition
ci-dessus est vraie.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION II1.5.4. Soit A(]X|) un atlas orbifold
sur | X|. Comme |X| est paracompact, on peut supposer que le recouvrement as-
socié & A(|X]) est localement fini. Notons-le (U;);er. Soit z € |X|. Le point z
appartient a un nombre fini d’ouverts de (U;)ier. Notons-les Uy, ..., U;, . Ainsi,
il existe une carte (V,, G, m,) d'un ouvert V, contenant x tel que

(1) V, est inclus dans U, N...N Uiniay i
(2) la carte V, s'injecte dans U, pour tout a € {1,...,n(x)}.
Notons U le recouvrement formé par de tels ouverts V, et les ouverts, contenant

x, des cartes induites par (1733, G, ;). Montrons que V est un recouvrement, com-
patible. Les conditions (II1.5.1) et (IIL.5.2) sont clairement vérifiées.

Vy

Fic. 1

I nous reste a montrer la condition (II1.5.3). Soient Vj,V; deux ouverts de V
tels que Vi, C V4. Montrons qu’il existe une injection entre une carte de Vj et une
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carte de V;. Il existe x, y € | X]| tels que V, C V, et V;, C V, (cf. la figure 1). Soit \7;”
(resp. XN/gy) une carte de V (resp. V;) induite par V, (resp. 17;/) Comme l'ensemble
{J1,--+, Jn( } est un sous-ensemble de {i1, ..., i)}, il existe i € I tel que V, et \7y
s'injectent dans 171 Finalement, le corollaire I11.1.4 appliqué avec U =V, V =1V,
et W := U; montre qu’il existe une injection de ‘7;”3 dans %,y. O

DEFINITION TIL5.6 (cf. paragraphe 4.4 de [CRO02|). Soit f : X — Y une
application orbifolde. On dit que f est une bonne application s7l existe deux re-
couvrements compatibles Ux et Vy de respectivement | X| et |Y| tels que

(1) il existe une correspondance bijective, notée §, entre les ouverts de Ux et
ceuz de Vy telle que pour tout U ouvert de Ux, nous ayons f(U) C F(U)
et que si Uy C Uy alors §(Uy) C F(Us) ;

(2) Uensemble des relevements fov U — V vérifie la condition suivante : d
chaque injection o : (Uy, Gy, m1) — (Us, G, ™), correspond une injection,
notée §(a) : (Vai, H1,p1) — (Va, Ha, py) ot p; (Vi) := §(U;) telle que

— le diagramme suivant soit commutatif

((71,G1,7r1)<$ (Uy, Ga, )

fUﬂﬁl 3"( ) lfUsz
~ (0% ~
(‘/1: H17 pl)% (‘/Za HQ: p2)

— pour toutes composées d’injections oo 3, on ait F(a o ) = F(a) o

3(6).

Soit f : X — Y une application orbifolde. Nous appelons systémes compatibles
I’ensemble des données supplémentaires {va, S} tel que lapplication f: X — Y
soit une bonne application. Remarquons que la notation § est utilisée pour deux
correspondances : la premiere au niveau des ouverts des recouvrements compatibles
et la deuxieme au niveau des injections.

Chen et Ruan ont démontré les deux propositions suivantes dans D'article
[CRO2|.

PropoSITION TIL.5.7 (cf. lemme 4.4.3 dans [CRO2]). Soit f : X — Y wune
bonne application entre deux orbifolds. Supposons qu’on ait un fibré vecoriel or-
bifold E sur'Y alors on peut définir un fibré vectoriel, noté f*E, sur X par les
fonctions de transition suivantes : pour toute injection o : 171 — 172 entre deux
cartes du recouwvrement compatible de | X|, on pose

VEE(E) = V5 (F(@):
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PropPoOsSITION II1.5.8 (cf. lemme 4.4.3 de [CRO2]). Les classes de Chern orbi-
foldes sont fonctorielles ¢’est-a-dire que pour tout fibré vectoriel orbifold complexe
E — 'Y et pour toute bonne application orbifolde f : X — Y, on a f*c(5|‘}°}|) =

(f*Ex)-

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION III.5.8. Soient Ux et Vy deux recou-
vrements compatibles de respectivement |X| et |Y|. Notons § la bijection

{ ouverts de Ux } — { ouverts de Vy }.

Soit V une connexion sur le fibré pr: £ — Y. Soit V un ouvert du recouvrement
Vy. Comme § est bijective, il existe un unique U tel que S(U) = V. Soit fUV U —
V un relevement de flo: U — V. Soit V la connexion sur le fibré EV = VxCr —

V ol Ey est une carte de pr- (V) Notons Wy la matrice de la connexion V dans
une base de sections du fibré £y — V. Considérons la matrice fU ywy de 1- formes
sur U. Le diagramme commutatif apphque avec a = , de la définition II1.5.6
montre que la matrice de 1-formes fU vwir est Gy-invariante. Cette matrice définit
une connexion, notée va 7, sur le fibré UxC" — U. Le diagramme commutatif
de la définition III.5.6 montre que nous avons bien défini une connexion, notée
f*V, sur le fibré f*E — X. Nous en déduisons I'égalité suivante, qui implique la
proposition,

fonK(Vs) = K(f5y V).
[l

DEFINITION I11.5.9 (cf. définition 4.4 de [CRO2]). Soit f : X — Y une appli-
cation orbifolde. Deux systémes compatibles & et & sont isomorphes si pour tout
fibré vectoriel orbifold 2 —'Y', les deux fibrés vectoriel orbifold f¢E el fiE sont
isomorphes.

Nous rappelons que la partie réguliere d’une orbifold X d’apres Chen et Ruan
est Xeg = {2 € | X'| | G, = {id}}.

ProposITION T11.5.10 (cf. lemme 4.4.11 dans [CRO2]). Soit f : X — Y une
application entre deux orbifolds. Si f~1( reg) est un ouvert dense et connezre de X
alors il existe un unique systeme compatible, a isomorphisme pres.



CHAPITRE 1V

Cohomologie orbifolde des espaces projectifs a poids

Dans ce chapitre, nous calculons 'anneau de cohomologie orbifolde des espaces
projectifs a poids muni de la dualité de Poincaré orbifolde.

Dans un premier paragraphe, nous définissons la structure orbifolde sur les
espaces projectifs a poids.

Les trois derniers suivants se présentent de la fagon suivante. Dans chaque
début de paragraphe, nous rappelons rapidement les définitions et les propriétés
générales puis nous les appliquerons a notre exemple préféré P(w).

Le paragraphe IV.3 traite de la cohomologie orbifolde en temps qu’espace vec-
toriel et la proposition IV.3.14 donne une base, notée 1, de la cohomologie orbifolde
des espaces projectifs a poids.

Le troisieme paragraphe V.4 est consacré a la dualité de Poincaré orbifolde et
la proposition IV.4.4 calcule la dualité de Poincaré de P(w) dans la base n.

Le dernier paragraphe concerne le cup produit orbifold. Le theoreme IV.5.13
explicite le fibré obstruction et le corollaire 1V.5.26 donne une formule explicite
pour le cup produit orbifold de P(w) dans la base 7.

IV.1. La structure orbifolde sur P(w)

Dans ce paragraphe, nous définissons 1'atlas orbifold des espaces projectifs a
poids.
Nous définissons 1'action du groupe multiplicatif C* sur C"** — {0} par

(IV.1.1) A (Yo Yn) 1= (NY0, ., A Yn).

L’espace projectif a poids est le quotient de C"** — {0} par cette action. Notons

|P(w)]| cet espace topologique quotient et m, 1’application de passage au quotient.

Notons [yo : ... : Ynlw la classe de 7, (yo, - .., y,) dans |P(w)|. Pour tout y := [y :
: Yn|w dans |P(w)], posons

(IV.1.2) I, .= {k | yr # 0}.

47
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On a le diagramme commutatif suivant :

(205 -+, 2n) Ccrtt — {0} — " pn [20 ... 2p)
I I I
(267, ..., 20m) Crt — {0} —= |P(w)| (200 ... 0 20y

ou 7 est I'application standard de passage au quotient pour les espaces projectifs
complexes. Notons p,, le groupe des racines k-iemes de I'unité. L’espace projectif
a poids peut étre muni de deux structures orbifoldes différentes.

(i) Notons p,, le groupe multiplicatif p,,, % -+ x p,, . Ce groupe agit sur P
de la facon suivante :
n, X P" — P"
((Nos- s An)s (20 oot zn]) — [Aozo oot Anzy
L’application f,, induit un homéomorphisme entre P"/p,, et |P(w)].

Ainsi, I'espace topologique |P(w)| est muni d’une structure orbifolde, dite
globale.

(ii) L’espace topologique |P(w)| peut aussi étre muni d'une structure orbifolde
via I'application m,. L’atlas orbifold qui définit cette structure est décrit
ci-dessous.

Dans la suite de la these, nous nous intéressons uniquement, a la structure orbifolde

provenant de (ii). Pour i € {0,...,n}, notons U; := {[yo : .. : YnJw | ¥i # 0} C
|P(w)|. Soit U; 'ensemble des points de C"** — {0} tels que y; = 1. Le sous-groupe
de C* qui stabilise U; est u,, . L’application m; = 7, |[71_: U; — U; induit un

homéomorphisme entre U /1y, €t Us.
Soit U un ouvert connexe de |P(w)|. Une carte (U, Gz, 75) de U est dite ad-
missible sl existe ¢ € {0,...,n} tel que

(IV.1.3) U soit une composante connexe de m; ' (U) ;
(IV.1.4) G soit le sous-groupe de ., qui stabilise U ;

En particulier, les cartes (U;, w,,, 7)) de U; sont des cartes admissibles. Notons
A(|P(w)|) I'ensemble des cartes admissibles. L’ensemble des cartes de A(|P(w)])
induit un recouvrement, noté U,,, de |P(w)|.
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LEMME IV.1.6. Soit o : (U, Gy, m5) — (V,Gf/,ﬂ'v) une injection entre deux
cartes de A(|P(w)]). 1l existe une unique fonction holomorphe A\, : U — C telle

w cd(w Wn, cd(w
que alyo, . ya) = (s P (y), oy Aa PN ()
successives a, 3, on a

. Pour deuz injections

Agon () = As(@(¥))Aa(y)-

REMARQUE IV.1.7. Soit p = (po, . .., pn) dans C"** —{0}. Notons D"*1(p, ¢) le
produit des disques D*(p;, €) de centre p; et de rayon . Pour tout k € I et pour
toute détermination de 'argument arg, (-) dans D' (pg, €), considérons I'application

wﬁ,argk : Dn+1(57 6) — fjk
(y07"'7yn) (y /yMO/wk/' '717 7yn/y

wn/wk)
.1 )
ot g™ = [y exp(i argy (yi) /).
Soit arg) une autre détermination de 'argument sur D'(pg,e). Il existe un
unique a € Z tel que arg;, — arg) = 2ma. Nous en déduisons que

(IV].S) ¢ﬁ,argk - eina/wk : 1:017,&1“%;6'
DEMONSTRATION DU LEMME IV.1.6. — 11 existe une fonction
ot UNN_fy e CY |y £ 0} — C*

telle que

Aa(¥)y = a(y) = (ao(y), ..., an(y)).

Ainsi pour tout & € {0,...,n}, nous avons Xa(y)“’kyk = ax(y). Nous en
déduisons que la fonction X“”c = ay/yx est holomorphe sur Un {yr # 0}.

Montrons que )\“’k est holomorphe sur U. 11 existe un unique j tel que
VC U Pour tout p € Un {yr, = 0}, la remarque IV.1.7 implique qu’il existe
arg; tel que nous ayons une application holomorphe

Uase, |y U 0 D™ (.e) = T

Nous vérifions sans peine que cette application est une injection. Nous obte-
nons alors deux injections o |UnDn+1(p - et Q/Jp,arg] |UﬂD"+1 de UﬂD”+1(p £)
dans U]. D’apres le lemme I11.1.1 et 1'égalité (IV.1.8), nous pouvons choisir
une détermination de I'argument arg’; tel que %v@r% —asur UnN D" (p,e).
Nous obtenons que A\“* est holomorphe sur U. D’aprés Bézout, A, := Apged(w)
est aussi holomorphe sur U. L'unicité découle de Bézout.
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— Nous avons l'égalité
Boa(y) = Nealy) -y = (Rsla@)Aav)) - v

Ainsi, il existe ¢ € ppgeqq tel que Xgoa(y)g = X/@(Oz(y))xa(y). Nous élevons
cette équation a la puissance pged(w) et nous en déduisons I'égalité voulue.
0

NoTaTioN IV.1.9. Soit « : (U, Gy, m5) — (‘7,@‘7,71"7) une injection entre
deux cartes de A(|P(w)]|). Supposons que U C U; et que V' C U;. Nous avons alors
deux possibilités

(1) soit @ = j et a est simplement I'action d'un élément de p,, c'est-a-dire
que a(y) = ¢ -y avec ¢ € m,,,. Dans ce cas, nous avons A, (y) = ¢peed(w) gy

(2) Soit i # j et alors nous avons AL/ P ng(w)(y) = 1/y;. Ainsi, nous notons

1/y§>gcd(w)/wj = Aa(y).
ProprosITION IV.1.10. L’ensemble A(|P(w)|) est un atlas orbifold.
Nous noterons P(w) l'orbifold (|P(w)|, A(|P(w)])).

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 1V.1.10. Il faut vérifier les conditions
(II1.1.5) et (II1.1.6) p.18. La premiere condition est trivialement vraie, il reste a
montrer la seconde condition.

Considérons des cartes (U, Gy, m5) de U et (V, Gy, my) de V dans A(|P(w)]).
Soit p dans U N V. 1l existe i et j tels que UcC (7, et V C [73-.

Puisque 7, Y(p) N (71 est fini, il existe un réel ¢ > 0 tel que les polydisques
D" (p,e) avec p € m; ! (p) soient disjoints (cf. figure 1).

Fixons ¥ = (pY,....1;,....pY) un relevé de p dans U. Quitte & diminuer
e, on peut supposer que D"V, &) N U; € U et que m(D"P (Y. e) N U;) C
UNV. Posons W := D"V &) N U; et W := m;(W). Nous avons 7; "(W) =
Uﬁeﬂ,;l(p) D" (P, ) N TU; car I, agit transitivement sur {D"(p,e) N U, | pe
7 '(p)}. Ainsi, W est une composante connexe de m L(W).

Posons G = Mier, My, O I, est défini par (IV.1.2). Le groupe Gy fixe v
et il stabilise W. De plus, comme m (p) N W= {pY}, un élément qui stabilise W
doit fixer pV. Finalement, G est le sous-groupe de ., qui stabilise w.

Posons 75 := 7; |- Ainsi, (W, G, ) est bien une carte de W et elle est
dans A(|P(w)]).

Montrons que (W, Gy, m) s'injecte dans (ﬁ, Gy, ). Pour cela il suffit de
montrer que Gy est inclus dans G. Supposons qu'il existe g € G — G. Comme
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ﬁi c Crtl — {0}

Dn+1 (ﬁg’ 6)

D (Pt €)

Fia. 1. €; : C"*! — {0} — C est la projection sur la j-itme coordonnée.

la carte (U, Gg,m5) est dans A(|/P(w)]), g envoie U sur une autre composante
connexe de 7; ' (U) or ceci est impossible car g stabilise W C U,

Finalement, nous avons montré que WU, Gy C Gy et m = 5 |57 clest-a-
dire que nous avons une injection (W, G, m357) — (U, G, 75) qui est donnée par
I'inclusion.

Montrons quil existe une injection (W, Gy, ) — (V, Gy, 7).

Comme p;J est non nul, nous appliquons la remarque IV.1.7 pour k£ = j. Notons
@ 1= Vv g, |3+ D'apres I'égalité (IV.1.8), on peut choisir arg; tel que a(W) C V.

Montrons que o est injective. Soient 7 et 7 dans W tels que a(y) = a(y'). Pour
tout k, nous avons

Ye  _ Yi
y;ﬂk/wj y/;‘)k/wj ’

En particulier, pour k£ = 7, nous obtenons

1/wj \ Wi
yj/ ! 1
y/;/wj '

Ceci implique que (argj(yj) — argj(yé)) w;/w; est dans 27Z. Quitte a diminuer ¢
(cf. figure 1), on peut supposer que arg;(y;) = arg;(y;). Nous obtenons y; = y; et
nous en déduisons que « est injective.
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Il reste & montrer que Gy est un sous-groupe de G. Pour tout g € Gy, nous

avons g-a(y) = a(g-y). Ainsi, Gy stabilise 'ouvert a(W). Nous utilisons le méme
raisonnement que précédemment pour montrer que Gy C Gy O

REMARQUE IV.1.11. (1) D’apres la démonstration précédente, le groupe
d’isotropie au point p € P(w) est Gy = Nier, My, -

(2) Nous avons Ker(P(w)) = Ny, et # Ker(P(w)) = pged(w).
(3) Nous avons |P(w)reg| = {p € |P(w)| | Nrer, My, = Niolty, - Par contre

IP(w),e| = {2} si pged(w) > 1.
(4) Soient wy, w; deux entiers premiers entre eux. Il est facile de voir que les
orbifolds P(wg, w;) et P! (cf. proposition II1.1.12) sont isomorphes.

wo,w1
(5) Nous définissons l'espace topologique [P(w);| = {p € |P(w)| | Vi €
I¢,p; = 0}. Montrons que l'orbifold P(w) induit une structure orbifolde
sur |P(w);|. Pour tout i € I, posons U; |:= U; N [P(w);] et U; |;i=
{(yo,--,yn) € C" — {0} | y; = let Vk € I°,y, = 0}. Nous avons
U; |1= m "(U; |;). Posons m; |p= m |5, Alnsi, (U; |1y Moy, i |1) est
une carte de U; |7. Soit U |; un ouvert connexe de |P(w);|. Une carte
(U 1,Gg,» Tg),) de U [1C [P(w);| est dite I-admissible il existe ¢ € [
tel que :
(IV.1.12) U | soit une composante connexe de (m; |;)~" (U |,) ;
(IV.1.13) G soit le sous-groupe de p,, qui stabilise Ul

(IV.1.14) 7T[~]|I = (7Ti |]) |ﬁ¢|1'

Notons A(|P(w)|) | I'ensemble des cartes I-admissibles et notons U, |
le recouvrement de |P(w);| induit par les cartes de A(|P(w)]) |;. Le méme
type de raisonnement que dans la démonstration de la proposition IV.1.10
montre que A(|P(w)|) |r est un atlas orbifold. Notons P(w); 'orbifold
(IP(wr)|, A([P(w)[) [1).

Pour tout sous-ensemble I := {iy,...,is} de {0,...,n}, considérons les appli-
cations C*-équivariantes :

7 C* — {0} — €™ — {0}
(Yigs - Yig) — (0, ..., 0,940,0,...,0,95,,0,...,0)
7 Cr {0} — oz
(Yos -+ s Yn) = (Wigs - - - Yig)
Notons ¢ : |P(wy)| — |P(w)| I'application quotient.
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ProrosiTioN IV.1.15. L’application

tr : Plwy) — P(w)

(20t ot 25|, [0 i 0200000025 :0:...: 0]y
est une bonne application orbifolde.

DEMONSTRATION. Pour simplifier la démonstration, nous allons démontrer la
proposition pour I = {0,...,0}. Il faut vérifier les conditions (1) et (2) de la
définition II11.5.6. Mais, nous allons d’abord expliciter les recouvrements compa-
tibles que nous allons considérer.

La structure orbifolde sur |P(wy)| est donnée par 'atlas orbifold A(|P(wy)|).
D’apres la proposition 111.5.4, il existe un recouvrement compatible, noté Uy, as-
soci¢ a cet atlas. Pour tout ouvert Ur dans Uy nous considérons I'ouvert de P(w)

défini par F(Ur) = {[yo : - Unlw | Yo -+ 2 Yslw, € Ur}. Soit (Ur, Gy, ;)
une carte de Ur dans Uy. Il existe i € I tel que Uy C Ur;. Posons §(Ur) := {y €
C1—{0} | 71 (y) € Ur} = Uy x C"0 ¢ U,. Lensemble F(U;) est une composante

connexe de 7 (F(U;)). Notons G, le sous-groupe de p,, qui stabilise F(Uy)

et posons 7y, = T; |§(?]I/) Ainsi (§(U;), Ggw,), m5w,)) est une carte de F(Ur).

[’ensemble des ouverts §(Uy) avec Uy dans U forme un recouvrement compatible
de P(w).

Soit § la correspondance qui a U; associe §(Uy). Cette correspondance vérifie
clairement le point (1) de la définition 111.5.6. Nous avons le diagramme commutatif
suivant :

uly,

U ———3U;)

WU[l J/WS(UI)
Lr |U1

Uy ————3(Ur)

Le méme raisonnement que dans la démonstration de la proposition IV.1.10 montre
que Gy, = Ggw,). Soit a : (Ur, Gy, 7y;) — (Vi, Gy, my,) une injection. Soient
(&(U1), G m5wn) et (VD). Gy mviy) les cartes de §(Ur) et (V) cons-
truites ci-dessus. Posons §(a) = (a,id) c¢’est-a-dire qu'on applique a aux 6 + 1
premieres coordonnées et I'identité aux autres.

L’application §(«) : §(U;) — § (Vi) est injective. Comme Gy, est un sous-
groupe de Gvy,, Ggw,) est un sous-groupe de Ggyyy. Finalement, §(a) est une
injection qui satisfait la condition (2) de la définition I11.5.6. O
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COROLLAIRE IV.1.16. Pour tout sous-ensemble I de {0,...,n}, Uapplication
orbifolde vy : P(wr) — P(w) induit un isomorphisme entre P(wy) et P(w);.

Dans la suite, nous identifions les orbifolds P(w;) — P(w) et P(w); C P(w).
DEMONSTRATION DU COROLLAIRE IV.1.16. L’application
u s [P(wr)| — [P(w)y|
est un homéomorphisme. Pour toute carte (Ur, Gy, my,) de Uy dans A(|P(w;)]),

i g, (Ur, Gy, mw,) — (11(U), Gy, |7,@,)) est un isomorphisme de carte et
(1(Ur), Guys m | @,)) est une carte de ¢r(Ur) N [P(w);| dans A(|P(w)]) |1 O

Le corollaire suivant est une conséquence de la proposition I11.5.7.

COROLLAIRE 1V.1.17. Soit I un sous-ensemble de {0, ...,n}. Pour tout fibré
vectoriel orbifold E sur P(w), l'image inverse de E, noté (;E, par l'application iy
est un fibré vectoriel orbifold.

ProprosITION IV.1.18. L’application
fuw : P — P(w)

[20 ...t zp) — [20° 1ot 20w

est une bonne application orbifolde.

REMARQUE IV.1.19. Le degré de f,,, vue comme une application entre espaces
topologiques, est [[w;/ pged(wo, ..., wy,).

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION IV.1.18. Rappelons que I'application

fuo: C— {0} — C™ — {0}

(205 -y 2n) — (200, oy 20™)

est C*-équivariante et qu'elle releve |f,| : |P"| — |P(w)|. L’application f, est
surjective et ouverte.

Remarquons que si les poids sont premiers entre eux, nous avons P(w)e, =
P(w)
bifolde réguliere c’est-a-dire que f,*(|P(w)]

rog (cf. remarque 1V.1.11.(3)). Ainsi, I'application f,, est une application or-

reg) €St un ouvert connexe. Puis, la
proposition I11.5.10 montre que 'application f,, est bonne.
Dans la suite, nous démontrons la proposition dans le cas général. Soit U

un ouvert de P™. Soit (U,id,ny) une carte de U ou U est un ouvert de U; =
{(Wo, . yn) € C™ — {0} | y; = 1}. Soit f,(U) C U; la composante connexe de
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e~ —

77 (fu(U)) qui contient j};,(ﬁ) Nous obtenons une carte (f,(U), G, @), Tr,w))
de f,(U) et nous avons le diagramme commutatif

Pour tout p € P", il existe un ouvert connexe U, contenant p tel que

——~——

(1) la carte f,(U,) s'injecte dans U, . ... U
définition (IV.1.2));

n(p) ou {il’ e =in(p)} = Ifw(p) (cf.

—_—

(2) la carte f,(Up,) soit incluse dans D"“(ﬁ;(;), ) N U; ot ¢ est choisi pour
qu’on ait une détermination de I'argument (cf. remarque 1V.1.7).

La famille Upn := (Up,)pepn de tels ouverts est un recouvrement compatible de P".
Montrons que la famille Up() := (fu(Up))pepn est un recouvrement compatible
de P(w). Le point (IIL5.1) est trivialement vrai. Soit f,(y) € fu(Up) N fu(Uy).

D’apres la preuve de la proposition IV.1.10, il existe une carte Uy, ) de Uy,

P e

qui s’injecte dans f,(U,) et dans f,(U,). Nous prenons un ouvert U, C P" tel

—_~—

que fu,(Uy) C Uy, - Ainsi, nous avons I'injection f,,(U,) — U fu(y)> €€ qui nous

montre le point (II1.5.2). Supposons que f,,(U,) C f,(U,). Ainsi, la carte f,(U,)

s'injecte dans U; pour i € I, et la carte f,(U,) s'injecte dans ﬁj pour j € Iy, (-
Comme f,(Up) C fu(U,), nous avons I, C Iy, - Soit f,(Up), C fu(Uy) une

carte de f,(Up) induite par la carte f,(U,). Ainsi, f,(Up), et fu,(U,) s'injectent

—~—

dans les cartes U}- pour j € Iy, (- Le lemme IT1.1.3 montre que les cartes fw(Up)q

—_~—

et f,(U,) sont isomorphes. Nous en concluons que f,(U,) s’'injecte dans f,(U,).
Ce qui montre le point (I11.5.3).

Nous allons maintenant vérifier que les conditions de la définition II1.5.6 sont
satisfaites. La correspondance § : Upn — Up(,) définie par U, — [, (U,) vérifie la
condition (1) de la définition IIL.5.6.

Soit a : l7p c U, — l7q - 17]- une injection. Nous avons deux cas

(1) soit ¢ = j et a est simplement une inclusion ;

(2) soit i # j et nous avons

al(zo, .. Loy zn) = (20/25, -5 Ly ooy 20/ 25).
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—~—

Dans le premier cas, §(a) est simplement l'inclusion de f,,(U,) dans f,(U,).
Nous avons le diagramme commutatif

jfw wa

()
o U)—— [ully)

Nous avons unicité de F(a) car d’apres le lemme I11.1.1 une autre injection aurait la
forme ¢, 0§ () avec g € Gy, (v,) mais le diagramme ci-dessus ne serait commutatif
que si g € Ker(P(w)) c¢’est-a-dire ¢, = id.

Dans le second cas, §(a) est 'injection

§(0) : Jully) = ulU,)
(y()?"'vlia"'vyn) (yO/y] /w] . .,1 ,...’yn/ w”/wj)

Cette injection est bien définie car nous avons choisi € assez petit pour avoir une
détermination de I'argument. Nous avons un diagramme commutatif comme le
précédent et 'unicité de F(a) se déduit de la méme maniere.

L’unicité montre que pour deux injections successives, nous avons F(a o ) =
S(a) o F(F). Ce qui termine la démonstration. O

IV.2. Les fibrés vectoriels orbifolds Op,)(k) sur P(w)

Avant de définir les fibrés vectoriels orbifolds Op(,(pged(w)), nous allons faire
une remarque sur les notations. Remarquons que la notation Opn (k) est am-
bigué car elle désigne a la fois un fibré vectoriel holommorphe sur P" et son faisceau
des sections. Cette confusion n’est pas génante car nous avons une équivalence de
catégories entre les faisceaux de Op-modules localement libres de rang r etles
fibrés vectoriels holomorphes de rang r sur une variété M. Pour les orbifolds, nous
n’avons pas cette équivalence de catégories : le fibré vectoriel orbifold contient plus
d’informations que son faisceau des sections (cf. paragraphe II1.2.b).

ProprosiTION 1V.2.1. Il existe un fibré vectoriel complexe orbifold de rang 1,
noté Op)(pged(w)), sur P(w) tel que frOp)(pged(w)) soit isomorphe au fibré
Opn(pged(w)) sur P™.

DEMONSTRATION. Pour alléger les notations, notons d(w) := pged(w). Nous
utilisons les résultats du paragraphe I11.5.

Nous allons définir le fibré vectoriel orbifold Op(y,)(d(w)) sur P(w) par ses fonc-
tions de transition. D’apres le lemme IV.1.6 et la notation IV.1.9, pour toute
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injection a : (U, Gy, m5) — (V, G, ) entre deux cartes de A(|P(w)|), notons

d(w
Ya e (% ))( ) I'application de C dans C qui a ¢ associe Ay (y)t. Plus précisément

(cf. notation 1V.1.9), supposons que UcU etV cC U alors nous avons
(1) soit i = j et v ™ (y)(1) = Ut ot ¢ € p

o ) /s
(2) soit i # j ot () (t) = 1/,
D’apres le lemme 1V.1.6, nous avons la relation de cocycle orbifolde suivante

Opan (d(w Opa (d(w)) Opa (d(w))
g0 (1) — g% D () <gaﬂ’< ) (t)) .

Nous avons ainsi défini un fibré vectoriel orbifold de rang 1, noté Op,,(d(w)),
sur P(w) et Ker(Op (d(w))) = Ker(P(w)).

D’apres la proposition IV.1.18, 'application f,, est une bonne application or-
bifolde. D’apres la proposition II1.5.7 le fibré f;(Op,) (d(w))) existe.

Montrons que les fonctions de transition de f; (Op(d(w))) sont les mémes
que les fonctions de transition de Opn(d(w)). Soit p € Uy NU;" avec i # j. Ainsi,
fulp) est dans U™ N Uf(w). Soit, (wa(p), G
de A(|P(w)|) telle que

— fulp) € Wiy C UF nUy™

— il existe une injection

Ty rrP(w)
@ (wa(p)7 waw(p)7ﬂwfw(p)> - (U 7/"”!1} 7 )

Soit U," la composante connexe de fi ' (Wy, ) qui contient p. Posons

(d(w))

= T une carte de W
W(p)? wa@)) fu (@)

0 = F2 (Wa ) N OF

o P . _ P
Ainsi, (U, ,id, 7 |UIgn) est une carte de U, .

Nous avons le diagramme commutatif

fw |UJP" __
U W)

i le
fw UJP"
U]Pm S U
ot B((205 -+ Lis--y2n)) = (20/2j, - - -+ 1j, ..., 2n/2;). Alnsi, nous avons

g5 "N (@)(0) = g2 (@) 0) = 1/,
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REMARQUE IV.2.2. (1) Soit m un entier. Nous définissons le fibré orbifold
de rang 1, noté Op(,)(m. pged(w)), en prenant m fois le produit tensoriel
du fibré Op,)(pged(w)) avec lui-méme. Avec les notations ci-dessus, les
fonctions de transition du fibré Op(,)(m. pged(w)) sont

1/)SIP(U)) (m. pged(w)) (y) - C—C
t— tAT(y)

(2) A l'orbifold P(w), on peut associer I'orbifold, dite réduite, P(w/ pged(w))
en quotientant par le groupe Ker(P(w)). Comme nous avons

Ker(P(w)) = Ker(Op(,)(pged(w))),

le fibré orbifold Op(,)(pged(w)) — P(w) peut aussi étre réduit en un fibré
vectoriel orbifold Opuw/ pged(w)) (1) — P(w/ pged(w)).

On peut définir un fibré vectoriel orbifold, au sens de Chen et Ruan (cf.
remarque I11.2.7), Op,)(1) sur P(w). Mais ce n’est pas un fibré vectoriel
orbifold au sens de la définition I11.2.11 car

Ker(Oru)(1)) = {id} # Ker(B(w)).

(3) D’apres le corollaire IV.1.17, pour tout sous-ensemble I de {0,...,n}, le
fibré orbifold ¢;Op(.) (pged(wr)) est isomorphe au fibré vectoriel orbifold

Oy, (P (w1)).
LEMME 1V.2.3. Pour toute carte (ﬁ, Gu,my) de U ot U C U;, nous posons
Spo U—C
(Yoy -+ s Liye ey Yn) — U

Ces sections locales sont compatibles avec les changements de cartes et elles défi-
nissent une section, notée sy, du fibré Opg,)(wi) — P(w).

DEMONSTRATION. D’aprés la remarque 111.2.16, il suffit de montrer que ces
sections locales sont compatibles avec les changements de cartes c¢’est-a-dire que

(IV.2.4) 57(a(®) = v " (y) (5, 5(y) = A/ P ()3, H(y)

pour toute injection « : U — V. Nous utilisons les notations de IV.1.9, supposons
que U C U; et V C Uj, nous avons
— soit i = j et a(y) = (-y ou ¢ € p,, et nous avons

Sk (C-y) = ¢y = A ()3, 5 (y):
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— Soit ¢ # j et nous avons

5 r (Wo/y Y = ey = A ()5 S ().
O

IV.3. La cohomolgie orbifolde de P(w) vue comme C-espace vectoriel
gradué

Dans ce paragraphe, nous allons d’abord donner la définition de la structure de
C-espace vectoriel gradué de la cohomologie orbifolde pour les orbifolds complexes
et commutatives. Nous nous appuierons sur l'article de Chen et Ruan [CRO04].
Puis, nous appliquerons cette définition a notre exemple favori P(w). En particulier,
nous expliciterons une base (cf. proposition 1V.3.14) de la cohomologie orbifolde
des espaces projectifs a poids.

IV.3.a. Définition de la cohomologie orbifolde. Nous allons rappeler la
définition de la cohomologie orbifolde pour une orbifold complexe et commutative.
Pour plus de précisions, nous renvoyons le lecteur a 'article de Chen et Ruan
[CRO04] paragraphe 3.2.

Soit, X une orbifold complexe, compacte et commutative de dimension n. No-
tons XX := | |,y G, Nous définissons une topologie sur XX a l'aide d'une base
d’ouverts. Pour tout (z,g) € ©X et pour toute carte (U,, Gy, m,) d'un ouvert U,
contenant x, nous posons

(y.h) € 2X | I (v, k) : (Uy, Gy, my) — (Up, Go, ) }

(IV31) v(m,g)(Uw) = { qui vérifie ’f(h) =9

LEMME IV.3.2. (1) La collection de ces sous-ensembles de XX définit une
topologie sur XX

(2) L’ensemble ¥X muni de cette topologie est séparé.

DEMONSTRATION. (1) Tl est clair que (z, g) appartient a V(x,g)(fjx).

Il reste & montrer que si (2, k) € Viz,)(Usz) N Vi) (U,) alors il existe
une carte W, d'un ouvert contenant z telle que

Ve W) € Vi) (U) 0 Vi (T,).

Soit (z,k) € Vig,g)(Uz) N Vi) (Uy). 11 existe deux injections

(Qr, ko) ﬁz — ﬁx;

(o ko) 1 UL — U,

z
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telles que ko (k) = g et ko (k) = h. 1l existe une carte (Wz, G,,m,) d'un
ouvert W, C U, NU. qui s'injecte dans respectivement U, et U.. Nous en
concluons que V, k)( 2) C V) (UI) N Viy.n (Uy)-

(2) Soient (z1,¢1) et (x2,go) deux éléments différents dans XX. Si x; # a9
alors il existe deux cartes ljm et ljm de U,, et U,, contenant respec-
tivement z; et xq telles que U,, NU,, = {@}. Nous en déduisons que
V(Ihg])(ﬁxl) N Vizs,g2) (17 ) = {&}. Supposons que x = m; = mzy et
g1 F go. Soit U une carte d'un ouvert contenant x. Supposons qu’il existe
(¥, h) € Vi) (U,) N Viz,g2) (U,). 11 existe deux injections

(a,k0) 1 (U, Gymy) = Uy Gy ) ;

(@ Kar) : (U, Gyomry) = (Uy. Ga,y )
telles que ro(h) = g1 et K (h) = go. Quitte a diminuer Uy, on peut
supposer que U ' C U,. Puis le corollaire III1.1.4 implique qu 11 existe une

injection de U " dans U Le morphisme de groupes « : GG, — G, associé
a cette mJectlon est I'identité. Nous en concluons que Ha(h> = ma/( ). Ce
qui contredit 'hypothese g; # gso.

O

[’application P : XX — | X| qui a (z, g) associe x est une application continue
et #P "\ (z) = #G,.

LEMME 1V.3.3. Soit X une orbifold complexe, compacte et commutative. L’es-
pace topologique XX n’a qu’un nombre fini de composantes connexes.

DEMONSTRATION. Nous allons montrer que P : ©X — | X| est une application
propre. Il faut montrer que, pour tout z dans X, P~1(x) est quasi-compact et que
I'application P est fermée. Le premier point est évident car P~!(x) est un ensemble
fini.

Montrons que 'application P est fermée. Soit F' un fermé de X X. Soit = €
P(F). Pour toute carte (Uy, Gy, m,) de Uy, il existe y € P(F) N U,. Nous en
déduisons qu'il existe h € G, tel que (y,h) € FF C XX et quil existe une injection

(a, k) 2 (Uy, Gy, ) = (Uz, Gy Tz)
Considérons (U, ,)nen une suite d’ouverts emboités contenant z telle que
mnGNUr,n = {l’}

Nous en déduisons une suite (Y, by )nen d’éléments de F' telle que y,, converge vers
x. Comme G, est fini, quitte a prendre une sous-suite, nous pouvons supposer que
la suite (K, (hy))nen dans G, est constamment égale a un élément x(h) € G,. Nous
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en déduisons que la suite (yy,, hy,)nen converge vers (z, k(h)). Comme F est fermé,
I'élément (x,x(h)) appartient a F. Nous en concluons que P est une application
fermée puis qu’elle est propre.

Comme XX est un espace topologique séparé (cf. lemme 1V.3.2) et que X
est compacte, nous en déduisons (cf. Proposition 7 du chapitre I paragraphe 10.3
de [BouT1]) que pour tout compact K de |X|, 'ensemble P~'(K) est compact.
Finalement, 'espace topologique XX est compact et n’a qu'un nombre fini de
composantes connexes. O

Nous dirons que (z, g) ~ (y,h) si (z, g) et (y, h) sont dans la méme composante
connexe de ¥ X. Soit T I'ensemble des classes d’équivalence. Pour tout g € G,
nous notons (g) la classe d’équivalence de (x,g). Cette notation (g) sous-entend
que g € G, pour un certain z € | X|. Notons X, la composante connexe de ¥.X
qui contient (z, g). Nous avons la décomposition suivante de XX

(TV.3.4) 2X = || X

(9T

Les espaces topologiques X, sont naturellement munis d’une structure orbi-
folde (cf. lemme 3.1.1 de [CR04] ou l'article [Kaw78]). Dans le cas des espaces
projectifs a poids, cette structure orbifolde sera claire.

Remarquons que pour g € Ker(X), nous avons | X4 = | X|.

Dans l'article [Kaw78], Kawasaki donne une stratification canonique d’une
orbifold. Heuristiquement, nous pouvons voir les composantes connexes de XX
comme des adhérences de strates de I'orbifold X qu’on a « sorties » de |X|. Re-
gardons sur 'exemple suivant ce qu’il se passe.

EXEMPLE 1V.3.5. Considérons 'orbifold P} .- L’ensemble T" est en bijection

wo,w

avec p,, U p,, . L’ensemble EIP’}UO’W . se décompose de la fagon suivante

SBL = B fid}| L2 01} x (p1 = {id3) | IO 11} X (bt — {id}).

Soit z dans | X|. Soit (U, Gy, T,) une carte d'un voisinage U, de 2. L’action du
groupe d’isotropie G, sur I'espace vectoriel tangent 7 +U, induit une représentation
pz : Gy — GL(n,C) qui ne dépend pas de la carte choisie. Comme g est d’ordre
fini, la matrice p,(g) est diagonalisable. Dans une telle base, la matrice p,(g) s’écrit

diag(exp(2inry), ..., exp(2inr,))

ol les r; sont dans 'intervalle [0, 1[NQ.
L’age de g € G, est défini age(g,z) :=1r1 + -+« + 1.
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LEMME IV.3.6 (cf. lemme 3.2.1 de [CRO4]). (1) L’application age
X(g) — Q est constante.

-1

(2) Nous avons age(g,x) + age(g™", ) = n — dim Xg).

D’apres le lemme, I'age d’un élément g € G, ne dépend que de la composante
connexe X(4). Dorénavant, nous le notons age(g).

DEFINITION 1V.3.7 (cf. définition 3.2.3 de [CRO4]). Soit X une orbifold com-
plexe et commutative. Nous définissons les espaces vectoriels complexes de coho-
mologie orbifolde de X par

H}, (X.C) = @ H* 29Xy, C).
(9)eT
REMARQUE 1V.3.8. Remarquons que |X(q)| est simplement |X|. Ainsi, la co-

homologie ordinaire de | X| est un sous-espace vectoriel de la cohomologie orbifolde

de X.

IV.3.b. Cohomologie orbifolde des espaces projectifs a poids. Pour
I'espace projectif & poids, I'ensemble T est en bijection avec |, H,, (ou avec
S, défini dans le paragraphe I1.2). Pour v € S, nous avons P(w) 2=y = {p €
|P(w)| | €™ € Gp} x {e*™} (nous utilisons la notation définie juste avant 1'égalité
(IV.3.4) avec X = P(w)).

Soit p dans |P(w)|. Soit (U,,Gp,m,) une carte d’un voisinage U, de p. No-
tons p le relevé de p dans fjp. L’action de G, sur 'espace tangent T;ﬁp induit la
représentation de groupe suivante

Gy —GL(n,C)

( 2imTywo )

exp(2iny) — diag(e L., R

ProprosiTION 1V.3.9. La structure de C-espace vectoriel gradué de la cohomo-
logie orbifolde de ]P’(w) est donnée par

Hg:b @ H2o )(e2i”7)|7 C)
YESw
NEBH“” (|P(wr), C)
YESw
ot a(y) = {ywo} + - -+ {yw,} et I(7) = {i | yw; € N} (cf. le paragraphe II.1).
REMARQUE 1V.3.10. (1) Pour v = 0, nous avons |P(wy)| = [P(w)].

Ainsi, la cohomologie ordinaire de |P(w)| est un sous-espace vectoriel de
la cohomologie orbifolde de P(w).



IV.3. LA COHOMOLGIE ORBIFOLDE DE P(w) VUE COMME ESPACE VECTORIEL 63

(2) Sur la deuxieme page de larticle [Kaw73|, T. Kawasaki démontre le
résultat suivant

C siie{0,...,n};
0 sinon.

H*(|[P(w)],C) = {

Ainsi, d’apres la proposition précédente, nous avons une description ex-
plicite du C-espace vectoriel H2% (P(w), C).

orb
(3) Nous avons |P(w)2imn| = |P(w)i(y)|. D’apres la remarque IV.1.11.(5),
I'espace topologique |P(w)(,)| est muni d'une structure orbifolde. En effet,
nous avons les équivalences suivantes :
[0 -t Pulw € [P(w)e2in| < €™ - (po,. ... 0n) = (Pos- -, Dn)
< p; = 0 pour tout i tels que yw; ¢ N
< p; = 0 pour tout i dans °(7y).

(4) Prenons I'exemple des poids w = (1,2, 4). Nous avons alors
SP(1,2,4) = [P(1,2,4)] x {1}| |IP(2,4)| x {1}
L P@] > {V=1} | [P(4)] x {=v=T}.

Les « strates » définies par Kawasaki dans [Kaw78] sont {[0 : 0 : 1]},
{10,y,2] | y # 0} et {[x : vy : 2] | + # 0}. Remarquons que 'adhérence
des strates est respectivement P(4), P(2,4) et P(1,2,4), et qu’elle est iso-
morphe comme orbifolde aux composantes connexes de XP(1,2,4).

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION IV.3.9. L’age de I'élément €™ est
a(y). Nous en déduisons 1'égalité de la proposition. D’apres la remarque 1V.3.10
(3), I'espace topologique |P(w) c2irv)| est égal a [P(w)y(,)|. Puis le corollaire IV.1.16
permet d’identifier P(wy(,)) et P(w)()- O

De la remarque 1V.3.10 (2), nous en déduisons directement le corollaire suivant.

COROLLAIRE 1V.3.11. Soit v dans S,,. Les degrés de la cohomologie orbifolde

qui proviennent de l’espace topologique |P(w)2ix| sont les nombres rationnels
sutvants :

2(d+a(y)) avecd € {0,...,6(y) —1}
ot 6(y) = #I1(7) (cf. paragraphe 11.1).

COROLLAIRE 1V.3.12. La dimension du C-espace vectoriel H2%

orb

(P(w),C) est



64 IV. COHOMOLOGIE ORBIFOLDE DES ESPACES PROJECTIFS A POIDS

DEMONSTRATION. D’apres la proposition IV.3.9, la dimension de I'espace vec-

toriel H* (P(w),C) est
> dime H*([P(w)eaim] . C) = > 6(y
YESw YESw

Pour tout v dans S,, posons

e <01(Oﬂl’(ww)(chd(wI(v))))
T pged(wi(y))

) & H¥(|P(ws()].C).

Remarquons que n,‘f est nul pour d > (7).
Nous renvoyons a la formule (II1.3.3) pour la définition de I'intégrale orbifolde.

ProprosIiTION 1V.3.13. On a l’égalité suivante

orb n -1
M = L
/“” (w) (g )

DEMONSTRATION. D’apres la définition d'une intégrale orbifolde (I11.3.3) et la
remarque [V.1.11, nous avons

orb 1
M= —— / -
/]Pj(w) 0 ngd(w) |P(w)reg| ’

Puis les propositions IV.2.1 et I11.5.8 impliquent les égalités suivantes :

Ap(w)mg % = degtfw) /Pn (Cl(oi;i%g(f)(w))))n N degtfw)'

La remarque IV.1.19 termine la démonstration. O

PROPOSITION 1V.3.14. L’ensemble  := {n¢ | v € Sy,d € {0,...,0(y) — 1}}
est une base du C-espace vectoriel H}, (P(w),C). Le degré orbifold de nd est 2(d +

a(v)).

DEMONSTRATION. D’aprés la remarque 1V.3.10, la classe ngl engendre le C-

espace vectoriel H**(|P(w)c2i)|,C). Ainsi, les éléments 79, ... 7" forment

une base de H*(|P(w)c2in) |, C). Nous en déduisons que 1 est une base de I'espace
vectoriel HZ, (P(w),C) et que deg®(n?) = 2(d + a(y)). O
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ExeEMPLE IV.3.15. Considérons les poids w = (1,2,2,3,3,3) (cet exemple est
considéré dans 'article [Jia03]). Nous avons

n=>5 pu=14,
112
Sw = {0757575}7
5(0) (1/3) = 6(2/3) = 3, 6(1/2) = 2

(0) =6,
1(0) = {0,1,2,3,4,5}, I(1/3) = 1(2/3) = {3,4,5}, [(1/2) = {1,2}.

Les ages sont a(0) =0, a(1/3) = 5/3, a(1/2) = 2 et a(2/3) = 4/3. La cohomologie
orbifolde HZ (P(1,2,2,3,3,3)) est
H*(|P(1,2,2,3,3,3)]) @ H*153(|P(3, 3, 3)])
SH* Y (|[P(2,2)]) @ H>*(|B(3,3.3)]).

Nous visualisons cette cohomologie « en ligne ». Chaque ligne correspond a la
cohomologie de |P(wy(,))| et chaque groupe de cohomologie, noté H, qui apparait
dans le tableau ci-dessous est C.

v =0, [Plwye)| = P(1,2,2,3,3,3)] H'@H @®H'©H ® H*® H"

v =1/3, [P(wrays)| = [P(3,3,3)] HYP @ 2103 g fA+10/3
v =1/2, [P(wra)| = [P(2,2)] H'® H°
v =2/3, |P(wres)| = [P(3,3,3)] H¥® @ H*8/3 @ [*+8/3

Nous visualisons la base  de la méme maniere.

7 =0, Crgp ® Cy ® Cg @ Crpg @ Coy & Crg
v =1/3, Cn(f/s S7 Cﬁ%/s D Cn%/?,

v=1/2, Cn?/z D Cﬁ%/Q

v =2/3, Cng/:; b Cn%/:s S Cn§/3

IV.4. La dualité de Poincaré orbifolde des espaces projectifs a poids

Dans un premier paragraphe, nous donnerons la définition générale de la dualité
de Poincaré pour les orbifolds complexes et commutatives (cf. I'article de [CR04]).
Puis, nous appliquerons cette définition sur notre exemple fétiche P(w). La pro-
position IV.4.4 nous donne une formule explicite de cette dualité dans la base

n.
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IV.4.a. Définition générale de la dualité de Poincaré orbifolde. Nous
suivons le paragraphe 3.3 de [CRO04|. Soit X une orbifold complexe, commutative
et compacte de dimension complexe n. L’application I : X5 — X,-1) qui a (z, g)
associe (x, g~ ') est un isomorphisme entre orbifolds.

Pour tout g et pour tout 0 < d < n, posons

<‘v '>g : Hdihge(g)(X(g)v (C) X H2nid72age(gil)(X(g*1)7 C) —C
orb

(o, B) — aANI*B
X(9)

La dualité de Poincaré orbifolde est un accouplement

(Y HE (X, C)x H (X ,C) — C

orb

pour tout 0 < d < n, défini par la somme directe des accouplements (-, -),.

PRrROPOSITION IV.4.1 (cf. proposition 3.3.1 de [CRO4]). La dualité de Poincaré
orbifolde est une forme bilinéaire non dégénérée.

REMARQUE IV.4.2. D’apres l'article de [Sat56], 1'espace topologique sous-
jacent a une orbifold a une dualité de Poincaré qui est donnée par l'intégrale
orbifolde. Ainsi, la restriction de la dualité de Poincaré orbifolde a X4y = |X|
est la dualité de Poincaré de Satake sur H*(|X|, C). Remarquons que si 1'orbifold
n'est pas réduite c¢’est-a-dire que Ker(X) n’est pas réduit a {id}, alors d’apres la
formule (II1.3.3) 'intégrale orbifolde est un multiple de I'intégrale ordinaire.

EXEMPLE 1V.4.3. (1) Soit Y une variété complexe vue comme orbifold.
La dualité de Poincaré orbifolde est exactement la dualité de Poincaré
ordinaire sur Y car I'intégrale orbifolde est I'intégrale ordinaire.

(2) Soit G un groupe commutatif qui agit trivalement sur une variété complexe
Y de dimension n. Le quotient X := Y /G est une orbifold. Nous avons
| X| = Y| mais pour tout o € H**(Y, C), nous avons

orb 1
o= —— Q.
fo =76l

Ainsi, la dualité de Poincaré orbifolde restreint a Xq = X est a un
multiple pres la dualité de Poincaré de la variété Y.

IV.4.b. Dualité de Poincaré orbifolde de P(w). La proposition suivante
exprime la dualité de Poincaré orbifolde de P(w) dans la base n.

ProprosiTION 1V.4.4. Soient 77;1 et 77‘71: deuz éléments de la base m).
(1) Siv # {1 —~}, alors on a (n?,n%) = 0.
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(2) Si~" ={1—~} alors on a I(y') = 1(7) et

~1
<Hiel(~/) wi) 81 deg"“’(?ﬂ) + degorb(nfl_v}) =2n;

(. nfi_y) = ,
0 sinon.

REMARQUE 1V.4.5. (1) La remarque I1.2.7 et la proposition 1V.3.14 im-
pliquent que la condition degorb(nff) + degorb(nf{i'lﬂ}) = 2n est équivalente
a la condition d + d' = 6(y) — 1.

(2) Soient y € Sy, et d € {0,...,d(y)}. Le dual de n¢ pour la forme bilinéaire
3(y)—1—d
() ot (Hieuv) wi) iy

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION IV.4.4. D’aprés la définition de la
dualité de Poincaré, si v/ # {1 —~} ou d + d' # 6(y) alors (nﬁj,nﬂﬂ}) = 0. Si
d+d = 0(y) — 1, alors nous avons

orb
() = / n? A,
P(wr(y)
or’ e
) pged(wr(y))

-1
Puis la proposition IV.3.13 implique que cette intégrale vaut (Hle 1) wi> .
Finalement, la remarque IV.4.5 nous permet de conclure. U

EXEMPLE IV.4.6. Pour les poids w = (1,2,2,3,3,3), la dualité de Poincaré
dans la base ) (cf. 'exemple 1V.3.15) s’exprime par

272373 antidiagg 0 0 0
0 0 0 37% antidiag,
0 0 272 antidiag,
0 373 antidiag, 0 0

ou antidiag, est la matrice antidiagonale de taille n x n avec des 1 sur 'antidia-
gonale.

IV.5. Cup produit orbifold des espaces projectifs a poids

Dans un premier paragraphe, nous donnons la définition du cup produit orbifold
pour les orbifolds complexes, compactes et commutatives (cf. I'article [CR04]).

Dans un second paragraphe, nous expliciterons le cup produit orbifold de P(w)
dans la base m. Ce résultat est donné explicitement dans le corollaire IV.5.26. En
particulier, le fibré obstruction est calculé dans le théoreme 1V.5.13.
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IV.5.a. La définition du cup produit orbifold. Avant de commencer la
définition, a priori surprenante, du cup produit orbifold, nous allons expliquer
I'heuristique du probleme. Si on veut couper une classe d’homolgie de X, avec
une classe de X3, on ne peut pas forcément choisir des représentants de ces classes
d’homologie de fagon qu’ils soient transverses. En effet ces représentants doivent
rester dans leur espace tordu respectif, ce qui est une contrainte supplémentaire.
Ainsi, il se peut que l'intersection des représentants n’ait pas la bonne dimension.
Pour remédier a ce phénomene, on doit introduire un fibré correcteur. Dans la
littérature, on I'appelle aussi fibré obstruction.

Nous suivons le paragraphe 4.1 de [CRO4]|. Soit X une orbifolde complexe,
compacte et commutative.

Considérons 1’ensemble

23X = {($a91,92,93) € UpexGy X Gy X Gy | 919293 = id}-

Comme au paragraphe IV.3, nous définissons une topologie sur ¥3X a
I'aide d'une base d’ouverts. Pour tout (z, g1, ¢2,93) € X3X et pour toute carte
(Uy, G, 7)) d'un ouvert U, contenant x, nous posons

(y. by, ho hs) € 23X | 3 (o, k) < (U, Gyomy) — (Uy, Gy 7y)
qui vérifie k(h;) = g;.

Le lemme suivant se démontre de la méme facon que le lemme 1V.3.2.

LEMME IV.5.1. (1) La collection de ces sous-ensembles de X3 X définit
une topologie sur >3.X.

(2) L’ensemble ¥3X muni de cette topologie est séparé.

L’application Py : ¥3X — |X| qui a (z,91, g2, 93) associe x est continue. Le
lemme suivante se démontre de la méme fagon que le lemme 1V.3.3.

LEMME IV.5.2. Soit X une orbifolde complexe, compacte et commutative. L’es-
pace topologique Y3 X a un nombre fini de composantes connexes.

Nous dirons que (z, g1, g2, g3) ~ (Y, hu, ho, hs) si (2,91, 92, 93) et (y, ha, ha, h)
sont dans la méme composante connexe de Y3X. Soit T3 I'ensemble des classes
d’équivalence. Nous notons (g1, g2, g3) la classe d’équivalence de (z, g1, g2, g3). La
notation (g, g2, g3) sous-entend que ¢i, go, g3 sont dans un groupe G, pour un
certain point = € | X|. Notons Xy, 4, 4,) la composante connexe de £X qui contient
(x, g1, 92, g3). Nous avons la décomposition suivante de XX

23X = |_| X(g1,g2,gs)'

(91,92,93)€T3
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D’apres le lemme 4.1.1 de [CRO4], les espaces topologiques X4, 4,,05) SONt Na-
turellement munis d’'une structure d’orbifolde. Nous ne donnerons pas de précision
supplémentaire concernant le cas général mais dans le cas des espaces projectifs a
poids, cette structure orbifolde est donnée par la remarque IV.3.10.(3).

Soit P! la sheére de Riemann avec trois points marqués (0,1, 00). Soit Uy la
carte affine de P! contenant 0. Notons z une coordonnée sur Uy. Soit z = 1/2 le
point base noté x. Nous considérons les lacets suivants :

Ao : [0, 27] — Uy
t — exp(it);
)\1 . [0 27T] — Uo

1 .
t—1-— iexp(zt) ;
Ao = (MoA1)7h

Le groupe fondamental de P! — {0,1,00} est engendré par les lacets Ao, A1, Ao
(nous notons de la méme fagon le lacet et sa classe dans le groupe fondamen-
tal). Soit (x, go, g1, goo) Un élément de 33X . Nous avons un morphisme de groupes
surjectif p : m (P! — {0,1,00}, %) — H qui & A; associe g; on H est le sous-
groupe de GG, engendré par go, g1, goc. Nous en déduisons un revéetement galoisien
de P! —{0,1, 00} de groupe d’automorphismes H. Nous complétons ce revétement
en un revétement ramifié, noté w : ¥ — P La variété X est une surface de Rie-
mann compacte. Considérons I'application ev : X (4 4,.9.0) — X qui a (2, go, 91, Go)
associe z. L’application ev est une bonne application. Nous renvoyons le lecteur a
I'article de Chen et Ruan pour la démonstration dans le cas général (cf. le lemme
4.2.3 dans [CRO04]). Cependant, dans le cas des espaces projectifs a poids, nous
verrons que 'application ev est une bonne application orbifolde (cf. 5 lignes avant
I'équation (IV.5.12)). Nous définissons le fibré orbifold sur X4 4, g..) Par

(IV.5.3) E(go, 91, 9o) = (ev* TX @ H*'(,C))".
Ce fibré est appelé fibré d’obstruction.

D’apres la preuve du théoreme 4.1.5 p.20 de 'article [CRO4], le rang du fibré
E(QO; g1, goo) est

(IV.5.4) dime X — dime Xy 4,9, + age(g0) + age(g1) + age(goo)-
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DEFINITION IV.5.5 (cf. définition 4.1.2 dans [CRO4|). Soient a, 3,y dans

H? (X, C). On définit
orb
(a,B,7) = Z / eviaAevyBAeviy A Cmaz(E (91, 92, 93))
(91,92,93)€T3 X(91,92,93)

0l Crmaz (E (g1, 92, g3)) est la classe de Chern maximale du fibré orbifold E(g1, g2, g3)
et ev; : X(g, ga,g5) — 21X est Uapplication qui a (z, (g1, g2, g3)) associe (x,g;) pour
ie€{l1,2,3}.

Puis, nous définissons le cup produit orbifold.

DEFINITION IV.5.6 (cf. définition 4.1.3 dans [CRO4]). On définit le cup produit
orbifold sur H}, (X, C) par la formule

orb
(aUB,7) = (a,8,7).

EXEMPLE IV.5.7. (1) Soit Y une variété complexe vue comme orbifold.
Le fibré obstruction est de rang 0 et le cup produit orbifold est simplement
le cup produit ordinaire car l'intégrale orbifolde est I'intégrale ordianire.

(2) Soit G un groupe commutatif qui agit trivalement sur une variété complexe
Y de dimension n. Le quotient X := Y/G est une orbifold. Le rang du fibré
obstruction est 0. Le cup produit ordinaire sur |Y| = | X| est le cup produit
orbifold restreint a X4y = X. En effet, comme dans la définition IV.5.5,
nous intégrons avec l'intégrale orbifolde, nous avons la méme constante
qui apparait de part et d’autre de I'égalité dans la définition IV.5.6.

Nous énongons les propriétés du cup produit orbifold données dans le théoreme
4.1.5 de [CRO4] mais nous renvoyons a la preuve dans l'article [CR04].

THEOREME IV.5.8. Soit X une orbifold complexe, commutative, compacte et
conneze.

(1) Le cup produit orbifold respecte la graduation de HY, (X, C), c’est-a-dire
U: H?,(X,C) x H., (X,C) — H'1(X,C).

orb orb
(2) Le cup produit est associatif et son unité est la classe de 1 dans H°(|X|, C).
(3) Pour tout (o, ) € HL, (X,C) x HX=%(X,C), nous avons
orb
[ avs=tan)
X

(4) Le cup produit orbifold restreint a la cohomologie ordinaire H*(|X |, C) est
le cup produit ordinaire sur | X|.
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IV.5.b. Calcul du cup produit pour l’orbifold P(w). Avant de calcu-
ler le fibré obstruction dans le cas de P(w), nous démontrons quelques résultats
préliminaires.

Nous allons calculer le fibré tangent orbifold de P(w). Considérons l'injection
suivante (cf. notation IV.1.9 ) :

042(7‘—>‘7

wn/w])

(y07"'71i7"'ayn) (?Jo/y] /wjv' -717---7%/

ot U C U et VC U Pour k # j, nous notons t := y/y; W/ 1,8 fonction de
transition sur U; N U; est donnée par la matrice :

Oty
(IV59) wa(y(b ey ]-i7 s 7yn) - (a—)
Ye/ (k,0)€{0,..;nyx{0,...n}—{(,0)}

D’apres le corollaire IV.1.17, un fibré vectoriel orbifold sur P(w) se restreint a
]P’(wl)

LEMME IV.5.10. Pour tout sous-ensemble I de {0,...,n}, on a la décomposi-
tion swivante :

T]P) |]p (wr) (@ O]p (wr) UJZ ) @T]PJ ’UJ[

iele
DEMONSTRATION. Nous allons démontrer le résultat pour I = {0,...,d}.
Soient i, j dans {0, ...,n}. Nous reprenons les notations ci-dessus. En coordonnées,

la matrice de transition de TP(w) est donnée par

om0,
0 o Wi F?_l Oty 7

IV.5.11 — = k#j Yj

( ) e 1 8 ,
el Bt si l +# j.
J

pour £ # 1.

Restreindre le fibré TP(w) a P(wy) revient a poser y, = 0 pour £ > §. Ainsi, les
fonctions de transition du fibré orbifold TP(w) |p(,,) sont données par les relations
(IV.5.11) ot on ne fait la somme que jusqu’a 0. Finalement, la matrice de transition
du fibré TP(w) |p@,) qui correspond a l'injection o est du type suivant

A; 0
0 B
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ol A;; est une matrice (de taille 6 x ) de transition du fibré TP(w;) et B;; est la

matrice diagonale
1 1
diag (7, e ey ﬁ) .
yj 6+1/ J yj n/ J

D’apres la remarque 1V.2.2(1), 'ensemble des matrices {B;; |4, € {0,...,d}}
forme les fonctions de transition du fibré Op(,,)(Wst1) @ ... O Op(wy) (Wn)- O

Soient g, 71 €t Yo dans S, tels que v9 + 71 + Vs € N. Nous posons

I(70: 71, Voo) = 1(70) N L(71) N I(Yeo)-

Soit H le groupe abélien engendré par %70, 2™ et 2™~ De la construction
expliquée dans le début du paragraphe IV.5, nous déduisons un revétement ramifié
de groupe d’automorphismes H, noté 7 : ¥ — P! olt ¥ est une surface de Riemann
compacte.

L’application ev est simplement une inclusion de P(wr(yy 4, 4.)) dans P(w).
C’est une bonne application d’apres la proposition IV.1.15. Nous en déduisons que
le fibré obstruction, défini par la formule (IV.5.3) est

H
B30, %) = (TP(0) le(uy 1y oy @H(E.C))
D’apres la formule (IV.5.4), le rang de ce fibré est
(Iv.5.12) dime P(wr(y0,91 76)) — dime P(w) + a(70) + a(y1) + a(ve)-

THEOREME 1V.5.13. Soient vo,7v1 et Yoo dans S, tels que Yo + 71 + Yoo € N.
Le fibré orbifold E(~o,71,7) €st isomorphe a

@ OP(wI('YOy'Yly"/oo)) (wj)

JE€Jw (V0,715 Yoc)
ot Jw(’YOa’Yla ’Yoo) = {Z S {O s an} | {/YOU)Z} + {Vlwl} + {/YOOwZ} = 2}

DEMONSTRATION DU THEOREME 1V.5.13. D’aprés  la  décomposition  du
lemme 1V.5.10, le fibré obstruction F(7g, 71, Veo) €St
H

H
@ OP(MI(’YO”Yla’Yoo))(wi) ® HO’I(E’ C) @ (T]P(wf(%ﬂl,’yoo)) ® Ho’l(zv C)) :
1€1%(70,71,Y00)

Puisque H agit trivialement sur 7P (wy )) et

Y0:71, Yoo

HOY(%,C) =0 car HY(P*,C) = 0,
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nous obtenons la décomposition suivante :

H
E(f)/Ov’YlafYoo) - @ Op(wf(voﬁb'voo))(wi) & HDJ(E,C)
i€1°(70,71,Y00)
Pour i € {0,...,n}, notons y; le caractere du groupe H qui a e2V=1IMi associe

eV=Imywi pour § € {0,1,00}. Le groupe H agit sur Op(wl(mm’m))(wi) par multi-
plication par ;. Soit w une (1, 0)-forme différentielle fermée telle que plw = x(g)w.
Nous avons

(9w

= x(g9)"'w.

*,
gpgw -

=

Nous en déduisons que H0(%, C),, = H*'(X,C), 1. Finalement, nous obtenons

E(,YO’ 71 700) - @ (Op(wl(wovﬁmoo))(wi) ® HI’O(ET C)Xz) :

1€I°(Y0,71,Yoo)

Pour finir la démonstration, il suffit d’appliquer le lemme suivant. 0]

LEMME IV.5.14. Pour touti € {0,...,n}, on a

0 sinon.

HLO(Eﬂ (C)Xi - {

REMARQUE 1IV.5.15. Nous avons l'inclusion suivante

(Y0, 715 ¥oe) € (T(30) [ JT(7) | T (90))"-

Soit x un caractere du groupe H. Avant de démontrer ce lemme, nous allons
d’abord calculer la caractéristique d'Euler e(P*, (7.Cy), ) dans les lemmes IV.5.16
et IV.5.17 puis le lemme 1V.5.19 calculera H'(3, X),.

Pour tout ouvert U dans P!, notons ho(7w *(U)) le nombre de composantes
connexes de 7=1(U). Le groupe H agit transitivement sur 7,Cy = Cho(=='(U) ep
permutant les coordonnées de C™ ™ (), Posons

(m,Cy)y (U) = {z € CTON |y h e H h-z = x(h)z}.

Notons F le faisceau (m,Cy),. Comme 7 : ¥ — P! est un revétement ramifié
aux points 0,1 et co de P!, le faisceau F [p1_{01,00} est un faisceau localement
constant de rang 1. En effet, une fonction constante f : 7= (U) — C, qui vérifie
f(hx) = x(h)x pour tout (h,z) € H x 7~ 1(U), est déterminée par sa valeur sur
une composante connexe de 7! (U).
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LEMME IV.5.16. On a [’égalité suivante :
e(P', F) = e(P' — {0,1, 00}, F |p1_{0,1,00}) + ding Fy + dime Fi + dime Fop
ou e est la caractéristique d’Fuler.

DEMONSTRATION DU LEMME IV.5.16. On a la suite exacte de Mayer-
Vietoris suivante :

i HEO,I,oo}(Plaf) - HZ(]PJIJF) - HEO,I,oo}(Pl - {07 L, OO},.F |]P’1—{071700}) o

ol H«%O,l,oo} (P!, F) désigne la cohomologie a support dans {0, 1, 00}. Nous en dédui-

sons I'égalité suivante :
e(HEO,l,oo}UP)l::F)) - Q(Pl, f) + e(]P)l - {07 17 OO},f |P1—{0,1,oo}) = 0.
Comme nous avons
e(H{y 1,00} (P, F)) = e(H{gy (P*, F)) + e(Hyy (P, F)) + e(H{y (P', F)),

il suffit de montrer que e(Hy, (PY, F)) = dimc¢ Fp. Soit V un disque ouvert centré
en 0 ne contenant ni 1 ni co tel que dime F (V) = dime Fp. Le lemme d’excision
nous donne la suite exacte suivante :

o Hig (VL F v) s H(V, F ) —— H(V = {0LF |y q0)) — -
Nous obtenons 'égalité
e(Hig (V. F |v)) —e(V.F |v) + e(V = {0}, F [y_{o}) = 0.

Or comme F |y _qo est un faisceau localement constant de rang 1, d’apres
[DMS86] p.11, nous avons e(V — {0}, F |y—qoy) = e(V — {0}) = 0 car V — {0} est
homéomorphe a S*.

Finalement, nous obtenons e(Hfy, (V. F [v)) = e(V, F |v). Le complexe de fais-
ceaux (m.Ey)y, défini dans la démonstration du théoreme VIIL.3, est une résolution
acyclique pour le foncteur I'(P',-) du faisceau F. Nous en déduisons que le com-
plexe (m.£5)y |v est une résolution acyclique pour le foncteur I'(V, -) du faisceau
F |y. Comme V est convexe, le lemme de Poincaré et le théoreme VIIL.3 im-
pliquent que HY(V,F |y) = 0 pour i > 0. Nous en déduisons que e(V,F |y) =
dim(c HO(‘/,f |V) [

LEMME IV.5.17. Soit x un caractére non trivial de H. On a

{—1 si X(€0) £ Lx(€™) # 1 et x(e2™1%) # 1;

e(]P’l, (mCy)y) = 0 sinon
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REMARQUE IV.5.18. Rappelons que H est engendré par e?™0, %™ et e2i™re
et que Yo+ V1 + Y0 € N clest-a-dire que €20 %™ 2™ = 1, Nous en déduisons
que si x est un caractere non trivial de H alors le cardinal de I'ensemble {j €
{0,1,00} | x(€*™i) = 1} est au plus 1.

DEMONSTRATION DU LEMME IV.5.17. D’apres le lemme 1V.5.16, il suffit de
calculer les nombres e(P* —{0, 1, 00}, F [p1_{01,00}), dime Fo, dime F et dime F.
D’apres la relation (2.2.1) de [DM86], on a

e(P' — {0,1,00}, F |p1_{0.1,00}) = €(P') —e({0,1,00}) =2 — 3 = —1.
Montrons 1'égalité suivante :
si y(e*™0) = 1;
si y(e*™0) #£ 1.

Soit V' un voisinage ouvert de 0 tel que dim¢ F (V') = dim¢ Fy et que le nombre
de composantes connexes de 771 (V') soit #H /(e*™°), on1 (e*™°) est le sous-groupe
engendré par €?™°. La condition y(e*™°) = 1 est équivalente a 'existence d'un

1
dime Fy =
A

élément non nul dans F (V). Ainsi nous avons
dime F(V) =1 & x (™) = 1.

LLe méme raisonnement pour les points 1 et oo et la remarque 1V.5.18 nous
donne 'alternative suivante :
— soit x(e*™0) £ 1, x(e*™1) £ 1 et x(e*™>=) #£ 1 et alors dim Fy = dim F; =

dim F, = 0
— soit il existe v € {70, 71, Yoo} tel que x(€*™) =1 et alors dim Fy + dim F; +
dim Fy, = 1.

O
Les deux lemmes précédents 1V.5.16 et IV.5.17, nous permettent de calculer
H'(%,C),.
LeEMME 1V.5.19. Soit x un caractére non trivial de H. On a

HY(, C), = {C i X(€0) 2 1, x(e™) £ 1 et x(e*™7) # 1
0  swnon.
DEMONSTRATION DU LEMME IV.5.19. Montrons que
H°(P', F) = H*(P', F) = 0.
Le théoreme VIIL3 implique que H (P!, F) = Hi(X,Cy,), pour tout j. Or ¥ est
connexe donc H(X,Cy) = C et H*(X,Cy,) = C. Puisque x n’est pas le caractere
trivial, nous avons H°(%, Cy,), = H?*(%, Cy,), = 0.
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Finalement, d’apres le théoreme VIII.3 et le lemme IV.5.16, nous obtenons

dime H*(X, Cy), = dime H' (P, F) = —e(P, F).

Il nous reste a démontrer le lemme I1V.5.14.

DEMONSTRATION DU LEMME IV.5.14. Rappelons que 7 : ¥ — P! est un
revétement ramifié aux points 0,1 et oo de P! de groupe d’automorphismes H ot
Y est une surface de Riemann compacte. Nous avons

#r 1 (0) = #H /(e 1) ;
#rN(1) = #H/o(eV )
#r (00) = #H [o(e?/ 7).

D’apres le lemme IV.5.19, nous pouvons nous restreindre au cas ou

i€ (L(v0) UL(n) UL (7))
Montrons d’abord que si H*(X2, C),, = C alors i € J, (Y0, 71, Voo)-
Notons ¢ la coordonnée sur P! — {oo}. Soit f une fonction holomorphe
sur Y. Posons w = fr*(dt/t(t — 1)).
Nous cherchons une condition sur f pour que

(i) w soit holomorphe;
(ii) on ait (h71)"w = x;(h)w quelque soit h dans H.

Soit 2z la coordonnée dans un voisinage d'un point de 7~!(0). Dans ces
coordonnées, la 1-forme holomorphe 7*(dt/t(t — 1)) s'écrit
o(e2V=Im
0(62\/—_17r"/0)dzo/20(20( W=lmo) 1)

oll 0(e2V=Im0) est Pordre de €2V~ dans H. La condition (ii) avec h =
e2V=1Im0 g traduit par

Flexp(—2v =1 /o(e?V1™0)) z9) = exp(2v/—Lmyow;) f (20)-
Posons f(20) = )5, @n2g avec a,, # 0. Cette condition sur f impose que

si a, # 0 alors yow; + n/o(e2Y=170) est dans Z. Ainsi, nous avons

no/o(e?V=1m0) = —{yqw;} + ag avee ag € Z.

La condition (i) implique que ng > 1 c’est-a-dire ap > 1 car ¢ est un entier
supérieur ou égal & 1/0(e>V=170) 4+ {yow;}.



IV.5. CUP PRODUIT ORBIFOLD DES ESPACES PROJECTIFS A POIDS 7

Nous en déduisons que le nombre de zéros de w comptés avec multiplicité!
aux #H /o(e>V=T™0) points de 7=(0) est

(IV.5.20)  (mo — D#H/o(e770) = #H(—{r0w;} + ag — L/o(e>/7770)),

Les conditions (i) et (ii) appliquées dans un voisinage d'un point de 7=1(1)
impliquent que a; > 1 et que le nombre de zéros de w comptés avec multi-
plicité aux #H /o(e*¥=11) points de 7(1) est

(IV.5.21) #H(—{yw;} + g — 1/0(e2V=1™1)).

Soit 24 la coordonnée dans un voisinage d'un point de 77!(oc0). Dans ces
coordonnées, nous avons

T (dt/H(t — 1)) = —o(e?Im=)dz /(1 — 22T,

De méme, les conditions (7) et (4¢) impliquent a., > 0 et le nombre de zéros
de w comptés avec multiplicité aux #H /o(e?Y~1™) points de 7 (c0) est

(IV.5.22) HH (—{YocW;} + Qoo + 1 — 1/0(e2V71m70Y),

La formule de Riemann-Hurwitz nous donne le genre de X, noté gs.

1 1 1
(IV.5.23)  29x—2=#H (1 - o(€2V—Tm0) - o(e2vV=1mn) B O(@ﬁﬂoo)) '

Comme w est une 1-forme holomorphe sur une surface de Riemann com-
pacte X, la somme de ses zéros vaut 2gy, — 2. D’apres les relations (IV.5.20),
(IV.5.21), (IV.5.22) et (IV.5.23), nous en déduisons

{rowi} + {rewi} + {Veowi} = o + a1 + .

Vu les conditions sur ag, oy et a., I'égalité ci-dessus n’est possible que si
ag=0a; =1et as, =0.

— Pour finir la démonstration, il suffit de démontrer que si H*°(3,C),, = 0
alors {w;v} + {wimi} + {wiyee} # 2. D’apres le lemme 1V.5.19, nous avons
I'implication suivante

i ¢ 10v) 1) J () = H(Z,C),, = C.
Or, nous avons la décomposition
H'(%,C),, = HY(%,C),, ® HO(X,C), 1.
INe pas confondre la multiplicité des zéros et la multiplicité des points de ramifications.

Chaque point de ramification de 7~1(0) a pour multiplicité o(e?V~1™), Dans notre calcul, nous
comptons les multiplicités des zéros sans les multiplicités des points de ramifications.
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Ainsi si H'(,C),, = 0 alors H"(X,C), -1 = C. Puis la premiére partie de
la démonstration implique que nous avons

{—wivo} + {—wim} + {—wivee} = 2
c¢’est-a-dire
{wino} +{wim} +{winee} =172
car pour i & I(vo) U (71) U (7). nous avons {—w;v;} = 1 — {w;y;} pour

tout j € {0,1, 00}.
U

Les applications ev; de la définition IV.5.5 sont simplement des inclusions na-
turelles de P(wW(y5,y1,700)) dans P(w) zixy;, pour j dans {0, 1, c0}.

Le corollaire suivant calcule I'expression du 3-tenseur (-,-,-) dans la base ) de
(P(w),C).
COROLLAIRE [V.5.24. Soient 77%)’ 77;‘7/11 et n52 des €léments de la base n.

(1) Si o+ + 7Yoo nest pas un entier, alors (nd, ndt, ni=) = 0.

H*

orb

(2) Siv0+ 71+ Yoo €St un entier, alors on a

( H ws
1€Jw (70,71 5Yo0 ) . orb/, d;\ __ .
( do dy doo) _ < . St Z deg (77%) =2n;
77')/0’ 77’)/1 ) 7770@ H wz ’iE{O,l,OO}
i€I(70,71,Y00)
L0 $4n0omn.
DEMONSTRATION. (1) La premiere partie du corollaire découle de la défi-

nition et de la formule 11.1.2.

(2) Notons wo,1,00 = Wi(yem 1)+ SOIENE 70,71 €t Yoo dans S, tels que vy +
Y1 + Yoo SOit un entier. Par définition, (77;13, nff;,nff;f) est non nul si

dO + dl + doo + Tang(E(/YOv 1, ,yoo)) = dlm(c P(wo,l,oo)-

Sous cette condition, qui est exactement ), (01,00} degorb(nfl/:) = 2n (cfla
formule (IV.5.12)), nous avons

orb
(7738’ 77311’77’()%;.:) = /]P( ) L:on’(:g A L’:ln’% A L:oon’(f;) N Cmax(E(’yﬂa 71, 700))
wo,1,00
— H Ws /Orb <Cl(0ﬂ”(w0,1,oo)) (ngd(wO,l,oo)) ) dime P(w0,1,00)
' P(w(),l,oo) ngd(wO,l,oo)

i€Jy ('YO »Y1 7700)
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Puis la proposition IV.3.13 termine la démonstration.
O

ExeEMPLE [1V.5.25. Pour 'exemple w = (1,2,2,3,3,3), nous allons regrouper
les 3-tenseurs non nuls selon le triplet (Yo, 71, Vo). Pour (70,71, %) = (0,0,0) le
fibré obstruction est de rang 0 et nous avons

(10 0 k) = 277377, (1, mé, me) = 272372,
(0,7, 15) = 272372, (e, mt, md) = 272373,
(0. 16, 1) = 27°37°.
Ceci va nous donner le cup produit sur H*(|P(1,2,2,3,3,3)|) (cf. le théoreme

IV.5.8). Pour (79,71, Ve0) = (0,1/2,1/2) le fibré obstruction est de rang 0 et nous
avons

(0, 0 j2: M j2) = 272, (0,10 j2s M j2) = 277

Pour (70,71, 7) = (0,1/3,2/3) le fibré obstruction est de rang 0 et nous avons

(10 13- 1 ys) = 377, (M0s M/ M2y3) = 37,
(7737 77(1)/3a 77%/3) = 3_37 (né, 7711/3, 77(2)/3) = 3_3,
(77(2)7 ?7(1)/3a 77(2)/3) = 3_3‘
Pour (70,71, %) = (1/3,1/3,1/3), le fibré obstruction est O(2) & O(2) et nous
avons
(77(1)/3» 77(1)/3a 77(1)/3) = 4.37%
Pour (70,71, 7)) = (1/3,1/3,1/3), le fibré obstruction est O(1) et nous avons
(773/37773/3, 77%/3) =1.37".

D’apres la définition 4.1.3 de I'article [CR04], le cup produit orbifold est défini
par I'égalité (a, 5,v) = (aUS,v). Comme (-, -, -) est symétrique en ses 3 arguments,
(Hr(P(w),C), U, (-,-)) est une algebre de Frobenius graduée.

COROLLAIRE IV.5.26. Soient 77% et nfl& des éléments de la base . On a

d d d
Mo YT = H Wi | Myo+m}
ZeK(’YOv"/l)

o

K (0,7) 1= (90,7 1= {20 + 1} LT + 1) = T30) 0 1)
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deg”(730) | deg™(n3])

avec d := 5 + 5 —a({v +m})-
REMARQUE IV.5.27. (1) Sid>d({y + ™} alors nfvoﬂl} = 0.
(2) Pour tout v € S, et pour tout d € {0,...,5(y)}, nous avons
o Und =ngt

DEMONSTRATION. D’apres la définition du cup produit orbifold, nous avons

mount = > i)l
YESw
5€{0,...,6(v)—1}

La remarque 1V.4.5 nous donne le dual de nf/. Le corollaire IV.5.24 et la formule

(T1.1.2) impliquent que si (70, n%,nd) # 0 alors y = 1 — {79 + 1 }.
Pour finir la démonstration, il suffit de vérifier que la condition

deg®(159) + deg™ (n!) + deg®™® (1)) = 2n
est équivalente a

5 =a({y+7}) = L+ 6({y0 +n}) — deg”(n©)/2 — deg®™(n") /2.
0

EXEMPLE IV.5.28. Pour les poids w = (1,2,2,3,3,3), nous donnons la table
du cup produit orbifold dans la base n.

0|0 |6 [ 6 | M0 | M6 || M [ Mys [ Mg | e | Mye | Mags | Mg | Mass
Mo |70 | Mo |16 |16 [ Mo |6 || s | Miys | Wi | Mye | Mye | Mags | Ty | Mass
m Mo | M | M [0 | O | mys [ Mz | O M| O | mys | mys | O
2 mlmlolo ws 0ol o[ 00 %] 0 |0
m 0lo[0] o0 [olo0o] 0] o0/ 0 0 | 0
e olo o [olo 0] o0/ o 0 | 0
s o 0o (oo o] o] o 0 | 0
s Adagg | O [ O ] 0 | O | dng | 4y |4
s 0 0 0 0 dny | And 0
7. 0] 0] 0 45| 0 |0
M 3o | 3% | 0 0 |0
?7%2 0| 0 0 | 0
a3 Loz | Lniys | O
Tosa 0 0
Mass 0
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La partie en haut a gauche est simplement le cup produit sur H*(|P(1, 2,2, 3,3, 3)|).
Parmi ces produits, le calcul explicite du fibré obstruction est nécessaire pour les
produits

17(1)/3 U 77?/3 = 4.773/3 ou le fibré obstruction est O(2) & O(2);
778/3 U 778/3 = 1.7711/3 ou le fibré obstruction est O(1);
773/3 U 77%/3 = 1.77f/3 ol le fibré obstruction est O(1).






CHAPITRE V

Cohomologie quantique orbifolde des espaces projectifs a
poids

V.1. Les invariants de Gromov-Witten orbifolds
Nous suivons le paragraphe 2.3 de I'article [CRO02].

DEFINITION V.1.1. Une courbe nodale de genre 0 avec k points marqués est
la donnée suivante :
— un ensemble fini I et pour tout i dans I, une application continue @; : C; — C
entre une courbe complexe lisse de genre 0 et un espace topologique ;
— k points distincts sur C, notés z := (21, ..., 2x).
Ces données vérifient les conditions suivantes :
(1) lespace topologique C' est la réunion des @;(C;) ;
(2) pour tout p; dans C;, il existe un voisinage Uy, de p; tel que l'application
Vi |Up¢: Uy, — C so0it un homéomorphisme sur son image ;
(3) pour tout p dans C, nous avons Y, p; *(p) < 2;
(4) pour tout z; € z, nous avons Y ; ;' (p) = 1;
(5) Uensemble des points nodaux {p € C'| 3., ¢; ' (p) = 2} est fini.

REMARQUE V.1.2. (1) Les points nodaux ne sont pas marqués.

(2) Nous dirons qu'un point p € C; est marqué (resp. nodal) si nous avons
vi(p) € z (resp. ¢;(p) est nodal).

Une application 6 : (C, z) — (C', 2") est un isomorphisme si 6 est un homéo-
morphisme qui se releve en un biholomorphisme 0;; : C; — 7 sur chaque compo-
sante C; de C et si 0(z;) = z..

Pour tout (¢,7) € Rt x (RT — {0}), posons X (¢,7) = {(z,y) € C? | |z, |y| <
r,xy = t}. Le groupe u, agit sur X (¢,r) par la formule ((z,y) = (Cx,( 'y).
Notons ¢, : X (t,r) — X (t",r") 'application qui a (x,y) associe (z",y"). Nous en
déduisons que le triplet (X (¢,7), @,,, ¢n) est une carte de X (", ™).

DEFINITION V.1.3. Une orbicourbe nodale est une courbe nodale marquée
(C, z) avec une structure orbifolde qui vérifie

83
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(1) tout point orbifold p; de C;, c’est-a-dire #G,, > 1, est un point marqué
ou un point nodal ;

(2) pour tout point z; € z, il existe une carte d'un voisinage de p qui est
donnée par le revétement ramifié z — 2™ ;

(3) pour tout point nodal, il existe une carte donnée par (X (0,7¢), t,,,, Pn,)-

Notons (C, z,m,n), ou plus simplement (C, z) quand il n’y a pas d’ambiguité, une
telle orbicourbe nodale.

Un isomorphisme entre deux orbicourbes nodales
0 (C,z,m,n) — (C,z,m,n)
est une collection d’isomorphismes 6;; entre les orbicourbes C; et Cj telle qu’ils
induisent un isomorphisme 0 : (C, z) — (C’, 2’).

DEFINITION V.1.4. Soit X une orbifold complexe et commutative. Une appli-
cation orbifolde stable est la donnée suivante :
— une orbicourbe nodale (C, z,m,n) ;
— une application f: C — X continue;
et une classe d’isomorphisme de structures compatibles notée &.
Ce triplet (f,(C,z,m,n),§) vérifie

(1) pour tout i € I, Uapplication f; :== f o ; est holomorphe de C; dans X ;

(2) pour tout point z; marqué ou nodal, le morphisme de groupes induit par &
de G, dans Gy, est injectif ;

(3) et si f; est Uapplication constante sur C; alors C; a plus de trois points
singuliers (i.e. nodal ou marqué).

Nous munissons 1’ensemble des applications orbifoldes stables d’une relation
d’équivalence de la maniere suivante. Nous dirons que les deux applications or-
bifoldes stables (f, (C,z,m,n),&) et (f',(C’,2',m’,n’),£) sont équivalentes s'il
existe un isomorphisme

0:(C,z,m,n)— (C'". 2", m' n)
tel que [’ o 0 = f et que I'image inverse de & par 0 soit isomorphe a &'. No-
tons [f, (C,z,m,n), & la classe d’équivalence de l'application orbifolde stable
(f7 (07 z7 m7 n)’ g)'
Soit (f, (C, z,m,n),&) une application stable. Nous pouvons associer a cette

application stable la classe d’homologie dans Hy(|X|,Z) définie par f.([C]) =
> i(fow).]Ci]. Cette classe d’homologie ne dépend que de la classe d’équivalence
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de I'application stable. Pour chaque point marqué z;, la classe de structure compa-
tible § induit un monomorphisme de groupes «; : G, — G(.,). Ce monomorphisme
ne dépend que de la classe d’équivalence de I’application stable.

Rappelons que XX = || G, = |_|(g)eT X(g) ol X, est une composante
connexe (cf. paragraphe IV.3.a). Nous avons une application d’évaluation, notée
ev, qui a chaque classe [f, (C, z,m,n),&| d’applications orbifoldes stables associe
((F(z1), i (€3m/m), L (F (), Re(€27/m5))) € RX,

Une application orbifolde stable (f, (C, z,m,n),§) est dite de type (g1, ..., gx)
si ((f(21), k1(€¥™™)), o, (f (2), ki (€2™/™))) appartient & X(g,) X -« X(g,). S'il
n’y a pas d’ambiguité dans la notation, nous écrirons g pour Ir k-uplet (gi, ..., gr).

DEFINITION V.1.5. Soit A € Hy(|X|,Z). Nous définissons My(A,g) Uespace
de modules des classes d’équivalence des applications orbifoldes stables avec k
points marqués, de classe d’homologie A et de type g, c’est-a-dire

A _ [(f7(07z7m7n)7£)] |#Z:k7f*[0]:147
M4, 9) = { ev(f,(C,z,m,n), &) € Xy X -+ X Xy }

D’apres les résultats de I'article [CRO2] (cf. propposition 2.3.6), I'espace de
modules M (A, g) est un espace topologique compact et métrisable. Chen et
Ruan définissent _également une structure de Kuranishi pour I'espace de modules
M, (A, g) dont la dimension est donnée par le théoréme suivant.

THEOREME V.1.6 (cf. théoréme A de [CRO2]). La dimension' de la structure
de Kuranishi considérée par Chen et Ruan de My,(A, g) est

k
2 (/Acl(TX) —l—dich—S—Fk’—i_Zlage(gi)) :

Cette structure de Kuranishi définit (cf. théoreme 6.12 et le paragraphe 17
de T'article [FO99]), une classe d’homologie, appelée classe fondamentale de la
structure de Kuranishi,

(V.I.7)  ev, [Myi(A,g)] € H?(IA Xigy) X+ X X(g,), C).

c1 (TX)+n—3+k—Zf:1 age(gi)) (
Pour chaque ¢ € {1,...,k}, soit a; une classe dans HQ(*_age@i))(X(gi),(C) C
H2% (P(w), C). La formule (1.3) de [CR02] définit les invariants de Gromov-Witten

orb

orbifolds par

Dans la littérature, on la trouve également sous le nom de dimension attendue ou dimension
virtuelle.
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(V.18) W, H(X(,),C) ® - @ H*(X(,,),C) — C

Q- Qo — e ARRRWANe 7
eva [My(A,g)]

V.2. Potentiel de Gromov-Witten pour P(w)

Dans ce paragraphe, nous allons définir le champ d’Euler et le potentiel de
Gromov-Witten. Dans la proposition V.2.11, nous montrons que le potentiel est
homogene par rapport au champ d’Euler et nous calculons certaines conditions
initiales de la structure de Frobenius sur H*(P(w), C).

Nous commencons par un lemme qui va nous permettre de calculer la classe
de Chern orbifolde du fibré TP(w).

LEMME V.2.1. Nous avons une suite exacte de fibrés

0 —— €~ Oy (o) ® - - ® Opguy (wn) —= TP(w) — 0

ou C est le fibré orbifold trivial de rang 1 sur P(w).

Si les poids sont tous égaux a 1, ce lemme est bien connu : on peut le trouver au
paragraphe 3 du chapitre 3 de [GH94|. D’ailleurs la preuve de ce lemme s’inspire
de la preuve donnée dans le livre de Griffiths et Harris.

DEMONSTRATION DU LEMME V.2.1. Pour démontrer ce lemme, nous allons
d’abord construire les morphismes de fibrés puis montrer que la suite est exacte.

Pour tout p € P(w), soit (fjp, G, mp) une carte d'un ouvert U, qui contient
p, dans l'atlas A(|/P(w)|) qui trivialise les fibrés Op(,)(wo) @ - -+ & Opgw)(wy,) €t
TP(w). 1l existe un unique i € {0,...,n} tel que 171, C U;. Dans la suite, nous
allons supprimer l'indice p a la carte (ﬁp, G, m,) pour ne pas alourdir les notations.

Nous allons d’abord construire un morphisme de fibrés, noté ¢, entre
Op(w)(wo) @ - -+ @ Oppyy(wy) et TP(w). Notons o, ..., yn les coordonnées sur U.
Une base du fibré tangent a U est formé par les champs de vecteurs 0,, := 0/0y;
pour k # 4. Considérons I'application linéaire (id, @)

UxCtt U xCr
w -~ Wn,
(Y, v0, .- Un) (y7 (—ﬁyovi + Uo) Oyt it + (——_ynvi + vn) 8yn)

otl 1 signifie que le terme en position ¢ n’apparait pas. Remarquons que cette
application est surjective et que Ker ¢z (y) = C.(yowo, . . ., ynwy).
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Pour construire ce morphisme, nous allons montrer que pour toute injection
a:U CU; — V CUj, nous avons

(V.2.2) Yo " 0 Py = Gy o 0.
D’apres les notations IV.1.9, nous avons
(1) soit i = j et alors a(y) = (y avec { dans p,,
(2) soit i # j et alors

wo/wj

Dans le cas ol ¢ = j, nous avons

VI () (v) = (¢"vp, ..., Pmy) = Cu
PO (y)(v) = Cu

ouy = (Yo, Liy--yYn) €t v=(vg,...,0,).
Nous en déduisons que

Gy 0 VM) (y) (v)
= o3 (Cy)(C)

W -~ Wn, oy w
w; wi

= Cpp(¥)(v)
=" 0 G5(y) (v).

Dans le cas ol ¢ # j, nous avons

Oty
PO () () = (—) v
OYe ) wpjeni

wfo(w")(y)(y) _ (1/y;/wj>y _ (Uo/y;ﬂo/wj, o vn/y;un/wj>

wy /w;

ou ty = Yr/y. pour k € {0,...,n} —{j} et

(5)
OYe ) ypjesi
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est une matrice de taille n x n (cf. (IV.5.9)). Nous en déduisons que

$v o ¢§30(“’"’(y)( >

D’un autre coté, nous avons

Uat ) o G5 (y) (v)
= ¢£P(w)<y) ((—%yow + vo) Oyo + -+ +7+ R (—%ynvi + vn> 8%) .

D’apres 1'égalité (IV.5.11), pour £ # i nous avons

n
Wk Yk . .
E —— lﬁtk sil=j;
Wi T

— J
Oy, = /@;231 Yj
m@tl si/ 7é j

J
Le terme devant 0, dans

w ~ W,
Uat ) (y) <<—Eoyovi + Uo) Oyo+-+-+it-+ (_?ynvi + Un) 8yn)

% )

est

—w wo /w w Y, 1 W
(V23) (< wloyovi + ’Uo) 1/ o/ ]> ( ().ywo(/]wj v; <—Ej_iji + ’Uj)) .

Wo, Uj Vo
— ——to_j + ’LU(]/’LU' 3t0.
Wi Yooy

Le premier terme de (V.2.3) vient de I'égalité 0,, = 1 /y;uo/ Y0, et le deuxieme
terme de (V.2.3) vient du terme k = 0 dans 1'égalité

= w

k
0y, = E ————0,
Yj wj wk —1 g
k=0 y
k] J

Nous faisons le méme raisonnement pour les termes devant les 0, pour k # j et
nous obtenons I'égalité (V.2.2). L'ensemble des applications @5 définit par passage
au quotient une application ¢ : ®O(w;) — TP(w). Comme nous avons 1'égalité
(V.2.2) qui est satisfaite pour toute injection a, nous en déduisons que ¢ est un
morphisme surjectif de fibrés entre @O (w;) et TP(w).
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Maintenant, nous allons construire un morphisme injectif de fibrés, noté P,
entre le fibré trivial de rang 1, noté C, et le fibré ®&O(w;). Considérons I'application
(id, @5)

UxC— UxC!

(y7 ’U) — (y VYoWo, - . - 7Uynwn)

Remarquons que Im &Jﬁ(y) = C.(wovg, ..., wyv,) = Kergg(y). De méme que
précédemment, pour construire ce morphisme, nous allons montrer que pour toute
injection a: U C U; — V C Uj, nous avons

(V.2.4) PEOW) 0 oy = By 0 YL
Nous séparons les cas j =1 et 7 # i. Dans le cas j = i, nous avons
Us(y)(v) = v;
U0 (y) (v) = Cu ol v e C.

Un calcul direct montre I'égalité (V.2.4).
Dans le cas j # 7, nous avons

Us(y)(v) = v;
w; o 1/wj; o wo /wj Wn /Wj
YEO () (0) = (/"0 = (oofyy" ey ™).
Nous en déduisons que

By 0 V(W) (0) = Bp(aly))(v)

D’un autre ¢oté, nous avons

¢$O(wi) o Zf)g(y) (U) — wgo(wi)(y)(vyowo, e ,Uynwn)

_ ( Yo vy Yn VW )
gl g

Nous en déduisons 'égalité (V.2.4). La méme raisonnement que précédemment
nous montre que nous avons un morphisme de fibrés ¢ : C — &O(w;). Comme
I'application @ est injective, le morphisme de fibrés est injectif.

Comme les applications @5 et &)ﬁ sont de rang constant (rang @z = n et
rang &5 = 1), la proposition I111.2.14 implique que les fibrés Ker ¢ et Im & sont
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bien définis. Comme Ker ¢5(y) = Im EIVDﬁ(y) pour tout y € U, nous avons bien une
suite exacte de fibrés

P
0—C—— Op(w)(wo) b---D O]p(w) (wp) L TP(w) —— 0

O
Dans le suite de ce chapitre, pour tout ¢ € {0, ..., — 1}, nous posons
i—k(s(2))+6(s(2))— 1
(V.2.5) M = Mgy
La proposition I11.4.13 implique que
e(TP(w)) = e(Op(u(twn) © - ® O ()
=TT (1 + cr(Op (wi))) -
i=0
Nous en déduisons que
(V.2.6) 1 (TP(w)) = pm;.
Soient 71, ..., dans S,. Quand il n’y a pas d’ambiguité, nous noterons v =
(715 ---,7). D'apres le théoreme V.1.6, nous avons

degev, [My(A,7)] =2 (N/ m+n—3- Za(%)> :
A k=1
Soient tg,...,t,—1 les coordonnées de HZ% (P(w),C) dans la base n. Posons
= Zé:ol t;n;. Le potentiel de Gromov-Witten orbifold de l'espace projectif a
poids P(w), noté FEW est défini par

A
-y y Ml
n! '
k>0 AcHqy(P(w),Z),
~eSE

LEMME V.2.7. Le potentiel de Gromov- Witten de P(w) est de la forme suivante

to
GW Ry Rop—1
F qu\od,'-y Mo 07"'777;4 . )a

DEMONSTRATION. Comme les invariants de Gromov-Witten sont linéaires en
chaque variable, nous obtenons

& 128
= Z Z \1;\04 7(77?&07 s ,quf_l)a.

o A€Hy(P(w),Z),
’)’ES‘Q‘
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D’apres la formule (V.1.8), l'invariant \If@ﬁ(ngmo, . ,nzgff’]) n’a de sens que si
v =1(s(0),...,5(0),...,s(p—1),...,s(p— 1)). Ainsi, il est inutile de sommer sur
N—— ~ ~ “
a fois a,_y fois
les &y dans S* dans la formule du potentiel. D’apres le théoréme V.1.6 et la formule
(V.1.8), si qjﬁm(ng@%, ey n?ff‘l) est non nul alors nous avons I'égalité
p—1
(V.2.8) u/771+n—322ai(0(i) —1).
A i=0

Ainsi, si on fixe a, la classe A est déterminée par I'équation ci-dessus. Ce qui
termine la démonstration. OJ

D’apres la démonstration ci-dessus, nous pouvons omettre I'indice v dans la

notation \Ilﬁxm(n?ao, .. ,Uffffl)

REMARQUE V.2.9. Soit V' une variété complexe projective. Posons H*(V,C) =
@;CA; on A; appartient a H&A)(V, C). Soit (¢;) les coordonnées plates, par
rapport a la dualité de Poincaré, sur H*(V,C). D’apres le paragraphe [.4.4 du
livre de Manin [Man99], le champ d’Euler est défini par

¢ — Z (1 B degéAz)) tzat.b + Z rbatb

bldeg(Ap)=2

ol 7 est défini par i (T'V) = D)0 a2 Ay,

Dans notre cas, nous avons deg™(n;) = o; (cf. propositions 1V.3.14 et 11.2.6 )
et ¢1(TP(w)) = pm (cf. égalité (V.2.6)). Nous définissons le champ d’Euler par

—_

.
(V.2.10) ¢ = (1 — o(k))ty0y, + pds,.
0

B
Il

ProposITION V.2.11. (1) Le potentiel est homogéne de degré 3 —n par
rapport au champ d’Fuler.

(2) La matrice As, == id =V € dans la base n est
diag(a(0),...,o(p —1)).
Cette matrice vérifie A + A%, = nid.
DEMONSTRATION. (1) Le coefficient devant t*/a! du potentiel FEW est

Wiy (15, - 2t ).

x|
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Le coefficient devant t*/a! de & - FEW est

pn—1
« oy — « « oy —
‘I'f:‘x|(77(? Oa s 777}L—f 1) <Z ak(l - U(k))> + M‘I’@Hl(%@ 07 77? 1 s 777u—f 1)'
k=0

D’apres I'axiome du diviseur (cf. théoreme 3.4.2 de 'article [CR02]), nous
avons

A ®ag ®aq+1 Qoay—1\ A Rag Ray Koy —1
\I]|a|+1(770 :Th RRRX/ ) ) = / 771\II|0¢\(770 T e My )
A

Nous en déduisons que le coefficient devant t*/a! de EFW est

pn—1
\I/r;‘(ng@ao, . .,nffffl) (Z ar(l1—o(k)) — ,u/Am> .
k=0

Puis I'égalité (V.2.8) finit la démonstration.

(2) Les coordonnées t,...,t, 1 sont plates pour la forme bilinéaire non
dégénérée (-,-). Comme V est la connexion de Levi-Civita associée a
(+,+), nous avons

Vatj 8tk - 0
Ainsi, nous obtenons que Vi, € = (1—0(4))0, cest-a-dire
A, = diag(o(0),...,0(p—1)).

La matrice duale A% par rapport a la forme bilinéaire non dégénérée (-, -)
est

Ar = diag(o(n),...,0(0),0(p—1),...,0(n+1)).

Pour finir la démonstration il suffit de remarquer que si j + k = n alors
o(j) + o(k) = n.
O

V.3. Calcul de certains invariants de Gromov-Witten orbifolds

Nous rappelons que pour chaque i € {0,..., — 1}, nous posons
i—k(s(2)+6(s(4))—1

Pour calculer les conditions initiales de la variété de Frobenius, il nous reste a
calculer la matrice Af := €x [4—¢. Or le champ d’Euler en ¢t = 0 est simplement
poty. 1l faut calculer les invariants de Gromov-Witten W&'(ny, n;, my) pour tous j, k
et pour tout A € Hy(P(w), Z).
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THEOREME V.3.2. Soient j, k dans {0,...,pu — 1} tels que 1 +j+k = n et

o(1)+o(j)+o(k) =n. Soit A(j, k) la classe dans Hy(|P(w)|,Z) définie par 'égalité
fA(j’k)nl (1+j7+k—n)/u—s(j)—s(k). Nous avons

(j
_1 ) '
0

sinon.

DEMONSTRATION. Les hypotheses sur j et k impliquent que A(j, k) = 0. Ainsi,
nous obtenons

‘I’?(m n; 77k) = {(nl’njvnk) siA=0;

0 sinon.
Puis le corollaire 1V.5.24 termine la démonstration. O
THEOREME V.3.3. Supposons que j et p,, := ppem(w, . . ., wy,) soient premiers

entre euz. Soient j, k dans {0, ..., u—1} tels que 1 + j + k # n. Pour toute classe
A dans Hy(|P(w)],C), nous avons Wi (n1,nj,m) = 0.

Avant de démontrer ce théoreme, nous allons énoncer un résultat sur les géné-
rateurs de Hy(|P(w)], Z).

Pour tous ¢, j dans {0,...,u — 1}, posons p;; := ppem(w;, w;) et ri; = Py /Dij-
Sur la derniere page de 'article [Kaw73|, nous avons le diagramme commutatif

suivant
Hy (P, 7) Hy(P", Z) z— 14 .
lfij* lfw* = Lpij Ipw
Ha ([P (wi, w))], Z) —— 2+ Hy(|P(w)], Z) z— 0 7

PROPOSITION V.3.4. Il ezxiste un générateur, noté D,,, de Hy(|P(w)|,Z) tel que

nous ayons
/ 1
m=—.
w Duw

DEMONSTRATION. Comme nous nous intéressons a des notions topologiques,
nous pouvons supposer que les poids sont premiers entre eux. Nous en déduisons
que les nombres 7;; sont premiers entre eux c’est-a-dire qu’il existe des entiers «;
tels que »; jaijri; = 1. D’aprés larticle [Kaw73], nous avons

Hy([P(w)]. Z) = ) im (Hz(|P(w;, wy)|. Z) — Ha(|P(w)],Z)).

i!j
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Nous posons D,, == }_; ; a;[|P(w;, wy)|]. Finalement nous obtenons

/ m :Zaij/ ) w771 Z%y/pu Zaijrij/pw-
w i P(wi,w; %,

O

DEMONSTRATION DU THEOREME V.3.3. Nous allons démontrer la contrapo-
sé. Soient A € Hy(|P(w)|,Z) et j,k dans {0,...,u— 1} tels que W4 (n1,n;,m1) soit
non nul. D’apres I'égalité (V.2.8), nous obtenons

(v.35) =R ) - sth),

Comme la classe A est un multiple entier de D,,, nous en déduisons que
Pw(l+j+k—n)
1

Comune p,, et u sont premiers entre eux, nous en concluons que 1 +j+ k=n. O

— Pu(s()) + s(k)) € N.

CONJECTURE V.3.6. Soient j, k dans {0,...,;n — 1} tels que T +j+k = n
et o(1) + o(j) + o(k) # n. Soit A(j,k) la classe dans Ho(|P(w)|,Z) définie par
l’égalité fA(j,k-) m=1+7+k—n)/n—s(j)—s(k). Nous avons

-1
H w; st A= A(j, k) ;
icl(s(7)) U I(s(k))
0 S1N0MN.

W3 (1, ny.me) =

Posons
83FGW
((771,77ja77k)) = m |t:O

Les théoremes V.3.2 et V.3.3 et la conjecture V.3.6 impliquent le corollaire
suivant.

COROLLAIRE V.3.7. Supposons que p et le plus petit commum multiple des
poids soient premiers entre euz. Soient j, k dans {0,..., pu—1}.

(1) Sil+j+k+#n alors (n,n;, M) = 0.

(2) Si 1+ j+ k=mn alors nous avons

-1
<Hi€1(j,k) wi) si o

<Hi61<s<j)) wi) sio(l) +o(j)+o(k)=n
ot 1(j, k) == I(s(5)) L I(s(k)).

=
+
Q
<
+
2
=
RN
3

(s mjy i) =



V.4. REMARQUES SUR LA CONJECTURE V.3.6 95

Pour déterminer la matrice Aj = Ex |¢—o, nous utilisons la formule suivante
PFW (g, ...,
ot;0t;0ty,

Cette formule montre que la donnée des (11, n;, 7)) pour tout 5, k € {0,...,u—1}
et la dualité de Poincaré orbifolde (-, -) nous permettent de calculer la matrice Ag.

V.4. Remarques sur la conjecture V.3.6

Dans ce paragraphe, nous nous placons dans les hypotheses de la conjecture
V.3.6 c’est-a-dire que 7, k sont dans {0,...,u — 1} et sont tels que 1 +j+k =n
et o(1) + o(j) + o(k) # n. Notons A(j, k) la classe dans Hy(|P(w)|, Z) définie par
I'égalité fA(j’k) m=1+j+k—n)/pn—s(j)—s(k). Ces hypotheses impliquent que

(V.4.1) stk)={1—-s(G+1)} >0, A(j,k)#D0,
l+j+k=n+p.

D’aprés I'axiome du diviseur (cf. théoréeme 3.4.2. de [CR02]), nous avons

A(j,k A,k
Wy (g ) = (/ 771> w5 (1, )
A(j,k)
LEMME V.4.2. Le degré de la classe

ev. [Ma(P(w), A5, k), {1 = s(7)}. {1 — s(k)}))]

est
2dime (P(w) (s X P(W)1(s(h)
REMARQUE V.4.3. D’apres (V.1.7) et le lemme précédent nous avons

evi [My(P(w), A(j. k), ({1 = ()}, {1 = s(k)}))] = est[P(W)rs)) > P(W)rsuy -

Pour montrer la conjecture V.3.6, il suffit de montrer que cette constante est
-1
</ 771) = (s(j +1)—s(j))"" d’apres les égalités (V.4.1).
A(3,k)
DEMONSTRATION DU LEMME V.4.2. D’aprés le théoréme V.1.6, ce degré est
p [ mne L a({l - sG)D - a{1 - s}
A(3,k)

D’apres les égalités (V.4.1), nous avons

) / L m G ) = a() >0
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Nous en déduisons que
(V.4.4) J=k(s(), Jj+1=k(s(j+1))=0d(s(j+1)) +1
D’apres I'égalité (I1.1.1), le degré cherché est

2(u(s(j +1) = s(5)) =2+ 0(s(4)) + a(s(4)) — als(j +1)))-

Or, nous avons
(V.4.5) u(s(+ 1) = 5(3)) = 1 = oG+ 1) + o(4),
Nous utilisons (V.4.4) dans 1'égalité ci-dessus. Finalement, nous déduisons de la
proposition I1.2.6 que la moitié de ce degré est
0(s(7)) = 1+0(s(7 +1)) = 1 = dime P(w)1(s(5)) X P(w)rs(a)-
O

REMARQUE V.4.6. Soient j, k dans {0,...,u — 1} tels que 1 +j+k = n et
(1) 4+ o(j) + o(k) # n. D’apres les égalités (V.4.4), nous en déduisons que

J=k(s(5)) et k= k(s(k)).
Si nous revenons aux notations du chapitre précédent (cf. (V.2.5)), nous avons

i(s(7))—1 s(5))—
0y = 1ol € H2OCOD (1P(w) 1)) 5

d(s(k))—1 S —
Mk = 771651(72216)) e H2OGHM) 1)(|IP)(”LU)I(5(1€))|)-
Ainsi, l'invariant de Gromov-Witten 1 g ’k)(nj, M) « compte » le nombre de courbes
de degré A(j, k) qui passent par un point général dans P(w) r(s(;)) et un point général
dans P(w)l(s(k))

Dans la suite, nous supposons que les poids sont premiers entre eux deux a
deux. Dans ce cas, I'espace des lieux singuliers de P(w) est réduit a n + 1 points
distincts. Ainsi, toutes les applications orbifoldes non constantes sont bonnes de
fagon unique d’apres la proposition I11.5.10. Nous n’avons donc plus de probleme
avec les classes de systemes compatibles définis au paragraphe V.1.

Notons M,y := My (P(w), A(j, k), ({1 — s(4)}, {1 — s(k)})).

D’apres le lemme V.4.2, nous avons

0 sis(j)#0;

degev. [Mia] = {Qn si s(5) = 0.

Le cas ou s(j) = 0 correspond au couple (j, k) = (n, p—1). Comme nous avons

/ m=1/w,
A(n,u—1)
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ou w, est le plus grand poids, nous en déduisons que

orb
A(n,p—1
vy )(nl,nn,nul)z/A( 1)mcst/p( . )77n/\77,u71
N w) XIP(wn

1 cst
= —————— d’apres la proposition IV.3.13.
Wy, wy, [ = wi
Finalement, pour montrer la conjecture V.3.6 dans le cas (j,k) = (n,u — 1), il
faut montrer que cette constante vaut w,,.

PrOPOSITION V.4.7. [l existe une unique application f : P(1,w,) — P(w)
holomorphe telle que
— Uapplication [ se reléve en une application holomorphe de C?* — {0} dans
C™tt — {0} dont les applications composantes sont des polynomes ;
— Uapplication f envoie les points [1 : 0] et [0 : 1] sur respectivement [ag
Gl 0. 051 et[0:...:0:1];
— la classe f*[ (1,w,)] soit A(n p—1).

Avant de démontrer cette proposition, nous allons montrer le lemme suivant.

LEMME V.4.8. Soit l'application
f: P(lw,) — P(w)

[z:y] — [agx™ :...:ap_12"" " by + a,at]
Le fibré Op(1,u,)(1) est isomomorphe au fibré f*Op,y(1).

DEMONSTRATION. Comme les poids sont premiers entre eux deux & deux,
ensemble f~(P(w),,,) est un ouvert dense et connexe. Nous en déduisons d’aprés
les propositions II1.5.7 et II1.5.10 que I'image inverse du fibré orbifold Op,(1)
existe. D’apres les hypotheses sur les nombres complexes ag, ..., a,_1, il existe un
indice 7 tel que a; # 0. Pour simplifier les notations, nous supposerons que 7 = 0

, < . . 1/wo
c'est-a-dire que ag # 0. Fixons aj
I’application

une racine wyp-ieme de ay. Remarquons que

P(1,w,) — P(1,w,)
[z :y] — [x/a(l)/wo : by + a, ]
est un automorphisme de P(1, w,,). Quitte & composer par I'isomorphisme ci-dessus,
nous pouvons donc supposer que a, = 0, ag = 1 et b, = 1 dans la formule de

I’application f. Notons Uo et U1 les cartes affines de P(1,w,) et Ué”, ey (7:;’ les
cartes affines de P(w). De maniére générale, nous rajouterons un exposant w pour
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les objets définis sur P(w). Les applications suivantes relevent f |y, et f |y, :
onUé” : UO — Uéu
(17 yl) — (]-7 ary...,0p—1, yl)
fUlU;f . (71 e (7::)
(yo, 1) — (yZ)UO’ . ,an,lyg)”_l, 1)

Comme f est une bonne application orbifolde, nous avons une correspondance
bijective, notée §, entre les ouverts d'un recouvrement compatible ¢ de |P(1, w,)|
et les ouverts d'un recouvrement compatible Y* de |P(w)|. Soient U et V deux
ouverts du recouvrement U tels que U C V. Soit « : U C (72- —V C 17]- une
injection ou 4,7 € {0,1} et U ,17 sont deux cartes de respectivement U et V.
Posons

E(0) =0et k(1) =
Il existe une injection F(a) : §(\/U) — §(7)w ol 3( ) C k(l et S( ) C k(y)
sont deux cartes de respectivement §(U) et §(V') qui font commuter le diagramme
suivant

vV cU,

C
- [z,

Fla)  —~—w -
30) c Uy ————3(V) cly,

fUZ k(z

D’apres la proposition II1.5.7, les fonctions de transition de f*Op(,)(1) sont définies
par

(V.4.9) 2 D) = v (Fowy, 5 W) vyel.

Nous avons quatre cas a calculer : (4,7) = (0,0),(1,1),(0,1),(1,0). Dans le cas
ou (7,7) = (0,0), 'injection « est simplement I'inclusion. Nous en déduisons que
F(a) est aussi I'inclusion. Nous obtenons que

LW g ) =0

pour tout (1,y1) € U et pour tout v € C.
Dans le cas ot (7, 7) = (1, 1), I'injection a est I'action par un élément ¢ de p,,
(cf. les notations IV.1.9). Nous en déduisons que F(«) est aussi 'action par cet
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élément (. Nous obtenons que
*Op(u (1
2 7 (o, () = Cu

pour tout (yo, 1) € U et pour tout v € C.
Dans le cas ou (i, 7) = (0, 1), I'injection « envoie (1,y;) sur (1/yi/w”, 1) (cf. les

notations IV.1.9). Nous en déduisons que l'injection F(a) est
(1,@1,...,2n) — Lzt (1 a2,

n

D’apres I'égalité (V.4.9), nous obtenons que
I Op(w) (1) 1/wn
o (L) () = o/y)!

pour tout (1,y;) dans U et pour tout v € C.
Dans le cas ou (i,7) = (1,0), I'injection « envoie (yo, 1) sur (1, 1/y5™) (cf. les
notations IV.1.9). Nous en déduisons que 'injection F(a) est

(xoy ooy Tpoq, 1) — l/xé/wo(xo, ey T, 1),
D’apres 1'égalité (V.4.9), nous obtenons que
i*oﬂl’(w)(l) (yO’ 1)(1}) _ v/yO

pour tout (1,y;) dans U et pour tout v € C.
Nous retrouvons bien les fonctions de transition du fibré Op u,)(1) (cf. la
démonstration de la proposition IV.2.1). O
DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION V.4.7. Existence : L’application

f: P(liw,) — Pw)

[x:y] — [apz™ :...:ap_12"" by + a,x*]
envoie bien les deux points marqués [1 : 0] et [0 : 1] sur respectivement [ag : ... : a,]
et [0:...:0:1]. Comme [ag:...:a,] et [0:...:0: 1] sont deux points différents,

cette application n’est pas constante. D’apres le lemme V.4.8, nous avons

/ = / 1 (Optrann (1)) = 1/t
Fe[P(1,wn)] P(1,wn)

Unicité : Soit h : P(1,w,) — P(w) une application qui vérifie les trois
conditions du lemme. Notons une application & : C2 — {0} — P(w) qui releve h.
Nous avons E()\ (zyy)) = A %(w, y) c’est-a-dire que pour tout i dans {0,...,n},
Nnous avons E()\ (x,y)) = )\“’i%i(av,y). Supposons que Ei(av,y) = ¢;z"y’ avec ¢
dans C. Nous obtenons I'égalité

U+ vw, = w;.

Comme w,, > w; pour ¢ # n, nous en déduisons que
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— si 2 # n alors nous avons v = 0 et u = w; ;
—sii=mn alors soit v=1et u =0 soit u = w, et v=0.

Comme D'application h envoie [1 : 0] et [0 : 1] sur respectivement [ag : ... : a,] et
[0:...:0:1], nous en déduisons que h = f. O
REMARQUE V.4.10. (1) Sifag:...:a,] #[0:...:0:1], I'application

f: P(Lw,) — P(w)

[z :y] — [apz™ :...:ap_12"" by + ap ]
est dans I'espace de modules M,, ,_;.

(2) Nous allons décrire une autre famille d’applications dans M, , 1. Soit
C :=P(l,w,) UP; la courbe nodale dont le point nodal de P(1,w,,)

Wn,Wn

(vesp. Py, . cf. exemple IIL.1.11.(4)) et [0 : 1] (resp. [0 : 1]) (cf. figure
1 ). Les deux points marqués sur C' sont les points z; := [1 : 0] est
zp = la:b] #[1:0],[0:1] sur P, , . Nous définissons une application
g : C — P(w) sur chacune de ses composantes. La composante IP’}ﬂmwn est
envoyée sur le point [0 : ... : 0 : 1] c’est-a-dire que g est constante sur
cette composante.
oy, C
Fic. 1
Sur la composante P(1,w,), 'application g est définie par
P(l,w,) — P(w)
[z :y] — [agz™ :...: a1t by + an
ol [ag @ ... :a, # [0:...:0: 1]. L’application stable (C,g) est dans

I'espace de modules M,, ,_;.
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Pour les applications dans M,, ,_1 qui n'ont qu'une seule composante c’est-a-
dire celles qui sont comme dans la remarque V.4.10.(1), nous avons le résultat de
convexité suivant.

LEMME V.4.11. Soit (ag,...,a,) € C"™ — {0} tel que [ag : ... ay] #[0:...:
0: 1] dans P(w). Soit b, un nombre complexe non nul. Soit l'application
f: Plw,) — Pw)
[z :y] — [apz™ :...:ap_12" " by + a,xt]
Alors nous avons H' (P(1,w,), [*Opa)) =0 0l Opay est le faisceau des sections

du fibré tangent TP(w).

DEMONSTRATION DU LEMME V.4.11. D’apres le lemme V.2.1, nous avons la
suite exacte de faisceaux
0 = Opw)| = Opw)(wo) @ - -+ & Op(w)(wn) = Opy — 0.
Comme l'application orbifolde f : P(1,w,) — P(w) est continue entre les espaces
topologiques sous-jacents, nous en déduisons une suite exacte
0 — f"Opw)| = [ Obw)(w0) @ -+ & [*Ob(w)(wn) = f*Opp(w) — 0.

Nous avons les égalités entre les faisceaux

T Opw)| = Op,wa)| i
I Opw) (W) = Op@w,)(wi) pour k € {0,...,n} (cf. lemme V.4.8).

Comme H? (|P(1,w,)|, Opwy) = H? (P*,0p) = 0 (cf. Vexemple TT1.1.17 et la
remarque [V.1.11.(4)), nous en déduisons une longue suite exacte en cohomologie

0— HO (P(la wn): O|]P’(1,wn)|) - HO (]P)(l, wn)a O]P’(l,wn) (wo) D---D O]P’(l,wn)(wn)>
- HO(P(L wn)a f*T]P)(’lU)) - Hl (P(la wn); O|]P’(1,wn)\)
— H' (P(1,wn), Opt,um)(wo) @ -+ & Op1u,) (wy)) — H' (P(L,w,), f*TP(w)) — 0.

Pour démontrer le lemme, le suffit de montrer que H* (P(1,w,), Op(,u,)(1)) = 0.
Nous allons utiliser la cohomologie de Cech. Nous recouvrons |P(1,w,)| avec les
ouverts Uy := {[yo, y1] € [P(1,w,)| | yo # 0} et Uy := {[yo, v1] € |P(1,w,)| | y1 #
0}.
Remarquons que
—le faisceau Op(1,uw,)(1) |, est isomorphe au faisceau des fonctions holo-
morphes sur C;
— le faisceau Op(1,u,)(1) |vpnw, est isomorphe au faisceau des fonctions holo-
morphes sur C*;
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— le faisceau Op(1,u,)(1) |v;, est isomorphe au faisceau (m.O¢)**» o : C — C
est I'application qui a z associe z*». Le corollaire VIII.4 montre que

H' (C/p,, . (1.0¢)n) = H* (C, Oc)H*n =0 pour i > 0.
Le recouvrement Uy, U; est bien acyclique. Soit s une section de Op( 4,)(1)(Us N
Up). La carte (ﬁo,id, 7o) de Uy induit une carte (Up N Ulo,id, 7o) de Uy N Uy. De
méme, la carte (ﬁl, I, - 71) de Uy induit une carte (Umll, M, ™) de Uy NU;.

1 —~— 0
Notons yq (resp. y1) la coordonnée sur Uy N Uy (resp. Uy N Uy ). Sur UyN Uy, nous

avons

[L:y] = [1/y™ - 1.

Cest-a-dire 95"y, = 1. La section s € Op(1,4,)(1)(Uy N Uy) se releve en une appli-
cation

/'\_/1
giUgﬂUl — C

WnpP
Yo — Yo apYo
PEZL

Posons 51 (o) == Y0 2,50 apyo ™. L’application 7 est un relevé d'un élément, noté

s1, de Op(1,u,)(1)(Ur). Posons 3o(y1) := > . a—py;- L'application 3, est un relevé
d'un élément, noté s, de Op(1,u,)(1)(Up). Montrons que s = so |goru, +51 |vgnu: -

—_——

~ —_ — 1
Soit h : UyNU; — UyNU; TPapplication qui a yo associe 1/yg™. Nous avons
le diagramme commutatif

S ()
UOmUl x C UQﬂU]_ x C

]

1 h — 0

UnNnUy, — " U,Nnl,y

s
X %

UoNUy

—_ — 1
ouvy : UyNU; — GL(1,C) est I'application qui & y, associe la multiplication par
1
1/yo. Le diagramme ci-dessus montre que si nous avons un relevé s} : UyN'U; — C

d'une section s; de fibré Op(,u,)(1) |vgnv,, nous en déduisons un autre relevé
—~~— 0
sy UpNU; — C définie par

(V.4.12) v P /3 )
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oit 1/y1/"™ est dans k=1 (y, ). L’application ) est bien définie car la formule (V.4.12)
ne dépend pas du choix de I'élément dans A~ (y;). Le calcul ci-dessous montre que
le relevé s induit le relevé s :

So(h(o)) = 5 (vo) (yo > auy “’”") = a L,y

p=>0 p=>0

Nous en déduisons que
gg oh+ :Svl =3

—~— 1
sur Uy NU; . Finalement, nous obtenons s = sy |p,nv, +51 |v,nu, ¢'est-a~dire que
Nnous avons

H' (P(1,w,), Op1,um) (1)) = 0.






CHAPITRE VI

Structure de Frobenius associée au polynome de Laurent f

Nous gardons les notations du chapitre 1. Soit U := {(ug,...,u,) € C**! |
ug® - - -ul™ = 1}. Soit f : U — C la fonction définie par f(ug,...,u,) = ug+---+
up. Le polynome f n’est pas exactement celui considéré dans [DS04| mais nous
pouvons appliquer les mémes méthodes.

Un calcul élémentaire montre que les points critiques de f sont les points

n 71/#‘
C(Hw:ul> (w07"'7wn)€U
1=0

ou ( est une racine p-ieme de I'unité. Les valeurs critiques de f sont les nombres

complexes
" -1
e (H w;’ ) :
=0

Nous verrons, en utilisant I'article [DS03], qu’il existe une structure de Frobe-
nius canonique sur la base de son déploiement universel.

Soit Ag la matrice p x p telle que les seuls éléments non nuls soient en position
(7 + 1,7) (rappelons que j + 1 signifie la réduction de j + 1 modulo ) et

si s(F+1) = s(j);

(Ao)js1, = -1
i (Hie[(s(j)) wi> sinon.

Les valeurs propres de Af sont exactement les valeurs critiques de f. Ainsi, Af est
une matrice semi-simple réguliere.
Soit A la matrice p x p définie par

Ay = diag(o(0),...,0(n—1)).

Dans la base canonique (e, . .., e,_1) de C*, nous définissons la forme bilinéaire
non dégénérée g par

105
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-1

0 sinon.

g(ek7 €g) -

La matrice Ay, vérifie A, + ‘A, = n -id ol la transposée est définie par
rapport a la forme bilinéaire g.

Les données (Af, A, g, €) définissent (cf. théoreme 1.2.3) un unique germe de
structure de Frobenius semi-simple au point

n -1 n -1 n -1
/L(Hwé’“) N7 <Hw“’> cee G (Hw’”>
1=0 1=0 =0

THEOREME VI.0.13. La structure de Frobenius canonique de tout germe de
déploiement universel du polynome de Laurent f(ug,...,u,) = ug + « -+ U, sur
U est isomorphe au germe de la structure de Frobenius semi-simple définie par les

de CH.

conditions initiales (A§, Ao, €0, g) au point
n -1 n -1 n -1
o(T0r) o (T0) e (I
i=0 i=0 i=0

Au paragraphe suivant, nous allons résoudre le probleme de Birkhoff au point 0
de I'espace des parametres d'un déploiement universel de f. Cette solution sera ca-
nonique d’apres les résultats du paragraphe 5 de [DS04]. Puis, nous allons calculer
les conditions initiales de la variété de Frobenius.

de CH.

VI.1. Le systéeme de Gauss-Manin et le réseau de Brieskorn associés
au polynome f

Soit 'ensemble U := {(ug, - .., u,) € C"™ [ ug® - u¥" = 1}. Soit f : U — C la
fonction définie par f(uq, ..., u,) = ug+- - -+u,. Dans 'article de Douai et Sabbah
[DS04], le polyndme n’est pas exactement le méme et les poids sont premiers entre
eux dans leur ensemble. Nous aurons deux types de modifications : 'une pour le
polynome et 'autre pour tenir compte du pged des poids.

Notons d le plus grand diviseur commun des entiers wy,...,w,. Pour a =

0,...,d— 1, nous posons

U = {(Uo,0s - -y Una) € CFL o/ pn/d = ¢}
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ou ¢ := exp(2ir/d). Nous avons
d—1
U := |_| U,.
a=0
Chaque U, est isomorphe a un tore complexe (C*)™ et la restriction, noté f, =
Ugy + « - + Upo, de f a U, est un polynome de Laurent. Dans des coordonnées
convenable, son polyedre de Newton, enveloppe convexe dans Q" des exposants
de ses monomes, est un simplexe contenant l'origine dans son intérieur. On peut
montrer comme dans [DS04] (cf. lemme 1.2) qu'il est commode et non dégénéré’.
Nous rappelons les notations et les principaux résultats des articles de Douai

et Sabbah [DS03| et [DS04] adaptés a notre polynome de Laurent f.
Le systeme de Gauss-Manin de f, est défini par :

G(fa) = Q"(Ua)[0,07"]/(0d — dfo )" (Ua)[0,07"].
Le systeme de Gauss-Manin de f est défini par :
G = Q" U)[0,07']/(0d — df \)Q"H(U)[0,67].

Comme U a d composantes connexes, nous avons

IsH

-1

(VL.1.1) G=EGC(f.)

i
(=)

Le réseau de Brieskorn de f,, défini par Go(f.) = Im(2"(U,)[0] — G(f.)),
est un C[f]-module libre de rang p/d.

Le réseau de Brieskorn de f, défini par Gy = Im(Q*(U)[0] — G), est un
C|f]-module libre de rang u. Nous avons

(VIlQ) GO - 5 GO(fa)-

On note V.G(f,) la filtration de Malgrange Kashiwara de G(f,) (cf. le para-
graphe 2.e de [DS03]). Cette filtration est croissante et exhaustive. La filtration
VoG (f,) induit une filtration sur le réseau de Brieskorn définie par VzGo(fa) :=
VG (fa) N Go(fa). D’apres les égalités (VI.1.1) et (VL.1.2), la somme directe des

'Les définitions ci-dessous viennent de Darticle de Kouchnirenko [Kou76]. Soit g €
Clv,v!] = Clvr,v1,...,vn,v,]. Le polynéme de Laurent g s'écrit ¢ = >, av'. Notons
Supp(g) := {i € Z" | a; # 0}. Notons I'(g) 'enveloppe convexe de Supp(g) — {0}. Le polynéme
de Laurent g est commode si le point 0 n’appartient a aucune des faces de dimension ¢ pour
1<i<n-—1deT(g). Le polynéme de Laurent g est non dégénéré par rapport & I'(g) si pour

chaque face A de I'(g) le polynome de Laurent Y, ;. a;v" n'a pas de point critique sur (C*)™.
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filtrations V,G( f,) est une filtration croissante et exhaustive sur G. Nous la notons
V.G. Nous en déduisons une filtration notée V,G, sur le réseau de Brieskorn Gj.
Soit wp o la n-forme

dug A ... A Qun
uQ Un

d([Tu”)  Mew =ce

sur U,. Nous posons

wo = (W0,0, - -+ » Wo,d—1)-

La n-forme wq est définie sur U.
On définit par récurrence la suite (a,,(k), i, (k)) € N**1 x {0,...,n} par

a,(0)=(0,...,0), iw(0) =0,
a,(k+1)=a,(k)+ Ly (k) iw(k+1) =min{i | a,(k+1);/w;.
Notons w/d := (wy/d, . .., w,/d). Comme nous avons
(VI.1.3) Gwd(*) = Gw(+), @y ra(") = @, (-)-

nous supprimons l'indice dans les notations a,, et i,.
Pour tout k, on a |a(k)| := Y, a(k); = k. Pour tout (¢,7) € {0,...,d — 1} x

{0,...,(n/d) — 1}, nous avons les égalités suivantes :
(VL.1.4) z(% ) = i), Q(%—l—r) :g(%) +a(r),

() - (%),

NoTAaTiON VI.1.5. Nous avons besoin de préciser les notations du chapitre II.
Nous rajoutons un indice w ou w/d aux notations s, o du chapitre II pour préciser
que les nombres rationels s,,(-) et 0,(-) (resp. s,/4(-) et 0y/4(-)) sont caculés avec
les poids wy, ..., w, (resp. avec les poids wy/d, ..., w,/d).

LEMME VI.1.6. Pour tout (¢,7) € {0,...,d — 1} x {0,...,(n/d) — 1}, nous

avons les éqgalités

Sw (%‘*—T) = %+Sw(r); Ow <%+T) :o’w(r):O'w/d(T)-
DEMONSTRATION. Pour k € {0, ..., u— 1}, nous avons s, (k) = a(k)ix)/wi)-

Pour k£ € {0,...,(p/d) — 1}, nous en déduisons que s,/4(k) = ds, (k). Comme
ow(k) =k — ps,(k), nous obtenons

(VL.1.7) ow/a(k)s = ou(k)

pour k € {0,...,(u/d) —1}. Les égalités (VI.1.4) et (VI.1.7) terminent la démons-
tration. U
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Pour tout a € {0,. — 1}, et pour k € {0,..., — 1}, nous définissons les
éléments wy ,, := u%(k)wo o Oll ug(k) = ug(j) un(a) D apres les égalités (VI.1.4),
pour tout (¢,7) € {0,...,d—1} x {0,...,(u/d) — 1} nous avons
(VL.1.8) Wt 4o = (M wrg.

Pour tout k, la classe de wy ,, appartient a Go( f,). Pour tout k € {0,...,u—1},
nous posons

Wi = (Wk,05 - - - Wrya—1) € Go.
Pour tout (¢,r) € {0,...,d—1} x {0,...,(u/d) — 1}, nous avons
(VI.1.9) was = (1,¢% ..., ¢4 V),

La proposition suivante est I’analogue de la proposition de 3.2. de [DS04].

PrOPOSITION VI.1.10. Les classes des éléments wy, . .. ,w,—1 forment une C[0]-
base de Gy, notée w. De plus, pour k € {0,...,u— 1}, nous avons les relations
1 | WigT
——0(0 (k) — 005)w), = —+L
K wz(k)

ou k+ 1 désigne la réduction modulo p. De plus, l'ordre de wy pour la filtration
Ve est o, (k) et w induit une base sur @qgrY (Go/0Gy).

DEMONSTRATION. Pour démontrer cette proposition, il suffit d’adapter la dé-
monstration de la proposition de 3.2. de [DS04].
Nous allons d’abord démontrer cette proposition pour le polynome de
Laurent f, sur le tore U,. En particulier, il faut changer la relation (3.5) de
[DS04| en

1 1 Ui, Uo,a
VI.1.11 0 iaOu; o — —=%0,00u a= — = — a
( ) <wl/du i U)()/duo’ 0,a> P, (wl/d ’UJ(]/d) PWo,

pour tout ¢ € Clug,, u,*, 0,0 et tout 7 € {0,...,n}. Le reste de la démons-
tration est identique a Celle de [DS04|. Nous en déduisons la proposition
pour le polynéome de Laurent f, sur le tore U,. En particulier, pour tout
ke {0,...,(u/d) — 1}, nous avons les relations

w N o
(VL1.12) —We(aw/d(k) — 00wy, = ﬁ Ot Wy /g0 = COWo0-

— Montrons que wy, ...,w,—1 forment une C[f]-base de G,. Nous savons que
Wosar - - - » W(p/d)—1,0 forment une Clf]-base de Go( fo) pout tout a € {0, ..., d}.
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D’apres I'égalité (VI.1.2), une base C[f]-base de G est formée par les vecteurs

suivants
(WO’l,O,...,O) (0,&)012,0,...,0) (0,...,0,(.()0@)
(wlyl,O,...,O) (O,WLQ,O,...,O) (0,...,0,&)1’(1)
(W(u/d)—1,17 0,...,0) (0, W/d)-1,2, 0,0 o, 0) --- (0,...,0, W(u/d,)fl,d)

Pour (i,7) € {1,...,d} x {0,...,(n/d) — 1}, notons
€ig+j—1 = (0,...,0,w;;,0,...,0).
Pour tout (¢,r) € {0,...,d —1} x {0,...,(u/d) — 1}, nous avons
was i, = egr + Clegryr + - + ¢ ey, 1.

Nous en déduisons que la matrice de passage entre les wap ., et les e; est une
matrice diagonale par bloc ou les blocs sont tous égaux a la matrice

11 - 1
1 ¢ - (it
1 ¢4 ... (dd-D
Cette matrice est inversible. Nous en déduisons que wy, . .., w,_1 est une C[f]-
base de Gy. Le reste de la proposition découle de la formule (VI.1.11) et du
lemme VI.1.6.
O
Pour tout @ € {0,...,d — 1}, nous avons un produit sur le quotient

Go(fa)/0Go(fs) qui provient d'un isomorphisme entre le quotient jacobien de f,
et Go(fa)/0Go(fa). Pour tout a € {0,...,d— 1}, notons [g] la classe d'un élément
g € Go(fa) dans le quotient Go(fa)/0Go(fa). Ce produit est donné par la formule

(Vlll?)) [hle,a} *a [hgu)ova] = [hlhng7a]

oit hy, hy sont dans Clug, u,']. Ceci nous permet de définir un produit, noté x, sur
le quotient Go/0Gy. D’apres la proposition VI.1.10, la base w de Gy induit une
base [w] := ([wo], ..., [wu—1]) de Go/0G.
LeEMME VL.1.14. Dans la base [w] de G/0Gy, le produit est donné par
[wi] % [wj] _ wg(i)w(j)—g(iﬂ)[u}m]

ou 1+ j désigne la somme modulo .
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DEMONSTRATION. — D’abord, nous allons montrer que
k k
[wi] = [w*™® (up/wo)*wol.

Les relations (VI.1.11) dans le quotient Go/0G deviennent

(VI.1.15) [&wow] = {EWOSO] ;
Wo

w;

pour tout ¢ € Clu,u™', 0,07 et tout i € {0,...,n}. Nous en déduisons que
[or] = [w® (ug /wo)Fuw].

— Par définition du produit dans G/0Gy, nous avons

. . U
[wz] * [w]} = [wﬂ(l)+2(]) (w_((])) wO]

[<u0>i+j ] _[—alitd), alit))
— Wo| = [’LU - (O u)()j| .
Wo

Or la relation JJu = 1 sur G induit, [u20F9)w,] = [ue+7) o] = [wizg]-
(]

et

Pour tout v € S,,, nous notons

tin () 1= min{j € {0, ..., (u/d) =1} | 5,(j) = 7}
D’apres (I1.2.3), nous avons tyin(y) = k() —d(7)+ 1. Pour tout ¢ € {0, ..., u—1},
posons
a(tmin (5w (1))

(VL.1.16) Di = wTw

PRrROPOSITION VI.1.17. Dans la base w de Gy, nous avons

020y = WA + 0w A
DEMONSTRATION. D’apres la proposition VI.1.10, nous avons

. ()
= 00w(k) = 000)6r = Wrpr o)

(s (®) ~
5 YRTT + 0o, (k).

20 ~
0 86wk - /“ng([,min(sw(k_’_l
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Maintenant, nous allons calculer la forme bilinéaire non dégénérée au point 0
de I'espace des parametres d'un déploiement universel de f.

Soit G un C[#, #~']-module. Nous notons G le C-espace vectoriel G équipé de
la structure de module p(0)-g = p(—0)g ot p(8) € C[#,0 '] . Nous notons par g les
éléments de G. Si G est équipé d’'un opérateur dy compatible & la multiplication par

0, alors sur G, nous avons un opérateur dyg := —0pg. Remarquons que 09,5 = 00,g.
D’apres les resultats du paragraphe 4 de l'article [DS04|, pour tout a €
{0,...,d — 1}, il existe une forme C[#, §~!|-bilinéaire non dégénérée

G(fa) ®C[0,0*1] G(fa) E— Cw; 0_1]

qui vérifie les propriétés suivantes :
00pS0(p1,D2) = Sa(00sp1,P2) + Sa(p1, 00sp2) ;
o envoie VoG (fa) @ Vo1 G(fa) dans C[O71;

(1)
(2) S
(3) S, envoie Go(fa) ® Go(fa) dans 0*C[0] ;
(4) S

2

4) Sa(p1,p2) = (=1)"Sa(p1,P2)-

LEMME VI.1.18. Pour tout a € {0,...,d — 1}, il existe une unique, @ une
constante prés, forme bilinéaire non dégénérée S, telle que les conditions (1), (2),
(3) soient vérifiées. Dans la base woq, ..., Wu/d-1,0 de G(fa), nous avons

C' - So(wWo,05 Wnoa) SiTiH+TE=1;
Sa(wrj,aa wrk,a> - Cac ) Sa(w(],aa wn,a) St Tj +rE=n+ (N/d) ;
0 S1Non.

ot C' = w,wdri)talre)—a(nt+)—a(rj+ri—n)

REMARQUE VI.1.19. Comme |a(k)| = k, nous avons 1'égalité suivante

wnwg(rj )ta(rr)—a(n+1l)—a(rj+rr—n) _ dw,, (w/d)g(rj )+a(ry)—a(nt+1)—a(rj+ry—n)

DEMONSTRATION DU LEMME VI.1.18. Nous suivons la preuve du lemme 4.1
de l'article [DS04]. Pour tout r;,r, € {0,..., (n/d) — 1}, d’apres (3), nous avons
Sa(Wry 0: Wrea) € O"C[O] et So(wo,a: Wry,a) € 017w/IC[G] d’apres (2) olt [] désigne
la partie entiere. Si 0,,/4(7)) = n alors nous avons S, (wWo,a; Wry.a) 7 0. Or 04 /a(1) =
n implique que 7, = n.



VL1. LE SYSTEME DE GAUSS-MANIN ET LE RESEAU DE BRIESKORN DE f 113

D’apres les égalités (1) et (VI.1.12), nous obtenons
1
- (=006 + 1) Sa(Wr;.as Dry.a)

0wa(ry) + 0wa(ry) —n _
* ILL/d S(w7'j,a7w’rk,oz)

_ wr 1, Wri+l,a0
+ 0 ! (Soc (wr-,on L ) - Soz (#va 7Oc>)
T Wi [d Wigrp)/d

oll Wy /da = (“woa (cf. (VI1.8)). Comme So(Wr;,aWrya) € 0"Cl0], le membre de
gauche de I'égalité ci-dessus est nul. Puis, un raisonnement par récurrence montre
que si So (W asWrya) 7 0 alors 7 + 7, =n mod [p/d]. Nous en déduisons

— Sirj+r, =n nous avons

— Wi(ry,) _
Sa ri,ay Wr a :—Sa ri+l,as Wri,a) -
(@ry 00 Britia) Wi(r;) (ry1.0:Fne)
— Sirj+ry =n+ (p/d) nous avons
Wi(ry,)

Sa (wrj,aawrk—l—l,a) - Ca—Sa (wrj+1,aa wrk,a) .
Wi(ry)

Pour tout a € {0, ...,d — 1}, nous posons
Sa(wo,aywn,a) - 0”/(dwn>_

Pour tout (p1,p2) € Go(fa) ® Go(fa), le coefficient devant 6" de S, (p1, p2) ne
dépend que de la classe de py, po dans Go(fa)/0Go(f.). Nous notons [g4]([p1], [p2])
ce coefficient. Nous en déduisons une forme bilinéaire symétrique et non dégénérée,
notée [ga], sur Go(fa)/0Go(fa). Nous posons [g] := Zi:)[ga} et nous obtenons une
forme bilinéaire symétrique et non dégénérée sur Go/0G.

LEMME VI.1.20. Dans la base [@| de Go/0Gy, la forme bilinéaire non dégénérée
est donnée par

—1

0 stnon

[91([w5]; [@r]) =

ou j + k désigne la réduction modulo p.

DEMONSTRATION. Pour tout j, k € {0,...,u—1}, il existe des uniques couples
(gj,r;j) et (qu,m%) dans {0,...,d —1} x {0,...,(p/d) — 1} tels que

j:qj%+rj et k:qk%+rk.
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Nous en déduisons

T
L

gl([wils [wrl) = D190l ([wsals [wh,a])

a Q
)

Ca(Qj‘l‘qk)[ga]([wrﬁaL (Wi, .al) d’apres (VI.1.8).

Q
o

D’apres le lemme VI.1.18 et un calcul direct, nous obtenons
(
v g ) TitTE=n)
et (¢gj+ g =0o0ud);
olwil- lwxl) =4 o o ) me=nt (u/d)
et (¢j+aq+1=d);

0 sinon

a=a(rj) +a(ry) —a(n+1) —a(r; +r, —n).

Comme j + k = n est équivalent a s,,(j) = {1—s,(k)}, nous avons les équivalences
suivantes

(VL.1.21) jtk=n&rjt+try=net ¢ +q =0;
ritrr=netqg+q=d
(VI.1.22) Jtk=n+ps < ou
rit+re=n+(u/d) et ¢ +q+1=d
Dans la base [w] la forme bilinéaire [g| est donnée par :
wﬁ(rj)+Q(Tk)*ﬁ(n+1)*ﬁ(rj+rk —n) si ]_i——k =n;
0 sinon.

[91([wsl; [wr]) = {

Puis dans la base [w] (cf. égalité (VI.1.16)), nous avons

9)([@,], [@]) = { wP S?H’f:ns
0 S1Inon.

ou

@ = a(tmin(5w (7)) + @(tmin(5w(k)));
B=an+1)+a(r;+r—n)+a(j) —alr;) + alk) — a(r)
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D’apres les égalités (VI.1.4), nous avons

a(j) - alr;) + a(k) — a(rs) = a (6 + )% )
L'hypothése j + k = n, vue & travers les équivalences (VI.1.21) et (V1.1.22), im-
plique que 8 =a(n+1) +a(j + k —n).
Si j+k = n alors s,,(j) = s,(k) = 0 et nous avons [g]([w;], [Wk]) = ([T, w;) ™!
Suppons que j + k = n + p. D’abord nous allons montrer que pour tout v > 0
dans S, nous avons

(VI.1.23) a(tmin(7)) + a(k({1 —7}) + 1) = a(p) + a(n + 1).
Pour tout a € {0,..., u — 1}, nous avons
. _Jwanl sia € 1(7);
9tain(7))o = {[wa’y] +1  sinon.

Comme a(k(y) + 1)o = [way] + 1, nous obtenons

mmmnﬂwm—ﬂwnf{fimﬂjjfﬁ;zﬁimm

[égalité
0 siael(y);
[Ywa] + [—ywa] = {

—1 sinon.

montre que

(tmin(7))a + a(k({1 —=~7}) + 1)y = wy + 1.

Puis, les égalités (VI.1.4) impliquent la formule (VI.1.23).
Comme j + k = n + u, nous avons S, (j) = {1 — s, (k)}. Nous appliquons la
formule (VI.1.23) & v = s,,(k) et nous en déduisons que
-1

[9)([@;], (@) = wemin (5w (5)))—a(k(sw (7)) +1) _ H w;
i€l(sw(j))

OJ

NoOTATION VI.1.24. Dorénavant, nous supprimons les indices w dans s, et o,
car nous travaillerons toujours avec les poids wy, ..., w,.

Soit F' : U x X — C un déploiement universel de f. La forme [wo] € Go/0G,
est une section primitive homogene et canonique c’est-a-dire que [wp| vérifie les
propriétés suivantes :
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— (primitive) [wp) induit un isomorphisme entre G, /0Gy est le quotient jacobien
de f;

— (homogeéne) [wo] est un vecteur propre de I'endomorphisme dont la matrice
est —A., dans la base [w];

— (canonique, cf. paragraphe 3.c de [DS03]) [wy| est un vecteur propre de la
matrice — A, pour la valeur propre maximale (pour le polynome de Laurent
f cette valeur propre est 0).

Notons go‘wa] : To X — Go/0G, Papplication de période infinitésimale en z = 0
défini par K. Saito [Sai83] (voir aussi [Sab02| p.244). Nos conditions initiales de
la variété de Frobenius sont donc (A, Aee, 90[;2] lg], 90[;1)] [wo))-

La matrice A] est la multiplication par le champ d’Euler & en z = 0. Pour
faciliter la correspondance entre le coté A et le coté B, nous allons définir un objet
qui va coder cette multiplication par le champ d’Euler en = 0. Nous définissons

([a], 18], [c])) == lg]([a] * [b], [¢]) pour tout [a], [b], [¢] dans Go/0Gy.
PROPOSITION VI.1.25. Soient j, k dans {0,..., u— 1}.
(1) Si 1+ j+k #n alors ([, [@0;], [@k]) = 0.

(2) Sil+j+ k=mn alors nous avons

(Merppw)  siol)+o() +o(k) #n;

(Hzen () wz>_ sio(l)+o(j)+o(k)=n
ot (4, k) == I(s(7)) LU I(s(K)).

DEMONSTRATION. Quitte & changer j et k, on peut supposer que j < k.
— Dans un premier temps, nous allons démontrer la formule suivante

(], (051, [r])) =

wﬂ("min (S(J)))
(V1.1.26) (@), (@], [@a]) = { we@=s®H+1)

0 sinon.

sil+j+k=n;

D’apres le lemme VI.1.14 et le lemme VI1.1.20, nous obtenons

«

il sil+j+k=n;

(@], @) [@a]) = § wh
0 sinon
@ = a(tmin(5(5))) + atmin(s()))

B=an+1)+a(l+j+k—n).
Sil4j+k = nalors s(j) = s(k) = 0. Nous en déduisons la formule (VI.1.26).
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Supposons que 1 + 7+ k =n+ pu.

Si(wo,...,w,) = (1,...,1), la seule possibilité est j = k = n et la
formule (VI.1.26) est vraie.

Supposons que (wy,...,w,) # (1,...,1). Nous en déduisons que les
inégalités suivantes

w>n+2, n+1<7+1< -1
et s(j+1)>0.

La condition 1 + j + k = n + u implique que s(k) = {1 —s(j+1)} > 0.
Puis, nous appliquons la formule (VI.1.23) & v = s(k) et nous en déduisons
la formule (VI.1.26)

— Soient j, k tels que 1 +j+k =e+noue = 0 ou l. Nous avons s(k) =

{1 —3s(j+ 1)}. Pour finir la démonstration, il suffit de vérifier que

(VI.1.27) (1 s(k)) = {s(j)_ si o(1) + 0(j) + o (k) = n;

s(j+1) #s(j) sinon.

Or, nous avons

i(gu) +o(j) +o(k) —n) — e — s(j) — s(k) €] = 1,1].

Finalement, les équivalences suivantes démontrent I'égalité (VI.1.27)

o(1)+o0(j)+o(k)=nes(j)+s(k) e N s(j) ={1—s(k)}.

VI1.2. Les conditions initiales du potentiel

Dans ce paragraphe, nous allons montrer que les nombres (([w1], [@;], [wk])) en-
gendrent le potentiel de la structure de Frobenius du polynome de Laurent f.
Soit X T'espace de base d'un déploiement universel de f. Soit tg,...,¢, 1 des
coordonnées plates au voisinage de 0 dans X.
Le champ d’Euler est défini par
-1
(VI.2.1) ¢ = (1 —o(k))ti0, + pot, .
0

=

B
i

Nous développons le potentiel de la structure de Frobenius en série entiere et nous
le notons
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a1
N . & oY t ._
oua:= (g, ...,0p—1) et 5 AR Nous appelons |o| := ap+-- -+ 1,

la longueur de A(a).

Notons (g?) la matrice inverse de la forme bilinéaire non dégénérée dans les
coordonnées t. Pour tout a € {0,...,u — 1}, notons par a* I'unique élément de
{0,..., 4 — 1} tel que g # 0. Pour tout 4,5, k,¢ € {0,...,u — 1}, le potentiel
vérifie les équations WDVV

(V1.2.2) (i,5,k,0) ZF“”Q aat g = ZF“”Q aat g,

gka

la condition d’homogénéité par rapport au champ d’Euler

(VIQB) ¢ . FSi"Q — (3 _ n)Fsing
et les conditions

aSFsing
(VI2.4) legg( ) = g le=0 (O, x Oy;, 0y,) ol1 g .

ik .0t Oty oty

Remarquons que g |¢—o (0, x 0y, 0, ) = (Wi, wj,w)). Notons Ajjx(a) le nombre
Alag,...,o + 1, ..+ 1, oo o+ 1,000 ).

THEOREME VIL.2.5. Le potentiel F*™9 est déterminé par les nombres Ay (0)
avec j, k € {0,...,pu— 1} tels que 1+ j + k = n.

REMARQUE VI.2.6. (1) Nous avons Ayji(a) = (&1, w;, w)).
(2) Sil+j+Ek#n, alors A;;,(0) = 0 d’apres I'égalité (VI.2.4).

LEMME VI.2.7. Le potentiel F5"9 est déterminé par les nombres A;.(0) avec
i,j,ke{0,...,u—1}.

DEMONSTRATION. Nous allons démontrer le lemme par récurrence sur la lon-
gueur des nombres A(a). Pour tout i, 5, k, ¢ € {0,..., u—1}, le terme de F79 F79

ija

devant L2 eqt

> () () A,

a Q-
Bty=a N et

Ainsi, les termes de plus grande longueur, c¢’est-a-dire de longueur |a| + 3, dans
la somme ci-dessus sont A;j,(c) Agke(0) et A;jja(0)Agge(a). Comme le potentiel
vérifie les conditions (VI.2.4), nous en déduisons que A;;,(0) # 0 si et seulement
sia=i+7.

Dans 1'équation WDVV (1, 5, k,£), les termes de longueur |a| + 3 devant %

sont
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A1j1+y (0)A 1+gu(a)§
- A1jk+e(a) 77 ke(0);
A +(0) ]+1~c1£((0‘); et

B Agk1+2( ) 140 1¢ 0)-
Les termes du type A222(0) se calculent par (VI.2.4) et la condition d’homogénéité

(VI.2.3) implique

jkj+k

1
Alag,on + 1, a0,...,0,1) = ;A(a)d(a) pour |a| > 3

ot d(a) = 3—n+ 3"} ag(o(k) —1). Nous en déduisons que les nombres A7 (cx)
s’expriment en fonction de nombres de longueur strictement plus petite. Ainsi,
I'équation WDVV (1,7, k,¢) permet d’obtenir une relation entre Aqiz,(a) et

A ). O

DEMONSTRATION DU THEOREME VI1.2.5. D’aprés le lemme VI.2.7, il suffit
de montrer que les nombres A;;,(0) se calculent en fonction des termes du type
A122(0). Les nombres de longueur 3 dans 1'équation (1, j, k, ) sont non nuls si et
seulement si 1+ j + k + £ = n. Sous cette condition, nous avons T+ j =k + £ et
J+ k" =1+ 0. Ainsi, les termes de longueur 3 dans 1'équation (1,7, k, ¢) sont

- A1jm*(0)14mu(0) et

Ajkl_—}—E(O)A1+€ 1@(0)
En considérant successivement les équations WDVV (1, j—1,k,0+1),(1,j—2,k, (+
2),..., nous pouvons exprimer Aj15,,(0) en fonction des nombres du type A;+-(0).
O

VI1.3. Définition d’une structure d’algebre de Frobenius graduée sur

gty (Go/0G))

Dans ce paragraphe nous allons quotienter le produit x et la forme bilinéaire
[g] obtenus sur G/0G, par la filtration V,Gj.

ProposITION VI.3.1. Le produit que nous avons défini sur Go/0G, est com-
patible avec la filtration Vo(Go/0Gy), c’est-a-dire qu’on a

Vs, (Go/0Go) x Vi, (Go/0Go) C Vi, 16,(Go/0Go).

Notons gr) (Go/0G)) le gradué @sgry (Go/0G,) et notons U le gradué du pro-
duit x sur gr¥ (Go/0G)).
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REMARQUE VI.3.2. Soit a € {0,...,d}. Nous allons rappeler les notations et
les résultats du paragraphe 4.a de [DS03|. Le polynéme de Laurent

n
fa(Uo,a, ERE un,a) = Z Ui,
1=0

sur le tore U, est commode et non dégénéré par rapport a son polyedre de New-
ton (cf. bas de page p.107), noté T'(f,). Soit o une face de OT'(f,). Soit L, la
forme lindaire telle que L, = 1 sur 0. Pour g € Clu,,u,'], on pose ¢,(g) :=
max, max{ Ly (a) | a € Supp(g)}. Dans la figure 1, on peut voir ¢, comme la jauge
du convexe I'(f,). Comme la jauge d'un convexe vérifie I'inégalité triangulaire, on
en déduit I'inégalité suivante :

(VI1.3.3) Palgh) < ¢alg) + Palh).

****************************************

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Fic. 1. Exemple pour f = u; + us + ul_zug_g, g=uiuz et h = u1_2u2-

Soit V1 4, - - -, Un,a les coordonnées de (C*)™ qui paramétrent le tore U,. On pose
Lo .= d;i ARRRWA ‘?ﬂ. On définit la filtration de Q™(U)[6] par

N (Ua)[0] = N (Us) + ON3_1Q(Uy) + 0> N2 Q0 (Uy) - - -
ot N (Us) = {g € Q"(Ua) | ¢alg) < B}

Cela induit une filtration, notée N,Go( fa), du réseau de Brieskorn qui est défini
par

N3Go(fo) == NQ"(U,)[0]/(0d — dfoN) 2" H(UL) 0] N N (UL)[6).

Pour plus de précision sur la filtration de Newton, on renvoie au paragraphe
4 de [DS03]. D’apres le théoreme 4.5 de l'article [DS03], on a NzGo(fa) =
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V3Go(fa). Par passage aux quotients, on obtient N3z(Go(fa)/0Go(fa)) =
Vﬁ(GO(fa)/QGO(fa))'

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION VI.3.1. Pour démontrer cette propo-
sition, il suffit de vérifier que

Vi (Go(fa)/0Go(fa)) *a Vi (Go(fa) /0G0(fa)) C Vot (Go(fa)/0Go(fa))-

pour tout @ € {0,...,d —1}.
Pour i € {1, 2}, soit [h;] dans Vj,(Go(f)/0Go(fs)). Nous avons

« e}

dv,, dv, . _
[h1] %4 [Ro] = [le—] *a [920—] ou gi, g2 € (C[Uaava 1] tels que ¢4(g;) < B

= {9192%} d’apres (VI.1.13)
v,

L’inégalité (VI.3.3) montre que ¢,(g192) < 81 + (2 c’est-a-dire que
[ha] x [ho] € Vi, 46,(Go(fa)/0Go(fa))-
U
Notons [g] la classe d'un élément g € G dans gr! (Go/0Gy). D’apres la pro-

position VI.1.10, la base w de Gy induit une base [w] = ([wo],....[w,-1]) de
gI’X(Go/QGo)

PROPOSITION VI1.3.4. Dans la base w] de grY (Go/0Gy), le produit U est donné
par la formule
wald+at) S . ,
[wi] U [w;] = Wﬂwmﬂ sio(i+j)=o(i)+0o(j);
0 sio(i+ ) <o(i)+o(j).
La forme bilinéaire non dégénérée [g], définie sur Go/0G, est compatible a la
filtration V4(Gy/0Gy). Notons [g](-, -) la forme bilinéaire non dégénérée induite sur

gry(Go/GGo)
ProprosITION VL.3.5. 4 respectivement {0, ...,0(y) — 1} et {0,...,0(y") — 1}.

(1) Siv" # {1 =~} alors on a [g]([&r)-a], [Dx(y-a]) = 0.
(2) Si~"={1—~} alors on a

[91 ([ ) -als [©rcrr—p)-a])

(Mecriywe) s 0(k() —d) + o (k({1 — 7)) — ) = n:

0 SInon.
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DEMONSTRATION. Soient d; := k(s(i)) — i et d; := k(s(j)) — j. Nous avons
I’équivalence suivante :

N 01— (i
S CO R IEET)
et dz + dj = 5(5(2)) — 1
Nous en déduisons I'expression de g dans la base [w] :
[91([wkiyy-al, [wiiyny-a]) =

w® g J =1
et d+d =9(y)—1;

0 sinon

wh

ou

a=a(k(y) —d)+ak(y) —d)
B=aln+1)+alk(y) —d+k()—d —n)

Si nous avons 7' = {1 — 7}, la remarque I1.2.7 montre que nous avons 1'équi-
valence entre d + d = 6(y) — 1 et o(k(y) —d) + o(k({1 — v} — d') = n. Dans la
base [w], nous obtenons

wa

91 ([91min () +d]s [Or(f1-71)—al) = —

ou
@ = a(tmin(7)) + altmin({1 —7})
B=an+1)+alk(y) + k{1l -7} —0(y)+1—-n)
Pour tout j dans {0, ..., n}, nous avons a(k(vy)—d(y)+1); = #{{ € {0,..., w,;—
1} | £ < yw;}. Nous en déduisons

a(k(y) =0(7) + 1); +a(k({1 =2} —0({1 =~} +1); =

0 siy=0;
w; siy>0etjel(y);
w;j+1 siy>0etjel(y).
Pour finir la démonstrastion, il suffit d'utiliser le corollaire 11.2.5 et 1'égalité a(n +

) =(1,....1). O

Nous définissons une forme 3-linéaire, notée ((-,-,-)), sur gr,(Go/0Gy) par la
forrule ((a,b,¢)) := [g](a Ub, c).
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ProprPoOSITION VI.3.6. Soient vy, V1, Voo dans S,,. Soient dy, dy, do, dans respec-
tivement {0,...,0(y) —1},{0,...,5(71) =1} et {0,...,0(700) — 1}

(1) S0+ 71 + Yo nest pas un entier alors on a
([9r(r0)=do] [@r )] [9rr0)=an])) = 0.
(2) Si v+ 71+ Yoo €St un entier alors nous avons :

(( [[gk(’m)*do]] ) [[('N‘}k(’Yl)*Ch ]] ) [[&k(%o)*doo]]))

¢ H w;
i€Jw({1—v0},{1-71}, {170 })

= H W Si ZiE{O,l,oo} o(ky(vi) —di) = n;

i€I(70,71,700)

\O sinon

ot Ju({1 =70 h AL =} Al = 7ee}) = {i [ {{L —0}wi} + {1 = }wi} +
{{1 = Yectwi} = 2}

REMARQUE VIL.3.7. Comme ((-,-,-)) est symétrique en ses trois arguments,
algebre (gr¥ (Go/0Gy), U, [g](-,-)) est une algebre de Frobenius graduée.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION VI.3.6. Les propositions VI.3.4 et
VI1.3.5 impliquent 1'égalité suivante

wD+a(i)+a(k) siit+j+k=n
(il ], [wn]) = § watrtDreCHtb=m ) ot si 0(i) + 0(j) + o (k) = n;

0 sinon.

Par définition des nombres spectraux, nous avons

Y olkw(v)—di) = > k() —di— p(y0+ 7+ Ye).

1€{0,1,00} 1€{0,1,00}

Nous en déduisons I'équivalence

{Zie{o,l,oo} k(vi) —di=n o {’Yo +7M+ 70 €N
et Zie{o,l,oo} o(kw(yi) —di) =n et Zie{o,1,oo} o(kw(vi) —d;) =n

Nous avons I’équivalence

(I@r(0)—do ] [9r(n) a1 15 [Oh(vo0)—doe])) 7# O
Yo+ 71+ Y0 €N

et Zie{o,l,oo} o (kw(yi) — di) = n.
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Sous les conditions 7o + 71 + Yoo € Noet 3 2o oy 0(kw(:) — di) = n, nous

avons

wOé

(Frr0)-to): [Briy—ac ], Brtrmr-an]) =
Wp

@ = a(tmin(70)) + @(tmin(71)) + &(tmin(Vo0)) 3
B=aln+1)+a((v+7+V)tt)

Posons a; := a(tmin(10)); + @(tmin(11)); + atmin(Ve0)); — 1.
Pour tout j € {0,...,n}, nous avons

[yw;] siyel(7);
3. a(k(y) =46 =
(VL3.8) a(k(y) —d(v) +1); { w;] +1  siyeI°(y).

Comme vy + 71 + Vs € N, nous avons

{0, o} = I(y0, 71, Yoo) || Jw (305 715 700) || ({1 = 70} {1 =11}, {1 = 720 })

|_|{z | 31k € {0,1,00} tel que i € I(y)}

La formule (V1.3.8) permet de donner la valeur de «; dans les quatre cas suivants.

— Sij € (7.7, Vo) alors a; = wj(y0 + Y1+ Yoo) — L.

— Sij € Juw(0, 71, Voo) alors a; = w;i(vo + Y1 + Voo)-

= Sij € Ju({1 =} {1 =7}k {1l = v}) alors a; = wi(vo + 71 + 7)) + 1.

~Sije{i| 3k e{0,1,00} tel quei e I(y)} alors o = w;i(yo + Y1 + Yoo)-
Pour terminer la démonstration, il suffit de remarquer que a((7o + V1 + Yoo ) 1t) =
(Y0 + 71+ Yoo )wo, -+ (Yo + 71 + Yoo JWn)- m



CHAPITRE VII

Correspondances

VII.1. Démonstration de la correspondance classique
Soit = 'application C-linéaire définie par
= H (P(w), C) — gl (Go/0Gh)

77’6}% L H&Lmin({l_')’})‘i‘d]]

THEOREME VIIL.1.1. L’application = est un isomorphisme gradué entre les
algebres de Frobenius graduées entre

(H2:b(P(w)7 C): U, <'a >)

O

et
(gr (Go/6Go) U, [9] (-, ).
DEMONSTRATION. — D’apres la proposition 1V.3.14, nous avons
deg®®(nf) = 2(d + a(v)).
La proposition I1.2.6 et I'égalité (I1.2.3) impliquent que Z(n7) est dans le

gradué gr(/i\ia,('y) (Gp/0G,). Nous en concluons que = est gradué.

— En comparant les propositions 1V.4.4 et VI.3.5, nous en déduisons que

(nl.n%y = [gl(Em), E(nD)).

— De meéme, le corollaire 1V.5.24 et la proposition VI.3.6 impliquent 1'égalité

(nf,ndt ni=) = (E(m®),E(nd), E(nd)).

O
VII.2. Démonstration de la correspondance quantique
Si nous admettons la conjecture V.3.6, nous obtenons le corollaire suivant.
COROLLAIRE VII.2.1. Soient wy, ..., w, tels wy+---+w, et ppcm(wy, ..., w,)

soient premiers entre eux. Les variétés de Frobenius associées au polynome de
Laurent f et a P(w) sont isomorphes.
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La condition sur les poids provient du corollaire V.3.7 que nous utilisons dans
la démonstration ci-dessous.

DEMONSTRATION DU COROLAIRE VII.2.1. Nous allons utiliser le théoreme
[.2.3. Montrons que les variétés de Frobenius ont les mémes conditions initiales.
Puis, d’apres le début du chapitre VI, ces conditions initiales vérifient les hy-
potheses du théoreme 1.2.3 ce qui montrera que les variétés de Frobenius sont
isomorphes.

Le théoreme VI.0.13 nous donne les conditions initiales (A, A, €9, g) de la
variété de Frobenius pour le polynome de Laurent f. D’apres les propositions
V.2.11 et IV.4.4 nous avons la méme matrice A, le méme vecteur propre eq
pour la valeur propre ¢ = 0 et la méme forme bilinéaire non dégénérée. Il reste
a comparer les matrices Af qui correspondent aux multiplications par les champs
d’Euler a l'origine. Les formules (VI.2.1) et (V.2.10) montrent que les champs
d'Euler sont égaux. A l'origine, ils sont simplement pd;, ou to,...,t, 1 sont les
coordonnées plates de la variété de Frobenius. Le corollaire V.3.7,via la conjecture
V.3.6, et la proposition VI.1.25 impliquent 1'égalité

(1 mj, ) = (@1, @y, i)
pour tous j,k. Comme les formes bilinéaires non dégénérées sont les mémes, la
formule ci-dessus montre que les multiplications par les champs d’Euler a 1'origine
sont identiques. Ceci montre que les deux variétés de Frobenius ont les mémes
conditions intiales (A§, A, €0, g). O



CHAPITRE VIII

Annexe

Soit Y une variété C'* de dimension n. Soit H un groupe fini qui agit sur Y.
Soit x un caractere de H. Notons 7:Y — Y/H.
Le complexe de de Rham

&y &Y
est une résolution du faisceau C,-. On a un isomorphisme d’espaces vecoriels
(VIIL2) HY(E(Y)) — H'(Y,Cy).

Comme H agit sur Y, nous avons une action sur H*(Ey(Y)) définie par h -
[w] := [A7"w]. Cette action ne dépend pas du représentant choisi. Soit Z!(£3(Y))
I'ensemble des w dans &L (Y) tels que nous ayons

— dw =0,

— pour tout h dans H, il existe n(h) dans &, *(Y) tel que h™w = x(h)w +

dﬁ(h).
Soit B"(Ey(Y')) les formes différentielles exactes c’est-a-dire
B(E(Y)) ={w € &) [ In € & 1Y), dn = w}.

Posons

H'(E(Y)y = ZLEy (V) Zi(Ex(Y)) [ B (Ex(Y

Notons HY(Y,C,), C H'(Y,C,) l'image de H'(y(Y)), par lisomorphisme
(VIIL2).
Pour tout ouvert U de Y/H, posons

(7.Cy ) (U) ={z € C(x~'(U)) |Vh € H,h -z = x(h)z}.
Notons (7,Cy ), le faisceau ainsi défini sur Y/H.

THEOREME VIIL3. Soit Y une variété paracompacte C* de dimension n. Soit
H un groupe fini qui agit sur Y. Soit x un caractére du groupe H. Pour i €
{0,...,n}, nous avons un isomorphisme

H'(Y.Cy)y ~ H'(Y/H, (m.Cy)y)-
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DEMONSTRATION, — Nous allons d’abord exprimer la cohomologie

H*(Y/H, (m.Cy),) comme la cohomologie d'un complexe.
Le complexe de faisceaux

Ty 7@530/ $ 7r*5}1, $ e $ &y $ 0

est une résolution de m.Cy (cf. la démonstration de la proposition II1.3.1
(1)). Considérons le foncteur qui a un faisceau F sur lequel H agit associe le
faisceau F,, défini par F,(U) = {s € F(U) | h-s = x(h)s}. Nous appliquons
ce foncteur au complexe 7,.Ey et nous obtenons le complexe

(e s (mE)y s (mEh) O () 2

Montrons que (1.£y), est fin. Comme Y est paracompacte, il existe des
partitions de I'unité sur Y/H. Soit (f;);er une partition de I'unité de Y/H.
Posons f; i= m > nem X(R)R* f;. Ainsi, (f3)ier est une partition de I'unité
de Y/H et f; € (&Y

Comme (7. ), est un (m,.E),-module, le faisceau (m.&y ), est fin. Nous
en déduisons que la cohomologie du complexe (m.Ey ), (Y/H) est la cohomo-
logie H*(Y/H, (7.Cy)y).

Posons Z'((m.Ey),(Y/H)) l'ensemble des w dans (m.Ey),(Y/H) tels qu’on
ait

— dw = 0,

— pour tout h dans H, on ait h™"'w = x(h)w.

Définissons 'application suivante :

f' 2 (& (V) — Zi((ﬂ*é’%) (Y/H))

ZHX ZX

heH

Cette application est bien définie car nous avons

~d(fiw)) =0 et
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— pour tout A’ € H, nous avons

h/—l* h/ 1
(ZHX };X ) ZHX hEZHX
h/
ZHX ZX

ueH
= X(h)f'(w)
Comme 'application f? est surjective, I'application

f:ZE () — Hi(Y/H, (m.Cy )x)

est aussi surjective. Pour finir la démonstration, il suffit de montrer que
(7)o = &) N B v

Comme fi(dn) = [0], nous avons
ZEs 0NN BE) < (F) (o).

Inversement, soit w € Z;C(E{/(Y)) tel que fi(w) = [0] Cest-a-dire qu'il
existe n € £, 1Y) tel que

dn = ZHX Zx

heH

Or hfw = X(hfl)w +dn(h™1) avec n(h™') € E-1(Y), donc

1 -1
dn = ZHX Zx +7ZHX(h)ZX(h)dn(h ).

heH

Finalement, nous en déduisons que w € BY(Ey.(Y)).
U

Nous pouvons appliquer la méme technique pour montrer un résultat sur une
variété holomorphe Y. Soit Q2. le faisceau des p-formes différentielles holomorphes
sur Y. Soit AP le faisceau des formes différentielles C'* de type (p,q) sur Y. Le
complexe

d// d// 1 "
Ap,o . Ap,O — Ap,l —_— e Ap,n — 0
est une résolution de .. On peut définir les mémes objets que précédemment et
nous obtenons le résultat suivant.
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COROLLAIRE VIIL4. Soit Y une variété complexe paracompacte de dimension
n. Soit H un groupe fini qui agit sur Y. Soit x un caractere du groupe H. Pour
i €{0,...,n}, on a un isomorphisme

Hi(Ya QZ;/)X = Hi(Y/H, (W*QZ;/)X)-
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