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Introdu
tion
L'informatique graphique ne fait pas défaut à la règle 
ommune qui veut que les utili-sateurs demandent des outils toujours plus puissants pour s'adapter à leurs desiderata etpour fa
iliter le pro
essus de modélisation d'objets numériques. Dans le 
adre de la modéli-sation géométrique, l'utilisation de 
ontraintes doit permettre de dé
rire, puis d'engendrerautomatiquement un objet à partir d'une spé
i�
ation de ses propriétés topologiques et di-mensionnelles. On parle alors de modélisation par 
ontraintes et de résolution de systèmesde 
ontraintes géométriques (SCG).La tradition � formaliste � de l'équipe IGG du LSIIT de Strasbourg a orienté l'étude de
e problème suivant une appro
he formelle de la géométrie et des 
onstru
tions géométriquesave
, notamment, une première expérien
e dans le domaine de l'enseignement assisté parordinateur, puis son appli
ation dans le 
adre du dessin et de la 
on
eption assistés parordinateur. Cette appro
he 
onduit à une résolution exa
te des systèmes de 
ontraintesgéométriques et les avantages qu'on peut en retirer sont, entre autres, la prise en 
omptedes 
as parti
uliers et la possibilité de donner des expli
ations sur la manière de trouver laou les solutions, ou les raisons pour lesquelles au
une solution n'a été trouvée.Cependant, 
ette appro
he est di�
ilement appli
able lorsqu'on envisage des 
ontraintesgéométriques en dimension 3 
ar on ne 
onnaît pas de méthodes de résolution exa
tes endehors d'une 
lasse de problèmes très restreinte. Ce problème est rendu 
ompliqué d'une partpar l'explosion 
ombinatoire du nombre de 
as à traiter et par l'irrédu
tibilité de 
ertainsproblèmes, et d'autre part, pour des raisons d'ergonomie et d'interfaçage entre l'utilisateuret le logi
iel.Le travail présenté i
i 
on
erne l'appli
ation de méthodes géométriques formelles aux
ontraintes 3D et l'expérimentation de nouvelles méthodes d'intera
tion. La des
riptiond'univers géométriques est au 
÷ur de notre appro
he aussi bien pour l'interfaçage quepour la résolution de 
ontraintes.SommaireDomaine . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2Problématique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4Appro
he . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4Plan du mémoire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7



2 Introdu
tionDomaineDepuis les travaux de Sutherland [Sut63℄, la prise en 
ompte de 
ontraintes géo-métriques aussi bien sur le plan de l'interfa
e, que sur le plan de la résolution, resteun sujet d'a
tualité en modélisation géométrique.Selon les 
ommunautés qui se sont intéressées à 
e problème, les moyens d'yrépondre ont été di�érents, mais tous 
on
ordent sur la di�
ulté de 
ara
tériserles problèmes de 
ontraintes géométriques, i.e. savoir au préalable s'il existe unesolution, et sur la di�
ulté de les résoudre.Ces problèmes se ren
ontrent dans plusieurs domaines qui ont re
ours aux 
on-traintes :� la Con
eption Assistée par Ordinateur (CAO) au niveau de la 
on
eption desmaquettes numériques virtuelles (des piè
es mé
aniques, des bâtiments, dessystèmes éle
triques), et
. ;� l'Enseignement Assisté par ordinateur (EAO) dans la preuve de théorèmes degéométrie, pour résoudre des problèmes de 
onstru
tions géométriques, et
. ;� la modélisation dé
larative pour la 
réation d'un environnement virtuel ;� en robotique, pour trouver des 
on�gurations d'un robot ou d'un mé
anisme(plate-forme de Stewart) ;� dans la re
onstru
tion de s
ènes a
quises à partir de dessins à main levée oude photos ;� en bio
himie, dans le 
adre l'étude des molé
ules ;� et
.Trouver une solution à un système de 
ontraintes est un problème étudié depuisles années 1970. Le problème de la satisfa
tion de 
ontraintes (CSP : Constraint Sa-tisfa
tion Problem) a donné lieu à 
e qu'on appelle la programmation par 
ontraintesqui rassemble un ensemble de te
hniques de résolutions très générales.Cette 
ommunauté a formalisé la dé�nition d'un système de 
ontraintes par troisensembles : les 
ontraintes, les variables sur lesquelles portent 
es 
ontraintes, et lesdomaines d'expression de 
es variables.L'appli
ation dire
te de 
es méthodes de résolution est malheureusement peusatisfaisante dans le 
adre de la géométrie. En e�et, le domaine d'expression des va-riables est, en pratique, 
elui des nombres réels, et l'existen
e de 
as dégénérés et dethéorèmes, impliquant des dépendan
es très fortes entre objets, né
essite d'adapterles méthodes issues de la programmation par 
ontraintes [Doh95℄.C'est en partie pour 
ette raison qu'une autre 
ommunauté s'est formée dans ledomaine de la modélisation géométrique pour trouver des méthodes mieux adaptéesà la résolution de 
ontraintes géométriques. Dans 
e 
ontexte, les systèmes de 
on-traintes sont généralement exprimés sous forme d'une esquisse 
�tée (
f. �gure 1)traduite en un système d'équations non-linéaires, mais peuvent aussi être dé
rits pardes fon
tions d'optimisation dont la sémantique est 
ognitive, ou esthétique 
ommeen modélisation dé
larative [KGC97℄.Ces deux 
ommunautés (CSP et modélisation géométrique) se sont intéressées audéveloppement de solveurs géométriques qui donnent une ou plusieurs solutions (
f.
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Fig. 1 � Esquisse 
otée d'un tétrèdre ave
 la spé
i�
ation de 4 
ontraintes de dis-tan
es et deux 
ontraintes d'angles
Fig. 2 � Deux solutions au problème de 
ontraintes de la �gure 1�gure 2) en positionnant et orientant automatiquement des entités géométriques.Si l'on regroupe l'ensemble des qualités attendues d'un solveur, on obtient le
ahier des 
harges d'un solveur idéal dont la des
ription n'a pas beau
oup 
hangédepuis [RSV88℄. Celui-
i énon
e les sept propriétés suivantes :1. déte
tion des systèmes non-
onsistant, (au
une solution) ;2. résolution indépendamment de l'ordre de dé
laration des 
ontraintes ;3. 
orre
tion : toutes les solutions trouvées sont bien des solutions ;4. 
omplétude : on trouve toutes les solutions, ou toutes les solutions réelles ;5. intera
tivité : la résolution est su�samment rapide pour permettre une inter-a
tion ;6. extensibilité à de nouveaux types de 
ontraintes et d'entités ;7. indépendan
e par rapport à la dimension (2D ou 3D).La 
on
lusion était déjà qu'au
un solveur ne 
umulait toutes 
es bonnes propriétéset qu'il faudrait probablement 
ombiner toutes les te
hniques existantes a�n d'ob-tenir un 
ompromis 
onvenable.La grande majorité des travaux a porté sur les problèmes de géométrie plane,déjà très di�
iles à résoudre par les méthodes 
lassiques des CSP. Et depuis quelquesannées, beau
oup de travaux se fo
alisent sur le moyen de dominer la 
omplexité entaille des systèmes de 
ontraintes géométriques. L'appli
ation de la stratégie � divi-ser pour régner � a permis de résoudre de nouveaux problèmes et/ou d'a

élérer laphase de résolution en proposant une plani�
ation de la résolution des sous-systèmesdont les solutions lo
ales sont assemblées pour fournir la solution globale du pro-blème.



4 Introdu
tionLorsqu'un problème a

epte un nombre �ni de solutions, on dit qu'il est bien-
ontraint. Dans le 
as où il n'existe pas de solutions dans l'espa
e 
omplexe, il estsur-
ontraint, et, à l'inverse, quand il y en a une in�nité, il est sous-
ontraint.Aujourd'hui, la plupart des solveurs 
onsidèrent 
ommunément la 
onstri
tionmodulo les dépla
ements, i.e. deux solutions sont équivalentes s'il existe un dépla
e-ment permettant de passer de l'une à l'autre.Ainsi, pour passer d'un problème bien-
ontraint modulo les dépla
ements à unproblème bien-
ontraint, il su�t de �xer un repère pour les dépla
ements. En 2D,par exemple, on peut �xer un point et une dire
tion.Mais 
ompter a priori le nombre de solutions est parti
ulièrement di�
ile engéométrie où les in
ohéren
es et les redondan
es sont parfois 
a
hées et dévoiléespar l'appli
ation de théorèmes de géométrie. Un exemple simple de dépendan
e estfourni par la relation de Chasles pour les angles d'un polygone.ProblématiqueEn 2D, un important travail a été e�e
tué sur le sujet. Notamment, des 
ara
té-risations stru
turelles de la rigidité générique permettent de prévoir la 
onstri
tiond'un système de 
ontraintes.Combinées aux méthodes de dé
omposition 
ombinatoires et de résolution d'équa-tions numériques, 
es te
hniques permettent de résoudre beau
oup de problèmes de
ontraintes 2D 
ouramment ren
ontrés en CAO.Cependant, même dans le 
adre général 2D, on ne 
onnaît pas de 
ara
téri-sation stru
turelle exa
te de la géométrie, en raison des nombreuses dépendan
esgéométriques à 
onsidérer, 
omme par exemple l'inégalité triangulaire (la sommedes valeurs de deux 
�tés d'un triangle doit être supérieure à la valeur du troisième
�té).En 3D, les problèmes ren
ontrés sont beau
oup plus di�
iles à résoudre en raisonde l'explosion du nombre de 
as à traiter. De plus, les extensions des 
ara
téristiques
ombinatoires qui donnaient satisfa
tion en 2D, n'ont pas le même impa
t en 3D.En�n, on ren
ontre plus fa
ilement des problèmes irrédu
tibles en 3D. La tendan
ea
tuelle est aux généralisations et aux extensions des méthodes 2D à la dimen-sion supérieure et à la re
her
he de méthodes plus puissantes. Mais 
es méthodesren
ontrent des di�
ultés qu'il reste à surmonter pour répondre à 
ette question :quelles méthodes de résolutions utiliser pour des problèmes de 
ontraintes 3D ?Appro
heD'un point de vue global, la modélisation par 
ontraintes géométriques 
on
ernela modélisation d'un univers géométrique, l'intera
tion Homme-Ma
hine et la résolu-tion. Ce point de vue, qui est 
elui défendu par la modélisation dé
larative, impliquede 
onsidérer l'utilisateur au 
entre de la modélisation par 
ontraintes géométriques.Cette démar
he met en éviden
e les di�érentes in�uen
es de l'intera
tion dans larésolution. Et 
ette in�uen
e globale s'exprime dire
tement par l'élément 
lé partagé



5à la fois par l'utilisateur, l'interfa
e et la résolution : l'univers géométrique.Ainsi, notre démar
he est de s'attaquer à la résolution de 
ontraintes géomé-triques 3D de manière globale. D'abord, il nous faut dé
rire la manière dont sontexprimés les systèmes de 
ontraintes géométriques grâ
e à l'univers géométrique
onsidéré. Ensuite, nous devons dé
rire la dé�nition de tels systèmes du point devue de l'utilisateur et don
 la manière de modéliser des objets en spé
i�ant des
ontraintes. En�n, résoudre les systèmes obtenus en respe
tant au maximum lespropriétés dé�nies plus haut.FormaliserUne formalisation des notions d'univers géométriques et de systèmes de 
on-traintes géométriques doit ainsi être e�e
tuée dans un premier temps. Nous propo-sons de distinguer les te
hniques de résolution existantes en prenant appui sur leurunivers géométrique dans le but de dégager des univers géométriques 3D parti
ulierspour guider la résolution.ModéliserA�n d'être à même de proposer une te
hnique de résolution adaptée à un pro-blème de modélisation par 
ontraintes, nous pensons qu'il est important d'étudierla manière de modéliser.En 3D, la plupart des logi
iels de modélisation proposent à l'utilisateur un moded'intera
tion basé sur des vues proje
tives, la séle
tion dans 
es vues, et les dépla-
ements suivant les repères lo
aux aux objets. Mais, à notre 
onnaissan
e, au
un nepropose des outils permettant de poser et manipuler des 
ontraintes géométriquesdans un 
ontexte tridimensionnel.L'intera
tion traditionnelle ne nous semble pas assez intuitive et reste limitéepar l'utilisation de périphériques 2D. Ainsi, nous proposons d'étudier intera
tion etméthode de résolution de manière 
onjointe en utilisant la Réalité Virtuelle (RV)pour visualiser et interagir.Plus pré
isément, la représentation sur un é
ran 2D et la manipulation par 
la-vier/souris est très lourde dans le 
adre 3D. L'utilisation des te
hnologies issuesde la réalité virtuelle est une piste toute indiquée pour résoudre 
e problème del'intera
tion 3D, mais 
e
i pose en retour beau
oup d'autres problèmes :� une visualisation stéréos
opique n'est pas su�sante pour permettre d'interagirde manière intuitive ;� la manipulation à 6 degrés de libertés n'est pas for
ément adéquate pour tousles objets et notamment les objets 
ontraints ;� la navigation reste un problème essentiel qui n'est pas résolu automatiquementpar le passage à la RV.Nous pensons résoudre 
es problèmes par la 
réation d'outils spé
i�ques au domainedes 
ontraintes géométriques et l'adaptation de te
hniques issues de la RV. Nousexpérimentons dans 
e mémoire la possibilité d'utiliser 
es te
hniques, notamment



6 Introdu
tionles gestes, pour spé
i�er des 
ontraintes géométriques en 3D.Il su�t de 
onsidérer un domaine restreint pour se 
onvain
re que l'intera
tionjoue un r�le dé
isif sur la manière de résoudre les 
ontraintes géométriques. Ainsi,nous proposons d'étudier le 
adre simple des systèmes isothétiques pour illustrer
ette relation. Un solveur en temps réel pour les 
ontraintes isothétique est présentépour la 
on
eption en design ar
hite
tural.RésoudreLes méthodes laissées un peu de 
oté en raison de leur relative lenteur ou dunombre de solutions proposées, sont de nouveau solli
itées pour augmenter la puis-san
e de résolution des solveurs 3D.Parmi 
elles-
i, les méthodes à base de 
onnaissan
es géométriques permettentune appro
he 
onstru
tive de la résolution et une dé
omposition en fon
tion de la
apa
ité des solveurs à résoudre e�e
tivement les sous-systèmes.Pas
al S
hre
k et Pas
al Mathis ont développé à Strasbourg de tels solveurssymboliques de 
ontraintes géométriques en 2D [DMS98, S
h02℄. Ce type de solveurutilise des règles de 
haînage avant et produit un plan de 
onstru
tion paramétré pardes valeurs d'angles et de distan
es. Lorsque 
es valeurs sont modi�ées, il su�t deréévaluer le plan de 
onstru
tion pour mettre à jour la solution. Certaines 
onstru
-tions élémentaires, 
omme par exemple l'interse
tion entre une droite et un 
er
le,fournissent plusieurs solutions. Lorsque l'on fait varier les valeurs des paramètres, la
ontinuité des solutions n'est pas assurée et Caroline Essert-Villard [EV01℄ a pro-posé de re
ourir à l'homotopie symbolique et au gel de bran
he pour résoudre 
eproblème.Cumulant les avantages de l'exa
titude, et de la possibilité de donner des ex-pli
ations géométriques sur le pro
essus de résolution, 
es méthodes nous semblentà même de surmonter la plupart des problèmes inhérents au passage à la dimen-sion 3. Malheureusement, dans l'espa
e, les méthodes géométriques formelles sontdi�
ilement appli
ables et sont souvent peu ou pas e�
a
es.Ainsi, nous proposons de nous intéresser aux problèmes irrédu
tibles pour uneméthode de dé
omposition donnée. La 
ombinaison de notre appro
he 
onstru
tiveet de résolution numérique peut permettre de résoudre 
es problèmes en gardantau maximum les bonnes propriétés de la résolution formelle. La méthode de repa-ramétrisation que nous proposons étend la portée de 
es solveurs symboliques aux
ontraintes géométriques 3D.Mettre en oeuvreHistoriquement, tous les travaux de notre équipe 
on
ernant la résolution de
ontraintes géométriques ont été in�uen
és par le domaine des 
onstru
tions géomé-triques dans l'enseignement de la géométrie (EIAO pour Enseignement Intelligent /Intera
tif Assisté par Ordinateur). Les points de vue de la CAO et de l'EIAO sontpourtant di�érents :� Les problèmes de géométrie en EIAO sont en général petits et astu
ieux et ontune vo
ation pédagogique. La plupart du temps, on peut les résoudre à l'aide



7des outils du géomètre (règle et 
ompas) et toutes les solutions possibles sontre
her
hées.� Du point de vue de la Con
eption Assistée par Ordinateur, les problèmes sontsouvent gros mais généralement rédu
tibles à des problèmes plus simples. On
her
he en général des solutions pro
hes de 
elle attendue par le 
on
epteur.Cette di�éren
e nous a aiguillée vers une appro
he au niveau méta où l'universgéométrique, 
'est-à-dire le 
ontexte dans lequel se déroule la résolution, est unedonnée fournie au logi
iel. Ainsi, suivant les objets et les 
ontraintes 
onsidérés, dessolveurs spé
i�ques et optimisés peuvent être développés.Nos prototypes d'interfa
es se basent sur une librairie de Réalité Virtuelle dévelop-pée au LSIIT [Ste06℄. Ils permettent de valider expérimentalement les idées évoquées,au sein d'une ar
hite
ture prenant en 
ompte l'univers géométrique d'une part auniveau de l'intera
tion et, d'autre part, au niveau de la résolution grâ
e à un noyaupour la résolution de 
ontraintes.À 
e noyau, se sont gre�és un format de �
hiers nommé Geometri
 ConstraintMark-up Language (GCML) utilisant la te
hnologie XML [WSMF06℄ pour dé
rireles univers géométriques mais aussi les systèmes de 
ontraintes qui s'y rapportent,ainsi qu'un outil permettant de générer et optimiser des solveurs au sein d'une ap-pli
ation de résolution de 
ontraintes géométriques.Plan du mémoireLe premier 
hapitre propose la dé�nition formelle de la notion d'univers géomé-trique et expose une 
lassi�
ation des prin
ipales méthodes de résolution par leurunivers géométrique. Le se
ond 
hapitre présente des expérimentations de te
hniquesd'intera
tion 3D issues de la réalité virtuelle pour la modélisation par 
ontraintes.Le troisième 
hapitre dé
rit une méthode hybride de résolution de 
ontraintes 3D,nommée reparamétrisation, et les expérimentations menées dans l'univers des poly-èdres. Le quatrième 
hapitre détaille la mise en ÷uvre de notre appro
he paramétréepar l'univers géométrique et dé�nit un format de �
hier pour dé
rire les univers etles systèmes de 
ontraintes.





Chapitre 1FormalisationLa résolution de systèmes de 
ontraintes géométriques est une fon
tionnalité o�ertepar la plupart des logi
iels de Con
eption Assistée par Ordinateur (CAO). Elle permet àl'utilisateur de spé
i�er des 
ontraintes dimensionnelles, 
omme en dessin te
hnique, entredes objets géométriques ou un assemblage d'objets.D'une manière générale, trouver rapidement toutes les solutions d'un système de 
on-traintes est un problème di�
ile : s'il existe en 2D des méthodes relativement performanteset 
apables de résoudre la plupart des problèmes 
ouramment ren
ontrés en dessin te
hnique,
ela n'est pas le 
as en dimension 3 où, à l'heure a
tuelle, les utilisateurs se 
ontententd'extensions imparfaites de méthodes 2D.Nous proposons d'aborder le problème en mettant en éviden
e les di�érents 
adres danslesquels s'appliquent les méthodes de résolution existantes : les univers géométriques.Notre méthode repose sur l'expression de l'univers géométrique dont nous 
ommençonspar proposer une dé�nition formelle ainsi que des notions qui en dépendent : systèmede 
ontraintes géométriques et solutions. Puis, nous présentons les prin
ipales méthodesexistantes en mettant en avant l'univers géométrique qu'elles sous-tendent et en essayantd'en établir une 
lassi�
ation en suivant 
e point de vue.Sommaire1.1 Dé�nitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101.1.1 Syntaxe d'un univers géométrique . . . . . . . . . . . . . . 131.1.2 Sémantique d'un univers géométrique . . . . . . . . . . . . 151.1.3 Système de 
ontraintes et solutions . . . . . . . . . . . . . 161.2 Univers géométriques et solveurs . . . . . . . . . . . . . . 171.2.1 Univers eu
lidien . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 241.2.2 Univers analytique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 281.2.3 Univers 
ombinatoire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 301.3 Classi�
ation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 311.3.1 Univers à 2 dimensions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 311.3.2 Univers à 3 dimensions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 441.3.3 Univers à n dimensions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49



10 Chapitre 1. Formalisation1.1 Dé�nitionsLa des
ription de systèmes de 
ontraintes peut donner lieu à des ambiguïtés. Pourles éviter, nous proposons de spé
i�er l'univers dans lequel s'exprime le problème.Dans un premier temps, des exemples d'ambiguïtés sont présentés. Puis, les dé-�nitions formelles né
essaires sont données.Contexte et ambiguïtésQue 
e soit en Enseignement Assisté par Ordinateur (EAO) ou en CAO, lesénon
és sont exprimés dans un 
ontexte qui n'est pas toujours 
lairement dé
rit.
Soit un triangle ABC.

Les distances respectives entre

A et B, B et C, et A et C

valent 4, 3 et 5.

A

B

C

4

3

5

Fig. 1.1 � Un système de 
ontraintes géométriques : énon
é et esquisse.Dans l'esquisse 
otée de la �gure 1.1, on 
onsidère un triangle et des 
ontraintesde distan
es entre sommets. Dans 
et énon
é, la des
ription présuppose un 
ontextegéométrique, i.e. 
e qu'est un point, 
e qu'est un segment, et qu'il faut relier 3 pointspar des segments pour faire un triangle.La des
ription de 
e 
ontexte devient né
essaire lorsque les termes et les annota-tions utilisés deviennent moins 
ourants que 
es simples objets bien dé�nis en é
oleprimaire.
Soit un triangle ABC tel que

AB=4 cm, BC=3 cm et ABC=90°.

Construire le triangle ABC.

A

B

C

4 cm

3 cm

90°Fig. 1.2 � Énon
é plus pré
is mais ambigu.De plus, des ambiguïtés peuvent apparaître s'il existe plusieurs dé�nitions pos-sibles pour un même objet. Par exemple, dans la �gure 1.2, on 
onsidère un angle àla pla
e d'une distan
e. Selon que l'angle est orienté ou non, il est possible d'obtenirun ensemble plus ou moins grand de solutions : ave
 ou sans les symétriques parrapport à n'importe quelle droite du plan. Ainsi, 
ertaines des solutions à l'énon
é



1.1. Dé�nitions 111.1 sont représentées dans la �gure 1.3, mais suivant la dé�nition d'un angle, ellesne sont pas toutes des solutions de l'énon
é 1.2.

Fig. 1.3 � Quelques solutions aux problèmes 1 et 2.La des
ription d'une solution peut être simplement donnée par les 
oordonnéesdes sommets du triangle dans un repère 
anonique 
omme 
'est le 
as en CAO :
A(0, 0), B(4, 0), C(4, 3). Ainsi, la 
onnaissan
e de la manière de produire 
ette �guresolution est perdue. C'est pour 
ela qu'en EAO, il est demandé d'é
rire 
ette manièrede faire en utilisant des 
onnaissan
es 
ommunes préalablement a
quises.Par exemple, pour la �gure 1.2, une solution parti
ulière, en supposant dé�niun repère 
anonique xOy, peut être dé
rite de manière textuelle par un plan de
onstru
tion :Dessiner un point A aux 
oordonnées (0,0).Tra
er une droite d passant par A dans la dire
tion de l'axe Ox.Pla
er un point B à une distan
e de 4 unités de A sur d.Tra
er une droite d' passant par B et faisant un angle de 90° ave
 d.Pla
er un point C à une distan
e de 3 unités de B sur d'.Surligner les segments AB, BC, et AC.Effa
er les droites d et d'.Fig. 1.4 � Plan de 
onstru
tion 
orrespondant à la �gure 1.2Cette des
ription parait très pré
ise mais elle reste pourtant ambigüe quant au
hoix des orientations de droites et d'angles. On peut ainsi la transformer en pro-gramme de 
onstru
tion en ajoutant des 
onditionnelles et des bou
les [S
h93℄ etainsi exprimer syntaxiquement l'ensemble des solutions.



12 Chapitre 1. FormalisationAbstra
tion des valeurs numériquesEn faisant abstra
tion des valeurs numériques, on passe à une des
ription permet-tant de généraliser la solution. Ainsi, l'ensemble de toutes les solutions à un problèmede 
ontraintes géométriques est représentée de manière générique. En supprimant ladépendan
e du repère 
anonique et en remplaçant les valeurs des distan
es par dessymboles, on obtient :Dessiner un point libre A.Tra
er une droite d passant par A.Pla
er un point B à une distan
e de i unités de A sur d.Tra
er une droite d' passant par B etfaisant un angle de j unités ave
 d.Pla
er un point C à une distan
e de k unités de B sur d'.Surligner les segments AB, BC, et AC.Effa
er les droites d et d'.Les exemples pré
édents mettent en avant l'importan
e de bien exprimer l'universgéométrique d'un système de 
ontraintes et de sa ou ses solutions. Ainsi, un mêmesymbole employé dans deux 
ontextes di�érents peut mener à une 
onfusion et don
à une erreur :� s'il manque un élément de syntaxe permettant de pré
iser le 
ontexte, on diraque 
'est une erreur syntaxique, 
omme dans l'exemple 1.1,� si l'existen
e des di�érentes signi�
ations possibles n'est pas pré
isée, on diraque 
'est une erreur sémantique, 
omme dans l'exemple 1.2.Considérer 
es deux niveaux permet de lever 
es ambiguïtés et ainsi dé�nir pluspré
isément 
e qu'est un problème de 
ontraintes géométriques dans un univers géo-métrique donné.
⊲ Exemple 1.1.1Lorsqu'on é
rit x2+1 = 0, on utilise les symboles x, 2, +, 1, = et 0. En mathématique,des sens sont asso
iés à 
ha
un de 
es symboles :� + dénote une opération entre deux éléments,� 0 représente souvent l'élément neutre dans une stru
ture algébrique,� = est utilisé pour indiquer une relation de 
ongruen
e,� x2 dénote l'opération de mise au 
arré, qui se traduit par x × x, où × est lamultipli
ation.Lorsqu'on parle d'équations pour désigner les objets mathématiques de 
e type, onadmet l'existen
e d'un univers mathématique 
onnu par tous. ⊳Les se
tions suivantes présentent les dé�nitions des notions d'univers géomé-triques, de systèmes de 
ontraintes géométriques et de solutions. Ces dé�nitionss'appuient sur le formalisme des spé
i�
ations algébriques [Wir90, GWM+00℄.



1.1. Dé�nitions 131.1.1 Syntaxe d'un univers géométriqueCommençons par dé�nir la notion 
lassique de signature hétérogène d'un universgéométrique :Dé�nition 1.1.1 Signature hétérogèneUne signature hétérogène est un triplet Σ = 〈S, F, P 〉 où :� S est un ensemble �ni de symboles appelés sortes,� F est un ensemble �ni de symboles fon
tionnels muni de deux fon
tionsde typage :� l'arité , ar : F → S∗, qui dé
rit le type des arguments des fon
tions ;� et la 
o-arité, 
oar : F → S, qui dé
rit le type du résultat de lafon
tion.� P est un ensemble �ni de symboles prédi
atifs muni également d'unefon
tion arité, ar : P → S∗, qui dé
rit le type des arguments duprédi
at.Par 
onvention, on note :� pour les symboles fon
tionnels : f : s1 . . . sn → s ave
 f ∈ F , ar(f) = s1 . . . sn,et 
oar(f) = s,� pour les symboles prédi
atifs : p : s1 . . . sn ave
 p ∈ P , ar(p) = s1 . . . sn.L'arité d'un symbole peut être le mot vide, noté ε, et 
'est 
e qu'on appelle une
onstante : a :→ s ave
 ar(a) = ε et 
oar(a) = s.
⊲ Exemple 1.1.2Prenons la signature suivante :Signature Elemsortes :elemsymboles fon
tionnels :

c : → elem
s : elem → elem_a_ : elem elem → elemsymboles prédi
atifs :_e_ : elem elemAinsi, c est une 
onstante, l'arité de a et de e est ar(a) = ar(e) = elem elem et la
o-arité de s est 
oar(s) = elem. ⊳Cette notion de signature permet de dé�nir les symboles de la syntaxe d'ununivers géométrique. Elle permet aussi de fournir un typage pour des variables ex-primées dans 
et univers, que l'on note v : s ave
 v une variable et s ∈ S pour ununivers Σ = 〈S, F, P 〉 donné. Les variables typées par des sortes de l'univers Σ sontdites Σ-sortées.

⊲ Exemple 1.1.3Dans l'exemple 1.1.1, x, 1 et 2 sont des variables dans la signature de l'exemple1.1.2. ⊳



14 Chapitre 1. FormalisationL'appli
ation des symboles fon
tionnels ou prédi
atifs de la signature à des va-riables typées, permet de produire des termes.
⊲ Exemple 1.1.4Dans la signature de l'exemple 1.1.2, soient x, y : elem.Un exemple de terme 
onstruit sur les variables x et y et la 
onstante c est :

s(x)as(s(c))ey

⊳On peut voir la signature 
omme un patron pour la fabri
ation de termes. Siseuls des symboles fon
tionnels sont utilisés, on dira que l'on a a�aire à un termefon
tionnel, par exemple x2 + 1. On appelle terme prédi
atif les termes 
omportantun symbole prédi
atif. Ainsi, x2 + 1 = 0 est un terme prédi
atif. On notera TfΣ et
TpΣ l'ensemble de tous les termes respe
tivement fon
tionnels et prédi
atifs.Lorsque l'ensemble des variables est vide, on parle de terme 
los. Par exemple, dansla signature de l'exemple 1.1.2, s(c) est un terme 
los.Un univers géométrique est l'expression d'une théorie logique du premier ordredont un modèle privilégié est de nature géométrique. Pour 
onstituer des formules,on 
onsidère une syntaxe permettant de 
ombiner et de quanti�er les termes :� les 
onne
teurs logiques habituels : ⇒ pour l'impli
ation, ∧ pour l'interse
tion,

∨ pour l'union, ¬ pour la négation, dans 
et ordre de priorité,� les quanti�
ateurs : ∃ (il existe) et ∀ (quelque soit) portant sur des variablestypées.La partie quanti�
ation est pré�xée à l'aide du symbole |. Les symboles ( et ) sontutilisés pour pré
iser la portée des opérateurs logiques.
⊲ Exemple 1.1.5

∀ (a : elem) ∃ (b : elem) | ¬ (a = 0) ∧ (s(a) = b) ∨ (s(b) = a) est une formulelogique dans la signature pré
édente. ⊳Nous avons maintenant tous les ingrédients né
essaires pour la dé�nition de lasyntaxe d'un univers géométrique :Dé�nition 1.1.2 Syntaxe d'un univers géométriqueLa syntaxe d'un univers géométrique est 
omposée de :� une signature Σ,� un ensemble de formules dans Σ, nommées axiomes.
⊲ Exemple 1.1.6Dans [Hil71℄, Hilbert propose 21 axiomes asso
iés à la signature suivante :Signature Hilbertsortes :pointdroite plananglesymboles prédi
atifs :
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⊲⊳ : point point point_ in1 _ : point droite_ in2 _ : point plan_ in3 _ : droite plan_ ∼= _ : angle angleLa signi�
ation de 
ette signature est dé
rite dans l'exemple 1.1.8. Nous ne pré-sentons que deux de 
es axiomes : le premier et le onzième.Le premier axiome traduit l'existen
e d'une droite passant par 2 points :

∀ (a,b : point) ∃ (
 : droite) | (a in1 
)∧(b in1 
)Plus élaboré, le onzième axiome exprime que sur 3 points pris au hasard sur unedroite, l'un d'entre eux se situe entre les deux autres :
∀ (d : droite) ∃ (a,b,
 : point) |(((a in1 d)∧(b in1 d)∧(
 in1 d)) ⇒ (⊲⊳(a,b,
) ∨ ⊲⊳(b,a,
) ∨ ⊲⊳(a,
,b)))

⊳1.1.2 Sémantique d'un univers géométriquePour donner une signi�
ation à un univers géométrique, il faut donner un sens à
haque élément de sa signature. C'est 
e qui est fait en dé�nissant une Σ-algèbre :Dé�nition 1.1.3 Σ-algèbreSoit Σ une signature hétérogène.Une Σ-algèbre E 
onsiste à asso
ier :� un ensemble Es à 
haque sorte s ∈ Σ,� une fon
tion f̃ : Es1
× . . . × Esn

7→ Es par symbole fon
tionnel f :
s1 . . . sn → s dé�ni dans Σ,� un sous-ensemble p̃ : Es1

× . . . × Esn
par prédi
at p : s1 . . . sn dé�nidans Σ.Lorsque (o1, . . . , on) ∈ p̃, on dit que p̃(o1, . . . , on) est vraie ou véri�ée.Le passage d'une signature à une Σ-algèbre s'appelle une interprétation de lasignature. Plusieurs interprétations di�érentes peuvent être asso
iées à une mêmesignature.

⊲ Exemple 1.1.7La signature de l'exemple 1.1.2 peut s'interpréter 
omme une spé
i�
ation des entiersnaturels N. En e�et, c est une 
onstante représentant l'élément neutre, les symboles
s et a peuvent être asso
iés aux opérations 
lassiques de su

esseur et d'addition et
e à l'égalité.Mais, une interprétation par n'importe quel groupe, 
omme par exemple Z/3Z,
onvient. De la même manière, si on 
onsidère que le symbole a a pour signi�
ationla soustra
tion et que le symbole s dénote le prédé
esseur, on obtient les entiersnégatifs N−.



16 Chapitre 1. FormalisationDans la syntaxe 
ommunément admise en mathématiques, le symbole 1 de l'ex-emple 1.1.1 fait partie des symboles fon
tionnels et 
orrespond à s(c) dans la signa-ture de l'exemple 1.1.2. ⊳Dé�nition 1.1.4 ValuationSoit Σ une signature et X un ensemble de variables Σ-sortées. Une va-luation de variables est une fon
tion v : X 7→ E respe
tant les types : si
x : s alors v(x) ∈ Es.Pour interpréter les formules, les symboles de prédi
ats 
orrespondent à des rela-tions booléennes dans les Σ-algèbres, les 
onne
teurs logiques sont interprétés suivantles tables de vérité bien 
onnues et les variables libres (non quanti�ées) sont inter-prétées 
omme si elles étaient quanti�ées universellement.

⊲ Exemple 1.1.8Dans l'axiomatique d'Hilbert (
f. exemple 1.1.6), les sortes dénotent 
lassiquementles objets points, droites, plans et angles dans R3, les symboles fon
tionnels sonttous des 
onstantes permettant de 
onstruire les objets pré
édents, le prédi
at ⊲⊳dénote la 
ontrainte qu'un point est au milieu de deux autres points, in1,in2 et in3dénotent l'in
iden
e d'objets à d'autres objets et en�n ∼= la relation d'égalité entre2 angles non orientés. ⊳1.1.3 Système de 
ontraintes et solutionsDans 
ette se
tion, nous présentons la manière dont s'exprime la syntaxe d'unproblème de 
ontraintes dans un univers donné :Dé�nition 1.1.5 Système de 
ontraintes géométriquesÉtant donnée une signature Σ, un système de 
ontraintes est un triplet
S = 〈C, χ, A〉 où :� C est une 
onjon
tion �nie de termes prédi
atifs,� χ est un ensemble Σ-sorté �ni de symboles appelés in
onnues,� A est un ensemble Σ-sorté �ni de symboles appelés paramètres,ave
 χ ∩ A = ∅.Ainsi, un système de 
ontraintes peut être syntaxiquement dé�ni et la séman-tique des in
onnues de 
e système n'est pas donnée expli
itement dans la Σ-algèbreasso
iée.Dé�nition 1.1.6 Solution d'un systèmeSoit un système S = 〈C, χ, A〉.Pour une valuation de A, on appelle solution d'un système de 
ontraintesgéométriques une valuation v : χ 7→ E telle que l'interprétation de C soitvéri�ée.L'ensemble des solutions d'un système S est noté F (S). On peut abstraire lanotion de solution d'un système en la paramétrant par les variables de A.Dé�nition 1.1.7 Solution paramétréeUne solution paramétrée à un système de 
ontraintes S = 〈C, χ, A〉 estun ensemble de valuations va : χ 7→ E ave
 a = {a1, ..., an} donné dans
A.



1.2. Univers géométriques et solveurs 17Une solution formelle est une formulation paramétrique de F (S). Elle est souventreprésentée par un programme de 
onstru
tion en EAO, i.e. une suite d'opérationsave
 des 
onditionnelles.Dé�nition 1.1.8 Constri
tionDans une Σ-algèbre donnée, on dit qu'un système de 
ontraintes géomé-triques S est :� bien-
ontraint si F (S) est �ni ;� sous-
ontraint si F (S) est in�ni ;� sur-
ontraint si F (S) est vide.Une solution paramétrée peut être bien, sur et sous 
ontrainte selon la valuationdes paramètres 
hoisie. Par exemple, un triangle 
ontraint par la longueur de ses trois
�tés est sur-
ontraint si les longueurs ne respe
tent pas l'inégalité triangulaire.1.2 Univers géométriques et solveursUn solveur est une fon
tion de PU dans V , ave
 PU l'ensemble des systèmesde 
ontraintes S = 〈C, χ, A〉 exprimables dans l'univers U et V un ensemble devaluations v : χ 7→ E.Il est 
orre
t s'il n'engendre pas de fausses solutions, i.e. si V ⊂ F (S) ; il est dit
omplet par rapport à un univers U , s'il est 
apable de 
al
uler toutes les solutionspour 
haque système exprimé dans U , i.e. si F (S) ⊂ V .Un solveur paramétrique est un solveur 
apable de produire des solutions for-melles. Les résultats de tels solveurs sont des fon
tions que l'on peut interpréterpour déterminer les solutions numériques en fon
tion des valeurs numériques desparamètres. Les solveurs symboliques peuvent manipuler les paramètres pendant lepro
essus de résolution et ils 
onstruisent 
es fon
tions sous forme de programmes oude plans de 
onstru
tion (
omme par exemple dans la �gure 1.4), ou de bases stan-dard (ou de Gröbner). C'est pourquoi on appelle 
es solveurs des solveurs 
onstru
-tifs.Dans 
ette se
tion, nous dé
rivons les univers géométriques dans lesquels les sol-veurs s'appliquent, à partir de la présentation des te
hniques générales de résolution.Les solveurs sont habituellement 
lassés en 
onsidérant 3 
ritères :� les stru
tures de données sous-ja
entes ;� le type de dé
omposition utilisé ;� la nature de la solution produite.Stru
tures de donnéesDes travaux de Sutherland [Sut63℄ jusqu'à [BP07℄ et en passant par [RSV88℄, unetaxonomie plus ou moins respe
tée s'est 
onstruite. Ainsi, les méthodes de résolutionssont généralement 
lassées suivant les stru
tures de données employées :� les méthodes à base d'équations, [Wu84, Cho88, Kon92℄ ;� les méthodes à base de 
onnaissan
es, [Ald88, VSR92, DMS98℄ ;



18 Chapitre 1. Formalisation� les méthodes à base de (hyper-)graphes, [Owe91, AAM93, BFH+95℄.Cette taxonomie adopte un point de vue où les problèmes de 
ontraintes sont res-pe
tivement dé
rits :� soit par des équations, souvent polyn�miales ;� soit par des prédi
ats de la logique du premier ordre ;� soit par des valuations de sommets et d'arêtes en théorie des graphes.La résolution de systèmes de polyn�mes fait appel soit à des te
hniques très puis-santes de 
al
ul algébrique mais dont la 
omplexité est au moins exponentielle - 
equi explique pourquoi elles sont peu utilisées en CAO -, soit à des te
hniques itéra-tives numériques e�
a
es mais dont la 
onvergen
e numérique n'est pas maîtrisée.La représentation par des prédi
ats permet l'utilisation de te
hniques d'inféren
esur des 
onnaissan
es géométriques à l'aide d'un système expert ou de règles de ré-é
riture. En restreignant la 
lasse des problèmes traités, la 
omplexité de 
es solveursest polynomiale dans le nombre d'in
onnues et le temps de résolution est propor-tionnel au nombre de règles 
onsidérées. Dans le 
adre de la géométrie en général,
es règles sont très nombreuses et une des solutions retenues pour améliorer l'e�
a-
ité de 
es solveurs est de restreindre 
e nombre de règles à un univers géométriquemoins général.Les te
hniques d'analyse 
ombinatoire issues de la théorie des graphes sont plusabstraites 
ar elles s'intéressent à la stru
ture des systèmes de 
ontraintes. Malheu-reusement, les 
ara
térisations stru
turelle proposée sont in
orre
tes dans le 
adregénéral de la géométrie. Elles sont pourtant très e�
a
es pour des 
onditions degénéri
ité des systèmes et résolvent ainsi un grand nombre des problèmes 2D issusde la CAO industrielle.Le type de dé
ompositionPour pouvoir dominer la 
omplexité en taille d'un problème de 
ontraintes géomé-triques, la majorité des solveurs a
tuels mettent en appli
ation le paradigme : � di-viser pour régner �.Dans 
es solveurs, la résolution est ainsi 
onstituée de deux phases : la phasede plani�
ation, 
onsa
rée à la re
her
he d'un plan de dé
omposition-assemblagede sous-systèmes et une phase de résolution proprement dite où les sous-systèmesirrédu
tibles sont résolus.En pratique, la résolution par dé
omposition 
ontient généralement les étapessuivantes :� dé
omposer un système en parties,� résoudre les parties,� assembler les solutions des parties.La résolution est appliquée lo
alement sur 
ha
un des sous-systèmes, et les solutionspartielles sont assemblées pour obtenir la solution globale.



1.2. Univers géométriques et solveurs 19Les travaux sur la dé
omposition mettent en avant 
ette première phase d'analysede systèmes de 
ontraintes et font tous référen
e à une 
ertaine granularité des pro-blèmes en utilisant di�érents termes pour désigner les sous-systèmes : ma
ros-�gurespour Cugini et al. [CDG85℄, CD-sets pour Sunde [Sun86℄, 
lusters pour Ho�mannet al. [HC02b℄, ...Ces solveurs sont généralement regroupés suivant le type de dé
omposition :� les dé
ompositions équationnelles ou par blo
s,� les dé
ompositions géométriques ou dé
ompositions utilisant l'invarian
e parles dépla
ements,� les dé
ompositions stru
turelles, ou dé
ompositions suivant des heuristiques
ombinatoires.Mais la �nesse d'abstra
tion n'implique pas for
ément la �nesse de dé
ompo-sition. Même si les dé
ompositions équationnelles peuvent � 
asser des objets enplusieurs mor
eaux �, elles ne donnent pas for
ément la dé
omposition la plus �ne,
ar on obtient des 
omposantes fortement 
onnexes, qui pourraient être 
assées pardes méthodes tirant parti de 
onnaissan
es géométriques et en parti
ulier de l'inva-rian
e par dépla
ement (
f. 1.2).Les méthodes utilisant une heuristique pour dé
omposer sont plus e�
a
es maisfont perdre la sémantique géométrique à la base de 
ette possibilité de dé
omposer.Par exemple, 
es méthodes ne prennent pas en 
ompte la présen
e de 
as dégénérés,ou de singularités induites par des théorèmes ne faisant intervenir que des in
iden
es,
omme le théorème de Pappus vu en �n de 
hapitre (exemple 1.20).Globalement, 
es dé
ompositions peuvent être s
indées en deux types : les dé
om-positions as
endantes et les dé
ompositions des
endantes. Ces termes s'expliquentlorsqu'on 
onsidère le par
ours d'un arbre représentant la dé
omposition où la ra
ineest le SCG global et les autres n÷uds les sous-systèmes déterminés ré
ursivement.Cette distin
tion ne met pas assez en avant l'importan
e relative de la plani�-
ation par rapport à la résolution. Nous utilisons plut�t le terme de dé
ompositiona priori lorsqu'on présume que la résolution des sous-systèmes est faite par des sol-veurs 
omplets, et le terme de dé
omposition 
onstru
tive, lorsque la résolution desous-systèmes permet de déduire des 
onnaissan
es pour résoudre un autre sous-système.Les dé
ompositions a priori pro
èdent essentiellement par l'appli
ation d'un 
ri-tère 
ombinatoire de dé
omposition. À la base, 
ette 
ara
térisation 
ombinatoireest issue d'un 
adre parti
ulier appelé théorie de la rigidité [GSS97℄ qui 
her
he à 
a-ra
tériser la rigidité des graphes représentant un système de 
ontraintes de distan
eentre points. Intuitivement, un assemblage d'objets est rigide s'il est indéformable :i.e. ses objets n'admettent au
un mouvement relativement les uns aux autres. Lanotion de rigidité a été prin
ipalement étudiée par la 
ommunauté de topologiestru
turale qui a présenté di�érentes formes de rigidité. Pour une présentation plusdétaillée des di�érentes formes de rigidité, le le
teur pourra 
onsulter [Jer02℄.Les 
ritères 
ombinatoires sont utilisés soit pour l'analyse de la 
onne
tivité du



20 Chapitre 1. Formalisationgraphe pour déte
ter les repères en 
ommun et des motifs d'assemblage, où la no-tion de paire d'arti
ulation joue un r�le essentiel [Owe91℄, soit pour la re
her
he de
omposantes stru
turellement bien-
ontraintes en 
onsidérant la densité des graphes[HLS98, Jer02, Sit03℄.Dans 
ette re
her
he de 
omposantes stru
turellement bien-
ontraintes, on peutaussi 
iter la dé
omposition équationnelle [LM94a℄ qui travaille sur le graphe bipartiin
onnues-équations (voir 1.3.3). Un 
ouplage parfait permet de dégager les variablesstru
turellement bien, sur et sous 
ontraintes et les 
omposantes 
onnexes du graphedonnent une plani�
ation de la résolution.La 
lasse des méthodes de dé
ompositions 
onstru
tives utilise la 
apa
ité dusolveur à résoudre des sous-systèmes pour dé
ouvrir 
es parties à assembler. Parmiles méthodes de dé
omposition 
onstru
tives, on peut distinguer :� les méthodes à base de pattern [TN97, Sun87℄,� les méthodes à base de propagation de degrés de libertés [HV95, BFH+95℄,� les méthodes à base de systèmes de 
onnaissan
es [But79, Ald88, S
h93℄.Ces méthodes de dé
omposition utilisent plus ou moins expli
itement une des 
ara
-téristiques des systèmes de 
ontraintes géométriques : l'invarian
e par dépla
ement[Mat97℄.En e�et, les systèmes de 
ontraintes géométriques sont souvent invariants par legroupe eu
lidien I des isométries dire
tes, on dit I-invariant. Alors, les dé�nitions debonne, sur et sous 
onstri
tion deviennent :� le système S est bien-
ontraint modulo I s'il existe un nombre �ni de solutionsà une isométrie près, ou en d'autres mots, l'ensemble F(S)/I des orbites deF(S) sous l'a
tion du groupe I, est �ni,� S est sous-
ontraint modulo I si F(S)/I est in�ni,� S est sur-
ontraint modulo I si F(S)/I = F(S) = ∅.Un système bien-
ontraint modulo I peut être bien-
ontraint en ajoutant quelques
ontraintes 
apables de �xer un repère, 
omme par exemple un point et une dire
tionen 2D ou un point et 2 dire
tions en 3D.La dé
omposition de systèmes I-invariants né
essite l'ajout de 
ontraintes pourrendre bien-
ontraints les sous-systèmes. Dans notre terminologie, nous appelons detelles 
ontraintes le bord du système.
⊲ Exemple 1.2.1La �gure 1.5(a) présente un hexagone ABCDEF pour lequel la longueur de 
ha-
un des 6 
�tés ainsi que la valeur de 3 angles sont imposées. L'utilisation de règlesde 
onstru
tion géométriques ne permet pas de 
onstruire fa
ilement un hexagonerépondant à 
es 
ontraintes. En revan
he, l'emploi de règles 
lassiques par un mé-
anisme de dé
omposition-re
ombinaison 
onduit à un plan de 
onstru
tion assezélémentaire. Dans un premier temps, le triangle AEF est 
onstruit. La distan
e AEpeut alors être 
al
ulée sur AEF . Ce triangle est retiré et rempla
é par la distan
e

AE (�gure 1.5(b)). Cette nouvelle 
ontrainte 
onstitue le bord de AEF , qui est 
om-posé des éléments 
ommuns au reste de la �gure : les points A et E, et les 
ontraintessur 
es éléments qui sont invariantes par dépla
ement.Une pro
édure similaire permet d'agir de même ave
 le triangle ABC. Le sys-
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EFig. 1.5 � Hexagone à 6 distan
es et 3 anglestème de 
ontraintes restant est un quadrilatère EDCA (�gure 1.5(
)) qu'une simple
onstru
tion géométrique permet de résoudre. Les 3 sous-systèmes ainsi formés (deuxtriangles et un quadrilatère) peuvent ensuite être assemblés par dépla
ement le longdes points qu'ils partagent deux à deux. ⊳On peut pourtant 
omparer 
ertaines méthodes de dé
omposition a priori et
onstru
tives suivant l'univers d'appli
ation de 
es méthodes. Ainsi, les méthodesde Sunde [Sun86℄, Owen [Owe91℄, et Fudos-Ho�mann [FH97℄ sont des méthodes dedé
omposition qui 
onsidèrent des objets à 2 degrés de libertés et des 
ontraintesdont le degré de restri
tion vaut 1.La résolution est toujours très simple : triviale 
hez Sunde [Sun86℄, propagationde 
ontraintes 
hez Ho�mann et al. et Ait Aoudia [AAM93℄, et résolution de triangles
hez Owen [Owe91℄. L'assemblage est trivial 
hez Owen [Owe91℄, alors qu'il estsophistiqué 
hez Sunde [Sun86℄, et intermédiaire 
hez Ho�mann et al..Même si dans des univers 2D parti
uliers, les dé
ompositions a priori résolventbeau
oup de problèmes de 
ontraintes 
ouramment ren
ontrés en CAO, dans le 
adregénéral, elles restent in
orre
tes 
ar on ne 
onnaît pas de 
ara
térisation stru
tu-relle 
ombinatoire exa
te de la rigidité. De plus, les dépendan
es d'un ensemble de
ontraintes sont di�
ilement déte
tables.Quant aux dé
ompositions équationnelles, même si elles permettent de dé
om-poser très �nement en travaillant au niveau des 
oordonnées, elles ne tirent paspartie de la géométrie qui indique 
omment dé
omposer des 
omposantes fortement
onnexes par la mise en éviden
e de repères lo
aux [DMS98℄. Les dé
ompositions
onstru
tives sont plus lentes et plus 
omplexes dans le 
adre général.La nature de la solutionLa résolution de systèmes de 
ontraintes géométriques a aussi été étudiée dans le
adre de l'Enseignement Assisté par Ordinateur (EAO) lorsque les 
her
heurs se sontintéressés aux exer
i
es de 
onstru
tions à la règle et au 
ompas dans l'enseignementse
ondaire. Cette appro
he a 
onduit au développement de la géométrie dynamique[Bau90℄ et de tuteurs pour la géométrie [ADT92℄. Ces te
hniques et 
es savoir-faireissus des 
onstru
tions géométriques ont aussi été appliqués à la CAO [S
h93℄.



22 Chapitre 1. FormalisationMême si les domaines de la CAO et de l'EAO poursuivent fondamentalement lemême but, i.e. trouver des solutions à un système de 
ontraintes géométriques, lesformulations et les exigen
es sont di�érentes 
omme peut le rappeler le tableau 1.6.CAO EAOEntrée du une un énon
éproblème esquisse 
otée du problème de 
onstru
tionType de peu résolutionrésolution importe formelleSortie une (ou plusieurs) une manière dedu �gure(s) répondant 
onstruire le résultatproblème aux 
otations (un plan de 
onstru
tion)Nombre de solutions une ou plusieurs solutions Ensemble depro
hes de l'esquisse toutes les solutionsNature de la solution solution ave
 une Solutions exa
tes
ertaine toléran
eFig. 1.6 � Tableau présentant les 
ara
téristiques des méthodes d'EAO et de CAOLe 
ritère essentiel de divergen
e issu de 
ette ren
ontre EAO/CAO est 
elui dela nature de la solution, i.e. l'obtention d'une solution générique exa
te dans un 
as,et d'une solution numérique appro
hée ave
 une 
ertaine toléran
e dans l'autre.Ainsi, on peut distinguer le 
ara
tère de la méthode : formel ou numérique sui-vant la nature de la solution donnée.D'une manière générale, l'appro
he formelle ou symbolique, qui regroupe les mé-thodes à base de 
al
ul algébrique et les méthodes à bases de 
onnaissan
es géomé-triques, donne l'ensemble des solutions exa
tes, 
omme par exemple la résolution parla méthode de Lebesgue étudiée dans [S
h01℄. L'appro
he numérique, au 
ontraire,fournit généralement une seule solution appro
hée (voir plus loin 1.3.3).Les méthodes formelles sont en pratique plus lentes que les méthodes numériques
ar elles imposent la manipulation de termes.Les méthodes formelles géométriques issues de l'EAO peuvent être adaptées au
adre de la CAO. Tout d'abord, esquisse 
otée et énon
é du problème sont deuxformes de représentations d'un système de 
ontraintes géométriques. Il n'y a don
pas d'in
ompatibilité entre 
es deux des
riptions à 
ondition qu'elles véri�ent toutesdeux la syntaxe de l'univers géométrique 
onsidéré. Les 
otations étant l'expres-sion de propriétés géométriques, les méthodes issues des 
onstru
tions géométriquespeuvent être dire
tement utilisées en CAO 
ar le solveur agit 
omme une boîte noire.Ensuite, l'évaluation numérique d'une représentation formelle de la solution per-met de visualiser intera
tivement les modi�
ations de pla
ement des objets en EAO,ou des 
otations en CAO.Pour �nir, la solution la plus � pro
he � de l'esquisse 
otée fournie par l'utilisa-teur peut être exhibée à l'aide de la te
hnique du gel de bran
he exposée dans [EV01℄.



1.2. Univers géométriques et solveurs 23Ainsi, les qualités des méthodes formelles géométriques issues de l'EAO peuventêtre mises à pro�t dans un solveur de CAO :� savoir où et pourquoi on é
houe, pour pouvoir 
orriger l'erreur ;� avoir une 
onnaissan
e du nombre de solutions ;� disposer d'une stru
turation de l'espa
e des solutions lorsqu'il y a un grandnombre de solutions et mettre à jour les solutions ;� pouvoir modi�er les valeurs numériques des paramètres sans avoir à faire appelau solveur ;� 
ontr�ler la pré
ision de la solution numérique (travailler en double pré
ision,en arithmétique des intervalles, ...) ;� montrer qu'on peut 
onstruire une �gure ave
 des instruments donnés, 
e quipeut être utile, par exemple, dans le 
adre de l'usinage.Néanmoins, les te
hniques à base de 
onnaissan
es géométriques sont intrinsè-quement limitées par l'axiomatique qu'elles adoptent.De plus, on ren
ontre des problèmes irrédu
tibles que seule une méthode globalepar approximations numériques su

essives permet de résoudre. La 
ombinaison de
es deux types de résolution au sein d'une dé
omposition favorisant la résolutionformelle, permet en pratique de résoudre une 
lasse de problèmes plus étendue.La lenteur des te
hniques formelles géométriques est un problème ré
urrent pourleur appli
ation dans des logi
iels de CAO, mais, des méthodes formelles restreintesà une axiomatique parti
ulière peuvent être instan
iées en méthodes numériquespour gagner en e�
a
ité 
omme par exemple la méthode de [Sun87℄, grâ
e à de la
ompilation de systèmes experts en stru
tures de données e�
a
es [WSMF06℄.Types d'universLorsque l'on 
onsidère l'univers géométrique dans lequel s'applique une méthode,les trois 
ritères présentés apparaissent naturellement.Le 
ritère des stru
tures de données 
onduit à 
onsidérer 3 univers possibles :� 
elui de la géométrie eu
lidienne, telle qu'elle est exprimée depuis Eu
lide ;� 
elui de l'analyse, tel que Des
artes l'a introduite ;� et 
elui des graphes : l'univers 
ombinatoire, tel qu'Euler l'a présenté.Le 
ritère de la dé
omposition nous en apprend plus sur les liens qui unissent 
esunivers :� l'univers géométrique eu
lidien est l'univers de référen
e dans lequel le pro-blème est exprimé mais les �gures solutions sont exprimées dans l'univers ana-lytique pour l'a�
hage sur la ma
hine ;� représenter les systèmes d'équations par des graphes permet de faire de ladé
omposition d'un point de vue 
ombinatoire ;� représenter la géométrie par des graphes permet d'abstraire les objets géomé-triques et les 
ontraintes, et de faire de la dé
omposition 
ombinatoire.Et en�n, la solution peut être représentée symboliquement dans 
es 3 univers maisune solution numérique n'est exprimée que dans l'univers analytique.Ces trois univers sont présentés dans les trois se
tions suivantes :



24 Chapitre 1. Formalisation1.2.1 Univers eu
lidienPour dé
rire les univers de manière formelle, nous utilisons une syntaxe des
rip-tive basée sur la dé�nition d'univers géométrique donnée au début du 
hapitre (
f.1.1.2) : sortes, symboles fon
tionnels, symboles prédi
atifs et axiomes.L'univers eu
lidien est un univers 
lassique étudié à l'é
ole primaire et se
on-daire. On en distingue deux, 
elui du plan et 
elui de l'espa
e, autrement dit dedimension 2 et 3. Nous ne présentons i
i qu'une partie de 
es deux univers, 
elle quiest généralement utilisée dans les méthodes à base de 
onnaissan
e.Univers eu
lidien 2DUnivers Eu
lide2Dsortes :pointlongueurangledroiterayon
er
lesymboles fon
tionnels :
droitepp : point point → droite
cerclepr : point rayon → 
er
le
pointc : 
er
le → point
rayonc : 
er
le → rayon
pointppll : point point longueur longueur → point
interdd : droite droite → point
intercc : 
er
le 
er
le → point
interdc : droite 
er
le → pointsymboles prédi
atifs :
distpp : point point longueur
distcc : 
er
le 
er
le longueur
egalpp : point point
egalll : longueur longueur
angle4pp : point point point point angle
angledd : droite droite angle
apppd : point droite
apppc : point 
er
le
parall : droite droite
perp : droite droite
tangcc : 
er
le 
er
leaxiomes :
∀ (p1, p2 : point)∧(k : longueur) distpp(p1, p2, k) = distpp(p2, p1, k)
∀ (p1, p2 : point) distpp(p1, p2, 0) ⇔ p1 = p2

∀ (p1, p2, p3 : point) distpp(p1, p2, k1)∧ distpp(p2, p3, k2)∧ distpp(p1, p3, k3)
⊂ k3 ≤ k1 + k2. . .



1.2. Univers géométriques et solveurs 25Classiquement, la sorte point dénote les points et ainsi de suite pour les objetsgéométriques 
lassiques. Les sortes longueur, rayon et angle dénotent des mesuresspé
ialisées pour les 
ontraintes de distan
es, les 
er
les et les 
ontraintes d'angles.Parmi les symboles fon
tionnels, les 
onstantes expriment la 
réation d'un nouvelobjet géométrique 
orrespondant à la sorte de 
o-arité. Les noms sont pré�xés parun c dans 
e 
as.Le symbole droitepp dénote une fon
tion qui à partir de deux points distin
tsdonne une droite passant par 
es deux points. Le nom représente ainsi la 
o-arité etl'arité ave
 en indi
e les initiales des sortes utilisées.Le symbole fon
tionnel pointppll est un symbole atomique, 
'est-à-dire qu'il fa
-torise une 
onstru
tion 
onnue pour éviter la présen
e d'objets intermédiaires. Ildénote la 
onstru
tion d'un point interse
tion de deux 
er
les dont les 
entres et lesrayons sont respe
tivement les points et les longueurs de l'arité.Les symboles intercc et interdc représentent respe
tivement l'interse
tion de deux
er
les et l'interse
tion d'une droite et d'un 
er
le. Suivant que 
ertains points soientégaux ou alignés, ou que 
ertaines distan
es prennent la valeur 0, il y aura entre 0 et2 solutions possibles pour 
es symboles fon
tionnels. Ce sont des multi-fon
tions. Laprise en 
ompte des multi-fon
tions peut se faire au niveau syntaxique, en utilisantdes 
onditionnelles et une fon
tion di�érente pour 
haque solution possible [S
h93℄.Mais, pour ne pas sur
harger les dé�nitions formelles, nous avons 
hoisi dans 
ettethèse de les 
onsidérer au niveau sémantique (voir 
hapitre 5).Parmi les symboles prédi
atifs, distpp spé
i�e que la distan
e entre deux objetsde sorte point est une valeur de sorte longueur.
egalpp et egalll sont deux symboles spé
i�ant l'égalité respe
tivement entre pointset entre longueurs. Nous utilisons dans la suite le symbole prédi
atif = 
omme su
resyntaxique pour désigner 
e type de relation.
angle4p indique la mesure d'un angle entre 2 bi-points, et angledd entre deuxdroites.
apppd et apppc spé
i�ent l'appartenan
e d'un point à une droite ou à un 
er
le.En�n, parall et perp sont utilisés pour spé
i�er un parallèlisme ou une perpen-di
ularité entre droites et tangcc pour la tangen
e de deux 
er
les.On peut remarquer les axiomes indiquant que deux points sont égaux lorsque ladistan
e les séparant est nulle, et l'inégalité triangulaire entre 3 points. Ces deuxaxiomes dé�nissent les dégénéres
en
es possibles lorsque l'on 
onsidère les points.
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a

b

c

a

b a

b

c

a=b

a+c = 180°

d1//d2

a=b a+b+c =180°

d1

d2

Fig. 1.7 � Relation entre les angles, angles alternes-internes, relation de ChaslesLes axiomes ne sont pas tous 
ités dans 
ette des
ription, il serait trop long dele faire en extension. Les premiers axiomes dé
rits sont 
eux 
ara
térisant 
e qu'estune distan
e. Mais il pourrait y en avoir bien d'autres 
omme par exemple pour lesangles : 
eux indiquant l'égalité des angles lorsque deux droites se 
oupent, 
eux surl'égalité des angles alternes-internes, ou la relation de Chasles dans un triangle, et
.(
f. �gure 1.7). Ce sont 
es axiomes qui permettent de traiter les 
as parti
uliersde la géométrie, en tout 
as 
es singularités et les dégénéres
en
es induites parl'alignement, le parallélisme, la 
oplanarité, et
..Univers eu
lidien 3DEn dimension 3, les types sphere et plan sont ajoutés aux sortes 2D. Cela aug-mente la 
omplexité de l'univers en terme de symboles fon
tionnels mais aussi enterme d'axiomatique (non dé
rite i
i).Univers Eu
lide3Dsortes :pointlongueurangledroiterayonsphereplan
er
lesymboles fon
tionnels :
droitepp : point point → droite
point3p3l : point point point longueur longueur longueur → point
cerclepplr : point plan rayon → 
er
le
cercle2p : point point → 
er
le
pointc : 
er
le → point
rayonc : 
er
le → rayon
planc : 
er
le → plan
spherepr : point rayon → sphere
centreSphere : sphere → point
rayonSphere : sphere → rayon
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plan3p : point point point → plan
planpd : point droite → plan
plandpl : droite plan → plan
plandd : droite droite → plan
planrad : sphere sphere → plan
interdpl : droite plan → point
inter2pl : plan plan → droite
interpls1 : plan sphere → point
interpls2 : plan sphere → 
er
le
interdd : droite droite → point
interds : droite sphere → point
interss1 : sphere sphere → point
interss2 : sphere sphere → 
er
le
inter3s : sphere sphere sphere → point
interdc : droite 
er
le → point
intercc : 
er
le 
er
le → point
intercs : 
er
le sphere → point
intersc : sphere 
er
le → point
intercpl : 
er
le plan → point
interplc : plan 
er
le → pointsymboles prédi
atifs :
distpp : point point longueur
distppl : point plan longueur
distpd : point droite longueur
distps : point sphere longueur
dist2pl : plan plan longueur
distdpl : droite plan longueur
distpls : plan sphere longueur
distdd : droite droite longueur
distds : droite sphere longueur
distcc : 
er
le 
er
le longueur
distss : sphere sphere longueur
angle4p : point point point point angle
angle2d : droite droite angle
angle2pl : plan plan angle
angledpl : droite plan angle
parall2d : droite droite
perp2d : droite droite
parall2pl : plan plan
perp2pl : plan plan
paralldpl : droite plan
perpdpl : droite plan
apppd : point droite
appps : point sphere
appppl : point plan
appdpl : droite plan
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tangpls : plan sphere
tangds : droite sphere
tangss : sphere sphereaxiomes :. . .Dans 
et univers eu
lidien 3D, le 
er
le 
orrespond également à la sorte cerclemais sa 
onstru
tion requiert la donnée d'un point, d'un rayon et d'un plan pourle symbole cerclepplr. Toutefois, il peut aussi être 
onstruit par cercle2p à partir dedeux points p1 et p2, p1 étant le 
entre, −−→p1p2 dé�nissant la normale et ‖p2 − p1‖ lerayon.On peut remarquer que plandd, qui dénote la 
onstru
tion d'un plan à partir de deuxdroites, n'est dé�ni que si les deux droites sont 
oplanaires.

interpls1 et interpls2 sont 
ara
téristiques de l'augmentation de la 
omplexité lors-qu'on passe en dimension 3. On ne peut plus vraiment parler de multi-fon
tionlorsqu'une 
onstru
tion peut donner des objets de types di�érents. Nous s
indons
ette 
onstru
tion en deux multi-fon
tions ave
 des signatures di�érentes.D'un point de vue sémantique, les 
lés sont dans la se
tion pré
édente 1.2.1,dé
rivant l'univers eu
lidien 2D, et nous ne détaillons pas plus 
et univers. Notonstoutefois que le passage à la dimension supérieure entraîne une 
omplexi�
ation dupoint de vue du nombre d'objets et du nombre de symboles mais aussi et surtout dupoint de vue des multi-fon
tions et de l'expression de fon
tions à 
o-arité variable.1.2.2 Univers analytiqueL'univers analytique permet de s'a�ran
hir de la notion de dimension qui régitl'univers eu
lidien. L'élément de base de l'univers analytique, 
ommun à tous lesobjets et aux 
ontraintes de l'univers eu
lidien, est la 
oordonnée.Univers Analytiquesortes :elemsymboles fon
tionnels :
0 : → elem
succ : elem → elem_ + _ : elem elem → elem_−_ : elem elem → elem_×_ : elem elem → elem_/_ : elem elem → elem_∧_ : elem elem → elemsymboles prédi
atif :_ = _ : elem elem_ < _ : elem elem_ > _ : elem elem_ ≤ _ : elem elem_ ≥ _ : elem elem
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∀(x, y : elem) x + y = y + x
∀(x, y : elem) x × y = y × x
∀(x : elem) x + 0 = 0 ∀(x : elem) x × 1 = 1
∀(x : elem) ∃(y : elem) | x + y = 0
∀(x : elem) | x 6= 0 ⇒ ∃(y : elem) | x × y = 1
∀(x, y, z : elem) x + (y + z) = (x + y) + z
∀(x, y, z : elem) x × (y × z) = (x × y) × z
∀(x, y, z : elem) x × (y + z) = x × y + x × z = (y + z) × xLa sémantique généralement asso
iée à 
et univers est 
elle des nombres réels Rou 
omplexes C. Mais, elle peut tout aussi bien être 
elle des nombres rationnels Qou d'extensions de nombres rationnels par des radi
aux Q[

√
2], et
.Cet univers représente don
 un 
orps K muni des 5 opérations 
lassiques : l'ad-dition, la soustra
tion, la multipli
ation, la division et la puissan
e. Les axiomesidenti�ent 
lassiquement la 
ommutativité, l'existen
e d'un élément neutre et d'uninverse, ainsi que l'asso
iativité de l'addition et de la multipli
ation. On peut aussinoter la distributivité de la multipli
ation pour l'addition.Les symboles prédi
atifs permettent de 
omparer 
es nombres entre eux et no-tamment le symbole = qui permet de dé�nir des systèmes d'équations à n variables.La plupart du temps, les équations 
onsidérées sont algébriques, i.e. on 
onsidèrel'anneau des polyn�mes à n variables sur les réels : R[X1, . . . , Xn].La sorte point de l'univers eu
lidien 2D est représentée dans l'univers analytiquepar un 
ouple de 
oordonnées.Les 
ontraintes géométriques sont quant à elles asso
iées à des systèmes d'équa-tions. Ces systèmes peuvent s'exprimer en utilisant uniquement les opérations pré
é-dentes.Les énon
és sont généralement donnés sous forme de termes dans l'univers eu-
lidien. Pour utiliser des solveurs algébriques, les énon
és doivent être traduits dansl'univers analytique. Cela est fait au moyen d'une fon
tion de morphisme d'univers.En 2D, 
ette fon
tion asso
ie :� longueur et elem� point et (elem, elem)� cercle et (elem, elem, elem)� . . .� distpp : point point longueur et une équation (x1 − x2)

2 + (y1 − y2)
2 = k2 ave


x1, x2, y1, y2, k : elem,� . . .En 3D, 
ette fon
tion asso
ie :� longueur et elem� point et (elem, elem, elem)� sphere et (elem, elem, elem)



30 Chapitre 1. Formalisation� . . .� distpp : point point longueur et une équation (x1−x2)
2+(y1−y2)

2+(z1−z2)
2 =

k2 ave
 x1, x2, y1, y2, z1, z2, k : elem,� . . .Il faut noter que la notion de dimension n'a pas 
omplètement disparue, elle estnotamment présente ave
 le nombre de sortes elem que l'on asso
ie à la sorte pointde n'importe quel univers géométrique.1.2.3 Univers 
ombinatoireDans les méthodes 
ombinatoires, la géométrie est abstraite en un graphe où lesdegrés de liberté et de restri
tion sont des pondérations des sommets et des arêtes.Cette tentative de 
ompilation de la géométrie eu
lidienne a permis de 
ara
té-riser grossièrement de manière 
ombinatoire la notion de 
onstri
tion d'un systèmede 
ontraintes à l'aide de la notion de rigidité. En fait, 
ette 
ara
térisation ne fon
-tionne pas dans le 
adre général. Elle est néanmoins utilisée 
omme une heuristiquepour déte
ter la 
onstri
tion stru
turelle générique dans beau
oup de méthodes derésolution.Univers Combinatoiresortes :graphesommetarêtes
alairesymboles fon
tionnels :
ddl : sommet → s
alaire
ddr : arête → s
alaire
setDdl : sommet s
alaire → sommet
setDdr : arête s
alaire → arête
addS : graphe sommet → graphe
addA : graphe arête → graphe
adj : graphe sommet arête → grapheLa sorte sommet dénote les sommets d'un (hyper-)graphe, arête dénote ses(hyper-)arêtes et la relation adj est la spé
i�
ation de l'adja
en
e d'un sommetet d'une arête : 
'est 
e qu'on appelle un (hyper-)graphe de 
ontraintes. Les sym-boles fon
tionnels ddl et ddr sont des pondérations des sommets et des arêtes quel'on nomme degrés de liberté et degrés de restri
tion. Ces pondérations représententintuitivement les mouvements et les blo
ages possibles de 
es objets, ou plus grossiè-rement le nombre de 
oordonnées des entités géométriques et le nombre d'équationsà in
onnues réelles des 
ontraintes.I
i en
ore, un morphisme permet de passer de l'univers eu
lidien à l'univers
ombinatoire dans lequel les degrés de liberté asso
iés aux objets et les degrés derestri
tion asso
iés aux 
ontraintes sont les seules informations 
onservées. C'estpour 
ette raison que les 
ara
térisations 
ombinatoires ne sont véri�ées que dansun 
adre générique restreint 
omme nous allons le voir dans la se
tion suivante.



1.3. Classi�
ation 311.3 Classi�
ationNous proposons une 
lassi�
ation des prin
ipales méthodes de résolution selonl'univers géométrique sur lequel elle repose. Notre 
lassement s'appuie en premierlieu sur la dimension de l'univers et en se
ond lieu sur la 
omplexité de l'univers,i.e. le nombre d'objets et de 
ontraintes 
onsidérés.1.3.1 Univers à 2 dimensionsLa plupart des travaux en résolution de 
ontraintes sont situés dans des univers2D restreints pour permettre soit l'utilisation d'une propriété limitée à un sous-groupe d'objets ou de 
ontraintes, soit pour favoriser l'e�
a
ité de l'algorithmeproposé.Univers des points et des distan
esL'univers géométrique le plus simple est 
elui qui 
on
erne les points et les
ontraintes de distan
es :Univers PointsDistan
es2Dsortes :pointlongueursymboles fon
tionnels :
pointppll : point point longueur longueur → point
fixe : point longeur → pointsymboles prédi
atifs :
distpp : point point longueur
egalll : longueur longueuraxiomes :
∀ (p1, p2 : point)∧(k : longueur) distpp(p1, p2, k) = distpp(p2, p1, k)
∀ (p1, p2 : point) distpp(p1, p2, 0) ⇔ p1 = p2

∀ (p1, p2, p3 : point) distpp(p1, p2, k1)∧ distpp(p2, p3, k2)∧ distpp(p1, p3, k3)
⇒ k3 ≤ k1 + k2Pour 
ette signature, il existe pourtant une 
ara
térisation 
ombinatoire de larigidité stru
turelle en 2D :Theorème 1.3.1 Théorème de Laman Un système de 
ontraintesgéométriques 2D 
onstitué de points et de distan
es est stru
turellementrigide si et seulement s'il véri�e 2n− 3 = c et pour 
haque sous-système

2n − 3 ≥ c ave
 n le nombre de points et c le nombre de 
ontraintes dedistan
es génériques, en parti
ulier non nulles. �Un SCG stru
turellement rigide est bien-
ontraint modulo un dépla
ement. Ilsu�t de �xer un repère 2D qui enlève 3 degrés de liberté.La 
ondition de Laman en théorie de la rigidité signi�e intuitivement qu'il ya exa
tement le nombre de 
ontraintes né
essaires et qu'au
un sous-système n'estsur-
ontraint.



32 Chapitre 1. FormalisationDans les univers 2D et 3D suivants, l'extension de 
ette 
ondition aux objets et
ontraintes de degrés supérieurs est né
essaire dans le 
adre générique mais n'estpas su�sante pour 
ara
tériser la rigidité.Dans 
e 
adre très simple, un algorithme de propagation des degrés de libertépeut être mis en ÷uvre 
omme dans l'exemple suivant :
⊲ Exemple 1.3.1

A

B

C

D

E

k1 k2

k3

k4

k5

k6 k7Fig. 1.8 � Une �gure dans l'univers PointsDistan
es2DLe SCG asso
ié à la �gure 1.8 est :
S = 〈



















































distpp(A, B, k1)

distpp(B, C, k2)

distpp(A, C, k3)

distpp(B, D, k4)

distpp(C, D, k5)

distpp(A, E, k6)

distpp(C, E, k7)

, {A, B, C, D, E}, {k1, k2, k3, k4, k5, k6, k7}〉

Il est bien-
ontraint modulo les dépla
ements. Le plan de 
onstru
tion équivalant à�xer un repère dans notre univers est :A=
Point()B=fixe(A,k1)La règle géométrique à appliquer pour résoudre le SCG est :Si distpp(p1, p2, k1) ∧ distpp(p1, p3, k2) alors p1 = pointppll(p1, p3, k1, k2)Après trois appli
ations, le plan de 
onstru
tion �nal est don
 :A=
Point()B=fixe(A,k1)C=point_ppll(B,A,k2,k3)
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ation 33D=point_ppll(B,C,k4,k5)E=point_ppll(A,C,k6,k7)
⊳Cette méthode est adaptée pour les SCG bien-
ontraints les plus simples. Maiselle ne permet pas de résoudre des systèmes dits indé
omposables 
omme 
elui dela �gure 1.9. Pire en
ore, elle ne permet pas de résoudre tous les systèmes véri�antla 
ondition de Laman.

Fig. 1.9 � Hexagone bien-
ontraint irrédu
tibleUnivers bi-1DFitzgerald et al. [Fit81℄ proposent de ne 
onsidérer que les distan
es horizontaleset verti
ales entre droites en 2D et les distan
es entre elles.Univers Bi1Dsortes :horverlongueursymboles fon
tionnels :
propagehor : hor longueur → hor
propagever : ver longueur → versymboles prédi
atifs :
disthor : hor hor longueur
distver : ver ver longueuraxiomes :
∀ (d1, d2 : hor)∧(k : longueur) disthor(d1, d2, k) = disthor(d2, d1, k)
∀ (d1, d2 : ver)∧(k : longueur) distver(d1, d2, k) = distver(d2, d1, k)
∀ (d1, d2, d3 : hor)∧(k1, k2, k3 : longueur) disthor(d1, d2, k1)∧disthor(d2, d3, k2)∧

disthor(d1, d3, k3) ⇒ k3 = k1 + k2 ∨ k1 = k2 + k3 ∨ k2 = k1 + k3

∀ (d1, d2, d3 : ver)∧(k1, k2, k3 : longueur) distver(d1, d2, k1)∧distver(d2, d3, k2)∧
distver(d1, d3, k3) ⇒ k3 = k1 + k2 ∨ k1 = k2 + k3 ∨ k2 = k1 + k3Les sortes hor et ver représentent ainsi les droites horizontales et verti
ales et

disthor et distver dénotent respe
tivement les distan
es entre droites horizontales etentre droites verti
ales. Les deux derniers axiomes sont l'expression de la relation deChasles pour les distan
es entre 
haque type de droite.La propagation des distan
es s'e�e
tue dans un univers à 1 dimension pour lesdroites horizontales (propagehor) et verti
ales (propagever). Cet univers très restreintpermet de produire un solveur simple et e�
a
e (voir 
hapitre 2) pouvant être utilisé
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i�
ation de lignes � porteuses � en 
on
eption ar
hite
turale. Ce solveurne 
ontient que deux règles :Si disthor(d1, d2, k) alors d1 = propagehor(d2, k)Si distver(d1, d2, k) alors d1 = propagever(d2, k)Dans 
et univers, un repère est 
onstitué d'une droite horizontale et d'une droiteverti
ale. Et la 
ondition pour qu'un tel système soit bien 
ontraint est que la formule
n− 1 = c soit respe
tée pour 
haque type de droite ave
 n le nombre de droites et cle nombre de 
ontraintes. Malheureusement, 
ette méthode n'est pas extensible auxunivers plus 
omplexes.Univers des bi-pointsOn peut étendre la signature de l'univers PointsDistan
es2D pour prendre en
ompte la 
ontrainte d'angle entre bi-points :Signature BiPointsétend PointsDistan
es2Dsortes :anglesymboles prédi
atifs :

angle : point point point point angleMéthode de Sunde L'univers des solveurs 
ommer
iaux de Sunde : PICME[Sun86℄ et les CD-sets et CA-sets [Sun87℄, est 
elui des bi-points. La résolutionest basée sur des règles d'assemblage simples gérées par un système expert dans sonpremier solveur et sur des stru
tures de données ad-ho
 dans le se
ond.Cette mise en avant de l'assemblage est 
ara
téristique des méthodes pro
édantpar dé
omposition 
onstru
tive.Ainsi, dans le deuxième solveur, deux stru
tures de données sont distinguées :� les CD-sets (a. Constrained distan
e sets), regroupant des points dont les 
o-ordonnées sont déterminées dans un repère lié aux 
ontraintes de distan
es,� les CA-sets (a. Constrained angle sets), regroupant les bi-points reliés par des
ontraintes d'angle.Ces deux stru
tures représentent la rigidité des points et 
ontraintes de distan
espour les CD-sets, et la rigidité des dire
tions pour les CA-sets.Les CD- et CA-sets sont 
onstruits et assemblés de manière in
rémentale aufur et à mesure de la pose des 
ontraintes sur l'esquisse. Cette 
onstru
tion se faiten suivant des règles générales (
f. axiomes 
i-dessous) permettant de 
réer des
omposantes rigides de plus en plus grandes, exprimées par des 
oordonnées dansun repère lo
al. À notre 
onnaissan
e, 
'est l'une des premières méthodes à tirersystématiquement parti de l'invarian
e par dépla
ement de 
ertaines parties de la�gure pour résoudre un problème de 
ontraintes.Cette invarian
e est 
apturée par les règles qui assemblent des CD-sets s'il existeun repère pour les dépla
ements en 
ommun et pour les CA-sets s'il existe un repère
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onservant les rapports de distan
e.Univers SundeÉtend BiPointssortes :CDCAsymboles fon
tionnels :
addC : point point CD → CD
addA : point point CA → CA
joinC : CD CD → CD
joinA : CA CA → CAsymboles prédi
atifs :
appCD : point CD
appCA : point CAaxiomes :Règles de formation des CD et CA sets :
∀(p1, p2 : point)(k : longueur) distpp(p1, p2, k) ⊃ addC(p1, p2, cCD)
∀(p1, p2, p3, p4 : point)(a : angle) angle(p1, p2, p3, p4, a) ⊃
addA(p1, p2, p3, p4, cCA)Règles de jointures des CD et CA sets :
∀(p1, p2, p3, p4, p5 : point)(a : angle)(cd1, cd2 : CD) appCD(p1, cd1) ∧

appCD(p1, cd2) ∧ appCD(p2, cd1) ∧ appCD(p3, cd1) ∧ appCD(p4, cd2) ∧
appCD(p5, cd2) ∧ angle(p2, p3, p4, p5, a) ⊃ joinC(cd1, cd2)

∀(p1, p2, p3, p4 : point)(a : angle)(ca1, ca2 : CA) appCA(p1, ca1)∧
appCA(p2, ca1)∧appCA(p3, ca2)∧appCA(p4, ca2)∧angle(p1, p2, p3, p4, a) ⊃

joinA(ca1, ca2)Les valeurs numériques sont 
al
ulées au fur et à mesure et les règles sont 
odées� en dur �, mais 
'est véritablement une méthode basée sur des 
onnaissan
es géomé-triques 
omme le montre l'implantation sous forme de système expert par Verroust[Ver90℄.Par ailleurs, 
ette méthode permet de tester la sur-rigidité durant la saisie des
ontraintes : si un utilisateur tente d'ajouter une 
ontrainte dans un CD-set, le sol-veur le déte
te et peut le signaler à l'utilisateur indiquant ainsi le CD-set à 
orriger.La méthode de base de Sunde ne permet pas de résoudre tous les problèmes2D 
onstitués de motifs de triangles et de quadrilatères. Il faut pour 
ela avoirre
ours à un ensemble de règles plus important 
omme l'ont montré Verroust et al.[VSR92℄. Dans 
e travail, 4 règles permettent d'assembler toutes les 
on�gurationsde triangles 
ontraints en angles et en distan
es et de la même manière 6 règlespermettent d'assembler toutes les 
on�gurations de quadrilatères.Par exemple, la règle prin
ipale des triangles indique que lorsqu'un point et unangle sont partagés par deux CD-sets, alors on peut les regrouper au sein d'un mêmeCD-set (
f. le troisième axiome).La relation de Chasles est prise en 
ompte par les règles ÷uvrant sur les CA-sets.
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riture [ARMP02℄, fait perdre l'e�
a
ité en temps de la méthodeinitiale, due à son aspe
t numérique et à ses règles 
odées en dur.Lorsqu'il ne reste plus qu'un seul CD-set, 
'est-à-dire une 
omposante rigide pourtout le SCG, le problème est résolu. Si 
e n'est pas le 
as, 
ela signi�e, soit que lesolveur n'est pas assez puissant pour dé
omposer le problème, soit que 
elui-
i estsous-
ontraint.Une étude exhaustive des 
on�gurations 2D ave
 2, 3, 4 points (
f. �gure 1.10)montre que les règles pré
édentes permettent de résoudre tous les 
as bien 
ontraints(laissé à la saga
ité du le
teur). L'hexagone de la �gure 1.9 est vraisemblablementle problème le plus simple non soluble par la méthode de Sunde.Univers des points et des droites 2D et extension aux 
er
les 2DOn 
onsidère souvent en CAO des univers géométriques 
ontenant des pointset des droites. La signature d'un tel univers est basée sur la signature BiPoints, àlaquelle s'ajoute la sorte supplémentaire droite.Considérer la sorte droite permet d'enri
hir le 
adre, et aussi de simpli�er parfoisl'é
riture de 
ontraintes, notamment 
elle de 
ontraintes d'angle. Ave
 
ette sorte,de nouveaux types de 
ontraintes sont ajoutés 
omme l'appartenan
e d'un point àune droite, ou le parallélisme de deux droites :Signature PointsDroites2Détend PointsDistan
es2Dsortes :angledroitesymboles fon
tionnels :
droitepp : point point → droite
interdd : droite droite → pointsymboles prédi
atifs :
apppd : point droite
parall : droite droite
angle : droite droite angleNous avons déjà mentionné le fait que le théorème de Laman ne s'applique pasdans des univers 
ontenant autre 
hose que des points et des distan
es génériquesen dimension 2. L'introdu
tion de droites et d'angles permet ainsi de trouver denombreux 
ontre-exemples à une extension du théorème de Laman dans 
et univers.Examinons ainsi le 
as illustré à la �gure 1.11 : ave
 5 points, 4 droites, 4 dis-tan
es, 10 in
iden
es points-droites et un parallélisme, le 
ritère est véri�é. Pourtant,
ette �gure n'est pas rigide mais lo
alement sur-
ontrainte puisqu'on peut utiliserle théorème de Thalès AM

AB
= MN

BC
pour trouver la 
ontrainte de distan
e AM déjàspé
i�ée.
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Fig. 1.10 � Les 
on�gurations de base en 2D pour les triangles et les quadrilatèresdans l'univers des bi-points
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A

B
C
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N

(BC)//(MN)

Fig. 1.11 � Exemple non-rigide mais véri�ant la 
ara
térisation de LamanDans 
et univers, on peut appliquer une méthode qui 
omme la méthode de Sundes'intéresse à la présen
e de repères : la méthode d'Owen, dont l'appli
atin permetde dé
omposer a priori suivant des repères pour les dépla
ements, matérialisés pardes paires d'arti
ulation.Méthode d'Owen La méthode d'Owen [Owe91℄ pro
ède de manière des
endantepour dé
omposer un système de 
ontraintes géométriques. L'heuristique de dé
ompo-sition est basée sur la re
her
he de paires d'arti
ulations dans un graphe de 
on-traintes.Univers OwenÉtend Combinatoiresortes :pairearêtevsymboles fon
tionnels :
cherchePaire : graphe → paire
coupe1 : graphe paire → graphe
coupe2 : graphe paire → graphe
ajouteV irtuelle : graphe arêtev → grapheUne paire d'arti
ulations est une paire de sommets du graphe de 
ontraintes telleque le retrait de ses 2 sommets et des arêtes in
identes dé
onne
te le graphe en deuxsous-graphes.Le dé
oupage au niveau des paires d'arti
ulations implique la dupli
ation dessommets. Il en résulte qu'un des sous-graphes n'est pas rigide. Le solveur doit alorsajouter un lien virtuel dans 
haque sous-graphe non rigide après s
ission. Ce lienvirtuel est généralement une distan
e entre les 2 sommets d'arti
ulation (
f. �gure1.12).Une dé
omposition ré
ursive est appliquée et on obtient des 
omposantes irrédu
-tibles qui sont, soit des 
on�gurations triangulaires, soit des 
omposantes tri-
onnexesplus 
omplexes.
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Fig. 1.12 � Exemple de paire d'arti
ulation (en noir) et de lien virtuel (en pointillé)La résolution des sous-graphes se fait alors dans un ordre qui dépend de l'ad-jon
tion des arêtes virtuelles : les 
omposantes tri-
onnexes n'en 
ontenant pas sontd'abord résolues, puis les valeurs des liens virtuels des sous-graphes adja
ents sontdéduites de 
es 
on�gurations, 
e qui permet de les résoudre à leur tour, et ainsi desuite. L'assemblage se fait dans l'ordre inverse.Arinyo et al. [ARMP02℄ ont montré que les SCG résolubles par la méthoded'Owen sont des SCG dont on peut trouver ré
ursivement 3 sous-graphes parta-geant deux à deux un objet : des 
omposantes tri-
onnexes.RemarqueContrairement à la méthode de Sunde, la méthode d'Owen est limitéeaux 
as bi-
onne
tés. Même si la méthode de Sunde est dépendante dela représentation sous forme de CA- et de CD-sets, la règle du parrallè-logramme permet de résoudre des problèmes représentés par un graphetri-
onne
té.La méthode d'Owen a pourtant été implantée ave
 su

ès dans le solveur 
om-mer
ial D-Cubed [DC℄. Elle est ainsi intensivement utilisée en CAO.Univers de graphes L2L1On se rend 
ompte si on étudie les fon
tions de passage de l'univers Points-Distan
es2D vers l'univers 
ombinatoire que les objets de degré de liberté égal à 2partagent des 
ontraintes de degré 1. Ce
i permet d'avoir re
ours à des algorithmesà base de graphes 
omme par exemple 
elui d'Owen.On remarque aussi qu'il est possible d'ajouter la sorte cercle. Ces objets sont
ourament ren
ontrés en CAO, mais ils doivent être 
onsidérés ave
 leur rayon �xé
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e 
adre.Univers Cer
les2Détend signature PointsDistan
es2Dsortes :
er
lesymboles fon
tionnels :
interdc : droite 
er
le → point
pointppll : point point longueur longueur → point
droiteda : droite angle → droite
droitePardp : droite point → droite
droitePerpdp : droite point → droitesymboles prédi
atifs :
apppc : point droite
tangdc : droite 
er
leL'univers Cer
les2D peut don
 être relié ave
 l'univers des graphes L2L1 présenté
i-dessous :Univers L2L1étend Univers Combinatoireaxiomes :
∀ (s : sommet) ddl(s) = 2
∀ (a :arête) ddr(a) = 1Méthode de Fudos et Ho�mann La méthode dé
rite par Fudos et Ho�mann[BFH+95, FH97℄ est aussi une méthode de dé
omposition 
onstru
tive travaillantsur un graphe de 
ontraintes binaires.C'est une méthode as
endante, 
omme 
elle de Sunde, qui a la parti
ularité detraiter les SCG bien, sur- et sous-
ontraints en ajoutant un test de 
ohéren
e desredondan
es à la résolution et en permettant de rajouter des 
ontraintes à la voléedans une phase des
endante pour rendre le système bien-rigide.Univers FHétend Univers L2L1sortes :grappesymboles fon
tionnels :
cCluster : sommet sommet → grappe
propage : sommet grappe → grappe
assemble : grappe grappe → grappe
ddrsc : sommet grappe → s
alaireaxiomes :Formation de grappes :
∀(s1, s2 : sommet)(a :arête) ∃(c : grappe) adj(s1, a) ∧ adj(s2, a) ⊃ c =

cCluster(s1, s2)Propagation des degrés :
∀ (s : sommet)(c : grappe) ddl(s) = ddrsc(s, c) c = propage(s, c)
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ation 41Règles d'assemblage :
∀ (s1, s2, s3 : sommet)(c1, c2 : grappe) (a :arête) app(s1, c1)∧app(s1, c2)∧

app(s2, c1)∧app(s3, c2)∧adj(s2, a)∧adj(s3, a) ⊃ c3 = assemble(c1, c2)
∀ (s1, s2, s3 : sommet)(c1, c2, c3, c4 : grappe) app(s1, c1) ∧ app(s1, c2) ∧

app(s2, c1) ∧ app(s2, c3) ∧ app(s3, c3) ∧ app(s3, c2)
⊃ c4 = assemble(assemble(c1, c2), c3)
∀ (s1, s2, s3 : sommet)(c1, c2, c3, c4 : grappe) app(s1, c1) ∧ app(s1, c2) ∧

app(s2, c1) ∧ app(s2, c3) ∧ app(s3, c3) ∧ app(s3, c2)
⊃ c4 = assemble(assemble(c1, c2), c3)La méthode pro
ède par assemblage en agrégats stru
turellement rigides : desgrappes ou � 
lusters �. La formation initiale des grappes se fait par une phase depropagation des degrés de liberté suivant la règle : ∑

ddl = ∑

ddr. Cette règle 
or-respond dans l'univers de dimension 2 à une triangularisation (au sens des systèmesd'équations) de blo
s de taille 2 × 2 (deux in
onnues, deux équations).Bien sûr, 
es agrégats initiaux sont formés à partir de repères �xés qui 
orres-pondent à deux objets géométriques.Trois règles d'assemblage sont 
onsidérées :1. un sommet et une arête sont partagés entre deux grappes (
f. �gure 1.13) ;2. trois grappes partagent deux à deux un sommet (
f. �gure 1.14) ;3. deux grappes sont reliés par trois arêtes (
f. �gure 1.15).Cette méthode met en avant l'idée de rigidi�
ation progressive d'une �gure quin'est pas sans rappeler la méthode de Sunde ave
 pourtant quelques di�éren
es :� pas de dépendan
e vis-à-vis des stru
tures de données ;� les règles 
onsidérées sont plus générales ;� il y a une 
laire séparation entre résolution lo
ale et assemblage.Cette méthode sou�re des mêmes problèmes que 
elle d'Owen et en parti
ulierelle est in
omplète. De plus, S
hre
k [S
h02℄ a montré que tout problème énonçabledans l'univers de Sunde et résoluble par la méthode de Fudos et Ho�mann l'estégalement par la méthode de Sunde.Mais, 
omme pour 
elle d'Owen, 
ette méthode englobe un univers plus large oùil existe des SCG non exprimables 
hez Sunde.Autres méthodes D'autres méthodes s'appliquent dans 
et univers, 
omme 
elled'Ait-Aoudia et al. [AAM93℄ qui applique l'algorithme du 
ouplage maximum augraphe de 
ontraintes pour obtenir des 
omposantes fortement 
onnexes (voir se
tion1.3.3), ou de Trombettoni [Tro97℄ qui y applique une rétro-propagation des degrés deliberté en partant des feuilles du graphe qui véri�ent ∑

ddl =
∑

ddr, et en itérantsur le graphe privé des éléments ainsi déterminés.Univers eu
lidien 2DPour s'a�ran
hir des restri
tions de l'univers L2L1, des extensions des méthodespré
édentes ont été proposées. Elles généralisent les notions d'arti
ulations, en 
onsi-dérant des triplets d'arti
ulations pour Owen par exemple, ou le 
omptage des degrésdans un graphe, 
omme Ho�mann et al. le proposent.
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Fig. 1.13 � Règle d'assemblage 1 de BFH

Fig. 1.14 � Règle d'assemblage 2 de BFH

Fig. 1.15 � Règle d'assemblage 3 de BFH
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ation 43D'autres voies ont aussi été explorées ave
 l'extension de la notion de 
ouplageparfait par Sitharam et al. ou ave
 l'exploration �ne des propriétés géométriques àl'aide de systèmes à base de 
onnaissan
es.De plus, des méthodes mixtes 
omme 
elle de Jermann et al. ont été proposées.Méthode d'Ho�mann, Lomonosov et Sitharam Les extensions de la méthodepré
édente sont dues en parti
ulier à Ho�mann et al. [HLS01b, HLS01a, HC02b,HC02a℄. Elles permettent de 
onsidérer des objets ave
 n'importe quel degré deliberté, et introduisent la sorte 
er
le de rayon non-�xé.Jermann et al. [CBG02, JNT03℄ proposent un autre 
ritère de rigidité pour l'heu-ristique, de nouvelles manières de dé
omposer et assembler, et en utilisant du 
al
ulpar intervalles.Ces extensions sont basées sur un 
adre 
ommun, où sont distinguées 2 phases :� la phase de dé
omposition,� et la phase d'assemblage.Il faut noter que la phase d'assemblage n'a jamais été dé
rite en détail dans lestravaux d'Ho�mann, mais qu'elle a été étudiée par Jermann et al.[Jer02℄.La dé
omposition se partage en 3 phases répétées ré
ursivement :� l'opération de fusion qui 
onsiste à 
onstituer une grappe bien-rigide de tailleminimale en utilisant un algorithme de �ot,� l'opération d'extension, qui 
onsiste à faire grossir une grappe en in
orporantles voisins suivant l'heuristique de rigidité 
hoisie,� l'opération de 
ondensation, qui réalise la rédu
tion de la grappe en 1 sommet(Condensation Algorithm - CA)Il est intéressant de noter que deux opérateurs de 
ondensation ont été proposéspour améliorer la 
orre
tion de CA :� Frontier Algorithm (FA) qui permet de réduire les 
ontraintes internes à lagrappe en gardant le bord,� Modi�ed FA, qui applique la rédu
tion si la grappe interne dé�nit au moinsun repère lo
al.Méthodes à base de 
onnaissan
es Les méthodes à base de 
onnaissan
es[Ald88, VSR92, DMS98℄ se basent sur une représentation par des prédi
ats et deste
hniques d'inféren
e pour résoudre des SCG. Dans 
es méthodes, le nombre derègles a tendan
e à 
roître exponentiellement ave
 le nombre de types de 
ontraintes.Aussi, 
es méthodes intègrent généralement des stratégies qui leur permettent d'évi-ter une explosion 
ombinatoire du nombre de 
as à envisager.Les méthodes 
onstru
tives se basent sur les 
onnaissan
es et les savoir-faire des
onstru
tions géométriques issues de l'EAO [But79, S
h93℄.La méthode des lieux géométriques 
onsiste à transformer des 
ontraintes géomé-triques en 
ontraintes d'in
iden
es sur un lieu dé�nissant progressivement un objet
her
hé.Aldefeld en CAO [Ald88℄ présente 
e qui 
onstitue les deux phases prin
ipalesde sa méthode :
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tion d'un plan de 
onstru
tion, généralement à l'aide d'un systèmeexpert de 
omplexité exponentielle,� l'évaluation numérique, très rapide.Cette appro
he a été exploitée et étendue ave
 :� le 
hoix d'une solution à partir de 
ritères du type � point à gau
he ou à droited'une ligne �,� la prise en 
ompte des 
ontraintes globales 
omme par exemple l'aire, ave
�xation d'une in
onnue puis relaxation et 
orre
tion par é
hantillonnage,� l'invarian
e par dépla
ements.Brüderlin [Brü86, Brü88℄ utilise des règles de réé
riture pour démontrer la 
onver-gen
e d'un ensemble de règles de 
onstru
tions géométriques.Un plan de 
onstru
tion obtenu par une méthode géométrique formelle équivautà une dé
omposition �ne suivant les objets du problème à résoudre. Mathis et al.[Mat97℄ proposent d'uni�er les phases d'assemblage des méthodes de dé
omposi-tion par la mise en 
orrespondan
e des repères lo
aux par des dépla
ements. Deplus, leur méthode basée sur la 
ollaboration de solveurs au sein d'une ar
hite
turemulti-agents permet de 
ombiner solveurs 
onstru
tifs 
onvergents ou non et solveursnumériques.L'e�
a
ité de 
ette appro
he de résolution par dé
omposition 
onstru
tive estmise en éviden
e au sein d'un modeleur 3D, par l'animation de mé
anisme en mo-di�ant à la volée des paramètres du plan de 
onstru
tion.D'une manière générale, les méthodes 
onstru
tives sont limitées par le nombrede règles 
onsidérées. Mais, elles ont l'avantage d'être 
orre
tes et 
omplètes parrapport à 
et ensemble de règles, 
e qui n'est pas le 
as des solveurs plus générauxà base d'heuristiques 
ombinatoires.1.3.2 Univers à 3 dimensionsTrouver une méthode de résolution de 
ontraintes géométriques dans l'espa
ereste un enjeu majeur pour la 
ommunauté s'intéressant aux 
ontraintes.La 
omplexité de 
et univers est partiellement due au nombre de 
as di�érentsà 
onsidérer qui 
onduit dans notre formalisme à introduire des � multi �-fon
tionsà 
o-arité di�érentes. De plus, on ne 
onnait pas de 
ara
térisation simple de larigidité 
omme en 2D. En�n, il existe un grand nombre de systèmes 3D minimauxirrédu
tibles. Par exemple, on peut 
iter une grande partie des polyèdres 
onvexesdé
rits par des distan
es et des 
oplanarités. En e�et, ils sont 
omposés de fa
es laplupart du temps sous-
ontraintes, et d'après le théorème de Cau
hy [Cau13℄, ilssont génériquement rigides.Ces systèmes 
omplexes sont habituellement dire
tement résolus par des mé-thodes numériques ave
 leurs in
onvénients bien 
onnus 
omme l'instabilité numé-rique, et l'in
apa
ité de trouver e�
a
ement toutes les solutions.Pourtant, quelques tentatives ont eu lieu pour étendre les méthodes 2D à ladimension supérieure et notamment pour 
onsidérer un univers plus simple 
omposéd'objets de mêmes degrés de liberté, mais aussi en 
onsidérant la 
onnexité des
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e même univers, une méthode hybride mélangeant des informations des 3univers géométriques (eu
lidien, 
ombinatoire, analytique) a été proposée par Gaoet al. [GHY04℄. Elle a été appliquée sur des exemples de tailles relativement petiteset semble sou�rir de désavantages très handi
apants. Nous verrons au 
hapitre 4
omment notre travail a permis d'améliorer 
ette méthode.Univers des mé
anismesLe premier univers que l'on peut 
onsidérer en 3D est 
elui des mé
anismes quiest un univers 
ombinatoire où il n'y a qu'un seul objet de base : un repère lo
al à
haque piè
e mé
anique. Ainsi, tous les éléments ont six degrés de liberté, trois enrotation et trois en translation.Univers Mé
anismessortes :marqueurdépla
ementdegréssymboles fon
tionnels :
cMarqueur : → marqueur
ddl : marqueur → degrés
action : marqueur degrés → dépla
ement
applique : marqueur dépla
ement → marqueurKramer [Kra90, Kra91, Kra92℄ s'intéresse aux mé
anismes 3D 
onstitués depiè
es mé
aniques liées par des arti
ulations. À 
haque piè
e, la méthode présen-tée asso
ie un marqueur, qui est un repère lo
al. Les 
ontraintes liant 
es marqueurssont l'expression des arti
ulations sous la forme de degrés de restri
tion représen-tant :� les translations,� les rotations,� les dimensions.Une analyse 
ombinatoire de 
es degrés permet de plani�er un ordre de résolutionpour les mé
anismes rigides. La résolution e�e
tive s'e�e
tue par l'appli
ation d'undépla
ement entre marqueurs. Suivant les types de degrés liant les marqueurs, untableau d'a
tions indique les dépla
ements à appliquer. Il y a un grand nombred'a
tions possibles suivant les degrés mis en jeu et Kramer ne les dé
rit pas tous.C'est pour 
ela que nous n'en dé
rivons au
un dans l'axiomatique de l'univers.Lorsqu'au
une a
tion ne peut être validée, une analyse des lieux géométriques desmarqueurs restés libres est appliquée grâ
e à un autre tableau indiquant 
omment
al
uler 
es interse
tions.Bien sûr, 
ette méthode sou�re des mêmes in
onvénients que les méthodes apriori mais elle permet de résoudre tous les mé
anismes fermés rigides d'au plus 3piè
es mé
aniques.



46 Chapitre 1. FormalisationUnivers points, droites, plansk-
onnexité Dans [GZ03℄, les auteurs présentent une généralisation de la mé-thode d'Owen [Owe91℄ et de la reformulation d'arbre de dé
omposition d'Arinyo[ARMP02℄. Ils proposent don
 de 
onsidérer des arbres binaires de dé
ompositiondans l'univers géométrique des points et des droites, 2D ou 3D.L'univers géométrique ne 
hange pratiquement pas par rapport à 
elui d'Owen :la sorte paire dénote maintenant un n-uplet d'arti
ulations et les algorithmes dere
her
he et d'ajout d'arêtes virtuelles sont modi�és pour prendre en 
ompte 
ettegénéralisation.L'heuristique utilisée par Gao et al. est une extension dire
te du théorème deLaman :Dé�nition 1.3.2 Pour n objets et m 
ontraintes dans un univers dedimension d, l'heuristique 
ombinatoire de rigidité vaut :
∑n

i ddli - d(d+1)
2

= ∑m

j ddrjEn 3D, 
ette 
ara
térisation ren
ontre les 
ontre-exemples 
lassiques des double-bananes 1.16,1.17, 1.18.
Fig. 1.16 � La double-banane

Fig. 1.17 � La double-banane à arête saillante
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Fig. 1.18 � La double-banane a

ordéon.Un algorithme, dont la 
omplexité est en O(v
1

2 e2), est proposé pour identi�erqu'un graphe est k-
onnexe. Malheureusement, il est di�
ile d'établir ave
 
ertitudela k-
onnexité en dehors d'un 
adre de généri
ité supposé 
ar les pondérations de
ertaines arêtes peuvent être di�érentes suivant les valeurs des paramètres.D'après eux, la borne de la k-
onnexité en 2D est k = 3 et en 3D, ave
 des pointset des plans, k = 5. Si les droites sont 
onsidérées en plus, alors k = 7.Les n-uplets d'arti
ulation sont déte
tables ave
 l'algorithme de Hop
roft et Tar-jan [HT73℄ pour les paires et la tri-
onne
tivité en O(V + E), et l'algorithme deKanevsky et Rama
handran [KR87℄ ave
 les triplets et la 4-
onne
tivité.La dé
omposition se fait par dupli
ation des n-uplets dans les 2 parties. La
ondition d'arrêt est d'avoir 3 primitives dans les sous-graphes ou des sous-systèmessans n-uplet d'arti
ulations.Suivant la valeur de la fon
tion de dé�
it d'un graphe, introduite par Arinyo etal. [ARMP02℄, un dé
oupage en 2 parties bien 
ontraintes peut généralement êtreappliqué. Lorsqu'il n'existe qu'une partie bien-
ontrainte, l'ajout du bord de la �gureà la partie sous-
ontrainte permet de la rendre bien-
ontrainte. Si au
une partie n'estbien-
ontrainte, une autre dé
omposition doit être appliquée. Dans le 
as où au
unedé
omposition de 
e type n'est possible un solveur numérique ou la méthode LIMd[GHY04℄ présentée au paragraphe suivant, doit être appliqué.Les algorithmes présentés sont de 
omplexités polynomiales de l'ordre de O(V 2)en 2D, et O(V 7) en 3D. Mais ils montrent surtout les limites d'une telle appro
he,en étudiant tous les 
as de feuilles à 3 primitives et en montrant que 
ertains 
as nesont pas rigides alors qu'ils sont stru
turellement rigides.Méthode d'interse
tion des lieux géométriques L'univers géométriquede 
ette méthode est bien di�
ile à spé
i�er. Il 
onjugue les 3 univers géométriqueset né
essite de nombreuses transformations et expli
ations. Nous ne nous lançonspas dans sa des
ription pour ne pas embrouiller le le
teur.La méthode de Gao et al. [GHY04℄ 
onsiste à générer automatiquement tous lesproblèmes 
ontenant 6 
ontraintes ave
 des points, des droites et des plans.Pour la 
atégorie des systèmes minimaux non dé
omposables, il propose de mo-di�er le système de 
ontraintes S en un système dé
omposable S ′

k, soit en oubliantune in
onnue, soit en substituant une 
ontrainte par une autre, et en ajoutant unparamètre k dans les deux 
as. Les deux systèmes ne sont pas équivalents mais



48 Chapitre 1. Formalisationtoutes les solutions de S peuvent être retrouvées en é
hantillonnant le paramètre k,et en 
al
ulant toutes les solutions de S ′

k pour 
haque valeur de k et en 
hoisissantla meilleure solution approximée de S. Cette méthode est une 
ombinaison de mé-thodes numériques et de méthodes 
onstru
tives. Elle permet de trouver toutes lessolutions et semble robuste. Mais elle s'applique à de petits systèmes et n'e�e
tueque des modi�
ations limitées du système initial.L'idée est assez simple : 
onsidérons un système S qui est dé
omposable à la
ondition d'oublier une in
onnue x1. Convertir x1 en paramètre permet de résoudre leproblème mais 
elui-
i devient alors sur-
ontraint. Il faut don
 retirer une 
ontraintepour avoir un problème bien-
ontraint.Leur méthode 
onsiste à produire une séquen
e de 
onstru
tion grâ
e à un algo-rithme à heuristique 
ombinatoire présenté dans la �gure 1.19.Lorsque le 
ritère 
ombinatoire n'est pas satisfait, il su�t alors de re
her
herdes 
ontraintes à enlever pour le rendre appli
able. La re
her
he du nombre de
ontraintes minimum à enlever est faite de manière exhaustive.Le même nombre de 
ontraintes est ajouté à l'aide de la séquen
e de 
onstru
tionpar 
e qu'ils appellent des � paramètres guidant la résolution �.Finalement, l'é
hantillonnage des paramètres des 
ontraintes ajoutées permet dedéformer la �gure. Une étude de l'interse
tion des lieux géométriques permet detrouver les solutions du système initial.Les problèmes que l'on peut souligner sont les suivants : premièrement, l'utilisa-tion d'une heuristique 
ombinatoire 
onduit à 
e que leur séquen
e de 
onstru
tionsest in
orre
te dans le 
adre général (
f. 
ontre exemple suivant 1.3.2). Deuxième-ment, la re
her
he exhaustive du nombre de 
ontraintes à enlever est très 
oûteuse :
O(nd) pour d 
ontraintes. En 
omparaison, l'algorithme de Newton est en 0(n3).Troisièmement, l'é
hantillonnage doit se faire en 
hoisissant le bon intervalle [a, b] etun pas s satisfaisant : la 
omplexité est O(L b−a

s
)d.LIM0 AlgorithmInput : a 
onstraint problem.Output : a 
onstru
tion sequen
e CS with initial value ∅1. Let o be a primitive in the problem satisfying d = DEG(o) ≤ DOF(o).2. Let o1, . . . , od be the primitives having 
onstraints with o.Then add a 
onstru
tion o = INTER(o1, . . . , od) to CS.Terminate if no su
h o exists.3. Remove o and the 
onstraints involving o from the problem and go to Step 1.Fig. 1.19 � Algorithme tiré dire
tement de [GHY04℄

⊲ Exemple 1.3.2L'utilisation du 
ritère d = DEG(o) ≤ DOF(o) dans l'algorithme de Gao et al. est



1.3. Classi�
ation 49valide dans un 
adre générique mais pas dans le 
adre général. Prenons le 
ontre-exemple bien 
onnu, où la dépendan
e algébrique est introduite par la relation deChasles dans un triangle : la somme des angles valant 180°, si on 
onnaît deux angles,on peut déduire la valeur du troisième. Ainsi, un triangle dé�ni par 3 angles remplitla 
ondition de Laman sans être rigide.
D D’

D’’

D D’

D’’

2

1

1 1

2

2Le degré de liberté d'une droite est 2, et le degré de restri
tion d'une 
ontrainted'angle est 1. On obtient alors la séquen
e de 
onstru
tion suivante :D = INTER(D',D'')
⊳1.3.3 Univers à n dimensionsLa représentation par des équations permet de s'a�ran
hir de la dimension. Lesméthodes de résolution équationnelle sont, soit des te
hniques exa
tes très puissantesde 
al
ul algébrique mais dont la 
omplexité est exponentielle (dans le meilleur des
as) - 
e qui explique pourquoi elles sont peu utilisées en CAO -, soit des te
hniquesitératives numériques e�
a
es mais dont la 
onvergen
e numérique n'est pas garan-tie.La dé
omposition de systèmes d'équations en sous-systèmes permet de réduirela 
omplexité du 
al
ul algébrique mais aussi les phénomènes d'approximations nu-mériques. Ainsi, 
haque sous-système est stru
turellement bien-
ontraint, i.e. il a lemême nombre d'équations que de variables et au
une sous-partie n'a plus d'équationsque de variables.Les trois se
tions suivantes exposent 
es méthodes analytiques.Méthodes de 
al
ul algébriqueLes méthodes de 
al
ul algébrique sont des méthodes formelles qui manipulentdes polyn�mes. La résolution exa
te de tels systèmes fait appel à la théorie del'élimination dans les anneaux de polyn�mes [Kal91℄. Pour 
es te
hniques, les 
al
ulsne 
onduisent pas à une forme expli
ite des solutions, mais donnent une représenta-tion du système d'équations initial dans une base di�érente à partir de laquelle ilest possible d'extraire plus fa
ilement les solutions.De manière générale, les méthodes algébriques formelles traitant le 
as géné-ral sont très 
oûteuses (exponentielles) mais permettent des 
al
uls arithmétiquesexa
ts. Cet avantage est souvent mis en avant par rapport aux méthodes numériquesappro
hées dans les domaines où la pré
ision est 
ritique 
omme la robotique médi-
ale.



50 Chapitre 1. FormalisationNous présentons i
i deux méthodes : la méthode basée sur le 
al
ul des bases deGröbner qui possède les mêmes solutions que le système initial et 
elle de Ritt-Wupermettant de 
al
uler un système triangulaire.Bases de Gröbner L'algorithme de Bu
hberger [Bu
85℄ permet de générerune base parti
ulière d'un idéal, appelée base de Gröbner. La spé
i�
ité de 
ettebase est de posséder les mêmes solutions que le système initial.Intuitivement, le 
al
ul des bases de Gröbner est fondé sur la rédu
tion de poly-n�mes à l'aide de te
hniques d'élimination polynomiale, et sur le 
al
ul de résolvantesde paires de polyn�mes, nommées 
onséquen
es.Cet algorithme applique su

essivement le 
al
ul des 
onséquen
es et leur ré-du
tion modulo l'ensemble des polyn�mes. Si l'élimination des variables se fait dansl'ordre lexi
ographique, la base obtenue est quasiment triangulaire.L'algorithme de Bu
hberger est 
oûteux en temps et en mémoire : doublementexponentiel dans le nombre de variables, dans le pire des 
as.Cette te
hnique de résolution de systèmes d'équations a été mise en ÷uvre entreautres [EY88, Kon92℄ par L.W. Eri
son et C.K. Yap pour un éditeur géométrique,LINETOOL. Dans 
e système, ils utilisent des stru
tures de données parti
ulièrespermettant un 
al
ul plus e�
a
e. Toutefois, il ne s'agit là que d'heuristiques et la
omplexité de l'algorithme reste exponentielle. Cette méthode est très 
oûteuse maisl'a

ent est mis sur la pré
ision et non l'intera
tivité de l'outil.RemarqueIl est important de noter que lorsque le problème est sous-
ontraint (il ya une in�nité de solutions) la base de Gröbner rendue est une représen-tation simpli�ée du système initial représentant l'ensemble des solutions.Lorsque l'ajout de 
ontraintes se fait de manière intera
tive, les bases deGröbner su

essives représentent in
rémentalement et de manière for-melle les solutions du problème que l'on est en train de dé
rire.Ritt-Wu Même si l'appro
he de W.T. Wu [Wu84℄, détaillée et implantée parS.C Chou [Cho88℄ et réutilisée par Wang [Wan02℄, se pla
e dans une optique dif-férente de la n�tre : la démonstration automatique de théorèmes de la géométrieélémentaire, elle peut s'appliquer à la résolution de 
ontraintes géométriques.L'algorithme mis au point par Ritt [Rit50℄ et redé
ouvert par Wu 
her
he unedé
omposition de S en ensembles 
ara
téristiques irrédu
tibles de polyn�mes, 
haqueensemble 
ontenant les polyn�mes générateurs d'un idéal premier dont les zéros sontdes ra
ines de S. Cette méthode pro
ède en quatre étapes :Pour 
ommen
er, l'énon
é est traduit en un ensemble d'équations :






h1(u1, ..., un, x1, ..., xr) = 0
...

hr(u1, ..., un, x1, ..., xr) = 0
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ation 51où u1, ..., un sont des variables indépendantes ou paramètres, x1, ..., xr sont des in
on-nues qui dépendent des premières et h1, ..., hr des polyn�mes de R[u1, ..., un, x1, ..., xr].Les variables x1, ..., xr peuvent représenter des 
oordonnées de points, des longueurs,des valeurs d'angles et
. Le théorème à démontrer doit pouvoir être exprimé par uneéquation du type :
g(x1, ..., xr) = 0Dans la deuxième étape, le système est mis sous forme triangulaire par un algorithmemettant en jeu la pseudo-division des polyn�mes hi. On obtient alors un système dela forme :







f1(u1, ..., un, x1) = 0
...

fr(u1, ..., un, x1, ..., xr)où les fi sont des polyn�mes.La troisième étape 
onsiste à (pseudo-)diviser su

essivement g par fr, ..f1 où
haque fi est 
onsidéré 
omme un polyn�me en xi. Le résultat de 
es divisionss'exprime par une équation de la forme :
Is1

1 ...Isr

r g = q1f1 + ... + qrfr + Roù R est le reste de la division de g par les fi, les si sont des entiers positifs ou nuls,les qi sont des polyn�mes et les Ii les 
÷�
ients de plus haut degré des fi par rapportà xi. Si R est nul et si Ii 6= 0 pour tout i = 1, ..., r, alors la propriété exprimée parg est véri�ée.La quatrième phase est une dis
ussion où les 
onditions de non dégénéres
en
e
Ii 6= 0 sont interprétées géométriquement et analysées.Cette méthode a été mise en ÷uvre en liaison ave
 la méthode de Lebesgue pourrésoudre algébriquement des problèmes de 
onstru
tions à la règle et au 
ompas[Che92℄.Chou [Cho88℄ utilise 
ette méthode pour prouver de nombreux théorèmes 
las-siques de la géométrie 
omme 
eux de Pappus (
f. �gure 1.20), de Simson, de De-sargues, et
.. Pourtant sa 
omplexité exponentielle et la dis
ussion de la quatrièmephase en limite l'utilisation dans le domaine de la CAO.Méthodes numériquesLes méthodes numériques sont des méthodes itératives qui à partir d'une ap-proximation initiale des valeurs des in
onnues permettent de 
al
uler de meilleuresapproximations. Les équations peuvent être trans
endantes, i.e. non-algébriques.Ces méthodes sont très rapides mais aussi sujettes aux instabilités numériquesinhérentes à la représentation des nombres réels par des �ottants.Ces problèmes de stabilité numérique ont donné naissan
e à l'arithmétique desintervalles, permettant d'e�e
tuer 
es 
al
uls sur une représentation des nombresréels par des intervalles dont la �nesse peut être modi�ée.



52 Chapitre 1. FormalisationNous présentons i
i les prin
ipales te
hniques numériques utilisées pour la résolu-tion de 
ontraintes géométriques, à savoir, l'itération de Newton-Raphson et l'ho-motopie, et une introdu
tion su

inte à l'arithmétique des intervalles.Newton-Raphson Aux alentours de 1669, Isaa
 Newton propose un algo-rithme pour résoudre une équation polynomiale f(x) de degré 1 par perturbation. Àpartir d'une valeur initiale g pro
he de la solution, il su�t de rempla
er l'in
onnuepar g ± ε et d'évaluer f(g ± ε). On applique alors une itération en utilisant unevaleur de ε très petite : xn+1 = xn ± ε de manière à se rappro
her de la ra
ine del'équation. Pour obtenir une solution ave
 une pré
ision de plus en plus importante,il su�t de diminuer ε lorsqu'on est à ε près de la ra
ine. Graphiquement, 
ela re-vient à é
hantilloner la 
ourbe sur des intervalles [−ε, +ε] très petits pour pouvoirse rappro
her de la solution.En 1690, Joseph Raphson propose d'utiliser la pente de la tangente à la 
ourbeen g 
omme ε. L'itération de Newton-Raphson devient alors : xn+1 = xn − f(xn)
f ′(xn)

.Malheureusement, 
ette suite dépend fortement de l'approximation initiale etpeut ne pas 
onverger vers la solution la plus pro
he topologiquement ou même nepas 
onverger du tout si f ′(x) s'annule à une étape de l'itération. Cette instabilité seretrouve lorsque l'on 
onsidère un système à k équations (multi-varié) f(Xk). À lapla
e de f ′(x), on 
onsidère le Ja
obien J qui est une matri
e des dérivées de 
haquepolyn�me en 
haque in
onnue :
Xk

n+1 = Xk
n − J−1(Xk

n)f(Xk
n)Dans [LLG81℄, Light et al. proposent d'utiliser la dé
omposition LU pour a

é-lérer le 
al
ul de la Ja
obiennne, et fournit un algorithme de résolution lo
ale en
as de 
hangement de quelques paramètres seulement. Cette méthode très rapide aété implantée ave
 su

ès dans 
ertains logi
iels [Nel85℄ et notamment des logi
iels
ommer
iaux de CAO.Cette méthode a été très étudiée [HB78, Lig85, LG82℄ 
ar sa 
onvergen
e est qua-dratique et l'esquisse fournit une approximation initiale satisfaisante. En revan
he,sa 
onvergen
e est di�
ile à 
ontr�ler puisque ses bassins d'attra
tion ont des formesfra
tales [PR86℄. Ainsi, il n'y au
une garantie de trouver la solution re
her
hée mal-gré une approximation initiale très pro
he de la solution.Homotopie L'homotopie est une méthode qui déforme 
ontinuement un sys-tème d'équations simple S2 et une de ses solutions s2 ∈ F (S2) a�n d'obtenir unesolution s1 du système initial S1.Une fon
tion homotopique permettant de passer d'une solution s2 de S2 à unesolution s1 de S1 est par exemple :

H(t, X) = (1 − t)S2(X) + tS1(X)ave
 (0, s2) 
omme solution initiale. Le suivi du 
hemin homotopique se fait parprédi
tion-
orre
tion. La prédi
tion se fait généralement en gardant la solution Xiau temps ti+1 et la 
orre
tion est e�e
tuée à l'aide de la méthode de Newton-Raphson
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ation 53dé
rite pré
édemment pour trouver Xi+1, ou une variante.Trouver le système S2 adéquat ave
 le même nombre de solutions que S1 est unproblème 
lé qui peut s'avérer déli
at suivant les 
ontraintes 
onsidérées. La version
lassique, où S2 est un système 
anonique, permet de retrouver toutes les solutionsde S1 mais est très lente et sujette à des instabilités numériques.Mi
helu

i et al. [LM94b, LM95, FMJ05℄ ont exposé une variante adaptée auxsystèmes de 
ontraintes géométriques en partant de l'esquisse X0 pour trouver lesystème S2 : S2(X) = S1(X) − S1(X0).Ainsi, l'homotopie est une méthode plus lente mais aussi plus robuste que laméthode pré
édente. En e�et, ses bassins d'attra
tion sont semi-algébriques (quand
S1 et S2 sont algébriques), i.e. ave
 des frontières lisses. On peut de plus a�nerle 
hemin suivi en modi�ant le pas t suivant le 
omportement de la méthode de
orre
tion. Finalement, il est possible de trouver toutes les solutions algébriques ensuivant autant de 
hemins homotopiques qu'il y a de solutions modulo l'impré
isionde l'arithmétique réelle et le nombre de solutions possibles.Durand [Dur98, DH99, DH00℄ montre qu'une méthode homotopique générale-ment très lente en 3D à 
ause du nombre de 
hemins à suivre, peut être quelque peua

élérée en appliquant manuellement des simpli�
ations d'équations.Arithmétique des intervalles L'arithmétique des intervalles fut introduitepar Moore [R.E96℄ pour permettre une représentation en pré
ision �nie des nombresréels et éviter la propagation d'erreurs lors de 
al
uls numériques.On 
onnaît ainsi plus ou moins �nement un nombre donné 
ar il est 
ompris entredeux bornes. La rédu
tion de 
et intervalle permet d'obtenir une approximation dela valeur réelle que l'on désire représenter à une pré
ision désirée.Les opérations 
lassiques sur les intervalles sont :� [a, b] + [a′, b′] = [⌊a + a′⌋, ⌈b + b′⌉]� [a, b] − [a′, b′] = [⌊a − a′⌋, ⌈b − b′⌉]� [a, b] × [a′, b′] = [⌊min(aa′, ab′, a′b, bb′)⌋, ⌈max(aa′, ab′, a′b, bb′)⌉]� 1/[a, b] = [⌊1/b⌋, ⌈1/a⌉] si 0 /∈ [a, b]Cette arithmétique permet de raisonner sur des boîtes englobantes. Mais, l'é
ueilessentiel de 
ette arithmétique est la 
roissan
e des intervalles au fur et à mesure des
al
uls qui 
onduit à une gestion parfois lourde de 
es boîtes. Ainsi, des opérateursde �ltrage [Del00℄, permettent de tester la 
onsistan
e des intervalles pour garantirla présen
e d'une ra
ine.En reprenant les méthodes du type Newton-Raphson, et en utilisant 
ette arith-métique, on obtient une liste de boîtes 
ontenant les solutions régulières et singu-lières, ou pas de solution du tout si la méthode n'arrive pas à 
on
lure. On peutaussi 
al
uler des en
adrements sans utiliser d'intervalles 
omme ave
 les bases deBernstein [GS01, MP05℄.En 
on
lusion, les méthodes utilisant l'arithmétique des intervalles sont globa-lement plus lentes que les autres méthodes numériques. Mais, les garanties qu'ellesapportent en font un moyen privilégié pour résoudre de petits sous-systèmes après
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ation d'une dé
omposition [JTNR00, Jer02℄. Dans 
e tour d'horizon, nous nedé
rivont pas plus 
es méthodes 
ar il ne nous parait pas pertinent d'y avoir re
oursdans une première appro
he de la résolution de systèmes de 
ontraintes 3D.Dé
ompositions équationnellesLa dé
omposition de systèmes en sous-systèmes peut être réalisée à partir d'uneanalyse 
ombinatoire du système d'équations. Dans 
e 
adre, deux manières sontprésentées i
i, la première représente la stru
ture des équations par un graphe bipartiin
onnues-équations pour proposer une dé
omposition, et la deuxième propose untest numérique probabiliste pour s'assurer de la rigidité d'un système d'équations.Graphes bipartis Un graphe biparti est un graphe 
onstitué de deux types den÷uds, et dont deux n÷uds d'un même type ne peuvent être reliés par une arête. Ilpermet notamment de représenter les équations à plusieurs in
onnues où in
onnueset équations sont les deux types de n÷uds. Une arête relie ainsi les équations auxin
onnues qu'elles utilisent.Cette représentation des systèmes d'équations permet d'étudier leur stru
ture.L'idée est de déterminer l'existen
e d'un 
ouplage maximum entre les deux typesde n÷uds. Le 
ritère à maximiser est le nombre de 
omposantes stru
turellementbien-
ontraintes, 
'est-à-dire les 
omposantes où le nombre de variables est égal auxnombre d'équations.Lorsque tous les sommets du graphe apparaissent dans le 
ouplage, on dit qu'ilest parfait. La re
her
he d'un 
ouplage parfait a une 
omplexité polynomiale.Theorème 1.3.3 König-HallUn système d'équations indépendantes algébriquement est stru
turelle-ment bien 
ontraint si et seulement si son graphe biparti asso
ié admetun 
ouplage parfait. �À partir d'un 
ouplage parfait, il est possible de trouver des 
omposantes irrédu
-tibles bien-
ontraintes, en appliquant un algorithme de 
omplexité polynomiale dere
her
he de 
omposantes fortement 
onnexes [CLR90℄. Pour 
ela, il faut orienterles arêtes du 
ouplage dans les 2 sens, et les arêtes restantes, depuis les équationsvers les in
onnues.Dans le 
as où le système n'est pas bien-
ontraint, l'algorithme de Dulmage-Mendelshon [DM58℄ permet alors de faire apparaître les parties bien/sur/sous 
on-traintes.Ces deux types de dé
ompositions ont été appliqués dans le domaine de la modé-lisation par 
ontraintes par Ait-Aoudia et al. [AAM93℄ et par Bliek et al. [BNT98℄.Latham et Middledit
h [LM96℄ ont proposé d'étudier les graphes bipartis ave
 des ob-jets et des 
ontraintes. Ce graphe n'est somme toute qu'un graphe biparti variables-équations 
ondensé ou le 
ouplage maximum est pondéré par un 
ritère 
ombinatoire.L'indépendan
e des équations est la 
ondition sine qua none de validité de 
etype de méthodes mais la véri�
ation de 
ette indépendan
e qui peut être faiteen appliquant l'algorithme de Bu
hberger pré
édent, est très 
oûteuse. La méthodesuivante permet de 
ontourner 
ette di�
ulté en utilisant un 
ritère probabilistepour la déte
tion de parties stru
turellement bien-
ontraintes.
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Fig. 1.20 � Théorème de Pappus : Soit A,B,C, et D,E,F trois points alignés quel-
onques. Les points G,H et I interse
tions des segments (AE) et (BD), (AF) et (CD)et (BF) et (CE) sont alignés.Dé
omposition numérique probabiliste Lamure et Mi
helu

i [LM98℄ 
al-
ulent le rang de la matri
e ja
obienne du système d'équations en quelques points
hoisis aléatoirement. Si 
e rang est dé�
ient en 
es quelques points, il y a une forteprobabilité que les équations soient dépendantes. Cette méthode, nommée méthodenumérique probabiliste (NPM) est issue du domaine de la théorie de la rigidité pourdé
ider de la rigidité des graphes en toute dimension.Elle a été étendue ré
emment [FMJ05, MF06℄ à toutes les 
ontraintes géomé-triques. Elle permet ainsi de déte
ter des dépendan
es dues aux théorèmes proje
tifsd'in
iden
e 
omme 
elui de la �gure 1.20, plus subtiles que 
elles déte
tées par leste
hniques 
ombinatoires. À partir de 
ette déte
tion rapide de la rigidité qui re-vient à 
al
uler le rang de la ja
obienne grâ
e à la méthode de Gauss, un algorithmeglouton est proposé pour dé
omposer le système : l'oubli d'une 
ontrainte permetde trouver des sous-systèmes rigides maximaux.La di�
ulté est qu'il faut trouver un témoin, i.e. une 
on�guration qui véri�e les
ontraintes proje
tives (alignement, 
oplanarité, in
iden
e) du système à résoudre.En pratique, trouver un témoin en CAO est souvent trivial, mais en théorie 
elapeut être arbitrairement di�
ile. Pour 
e faire, ils proposent de s'appuyer sur leprouveur de Jurzak [MJ04℄. Combinée ave
 de l'arithmétique exa
te et des 
al
ulsdans un 
orps �ni pour éliminer les erreurs d'arrondis, 
ette méthode semble êtreutilisable d'un point de vue pratique. Ils proposent d'étudier, dans le futur, le 
al
ulen virgule �ottante, en ayant re
ours aux 
al
ul du SVD (ve
teurs propres) et àd'autres méthodes de gestion de l'erreur.



56 Con
lusion du 
hapitreCon
lusion du 
hapitrePour 
lore 
e tour d'horizon des méthodes de résolution de 
ontraintes géomé-triques, e�e
tué à partir de la formalisation de la notion d'univers géométriques,trois remarques d'ordre général nous permettent d'introduire les réalisations présen-tées aux 
hapitres suivants.Premièrement, le problème de l'interfa
e homme-ma
hine est peu abordée lorsquel'on 
onsidère les méthodes de résolution. Il nous semble pourtant que la résolutionet l'intera
tion sont fortement liées. De plus, on peut remarquer qu'il y a eu peud'expérimentations dans des univers géométriques restreints en 3D 
omme 
ela a étéle 
as en 2D ave
 par exemple l'univers des bi-points, et
.Nous proposons don
 d'étudier 
onjointement l'intera
tion et les univers géomé-triques pour dégager de nouvelles méthodes e�
a
es dans des domaines restreints :
ela donne lieu dans le 
hapitre suivant à l'utilisation de la réalité virtuelle pourla modélisation par 
ontraintes 3D et à la proposition d'un solveur e�
a
e dans le
adre restreint des univers isothétiques.Deuxièmement, la dé
omposition est une stratégie primordiale pour la résolutionde 
ontraintes géométriques que 
e soit en 2D ou en 3D. Mais en 3D, les méthodes àbase de dé
omposition produisent le plus souvent des systèmes irrédu
tibles di�
ilesà résoudre en raison de leur taille. La résolution numérique de 
es systèmes n'estplus satisfaisante et nous proposons de 
ombiner e�
a
ement résolution formelleet numérique pour résoudre 
es systèmes. Ainsi, le 
hapitre 3 présente la méthodede la reparamétrisation qui permet notemment d'étendre à la troisième dimensionl'utilisation des solveurs formels à base de 
onnaissan
es géométriques développés àStrasbourg.Troisièmement, les solveurs formels en 3D sou�rent en
ore plus qu'en 2D d'unerelative lenteur. Si la reparamétrisation permet de béné�
ier de leur puissan
e, ilfaut tout de même permettre leur utilisation d'une manière e�
a
e en proposant desoptimisations. Pour e�e
tuer 
es optimisations, nous proposons l'utilisation d'unear
hite
ture logi
ielle adaptée à la résolution de 
ontraintes en général et qui permetd'automatiser la gestion des univers géométriques et des méthodes de résolutions quis'y rapportent. Le 
hapitre 4 présente 
ette ar
hite
ture ainsi que la méta-
ompilationd'univers géométrique.



Chapitre 2ModélisationLa modélisation par 
ontraintes est proposée dans la plupart des logi
iels 
ommer
iauxsous la forme d'un � plugin � utilisé en 
omplément d'une modélisation 
lassique. Ces logi-
iels proposent à la fois un pro
édé pour saisir les 
ontraintes et une méthode de résolutionprenant en 
ompte le type de 
ontraintes posées.Malheureusement, en 3D, les outils disponibles pour poser des 
ontraintes géométriquesne sont pas adaptés. En e�et, l'intera
tion est limitée par l'utilisation d'une interfa
e 2D :
lavier, souris et é
ran, alors que les objets et les manipulations possibles sont de nature3D. Nous proposons don
 de re
ourir à 
ertaines te
hnologies issues de la réalité virtuellepour 
onstruire une intera
tion dire
te en 3D pour la modélisation par 
ontraintes. Ainsi,trois expérimentations sont mise en pla
e au moyen de gants de données 
ouplés à unevisualisation stéréos
opique :� les 
onstru
tions géométriques dynamiques ;� la résolution de problèmes isothétiques ;� la pose de 
ontraintes de distan
es, d'angles et de 
oplanarités.Néanmoins, il ne su�t pas de 
hanger de périphériques pour obtenir une pose de 
ontraintesen 3D. Il faut également 
onsidérer la manière d'interagir ave
 
es outils. C'est pourquoinous avons expérimenté l'utilisation de gestes et d'outils virtuels spé
i�ques à la modé-lisation géométrique dans 
ha
un des trois 
adres envisagés. Ce
i a donné lieu à troisprototypes, 
ha
un appartenant à l'un des domaines que nous présentons dans 
e 
hapitre.Sommaire2.1 Con
epts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 582.1.1 Vo
abulaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 582.1.2 Te
hnologies de la Réalité Virtuelle . . . . . . . . . . . . . 592.2 Outils . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 622.2.1 Bibliothèque pour l'interfa
e et l'intera
tion 3D . . . . . . 622.2.2 Intera
tion gestuelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 632.2.3 Gestion des 
ontraintes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 662.3 Intera
tion en réalité virtuelle . . . . . . . . . . . . . . . . 672.3.1 Constru
tions géométriques dynamiques . . . . . . . . . . 682.3.2 Univers isothétiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 762.3.3 Pose de 
ontraintes sur une esquisse . . . . . . . . . . . . 82



58 Chapitre 2. Modélisation2.1 Con
eptsLe but de 
e 
hapitre n'est pas de proposer une nouvelle intera
tion et de la 
om-parer à 
elles existantes, mais de pré
iser la dépendan
e entre l'intera
tion homme-ma
hine et la modélisation par 
ontraintes en 3D. A�n de pouvoir expérimenterles te
hnologies o�ertes par la réalité virtuelle, nous introduisons rapidement dans
ette se
tion les notions relatives à l'intera
tion, les te
hnologies générales de la Réa-lité Virtuelle (RV), et les périphériques et métaphores d'intera
tion que nous avonsutilisés pour mettre au point notre intera
tion 3D dire
te.2.1.1 Vo
abulaireL'intera
tion est l'étude des réa
tions ré
iproques de deux systèmes 
ommuni-
ants : à savoir, pour nous, un utilisateur et un logi
iel de modélisation via uneinterfa
e Homme-Ma
hine.La 
ommuni
ation entre deux systèmes se fait à l'aide de périphériques physiqueset virtuels qui servent de support à des métaphores d'intera
tion.Les périphériques physiques sont dits d'entrée lorsqu'ils servent à faire passerune intera
tion de l'utilisateur vers l'interfa
e et périphériques de sortie dans le sensinverse. Les périphériques virtuels permettent de signaler la réa
tion du logi
iel àune a
tion faite par l'utilisateur via son interfa
e. Par exemple, le 
urseur suit lesmouvements de la souris, ou bien un son signale un événement parti
ulier du système.Les périphériques tangibles dont nous disposons aujourd'hui tels que le 
lavier,l'é
ran, la souris, les imprimantes ou les s
anners, et
. sont la 
onséquen
e historiquedu développement de l'informatique de bureau. Leur introdu
tion a été a

ompagnéede l'amélioration des métaphores d'intera
tion implantées dans les systèmes d'ex-ploitation. Ainsi, un saut qualitatif a été e�e
tué en passant du traitement textuel del'information à son traitement graphique ave
 l'introdu
tion de l'interfa
e graphiqueet de la métaphore d'intera
tion de type WIMP (Windows I
ons Menus Pointing de-vi
es) pour Fenêtres, I
�nes, Menus et Souris. L'utilisation de la souris notamment apermis d'exer
er une intera
tion dire
te sur des objets 
on
eptuels d'interfa
e nom-més widgets (Window Gadget), mais aussi sur des objets géométriques dans le 
adrede la modélisation géométrique.Dans le 
as d'une intera
tion dire
te, on peut asso
ier aux périphériques une
ertaine dimension de fon
tionnement : nous appellerons par la suite intera
tion 2D,une intera
tion e�e
tuée à l'aide de la souris sur un é
ran 
lassique, et intera
tion3D, une intera
tion utilisant des périphériques physiques et virtuels à plus de 2 de-grés de liberté.Bien que l'intera
tion dire
te 
lassique ave
 le 
ouple souris/é
ran soit la normedans les � environnements de bureau �, elle n'en reste pas moins limitée à un surfa
eplanaire. L'interfa
e et les périphériques 2D limitent l'intera
tion ave
 des objetsen trois dimensions. Ave
 l'émergen
e de la RV, les possibilités se sont élargies et



2.1. Con
epts 59on peut 
onsidérer des périphériques d'entrées ou de sorties o�rant plus de liber-tés pour l'utilisateur. Cependant, l'augmentation des possibilités induites par 
espériphériques ou par les métaphores d'intera
tion qui les a

ompagnent entraînentun a

roissement de la 
harge 
ognitive 
on
ernant l'intera
tion que les re
her
hesa
tuelles tentent de gommer. Il n'existe pas de métaphores ou de périphériques � ul-times �, ni même de normes pour l'instant, et la question de l'intera
tion 3D est uneproblématique qui est en
ore à l'étude.2.1.2 Te
hnologies de la Réalité VirtuelleLa réalité virtuelle désigne un ensemble de te
hnologies et de systèmes dont lepoint 
ommun fondamental est de pro
urer à l'utilisateur de 
es outils une sensa-tion d'immersion dans un univers 
réé par ordinateur. Cet univers peut être unesimulation de la réalité ou au 
ontraire un environnement totalement imaginaire. Ànotre sens, la RV est un dénominateur 
ommun à l'utilisation d'artefa
ts matérielset logi
iels permettant de produire une intera
tion à l'aide des 5 sens et d'agir sur lessensations et les sentiments d'un être humain. La 
ombinaison de 
es te
hnologiespermet la mise au point d'intera
tions multimodales.Il n'existe pas de RV unique, mais bien une multitude de RV, dé�nies en fon
tionde leur 
adre d'utilisation et des buts re
her
hés. Par exemple, dans le traitementdes phobies, la RV permet d'explorer à l'aide de tous ses sens un monde dépouillédes dangers physiques du réel. La RV peut aussi s'appliquer au partage et à lamanipulation d'informations entre plusieurs personnes [KTY96℄.Par ailleurs, le 
ara
tère ludique de la RV s'est traduit par des investissementsimportants de la part de l'industrie des jeux vidéos. Les premiers produits grandpubli
 béné�
iant de 
es te
hnologies 
ommen
ent à être di�usés : la 
onsole Wii deNintendo qui est munie d'une manette à 
apteur de mouvements [Nin06℄, ou le jeuHitman [Eid℄ qui permet l'utilisation de gants de données (
f. �gure 2.1).
Fig. 2.1 � Gant de donnée P5 d'Essential Reality.Nous ne donnons i
i qu'un aperçu des nombreuses te
hnologies proposées enles dé
omposant suivant les périphériques matériels et les métaphores d'intera
tionutilisées en modélisation 3D. Le le
teur intéressé trouvera plus de détails dans lemémoire de thèse de Ludovi
 Sternberger [Ste06℄ ou en
ore dans le Traité de laréalité virtuelle [Fu
03℄.
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tion matérielleEntrées Il existe beau
oup de dispositifs physiques permettant d'agir sur une s
ène3D. La première grande famille de périphériques d'entrée regroupe les équivalentsde la souris à plusieurs degrés de liberté. Par exemple, le wand (
f. �gure 2.2) estun dispositif de pointage muni de 
apteurs permettant de repérer sa position dansl'espa
e suivant ses 6 degrés de liberté. Il permet ainsi de manipuler des objets 3Dvirtuels en leur appliquant des translations dans toutes les dire
tions et des rota-tions dans l'espa
e. Un ensemble variable de boutons et de molettes a

ompagnegénéralement 
es périphériques.

Fig. 2.2 � Un wand permettant l'intera
tion à 6 degrés de libertéUne autre famille de périphériques, les périphériques d'a
quisition de mouve-ments, utilisent la position et l'orientation d'une partie de notre 
orps pour agir surla s
ène virtuelle. Des 
apteurs sont positionnés sur l'utilisateur et retournent des in-formations à l'ordinateur qui 
al
ule les informations né
essaires pour l'intera
tion.On distingue la 
apture à partir d'images des autres pro
édés d'a
quisition 
omme
eux utilisant les ultrasons ou les gants de données (
f. �gure 2.3).
Fig. 2.3 � Gant de donnéesSorties La plupart des dispositifs matériels proposent une sensation visuelle tri-dimensionsionnelle à l'aide de la vision stéréos
opique : deux images di�érentes



2.1. Con
epts 61de la même s
ène sont a�
hées suivant le point de vue de 
haque ÷il. Par exemple,ave
 une paire de lunettes à obturateurs (
f. �gure 2.4), 
haque ÷il de l'utilisateurreçoit uniquement l'image qui le 
on
erne et le 
erveau fusionne les 2 vues pourre
onstituer la s
ène en 3D.
Fig. 2.4 � Paire de lunettes pour la stéréos
opie a
tiveLes matériels à retour d'e�ort, ou haptiques 
onstituent à la fois des périphériquesd'entrées et de sorties. Ils permettent de retourner à l'utilisateur une for
e physiqueà l'aide de moteurs agissant sur ses membres, en fon
tion des a
tions e�e
tuées dansl'univers virtuel. Le phantom 2.5 est un matériel typique du retour d'e�ort et permetde simuler par exemple des opérations 
hirurgi
ales.

Fig. 2.5 � Retour haptiqueIntera
tion logi
ielleLa taxonomie que nous présentons se base sur 
elle présentée par Bowmann[Bow99℄ en 
onsidérant que l'intera
tion peut revêtir 3 formes :� la navigation ;� la séle
tion ;� la manipulation.Ces formes d'intera
tion se font au travers des périphériques d'intera
tion matérielsprésentés 
i-dessus. On dit que l'intera
tion est dire
te lorsque l'on dispose de dé-te
teurs de position et d'orientation, et indire
te si on en est dépourvu. Dans 
e
as là, on distingue les niveaux d'indire
tion physiques des niveaux virtuels qui se
ara
térisent par un retour sensoriel plus ou moins marqué.Naviguer La navigation dans un univers virtuel 
onsiste à se dépla
er, à trou-ver son 
hemin à l'aide de repères visuels, sonores, ou ta
tiles. Habituellement, lanavigation se 
ontente d'être régie par le 
ontr�le du dépla
ement du point de vuede l'utilisateur. En fon
tion de la taille du dispositif et du type d'univers, plusieurs



62 Chapitre 2. Modélisationtypes de navigation sont possibles 
omme 
elui du paradigme du monde en minia-ture [SCP95℄ qui permet de manipuler le point de vue dans une reprodu
tion de las
ène plus petite.Séle
tionner La séle
tion d'un objet de la s
ène se dé
ompose en une tâ
he dedésignation de 
et objet et une tâ
he de validation. La séle
tion permet de dé
len
herdes 
ommandes ou de 
hoisir un objet sur lequel on va appliquer une a
tion, 
ommeune manipulation par exemple.On peut 
ara
tériser les te
hniques de séle
tion par la distan
e séparant l'utili-sateur des objets qu'il désire séle
tionner. Ainsi, la séle
tion lo
ale s'e�e
tue lorsquel'objet est à portée d'intera
tion, par exemple ave
 une boîte englobante. La séle
-tion distante s'applique lorsque l'objet est hors de portée. Par exemple, la te
hniquedu rayon laser et ses nombreux dérivés [Min95, ZBM94, FHZ96℄ permettent de séle
-tionner les objets à distan
e en les désignant ave
 un fais
eau laser virtuel. Ce
i peutse faire aussi grâ
e à la te
hnique du Gogo [PBWI96℄ où un bras virtuel s'allongejusqu'à 
e que l'avatar de la main puisse séle
tionner l'objet ou par l'intermédiairedu monde en miniature ou au moyen de poupées vaudoues [PSP99℄.Manipuler La manipulation des objets 
onsiste essentiellement en l'appli
ation detransformations géométriques telles que les dépla
ements et la mise à l'é
helle. Lesmanipulations s'e�e
tuent traditionnellement par rapport à un repère lo
al à l'utili-sateur, mais elles peuvent aussi être e�e
tuées par rapport au repère lo
al de l'objet
onsidéré. Par exemple, la métaphore du Homer (Hand 
entered Obje
t Manipu-lation Extending Ray
asting) [BH97℄ 
onsiste en une manipulation lo
ale à l'objet
ombinée à une séle
tion distante ave
 la métaphore du laser. Les manipulationspeuvent aussi s'e�e
tuer au travers d'intermédiaires tels que le monde en miniature.2.2 OutilsD'un point de vue logi
iel, des bibliothèques de bas niveau sont fournies par les
onstru
teurs de matériel. Mais, à un plus haut niveau, il n'existe pas d'équivalentsatisfaisant aux bibliothèques d'interfa
e 2D 
omme Qt, Gtk ou les frameworksWin-dows ou Ma
Os, puisque d'une manière générale il n'existe pas de paradigme d'in-tera
tion établi.Nous avons don
 parti
ipé au développement d'une bibliothèque de haut niveaupermettant de dé�nir ses propres outils d'intera
tion 3D. De plus, 
ette bibliothèquepropose les équivalents 3D des widgets 2D 
e qui fa
ilite le passage d'un environne-ment de bureau à un environnement de réalité virtuelle.2.2.1 Bibliothèque pour l'interfa
e et l'intera
tion 3DLa bibliothèque VRLib a été développée dans le but d'explorer les te
hniquesd'intera
tion 3D en réalité virtuelle. Son élaboration est le fruit d'un travail engroupe de quatre ans. Les détails de 
e projet font l'objet d'une partie du mémoirede thèse de Ludovi
 Sternberger [Ste06℄ qui en a été le 
oordinateur. De plus, on
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ette thèse une 
omparaison détaillée des bibliothèques existantes et deleur fon
tions respe
tives.La philosophie opérationnelle de 
ette bibliothèque se rappro
he de 
elle de labibliothèque d'interfa
e 2D Qt [Qt℄ en proposant une 
ou
he objet de haut niveaupermettant une programmation rapide ave
 peu de lignes de 
ode. La VRLib metà disposition une interfa
e objet en C++ qui 
ontient une 
ou
he d'abstra
tion dumatériel, la gestion de s
ènes géométriques et des outils d'intera
tion.Elle est indépendante du matériel et né
essite le re
ours à une librairie proposantune 
ou
he de bas niveau de type VRJuggler [vrj℄ pour que la liaison ave
 le matérielsoit e�e
tive. Elle supporte l'abstra
tion des 
ontextes graphiques OpenGL pour unrendu sur plusieurs ma
hines.La bibliothèque 
ontient des outils o�rant la possibilité de maintenir un graphede s
ène 
omposé d'objets géométriques. Les 
ommuni
ations sont gérées, soit parun mé
anisme de �les de messages pour la 
ommuni
ation système-objets, soit parun mé
anisme de � slots et signaux � pour la 
ommuni
ation entre objets d'interfa
e[Qt℄. Le mé
anisme des slots et signaux 
onsiste à établir une 
onne
tion entre unévènement (le signal) et l'a
tion à e�e
tuer (le slot) entre des instan
es de 
lassesdi�érentes en programmation orientée objet. Cela permet une gestion propre de laprogrammation évènementielle.Un ensemble de widgets a été développé, tels que des boutons, des panneaux, desfenêtres, des as
enseurs, a�n de permettre le développement de la partie graphiquede l'interfa
e.Cette bibliothèque permet de développer non seulement une interfa
e graphiqueen Réalité Virtuelle mais propose aussi des outils pour dé�nir l'intera
tion ave
 lesobjets de l'appli
ation à un haut niveau d'abstra
tion. L'intera
tion est basée sur desoutils d'intera
tion, éléments programmables, qui permettent d'adapter aux objetsmanipulés le type d'intera
tion désirée. Toutes les informations 
on
ernant l'inter-a
tion sont regroupées au sein de 
es outils.Notre parti
ipation à la 
on
eption de 
ette bibliothèque s'est traduite par lamise en pla
e d'une intera
tion spé
i�que aux objets géométriques 
ontraints en 3D.Cette intera
tion repose sur le développement d'une intera
tion gestuelle et sur lagestion de la modélisation par 
ontraintes. Nous présentons dans le reste de 
ettese
tion quels ont été les 
hoix e�e
tués dans 
e 
adre.2.2.2 Intera
tion gestuelleD'une manière générale, les gestes 
onstituent un moyen intuitif de 
ommuni
a-tion entre êtres humains. Dans le 
adre de la réalité virtuelle, l'intera
tion gestuelleest une te
hnique 
lassique qui né
essite la 
apture du mouvement et la re
onnais-san
e des gestes. L'intera
tion bi-manuelle utilise la 
oordination des deux mainspour réaliser des a
tions. Classiquement, on distingue la main dominante, qui e�e
-tue généralement l'a
tion, de la main non-dominante, qui sert de référentiel à l'autre
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Zone haute

Zone basse

Zone 

intermédiaire

Fig. 2.6 � Zones de re
onnaissan
e de gestesmain.Les mains adoptent des postures que le système doit re
onnaître et interpréter.La re
onnaissan
e de postures est 
omplétée par l'analyse des dépla
ements dansl'espa
e et dans le temps.Bien sûr, il est très di�
ile de distinguer les gestes ayant un sens pour l'interfa
e,des gestes � parasites � qui font parti du �ot naturel de l'a
tivité des mains et desbras. Nous avons don
 
hoisi d'utiliser des zones d'a
tivité et des gestes prédé�nispour l'intera
tion.Prin
ipe des zones Dans une boîte qui englobe l'utilisateur, au
une interpréta-tion des gestes n'est e�e
tuée. Cette zone � morte �, dépendante de la 
orpulen
e del'utilisateur, est 
al
ulée à partir de la position des 
apteurs.D'une manière générale, nous avons dé�ni trois zones représentées à la �gure 2.6 :� la zone basse, située en dessous de la 
einture ;� la zone intermédiaire, située entre la 
einture et le 
ou ;� la zone haute, située au dessus du 
ou.Ces trois zones sont appliquées de manière arbitraire à 50% et 10% de la hauteur du
apteur sur la tête. Bien sûr, une phase de 
alibrage par rapport à la morphologiede l'utilisateur est toujours possible en modi�ant les �
hiers de 
on�guration de labibliothèque.Par défaut, 
es zones sont réservées à 
ertaines a
tivités. La zone basse est 
onsi-dérée 
omme une zone morte, la zone intermédiaire 
omme une zone de re
onnais-san
e de gestes pour l'intera
tion dire
te sur les objets géométriques, et la zone hauteest réservée au 
ontr�le d'appli
ation, 
omme par exemple, l'appel à des menus, oule 
hangement de modes d'intera
tion.Di
tionnaire de gestes La séle
tion d'objets se fait grâ
e à un geste de désigna-tion présenté à la �gure 2.7. La main dominante désigne un objet ave
 le pou
e et



2.2. Outils 65

(a) Désignation d'un segment (b) Séle
tion d'un segmentFig. 2.7 � Séle
tion d'objets

(a) Point (b) Segment (
) Plan
l'index relevé et la main non dominante agit 
omme un dé
len
heur pour la séle
tion.Pour améliorer la pré
ision de 
ette te
hnique de séle
tion, des gestes spé
i�quesont été a�e
tés aux sortes de l'univers géométrique 
onsidéré. Ils 
onstituent ainsiun point de vue sémantique asso
ié à l'univers géométrique eu
lidien 3D et quiest propre à la RV. Ils sont regroupés dans un di
tionnaire de gestes qui sert deparamètre à l'appli
ation. Nous distinguons six gestes pour les prin
ipales sortesgéométriques dé�nies dans l'univers géométrique eu
lidien 3D (
f. �gure 2.8). Lepremier geste est utilisé pour ajouter ou séle
tionner un point (�g.2.8(a)). La pos-ture asso
iée à un segment est un index pointé en avant (�g.2.8(b)). La droite estreprésentée par l'index et le majeur relevés (�g.2.8(e)). La main ouverte 
orrespondà un plan (�g.2.8(
)). La pin
e de 
rabe (le pou
e et l'index formant un 
er
le) re-présente naturellement un 
er
le (�g.2.8(d)). Et si le majeur est aussi plié, le gestedésigne une sphère (�g.2.8(f)).
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(d) Cer
le (e) Droite (f) SphèreFig. 2.8 � Di
tionnaire de gestes pour la RVCe di
tionnaire a été 
onstruit de manière à avoir des gestes su�sament éloi-gnés les uns des autres pour une bonne re
onnaissan
e mais aussi pour 
onserverun lien � 
ognitif � ave
 les objets qu'ils représentent. Dans les langages de signes,il existe des gestes spé
i�ques pour les objets géométriques, mais nous n'avons pastenté de les utiliser 
ar ils né
essitent pour leur re
onnaissan
e un traitement plusimportant : 
e ne sont pas seulement des postures qui doivent être re
onnues maisdes gestes dynamiques.Re
onnaissan
e de postures Les gants de données fournissent un ensemble devaleurs 
orrespondant à la �exion des phalanges de 
haque doigt. Une phase préa-lable de 
alibration des gants doit être e�e
tuée pour déterminer un domaine devalidité pour 
es �exions. Les valeurs de 
es �exions ne sont pas très pré
ises et dansla pratique l'utilisation d'une re
onnaissan
e basée dire
tement sur 
es valeurs n'estpas su�sante pour distinguer plus de deux postures 
lassiques : main ouverte etmain fermée.Nous avons don
 utilisé un réseau de neurones par main pour la re
onnaissan
ede postures, 
omme 
ela a déjà été fait dans [OH99, SW00, SSK01℄. Le réseau deneurones est 
omposé de 100 neurones dans une 
ou
he 
a
hée. La phase d'appren-tissage s'e�e
tue sur un ensemble de postures où les valeurs sont idéales, jusqu'àobtenir une erreur inférieure à 0.5%. Une posture est 
onsidérée 
omme re
onnue sile réseau de neurones donne une valeur supérieure à 80% pour une posture.Pour les gestes dé
rits dans 
ette se
tion, les résultats obtenus sur une dizained'utilisateurs permettent d'obtenir une re
onnaissan
e 
orre
te 86.77% du temps.2.2.3 Gestion des 
ontraintesLa gestion des 
ontraintes d'in
iden
e objet-droite, objet-plan, et objet-sphèreest intégrée par défaut dans le noyau de réalité virtuelle. Ces 
ontraintes permettent
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tion en réalité virtuelle 67de �xer un objet dans l'espa
e, ou de le manipuler dans un sous-espa
e 
omme unedroite ou un plan.Ainsi, nous 
onsidérons 3 sortes de manipulations d'objets sous-
ontraints : lesmanipulations axiales, planaires et rotoïdes.Classiquement, la manipulation d'un objet 
ontraint revient à une entité spé
iali-sée : le gestionnaire de 
ontraintes. Dans le 
adre des 
ontraintes d'in
iden
es, 
egestionnaire est 
hargé de traduire les manipulations e�e
tuées par l'utilisateur endes manipulations véri�ant les 
ontraintes de l'objet.Lorsqu'une 
ontrainte de manipulation est asso
iée à un objet, 
elui-
i devient
ontraint et le gestionnaire se 
harge de 
al
uler le dépla
ement valide à partir dudépla
ement réel soumis par l'utilisateur. Ces 
ontraintes de manipulation sont enfait des fon
tions de proje
tion des dépla
ements sur des objets de l'univers 
onsi-déré.Au niveau de l'interfa
e, la représentation de 
es 
ontraintes né
essite un a�-
hage parti
ulier. Nous proposons d'utiliser des 
ubes pour montrer l'in
iden
e d'unobjet à un plan, des 
�nes pour l'in
iden
e à une droite et des sphères pour l'in
i-den
e à une sphère. Manipuler des objets sous-
ontraints est dire
tement possible àl'aide de 
es poignées.S'agissant des autres 
ontraintes et notamment les 
ontraintes dimensionnelles,il faut re
ourir à un solveur externe. Le gestionnaire de 
ontraintes a été 
onçu pourêtre extensible et servir d'interfa
e pour intégrer des solveurs de 
ontraintes. Lemé
anisme est in
hangé dans la bibliothèque VRLib. En e�et, le gestionnaire reçoitdes demandes d'introdu
tion de nouvelles 
ontraintes ou de dépla
ements d'objets
ontraints. Il va don
 les traiter de façon à déterminer la nouvelle position de l'objet,tout en respe
tant la ou les 
ontraintes qui lui sont asso
iées et en tenant 
omptedes réper
ussions éventuelles sur les autres objets de la �gure.La résolution peut être soit in
rémentale, soit dé
len
hée à un instant donné.2.3 Intera
tion en réalité virtuellePour nos expérimentations, nous utilisons un environnement de réalité virtuelle,nommé Workben
h (
f. �gure 2.9) de 
hez Bar
o, 
onstitué de deux é
rans formantun dièdre ouvert et de quatre 
améras infrarouges permettant de suivre les mouve-ments de la tête et des mains à l'aide de 
apteurs �xés sur des lunettes de stéréos
opiea
tive et sur des gants de données. Les gestes de l'utilisateur sont re
onnus après un
alibrage et une phase d'apprentissage à l'aide de la bibliothèque VRLib.Nous présentons dans 
ette se
tion les expérimentations réalisées dans 
et envi-ronnement. La première appli
ation 
on
erne le domaine des 
onstru
tions géomé-triques 3D développé en réalité virtuelle. Ce fut pour nous un premier pas vers lamodélisation géométrique en CAO et en parti
ulier pour l'esquisse d'objets 3D. À
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Fig. 2.9 � Workben
h
ette o

asion, nous avons 
onçu et implanté un ensemble d'outils pour améliorer lapré
ision de l'intera
tion.Nous exposons ensuite une expérien
e menée dans un univers de résolution simplenommé univers isothétique. Nous étudions les 
ontraintes et les gestes mais aussi larésolution qui a été mise en pla
e dans 
et univers.En�n, une modélisation par pose de 
ontraintes sur une esquisse est dé
rite dansla dernière partie de 
ette se
tion.2.3.1 Constru
tions géométriques dynamiquesLorsqu'un énon
é géométrique est donné, il n'est pas fa
ile d'en déduire une �-gure lisible. Le problème devient en
ore plus ardu lorsque 
ette �gure doit permettred'observer des propriétés géométriques parti
ulières, et il est pratiquement insolublesans l'aide de l'ordinateur si 
et énon
é 
onsidère l'espa
e à trois dimensions. Denombreux logi
iels 
ommer
iaux 2D [Me
94, Ja
95, Kor99, Cha99℄ ont été déve-loppés dans le domaine de l'EIAO pour répondre à 
ette question. Ils dé�nissenttous une ar
hite
ture dans laquelle les outils de 
onstru
tion, a

essibles au moyend'un jeu de menus, sont imposés et traduisent plus ou moins l'utilisation d'outilsde tra
és 
lassiques 
omme la règle et le 
ompas. Cette manière d'imposer un 
adregéométrique a donné lieu au quali�
atif de mi
ro-monde de géométrie qui a été po-pularisé par le logi
iel Cabri-Géomètre [Bau91, LL92℄, un des plus fameux logi
ielsde 
onstru
tions géométriques en 2D.Ainsi, l'utilisateur peut poser des points et des droites à l'aide de fon
tions de
onstru
tion, mais il peut aussi modi�er dynamiquement la �gure par manipulationdire
te de 
es objets de telle sorte que les 
onstru
tions restent véri�ées. Ce
i se tra-duit par la gestion d'un graphe de dépendan
e au sein de l'appli
ation, qui permetde rejouer la 
onstru
tion pour des valeurs d'objets initiaux di�érents. Le premierlogi
iel ayant mis en ÷uvre 
ette idée est Cabri-géomètre qui a 
onsa
ré le terme deGéométrie Dynamique.
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Fig. 2.10 � Problème d'ApolloniusLe passage à la dimension trois a été peu étudié. Quelques logi
iels 
omme Cabri3D [Qas97℄, Geospa
W [Geo98℄, ou Calques 3D [Lab98, Lab99℄ permettent de fairedes 
onstru
tions 3D ave
 les périphériques et les métaphores d'intera
tion 2D tra-ditionnels mais leur utilisation dans l'enseignement de la géométrie 3D n'a pas été
on
luant. En pratique, la visualisation et la manipulation de la géométrie 3D ave
des outils 2D ne sont pas assez intuitives et ne permettent pas une intera
tion e�-
a
e. L'utilisation d'un environnement de réalité virtuelle améliore les 
onstru
tionsgéométriques 
ar l'utilisateur est 
apable d'attraper 
es entités 3D et d'interagir ave
elles dire
tement en 3D.Nous avons développé un prototype de 
onstru
tions géométriques, appeléCoyote-Géomètre [FMS04℄, dans notre environnement de réalité virtuelle. Notre appro
heest basée sur l'utilisation de gants de données pour re
onnaître des postures. C'estla prin
ipale di�éren
e ave
 les études pré
édentes 
omme Constru
t3D de HannesKaufmann [Kau02℄. Appliquée à un autre domaine, notre appro
he est 
omparableà 
elle de Zeleznik et al. [ZHH96℄ qui proposent une interfa
e basée sur les gestespour appro
her la modélisation de polyèdres 3D.Cette interfa
e nous a permis d'explorer les 
onstru
tions géométriques en 3Den favorisant notamment l'analyse de problèmes de 
onstru
tion en 3D [FCMS03℄
omme par exemple 
elui de la 
onstru
tion d'un plan tangent à 3 sphères données(
f. �gure 2.11) et le problème d'Apollonius 3D (
f. �gure 2.10) qui 
onsiste en la
onstru
tion d'une sphère tangente à quatre autres sphères données. Un des buts
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Fig. 2.11 � Plan tangent à 3 sphèrespoursuivis par la 
on
eption de Coyote-géomètre 
onsiste à fournir une meilleureper
eption et 
ompréhension de la géométrie dans l'espa
e. Pour arriver à 
e but,l'intera
tion 3D que nous fournissons se veut peu intrusive et a été pensée poura

ompagner l'utilisateur à 
haque étape de sa 
onstru
tion. Ainsi, l'intera
tiongestuelle permet de simpli�er les mé
anismes de séle
tion et de 
onstru
tion enétant asso
iée à des widgets adaptés à la modélisation [FSSB06℄.Exemple de 
onstru
tion géométrique 3DPlaçons-nous dans l'univers de la géométrie eu
lidienne 3D tel que dé
rit dans le
hapitre pré
édent (à la se
tion 1.2.1), et 
onsidérons l'énon
é suivant :Énon
é2.3.1 L'interse
tion d'un 
ube et d'un plan est un polygone pouvantavoir 3, 4, ou 6 
otés. �Premièrement, 
omme notre univers ne 
ontient pas de primitives 
ube, nousallons devoir en 
onstruire un à partir des symboles fon
tionnels disponibles.Un plan de 
onstru
tion textuel d'un 
ube en �l de fer pourrait être le suivant(il y a généralement plusieurs manières de réaliser une même �gure) :1. Soit p1 un point2. Soit d1 une droite passant par p13. Soit d2 une perpendi
ulaire à d1 passant par p14. Construire π le plan passant par d1 et d25. Soit p2 un point de d16. Construire σ la sphère de 
entre p1 passant par p27. Soit p3 une des interse
tions entre d2 et σ
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tion en réalité virtuelle 718. Soit d3 la perpendi
ulaire au plan π passant par p19. Soit p4 une des interse
tions de d3 et σ10. Construire la parallèle d4 à d1 passant par p311. Construire la parallèle d5 à d2 passant par p212. Soit p5 l'interse
tion de d4 et d513. Construire la parallèle d6 à d1 passant par p414. Construire la parallèle d7 à d3 passant par p215. Soit p6 l'interse
tion de d6 et d716. Construire la parallèle d8 à d4 passant par p317. Construire la parallèle d9 à d2 passant par p218. Soit p7 l'interse
tion de d8 et d919. Soit d10 la perpendi
ulaire de d6 passant par p620. Soit d11 la perpendi
ulaire de d4 passant par p521. Soit p8 l'interse
tion de d10 et d11

Fig. 2.12 � Interse
tion d'un 
ube et d'un planEnsuite, un plan libre est 
réé et les interse
tions entre le plan et le 
ube doiventêtre déterminées. Dans 
et exemple, 
ertains objets sont libres 
omme le point p1,d'autres sont partiellement dé�nis 
omme p2, et d'autres en�n sont totalement dé-�nis 
omme p5.Au départ d'une 
onstru
tion, l'environnement est vide. En désignant une pla
evide dans la s
ène ave
 la main dominante et en fermant la main non-dominante,l'utilisateur e�e
tue une a
tion de 
réation d'un nouvel objet libre. Le type de 
etobjet est dé�ni par la forme de la main dominante (
f. �gure 2.8). Il est alors possiblede désigner les objets a�n de les manipuler ou de les utiliser pour de nouvelles
onstru
tions.



72 Chapitre 2. ModélisationPasser d'une étape à l'autre est automatique. Mais le passage à un mode de na-vigation doit être expli
ite.D'un point de vue intera
tion 3D, il est don
 né
essaire de 
onsidérer 
es quatreétapes :1. la séle
tion des objets ;2. la 
onstru
tion de nouveaux objets ;3. la manipulation des objets libres et des objets 
ontraints ;4. la navigation dans 
ette s
ène.Pour 
ha
un de 
es points, nous exposons le fon
tionnement général du système quipermet d'explorer les 
on�gurations dé
rites par l'énon
é pré
édent (
f. �gure 2.12).Séle
tionComme nous l'avons dé
rit à la se
tion 2.1.2, la séle
tion se dé
ompose en unephase de désignation et une phase de validation. Dans la première phase, l'utilisa-teur désigne un objet ave
 la main non dominante ouverte. Ensuite, dans la se
ondephase, il valide la séle
tion en refermant sa main non-dominante.Cette phase de séle
tion est fa
ilitée par la mise en pla
e d'un système de 
alquesagissant 
omme un �ltre pour la séle
tion. Un 
alque est un élément de dé
ompo-sition de l'espa
e en termes d'objets. Ainsi, on asso
ie un 
alque à un ensembled'objets sur lesquels on peut appliquer des modi�
ations 
omme par exemple lesrendre visibles ou invisibles mais aussi e�e
tuer un dépla
ement global.Des 
alques prédé�nis permettent de regrouper les objets géométriques d'unemême sorte pour permettre un mé
anisme de �ltrage parti
ulier : par défaut, ilexiste un 
alque par sorte. Ainsi, la séle
tion devient non-ambigüe et les objets � pa-rasites � sont éliminés de la phase de désignation. Dans 
e s
héma de séle
tion, ily a une 
orrespondan
e entre une sorte d'objet, une posture et un 
alque parti
u-lier. Cette 
orrespondan
e 
onstitue une sémantique d'intera
tion pour les sortes del'univers géométrique 
onsidéré. Visuellement, un 
alque est représenté par un 
ubeen �l de fer.De plus, dans leur usage 
lassique, les 
alques permettent de dé
omposer le pro-
essus de 
onstru
tion, en 
a
hant des parties de 
onstru
tions intermédiaires pourune meilleure 
ompréhension de la 
onstru
tion. L'a�
hage progressif des 
alquesen les rendant visibles permet une expli
ation de la 
onstru
tion aux étudiants étapepar étape.En�n, la séle
tion multiple est possible dire
tement en séle
tionnant un 
alquea�n d'éviter de séle
tionner 
haque objet. Finalement, les 
alques dépendent d'un
alque parent global représentant la s
ène globale et permettant un équivalent dura

our
i 
lavier 
trl-a dans un environnement WIMP. La séle
tion multiple peut ti-rer pro�t de l'intera
tion bi-manuelle. Un volume peut être séle
tionné en désignant,par une boîte englobante, 
haque objet en faisant partie.
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Fig. 2.13 � Menu 
ontextuel
Fig. 2.14 � Boite à outils pour un mi
ro-monde de géométrieConstru
tionDans notre prototype, les deux étapes né
essaires à la 
onstru
tion d'un nou-vel objet : séle
tionner les objets intervenant dans la 
onstru
tion et séle
tionner lafon
tion de 
onstru
tion, peuvent se dérouler dans n'importe quel ordre. En e�et,lorsqu'une 
onstru
tion est dé�nie, le système attend la séle
tion des objets désirés,et inversement, si des objets sont séle
tionnés, les 
onstru
tions disponibles sont res-treintes à l'arité de 
es objets.Classiquement, un menu des 
onstru
tions possibles permet de séle
tionner la
onstru
tion à e�e
tuer. Pour fa
iliter le 
hoix de la 
onstru
tion, les 
onstru
tions
orrespondant aux objets déjà séle
tionnés sont proposées à l'aide d'un menu 
ontex-tuel. La main non-dominante peut y e�e
tuer la séle
tion pendant que la main domi-nante se 
on
entre sur la séle
tion d'objets (
f. �gure 2.13). L'utilisateur peut ainsitravailler de manière e�
a
e sans perdre du temps à re
her
her une 
onstru
tiondans de grands menus hiérar
hiques. Ainsi, si une 
onstru
tion a une arité di�érentede toutes les autres, elle est séle
tionnée automatiquement sans que l'utilisateur in-tervienne. Cette manière de faire diminue l'imposante intrusion des boîtes à outils
lassiques (
f. �gure 2.14) dans le 
hamp de vision de l'utilisateur.



74 Chapitre 2. Modélisation

Fig. 2.15 � Grille magnétique régulièreManipulationL'utilisation de périphériques à 6 degrés de liberté permet de manipuler librementdes objets dans l'espa
e. Mais les matériels utilisés ne permettent pas d'e�e
tuer desmanipulations pré
ises et un outil d'interfa
e spé
i�que doit permettre le pla
ementexa
t d'objets.De plus, dans le 
adre des 
onstru
tions géométriques, il y a plusieurs 
atégoriesd'objets : les objets libres, les objets partiellement dé�nis et les objets �xés dansl'espa
e. La manipulation des objets sous-
ontraints mais non libres n'est pas enadéquation ave
 une manipulation à 6 degrés de liberté. Une intera
tion spé
i�quedoit don
 être mise en ÷uvre.Pour résoudre 
es deux problèmes, nous proposons d'avoir re
ours à deux outilsvirtuels : une grille magnétique régulière et un repère lo
al augmenté.La grille magnétique régulière présentée dans la �gure 2.15, permet de pla
er lesobjets géométriques ave
 pré
ision. Chaque objet est positionné sur un n÷ud de lagrille et ne peut être dépla
é que sur un autre n÷ud, à la manière d'aimants attirantl'objet.La �nesse de la grille peut être modi�ée selon la distan
e entre la main non-dominante et le 
entre de la grille. Ainsi, 
et outil permet de résoudre les problèmesde pré
isions lors du pla
ement des objets.Pour le problème de manipulation des objets partiellement dé�nis, nous propo-sons de rassembler les poignées dé
rites pré
édemment, pour manipuler les objetssous-
ontraints, sur un repère lo
al asso
ié à l'objet. Ce repère lo
al augmenté pos-sède ainsi des poignées pour la mise à l'é
helle, les rotations et les translations (
f.�gure 2.16).Ce repère n'est matérialisé qu'au moment où un objet est séle
tionné. Ainsi,on peut agir indire
tement sur l'objet grâ
e à 
e repère. Les 
�nes sont utiliséspour représenter les degrés de translation, les sphères sont asso
iées aux degrés derotations et les 
ubes sont utilisés pour l'opération de mise à l'é
helle.Cela permet par exemple de dépla
er �nement le plan dans l'exemple d'interse
-tion plan/
ube pour visualiser 
omment varie le polygone d'interse
tion.
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Fig. 2.16 � Plan et son repère lo
al augmentéNavigationDans le 
adre des 
onstru
tions géométriques, la navigation est un élément essen-tiel de l'intera
tion, puisqu'elle permet de se pla
er dans des positions permettant devisualiser les invariants. La re
her
he d'une position adéquate né
essite une naviga-tion pré
ise. De plus, dans une situation d'apprentissage, une navigation pédagogique
onseillée par l'enseignant doit pouvoir être mise en pla
e.Le repère augmenté dé
rit pré
édemment peut être utilisé à des �ns de navi-gation en 
onsidérant le repère 
anonique de la s
ène. Ainsi, en reprenant le mêmeprin
ipe que pour le repère lo
al augmenté, la navigation est e�e
tuée en manipulantun widget de manière e�
a
e et pré
ise.Pour la mise en pla
e d'une navigation programmée, le dessin d'un 
hemin dansla s
ène et le 
hoix de l'orientation d'une 
améra le long de 
e 
hemin doivent êtrepossibles. Nous proposons d'utiliser une te
hnique basée sur les mouvements desmains et la métaphore du rayon déformable [SB04℄. L'utilisateur dessine simplementun 
hemin 3D ave
 un rayon de forme libre qui est une plani�
ation de la navigation.La �gure 2.17 présente la manipulation à deux mains du rayon déformable.Lorsque les mains sont pro
hes l'une de l'autre, rien ne se passe. Si la main do-minante s'éloigne de la main non-dominante ouverte, le rayon se forme en suivant leve
teur de dire
tion dé�ni par les deux mains. Si la main non-dominante est fermée,le rayon revient sur ses pas.
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Fig. 2.17 � Manipulation du rayon déformable.Dans l'exemple du 
ube 
oupé par un plan, l'enregistrement de 
e 
hemin permetde rejouer la navigation pour montrer les 6 
�tés de l'hexagone solution.2.3.2 Univers isothétiquesNous avons vu, au 
hapitre pré
édent, que des problèmes dé
rits par des droites2D horizontales et verti
ales et des 
ontraintes de distan
e peuvent être résolus dansun univers 1D pour 
ha
un des types de droites (
f. univers Bi1D 1.3.1). Cela re-vient à 
onsidérer deux types de 
ontraintes de distan
e di�érentes : les distan
eshorizontales et les distan
es verti
ales.On appelle univers isothétique, un univers où les axes du repère 
anonique serventà dé�nir de tels objets et le jeu de 
ontraintes asso
ié.Des solveurs 1D permettent de résoudre indépendamment les sous-systèmes ob-tenus en 
onsidérant 
haque type de 
ontraintes isothétiques. L'assemblage des so-lutions se fait simplement en faisant 
oïn
ider les repères isothétiques qui formentle repère 
anonique.Pour plus de simpli
ité, des sortes homogènes sont utilisées dans les 
ontraintesisothétiques. Ainsi, en 3D, on peut distinguer 3 univers isothétiques intégrant 
ha
undes 
ontraintes de distan
e dé�nies suivant les axes Ox, Oy et Oz :� l'univers des plans isothétiques, 
onstitué de plans frontaux, de pro�ls ou ho-rizontaux ;� l'univers des droites isothétiques, 
onstitué de droites horizontales, verti
aleset de profondeur ;� l'univers des points isothétiques, 
onstitué de points.Nous allons dé
rire 
es trois univers isothétiques, et montrer que la résolutionse ramène à une résolution dans l'univers des plans isothétiques. Nous présentonsensuite une intera
tion possible en 
onsidérant les plans. Des interfa
es similairespeuvent être déduites pour les univers 
onstitués de points ou de droites pla
ésisothétiquement.Présentation des universPlans isothétiques L'univers des plans isothétiques est 
omposé de 3 sortes prin-
ipales front, profil et hor qui 
orrespondent respe
tivement aux :� plans de front (x0y) d'équation z = a ;� plans de pro�ls (yOz) d'équation x = a ;
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a étant un nombre réel qui 
onstitue la sémantique de la sorte scalaire.Cet univers est 
omposé de 3 types de distan
e :� les distan
es frontales entre plans de pro�ls, i.e. parallèles à l'axe Ox ;� les distan
es verti
ales entre plans horizontaux, i.e. parallèles à l'axe Oy ;� les distan
es de biais entre plans de front, i.e. parallèles à l'axe Oz.Les axiomes indiquent la 
ommutativité des 
ontraintes, la relation de Chasleset les règles de propagation à utiliser pour la résolution. Les symboles fon
tionnelspermettent de résoudre, par simple propagation dans 
ha
un des espa
es à 1 dimen-sion ainsi générés, un système de 
ontraintes exprimé dans 
et univers.Univers PlansIsothetiquessortes :frontpro�lhors
alairesymboles fon
tionnels :

propagefront : front s
alaire → front
propageprofil : pro�l s
alaire → pro�l
propagehor : hor s
alaire → horsymboles prédi
atifs :
distbiais : front front s
alaire
distfront : pro�l pro�l s
alaire
distvert : hor hor s
alaireaxiomes :Commutativité :
∀ (f1, f2 : front)∧(k : s
alaire) distbiais(f1, f2, k) = distbiais(f2, f1, k)
∀ (p1, p2 : pro�l)∧(k : s
alaire) distfront(p1, p2, k) = distfront(p2, p1, k)
∀ (h1, h2 : hor)∧(k : s
alaire) distvert(h1, h2, k) = distvert(h2, h1, k)Relation de Chasles :
∀ (f1, f2, f3 : front)∧(k1, k2, k3 : s
alaire) distbiais(f1, f2, k1)∧distbiais(f2, f3, k2)∧

distbiais(f1, f3, k3) ⇒ k3 = k1 + k2 ∨ k1 = k2 + k3 ∨ k2 = k1 + k3

∀ (p1, p2, p3 : pro�l)∧(k1, k2, k3 : s
alaire) distfront(p1, p2, k1)∧distfront(p2, p3, k2)
∧distfront(p1, p3, k3) ⇒ k3 = k1 + k2 ∨ k1 = k2 + k3 ∨ k2 = k1 + k3

∀ (h1, h2, h3 : hor)∧(k1, k2, k3 : s
alaire) distvert(h1, h2, k1)∧distvert(h2, h3, k2)∧
distvert(h1, h3, k3) ⇒ k3 = k1 + k2 ∨ k1 = k2 + k3 ∨ k2 = k1 + k3Propagation :

∀ (f1, f2 : front)∧(k : s
alaire) distbiais(f1, f2, k) ⇒ f1 = propagefront(f2, k)
∀ (p1, p2 : pro�l)∧(k : s
alaire) distfront(p1, p2, k) ⇒ p1 = propageprofil(p2, k)
∀ (h1, h2 : hor)∧(k : s
alaire) distvert(h1, h2, k) ⇒ h1 = propagehor(h2, k)Droites isothétiques Pour les droites isothétiques, l'univers asso
ié est 
elui 
om-posé des 3 sortes suivantes :



78 Chapitre 2. Modélisation� hor, pour les droites horizontales, d'équation {

y = a

z = b
;� vert, pour les droites verti
ales, d'équation {

x = a

z = b
;� prof , pour les droites en profondeur, d'équation {

y = a

x = b
.ave
 a, b, des nombres réels de la sorte scalaire.Une droite d'une sorte donnée est totalement dé�nie par la donnée de deux typesde 
ontraintes :� une droite horizontale doit être 
ontrainte par une distan
e verti
ale et unedistan
e de biais.� une droite verti
ale doit être 
ontrainte par une distan
e de front et une dis-tan
e de biais.� une droite de profondeur doit être 
ontrainte par une distan
e verti
ale et unedistan
e de front.Il faut don
 
onsidérer 6 types di�érents de 
ontraintes de distan
e en fon
tion desdroites dé�nies dans l'arité. Il faut bien noter que les 
ontraintes entre des droitesqui ne sont pas de mêmes sortes ne sont pas autorisées dans l'univers isothétiqueque nous 
onsidérons. Nous pourrions les prendre en 
ompte, mais dans 
e 
as, onne peut plus e�e
tuer la résolution en sous-espa
es de dimension 1.Dans l'univers DroitesIsothetiques, la propagation est e�e
tuée si deux distan
espour une même sorte sont réunies. Étant donné qu'une droite 3D est l'interse
tionde deux plans, la résolution peut se ramener à une résolution dans l'univers des plansisothétiques. Ainsi, pour un type de droite donnée, une droite est totalement dé�nielorsque l'assemblage de deux solutions 1D est réalisé.Univers DroitesIsothetiquessortes :horvertprofs
alairesymboles fon
tionnels :

propagehor : hor hor s
alaire s
alaire → hor
propagevert : vert vert s
alaire s
alaire → vert
propageprof : prof prof s
alaire s
alaire → profsymboles prédi
atifs :
distv1

: hor hor s
alaire
distb1 : hor hor s
alaire
distf1

: vert vert s
alaire
distb2 : vert vert s
alaire
distf2

: prof prof s
alaire



2.3. Intera
tion en réalité virtuelle 79
distv2

: prof prof s
alaireaxiomes :Commutativité :
∀ (h1, h2 : hor)∧(k : s
alaire) distv1

(h1, h2, k) = distv1
(h2, h1, k)

∀ (h1, h2 : hor)∧(k : s
alaire) distb1(h1, h2, k) = distb1(h2, h1, k)
∀ (v1, v2 : vert)∧(k : s
alaire) distf1

(v1, v2, k) = distf1
(v2, v1, k)

∀ (v1, v2 : vert)∧(k : s
alaire) distb2(v1, v2, k) = distb2(v2, v1, k)
∀ (p1, p2 : prof)∧(k : s
alaire) distf2

(p1, p2, k) = distf2
(p2, p1, k)

∀ (p1, p2 : prof)∧(k : s
alaire) distv2
(p1, p2, k) = distv2

(p2, p1, k)Relation de Chasles :
∀ (h1, h2, h3 : hor)∧(k1, k2, k3 : s
alaire) distv1

(h1, h2, k1)∧distv1
(h2, h3, k2)∧

distv1
(h1, h3, k3) ⇒ k3 = k1 + k2 ∨ k1 = k2 + k3 ∨ k2 = k1 + k3

∀ (h1, h2, h3 : hor)∧(k1, k2, k3 : s
alaire) distb1(h1, h2, k1)∧distb1(h2, h3, k2)∧
distv1

(h1, h3, k3) ⇒ k3 = k1 + k2 ∨ k1 = k2 + k3 ∨ k2 = k1 + k3

∀ (v1, v2, v3 : vert)∧(k1, k2, k3 : s
alaire) distf1
(v1, v2, k1)∧distf1

(v2, v3, k2)∧
distf1

(v1, v3, k3) ⇒ k3 = k1 + k2 ∨ k1 = k2 + k3 ∨ k2 = k1 + k3

∀ (v1, v2, v3 : vert)∧(k1, k2, k3 : s
alaire) distb2(v1, v2, k1)∧distb2(v2, v3, k2)∧
distb2(v1, v3, k3) ⇒ k3 = k1 + k2 ∨ k1 = k2 + k3 ∨ k2 = k1 + k3

∀ (p1, p2, p3 : prof)∧(k1, k2, k3 : s
alaire) distf2
(p1, p2, k1)∧distf2

(p2, p3, k2)∧
distf2

(p1, p3, k3) ⇒ k3 = k1 + k2 ∨ k1 = k2 + k3 ∨ k2 = k1 + k3

∀ (p1, p2, p3 : prof)∧(k1, k2, k3 : s
alaire) distv2
(p1, p2, k1)∧distv2

(p2, p3, k2)∧
distv2

(p1, p3, k3) ⇒ k3 = k1 + k2 ∨ k1 = k2 + k3 ∨ k2 = k1 + k3Propagation :
∀ (h1, h2, h3 : hor)∧(k1, k2 : s
alaire) distv1

(h1, h2, k1) ∧ distb1(h1, h3, k2)
⇒ h1 = propagehor(h2, h3, k1, k2)
∀ (v1, v2, v3 : vert)∧(k1, k2 : s
alaire) distf1

(v1, v2, k1) ∧ distb2(v1, v3, k2)
⇒ v1 = propagevert(v2, v3, k1, k2)
∀ (p1, p2, p3 : prof)∧(k1, k2 : s
alaire) distf2

(p1, p2, k1) ∧ distv2
(p1, p3, k2)

⇒ p1 = propageprof(p2, p3, k1, k2)Points isothétiques L'univers des points isothétiques est 
omposé de points etde distan
es isothétiques.Un point étant l'interse
tion de trois plans, la résolution peut s'appliquer indépen-damment suivant les trois 
oordonnées d'un point.Univers PointsIsothétiquessortes :pointlongueursymboles fon
tionnels :
propage : point longueur point longueur point longueur → pointsymboles prédi
atifs :
disthor : point point longueur
distvert : point point longueur
distbiais : point point longueuraxiomes :Commutativité :
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∀ (p1, p2 : point)∧(k : longueur) disthor(p1, p2, k) = disthor(p2, p1, k)
∀ (p1, p2 : point)∧(k : longueur) distvert(p1, p2, k) = distvert(p2, p1, k)
∀ (p1, p2 : point)∧(k : longueur) distbiais(p1, p2, k) = distbiais(p2, p1, k)Relation de Chasles :
∀ (p1, p2, p3 : point)∧(k1, k2, k3 : longueur) disthor(p1, p2, k1)∧disthor(p2, p3, k2)

∧disthor(p1, p3, k3) ⇒ k3 = k1 + k2 ∨ k1 = k2 + k3 ∨ k2 = k1 + k3

∀ (p1, p2, p3 : point)∧(k1, k2, k3 : longueur) distvert(p1, p2, k1)∧distvert(p2, p3, k2)
∧distvert(p1, p3, k3) ⇒ k3 = k1 + k2 ∨ k1 = k2 + k3 ∨ k2 = k1 + k3

∀ (p1, p2, p3 : point)∧(k1, k2, k3 : longueur) distbiais(p1, p2, k1)∧
distbiais(p2, p3, k2) ∧distbiais(p1, p3, k3) ⇒ k3 = k1+k2∨k1 = k2+k3∨k2 =

k1 + k3Propagation :
∀ (p1, p2, p3, p4 : points)∧(k1, k2, k3 : longueur) disthor(p1, p2, k1) ∧
distvert(p1, p3, k2) ∧distbiais(p1, p4, k3) ⇒ p1 = propage(p2, k1, p3, k2, p4, k3)En fon
tion de l'univers géométrique 
hoisi, la même résolution de 
ontraintespeut être appliquée mais les objets modélisés sont di�érents : les dire
tri
es ou lesplans dire
teurs en dessin ar
hite
tural, ou des objets en �l de fer (
f. �gure 2.18).Résolution de 
ontraintes isothétiquesComme nous l'avons dit pré
édemment, la résolution asso
iée à 
e type d'universest très simple. On se retrouve à dé
omposer la résolution de problèmes 3D en réso-lutions 1D puisque les 
ontraintes posées sont groupées dans une dimension unaire :les distan
es isothétiques. Il su�t de disso
ier les distan
es horizontales, verti
ales,et de biais. Nous montrons 
omment 
ela s'e�e
tue de manière pratique pour les
ontraintes de distan
e entre plans isothétiques puisque les univers DroitesIsothe-tiques et PointsIsothetiques peuvent s'exprimer dans l'univers PlansIsothetiques.Nous pouvons dé
rire l'algorithme de résolution sur 3 graphes. Cha
un 
ontientdes n÷uds 
orrespondant à des plans d'un type donné. Des arêtes valuées par ladistan
e entre deux plans indiquent l'existen
e d'une 
ontrainte.Les n÷uds 
ontiennent une valeur qui est la position du plan sur l'axe 
onsidéré.Par exemple, dans le graphe des 
ontraintes verti
ales, 
es valeurs sont des ordonnéessur l'axe Oy 
ar les plans 
onsidérés sont du type y = a.De plus, l'adjon
tion d'une 
ontrainte entre deux plans doit véri�er la relationde Chasles. Ce
i est fa
ilement déte
té puisque 
ela équivaut à la 
réation d'un 
y
le.Finalement, la résolution 
onsiste en une simple propagation des valeurs à l'aidedes règles dé�nies dans l'axiomatique de l'univers PlansIsothetiques. La dispositiondes plans les uns par rapport aux autres dans l'esquisse permet de déterminer si l'on
hoisit une addition ou une soustra
tion des valeurs des n÷uds et des arêtes dans le
as de distan
e non signées.L'interse
tion de plans de sortes di�érentes permet de 
onstruire des segmentset des points qui forment des �gures parallélépipédiques (
f. �gure 2.18).
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Fig. 2.18 � Objet 3D isothétiqueIntera
tion isothétiqueL'intera
tion que nous avons mise en pla
e dans le 
adre des univers isothétiquesest 
ombinée à une résolution in
rémentale des 
ontraintes posées. Nous ne dé
rivonsque l'intera
tion 
on
ernant l'univers 
omposé de plans isothétiques ; l'adaptationaux autres univers isothétiques se révèle aisée.Les plans sont représentés par des quadrilatères transparents dont la manipula-tion des 
oins permet le redimensionnement. Les 
ontraintes de distan
e sont repré-sentées par une �è
he à double sens (�gure 2.19) dont les extrémités sont manipu-lables pour modi�er la valeur des 
ontraintes.
Fig. 2.19 � Contrainte de distan
eSéle
tion La séle
tion des objets de l'interfa
e s'e�e
tue à l'aide d'une seule main,
elle si pouvant être la main dominante ou la main non-dominante. La désignationdu plan se fait par le geste de la main ouverte (�gure 2.8(
)) et 
elle des 
ontraintespar le geste où seuls le pou
e et l'auri
ulaire sont levés (�gure 2.20). La séle
tion estvalidée lorsque la main est fermée.L'orientation des mains permet de faire la di�éren
e entre les trois types de plansou les trois types de 
ontraintes.
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Fig. 2.20 � Geste pour la pose d'une 
ontrainte isothétiqueCréation La 
réation des objets né
essite une gestuelle à deux mains. Un plan estajouté à la s
ène à l'endroit où l'utilisateur tape dans ses mains ouvertes. Inverse-ment, l'éloignement progressif des mains jointes par les index jusqu'à séle
tionnerles deux plans 
on
ernés en rabattant le pou
e permet de saisir une 
ontrainte iso-thétique (
f. �gure 2.20). De la même manière que pour la séle
tion, l'orientation dela main détermine le type de plan ou de 
ontrainte à 
réer.Manipulation Seules les translations isothétiques appli
ables sur des objets sontpossibles après leur séle
tion. Les 
oins des plans, et les extrémités des 
ontraintessont des zones dédiées à la modi�
ation des propriétés internes des objets. Ces zonesréagissent à une intera
tion bi-manuelle qui par éloignement ou rappro
hement desmains permet de modi�er soit la taille des plans soit la valeur de la 
ontrainteassimilée à la longueur de sa représentation.Navigation La navigation dans 
e prototype est e�e
tuée à l'aide d'un repère 
a-nonique augmenté dont le prin
ipe de fon
tionnement est identique au repère lo
alaugmenté présenté plus haut.Les univers isothétiques permettent de se rendre 
ompte de la dépendan
e exis-tante entre résolution et intera
tion. En e�et, les 
hoix e�e
tués pour 
omposerl'interfa
e et la manière d'interagir permettent d'utiliser des méthodes de résolu-tion adéquates. Nous allons 
onsidérer dans la suite un univers plus général où ladé�nition d'une intera
tion basée sur les gestes permet de poser intuitivement des
ontraintes sur une esquisse.2.3.3 Pose de 
ontraintes sur une esquisseNous avons développé le prototype CadVR permettant de poser des 
ontraintesde distan
e, d'angle et de 
oplanarité en 3D dans un univers 
ontenant les sortes
points, droites et plans.
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Fig. 2.21 � Contrainte de 
oplanarité pour 5 pointsLa représentation des 
ontraintes de distan
e est identique à l'interfa
e isothé-tique dé
rite 
i-dessus. Les 
oplanarités sont représentées par un quadrilatère trans-parent désignant le plan formé par les points 
ontraints, et par des segments reliantles points 
on
ernés à 
e plan (
f. �gure 2.21). Les angles sont représentés par desar
s de 
er
le entre les objets 
on
ernés. Pour des raisons d'o

lusions générées parle quadrilatère, sa taille doit être réduite. Son orientation quant à elle est dé�nie àpartir des trois premiers points séle
tionnés.L'utilisation d'une intera
tion gestuelle 3D 
ouplée aux outils te
hniques virtuelsdé
rits pré
édemment permet de 
onstruire des problèmes de 
ontraintes de manièrepré
ise, en satisfaisant au niveau de l'interfa
e les 
ontraintes d'in
iden
e grâ
e à uneappro
he de géométrie dynamique.La séle
tion des objets se fait grâ
e au di
tionnaire de gestes présenté dans la�gure 2.8.Création La pose de 
ontraintes né
essite généralement le re
ours à un menuhiérar
hique 
omme dans les interfa
es 
lassiques.A�n de se dispenser de 
es menus devenus trop en
ombrants, nous proposonsi
i d'esquisser à l'aide de gestes les 
ontraintes sans avoir à séle
tionner d'objetsgéométriques.La pose de 
ontraintes se fait en dessinant dans l'espa
e 
omme ave
 un 
rayon,à l'aide du geste de séle
tion par défaut (
f. �gure 2.22). Ainsi, le dessin e�e
tué parla main permet de distinguer le type des 
ontraintes. Les objets les plus pro
hes dela 
ourbe sont les objets 
on
ernés par la 
ontrainte.



84 Chapitre 2. ModélisationUn mouvement re
tiligne du doigt spé
i�e une distan
e entre les objets les pluspro
hes des extrémités. Un trait 
ourbe spé
i�e un angle entre les objets les pluspro
hes. Un trait dé�nissant une 
ourbe fermée indique une 
oplanarité entre lesobjets les plus pro
hes de la forme dessinée.

Fig. 2.22 � Posture pour le dessin de 
ontraintesValeurs numériques L'utilisation d'un 
lavier physique est di�
ile ave
 des gantsde données. Entrer les valeurs numériques asso
iées aux 
ontraintes est don
 pro-blématique. De la même manière que dans l'univers isothétique, 
e problème peutse régler par la manipulation bi-manuelle des extrémités des représentations des
ontraintes : éloigner les mains augmente la valeur et les rappro
her la diminue.Par défaut, la valeur des 
ontraintes est 
elle mesurée au moment d'esquisser la
ontrainte. L'entrée de valeurs numériques pourrait se faire au moyen d'un 
laviernumérique virtuel ou par un widget dédié, mais nous n'en avons pas mesuré la 
om-modité.



85Con
lusion du 
hapitreDans 
e 
hapitre, nous avons montré qu'il est possible d'appliquer les te
hno-logies issues du domaine de la réalité virtuelle à la modélisation par 
ontraintesgéométriques en 3D. En e�et, une intera
tion réellement en 3D a été appliquée aux
ontraintes 3D. Nous avons proposé une intera
tion gestuelle spé
i�que et une inté-gration des 
ontraintes dans le modeleur à l'aide d'un gestionnaire de 
ontraintes.Trois prototypes ont été présentés. Le premier se nomme Coyote-géomètre et
on
erne la géométrie dynamique en 3D pour l'enseignement assisté par ordina-teur. Le se
ond est un modeleur par 
ontraintes basé sur les 
ontraintes isothétiquesorienté pour la 
on
eption ar
hite
turale. En�n, le troisième prototype propose lapose de 
ontraintes géométriques de distan
e, d'angle et de 
oplanarité pour l'ex-pression de systèmes de 
ontraintes 3D.Pour le moment, il n'existe pas d'intera
tion 3D normalisée. La pro
haine étapepour poursuivre 
e travail est don
 la réalisation de tests pour valider les interfa
esproposées dans 
e 
hapitre. Le but �nal 
onsiste à 
on
evoir une interfa
e adaptée àla modélisation par 
ontraintes 3D. Pour 
e faire, nous 
omptons proposer une inter-fa
e multi-modale ave
 l'adjontion d'autres types d'intera
tions, 
omme par exemplel'intera
tion vo
ale.L'étude de l'interfa
e et de l'intera
tion pour des systèmes de 
ontraintes 3Dnous a permis de débuter la réalisation d'un solveur de 
ontraintes isothétiques quipermet de simpli�er la résolution dans un 
adre bien parti
ulier. Mais pour dessystèmes qui s'expriment dans un univers plus 
omplexe, il est né
essaire de re
ourirà une méthode de résolution plus puissante.





Chapitre 3RésolutionLes méthodes qui semblent a
tuellement les plus prometteuses pour résoudre des problè-mes de 
ontraintes géométriques en 3D permettent de 
ombiner �nement les appro
hesnumériques et formelles. Ainsi, la méthode par interse
tion de lieux géométriques dévelop-pée par Gao et al. essaie de s'a�ran
hir dans une 
ertaine mesure des problèmes poséspar l'irrédu
tibilité 
ombinatoire de petits systèmes de 
ontraintes. Tout en suivant l'idéed'assemblage de grappes, ils énumèrent et résolvent presque tous les problèmes 
omprenantmoins de six 
ontraintes dans l'univers 
ontenant points, droites et plans en 3D ave
 les
ontraintes de distan
e et d'angle. Cette méthode, initiée en même temps que nos proprestravaux, est un 
as parti
ulier de 
e que nous avons appelé la reparamétrisation, méthodehybride permettant de résoudre des problèmes 3D irrédu
tibles. Nous avons nommé 
esproblèmes des systèmes k-quasi-dé
omposables par rapport à une méthode de dé
ompositiondonnée et nous proposons une mise en ÷uvre de la reparamétrisation mieux adaptée auxproblèmes de taille plus importante. L'étude de la méthode de Gao et al. et la formalisationde la reparamétrisation sont exposées dans les deux premières se
tions, et une mise en÷uvre est développée dans la troisième. Les résultats des expérien
es menées sur la 
lassedes polyèdres sont proposés dans la quatrième et dernière se
tion.Sommaire3.1 Appro
he par interse
tion de lieux géométriques . . . . 883.1.1 Première méthode de Gao et al. . . . . . . . . . . . . . . . 883.1.2 Deuxième méthode de Gao et al. . . . . . . . . . . . . . . 923.1.3 Problèmes ave
 k ≥ 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 933.2 Reparamétrisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 943.2.1 k-transmutation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 943.2.2 k-quasi-dé
omposabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 953.2.3 S
héma général . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 973.3 Mise en ÷uvre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 983.3.1 Choix d'une k-transmutation et résolution paramétrique . 983.3.2 Rattrapage Numérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1053.4 Exemples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1113.4.1 Polyèdres élémentaires k-quasi-dé
omposables . . . . . . . 1123.4.2 Polyèdres pseudo-platoni
iens . . . . . . . . . . . . . . . . 1153.4.3 D'autres dodé
aèdres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116



88 Chapitre 3. Résolution3.1 Appro
he par interse
tion de lieux géométriquesNous avons vu dans le 
hapitre 2, 
omment les outils de tra
é 
lassiques, tels quela règle et le 
ompas, ont donné lieu, en informatique géométrique, à des outils de
onstru
tion dé�nissant des mi
ros-mondes de géométrie et 
omment, par la suite,
eux-
i ont évolué pour aboutir au 
on
ept de géométrie dynamique.Dans les logi
iels de géométrie dynamique, lorsque l'utilisateur fait varier lespositions des objets libres, la 
onstru
tion est rejouée sur les nouvelles valeurs desparamètres permettant ainsi, lorsque la variation des objets libres se fait de manièrequasi 
ontinue, d'animer des �gures et de mettre en éviden
e 
ertains invariants. Sila �gure obtenue ne satisfait pas l'utilisateur, il essaie de bouger 
ertains élémentspour se retrouver dans la � bonne � 
on�guration.Ces paramètres (distan
es, angles, et
.) qui n'apparaissent pas expli
itement dansl'énon
é peuvent être utilisés pour transformer le système de 
ontraintes initial enun système plus fa
ilement résoluble. L'enjeu de 
ette méthode est de déterminer
es nouvelles 
ontraintes. Cette idée de déformation d'une �gure pour satisfaire denouvelles propriétés peut être mise à 
ontribution dans le 
adre de la résolution de
ontraintes.En e�et, il existe des systèmes minimaux irrédu
tibles en 3D empê
hant uneméthode de 
onstru
tion géométrique de s'appliquer. Il faut se repla
er dans un 
asfavorable 
onnu, dans lequel on peut trouver un plan de 
onstru
tion de la �gureave
 des paramètres, 
omme par exemple des points, à faire varier. Pour 
ela, ilsu�t de �xer un 
ertain nombre d'in
onnues a priori (
'est-à-dire, de les 
onsidérer
omme des paramètres). Une fois la 
onstru
tion e�e
tuée, il reste un 
ertain nombrede 
ontraintes à satisfaire, et il ne reste plus qu'à les � rattraper �, en faisant varierles in
onnues temporairement �xées pour avoir la bonne solution.Cette méthode utilisée pour permettre une résolution par interse
tion de lieuxgéométriques par Gao et al. [GHY02, GHY04℄, a été initiée en même temps quenos propres travaux, et se rappro
he de la phase d'interse
tion dans la méthode deKramer (
f. 
hapitre 1) pour des 
haînes arti
ulées de mé
anismes.La démar
he de Gao et al. est un peu di�érente de la n�tre. En e�et, ils ont
ommen
é par 
onsidérer variables et systèmes d'équations pour résoudre de manièrehybride des problèmes irrédu
tibles en 3D.Il nous semble important de bien 
omprendre les méthodes proposées par Gao etal. puisque nous allons en reprendre 
ertains ingrédients. Nous présentons don
 lesdeux variantes de leur méthode de manière plus formelle que 
ela n'est fait dans lesdeux papiers 
ités.3.1.1 Première méthode de Gao et al.Rappelons que nous appelons système de 
ontraintes dans un univers géométriquedonné un triplet 〈C, χ, A〉 où C est un ensemble de termes prédi
atifs 
onstruits dansl'univers, dont les variables appartiennent à χ ∪ A. χ est l'ensemble des in
onnueset A l'ensemble des paramètres ; on impose, bien sûr que χ ∩ A = ∅. Les solutions
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tion de lieux géométriques 89sont 
her
hées dans un ensemble 
onstruit sur la Σ-algèbre asso
iée à l'univers géo-métrique.Dans un premier temps, Gao et al. 
onsidèrent un système d'équations sansparamètres : les 
ontraintes sont des équations à in
onnues réelles. Soit
S = 〈







F1(x1, . . . , xn) = 0
. . .
Fn(x1, . . . , xn) = 0

, {x1, . . . , xn}, ∅〉un tel système qu'on suppose bien 
ontraint et irrédu
tible au sens de Dulmage-Mendelson (
f. théorème 1.3.3).Fixer une in
onnue, ou, plus pré
isément, donner à 
elle-
i le statut de para-mètre, produit un système sur-
ontraint. En tout état de 
ause, on doit avoir unepartie bien 
ontrainte qui se dé
ompose en 
omposantes irrédu
tibles mettant enjeu n − 1 équations et les n − 1 in
onnues restantes. Ainsi, on met une équationde 
�té, et on peut espérer que le système résultant soit dé
omposable : au besoin,on peut essayer 
ha
une des in
onnues et des équations possibles et voir ave
 quelle
on�guration on a le meilleur résultat.Supposons, sans perte de généralité, que xn et Fn soient respe
tivement l'in
on-nue devenue paramètre et l'équation � mise de 
oté �. Le système obtenu S(1) estdon
 de la forme :
S(1) = 〈







F1(x1, . . . , xn−1, u) = 0
. . .
Fn−1(x1, . . . , xn−1, u) = 0

, {x1, . . . , xn−1}, {u}〉

Une solution à un tel système est une fon
tion de R dans Rn−1 qui à toutevaleur de u asso
ie un n − 1-uplet de valeurs pour (x1, . . . xn−1) de sorte que S(1)soit satisfait.Soit f(u) une telle fon
tion : tout n-uplet (f(u), u) est � presque � une solutionde S puisque, par 
onstru
tion, il satisfait les n − 1 premières équations. On peutdon
 faire varier u de manière à satisfaire l'équation en u : Fn(f(u), u) = 0, pourobtenir une solution de S.La question de la 
orre
tion et la 
omplétude de 
ette méthode n'est pas abordéedans les arti
les mentionnés plus haut. Nous les examinons avant de nous pen
hersur la manière e�e
tive de résoudre les questions posées par 
ette méthode.
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tionSoit le système :
S(2) = 〈































F1(x1, . . . , xn−1, u) = 0

. . .

Fn−1(x1, . . . , xn−1, u) = 0

Fn(x1, . . . , xn−1, u) = 0

xn = u

, {x1, . . . , xn}, {u}〉

S(2) est évidemment dé
omposable en :� S(3) = S(1) ∪ 〈{Fn(x1, . . . , xn−1, u), {x1, . . . , xn−1}, {u}〉 ;� et S(4) = 〈{xn = u}, {xn}, {u}〉.Soit f(u) une solution de S(1). Si f(u) est une solution de S(3), alors (f(u), u)est une solution de S(2) 
ar il est trivial que u soit une solution de S(4). Il est 
lairque (f(u), u) est une solution de S puisque S et S(2) sont les mêmes systèmes à uneréé
riture près.ComplétudeLa question de la 
omplétude (est-
e que toute solution du système initial peutêtre trouvée par 
ette méthode ?) est un peu moins évidente et passe par des 
om-pléments de dé�nition.L'ensemble des solutions d'un système d'équations ou de 
ontraintes paramétréesest un ensemble fon
tionnel peu utilisable dire
tement.On dit qu'un système de 
ontraintes 〈C, χ, A〉 est bien 
ontraint s'il existe unnombre �ni de fon
tions des paramètres qui permettent de trouver toutes les solu-tions en χ pour les valeurs du paramètre u données.Mais, évidemment, il arrive souvent qu'il y ait un nombre in�ni de telles fon
tions.Nous dirons qu'un ensemble de fon
tions solutions d'un tel système est 
omplet siet seulement s'il permet de trouver toutes les solutions pour toute valeur donnée de
u. Un système de 
ontraintes est don
 bien 
ontraint si et seulement s'il admet unensemble �ni et 
omplet de solutions paramétrées.Il est 
lair que le fait que S soit bien 
ontraint n'implique pas que S(1) soit bien
ontraint : il su�t de 
onsidérer le 
ontre-exemple suivant :
⊲ Exemple 3.1.1

S = 〈{x2 = 0, x1 = 0}, {x1, x2}, ∅〉qui donne
S(1) = 〈{u = 0}, {x1}, {u}〉est sur-
ontraint suivant la dé�nition donnée plus haut. ⊳Cependant, on a la propriété suivante :
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 les notations pré
édentes, si S est un systèmebien 
ontraint et si on 
onsidère un 
hangement � in
onnue vers para-mètre � tel que S(1) est bien 
ontraint, alors la méthode de Gao et al. est
omplète. �En e�et, soit s = (v1, . . . , vn−1, vn) une solution de S, s est for
ément une solutiondu système
S1 = 〈











F1(x1, . . . , xn) = 0

. . .

Fn−1(x1, . . . , xn) = 0

, {x1, . . . , xn}, ∅〉. Don
, si {f1, . . . fk} est un ensemble 
omplet de solutions de S(1), il existe unefon
tion, disons f1, telle que f1(vn) = (v1, . . . , vn−1). Finalement, on a :
Fn(f1(vn), vn) = 0 puisque s = (v1, . . . , vn−1, vn) est une solution de S. Don
, ilexiste une solution de S(1) et une solution en u de Fn(f(u), u) = 0 permettant deretrouver la solution 
her
hée de S.Solutions formellesAinsi, pour trouver toutes les solutions de S, il faut obtenir :� toutes les solutions de S(1), 
'est-à-dire un ensemble de fon
tions paramétréespar u 
apable de produire pour toute valeur de u l'ensemble des solutions de

S(1),� toutes les solutions des équations Fn(f(u), u) = 0 où f est une solution de S(1)et u est l'in
onnue.À notre sens, la manière la plus pratique de faire 
onsiste à résoudre formellementle système S(1).En e�et, les fon
tions f(u) peuvent être exprimées formellement sous forme deplans de 
onstru
tion interprétables pour des valeurs de u données, 
e qui permetde résoudre plus fa
ilement les équations du type Fn(f(u), u) = 0.Mais, lorsqu'on envisage une résolution formelle de S(1), on pose des 
ontraintessupplémentaires très fortes sur le 
hoix de la variable à 
onsidérer 
omme un para-mètre puisque le système S(1) doit être résoluble dans l'univers 
onsidéré, 
'est-à-direqu'on doit pouvoir au minimum exprimer les solutions formelles dans le langage del'univers géométrique et qu'on doit disposer d'un solveur formel 
apable de les trou-ver. Nous verrons plus bas que 
e point, qui est un peu laissé de 
oté dans l'arti
leoriginal puisque Gao et al. résolvent numériquement, revêt une importan
e 
apitaleet s'intègre dans notre 
adre géométrique paramétré.Ave
 une telle méthode, résoudre les équations Fn(f(u), u) = 0 peut se fairerapidement ave
 des méthodes numériques e�
a
es 
omme la di
hotomie, Newton-Raphson (on peut alors perdre la 
omplétude) ou même l'é
hantillonnage. Mais, onpeut éventuellement imaginer un autre mé
anisme où le système S(1) est résolu à lademande pour une valeur de u �xée.



92 Chapitre 3. Résolution3.1.2 Deuxième méthode de Gao et al.La méthode que nous venons de dé
rire est, �nalement, assez éloignée du 
ontextegéométrique de la CAO. En e�et, d'une part la transformation d'un système de
ontraintes en système d'équations introduit le biais de la tradu
tion qui peut êtretrès important : les in
onnues qui en résultent ne sont peut-être pas toujours les pluspertinentes, et, d'autre part, 
ette méthode n'intègre pas du tout l'invarian
e pardépla
ement qui est, 
omme nous l'avons vu, une des 
omposantes fondamentalesdes méthodes de dé
omposition géométrique.En posant :
S ′ = 〈















F1(x1, . . . , xn) = 0
. . .
Fn−1(x1, . . . , xn) = 0
xn = u

, {x1, . . . , xn}, {u}〉on s'aperçoit que la méthode dé
rite plus haut est un 
as parti
ulier de la mé-thode 
onsistant dans un système d'équations à rempla
er une équation de S, i
i
Fn(x1, . . . , xn) = 0, par une autre, i
i xn = u, pour donner le système S ′, ave
 la dif-féren
e notable que 
e
i peut se réaliser ave
 des 
ontraintes géométriques et qu'onpeut ainsi 
onserver l'invarian
e par dépla
ement et les méthodes de dé
ompositionsa�érentes.C'est 
e qu'ont fait Gao et al. dans leur deuxième méthode qui, étant donné unsystème de 
ontraintes sans paramètres S = 〈C, χ, ∅〉, ou plus pré
isément

S = 〈







c1(o1, . . . , on)
. . .
cm(o1, . . . , on)

, {o1, . . . , on}, ∅〉
onsiste à rempla
er une 
ontrainte, disons cm, par une autre 
ontrainte ave
 unparamètre u pour donner le système S ′ = 〈C ∪ {d} r {cm}, X, {u}〉, ou de manièreplus lisible,
S ′ = 〈















c1(o1, . . . , on)
. . .
cm−1(o1, . . . , on)
d(o1, . . . , on, u)

, {o1, . . . , on}, {u}〉Comme pré
édemment, 
e système est résolu formellement pour produire dessolutions de la forme f : u 7→ (o1, . . . , on) qui servent à produire le système à uneseule 
ontrainte en l'in
onnue u, U = 〈{cm(f(u))}, {u}, ∅〉 qui est lui-même résolupar é
hantillonnage (dans les 
as 
onsidérés par Gao et al., le paramètre u est réel,
cm se traduit par une équation et l'é
hantillonnage 
orrespond à un tra
é de 
ourbe).Si f(u) est une solution de S ′ et si u0 est une solution de U , alors les auteursposent que f(u0) est une solution de S, autrement dit, que leur méthode est 
orre
te.Une démonstration du même style que 
elle proposée plus haut montre e�e
-tivement que 
ette manière de faire est 
orre
te. En revan
he, la question de la
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omplétude, qui est impli
itement admise par Gao et al., se pose.Complétude Pour les mêmes raisons que dans la démonstration de 
omplétudede la se
tion pré
édente, on doit tout d'abord supposer que le système S ′ est bien
ontraint (
e qui est une hypothèse très forte pour les systèmes paramétrés, mais quiest en général véri�ée). Si on 
onsidère ensuite une solution quel
onque (v1, . . . vn)de S, alors 
'est évidemment une solution du système sans paramètre :
S1 = 〈







c1(o1, . . . , on)
. . .
cm−1(o1, . . . , on)

, {o1, . . . , on}, ∅〉En revan
he, rien ne garantit qu'il existe une valeur u0 telle que d(v1 . . . , vn, u0)soit véri�ée, même si 
ela est véri�é dans tous les exemples présentés dans leur arti
le.C'est pourquoi, nous posons la dé�nition :Dé�nition 3.1.2 Une 
ontrainte paramétrée d(x1, . . . , xn, u) est non o
-
lusive, si pour toute valeur v1, . . . , vn des in
onnues, il existe une valeur
u0 telle que d(v1, . . . , vn, u0) soit véri�ée.Par exemple, la 
ontrainte xn = u utilisée dans la première méthode dé
rite plushaut, est non o

lusive.Il dé
oule de 
ette dé�nition, en suivant la preuve de la se
tion pré
édente, quesi : � S est bien 
ontraint ;� S ′ est bien 
ontraint ;� et d est une 
ontrainte paramétrée non o

lusive ;alors la méthode dé
rite i
i est 
omplète, i.e. on obtient toutes les solutions de S en
onsidérant toutes les solutions de S ′ et toutes les solutions de U .3.1.3 Problèmes ave
 k ≥ 1La première et la deuxième méthode di�èrent par le type de 
ontrainte à rajouter(xn = u dans la première et n'importe quelle 
ontrainte) mais surtout par le nombrede 
ontraintes qu'il est possible de rempla
er (1 dans la première et un nombrequel
onque dans la se
onde). Mais sur 
e dernier point, la mise en ÷uvre sur desexemples n'a été appliquée que pour une 
ontrainte.La génération automatique des systèmes a

eptant au plus 6 
ontraintes dansl'univers des points, droites et plans 3D, leur a permis de valider expérimentalement
ette méthode.La méthode utilisée pour 
hoisir la 
ontrainte à rempla
er et la nouvelle 
ontrainteà 
onsidérer résulte d'une stratégie de re
her
he exhaustive qui permet d'assurerqu'on est dans de bonnes 
onditions pour appliquer la méthode. En revan
he, 
esstratégies de � for
e brute � s'a

ommodent mal de la généralisation 
onsistant àrempla
er k 
ontraintes.En e�et, pour un problème où il faudrait rempla
er k 
ontraintes :
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her
he exhaustive du meilleur ensemble de 
ontraintes à rempla
er a une
omplexité en O(nk) ;� leur manière de produire la fon
tion f(u1, . . . , uk) n'est pas 
orre
te dans le
as général (
f. 
ontre-exemple à la se
tion 1.3.2) ;� l'é
hantillonnage implique de 
hoisir 
orre
tement l'intervalle [a, b] et le pas spour une bonne approximation des solutions et la 
omplexité est en O(L b−a
s

)k.3.2 ReparamétrisationLa se
onde méthode de Gao et al. peut être généralisée à une te
hnique derésolution de systèmes 3D irrédu
tibles que nous avons nommée la reparamétrisation.Cette se
tion propose de mettre en éviden
e les points 
lés de 
ette méthodeet de dé�nir un s
héma de résolution. Nous donnons notamment la dé�nition dessystèmes pouvant être reparamétrés par rapport à une méthode de dé
ompositiondonnée. Nous avons nommé 
es problèmes des problèmes k-quasi-dé
omposableslorsque le rempla
ement de k 
ontraintes est né
essaire.3.2.1 k-transmutationEn plus des opérations usuelles sur les systèmes de 
ontraintes, nous introduisonsl'opération de transmutation qui transforme un système de 
ontraintes en un autrepossédant les mêmes in
onnues mais des paramètres di�érents. Plus pré
isément,nous posons :Dé�nition 3.2.1 Une k-transmutation est une opération qui transformeun système S = 〈C, χ, A〉 en un autre système S ′ = 〈C ′, χ, A′〉 en rempla-çant k 
ontraintes de C par k autres 
ontraintes portant sur les mêmesin
onnues pour donner C ′.Cette opération est une 
omposition d'autres opérations 
lassiques plus élémen-taires dé�nies par le 
hoix des 
ontraintes à enlever et à ajouter. En général, unsystème obtenu par k-transmutation d'un autre ne lui est pas équivalent.Nous allons 
onsidérer que si les 
ontraintes retirées 
ontiennent des paramètrespropres, 
eux-
i sont retirés et si les 
ontraintes ajoutées 
ontiennent des paramètres,
eux-
i sont ajoutés au système.
⊲ Exemple 3.2.1

S =











C = {distpp(A, B, k1), distpp(A, C, k2), distpp(B, C, k3)}
χ = {A, B, C : point}
A = {k1, k2, k3 : length}produit par une 1-transmutation le système :

S ′ =











C = {distpp(A, B, k1), distpp(A, C, k2), angle(A, B, C, a1)}
χ = {A, B, C : point}
A = {k1, k2 : length, a1 : angle}
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⊳Un 
hangement de 
ontraintes n'a vraiment d'intérêt que si l'ensemble des 
on-traintes ajoutées est disjoint de l'ensemble des 
ontraintes retirées. Cela nous 
onduità la dé�nition :Dé�nition 3.2.2 Une k1-transmutation entre deux systèmes S et S ′ estdite minimale s'il n'existe pas de k2-transmutation entre S et S ′ tel que

k1 > k2.Par dé�nirion, la distan
e syntaxique entre deux systèmes S et S ′ ad-mettant une k-transmutation minimale est égale à k.Autrement dit, si C est l'ensemble des 
ontraintes de S et C ′ l'ensemble des
ontraintes de S ′, S ′ se déduisant de S par une k-transmutation, la distan
e syn-taxique entre S et S ′ vaut :
k = |C ′| − |C ′ ∩ C| = |C r C ′|3.2.2 k-quasi-dé
omposabilitéNous avons vu que même en ne 
onsidérant que les méthodes 
ombinatoires, ilexiste plusieurs méthodes pour dé
omposer un système de 
ontraintes. On peut jugerde leur e�
a
ité selon le 
ritère du domaine d'appli
ation (
'est entre autres, 
eluique nous avons utilisé au 
hapitre 2), mais aussi, pour un système de 
ontraintesdonné, selon leur 
apa
ité à obtenir des sous-systèmes de petite taille.Dé�nition 3.2.3 Soit D une méthode de dé
omposition et S un systèmede 
ontraintes, la D-granularité de S est la taille du plus grand sous-système obtenu par l'appli
ation de la méthode D sur S.L'e�
a
ité d'un solveur généraliste se mesure généralement par la taille du plusgrand système irrédu
tible à résoudre. Don
, en supposant que l'opération d'assem-blage qui suit la dé
omposition est peu 
oûteuse en temps, la D-granularité mesure,en quelque sorte, le gain d'e�
a
ité par rapport à un système irrédu
tible.Inversement, dans la méthode de la reparamétrisation, le 
oût d'une transmuta-tion pour rendre un système dé
omposable se mesure dans la taille du système qu'ilfaudra résoudre numériquement.Dé�nition 3.2.4 Un système irrédu
tible pour une méthode D est

k-quasi-dé
omposable si et seulement s'il existe une k-transmutation letransformant en un système dé
omposable par D.
⊲ Exemple 3.2.2L'o
taèdre générique S présenté dans la �gure 3.1 est 
omposé de 6 points reliéspar 12 
ontraintes de distan
es di�érentes, représentées par des arêtes. Ce système
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A

B

C
D

E

F

A

B

C
D

E

F

S = S’=

Fig. 3.1 � O
taèdre 1-quasi-dé
omposable : système initial (à gau
he) et système
1-transmuté (à droite)s'é
rit formellement :

S = 〈



































































































distpp(A, B, k1)

distpp(B, C, k2)

distpp(C, D, k3)

distpp(D, E, k4)

distpp(A, E, k5)

distpp(A, C, k6)

distpp(A, D, k7)

distpp(B, E, k8)

distpp(F, B, k9)

distpp(F, C, k10)

distpp(F, D, k11)

distpp(F, E, k12)

, {A, B, C, D, E, F}, {k1, . . . , k12}〉

Une méthode de dé
omposition D3a qui permet de dé
ouper suivant des tripletsd'arti
ulations ne peut pas dé
omposer 
e système. Ce système est don
 irrédu
tiblepour D3a.RemarqueUne autre méthode de dé
omposition peut proposer de dé
omposer selonles fa
es triangulaires, mais pour assembler 
es triangles, il faudrait avoirune règle prenant en 
ompte les huit triangles d'un seul 
oup.L'appli
ation d'une 1-transmutation parti
ulière transforme S en S ′ par suppres-sion de la 
ontrainte de distan
e entre A et B et l'ajout de la 
ontrainte de distan
e
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S ′ = 〈



































































































distpp(C, E, k13)

distpp(B, C, k2)

distpp(C, D, k3)

distpp(D, E, k4)

distpp(A, E, k5)

distpp(A, C, k6)

distpp(A, D, k7)

distpp(B, E, k8)

distpp(F, B, k9)

distpp(F, C, k10)

distpp(F, D, k11)

distpp(F, E, k12)

, {A, B, C, D, E, F}, {k2, . . . , k13}〉

Le système S ′ est dé
omposable par D, don
 S est 1-quasi-dé
omposable pourla méthode D3a.La même 1-transmutation peut être appliquée si la méthode 
onsidérée applique unesimple propagation des degrés de liberté. ⊳3.2.3 S
héma général
1. k− t ra n s m u ta t ion

2. Ré sol u t ion

Par a m é t riq u e

3. Ré sol u t ion  Nu m é riq u eFig. 3.2 � S
héma de la reparamétrisationNous appelons reparamétrisation la méthode 
onsistant à résoudre les systèmes
k-quasi dé
omposables suivant une méthode de dé
omposition.Cette méthode 
omprend quatre étapes :� trouver une k-transmutation de S produisant un système de 
ontraintes S ′soluble par une méthode paramétrique D ;� résoudre S ′ à l'aide de D ;
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er les in
onnues par leur expression formelle en tant que solutions de
S ′ dans les équations enlevées de S pour donner le système S ′′ ;� résoudre numériquement le système S ′′ pour retrouver les solutions de S.La démonstration donnée plus haut pour la 
orre
tion et la 
omplétude se gé-néralise i
i : si le système S ′ est bien 
ontraint et que les 
ontraintes paramétréesajoutées sont non o

lusives alors la méthode est 
orre
te et 
omplète à 
onditionque le solveur formel et le solveur numérique soient eux aussi 
orre
ts et 
omplets.3.3 Mise en ÷uvreDans 
ette se
tion, une mise en ÷uvre spé
i�que [FS06℄ de 
haque étape de lareparamétrisation présentée dans la �gure 3.2 est proposée.Tout d'abord, 
onformément à notre appro
he formelle, nous avons 
hoisi d'utili-ser un algorithme à base de 
onnaissan
es pour la phase de résolution paramétriquedu système S ′.Pour 
hoisir la k-transmutation à appliquer, nous proposons un algorithme in
ré-mental qui minimise 
e que nous avons appelé la distan
e syntaxique lo
ale à 
haquesituation de blo
age du solveur 
onstru
tif 
onsidéré. La distan
e syntaxique lo
aleest une distan
e syntaxique 
al
ulée entre un motif d'une règle de 
onstru
tion et levoisinage de résolution de S à un instant donné. Les dé�nitions de 
es termes sontprésentées dans la sous-se
tion suivante.Ainsi, le solveur 
onstru
tif et le 
hoix des 
ontraintes à rempla
er sont intime-ment liés. Le solveur 
onstru
tif utilise les 
onnaissan
es tirées de l'axiomatique del'univers géométrique 
onsidéré pour 
al
uler 
ette distan
e lo
ale, 
e qui permet de
hoisir les 
ontraintes à rempla
er à la volée.Cet algorithme lo
al 
onstitue une heuristique dont deux variantes peuvent êtreappliquées suivant le type de solveur 
hoisi : soit par 
haînage avant, soit par 
haî-nage arrière.En�n, nous proposons de re
ourir à la méthode numérique itérative de Newton-Raphson pour rattraper les 
ontraintes � oubliées � à la pla
e de l'é
hantillonnagee�e
tué par Gao et al.. Elle ne permet pas de ré
upérer toutes les solutions maisa l'avantage d'être automatique et rapide. Les di�érents problèmes dûs à 
ette mé-thode sont traités et expliqués.Nous dis
utons bien sûr de la 
orre
tion et de la 
omplétude de 
haque élémentet de l'optimalité des heuristiques présentées.3.3.1 Choix d'une k-transmutation et résolution paramétriqueAvant de présenter l'algorithme de minimisation de la distan
e syntaxique lo
ale,nous devons poser quelques dé�nitions.
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adre de logique du premier ordre (ou logique des prédi
ats), le sys-tème à base de 
onnaissan
e que nous utilisons applique 
lassiquement la règle d'in-féren
e du modus ponens (
f. 
hapitre 2). Un moteur d'inféren
e teste la possibilitéd'appliquer une règle 
onstru
tive dans un base de faits. Si la règle est appli
able,elle est appliquée et ajoutée à la base de faits.Pour simpli�er, nous 
onsidérons un solveur 
onstru
tif qui produit à 
haqueétape de résolution un nouveau terme fon
tionnel
oi+1 = fα(o1, . . . , oi)où l'objet oi+1 est 
onstruit à partir des objets o1, . . . , oi dé�nis antérieurement.L'ensemble de 
es termes 
onstitue un plan de 
onstru
tion P :

P =











o1 = f1()

. . .

on = fn(o1, . . . , on−1)Pour éviter d'alourdir les notations par une permutation d'indi
es, on pose que l'ob-jet oi a été 
onstruit avant l'objet oj si i < j. De plus, on estime qu'un solveur
onstru
tif modi�e in
rémentalement un système de 
ontraintes géométriques entransformant 
haque in
onnue en paramètre à 
haque fois qu'une règle peut s'appli-quer, et don
 qu'un nouveau terme est ajouté au plan de 
onstru
tion. À l'étape i,un tel système noté Si = 〈Ci, χi, Ai〉 est :
Si = 〈











c1(o1, . . . , on)

. . .

cn(o1, . . . , on)

, {oi, . . . on}, {o1, . . . , oi−1}〉et est asso
ié au plan :
P =











o1 = f1()

. . .

oi−1 = fi−1(o1, . . . , oi−2)Dé�nition 3.3.1 Nous appelons voisinage Ni de Si le système de
ontraintes engendré par l'ensemble des 
ontraintes :
{c(x, a1, . . . , ap) ∈ Ci | x ∈ χi et (a1, . . . , ap) ∈ Ai}
'est-à-dire les 
ontraintes où une seule variable appartient en
ore à χi.Ce voisinage dé�nit en fait un ensemble d'in
onnues à la frontière de 
e qui adéjà été résolu. Il permet de réduire le nombre de 
andidats potentiels à la pro
haineétape d'appli
ation de règles.
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ontraintes engendré par l 
ontraintes :
Ni = 〈











c1(o1, . . . , oi)

. . .

cl(o1, . . . , oi)

, {oi, . . . on}, {o1, . . . , oi−1}〉

⊲ Exemple 3.3.1Dans l'exemple 3.2.2 de l'o
taèdre, à l'étape 2 (2ème image en partant de la gau
hedans la �gure 3.4 donnée à la �n de 
ette sous-se
tion), le système 
omprend lestrois points D, E, F et son voisinage se 
ompose don
 des 
ontraintes de distan
efaisant intervenir D, E ou F. Le voisinage N1 de 
e système est :
N1 = 〈







































distpp(C, D, k3)

distpp(A, E, k5)

distpp(A, D, k7)

distpp(B, E, k8)

distpp(F, B, k9)

distpp(F, C, k10)

, {A, B, C}, {D, E, F, k3, k5, k7, k8, k9, k10}〉

A 
e stade, les valeurs de D, E, F, k3, k5, k7, k8, k9, k10 sont 
onnues alors que lesvaleurs de A, B, C sont en
ore in
onnues. ⊳Dans 
e voisinage, la re
her
he d'in
onnues et de 
ontraintes pouvant être uni�éesaux prémisses d'une règle va permettre ou non son appli
ation. Pour 
ela, le solveurs'appuie sur 
e que nous appelons les motifs :Dé�nition 3.3.2 Un motif est un ensemble de m 
ontraintes sur desvariables non instan
iées
Mα = (c1(X1, . . . , Xp1

), . . . , cm(X1, . . . , Xpm
))X est une variable au sens ou elle représente l'ensemble de toutes lesinstan
es d'une sorte donnée. On dit que m est la taille du motif.Un motif Mα

j est 
onstitué des prémisses de la jème règle valide dans un univers Udonné.
⊲ Exemple 3.3.2Une règle permettant de 
onstruire un point en 3D à partir de trois 
ontraintes dedistan
es peut s'é
rire :

si











distpp(X1, X2, X3)

distpp(X1, X4, X5)

distpp(X1, X6, X7)

alors X1 = point3p3l(X2, X4, X6, X3, X5, X7)ave
 X1 in
onnue et X2, . . . , X7 
onnus.Le motif asso
ié est don
 :
Mα = (distpp(X1, X2, X3), distpp(X1, X4, X5), distpp(X1, X6, X7))



3.3. Mise en ×uvre 101
⊳Dans le 
adre de la reparamétrisation, les motifs qui ne sont pas 
omplètementinstan
iés nous intéressent tout parti
ulièrement. Nous dé�nissons don
 l'uni�
ationà partir de la notion de substitution de la manière suivante :Dé�nition 3.3.3 Une substitution σ pour un motif

Mα
j = (c1(X1, . . . , Xp1

), . . . , cm(X1, . . . , Xpm
))est une instan
iation des variables de Mα

j par des objets appartenant àun système S = 〈C, χ, A〉 telle que σ(c1), . . . , σ(cs) ∈ C.Si m = s, 
ette substitution est un uni�
ateur. Et si 
et uni�
ateur est minimal,alors la règle j est appli
able. Sinon, |m − s| est la distan
e syntaxique lo
ale entre
Ni et Mj . On é
rit dsl(Ni, Mj) = |m − s|.

⊲ Exemple 3.3.3Pour le motif et le voisinage 
hoisis dans les deux exemples pré
édents, une substi-tution est :






























X1 = C

X2 = D

X3 = k3

X6 = F

X7 = k10Dans 
e 
as, s = 2 et dsl(N1, Mj) = 1. ⊳Algorithme de 
hoix à la voléeL'algorithme du 
hoix de la k-transmutation à appliquer que nous avons déve-loppé repose sur la dé�nition de la k-quasi-dé
omposabilité. En e�et, on supposel'existen
e d'une k-transmutation entre deux systèmes S et S ′ 
e qui peut se tra-duire par une distan
e syntaxique entre 
es deux systèmes : k = |C ′| − |C ′ ∩ C|.L'algorithme de 
hoix à la volée se 
ontente d'essayer de minimiser la distan
esyntaxique globale entre S et S ′ en minimisant la distan
e syntaxique lo
ale à 
haquefois que le solveur asso
ié ne peut plus 
ontinuer à résoudre. Ainsi, si au
une règlene peut s'appliquer, le reparamétreur va 
hoisir un motif Mj minimisant la distan
esyntaxique lo
ale dans le voisinage Ni. A partir de 
e motif, le reparamétreur 
hoisitsuivant une heuristique les 
ontraintes à ajouter et/ou à supprimer.L'algorithme peut être dé
rit par :Tant que le solveur 
onstru
tif é
houe :{ 
al
uler Ni
al
uler dsl (Ni,Mj) pour 
haque motif Mj
hoisir le motif M minimisant dsl (Ni,Mj)appliquer l'heuristique sur M}
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as où :� s < m, i.e. il manque m − s de 
ontraintes pour pouvoir appliquer le motif
Mj ;� s > m, i.e. il y a un ex
ès de s − m 
ontraintes.Le 
hoix de Gao et al. d'e�e
tuer un algorithme de rétro-propagation des degrésde liberté 
onduit à se retrouver dans une phase où il y a presque toujours un ex-
ès de 
ontraintes. Lorsqu'un ex
ès est ren
ontré, des 
ontraintes sont supprimées.En revan
he, au
une mention n'est faite de la manière d'ajouter les 
ontraintes quirempla
ent 
elles supprimées.En e�et, suivant la manière d'inférer pour résoudre le problème, on tombe préféren-tiellement sur deux heuristiques di�érentes :� le 
haînage arrière où l'on ren
ontre des ex
ès de 
ontraintes,� le 
haînage avant où l'on ren
ontre un manque de 
ontraintes.HeuristiquesNous proposons pour 
ha
un de 
es deux 
as une heuristique pour ajouter ouenlever des 
ontraintes.Chaînage arrière L'heuristique par 
haînage arrière 
onduit à un ex
ès de 
on-traintes. Le 
hoix des 
ontraintes à supprimer revient à séle
tionner les 
ontraintespermettant l'uni�
ation d'une règle et à supprimer les 
ontraintes restantes.Dans le 
as, où il n'existe pas de règle appli
able, il faut ajouter une règle pourformer un repère.S'il existe un motif :{ Appliquer le motif et ajouter le termedans le plan de 
onstru
tionSupprimer les 
ontraintes en ex
èsDépla
er l'objet in
onnu vers les paramètres}sinon{ Ajouter des 
ontraintes pour former un repère} La formation d'un repère est aisée dans le 
as où il y a peu d'objets restant à
ontraindre. Pourtant, 
e n'est pas le 
as la plupart du temps. Il faut don
 fournirdes règles de formation de repères assez 
omplexes (
f. annexes).

⊲ Exemple 3.3.4Considérons l'exemple le plus simple pour illustrer 
es heuristiques : l'o
taèdre gé-nérique. L'appli
ation de l'heuristique suivante peut se faire en 
onsidérant l'appli-
ation de la règle de 
onstru
tion 
onsidérée dans les exemples pré
édents et d'unerègle de formation de repère :



3.3. Mise en ×uvre 103Si 3 points sont reliés par 3 
ontraintes de distan
e, alors on peut 
onstruire la�gure modulo les dépla
ements :
si











distpp(X1, X2, X3)

distpp(X2, X4, X5)

distpp(X1, X4, X6)

alors











X1 = mkPoint(0, 0)

X2 = mkPoint(X3, 0)

X4 = inter2spl(X1, X5, X2, X6, mkP lan(0, 0, 1, 0))ave
 X3, X5 et X6 
onnus et X1, X2 et X4 in
onnus.
A

B

C
D

E

F

A

B

C
D

E

F

B

C
D

E

F

B

C

E

F

C

E

FFig. 3.3 � Reparamétrisation de l'o
taèdre par 
haînage arrièreLa 
ontrainte distpp(A, B, k1) est supprimée lorsqu'on 
onsidère la règle de 
on-stru
tion ave
 A 
omme in
onnue X1. Le point A est alors 
onstruit à partir despoints E, C et D.La résolution se poursuit normalement ave
 la 
onstru
tion du point D à partirde E, C et F , et du point B à partir des points E, C et F .À la �n de la résolution, on tombe sur deux 
ontraintes de distan
es reliant 3points et il su�t d'ajouter la 
ontrainte distpp(C, E, k13) pour obtenir un repère 3Dpour les dépla
ements au sens dé
rit dans l'annexe B. ⊳Chaînage avant L'heuristique par 
haînage avant 
onduit à se retrouver ave
 unmanque de 
ontraintes. Elle s'applique bien sûr après l'ajout d'un repère si le systèmeest bien 
ontraint modulo les dépla
ements. Le 
hoix des 
ontraintes à ajouter se faiten 
omplétant le motif séle
tionné. Il 
omporte des variables non instan
iées et 
'estdon
 par la 
onstru
tion d'un uni�
ateur que la 
ontrainte à ajouter est formée.Les instan
iations doivent se faire dans l'ensemble des paramètres pour des
ontraintes n'existant pas en
ore. Nous avons 
hoisi d'ajouter des 
ontraintes de dis-tan
e 
ar elles sont de degré 2 et ne sont don
 pas o

lusives pour les 
ontraintes re-tenues dans notre univers eu
lidien 3D. En e�et, il su�t de 
onsidérer les 
ontraintesde distan
es au 
arré :
(xA − xB)2 + (yA − yB)2 + (zA − zB)2 = k2pour que l'on ait une solution pour toute valuation de k.Lorsqu'il ne reste plus d'in
onnues, les 
ontraintes n'ayant pas été utilisées sont
elles à rattraper.
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iation de MmAppliquer le motif et ajouter le terme dans le plan de 
onstru
tionDépla
er l'objet in
onnu vers les paramètresContrairement à l'heuristique par 
haînage arrière, on voit qu'il n'est pas né
es-saire de 
onsidérer des règles de formation de repère trop 
omplexes. De plus, on ne
hoisit pas de 
ontraintes à enlever, le solveur travaille sur un énon
é sur-
ontraint.
⊲ Exemple 3.3.5Ave
 les mêmes règles que dans l'exemple pré
édent, nous appliquons dans 
etexemple l'heuristique par 
haînage avant.

B

C
D

E

F

A

B

C
D

E

F

D

F

D

E

F

C
D

E

F

A

B

C
D

E

FFig. 3.4 � Reparamétrisation de l'o
taèdre par 
hainage avantLes deux premières images de la �gure 3.4 montrent la 
onstru
tion d'un repère3D au sens donné dans l'annexe B. La 
ontrainte distpp(C, E, k13) est ajoutée àl'étape 3 a�n de pouvoir 
onstruire le point C à partir des points D, E et F .Ensuite, le point B est 
lassiquement 
onstruit à partir de E, C, et F et le point
A à partir des points C, D et E.À la �n de la résolution, il reste une 
ontrainte non satisfaite : la 
ontrainte
distpp(A, B, k1). ⊳Dis
ussionsDans les deux heuristiques pré
édentes, le système S ′ obtenu est un systèmebien 
ontraint 
ar il est résolu de manière formelle au fur et à mesure de la k-transmutation.Bien sûr, les deux heuristiques ne donnent pas for
ément la même k-transmutationni même une transmutation minimale, même si 
'est le 
as dans l'exemple de l'o
-taèdre.Les avantages de 
es heuristiques sont :� la 
onstru
tibilité dans U est assurée ;� les k 
ontraintes sont trouvées à la volée.Il existe pourtant des in
onvénients parmi lesquels on peut 
iter :� 
omme toutes les heuristiques lo
ales, on n'est pas assuré de trouver le 
oûtminimal ;� lorsque k devient grand, la taille du voisinage peut augmenter rapidement etralentir la re
her
he de la ième 
ontrainte à 
hoisir surtout lorsqu'on 
onsidèreun grand nombre de règles ;
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ontrainte non o

lusive 
omme une 
ontrainte de distan
e peut
onduire à produire des bran
hes d'évaluation en plus pour des solutions n'exis-tant pas dans S.3.3.2 Rattrapage NumériqueLes méthodes numériques tentent d'appro
her par approximations su

essives lessolutions d'un système de 
ontraintes géométriques.L'appli
ation d'une te
hnique de for
e brute, 
omme l'é
hantillonnage utilisé parGao et al., permet de trouver toutes les solutions mais devient prohibitif pour k > 1.Nous proposons d'utiliser l'itération de Newton-Raphson (NR) présentée dans le
hapitre 2, qui a une 
onvergen
e quadratique quand elle 
onverge.Dans le 
adre de la reparamétrisation, le système à 
onsidérer S ′′ dépend d'unefon
tion paramétrée f(u1, . . . uk). Dans notre mise en ÷uvre, 
ette fon
tion paramé-trée est un plan de 
onstru
tion qu'il faut utiliser dans l'itération de NR. Ce
i posequelques problèmes que nous proposons de résoudre.De plus, l'évaluation des multi-fon
tions du plan de 
onstru
tion permet d'obte-nir plusieurs solutions. Le 
al
ul de toutes les solutions est relativement long et nousproposons d'avoir re
ours à la méthode du gel de bran
he [EV01℄ pour 
hoisir unesolution � pro
he � de l'esquisse.De plus, nous proposons de 
orriger les instabilités numériques dues à la repara-métrisation au niveau de :� l'initialisation ;� la dis
ontinuité de l'espa
e des solutions.Gestion du plan de 
onstru
tionLa méthode de Newton-Raphson 
lassique a

epte en entrée :� un système de 
ontraintes sans paramètres ;� et une valuation initiale des in
onnues.Dans notre 
adre, nous devons prendre en 
ompte les paramètres du plan de
onstru
tion dans la méthode et don
 plusieurs solutions, et 
al
uler une valuationinitiale pour S ′′ que nous avons appelé l'esquisse virtuelle.Paramètres Les in
onnues u1, . . . , uk sont les paramètres du plan de 
onstru
tion.À 
haque itération de Newton-Raphson, 
es paramètres sont modi�és et une nouvelleévaluation du plan de 
onstru
tion doit être e�e
tuée.Le plan de 
onstru
tion passé en paramètre à NR 
ontient des multi-fon
tions.On peut le représenter par un arbre où les n÷uds sont des multi-fon
tions. Chaquebran
he de 
et arbre est une possible solution au système S ′.On peut don
 lan
er la 
orre
tion numérique pour 
haque bran
he et ainsi obtenirdes solutions di�érentes pour S.



106 Chapitre 3. RésolutionCe nombre de bran
hes est majoré par le nombre de Bézout [Wik℄ qui donne lenombre maximal de solutions d'un système d'équations. Ce nombre 
onstitue uneborne maximum grossière qui 
orrespond à la multipli
ation des degrés des équa-tions mis en jeu dans le système de 
ontraintes. Comme nous le montrons sur lesexemples de la se
tion suivante, le nombre de bran
hes peut être grand et le tempsde résolution peut devenir prohibitif si l'on 
her
he toutes les solutions.Nous proposons de ne 
al
uler qu'une seule solution la plus pro
he possible del'esquisse.La te
hnique du gel de bran
he [EVSD02℄ est utilisée pour e�e
tuer le 
hoix de labran
he à évaluer. Le gel de bran
he 
onsiste à utiliser le système de 
ontraintes dedépart ave
 toutes les valuations des in
onnues et des paramètres lues sur l'esquisse.Mais, dans notre 
adre, 
e gel ne peut s'e�e
tuer dire
tement sur l'esquisse 
arelle ne 
onstitue pas une solution initiale du système S ′′ mais du système S.Esquisse virtuelle Dans la �gure 3.5, S0 est l'esquisse asso
iée à S, S ′

0 est l'es-quisse reparamétrée asso
iée à S ′, et S ′′

0 est l'esquisse virtuelle asso
iée à S ′′.
S → S ′ → S ′′

↓ ↓ ↓
S0 → S ′

0 → S ′′

0Fig. 3.5 � Esquisse, esquisse reparamétrée et esquisse virtuelle
S0 est ré
upérée à partir des valuations numériques de l'interfa
e graphique.

S ′

0 est 
al
ulée à partir de S0 en mesurant les valeurs des 
ontraintes ajoutées et ensupprimant 
elles des 
ontraintes supprimées. En�n, S ′′

0 
ontient toutes les valuationsnumériques issues de S0 et S ′

0.L'itération de Newton-Raphson adaptée à la reparamétrisation, notée NRk, a
-
epte don
 en entrée :� le système S ′′ = 〈CS′′, US′′, AS′′〉 =

〈











c1(o1(u1, . . . uk), . . . , on(u1, . . . uk))

. . .

ck(o1(u1, . . . uk), . . . , on(u1, . . . uk))

, {u1, . . . uk}, AS − A′

S〉ave
 o1, . . . , on les objets paramétrés résultats de f(u1, . . . uk) ;� le plan de 
onstru
tion f(u1, . . . , uk) permettant de produire
o1(u1, . . . uk), . . . , on(u1, . . . uk)� l'esquisse virtuelle S ′′

0 .En 
onsidérant un nombre d'itérations maximal I0, gel la fon
tion de gel debran
he, extra
t une fon
tion qui extrait les valeurs des in
onnues dans S ′′

0 , etja
obian qui 
al
ule le ja
obien du système de 
ontraintes, l'algorithme NRk s'é
rit :
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Fig. 3.7 � É
hantillonnage d'une bran
he de l'o
taèdre, ave
 x la valeur de la distan
e
CE et f(x) la variation de la 
ontrainte de distan
e AB

fb(u1, . . . , uk) = gel(S′′

0,f(u1, . . . , uk))
x1, . . . , xk = extra
t(u1, . . . , uk, S′′

0)
i = 1while (‖fb(x1, . . . , xk)‖ > ε && i ≤ I0){

J=ja
obian(CS′′)
(x1, . . . , xk) = (x1, . . . , xk) − J−1 × fb(x1, . . . , xk)
i = i + 1}Fig. 3.6 � Algorithme de 
orre
tion numérique par l'itération de Newton-RaphsonSi l'on désire 
al
uler l'ensemble des solutions, il su�t de par
ourir l'arbre desmulti-fon
tions du plan de 
onstru
tion à la pla
e du gel de bran
he.InitialisationLa �gure 3.7 est un é
hantillonnage d'une bran
he de la solution formelle trouvéepour l'o
taèdre générique ave
 l'heuristique par 
haînage avant. Le domaine de vali-dité de u pour que f(u) ait des solutions réelles, est, dans la pratique, très restreint.Lorsqu'il faut 
onsidérer le plan de 
onstru
tion f(u1, . . . , uk), les domaines des uisont d'autant plus di�
iles à 
hoisir.L'initialisation du solveur numérique est don
 une phase 
ritique.



108 Chapitre 3. RésolutionL'initialisation que nous avons mis en pla
e se base sur l'esquisse S0 et l'esquissereparamétrée S ′

0 pour 
onstruire l'esquisse virtuelle S ′′

0 . Ainsi, pour 
ertaines valeursdes paramètres de S, l'évaluation totale du plan de 
onstru
tion ave
 les valeurs del'esquisse virtuelle é
houe, i.e. au moins un objet oi ∈ (o1, . . . , on) n'est pas 
onstru
-tible ave
 
es valeurs de ui ∈ (u1, . . . , uk).Il faut don
 modi�er l'esquisse virtuelle S ′′

0 pour qu'elle soit valide pour la fon
-tion de 
onstru
tion de S ′′. Pour 
ela, nous proposons de 
al
uler un fa
teur d'é
hellepour que les valeurs des paramètres ajoutés soit ramenées dans un domaine où ilexiste des solutions pour le plan de 
onstru
tion.Ce fa
teur d'é
helle se traduit par un 
÷�
ient qui dépend du plan de 
onstru
-tion pour 
haque paramètre.Dans un plan de 
onstru
tion, on appelle paramètres an
êtres d'un objet o, l'en-semble des paramètres qui sont intervenus dans la 
onstru
tion de o, ou d'un objetdont dépend o.
⊲ Exemple 3.3.6Dans le plan de 
onstru
tion suivant :



















o2 = f1(o1,k1)

o3 = f2(o1, o2, k2, k3)

o4 = f3(o2,k4)

o5 = f4(o4,k5)Les paramètres an
êtres de o5 sont les paramètres k5, k4 et k1. ⊳Ainsi, nous 
al
ulons une moyenne des quotients entre valeurs sur l'esquisse vir-tuelle Ks et valeurs Kv des paramètres dans S ′′ pour 
ha
un des a paramètresan
êtres non ajoutés lors du rempla
ement de 
ontraintes. Cela donne un 
÷�
ientdu fa
teur d'é
helle pour un paramètre donné :
Cscale(ui) =

∑

Kv

Ks

aCe 
÷�
ient est bien sûr di�érent pour 
haque paramètre. Dans les expérien
esque nous avons menées, 
e fa
teur d'é
helle permet d'obtenir une esquisse virtuellepro
he d'une évaluation numérique valide pour le plan de 
onstru
tion.Stabilité : Ajustement du pas d'itérationSi l'initialisation a permis de se retrouver pro
he d'une solution, il se peut malgrétout que l'itération de Newton-Raphson ne la trouve pas.D'une part, lorsqu'il existe plusieurs solutions dans une bran
he (
f. �gure 3.8),l'utilisation de Newton-Raphson ne permet d'en trouver qu'une et 
e n'est pas for-
ément 
elle dont l'esquisse virtuelle est la plus pro
he.D'autre part, le fait que le domaine de dé�nition des in
onnues soit restreint peutamener qu'un xi 
al
ulé à l'itération pré
édente sorte du domaine de validité.



3.3. Mise en ×uvre 109Par exemple, sur la �gure 3.8, si lors de l'initialisation, la valeur du paramètrevaut plus de 0.6, la 
orre
tion va trouver la solution en 2.6, alors que si sa valeur esten deçà, la pente de la tangente va 
onduire à sortir rapidement du domaine et lasolution en 0.2 ne sera pas trouvée.

Fig. 3.8 � É
hantillonnage d'une bran
he de la solution à la pyramideUne stratégie adaptative de détermination du pas de l'itération a don
 été mise en÷uvre. Nous avons pro
édé en diminuant arbitrairement de 50% le pas de l'itérationlorsque Newton é
houe et en revenant à la dernière bonne valeur. Si au bout dedeux diminutions (1
4
de la 
orre
tion normalement appliquée), la solution n'a pasété trouvée, nous estimons qu'il n'en existe pas.Saut vers une bran
he similaireComme le montre l'é
hantillonnage d'une bran
he dans le problème de l'o
taèdre(
f. �gure 3.9), 
haque bran
he ne 
ontient pas for
ément une solution. En e�et,suivant les valeurs des paramètres, on peut tomber dans des 
as dégénérés (en généralsur-
ontraints), où l'ajout d'une 
ontrainte de degré supérieur à 
elle enlevée, aintroduit une solution de S ′ ne véri�ant pas S.Du 
oup, le gel de bran
he peut ne pas 
onduire for
ément à une solution numé-rique.On remarque que sur la plupart des é
hantillonnages réalisés (
f. �gures 3.7,3.8),des tangentes horizontales ou verti
ales apparaissent souvent en extrémité des do-maines de validité. Ces tangentes indiquent le passage par des points singuliers dontl'évaluation suit en général une bran
he pro
he.De plus, nous avons expérimentalement remarqué que souvent, deux bran
hespro
hes dans l'arbre de solutions semblaient former des mor
eaux de la même 
ourbe
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Fig. 3.9 � E
hantillonnage d'une bran
he sans solutionsalgébrique (
f. �gure 3.10).Dans le 
adre de la CAO, où une seule solution est désirée, 
onsidérer la bran
hela plus pro
he de l'esquisse peut ne pas 
onduire à une solution. S'il n'existe pasde solution sur 
ette bran
he parti
ulière, il faut en explorer une nouvelle et nousproposons de sauter de la bran
he 
onsidérée vers la bran
he la plus pro
he ausens du ve
teur de multi-fon
tion, pour 
al
uler une solution relativement pro
he del'esquisse.Ce saut de bran
he en bran
he est une forme de � ba
k-jumping � 
lassique issudes CSP [De
90℄. Nous l'appliquons sur l'arbre d'indi
e des multi-fon
tions à uti-liser, et la 
ondition de saut est l'impossibilité d'évaluer 
omplètement le plan de
onstru
tion à partir d'une bran
he donnée.
⊲ Exemple 3.3.7On 
onsidère dans 
et exemple des multifon
tions de degré 2 ave
 l'arbre des solu-tions de la �gure 3.11.Soit le ve
teur 0011 représentant une bran
he d'évaluation ave
 les 
hoix e�e
tuésà 
haque multifon
tion : 0 pour la première solution et 1 pour la se
onde.Si la quatrième multi-fon
tion é
houe, la bran
he 0010 ne sera jamais évaluée etle saut par bran
he similaire va permettre d'arriver à la bran
he 0001. ⊳Si les solutions numériques produites par l'évaluation du plan de 
onstru
tionsont bien des solutions alors notre méthode est 
orre
te. Bien sûr, elle n'est pas
omplète 
ar l'utilisation de Newton-Raphson nous fait perdre des solutions.
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Fig. 3.10 � É
hantillonnage de deux bran
hes pro
hes pour la pyramide
0

0

1

0 1

0

1Fig. 3.11 � Saut vers la bran
he similaire la plus pro
he.3.4 ExemplesNous avons réalisé un prototype nous permettant de valider notre mise en ÷uvrede la reparamétrisation. Les tests présentés i
i portent tous sur l'heuristique de
haînage avant ave
 gel de bran
he lorsque 
ela n'est pas pré
isé. Les exemples detests sont exprimés dans l'univers géométrique des polyèdres.Cet univers permet notamment de représenter la 
lasse des problèmes des molé-
ules (points et distan
es) très étudiée en 
himie et biologie molé
ulaire (
f. [BP07℄),et la 
lasse des problèmes de polyèdres qui présente en plus des 
ontraintes de 
o-planarité.L'univers géométrique des polyèdres est dé
rit dans l'annexe A.2. C'est une res-tri
tion de l'univers eu
lidien 3D aux objets points et plans. Cette rédu
tion d'uni-vers nous permet de dé�nir simplement les polyèdres par des points et des 
ontraintesde distan
e et d'in
iden
e point/plan.Le le
teur pourra trouvera dans l'annexe C les problèmes dé
rits en G
ml et les�gures obtenues dans Axel, un modeleur algébrique existant, développé par Julien



112 Chapitre 3. RésolutionWintz à l'INRIA de Ni
e Sophia-Antipolis, auquel nous avons ajouté une interfa
ede modélisation par 
ontraintes. Ce modeleur propose entre autres la visualisationd'objets 
omposés de points et de plans mais surtout de 
ourbes et de surfa
es dé-
rites par des équations algébriques. Nous avons ajouté la possibilité de visualiser etde poser des 
ontraintes de distan
e entre points et des 
oplanarités entre points.3.4.1 Polyèdres élémentaires k-quasi-dé
omposablesNous 
ommençons par 
onsidérer des exemples de polyèdres élémentaires né
es-sitant une transmutation pour être résolus :� la pyramide 
lassique,� le 
amembert générique,� la pyramide à base pentagonale,� la pyramide à base hexagonale,� l'antiprisme d'ordre 4,� l'étoile de mer.La pyramide 
lassique est 
omposée de 5 points dont 4 forment une base quadri-latérale.La pyramide à base pentagonale (�gure 3.12) est 
omposée de 6 points dont 5forment la base et la pyramide hexagonale de 7 points dont 6 forment la base.

Fig. 3.12 � Pyramide à base pentagonaleLe 
amembert générique est ainsi nommé 
ar 
'est un pentaèdre ave
 3 fa
esquadrilatérales qui ressemble à une part de 
amembert (
f. �gure 3.13). Si les troisquadrilatères sont des parallèlogrammes, alors le système de 
ontraintes est dégénéréet non rigide.
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Fig. 3.13 � Le 
amembertL'étoile de mer (�gure 3.14) est un polyèdre à 7 sommets et 10 fa
es triangulaires.Deux sommets sont de degré 5 et les autres sont de degré 4. Ces derniers ne sontpas for
ément 
oplanaires.

Fig. 3.14 � L'étoile de merL'antiprisme d'ordre 4 (�gure 3.15) est 
omposé de deux fa
es quadrilatérales etde 8 fa
es triangulaires de telle sorte que les sommets soient tous de valen
e 4.

Fig. 3.15 � L'antiprisme d'ordre 4Pour 
es polyèdres élémentaires, nous avons les nombres de Bézout suivant :



114 Chapitre 3. RésolutionPolyèdres élémentaires Nombre de BézoutPyramide 28 soit 256Camembert 29 soit 512Pyramide à base pentagonale 210 soit 1024Pyramide à base hexagonale 212 soit 4096Étoile de mer 214 soit 16 384Antiprisme d'ordre 4 216 soit 65 536Ave
 la te
hnique du gel de bran
he, nous obtenons une solution pour 
ha
un de
es polyèdres minimaux non triviaux :Polyèdres Objets Contraintes k Tps (ms) Nb. sol. Tps (min)Pyramide 5 9 1 41 16 0.0.134Camembert 6 12 2 46 16 0.0.142Pyramide/pentagonale 6 12 2 55 16 2.10.941Pyramide/hexagonale 7 15 3 108 48 0.3.099Étoile de mer 7 14 1 103 16 0.0.409Antiprisme d'ordre 4 9 20 2 216 71 5.44.830En appliquant une re
her
he exhaustive, on remarque que les k-transmutationsobtenues sont des transmutations minimales. Ainsi, la pyramide et l'étoile de mersont des problèmes quasi-dé
omposables pour notre méthode. Les problèmes de lapyramide à base pentagonale, de la part de 
amembert et de l'antiprisme d'ordre4 sont 2-quasi-dé
omposables et seule la pyramide à base hexagonale est 3-quasi-dé
omposable.Les temps de résolution pour obtenir une unique solution sont indiqués dansla 5ème 
olonne. Ils sont tous inférieurs à la se
onde 
e qui permet d'espérer unerésolution quasi-intera
tive dans un modeleur par 
ontraintes.Le nombre de solutions trouvées pour 
ha
un des éléments est très éloigné desnombres de Bézout qui indiquent le nombre de bran
hes à traiter pour l'évaluation.Les polyèdres présentés sont très symétriques et l'on pourrait s'attendre à 
e qu'ily ait un nombre pair de solutions. Ce n'est pas le 
as de l'antiprisme où l'évaluationd'une bran
he de l'arbre des solutions n'a pas permis à la méthode de Newton-Raphson de trouver une solution numérique.On peut noter que les temps pour plusieurs solutions sont relativement 
orre
tssauf pour la pyramide à base pentagonale et l'antiprisme. Dans 
es 
as là, en e�et,de nombreuses bran
hes possèdent des points de singularité qu'il faut explorer endiminuant le pas d'itération.Les dé
ompositions obtenues s'apparentent à un dé
oupage en tétraèdres. Ave
des stru
tures adéquates et en dé
oupant 
ombinatoirement un polyèdre en tétra-èdres, on peut penser obtenir une méthode e�
a
e pour 
es polyèdres. Mais, la� tétraèdrisation � n'est intéressante que pour des problèmes de petite taille.La �gure 3.16 représente une solution au problème de la pyramide à base penta-gonale a�
hée dans le prototype Axel.
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Fig. 3.16 � Pyramide à base pentagonale3.4.2 Polyèdres pseudo-platoni
iensLes polyèdres pseudo-platoni
iens sont les 5 polyèdres réguliers 
lassiques aux-quels on enlève la propriété de régularité :� le tétraèdre,� l'o
taèdre,� l'hexaèdre,� l'i
osaèdre,� le dodé
aèdre.Pour les polyèdres pseudo-platoni
iens, nous avons les nombres de Bézout sui-vant : Polyèdre Pseudo-Platoni
ien Nombre de BézoutTétraèdre 26 soit 64O
taèdre 212 soit 4096Hexaèdre 212 soit 4096I
osaèdre 230 soit 1 073 741 824Dodé
aèdre 230 soit 1 073 741 824Le tétraèdre ne né
essite au
une transmutation. C'est une exemple 3D minimalet trivial, 
e qui n'est pas le 
as des 4 autres qui né
essitent l'appli
ation de lareparamétrisation.



116 Chapitre 3. RésolutionPolyèdres Objets Contraintes k Temps (ms)O
taèdre 6 12 1 75Hexaèdre 8 12 3 div (1000)I
osaèdre 12 30 3 1136Dodé
aèdre 32 90 7 div (13000)L'o
taèdre est un 
as très simple ne né
essitant qu'une 1-transmutation. L'o
ta-èdre est intuitivement la réunion de deux pyramides à 
e
i près, que la base n'estpas for
ément plane.L'hexaèdre et l'i
osaèdre sont des problèmes 3-quasi-dé
omposables, alors que ledodé
aèdre est un problème 7-quasi-dé
omposable.Les temps de résolution de l'i
osaèdre est d'environ une se
onde, 
e qui restea

eptable. Par 
ontre, pour l'hexaèdre et le dodé
aèdre, la méthode de Newton-Raphson n'arrive pas à rattraper les 
ontraintes et nous indique au bout d'un tempsraisonnable qu'au
une solution n'a été trouvée. La raison pour laquelle l'algorithmede Newton-Raphson diverge (div) pour 
haque bran
he est que l'esquisse utilisée nerespe
te pas les 
ontraintes de 
oplanarité. En e�et, les valeurs 
al
ulées sur l'esquissepour les paramètres ajoutés sortent du domaine de validité lorsque les 
ontraintesd'in
iden
es ne sont pas respe
tées. L'algorithme présenté est don
 intimement dé-pendant de l'interfa
e.3.4.3 D'autres dodé
aèdresNous présentons dans 
ette se
tion deux exemples de polyèdres à douze fa
esmoins 
onnus que le dodé
aèdre 
ommun. Ce sont deux polyèdres de Catalan, duauxdes solides ar
himédiens dont les fa
es sont toutes identiques et les sommets tousréguliers (de même degré).Triaki-tétraèdreLe triaki-tétraèdre est 
omposé de 8 points et de 18 
ontraintes de distan
es (voirannexe C.3.1) et son nombre de Bézout est 218 =262 144. La �gure 3.17 montre letriaki sous forme d'un problème de molé
ule et la �gure 3.18 sous forme d'une pro-je
tion planaire é
latée au niveau d'un sommet. Sa représentation en 3D (
f. �gureC.7), permet de se rendre 
ompte de la relative simpli
ité de 
e dodé
aèdre.En e�et, la reparamétrisation du triaki-tétraèdre né
essite au minimum une 1-transmutation (p1-p5, p1-p6, ou p1-p7 dans la �gure �gure 3.18). Et une solutionnumérique est trouvée en 168 ms lors du gel de la bran
he topologiquement la pluspro
he de l'esquisse.En 
as de re
her
he de l'ensemble des solutions disponibles, le solveur propose128 solutions en 362 ms. Deux solutions sont présentées dans les �gures C.8 et C.9.Pseudo-Dodé
aèdre RhombiqueLe pseudo-dodé
aèdre rhombique est un plus gros dodé
aèdre que l'exemple pré-
édent (voir annexe C.3.2) puisqu'il est formé par 14 points, 12 plans, 24 
ontraintes
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Fig. 3.17 � Représentation sous forme de molé
ule du triaki-tetraèdre
p1

p2 p3

p4

p5

p6

p7

p8

p8

p8Fig. 3.18 � Le proje
tion planaire é
latée du triaki-tétraèdrede distan
es et 48 in
iden
es points/plans. Son nombre de Bézout est de 224 =16777 216.Il est 
omposé de 12 quadrilatères qui sont des losanges lorsque les 
ontraintesde distan
es sont positionnées pour former un vrai dodé
aèdre rhombique C.10.La reparamétrisation propose une 5-transmutation mais la 
orre
tion numériqueà partir d'une esquisse où les 
oplanarités ne sont pas respe
tées é
houe en 8s.



118 Con
lusion du 
hapitreCon
lusion du 
hapitreLa résolution formelle de systèmes de 
ontraintes géométriques 3D est un pro-blème di�
ile. D'une part, les méthodes à base de 
onnaissan
es géométriques sontdi�
ilement appli
ables du fait de l'explosion du nombre de 
as parti
uliers à 
onsi-dérer en 3D. D'autre part, la dé
omposition de systèmes de 
ontraintes, qui est lastratégie la plus e�
a
e en 2D, se heurte à des problèmes irrédu
tibles qui sont po-tentiellement grands. Nous avons proposé dans 
e 
hapitre une méthode hybride,nommée reparamétrisation, qui permet premièrement d'appliquer les méthodes for-melles à base de 
onnaissan
es géométriques à la 3D, et deuxièmement de dé
ompo-ser 
ertains gros systèmes irrédu
tibles 3D que nous avons nommés systèmes quasi-dé
omposables pour une méthode de dé
omposition donnée. Notre méthode permetde résoudre 
es systèmes et de proposer un sous-ensemble des solutions possibles.Même si les heuristiques que nous proposons permettent d'appliquer 
ette mé-thode à de gros problèmes de 
ontraintes, il reste que la 
orre
tion numérique pourles systèmes dont les esquisses virtuelles ne respe
tent pas les 
ontraintes d'in
iden
esé
houent. De plus, pour 
ette 
orre
tion numérique, nous avons utilisé l'algorithmede Newton-Raphson qui outre les problèmes d'initialisation et de stabilité que nousavons 
orrigés, nous fait perdre la 
omplétude. Parmi les améliorations que nous
omptons mettre en ÷uvre, l'utilisation de méthodes de 
orre
tion 
omplètes 
ommel'homotopie ou l'arithmétique des intervalles (nous pensons aux méthodes de suivide 
ourbe et aux méthodes de Newton-Raphson par intervalles) est une priorité. Ilen est de même des heuristiques de 
hoix des 
ontraintes à rempla
er qui pourraitse baser sur d'autres stratégies de re
her
he.Des exemples 3D de polyèdres ont été résolus e�
a
ement par notre méthode.Mais la validation de 
e type d'algorithme, ainsi que la dé
ouverte de nouveaux pointsd'a
hoppements dans la re
her
he de méthodes e�
a
es en 3D passe par la mise en
ommun des algorithmes proposés et surtout de l'univers dans lequel ils s'appliquent.Dans 
e but, la réalisation de nos prototypes a été e�e
tuée au sein d'une plateforme(présentée dans le 
hapitre suivant) 
apable de prendre en 
ompte l'intégration rapided'univers géométriques, et de nouvelles méthodes de résolution.



Chapitre 4Mise en ÷uvreLes prototypes dé
rits dans les se
tions pré
édentes prennent en paramètre un universgéométrique qui permet de spé
i�er la syntaxe et la sémantique utilisée par l'interfa
e et larésolution.Dans la pratique, 
e paramètre doit être dé
rit dans un format de �
hier adapté pourpouvoir fa
iliter la dé�nition et l'é
hange d'univers géométriques mais aussi de systèmesde 
ontraintes géométriques et de solutions. La re
her
he d'un tel format a 
onduit audéveloppement d'un langage basé sur XML : le Geometri
 Constraints Mark-up Languageou G
ml.Le développement de solveurs prenant en 
ompte 
e paramètre est fa
ilité par l'utilisa-tion d'une ar
hite
ture orientée objet. Celle-
i permet d'a

élérer leur intégration au seinde modeleurs par 
ontraintes 
omme 
elui dé
rit au 
hapitre 2.Pour permettre une utilisation plus e�
a
e et plus simple de 
ette plate-forme logi-
ielle, un outil est proposé permettant de générer automatiquement du 
ode optimisé pourla résolution et l'interfa
e à partir de la des
ription d'un univers géométrique.Sommaire4.1 Geometri
 Constraint Markup Language . . . . . . . . . 1204.1.1 Des
ription de la syntaxe . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1204.1.2 Des
ription de sémantiques . . . . . . . . . . . . . . . . . 1234.1.3 Vers un format d'é
hange . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1254.2 Ar
hite
ture pour la résolution de 
ontraintes . . . . . . 1274.2.1 Noyau . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1284.2.2 Sémantique d'univers eu
lidien . . . . . . . . . . . . . . . 1314.2.3 Solveurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1374.3 Méta-
ompilation d'un univers géométrique 3D . . . . . 1414.3.1 Génération de solveurs 
onstru
tifs . . . . . . . . . . . . . 1424.3.2 Génération de solveurs à base de graphes . . . . . . . . . 1454.3.3 Génération de solveurs à base d'équations . . . . . . . . . 146



120 Chapitre 4. Mise en ×uvreDans les 
hapitres pré
édents, le lien qui unit univers géométrique d'une partet interfa
e et résolution d'autre part a été mis en éviden
e. Si la formalisation desnotions d'univers, de système, et de solution a permis de montrer 
omment guiderl'intera
tion et les méthodes de résolution, il n'en reste pas moins que 
ette appro
hereste abstraite. Le but de 
e 
hapitre est de montrer 
omment 
e formalisme est pra-tiquement mis en ÷uvre.Dans la première se
tion, la stru
ture du langage G
ml est détaillée et l'a

entest mis sur la di�éren
iation des des
riptions de la syntaxe et de la sémantique desunivers géométriques. Une ar
hite
ture orientée objet où s'ins
rivent des solveursgéométriques, et équationnels est ensuite dé
rite. En�n, un outil pour la 
ompilationautomatique d'univers géométriques et de ses sémantiques vers di�érents domainesd'appli
ation est présenté.4.1 Geometri
 Constraint Markup LanguageLe G
ml [WSMF06℄ est un langage basé sur XML qui permet de dé
rire à lafois des univers et des systèmes de 
ontraintes géométriques dans le 
adre dé�ni au
hapitre 1. La des
ription de la syntaxe et de la sémantique d'univers géométriquesse passe au niveau méta : la syntaxe du G
ml est une méta-syntaxe. Cependant,pour éviter d'alourdir le dis
ours, nous parlerons simplement de s
héma du G
ml,et de la syntaxe des univers géométriques.Le s
héma du G
ml est dé�nie par un ensemble de mots-
lés (les balises) formantun 
adre dans lequel l'univers géométrique n'est pas �gé, 
elui-
i pouvant être mo-di�é et étendu par simple modi�
ation du �
hier G
ml. Les systèmes de 
ontraintesgéométriques sont dé
rits également en G
ml, en respe
tant la syntaxe de l'universgéométrique asso
ié.La distin
tion entre la syntaxe et les sémantiques d'univers géométriques permetde mettre en valeur les interprétations possibles d'un même univers et de 
ombinerainsi plusieurs des
riptions sémantiques 
omplémentaires. C'est aussi 
e qui permetde séparer résolution formelle et résolution numérique.4.1.1 Des
ription de la syntaxeDans 
ette se
tion, nous présentons, au travers d'un exemple, la partie du langageG
ml qui permet de dé�nir la syntaxe d'un univers géométrique et des systèmes de
ontraintes qui s'y rapportent.Univers géométriqueConformément à la dé�nition formelle présentée dans le 
hapitre 2, la syntaxede l'univers géométrique se dé
ompose en :� un ensemble de sortes ;� un ensemble de symboles fon
tionnels ;
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 Constraint Markup Language 121� un ensemble de symboles prédi
atifs ;� un ensemble d'axiomes.Les balises traduisant 
es notions sont respe
tivement :� sorts, qui 
ontient un ensemble de 
haînes de 
ara
tères dé�nissant les sortes ;� fsymbols, qui 
ontient un ensemble de symboles et leur arité et 
oarité ;� psymbols, qui 
ontient un ensemble de symboles et leur arité ;� axioms, qui 
ontient l'axiomatique de l'univers.La �gure 4.1 illustre 
ette partie du s
héma G
ml ave
 un exemple d'universgéométrique 3D simple, 
omposé de points, de longueurs et de 
ontraintes de distan
eentre points.Pour des raisons pratiques, le G
ml est prévu pour distinguer plusieurs typesd'axiomes :� les propriétés, pour dé
rire les relations propres à un symbole, 
omme parexemple la 
ommutativité ;� les axiomes 
onstru
tifs, qui dé
rivent par exemple les 
onstru
tions géomé-triques ;� les axiomes de repères, indiquant les éléments à �xer pour produire des solu-tions parti
ulières.Les balises traduisant 
es di�érentes parties de l'axiomatique sont :� properties ;� 
onstru
tion ;� lo
ation.Ces axiomes sont stru
turés par deux balises exprimant une 
ondition : if et thenpermettant de di�éren
ier les prémisses des 
on
lusions d'une règle.Pour plus de souplesse dans la dé�nition de problèmes de 
ontraintes géomé-triques, les parties syntaxiques et sémantiques d'un même univers sont référen
éespar un lien vers un �
hier externe. Par exemple, si l'univers pré
édent est 
ontenudans le �
hier appelé simple3d_syntax.g
ml, on peut alors y référer par :<g
ml><universe><syntax ref="simple3d_syntax.g
ml" /></universe></g
ml>Système de 
ontraintes géométriquesUn système de 
ontraintes est 
onstitué d'in
onnues, de paramètres et de 
ontraintes.Le langage G
ml regroupe don
 dans la partie délimitée par la balise g
s (geometri

onstraint system), la partie du s
héma suivant :� unknowns, l'ensemble des in
onnues typées par des sortes de l'univers géomé-trique 
onsidéré ;� parameters, l'ensemble des paramètres typés également ;� 
onstraints, l'ensemble des 
ontraintes portant sur les entités dé�nies par lesdeux balises pré
édentes.
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ml><universe><syntax><sorts>points
alar</sorts><fsymbols><!-- Coordonnées d'un point -->initPoint : s
alar s
alar s
alar -> point<!-- Interse
tion de deux sphères et du plan xOy -->interxOy : point s
alar point s
alar -> point<!-- Interse
tion de trois sphères -->mkPoint : point s
alar point s
alar point s
alar -> point</fsymbols><psymbols><!-- Distan
e entre deux points -->distpp : point point s
alar</psymbols><axioms><properties><!-- Propriété de 
ommutativité de la distan
e --><property> distpp(p1,p2,l)=distpp(p2,p1,l) </property></properties><lo
ation><!-- Formation d'un repère --><if>distpp(p1,p2,l1)distpp(p2,p3,l2)distpp(p3,p1,l3)</if><then>p1=initPoint(0,0,0)p2=initPoint(l1,0,0)p3=interxOy(p1,l1,p2,l2)</then></lo
ation><
onstru
tion><!-- Règle de 
onstru
tion --><if>distpp(p1,p2,l1)distpp(p1,p3,l2)distpp(p1,p4,l3)</if><then>p1=mkPoint(p2,l1,p3,l2,p4,l3)</then></
onstru
tion></axioms><syntax></universe></g
ml> Fig. 4.1 � Univers géométrique 3D simple



4.1. Geometri
 Constraint Markup Language 123<g
ml><universe><syntax ref="simple3d_syntax.g
ml" /></universe><g
s><syntax><parameters>s
alar l1 l2 l3 l4 l5 l6</parameters><unknowns>point p1 p2 p3 p4</unknowns><
onstraints>distpp(p1,p2,l1)distpp(p2,p3,l2)distpp(p3,p1,l3)distpp(p4,p1,l4)distpp(p4,p2,l5)distpp(p4,p3,l6)</
onstraints></syntax></g
s></g
ml> Fig. 4.2 � Des
ription d'un tétraèdreDans l'univers de la �gure 4.1, un tétraèdre dont les longueurs des six 
�tés sontimposées, peut être dé
rit syntaxiquement par le système de 
ontraintes de la �gure4.2.4.1.2 Des
ription de sémantiquesUnivers géométriquePlusieurs sémantiques di�érentes peuvent être asso
iées à une même syntaxe (
f.
hapitre 1). Il su�t de faire 
orrespondre aux sortes et symboles de la signature deséléments qui pourront être interprétés/
ompilés par la suite. Voi
i quelques séman-tiques possibles :� une sémantique 
ombinatoire, indiquant les degrés de liberté et les degrés derestri
tion ;� une sémantique 
artésienne, qui exprime les variables et les équations 
arté-siennes des sortes et des symboles ;� une sémantique graphique, qui dé�nit l'a�
hage des objets et des 
ontraintes ;� une sémantique textuelle, qui traduit textuellement un problème de 
ontraintesgéométriques exprimée en G
ml ;� une sémantique programmatoire ou opérationnelle, qui dé
rit une implantationdans un langage de programmation parti
ulier.
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s><semanti
 name="textuelle"><point>Soit un point %name.</point><s
alar>Soit un réel %name.</s
alar><distpp>La distan
e entre %arg1 et %arg2 est %arg3.</distpp></semanti
><semanti
 name="
artésienne"><point>réel �x,�y,�z</point><length>réel �l</length></semanti
><semanti
 name="C++"><use name="
artésienne"/><point>
lass Point{ private :float %x, %y, %z;publi
 :Point(float x,y,z) : %x(x), %y(y), %z(z)};</point><initPoint>Point initPoint(float x, float y, float z){ return Point(x,y,z)}</initPoint></semanti
><semanti
 name="graphique"><use name="C++"/><point>glVertex(%x, %y, %z)glPrint(%name, %x + 0.1, %y, %z)</point><length>glPrint("%name=%l", 0,0,0)</length><distpp>glBegin(GL_LINE)$point(%arg1)$point(%arg2)glEnd()glPush()glTranslate((%arg1.%x + %arg2.%x)/2,(%arg1.%y + %arg2.%y)/2,(%arg1.%z + %arg2.%z)/2)$length(%arg3)glPop()</distpp></semanti
></semanti
s> Fig. 4.3 � Exemple de sémantiques
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 Constraint Markup Language 125Ainsi, la balise semanti
s englobe des balises semanti
 dans lesquelles le nomde la sémantique asso
iée est dé�ni par un attribut. Les balises suivantes portent lenom des sortes et des symboles dé�nis dans la signature.En reprenant l'univers géométrique de la �gure 4.1, la �gure 4.3 donne quatresémantiques (textuelle, 
artésienne, C++ et graphique en pseudo-
ode OpenGL)dans le format G
ml.Des a

esseurs faisant parti du langage d'interprétation de la sémantique sontdé�nis. Pour les sortes, il s'agit de %name qui 
orrespond au nom du littéral. Pourles symboles, les noms des littéraux asso
iés aux arguments sont dé�nis par %arg1,%arg2, ..., %argi.L'utilisation de � devant une 
haîne de 
ara
tères permet de dé�nir un élémentinterprétable dans une autre sémantique. Et l'utilisation de $ devant une 
haîne quiest soit une sorte, soit un symbole fait référen
e à la sémantique asso
iée à l'élémentpassé en argument. Ainsi, 
ertaines sémantiques peuvent être dépendantes d'autressémantiques, 
e qui est spé
i�é par l'utilisation de la balise use.Système de 
ontraintes géométriquesLe pendant sémantique des systèmes de 
ontraintes équivaut à une valuationdes variables. Dans le format G
ml, deux types de valuations sont 
onsidérés selonqu'elles 
orrespondent aux informations tirées de l'esquisse (balise sket
h) ou à desvaleurs produites par un solveur (balise valuation).Dans l'exemple de la �gure 4.4, la partie sket
h 
ontient les valeurs réelles desdistan
es entre les points, 
al
ulées par le modeleur lors de la saisie de l'esquisse.Ces valeurs sont 
al
ulées grâ
e à une sémantique opérationnelle asso
iée à l'uni-vers géométrique.La partie valuation 
ontient un plan de 
onstru
tion qui 
ontient des distan
esdont les valeurs numériques ont été proposées par l'utilisateur.Pré
isons que les valeurs asso
iées aux variables sont 
onformes à la signatureannon
ée dans l'univers géométrique et que les termes peuvent être de profondeurquel
onque.4.1.3 Vers un format d'é
hangeLe s
héma du G
ml, que nous venons de dé
rire, peut être utilisée 
omme unformat d'é
hange. En e�et, la plupart des formats d'é
hanges existant en CAO[WSMF06℄ ne sont pas pensés pour manipuler des systèmes de 
ontraintes géomé-triques. Les normes issues du dessin te
hnique sont elles-mêmes insu�santes pourspé
i�er un problème de 
ontraintes 
ar elles n'englobent pas les 
ontraintes impli-
ites, les ambiguïtés dues aux représentations et à la dé�nition de 
ertains objets,
omme par exemple les angles (
f. 
hapitre 2 se
tion 1).De plus, les a
teurs de la 
ommunauté des 
ontraintes géométriques utilisentdes formalismes internes di�érents et il n'existe pas de base de données 
ommune
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><valuation>l1=3l2=4l3=5l4=1l5=2l6=1p1=initPoint(0,0,3)p2=initPoint(l1,0,3)p3=initPoint(l1,l2,3)p4=mkPoint(p1,l4,p2,l5,p3,l6)</valuation><sket
h>p1=initPoint(0,0,3)p2=initPoint(1.67,0,3)p3=initPoint(1,3,4)p4=initPoint(0,2,1)l1=2.5777l2=3.4564l3=4.2311l4=1.0121l5=0.1223l6=3.8778</sket
h></semanti
>Fig. 4.4 � Sémantique du SCG dé
rit à la �gure 4.2d'exemples permettant à tous de tester, valider et 
omparer les solveurs proposés.Ces tests, quand ils ont lieu, sont issus de 
onversions � manuelles � qui né
essitentun investissement 
onséquent.La prin
ipale qualité du format proposé, est de favoriser les é
hanges en permet-tant de dé�nir formellement le passage d'une signature à une autre en indiquant lemorphisme adapté.De plus, baser G
ml sur XML présente de nombreux avantages : la lisibilité,l'existen
e et la fa
ilité d'é
riture de parsers, la 
apa
ité d'y asso
ier des feuilles destyles pour le visualiser, ou des grammaires pour en 
ontr�ler la validité syntaxique,et
. [Win05℄Dans la se
tion suivante, nous dé
rivons l'ar
hite
ture pour la résolution de
ontraintes géométriques que nous avons mise au point ave
 le G
ml. L'automa-tisation du pro
essus de passage d'un univers à une appli
ation est présenté dans ladernière se
tion de 
e 
hapitre. L'implantation que nous avons retenue est en C++mais il est possible de s'a�ran
hir de 
e langage et d'en utiliser un autre en redé-�nissant la sémantique opérationnelle dans l'univers et le méta-
ompilateur. Ainsi,un utilisateur �nal peut se 
on
entrer sur la 
on
eption de son solveur à l'aide denos outils à la 
ondition qu'il utilise le C++, mais peut très bien 
hanger de langage
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ontraintes 127en redé�nissant simplement la sémantique dont il a besoin.4.2 Ar
hite
ture pour la résolution de 
ontraintesL'ar
hite
ture proposée i
i reprend et étend 
elle déjà mise en pla
e dans l'équipeIGG du LSIIT. Elle repose sur un ensemble de bibliothèques permettant de tirer plei-nement parti de la modularité de l'ar
hite
ture.Le s
héma de la �gure 4.5 en présente les di�érentes briques logi
ielles. Au 
entrese trouve le noyau, nommé G
Lib, 
onstitué d'interfa
es permettant de faire le lienentre les données issues du G
ml, via la G
mlLib, et les di�érentes sémantiques quenous avons développées sous forme de bibliothèques :� une sémantique géométrique 
ontenant un ensemble 
ourant d'objets géomé-triques en 2D et en 3D et les di�érentes opérations asso
iées, nommée Geom-Lib ;� une sémantique algébrique dé�nissant des systèmes d'équations, nommée Al-gebrai
Lib ;� une sémantique numérique 
ontenant des stru
tures pour le 
al
ul numérique,nommée Numeri
Lib ;� une sémantique 
ombinatoire, 
ontenant des stru
tures et des opérations surles graphes, nommée GraphLib ;� une sémantique 
onstru
tive, permettant la résolution par des systèmes ex-perts, nommée EsLib.
GcLib

AlgebraicLib NumericLib

GcmlLib

EsLib

GeomLib

GraphLibFig. 4.5 � S
héma de la plate-forme pour la résolution de 
ontraintesNous allons, dans 
ette se
tion, dé
rire le noyau et détailler les solveurs géomé-triques et équationnels développés à partir des sémantiques algébriques, numériques,
ombinatoires, et 
onstru
tives.Les intera
tions ave
 le G
ml sont dé
rites à la se
tion suivante et notamment,l'expression des mé
anismes né
essaires à la tradu
tion automatique de sémantiquesnormalisées vers une sémantique opérationnelle.
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ription de 
haque élément est faite en 2 niveaux : nous exposerons à
haque fois les prin
ipes mis en jeu d'un point de vue génie logi
iel puis nous dé
rirons
ertains détails d'implantation. Dans un sou
i de simpli�
ation de l'exposé, 
ertainsaspe
ts plus te
hniques 
on
ernant l'implantation sont dé
rits dans des paragraphesportant la mention � Détails te
hniques �, qui pourront être omis en première le
ture.4.2.1 NoyauLe noyau se présente sous la forme d'une bibliothèque 
omposée d'un ensemblede 
onteneurs pour les éléments syntaxiques et sémantiques.
Solveurs

Solution

Gcs
Sémantique

Signature

Termes

Propriétés

Syntaxe

Sigma−algèbreSigma−algèbreSigma−algèbreSigma−algèbreSigma−algèbreSigma−algèbre
Sigma−algèbres

Fig. 4.6 � S
héma du noyau pour la résolution de 
ontraintesLe s
héma de la �gure 4.6 permet d'y distinguer :� la syntaxe de l'univers géométrique ave
 sa signature, ses termes et son axio-matique ;� le système de 
ontraintes (G
s) dé�ni par rapport à l'univers géométrique ;� les solutions ;� une normalisation de l'interfa
e des solveurs ;� les sémantiques de l'univers géométrique (Σ-algèbres).Détails te
hniquesLe noyau est prin
ipalement 
omposé d'interfa
es développées en C++ pourpermettre de 
ombiner e�
a
ité et réutilisation.L'utilisation de motifs de 
on
eption (Design Pattern) permet de rendre le
ode plus lisible et surtout réutilisable même en 
as de modi�
ations internesdes stru
tures. De plus, toute 
lasse hérite d'une 
lasse mère uni�ant les en-trées/sorties du programme pour plus de simpli
ité dans la gestion de l'inter-fa
e.Le travail d'implantation représente au total environ 35 000 lignes de 
odeC++. �Syntaxe d'un univers géométrique, d'un système de 
ontraintes, et d'unesolutionSuivant la dé�nition 
lassique, la signature est 
omposée de trois ensembles :un ensemble de sortes S, et deux ensembles de symboles F et P ave
 les fon
tionsd'arité et de 
o-arité.
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ontraintes 129L'implantation d'une 
lasse de 
onstru
tion des termes permet la générationautomatisée de termes valides de profondeur quel
onque respe
tant une signaturedonnée.La signature peut bien sûr être enri
hie ou appauvrie dynamiquement. Dans 
edernier 
as, un pré-traitement des termes est appliqué pour supprimer les termesnon-valides.Détails te
hniquesLes sortes et les symboles sont simplement dé
rits par une 
haîne de 
ara
tères.On distingue plusieurs termes héritant d'une 
lasse Term 
ommune :� le terme vide qui véri�e le motif de 
réation singleton, qui restreint l'instan-
iation d'une 
lasse à un seul objet ;� les variables qui sont représentées par une 
haîne de 
ara
tères asso
iée àune sorte ;� et les termes 
omposés véri�ant le motif stru
turel 
omposite, dont le déno-minateur 
ommun est un symbole et un tableau de termes ;� et
.La 
onstru
tion d'un terme n'est possible qu'à travers l'utilisation d'un motiffabrique dont le r�le est de produire le terme 
los ou in
omplet de manière
orre
te par rapport à la signature, suivant les arguments passés en paramètre.
�L'univers géométrique est 
omposé d'une signature et d'un ensemble d'axiomeslimités à l'expression des propriétés internes des symboles. Les propriétés que nousavons retenues sont des instan
es identi�ées de propriétés 
omme par exemple la
ommutativité.Détails te
hniquesUne propriété est implantée par le motif monteur qui permet de 
onstruiredes objets 
omplexes 
ommuns suivant des stru
turations di�érentes. Ainsi, lapropriété de 
ommutativité 
onsiste en un monteur abstrait qui 
ontient leséléments fon
tionnels pour fabriquer des termes 
ommutativement équivalents.Pour 
haque type de 
ommutativité, un monteur 
on
ret 
onstruit expli
ite-ment les termes suivant une stru
turation qui lui est propre. Ainsi, pour 
haquepropriété dé
rite dans l'univers géométrique, il est possible de 
onstruire au-tomatiquement un monteur 
on
ret basé sur la syntaxe des termes. �Un système de 
ontraintes (G
s pour geometri
 
onstraint system) est une 
onjon
-tion �nie de termes prédi
atifs 
onstruits sur des variables réparties en deux en-sembles : les paramètres et les in
onnues.RemarqueCes variables sont vues 
ommes des 
onstantes dans l'univers géomé-trique logique 
onsidéré. Les � vraies � variables apparaissent dans lesrègles.Ainsi, 
haque des
ription de système de 
ontraintes peut se baser sur la syntaxed'un univers géométrique dé�ni lui aussi dynamiquement.Les opérations 
lassiques sur les systèmes de 
ontraintes sont dé�nies :



130 Chapitre 4. Mise en ×uvre� l'union ;� la di�éren
e ;� la restri
tion par rapport à un ensemble de variables.On peut noter bien sûr qu'un G
s ne peut être dé�ni qu'à partir d'un univers géo-métrique ou à la rigueur d'une signature.Comme nous l'avons fait remarquer dans la des
ription de la sémantique d'unsystème de 
ontraintes géométriques, une solution peut être représentée par un plande 
onstru
tion où valeurs numériques et paramètres se 
�toient. D'un point de vueimplantation, nous avons pris le parti de di�éren
ier les valuations formelles desvaluations numériques.Ainsi, un plan de 
onstru
tion est naturellement 
omposé d'une liste de termes
los par rapport à la syntaxe de l'univers géométrique 
onsidéré. Évidemment, 
estermes 
los ne peuvent être que des termes fon
tionnels.Détails te
hniquesÀ 
ause de la gestion de termes de profondeur non �xée, une opération defa
torisation est utilisée pour pouvoir 
omparer deux plans de 
onstru
tionsen ne 
omparant que deux termes. Cette fa
torisation 
onsiste à é
rire un plande 
onstru
tion sous forme d'un terme de profondeur égale à la taille du plande 
onstru
tion.Par exemple, 









o1 = f1()

o2 = f2(o1)

o3 = f3(o1, o2)

donne le terme fa
torisé : o3 = f3(o1 =

f1(), o2 = f2(f1())).La fon
tion de re
her
he dans un plan potentiellement fa
torisé, du termedé�nissant une variable donnée, est disponible au sein de 
ette stru
ture. �Gestion des sémantiquesLe � 
réateur d'univers géométrique � dé
rit dans le �
hier G
ml la sémantiquequ'il désire en utilisant les mé
anismes mis en pla
e. Ainsi, la réalisation de nouvellessémantiques des sortes et des symboles mais aussi des termes est laissée au soindu développeur utilisant le noyau. Seuls des 
onteneurs permettant de gérer lesdi�érentes Σ-algèbres sont disponibles.Détails te
hniquesAinsi, nous avons 
hoisi de proposer des interfa
es dont les 
lasses implantant lasémantique devront hériter pour pouvoir béné�
ier de la gestion d'une partiede la sémantique au niveau du noyau. Ces sémantiques sont alors sto
kéessous forme de tables de ha
hage et regroupées dans un 
onteneur nomméSigmaAlgebra pour une signature donnée. Une 
haîne de 
ara
tères permetde les distinguer.Une interfa
e nommée Values permet d'uniformiser la représentation des so-lutions dont la sémantique n'est pas un plan de 
onstru
tion au travers d'unetable de ha
hage nommée AssignationMap asso
iant variables et Values.
�
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ontraintes 131SolveursL'interfa
e des solveurs est normalisée : un solveur est perçu 
omme un 
onteneurqui autorise l'a

ès à une solution et le par
ours de ses solutions.Cette interfa
e permet de 
ombiner les solveurs de manière uniformisée au seind'une appro
he par dé
omposition en favorisant le par
ours de l'ensemble des solu-tions lo
ales pour explorer toutes les solutions.Détails te
hniquesL'implantation suit le motif de 
on
eption 
lassique d'itérateur. Ce motif 
om-portemental permet d'uniformiser l'a

ès et le par
ours des solutions :template <
lass TYPE>
lass Iterator{publi
 :Iterator() {}virtual ~Iterator() {}virtual void begin()=0;virtual bool end()=0;virtual void next()=0;virtual TYPE 
urrentItem()=0;};On peut noter qu'il est souvent préférable d'un point de vue e�
a
ité de rendre
et itérateur dynamique, 
'est-à-dire de ne générer une solution qu'au momentoù elle est demandée.
�Pour 
oller à notre appro
he di�éren
iant résolution symbolique et résolutionnumérique, nous distinguons deux types de solveurs : les solveurs numériques, quenous appelons assignateurs, et les solveurs symboliques.Détails te
hniquesL'assignateur est alors un itérateur d'AssignationMap qui fon
tionne dans ununivers pré
is : une syntaxe d'univers géométrique et une Σ-algèbre, et unsolveur symbolique est par héritage un itérateur d'assignateur. �4.2.2 Sémantique d'univers eu
lidienLa Geomlib est une sémantique opérationnelle pour l'univers eu
lidien (
f. 
ha-pitre 1) 
ontenant la sémantique équationnelle et la sémantique 
ombinatoire. Nousdé
rivons i
i 
ette sémantique asso
iée aux sortes de l'univers eu
lidien 3D : point,

droite, cercle, sphere et plan. Les fon
tions dé
rites 
orrespondent généralement àdes 
onstru
tions à la règle et au 
ompas. Seule une partie de 
ette sémantique estdé
rite.La sémantique 
ombinatoire asso
iée à une sorte ou à un symbole n'est pasfor
ément égale aux nombres de variables ou d'équations dans la sémantique équa-tionnelle retenue. E�e
tivement, nous avons 
hoisi, pour des raisons de fa
ilité etd'intuition géométrique, de représenter les objets par des 
oordonnées et un en-semble de 
ontraintes permettant de rendre 
anonique la représentation 
hoisie.
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point : Un point est représenté 
lassiquement par ses trois 
oordonnées 
arté-siennes :

P = (xp, yp, zp)Un point en 3D a 3 degrés de liberté 
onformément à ses 
oordonnées 
artésiennes.
plan : Nous avons 
hoisi de représenter un plan par son ve
teur normal −→n =

(a, b, c) et sa distan
e d signée à l'origine. Ave
 
ette représentation, il existe plu-sieurs valeurs a, b et c déterminant le même plan. Le ve
teur normal doit don
 êtrenormalisé pour avoir une représentation unique. Ainsi, les 
oordonnées du plan sont :
Π = (a, b, c, d)et l'ensemble des points (x, y, z) dé
rivant le plan Π véri�ent l'équation

ax + by + cz + d = 0La normalisation est e�e
tuée en 
onsidérant la 
ontrainte suivante :
|a| + |b| + |c| = 1Ce n'est pas la normalisation 
lassique qui fait intervenir des puissan
es 
ar-rées. Nous avons préféré 
ette forme pour simpli�er les 
al
uls pour la 
orre
tionnumérique dans la reparamétrisation.Un plan en 3D a 3 degrés de liberté, représentés par 3 réels : d et deux anglessur la sphère unitaire pour représenter le ve
teur normal −→n . Nous avons préféré unereprésentation ave
 4 nombres réels, plus pratique pour les 
al
uls mais qui introduitune équation en plus.

droite : Une droite en 3D est représentée par un point A(xA, yA, zA) et unve
teur dire
tion −→v (α, β, γ). Comme pour le plan, il existe une in�nité de représen-tations possibles pour une même droite. Nous ajoutons don
 les 
ontraintes supplé-mentaires suivantes :� le point doit être à une distan
e minimale de l'origine, i.e. le produit s
alairede −→
OA par −→v doit être égal à zéro ;� le ve
teur est normalisé.Ainsi, une droite est représentée par :

∆ = (α, β, γ, xA, yA, zA)Le système d'équations s'é
rit naturellement :
{

β(x − xA) = α(y − yA)

γ(x − xA) = α(z − zA)
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hite
ture pour la résolution de 
ontraintes 133Les équations de normalisation supplémentaires à 
onsidérer sont :
{

αxA + βyA + γzA = 0

|α| + |β| + |γ| = 1Nous n'avons pas 
hoisi la représentation 
anonique d'une droite par deux équationsde plans. En e�et, 
ette représentation 
omportant 8 variables n'est pas très pratiqueà utiliser si on 
onsidère l'a�
hage d'une droite.Une droite en 3D a 4 degrés de liberté. Ces degrés 
orrespondent à une repré-sentation à 4 réels : la distan
e à l'origine, deux angles sur la sphère unitaire et unangle sur le plan tangent à 
ette sphère.
cercle : Un 
er
le en 3D est représenté par un point A(xA, yA, zA), un rayon r,et un plan Π. Ainsi, le 
er
le a pour 
oordonnées :

C = (xA, yA, zA, r, a, b, c, d)Le système d'équations asso
ié est :
{

(x − xA)2 + (y − yA)2 + (z − zA)2 = r2

ax + by + cz + d = 0Ave
 l'équation supplémentaire :
|a| + |b| + |c| = 1Un 
er
le dispose de 4 degrés de liberté qui sont les 3 degrés du plan Π plus le rayon r.

sphere : Une sphère en 3D est 
lassiquement représentée par : un rayon r etun point A(xA, yA, zA).Les 
oordonnées sont :
Σ = (xA, yA, zA, r)L'équation asso
iée est :

(x − xA)2 + (y − yA)2 + (z − zA)2 = r2Une sphère dispose de 4 degrés de liberté qui représentent exa
tement sa représen-tation analytique.Symboles fon
tionnelsLes symboles fon
tionnels de l'univers 3D dé
rits dans la G
mlLib sont des
onstru
tions géométriques 
lassiques.Asso
ier une sémantique 
ombinatoire à 
es symboles n'a au
une utilité pourl'appli
ation de méthodes à base de graphes. Ainsi, nous détaillons i
i la sémantiqueéquationnelle de quelques symboles, en montrant les 
al
uls numériques e�e
tués,et les équations à résoudre. Certains 
al
uls peuvent être dé
rits par une suite de
onstru
tions, 
omme par exemple le symbole inter3s qui dénote l'interse
tion detrois sphères.
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inter2pl : L'interse
tion de deux plans non parallèles donne une droite qu'il estfa
ile de représenter par les équations 
anoniques. Notre 
hoix de représentation parun point et un ve
teur de dire
tion, même si elle est pratique pour l'a�
hage d'unedroite, né
essite le 
al
ul expli
ite de 
ette interse
tion.Soit −→n1 et −→n2 les ve
teurs normaux de π1 et π2, les plans 
onsidérés.Le produit s
alaire de deux ve
teurs est noté � . � et le produit ve
toriel � ∧ �.Alors, la droite d'interse
tion est dé�nie par :

δ =

{

A = −d1×t2+d2×t3
t1×t2−t2

3

×−→n1 + −d2×t1+d1×t3
t1×t2−t2

3

×−→n2

−→v = −→n1 ∧−→n2ave
 t1 = −→n1.
−→n1, t2 = −→n2.

−→n2 et t3 = −→n1.
−→n2.

interds : L'interse
tion d'une droite δ = (A,−→v ) et d'une sphère σ = (B, r) peutdonner au maximum deux points. Dans 
e 
as là, il su�t de résoudre une équationde degré 2 : ax2 + bx + c = 0. Dans 
ette équation, nous avons :










a = −→v .−→v
b = −→v .

−→
OA −−→v .

−−→
OB

c =
−→
OA.

−→
OA +

−−→
OB.

−−→
OBLes solutions de 
ette équation sont la distan
e entre A et les points d'interse
tion.Si le dis
riminant est négatif, il n'y a pas de solution ; si le dis
riminant est nul, iln'y a qu'une seule solution et s'il est positif, il y a 2 solutions.

planrad : Lorsque deux sphères de 
entres et de rayons respe
tifs A et B et r1et r2 se 
oupent, le plan radi
al 
ontient le 
er
le de l'interse
tion. Ce plan se 
al
uleaisément par :
Πrad =



















a = −2(xA − xB)

b = −2(yA − yB)

c = −2(zA − zB)

d = (x2
A + y2

A + z2
A − r2

1) − (x2
B + y2

B + z2
B − r2

2)

inter3s : L'interse
tion de trois sphères s1, s2 et s3 est fa
ilement 
al
ulable enappliquant la 
onstru
tion suivante :� 
al
uler le plan radi
al π1 des sphères s1 et s2 ;� 
al
uler le plan radi
al π2 des sphères s1 et s3 ;� 
al
uler la droite δ interse
tion de π1 et π2 ;� 
al
uler les points d'interse
tion entre δ et s1.Symboles prédi
atifsLes symboles prédi
atifs de l'univers eu
lidien 3D s'expriment sous forme d'équa-tions faisant intervenir des opérateurs trigonométriques pour les 
ontraintes d'angle
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ontraintes 135et de degré deux pour les distan
es.Bien sûr, nous ne présentons pas les 
ontraintes d'in
iden
e puisqu'elles ne sontque l'appli
ation des systèmes d'équations dé�nissant un objet, présentés plus haut,
ombinées à 
ertaines 
ontraintes d'angle et/ou de distan
e. Par exemple, un point
(x, y, z) appartenant à un plan π doit véri�er l'équation du plan présentée 
i-dessus.Une droite A,−→v appartenant à un plan π doit véri�er une 
ontrainte de parallélismeet l'appartenan
e de A à π.Contraintes d'angles Trois types de 
ontraintes d'angle sont 
onsidérés : entreplans, entre droites, et entre plan et droite. Ces 
ontraintes ne font pas intervenirle pla
ement relatif des objets les uns par rapport aux autres, mais seulement lepositionnement selon un axe. Le degré de restri
tion de 
es 
ontraintes est don
 égalà 1.

angle2pl : Soient (−→n1, d1) et (−→n2, d2), deux plans et α un angle. L'équation re-présentant la spé
i�
ation d'un angle entre deux plans est :
|−→n1|.|−→n2| − cos(α) = 0

angle2d : Soient deux droites (A1,
−→v1) et (A2,

−→v2) et l'angle α. La 
ontrainted'angle entre deux droites s'exprime dans l'univers analytique par :
|−→v1 |.|−→v2 | − cos(α) = 0

angledpl : Soit le plan (−→n , d), et la droite (A,−→v ) 
ontraints par l'angle α.L'équation asso
iée est :
|−→n |.|−→v | − sin(α) = 0Perpendi
ularité et parallélisme Les 
ontraintes de perpendi
ularité et de pa-rallélisme sont des 
as parti
uliers des 
ontraintes d'angles 
i-dessus, à la di�éren
eque les degrés de restri
tion engendrés sont di�érents.Nous ne 
onsidérons que les droites 3D 
oplanaires et perpendi
ulaires ou paral-lèles. Cette 
ontrainte supplémentaire implique de 
onsidérer un degré de restri
tionégal à 1 en plus des équations présentes.

perp2d : Deux droites (A1,
−→v1) et (A2,

−→v2) sont perpendi
ulaires si et seulementsi :
|−→v1 |.|−→v2 | = 0Le degré de restri
tion total de 
ette 
ontrainte est 2.

parall2d : Les deux droites pré
édentes sont parallèles si et seulement si :
|−→v1 |.|−→v2 | − 1 = 0Le degré de restri
tion pour 
ette 
ontrainte vaut aussi 2.
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parall2pl - perp2pl : Les 
ontraintes de perpendi
ularité et de parallélisme entreplans sont représentées identiquement aux droites dans l'univers analytique lorsquel'on 
onsidère les ve
teurs normaux. Mais, le degré de restri
tion est égal à 1 pourla 
ontrainte de perpendi
ularité et 2 pour le parallélisme.
perpdpl : Soit le plan (−→n , d), et la droite (A,−→v ). L'équation asso
iée à la per-pendi
ularité est :

|−→n |.|−→v | − 1 = 0

paralldpl : Pour le parallélisme, l'équation est :
|−→n |.|−→v | = 0Le degré de restri
tion de 
es deux 
ontraintes est égal à 2.Contraintes de distan
e Les 
ontraintes de distan
es ont pour degré de restri
-tion le nombre 1, sauf distdpl dont le degré vaut 2 et dist2pl et distdd dont les degréssont égal à 3.

distppp : La distan
e D entre deux points A(xA, yA, zA) et B(xB, yB, zB) esttraduite par l'équation :
(xA − xB)2 + (yA − yB)2 + (zA − zB)2 − D2 = 0

distppl : La distan
e D entre un pointA(xA, yA, zA) et un plan P (−→n (xn, yn, zn), d)est asso
iée à l'équation :
xA

xn

‖−→n ‖ + yA

yn

‖−→n ‖ + zA

zn

‖−→n ‖ + d − D = 0

distpd : La distan
e D entre un point A(xA, yA, zA) et une droite (B(xB , yB, zB),
−→v (xv, yv, zv)) a pour équation :
(xB − xA)2 + (yB − yA)2 + (zB − zA)2 − (xA

xv

‖−→v ‖ + yA

yv

‖−→v ‖ + zA

zv

‖−→v ‖)2 − D2 = 0

distps : L'équation représentant la distan
e entre un point A(xA, yA, zA) et unesphère (B(xB, yB, zB), r) est :
(xA − xB)2 + (yA − yB)2 + (zA − zB)2 − r2 − D2 = 0

dist2pl : La 
ontrainte de distan
e entre deux plans π1(
−→n1, d1) et π2(

−→n2, d2) siles deux plans sont parallèles est :
(d1 − d2)

2 − D2 = 0Le degré de restri
tion de 
ette 
ontrainte est 3 
ar le parallélisme de deux plansimplique une restri
tion supplémentaire de degré 2.
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distdpl : Soit un plan π = (−→n = (xn, yn, zn), d) et une droite δ(A, v). L'équationtraduisant la distan
e entre π et δ lorsqu'ils sont parallèles est :

xA

xn

‖−→n ‖ + yA

yn

‖−→n ‖ + zA

zn

‖−→n ‖ + d − D = 0

distpls : La distan
e entre un plan P (−→n , d) et une sphère (A, r) est expriméepar :
xA

xn

‖−→n ‖ + yA

yn

‖−→n ‖ + zA

zn

‖−→n ‖ + d − D − r = 0

distdd : La distan
e entre deux droites parallèles l1(A,−→v1) et l2(B,−→v2 = (xv, xy, xz))est exprimée par :
(xB − xA)2 + (yB − yA)2 + (zB − zA)2 − (xA

xv

‖−→v2‖
xv + yA

yn

‖−→v2‖
+ zA

zn

‖−→v2‖
)2 −D2 = 0Le degré de restri
tion vaut 3, 
ar le parallélisme de deux droites restreint 2 degrés.

distds : Entre une droite l(A,−→v ) et une sphère s(B, r) la distan
e est traduitepar :
(xA − xB)2 + (yA − yB)2 + (zA − zB)2 − D2 − r2 = 0

distss : La distan
e entre deux sphères s1(A, r1) et s2(B, r2) 
orrepond à ladistan
e entre A et B moins la somme des deux rayons :
(xA − xB)2 + (yA − yB)2 + (zA − zB)2 − (D2 + r1 + r2)

2 = 0Contraintes de tangen
e Les 
ontraintes de tangen
e sont des 
as parti-
uliers de distan
es nulles. Leur degré de restri
tion est égal à 1. On les retrouvenotamment pour les symboles prédi
atifs suivants :� tangpls en fon
tion de distpls ;� tangds en fon
tion de distds ;� tangss en fon
tion de distss.4.2.3 SolveursNous présentons i
i la mise en ÷uvre de deux 
atégories de solveurs : les sol-veurs géométriques et les solveurs équationnels. Des bibliothèques adaptées à 
etype de solveurs nous permettent de proposer deux solveurs géométriques à basede systèmes expert, deux versions d'un solveur numérique utilisant l'itération deNewton-Raphson.
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GcLib

EsLib

GeomLib

GraphLib

Solveurs

GéométriquesFig. 4.7 � Solveurs géométriquesLes solveurs géométriques développés ont pour fondement la librairie Eslib quipropose des briques permettant de 
omposer des solveurs à base de 
onnaissan
es.Ces briques se traduisent par des 
omposants de systèmes experts.Les di�érentes manières de stru
turer un système expert sont bien 
onnues etnous avons 
hoisi de le dé
omposer en trois parties :� la base de règles ;� la base de faits ;� le moteur d'inféren
e.Les règles D'un point de vue pratique, la base de règles est une liste de règles
omposées de :� un ensemble de termes qui sont les prémisses de la règle (si) ;� un ensemble de termes qui sont les 
on
lusions (alors) ;� un ensemble de variables paramètres ;� un ensemble de variables in
onnues.Ces deux derniers éléments sont utilisés pour véri�er les 
onditions d'appli
ationd'une règle après �ltrage et uni�
ation. Nous verrons dans la se
tion suivante, la ma-nière de les déduire automatiquement des prémisses et des 
on
lusions pour 
haquerègle.Base de faits La base de faits 
ontient un ensemble de termes prédi
atifs. Lorsquele moteur d'inféren
e re
her
he un motif à appliquer, il applique un �ltrage sur lesfaits de la base. Lors de 
e �ltrage, les propriétés des termes, 
omme par exemplela 
ommutativité, sont exploitées pour générer l'ensemble des termes 
orrespondantau motif re
her
hé.Le moteur d'inféren
e Le moteur d'inféren
e pro
ède en deux étapes :� la re
her
he de faits pouvant satisfaire l'uni�
ation ;� et la véri�
ation des 
onditions d'appli
ation de la règle.La dernière étape est elle-même dé
omposée en 4 sous-étapes :� les variables instan
iées doivent être di�érentes ;� les variables indé�nies dans la prémisse de la règle doivent être indé�nies dansle G
s ;
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ontraintes 139� les variables utilisées dans 
haque terme de la 
on
lusion doivent avoir étédé�nies préalablement ;� la règle n'a jamais été appliquée ave
 les mêmes faits.Nous avons vu dans la des
ription du G
ml, que 
ertaines règles sont appli
ablespour la re
her
he d'un repère. Dans 
e 
as, il faut prévoir deux modes de fon
tionne-ment du moteur d'inféren
e : l'un permettant de s'arrêter lorsqu'un motif est trouvé,et l'autre lorsque le fait demandé a pu être déduit des faits initiaux. Un repère estdé
rit par un motif à re
her
her dans un G
s. On peut ainsi trouver plusieurs re-pères en étudiant une base de 
onnaissan
es. L'ordre des règles sert d'heuristiquepour orienter le 
hoix d'un repère.Inféren
e par 
haînage avant Un solveur 
onstru
tif utilisant le 
haînage avantapplique une re
her
he des règles appliquables sur la base de faits jusqu'à 
e qu'iln'y ait plus d'in
onnues dont la valeur soit 
al
ulable.L'algorithme retenu est 
elui du par
ours en largeur.Contr�le de la rétro-propagation des degrés Comme nous l'avons vu au 
ha-pitre 2, la rétro-propagation des degrés de liberté 
onsiste à partir d'un sommetd'un graphe véri�ant la formule ∑

ddl =
∑

ddr, puis à itérer sur le graphe privédes éléments ainsi déterminés. À la �n de 
ette rétro-propagation, nous tombonsdans le 
as d'un SCG bien 
ontraint modulo les dépla
ements, sur un ensemble den÷uds ra
ines 
ensés 
onstituer plus ou moins un repère. Dans 
e 
adre, on appelleplut�t 
ela une an
re, puisqu'il peut ne pas y avoir de 
ontraintes 
ommunes entre
es objets.Un solveur par 
haînage arrière agit de la même manière en partant d'un objetquel
onque mais sans 
onsidérer le 
ritère 
ombinatoire. La 
orre
tion est dans 
e
as assurée mais le 
hoix des n÷uds pour la propagation est fait au hasard.Nous avons don
 
hoisi une implantation hybride du solveur par 
haînage arrière.Ainsi, nous disposons d'une fon
tion formel qui véri�e s'il existe e�e
tivement une
onstru
tion possible dans le 
adre d'une rétro-propagation des degrés de libertés.La rétro-propagation est e�e
tuée sur un graphe de 
ontraintes 
onstruit à partirdu G
s, ave
 des degrés de liberté et des degrés de restri
tion. Nous utilisons unefon
tion de dé�
it lo
al defi
it sur les sommets : defi
it(s) = ddr(s) − ddl(s)ave
 s un sommet, ddr une fon
tion donnant la somme des degrés de restri
tionasso
iés aux arêtes adja
entes, et ddl le degré de liberté asso
ié au sommet.L'algorithme asso
ié à 
ette rétro-propagation hybride est :Tant que !fin{ s=tête(l)Tant que defi
it(s) == 0 et formel(s){ supprime(s)
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GcLib

AlgebraicLib NumericLib

Solveurs

Equationnels

GeomLibFig. 4.8 � Solveurs équationnelsmaj(l)}} Nous utilisons une stru
ture de graphe parti
ulière, puisqu'elle permet de :� mettre à jour les degrés lors d'une modi�
ation du graphe, maj ;� 
al
uler une liste l de sommets triés suivant leur dé�
it, de�
it ;� supprimer un sommet ainsi que toutes les arêtes in
identes à 
e sommet, sup-prime.Evaluation du plan de 
onstru
tion Les solveurs géométriques dé
rits i
i four-nissent des solutions sous forme de plan de 
onstru
tion. Il faut don
 prévoir unassignateur 
apable d'évaluer numériquement les plans de 
onstru
tions.Un assignateur reposant sur les stru
tures et fon
tions dé�nies dans la GeomLib aété développé. Pour tout symbole fon
tionnel, une fon
tion est asso
iée, par exemple,par le biais de la sémantique du G
ml, et elle est évaluée sur un ensemble d'objetsde la GeomLib 
orre
tement initialisés, et qui forment les arguments du symbole.Solveurs équationnelsLes solveurs équationnels proposés utilisent soit une sémantique équationnelledé
rite dans le �
hier G
ml (
f. se
tion suivante), soit une sémantique opération-nelle 
omme la GeomLib.La des
ription syntaxique d'un système d'équations s'e�e
tue grâ
e à la bi-bliothèque Algebrai
Lib qui 
ontient notamment les opérations de tradu
tion de
ontraintes en équations, de dérivées formelles, et
.La bibliothèque numérique Numeri
Lib, elle, propose un ensemble d'outils nu-mériques et prin
ipalement la manipulation de matri
es de taille m × n.Deux solveurs implantant la méthode de Newton-Raphson ont été développés.Le premier utilise au maximum la bibliothèque algébrique et notamment la repré-sentation sous forme de système d'équations et le 
al
ul d'une Ja
obienne formelle.Les 
al
uls sont e�e
tués par l'évaluation des équations asso
iées.Le se
ond n'utilise que la bibliothèque Numeri
Lib en 
al
ulant une dérivée nu-
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lassique :
f ′(x) ≃ f(x + h) − f(x − h)

2have
 h très petit. Les 
al
uls sont e�e
tués à l'aide de la sémantique opérationnelle
ontenue dans la bibliothèque GeomLib.4.3 Méta-
ompilation d'un univers géométrique 3DÀ 
haque modi�
ation d'une des librairies ou d'extension de l'univers géomé-trique 
onsidéré, une phase de mise en 
onformité des solveurs est né
essaire. Celle-
i se trouve être répétitive et rébarbative. De plus, pour pouvoir se passer d'unedes
ription opérationnelle dans le G
ml, un mé
anisme de tradu
tion des séman-tiques est né
essaire. C'est pourquoi nous avons mis en pla
e un outil permettantd'automatiser 
es tâ
hes.C'est don
 à partir de la des
ription en G
ml d'un univers géométrique que nousavons automatisé la génération d'appli
ations pour résoudre des 
ontraintes.Le méta 
ompilateur, nommé mu
 pour Meta-Universe Compiler, traduit le lan-gage géométrique de haut-niveau G
ml en un programme via un langage de pro-grammation de plus bas niveau.Ce 
ompilateur prend en entrée une des
ription de la syntaxe et de la séman-tique d'un univers géométrique en G
ml et un squelette d'appli
ation é
rit en C++
omplété par des ma
ros spé
i�ques à mu
.Ce 
ompilateur est é
rit en Perl. Il génère les stru
tures de données à partir del'univers, la sémantique ainsi que les liens né
essaires entre 
ette sémantique et lesstru
tures de données formelles. Ces stru
tures et 
e 
ode sont alors in
orporés dansle squelette d'appli
ation par le biais de ma
ros.Le 
ode est ensuite 
ompilé automatiquement pour générer un exé
utable pou-vant traiter des systèmes de 
ontraintes dé�nis dans 
et univers.Les sémantiques suivantes sont disponibles :1. opérationnelle, pour évaluer automatiquement des plans de 
onstru
tions ;2. 
ombinatoire, pour spé
i�er les degrés de liberté et de restri
tion pour l'analysede graphes ;3. algébrique, pour paramétrer la résolution équationnelle en pré
isant les for-mules d'évaluation de 
haque relation.On peut remarquer que la des
ription des deux dernières sémantiques est en faitune des
ription des morphismes d'univers présentés dans le 
hapitre 1.Les sémantiques doivent respe
ter une interfa
e stri
te pour pouvoir être bran-
hées au noyau de résolution. Nous présentons don
 
es interfa
es permettant lagénération de :
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onstru
tifs ;� solveurs 
ombinatoires ;� solveurs équationnels.4.3.1 Génération de solveurs 
onstru
tifsLes solveurs 
onstru
tifs prennent en paramètre les règles dé�nies dans l'axio-matique de l'univers géométrique. Les règles de repères permettent de débuter larésolution lorsque le système est bien-
ontraint modulo les dépla
ements. Les pro-priétés permettent de ne pas sur
harger inutilement la base de règles et sont utiliséesseulement lorsque le moteur d'inféren
e en a besoin.Mais la des
ription des règles en G
ml ne pré
ise pas de manière expli
ite quellessont les in
onnues et les paramètres. On peut fa
ilement les dé
ouvrir en appliquantla 
onvention suivante :Les règlesPar 
onvention, deux noms di�érents dans une règle désignet deux variablesdi�érentes. Il est fa
ile de 
onnaître les éléments qui doivent être dé
ouverts de
eux qui sont 
onnus. Les premiers sont 
eux qui appartiennent à la partie gau
hedes termes de la 
on
lusion. Il faut aussi faire attention aux termes temporaires etaux termes qui utilisent des variables 
onnues. Ainsi, les variables qui doivent êtreinstan
iées pour que la règle puisse être appliquée sont issues de l'appli
ation dupetit algorithme 
i-dessous.La première règle dé
rit la 
onstru
tion du lieu géométrique d'un point (i
i, un
er
le) lorsque l'on sait qu'il est à une distan
e donnée d'un autre point :<if>distpp(p1,p2,k)</if><then>
 = mk
ir
le(p1,k)
enter(
,p1)radius(
,k)</then>La se
onde règle dé
rit le point interse
tion de deux 
er
les dont les 
entres sontdeux points di�érents :<if>distpp(p1,p2,k1)distpp(p1,p3,k2)</if><then>
1 = mk
ir
le(p2,k1)
enter(
1,p2)radius(
1,k1)
2 = mk
ir
le(p3,k2)
enter(
2,p3)
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2,k2)p1=inter

(
1,
2)</then>Au départ, les éléments temporaires sont les éléments gau
hes n'appartenant pasaux prémisses :� c (règle 1) ;� c1 et c2 (règle 2).Les paramètres sont les éléments droits des termes fon
tionnels qui ne sont pas deséléments temporaires :� p1 et k (règle 1) ;� p2, k1, p3, k2 (règle 2).Les in
onnues dans la base sont les éléments gau
hes des termes de la 
on
lusionappartenant aux prémisses mais pas aux paramètres de symboles fon
tionnels :� p2 (règle 1) ;� p1 (règle 2).Après l'appli
ation d'une règle, les in
onnues de départ et les éléments tempo-raires ont une valeur 
onnue.En 
on
lusion :Temp := var(
on
lusion) - var(premisses)param := RightVarFun
(
on
lusion) - Tempunknowns := var(premisses) - paramInterprétation numériquePour fa
iliter l'évaluation numérique de plans de 
onstru
tions, le noyau metà disposition un méta-solveur numérique qui permet à partir de la valuation desparamètres de fournir des solutions numériques, à la 
ondition que la sémantiquedes termes fournie respe
te une interfa
e prédé�nie.Cette interfa
e prédé�nie pour les termes est 
onstituée de deux des
riptions, àsavoir :� l'une pour la sémantique des variables ;� l'autre pour la sémantique des symboles fon
tionnels et prédi
atifs.La sémantique pour les variables est la fon
tion dé�nie dans le 
hapitre 1 per-mettant de passer d'un univers géométrique à un univers analytique. La sémantiquepour les symboles 
orrespond de même à la fon
tion asso
iant équation et symbolefon
tionnel ou prédi
atif.Les multi-fon
tions sont exprimées au niveau de la sémantique des symboles enpermettant de renseigner le nombre de solutions.Détails te
hniquesCet assignateur, nommé Eval, fournit une AssignationMap en sortie et gèreles multi-fon
tions à l'aide d'un ve
teur d'indi
es représentant les di�érentsembran
hements possibles.De plus, il gère le gel de bran
he si l'AssignationMap de départ 
ontient lesvaleurs numériques des in
onnues issues de l'esquisse.
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onstruire des sémantiques devariables suivant une sorte./*** Semanti
 for Variable*/template<
lass TYPE>
lass SemVar : publi
 g
::Value{publi
:/*** Number of arguments*/virtual int getNbArg(void) 
onst = 0;/*** A

essors*/virtual void setArg(int i, TYPE d) = 0;virtual TYPE getArg(int i) 
onst = 0;virtual void draw() 
onst {};virtual void drawWithNames() 
onst {};};/*** Class to build Variables*/template<
lass TYPE>
lass VarBuilder : publi
 g
::SortAttr{publi
:virtual SemVar<TYPE> *build(
onst g
::Sort *sort) 
onst = 0;prote
ted:void print(std::ostream &out) 
onst{out << "Semanti
Lib : Variable builder" << std::endl;}};/*** Semanti
 for Symbols (Composite Terms)*/template<
lass TYPE>
lass SemSym : publi
 g
::SymbolAttr{publi
:/**
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tion information*/virtual int multi(void) 
onst { return 0; }/*** Evaluation fun
tion with valuated arguments and multi-fun
tionnal* number*/virtual g
::Value *evaluate(std::ve
tor<g
::Value *>, int =0) 
onst{ return NULL; }/*** Predi
ative evaluator*/virtual bool verify(std::ve
tor<g
::Value *>, std::ve
tor<TYPE> &)
onst { return false; }virtual void draw(std::ve
tor<g
::Value *>) 
onst {};virtual void drawWithNames(std::ve
tor<g
::Value *>) 
onst {};};
�4.3.2 Génération de solveurs à base de graphesLes solveurs à base de graphes utilisent les degrés de liberté et de restri
tion pourla résolution 
ombinatoire.Ces degrés sont représentés par des nombres entiers qu'il su�t de renseigner dansla sémantique 
ombinatoire pour 
haque objet et pour 
haque 
ontrainte.

⊲ Exemple 4.3.1Une partie de la sémantique 
ombinatoire asso
iée à l'univers géométrique eu
lidien3D est :<semanti
 name="
ombinatoire"><s
alar>1</s
alar><measure>1</measure><point>3</point><line>4</line><plane>4</plane><onl>2</onl><onP>1</onP><norm>1</norm><onlP>2</onlP><angle2l>1</angle2l><angle3p>2</angle3p><distpp>1</distpp><distpl>1</distpl><distll>2</distll><distpP>1</distpP><distlP>1</distlP><distPP>3</distPP>
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>
⊳4.3.3 Génération de solveurs à base d'équationsEn G
ml, les équations sont dé
rites sous forme de formules respe
tant la syn-taxe LATEX. Ces équations sont alors analysées syntaxiquement et instan
iées dansles stru
tures de la bibliothèque Algebrai
Lib.Pour les sortes, un parenthèsage indique l'appartenan
e à un même objet. Pourles symboles, la balise param sert à indiquer la relation entre les noms des variableset les objets de l'arité. La balise equations permet de remplir les équations à raisond'une par ligne.

⊲ Exemple 4.3.2Pour les sortes measure et point et la 
ontrainte distpp, la sémantique équationnelleest :<semanti
 name="equations"><measure>(m)</measure><point>(x,y,z)</point><distpp><param>(x_1,y_1,z_1) (x_2,y_2,z_2) (m)</param><equations>(x_1-x_2)^2 + (y_1-y_2)^2 + (z_1-z_2)^2 - m^2</equations></distpp></semanti
>
⊳Ces équations seront soit interprétées dire
tement par un solveur numérique, soitd'abord pré-
al
ulées par un solveur polynomial en un système triangulaire du typebases de Gröbner.L'utilisation de la syntaxe de LATEX permet un a�
hage des équations par l'uti-litaire texv
 [Med℄ é
rit en CAML.
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lusion du 
hapitreLa mise en pla
e d'une plateforme de modélisation par 
ontraintes est un projetambitieux. Le noyau que nous proposons permet de développer n'importe quel sol-veur en 
ommençant par spé
i�er l'univers géométrique dans lequel il se situe. Laspé
i�
ation de 
et univers est réalisée au travers d'un format de �
hier basé XMLque nous avons nommé G
ml. Celui-
i permet de fa
ilement dé
rire la syntaxe etles sémantiques 
orrespondantes.Le passage de 
ette spé
i�
ation à un programme éxé
utable a été automatisé etnous proposons un méta-
ompilateur qui permet de spé
ialiser et d'optimiser 
er-tains solveurs existant à partir des sémantiques dé
rites dans le G
ml.Les sémantiques prises en 
ompte pour le moment sont la sémantique 
artésienne,la sémantique 
ombinatoire et une sémantique opérationnelle dans le langage C++.À partir de 
es sémantiques, les solveurs que nous proposons sont : des solveursformels à base de 
onnaissan
es, des solveurs 
ombinatoires, un solveur à base del'algorithme de Newton-Raphson, et un solveur par reparamétrisation.





Con
lusion
Ce travail, mené dans une équipe d'informatique graphique, porte sur l'intera
tion etla résolution de 
ontraintes géométriques dans l'espa
e. Plusieurs domaines ont été explo-rés, que 
e soit l'informatique géométrique et graphique bien sûr, mais aussi les domaines
onnexes et 
omplémentaires 
omme la réalité virtuelle et l'intelligen
e arti�
ielle. Tous
es domaines ont été abordés ave
 la volonté de produire des briques logi
ielles pratiqueset réutilisables. Ces briques nous ont permis d'esquisser 
e que pourrait être une inter-a
tion en 3D ave
 des logi
iels de modélisation par 
ontraintes en réalité virtuelle, et deformaliser une te
hnique de résolution de 
ontraintes en 3D permettant de s'attaquer àdes 
lasses de problèmes qui n'étaient pas résolubles de manière 
onstru
tive. La mise enpla
e d'outils permettant de simpli�er le passage d'une des
ription de l'univers géométrique
onsidéré à un programme de modélisation par 
ontraintes va nous permettre de multiplierles expérimentations dans 
e domaine.
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150 Con
lusionBilanLe travail exposé porte sur les 
ontraintes géométriques de l'espa
e. Plus par-ti
ulièrement, deux aspe
ts ont été étudiés : d'une part la saisie d'une esquisse etde 
ontraintes 3D et d'autre part la résolution des 
ontraintes a�n de produire lesobjets qui les satisfont. Aussi, dans 
e travail, deux 
hamps qui n'ont jusqu'alors pasété envisagés ensemble sont rappro
hés : la réalité virtuelle et la résolution formellede 
ontraintes géométriques.L'équipe d'informatique géométrique et graphique de Strasbourg disposant d'uneexpérien
e en réalité virtuelle, nous avons béné�
ié de 
e 
adre et l'avons exploitépour aborder le problème de la saisie de 
ontraintes 3D.Nous avons développé une intera
tion gestuelle en réalité virtuelle qui 
omprendun di
tionnaire de gestes permettant de désigner, séle
tionner et manipuler des ob-jets et des 
ontraintes géométriques, et un ensemble d'outils pour manipuler 
esobjets 
ontraints et naviguer dans la s
ène. Les 
ontraintes qui expriment des dé-pendan
es entre objets, 
omme par exemple l'in
iden
e d'un point à une droite, sontprises en 
ompte par l'interfa
e au niveau d'un gestionnaire permettant de guiderla manipulation. Ce gestionnaire sert de lien entre l'esquissage de problèmes et larésolution de 
ontraintes géométriques.Nous avons expérimenté trois univers pour la modélisation en réalité virtuelle.Le premier permet d'e�e
tuer des 
onstru
tions géométriques dynamiques en 3D.Le prototype Coyote-géomètre réunit l'intera
tion gestuelle que nous avons dé�-nie et un ensemble d'outils permettant de mieux gérer les 
onstru
tions géométriquesdans un environnement de réalité virtuelle, 
omme le Workben
h dont nous dispo-sons.Une étude des univers isothétiques 3D est présentée. Elle montre 
omment les 3univers isothétiques à base de 
ontraintes de distan
e sont dé�nis de manière formelleet 
omment les univers 
omposés de droites ou de points pla
és isothétiquement seramènent à l'univers des plans isothétiques. Pour 
e dernier, la résolution et uneintera
tion gestuelle adaptées sont dé
rites.En�n, les gestes peuvent être utilisés pour poser intuitivement des 
ontraintessur une esquisse 3D par le dessin de 
ontraintes. Le problème de l'entrée des valeursnumériques peut se résoudre fa
ilement soit par un widget dédié, soit par l'utilisationd'un geste permettant de modi�er la valeur de l'esquisse.La résolution de 
ontraintes géométriques a prin
ipalement été étudiée en 2Dave
 des méthodes algébriques ou utilisant des 
onstru
tions géométriques 
las-siques. Ces méthodes sont d'ailleurs fréquemment employées dans un mé
anismede dé
omposition-re
omposition. Les méthodes de résolution de 
ontraintes 3D sont,pour les méthodes géométriques, des extensions des méthodes 2D. Malheureusement,si en 2D la plupart des problèmes sont solubles par 
es méthodes, en 3D peu de situa-tions se résolvent ave
 
es méthodes étendues. Notre appro
he, initiée simultanémentpar Gao [GHY04℄, 
onsiste à transformer le problème initial en un problème plussimple à résoudre puis, après résolution, à rattraper les approximations faites lorsde la transformation.Nous avons formalisé 
ette voie et proposé de 
onsidérer les problèmes quasi-



151dé
omposables suivant une méthode donnée. Nous avons appelé reparamétrisationla résolution de tels problèmes.Cette te
hnique transforme un système de 
ontraintes géométriques S en unsystème S ′ par k-transmutation. Ces deux systèmes sont similaires du point de vuedes solutions géométriques mais k 
ontraintes sont di�érentes de telle manière quele système S ′ soit géométriquement �nement dé
omposable, au sens où l'élaborationd'un plan de 
onstru
tion est garantie. Puis, une résolution numérique du système
S ′′ obtenu par 
ombinaison des systèmes S et S ′ et d'une fon
tion paramétriquedonnant des solutions de S ′, permet dans la plupart des 
as d'obtenir les solutionsau système initial S.Les véritables di�
ultés que nous avons mises à jour 
on
ernant 
ette méthode,se situent au niveau de la transformation de S en S ′, et de la résolution numérique.Les heuristiques proposées pour appliquer une k-transmutation à la volée per-mettent dans bien des 
as de retomber sur l'ensemble des solutions du système initial.Mais la 
orre
tion numérique à l'aide de l'itération de Newton-Raphson fait perdrela 
omplétude de 
ette méthode en lui faisant gagner en e�
a
ité.Nous avons montré par l'appli
ation sur des systèmes de 
ontraintes de l'universpolyédrique l'e�
a
ité de 
ette méthode et la possibilité de ré
upérer plusieurs so-lutions similaires à l'esquisse initiale.Notre méthode permet de 
onserver le plus possible un 
ara
tère formel à la ré-solution. Cette méthode est ainsi une première tentative de méthode 3D permettantde s'appro
her des qualités suivantes :1. 
orre
tion : toutes les �gures trouvées par le solveur sont des solutions ;2. 
omplétude : toutes les solutions existantes sont trouvées ;3. extensibilité : le solveur doit pouvoir s'adapter à tous les univers géométriques ;4. 
onvivialité : le solveur doit pouvoir� prendre en 
ompte des énon
és sur- et sous-
ontraints ;� proposer la solution la plus � naturelle � ou la plus pro
he de l'esquisse ;� proposer toutes les solutions � a

eptables � (prise en 
ompte de 
ontraintesmétier) ;� expliquer pourquoi il n'y a pas de solutions ;� agir en temps réel.Le lien entre les deux domaines, résolution et réalité virtuelle, passe par la dé�-nition pré
ise des univers géométriques en jeu.Un univers géométrique est 
omposé d'une signature hétérogène dé
rivant lasyntaxe des systèmes de 
ontraintes géométriques, une axiomatique dé
rivant lespropriétés de l'univers ainsi que des règles de 
onstru
tion, et un ensemble de sé-mantiques pré
isant le sens des di�érents termes exprimés dans 
et univers.Nous avons ainsi présenté un état de l'art des prin
ipales méthodes existantessuivant le 
ritère de l'univers géométrique. Les trois prin
ipaux univers géométriquessont l'univers eu
lidien, l'univers analytique et l'univers 
ombinatoire. Des restri
-tions de 
es univers ont été intensivement étudiées en 2D et la plupart des tra-vaux en 3D sont des généralisations des méthodes 2D. La résolution de systèmes de
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ontraintes 3D passe à notre avis par une étude plus poussée des univers restreints3D 
orrespondant aux univers 2D. Nous l'avons d'ailleurs mis en ÷uvre en étudiantsu

essivement les problèmes isothétiques et les problèmes polyédriques en 3D.L'utilisation de l'univers géométrique 
omme paramètre pour la résolution desystèmes de 
ontraintes nous permet de mieux nous appro
her d'une résolutionmulti-solveurs qui, à notre sens, est le meilleur moyen de résoudre les problèmesde 
ontraintes 3D. Des solveurs hybrides qui 
ombinent à la fois de la résolutionformelle et de la résolution numérique appro
hée, 
onstituent autant de pistes dere
her
he que nous aimerions développer.En�n, un important travail de génie logi
iel a été fourni pour montrer que l'étudeque nous avons réalisée en 
onsidérant un univers géométrique quel
onque se traduitexpérimentalement par un prototype d'une grande modularité.Ainsi, un noyau pour le développement de solveurs permet de prendre en 
ompteun univers géométrique. La signature peut être enri
hie de manière dynamique et lagestion automatisée des termes fa
ilite le développement de solveurs formels. Nousavons développé des solveurs 
onstru
tifs basés sur des systèmes experts à 
haînageavant ou arrière mais aussi des solveurs numériques basés sur l'itération de Newton-Raphson.Un langage de des
ription d'univers et de systèmes de 
ontraintes, nommé G
ml,a été présenté. Il permet une des
ription pré
ise à la fois des éléments de syntaxeet des éléments de sémantique. Nous avons dé
rit une sémantique 
ombinatoire etune sémantique équationnelle spé
i�ques, et leur utilisation au sein des solveurspré
édents. En�n un outil de 
ompilation permet de passer automatiquement d'ununivers géométrique à une appli
ation de résolution de 
ontraintes optimisée pourles sémantiques dé
rites.Quelques 
hi�res permettent de mesurer l'étendue des réalisations en C++ ef-fe
tuées en 
ollaboration ave
 Pas
al Mathis, et Julien Wintz :� une plate-forme pour les 
ontraintes géométriques : G
Lib et les sémantiques,représentant ∼ 12 500 lignes ;� une bibliothèque pour la gestion du G
ml : G
mlLib, représentant ∼ 4 000lignes ;� un ensemble de solveurs : représentant ∼ 18 000 lignes ;� un méta-
ompilateur : mu
, représentant ∼ 1 000 lignes.Perspe
tivesLes résultats exposés peuvent assez naturellement se prolonger dans plusieursdire
tions.Le développement d'autres formes d'intera
tions à partir d'autres te
hniquesissues de la réalité virtuelle fait bien sûr partie des perspe
tives futures à mettre enpla
e. Par exemple, une intera
tion ave
 retour haptique pourra être étudiée grâ
eà l'utilisation d'un Spidar [TCH+03, CTH+03℄, installé sur le Workben
h disponibleà l'Université Louis Pasteur.Nous envisageons aussi le re
ours à une intera
tion vo
ale pour fa
iliter les
onstru
tions géométriques et la pose de 
ontraintes.



153Pour la résolution de 
ontraintes, plusieurs pistes sont a
tuellement en 
oursd'exploration. Tout d'abord, il nous semble né
essaire de trouver et de 
omparerd'autres heuristiques pour la reparamétrisation a�n de déterminer une stratégie op-timale de k-transmutation. Ensuite, la 
orre
tion numérique doit être améliorée ave
l'utilisation d'une méthode 
omplète, 
omme l'homotopie ou l'analyse par intervallespar exemple.En 
e qui 
on
erne le solveur isothétique, nous aimerions l'étendre pour prendreen 
ompte les angles. De plus, nous aimerions prendre en 
ompte des 
ontraintes deplus en plus 
omplexes pour la manipulation d'objets sous-
ontraints.La des
ription d'univers géométriques permettant de prendre en 
ompte des� 
onnaissan
es métiers � que 
e soit en ar
hite
ture, en usinage, ou bien dansd'autres domaines 
omme la 
hirurgie, ou la 
himie, pourrait nous permettre d'adap-ter ou bien de trouver de nouvelles méthodes de résolution adaptées à 
es univers.Les avantages d'avoir développé le noyau et le méta-
ompilateur sont multiples :� une spé
i�
ation rigoureuse de l'univers 
onsidéré est moins sujette aux ambi-guïtés ;� tout le monde peut partager une spé
i�
ation é
rite dans 
e langage,� de nouvelles méthodes sont fa
ilement et rapidement implantables, et il estpossible de les 
omparer entre elles ;� il est fa
ile de partager et d'é
hanger de l'information et des problèmes.Mais le prin
ipal désavantage d'un tel langage est qu'il peut devenir éprouvant dedévelopper un univers de manière é
rite. Aussi, une perspe
tive à 
ourt terme seraitd'élaborer une appli
ation permettant l'é
riture rapide d'univers géométriques.Ce
i nous permettrait de tenter de propager à l'ensemble de la 
ommunauté, nosoutils et notre langage dans le but de 
onstruire une base d'exemples et une basede méthodes de résolutions de 
ontraintes géométriques. Ainsi, nous aimerions per-mettre de 
omparer pratiquement l'ensemble des méthodes de résolution existantessur 
ette base d'exemples 
ommune.La des
ription de morphismes de signature pour pouvoir faire 
orrespondre desunivers géométriques entre eux, est aussi une piste que nous 
omptons explorer pourpermettre une 
ommuni
ation inter-solveurs dans une appro
he multi-solveurs.Pour parvenir à 
ompléter les études entamées i
i, plusieurs expérien
es peuventêtre 
onduites.Elles 
on
ernent l'apprentissage de la géométrie dans l'espa
e, et la modélisa-tion par 
ontraintes. En e�et, nous aimerions dans un premier temps 
omparer uneappli
ation sur support 2D traditionnel ave
 un support de réalité virtuelle. Dansun deuxième temps, nous sommes intéressés par la mise au point d'un outil deréalité virtuelle portatif à faible 
oût. Doté de 
e matériel et des logi
iels que nousavons développés, nous projetons d'expérimenter dans un 
adre réel le 
omportementd'utilisateurs professionnels dans 
et environnement. Par exemple, la dé
ouverte des
onstru
tions géométriques 3D peut être améliorée dans des 
lasses du se
ondaire, etun outil de modélisation isothétique peut être testé dans des bureaux d'ar
hite
ture.





Bibliographie[AAM93℄ S. Ait-Aoudia and D. Mi
helu

i. Redu
tion of Constraint Systems. InCompugraphi
s Conferen
e, Alvor, pages 83�92, 1993. 18, 21, 41, 54[ADT92℄ R. Allen, C. Desmoulins, and L. Trilling. Tuteurs intelligents et intel-ligen
e arti�
ielle : problèmes posés en 
onstru
tion de �gures géomé-triques. In Pro
eedings of the ITS Conferen
e,Montréal, pages 325�334.Springer-Verlag, 1992. 21[Ald88℄ B. Aldefeld. Variation of geometries based on a geometri
-reasoningmethod. Computer Aided-Design, 30(3) :117�126, 1988. 17, 20, 43[ARMP02℄ R. Joan Arinyo, A. Soto Riera, S. Vila Marta, and J. Vilaplana Pasto.Revisiting de
omposition analysis of geometri
 
onstraint graphs. Com-puter Aided-Design, 36 :123�140, 2002. 36, 39, 46, 47[Bau90℄ Y. Baula
. Un mi
ro-monde de géométrie - Cabri-Géomètre. PhD thesis,Université Joseph Fourier, Grenoble, 1990. 21[Bau91℄ Y. Baula
. Cabri-géomètre, A tool for 
omputer aided geometry. Wheelsfor the mind. 5 (1), 30-34., 1991. 68[BFH+95℄ W. Bouma, I. Fudos, C. Ho�mann, J. Cai, and R. Paige. A Geometri
Constraint Solver. Computer Aided-Design, 27(6) :487�501, 1995. 18,20, 40[BH97℄ D. A. Bowmann and L. F. Hodges. An evaluation of te
hniques forgrabbing and manipulating remote obje
ts in immersive virtual envi-ronments. In Symposium on intera
tive 3D graphi
s, 1997. 62[BNT98℄ C. Bliek, B. Neveu, and G. Trombettoni. Using graph de
ompositionfor solving 
ontinuous CSPs. In Prin
iples and pra
ti
e of 
onstraintprogramming, volume 1520. Le
ture Notes on Computer S
ien
e, 1998.54[Bow99℄ D. A. Bowmann. Intera
tion Te
hniques for grabbing and manipulatingremote obje
ts in immersive virtual environnements. PhD thesis, 1999.61[BP07℄ Dominique Be
hmann and Bernard Péro
he, editors. Informatiquegraphique, modélisation géométrique et Animation, 
hapter Modélisa-tion géométrique par 
ontraintes par C. Jermann, D. Mi
helu

i et P.S
hre
k. Hermes - Traité IC2, à paraître, 2007. 17, 111[Brü86℄ B. Brüderlin. Constru
ting three-dimensional geometri
 obje
ts de�-ned by 
onstraints. In Pro
eedings of the ACM Siggraph Workshop onIntera
tive 3D Graphi
s, pages 111�129, 1986. 44



156 Bibliographie[Brü88℄ B. Brüderlin. Automatizing Geometry Proofs and Constru
tions. InComputational Geometry and its Appli
ations, Le
ture Notes in Com-puter S
ien
e. Springer-Verlag, 1988. 44[Bu
85℄ B. Bu
hberger. Multidimensional Systems Theory : Theory and appli-
ations. N.K. Bose, 1985. 50[But79℄ M. Buthion. Un programme qui résout formellement des problèmes de
onstru
tions géométriques. RAIRO Informatique, 13(1) :73�106, 1979.20, 43[Cau13℄ A.-L. Cau
hy. 2° Mémoire - Re
her
hes sur les polygones et les polyèdres.1813. 44[CBG02℄ C.Jermann, B.Neveu, and G.Trombettoni. A new stru
tural rigidityfor geometri
 
onstraints systems. In 4th International Workshop onAutomated Dedu
tion in Geometry (ADG'02), number 2930, pages 87�105. Springer LNAI, 2002. 43[CDG85℄ U. Cugini, C. Devoti, and P. Galli. System for parametri
 de�nition ofengineering drawings. In MICAD, 1985. 19[Cha99℄ S. Channa
. Con
eption et mise en oeuvre d'un système dé
laratif degéométrie dynamique. PhD thesis, Université Joseph Fourier - Grenoble1, 1999. 68[Che92℄ G. Chen. Les 
onstru
tions à la règle et au 
ompas par une méthode al-gébrique. Te
hni
al Report Rapport de DEA, Université Louis Pasteur,1992. 51[Cho88℄ S.C. Chou. Me
hani
al geometry theorem proving. Mathemati
s and itsAppli
ations. D. Reidel, Dordre
ht, 1988. 17, 50, 51[CLR90℄ T. Cormen, C. Leiserson, and R. Rivest. Introdu
tion to algorithms.MIT press, 1990. 54[CTH+03℄ S. Coquillart, N. Tarrin, S. Hasegawa, L. Bouguila, and M. Sato. TheStringed Hapti
 Workben
h. In Sket
hes and Appli
ations, SIGGRAPH,2003. 152[DC℄ D-Cubed. http://www.d-
ubed.
o.uk. 39[De
90℄ R. De
hter. Enhan
ement s
hemes for 
onstraint pro
essing : Ba
k-jumping, learning and 
utset de
omposition. Arti�
ial Intelligen
e,2(41) :273�312, 1990. 110[Del00℄ F. Delobel. Résolution de systèmes de 
ontraintes réelles non linéaires.PhD thesis, Université de Ni
e Sophia-Antipolis, 2000. 53[DH99℄ C. Durand and C.M. Ho�mann. Variational 
onstraints in 3D. In Inter-natinal Conferen
e on Shape Modeling and Appli
ations, Aizu, Japan,pages 90�97, 1999. 53[DH00℄ C. Durand and C.M. Ho�mann. A Systemati
 Framework for SolvingGeometri
 Constraints Analyti
ally. Journal of Symboli
 Computation,30(5) :493�519, 2000. 53[DM58℄ A.L. Dulmage and N.S. Mendelsohn. Covering of bipartite graphs. Ca-nadian Journal Of Mathemati
s, 10 :517�534, 1958. 54

http://www.d-cubed.co.uk


Bibliographie 157[DMS98℄ J.-F. Dufourd, P. Mathis, and P. S
hre
k. Geometri
 
onstru
tion byassembling solved sub�gures. Arti�
ial Intelligen
e Journal, 99(1) :73�119, 1998. 6, 17, 21, 43[Doh95℄ M. Dohmen. A survey of 
onstraint satisfa
tion te
hniques for geometri
modeling. Computer and Graphi
s, 19(6) :831�845, 1995. 2[Dur98℄ C. Durand. Symboli
 and Numeri
al Te
hniques for Constraint Solving.PhD thesis, Purdue University, 1998. 53[Eid℄ Eidos. Le jeu vidéo hitman 2 : Silent assassin.http://www.hitman2.
om/. 59[EV01℄ C. Essert-Villard. Séle
tion dans l'espa
e des solutions engendrées parun plan de 
onstru
tion géométrique. PhD thesis, Université Louis Pas-teur, Strasbourg, 2001. 6, 22, 105[EVSD02℄ C. Essert-Villard, P. S
hre
k, and J.-F. Dufourd. Combination of Au-tomati
 and Intera
tive Tools for Solution Spa
e Browsing. In SolidModeling and Appli
ations, 2002. 106[EY88℄ L.W. Eri
son and C.K. Yap. The design of LINETOOL, a geometri
editor. In SCG '88 : Pro
eedings of the fourth annual symposium onComputational geometry, pages 83�92, New York, NY, USA, 1988. ACMPress. 50[FCMS03℄ A. Fabre, H. Chreif, P. Mathis, and P. S
hre
k. Constru
tions géomé-triques en 3 dimensions : Visualisation et manipulation dans un envi-ronnement de réalité virtuelle. In AFIG'03, 2003. 69[FH97℄ I. Fudos and C.M. Ho�mann. A graph-
onstru
tive approa
h to solvingsystems of geometri
 
onstraints. ACM Trans. Graph., 16(2) :179�216,1997. 21, 40[FHZ96℄ A. Forsberg, K. Herdin, and R. Zelesnik. Aperture Based Sele
tion forimmersive virtual environments. In ACM symposium on user interfa
esoftware and te
hnology, 1996. 62[Fit81℄ W. Fitzgerald. Using axial dimensions to determine the proportionsof line drawings in 
omputer graphi
s. Computer-Aided Design, 13(6),1981. 33[FMJ05℄ S. Foufou, D. Mi
helu

i, and J.-P. Jurzak. Numeri
al de
ompositionof geometri
 
onstraints. In SPM '05 : Pro
eedings of the 2005 ACMsymposium on Solid and Physi
al Modeling, pages 143�151, New York,NY, USA, 2005. ACM Press. 53, 55[FMS04℄ A. Fabre, P. Mathis, and P. S
hre
k. 3d geometri
 
onstru
tions invirtual reality. In Virtual Reality International Conferen
e 2004 - LavalVirtual, 2004. 69[FS06℄ A. Fabre and P. S
hre
k. Solving 3d quasi-de
omposable geometri

onstraint systems. In Automati
 Dedu
tion in Geometry, Pontevedra,Spain, 2006. 98

http://www.hitman2.com/


158 Bibliographie[FSSB06℄ Arnaud Fabre, Ludovi
 Sternberger, Pas
al S
hre
k, and DominiqueBe
hmann. Constrained gesture intera
tion for 3d geometri
 
onstru
-tions. In Gesture Workshop 05, volume 3881, pages 324�334. Le
tureNotes in Arti�
ial Intelligen
e, 2006. 70[Fu
03℄ P. Fu
hs. Le traité de la réalité virtuelle. E
ole des mines de Paris, 2003.59[Geo98℄ Geospa
w. http ://www2.
nam.fr/
reem/, 1998. 69[GHY02℄ X.-S. Gao, C.M. Ho�mann, and W.-Q. Yang. Solving spatial basi
geometri
 
onstraint 
on�gurations with lo
us interse
tion. In SMA'02 : Pro
eedings of the seventh ACM symposium on Solid Modeling andAppli
ations, pages 95�104, New York, NY, USA, 2002. ACM Press. 88[GHY04℄ X.-S. Gao, C.M. Ho�mann, and W.-Q. Yang. Solving spatial basi
geometri
 
onstraint 
on�gurations with lo
us interse
tion. Computer-Aided Design, 36 :111�122, 2004. v, 45, 47, 48, 88, 150[GS01℄ J. Garlo� and A.P. Smith. Investigation of a subdivision based algo-rithm for solving systems of polynomial equations. Journal of nonlinearanalysis : Series A Theory and Methods, 47(1) :167�178, 2001. 53[GSS97℄ J. Graver, B. Servatius, and H. Servatius. Combinatorial Rigidity. Gra-duate Studies in Mathemati
s. Ameri
an Mathemati
al So
iety, 1997.19[GWM+00℄ J. Goguen, T. Winkler, J. Mesguer, K. Futatsugi, and J.-P. Jouannaud.Software Enginneering with OBJ : algebrai
 spe
i�
ation in a
tion. Klu-wer, 2000. 12[GZ03℄ X.-S. Gao and G.-F. Zhang. Geometri
 Constraint Solving Based onConne
tivity of Graph. AMSS, 2003. 46[HB78℄ R. Hillyard and I. Braid. Analysis of dimensions and toleran
es in
omputer-aided me
hani
al design. Computer Aided Design, 10(3),1978. 52[HC02a℄ C. M. Ho�mann and C.-H. Chiang. Variable-radius 
ir
les of 
lustermerging in geometri
 
onstraints (part ii). Computer-Aided Design,34 :799�805, 2002. 43[HC02b℄ C.M. Ho�mann and C.-H. Chiang. Variable-radius 
ir
les of 
luster mer-ging in geometri
 
onstraints (part i). Computer-Aided Design, 34 :787�797, 2002. 19, 43[Hil71℄ D. Hilbert. Edition 
ritique préparée par P. Rossier ave
 le 
on
ours duCNRS, Dunod, 1971. 14[HLS98℄ C. M. Ho�mann, A. Lomonosov, and M. Sitharam. Geometri
Constraint De
omposition. In B. Bruderlin and D. Roller, editors, Geo-metri
 Constraint Solving and Appli
ations, pages 170�195. Springer,1998. 20[HLS01a℄ C. Ho�mann, A. Lomonosov, and M. Sitharam. De
omposition Plans forGeometri
 Constraint Problems, part II : New Algorithms. J. Symboli
Computation, 31 :409�427, 2001. 43



Bibliographie 159[HLS01b℄ C. Ho�mann, A. Lomonosov, and M. Sitharam. De
omposition Plansfor Geometri
 Constraint Systems, part I : Performan
e Measures forComputer-Aided Design. J. Symboli
 Computation, 31 :367�408, 2001.43[HT73℄ J.E. Hop
roft and R.E. Tarjan. Dividing a graph into tri
onne
ted
omponents. SIAM J.Comput., pages 135�158, 1973. 47[HV95℄ C.M. Ho�mann and P.J. Vermeer. A spatial 
onstraint problem. In J.-P. Merlet and B. Ravani, editors, Computational Kinemati
s '95, pages83�92. Kluwer A
ademi
, 1995. 20[Ja
95℄ N. Ja
kiw. The Geometer's Sket
hpad.http://www.dynami
geometry.
om/, 1991-1995. 68[Jer02℄ C. Jermann. Résolution de 
ontraintes géométriques par rigidi�
ationré
ursive et propagation d'intervalles. PhD thesis, Université de Ni
eSophia Antipolis, 2002. 19, 20, 43, 54[JNT03℄ C. Jermann, B. Neveu, and G. Trombettoni. Algorithms for IdentifyingRigid Subsystems in Geometri
 Constraint Systems. In Int Joint Confe-ren
e on Arti�
ial Intelligen
e, IJCAI 2003 A
apul
o, Mexique., pages233�238, 2003. 43[JTNR00℄ C. Jermann, G. Trombettoni, B. Neveu, and M. Rueher. A ConstraintProgramming Approa
h for Solving Rigid Geometri
 Systems. In pro
ee-dings of CP2000, volume 1894 of Le
tures Notes in Computer S
ien
e,pages 233�248. Springer, 2000. 54[Kal91℄ K. Kalkbrenner. Elimination theory. Te
hni
al report, Resear
h Ins-titute for Symboli
 Computation, Johannes Kepler Universität Linz,Austria, 1991. 49[Kau02℄ H. Kaufmann. Constru
t3D : An Augmented Reality Appli
ation forMathemati
s and Geometry Edu
ation. In ACM Multimedia Confe-ren
e, 2002. 69[KGC97℄ G. Kwaiter, V. Gaildrat, and R. Caubet. Intera
tive 
onstraint systemfor solid modeling obje
ts. In SMA '97 : Pro
eedings of the fourth ACMsymposium on Solid Modeling and Appli
ations, pages 265�270, NewYork, NY, USA, 1997. ACM Press. 2[Kon92℄ K. Kondo. Algebrai
 method for manipulation of dimensional relation-ships in geometri
 models. Computer Aided Design, 24(3), 1992. 17,50[Kor99℄ U. Kortenkamp. Foundations of Dynami
 Geometry. PhD thesis, SwissFederal Institue of Te
hnology, Zuri
h, 1999. 68[KR87℄ A. Kanevsky and V. Rama
handran. Improved algorithms for graphfour-
onne
tivity. In 28th Ann. IEEE Symp. Foundations of ComputerS
ien
e, pages 252�259, 1987. 47[Kra90℄ G.A. Kramer. Solving Geometri
 Constraint Systems. In NationalConferen
e on Arti�
ial Intelligen
e, pages 708�714, 1990. 45

http://www.dynamicgeometry.com/


160 Bibliographie[Kra91℄ G.A. Kramer. Using degrees of freedom analysis to solve geometri

onstraint systems. In SMA '91 : Pro
eedings of the �rst ACM sympo-sium on Solid modeling foundations and Computer-Aided Design/CAMappli
ations, pages 371�378, New York, NY, USA, 1991. ACM Press. 45[Kra92℄ G.A. Kramer. A geometri
 
onstraint engine. Arti�
ial Intelligen
e,58 :327�360, 1992. 45[KTY96℄ K. Kiyokawa, H. Takemura, and N. Yokoya. An empiri
al study on two-handed/
ollaborative virtual assembly. In International Display Work-shops, 1996. 59[Lab98℄ N. Van Labeke. Calques 3D : a mi
roworld for spatial geometry learning.ITS'98 - System Demonstrations, San Antonio (Texas), August 16-19,1998. 69[Lab99℄ N. Van Labeke. Prise en 
ompte de l'usager enseignant dans la 
on
ep-tion des EAIO. PhD thesis, Université Henri Poin
aré à Nan
y, 1999.69[LG82℄ R. Light and D.C. Gossard. Modi�
ation of geometri
 models throughvariational geometry. Computer-Aided Design, 14(4) :209�214, 1982. 52[Lig85℄ R. Light. Symboli
 dimensioning in Computer-Aided Design. Master'sthesis, Massa
hussets Institute of Te
hnology, June 1985. 52[LL92℄ C. Laborde and J.-M. Laborde. Problem solving in geometry : frommi
roworlds to intelligent 
omputer environments. Ponte J. et al.(eds.) Mathemati
al Problem Solving and New Information Te
hnology(NATO ASI Series vol. 89, pp.177-192). Berlin : Springer Verlag, 1992.68[LLG81℄ R. Light, V. Lin, and D. Gossard. Variational Geometry un Computer-Aided Design. Computer-Aided Design, 15(3), 1981. 52[LM94a℄ H. Lamure and D. Mi
helu

i. De
omposition of 2D 
onstraints graphs.Te
hni
al report, E
ole des Mines, Saint-Etienne, 1994. 20[LM94b℄ H. Lamure and D. Mi
helu

i. Résolution de 
ontraintes géométriquespar homotopie. A
tes de la Conféren
e AFIG, 1994. 53[LM95℄ H. Lamure and D. Mi
helu

i. Solving geometri
 
onstraints by homo-topy. In SMA '95 : Pro
eedings of the third ACM symposium on Solidmodeling and appli
ations, pages 263�269, New York, NY, USA, 1995.ACM Press. 53[LM96℄ R.S. Latham and A.E. Middledit
h. Conne
tivity analysis : a tool forpro
essing geometri
 
onstraints. Computer-Aided Design, 28(11) :917�928, 1996. 54[LM98℄ H. Lamure and D. Mi
helu

i. Qualitative study of geometri

onstraints. In Geometri
 Constraint Solving and Appli
ations, pages234�258. B. Brderlin and D. Roller Ed., Springer, 1998. 55[Mat97℄ P. Mathis. Constru
tions géométriques sous 
ontraintes en modélisationà base topologique. PhD thesis, Université de Strabourg, 1997. 20, 44



Bibliographie 161[Me
94℄ R. Me
hling. Euklid, logi
iel de géométrie allemand (shareware).http://www.me
hling.de, 1994. 68[Med℄ MediaWiki. Texv
, tex validator and 
onverter.http://en.wikipedia.org/wiki/Texv
. 146[MF06℄ D. Mi
helu

i and S. Foufou. The Witness Con�guration Method.Computer-Aided Design, 38(4) :284�299, 2006. 55[Min95℄ M. R. Mine. Virtual environment intera
tion te
hniques. Te
hni
alReport TR95-018, UNC Chapell Hill Computer S
ien
e, 1995. 62[MJ04℄ D. Mi
helu

i and J.-P. Jurzak. An implementation of Jurzak's prover.In isiCAD : Constraint-based Approa
hes and Methods of Mathemati
alModelling for Intelligent CAD/CAM/CAE systems : From Methods toAppli
ations, 2004. 55[MP05℄ Bernard Mourrain and Jean-Pas
al Pavone. Subdivision methodsfor solving polynomial equations. Te
hni
al Report RR-5658, INRIASophia-Antipolis, 2005. 53[Nel85℄ G. Nelson. Juno, a 
onstraint-based graphi
s system. In Pro
eedings ofthe ACM Siggraph'Conferen
e, volume 19, pages 235�243, 1985. 52[Nin06℄ Nintendo. La manette wii. http://wii.nintendo.
om/fr/
ontroller.html,2006. 59[OH99℄ H. Ouhaddi and P. Horain. Hand tra
king by 3D model registration.Laval Virtual, 1999. 66[Owe91℄ J. Owen. Algebrai
 solution for geometry from dimensional 
onstraints.In Pro
eedings of the 1th ACM Symposium of Solid Modeling andComputer-Aided Design/CAM Appli
ations, Austin, Texas, pages 397�407. ACM Press, 1991. 18, 20, 21, 38, 46[PBWI96℄ I. Poupyrev, M. Billinghurst, S. Weghorst, and T. I
hikawa. The Go-go Intera
tive te
hnique : non-linear mapping for dire
t manipulationin VR. In ACM symposium on user interfa
e software and te
hnology,1996. 62[PR86℄ H.O. Peitgen and P.H Ri
hter. The beauty of fra
tals, Images of ComplexDynami
al Systems. Springer-Verlag, 1986. 52[PSP99℄ J. S. Pier
e, B. C. Stearns, and R. Paush. Voodoo dolls : seamlessintera
tion at multiple s
ales in virtual environments. In Symposium onintera
tive 3D graphi
s, 1999. 62[Qas97℄ S. Qasem. Con
eption et Réalisation d'Une Interfa
e 3D Pour Cabri-Géomètre. PhD thesis, Université Joseph Fourier - Grenoble 1, 12 dé-
embre 1997. 69[Qt℄ Qt. (pronon
er "
ute"). http://www.trollte
h.
om/. 63[R.E96℄ R.E.Moore. Interval Analysis. Prenti
e-Hall, 1996. 53[Rit50℄ J.F. Ritt. Di�erential algebra. In Ameri
an Mathemati
al So
iety, Col-loquium publi
ations, XXXIII. Reprinted by Dover Publi
ations, In
(1966), 1950. 50

http://www.mechling.de
http://en.wikipedia.org/wiki/Texvc
http://wii.nintendo.com/fr/controller.html
http://www.trolltech.com/


162 Bibliographie[RSV88℄ D. Roller, F. S
honek, and A. Verroust. Dimension driven geometryin Computer-Aided Design : A survey. Te
hni
al report, LIENS, E
oleNormale Supérieure, Paris, 1988. 3, 17[SB04℄ L. Sternberger and D. Be
hmann. Deformable Ray-Casting Intera
tionTe
hnique. In Young'VR, 2004. 75[S
h93℄ P. S
hre
k. Automatisation des 
onstru
tions géométriques à la règle etau 
ompas. PhD thesis, Université Louis Pasteur - Strabourg, 1993. 11,20, 21, 25, 43[S
h01℄ P. S
hre
k. Robustness in Computer-Aided Design Geometri
 Constru
-tion. In Pro
eedings of the �fth International Conferen
e on InformationVisualisation, IV2001 (London). IEEE, 2001. 22[S
h02℄ P. S
hre
k. Résolution Symbolique de 
ontraintes géométriques � Habi-litation à Diriger des Re
her
hes. PhD thesis, Université Louis Pasteur- Strasbourg, 2002. 6, 41[SCP95℄ R. Stoa
kley, M. J. Conway, and R. Paush. Virtual Reality on WIM,Intera
tive World in Miniature. In CHI, 1995. 62[Sit03℄ M. Sitharam. FRONTIER, an opensour
e gnu geometri
 
onstraintsolver : version 3 (2003) for general 2D and 3D systems.http://www.
ise.u�.edu/~sitharam, 2003. 20[SSK01℄ Y. Sato, M. Saito, and H. Koike. Real-time Input of 3D Pose andGestures of a User's Hand and Its Appli
ations for HCI. IEEE VirtualReality, 2001. 66[Ste06℄ Ludovi
 Sternberger. Intera
tion en Réalité Virtuelle. PhD thesis, Uni-versité Louis Pasteur - Strasbourg, 2006. 7, 59, 62[Sun86℄ G. Sunde. Spe
i�
ation of shape by dimensions and other geometri

onstraints. In IFIP WG 5.2 on Geometri
 Modeling, Rensselaerville,1986. 19, 21, 34[Sun87℄ G. Sunde. A Computer-Aided Design system with de
larative spe
i�
a-tion of shape. In Eurographi
s Workshop on Intelligent Computer-AidedDesign systems, Noordwisjkerout, pages 90�101, 1987. 20, 23, 34[Sut63℄ I.E. Sutherland. Sket
hpad : A man-ma
hine graphi
al 
ommuni
ationsystem. In Pro
eedings of the IFIP Spring Joint Computer Conferen
e,1963. 2, 17[SW00℄ R. Salomon and J. Weissmann. Evolutionary Tuning of Neural Net-works for Gesture Re
ognition. In Pro
. of the 2000 Congress on Evo-lutionary Computation, pages 1528�1534, Pis
ataway, NJ, 2000. IEEEServi
e Center. 66[TCH+03℄ N. Tarrin, S. Coquillart, S. Hasegawa, L. Bouguila, and M. Sato. TheStringed Hapti
 Workben
h : a New Hapti
 Workben
h Solution. InEurographi
s, 2003. 152[TN97℄ G. Trombettoni and B. Neveu. Computational Complexity of Multi-way, Data�ow Constraint Problems. In Fifteenth International JointConferen
e on Arti�
ial Intelligen
e, 1997. 20

http://www.cise.ufl.edu/~sitharam


Bibliographie 163[Tro97℄ G. Trombettoni. Algorithmes de maintien de solution par propagationlo
ale pour les systèmes de 
ontraintes. PhD thesis, Université de Ni
e- Sophia Antipolis, 1997. 41[Ver90℄ A. Verroust. Etude de problemes liés à la dé�nition, la visualisation etl'animation d'objets 
omplexes en informatique graphique. PhD thesis,Thèse d'Etat, Université de Paris-Sud, Orsay, 1990. 35[vrj℄ VRJuggler, Open Sour
e Virtual Reality Tools.http://www.vrjuggler.org/. 63[VSR92℄ A. Verroust, F. S
honek, and D. Roller. Oriented method for parametri-zed 
omputer-aided design. Computer-Aided Design, 24(10) :531�540,1992. 17, 35, 36, 43[Wan02℄ D. Wang. Geother 1.1 : handling and proving geometri
 theorems au-tomati
ally. In Automated Dedu
tion in Geometry, 2002. 50[Wik℄ Wikipedia. Nombre de bézout, théorème de bézout.http://fr.wikipedia.org/wiki/Théorème_de_Bézout. 106[Win05℄ J. Wintz. Compilation de systèmes à base de règles pour la résolu-tion symbolique de 
ontraintes géométriques. Master's thesis, UniversitéLouis Pasteur, Strasbourg, 2005. 126[Wir90℄ M. Wirsing. Algebrai
 spe
i�
ation. Handbook of theoreti
al 
omputers
ien
e, pages 677�780, 1990. 12[WSMF06℄ J. Wintz, P. S
hre
k, P. Mathis, and A. Fabre. A framework for geo-metri
 
onstraint satisfa
tion problem. In ACM Symposium on AppliedComputing, 2006. 7, 23, 120, 125[Wu84℄ W.T. Wu. Basi
 prin
iples of me
hani
al theorem proving in elementarygeometries. Journal of Symboli
 Computation, 4 :207�235, 1984. 17, 50[ZBM94℄ S. Zhai, W. Buxton, and P. Milgram. The "Silk 
ursor" : investigatingtransparen
y for 3D target a
quisition. In CHI, 1994. 62[ZHH96℄ R.C. Zeleznik, K.P. Herndon, and J.F. Hughes. SKETCH : An Interfa
efor Sket
hing 3D S
enes. In ACM Transa
tions on Graphi
s, Pro
eedingsof SIGGRAPH'96, 1996. 69

http://www.vrjuggler.org/
http://fr.wikipedia.org/wiki/Th�or�me_de_B�zout




Annexe AUnivers géométriques 3DCette annexe 
omporte la des
ription en G
ml de deux univers géométriqueseu
lidiens 3D. La première se
tion 
omporte l'univers général dé
rit au 
hapitre2. La se
onde se
tion 
ontient l'univers utilisé pour la résolution de problèmes depolyèdres du 
hapitre 4.A.1 Univers eu
lidien 3DL'univers géométrique suivant est 
omposé de 5 sortes dénotant les points, lesdroites, les 
er
les, les plans et les sphères. Une dernière sorte, nommée measure,représente la sorte elem de l'univers analytique.<universe><syntax><sorts>measurepointline
ir
leplanesphere</sorts>Les symboles pré�xés par init servent à initialiser des repères pour les dépla
e-ments. Les symboles pré�xés par mk dénotent la 
onstru
tion d'un objet à partird'autres objets. Les symboles pré�xés par inter désignent une interse
tion d'objetsgéométriques.<fsymbols><!-- Point à l'origine -->initp_origin : -> point<!-- Droite parallèle à l'axe Ox passant par un point -->initl_x : point -> line<!-- Droite parallèle à l'axe Oy passant par un point -->



166 Annexe A. Univers géométriques 3Dinitl_y : point -> line<!-- Droite parallèle à l'axe Oz passant par un point -->initl_z : point -> line<!-- Plan parallèle au plan xOy passant par un point -->initP_xy : point -> plane<!-- Plan parallèle au plan yOz passant par un point -->initP_yz : point -> plane<!-- Plan parallèle au plan xOz passant par un point -->initP_xz : point -> plane<!-- Point à partir de 
es 3 
oordonnées -->mkpoint_3m : measure measure measure -> point<!-- Point sur une droite à une distan
e donnée d'unautre point -->mkpoint_plm : point line measure -> point<!-- Droite passant par deux points -->mkline_2p : point point -> line<!-- Droite faisant un angle donné ave
 une droiteet passant par un point dans un plan -->mkline_plPm : point line plane measure -> line<!-- Droite à une distan
e donnée d'une droite dansun plan -->mkline_lPm : line plane measure -> line<!-- Droite passant par un pointet faisant deux angles ave
 deux autres droites -->mkline_p2l2m : point line line measure measure -> line<!-- Cer
le dans un plan à partir de son 
entreet d'un point sur le 
er
le -->mk
ir
le_2pP : point point plane -> 
ir
le<!-- Cer
le à partir de son 
entreet d'un point définissant son orientation et son rayon -->mk
ir
le_2p : point point -> 
ir
le<!-- Cer
le dans un plan à partir de son 
entre etde son rayon -->mk
ir
le_pmP : point measure plane -> 
ir
le<!-- Plan défini par 3 points -->mkplane_3p : point point point -> plane<!-- Plan défini par un point sur le planet un point définissant sa normale -->mkplane_2p : point point -> plane<!-- Plan passant par une droiteet faisant un angle donné ave
 un autre plan -->mkplane_lPm : line plane measure -> plane<!-- Plan passant par un pointet faisant deux angles ave
 deux autres plans -->mkplane_p2P2m : point plane plane measure measure -> plane<!-- Sphère à partir de son 
entre et d'un point sur
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lidien 3D 167la sphère -->mksphere_2p : point point -> sphere<!-- Sphère à partir de son 
entre et de son rayon -->mksphere_pm : point measure -> sphere<!-- Point interse
tion de deux droites -->inter2l : line line -> point<!-- Point interse
tion de deux 
er
les -->inter2
 : 
ir
le 
ir
le -> point<!-- Droite interse
tion de deux plans -->inter2P : plane plane -> line<!-- Cer
le interse
tion de deux sphères -->inter2s1 : sphere sphere -> 
ir
le<!-- Point interse
tion de deux sphères-->inter2s2 : sphere sphere -> point<!-- Point interse
tion d'une droite et d'un 
er
le -->interl
 : line 
ir
le -> point<!-- Point interse
tion d'une droite et d'un plan -->interlP : line plane -> point<!-- Point interse
tion d'une droite et d'une sphère -->interls : line sphere -> point<!-- Point interse
tion d'un 
er
le et d'un plan -->inter
P : 
ir
le plane -> point<!-- Point interse
tion d'un 
er
le et d'une sphère -->inter
s : 
ir
le sphere -> point<!-- Point interse
tion d'un plan et d'une sphère -->interPs1 : plane sphere -> point<!-- Cer
le interse
tion d'un plan et d'une sphère -->interPs2 : plane sphere -> 
ir
le</fsymbols>Les 
ontraintes 
onsidérées dans 
et univers sont des 
ontraintes d'in
iden
e,pré�xées par on, des 
ontraintes d'angles, pré�xées par angle, et des 
ontraintes dedistan
e pré�xées par dist.<psymbols><!-- Coplanarité de quatre points -->
op : point point point point<!-- In
iden
e d'un point sur une droite -->onl : point line<!-- In
iden
e d'un point sur un plan -->onP : point plane<!-- In
iden
e d'un point sur un 
er
le -->on
 : point 
ir
le<!-- In
iden
e d'un point sur une sphère -->ons : point sphere<!-- In
iden
e d'une droite sur un plan -->onlP : line plane



168 Annexe A. Univers géométriques 3D<!-- In
iden
e d'un 
er
le sur une sphère -->on
s : 
ir
le sphere<!-- Non in
iden
e d'un 
er
le sur un plan -->noton
P : 
ir
le plane<!-- Angle entre deux plans -->angle2P : plane plane measure<!-- Angle entre deux droites -->angle2l : line line measure<!-- Angle entre deux bi-points partageant un point -->angle3p : point point point measure<!-- Distan
e entre deux points -->distpp : point point measure<!-- Distan
e entre un point et un plan -->distpP : point plane measure<!-- Distan
e entre un point et une droite -->distpl : point line measure<!-- Distan
e entre un point et une sphère -->distps : point sphere measure<!-- Distan
e entre deux plans -->distPP : plane plane measure<!-- Distan
e entre un plan et une droite -->distPl : plane line measure<!-- Distan
e entre un plan et une sphère -->distPs : plane sphere measure<!-- Distan
e entre deux droites -->distll : line line measure<!-- Distan
e entre une droite et une sphère -->distls : line sphere measure<!-- Distan
e entre deux sphères -->distss : sphere sphere measure</psymbols>Les axiomes se dé
omposent en propriétés, properties, et en règles, rules. Lespropriétés 
onsidérées dans 
et univers sont des propriétés de 
ommutativité. Lesrègles sont divisées en règles de 
onstru
tion, 
onstru
tion, et en règles pour formerdes repères, lo
ation.Ces règles de formation de repères sont illustrées dans l'annexe suivante.<axioms><properties><property>distpp(p1,p2,k) = distpp(p2,p1,k)</property><property>angle3p(p1,p2,p3,k) = angle3p(p3,p1,p2,k)</property><property>
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lidien 3D 169angle2l(l1,l2,alpha) = angle2l(l2,l1,alpha)</property><property>angle2P(p1,p2,alpha) = angle2P(p2,p1,alpha)</property><property>
op(p1,p2,p3,p4) = 
op(p4,p1,p2,p3) =
op(p3,p4,p1,p2) = 
op(p2,p3,p4,p1) =
op(p1,p2,p4,p3) = 
op(p4,p3,p1,p2) =
op(p3,p1,p2,p4) = 
op(p2,p4,p3,p1) =
op(p1,p4,p2,p3) = 
op(p4,p2,p3,p1) =
op(p3,p1,p4,p2) = 
op(p2,p3,p1,p4) =
op(p1,p4,p3,p2) = 
op(p4,p3,p2,p1) =
op(p3,p2,p1,p4) = 
op(p2,p1,p4,p3) =
op(p1,p3,p2,p4) = 
op(p4,p1,p3,p2) =
op(p3,p2,p4,p1) = 
op(p2,p4,p1,p3) =
op(p1,p3,p4,p2) = 
op(p4,p2,p1,p3) =
op(p3,p4,p2,p1) = 
op(p2,p1,p3,p4)</property></properties><rules><
onstru
tion name="On a line and on a sphere"><if>onl(p,l)ons(p,s)</if><then>p=interls(l,s)</then></
onstru
tion><
onstru
tion name="Line by two points"><if>onl(x,l)onl(y,l)</if><then>l=mkline_2p(x,y)</then></
onstru
tion><
onstru
tion name="In
iden
e relation"><if>onl(x,l)onlP(l,pl)</if><then>onP(x,pl)
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onstru
tion><
onstru
tion name="Point on a sphere"><if>distpp(x,y,k)</if><then>s=mksphere_pm(x,k)ons(y,s)</then></
onstru
tion><
onstru
tion name="Interse
tion of a sphereand a plane"><if>ons(x,s)onP(x,p)</if><then>
=interPs(p,s)on
(x,
)</then></
onstru
tion><
onstru
tion name="Interse
tion of 2 spheres"><if>ons(x,s1)ons(x,s2)</if><then>
=inter2s(s1,s2)on
(x,
)</then></
onstru
tion><
onstru
tion name="On a sphere and on a 
ir
le"><if>on
(p,
)ons(p,s)</if><then>p=inter
s(
,s)</then></
onstru
tion><
onstru
tion name="Interse
tion of two 
ir
les"><if>on
(x,
1)on
(x,
2)</if>



A.1. Univers eu
lidien 3D 171<then>x=inter2
(
1,
2)</then></
onstru
tion><
onstru
tion name="Plane by three points"><if>onP(p1,pl)onP(p2,pl)onP(p3,pl)</if><then>pl=mkplane_3p(p1,p2,p3)</then></
onstru
tion><
onstru
tion name="Line by angles with two lines"><if>onl(p,l1)onl(p,l2)onl(p,l3)angle2l(l2,l1,a1)angle2l(l3,l1,a2)</if><then>l1=mkline_p2l2m(p,l2,l3,a1,a2)</then></
onstru
tion><
onstru
tion name="In a plane"><if>
op(p1,p2,p3,p4)on
(p1,
)</if><then>plane=mkplane_3p(p2,p3,p4)p1=inter
P(
,plane)</then></
onstru
tion><lo
ation name="Angle between two lines"><if>angle2l(l1,l2,alpha)onl(p1,l1)onl(p1,l2)</if><then>p1=initp_origin()l1=initl_x(p1)P=initP_xy(p1)



172 Annexe A. Univers géométriques 3Dl2=mkline_plPm(p1,l1,P,alpha)</then></lo
ation><lo
ation name="Distan
e point/line"><if>distpl(p,l,k)</if><then>origin=initp_origin()l=initl_x(origin)l1=initl_z(origin)p=mkpoint_plm(origin,l1,k)</then></lo
ation><lo
ation name="Angle between 2 planes and distan
esto a point"><if>angle2P(pl1,pl2,alpha)distpP(p,pl1,k1)distpP(p,pl2,k2)</if><then>origin=initp_origin()pl1=initP_xy(origin)lx=initl_x(origin)pl2=mkplane_lPm(lx,pl1,alpha)ly=initl_y(origin)plyz=initP_yz(origin)l=mkline_lPm(ly,plyz,k1)l2=inter2P(pl2,plyz)l3=mkline_lPm(l2,plyz,k2)p=inter2l(l,l3)</then></lo
ation><lo
ation name="Angles between 3 planes"><if>angle2P(pl1,pl2,a1)angle2P(pl2,pl3,a2)angle2P(pl1,pl3,a3)</if><then>origin=initp_origin()pl1=initP_xy(origin)lx=initl_x(origin)pl2=mkplane_lPm(lx,pl1,a1)pl3=mkplane_p2P2m(origin,pl1,pl2,a2,a3)



A.1. Univers eu
lidien 3D 173</then></lo
ation><lo
ation name="3 points and 3 distan
es"><if>distpp(p1,p2,k1)distpp(p2,p3,k2)distpp(p1,p3,k3)</if><then>p1=initp_origin()lx=initl_x(p1)p2=mkpoint_plm(p1,lx,k1)pl=initP_xy(p1)
1=mk
ir
le_pmP(p1,k3,pl)
2=mk
ir
le_pmP(p2,k2,pl)p3=inter2
(
1,
2)</then></lo
ation><lo
ation name="2 points and 1 distan
e in a plane"><if>distpp(p1,p2,k)onP(p1,pl)onP(p2,pl)</if><then>p1=initp_origin()lx=initl_x(p1)p2=mkpoint_plm(p1,lx,k1)pl=initP_xy(p1)</then></lo
ation><lo
ation name="2 points a plane and 3 distan
es"><if>distpp(p1,p2,k1)distpP(p1,pl,k2)distpP(p2,pl,k3)</if><then>origin=initp_origin()pl=initP_xy(origin)lz=initl_z(origin)p1=mkpoint_plm(origin,lz,k1)lx=initl_x(origin)plxz=initP_xz(origin)l=mkline_lPm(lx,plxz,k2)
=mk
ir
le_pmP(p2,k3,plxz)



174 Annexe A. Univers géométriques 3Dp2=interl
(l,
)</then></lo
ation><lo
ation name="A point on a line on a plane"><if>onl(p,l)onlP(l,pl)</if><then>p=initp_origin()l=initl_x(p)pl=initP_xy(p)</then></lo
ation></rules></axioms></syntax></universe>A.2 Univers 3D atomiqueL'univers dé
rit i
i est un univers 3D restreint aux sortes point, droite et plan.Dans 
et univers, la sorte measure est distinguée de la sorte s
alar pour soulignerle morphisme venant de l'univers analytique. Une mesure ne sert que pour paramé-triser une 
ontrainte dimensionnelle alors qu'un s
alaire est utilisé pour asso
ié des
oordonnées aux objets.<g
ml><universe><syntax><sorts>s
alarmeasurepointlineplane</sorts><fsymbols>mkMeasure : s
alar -> measuremkPoint : s
alar s
alar s
alar -> pointmkLine : point point -> linemkPlane : s
alar s
alar s
alar s
alar -> planeinitPoint: -> pointinitPlane : -> planeinitLine_2p : point point -> line



A.2. Univers 3D atomique 175initLine_x : point -> lineinitLine_y : point -> lineinitLine_z : point -> lineinitPlane_xy : point -> planeinitPlane_yz : point -> planeinitPlane_xz : point -> planemkPlane_3p : point point point -> planemkPoint_3p3m : point point point measure measure measure-> pointmkPoint_3P : plane plane plane -> pointmkPoint_plm : point line measure -> pointmkPoint_2pP2m : point point plane measure measure-> pointmkPoint_p2Pm : point plane plane measure -> pointmkPlane_2l : line line -> plane</fsymbols><psymbols>onl : point lineonP : point planenorm : planedistpp : point point measure</psymbols><axioms><properties><property>distpp(p1,p2,k) = distpp(p2,p1,k)</property></properties><rules><
onstru
tion name="Point by 3 planes"><if>onP(p,pl1)onP(p,pl2)onP(p,pl3)</if><then>p=mkPoint_3P(pl1,pl2,pl3)</then></
onstru
tion><
onstru
tion name="Point by 3 distan
es"><if>distpp(p1,p2,k1)distpp(p1,p3,k2)



176 Annexe A. Univers géométriques 3Ddistpp(p1,p4,k3)</if><then>p1=mkPoint_3p3m(p2,p3,p4,k1,k2,k3)</then></
onstru
tion><
onstru
tion name="Plane by 3 points"><if>onP(p1,p)onP(p2,p)onP(p3,p)norm(p)</if><then>p=mkPlane_3p(p1,p2,p3)</then></
onstru
tion><
onstru
tion name="Point in a plane by 2 distan
es"><if>onP(p1,pl)distpp(p1,p2,k1)distpp(p1,p3,k2)</if><then>p1=mkPoint_2pP2m(p2,p3,pl,k1,k2)</then></
onstru
tion><
onstru
tion name="Point by 2 planes and 1 distan
e"><if>onP(p1,pl1)onP(p1,pl2)onP(p2,pl1)onP(p2,pl2)distpp(p1,p2,k1)</if><then>p1=mkPoint_p2Pm(p2,pl1,pl2,k1)</then></
onstru
tion><lo
ation name="3 points and 3 distan
es"><if>distpp(p1,p2,k1)distpp(p2,p3,k2)distpp(p1,p3,k3)</if><then>



A.2. Univers 3D atomique 177p1=initPoint()lx=initLine_2p(p1,p2)px=mkPlane_3p(p1,p2,p3)p2=mkPoint_plm(p1,lx,k1)p3=mkPoint_2pP2m(p1,p2,px,k3,k2)</then></lo
ation><lo
ation name="3 points 1 plane"><if>onP(p1,pl)onP(p2,pl)distpp(p1,p2,k1)norm(pl)</if><then>p1=initPoint()lx=initLine_2p(p1,p2)pl=initPlane()p2=mkPoint_plm(p1,lx,k1)</then></lo
ation></rules></axioms></syntax></universe></g
ml>





Annexe BSémantique des repères 3DUn repère 3D est un système de 
ontraintes bien-
ontraint modulo les dépla
e-ments, qui a six degrés de liberté (trois en translations et trois en rotations). Cetteannexe présente les repères 3D que nous avons retenus.B.1 Contraintes d'in
iden
eLe repère que l'on peut extraire de 
ontraintes d'in
iden
e est 
elui basé sur unpoint in
ident à une droite dans un plan.point pline lplane plonl(p,l)onlp(l,pl)B.2 Contraintes dimensionnellesLe repère suivant est extrait de 3 plans 
ontraints en angles deux à deux.plane pl1,pl2,pl3measure a1,a2,a3angle(pl1,pl2,a1)angle(pl2,pl3,a2)angle(pl1,pl3,a3)Un autre repère utilisant des 
ontraintes dimensionnelles est 
elui déduit à par-tir d'un point, de deux plans, d'une 
ontrainte d'angle entre 
es deux plans et deux



180 Annexe B. Sémantique des repères 3Ddistan
es point-plan.point pplane pl1,pl2angle(pl1,pl2)distppl(p,pl1)distppl(p,pl2)Un troisième repère est 
onstitué d'un angle entre deux droites.line l1,l2measure alphaangle(l1,l2,alpha)Le repère suivant se base sur deux points, un plan et deux distan
es point-plan.point p1,p2plane pldistppl(p1,pl)distppl(p2,pl)Une distan
e point-droite peut fournir un repère :point pline lmeasure kdistpl(p,l,k)En�n, trois points 
ontraints par la donnée de trois 
ontraintes de distan
esdonnent le repère : point p1,p2,p3measure k1,k2,k3distpp(p1,p2,k1)distpp(p2,p3,k2)distpp(p1,p3,k3)B.3 Contraintes d'in
iden
e et dimensionnellesDeux points 
ontraints par une distan
e dans un plan donnent un repère.point p1,p2plane plmeasure kdistpp(p1,p2,k)onp(p1,pl)onp(p2,pl)



Annexe CExemplesDans les exemples suivants, la partie sémantique a été supprimée, prenant tropde pla
e par rapport à son importan
e réelle. Nous l'avons juste gardée pour le
amembert et le tétraèdre à titre indi
atif.C.1 Minimaux non triviauxC.1.1 Pyramide<g
ml><universe><syntax ref="atomi
3d_syntax.g
ml"/><semanti
 ref="atomi
3d_semanti
.g
ml"/></universe><g
s><syntax><unknowns>point p1 p2 p3 p4 p5plane pl1</unknowns><parameters>measure k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8 k9</parameters><
onstraints>distpp(p5,p1,k1)distpp(p5,p2,k2)distpp(p5,p3,k3)distpp(p5,p4,k4)distpp(p4,p3,k5)distpp(p3,p2,k6)distpp(p2,p1,k7)distpp(p1,p4,k8)



182 Annexe C. Exemplesdistpp(p1,p3,k9)onP(p3, pl1)onP(p2, pl1)onP(p1, pl1)onP(p4, pl1)</
onstraints></syntax></g
s></g
ml>C.1.2 Le 
amembert<g
ml><universe><syntax ref="atomi
3d_syntax.g
ml"/><semanti
 ref="atomi
3d_semanti
.g
ml"/></universe><g
s><syntax><unknowns>point p1 p2 p3 p4 p5 p6plane pl1 pl2 pl3</unknowns><parameters>measure k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8 k9</parameters><
onstraints>distpp(p2,p5,k1)distpp(p5,p1,k2)distpp(p1,p2,k3)distpp(p3,p4,k4)distpp(p4,p6,k5)distpp(p3,p6,k6)distpp(p1,p3,k7)distpp(p2,p4,k8)distpp(p5,p6,k9)onP(p1, pl1)onP(p2, pl1)onP(p4, pl1)onP(p3, pl1)onP(p2, pl2)onP(p5, pl2)onP(p6, pl2)onP(p4, pl2)onP(p1, pl3)onP(p5, pl3)



C.1. Minimaux non triviaux 183onP(p6, pl3)onP(p3, pl3)</
onstraints></syntax><semanti
><valuation></valuation><sket
h>p3=mkPoint(0,0,0)p4=mkPoint(1,0,0)p6=mkPoint(0.265953,0.739256,0)p1=mkPoint(0,0,1)p2=mkPoint(0.730375,-0.0217405,0.983264)p5=mkPoint(0.296812,0.784927,0.835793)pl1=mkPlane(-0.506215,-0.0969415,-0.856941,-0.364424)pl2=mkPlane(0.581612,0.163423,-0.796882,-0.270511)pl3=mkPlane(0.268996,0.2211,-0.93742,-0.364424)k1=mkMeasure(0.927598)k2=mkMeasure(0.862229)k3=mkMeasure(0.695355)k4=mkMeasure(0.905195)k5=mkMeasure(0.976332)k6=mkMeasure(0.78259)k7=mkMeasure(1.04898)k8=mkMeasure(1.00364)k9=mkMeasure(0.853576)</sket
h></semanti
></g
s></g
ml>



184 Annexe C. ExemplesC.1.3 La pyramide à base pentagonale

Fig. C.1 � Pyramide à base pentagonale<g
ml><universe><syntax ref="atomi
3d_syntax.g
ml"/><semanti
 ref="atomi
3d_semanti
.g
ml"/></universe><g
s><unknowns>point p1 p2 p3 p4 p5 p6plane pl1</unknowns><parameters>measure k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8 k9 k10</parameters><
onstraints>distpp(p1,p2,k1)distpp(p1,p3,k2)distpp(p1,p4,k3)distpp(p1,p5,k4)distpp(p1,p6,k5)distpp(p6,p2,k6)distpp(p2,p3,k7)distpp(p3,p4,k8)



C.1. Minimaux non triviaux 185distpp(p4,p5,k9)distpp(p5,p6,k10)onP(p6, pl1)onP(p2, pl1)onP(p3, pl1)onP(p4, pl1)onP(p5, pl1)</
onstraints></g
s></g
ml>C.1.4 La pyramide à base hexagonale

Fig. C.2 � Pyramide à base hexagonale<g
ml><universe><syntax ref="atomi
3d_syntax.g
ml" /><semanti
 ref="atomi
3d_semanti
.g
ml" /></universe>



186 Annexe C. Exemples<g
s><syntax><unknowns>point p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7plane pl</unknowns><parameters>measure k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8 k9 k10 k11 k12</parameters><
onstraints>distpp(p1,p2,k1)distpp(p1,p3,k2)distpp(p1,p4,k3)distpp(p1,p5,k4)distpp(p1,p6,k5)distpp(p1,p7,k6)distpp(p2,p3,k7)distpp(p3,p4,k8)distpp(p4,p5,k9)distpp(p5,p6,k10)distpp(p6,p7,k11)distpp(p7,p2,k12)onP(p2,pl)onP(p3,pl)onP(p4,pl)onP(p5,pl)onP(p6,pl)onP(p7,pl)norm(pl)</
onstraints></syntax></g
s></g
ml>



C.1. Minimaux non triviaux 187C.1.5 L'étoile de mer

Fig. C.3 � Étoile de mer<g
ml><universe><syntax ref="atomi
3d_syntax.g
ml"/><semanti
 ref="atomi
3d_semanti
.g
ml"/></universe><g
s><unknowns>point p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7</unknowns><parameters>measure k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8 k9 k10 k11 k12 k13 k14</parameters><
onstraints>distpp(p4,p1,k1)distpp(p2,p1,k2)distpp(p1,p3,k3)



188 Annexe C. Exemplesdistpp(p1,p5,k4)distpp(p1,p6,k5)distpp(p7,p2,k6)distpp(p7,p3,k7)distpp(p7,p4,k8)distpp(p7,p5,k9)distpp(p7,p6,k10)distpp(p6,p5,k11)distpp(p5,p4,k12)distpp(p4,p3,k13)distpp(p3,p2,k14)</
onstraints></g
s></g
ml>C.1.6 Antiprisme d'ordre 4<g
ml><universe><syntax ref="atomi
3d_syntax.g
ml" /><semanti
 ref="atomi
3d_semanti
.g
ml" /></universe><g
s><syntax><unknowns>point p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7 p8plane pl1 pl2</unknowns><parameters>measure k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8 k9 k10 k11 k12 k13 k14 k15 k16</parameters><
onstraints>distpp(p1,p2,k1)distpp(p2,p3,k2)distpp(p3,p4,k3)distpp(p4,p5,k4)distpp(p1,p5,k5)distpp(p1,p6,k6)distpp(p2,p6,k7)distpp(p3,p6,k8)distpp(p4,p6,k9)distpp(p1,p7,k10)distpp(p2,p7,k11)distpp(p5,p7,k12)distpp(p8,p7,k13)distpp(p3,p8,k14)



C.1. Minimaux non triviaux 189distpp(p8,p5,k15)distpp(p8,p4,k16)onP(p2,pl1)onP(p3,pl1)onP(p7,pl1)onP(p8,pl1)norm(pl1)onP(p1,pl2)onP(p4,pl2)onP(p5,pl2)onP(p6,pl2)norm(pl2)</
onstraints></syntax><g
s><g
ml>



190 Annexe C. ExemplesC.2 Solides Pseudo-Platoni
iensC.2.1 Tétraèdre

Fig. C.4 � Tétraèdre<g
ml><universe><syntax ref="atomi
3d_syntax.g
ml"/><semanti
s ref="atomi
3d_semanti
.g
ml"/></universe><g
s><syntax><unknowns>point p1 p2 p3 p4line l1 l2 l3 l4 l5 l6</unknowns><parameters>measure k1 k2 k3 k4 k5 k6



C.2. Solides Pseudo-Platoni
iens 191</parameters><
onstraints>distpp(p1,p2,k1)distpp(p2,p3,k2)distpp(p1,p3,k3)distpp(p1,p4,k4)distpp(p2,p4,k5)distpp(p3,p4,k6)onl(p1,l1) onl(p2,l1)onl(p2,l2) onl(p3,l2)onl(p3,l3) onl(p1,l3)onl(p1,l4) onl(p4,l4)onl(p2,l5) onl(p4,l5)onl(p3,l6) onl(p4,l6)</
onstraints></syntax><semanti
><valuation>p1=mkPoint(1,0.3)</valuation><sket
h>p1=mkPoint(0,0,3)p2=mkPoint(1.67,1.5,2.22)p3=mkPoint(1,3,4)p4=mkPoint(0,2,1)l1=mkLine(p1,p2)l2=mkLine(p2,p3)l3=mkLine(p3,p1)l4=mkLine(p1,p4)l5=mkLine(p2,p4)l6=mkLine(p3,p4)k1=mkMeasure(1)k2=mkMeasure(1)k3=mkMeasure(1)k4=mkMeasure(1)k5=mkMeasure(1)k6=mkMeasure(1)</sket
h></semanti
></g
s></g
ml>



192 Annexe C. ExemplesC.2.2 O
taèdre

Fig. C.5 � O
taèdre<g
ml><universe><syntax ref="atomi
3d_syntax.g
ml"/><semanti
 ref="atomi
3d_semanti
.g
ml"/></universe><g
s><syntax><unknowns>point p1 p2 p3 p4 p5 p6line l1 l2 l3 l4 l5 l6 l7 l8 l9 l10 l11 l12</unknowns><parameters>measure k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8 k9 k10 k11 k12</parameters>



C.2. Solides Pseudo-Platoni
iens 193<
onstraints>distpp(p1,p2,k1)distpp(p2,p3,k2)distpp(p3,p4,k3)distpp(p4,p1,k4)distpp(p1,p5,k5)distpp(p2,p5,k6)distpp(p3,p5,k7)distpp(p4,p5,k8)distpp(p1,p6,k9)distpp(p2,p6,k10)distpp(p3,p6,k11)distpp(p4,p6,k12)onl(p1,l1) onl(p2,l1)onl(p2,l2) onl(p3,l2)onl(p3,l3) onl(p4,l3)onl(p1,l4) onl(p4,l4)onl(p1,l5) onl(p5,l5)onl(p2,l6) onl(p5,l6)onl(p3,l7) onl(p5,l7)onl(p4,l8) onl(p5,l8)onl(p1,l9) onl(p6,l9)onl(p2,l10) onl(p6,l10)onl(p3,l11) onl(p6,l11)onl(p4,l12) onl(p6,l12)</
onstraints></syntax></g
s></g
ml>



194 Annexe C. ExemplesC.2.3 Hexaèdre

Fig. C.6 � Héxaèdre<g
ml><universe><syntax ref="atomi
3d_syntax.g
ml" /><semanti
 ref="atomi
3d_semanti
.g
ml" /></universe><g
s><syntax><unknowns>point p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7 p8plane pl1 pl2 pl3 pl4 pl5 pl6</unknowns><parameters>measure k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8 k9 k10 k11 k12</parameters><
onstraints>distpp(p1,p2,k1)distpp(p2,p3,k2)



C.2. Solides Pseudo-Platoni
iens 195distpp(p3,p4,k3)distpp(p4,p1,k4)distpp(p5,p6,k5)distpp(p6,p7,k6)distpp(p7,p8,k7)distpp(p8,p5,k8)distpp(p1,p5,k9)distpp(p2,p6,k10)distpp(p3,p7,k11)distpp(p4,p8,k12)onP(p1,pl1) onP(p2,pl1) onP(p3,pl1) onP(p4,pl1)onP(p1,pl2) onP(p2,pl2) onP(p5,pl2) onP(p6,pl2)onP(p5,pl3) onP(p6,pl3) onP(p7,pl3) onP(p8,pl3)onP(p7,pl4) onP(p8,pl4) onP(p4,pl4) onP(p3,pl4)onP(p1,pl5) onP(p5,pl5) onP(p8,pl5) onP(p4,pl5)onP(p2,pl6) onP(p6,pl6) onP(p7,pl6) onP(p3,pl6)norm(pl1)norm(pl2)norm(pl3)norm(pl4)norm(pl5)norm(pl6)</
onstraints></syntax></g
s></g
ml>C.2.4 I
osaèdre<g
ml><universe><syntax ref="atomi
3d_syntax.g
ml"/><semanti
 ref="atomi
3d_semanti
.g
ml"/></universe><g
s><syntax><unknowns>point p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7 p8 p9 p10 p11 p12</unknowns><parameters>measure k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8 k9 k10 k11 k12k13 k14 k15 k16 k17 k18 k19 k20 k21 k22k23 k24 k25 k26 k27 k28 k29 k30</parameters>



196 Annexe C. Exemples<
onstraints>distpp(p1,p2,k1)distpp(p1,p3,k2)distpp(p1,p4,k3)distpp(p1,p5,k4)distpp(p1,p6,k5)distpp(p2,p3,k6)distpp(p3,p4,k7)distpp(p4,p5,k8)distpp(p5,p6,k9)distpp(p2,p6,k10)distpp(p7,p8,k11)distpp(p7,p9,k12)distpp(p7,p10,k13)distpp(p7,p11,k14)distpp(p7,p12,k15)distpp(p8,p9,k16)distpp(p9,p10,k17)distpp(p10,p11,k18)distpp(p11,p12,k19)distpp(p8,p12,k20)distpp(p2,p8,k21)distpp(p8,p3,k22)distpp(p3,p12,k23)distpp(p12,p4,k24)distpp(p4,p11,k25)distpp(p11,p5,k26)distpp(p5,p10,k27)distpp(p10,p6,k28)distpp(p6,p9,k29)distpp(p9,p2,k30)</
onstraints></syntax></g
s></g
ml>C.2.5 Dodé
aèdre<g
ml><universe><syntax ref="atomi
3d_syntax.g
ml"/><semanti
 ref="atomi
3d_semanti
.g
ml"/></universe><g
s><syntax>
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iens 197<unknowns>point p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7 p8 p9 p10 p11 p12p13 p14 p15 p16 p17 p18 p19 p20plane pl1 pl2 pl3 pl4 pl5 pl6 pl7 pl8pl9 pl10 pl11 pl12</unknowns><parameters>measure k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8 k9 k10 k11 k12k13 k14 k15 k16 k17 k18 k19 k20 k21 k22k23 k24 k25 k26 k27 k28 k29 k30</parameters><
onstraints>onP(p1,pl1) onP(p2,pl1) onP(p3,pl1) onP(p4,pl1)onP(p5,pl1) norm(pl1)onP(p1,pl2) onP(p2,pl2) onP(p6,pl2) onP(p7,pl2)onP(p8,pl2) norm(pl2)onP(p1,pl3) onP(p5,pl3) onP(p6,pl3) onP(p9,pl3)onP(p10,pl3) norm(pl3)onP(p4,pl4) onP(p5,pl4) onP(p10,pl4) onP(p11,pl4)onP(p12,pl4) norm(pl4)onP(p3,pl5) onP(p4,pl5) onP(p12,pl5) onP(p13,pl5)onP(p14,pl5) norm(pl5)onP(p2,pl6) onP(p3,pl6) onP(p14,pl6) onP(p15,pl6)onP(p8,pl6) norm(pl6)onP(p7,pl7) onP(p8,pl7) onP(p15,pl7) onP(p16,pl7)onP(p17,pl7) norm(pl7)onP(p6,pl8) onP(p7,pl8) onP(p17,pl8) onP(p18,pl8)onP(p9,pl8) norm(pl8)onP(p9,pl9) onP(p10,pl9) onP(p11,pl9) onP(p18,pl9)onP(p19,pl9) norm(pl9)onP(p11,pl10) onP(p12,pl10) onP(p13,pl10) onP(p19,pl10)onP(p20,pl10) norm(pl10)onP(p13,pl11) onP(p14,pl11) onP(p15,pl11) onP(p16,pl11)onP(p20,pl11) norm(pl11)onP(p16,pl12) onP(p17,pl12) onP(p18,pl12) onP(p19,pl12)onP(p20,pl12) norm(pl12)distpp(p1,p2,k1)distpp(p2,p3,k2)distpp(p3,p4,k3)distpp(p4,p5,k4)distpp(p5,p1,k5)distpp(p1,p6,k6)



198 Annexe C. Exemplesdistpp(p6,p7,k7)distpp(p7,p8,k8)distpp(p8,p2,k9)distpp(p6,p9,k10)distpp(p9,p10,k11)distpp(p10,p5,k12)distpp(p10,p11,k13)distpp(p11,p12,k14)distpp(p12,p4,k15)distpp(p12,p13,k16)distpp(p13,p14,k17)distpp(p14,p3,k18)distpp(p14,p15,k19)distpp(p15,p8,k20)distpp(p15,p16,k21)distpp(p16,p17,k22)distpp(p17,p7,k23)distpp(p17,p18,k24)distpp(p18,p9,k25)distpp(p18,p19,k26)distpp(p19,p11,k27)distpp(p19,p20,k28)distpp(p20,p13,k29)distpp(p20,p16,k30)</
onstraints></syntax></g
s></g
ml>



C.3. Les dodé
aèdres 199C.3 Les dodé
aèdresC.3.1 Triaki-tétraèdre

Fig. C.7 � Le triaki-tétraèdre dans l'espa
e<g
s><syntax><unknowns>point p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7 p8</unknowns><parameters>measure k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8 k9 k10 k11 k12 k13 k14k15 k16 k17 k18</parameters><
onstraints>
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Fig. C.8 � Une solution au problème du triaki-tétraèdredistpp(p1,p2,k1)distpp(p1,p3,k2)distpp(p1,p4,k3)distpp(p2,p3,k4)distpp(p3,p4,k5)distpp(p2,p4,k6)distpp(p2,p6,k7)distpp(p6,p3,k8)distpp(p3,p7,k9)distpp(p4,p7,k10)distpp(p2,p5,k11)distpp(p4,p5,k12)distpp(p2,p8,k13)distpp(p3,p8,k14)distpp(p4,p8,k15)distpp(p6,p8,k16)distpp(p7,p8,k17)distpp(p5,p8,k18)</
onstraints></syntax></g
s></g
ml>
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Fig. C.9 � Une deuxième solution au problème du triaki-tétraèdre
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aèdre rhombique

Fig. C.10 � Dodé
aèdre Rhombique<g
s><syntax><unknowns>point p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7 p8 p9 p10 p11 p12 p13 p14plane pl1 pl2 pl3 pl4 pl5 pl6 pl7 pl8 pl9 pl10 pl11 pl12</unknowns><parameters>measure k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8 k9 k10 k11 k12 k13 k14k15 k16 k17 k18 k19 k20 k21 k22 k23 k24</parameters><
onstraints>distpp(p13,p3,k1)
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aèdres 203distpp(p3,p9,k2)distpp(p9,p1,k3)distpp(p1,p13,k4)distpp(p11,p4,k5)distpp(p4,p13,k6)distpp(p1,p11,k7)distpp(p2,p11,k8)distpp(p9,p2,k9)distpp(p4,p10,k10)distpp(p10,p6,k11)distpp(p6,p11,k12)distpp(p2,p14,k13)distpp(p6,p14,k14)distpp(p9,p5,k15)distpp(p5,p14,k16)distpp(p3,p12,k17)distpp(p5,p12,k18)distpp(p7,p12,k19)distpp(p7,p10,k20)distpp(p7,p13,k21)distpp(p8,p10,k22)distpp(p8,p12,k23)distpp(p8,p14,k24)onP(p13,pl1) onP(p3,pl1) onP(p9,pl1) onP(p1,pl1)norm(pl1)onP(p11,pl2) onP(p4,pl2) onP(p13,pl2) onP(p1,pl2)norm(pl2)onP(p2,pl3) onP(p11,pl3) onP(p9,pl3) onP(p1,pl3)norm(pl3)onP(p4,pl4) onP(p10,pl4) onP(p6,pl4) onP(p11,pl4)norm(pl4)onP(p6,pl5) onP(p4,pl5) onP(p2,pl5) onP(p14,pl5)norm(pl5)onP(p6,pl6) onP(p10,pl6) onP(p8,pl6) onP(p14,pl6)norm(pl6)onP(p4,pl7) onP(p10,pl7) onP(p7,pl7) onP(p13,pl7)norm(pl7)onP(p4,pl8) onP(p7,pl8) onP(p12,pl8) onP(p3,pl8)norm(pl8)onP(p12,pl9) onP(p5,pl9) onP(p9,pl9) onP(p3,pl9)norm(pl9)onP(p5,pl10) onP(p14,pl10) onP(p8,pl10) onP(p12,pl10)norm(pl10)onP(p5,pl11) onP(p14,pl11) onP(p2,pl11) onP(p9,pl11)norm(pl11)onP(p7,pl12) onP(p12,pl12) onP(p3,pl12) onP(p13,pl12)
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onstraints></syntax><g
s>
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