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Introdution
L'informatique graphique ne fait pas défaut à la règle ommune qui veut que les utili-sateurs demandent des outils toujours plus puissants pour s'adapter à leurs desiderata etpour failiter le proessus de modélisation d'objets numériques. Dans le adre de la modéli-sation géométrique, l'utilisation de ontraintes doit permettre de dérire, puis d'engendrerautomatiquement un objet à partir d'une spéi�ation de ses propriétés topologiques et di-mensionnelles. On parle alors de modélisation par ontraintes et de résolution de systèmesde ontraintes géométriques (SCG).La tradition � formaliste � de l'équipe IGG du LSIIT de Strasbourg a orienté l'étude dee problème suivant une approhe formelle de la géométrie et des onstrutions géométriquesave, notamment, une première expériene dans le domaine de l'enseignement assisté parordinateur, puis son appliation dans le adre du dessin et de la oneption assistés parordinateur. Cette approhe onduit à une résolution exate des systèmes de ontraintesgéométriques et les avantages qu'on peut en retirer sont, entre autres, la prise en omptedes as partiuliers et la possibilité de donner des expliations sur la manière de trouver laou les solutions, ou les raisons pour lesquelles auune solution n'a été trouvée.Cependant, ette approhe est di�ilement appliable lorsqu'on envisage des ontraintesgéométriques en dimension 3 ar on ne onnaît pas de méthodes de résolution exates endehors d'une lasse de problèmes très restreinte. Ce problème est rendu ompliqué d'une partpar l'explosion ombinatoire du nombre de as à traiter et par l'irrédutibilité de ertainsproblèmes, et d'autre part, pour des raisons d'ergonomie et d'interfaçage entre l'utilisateuret le logiiel.Le travail présenté ii onerne l'appliation de méthodes géométriques formelles auxontraintes 3D et l'expérimentation de nouvelles méthodes d'interation. La desriptiond'univers géométriques est au ÷ur de notre approhe aussi bien pour l'interfaçage quepour la résolution de ontraintes.SommaireDomaine . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2Problématique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4Approhe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4Plan du mémoire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7



2 IntrodutionDomaineDepuis les travaux de Sutherland [Sut63℄, la prise en ompte de ontraintes géo-métriques aussi bien sur le plan de l'interfae, que sur le plan de la résolution, resteun sujet d'atualité en modélisation géométrique.Selon les ommunautés qui se sont intéressées à e problème, les moyens d'yrépondre ont été di�érents, mais tous onordent sur la di�ulté de aratériserles problèmes de ontraintes géométriques, i.e. savoir au préalable s'il existe unesolution, et sur la di�ulté de les résoudre.Ces problèmes se renontrent dans plusieurs domaines qui ont reours aux on-traintes :� la Coneption Assistée par Ordinateur (CAO) au niveau de la oneption desmaquettes numériques virtuelles (des pièes méaniques, des bâtiments, dessystèmes életriques), et. ;� l'Enseignement Assisté par ordinateur (EAO) dans la preuve de théorèmes degéométrie, pour résoudre des problèmes de onstrutions géométriques, et. ;� la modélisation délarative pour la réation d'un environnement virtuel ;� en robotique, pour trouver des on�gurations d'un robot ou d'un méanisme(plate-forme de Stewart) ;� dans la reonstrution de sènes aquises à partir de dessins à main levée oude photos ;� en biohimie, dans le adre l'étude des moléules ;� et.Trouver une solution à un système de ontraintes est un problème étudié depuisles années 1970. Le problème de la satisfation de ontraintes (CSP : Constraint Sa-tisfation Problem) a donné lieu à e qu'on appelle la programmation par ontraintesqui rassemble un ensemble de tehniques de résolutions très générales.Cette ommunauté a formalisé la dé�nition d'un système de ontraintes par troisensembles : les ontraintes, les variables sur lesquelles portent es ontraintes, et lesdomaines d'expression de es variables.L'appliation direte de es méthodes de résolution est malheureusement peusatisfaisante dans le adre de la géométrie. En e�et, le domaine d'expression des va-riables est, en pratique, elui des nombres réels, et l'existene de as dégénérés et dethéorèmes, impliquant des dépendanes très fortes entre objets, néessite d'adapterles méthodes issues de la programmation par ontraintes [Doh95℄.C'est en partie pour ette raison qu'une autre ommunauté s'est formée dans ledomaine de la modélisation géométrique pour trouver des méthodes mieux adaptéesà la résolution de ontraintes géométriques. Dans e ontexte, les systèmes de on-traintes sont généralement exprimés sous forme d'une esquisse �tée (f. �gure 1)traduite en un système d'équations non-linéaires, mais peuvent aussi être dérits pardes fontions d'optimisation dont la sémantique est ognitive, ou esthétique ommeen modélisation délarative [KGC97℄.Ces deux ommunautés (CSP et modélisation géométrique) se sont intéressées audéveloppement de solveurs géométriques qui donnent une ou plusieurs solutions (f.
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Fig. 1 � Esquisse otée d'un tétrèdre ave la spéi�ation de 4 ontraintes de dis-tanes et deux ontraintes d'angles
Fig. 2 � Deux solutions au problème de ontraintes de la �gure 1�gure 2) en positionnant et orientant automatiquement des entités géométriques.Si l'on regroupe l'ensemble des qualités attendues d'un solveur, on obtient leahier des harges d'un solveur idéal dont la desription n'a pas beauoup hangédepuis [RSV88℄. Celui-i énone les sept propriétés suivantes :1. détetion des systèmes non-onsistant, (auune solution) ;2. résolution indépendamment de l'ordre de délaration des ontraintes ;3. orretion : toutes les solutions trouvées sont bien des solutions ;4. omplétude : on trouve toutes les solutions, ou toutes les solutions réelles ;5. interativité : la résolution est su�samment rapide pour permettre une inter-ation ;6. extensibilité à de nouveaux types de ontraintes et d'entités ;7. indépendane par rapport à la dimension (2D ou 3D).La onlusion était déjà qu'auun solveur ne umulait toutes es bonnes propriétéset qu'il faudrait probablement ombiner toutes les tehniques existantes a�n d'ob-tenir un ompromis onvenable.La grande majorité des travaux a porté sur les problèmes de géométrie plane,déjà très di�iles à résoudre par les méthodes lassiques des CSP. Et depuis quelquesannées, beauoup de travaux se foalisent sur le moyen de dominer la omplexité entaille des systèmes de ontraintes géométriques. L'appliation de la stratégie � divi-ser pour régner � a permis de résoudre de nouveaux problèmes et/ou d'aélérer laphase de résolution en proposant une plani�ation de la résolution des sous-systèmesdont les solutions loales sont assemblées pour fournir la solution globale du pro-blème.



4 IntrodutionLorsqu'un problème aepte un nombre �ni de solutions, on dit qu'il est bien-ontraint. Dans le as où il n'existe pas de solutions dans l'espae omplexe, il estsur-ontraint, et, à l'inverse, quand il y en a une in�nité, il est sous-ontraint.Aujourd'hui, la plupart des solveurs onsidèrent ommunément la onstritionmodulo les déplaements, i.e. deux solutions sont équivalentes s'il existe un déplae-ment permettant de passer de l'une à l'autre.Ainsi, pour passer d'un problème bien-ontraint modulo les déplaements à unproblème bien-ontraint, il su�t de �xer un repère pour les déplaements. En 2D,par exemple, on peut �xer un point et une diretion.Mais ompter a priori le nombre de solutions est partiulièrement di�ile engéométrie où les inohérenes et les redondanes sont parfois ahées et dévoiléespar l'appliation de théorèmes de géométrie. Un exemple simple de dépendane estfourni par la relation de Chasles pour les angles d'un polygone.ProblématiqueEn 2D, un important travail a été e�etué sur le sujet. Notamment, des araté-risations struturelles de la rigidité générique permettent de prévoir la onstritiond'un système de ontraintes.Combinées aux méthodes de déomposition ombinatoires et de résolution d'équa-tions numériques, es tehniques permettent de résoudre beauoup de problèmes deontraintes 2D ouramment renontrés en CAO.Cependant, même dans le adre général 2D, on ne onnaît pas de aratéri-sation struturelle exate de la géométrie, en raison des nombreuses dépendanesgéométriques à onsidérer, omme par exemple l'inégalité triangulaire (la sommedes valeurs de deux �tés d'un triangle doit être supérieure à la valeur du troisième�té).En 3D, les problèmes renontrés sont beauoup plus di�iles à résoudre en raisonde l'explosion du nombre de as à traiter. De plus, les extensions des aratéristiquesombinatoires qui donnaient satisfation en 2D, n'ont pas le même impat en 3D.En�n, on renontre plus failement des problèmes irrédutibles en 3D. La tendaneatuelle est aux généralisations et aux extensions des méthodes 2D à la dimen-sion supérieure et à la reherhe de méthodes plus puissantes. Mais es méthodesrenontrent des di�ultés qu'il reste à surmonter pour répondre à ette question :quelles méthodes de résolutions utiliser pour des problèmes de ontraintes 3D ?ApproheD'un point de vue global, la modélisation par ontraintes géométriques onernela modélisation d'un univers géométrique, l'interation Homme-Mahine et la résolu-tion. Ce point de vue, qui est elui défendu par la modélisation délarative, impliquede onsidérer l'utilisateur au entre de la modélisation par ontraintes géométriques.Cette démarhe met en évidene les di�érentes in�uenes de l'interation dans larésolution. Et ette in�uene globale s'exprime diretement par l'élément lé partagé



5à la fois par l'utilisateur, l'interfae et la résolution : l'univers géométrique.Ainsi, notre démarhe est de s'attaquer à la résolution de ontraintes géomé-triques 3D de manière globale. D'abord, il nous faut dérire la manière dont sontexprimés les systèmes de ontraintes géométriques grâe à l'univers géométriqueonsidéré. Ensuite, nous devons dérire la dé�nition de tels systèmes du point devue de l'utilisateur et don la manière de modéliser des objets en spéi�ant desontraintes. En�n, résoudre les systèmes obtenus en respetant au maximum lespropriétés dé�nies plus haut.FormaliserUne formalisation des notions d'univers géométriques et de systèmes de on-traintes géométriques doit ainsi être e�etuée dans un premier temps. Nous propo-sons de distinguer les tehniques de résolution existantes en prenant appui sur leurunivers géométrique dans le but de dégager des univers géométriques 3D partiulierspour guider la résolution.ModéliserA�n d'être à même de proposer une tehnique de résolution adaptée à un pro-blème de modélisation par ontraintes, nous pensons qu'il est important d'étudierla manière de modéliser.En 3D, la plupart des logiiels de modélisation proposent à l'utilisateur un moded'interation basé sur des vues projetives, la séletion dans es vues, et les dépla-ements suivant les repères loaux aux objets. Mais, à notre onnaissane, auun nepropose des outils permettant de poser et manipuler des ontraintes géométriquesdans un ontexte tridimensionnel.L'interation traditionnelle ne nous semble pas assez intuitive et reste limitéepar l'utilisation de périphériques 2D. Ainsi, nous proposons d'étudier interation etméthode de résolution de manière onjointe en utilisant la Réalité Virtuelle (RV)pour visualiser et interagir.Plus préisément, la représentation sur un éran 2D et la manipulation par la-vier/souris est très lourde dans le adre 3D. L'utilisation des tehnologies issuesde la réalité virtuelle est une piste toute indiquée pour résoudre e problème del'interation 3D, mais ei pose en retour beauoup d'autres problèmes :� une visualisation stéréosopique n'est pas su�sante pour permettre d'interagirde manière intuitive ;� la manipulation à 6 degrés de libertés n'est pas forément adéquate pour tousles objets et notamment les objets ontraints ;� la navigation reste un problème essentiel qui n'est pas résolu automatiquementpar le passage à la RV.Nous pensons résoudre es problèmes par la réation d'outils spéi�ques au domainedes ontraintes géométriques et l'adaptation de tehniques issues de la RV. Nousexpérimentons dans e mémoire la possibilité d'utiliser es tehniques, notamment



6 Introdutionles gestes, pour spéi�er des ontraintes géométriques en 3D.Il su�t de onsidérer un domaine restreint pour se onvainre que l'interationjoue un r�le déisif sur la manière de résoudre les ontraintes géométriques. Ainsi,nous proposons d'étudier le adre simple des systèmes isothétiques pour illustrerette relation. Un solveur en temps réel pour les ontraintes isothétique est présentépour la oneption en design arhitetural.RésoudreLes méthodes laissées un peu de oté en raison de leur relative lenteur ou dunombre de solutions proposées, sont de nouveau solliitées pour augmenter la puis-sane de résolution des solveurs 3D.Parmi elles-i, les méthodes à base de onnaissanes géométriques permettentune approhe onstrutive de la résolution et une déomposition en fontion de laapaité des solveurs à résoudre e�etivement les sous-systèmes.Pasal Shrek et Pasal Mathis ont développé à Strasbourg de tels solveurssymboliques de ontraintes géométriques en 2D [DMS98, Sh02℄. Ce type de solveurutilise des règles de haînage avant et produit un plan de onstrution paramétré pardes valeurs d'angles et de distanes. Lorsque es valeurs sont modi�ées, il su�t deréévaluer le plan de onstrution pour mettre à jour la solution. Certaines onstru-tions élémentaires, omme par exemple l'intersetion entre une droite et un erle,fournissent plusieurs solutions. Lorsque l'on fait varier les valeurs des paramètres, laontinuité des solutions n'est pas assurée et Caroline Essert-Villard [EV01℄ a pro-posé de reourir à l'homotopie symbolique et au gel de branhe pour résoudre eproblème.Cumulant les avantages de l'exatitude, et de la possibilité de donner des ex-pliations géométriques sur le proessus de résolution, es méthodes nous semblentà même de surmonter la plupart des problèmes inhérents au passage à la dimen-sion 3. Malheureusement, dans l'espae, les méthodes géométriques formelles sontdi�ilement appliables et sont souvent peu ou pas e�aes.Ainsi, nous proposons de nous intéresser aux problèmes irrédutibles pour uneméthode de déomposition donnée. La ombinaison de notre approhe onstrutiveet de résolution numérique peut permettre de résoudre es problèmes en gardantau maximum les bonnes propriétés de la résolution formelle. La méthode de repa-ramétrisation que nous proposons étend la portée de es solveurs symboliques auxontraintes géométriques 3D.Mettre en oeuvreHistoriquement, tous les travaux de notre équipe onernant la résolution deontraintes géométriques ont été in�uenés par le domaine des onstrutions géomé-triques dans l'enseignement de la géométrie (EIAO pour Enseignement Intelligent /Interatif Assisté par Ordinateur). Les points de vue de la CAO et de l'EIAO sontpourtant di�érents :� Les problèmes de géométrie en EIAO sont en général petits et astuieux et ontune voation pédagogique. La plupart du temps, on peut les résoudre à l'aide



7des outils du géomètre (règle et ompas) et toutes les solutions possibles sontreherhées.� Du point de vue de la Coneption Assistée par Ordinateur, les problèmes sontsouvent gros mais généralement rédutibles à des problèmes plus simples. Onherhe en général des solutions prohes de elle attendue par le onepteur.Cette di�érene nous a aiguillée vers une approhe au niveau méta où l'universgéométrique, 'est-à-dire le ontexte dans lequel se déroule la résolution, est unedonnée fournie au logiiel. Ainsi, suivant les objets et les ontraintes onsidérés, dessolveurs spéi�ques et optimisés peuvent être développés.Nos prototypes d'interfaes se basent sur une librairie de Réalité Virtuelle dévelop-pée au LSIIT [Ste06℄. Ils permettent de valider expérimentalement les idées évoquées,au sein d'une arhiteture prenant en ompte l'univers géométrique d'une part auniveau de l'interation et, d'autre part, au niveau de la résolution grâe à un noyaupour la résolution de ontraintes.À e noyau, se sont gre�és un format de �hiers nommé Geometri ConstraintMark-up Language (GCML) utilisant la tehnologie XML [WSMF06℄ pour dérireles univers géométriques mais aussi les systèmes de ontraintes qui s'y rapportent,ainsi qu'un outil permettant de générer et optimiser des solveurs au sein d'une ap-pliation de résolution de ontraintes géométriques.Plan du mémoireLe premier hapitre propose la dé�nition formelle de la notion d'univers géomé-trique et expose une lassi�ation des prinipales méthodes de résolution par leurunivers géométrique. Le seond hapitre présente des expérimentations de tehniquesd'interation 3D issues de la réalité virtuelle pour la modélisation par ontraintes.Le troisième hapitre dérit une méthode hybride de résolution de ontraintes 3D,nommée reparamétrisation, et les expérimentations menées dans l'univers des poly-èdres. Le quatrième hapitre détaille la mise en ÷uvre de notre approhe paramétréepar l'univers géométrique et dé�nit un format de �hier pour dérire les univers etles systèmes de ontraintes.





Chapitre 1FormalisationLa résolution de systèmes de ontraintes géométriques est une fontionnalité o�ertepar la plupart des logiiels de Coneption Assistée par Ordinateur (CAO). Elle permet àl'utilisateur de spéi�er des ontraintes dimensionnelles, omme en dessin tehnique, entredes objets géométriques ou un assemblage d'objets.D'une manière générale, trouver rapidement toutes les solutions d'un système de on-traintes est un problème di�ile : s'il existe en 2D des méthodes relativement performanteset apables de résoudre la plupart des problèmes ouramment renontrés en dessin tehnique,ela n'est pas le as en dimension 3 où, à l'heure atuelle, les utilisateurs se ontententd'extensions imparfaites de méthodes 2D.Nous proposons d'aborder le problème en mettant en évidene les di�érents adres danslesquels s'appliquent les méthodes de résolution existantes : les univers géométriques.Notre méthode repose sur l'expression de l'univers géométrique dont nous ommençonspar proposer une dé�nition formelle ainsi que des notions qui en dépendent : systèmede ontraintes géométriques et solutions. Puis, nous présentons les prinipales méthodesexistantes en mettant en avant l'univers géométrique qu'elles sous-tendent et en essayantd'en établir une lassi�ation en suivant e point de vue.Sommaire1.1 Dé�nitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101.1.1 Syntaxe d'un univers géométrique . . . . . . . . . . . . . . 131.1.2 Sémantique d'un univers géométrique . . . . . . . . . . . . 151.1.3 Système de ontraintes et solutions . . . . . . . . . . . . . 161.2 Univers géométriques et solveurs . . . . . . . . . . . . . . 171.2.1 Univers eulidien . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 241.2.2 Univers analytique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 281.2.3 Univers ombinatoire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 301.3 Classi�ation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 311.3.1 Univers à 2 dimensions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 311.3.2 Univers à 3 dimensions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 441.3.3 Univers à n dimensions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49



10 Chapitre 1. Formalisation1.1 Dé�nitionsLa desription de systèmes de ontraintes peut donner lieu à des ambiguïtés. Pourles éviter, nous proposons de spéi�er l'univers dans lequel s'exprime le problème.Dans un premier temps, des exemples d'ambiguïtés sont présentés. Puis, les dé-�nitions formelles néessaires sont données.Contexte et ambiguïtésQue e soit en Enseignement Assisté par Ordinateur (EAO) ou en CAO, lesénonés sont exprimés dans un ontexte qui n'est pas toujours lairement dérit.
Soit un triangle ABC.

Les distances respectives entre

A et B, B et C, et A et C

valent 4, 3 et 5.

A

B

C

4

3

5

Fig. 1.1 � Un système de ontraintes géométriques : énoné et esquisse.Dans l'esquisse otée de la �gure 1.1, on onsidère un triangle et des ontraintesde distanes entre sommets. Dans et énoné, la desription présuppose un ontextegéométrique, i.e. e qu'est un point, e qu'est un segment, et qu'il faut relier 3 pointspar des segments pour faire un triangle.La desription de e ontexte devient néessaire lorsque les termes et les annota-tions utilisés deviennent moins ourants que es simples objets bien dé�nis en éoleprimaire.
Soit un triangle ABC tel que

AB=4 cm, BC=3 cm et ABC=90°.

Construire le triangle ABC.

A

B

C

4 cm

3 cm

90°Fig. 1.2 � Énoné plus préis mais ambigu.De plus, des ambiguïtés peuvent apparaître s'il existe plusieurs dé�nitions pos-sibles pour un même objet. Par exemple, dans la �gure 1.2, on onsidère un angle àla plae d'une distane. Selon que l'angle est orienté ou non, il est possible d'obtenirun ensemble plus ou moins grand de solutions : ave ou sans les symétriques parrapport à n'importe quelle droite du plan. Ainsi, ertaines des solutions à l'énoné



1.1. Dé�nitions 111.1 sont représentées dans la �gure 1.3, mais suivant la dé�nition d'un angle, ellesne sont pas toutes des solutions de l'énoné 1.2.

Fig. 1.3 � Quelques solutions aux problèmes 1 et 2.La desription d'une solution peut être simplement donnée par les oordonnéesdes sommets du triangle dans un repère anonique omme 'est le as en CAO :
A(0, 0), B(4, 0), C(4, 3). Ainsi, la onnaissane de la manière de produire ette �guresolution est perdue. C'est pour ela qu'en EAO, il est demandé d'érire ette manièrede faire en utilisant des onnaissanes ommunes préalablement aquises.Par exemple, pour la �gure 1.2, une solution partiulière, en supposant dé�niun repère anonique xOy, peut être dérite de manière textuelle par un plan deonstrution :Dessiner un point A aux oordonnées (0,0).Traer une droite d passant par A dans la diretion de l'axe Ox.Plaer un point B à une distane de 4 unités de A sur d.Traer une droite d' passant par B et faisant un angle de 90° ave d.Plaer un point C à une distane de 3 unités de B sur d'.Surligner les segments AB, BC, et AC.Effaer les droites d et d'.Fig. 1.4 � Plan de onstrution orrespondant à la �gure 1.2Cette desription parait très préise mais elle reste pourtant ambigüe quant auhoix des orientations de droites et d'angles. On peut ainsi la transformer en pro-gramme de onstrution en ajoutant des onditionnelles et des boules [Sh93℄ etainsi exprimer syntaxiquement l'ensemble des solutions.



12 Chapitre 1. FormalisationAbstration des valeurs numériquesEn faisant abstration des valeurs numériques, on passe à une desription permet-tant de généraliser la solution. Ainsi, l'ensemble de toutes les solutions à un problèmede ontraintes géométriques est représentée de manière générique. En supprimant ladépendane du repère anonique et en remplaçant les valeurs des distanes par dessymboles, on obtient :Dessiner un point libre A.Traer une droite d passant par A.Plaer un point B à une distane de i unités de A sur d.Traer une droite d' passant par B etfaisant un angle de j unités ave d.Plaer un point C à une distane de k unités de B sur d'.Surligner les segments AB, BC, et AC.Effaer les droites d et d'.Les exemples préédents mettent en avant l'importane de bien exprimer l'universgéométrique d'un système de ontraintes et de sa ou ses solutions. Ainsi, un mêmesymbole employé dans deux ontextes di�érents peut mener à une onfusion et donà une erreur :� s'il manque un élément de syntaxe permettant de préiser le ontexte, on diraque 'est une erreur syntaxique, omme dans l'exemple 1.1,� si l'existene des di�érentes signi�ations possibles n'est pas préisée, on diraque 'est une erreur sémantique, omme dans l'exemple 1.2.Considérer es deux niveaux permet de lever es ambiguïtés et ainsi dé�nir pluspréisément e qu'est un problème de ontraintes géométriques dans un univers géo-métrique donné.
⊲ Exemple 1.1.1Lorsqu'on érit x2+1 = 0, on utilise les symboles x, 2, +, 1, = et 0. En mathématique,des sens sont assoiés à haun de es symboles :� + dénote une opération entre deux éléments,� 0 représente souvent l'élément neutre dans une struture algébrique,� = est utilisé pour indiquer une relation de ongruene,� x2 dénote l'opération de mise au arré, qui se traduit par x × x, où × est lamultipliation.Lorsqu'on parle d'équations pour désigner les objets mathématiques de e type, onadmet l'existene d'un univers mathématique onnu par tous. ⊳Les setions suivantes présentent les dé�nitions des notions d'univers géomé-triques, de systèmes de ontraintes géométriques et de solutions. Ces dé�nitionss'appuient sur le formalisme des spéi�ations algébriques [Wir90, GWM+00℄.



1.1. Dé�nitions 131.1.1 Syntaxe d'un univers géométriqueCommençons par dé�nir la notion lassique de signature hétérogène d'un universgéométrique :Dé�nition 1.1.1 Signature hétérogèneUne signature hétérogène est un triplet Σ = 〈S, F, P 〉 où :� S est un ensemble �ni de symboles appelés sortes,� F est un ensemble �ni de symboles fontionnels muni de deux fontionsde typage :� l'arité , ar : F → S∗, qui dérit le type des arguments des fontions ;� et la o-arité, oar : F → S, qui dérit le type du résultat de lafontion.� P est un ensemble �ni de symboles prédiatifs muni également d'unefontion arité, ar : P → S∗, qui dérit le type des arguments duprédiat.Par onvention, on note :� pour les symboles fontionnels : f : s1 . . . sn → s ave f ∈ F , ar(f) = s1 . . . sn,et oar(f) = s,� pour les symboles prédiatifs : p : s1 . . . sn ave p ∈ P , ar(p) = s1 . . . sn.L'arité d'un symbole peut être le mot vide, noté ε, et 'est e qu'on appelle uneonstante : a :→ s ave ar(a) = ε et oar(a) = s.
⊲ Exemple 1.1.2Prenons la signature suivante :Signature Elemsortes :elemsymboles fontionnels :

c : → elem
s : elem → elem_a_ : elem elem → elemsymboles prédiatifs :_e_ : elem elemAinsi, c est une onstante, l'arité de a et de e est ar(a) = ar(e) = elem elem et lao-arité de s est oar(s) = elem. ⊳Cette notion de signature permet de dé�nir les symboles de la syntaxe d'ununivers géométrique. Elle permet aussi de fournir un typage pour des variables ex-primées dans et univers, que l'on note v : s ave v une variable et s ∈ S pour ununivers Σ = 〈S, F, P 〉 donné. Les variables typées par des sortes de l'univers Σ sontdites Σ-sortées.

⊲ Exemple 1.1.3Dans l'exemple 1.1.1, x, 1 et 2 sont des variables dans la signature de l'exemple1.1.2. ⊳



14 Chapitre 1. FormalisationL'appliation des symboles fontionnels ou prédiatifs de la signature à des va-riables typées, permet de produire des termes.
⊲ Exemple 1.1.4Dans la signature de l'exemple 1.1.2, soient x, y : elem.Un exemple de terme onstruit sur les variables x et y et la onstante c est :

s(x)as(s(c))ey

⊳On peut voir la signature omme un patron pour la fabriation de termes. Siseuls des symboles fontionnels sont utilisés, on dira que l'on a a�aire à un termefontionnel, par exemple x2 + 1. On appelle terme prédiatif les termes omportantun symbole prédiatif. Ainsi, x2 + 1 = 0 est un terme prédiatif. On notera TfΣ et
TpΣ l'ensemble de tous les termes respetivement fontionnels et prédiatifs.Lorsque l'ensemble des variables est vide, on parle de terme los. Par exemple, dansla signature de l'exemple 1.1.2, s(c) est un terme los.Un univers géométrique est l'expression d'une théorie logique du premier ordredont un modèle privilégié est de nature géométrique. Pour onstituer des formules,on onsidère une syntaxe permettant de ombiner et de quanti�er les termes :� les onneteurs logiques habituels : ⇒ pour l'impliation, ∧ pour l'intersetion,

∨ pour l'union, ¬ pour la négation, dans et ordre de priorité,� les quanti�ateurs : ∃ (il existe) et ∀ (quelque soit) portant sur des variablestypées.La partie quanti�ation est pré�xée à l'aide du symbole |. Les symboles ( et ) sontutilisés pour préiser la portée des opérateurs logiques.
⊲ Exemple 1.1.5

∀ (a : elem) ∃ (b : elem) | ¬ (a = 0) ∧ (s(a) = b) ∨ (s(b) = a) est une formulelogique dans la signature préédente. ⊳Nous avons maintenant tous les ingrédients néessaires pour la dé�nition de lasyntaxe d'un univers géométrique :Dé�nition 1.1.2 Syntaxe d'un univers géométriqueLa syntaxe d'un univers géométrique est omposée de :� une signature Σ,� un ensemble de formules dans Σ, nommées axiomes.
⊲ Exemple 1.1.6Dans [Hil71℄, Hilbert propose 21 axiomes assoiés à la signature suivante :Signature Hilbertsortes :pointdroite plananglesymboles prédiatifs :



1.1. Dé�nitions 15
⊲⊳ : point point point_ in1 _ : point droite_ in2 _ : point plan_ in3 _ : droite plan_ ∼= _ : angle angleLa signi�ation de ette signature est dérite dans l'exemple 1.1.8. Nous ne pré-sentons que deux de es axiomes : le premier et le onzième.Le premier axiome traduit l'existene d'une droite passant par 2 points :

∀ (a,b : point) ∃ ( : droite) | (a in1 )∧(b in1 )Plus élaboré, le onzième axiome exprime que sur 3 points pris au hasard sur unedroite, l'un d'entre eux se situe entre les deux autres :
∀ (d : droite) ∃ (a,b, : point) |(((a in1 d)∧(b in1 d)∧( in1 d)) ⇒ (⊲⊳(a,b,) ∨ ⊲⊳(b,a,) ∨ ⊲⊳(a,,b)))

⊳1.1.2 Sémantique d'un univers géométriquePour donner une signi�ation à un univers géométrique, il faut donner un sens àhaque élément de sa signature. C'est e qui est fait en dé�nissant une Σ-algèbre :Dé�nition 1.1.3 Σ-algèbreSoit Σ une signature hétérogène.Une Σ-algèbre E onsiste à assoier :� un ensemble Es à haque sorte s ∈ Σ,� une fontion f̃ : Es1
× . . . × Esn

7→ Es par symbole fontionnel f :
s1 . . . sn → s dé�ni dans Σ,� un sous-ensemble p̃ : Es1

× . . . × Esn
par prédiat p : s1 . . . sn dé�nidans Σ.Lorsque (o1, . . . , on) ∈ p̃, on dit que p̃(o1, . . . , on) est vraie ou véri�ée.Le passage d'une signature à une Σ-algèbre s'appelle une interprétation de lasignature. Plusieurs interprétations di�érentes peuvent être assoiées à une mêmesignature.

⊲ Exemple 1.1.7La signature de l'exemple 1.1.2 peut s'interpréter omme une spéi�ation des entiersnaturels N. En e�et, c est une onstante représentant l'élément neutre, les symboles
s et a peuvent être assoiés aux opérations lassiques de suesseur et d'addition et
e à l'égalité.Mais, une interprétation par n'importe quel groupe, omme par exemple Z/3Z,onvient. De la même manière, si on onsidère que le symbole a a pour signi�ationla soustration et que le symbole s dénote le prédéesseur, on obtient les entiersnégatifs N−.



16 Chapitre 1. FormalisationDans la syntaxe ommunément admise en mathématiques, le symbole 1 de l'ex-emple 1.1.1 fait partie des symboles fontionnels et orrespond à s(c) dans la signa-ture de l'exemple 1.1.2. ⊳Dé�nition 1.1.4 ValuationSoit Σ une signature et X un ensemble de variables Σ-sortées. Une va-luation de variables est une fontion v : X 7→ E respetant les types : si
x : s alors v(x) ∈ Es.Pour interpréter les formules, les symboles de prédiats orrespondent à des rela-tions booléennes dans les Σ-algèbres, les onneteurs logiques sont interprétés suivantles tables de vérité bien onnues et les variables libres (non quanti�ées) sont inter-prétées omme si elles étaient quanti�ées universellement.

⊲ Exemple 1.1.8Dans l'axiomatique d'Hilbert (f. exemple 1.1.6), les sortes dénotent lassiquementles objets points, droites, plans et angles dans R3, les symboles fontionnels sonttous des onstantes permettant de onstruire les objets préédents, le prédiat ⊲⊳dénote la ontrainte qu'un point est au milieu de deux autres points, in1,in2 et in3dénotent l'inidene d'objets à d'autres objets et en�n ∼= la relation d'égalité entre2 angles non orientés. ⊳1.1.3 Système de ontraintes et solutionsDans ette setion, nous présentons la manière dont s'exprime la syntaxe d'unproblème de ontraintes dans un univers donné :Dé�nition 1.1.5 Système de ontraintes géométriquesÉtant donnée une signature Σ, un système de ontraintes est un triplet
S = 〈C, χ, A〉 où :� C est une onjontion �nie de termes prédiatifs,� χ est un ensemble Σ-sorté �ni de symboles appelés inonnues,� A est un ensemble Σ-sorté �ni de symboles appelés paramètres,ave χ ∩ A = ∅.Ainsi, un système de ontraintes peut être syntaxiquement dé�ni et la séman-tique des inonnues de e système n'est pas donnée expliitement dans la Σ-algèbreassoiée.Dé�nition 1.1.6 Solution d'un systèmeSoit un système S = 〈C, χ, A〉.Pour une valuation de A, on appelle solution d'un système de ontraintesgéométriques une valuation v : χ 7→ E telle que l'interprétation de C soitvéri�ée.L'ensemble des solutions d'un système S est noté F (S). On peut abstraire lanotion de solution d'un système en la paramétrant par les variables de A.Dé�nition 1.1.7 Solution paramétréeUne solution paramétrée à un système de ontraintes S = 〈C, χ, A〉 estun ensemble de valuations va : χ 7→ E ave a = {a1, ..., an} donné dans
A.



1.2. Univers géométriques et solveurs 17Une solution formelle est une formulation paramétrique de F (S). Elle est souventreprésentée par un programme de onstrution en EAO, i.e. une suite d'opérationsave des onditionnelles.Dé�nition 1.1.8 ConstritionDans une Σ-algèbre donnée, on dit qu'un système de ontraintes géomé-triques S est :� bien-ontraint si F (S) est �ni ;� sous-ontraint si F (S) est in�ni ;� sur-ontraint si F (S) est vide.Une solution paramétrée peut être bien, sur et sous ontrainte selon la valuationdes paramètres hoisie. Par exemple, un triangle ontraint par la longueur de ses trois�tés est sur-ontraint si les longueurs ne respetent pas l'inégalité triangulaire.1.2 Univers géométriques et solveursUn solveur est une fontion de PU dans V , ave PU l'ensemble des systèmesde ontraintes S = 〈C, χ, A〉 exprimables dans l'univers U et V un ensemble devaluations v : χ 7→ E.Il est orret s'il n'engendre pas de fausses solutions, i.e. si V ⊂ F (S) ; il est ditomplet par rapport à un univers U , s'il est apable de aluler toutes les solutionspour haque système exprimé dans U , i.e. si F (S) ⊂ V .Un solveur paramétrique est un solveur apable de produire des solutions for-melles. Les résultats de tels solveurs sont des fontions que l'on peut interpréterpour déterminer les solutions numériques en fontion des valeurs numériques desparamètres. Les solveurs symboliques peuvent manipuler les paramètres pendant leproessus de résolution et ils onstruisent es fontions sous forme de programmes oude plans de onstrution (omme par exemple dans la �gure 1.4), ou de bases stan-dard (ou de Gröbner). C'est pourquoi on appelle es solveurs des solveurs onstru-tifs.Dans ette setion, nous dérivons les univers géométriques dans lesquels les sol-veurs s'appliquent, à partir de la présentation des tehniques générales de résolution.Les solveurs sont habituellement lassés en onsidérant 3 ritères :� les strutures de données sous-jaentes ;� le type de déomposition utilisé ;� la nature de la solution produite.Strutures de donnéesDes travaux de Sutherland [Sut63℄ jusqu'à [BP07℄ et en passant par [RSV88℄, unetaxonomie plus ou moins respetée s'est onstruite. Ainsi, les méthodes de résolutionssont généralement lassées suivant les strutures de données employées :� les méthodes à base d'équations, [Wu84, Cho88, Kon92℄ ;� les méthodes à base de onnaissanes, [Ald88, VSR92, DMS98℄ ;



18 Chapitre 1. Formalisation� les méthodes à base de (hyper-)graphes, [Owe91, AAM93, BFH+95℄.Cette taxonomie adopte un point de vue où les problèmes de ontraintes sont res-petivement dérits :� soit par des équations, souvent polyn�miales ;� soit par des prédiats de la logique du premier ordre ;� soit par des valuations de sommets et d'arêtes en théorie des graphes.La résolution de systèmes de polyn�mes fait appel soit à des tehniques très puis-santes de alul algébrique mais dont la omplexité est au moins exponentielle - equi explique pourquoi elles sont peu utilisées en CAO -, soit à des tehniques itéra-tives numériques e�aes mais dont la onvergene numérique n'est pas maîtrisée.La représentation par des prédiats permet l'utilisation de tehniques d'inférenesur des onnaissanes géométriques à l'aide d'un système expert ou de règles de ré-ériture. En restreignant la lasse des problèmes traités, la omplexité de es solveursest polynomiale dans le nombre d'inonnues et le temps de résolution est propor-tionnel au nombre de règles onsidérées. Dans le adre de la géométrie en général,es règles sont très nombreuses et une des solutions retenues pour améliorer l'e�a-ité de es solveurs est de restreindre e nombre de règles à un univers géométriquemoins général.Les tehniques d'analyse ombinatoire issues de la théorie des graphes sont plusabstraites ar elles s'intéressent à la struture des systèmes de ontraintes. Malheu-reusement, les aratérisations struturelle proposée sont inorretes dans le adregénéral de la géométrie. Elles sont pourtant très e�aes pour des onditions degénériité des systèmes et résolvent ainsi un grand nombre des problèmes 2D issusde la CAO industrielle.Le type de déompositionPour pouvoir dominer la omplexité en taille d'un problème de ontraintes géomé-triques, la majorité des solveurs atuels mettent en appliation le paradigme : � di-viser pour régner �.Dans es solveurs, la résolution est ainsi onstituée de deux phases : la phasede plani�ation, onsarée à la reherhe d'un plan de déomposition-assemblagede sous-systèmes et une phase de résolution proprement dite où les sous-systèmesirrédutibles sont résolus.En pratique, la résolution par déomposition ontient généralement les étapessuivantes :� déomposer un système en parties,� résoudre les parties,� assembler les solutions des parties.La résolution est appliquée loalement sur haun des sous-systèmes, et les solutionspartielles sont assemblées pour obtenir la solution globale.



1.2. Univers géométriques et solveurs 19Les travaux sur la déomposition mettent en avant ette première phase d'analysede systèmes de ontraintes et font tous référene à une ertaine granularité des pro-blèmes en utilisant di�érents termes pour désigner les sous-systèmes : maros-�gurespour Cugini et al. [CDG85℄, CD-sets pour Sunde [Sun86℄, lusters pour Ho�mannet al. [HC02b℄, ...Ces solveurs sont généralement regroupés suivant le type de déomposition :� les déompositions équationnelles ou par blos,� les déompositions géométriques ou déompositions utilisant l'invariane parles déplaements,� les déompositions struturelles, ou déompositions suivant des heuristiquesombinatoires.Mais la �nesse d'abstration n'implique pas forément la �nesse de déompo-sition. Même si les déompositions équationnelles peuvent � asser des objets enplusieurs moreaux �, elles ne donnent pas forément la déomposition la plus �ne,ar on obtient des omposantes fortement onnexes, qui pourraient être assées pardes méthodes tirant parti de onnaissanes géométriques et en partiulier de l'inva-riane par déplaement (f. 1.2).Les méthodes utilisant une heuristique pour déomposer sont plus e�aes maisfont perdre la sémantique géométrique à la base de ette possibilité de déomposer.Par exemple, es méthodes ne prennent pas en ompte la présene de as dégénérés,ou de singularités induites par des théorèmes ne faisant intervenir que des inidenes,omme le théorème de Pappus vu en �n de hapitre (exemple 1.20).Globalement, es déompositions peuvent être sindées en deux types : les déom-positions asendantes et les déompositions desendantes. Ces termes s'expliquentlorsqu'on onsidère le parours d'un arbre représentant la déomposition où la raineest le SCG global et les autres n÷uds les sous-systèmes déterminés réursivement.Cette distintion ne met pas assez en avant l'importane relative de la plani�-ation par rapport à la résolution. Nous utilisons plut�t le terme de déompositiona priori lorsqu'on présume que la résolution des sous-systèmes est faite par des sol-veurs omplets, et le terme de déomposition onstrutive, lorsque la résolution desous-systèmes permet de déduire des onnaissanes pour résoudre un autre sous-système.Les déompositions a priori proèdent essentiellement par l'appliation d'un ri-tère ombinatoire de déomposition. À la base, ette aratérisation ombinatoireest issue d'un adre partiulier appelé théorie de la rigidité [GSS97℄ qui herhe à a-ratériser la rigidité des graphes représentant un système de ontraintes de distaneentre points. Intuitivement, un assemblage d'objets est rigide s'il est indéformable :i.e. ses objets n'admettent auun mouvement relativement les uns aux autres. Lanotion de rigidité a été prinipalement étudiée par la ommunauté de topologiestruturale qui a présenté di�érentes formes de rigidité. Pour une présentation plusdétaillée des di�érentes formes de rigidité, le leteur pourra onsulter [Jer02℄.Les ritères ombinatoires sont utilisés soit pour l'analyse de la onnetivité du



20 Chapitre 1. Formalisationgraphe pour déteter les repères en ommun et des motifs d'assemblage, où la no-tion de paire d'artiulation joue un r�le essentiel [Owe91℄, soit pour la reherhe deomposantes struturellement bien-ontraintes en onsidérant la densité des graphes[HLS98, Jer02, Sit03℄.Dans ette reherhe de omposantes struturellement bien-ontraintes, on peutaussi iter la déomposition équationnelle [LM94a℄ qui travaille sur le graphe bipartiinonnues-équations (voir 1.3.3). Un ouplage parfait permet de dégager les variablesstruturellement bien, sur et sous ontraintes et les omposantes onnexes du graphedonnent une plani�ation de la résolution.La lasse des méthodes de déompositions onstrutives utilise la apaité dusolveur à résoudre des sous-systèmes pour déouvrir es parties à assembler. Parmiles méthodes de déomposition onstrutives, on peut distinguer :� les méthodes à base de pattern [TN97, Sun87℄,� les méthodes à base de propagation de degrés de libertés [HV95, BFH+95℄,� les méthodes à base de systèmes de onnaissanes [But79, Ald88, Sh93℄.Ces méthodes de déomposition utilisent plus ou moins expliitement une des ara-téristiques des systèmes de ontraintes géométriques : l'invariane par déplaement[Mat97℄.En e�et, les systèmes de ontraintes géométriques sont souvent invariants par legroupe eulidien I des isométries diretes, on dit I-invariant. Alors, les dé�nitions debonne, sur et sous onstrition deviennent :� le système S est bien-ontraint modulo I s'il existe un nombre �ni de solutionsà une isométrie près, ou en d'autres mots, l'ensemble F(S)/I des orbites deF(S) sous l'ation du groupe I, est �ni,� S est sous-ontraint modulo I si F(S)/I est in�ni,� S est sur-ontraint modulo I si F(S)/I = F(S) = ∅.Un système bien-ontraint modulo I peut être bien-ontraint en ajoutant quelquesontraintes apables de �xer un repère, omme par exemple un point et une diretionen 2D ou un point et 2 diretions en 3D.La déomposition de systèmes I-invariants néessite l'ajout de ontraintes pourrendre bien-ontraints les sous-systèmes. Dans notre terminologie, nous appelons detelles ontraintes le bord du système.
⊲ Exemple 1.2.1La �gure 1.5(a) présente un hexagone ABCDEF pour lequel la longueur de ha-un des 6 �tés ainsi que la valeur de 3 angles sont imposées. L'utilisation de règlesde onstrution géométriques ne permet pas de onstruire failement un hexagonerépondant à es ontraintes. En revanhe, l'emploi de règles lassiques par un mé-anisme de déomposition-reombinaison onduit à un plan de onstrution assezélémentaire. Dans un premier temps, le triangle AEF est onstruit. La distane AEpeut alors être alulée sur AEF . Ce triangle est retiré et remplaé par la distane

AE (�gure 1.5(b)). Cette nouvelle ontrainte onstitue le bord de AEF , qui est om-posé des éléments ommuns au reste de la �gure : les points A et E, et les ontraintessur es éléments qui sont invariantes par déplaement.Une proédure similaire permet d'agir de même ave le triangle ABC. Le sys-
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EFig. 1.5 � Hexagone à 6 distanes et 3 anglestème de ontraintes restant est un quadrilatère EDCA (�gure 1.5()) qu'une simpleonstrution géométrique permet de résoudre. Les 3 sous-systèmes ainsi formés (deuxtriangles et un quadrilatère) peuvent ensuite être assemblés par déplaement le longdes points qu'ils partagent deux à deux. ⊳On peut pourtant omparer ertaines méthodes de déomposition a priori etonstrutives suivant l'univers d'appliation de es méthodes. Ainsi, les méthodesde Sunde [Sun86℄, Owen [Owe91℄, et Fudos-Ho�mann [FH97℄ sont des méthodes dedéomposition qui onsidèrent des objets à 2 degrés de libertés et des ontraintesdont le degré de restrition vaut 1.La résolution est toujours très simple : triviale hez Sunde [Sun86℄, propagationde ontraintes hez Ho�mann et al. et Ait Aoudia [AAM93℄, et résolution de triangleshez Owen [Owe91℄. L'assemblage est trivial hez Owen [Owe91℄, alors qu'il estsophistiqué hez Sunde [Sun86℄, et intermédiaire hez Ho�mann et al..Même si dans des univers 2D partiuliers, les déompositions a priori résolventbeauoup de problèmes de ontraintes ouramment renontrés en CAO, dans le adregénéral, elles restent inorretes ar on ne onnaît pas de aratérisation strutu-relle ombinatoire exate de la rigidité. De plus, les dépendanes d'un ensemble deontraintes sont di�ilement détetables.Quant aux déompositions équationnelles, même si elles permettent de déom-poser très �nement en travaillant au niveau des oordonnées, elles ne tirent paspartie de la géométrie qui indique omment déomposer des omposantes fortementonnexes par la mise en évidene de repères loaux [DMS98℄. Les déompositionsonstrutives sont plus lentes et plus omplexes dans le adre général.La nature de la solutionLa résolution de systèmes de ontraintes géométriques a aussi été étudiée dans leadre de l'Enseignement Assisté par Ordinateur (EAO) lorsque les herheurs se sontintéressés aux exeries de onstrutions à la règle et au ompas dans l'enseignementseondaire. Cette approhe a onduit au développement de la géométrie dynamique[Bau90℄ et de tuteurs pour la géométrie [ADT92℄. Ces tehniques et es savoir-faireissus des onstrutions géométriques ont aussi été appliqués à la CAO [Sh93℄.



22 Chapitre 1. FormalisationMême si les domaines de la CAO et de l'EAO poursuivent fondamentalement lemême but, i.e. trouver des solutions à un système de ontraintes géométriques, lesformulations et les exigenes sont di�érentes omme peut le rappeler le tableau 1.6.CAO EAOEntrée du une un énonéproblème esquisse otée du problème de onstrutionType de peu résolutionrésolution importe formelleSortie une (ou plusieurs) une manière dedu �gure(s) répondant onstruire le résultatproblème aux otations (un plan de onstrution)Nombre de solutions une ou plusieurs solutions Ensemble deprohes de l'esquisse toutes les solutionsNature de la solution solution ave une Solutions exatesertaine toléraneFig. 1.6 � Tableau présentant les aratéristiques des méthodes d'EAO et de CAOLe ritère essentiel de divergene issu de ette renontre EAO/CAO est elui dela nature de la solution, i.e. l'obtention d'une solution générique exate dans un as,et d'une solution numérique approhée ave une ertaine tolérane dans l'autre.Ainsi, on peut distinguer le aratère de la méthode : formel ou numérique sui-vant la nature de la solution donnée.D'une manière générale, l'approhe formelle ou symbolique, qui regroupe les mé-thodes à base de alul algébrique et les méthodes à bases de onnaissanes géomé-triques, donne l'ensemble des solutions exates, omme par exemple la résolution parla méthode de Lebesgue étudiée dans [Sh01℄. L'approhe numérique, au ontraire,fournit généralement une seule solution approhée (voir plus loin 1.3.3).Les méthodes formelles sont en pratique plus lentes que les méthodes numériquesar elles imposent la manipulation de termes.Les méthodes formelles géométriques issues de l'EAO peuvent être adaptées auadre de la CAO. Tout d'abord, esquisse otée et énoné du problème sont deuxformes de représentations d'un système de ontraintes géométriques. Il n'y a donpas d'inompatibilité entre es deux desriptions à ondition qu'elles véri�ent toutesdeux la syntaxe de l'univers géométrique onsidéré. Les otations étant l'expres-sion de propriétés géométriques, les méthodes issues des onstrutions géométriquespeuvent être diretement utilisées en CAO ar le solveur agit omme une boîte noire.Ensuite, l'évaluation numérique d'une représentation formelle de la solution per-met de visualiser interativement les modi�ations de plaement des objets en EAO,ou des otations en CAO.Pour �nir, la solution la plus � prohe � de l'esquisse otée fournie par l'utilisa-teur peut être exhibée à l'aide de la tehnique du gel de branhe exposée dans [EV01℄.



1.2. Univers géométriques et solveurs 23Ainsi, les qualités des méthodes formelles géométriques issues de l'EAO peuventêtre mises à pro�t dans un solveur de CAO :� savoir où et pourquoi on éhoue, pour pouvoir orriger l'erreur ;� avoir une onnaissane du nombre de solutions ;� disposer d'une struturation de l'espae des solutions lorsqu'il y a un grandnombre de solutions et mettre à jour les solutions ;� pouvoir modi�er les valeurs numériques des paramètres sans avoir à faire appelau solveur ;� ontr�ler la préision de la solution numérique (travailler en double préision,en arithmétique des intervalles, ...) ;� montrer qu'on peut onstruire une �gure ave des instruments donnés, e quipeut être utile, par exemple, dans le adre de l'usinage.Néanmoins, les tehniques à base de onnaissanes géométriques sont intrinsè-quement limitées par l'axiomatique qu'elles adoptent.De plus, on renontre des problèmes irrédutibles que seule une méthode globalepar approximations numériques suessives permet de résoudre. La ombinaison dees deux types de résolution au sein d'une déomposition favorisant la résolutionformelle, permet en pratique de résoudre une lasse de problèmes plus étendue.La lenteur des tehniques formelles géométriques est un problème réurrent pourleur appliation dans des logiiels de CAO, mais, des méthodes formelles restreintesà une axiomatique partiulière peuvent être instaniées en méthodes numériquespour gagner en e�aité omme par exemple la méthode de [Sun87℄, grâe à de laompilation de systèmes experts en strutures de données e�aes [WSMF06℄.Types d'universLorsque l'on onsidère l'univers géométrique dans lequel s'applique une méthode,les trois ritères présentés apparaissent naturellement.Le ritère des strutures de données onduit à onsidérer 3 univers possibles :� elui de la géométrie eulidienne, telle qu'elle est exprimée depuis Eulide ;� elui de l'analyse, tel que Desartes l'a introduite ;� et elui des graphes : l'univers ombinatoire, tel qu'Euler l'a présenté.Le ritère de la déomposition nous en apprend plus sur les liens qui unissent esunivers :� l'univers géométrique eulidien est l'univers de référene dans lequel le pro-blème est exprimé mais les �gures solutions sont exprimées dans l'univers ana-lytique pour l'a�hage sur la mahine ;� représenter les systèmes d'équations par des graphes permet de faire de ladéomposition d'un point de vue ombinatoire ;� représenter la géométrie par des graphes permet d'abstraire les objets géomé-triques et les ontraintes, et de faire de la déomposition ombinatoire.Et en�n, la solution peut être représentée symboliquement dans es 3 univers maisune solution numérique n'est exprimée que dans l'univers analytique.Ces trois univers sont présentés dans les trois setions suivantes :



24 Chapitre 1. Formalisation1.2.1 Univers eulidienPour dérire les univers de manière formelle, nous utilisons une syntaxe desrip-tive basée sur la dé�nition d'univers géométrique donnée au début du hapitre (f.1.1.2) : sortes, symboles fontionnels, symboles prédiatifs et axiomes.L'univers eulidien est un univers lassique étudié à l'éole primaire et seon-daire. On en distingue deux, elui du plan et elui de l'espae, autrement dit dedimension 2 et 3. Nous ne présentons ii qu'une partie de es deux univers, elle quiest généralement utilisée dans les méthodes à base de onnaissane.Univers eulidien 2DUnivers Eulide2Dsortes :pointlongueurangledroiterayonerlesymboles fontionnels :
droitepp : point point → droite
cerclepr : point rayon → erle
pointc : erle → point
rayonc : erle → rayon
pointppll : point point longueur longueur → point
interdd : droite droite → point
intercc : erle erle → point
interdc : droite erle → pointsymboles prédiatifs :
distpp : point point longueur
distcc : erle erle longueur
egalpp : point point
egalll : longueur longueur
angle4pp : point point point point angle
angledd : droite droite angle
apppd : point droite
apppc : point erle
parall : droite droite
perp : droite droite
tangcc : erle erleaxiomes :
∀ (p1, p2 : point)∧(k : longueur) distpp(p1, p2, k) = distpp(p2, p1, k)
∀ (p1, p2 : point) distpp(p1, p2, 0) ⇔ p1 = p2

∀ (p1, p2, p3 : point) distpp(p1, p2, k1)∧ distpp(p2, p3, k2)∧ distpp(p1, p3, k3)
⊂ k3 ≤ k1 + k2. . .



1.2. Univers géométriques et solveurs 25Classiquement, la sorte point dénote les points et ainsi de suite pour les objetsgéométriques lassiques. Les sortes longueur, rayon et angle dénotent des mesuresspéialisées pour les ontraintes de distanes, les erles et les ontraintes d'angles.Parmi les symboles fontionnels, les onstantes expriment la réation d'un nouvelobjet géométrique orrespondant à la sorte de o-arité. Les noms sont pré�xés parun c dans e as.Le symbole droitepp dénote une fontion qui à partir de deux points distintsdonne une droite passant par es deux points. Le nom représente ainsi la o-arité etl'arité ave en indie les initiales des sortes utilisées.Le symbole fontionnel pointppll est un symbole atomique, 'est-à-dire qu'il fa-torise une onstrution onnue pour éviter la présene d'objets intermédiaires. Ildénote la onstrution d'un point intersetion de deux erles dont les entres et lesrayons sont respetivement les points et les longueurs de l'arité.Les symboles intercc et interdc représentent respetivement l'intersetion de deuxerles et l'intersetion d'une droite et d'un erle. Suivant que ertains points soientégaux ou alignés, ou que ertaines distanes prennent la valeur 0, il y aura entre 0 et2 solutions possibles pour es symboles fontionnels. Ce sont des multi-fontions. Laprise en ompte des multi-fontions peut se faire au niveau syntaxique, en utilisantdes onditionnelles et une fontion di�érente pour haque solution possible [Sh93℄.Mais, pour ne pas surharger les dé�nitions formelles, nous avons hoisi dans ettethèse de les onsidérer au niveau sémantique (voir hapitre 5).Parmi les symboles prédiatifs, distpp spéi�e que la distane entre deux objetsde sorte point est une valeur de sorte longueur.
egalpp et egalll sont deux symboles spéi�ant l'égalité respetivement entre pointset entre longueurs. Nous utilisons dans la suite le symbole prédiatif = omme suresyntaxique pour désigner e type de relation.
angle4p indique la mesure d'un angle entre 2 bi-points, et angledd entre deuxdroites.
apppd et apppc spéi�ent l'appartenane d'un point à une droite ou à un erle.En�n, parall et perp sont utilisés pour spéi�er un parallèlisme ou une perpen-diularité entre droites et tangcc pour la tangene de deux erles.On peut remarquer les axiomes indiquant que deux points sont égaux lorsque ladistane les séparant est nulle, et l'inégalité triangulaire entre 3 points. Ces deuxaxiomes dé�nissent les dégénéresenes possibles lorsque l'on onsidère les points.
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Fig. 1.7 � Relation entre les angles, angles alternes-internes, relation de ChaslesLes axiomes ne sont pas tous ités dans ette desription, il serait trop long dele faire en extension. Les premiers axiomes dérits sont eux aratérisant e qu'estune distane. Mais il pourrait y en avoir bien d'autres omme par exemple pour lesangles : eux indiquant l'égalité des angles lorsque deux droites se oupent, eux surl'égalité des angles alternes-internes, ou la relation de Chasles dans un triangle, et.(f. �gure 1.7). Ce sont es axiomes qui permettent de traiter les as partiuliersde la géométrie, en tout as es singularités et les dégénéresenes induites parl'alignement, le parallélisme, la oplanarité, et..Univers eulidien 3DEn dimension 3, les types sphere et plan sont ajoutés aux sortes 2D. Cela aug-mente la omplexité de l'univers en terme de symboles fontionnels mais aussi enterme d'axiomatique (non dérite ii).Univers Eulide3Dsortes :pointlongueurangledroiterayonsphereplanerlesymboles fontionnels :
droitepp : point point → droite
point3p3l : point point point longueur longueur longueur → point
cerclepplr : point plan rayon → erle
cercle2p : point point → erle
pointc : erle → point
rayonc : erle → rayon
planc : erle → plan
spherepr : point rayon → sphere
centreSphere : sphere → point
rayonSphere : sphere → rayon
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plan3p : point point point → plan
planpd : point droite → plan
plandpl : droite plan → plan
plandd : droite droite → plan
planrad : sphere sphere → plan
interdpl : droite plan → point
inter2pl : plan plan → droite
interpls1 : plan sphere → point
interpls2 : plan sphere → erle
interdd : droite droite → point
interds : droite sphere → point
interss1 : sphere sphere → point
interss2 : sphere sphere → erle
inter3s : sphere sphere sphere → point
interdc : droite erle → point
intercc : erle erle → point
intercs : erle sphere → point
intersc : sphere erle → point
intercpl : erle plan → point
interplc : plan erle → pointsymboles prédiatifs :
distpp : point point longueur
distppl : point plan longueur
distpd : point droite longueur
distps : point sphere longueur
dist2pl : plan plan longueur
distdpl : droite plan longueur
distpls : plan sphere longueur
distdd : droite droite longueur
distds : droite sphere longueur
distcc : erle erle longueur
distss : sphere sphere longueur
angle4p : point point point point angle
angle2d : droite droite angle
angle2pl : plan plan angle
angledpl : droite plan angle
parall2d : droite droite
perp2d : droite droite
parall2pl : plan plan
perp2pl : plan plan
paralldpl : droite plan
perpdpl : droite plan
apppd : point droite
appps : point sphere
appppl : point plan
appdpl : droite plan
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tangpls : plan sphere
tangds : droite sphere
tangss : sphere sphereaxiomes :. . .Dans et univers eulidien 3D, le erle orrespond également à la sorte cerclemais sa onstrution requiert la donnée d'un point, d'un rayon et d'un plan pourle symbole cerclepplr. Toutefois, il peut aussi être onstruit par cercle2p à partir dedeux points p1 et p2, p1 étant le entre, −−→p1p2 dé�nissant la normale et ‖p2 − p1‖ lerayon.On peut remarquer que plandd, qui dénote la onstrution d'un plan à partir de deuxdroites, n'est dé�ni que si les deux droites sont oplanaires.

interpls1 et interpls2 sont aratéristiques de l'augmentation de la omplexité lors-qu'on passe en dimension 3. On ne peut plus vraiment parler de multi-fontionlorsqu'une onstrution peut donner des objets de types di�érents. Nous sindonsette onstrution en deux multi-fontions ave des signatures di�érentes.D'un point de vue sémantique, les lés sont dans la setion préédente 1.2.1,dérivant l'univers eulidien 2D, et nous ne détaillons pas plus et univers. Notonstoutefois que le passage à la dimension supérieure entraîne une omplexi�ation dupoint de vue du nombre d'objets et du nombre de symboles mais aussi et surtout dupoint de vue des multi-fontions et de l'expression de fontions à o-arité variable.1.2.2 Univers analytiqueL'univers analytique permet de s'a�ranhir de la notion de dimension qui régitl'univers eulidien. L'élément de base de l'univers analytique, ommun à tous lesobjets et aux ontraintes de l'univers eulidien, est la oordonnée.Univers Analytiquesortes :elemsymboles fontionnels :
0 : → elem
succ : elem → elem_ + _ : elem elem → elem_−_ : elem elem → elem_×_ : elem elem → elem_/_ : elem elem → elem_∧_ : elem elem → elemsymboles prédiatif :_ = _ : elem elem_ < _ : elem elem_ > _ : elem elem_ ≤ _ : elem elem_ ≥ _ : elem elem



1.2. Univers géométriques et solveurs 29axiomes :
∀(x, y : elem) x + y = y + x
∀(x, y : elem) x × y = y × x
∀(x : elem) x + 0 = 0 ∀(x : elem) x × 1 = 1
∀(x : elem) ∃(y : elem) | x + y = 0
∀(x : elem) | x 6= 0 ⇒ ∃(y : elem) | x × y = 1
∀(x, y, z : elem) x + (y + z) = (x + y) + z
∀(x, y, z : elem) x × (y × z) = (x × y) × z
∀(x, y, z : elem) x × (y + z) = x × y + x × z = (y + z) × xLa sémantique généralement assoiée à et univers est elle des nombres réels Rou omplexes C. Mais, elle peut tout aussi bien être elle des nombres rationnels Qou d'extensions de nombres rationnels par des radiaux Q[

√
2], et.Cet univers représente don un orps K muni des 5 opérations lassiques : l'ad-dition, la soustration, la multipliation, la division et la puissane. Les axiomesidenti�ent lassiquement la ommutativité, l'existene d'un élément neutre et d'uninverse, ainsi que l'assoiativité de l'addition et de la multipliation. On peut aussinoter la distributivité de la multipliation pour l'addition.Les symboles prédiatifs permettent de omparer es nombres entre eux et no-tamment le symbole = qui permet de dé�nir des systèmes d'équations à n variables.La plupart du temps, les équations onsidérées sont algébriques, i.e. on onsidèrel'anneau des polyn�mes à n variables sur les réels : R[X1, . . . , Xn].La sorte point de l'univers eulidien 2D est représentée dans l'univers analytiquepar un ouple de oordonnées.Les ontraintes géométriques sont quant à elles assoiées à des systèmes d'équa-tions. Ces systèmes peuvent s'exprimer en utilisant uniquement les opérations préé-dentes.Les énonés sont généralement donnés sous forme de termes dans l'univers eu-lidien. Pour utiliser des solveurs algébriques, les énonés doivent être traduits dansl'univers analytique. Cela est fait au moyen d'une fontion de morphisme d'univers.En 2D, ette fontion assoie :� longueur et elem� point et (elem, elem)� cercle et (elem, elem, elem)� . . .� distpp : point point longueur et une équation (x1 − x2)

2 + (y1 − y2)
2 = k2 ave

x1, x2, y1, y2, k : elem,� . . .En 3D, ette fontion assoie :� longueur et elem� point et (elem, elem, elem)� sphere et (elem, elem, elem)



30 Chapitre 1. Formalisation� . . .� distpp : point point longueur et une équation (x1−x2)
2+(y1−y2)

2+(z1−z2)
2 =

k2 ave x1, x2, y1, y2, z1, z2, k : elem,� . . .Il faut noter que la notion de dimension n'a pas omplètement disparue, elle estnotamment présente ave le nombre de sortes elem que l'on assoie à la sorte pointde n'importe quel univers géométrique.1.2.3 Univers ombinatoireDans les méthodes ombinatoires, la géométrie est abstraite en un graphe où lesdegrés de liberté et de restrition sont des pondérations des sommets et des arêtes.Cette tentative de ompilation de la géométrie eulidienne a permis de araté-riser grossièrement de manière ombinatoire la notion de onstrition d'un systèmede ontraintes à l'aide de la notion de rigidité. En fait, ette aratérisation ne fon-tionne pas dans le adre général. Elle est néanmoins utilisée omme une heuristiquepour déteter la onstrition struturelle générique dans beauoup de méthodes derésolution.Univers Combinatoiresortes :graphesommetarêtesalairesymboles fontionnels :
ddl : sommet → salaire
ddr : arête → salaire
setDdl : sommet salaire → sommet
setDdr : arête salaire → arête
addS : graphe sommet → graphe
addA : graphe arête → graphe
adj : graphe sommet arête → grapheLa sorte sommet dénote les sommets d'un (hyper-)graphe, arête dénote ses(hyper-)arêtes et la relation adj est la spéi�ation de l'adjaene d'un sommetet d'une arête : 'est e qu'on appelle un (hyper-)graphe de ontraintes. Les sym-boles fontionnels ddl et ddr sont des pondérations des sommets et des arêtes quel'on nomme degrés de liberté et degrés de restrition. Ces pondérations représententintuitivement les mouvements et les bloages possibles de es objets, ou plus grossiè-rement le nombre de oordonnées des entités géométriques et le nombre d'équationsà inonnues réelles des ontraintes.Ii enore, un morphisme permet de passer de l'univers eulidien à l'universombinatoire dans lequel les degrés de liberté assoiés aux objets et les degrés derestrition assoiés aux ontraintes sont les seules informations onservées. C'estpour ette raison que les aratérisations ombinatoires ne sont véri�ées que dansun adre générique restreint omme nous allons le voir dans la setion suivante.



1.3. Classi�ation 311.3 Classi�ationNous proposons une lassi�ation des prinipales méthodes de résolution selonl'univers géométrique sur lequel elle repose. Notre lassement s'appuie en premierlieu sur la dimension de l'univers et en seond lieu sur la omplexité de l'univers,i.e. le nombre d'objets et de ontraintes onsidérés.1.3.1 Univers à 2 dimensionsLa plupart des travaux en résolution de ontraintes sont situés dans des univers2D restreints pour permettre soit l'utilisation d'une propriété limitée à un sous-groupe d'objets ou de ontraintes, soit pour favoriser l'e�aité de l'algorithmeproposé.Univers des points et des distanesL'univers géométrique le plus simple est elui qui onerne les points et lesontraintes de distanes :Univers PointsDistanes2Dsortes :pointlongueursymboles fontionnels :
pointppll : point point longueur longueur → point
fixe : point longeur → pointsymboles prédiatifs :
distpp : point point longueur
egalll : longueur longueuraxiomes :
∀ (p1, p2 : point)∧(k : longueur) distpp(p1, p2, k) = distpp(p2, p1, k)
∀ (p1, p2 : point) distpp(p1, p2, 0) ⇔ p1 = p2

∀ (p1, p2, p3 : point) distpp(p1, p2, k1)∧ distpp(p2, p3, k2)∧ distpp(p1, p3, k3)
⇒ k3 ≤ k1 + k2Pour ette signature, il existe pourtant une aratérisation ombinatoire de larigidité struturelle en 2D :Theorème 1.3.1 Théorème de Laman Un système de ontraintesgéométriques 2D onstitué de points et de distanes est struturellementrigide si et seulement s'il véri�e 2n− 3 = c et pour haque sous-système

2n − 3 ≥ c ave n le nombre de points et c le nombre de ontraintes dedistanes génériques, en partiulier non nulles. �Un SCG struturellement rigide est bien-ontraint modulo un déplaement. Ilsu�t de �xer un repère 2D qui enlève 3 degrés de liberté.La ondition de Laman en théorie de la rigidité signi�e intuitivement qu'il ya exatement le nombre de ontraintes néessaires et qu'auun sous-système n'estsur-ontraint.



32 Chapitre 1. FormalisationDans les univers 2D et 3D suivants, l'extension de ette ondition aux objets etontraintes de degrés supérieurs est néessaire dans le adre générique mais n'estpas su�sante pour aratériser la rigidité.Dans e adre très simple, un algorithme de propagation des degrés de libertépeut être mis en ÷uvre omme dans l'exemple suivant :
⊲ Exemple 1.3.1

A

B

C

D

E

k1 k2

k3

k4

k5

k6 k7Fig. 1.8 � Une �gure dans l'univers PointsDistanes2DLe SCG assoié à la �gure 1.8 est :
S = 〈



















































distpp(A, B, k1)

distpp(B, C, k2)

distpp(A, C, k3)

distpp(B, D, k4)

distpp(C, D, k5)

distpp(A, E, k6)

distpp(C, E, k7)

, {A, B, C, D, E}, {k1, k2, k3, k4, k5, k6, k7}〉

Il est bien-ontraint modulo les déplaements. Le plan de onstrution équivalant à�xer un repère dans notre univers est :A=Point()B=fixe(A,k1)La règle géométrique à appliquer pour résoudre le SCG est :Si distpp(p1, p2, k1) ∧ distpp(p1, p3, k2) alors p1 = pointppll(p1, p3, k1, k2)Après trois appliations, le plan de onstrution �nal est don :A=Point()B=fixe(A,k1)C=point_ppll(B,A,k2,k3)



1.3. Classi�ation 33D=point_ppll(B,C,k4,k5)E=point_ppll(A,C,k6,k7)
⊳Cette méthode est adaptée pour les SCG bien-ontraints les plus simples. Maiselle ne permet pas de résoudre des systèmes dits indéomposables omme elui dela �gure 1.9. Pire enore, elle ne permet pas de résoudre tous les systèmes véri�antla ondition de Laman.

Fig. 1.9 � Hexagone bien-ontraint irrédutibleUnivers bi-1DFitzgerald et al. [Fit81℄ proposent de ne onsidérer que les distanes horizontaleset vertiales entre droites en 2D et les distanes entre elles.Univers Bi1Dsortes :horverlongueursymboles fontionnels :
propagehor : hor longueur → hor
propagever : ver longueur → versymboles prédiatifs :
disthor : hor hor longueur
distver : ver ver longueuraxiomes :
∀ (d1, d2 : hor)∧(k : longueur) disthor(d1, d2, k) = disthor(d2, d1, k)
∀ (d1, d2 : ver)∧(k : longueur) distver(d1, d2, k) = distver(d2, d1, k)
∀ (d1, d2, d3 : hor)∧(k1, k2, k3 : longueur) disthor(d1, d2, k1)∧disthor(d2, d3, k2)∧

disthor(d1, d3, k3) ⇒ k3 = k1 + k2 ∨ k1 = k2 + k3 ∨ k2 = k1 + k3

∀ (d1, d2, d3 : ver)∧(k1, k2, k3 : longueur) distver(d1, d2, k1)∧distver(d2, d3, k2)∧
distver(d1, d3, k3) ⇒ k3 = k1 + k2 ∨ k1 = k2 + k3 ∨ k2 = k1 + k3Les sortes hor et ver représentent ainsi les droites horizontales et vertiales et

disthor et distver dénotent respetivement les distanes entre droites horizontales etentre droites vertiales. Les deux derniers axiomes sont l'expression de la relation deChasles pour les distanes entre haque type de droite.La propagation des distanes s'e�etue dans un univers à 1 dimension pour lesdroites horizontales (propagehor) et vertiales (propagever). Cet univers très restreintpermet de produire un solveur simple et e�ae (voir hapitre 2) pouvant être utilisé



34 Chapitre 1. Formalisationpour la spéi�ation de lignes � porteuses � en oneption arhiteturale. Ce solveurne ontient que deux règles :Si disthor(d1, d2, k) alors d1 = propagehor(d2, k)Si distver(d1, d2, k) alors d1 = propagever(d2, k)Dans et univers, un repère est onstitué d'une droite horizontale et d'une droitevertiale. Et la ondition pour qu'un tel système soit bien ontraint est que la formule
n− 1 = c soit respetée pour haque type de droite ave n le nombre de droites et cle nombre de ontraintes. Malheureusement, ette méthode n'est pas extensible auxunivers plus omplexes.Univers des bi-pointsOn peut étendre la signature de l'univers PointsDistanes2D pour prendre enompte la ontrainte d'angle entre bi-points :Signature BiPointsétend PointsDistanes2Dsortes :anglesymboles prédiatifs :

angle : point point point point angleMéthode de Sunde L'univers des solveurs ommeriaux de Sunde : PICME[Sun86℄ et les CD-sets et CA-sets [Sun87℄, est elui des bi-points. La résolutionest basée sur des règles d'assemblage simples gérées par un système expert dans sonpremier solveur et sur des strutures de données ad-ho dans le seond.Cette mise en avant de l'assemblage est aratéristique des méthodes proédantpar déomposition onstrutive.Ainsi, dans le deuxième solveur, deux strutures de données sont distinguées :� les CD-sets (a. Constrained distane sets), regroupant des points dont les o-ordonnées sont déterminées dans un repère lié aux ontraintes de distanes,� les CA-sets (a. Constrained angle sets), regroupant les bi-points reliés par desontraintes d'angle.Ces deux strutures représentent la rigidité des points et ontraintes de distanespour les CD-sets, et la rigidité des diretions pour les CA-sets.Les CD- et CA-sets sont onstruits et assemblés de manière inrémentale aufur et à mesure de la pose des ontraintes sur l'esquisse. Cette onstrution se faiten suivant des règles générales (f. axiomes i-dessous) permettant de réer desomposantes rigides de plus en plus grandes, exprimées par des oordonnées dansun repère loal. À notre onnaissane, 'est l'une des premières méthodes à tirersystématiquement parti de l'invariane par déplaement de ertaines parties de la�gure pour résoudre un problème de ontraintes.Cette invariane est apturée par les règles qui assemblent des CD-sets s'il existeun repère pour les déplaements en ommun et pour les CA-sets s'il existe un repère



1.3. Classi�ation 35pour les similitudes, le groupe de transformations onservant les rapports de distane.Univers SundeÉtend BiPointssortes :CDCAsymboles fontionnels :
addC : point point CD → CD
addA : point point CA → CA
joinC : CD CD → CD
joinA : CA CA → CAsymboles prédiatifs :
appCD : point CD
appCA : point CAaxiomes :Règles de formation des CD et CA sets :
∀(p1, p2 : point)(k : longueur) distpp(p1, p2, k) ⊃ addC(p1, p2, cCD)
∀(p1, p2, p3, p4 : point)(a : angle) angle(p1, p2, p3, p4, a) ⊃
addA(p1, p2, p3, p4, cCA)Règles de jointures des CD et CA sets :
∀(p1, p2, p3, p4, p5 : point)(a : angle)(cd1, cd2 : CD) appCD(p1, cd1) ∧

appCD(p1, cd2) ∧ appCD(p2, cd1) ∧ appCD(p3, cd1) ∧ appCD(p4, cd2) ∧
appCD(p5, cd2) ∧ angle(p2, p3, p4, p5, a) ⊃ joinC(cd1, cd2)

∀(p1, p2, p3, p4 : point)(a : angle)(ca1, ca2 : CA) appCA(p1, ca1)∧
appCA(p2, ca1)∧appCA(p3, ca2)∧appCA(p4, ca2)∧angle(p1, p2, p3, p4, a) ⊃

joinA(ca1, ca2)Les valeurs numériques sont alulées au fur et à mesure et les règles sont odées� en dur �, mais 'est véritablement une méthode basée sur des onnaissanes géomé-triques omme le montre l'implantation sous forme de système expert par Verroust[Ver90℄.Par ailleurs, ette méthode permet de tester la sur-rigidité durant la saisie desontraintes : si un utilisateur tente d'ajouter une ontrainte dans un CD-set, le sol-veur le détete et peut le signaler à l'utilisateur indiquant ainsi le CD-set à orriger.La méthode de base de Sunde ne permet pas de résoudre tous les problèmes2D onstitués de motifs de triangles et de quadrilatères. Il faut pour ela avoirreours à un ensemble de règles plus important omme l'ont montré Verroust et al.[VSR92℄. Dans e travail, 4 règles permettent d'assembler toutes les on�gurationsde triangles ontraints en angles et en distanes et de la même manière 6 règlespermettent d'assembler toutes les on�gurations de quadrilatères.Par exemple, la règle prinipale des triangles indique que lorsqu'un point et unangle sont partagés par deux CD-sets, alors on peut les regrouper au sein d'un mêmeCD-set (f. le troisième axiome).La relation de Chasles est prise en ompte par les règles ÷uvrant sur les CA-sets.



36 Chapitre 1. FormalisationMalheureusement, une implantation sous forme de système expert [VSR92℄ oude règles de réériture [ARMP02℄, fait perdre l'e�aité en temps de la méthodeinitiale, due à son aspet numérique et à ses règles odées en dur.Lorsqu'il ne reste plus qu'un seul CD-set, 'est-à-dire une omposante rigide pourtout le SCG, le problème est résolu. Si e n'est pas le as, ela signi�e, soit que lesolveur n'est pas assez puissant pour déomposer le problème, soit que elui-i estsous-ontraint.Une étude exhaustive des on�gurations 2D ave 2, 3, 4 points (f. �gure 1.10)montre que les règles préédentes permettent de résoudre tous les as bien ontraints(laissé à la sagaité du leteur). L'hexagone de la �gure 1.9 est vraisemblablementle problème le plus simple non soluble par la méthode de Sunde.Univers des points et des droites 2D et extension aux erles 2DOn onsidère souvent en CAO des univers géométriques ontenant des pointset des droites. La signature d'un tel univers est basée sur la signature BiPoints, àlaquelle s'ajoute la sorte supplémentaire droite.Considérer la sorte droite permet d'enrihir le adre, et aussi de simpli�er parfoisl'ériture de ontraintes, notamment elle de ontraintes d'angle. Ave ette sorte,de nouveaux types de ontraintes sont ajoutés omme l'appartenane d'un point àune droite, ou le parallélisme de deux droites :Signature PointsDroites2Détend PointsDistanes2Dsortes :angledroitesymboles fontionnels :
droitepp : point point → droite
interdd : droite droite → pointsymboles prédiatifs :
apppd : point droite
parall : droite droite
angle : droite droite angleNous avons déjà mentionné le fait que le théorème de Laman ne s'applique pasdans des univers ontenant autre hose que des points et des distanes génériquesen dimension 2. L'introdution de droites et d'angles permet ainsi de trouver denombreux ontre-exemples à une extension du théorème de Laman dans et univers.Examinons ainsi le as illustré à la �gure 1.11 : ave 5 points, 4 droites, 4 dis-tanes, 10 inidenes points-droites et un parallélisme, le ritère est véri�é. Pourtant,ette �gure n'est pas rigide mais loalement sur-ontrainte puisqu'on peut utiliserle théorème de Thalès AM

AB
= MN

BC
pour trouver la ontrainte de distane AM déjàspéi�ée.
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Fig. 1.10 � Les on�gurations de base en 2D pour les triangles et les quadrilatèresdans l'univers des bi-points
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Fig. 1.11 � Exemple non-rigide mais véri�ant la aratérisation de LamanDans et univers, on peut appliquer une méthode qui omme la méthode de Sundes'intéresse à la présene de repères : la méthode d'Owen, dont l'appliatin permetde déomposer a priori suivant des repères pour les déplaements, matérialisés pardes paires d'artiulation.Méthode d'Owen La méthode d'Owen [Owe91℄ proède de manière desendantepour déomposer un système de ontraintes géométriques. L'heuristique de déompo-sition est basée sur la reherhe de paires d'artiulations dans un graphe de on-traintes.Univers OwenÉtend Combinatoiresortes :pairearêtevsymboles fontionnels :
cherchePaire : graphe → paire
coupe1 : graphe paire → graphe
coupe2 : graphe paire → graphe
ajouteV irtuelle : graphe arêtev → grapheUne paire d'artiulations est une paire de sommets du graphe de ontraintes telleque le retrait de ses 2 sommets et des arêtes inidentes déonnete le graphe en deuxsous-graphes.Le déoupage au niveau des paires d'artiulations implique la dupliation dessommets. Il en résulte qu'un des sous-graphes n'est pas rigide. Le solveur doit alorsajouter un lien virtuel dans haque sous-graphe non rigide après sission. Ce lienvirtuel est généralement une distane entre les 2 sommets d'artiulation (f. �gure1.12).Une déomposition réursive est appliquée et on obtient des omposantes irrédu-tibles qui sont, soit des on�gurations triangulaires, soit des omposantes tri-onnexesplus omplexes.
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Fig. 1.12 � Exemple de paire d'artiulation (en noir) et de lien virtuel (en pointillé)La résolution des sous-graphes se fait alors dans un ordre qui dépend de l'ad-jontion des arêtes virtuelles : les omposantes tri-onnexes n'en ontenant pas sontd'abord résolues, puis les valeurs des liens virtuels des sous-graphes adjaents sontdéduites de es on�gurations, e qui permet de les résoudre à leur tour, et ainsi desuite. L'assemblage se fait dans l'ordre inverse.Arinyo et al. [ARMP02℄ ont montré que les SCG résolubles par la méthoded'Owen sont des SCG dont on peut trouver réursivement 3 sous-graphes parta-geant deux à deux un objet : des omposantes tri-onnexes.RemarqueContrairement à la méthode de Sunde, la méthode d'Owen est limitéeaux as bi-onnetés. Même si la méthode de Sunde est dépendante dela représentation sous forme de CA- et de CD-sets, la règle du parrallè-logramme permet de résoudre des problèmes représentés par un graphetri-onneté.La méthode d'Owen a pourtant été implantée ave suès dans le solveur om-merial D-Cubed [DC℄. Elle est ainsi intensivement utilisée en CAO.Univers de graphes L2L1On se rend ompte si on étudie les fontions de passage de l'univers Points-Distanes2D vers l'univers ombinatoire que les objets de degré de liberté égal à 2partagent des ontraintes de degré 1. Cei permet d'avoir reours à des algorithmesà base de graphes omme par exemple elui d'Owen.On remarque aussi qu'il est possible d'ajouter la sorte cercle. Ces objets sontourament renontrés en CAO, mais ils doivent être onsidérés ave leur rayon �xé



40 Chapitre 1. Formalisationpour entrer dans e adre.Univers Cerles2Détend signature PointsDistanes2Dsortes :erlesymboles fontionnels :
interdc : droite erle → point
pointppll : point point longueur longueur → point
droiteda : droite angle → droite
droitePardp : droite point → droite
droitePerpdp : droite point → droitesymboles prédiatifs :
apppc : point droite
tangdc : droite erleL'univers Cerles2D peut don être relié ave l'univers des graphes L2L1 présentéi-dessous :Univers L2L1étend Univers Combinatoireaxiomes :
∀ (s : sommet) ddl(s) = 2
∀ (a :arête) ddr(a) = 1Méthode de Fudos et Ho�mann La méthode dérite par Fudos et Ho�mann[BFH+95, FH97℄ est aussi une méthode de déomposition onstrutive travaillantsur un graphe de ontraintes binaires.C'est une méthode asendante, omme elle de Sunde, qui a la partiularité detraiter les SCG bien, sur- et sous-ontraints en ajoutant un test de ohérene desredondanes à la résolution et en permettant de rajouter des ontraintes à la voléedans une phase desendante pour rendre le système bien-rigide.Univers FHétend Univers L2L1sortes :grappesymboles fontionnels :
cCluster : sommet sommet → grappe
propage : sommet grappe → grappe
assemble : grappe grappe → grappe
ddrsc : sommet grappe → salaireaxiomes :Formation de grappes :
∀(s1, s2 : sommet)(a :arête) ∃(c : grappe) adj(s1, a) ∧ adj(s2, a) ⊃ c =

cCluster(s1, s2)Propagation des degrés :
∀ (s : sommet)(c : grappe) ddl(s) = ddrsc(s, c) c = propage(s, c)



1.3. Classi�ation 41Règles d'assemblage :
∀ (s1, s2, s3 : sommet)(c1, c2 : grappe) (a :arête) app(s1, c1)∧app(s1, c2)∧

app(s2, c1)∧app(s3, c2)∧adj(s2, a)∧adj(s3, a) ⊃ c3 = assemble(c1, c2)
∀ (s1, s2, s3 : sommet)(c1, c2, c3, c4 : grappe) app(s1, c1) ∧ app(s1, c2) ∧

app(s2, c1) ∧ app(s2, c3) ∧ app(s3, c3) ∧ app(s3, c2)
⊃ c4 = assemble(assemble(c1, c2), c3)
∀ (s1, s2, s3 : sommet)(c1, c2, c3, c4 : grappe) app(s1, c1) ∧ app(s1, c2) ∧

app(s2, c1) ∧ app(s2, c3) ∧ app(s3, c3) ∧ app(s3, c2)
⊃ c4 = assemble(assemble(c1, c2), c3)La méthode proède par assemblage en agrégats struturellement rigides : desgrappes ou � lusters �. La formation initiale des grappes se fait par une phase depropagation des degrés de liberté suivant la règle : ∑

ddl = ∑

ddr. Cette règle or-respond dans l'univers de dimension 2 à une triangularisation (au sens des systèmesd'équations) de blos de taille 2 × 2 (deux inonnues, deux équations).Bien sûr, es agrégats initiaux sont formés à partir de repères �xés qui orres-pondent à deux objets géométriques.Trois règles d'assemblage sont onsidérées :1. un sommet et une arête sont partagés entre deux grappes (f. �gure 1.13) ;2. trois grappes partagent deux à deux un sommet (f. �gure 1.14) ;3. deux grappes sont reliés par trois arêtes (f. �gure 1.15).Cette méthode met en avant l'idée de rigidi�ation progressive d'une �gure quin'est pas sans rappeler la méthode de Sunde ave pourtant quelques di�érenes :� pas de dépendane vis-à-vis des strutures de données ;� les règles onsidérées sont plus générales ;� il y a une laire séparation entre résolution loale et assemblage.Cette méthode sou�re des mêmes problèmes que elle d'Owen et en partiulierelle est inomplète. De plus, Shrek [Sh02℄ a montré que tout problème énonçabledans l'univers de Sunde et résoluble par la méthode de Fudos et Ho�mann l'estégalement par la méthode de Sunde.Mais, omme pour elle d'Owen, ette méthode englobe un univers plus large oùil existe des SCG non exprimables hez Sunde.Autres méthodes D'autres méthodes s'appliquent dans et univers, omme elled'Ait-Aoudia et al. [AAM93℄ qui applique l'algorithme du ouplage maximum augraphe de ontraintes pour obtenir des omposantes fortement onnexes (voir setion1.3.3), ou de Trombettoni [Tro97℄ qui y applique une rétro-propagation des degrés deliberté en partant des feuilles du graphe qui véri�ent ∑

ddl =
∑

ddr, et en itérantsur le graphe privé des éléments ainsi déterminés.Univers eulidien 2DPour s'a�ranhir des restritions de l'univers L2L1, des extensions des méthodespréédentes ont été proposées. Elles généralisent les notions d'artiulations, en onsi-dérant des triplets d'artiulations pour Owen par exemple, ou le omptage des degrésdans un graphe, omme Ho�mann et al. le proposent.
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Fig. 1.13 � Règle d'assemblage 1 de BFH

Fig. 1.14 � Règle d'assemblage 2 de BFH

Fig. 1.15 � Règle d'assemblage 3 de BFH



1.3. Classi�ation 43D'autres voies ont aussi été explorées ave l'extension de la notion de ouplageparfait par Sitharam et al. ou ave l'exploration �ne des propriétés géométriques àl'aide de systèmes à base de onnaissanes.De plus, des méthodes mixtes omme elle de Jermann et al. ont été proposées.Méthode d'Ho�mann, Lomonosov et Sitharam Les extensions de la méthodepréédente sont dues en partiulier à Ho�mann et al. [HLS01b, HLS01a, HC02b,HC02a℄. Elles permettent de onsidérer des objets ave n'importe quel degré deliberté, et introduisent la sorte erle de rayon non-�xé.Jermann et al. [CBG02, JNT03℄ proposent un autre ritère de rigidité pour l'heu-ristique, de nouvelles manières de déomposer et assembler, et en utilisant du alulpar intervalles.Ces extensions sont basées sur un adre ommun, où sont distinguées 2 phases :� la phase de déomposition,� et la phase d'assemblage.Il faut noter que la phase d'assemblage n'a jamais été dérite en détail dans lestravaux d'Ho�mann, mais qu'elle a été étudiée par Jermann et al.[Jer02℄.La déomposition se partage en 3 phases répétées réursivement :� l'opération de fusion qui onsiste à onstituer une grappe bien-rigide de tailleminimale en utilisant un algorithme de �ot,� l'opération d'extension, qui onsiste à faire grossir une grappe en inorporantles voisins suivant l'heuristique de rigidité hoisie,� l'opération de ondensation, qui réalise la rédution de la grappe en 1 sommet(Condensation Algorithm - CA)Il est intéressant de noter que deux opérateurs de ondensation ont été proposéspour améliorer la orretion de CA :� Frontier Algorithm (FA) qui permet de réduire les ontraintes internes à lagrappe en gardant le bord,� Modi�ed FA, qui applique la rédution si la grappe interne dé�nit au moinsun repère loal.Méthodes à base de onnaissanes Les méthodes à base de onnaissanes[Ald88, VSR92, DMS98℄ se basent sur une représentation par des prédiats et destehniques d'inférene pour résoudre des SCG. Dans es méthodes, le nombre derègles a tendane à roître exponentiellement ave le nombre de types de ontraintes.Aussi, es méthodes intègrent généralement des stratégies qui leur permettent d'évi-ter une explosion ombinatoire du nombre de as à envisager.Les méthodes onstrutives se basent sur les onnaissanes et les savoir-faire desonstrutions géométriques issues de l'EAO [But79, Sh93℄.La méthode des lieux géométriques onsiste à transformer des ontraintes géomé-triques en ontraintes d'inidenes sur un lieu dé�nissant progressivement un objetherhé.Aldefeld en CAO [Ald88℄ présente e qui onstitue les deux phases prinipalesde sa méthode :



44 Chapitre 1. Formalisation� la prodution d'un plan de onstrution, généralement à l'aide d'un systèmeexpert de omplexité exponentielle,� l'évaluation numérique, très rapide.Cette approhe a été exploitée et étendue ave :� le hoix d'une solution à partir de ritères du type � point à gauhe ou à droited'une ligne �,� la prise en ompte des ontraintes globales omme par exemple l'aire, ave�xation d'une inonnue puis relaxation et orretion par éhantillonnage,� l'invariane par déplaements.Brüderlin [Brü86, Brü88℄ utilise des règles de réériture pour démontrer la onver-gene d'un ensemble de règles de onstrutions géométriques.Un plan de onstrution obtenu par une méthode géométrique formelle équivautà une déomposition �ne suivant les objets du problème à résoudre. Mathis et al.[Mat97℄ proposent d'uni�er les phases d'assemblage des méthodes de déomposi-tion par la mise en orrespondane des repères loaux par des déplaements. Deplus, leur méthode basée sur la ollaboration de solveurs au sein d'une arhiteturemulti-agents permet de ombiner solveurs onstrutifs onvergents ou non et solveursnumériques.L'e�aité de ette approhe de résolution par déomposition onstrutive estmise en évidene au sein d'un modeleur 3D, par l'animation de méanisme en mo-di�ant à la volée des paramètres du plan de onstrution.D'une manière générale, les méthodes onstrutives sont limitées par le nombrede règles onsidérées. Mais, elles ont l'avantage d'être orretes et omplètes parrapport à et ensemble de règles, e qui n'est pas le as des solveurs plus générauxà base d'heuristiques ombinatoires.1.3.2 Univers à 3 dimensionsTrouver une méthode de résolution de ontraintes géométriques dans l'espaereste un enjeu majeur pour la ommunauté s'intéressant aux ontraintes.La omplexité de et univers est partiellement due au nombre de as di�érentsà onsidérer qui onduit dans notre formalisme à introduire des � multi �-fontionsà o-arité di�érentes. De plus, on ne onnait pas de aratérisation simple de larigidité omme en 2D. En�n, il existe un grand nombre de systèmes 3D minimauxirrédutibles. Par exemple, on peut iter une grande partie des polyèdres onvexesdérits par des distanes et des oplanarités. En e�et, ils sont omposés de faes laplupart du temps sous-ontraintes, et d'après le théorème de Cauhy [Cau13℄, ilssont génériquement rigides.Ces systèmes omplexes sont habituellement diretement résolus par des mé-thodes numériques ave leurs inonvénients bien onnus omme l'instabilité numé-rique, et l'inapaité de trouver e�aement toutes les solutions.Pourtant, quelques tentatives ont eu lieu pour étendre les méthodes 2D à ladimension supérieure et notamment pour onsidérer un univers plus simple omposéd'objets de mêmes degrés de liberté, mais aussi en onsidérant la onnexité des



1.3. Classi�ation 45graphes dans l'univers mettant en jeu points, droites et plans.Dans e même univers, une méthode hybride mélangeant des informations des 3univers géométriques (eulidien, ombinatoire, analytique) a été proposée par Gaoet al. [GHY04℄. Elle a été appliquée sur des exemples de tailles relativement petiteset semble sou�rir de désavantages très handiapants. Nous verrons au hapitre 4omment notre travail a permis d'améliorer ette méthode.Univers des méanismesLe premier univers que l'on peut onsidérer en 3D est elui des méanismes quiest un univers ombinatoire où il n'y a qu'un seul objet de base : un repère loal àhaque pièe méanique. Ainsi, tous les éléments ont six degrés de liberté, trois enrotation et trois en translation.Univers Méanismessortes :marqueurdéplaementdegréssymboles fontionnels :
cMarqueur : → marqueur
ddl : marqueur → degrés
action : marqueur degrés → déplaement
applique : marqueur déplaement → marqueurKramer [Kra90, Kra91, Kra92℄ s'intéresse aux méanismes 3D onstitués depièes méaniques liées par des artiulations. À haque pièe, la méthode présen-tée assoie un marqueur, qui est un repère loal. Les ontraintes liant es marqueurssont l'expression des artiulations sous la forme de degrés de restrition représen-tant :� les translations,� les rotations,� les dimensions.Une analyse ombinatoire de es degrés permet de plani�er un ordre de résolutionpour les méanismes rigides. La résolution e�etive s'e�etue par l'appliation d'undéplaement entre marqueurs. Suivant les types de degrés liant les marqueurs, untableau d'ations indique les déplaements à appliquer. Il y a un grand nombred'ations possibles suivant les degrés mis en jeu et Kramer ne les dérit pas tous.C'est pour ela que nous n'en dérivons auun dans l'axiomatique de l'univers.Lorsqu'auune ation ne peut être validée, une analyse des lieux géométriques desmarqueurs restés libres est appliquée grâe à un autre tableau indiquant ommentaluler es intersetions.Bien sûr, ette méthode sou�re des mêmes inonvénients que les méthodes apriori mais elle permet de résoudre tous les méanismes fermés rigides d'au plus 3pièes méaniques.



46 Chapitre 1. FormalisationUnivers points, droites, plansk-onnexité Dans [GZ03℄, les auteurs présentent une généralisation de la mé-thode d'Owen [Owe91℄ et de la reformulation d'arbre de déomposition d'Arinyo[ARMP02℄. Ils proposent don de onsidérer des arbres binaires de déompositiondans l'univers géométrique des points et des droites, 2D ou 3D.L'univers géométrique ne hange pratiquement pas par rapport à elui d'Owen :la sorte paire dénote maintenant un n-uplet d'artiulations et les algorithmes dereherhe et d'ajout d'arêtes virtuelles sont modi�és pour prendre en ompte ettegénéralisation.L'heuristique utilisée par Gao et al. est une extension direte du théorème deLaman :Dé�nition 1.3.2 Pour n objets et m ontraintes dans un univers dedimension d, l'heuristique ombinatoire de rigidité vaut :
∑n

i ddli - d(d+1)
2

= ∑m

j ddrjEn 3D, ette aratérisation renontre les ontre-exemples lassiques des double-bananes 1.16,1.17, 1.18.
Fig. 1.16 � La double-banane

Fig. 1.17 � La double-banane à arête saillante



1.3. Classi�ation 47

Fig. 1.18 � La double-banane aordéon.Un algorithme, dont la omplexité est en O(v
1

2 e2), est proposé pour identi�erqu'un graphe est k-onnexe. Malheureusement, il est di�ile d'établir ave ertitudela k-onnexité en dehors d'un adre de génériité supposé ar les pondérations deertaines arêtes peuvent être di�érentes suivant les valeurs des paramètres.D'après eux, la borne de la k-onnexité en 2D est k = 3 et en 3D, ave des pointset des plans, k = 5. Si les droites sont onsidérées en plus, alors k = 7.Les n-uplets d'artiulation sont détetables ave l'algorithme de Hoproft et Tar-jan [HT73℄ pour les paires et la tri-onnetivité en O(V + E), et l'algorithme deKanevsky et Ramahandran [KR87℄ ave les triplets et la 4-onnetivité.La déomposition se fait par dupliation des n-uplets dans les 2 parties. Laondition d'arrêt est d'avoir 3 primitives dans les sous-graphes ou des sous-systèmessans n-uplet d'artiulations.Suivant la valeur de la fontion de dé�it d'un graphe, introduite par Arinyo etal. [ARMP02℄, un déoupage en 2 parties bien ontraintes peut généralement êtreappliqué. Lorsqu'il n'existe qu'une partie bien-ontrainte, l'ajout du bord de la �gureà la partie sous-ontrainte permet de la rendre bien-ontrainte. Si auune partie n'estbien-ontrainte, une autre déomposition doit être appliquée. Dans le as où auunedéomposition de e type n'est possible un solveur numérique ou la méthode LIMd[GHY04℄ présentée au paragraphe suivant, doit être appliqué.Les algorithmes présentés sont de omplexités polynomiales de l'ordre de O(V 2)en 2D, et O(V 7) en 3D. Mais ils montrent surtout les limites d'une telle approhe,en étudiant tous les as de feuilles à 3 primitives et en montrant que ertains as nesont pas rigides alors qu'ils sont struturellement rigides.Méthode d'intersetion des lieux géométriques L'univers géométriquede ette méthode est bien di�ile à spéi�er. Il onjugue les 3 univers géométriqueset néessite de nombreuses transformations et expliations. Nous ne nous lançonspas dans sa desription pour ne pas embrouiller le leteur.La méthode de Gao et al. [GHY04℄ onsiste à générer automatiquement tous lesproblèmes ontenant 6 ontraintes ave des points, des droites et des plans.Pour la atégorie des systèmes minimaux non déomposables, il propose de mo-di�er le système de ontraintes S en un système déomposable S ′

k, soit en oubliantune inonnue, soit en substituant une ontrainte par une autre, et en ajoutant unparamètre k dans les deux as. Les deux systèmes ne sont pas équivalents mais



48 Chapitre 1. Formalisationtoutes les solutions de S peuvent être retrouvées en éhantillonnant le paramètre k,et en alulant toutes les solutions de S ′

k pour haque valeur de k et en hoisissantla meilleure solution approximée de S. Cette méthode est une ombinaison de mé-thodes numériques et de méthodes onstrutives. Elle permet de trouver toutes lessolutions et semble robuste. Mais elle s'applique à de petits systèmes et n'e�etueque des modi�ations limitées du système initial.L'idée est assez simple : onsidérons un système S qui est déomposable à laondition d'oublier une inonnue x1. Convertir x1 en paramètre permet de résoudre leproblème mais elui-i devient alors sur-ontraint. Il faut don retirer une ontraintepour avoir un problème bien-ontraint.Leur méthode onsiste à produire une séquene de onstrution grâe à un algo-rithme à heuristique ombinatoire présenté dans la �gure 1.19.Lorsque le ritère ombinatoire n'est pas satisfait, il su�t alors de reherherdes ontraintes à enlever pour le rendre appliable. La reherhe du nombre deontraintes minimum à enlever est faite de manière exhaustive.Le même nombre de ontraintes est ajouté à l'aide de la séquene de onstrutionpar e qu'ils appellent des � paramètres guidant la résolution �.Finalement, l'éhantillonnage des paramètres des ontraintes ajoutées permet dedéformer la �gure. Une étude de l'intersetion des lieux géométriques permet detrouver les solutions du système initial.Les problèmes que l'on peut souligner sont les suivants : premièrement, l'utilisa-tion d'une heuristique ombinatoire onduit à e que leur séquene de onstrutionsest inorrete dans le adre général (f. ontre exemple suivant 1.3.2). Deuxième-ment, la reherhe exhaustive du nombre de ontraintes à enlever est très oûteuse :
O(nd) pour d ontraintes. En omparaison, l'algorithme de Newton est en 0(n3).Troisièmement, l'éhantillonnage doit se faire en hoisissant le bon intervalle [a, b] etun pas s satisfaisant : la omplexité est O(L b−a

s
)d.LIM0 AlgorithmInput : a onstraint problem.Output : a onstrution sequene CS with initial value ∅1. Let o be a primitive in the problem satisfying d = DEG(o) ≤ DOF(o).2. Let o1, . . . , od be the primitives having onstraints with o.Then add a onstrution o = INTER(o1, . . . , od) to CS.Terminate if no suh o exists.3. Remove o and the onstraints involving o from the problem and go to Step 1.Fig. 1.19 � Algorithme tiré diretement de [GHY04℄

⊲ Exemple 1.3.2L'utilisation du ritère d = DEG(o) ≤ DOF(o) dans l'algorithme de Gao et al. est



1.3. Classi�ation 49valide dans un adre générique mais pas dans le adre général. Prenons le ontre-exemple bien onnu, où la dépendane algébrique est introduite par la relation deChasles dans un triangle : la somme des angles valant 180°, si on onnaît deux angles,on peut déduire la valeur du troisième. Ainsi, un triangle dé�ni par 3 angles remplitla ondition de Laman sans être rigide.
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2Le degré de liberté d'une droite est 2, et le degré de restrition d'une ontrainted'angle est 1. On obtient alors la séquene de onstrution suivante :D = INTER(D',D'')
⊳1.3.3 Univers à n dimensionsLa représentation par des équations permet de s'a�ranhir de la dimension. Lesméthodes de résolution équationnelle sont, soit des tehniques exates très puissantesde alul algébrique mais dont la omplexité est exponentielle (dans le meilleur desas) - e qui explique pourquoi elles sont peu utilisées en CAO -, soit des tehniquesitératives numériques e�aes mais dont la onvergene numérique n'est pas garan-tie.La déomposition de systèmes d'équations en sous-systèmes permet de réduirela omplexité du alul algébrique mais aussi les phénomènes d'approximations nu-mériques. Ainsi, haque sous-système est struturellement bien-ontraint, i.e. il a lemême nombre d'équations que de variables et auune sous-partie n'a plus d'équationsque de variables.Les trois setions suivantes exposent es méthodes analytiques.Méthodes de alul algébriqueLes méthodes de alul algébrique sont des méthodes formelles qui manipulentdes polyn�mes. La résolution exate de tels systèmes fait appel à la théorie del'élimination dans les anneaux de polyn�mes [Kal91℄. Pour es tehniques, les alulsne onduisent pas à une forme expliite des solutions, mais donnent une représenta-tion du système d'équations initial dans une base di�érente à partir de laquelle ilest possible d'extraire plus failement les solutions.De manière générale, les méthodes algébriques formelles traitant le as géné-ral sont très oûteuses (exponentielles) mais permettent des aluls arithmétiquesexats. Cet avantage est souvent mis en avant par rapport aux méthodes numériquesapprohées dans les domaines où la préision est ritique omme la robotique médi-ale.



50 Chapitre 1. FormalisationNous présentons ii deux méthodes : la méthode basée sur le alul des bases deGröbner qui possède les mêmes solutions que le système initial et elle de Ritt-Wupermettant de aluler un système triangulaire.Bases de Gröbner L'algorithme de Buhberger [Bu85℄ permet de générerune base partiulière d'un idéal, appelée base de Gröbner. La spéi�ité de ettebase est de posséder les mêmes solutions que le système initial.Intuitivement, le alul des bases de Gröbner est fondé sur la rédution de poly-n�mes à l'aide de tehniques d'élimination polynomiale, et sur le alul de résolvantesde paires de polyn�mes, nommées onséquenes.Cet algorithme applique suessivement le alul des onséquenes et leur ré-dution modulo l'ensemble des polyn�mes. Si l'élimination des variables se fait dansl'ordre lexiographique, la base obtenue est quasiment triangulaire.L'algorithme de Buhberger est oûteux en temps et en mémoire : doublementexponentiel dans le nombre de variables, dans le pire des as.Cette tehnique de résolution de systèmes d'équations a été mise en ÷uvre entreautres [EY88, Kon92℄ par L.W. Erison et C.K. Yap pour un éditeur géométrique,LINETOOL. Dans e système, ils utilisent des strutures de données partiulièrespermettant un alul plus e�ae. Toutefois, il ne s'agit là que d'heuristiques et laomplexité de l'algorithme reste exponentielle. Cette méthode est très oûteuse maisl'aent est mis sur la préision et non l'interativité de l'outil.RemarqueIl est important de noter que lorsque le problème est sous-ontraint (il ya une in�nité de solutions) la base de Gröbner rendue est une représen-tation simpli�ée du système initial représentant l'ensemble des solutions.Lorsque l'ajout de ontraintes se fait de manière interative, les bases deGröbner suessives représentent inrémentalement et de manière for-melle les solutions du problème que l'on est en train de dérire.Ritt-Wu Même si l'approhe de W.T. Wu [Wu84℄, détaillée et implantée parS.C Chou [Cho88℄ et réutilisée par Wang [Wan02℄, se plae dans une optique dif-férente de la n�tre : la démonstration automatique de théorèmes de la géométrieélémentaire, elle peut s'appliquer à la résolution de ontraintes géométriques.L'algorithme mis au point par Ritt [Rit50℄ et redéouvert par Wu herhe unedéomposition de S en ensembles aratéristiques irrédutibles de polyn�mes, haqueensemble ontenant les polyn�mes générateurs d'un idéal premier dont les zéros sontdes raines de S. Cette méthode proède en quatre étapes :Pour ommener, l'énoné est traduit en un ensemble d'équations :






h1(u1, ..., un, x1, ..., xr) = 0
...

hr(u1, ..., un, x1, ..., xr) = 0



1.3. Classi�ation 51où u1, ..., un sont des variables indépendantes ou paramètres, x1, ..., xr sont des inon-nues qui dépendent des premières et h1, ..., hr des polyn�mes de R[u1, ..., un, x1, ..., xr].Les variables x1, ..., xr peuvent représenter des oordonnées de points, des longueurs,des valeurs d'angles et. Le théorème à démontrer doit pouvoir être exprimé par uneéquation du type :
g(x1, ..., xr) = 0Dans la deuxième étape, le système est mis sous forme triangulaire par un algorithmemettant en jeu la pseudo-division des polyn�mes hi. On obtient alors un système dela forme :







f1(u1, ..., un, x1) = 0
...

fr(u1, ..., un, x1, ..., xr)où les fi sont des polyn�mes.La troisième étape onsiste à (pseudo-)diviser suessivement g par fr, ..f1 oùhaque fi est onsidéré omme un polyn�me en xi. Le résultat de es divisionss'exprime par une équation de la forme :
Is1

1 ...Isr

r g = q1f1 + ... + qrfr + Roù R est le reste de la division de g par les fi, les si sont des entiers positifs ou nuls,les qi sont des polyn�mes et les Ii les ÷�ients de plus haut degré des fi par rapportà xi. Si R est nul et si Ii 6= 0 pour tout i = 1, ..., r, alors la propriété exprimée parg est véri�ée.La quatrième phase est une disussion où les onditions de non dégénéresene
Ii 6= 0 sont interprétées géométriquement et analysées.Cette méthode a été mise en ÷uvre en liaison ave la méthode de Lebesgue pourrésoudre algébriquement des problèmes de onstrutions à la règle et au ompas[Che92℄.Chou [Cho88℄ utilise ette méthode pour prouver de nombreux théorèmes las-siques de la géométrie omme eux de Pappus (f. �gure 1.20), de Simson, de De-sargues, et.. Pourtant sa omplexité exponentielle et la disussion de la quatrièmephase en limite l'utilisation dans le domaine de la CAO.Méthodes numériquesLes méthodes numériques sont des méthodes itératives qui à partir d'une ap-proximation initiale des valeurs des inonnues permettent de aluler de meilleuresapproximations. Les équations peuvent être transendantes, i.e. non-algébriques.Ces méthodes sont très rapides mais aussi sujettes aux instabilités numériquesinhérentes à la représentation des nombres réels par des �ottants.Ces problèmes de stabilité numérique ont donné naissane à l'arithmétique desintervalles, permettant d'e�etuer es aluls sur une représentation des nombresréels par des intervalles dont la �nesse peut être modi�ée.



52 Chapitre 1. FormalisationNous présentons ii les prinipales tehniques numériques utilisées pour la résolu-tion de ontraintes géométriques, à savoir, l'itération de Newton-Raphson et l'ho-motopie, et une introdution suinte à l'arithmétique des intervalles.Newton-Raphson Aux alentours de 1669, Isaa Newton propose un algo-rithme pour résoudre une équation polynomiale f(x) de degré 1 par perturbation. Àpartir d'une valeur initiale g prohe de la solution, il su�t de remplaer l'inonnuepar g ± ε et d'évaluer f(g ± ε). On applique alors une itération en utilisant unevaleur de ε très petite : xn+1 = xn ± ε de manière à se rapproher de la raine del'équation. Pour obtenir une solution ave une préision de plus en plus importante,il su�t de diminuer ε lorsqu'on est à ε près de la raine. Graphiquement, ela re-vient à éhantilloner la ourbe sur des intervalles [−ε, +ε] très petits pour pouvoirse rapproher de la solution.En 1690, Joseph Raphson propose d'utiliser la pente de la tangente à la ourbeen g omme ε. L'itération de Newton-Raphson devient alors : xn+1 = xn − f(xn)
f ′(xn)

.Malheureusement, ette suite dépend fortement de l'approximation initiale etpeut ne pas onverger vers la solution la plus prohe topologiquement ou même nepas onverger du tout si f ′(x) s'annule à une étape de l'itération. Cette instabilité seretrouve lorsque l'on onsidère un système à k équations (multi-varié) f(Xk). À laplae de f ′(x), on onsidère le Jaobien J qui est une matrie des dérivées de haquepolyn�me en haque inonnue :
Xk

n+1 = Xk
n − J−1(Xk

n)f(Xk
n)Dans [LLG81℄, Light et al. proposent d'utiliser la déomposition LU pour aé-lérer le alul de la Jaobiennne, et fournit un algorithme de résolution loale enas de hangement de quelques paramètres seulement. Cette méthode très rapide aété implantée ave suès dans ertains logiiels [Nel85℄ et notamment des logiielsommeriaux de CAO.Cette méthode a été très étudiée [HB78, Lig85, LG82℄ ar sa onvergene est qua-dratique et l'esquisse fournit une approximation initiale satisfaisante. En revanhe,sa onvergene est di�ile à ontr�ler puisque ses bassins d'attration ont des formesfratales [PR86℄. Ainsi, il n'y auune garantie de trouver la solution reherhée mal-gré une approximation initiale très prohe de la solution.Homotopie L'homotopie est une méthode qui déforme ontinuement un sys-tème d'équations simple S2 et une de ses solutions s2 ∈ F (S2) a�n d'obtenir unesolution s1 du système initial S1.Une fontion homotopique permettant de passer d'une solution s2 de S2 à unesolution s1 de S1 est par exemple :

H(t, X) = (1 − t)S2(X) + tS1(X)ave (0, s2) omme solution initiale. Le suivi du hemin homotopique se fait parprédition-orretion. La prédition se fait généralement en gardant la solution Xiau temps ti+1 et la orretion est e�etuée à l'aide de la méthode de Newton-Raphson



1.3. Classi�ation 53dérite préédemment pour trouver Xi+1, ou une variante.Trouver le système S2 adéquat ave le même nombre de solutions que S1 est unproblème lé qui peut s'avérer déliat suivant les ontraintes onsidérées. La versionlassique, où S2 est un système anonique, permet de retrouver toutes les solutionsde S1 mais est très lente et sujette à des instabilités numériques.Mihelui et al. [LM94b, LM95, FMJ05℄ ont exposé une variante adaptée auxsystèmes de ontraintes géométriques en partant de l'esquisse X0 pour trouver lesystème S2 : S2(X) = S1(X) − S1(X0).Ainsi, l'homotopie est une méthode plus lente mais aussi plus robuste que laméthode préédente. En e�et, ses bassins d'attration sont semi-algébriques (quand
S1 et S2 sont algébriques), i.e. ave des frontières lisses. On peut de plus a�nerle hemin suivi en modi�ant le pas t suivant le omportement de la méthode deorretion. Finalement, il est possible de trouver toutes les solutions algébriques ensuivant autant de hemins homotopiques qu'il y a de solutions modulo l'impréisionde l'arithmétique réelle et le nombre de solutions possibles.Durand [Dur98, DH99, DH00℄ montre qu'une méthode homotopique générale-ment très lente en 3D à ause du nombre de hemins à suivre, peut être quelque peuaélérée en appliquant manuellement des simpli�ations d'équations.Arithmétique des intervalles L'arithmétique des intervalles fut introduitepar Moore [R.E96℄ pour permettre une représentation en préision �nie des nombresréels et éviter la propagation d'erreurs lors de aluls numériques.On onnaît ainsi plus ou moins �nement un nombre donné ar il est ompris entredeux bornes. La rédution de et intervalle permet d'obtenir une approximation dela valeur réelle que l'on désire représenter à une préision désirée.Les opérations lassiques sur les intervalles sont :� [a, b] + [a′, b′] = [⌊a + a′⌋, ⌈b + b′⌉]� [a, b] − [a′, b′] = [⌊a − a′⌋, ⌈b − b′⌉]� [a, b] × [a′, b′] = [⌊min(aa′, ab′, a′b, bb′)⌋, ⌈max(aa′, ab′, a′b, bb′)⌉]� 1/[a, b] = [⌊1/b⌋, ⌈1/a⌉] si 0 /∈ [a, b]Cette arithmétique permet de raisonner sur des boîtes englobantes. Mais, l'éueilessentiel de ette arithmétique est la roissane des intervalles au fur et à mesure desaluls qui onduit à une gestion parfois lourde de es boîtes. Ainsi, des opérateursde �ltrage [Del00℄, permettent de tester la onsistane des intervalles pour garantirla présene d'une raine.En reprenant les méthodes du type Newton-Raphson, et en utilisant ette arith-métique, on obtient une liste de boîtes ontenant les solutions régulières et singu-lières, ou pas de solution du tout si la méthode n'arrive pas à onlure. On peutaussi aluler des enadrements sans utiliser d'intervalles omme ave les bases deBernstein [GS01, MP05℄.En onlusion, les méthodes utilisant l'arithmétique des intervalles sont globa-lement plus lentes que les autres méthodes numériques. Mais, les garanties qu'ellesapportent en font un moyen privilégié pour résoudre de petits sous-systèmes après



54 Chapitre 1. Formalisationl'appliation d'une déomposition [JTNR00, Jer02℄. Dans e tour d'horizon, nous nedérivont pas plus es méthodes ar il ne nous parait pas pertinent d'y avoir reoursdans une première approhe de la résolution de systèmes de ontraintes 3D.Déompositions équationnellesLa déomposition de systèmes en sous-systèmes peut être réalisée à partir d'uneanalyse ombinatoire du système d'équations. Dans e adre, deux manières sontprésentées ii, la première représente la struture des équations par un graphe bipartiinonnues-équations pour proposer une déomposition, et la deuxième propose untest numérique probabiliste pour s'assurer de la rigidité d'un système d'équations.Graphes bipartis Un graphe biparti est un graphe onstitué de deux types den÷uds, et dont deux n÷uds d'un même type ne peuvent être reliés par une arête. Ilpermet notamment de représenter les équations à plusieurs inonnues où inonnueset équations sont les deux types de n÷uds. Une arête relie ainsi les équations auxinonnues qu'elles utilisent.Cette représentation des systèmes d'équations permet d'étudier leur struture.L'idée est de déterminer l'existene d'un ouplage maximum entre les deux typesde n÷uds. Le ritère à maximiser est le nombre de omposantes struturellementbien-ontraintes, 'est-à-dire les omposantes où le nombre de variables est égal auxnombre d'équations.Lorsque tous les sommets du graphe apparaissent dans le ouplage, on dit qu'ilest parfait. La reherhe d'un ouplage parfait a une omplexité polynomiale.Theorème 1.3.3 König-HallUn système d'équations indépendantes algébriquement est struturelle-ment bien ontraint si et seulement si son graphe biparti assoié admetun ouplage parfait. �À partir d'un ouplage parfait, il est possible de trouver des omposantes irrédu-tibles bien-ontraintes, en appliquant un algorithme de omplexité polynomiale dereherhe de omposantes fortement onnexes [CLR90℄. Pour ela, il faut orienterles arêtes du ouplage dans les 2 sens, et les arêtes restantes, depuis les équationsvers les inonnues.Dans le as où le système n'est pas bien-ontraint, l'algorithme de Dulmage-Mendelshon [DM58℄ permet alors de faire apparaître les parties bien/sur/sous on-traintes.Ces deux types de déompositions ont été appliqués dans le domaine de la modé-lisation par ontraintes par Ait-Aoudia et al. [AAM93℄ et par Bliek et al. [BNT98℄.Latham et Middledith [LM96℄ ont proposé d'étudier les graphes bipartis ave des ob-jets et des ontraintes. Ce graphe n'est somme toute qu'un graphe biparti variables-équations ondensé ou le ouplage maximum est pondéré par un ritère ombinatoire.L'indépendane des équations est la ondition sine qua none de validité de etype de méthodes mais la véri�ation de ette indépendane qui peut être faiteen appliquant l'algorithme de Buhberger préédent, est très oûteuse. La méthodesuivante permet de ontourner ette di�ulté en utilisant un ritère probabilistepour la détetion de parties struturellement bien-ontraintes.
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Fig. 1.20 � Théorème de Pappus : Soit A,B,C, et D,E,F trois points alignés quel-onques. Les points G,H et I intersetions des segments (AE) et (BD), (AF) et (CD)et (BF) et (CE) sont alignés.Déomposition numérique probabiliste Lamure et Mihelui [LM98℄ al-ulent le rang de la matrie jaobienne du système d'équations en quelques pointshoisis aléatoirement. Si e rang est dé�ient en es quelques points, il y a une forteprobabilité que les équations soient dépendantes. Cette méthode, nommée méthodenumérique probabiliste (NPM) est issue du domaine de la théorie de la rigidité pourdéider de la rigidité des graphes en toute dimension.Elle a été étendue réemment [FMJ05, MF06℄ à toutes les ontraintes géomé-triques. Elle permet ainsi de déteter des dépendanes dues aux théorèmes projetifsd'inidene omme elui de la �gure 1.20, plus subtiles que elles détetées par lestehniques ombinatoires. À partir de ette détetion rapide de la rigidité qui re-vient à aluler le rang de la jaobienne grâe à la méthode de Gauss, un algorithmeglouton est proposé pour déomposer le système : l'oubli d'une ontrainte permetde trouver des sous-systèmes rigides maximaux.La di�ulté est qu'il faut trouver un témoin, i.e. une on�guration qui véri�e lesontraintes projetives (alignement, oplanarité, inidene) du système à résoudre.En pratique, trouver un témoin en CAO est souvent trivial, mais en théorie elapeut être arbitrairement di�ile. Pour e faire, ils proposent de s'appuyer sur leprouveur de Jurzak [MJ04℄. Combinée ave de l'arithmétique exate et des alulsdans un orps �ni pour éliminer les erreurs d'arrondis, ette méthode semble êtreutilisable d'un point de vue pratique. Ils proposent d'étudier, dans le futur, le alulen virgule �ottante, en ayant reours aux alul du SVD (veteurs propres) et àd'autres méthodes de gestion de l'erreur.



56 Conlusion du hapitreConlusion du hapitrePour lore e tour d'horizon des méthodes de résolution de ontraintes géomé-triques, e�etué à partir de la formalisation de la notion d'univers géométriques,trois remarques d'ordre général nous permettent d'introduire les réalisations présen-tées aux hapitres suivants.Premièrement, le problème de l'interfae homme-mahine est peu abordée lorsquel'on onsidère les méthodes de résolution. Il nous semble pourtant que la résolutionet l'interation sont fortement liées. De plus, on peut remarquer qu'il y a eu peud'expérimentations dans des univers géométriques restreints en 3D omme ela a étéle as en 2D ave par exemple l'univers des bi-points, et.Nous proposons don d'étudier onjointement l'interation et les univers géomé-triques pour dégager de nouvelles méthodes e�aes dans des domaines restreints :ela donne lieu dans le hapitre suivant à l'utilisation de la réalité virtuelle pourla modélisation par ontraintes 3D et à la proposition d'un solveur e�ae dans leadre restreint des univers isothétiques.Deuxièmement, la déomposition est une stratégie primordiale pour la résolutionde ontraintes géométriques que e soit en 2D ou en 3D. Mais en 3D, les méthodes àbase de déomposition produisent le plus souvent des systèmes irrédutibles di�ilesà résoudre en raison de leur taille. La résolution numérique de es systèmes n'estplus satisfaisante et nous proposons de ombiner e�aement résolution formelleet numérique pour résoudre es systèmes. Ainsi, le hapitre 3 présente la méthodede la reparamétrisation qui permet notemment d'étendre à la troisième dimensionl'utilisation des solveurs formels à base de onnaissanes géométriques développés àStrasbourg.Troisièmement, les solveurs formels en 3D sou�rent enore plus qu'en 2D d'unerelative lenteur. Si la reparamétrisation permet de béné�ier de leur puissane, ilfaut tout de même permettre leur utilisation d'une manière e�ae en proposant desoptimisations. Pour e�etuer es optimisations, nous proposons l'utilisation d'unearhiteture logiielle adaptée à la résolution de ontraintes en général et qui permetd'automatiser la gestion des univers géométriques et des méthodes de résolutions quis'y rapportent. Le hapitre 4 présente ette arhiteture ainsi que la méta-ompilationd'univers géométrique.



Chapitre 2ModélisationLa modélisation par ontraintes est proposée dans la plupart des logiiels ommeriauxsous la forme d'un � plugin � utilisé en omplément d'une modélisation lassique. Ces logi-iels proposent à la fois un proédé pour saisir les ontraintes et une méthode de résolutionprenant en ompte le type de ontraintes posées.Malheureusement, en 3D, les outils disponibles pour poser des ontraintes géométriquesne sont pas adaptés. En e�et, l'interation est limitée par l'utilisation d'une interfae 2D :lavier, souris et éran, alors que les objets et les manipulations possibles sont de nature3D. Nous proposons don de reourir à ertaines tehnologies issues de la réalité virtuellepour onstruire une interation direte en 3D pour la modélisation par ontraintes. Ainsi,trois expérimentations sont mise en plae au moyen de gants de données ouplés à unevisualisation stéréosopique :� les onstrutions géométriques dynamiques ;� la résolution de problèmes isothétiques ;� la pose de ontraintes de distanes, d'angles et de oplanarités.Néanmoins, il ne su�t pas de hanger de périphériques pour obtenir une pose de ontraintesen 3D. Il faut également onsidérer la manière d'interagir ave es outils. C'est pourquoinous avons expérimenté l'utilisation de gestes et d'outils virtuels spéi�ques à la modé-lisation géométrique dans haun des trois adres envisagés. Cei a donné lieu à troisprototypes, haun appartenant à l'un des domaines que nous présentons dans e hapitre.Sommaire2.1 Conepts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 582.1.1 Voabulaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 582.1.2 Tehnologies de la Réalité Virtuelle . . . . . . . . . . . . . 592.2 Outils . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 622.2.1 Bibliothèque pour l'interfae et l'interation 3D . . . . . . 622.2.2 Interation gestuelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 632.2.3 Gestion des ontraintes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 662.3 Interation en réalité virtuelle . . . . . . . . . . . . . . . . 672.3.1 Construtions géométriques dynamiques . . . . . . . . . . 682.3.2 Univers isothétiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 762.3.3 Pose de ontraintes sur une esquisse . . . . . . . . . . . . 82



58 Chapitre 2. Modélisation2.1 ConeptsLe but de e hapitre n'est pas de proposer une nouvelle interation et de la om-parer à elles existantes, mais de préiser la dépendane entre l'interation homme-mahine et la modélisation par ontraintes en 3D. A�n de pouvoir expérimenterles tehnologies o�ertes par la réalité virtuelle, nous introduisons rapidement dansette setion les notions relatives à l'interation, les tehnologies générales de la Réa-lité Virtuelle (RV), et les périphériques et métaphores d'interation que nous avonsutilisés pour mettre au point notre interation 3D direte.2.1.1 VoabulaireL'interation est l'étude des réations réiproques de deux systèmes ommuni-ants : à savoir, pour nous, un utilisateur et un logiiel de modélisation via uneinterfae Homme-Mahine.La ommuniation entre deux systèmes se fait à l'aide de périphériques physiqueset virtuels qui servent de support à des métaphores d'interation.Les périphériques physiques sont dits d'entrée lorsqu'ils servent à faire passerune interation de l'utilisateur vers l'interfae et périphériques de sortie dans le sensinverse. Les périphériques virtuels permettent de signaler la réation du logiiel àune ation faite par l'utilisateur via son interfae. Par exemple, le urseur suit lesmouvements de la souris, ou bien un son signale un événement partiulier du système.Les périphériques tangibles dont nous disposons aujourd'hui tels que le lavier,l'éran, la souris, les imprimantes ou les sanners, et. sont la onséquene historiquedu développement de l'informatique de bureau. Leur introdution a été aompagnéede l'amélioration des métaphores d'interation implantées dans les systèmes d'ex-ploitation. Ainsi, un saut qualitatif a été e�etué en passant du traitement textuel del'information à son traitement graphique ave l'introdution de l'interfae graphiqueet de la métaphore d'interation de type WIMP (Windows Ions Menus Pointing de-vies) pour Fenêtres, I�nes, Menus et Souris. L'utilisation de la souris notamment apermis d'exerer une interation direte sur des objets oneptuels d'interfae nom-més widgets (Window Gadget), mais aussi sur des objets géométriques dans le adrede la modélisation géométrique.Dans le as d'une interation direte, on peut assoier aux périphériques uneertaine dimension de fontionnement : nous appellerons par la suite interation 2D,une interation e�etuée à l'aide de la souris sur un éran lassique, et interation3D, une interation utilisant des périphériques physiques et virtuels à plus de 2 de-grés de liberté.Bien que l'interation direte lassique ave le ouple souris/éran soit la normedans les � environnements de bureau �, elle n'en reste pas moins limitée à un surfaeplanaire. L'interfae et les périphériques 2D limitent l'interation ave des objetsen trois dimensions. Ave l'émergene de la RV, les possibilités se sont élargies et



2.1. Conepts 59on peut onsidérer des périphériques d'entrées ou de sorties o�rant plus de liber-tés pour l'utilisateur. Cependant, l'augmentation des possibilités induites par espériphériques ou par les métaphores d'interation qui les aompagnent entraînentun aroissement de la harge ognitive onernant l'interation que les reherhesatuelles tentent de gommer. Il n'existe pas de métaphores ou de périphériques � ul-times �, ni même de normes pour l'instant, et la question de l'interation 3D est uneproblématique qui est enore à l'étude.2.1.2 Tehnologies de la Réalité VirtuelleLa réalité virtuelle désigne un ensemble de tehnologies et de systèmes dont lepoint ommun fondamental est de prourer à l'utilisateur de es outils une sensa-tion d'immersion dans un univers réé par ordinateur. Cet univers peut être unesimulation de la réalité ou au ontraire un environnement totalement imaginaire. Ànotre sens, la RV est un dénominateur ommun à l'utilisation d'artefats matérielset logiiels permettant de produire une interation à l'aide des 5 sens et d'agir sur lessensations et les sentiments d'un être humain. La ombinaison de es tehnologiespermet la mise au point d'interations multimodales.Il n'existe pas de RV unique, mais bien une multitude de RV, dé�nies en fontionde leur adre d'utilisation et des buts reherhés. Par exemple, dans le traitementdes phobies, la RV permet d'explorer à l'aide de tous ses sens un monde dépouillédes dangers physiques du réel. La RV peut aussi s'appliquer au partage et à lamanipulation d'informations entre plusieurs personnes [KTY96℄.Par ailleurs, le aratère ludique de la RV s'est traduit par des investissementsimportants de la part de l'industrie des jeux vidéos. Les premiers produits grandpubli béné�iant de es tehnologies ommenent à être di�usés : la onsole Wii deNintendo qui est munie d'une manette à apteur de mouvements [Nin06℄, ou le jeuHitman [Eid℄ qui permet l'utilisation de gants de données (f. �gure 2.1).
Fig. 2.1 � Gant de donnée P5 d'Essential Reality.Nous ne donnons ii qu'un aperçu des nombreuses tehnologies proposées enles déomposant suivant les périphériques matériels et les métaphores d'interationutilisées en modélisation 3D. Le leteur intéressé trouvera plus de détails dans lemémoire de thèse de Ludovi Sternberger [Ste06℄ ou enore dans le Traité de laréalité virtuelle [Fu03℄.



60 Chapitre 2. ModélisationInteration matérielleEntrées Il existe beauoup de dispositifs physiques permettant d'agir sur une sène3D. La première grande famille de périphériques d'entrée regroupe les équivalentsde la souris à plusieurs degrés de liberté. Par exemple, le wand (f. �gure 2.2) estun dispositif de pointage muni de apteurs permettant de repérer sa position dansl'espae suivant ses 6 degrés de liberté. Il permet ainsi de manipuler des objets 3Dvirtuels en leur appliquant des translations dans toutes les diretions et des rota-tions dans l'espae. Un ensemble variable de boutons et de molettes aompagnegénéralement es périphériques.

Fig. 2.2 � Un wand permettant l'interation à 6 degrés de libertéUne autre famille de périphériques, les périphériques d'aquisition de mouve-ments, utilisent la position et l'orientation d'une partie de notre orps pour agir surla sène virtuelle. Des apteurs sont positionnés sur l'utilisateur et retournent des in-formations à l'ordinateur qui alule les informations néessaires pour l'interation.On distingue la apture à partir d'images des autres proédés d'aquisition ommeeux utilisant les ultrasons ou les gants de données (f. �gure 2.3).
Fig. 2.3 � Gant de donnéesSorties La plupart des dispositifs matériels proposent une sensation visuelle tri-dimensionsionnelle à l'aide de la vision stéréosopique : deux images di�érentes



2.1. Conepts 61de la même sène sont a�hées suivant le point de vue de haque ÷il. Par exemple,ave une paire de lunettes à obturateurs (f. �gure 2.4), haque ÷il de l'utilisateurreçoit uniquement l'image qui le onerne et le erveau fusionne les 2 vues pourreonstituer la sène en 3D.
Fig. 2.4 � Paire de lunettes pour la stéréosopie ativeLes matériels à retour d'e�ort, ou haptiques onstituent à la fois des périphériquesd'entrées et de sorties. Ils permettent de retourner à l'utilisateur une fore physiqueà l'aide de moteurs agissant sur ses membres, en fontion des ations e�etuées dansl'univers virtuel. Le phantom 2.5 est un matériel typique du retour d'e�ort et permetde simuler par exemple des opérations hirurgiales.

Fig. 2.5 � Retour haptiqueInteration logiielleLa taxonomie que nous présentons se base sur elle présentée par Bowmann[Bow99℄ en onsidérant que l'interation peut revêtir 3 formes :� la navigation ;� la séletion ;� la manipulation.Ces formes d'interation se font au travers des périphériques d'interation matérielsprésentés i-dessus. On dit que l'interation est direte lorsque l'on dispose de dé-teteurs de position et d'orientation, et indirete si on en est dépourvu. Dans eas là, on distingue les niveaux d'indiretion physiques des niveaux virtuels qui searatérisent par un retour sensoriel plus ou moins marqué.Naviguer La navigation dans un univers virtuel onsiste à se déplaer, à trou-ver son hemin à l'aide de repères visuels, sonores, ou tatiles. Habituellement, lanavigation se ontente d'être régie par le ontr�le du déplaement du point de vuede l'utilisateur. En fontion de la taille du dispositif et du type d'univers, plusieurs



62 Chapitre 2. Modélisationtypes de navigation sont possibles omme elui du paradigme du monde en minia-ture [SCP95℄ qui permet de manipuler le point de vue dans une reprodution de lasène plus petite.Séletionner La séletion d'un objet de la sène se déompose en une tâhe dedésignation de et objet et une tâhe de validation. La séletion permet de délenherdes ommandes ou de hoisir un objet sur lequel on va appliquer une ation, ommeune manipulation par exemple.On peut aratériser les tehniques de séletion par la distane séparant l'utili-sateur des objets qu'il désire séletionner. Ainsi, la séletion loale s'e�etue lorsquel'objet est à portée d'interation, par exemple ave une boîte englobante. La séle-tion distante s'applique lorsque l'objet est hors de portée. Par exemple, la tehniquedu rayon laser et ses nombreux dérivés [Min95, ZBM94, FHZ96℄ permettent de séle-tionner les objets à distane en les désignant ave un faiseau laser virtuel. Cei peutse faire aussi grâe à la tehnique du Gogo [PBWI96℄ où un bras virtuel s'allongejusqu'à e que l'avatar de la main puisse séletionner l'objet ou par l'intermédiairedu monde en miniature ou au moyen de poupées vaudoues [PSP99℄.Manipuler La manipulation des objets onsiste essentiellement en l'appliation detransformations géométriques telles que les déplaements et la mise à l'éhelle. Lesmanipulations s'e�etuent traditionnellement par rapport à un repère loal à l'utili-sateur, mais elles peuvent aussi être e�etuées par rapport au repère loal de l'objetonsidéré. Par exemple, la métaphore du Homer (Hand entered Objet Manipu-lation Extending Rayasting) [BH97℄ onsiste en une manipulation loale à l'objetombinée à une séletion distante ave la métaphore du laser. Les manipulationspeuvent aussi s'e�etuer au travers d'intermédiaires tels que le monde en miniature.2.2 OutilsD'un point de vue logiiel, des bibliothèques de bas niveau sont fournies par lesonstruteurs de matériel. Mais, à un plus haut niveau, il n'existe pas d'équivalentsatisfaisant aux bibliothèques d'interfae 2D omme Qt, Gtk ou les frameworksWin-dows ou MaOs, puisque d'une manière générale il n'existe pas de paradigme d'in-teration établi.Nous avons don partiipé au développement d'une bibliothèque de haut niveaupermettant de dé�nir ses propres outils d'interation 3D. De plus, ette bibliothèquepropose les équivalents 3D des widgets 2D e qui failite le passage d'un environne-ment de bureau à un environnement de réalité virtuelle.2.2.1 Bibliothèque pour l'interfae et l'interation 3DLa bibliothèque VRLib a été développée dans le but d'explorer les tehniquesd'interation 3D en réalité virtuelle. Son élaboration est le fruit d'un travail engroupe de quatre ans. Les détails de e projet font l'objet d'une partie du mémoirede thèse de Ludovi Sternberger [Ste06℄ qui en a été le oordinateur. De plus, on



2.2. Outils 63trouve dans ette thèse une omparaison détaillée des bibliothèques existantes et deleur fontions respetives.La philosophie opérationnelle de ette bibliothèque se rapprohe de elle de labibliothèque d'interfae 2D Qt [Qt℄ en proposant une ouhe objet de haut niveaupermettant une programmation rapide ave peu de lignes de ode. La VRLib metà disposition une interfae objet en C++ qui ontient une ouhe d'abstration dumatériel, la gestion de sènes géométriques et des outils d'interation.Elle est indépendante du matériel et néessite le reours à une librairie proposantune ouhe de bas niveau de type VRJuggler [vrj℄ pour que la liaison ave le matérielsoit e�etive. Elle supporte l'abstration des ontextes graphiques OpenGL pour unrendu sur plusieurs mahines.La bibliothèque ontient des outils o�rant la possibilité de maintenir un graphede sène omposé d'objets géométriques. Les ommuniations sont gérées, soit parun méanisme de �les de messages pour la ommuniation système-objets, soit parun méanisme de � slots et signaux � pour la ommuniation entre objets d'interfae[Qt℄. Le méanisme des slots et signaux onsiste à établir une onnetion entre unévènement (le signal) et l'ation à e�etuer (le slot) entre des instanes de lassesdi�érentes en programmation orientée objet. Cela permet une gestion propre de laprogrammation évènementielle.Un ensemble de widgets a été développé, tels que des boutons, des panneaux, desfenêtres, des asenseurs, a�n de permettre le développement de la partie graphiquede l'interfae.Cette bibliothèque permet de développer non seulement une interfae graphiqueen Réalité Virtuelle mais propose aussi des outils pour dé�nir l'interation ave lesobjets de l'appliation à un haut niveau d'abstration. L'interation est basée sur desoutils d'interation, éléments programmables, qui permettent d'adapter aux objetsmanipulés le type d'interation désirée. Toutes les informations onernant l'inter-ation sont regroupées au sein de es outils.Notre partiipation à la oneption de ette bibliothèque s'est traduite par lamise en plae d'une interation spéi�que aux objets géométriques ontraints en 3D.Cette interation repose sur le développement d'une interation gestuelle et sur lagestion de la modélisation par ontraintes. Nous présentons dans le reste de ettesetion quels ont été les hoix e�etués dans e adre.2.2.2 Interation gestuelleD'une manière générale, les gestes onstituent un moyen intuitif de ommunia-tion entre êtres humains. Dans le adre de la réalité virtuelle, l'interation gestuelleest une tehnique lassique qui néessite la apture du mouvement et la reonnais-sane des gestes. L'interation bi-manuelle utilise la oordination des deux mainspour réaliser des ations. Classiquement, on distingue la main dominante, qui e�e-tue généralement l'ation, de la main non-dominante, qui sert de référentiel à l'autre
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Zone haute

Zone basse

Zone 

intermédiaire

Fig. 2.6 � Zones de reonnaissane de gestesmain.Les mains adoptent des postures que le système doit reonnaître et interpréter.La reonnaissane de postures est omplétée par l'analyse des déplaements dansl'espae et dans le temps.Bien sûr, il est très di�ile de distinguer les gestes ayant un sens pour l'interfae,des gestes � parasites � qui font parti du �ot naturel de l'ativité des mains et desbras. Nous avons don hoisi d'utiliser des zones d'ativité et des gestes prédé�nispour l'interation.Prinipe des zones Dans une boîte qui englobe l'utilisateur, auune interpréta-tion des gestes n'est e�etuée. Cette zone � morte �, dépendante de la orpulene del'utilisateur, est alulée à partir de la position des apteurs.D'une manière générale, nous avons dé�ni trois zones représentées à la �gure 2.6 :� la zone basse, située en dessous de la einture ;� la zone intermédiaire, située entre la einture et le ou ;� la zone haute, située au dessus du ou.Ces trois zones sont appliquées de manière arbitraire à 50% et 10% de la hauteur duapteur sur la tête. Bien sûr, une phase de alibrage par rapport à la morphologiede l'utilisateur est toujours possible en modi�ant les �hiers de on�guration de labibliothèque.Par défaut, es zones sont réservées à ertaines ativités. La zone basse est onsi-dérée omme une zone morte, la zone intermédiaire omme une zone de reonnais-sane de gestes pour l'interation direte sur les objets géométriques, et la zone hauteest réservée au ontr�le d'appliation, omme par exemple, l'appel à des menus, oule hangement de modes d'interation.Ditionnaire de gestes La séletion d'objets se fait grâe à un geste de désigna-tion présenté à la �gure 2.7. La main dominante désigne un objet ave le poue et
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(a) Désignation d'un segment (b) Séletion d'un segmentFig. 2.7 � Séletion d'objets

(a) Point (b) Segment () Plan
l'index relevé et la main non dominante agit omme un délenheur pour la séletion.Pour améliorer la préision de ette tehnique de séletion, des gestes spéi�quesont été a�etés aux sortes de l'univers géométrique onsidéré. Ils onstituent ainsiun point de vue sémantique assoié à l'univers géométrique eulidien 3D et quiest propre à la RV. Ils sont regroupés dans un ditionnaire de gestes qui sert deparamètre à l'appliation. Nous distinguons six gestes pour les prinipales sortesgéométriques dé�nies dans l'univers géométrique eulidien 3D (f. �gure 2.8). Lepremier geste est utilisé pour ajouter ou séletionner un point (�g.2.8(a)). La pos-ture assoiée à un segment est un index pointé en avant (�g.2.8(b)). La droite estreprésentée par l'index et le majeur relevés (�g.2.8(e)). La main ouverte orrespondà un plan (�g.2.8()). La pine de rabe (le poue et l'index formant un erle) re-présente naturellement un erle (�g.2.8(d)). Et si le majeur est aussi plié, le gestedésigne une sphère (�g.2.8(f)).
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(d) Cerle (e) Droite (f) SphèreFig. 2.8 � Ditionnaire de gestes pour la RVCe ditionnaire a été onstruit de manière à avoir des gestes su�sament éloi-gnés les uns des autres pour une bonne reonnaissane mais aussi pour onserverun lien � ognitif � ave les objets qu'ils représentent. Dans les langages de signes,il existe des gestes spéi�ques pour les objets géométriques, mais nous n'avons pastenté de les utiliser ar ils néessitent pour leur reonnaissane un traitement plusimportant : e ne sont pas seulement des postures qui doivent être reonnues maisdes gestes dynamiques.Reonnaissane de postures Les gants de données fournissent un ensemble devaleurs orrespondant à la �exion des phalanges de haque doigt. Une phase préa-lable de alibration des gants doit être e�etuée pour déterminer un domaine devalidité pour es �exions. Les valeurs de es �exions ne sont pas très préises et dansla pratique l'utilisation d'une reonnaissane basée diretement sur es valeurs n'estpas su�sante pour distinguer plus de deux postures lassiques : main ouverte etmain fermée.Nous avons don utilisé un réseau de neurones par main pour la reonnaissanede postures, omme ela a déjà été fait dans [OH99, SW00, SSK01℄. Le réseau deneurones est omposé de 100 neurones dans une ouhe ahée. La phase d'appren-tissage s'e�etue sur un ensemble de postures où les valeurs sont idéales, jusqu'àobtenir une erreur inférieure à 0.5%. Une posture est onsidérée omme reonnue sile réseau de neurones donne une valeur supérieure à 80% pour une posture.Pour les gestes dérits dans ette setion, les résultats obtenus sur une dizained'utilisateurs permettent d'obtenir une reonnaissane orrete 86.77% du temps.2.2.3 Gestion des ontraintesLa gestion des ontraintes d'inidene objet-droite, objet-plan, et objet-sphèreest intégrée par défaut dans le noyau de réalité virtuelle. Ces ontraintes permettent



2.3. Interation en réalité virtuelle 67de �xer un objet dans l'espae, ou de le manipuler dans un sous-espae omme unedroite ou un plan.Ainsi, nous onsidérons 3 sortes de manipulations d'objets sous-ontraints : lesmanipulations axiales, planaires et rotoïdes.Classiquement, la manipulation d'un objet ontraint revient à une entité spéiali-sée : le gestionnaire de ontraintes. Dans le adre des ontraintes d'inidenes, egestionnaire est hargé de traduire les manipulations e�etuées par l'utilisateur endes manipulations véri�ant les ontraintes de l'objet.Lorsqu'une ontrainte de manipulation est assoiée à un objet, elui-i devientontraint et le gestionnaire se harge de aluler le déplaement valide à partir dudéplaement réel soumis par l'utilisateur. Ces ontraintes de manipulation sont enfait des fontions de projetion des déplaements sur des objets de l'univers onsi-déré.Au niveau de l'interfae, la représentation de es ontraintes néessite un a�-hage partiulier. Nous proposons d'utiliser des ubes pour montrer l'inidene d'unobjet à un plan, des �nes pour l'inidene à une droite et des sphères pour l'ini-dene à une sphère. Manipuler des objets sous-ontraints est diretement possible àl'aide de es poignées.S'agissant des autres ontraintes et notamment les ontraintes dimensionnelles,il faut reourir à un solveur externe. Le gestionnaire de ontraintes a été onçu pourêtre extensible et servir d'interfae pour intégrer des solveurs de ontraintes. Leméanisme est inhangé dans la bibliothèque VRLib. En e�et, le gestionnaire reçoitdes demandes d'introdution de nouvelles ontraintes ou de déplaements d'objetsontraints. Il va don les traiter de façon à déterminer la nouvelle position de l'objet,tout en respetant la ou les ontraintes qui lui sont assoiées et en tenant omptedes réperussions éventuelles sur les autres objets de la �gure.La résolution peut être soit inrémentale, soit délenhée à un instant donné.2.3 Interation en réalité virtuellePour nos expérimentations, nous utilisons un environnement de réalité virtuelle,nommé Workbenh (f. �gure 2.9) de hez Baro, onstitué de deux érans formantun dièdre ouvert et de quatre améras infrarouges permettant de suivre les mouve-ments de la tête et des mains à l'aide de apteurs �xés sur des lunettes de stéréosopieative et sur des gants de données. Les gestes de l'utilisateur sont reonnus après unalibrage et une phase d'apprentissage à l'aide de la bibliothèque VRLib.Nous présentons dans ette setion les expérimentations réalisées dans et envi-ronnement. La première appliation onerne le domaine des onstrutions géomé-triques 3D développé en réalité virtuelle. Ce fut pour nous un premier pas vers lamodélisation géométrique en CAO et en partiulier pour l'esquisse d'objets 3D. À
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Fig. 2.9 � Workbenhette oasion, nous avons onçu et implanté un ensemble d'outils pour améliorer lapréision de l'interation.Nous exposons ensuite une expériene menée dans un univers de résolution simplenommé univers isothétique. Nous étudions les ontraintes et les gestes mais aussi larésolution qui a été mise en plae dans et univers.En�n, une modélisation par pose de ontraintes sur une esquisse est dérite dansla dernière partie de ette setion.2.3.1 Construtions géométriques dynamiquesLorsqu'un énoné géométrique est donné, il n'est pas faile d'en déduire une �-gure lisible. Le problème devient enore plus ardu lorsque ette �gure doit permettred'observer des propriétés géométriques partiulières, et il est pratiquement insolublesans l'aide de l'ordinateur si et énoné onsidère l'espae à trois dimensions. Denombreux logiiels ommeriaux 2D [Me94, Ja95, Kor99, Cha99℄ ont été déve-loppés dans le domaine de l'EIAO pour répondre à ette question. Ils dé�nissenttous une arhiteture dans laquelle les outils de onstrution, aessibles au moyend'un jeu de menus, sont imposés et traduisent plus ou moins l'utilisation d'outilsde traés lassiques omme la règle et le ompas. Cette manière d'imposer un adregéométrique a donné lieu au quali�atif de miro-monde de géométrie qui a été po-pularisé par le logiiel Cabri-Géomètre [Bau91, LL92℄, un des plus fameux logiielsde onstrutions géométriques en 2D.Ainsi, l'utilisateur peut poser des points et des droites à l'aide de fontions deonstrution, mais il peut aussi modi�er dynamiquement la �gure par manipulationdirete de es objets de telle sorte que les onstrutions restent véri�ées. Cei se tra-duit par la gestion d'un graphe de dépendane au sein de l'appliation, qui permetde rejouer la onstrution pour des valeurs d'objets initiaux di�érents. Le premierlogiiel ayant mis en ÷uvre ette idée est Cabri-géomètre qui a onsaré le terme deGéométrie Dynamique.
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Fig. 2.10 � Problème d'ApolloniusLe passage à la dimension trois a été peu étudié. Quelques logiiels omme Cabri3D [Qas97℄, GeospaW [Geo98℄, ou Calques 3D [Lab98, Lab99℄ permettent de fairedes onstrutions 3D ave les périphériques et les métaphores d'interation 2D tra-ditionnels mais leur utilisation dans l'enseignement de la géométrie 3D n'a pas étéonluant. En pratique, la visualisation et la manipulation de la géométrie 3D avedes outils 2D ne sont pas assez intuitives et ne permettent pas une interation e�-ae. L'utilisation d'un environnement de réalité virtuelle améliore les onstrutionsgéométriques ar l'utilisateur est apable d'attraper es entités 3D et d'interagir aveelles diretement en 3D.Nous avons développé un prototype de onstrutions géométriques, appeléCoyote-Géomètre [FMS04℄, dans notre environnement de réalité virtuelle. Notre approheest basée sur l'utilisation de gants de données pour reonnaître des postures. C'estla prinipale di�érene ave les études préédentes omme Construt3D de HannesKaufmann [Kau02℄. Appliquée à un autre domaine, notre approhe est omparableà elle de Zeleznik et al. [ZHH96℄ qui proposent une interfae basée sur les gestespour approher la modélisation de polyèdres 3D.Cette interfae nous a permis d'explorer les onstrutions géométriques en 3Den favorisant notamment l'analyse de problèmes de onstrution en 3D [FCMS03℄omme par exemple elui de la onstrution d'un plan tangent à 3 sphères données(f. �gure 2.11) et le problème d'Apollonius 3D (f. �gure 2.10) qui onsiste en laonstrution d'une sphère tangente à quatre autres sphères données. Un des buts
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Fig. 2.11 � Plan tangent à 3 sphèrespoursuivis par la oneption de Coyote-géomètre onsiste à fournir une meilleurepereption et ompréhension de la géométrie dans l'espae. Pour arriver à e but,l'interation 3D que nous fournissons se veut peu intrusive et a été pensée pouraompagner l'utilisateur à haque étape de sa onstrution. Ainsi, l'interationgestuelle permet de simpli�er les méanismes de séletion et de onstrution enétant assoiée à des widgets adaptés à la modélisation [FSSB06℄.Exemple de onstrution géométrique 3DPlaçons-nous dans l'univers de la géométrie eulidienne 3D tel que dérit dans lehapitre préédent (à la setion 1.2.1), et onsidérons l'énoné suivant :Énoné2.3.1 L'intersetion d'un ube et d'un plan est un polygone pouvantavoir 3, 4, ou 6 otés. �Premièrement, omme notre univers ne ontient pas de primitives ube, nousallons devoir en onstruire un à partir des symboles fontionnels disponibles.Un plan de onstrution textuel d'un ube en �l de fer pourrait être le suivant(il y a généralement plusieurs manières de réaliser une même �gure) :1. Soit p1 un point2. Soit d1 une droite passant par p13. Soit d2 une perpendiulaire à d1 passant par p14. Construire π le plan passant par d1 et d25. Soit p2 un point de d16. Construire σ la sphère de entre p1 passant par p27. Soit p3 une des intersetions entre d2 et σ



2.3. Interation en réalité virtuelle 718. Soit d3 la perpendiulaire au plan π passant par p19. Soit p4 une des intersetions de d3 et σ10. Construire la parallèle d4 à d1 passant par p311. Construire la parallèle d5 à d2 passant par p212. Soit p5 l'intersetion de d4 et d513. Construire la parallèle d6 à d1 passant par p414. Construire la parallèle d7 à d3 passant par p215. Soit p6 l'intersetion de d6 et d716. Construire la parallèle d8 à d4 passant par p317. Construire la parallèle d9 à d2 passant par p218. Soit p7 l'intersetion de d8 et d919. Soit d10 la perpendiulaire de d6 passant par p620. Soit d11 la perpendiulaire de d4 passant par p521. Soit p8 l'intersetion de d10 et d11

Fig. 2.12 � Intersetion d'un ube et d'un planEnsuite, un plan libre est réé et les intersetions entre le plan et le ube doiventêtre déterminées. Dans et exemple, ertains objets sont libres omme le point p1,d'autres sont partiellement dé�nis omme p2, et d'autres en�n sont totalement dé-�nis omme p5.Au départ d'une onstrution, l'environnement est vide. En désignant une plaevide dans la sène ave la main dominante et en fermant la main non-dominante,l'utilisateur e�etue une ation de réation d'un nouvel objet libre. Le type de etobjet est dé�ni par la forme de la main dominante (f. �gure 2.8). Il est alors possiblede désigner les objets a�n de les manipuler ou de les utiliser pour de nouvellesonstrutions.



72 Chapitre 2. ModélisationPasser d'une étape à l'autre est automatique. Mais le passage à un mode de na-vigation doit être expliite.D'un point de vue interation 3D, il est don néessaire de onsidérer es quatreétapes :1. la séletion des objets ;2. la onstrution de nouveaux objets ;3. la manipulation des objets libres et des objets ontraints ;4. la navigation dans ette sène.Pour haun de es points, nous exposons le fontionnement général du système quipermet d'explorer les on�gurations dérites par l'énoné préédent (f. �gure 2.12).SéletionComme nous l'avons dérit à la setion 2.1.2, la séletion se déompose en unephase de désignation et une phase de validation. Dans la première phase, l'utilisa-teur désigne un objet ave la main non dominante ouverte. Ensuite, dans la seondephase, il valide la séletion en refermant sa main non-dominante.Cette phase de séletion est failitée par la mise en plae d'un système de alquesagissant omme un �ltre pour la séletion. Un alque est un élément de déompo-sition de l'espae en termes d'objets. Ainsi, on assoie un alque à un ensembled'objets sur lesquels on peut appliquer des modi�ations omme par exemple lesrendre visibles ou invisibles mais aussi e�etuer un déplaement global.Des alques prédé�nis permettent de regrouper les objets géométriques d'unemême sorte pour permettre un méanisme de �ltrage partiulier : par défaut, ilexiste un alque par sorte. Ainsi, la séletion devient non-ambigüe et les objets � pa-rasites � sont éliminés de la phase de désignation. Dans e shéma de séletion, ily a une orrespondane entre une sorte d'objet, une posture et un alque partiu-lier. Cette orrespondane onstitue une sémantique d'interation pour les sortes del'univers géométrique onsidéré. Visuellement, un alque est représenté par un ubeen �l de fer.De plus, dans leur usage lassique, les alques permettent de déomposer le pro-essus de onstrution, en ahant des parties de onstrutions intermédiaires pourune meilleure ompréhension de la onstrution. L'a�hage progressif des alquesen les rendant visibles permet une expliation de la onstrution aux étudiants étapepar étape.En�n, la séletion multiple est possible diretement en séletionnant un alquea�n d'éviter de séletionner haque objet. Finalement, les alques dépendent d'unalque parent global représentant la sène globale et permettant un équivalent duraouri lavier trl-a dans un environnement WIMP. La séletion multiple peut ti-rer pro�t de l'interation bi-manuelle. Un volume peut être séletionné en désignant,par une boîte englobante, haque objet en faisant partie.
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Fig. 2.13 � Menu ontextuel
Fig. 2.14 � Boite à outils pour un miro-monde de géométrieConstrutionDans notre prototype, les deux étapes néessaires à la onstrution d'un nou-vel objet : séletionner les objets intervenant dans la onstrution et séletionner lafontion de onstrution, peuvent se dérouler dans n'importe quel ordre. En e�et,lorsqu'une onstrution est dé�nie, le système attend la séletion des objets désirés,et inversement, si des objets sont séletionnés, les onstrutions disponibles sont res-treintes à l'arité de es objets.Classiquement, un menu des onstrutions possibles permet de séletionner laonstrution à e�etuer. Pour failiter le hoix de la onstrution, les onstrutionsorrespondant aux objets déjà séletionnés sont proposées à l'aide d'un menu ontex-tuel. La main non-dominante peut y e�etuer la séletion pendant que la main domi-nante se onentre sur la séletion d'objets (f. �gure 2.13). L'utilisateur peut ainsitravailler de manière e�ae sans perdre du temps à reherher une onstrutiondans de grands menus hiérarhiques. Ainsi, si une onstrution a une arité di�érentede toutes les autres, elle est séletionnée automatiquement sans que l'utilisateur in-tervienne. Cette manière de faire diminue l'imposante intrusion des boîtes à outilslassiques (f. �gure 2.14) dans le hamp de vision de l'utilisateur.
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Fig. 2.15 � Grille magnétique régulièreManipulationL'utilisation de périphériques à 6 degrés de liberté permet de manipuler librementdes objets dans l'espae. Mais les matériels utilisés ne permettent pas d'e�etuer desmanipulations préises et un outil d'interfae spéi�que doit permettre le plaementexat d'objets.De plus, dans le adre des onstrutions géométriques, il y a plusieurs atégoriesd'objets : les objets libres, les objets partiellement dé�nis et les objets �xés dansl'espae. La manipulation des objets sous-ontraints mais non libres n'est pas enadéquation ave une manipulation à 6 degrés de liberté. Une interation spéi�quedoit don être mise en ÷uvre.Pour résoudre es deux problèmes, nous proposons d'avoir reours à deux outilsvirtuels : une grille magnétique régulière et un repère loal augmenté.La grille magnétique régulière présentée dans la �gure 2.15, permet de plaer lesobjets géométriques ave préision. Chaque objet est positionné sur un n÷ud de lagrille et ne peut être déplaé que sur un autre n÷ud, à la manière d'aimants attirantl'objet.La �nesse de la grille peut être modi�ée selon la distane entre la main non-dominante et le entre de la grille. Ainsi, et outil permet de résoudre les problèmesde préisions lors du plaement des objets.Pour le problème de manipulation des objets partiellement dé�nis, nous propo-sons de rassembler les poignées dérites préédemment, pour manipuler les objetssous-ontraints, sur un repère loal assoié à l'objet. Ce repère loal augmenté pos-sède ainsi des poignées pour la mise à l'éhelle, les rotations et les translations (f.�gure 2.16).Ce repère n'est matérialisé qu'au moment où un objet est séletionné. Ainsi,on peut agir indiretement sur l'objet grâe à e repère. Les �nes sont utiliséspour représenter les degrés de translation, les sphères sont assoiées aux degrés derotations et les ubes sont utilisés pour l'opération de mise à l'éhelle.Cela permet par exemple de déplaer �nement le plan dans l'exemple d'interse-tion plan/ube pour visualiser omment varie le polygone d'intersetion.
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Fig. 2.16 � Plan et son repère loal augmentéNavigationDans le adre des onstrutions géométriques, la navigation est un élément essen-tiel de l'interation, puisqu'elle permet de se plaer dans des positions permettant devisualiser les invariants. La reherhe d'une position adéquate néessite une naviga-tion préise. De plus, dans une situation d'apprentissage, une navigation pédagogiqueonseillée par l'enseignant doit pouvoir être mise en plae.Le repère augmenté dérit préédemment peut être utilisé à des �ns de navi-gation en onsidérant le repère anonique de la sène. Ainsi, en reprenant le mêmeprinipe que pour le repère loal augmenté, la navigation est e�etuée en manipulantun widget de manière e�ae et préise.Pour la mise en plae d'une navigation programmée, le dessin d'un hemin dansla sène et le hoix de l'orientation d'une améra le long de e hemin doivent êtrepossibles. Nous proposons d'utiliser une tehnique basée sur les mouvements desmains et la métaphore du rayon déformable [SB04℄. L'utilisateur dessine simplementun hemin 3D ave un rayon de forme libre qui est une plani�ation de la navigation.La �gure 2.17 présente la manipulation à deux mains du rayon déformable.Lorsque les mains sont prohes l'une de l'autre, rien ne se passe. Si la main do-minante s'éloigne de la main non-dominante ouverte, le rayon se forme en suivant leveteur de diretion dé�ni par les deux mains. Si la main non-dominante est fermée,le rayon revient sur ses pas.
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Fig. 2.17 � Manipulation du rayon déformable.Dans l'exemple du ube oupé par un plan, l'enregistrement de e hemin permetde rejouer la navigation pour montrer les 6 �tés de l'hexagone solution.2.3.2 Univers isothétiquesNous avons vu, au hapitre préédent, que des problèmes dérits par des droites2D horizontales et vertiales et des ontraintes de distane peuvent être résolus dansun univers 1D pour haun des types de droites (f. univers Bi1D 1.3.1). Cela re-vient à onsidérer deux types de ontraintes de distane di�érentes : les distaneshorizontales et les distanes vertiales.On appelle univers isothétique, un univers où les axes du repère anonique serventà dé�nir de tels objets et le jeu de ontraintes assoié.Des solveurs 1D permettent de résoudre indépendamment les sous-systèmes ob-tenus en onsidérant haque type de ontraintes isothétiques. L'assemblage des so-lutions se fait simplement en faisant oïnider les repères isothétiques qui formentle repère anonique.Pour plus de simpliité, des sortes homogènes sont utilisées dans les ontraintesisothétiques. Ainsi, en 3D, on peut distinguer 3 univers isothétiques intégrant haundes ontraintes de distane dé�nies suivant les axes Ox, Oy et Oz :� l'univers des plans isothétiques, onstitué de plans frontaux, de pro�ls ou ho-rizontaux ;� l'univers des droites isothétiques, onstitué de droites horizontales, vertialeset de profondeur ;� l'univers des points isothétiques, onstitué de points.Nous allons dérire es trois univers isothétiques, et montrer que la résolutionse ramène à une résolution dans l'univers des plans isothétiques. Nous présentonsensuite une interation possible en onsidérant les plans. Des interfaes similairespeuvent être déduites pour les univers onstitués de points ou de droites plaésisothétiquement.Présentation des universPlans isothétiques L'univers des plans isothétiques est omposé de 3 sortes prin-ipales front, profil et hor qui orrespondent respetivement aux :� plans de front (x0y) d'équation z = a ;� plans de pro�ls (yOz) d'équation x = a ;
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a étant un nombre réel qui onstitue la sémantique de la sorte scalaire.Cet univers est omposé de 3 types de distane :� les distanes frontales entre plans de pro�ls, i.e. parallèles à l'axe Ox ;� les distanes vertiales entre plans horizontaux, i.e. parallèles à l'axe Oy ;� les distanes de biais entre plans de front, i.e. parallèles à l'axe Oz.Les axiomes indiquent la ommutativité des ontraintes, la relation de Chasleset les règles de propagation à utiliser pour la résolution. Les symboles fontionnelspermettent de résoudre, par simple propagation dans haun des espaes à 1 dimen-sion ainsi générés, un système de ontraintes exprimé dans et univers.Univers PlansIsothetiquessortes :frontpro�lhorsalairesymboles fontionnels :

propagefront : front salaire → front
propageprofil : pro�l salaire → pro�l
propagehor : hor salaire → horsymboles prédiatifs :
distbiais : front front salaire
distfront : pro�l pro�l salaire
distvert : hor hor salaireaxiomes :Commutativité :
∀ (f1, f2 : front)∧(k : salaire) distbiais(f1, f2, k) = distbiais(f2, f1, k)
∀ (p1, p2 : pro�l)∧(k : salaire) distfront(p1, p2, k) = distfront(p2, p1, k)
∀ (h1, h2 : hor)∧(k : salaire) distvert(h1, h2, k) = distvert(h2, h1, k)Relation de Chasles :
∀ (f1, f2, f3 : front)∧(k1, k2, k3 : salaire) distbiais(f1, f2, k1)∧distbiais(f2, f3, k2)∧

distbiais(f1, f3, k3) ⇒ k3 = k1 + k2 ∨ k1 = k2 + k3 ∨ k2 = k1 + k3

∀ (p1, p2, p3 : pro�l)∧(k1, k2, k3 : salaire) distfront(p1, p2, k1)∧distfront(p2, p3, k2)
∧distfront(p1, p3, k3) ⇒ k3 = k1 + k2 ∨ k1 = k2 + k3 ∨ k2 = k1 + k3

∀ (h1, h2, h3 : hor)∧(k1, k2, k3 : salaire) distvert(h1, h2, k1)∧distvert(h2, h3, k2)∧
distvert(h1, h3, k3) ⇒ k3 = k1 + k2 ∨ k1 = k2 + k3 ∨ k2 = k1 + k3Propagation :

∀ (f1, f2 : front)∧(k : salaire) distbiais(f1, f2, k) ⇒ f1 = propagefront(f2, k)
∀ (p1, p2 : pro�l)∧(k : salaire) distfront(p1, p2, k) ⇒ p1 = propageprofil(p2, k)
∀ (h1, h2 : hor)∧(k : salaire) distvert(h1, h2, k) ⇒ h1 = propagehor(h2, k)Droites isothétiques Pour les droites isothétiques, l'univers assoié est elui om-posé des 3 sortes suivantes :



78 Chapitre 2. Modélisation� hor, pour les droites horizontales, d'équation {

y = a

z = b
;� vert, pour les droites vertiales, d'équation {

x = a

z = b
;� prof , pour les droites en profondeur, d'équation {

y = a

x = b
.ave a, b, des nombres réels de la sorte scalaire.Une droite d'une sorte donnée est totalement dé�nie par la donnée de deux typesde ontraintes :� une droite horizontale doit être ontrainte par une distane vertiale et unedistane de biais.� une droite vertiale doit être ontrainte par une distane de front et une dis-tane de biais.� une droite de profondeur doit être ontrainte par une distane vertiale et unedistane de front.Il faut don onsidérer 6 types di�érents de ontraintes de distane en fontion desdroites dé�nies dans l'arité. Il faut bien noter que les ontraintes entre des droitesqui ne sont pas de mêmes sortes ne sont pas autorisées dans l'univers isothétiqueque nous onsidérons. Nous pourrions les prendre en ompte, mais dans e as, onne peut plus e�etuer la résolution en sous-espaes de dimension 1.Dans l'univers DroitesIsothetiques, la propagation est e�etuée si deux distanespour une même sorte sont réunies. Étant donné qu'une droite 3D est l'intersetionde deux plans, la résolution peut se ramener à une résolution dans l'univers des plansisothétiques. Ainsi, pour un type de droite donnée, une droite est totalement dé�nielorsque l'assemblage de deux solutions 1D est réalisé.Univers DroitesIsothetiquessortes :horvertprofsalairesymboles fontionnels :

propagehor : hor hor salaire salaire → hor
propagevert : vert vert salaire salaire → vert
propageprof : prof prof salaire salaire → profsymboles prédiatifs :
distv1

: hor hor salaire
distb1 : hor hor salaire
distf1

: vert vert salaire
distb2 : vert vert salaire
distf2

: prof prof salaire
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distv2

: prof prof salaireaxiomes :Commutativité :
∀ (h1, h2 : hor)∧(k : salaire) distv1

(h1, h2, k) = distv1
(h2, h1, k)

∀ (h1, h2 : hor)∧(k : salaire) distb1(h1, h2, k) = distb1(h2, h1, k)
∀ (v1, v2 : vert)∧(k : salaire) distf1

(v1, v2, k) = distf1
(v2, v1, k)

∀ (v1, v2 : vert)∧(k : salaire) distb2(v1, v2, k) = distb2(v2, v1, k)
∀ (p1, p2 : prof)∧(k : salaire) distf2

(p1, p2, k) = distf2
(p2, p1, k)

∀ (p1, p2 : prof)∧(k : salaire) distv2
(p1, p2, k) = distv2

(p2, p1, k)Relation de Chasles :
∀ (h1, h2, h3 : hor)∧(k1, k2, k3 : salaire) distv1

(h1, h2, k1)∧distv1
(h2, h3, k2)∧

distv1
(h1, h3, k3) ⇒ k3 = k1 + k2 ∨ k1 = k2 + k3 ∨ k2 = k1 + k3

∀ (h1, h2, h3 : hor)∧(k1, k2, k3 : salaire) distb1(h1, h2, k1)∧distb1(h2, h3, k2)∧
distv1

(h1, h3, k3) ⇒ k3 = k1 + k2 ∨ k1 = k2 + k3 ∨ k2 = k1 + k3

∀ (v1, v2, v3 : vert)∧(k1, k2, k3 : salaire) distf1
(v1, v2, k1)∧distf1

(v2, v3, k2)∧
distf1

(v1, v3, k3) ⇒ k3 = k1 + k2 ∨ k1 = k2 + k3 ∨ k2 = k1 + k3

∀ (v1, v2, v3 : vert)∧(k1, k2, k3 : salaire) distb2(v1, v2, k1)∧distb2(v2, v3, k2)∧
distb2(v1, v3, k3) ⇒ k3 = k1 + k2 ∨ k1 = k2 + k3 ∨ k2 = k1 + k3

∀ (p1, p2, p3 : prof)∧(k1, k2, k3 : salaire) distf2
(p1, p2, k1)∧distf2

(p2, p3, k2)∧
distf2

(p1, p3, k3) ⇒ k3 = k1 + k2 ∨ k1 = k2 + k3 ∨ k2 = k1 + k3

∀ (p1, p2, p3 : prof)∧(k1, k2, k3 : salaire) distv2
(p1, p2, k1)∧distv2

(p2, p3, k2)∧
distv2

(p1, p3, k3) ⇒ k3 = k1 + k2 ∨ k1 = k2 + k3 ∨ k2 = k1 + k3Propagation :
∀ (h1, h2, h3 : hor)∧(k1, k2 : salaire) distv1

(h1, h2, k1) ∧ distb1(h1, h3, k2)
⇒ h1 = propagehor(h2, h3, k1, k2)
∀ (v1, v2, v3 : vert)∧(k1, k2 : salaire) distf1

(v1, v2, k1) ∧ distb2(v1, v3, k2)
⇒ v1 = propagevert(v2, v3, k1, k2)
∀ (p1, p2, p3 : prof)∧(k1, k2 : salaire) distf2

(p1, p2, k1) ∧ distv2
(p1, p3, k2)

⇒ p1 = propageprof(p2, p3, k1, k2)Points isothétiques L'univers des points isothétiques est omposé de points etde distanes isothétiques.Un point étant l'intersetion de trois plans, la résolution peut s'appliquer indépen-damment suivant les trois oordonnées d'un point.Univers PointsIsothétiquessortes :pointlongueursymboles fontionnels :
propage : point longueur point longueur point longueur → pointsymboles prédiatifs :
disthor : point point longueur
distvert : point point longueur
distbiais : point point longueuraxiomes :Commutativité :
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∀ (p1, p2 : point)∧(k : longueur) disthor(p1, p2, k) = disthor(p2, p1, k)
∀ (p1, p2 : point)∧(k : longueur) distvert(p1, p2, k) = distvert(p2, p1, k)
∀ (p1, p2 : point)∧(k : longueur) distbiais(p1, p2, k) = distbiais(p2, p1, k)Relation de Chasles :
∀ (p1, p2, p3 : point)∧(k1, k2, k3 : longueur) disthor(p1, p2, k1)∧disthor(p2, p3, k2)

∧disthor(p1, p3, k3) ⇒ k3 = k1 + k2 ∨ k1 = k2 + k3 ∨ k2 = k1 + k3

∀ (p1, p2, p3 : point)∧(k1, k2, k3 : longueur) distvert(p1, p2, k1)∧distvert(p2, p3, k2)
∧distvert(p1, p3, k3) ⇒ k3 = k1 + k2 ∨ k1 = k2 + k3 ∨ k2 = k1 + k3

∀ (p1, p2, p3 : point)∧(k1, k2, k3 : longueur) distbiais(p1, p2, k1)∧
distbiais(p2, p3, k2) ∧distbiais(p1, p3, k3) ⇒ k3 = k1+k2∨k1 = k2+k3∨k2 =

k1 + k3Propagation :
∀ (p1, p2, p3, p4 : points)∧(k1, k2, k3 : longueur) disthor(p1, p2, k1) ∧
distvert(p1, p3, k2) ∧distbiais(p1, p4, k3) ⇒ p1 = propage(p2, k1, p3, k2, p4, k3)En fontion de l'univers géométrique hoisi, la même résolution de ontraintespeut être appliquée mais les objets modélisés sont di�érents : les diretries ou lesplans direteurs en dessin arhitetural, ou des objets en �l de fer (f. �gure 2.18).Résolution de ontraintes isothétiquesComme nous l'avons dit préédemment, la résolution assoiée à e type d'universest très simple. On se retrouve à déomposer la résolution de problèmes 3D en réso-lutions 1D puisque les ontraintes posées sont groupées dans une dimension unaire :les distanes isothétiques. Il su�t de dissoier les distanes horizontales, vertiales,et de biais. Nous montrons omment ela s'e�etue de manière pratique pour lesontraintes de distane entre plans isothétiques puisque les univers DroitesIsothe-tiques et PointsIsothetiques peuvent s'exprimer dans l'univers PlansIsothetiques.Nous pouvons dérire l'algorithme de résolution sur 3 graphes. Chaun ontientdes n÷uds orrespondant à des plans d'un type donné. Des arêtes valuées par ladistane entre deux plans indiquent l'existene d'une ontrainte.Les n÷uds ontiennent une valeur qui est la position du plan sur l'axe onsidéré.Par exemple, dans le graphe des ontraintes vertiales, es valeurs sont des ordonnéessur l'axe Oy ar les plans onsidérés sont du type y = a.De plus, l'adjontion d'une ontrainte entre deux plans doit véri�er la relationde Chasles. Cei est failement déteté puisque ela équivaut à la réation d'un yle.Finalement, la résolution onsiste en une simple propagation des valeurs à l'aidedes règles dé�nies dans l'axiomatique de l'univers PlansIsothetiques. La dispositiondes plans les uns par rapport aux autres dans l'esquisse permet de déterminer si l'onhoisit une addition ou une soustration des valeurs des n÷uds et des arêtes dans leas de distane non signées.L'intersetion de plans de sortes di�érentes permet de onstruire des segmentset des points qui forment des �gures parallélépipédiques (f. �gure 2.18).
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Fig. 2.18 � Objet 3D isothétiqueInteration isothétiqueL'interation que nous avons mise en plae dans le adre des univers isothétiquesest ombinée à une résolution inrémentale des ontraintes posées. Nous ne dérivonsque l'interation onernant l'univers omposé de plans isothétiques ; l'adaptationaux autres univers isothétiques se révèle aisée.Les plans sont représentés par des quadrilatères transparents dont la manipula-tion des oins permet le redimensionnement. Les ontraintes de distane sont repré-sentées par une �èhe à double sens (�gure 2.19) dont les extrémités sont manipu-lables pour modi�er la valeur des ontraintes.
Fig. 2.19 � Contrainte de distaneSéletion La séletion des objets de l'interfae s'e�etue à l'aide d'une seule main,elle si pouvant être la main dominante ou la main non-dominante. La désignationdu plan se fait par le geste de la main ouverte (�gure 2.8()) et elle des ontraintespar le geste où seuls le poue et l'auriulaire sont levés (�gure 2.20). La séletion estvalidée lorsque la main est fermée.L'orientation des mains permet de faire la di�érene entre les trois types de plansou les trois types de ontraintes.
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Fig. 2.20 � Geste pour la pose d'une ontrainte isothétiqueCréation La réation des objets néessite une gestuelle à deux mains. Un plan estajouté à la sène à l'endroit où l'utilisateur tape dans ses mains ouvertes. Inverse-ment, l'éloignement progressif des mains jointes par les index jusqu'à séletionnerles deux plans onernés en rabattant le poue permet de saisir une ontrainte iso-thétique (f. �gure 2.20). De la même manière que pour la séletion, l'orientation dela main détermine le type de plan ou de ontrainte à réer.Manipulation Seules les translations isothétiques appliables sur des objets sontpossibles après leur séletion. Les oins des plans, et les extrémités des ontraintessont des zones dédiées à la modi�ation des propriétés internes des objets. Ces zonesréagissent à une interation bi-manuelle qui par éloignement ou rapprohement desmains permet de modi�er soit la taille des plans soit la valeur de la ontrainteassimilée à la longueur de sa représentation.Navigation La navigation dans e prototype est e�etuée à l'aide d'un repère a-nonique augmenté dont le prinipe de fontionnement est identique au repère loalaugmenté présenté plus haut.Les univers isothétiques permettent de se rendre ompte de la dépendane exis-tante entre résolution et interation. En e�et, les hoix e�etués pour omposerl'interfae et la manière d'interagir permettent d'utiliser des méthodes de résolu-tion adéquates. Nous allons onsidérer dans la suite un univers plus général où ladé�nition d'une interation basée sur les gestes permet de poser intuitivement desontraintes sur une esquisse.2.3.3 Pose de ontraintes sur une esquisseNous avons développé le prototype CadVR permettant de poser des ontraintesde distane, d'angle et de oplanarité en 3D dans un univers ontenant les sortes
points, droites et plans.
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Fig. 2.21 � Contrainte de oplanarité pour 5 pointsLa représentation des ontraintes de distane est identique à l'interfae isothé-tique dérite i-dessus. Les oplanarités sont représentées par un quadrilatère trans-parent désignant le plan formé par les points ontraints, et par des segments reliantles points onernés à e plan (f. �gure 2.21). Les angles sont représentés par desars de erle entre les objets onernés. Pour des raisons d'olusions générées parle quadrilatère, sa taille doit être réduite. Son orientation quant à elle est dé�nie àpartir des trois premiers points séletionnés.L'utilisation d'une interation gestuelle 3D ouplée aux outils tehniques virtuelsdérits préédemment permet de onstruire des problèmes de ontraintes de manièrepréise, en satisfaisant au niveau de l'interfae les ontraintes d'inidene grâe à uneapprohe de géométrie dynamique.La séletion des objets se fait grâe au ditionnaire de gestes présenté dans la�gure 2.8.Création La pose de ontraintes néessite généralement le reours à un menuhiérarhique omme dans les interfaes lassiques.A�n de se dispenser de es menus devenus trop enombrants, nous proposonsii d'esquisser à l'aide de gestes les ontraintes sans avoir à séletionner d'objetsgéométriques.La pose de ontraintes se fait en dessinant dans l'espae omme ave un rayon,à l'aide du geste de séletion par défaut (f. �gure 2.22). Ainsi, le dessin e�etué parla main permet de distinguer le type des ontraintes. Les objets les plus prohes dela ourbe sont les objets onernés par la ontrainte.



84 Chapitre 2. ModélisationUn mouvement retiligne du doigt spéi�e une distane entre les objets les plusprohes des extrémités. Un trait ourbe spéi�e un angle entre les objets les plusprohes. Un trait dé�nissant une ourbe fermée indique une oplanarité entre lesobjets les plus prohes de la forme dessinée.

Fig. 2.22 � Posture pour le dessin de ontraintesValeurs numériques L'utilisation d'un lavier physique est di�ile ave des gantsde données. Entrer les valeurs numériques assoiées aux ontraintes est don pro-blématique. De la même manière que dans l'univers isothétique, e problème peutse régler par la manipulation bi-manuelle des extrémités des représentations desontraintes : éloigner les mains augmente la valeur et les rapproher la diminue.Par défaut, la valeur des ontraintes est elle mesurée au moment d'esquisser laontrainte. L'entrée de valeurs numériques pourrait se faire au moyen d'un laviernumérique virtuel ou par un widget dédié, mais nous n'en avons pas mesuré la om-modité.



85Conlusion du hapitreDans e hapitre, nous avons montré qu'il est possible d'appliquer les tehno-logies issues du domaine de la réalité virtuelle à la modélisation par ontraintesgéométriques en 3D. En e�et, une interation réellement en 3D a été appliquée auxontraintes 3D. Nous avons proposé une interation gestuelle spéi�que et une inté-gration des ontraintes dans le modeleur à l'aide d'un gestionnaire de ontraintes.Trois prototypes ont été présentés. Le premier se nomme Coyote-géomètre etonerne la géométrie dynamique en 3D pour l'enseignement assisté par ordina-teur. Le seond est un modeleur par ontraintes basé sur les ontraintes isothétiquesorienté pour la oneption arhiteturale. En�n, le troisième prototype propose lapose de ontraintes géométriques de distane, d'angle et de oplanarité pour l'ex-pression de systèmes de ontraintes 3D.Pour le moment, il n'existe pas d'interation 3D normalisée. La prohaine étapepour poursuivre e travail est don la réalisation de tests pour valider les interfaesproposées dans e hapitre. Le but �nal onsiste à onevoir une interfae adaptée àla modélisation par ontraintes 3D. Pour e faire, nous omptons proposer une inter-fae multi-modale ave l'adjontion d'autres types d'interations, omme par exemplel'interation voale.L'étude de l'interfae et de l'interation pour des systèmes de ontraintes 3Dnous a permis de débuter la réalisation d'un solveur de ontraintes isothétiques quipermet de simpli�er la résolution dans un adre bien partiulier. Mais pour dessystèmes qui s'expriment dans un univers plus omplexe, il est néessaire de reourirà une méthode de résolution plus puissante.





Chapitre 3RésolutionLes méthodes qui semblent atuellement les plus prometteuses pour résoudre des problè-mes de ontraintes géométriques en 3D permettent de ombiner �nement les approhesnumériques et formelles. Ainsi, la méthode par intersetion de lieux géométriques dévelop-pée par Gao et al. essaie de s'a�ranhir dans une ertaine mesure des problèmes poséspar l'irrédutibilité ombinatoire de petits systèmes de ontraintes. Tout en suivant l'idéed'assemblage de grappes, ils énumèrent et résolvent presque tous les problèmes omprenantmoins de six ontraintes dans l'univers ontenant points, droites et plans en 3D ave lesontraintes de distane et d'angle. Cette méthode, initiée en même temps que nos proprestravaux, est un as partiulier de e que nous avons appelé la reparamétrisation, méthodehybride permettant de résoudre des problèmes 3D irrédutibles. Nous avons nommé esproblèmes des systèmes k-quasi-déomposables par rapport à une méthode de déompositiondonnée et nous proposons une mise en ÷uvre de la reparamétrisation mieux adaptée auxproblèmes de taille plus importante. L'étude de la méthode de Gao et al. et la formalisationde la reparamétrisation sont exposées dans les deux premières setions, et une mise en÷uvre est développée dans la troisième. Les résultats des expérienes menées sur la lassedes polyèdres sont proposés dans la quatrième et dernière setion.Sommaire3.1 Approhe par intersetion de lieux géométriques . . . . 883.1.1 Première méthode de Gao et al. . . . . . . . . . . . . . . . 883.1.2 Deuxième méthode de Gao et al. . . . . . . . . . . . . . . 923.1.3 Problèmes ave k ≥ 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 933.2 Reparamétrisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 943.2.1 k-transmutation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 943.2.2 k-quasi-déomposabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 953.2.3 Shéma général . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 973.3 Mise en ÷uvre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 983.3.1 Choix d'une k-transmutation et résolution paramétrique . 983.3.2 Rattrapage Numérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1053.4 Exemples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1113.4.1 Polyèdres élémentaires k-quasi-déomposables . . . . . . . 1123.4.2 Polyèdres pseudo-platoniiens . . . . . . . . . . . . . . . . 1153.4.3 D'autres dodéaèdres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116



88 Chapitre 3. Résolution3.1 Approhe par intersetion de lieux géométriquesNous avons vu dans le hapitre 2, omment les outils de traé lassiques, tels quela règle et le ompas, ont donné lieu, en informatique géométrique, à des outils deonstrution dé�nissant des miros-mondes de géométrie et omment, par la suite,eux-i ont évolué pour aboutir au onept de géométrie dynamique.Dans les logiiels de géométrie dynamique, lorsque l'utilisateur fait varier lespositions des objets libres, la onstrution est rejouée sur les nouvelles valeurs desparamètres permettant ainsi, lorsque la variation des objets libres se fait de manièrequasi ontinue, d'animer des �gures et de mettre en évidene ertains invariants. Sila �gure obtenue ne satisfait pas l'utilisateur, il essaie de bouger ertains élémentspour se retrouver dans la � bonne � on�guration.Ces paramètres (distanes, angles, et.) qui n'apparaissent pas expliitement dansl'énoné peuvent être utilisés pour transformer le système de ontraintes initial enun système plus failement résoluble. L'enjeu de ette méthode est de détermineres nouvelles ontraintes. Cette idée de déformation d'une �gure pour satisfaire denouvelles propriétés peut être mise à ontribution dans le adre de la résolution deontraintes.En e�et, il existe des systèmes minimaux irrédutibles en 3D empêhant uneméthode de onstrution géométrique de s'appliquer. Il faut se replaer dans un asfavorable onnu, dans lequel on peut trouver un plan de onstrution de la �gureave des paramètres, omme par exemple des points, à faire varier. Pour ela, ilsu�t de �xer un ertain nombre d'inonnues a priori ('est-à-dire, de les onsidéreromme des paramètres). Une fois la onstrution e�etuée, il reste un ertain nombrede ontraintes à satisfaire, et il ne reste plus qu'à les � rattraper �, en faisant varierles inonnues temporairement �xées pour avoir la bonne solution.Cette méthode utilisée pour permettre une résolution par intersetion de lieuxgéométriques par Gao et al. [GHY02, GHY04℄, a été initiée en même temps quenos propres travaux, et se rapprohe de la phase d'intersetion dans la méthode deKramer (f. hapitre 1) pour des haînes artiulées de méanismes.La démarhe de Gao et al. est un peu di�érente de la n�tre. En e�et, ils ontommené par onsidérer variables et systèmes d'équations pour résoudre de manièrehybride des problèmes irrédutibles en 3D.Il nous semble important de bien omprendre les méthodes proposées par Gao etal. puisque nous allons en reprendre ertains ingrédients. Nous présentons don lesdeux variantes de leur méthode de manière plus formelle que ela n'est fait dans lesdeux papiers ités.3.1.1 Première méthode de Gao et al.Rappelons que nous appelons système de ontraintes dans un univers géométriquedonné un triplet 〈C, χ, A〉 où C est un ensemble de termes prédiatifs onstruits dansl'univers, dont les variables appartiennent à χ ∪ A. χ est l'ensemble des inonnueset A l'ensemble des paramètres ; on impose, bien sûr que χ ∩ A = ∅. Les solutions



3.1. Approhe par intersetion de lieux géométriques 89sont herhées dans un ensemble onstruit sur la Σ-algèbre assoiée à l'univers géo-métrique.Dans un premier temps, Gao et al. onsidèrent un système d'équations sansparamètres : les ontraintes sont des équations à inonnues réelles. Soit
S = 〈







F1(x1, . . . , xn) = 0
. . .
Fn(x1, . . . , xn) = 0

, {x1, . . . , xn}, ∅〉un tel système qu'on suppose bien ontraint et irrédutible au sens de Dulmage-Mendelson (f. théorème 1.3.3).Fixer une inonnue, ou, plus préisément, donner à elle-i le statut de para-mètre, produit un système sur-ontraint. En tout état de ause, on doit avoir unepartie bien ontrainte qui se déompose en omposantes irrédutibles mettant enjeu n − 1 équations et les n − 1 inonnues restantes. Ainsi, on met une équationde �té, et on peut espérer que le système résultant soit déomposable : au besoin,on peut essayer haune des inonnues et des équations possibles et voir ave quelleon�guration on a le meilleur résultat.Supposons, sans perte de généralité, que xn et Fn soient respetivement l'inon-nue devenue paramètre et l'équation � mise de oté �. Le système obtenu S(1) estdon de la forme :
S(1) = 〈







F1(x1, . . . , xn−1, u) = 0
. . .
Fn−1(x1, . . . , xn−1, u) = 0

, {x1, . . . , xn−1}, {u}〉

Une solution à un tel système est une fontion de R dans Rn−1 qui à toutevaleur de u assoie un n − 1-uplet de valeurs pour (x1, . . . xn−1) de sorte que S(1)soit satisfait.Soit f(u) une telle fontion : tout n-uplet (f(u), u) est � presque � une solutionde S puisque, par onstrution, il satisfait les n − 1 premières équations. On peutdon faire varier u de manière à satisfaire l'équation en u : Fn(f(u), u) = 0, pourobtenir une solution de S.La question de la orretion et la omplétude de ette méthode n'est pas abordéedans les artiles mentionnés plus haut. Nous les examinons avant de nous penhersur la manière e�etive de résoudre les questions posées par ette méthode.



90 Chapitre 3. RésolutionCorretionSoit le système :
S(2) = 〈































F1(x1, . . . , xn−1, u) = 0

. . .

Fn−1(x1, . . . , xn−1, u) = 0

Fn(x1, . . . , xn−1, u) = 0

xn = u

, {x1, . . . , xn}, {u}〉

S(2) est évidemment déomposable en :� S(3) = S(1) ∪ 〈{Fn(x1, . . . , xn−1, u), {x1, . . . , xn−1}, {u}〉 ;� et S(4) = 〈{xn = u}, {xn}, {u}〉.Soit f(u) une solution de S(1). Si f(u) est une solution de S(3), alors (f(u), u)est une solution de S(2) ar il est trivial que u soit une solution de S(4). Il est lairque (f(u), u) est une solution de S puisque S et S(2) sont les mêmes systèmes à uneréériture près.ComplétudeLa question de la omplétude (est-e que toute solution du système initial peutêtre trouvée par ette méthode ?) est un peu moins évidente et passe par des om-pléments de dé�nition.L'ensemble des solutions d'un système d'équations ou de ontraintes paramétréesest un ensemble fontionnel peu utilisable diretement.On dit qu'un système de ontraintes 〈C, χ, A〉 est bien ontraint s'il existe unnombre �ni de fontions des paramètres qui permettent de trouver toutes les solu-tions en χ pour les valeurs du paramètre u données.Mais, évidemment, il arrive souvent qu'il y ait un nombre in�ni de telles fontions.Nous dirons qu'un ensemble de fontions solutions d'un tel système est omplet siet seulement s'il permet de trouver toutes les solutions pour toute valeur donnée de
u. Un système de ontraintes est don bien ontraint si et seulement s'il admet unensemble �ni et omplet de solutions paramétrées.Il est lair que le fait que S soit bien ontraint n'implique pas que S(1) soit bienontraint : il su�t de onsidérer le ontre-exemple suivant :
⊲ Exemple 3.1.1

S = 〈{x2 = 0, x1 = 0}, {x1, x2}, ∅〉qui donne
S(1) = 〈{u = 0}, {x1}, {u}〉est sur-ontraint suivant la dé�nition donnée plus haut. ⊳Cependant, on a la propriété suivante :



3.1. Approhe par intersetion de lieux géométriques 91Proposition 3.1.1 Ave les notations préédentes, si S est un systèmebien ontraint et si on onsidère un hangement � inonnue vers para-mètre � tel que S(1) est bien ontraint, alors la méthode de Gao et al. estomplète. �En e�et, soit s = (v1, . . . , vn−1, vn) une solution de S, s est forément une solutiondu système
S1 = 〈











F1(x1, . . . , xn) = 0

. . .

Fn−1(x1, . . . , xn) = 0

, {x1, . . . , xn}, ∅〉. Don, si {f1, . . . fk} est un ensemble omplet de solutions de S(1), il existe unefontion, disons f1, telle que f1(vn) = (v1, . . . , vn−1). Finalement, on a :
Fn(f1(vn), vn) = 0 puisque s = (v1, . . . , vn−1, vn) est une solution de S. Don, ilexiste une solution de S(1) et une solution en u de Fn(f(u), u) = 0 permettant deretrouver la solution herhée de S.Solutions formellesAinsi, pour trouver toutes les solutions de S, il faut obtenir :� toutes les solutions de S(1), 'est-à-dire un ensemble de fontions paramétréespar u apable de produire pour toute valeur de u l'ensemble des solutions de

S(1),� toutes les solutions des équations Fn(f(u), u) = 0 où f est une solution de S(1)et u est l'inonnue.À notre sens, la manière la plus pratique de faire onsiste à résoudre formellementle système S(1).En e�et, les fontions f(u) peuvent être exprimées formellement sous forme deplans de onstrution interprétables pour des valeurs de u données, e qui permetde résoudre plus failement les équations du type Fn(f(u), u) = 0.Mais, lorsqu'on envisage une résolution formelle de S(1), on pose des ontraintessupplémentaires très fortes sur le hoix de la variable à onsidérer omme un para-mètre puisque le système S(1) doit être résoluble dans l'univers onsidéré, 'est-à-direqu'on doit pouvoir au minimum exprimer les solutions formelles dans le langage del'univers géométrique et qu'on doit disposer d'un solveur formel apable de les trou-ver. Nous verrons plus bas que e point, qui est un peu laissé de oté dans l'artileoriginal puisque Gao et al. résolvent numériquement, revêt une importane apitaleet s'intègre dans notre adre géométrique paramétré.Ave une telle méthode, résoudre les équations Fn(f(u), u) = 0 peut se fairerapidement ave des méthodes numériques e�aes omme la dihotomie, Newton-Raphson (on peut alors perdre la omplétude) ou même l'éhantillonnage. Mais, onpeut éventuellement imaginer un autre méanisme où le système S(1) est résolu à lademande pour une valeur de u �xée.



92 Chapitre 3. Résolution3.1.2 Deuxième méthode de Gao et al.La méthode que nous venons de dérire est, �nalement, assez éloignée du ontextegéométrique de la CAO. En e�et, d'une part la transformation d'un système deontraintes en système d'équations introduit le biais de la tradution qui peut êtretrès important : les inonnues qui en résultent ne sont peut-être pas toujours les pluspertinentes, et, d'autre part, ette méthode n'intègre pas du tout l'invariane pardéplaement qui est, omme nous l'avons vu, une des omposantes fondamentalesdes méthodes de déomposition géométrique.En posant :
S ′ = 〈















F1(x1, . . . , xn) = 0
. . .
Fn−1(x1, . . . , xn) = 0
xn = u

, {x1, . . . , xn}, {u}〉on s'aperçoit que la méthode dérite plus haut est un as partiulier de la mé-thode onsistant dans un système d'équations à remplaer une équation de S, ii
Fn(x1, . . . , xn) = 0, par une autre, ii xn = u, pour donner le système S ′, ave la dif-férene notable que ei peut se réaliser ave des ontraintes géométriques et qu'onpeut ainsi onserver l'invariane par déplaement et les méthodes de déompositionsa�érentes.C'est e qu'ont fait Gao et al. dans leur deuxième méthode qui, étant donné unsystème de ontraintes sans paramètres S = 〈C, χ, ∅〉, ou plus préisément

S = 〈







c1(o1, . . . , on)
. . .
cm(o1, . . . , on)

, {o1, . . . , on}, ∅〉onsiste à remplaer une ontrainte, disons cm, par une autre ontrainte ave unparamètre u pour donner le système S ′ = 〈C ∪ {d} r {cm}, X, {u}〉, ou de manièreplus lisible,
S ′ = 〈















c1(o1, . . . , on)
. . .
cm−1(o1, . . . , on)
d(o1, . . . , on, u)

, {o1, . . . , on}, {u}〉Comme préédemment, e système est résolu formellement pour produire dessolutions de la forme f : u 7→ (o1, . . . , on) qui servent à produire le système à uneseule ontrainte en l'inonnue u, U = 〈{cm(f(u))}, {u}, ∅〉 qui est lui-même résolupar éhantillonnage (dans les as onsidérés par Gao et al., le paramètre u est réel,
cm se traduit par une équation et l'éhantillonnage orrespond à un traé de ourbe).Si f(u) est une solution de S ′ et si u0 est une solution de U , alors les auteursposent que f(u0) est une solution de S, autrement dit, que leur méthode est orrete.Une démonstration du même style que elle proposée plus haut montre e�e-tivement que ette manière de faire est orrete. En revanhe, la question de la



3.1. Approhe par intersetion de lieux géométriques 93omplétude, qui est impliitement admise par Gao et al., se pose.Complétude Pour les mêmes raisons que dans la démonstration de omplétudede la setion préédente, on doit tout d'abord supposer que le système S ′ est bienontraint (e qui est une hypothèse très forte pour les systèmes paramétrés, mais quiest en général véri�ée). Si on onsidère ensuite une solution quelonque (v1, . . . vn)de S, alors 'est évidemment une solution du système sans paramètre :
S1 = 〈







c1(o1, . . . , on)
. . .
cm−1(o1, . . . , on)

, {o1, . . . , on}, ∅〉En revanhe, rien ne garantit qu'il existe une valeur u0 telle que d(v1 . . . , vn, u0)soit véri�ée, même si ela est véri�é dans tous les exemples présentés dans leur artile.C'est pourquoi, nous posons la dé�nition :Dé�nition 3.1.2 Une ontrainte paramétrée d(x1, . . . , xn, u) est non o-lusive, si pour toute valeur v1, . . . , vn des inonnues, il existe une valeur
u0 telle que d(v1, . . . , vn, u0) soit véri�ée.Par exemple, la ontrainte xn = u utilisée dans la première méthode dérite plushaut, est non olusive.Il déoule de ette dé�nition, en suivant la preuve de la setion préédente, quesi : � S est bien ontraint ;� S ′ est bien ontraint ;� et d est une ontrainte paramétrée non olusive ;alors la méthode dérite ii est omplète, i.e. on obtient toutes les solutions de S enonsidérant toutes les solutions de S ′ et toutes les solutions de U .3.1.3 Problèmes ave k ≥ 1La première et la deuxième méthode di�èrent par le type de ontrainte à rajouter(xn = u dans la première et n'importe quelle ontrainte) mais surtout par le nombrede ontraintes qu'il est possible de remplaer (1 dans la première et un nombrequelonque dans la seonde). Mais sur e dernier point, la mise en ÷uvre sur desexemples n'a été appliquée que pour une ontrainte.La génération automatique des systèmes aeptant au plus 6 ontraintes dansl'univers des points, droites et plans 3D, leur a permis de valider expérimentalementette méthode.La méthode utilisée pour hoisir la ontrainte à remplaer et la nouvelle ontrainteà onsidérer résulte d'une stratégie de reherhe exhaustive qui permet d'assurerqu'on est dans de bonnes onditions pour appliquer la méthode. En revanhe, esstratégies de � fore brute � s'aommodent mal de la généralisation onsistant àremplaer k ontraintes.En e�et, pour un problème où il faudrait remplaer k ontraintes :



94 Chapitre 3. Résolution� la reherhe exhaustive du meilleur ensemble de ontraintes à remplaer a uneomplexité en O(nk) ;� leur manière de produire la fontion f(u1, . . . , uk) n'est pas orrete dans leas général (f. ontre-exemple à la setion 1.3.2) ;� l'éhantillonnage implique de hoisir orretement l'intervalle [a, b] et le pas spour une bonne approximation des solutions et la omplexité est en O(L b−a
s

)k.3.2 ReparamétrisationLa seonde méthode de Gao et al. peut être généralisée à une tehnique derésolution de systèmes 3D irrédutibles que nous avons nommée la reparamétrisation.Cette setion propose de mettre en évidene les points lés de ette méthodeet de dé�nir un shéma de résolution. Nous donnons notamment la dé�nition dessystèmes pouvant être reparamétrés par rapport à une méthode de déompositiondonnée. Nous avons nommé es problèmes des problèmes k-quasi-déomposableslorsque le remplaement de k ontraintes est néessaire.3.2.1 k-transmutationEn plus des opérations usuelles sur les systèmes de ontraintes, nous introduisonsl'opération de transmutation qui transforme un système de ontraintes en un autrepossédant les mêmes inonnues mais des paramètres di�érents. Plus préisément,nous posons :Dé�nition 3.2.1 Une k-transmutation est une opération qui transformeun système S = 〈C, χ, A〉 en un autre système S ′ = 〈C ′, χ, A′〉 en rempla-çant k ontraintes de C par k autres ontraintes portant sur les mêmesinonnues pour donner C ′.Cette opération est une omposition d'autres opérations lassiques plus élémen-taires dé�nies par le hoix des ontraintes à enlever et à ajouter. En général, unsystème obtenu par k-transmutation d'un autre ne lui est pas équivalent.Nous allons onsidérer que si les ontraintes retirées ontiennent des paramètrespropres, eux-i sont retirés et si les ontraintes ajoutées ontiennent des paramètres,eux-i sont ajoutés au système.
⊲ Exemple 3.2.1

S =











C = {distpp(A, B, k1), distpp(A, C, k2), distpp(B, C, k3)}
χ = {A, B, C : point}
A = {k1, k2, k3 : length}produit par une 1-transmutation le système :

S ′ =











C = {distpp(A, B, k1), distpp(A, C, k2), angle(A, B, C, a1)}
χ = {A, B, C : point}
A = {k1, k2 : length, a1 : angle}



3.2. Reparamétrisation 95
⊳Un hangement de ontraintes n'a vraiment d'intérêt que si l'ensemble des on-traintes ajoutées est disjoint de l'ensemble des ontraintes retirées. Cela nous onduità la dé�nition :Dé�nition 3.2.2 Une k1-transmutation entre deux systèmes S et S ′ estdite minimale s'il n'existe pas de k2-transmutation entre S et S ′ tel que

k1 > k2.Par dé�nirion, la distane syntaxique entre deux systèmes S et S ′ ad-mettant une k-transmutation minimale est égale à k.Autrement dit, si C est l'ensemble des ontraintes de S et C ′ l'ensemble desontraintes de S ′, S ′ se déduisant de S par une k-transmutation, la distane syn-taxique entre S et S ′ vaut :
k = |C ′| − |C ′ ∩ C| = |C r C ′|3.2.2 k-quasi-déomposabilitéNous avons vu que même en ne onsidérant que les méthodes ombinatoires, ilexiste plusieurs méthodes pour déomposer un système de ontraintes. On peut jugerde leur e�aité selon le ritère du domaine d'appliation ('est entre autres, eluique nous avons utilisé au hapitre 2), mais aussi, pour un système de ontraintesdonné, selon leur apaité à obtenir des sous-systèmes de petite taille.Dé�nition 3.2.3 Soit D une méthode de déomposition et S un systèmede ontraintes, la D-granularité de S est la taille du plus grand sous-système obtenu par l'appliation de la méthode D sur S.L'e�aité d'un solveur généraliste se mesure généralement par la taille du plusgrand système irrédutible à résoudre. Don, en supposant que l'opération d'assem-blage qui suit la déomposition est peu oûteuse en temps, la D-granularité mesure,en quelque sorte, le gain d'e�aité par rapport à un système irrédutible.Inversement, dans la méthode de la reparamétrisation, le oût d'une transmuta-tion pour rendre un système déomposable se mesure dans la taille du système qu'ilfaudra résoudre numériquement.Dé�nition 3.2.4 Un système irrédutible pour une méthode D est

k-quasi-déomposable si et seulement s'il existe une k-transmutation letransformant en un système déomposable par D.
⊲ Exemple 3.2.2L'otaèdre générique S présenté dans la �gure 3.1 est omposé de 6 points reliéspar 12 ontraintes de distanes di�érentes, représentées par des arêtes. Ce système
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S = S’=

Fig. 3.1 � Otaèdre 1-quasi-déomposable : système initial (à gauhe) et système
1-transmuté (à droite)s'érit formellement :

S = 〈



































































































distpp(A, B, k1)

distpp(B, C, k2)

distpp(C, D, k3)

distpp(D, E, k4)

distpp(A, E, k5)

distpp(A, C, k6)

distpp(A, D, k7)

distpp(B, E, k8)

distpp(F, B, k9)

distpp(F, C, k10)

distpp(F, D, k11)

distpp(F, E, k12)

, {A, B, C, D, E, F}, {k1, . . . , k12}〉

Une méthode de déomposition D3a qui permet de déouper suivant des tripletsd'artiulations ne peut pas déomposer e système. Ce système est don irrédutiblepour D3a.RemarqueUne autre méthode de déomposition peut proposer de déomposer selonles faes triangulaires, mais pour assembler es triangles, il faudrait avoirune règle prenant en ompte les huit triangles d'un seul oup.L'appliation d'une 1-transmutation partiulière transforme S en S ′ par suppres-sion de la ontrainte de distane entre A et B et l'ajout de la ontrainte de distane



3.2. Reparamétrisation 97entre C et E :
S ′ = 〈



































































































distpp(C, E, k13)

distpp(B, C, k2)

distpp(C, D, k3)

distpp(D, E, k4)

distpp(A, E, k5)

distpp(A, C, k6)

distpp(A, D, k7)

distpp(B, E, k8)

distpp(F, B, k9)

distpp(F, C, k10)

distpp(F, D, k11)

distpp(F, E, k12)

, {A, B, C, D, E, F}, {k2, . . . , k13}〉

Le système S ′ est déomposable par D, don S est 1-quasi-déomposable pourla méthode D3a.La même 1-transmutation peut être appliquée si la méthode onsidérée applique unesimple propagation des degrés de liberté. ⊳3.2.3 Shéma général
1. k− t ra n s m u ta t ion

2. Ré sol u t ion

Par a m é t riq u e

3. Ré sol u t ion  Nu m é riq u eFig. 3.2 � Shéma de la reparamétrisationNous appelons reparamétrisation la méthode onsistant à résoudre les systèmes
k-quasi déomposables suivant une méthode de déomposition.Cette méthode omprend quatre étapes :� trouver une k-transmutation de S produisant un système de ontraintes S ′soluble par une méthode paramétrique D ;� résoudre S ′ à l'aide de D ;



98 Chapitre 3. Résolution� remplaer les inonnues par leur expression formelle en tant que solutions de
S ′ dans les équations enlevées de S pour donner le système S ′′ ;� résoudre numériquement le système S ′′ pour retrouver les solutions de S.La démonstration donnée plus haut pour la orretion et la omplétude se gé-néralise ii : si le système S ′ est bien ontraint et que les ontraintes paramétréesajoutées sont non olusives alors la méthode est orrete et omplète à onditionque le solveur formel et le solveur numérique soient eux aussi orrets et omplets.3.3 Mise en ÷uvreDans ette setion, une mise en ÷uvre spéi�que [FS06℄ de haque étape de lareparamétrisation présentée dans la �gure 3.2 est proposée.Tout d'abord, onformément à notre approhe formelle, nous avons hoisi d'utili-ser un algorithme à base de onnaissanes pour la phase de résolution paramétriquedu système S ′.Pour hoisir la k-transmutation à appliquer, nous proposons un algorithme inré-mental qui minimise e que nous avons appelé la distane syntaxique loale à haquesituation de bloage du solveur onstrutif onsidéré. La distane syntaxique loaleest une distane syntaxique alulée entre un motif d'une règle de onstrution et levoisinage de résolution de S à un instant donné. Les dé�nitions de es termes sontprésentées dans la sous-setion suivante.Ainsi, le solveur onstrutif et le hoix des ontraintes à remplaer sont intime-ment liés. Le solveur onstrutif utilise les onnaissanes tirées de l'axiomatique del'univers géométrique onsidéré pour aluler ette distane loale, e qui permet dehoisir les ontraintes à remplaer à la volée.Cet algorithme loal onstitue une heuristique dont deux variantes peuvent êtreappliquées suivant le type de solveur hoisi : soit par haînage avant, soit par haî-nage arrière.En�n, nous proposons de reourir à la méthode numérique itérative de Newton-Raphson pour rattraper les ontraintes � oubliées � à la plae de l'éhantillonnagee�etué par Gao et al.. Elle ne permet pas de réupérer toutes les solutions maisa l'avantage d'être automatique et rapide. Les di�érents problèmes dûs à ette mé-thode sont traités et expliqués.Nous disutons bien sûr de la orretion et de la omplétude de haque élémentet de l'optimalité des heuristiques présentées.3.3.1 Choix d'une k-transmutation et résolution paramétriqueAvant de présenter l'algorithme de minimisation de la distane syntaxique loale,nous devons poser quelques dé�nitions.



3.3. Mise en ×uvre 99Dé�nitionsDans notre adre de logique du premier ordre (ou logique des prédiats), le sys-tème à base de onnaissane que nous utilisons applique lassiquement la règle d'in-férene du modus ponens (f. hapitre 2). Un moteur d'inférene teste la possibilitéd'appliquer une règle onstrutive dans un base de faits. Si la règle est appliable,elle est appliquée et ajoutée à la base de faits.Pour simpli�er, nous onsidérons un solveur onstrutif qui produit à haqueétape de résolution un nouveau terme fontionnel
oi+1 = fα(o1, . . . , oi)où l'objet oi+1 est onstruit à partir des objets o1, . . . , oi dé�nis antérieurement.L'ensemble de es termes onstitue un plan de onstrution P :

P =











o1 = f1()

. . .

on = fn(o1, . . . , on−1)Pour éviter d'alourdir les notations par une permutation d'indies, on pose que l'ob-jet oi a été onstruit avant l'objet oj si i < j. De plus, on estime qu'un solveuronstrutif modi�e inrémentalement un système de ontraintes géométriques entransformant haque inonnue en paramètre à haque fois qu'une règle peut s'appli-quer, et don qu'un nouveau terme est ajouté au plan de onstrution. À l'étape i,un tel système noté Si = 〈Ci, χi, Ai〉 est :
Si = 〈











c1(o1, . . . , on)

. . .

cn(o1, . . . , on)

, {oi, . . . on}, {o1, . . . , oi−1}〉et est assoié au plan :
P =











o1 = f1()

. . .

oi−1 = fi−1(o1, . . . , oi−2)Dé�nition 3.3.1 Nous appelons voisinage Ni de Si le système deontraintes engendré par l'ensemble des ontraintes :
{c(x, a1, . . . , ap) ∈ Ci | x ∈ χi et (a1, . . . , ap) ∈ Ai}'est-à-dire les ontraintes où une seule variable appartient enore à χi.Ce voisinage dé�nit en fait un ensemble d'inonnues à la frontière de e qui adéjà été résolu. Il permet de réduire le nombre de andidats potentiels à la prohaineétape d'appliation de règles.



100 Chapitre 3. RésolutionLe voisinage à l'étape i est un système de ontraintes engendré par l ontraintes :
Ni = 〈











c1(o1, . . . , oi)

. . .

cl(o1, . . . , oi)

, {oi, . . . on}, {o1, . . . , oi−1}〉

⊲ Exemple 3.3.1Dans l'exemple 3.2.2 de l'otaèdre, à l'étape 2 (2ème image en partant de la gauhedans la �gure 3.4 donnée à la �n de ette sous-setion), le système omprend lestrois points D, E, F et son voisinage se ompose don des ontraintes de distanefaisant intervenir D, E ou F. Le voisinage N1 de e système est :
N1 = 〈







































distpp(C, D, k3)

distpp(A, E, k5)

distpp(A, D, k7)

distpp(B, E, k8)

distpp(F, B, k9)

distpp(F, C, k10)

, {A, B, C}, {D, E, F, k3, k5, k7, k8, k9, k10}〉

A e stade, les valeurs de D, E, F, k3, k5, k7, k8, k9, k10 sont onnues alors que lesvaleurs de A, B, C sont enore inonnues. ⊳Dans e voisinage, la reherhe d'inonnues et de ontraintes pouvant être uni�éesaux prémisses d'une règle va permettre ou non son appliation. Pour ela, le solveurs'appuie sur e que nous appelons les motifs :Dé�nition 3.3.2 Un motif est un ensemble de m ontraintes sur desvariables non instaniées
Mα = (c1(X1, . . . , Xp1

), . . . , cm(X1, . . . , Xpm
))X est une variable au sens ou elle représente l'ensemble de toutes lesinstanes d'une sorte donnée. On dit que m est la taille du motif.Un motif Mα

j est onstitué des prémisses de la jème règle valide dans un univers Udonné.
⊲ Exemple 3.3.2Une règle permettant de onstruire un point en 3D à partir de trois ontraintes dedistanes peut s'érire :

si











distpp(X1, X2, X3)

distpp(X1, X4, X5)

distpp(X1, X6, X7)

alors X1 = point3p3l(X2, X4, X6, X3, X5, X7)ave X1 inonnue et X2, . . . , X7 onnus.Le motif assoié est don :
Mα = (distpp(X1, X2, X3), distpp(X1, X4, X5), distpp(X1, X6, X7))



3.3. Mise en ×uvre 101
⊳Dans le adre de la reparamétrisation, les motifs qui ne sont pas omplètementinstaniés nous intéressent tout partiulièrement. Nous dé�nissons don l'uni�ationà partir de la notion de substitution de la manière suivante :Dé�nition 3.3.3 Une substitution σ pour un motif

Mα
j = (c1(X1, . . . , Xp1

), . . . , cm(X1, . . . , Xpm
))est une instaniation des variables de Mα

j par des objets appartenant àun système S = 〈C, χ, A〉 telle que σ(c1), . . . , σ(cs) ∈ C.Si m = s, ette substitution est un uni�ateur. Et si et uni�ateur est minimal,alors la règle j est appliable. Sinon, |m − s| est la distane syntaxique loale entre
Ni et Mj . On érit dsl(Ni, Mj) = |m − s|.

⊲ Exemple 3.3.3Pour le motif et le voisinage hoisis dans les deux exemples préédents, une substi-tution est :






























X1 = C

X2 = D

X3 = k3

X6 = F

X7 = k10Dans e as, s = 2 et dsl(N1, Mj) = 1. ⊳Algorithme de hoix à la voléeL'algorithme du hoix de la k-transmutation à appliquer que nous avons déve-loppé repose sur la dé�nition de la k-quasi-déomposabilité. En e�et, on supposel'existene d'une k-transmutation entre deux systèmes S et S ′ e qui peut se tra-duire par une distane syntaxique entre es deux systèmes : k = |C ′| − |C ′ ∩ C|.L'algorithme de hoix à la volée se ontente d'essayer de minimiser la distanesyntaxique globale entre S et S ′ en minimisant la distane syntaxique loale à haquefois que le solveur assoié ne peut plus ontinuer à résoudre. Ainsi, si auune règlene peut s'appliquer, le reparamétreur va hoisir un motif Mj minimisant la distanesyntaxique loale dans le voisinage Ni. A partir de e motif, le reparamétreur hoisitsuivant une heuristique les ontraintes à ajouter et/ou à supprimer.L'algorithme peut être dérit par :Tant que le solveur onstrutif éhoue :{ aluler Nialuler dsl (Ni,Mj) pour haque motif Mjhoisir le motif M minimisant dsl (Ni,Mj)appliquer l'heuristique sur M}



102 Chapitre 3. RésolutionNous avons distingué deux heuristiques suivant le as où :� s < m, i.e. il manque m − s de ontraintes pour pouvoir appliquer le motif
Mj ;� s > m, i.e. il y a un exès de s − m ontraintes.Le hoix de Gao et al. d'e�etuer un algorithme de rétro-propagation des degrésde liberté onduit à se retrouver dans une phase où il y a presque toujours un ex-ès de ontraintes. Lorsqu'un exès est renontré, des ontraintes sont supprimées.En revanhe, auune mention n'est faite de la manière d'ajouter les ontraintes quiremplaent elles supprimées.En e�et, suivant la manière d'inférer pour résoudre le problème, on tombe préféren-tiellement sur deux heuristiques di�érentes :� le haînage arrière où l'on renontre des exès de ontraintes,� le haînage avant où l'on renontre un manque de ontraintes.HeuristiquesNous proposons pour haun de es deux as une heuristique pour ajouter ouenlever des ontraintes.Chaînage arrière L'heuristique par haînage arrière onduit à un exès de on-traintes. Le hoix des ontraintes à supprimer revient à séletionner les ontraintespermettant l'uni�ation d'une règle et à supprimer les ontraintes restantes.Dans le as, où il n'existe pas de règle appliable, il faut ajouter une règle pourformer un repère.S'il existe un motif :{ Appliquer le motif et ajouter le termedans le plan de onstrutionSupprimer les ontraintes en exèsDéplaer l'objet inonnu vers les paramètres}sinon{ Ajouter des ontraintes pour former un repère} La formation d'un repère est aisée dans le as où il y a peu d'objets restant àontraindre. Pourtant, e n'est pas le as la plupart du temps. Il faut don fournirdes règles de formation de repères assez omplexes (f. annexes).

⊲ Exemple 3.3.4Considérons l'exemple le plus simple pour illustrer es heuristiques : l'otaèdre gé-nérique. L'appliation de l'heuristique suivante peut se faire en onsidérant l'appli-ation de la règle de onstrution onsidérée dans les exemples préédents et d'unerègle de formation de repère :



3.3. Mise en ×uvre 103Si 3 points sont reliés par 3 ontraintes de distane, alors on peut onstruire la�gure modulo les déplaements :
si











distpp(X1, X2, X3)

distpp(X2, X4, X5)

distpp(X1, X4, X6)

alors











X1 = mkPoint(0, 0)

X2 = mkPoint(X3, 0)

X4 = inter2spl(X1, X5, X2, X6, mkP lan(0, 0, 1, 0))ave X3, X5 et X6 onnus et X1, X2 et X4 inonnus.
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C
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FFig. 3.3 � Reparamétrisation de l'otaèdre par haînage arrièreLa ontrainte distpp(A, B, k1) est supprimée lorsqu'on onsidère la règle de on-strution ave A omme inonnue X1. Le point A est alors onstruit à partir despoints E, C et D.La résolution se poursuit normalement ave la onstrution du point D à partirde E, C et F , et du point B à partir des points E, C et F .À la �n de la résolution, on tombe sur deux ontraintes de distanes reliant 3points et il su�t d'ajouter la ontrainte distpp(C, E, k13) pour obtenir un repère 3Dpour les déplaements au sens dérit dans l'annexe B. ⊳Chaînage avant L'heuristique par haînage avant onduit à se retrouver ave unmanque de ontraintes. Elle s'applique bien sûr après l'ajout d'un repère si le systèmeest bien ontraint modulo les déplaements. Le hoix des ontraintes à ajouter se faiten omplétant le motif séletionné. Il omporte des variables non instaniées et 'estdon par la onstrution d'un uni�ateur que la ontrainte à ajouter est formée.Les instaniations doivent se faire dans l'ensemble des paramètres pour desontraintes n'existant pas enore. Nous avons hoisi d'ajouter des ontraintes de dis-tane ar elles sont de degré 2 et ne sont don pas olusives pour les ontraintes re-tenues dans notre univers eulidien 3D. En e�et, il su�t de onsidérer les ontraintesde distanes au arré :
(xA − xB)2 + (yA − yB)2 + (zA − zB)2 = k2pour que l'on ait une solution pour toute valuation de k.Lorsqu'il ne reste plus d'inonnues, les ontraintes n'ayant pas été utilisées sontelles à rattraper.



104 Chapitre 3. RésolutionCompléter l'instaniation de MmAppliquer le motif et ajouter le terme dans le plan de onstrutionDéplaer l'objet inonnu vers les paramètresContrairement à l'heuristique par haînage arrière, on voit qu'il n'est pas nées-saire de onsidérer des règles de formation de repère trop omplexes. De plus, on nehoisit pas de ontraintes à enlever, le solveur travaille sur un énoné sur-ontraint.
⊲ Exemple 3.3.5Ave les mêmes règles que dans l'exemple préédent, nous appliquons dans etexemple l'heuristique par haînage avant.
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FFig. 3.4 � Reparamétrisation de l'otaèdre par hainage avantLes deux premières images de la �gure 3.4 montrent la onstrution d'un repère3D au sens donné dans l'annexe B. La ontrainte distpp(C, E, k13) est ajoutée àl'étape 3 a�n de pouvoir onstruire le point C à partir des points D, E et F .Ensuite, le point B est lassiquement onstruit à partir de E, C, et F et le point
A à partir des points C, D et E.À la �n de la résolution, il reste une ontrainte non satisfaite : la ontrainte
distpp(A, B, k1). ⊳DisussionsDans les deux heuristiques préédentes, le système S ′ obtenu est un systèmebien ontraint ar il est résolu de manière formelle au fur et à mesure de la k-transmutation.Bien sûr, les deux heuristiques ne donnent pas forément la même k-transmutationni même une transmutation minimale, même si 'est le as dans l'exemple de l'o-taèdre.Les avantages de es heuristiques sont :� la onstrutibilité dans U est assurée ;� les k ontraintes sont trouvées à la volée.Il existe pourtant des inonvénients parmi lesquels on peut iter :� omme toutes les heuristiques loales, on n'est pas assuré de trouver le oûtminimal ;� lorsque k devient grand, la taille du voisinage peut augmenter rapidement etralentir la reherhe de la ième ontrainte à hoisir surtout lorsqu'on onsidèreun grand nombre de règles ;



3.3. Mise en ×uvre 105� utiliser une ontrainte non olusive omme une ontrainte de distane peutonduire à produire des branhes d'évaluation en plus pour des solutions n'exis-tant pas dans S.3.3.2 Rattrapage NumériqueLes méthodes numériques tentent d'approher par approximations suessives lessolutions d'un système de ontraintes géométriques.L'appliation d'une tehnique de fore brute, omme l'éhantillonnage utilisé parGao et al., permet de trouver toutes les solutions mais devient prohibitif pour k > 1.Nous proposons d'utiliser l'itération de Newton-Raphson (NR) présentée dans lehapitre 2, qui a une onvergene quadratique quand elle onverge.Dans le adre de la reparamétrisation, le système à onsidérer S ′′ dépend d'unefontion paramétrée f(u1, . . . uk). Dans notre mise en ÷uvre, ette fontion paramé-trée est un plan de onstrution qu'il faut utiliser dans l'itération de NR. Cei posequelques problèmes que nous proposons de résoudre.De plus, l'évaluation des multi-fontions du plan de onstrution permet d'obte-nir plusieurs solutions. Le alul de toutes les solutions est relativement long et nousproposons d'avoir reours à la méthode du gel de branhe [EV01℄ pour hoisir unesolution � prohe � de l'esquisse.De plus, nous proposons de orriger les instabilités numériques dues à la repara-métrisation au niveau de :� l'initialisation ;� la disontinuité de l'espae des solutions.Gestion du plan de onstrutionLa méthode de Newton-Raphson lassique aepte en entrée :� un système de ontraintes sans paramètres ;� et une valuation initiale des inonnues.Dans notre adre, nous devons prendre en ompte les paramètres du plan deonstrution dans la méthode et don plusieurs solutions, et aluler une valuationinitiale pour S ′′ que nous avons appelé l'esquisse virtuelle.Paramètres Les inonnues u1, . . . , uk sont les paramètres du plan de onstrution.À haque itération de Newton-Raphson, es paramètres sont modi�és et une nouvelleévaluation du plan de onstrution doit être e�etuée.Le plan de onstrution passé en paramètre à NR ontient des multi-fontions.On peut le représenter par un arbre où les n÷uds sont des multi-fontions. Chaquebranhe de et arbre est une possible solution au système S ′.On peut don laner la orretion numérique pour haque branhe et ainsi obtenirdes solutions di�érentes pour S.



106 Chapitre 3. RésolutionCe nombre de branhes est majoré par le nombre de Bézout [Wik℄ qui donne lenombre maximal de solutions d'un système d'équations. Ce nombre onstitue uneborne maximum grossière qui orrespond à la multipliation des degrés des équa-tions mis en jeu dans le système de ontraintes. Comme nous le montrons sur lesexemples de la setion suivante, le nombre de branhes peut être grand et le tempsde résolution peut devenir prohibitif si l'on herhe toutes les solutions.Nous proposons de ne aluler qu'une seule solution la plus prohe possible del'esquisse.La tehnique du gel de branhe [EVSD02℄ est utilisée pour e�etuer le hoix de labranhe à évaluer. Le gel de branhe onsiste à utiliser le système de ontraintes dedépart ave toutes les valuations des inonnues et des paramètres lues sur l'esquisse.Mais, dans notre adre, e gel ne peut s'e�etuer diretement sur l'esquisse arelle ne onstitue pas une solution initiale du système S ′′ mais du système S.Esquisse virtuelle Dans la �gure 3.5, S0 est l'esquisse assoiée à S, S ′

0 est l'es-quisse reparamétrée assoiée à S ′, et S ′′

0 est l'esquisse virtuelle assoiée à S ′′.
S → S ′ → S ′′

↓ ↓ ↓
S0 → S ′

0 → S ′′

0Fig. 3.5 � Esquisse, esquisse reparamétrée et esquisse virtuelle
S0 est réupérée à partir des valuations numériques de l'interfae graphique.

S ′

0 est alulée à partir de S0 en mesurant les valeurs des ontraintes ajoutées et ensupprimant elles des ontraintes supprimées. En�n, S ′′

0 ontient toutes les valuationsnumériques issues de S0 et S ′

0.L'itération de Newton-Raphson adaptée à la reparamétrisation, notée NRk, a-epte don en entrée :� le système S ′′ = 〈CS′′, US′′, AS′′〉 =

〈











c1(o1(u1, . . . uk), . . . , on(u1, . . . uk))

. . .

ck(o1(u1, . . . uk), . . . , on(u1, . . . uk))

, {u1, . . . uk}, AS − A′

S〉ave o1, . . . , on les objets paramétrés résultats de f(u1, . . . uk) ;� le plan de onstrution f(u1, . . . , uk) permettant de produire
o1(u1, . . . uk), . . . , on(u1, . . . uk)� l'esquisse virtuelle S ′′

0 .En onsidérant un nombre d'itérations maximal I0, gel la fontion de gel debranhe, extrat une fontion qui extrait les valeurs des inonnues dans S ′′

0 , etjaobian qui alule le jaobien du système de ontraintes, l'algorithme NRk s'érit :
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Fig. 3.7 � Éhantillonnage d'une branhe de l'otaèdre, ave x la valeur de la distane
CE et f(x) la variation de la ontrainte de distane AB

fb(u1, . . . , uk) = gel(S′′

0,f(u1, . . . , uk))
x1, . . . , xk = extrat(u1, . . . , uk, S′′

0)
i = 1while (‖fb(x1, . . . , xk)‖ > ε && i ≤ I0){

J=jaobian(CS′′)
(x1, . . . , xk) = (x1, . . . , xk) − J−1 × fb(x1, . . . , xk)
i = i + 1}Fig. 3.6 � Algorithme de orretion numérique par l'itération de Newton-RaphsonSi l'on désire aluler l'ensemble des solutions, il su�t de parourir l'arbre desmulti-fontions du plan de onstrution à la plae du gel de branhe.InitialisationLa �gure 3.7 est un éhantillonnage d'une branhe de la solution formelle trouvéepour l'otaèdre générique ave l'heuristique par haînage avant. Le domaine de vali-dité de u pour que f(u) ait des solutions réelles, est, dans la pratique, très restreint.Lorsqu'il faut onsidérer le plan de onstrution f(u1, . . . , uk), les domaines des uisont d'autant plus di�iles à hoisir.L'initialisation du solveur numérique est don une phase ritique.



108 Chapitre 3. RésolutionL'initialisation que nous avons mis en plae se base sur l'esquisse S0 et l'esquissereparamétrée S ′

0 pour onstruire l'esquisse virtuelle S ′′

0 . Ainsi, pour ertaines valeursdes paramètres de S, l'évaluation totale du plan de onstrution ave les valeurs del'esquisse virtuelle éhoue, i.e. au moins un objet oi ∈ (o1, . . . , on) n'est pas onstru-tible ave es valeurs de ui ∈ (u1, . . . , uk).Il faut don modi�er l'esquisse virtuelle S ′′

0 pour qu'elle soit valide pour la fon-tion de onstrution de S ′′. Pour ela, nous proposons de aluler un fateur d'éhellepour que les valeurs des paramètres ajoutés soit ramenées dans un domaine où ilexiste des solutions pour le plan de onstrution.Ce fateur d'éhelle se traduit par un ÷�ient qui dépend du plan de onstru-tion pour haque paramètre.Dans un plan de onstrution, on appelle paramètres anêtres d'un objet o, l'en-semble des paramètres qui sont intervenus dans la onstrution de o, ou d'un objetdont dépend o.
⊲ Exemple 3.3.6Dans le plan de onstrution suivant :



















o2 = f1(o1,k1)

o3 = f2(o1, o2, k2, k3)

o4 = f3(o2,k4)

o5 = f4(o4,k5)Les paramètres anêtres de o5 sont les paramètres k5, k4 et k1. ⊳Ainsi, nous alulons une moyenne des quotients entre valeurs sur l'esquisse vir-tuelle Ks et valeurs Kv des paramètres dans S ′′ pour haun des a paramètresanêtres non ajoutés lors du remplaement de ontraintes. Cela donne un ÷�ientdu fateur d'éhelle pour un paramètre donné :
Cscale(ui) =

∑

Kv

Ks

aCe ÷�ient est bien sûr di�érent pour haque paramètre. Dans les expérienesque nous avons menées, e fateur d'éhelle permet d'obtenir une esquisse virtuelleprohe d'une évaluation numérique valide pour le plan de onstrution.Stabilité : Ajustement du pas d'itérationSi l'initialisation a permis de se retrouver prohe d'une solution, il se peut malgrétout que l'itération de Newton-Raphson ne la trouve pas.D'une part, lorsqu'il existe plusieurs solutions dans une branhe (f. �gure 3.8),l'utilisation de Newton-Raphson ne permet d'en trouver qu'une et e n'est pas for-ément elle dont l'esquisse virtuelle est la plus prohe.D'autre part, le fait que le domaine de dé�nition des inonnues soit restreint peutamener qu'un xi alulé à l'itération préédente sorte du domaine de validité.



3.3. Mise en ×uvre 109Par exemple, sur la �gure 3.8, si lors de l'initialisation, la valeur du paramètrevaut plus de 0.6, la orretion va trouver la solution en 2.6, alors que si sa valeur esten deçà, la pente de la tangente va onduire à sortir rapidement du domaine et lasolution en 0.2 ne sera pas trouvée.

Fig. 3.8 � Éhantillonnage d'une branhe de la solution à la pyramideUne stratégie adaptative de détermination du pas de l'itération a don été mise en÷uvre. Nous avons proédé en diminuant arbitrairement de 50% le pas de l'itérationlorsque Newton éhoue et en revenant à la dernière bonne valeur. Si au bout dedeux diminutions (1
4
de la orretion normalement appliquée), la solution n'a pasété trouvée, nous estimons qu'il n'en existe pas.Saut vers une branhe similaireComme le montre l'éhantillonnage d'une branhe dans le problème de l'otaèdre(f. �gure 3.9), haque branhe ne ontient pas forément une solution. En e�et,suivant les valeurs des paramètres, on peut tomber dans des as dégénérés (en généralsur-ontraints), où l'ajout d'une ontrainte de degré supérieur à elle enlevée, aintroduit une solution de S ′ ne véri�ant pas S.Du oup, le gel de branhe peut ne pas onduire forément à une solution numé-rique.On remarque que sur la plupart des éhantillonnages réalisés (f. �gures 3.7,3.8),des tangentes horizontales ou vertiales apparaissent souvent en extrémité des do-maines de validité. Ces tangentes indiquent le passage par des points singuliers dontl'évaluation suit en général une branhe prohe.De plus, nous avons expérimentalement remarqué que souvent, deux branhesprohes dans l'arbre de solutions semblaient former des moreaux de la même ourbe
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Fig. 3.9 � Ehantillonnage d'une branhe sans solutionsalgébrique (f. �gure 3.10).Dans le adre de la CAO, où une seule solution est désirée, onsidérer la branhela plus prohe de l'esquisse peut ne pas onduire à une solution. S'il n'existe pasde solution sur ette branhe partiulière, il faut en explorer une nouvelle et nousproposons de sauter de la branhe onsidérée vers la branhe la plus prohe ausens du veteur de multi-fontion, pour aluler une solution relativement prohe del'esquisse.Ce saut de branhe en branhe est une forme de � bak-jumping � lassique issudes CSP [De90℄. Nous l'appliquons sur l'arbre d'indie des multi-fontions à uti-liser, et la ondition de saut est l'impossibilité d'évaluer omplètement le plan deonstrution à partir d'une branhe donnée.
⊲ Exemple 3.3.7On onsidère dans et exemple des multifontions de degré 2 ave l'arbre des solu-tions de la �gure 3.11.Soit le veteur 0011 représentant une branhe d'évaluation ave les hoix e�etuésà haque multifontion : 0 pour la première solution et 1 pour la seonde.Si la quatrième multi-fontion éhoue, la branhe 0010 ne sera jamais évaluée etle saut par branhe similaire va permettre d'arriver à la branhe 0001. ⊳Si les solutions numériques produites par l'évaluation du plan de onstrutionsont bien des solutions alors notre méthode est orrete. Bien sûr, elle n'est pasomplète ar l'utilisation de Newton-Raphson nous fait perdre des solutions.
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Fig. 3.10 � Éhantillonnage de deux branhes prohes pour la pyramide
0

0

1

0 1

0

1Fig. 3.11 � Saut vers la branhe similaire la plus prohe.3.4 ExemplesNous avons réalisé un prototype nous permettant de valider notre mise en ÷uvrede la reparamétrisation. Les tests présentés ii portent tous sur l'heuristique dehaînage avant ave gel de branhe lorsque ela n'est pas préisé. Les exemples detests sont exprimés dans l'univers géométrique des polyèdres.Cet univers permet notamment de représenter la lasse des problèmes des molé-ules (points et distanes) très étudiée en himie et biologie moléulaire (f. [BP07℄),et la lasse des problèmes de polyèdres qui présente en plus des ontraintes de o-planarité.L'univers géométrique des polyèdres est dérit dans l'annexe A.2. C'est une res-trition de l'univers eulidien 3D aux objets points et plans. Cette rédution d'uni-vers nous permet de dé�nir simplement les polyèdres par des points et des ontraintesde distane et d'inidene point/plan.Le leteur pourra trouvera dans l'annexe C les problèmes dérits en Gml et les�gures obtenues dans Axel, un modeleur algébrique existant, développé par Julien



112 Chapitre 3. RésolutionWintz à l'INRIA de Nie Sophia-Antipolis, auquel nous avons ajouté une interfaede modélisation par ontraintes. Ce modeleur propose entre autres la visualisationd'objets omposés de points et de plans mais surtout de ourbes et de surfaes dé-rites par des équations algébriques. Nous avons ajouté la possibilité de visualiser etde poser des ontraintes de distane entre points et des oplanarités entre points.3.4.1 Polyèdres élémentaires k-quasi-déomposablesNous ommençons par onsidérer des exemples de polyèdres élémentaires nées-sitant une transmutation pour être résolus :� la pyramide lassique,� le amembert générique,� la pyramide à base pentagonale,� la pyramide à base hexagonale,� l'antiprisme d'ordre 4,� l'étoile de mer.La pyramide lassique est omposée de 5 points dont 4 forment une base quadri-latérale.La pyramide à base pentagonale (�gure 3.12) est omposée de 6 points dont 5forment la base et la pyramide hexagonale de 7 points dont 6 forment la base.

Fig. 3.12 � Pyramide à base pentagonaleLe amembert générique est ainsi nommé ar 'est un pentaèdre ave 3 faesquadrilatérales qui ressemble à une part de amembert (f. �gure 3.13). Si les troisquadrilatères sont des parallèlogrammes, alors le système de ontraintes est dégénéréet non rigide.
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Fig. 3.13 � Le amembertL'étoile de mer (�gure 3.14) est un polyèdre à 7 sommets et 10 faes triangulaires.Deux sommets sont de degré 5 et les autres sont de degré 4. Ces derniers ne sontpas forément oplanaires.

Fig. 3.14 � L'étoile de merL'antiprisme d'ordre 4 (�gure 3.15) est omposé de deux faes quadrilatérales etde 8 faes triangulaires de telle sorte que les sommets soient tous de valene 4.

Fig. 3.15 � L'antiprisme d'ordre 4Pour es polyèdres élémentaires, nous avons les nombres de Bézout suivant :



114 Chapitre 3. RésolutionPolyèdres élémentaires Nombre de BézoutPyramide 28 soit 256Camembert 29 soit 512Pyramide à base pentagonale 210 soit 1024Pyramide à base hexagonale 212 soit 4096Étoile de mer 214 soit 16 384Antiprisme d'ordre 4 216 soit 65 536Ave la tehnique du gel de branhe, nous obtenons une solution pour haun dees polyèdres minimaux non triviaux :Polyèdres Objets Contraintes k Tps (ms) Nb. sol. Tps (min)Pyramide 5 9 1 41 16 0.0.134Camembert 6 12 2 46 16 0.0.142Pyramide/pentagonale 6 12 2 55 16 2.10.941Pyramide/hexagonale 7 15 3 108 48 0.3.099Étoile de mer 7 14 1 103 16 0.0.409Antiprisme d'ordre 4 9 20 2 216 71 5.44.830En appliquant une reherhe exhaustive, on remarque que les k-transmutationsobtenues sont des transmutations minimales. Ainsi, la pyramide et l'étoile de mersont des problèmes quasi-déomposables pour notre méthode. Les problèmes de lapyramide à base pentagonale, de la part de amembert et de l'antiprisme d'ordre4 sont 2-quasi-déomposables et seule la pyramide à base hexagonale est 3-quasi-déomposable.Les temps de résolution pour obtenir une unique solution sont indiqués dansla 5ème olonne. Ils sont tous inférieurs à la seonde e qui permet d'espérer unerésolution quasi-interative dans un modeleur par ontraintes.Le nombre de solutions trouvées pour haun des éléments est très éloigné desnombres de Bézout qui indiquent le nombre de branhes à traiter pour l'évaluation.Les polyèdres présentés sont très symétriques et l'on pourrait s'attendre à e qu'ily ait un nombre pair de solutions. Ce n'est pas le as de l'antiprisme où l'évaluationd'une branhe de l'arbre des solutions n'a pas permis à la méthode de Newton-Raphson de trouver une solution numérique.On peut noter que les temps pour plusieurs solutions sont relativement orretssauf pour la pyramide à base pentagonale et l'antiprisme. Dans es as là, en e�et,de nombreuses branhes possèdent des points de singularité qu'il faut explorer endiminuant le pas d'itération.Les déompositions obtenues s'apparentent à un déoupage en tétraèdres. Avedes strutures adéquates et en déoupant ombinatoirement un polyèdre en tétra-èdres, on peut penser obtenir une méthode e�ae pour es polyèdres. Mais, la� tétraèdrisation � n'est intéressante que pour des problèmes de petite taille.La �gure 3.16 représente une solution au problème de la pyramide à base penta-gonale a�hée dans le prototype Axel.
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Fig. 3.16 � Pyramide à base pentagonale3.4.2 Polyèdres pseudo-platoniiensLes polyèdres pseudo-platoniiens sont les 5 polyèdres réguliers lassiques aux-quels on enlève la propriété de régularité :� le tétraèdre,� l'otaèdre,� l'hexaèdre,� l'iosaèdre,� le dodéaèdre.Pour les polyèdres pseudo-platoniiens, nous avons les nombres de Bézout sui-vant : Polyèdre Pseudo-Platoniien Nombre de BézoutTétraèdre 26 soit 64Otaèdre 212 soit 4096Hexaèdre 212 soit 4096Iosaèdre 230 soit 1 073 741 824Dodéaèdre 230 soit 1 073 741 824Le tétraèdre ne néessite auune transmutation. C'est une exemple 3D minimalet trivial, e qui n'est pas le as des 4 autres qui néessitent l'appliation de lareparamétrisation.



116 Chapitre 3. RésolutionPolyèdres Objets Contraintes k Temps (ms)Otaèdre 6 12 1 75Hexaèdre 8 12 3 div (1000)Iosaèdre 12 30 3 1136Dodéaèdre 32 90 7 div (13000)L'otaèdre est un as très simple ne néessitant qu'une 1-transmutation. L'ota-èdre est intuitivement la réunion de deux pyramides à ei près, que la base n'estpas forément plane.L'hexaèdre et l'iosaèdre sont des problèmes 3-quasi-déomposables, alors que ledodéaèdre est un problème 7-quasi-déomposable.Les temps de résolution de l'iosaèdre est d'environ une seonde, e qui resteaeptable. Par ontre, pour l'hexaèdre et le dodéaèdre, la méthode de Newton-Raphson n'arrive pas à rattraper les ontraintes et nous indique au bout d'un tempsraisonnable qu'auune solution n'a été trouvée. La raison pour laquelle l'algorithmede Newton-Raphson diverge (div) pour haque branhe est que l'esquisse utilisée nerespete pas les ontraintes de oplanarité. En e�et, les valeurs alulées sur l'esquissepour les paramètres ajoutés sortent du domaine de validité lorsque les ontraintesd'inidenes ne sont pas respetées. L'algorithme présenté est don intimement dé-pendant de l'interfae.3.4.3 D'autres dodéaèdresNous présentons dans ette setion deux exemples de polyèdres à douze faesmoins onnus que le dodéaèdre ommun. Ce sont deux polyèdres de Catalan, duauxdes solides arhimédiens dont les faes sont toutes identiques et les sommets tousréguliers (de même degré).Triaki-tétraèdreLe triaki-tétraèdre est omposé de 8 points et de 18 ontraintes de distanes (voirannexe C.3.1) et son nombre de Bézout est 218 =262 144. La �gure 3.17 montre letriaki sous forme d'un problème de moléule et la �gure 3.18 sous forme d'une pro-jetion planaire élatée au niveau d'un sommet. Sa représentation en 3D (f. �gureC.7), permet de se rendre ompte de la relative simpliité de e dodéaèdre.En e�et, la reparamétrisation du triaki-tétraèdre néessite au minimum une 1-transmutation (p1-p5, p1-p6, ou p1-p7 dans la �gure �gure 3.18). Et une solutionnumérique est trouvée en 168 ms lors du gel de la branhe topologiquement la plusprohe de l'esquisse.En as de reherhe de l'ensemble des solutions disponibles, le solveur propose128 solutions en 362 ms. Deux solutions sont présentées dans les �gures C.8 et C.9.Pseudo-Dodéaèdre RhombiqueLe pseudo-dodéaèdre rhombique est un plus gros dodéaèdre que l'exemple pré-édent (voir annexe C.3.2) puisqu'il est formé par 14 points, 12 plans, 24 ontraintes
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Fig. 3.17 � Représentation sous forme de moléule du triaki-tetraèdre
p1

p2 p3

p4

p5

p6

p7

p8

p8

p8Fig. 3.18 � Le projetion planaire élatée du triaki-tétraèdrede distanes et 48 inidenes points/plans. Son nombre de Bézout est de 224 =16777 216.Il est omposé de 12 quadrilatères qui sont des losanges lorsque les ontraintesde distanes sont positionnées pour former un vrai dodéaèdre rhombique C.10.La reparamétrisation propose une 5-transmutation mais la orretion numériqueà partir d'une esquisse où les oplanarités ne sont pas respetées éhoue en 8s.



118 Conlusion du hapitreConlusion du hapitreLa résolution formelle de systèmes de ontraintes géométriques 3D est un pro-blème di�ile. D'une part, les méthodes à base de onnaissanes géométriques sontdi�ilement appliables du fait de l'explosion du nombre de as partiuliers à onsi-dérer en 3D. D'autre part, la déomposition de systèmes de ontraintes, qui est lastratégie la plus e�ae en 2D, se heurte à des problèmes irrédutibles qui sont po-tentiellement grands. Nous avons proposé dans e hapitre une méthode hybride,nommée reparamétrisation, qui permet premièrement d'appliquer les méthodes for-melles à base de onnaissanes géométriques à la 3D, et deuxièmement de déompo-ser ertains gros systèmes irrédutibles 3D que nous avons nommés systèmes quasi-déomposables pour une méthode de déomposition donnée. Notre méthode permetde résoudre es systèmes et de proposer un sous-ensemble des solutions possibles.Même si les heuristiques que nous proposons permettent d'appliquer ette mé-thode à de gros problèmes de ontraintes, il reste que la orretion numérique pourles systèmes dont les esquisses virtuelles ne respetent pas les ontraintes d'inideneséhouent. De plus, pour ette orretion numérique, nous avons utilisé l'algorithmede Newton-Raphson qui outre les problèmes d'initialisation et de stabilité que nousavons orrigés, nous fait perdre la omplétude. Parmi les améliorations que nousomptons mettre en ÷uvre, l'utilisation de méthodes de orretion omplètes ommel'homotopie ou l'arithmétique des intervalles (nous pensons aux méthodes de suivide ourbe et aux méthodes de Newton-Raphson par intervalles) est une priorité. Ilen est de même des heuristiques de hoix des ontraintes à remplaer qui pourraitse baser sur d'autres stratégies de reherhe.Des exemples 3D de polyèdres ont été résolus e�aement par notre méthode.Mais la validation de e type d'algorithme, ainsi que la déouverte de nouveaux pointsd'ahoppements dans la reherhe de méthodes e�aes en 3D passe par la mise enommun des algorithmes proposés et surtout de l'univers dans lequel ils s'appliquent.Dans e but, la réalisation de nos prototypes a été e�etuée au sein d'une plateforme(présentée dans le hapitre suivant) apable de prendre en ompte l'intégration rapided'univers géométriques, et de nouvelles méthodes de résolution.



Chapitre 4Mise en ÷uvreLes prototypes dérits dans les setions préédentes prennent en paramètre un universgéométrique qui permet de spéi�er la syntaxe et la sémantique utilisée par l'interfae et larésolution.Dans la pratique, e paramètre doit être dérit dans un format de �hier adapté pourpouvoir failiter la dé�nition et l'éhange d'univers géométriques mais aussi de systèmesde ontraintes géométriques et de solutions. La reherhe d'un tel format a onduit audéveloppement d'un langage basé sur XML : le Geometri Constraints Mark-up Languageou Gml.Le développement de solveurs prenant en ompte e paramètre est failité par l'utilisa-tion d'une arhiteture orientée objet. Celle-i permet d'aélérer leur intégration au seinde modeleurs par ontraintes omme elui dérit au hapitre 2.Pour permettre une utilisation plus e�ae et plus simple de ette plate-forme logi-ielle, un outil est proposé permettant de générer automatiquement du ode optimisé pourla résolution et l'interfae à partir de la desription d'un univers géométrique.Sommaire4.1 Geometri Constraint Markup Language . . . . . . . . . 1204.1.1 Desription de la syntaxe . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1204.1.2 Desription de sémantiques . . . . . . . . . . . . . . . . . 1234.1.3 Vers un format d'éhange . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1254.2 Arhiteture pour la résolution de ontraintes . . . . . . 1274.2.1 Noyau . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1284.2.2 Sémantique d'univers eulidien . . . . . . . . . . . . . . . 1314.2.3 Solveurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1374.3 Méta-ompilation d'un univers géométrique 3D . . . . . 1414.3.1 Génération de solveurs onstrutifs . . . . . . . . . . . . . 1424.3.2 Génération de solveurs à base de graphes . . . . . . . . . 1454.3.3 Génération de solveurs à base d'équations . . . . . . . . . 146



120 Chapitre 4. Mise en ×uvreDans les hapitres préédents, le lien qui unit univers géométrique d'une partet interfae et résolution d'autre part a été mis en évidene. Si la formalisation desnotions d'univers, de système, et de solution a permis de montrer omment guiderl'interation et les méthodes de résolution, il n'en reste pas moins que ette approhereste abstraite. Le but de e hapitre est de montrer omment e formalisme est pra-tiquement mis en ÷uvre.Dans la première setion, la struture du langage Gml est détaillée et l'aentest mis sur la di�éreniation des desriptions de la syntaxe et de la sémantique desunivers géométriques. Une arhiteture orientée objet où s'insrivent des solveursgéométriques, et équationnels est ensuite dérite. En�n, un outil pour la ompilationautomatique d'univers géométriques et de ses sémantiques vers di�érents domainesd'appliation est présenté.4.1 Geometri Constraint Markup LanguageLe Gml [WSMF06℄ est un langage basé sur XML qui permet de dérire à lafois des univers et des systèmes de ontraintes géométriques dans le adre dé�ni auhapitre 1. La desription de la syntaxe et de la sémantique d'univers géométriquesse passe au niveau méta : la syntaxe du Gml est une méta-syntaxe. Cependant,pour éviter d'alourdir le disours, nous parlerons simplement de shéma du Gml,et de la syntaxe des univers géométriques.Le shéma du Gml est dé�nie par un ensemble de mots-lés (les balises) formantun adre dans lequel l'univers géométrique n'est pas �gé, elui-i pouvant être mo-di�é et étendu par simple modi�ation du �hier Gml. Les systèmes de ontraintesgéométriques sont dérits également en Gml, en respetant la syntaxe de l'universgéométrique assoié.La distintion entre la syntaxe et les sémantiques d'univers géométriques permetde mettre en valeur les interprétations possibles d'un même univers et de ombinerainsi plusieurs desriptions sémantiques omplémentaires. C'est aussi e qui permetde séparer résolution formelle et résolution numérique.4.1.1 Desription de la syntaxeDans ette setion, nous présentons, au travers d'un exemple, la partie du langageGml qui permet de dé�nir la syntaxe d'un univers géométrique et des systèmes deontraintes qui s'y rapportent.Univers géométriqueConformément à la dé�nition formelle présentée dans le hapitre 2, la syntaxede l'univers géométrique se déompose en :� un ensemble de sortes ;� un ensemble de symboles fontionnels ;



4.1. Geometri Constraint Markup Language 121� un ensemble de symboles prédiatifs ;� un ensemble d'axiomes.Les balises traduisant es notions sont respetivement :� sorts, qui ontient un ensemble de haînes de aratères dé�nissant les sortes ;� fsymbols, qui ontient un ensemble de symboles et leur arité et oarité ;� psymbols, qui ontient un ensemble de symboles et leur arité ;� axioms, qui ontient l'axiomatique de l'univers.La �gure 4.1 illustre ette partie du shéma Gml ave un exemple d'universgéométrique 3D simple, omposé de points, de longueurs et de ontraintes de distaneentre points.Pour des raisons pratiques, le Gml est prévu pour distinguer plusieurs typesd'axiomes :� les propriétés, pour dérire les relations propres à un symbole, omme parexemple la ommutativité ;� les axiomes onstrutifs, qui dérivent par exemple les onstrutions géomé-triques ;� les axiomes de repères, indiquant les éléments à �xer pour produire des solu-tions partiulières.Les balises traduisant es di�érentes parties de l'axiomatique sont :� properties ;� onstrution ;� loation.Ces axiomes sont struturés par deux balises exprimant une ondition : if et thenpermettant de di�érenier les prémisses des onlusions d'une règle.Pour plus de souplesse dans la dé�nition de problèmes de ontraintes géomé-triques, les parties syntaxiques et sémantiques d'un même univers sont référenéespar un lien vers un �hier externe. Par exemple, si l'univers préédent est ontenudans le �hier appelé simple3d_syntax.gml, on peut alors y référer par :<gml><universe><syntax ref="simple3d_syntax.gml" /></universe></gml>Système de ontraintes géométriquesUn système de ontraintes est onstitué d'inonnues, de paramètres et de ontraintes.Le langage Gml regroupe don dans la partie délimitée par la balise gs (geometrionstraint system), la partie du shéma suivant :� unknowns, l'ensemble des inonnues typées par des sortes de l'univers géomé-trique onsidéré ;� parameters, l'ensemble des paramètres typés également ;� onstraints, l'ensemble des ontraintes portant sur les entités dé�nies par lesdeux balises préédentes.



122 Chapitre 4. Mise en ×uvre<gml><universe><syntax><sorts>pointsalar</sorts><fsymbols><!-- Coordonnées d'un point -->initPoint : salar salar salar -> point<!-- Intersetion de deux sphères et du plan xOy -->interxOy : point salar point salar -> point<!-- Intersetion de trois sphères -->mkPoint : point salar point salar point salar -> point</fsymbols><psymbols><!-- Distane entre deux points -->distpp : point point salar</psymbols><axioms><properties><!-- Propriété de ommutativité de la distane --><property> distpp(p1,p2,l)=distpp(p2,p1,l) </property></properties><loation><!-- Formation d'un repère --><if>distpp(p1,p2,l1)distpp(p2,p3,l2)distpp(p3,p1,l3)</if><then>p1=initPoint(0,0,0)p2=initPoint(l1,0,0)p3=interxOy(p1,l1,p2,l2)</then></loation><onstrution><!-- Règle de onstrution --><if>distpp(p1,p2,l1)distpp(p1,p3,l2)distpp(p1,p4,l3)</if><then>p1=mkPoint(p2,l1,p3,l2,p4,l3)</then></onstrution></axioms><syntax></universe></gml> Fig. 4.1 � Univers géométrique 3D simple



4.1. Geometri Constraint Markup Language 123<gml><universe><syntax ref="simple3d_syntax.gml" /></universe><gs><syntax><parameters>salar l1 l2 l3 l4 l5 l6</parameters><unknowns>point p1 p2 p3 p4</unknowns><onstraints>distpp(p1,p2,l1)distpp(p2,p3,l2)distpp(p3,p1,l3)distpp(p4,p1,l4)distpp(p4,p2,l5)distpp(p4,p3,l6)</onstraints></syntax></gs></gml> Fig. 4.2 � Desription d'un tétraèdreDans l'univers de la �gure 4.1, un tétraèdre dont les longueurs des six �tés sontimposées, peut être dérit syntaxiquement par le système de ontraintes de la �gure4.2.4.1.2 Desription de sémantiquesUnivers géométriquePlusieurs sémantiques di�érentes peuvent être assoiées à une même syntaxe (f.hapitre 1). Il su�t de faire orrespondre aux sortes et symboles de la signature deséléments qui pourront être interprétés/ompilés par la suite. Voii quelques séman-tiques possibles :� une sémantique ombinatoire, indiquant les degrés de liberté et les degrés derestrition ;� une sémantique artésienne, qui exprime les variables et les équations arté-siennes des sortes et des symboles ;� une sémantique graphique, qui dé�nit l'a�hage des objets et des ontraintes ;� une sémantique textuelle, qui traduit textuellement un problème de ontraintesgéométriques exprimée en Gml ;� une sémantique programmatoire ou opérationnelle, qui dérit une implantationdans un langage de programmation partiulier.



124 Chapitre 4. Mise en ×uvre<semantis><semanti name="textuelle"><point>Soit un point %name.</point><salar>Soit un réel %name.</salar><distpp>La distane entre %arg1 et %arg2 est %arg3.</distpp></semanti><semanti name="artésienne"><point>réel �x,�y,�z</point><length>réel �l</length></semanti><semanti name="C++"><use name="artésienne"/><point>lass Point{ private :float %x, %y, %z;publi :Point(float x,y,z) : %x(x), %y(y), %z(z)};</point><initPoint>Point initPoint(float x, float y, float z){ return Point(x,y,z)}</initPoint></semanti><semanti name="graphique"><use name="C++"/><point>glVertex(%x, %y, %z)glPrint(%name, %x + 0.1, %y, %z)</point><length>glPrint("%name=%l", 0,0,0)</length><distpp>glBegin(GL_LINE)$point(%arg1)$point(%arg2)glEnd()glPush()glTranslate((%arg1.%x + %arg2.%x)/2,(%arg1.%y + %arg2.%y)/2,(%arg1.%z + %arg2.%z)/2)$length(%arg3)glPop()</distpp></semanti></semantis> Fig. 4.3 � Exemple de sémantiques



4.1. Geometri Constraint Markup Language 125Ainsi, la balise semantis englobe des balises semanti dans lesquelles le nomde la sémantique assoiée est dé�ni par un attribut. Les balises suivantes portent lenom des sortes et des symboles dé�nis dans la signature.En reprenant l'univers géométrique de la �gure 4.1, la �gure 4.3 donne quatresémantiques (textuelle, artésienne, C++ et graphique en pseudo-ode OpenGL)dans le format Gml.Des aesseurs faisant parti du langage d'interprétation de la sémantique sontdé�nis. Pour les sortes, il s'agit de %name qui orrespond au nom du littéral. Pourles symboles, les noms des littéraux assoiés aux arguments sont dé�nis par %arg1,%arg2, ..., %argi.L'utilisation de � devant une haîne de aratères permet de dé�nir un élémentinterprétable dans une autre sémantique. Et l'utilisation de $ devant une haîne quiest soit une sorte, soit un symbole fait référene à la sémantique assoiée à l'élémentpassé en argument. Ainsi, ertaines sémantiques peuvent être dépendantes d'autressémantiques, e qui est spéi�é par l'utilisation de la balise use.Système de ontraintes géométriquesLe pendant sémantique des systèmes de ontraintes équivaut à une valuationdes variables. Dans le format Gml, deux types de valuations sont onsidérés selonqu'elles orrespondent aux informations tirées de l'esquisse (balise sketh) ou à desvaleurs produites par un solveur (balise valuation).Dans l'exemple de la �gure 4.4, la partie sketh ontient les valeurs réelles desdistanes entre les points, alulées par le modeleur lors de la saisie de l'esquisse.Ces valeurs sont alulées grâe à une sémantique opérationnelle assoiée à l'uni-vers géométrique.La partie valuation ontient un plan de onstrution qui ontient des distanesdont les valeurs numériques ont été proposées par l'utilisateur.Préisons que les valeurs assoiées aux variables sont onformes à la signatureannonée dans l'univers géométrique et que les termes peuvent être de profondeurquelonque.4.1.3 Vers un format d'éhangeLe shéma du Gml, que nous venons de dérire, peut être utilisée omme unformat d'éhange. En e�et, la plupart des formats d'éhanges existant en CAO[WSMF06℄ ne sont pas pensés pour manipuler des systèmes de ontraintes géomé-triques. Les normes issues du dessin tehnique sont elles-mêmes insu�santes pourspéi�er un problème de ontraintes ar elles n'englobent pas les ontraintes impli-ites, les ambiguïtés dues aux représentations et à la dé�nition de ertains objets,omme par exemple les angles (f. hapitre 2 setion 1).De plus, les ateurs de la ommunauté des ontraintes géométriques utilisentdes formalismes internes di�érents et il n'existe pas de base de données ommune



126 Chapitre 4. Mise en ×uvre<semanti><valuation>l1=3l2=4l3=5l4=1l5=2l6=1p1=initPoint(0,0,3)p2=initPoint(l1,0,3)p3=initPoint(l1,l2,3)p4=mkPoint(p1,l4,p2,l5,p3,l6)</valuation><sketh>p1=initPoint(0,0,3)p2=initPoint(1.67,0,3)p3=initPoint(1,3,4)p4=initPoint(0,2,1)l1=2.5777l2=3.4564l3=4.2311l4=1.0121l5=0.1223l6=3.8778</sketh></semanti>Fig. 4.4 � Sémantique du SCG dérit à la �gure 4.2d'exemples permettant à tous de tester, valider et omparer les solveurs proposés.Ces tests, quand ils ont lieu, sont issus de onversions � manuelles � qui néessitentun investissement onséquent.La prinipale qualité du format proposé, est de favoriser les éhanges en permet-tant de dé�nir formellement le passage d'une signature à une autre en indiquant lemorphisme adapté.De plus, baser Gml sur XML présente de nombreux avantages : la lisibilité,l'existene et la failité d'ériture de parsers, la apaité d'y assoier des feuilles destyles pour le visualiser, ou des grammaires pour en ontr�ler la validité syntaxique,et. [Win05℄Dans la setion suivante, nous dérivons l'arhiteture pour la résolution deontraintes géométriques que nous avons mise au point ave le Gml. L'automa-tisation du proessus de passage d'un univers à une appliation est présenté dans ladernière setion de e hapitre. L'implantation que nous avons retenue est en C++mais il est possible de s'a�ranhir de e langage et d'en utiliser un autre en redé-�nissant la sémantique opérationnelle dans l'univers et le méta-ompilateur. Ainsi,un utilisateur �nal peut se onentrer sur la oneption de son solveur à l'aide denos outils à la ondition qu'il utilise le C++, mais peut très bien hanger de langage



4.2. Arhiteture pour la résolution de ontraintes 127en redé�nissant simplement la sémantique dont il a besoin.4.2 Arhiteture pour la résolution de ontraintesL'arhiteture proposée ii reprend et étend elle déjà mise en plae dans l'équipeIGG du LSIIT. Elle repose sur un ensemble de bibliothèques permettant de tirer plei-nement parti de la modularité de l'arhiteture.Le shéma de la �gure 4.5 en présente les di�érentes briques logiielles. Au entrese trouve le noyau, nommé GLib, onstitué d'interfaes permettant de faire le lienentre les données issues du Gml, via la GmlLib, et les di�érentes sémantiques quenous avons développées sous forme de bibliothèques :� une sémantique géométrique ontenant un ensemble ourant d'objets géomé-triques en 2D et en 3D et les di�érentes opérations assoiées, nommée Geom-Lib ;� une sémantique algébrique dé�nissant des systèmes d'équations, nommée Al-gebraiLib ;� une sémantique numérique ontenant des strutures pour le alul numérique,nommée NumeriLib ;� une sémantique ombinatoire, ontenant des strutures et des opérations surles graphes, nommée GraphLib ;� une sémantique onstrutive, permettant la résolution par des systèmes ex-perts, nommée EsLib.
GcLib

AlgebraicLib NumericLib

GcmlLib

EsLib

GeomLib

GraphLibFig. 4.5 � Shéma de la plate-forme pour la résolution de ontraintesNous allons, dans ette setion, dérire le noyau et détailler les solveurs géomé-triques et équationnels développés à partir des sémantiques algébriques, numériques,ombinatoires, et onstrutives.Les interations ave le Gml sont dérites à la setion suivante et notamment,l'expression des méanismes néessaires à la tradution automatique de sémantiquesnormalisées vers une sémantique opérationnelle.



128 Chapitre 4. Mise en ×uvreLa desription de haque élément est faite en 2 niveaux : nous exposerons àhaque fois les prinipes mis en jeu d'un point de vue génie logiiel puis nous dérironsertains détails d'implantation. Dans un soui de simpli�ation de l'exposé, ertainsaspets plus tehniques onernant l'implantation sont dérits dans des paragraphesportant la mention � Détails tehniques �, qui pourront être omis en première leture.4.2.1 NoyauLe noyau se présente sous la forme d'une bibliothèque omposée d'un ensemblede onteneurs pour les éléments syntaxiques et sémantiques.
Solveurs

Solution

Gcs
Sémantique

Signature

Termes

Propriétés

Syntaxe

Sigma−algèbreSigma−algèbreSigma−algèbreSigma−algèbreSigma−algèbreSigma−algèbre
Sigma−algèbres

Fig. 4.6 � Shéma du noyau pour la résolution de ontraintesLe shéma de la �gure 4.6 permet d'y distinguer :� la syntaxe de l'univers géométrique ave sa signature, ses termes et son axio-matique ;� le système de ontraintes (Gs) dé�ni par rapport à l'univers géométrique ;� les solutions ;� une normalisation de l'interfae des solveurs ;� les sémantiques de l'univers géométrique (Σ-algèbres).Détails tehniquesLe noyau est prinipalement omposé d'interfaes développées en C++ pourpermettre de ombiner e�aité et réutilisation.L'utilisation de motifs de oneption (Design Pattern) permet de rendre leode plus lisible et surtout réutilisable même en as de modi�ations internesdes strutures. De plus, toute lasse hérite d'une lasse mère uni�ant les en-trées/sorties du programme pour plus de simpliité dans la gestion de l'inter-fae.Le travail d'implantation représente au total environ 35 000 lignes de odeC++. �Syntaxe d'un univers géométrique, d'un système de ontraintes, et d'unesolutionSuivant la dé�nition lassique, la signature est omposée de trois ensembles :un ensemble de sortes S, et deux ensembles de symboles F et P ave les fontionsd'arité et de o-arité.



4.2. Arhiteture pour la résolution de ontraintes 129L'implantation d'une lasse de onstrution des termes permet la générationautomatisée de termes valides de profondeur quelonque respetant une signaturedonnée.La signature peut bien sûr être enrihie ou appauvrie dynamiquement. Dans edernier as, un pré-traitement des termes est appliqué pour supprimer les termesnon-valides.Détails tehniquesLes sortes et les symboles sont simplement dérits par une haîne de aratères.On distingue plusieurs termes héritant d'une lasse Term ommune :� le terme vide qui véri�e le motif de réation singleton, qui restreint l'instan-iation d'une lasse à un seul objet ;� les variables qui sont représentées par une haîne de aratères assoiée àune sorte ;� et les termes omposés véri�ant le motif struturel omposite, dont le déno-minateur ommun est un symbole et un tableau de termes ;� et.La onstrution d'un terme n'est possible qu'à travers l'utilisation d'un motiffabrique dont le r�le est de produire le terme los ou inomplet de manièreorrete par rapport à la signature, suivant les arguments passés en paramètre.
�L'univers géométrique est omposé d'une signature et d'un ensemble d'axiomeslimités à l'expression des propriétés internes des symboles. Les propriétés que nousavons retenues sont des instanes identi�ées de propriétés omme par exemple laommutativité.Détails tehniquesUne propriété est implantée par le motif monteur qui permet de onstruiredes objets omplexes ommuns suivant des struturations di�érentes. Ainsi, lapropriété de ommutativité onsiste en un monteur abstrait qui ontient leséléments fontionnels pour fabriquer des termes ommutativement équivalents.Pour haque type de ommutativité, un monteur onret onstruit expliite-ment les termes suivant une struturation qui lui est propre. Ainsi, pour haquepropriété dérite dans l'univers géométrique, il est possible de onstruire au-tomatiquement un monteur onret basé sur la syntaxe des termes. �Un système de ontraintes (Gs pour geometri onstraint system) est une onjon-tion �nie de termes prédiatifs onstruits sur des variables réparties en deux en-sembles : les paramètres et les inonnues.RemarqueCes variables sont vues ommes des onstantes dans l'univers géomé-trique logique onsidéré. Les � vraies � variables apparaissent dans lesrègles.Ainsi, haque desription de système de ontraintes peut se baser sur la syntaxed'un univers géométrique dé�ni lui aussi dynamiquement.Les opérations lassiques sur les systèmes de ontraintes sont dé�nies :



130 Chapitre 4. Mise en ×uvre� l'union ;� la di�érene ;� la restrition par rapport à un ensemble de variables.On peut noter bien sûr qu'un Gs ne peut être dé�ni qu'à partir d'un univers géo-métrique ou à la rigueur d'une signature.Comme nous l'avons fait remarquer dans la desription de la sémantique d'unsystème de ontraintes géométriques, une solution peut être représentée par un plande onstrution où valeurs numériques et paramètres se �toient. D'un point de vueimplantation, nous avons pris le parti de di�érenier les valuations formelles desvaluations numériques.Ainsi, un plan de onstrution est naturellement omposé d'une liste de termeslos par rapport à la syntaxe de l'univers géométrique onsidéré. Évidemment, estermes los ne peuvent être que des termes fontionnels.Détails tehniquesÀ ause de la gestion de termes de profondeur non �xée, une opération defatorisation est utilisée pour pouvoir omparer deux plans de onstrutionsen ne omparant que deux termes. Cette fatorisation onsiste à érire un plande onstrution sous forme d'un terme de profondeur égale à la taille du plande onstrution.Par exemple, 









o1 = f1()

o2 = f2(o1)

o3 = f3(o1, o2)

donne le terme fatorisé : o3 = f3(o1 =

f1(), o2 = f2(f1())).La fontion de reherhe dans un plan potentiellement fatorisé, du termedé�nissant une variable donnée, est disponible au sein de ette struture. �Gestion des sémantiquesLe � réateur d'univers géométrique � dérit dans le �hier Gml la sémantiquequ'il désire en utilisant les méanismes mis en plae. Ainsi, la réalisation de nouvellessémantiques des sortes et des symboles mais aussi des termes est laissée au soindu développeur utilisant le noyau. Seuls des onteneurs permettant de gérer lesdi�érentes Σ-algèbres sont disponibles.Détails tehniquesAinsi, nous avons hoisi de proposer des interfaes dont les lasses implantant lasémantique devront hériter pour pouvoir béné�ier de la gestion d'une partiede la sémantique au niveau du noyau. Ces sémantiques sont alors stokéessous forme de tables de hahage et regroupées dans un onteneur nomméSigmaAlgebra pour une signature donnée. Une haîne de aratères permetde les distinguer.Une interfae nommée Values permet d'uniformiser la représentation des so-lutions dont la sémantique n'est pas un plan de onstrution au travers d'unetable de hahage nommée AssignationMap assoiant variables et Values.
�



4.2. Arhiteture pour la résolution de ontraintes 131SolveursL'interfae des solveurs est normalisée : un solveur est perçu omme un onteneurqui autorise l'aès à une solution et le parours de ses solutions.Cette interfae permet de ombiner les solveurs de manière uniformisée au seind'une approhe par déomposition en favorisant le parours de l'ensemble des solu-tions loales pour explorer toutes les solutions.Détails tehniquesL'implantation suit le motif de oneption lassique d'itérateur. Ce motif om-portemental permet d'uniformiser l'aès et le parours des solutions :template <lass TYPE>lass Iterator{publi :Iterator() {}virtual ~Iterator() {}virtual void begin()=0;virtual bool end()=0;virtual void next()=0;virtual TYPE urrentItem()=0;};On peut noter qu'il est souvent préférable d'un point de vue e�aité de rendreet itérateur dynamique, 'est-à-dire de ne générer une solution qu'au momentoù elle est demandée.
�Pour oller à notre approhe di�éreniant résolution symbolique et résolutionnumérique, nous distinguons deux types de solveurs : les solveurs numériques, quenous appelons assignateurs, et les solveurs symboliques.Détails tehniquesL'assignateur est alors un itérateur d'AssignationMap qui fontionne dans ununivers préis : une syntaxe d'univers géométrique et une Σ-algèbre, et unsolveur symbolique est par héritage un itérateur d'assignateur. �4.2.2 Sémantique d'univers eulidienLa Geomlib est une sémantique opérationnelle pour l'univers eulidien (f. ha-pitre 1) ontenant la sémantique équationnelle et la sémantique ombinatoire. Nousdérivons ii ette sémantique assoiée aux sortes de l'univers eulidien 3D : point,

droite, cercle, sphere et plan. Les fontions dérites orrespondent généralement àdes onstrutions à la règle et au ompas. Seule une partie de ette sémantique estdérite.La sémantique ombinatoire assoiée à une sorte ou à un symbole n'est pasforément égale aux nombres de variables ou d'équations dans la sémantique équa-tionnelle retenue. E�etivement, nous avons hoisi, pour des raisons de failité etd'intuition géométrique, de représenter les objets par des oordonnées et un en-semble de ontraintes permettant de rendre anonique la représentation hoisie.
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point : Un point est représenté lassiquement par ses trois oordonnées arté-siennes :

P = (xp, yp, zp)Un point en 3D a 3 degrés de liberté onformément à ses oordonnées artésiennes.
plan : Nous avons hoisi de représenter un plan par son veteur normal −→n =

(a, b, c) et sa distane d signée à l'origine. Ave ette représentation, il existe plu-sieurs valeurs a, b et c déterminant le même plan. Le veteur normal doit don êtrenormalisé pour avoir une représentation unique. Ainsi, les oordonnées du plan sont :
Π = (a, b, c, d)et l'ensemble des points (x, y, z) dérivant le plan Π véri�ent l'équation

ax + by + cz + d = 0La normalisation est e�etuée en onsidérant la ontrainte suivante :
|a| + |b| + |c| = 1Ce n'est pas la normalisation lassique qui fait intervenir des puissanes ar-rées. Nous avons préféré ette forme pour simpli�er les aluls pour la orretionnumérique dans la reparamétrisation.Un plan en 3D a 3 degrés de liberté, représentés par 3 réels : d et deux anglessur la sphère unitaire pour représenter le veteur normal −→n . Nous avons préféré unereprésentation ave 4 nombres réels, plus pratique pour les aluls mais qui introduitune équation en plus.

droite : Une droite en 3D est représentée par un point A(xA, yA, zA) et unveteur diretion −→v (α, β, γ). Comme pour le plan, il existe une in�nité de représen-tations possibles pour une même droite. Nous ajoutons don les ontraintes supplé-mentaires suivantes :� le point doit être à une distane minimale de l'origine, i.e. le produit salairede −→
OA par −→v doit être égal à zéro ;� le veteur est normalisé.Ainsi, une droite est représentée par :

∆ = (α, β, γ, xA, yA, zA)Le système d'équations s'érit naturellement :
{

β(x − xA) = α(y − yA)

γ(x − xA) = α(z − zA)



4.2. Arhiteture pour la résolution de ontraintes 133Les équations de normalisation supplémentaires à onsidérer sont :
{

αxA + βyA + γzA = 0

|α| + |β| + |γ| = 1Nous n'avons pas hoisi la représentation anonique d'une droite par deux équationsde plans. En e�et, ette représentation omportant 8 variables n'est pas très pratiqueà utiliser si on onsidère l'a�hage d'une droite.Une droite en 3D a 4 degrés de liberté. Ces degrés orrespondent à une repré-sentation à 4 réels : la distane à l'origine, deux angles sur la sphère unitaire et unangle sur le plan tangent à ette sphère.
cercle : Un erle en 3D est représenté par un point A(xA, yA, zA), un rayon r,et un plan Π. Ainsi, le erle a pour oordonnées :

C = (xA, yA, zA, r, a, b, c, d)Le système d'équations assoié est :
{

(x − xA)2 + (y − yA)2 + (z − zA)2 = r2

ax + by + cz + d = 0Ave l'équation supplémentaire :
|a| + |b| + |c| = 1Un erle dispose de 4 degrés de liberté qui sont les 3 degrés du plan Π plus le rayon r.

sphere : Une sphère en 3D est lassiquement représentée par : un rayon r etun point A(xA, yA, zA).Les oordonnées sont :
Σ = (xA, yA, zA, r)L'équation assoiée est :

(x − xA)2 + (y − yA)2 + (z − zA)2 = r2Une sphère dispose de 4 degrés de liberté qui représentent exatement sa représen-tation analytique.Symboles fontionnelsLes symboles fontionnels de l'univers 3D dérits dans la GmlLib sont desonstrutions géométriques lassiques.Assoier une sémantique ombinatoire à es symboles n'a auune utilité pourl'appliation de méthodes à base de graphes. Ainsi, nous détaillons ii la sémantiqueéquationnelle de quelques symboles, en montrant les aluls numériques e�etués,et les équations à résoudre. Certains aluls peuvent être dérits par une suite deonstrutions, omme par exemple le symbole inter3s qui dénote l'intersetion detrois sphères.
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inter2pl : L'intersetion de deux plans non parallèles donne une droite qu'il estfaile de représenter par les équations anoniques. Notre hoix de représentation parun point et un veteur de diretion, même si elle est pratique pour l'a�hage d'unedroite, néessite le alul expliite de ette intersetion.Soit −→n1 et −→n2 les veteurs normaux de π1 et π2, les plans onsidérés.Le produit salaire de deux veteurs est noté � . � et le produit vetoriel � ∧ �.Alors, la droite d'intersetion est dé�nie par :

δ =

{

A = −d1×t2+d2×t3
t1×t2−t2

3

×−→n1 + −d2×t1+d1×t3
t1×t2−t2

3

×−→n2

−→v = −→n1 ∧−→n2ave t1 = −→n1.
−→n1, t2 = −→n2.

−→n2 et t3 = −→n1.
−→n2.

interds : L'intersetion d'une droite δ = (A,−→v ) et d'une sphère σ = (B, r) peutdonner au maximum deux points. Dans e as là, il su�t de résoudre une équationde degré 2 : ax2 + bx + c = 0. Dans ette équation, nous avons :










a = −→v .−→v
b = −→v .

−→
OA −−→v .

−−→
OB

c =
−→
OA.

−→
OA +

−−→
OB.

−−→
OBLes solutions de ette équation sont la distane entre A et les points d'intersetion.Si le disriminant est négatif, il n'y a pas de solution ; si le disriminant est nul, iln'y a qu'une seule solution et s'il est positif, il y a 2 solutions.

planrad : Lorsque deux sphères de entres et de rayons respetifs A et B et r1et r2 se oupent, le plan radial ontient le erle de l'intersetion. Ce plan se aluleaisément par :
Πrad =



















a = −2(xA − xB)

b = −2(yA − yB)

c = −2(zA − zB)

d = (x2
A + y2

A + z2
A − r2

1) − (x2
B + y2

B + z2
B − r2

2)

inter3s : L'intersetion de trois sphères s1, s2 et s3 est failement alulable enappliquant la onstrution suivante :� aluler le plan radial π1 des sphères s1 et s2 ;� aluler le plan radial π2 des sphères s1 et s3 ;� aluler la droite δ intersetion de π1 et π2 ;� aluler les points d'intersetion entre δ et s1.Symboles prédiatifsLes symboles prédiatifs de l'univers eulidien 3D s'expriment sous forme d'équa-tions faisant intervenir des opérateurs trigonométriques pour les ontraintes d'angle



4.2. Arhiteture pour la résolution de ontraintes 135et de degré deux pour les distanes.Bien sûr, nous ne présentons pas les ontraintes d'inidene puisqu'elles ne sontque l'appliation des systèmes d'équations dé�nissant un objet, présentés plus haut,ombinées à ertaines ontraintes d'angle et/ou de distane. Par exemple, un point
(x, y, z) appartenant à un plan π doit véri�er l'équation du plan présentée i-dessus.Une droite A,−→v appartenant à un plan π doit véri�er une ontrainte de parallélismeet l'appartenane de A à π.Contraintes d'angles Trois types de ontraintes d'angle sont onsidérés : entreplans, entre droites, et entre plan et droite. Ces ontraintes ne font pas intervenirle plaement relatif des objets les uns par rapport aux autres, mais seulement lepositionnement selon un axe. Le degré de restrition de es ontraintes est don égalà 1.

angle2pl : Soient (−→n1, d1) et (−→n2, d2), deux plans et α un angle. L'équation re-présentant la spéi�ation d'un angle entre deux plans est :
|−→n1|.|−→n2| − cos(α) = 0

angle2d : Soient deux droites (A1,
−→v1) et (A2,

−→v2) et l'angle α. La ontrainted'angle entre deux droites s'exprime dans l'univers analytique par :
|−→v1 |.|−→v2 | − cos(α) = 0

angledpl : Soit le plan (−→n , d), et la droite (A,−→v ) ontraints par l'angle α.L'équation assoiée est :
|−→n |.|−→v | − sin(α) = 0Perpendiularité et parallélisme Les ontraintes de perpendiularité et de pa-rallélisme sont des as partiuliers des ontraintes d'angles i-dessus, à la di�éreneque les degrés de restrition engendrés sont di�érents.Nous ne onsidérons que les droites 3D oplanaires et perpendiulaires ou paral-lèles. Cette ontrainte supplémentaire implique de onsidérer un degré de restritionégal à 1 en plus des équations présentes.

perp2d : Deux droites (A1,
−→v1) et (A2,

−→v2) sont perpendiulaires si et seulementsi :
|−→v1 |.|−→v2 | = 0Le degré de restrition total de ette ontrainte est 2.

parall2d : Les deux droites préédentes sont parallèles si et seulement si :
|−→v1 |.|−→v2 | − 1 = 0Le degré de restrition pour ette ontrainte vaut aussi 2.
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parall2pl - perp2pl : Les ontraintes de perpendiularité et de parallélisme entreplans sont représentées identiquement aux droites dans l'univers analytique lorsquel'on onsidère les veteurs normaux. Mais, le degré de restrition est égal à 1 pourla ontrainte de perpendiularité et 2 pour le parallélisme.
perpdpl : Soit le plan (−→n , d), et la droite (A,−→v ). L'équation assoiée à la per-pendiularité est :

|−→n |.|−→v | − 1 = 0

paralldpl : Pour le parallélisme, l'équation est :
|−→n |.|−→v | = 0Le degré de restrition de es deux ontraintes est égal à 2.Contraintes de distane Les ontraintes de distanes ont pour degré de restri-tion le nombre 1, sauf distdpl dont le degré vaut 2 et dist2pl et distdd dont les degréssont égal à 3.

distppp : La distane D entre deux points A(xA, yA, zA) et B(xB, yB, zB) esttraduite par l'équation :
(xA − xB)2 + (yA − yB)2 + (zA − zB)2 − D2 = 0

distppl : La distane D entre un pointA(xA, yA, zA) et un plan P (−→n (xn, yn, zn), d)est assoiée à l'équation :
xA

xn

‖−→n ‖ + yA

yn

‖−→n ‖ + zA

zn

‖−→n ‖ + d − D = 0

distpd : La distane D entre un point A(xA, yA, zA) et une droite (B(xB , yB, zB),
−→v (xv, yv, zv)) a pour équation :
(xB − xA)2 + (yB − yA)2 + (zB − zA)2 − (xA

xv

‖−→v ‖ + yA

yv

‖−→v ‖ + zA

zv

‖−→v ‖)2 − D2 = 0

distps : L'équation représentant la distane entre un point A(xA, yA, zA) et unesphère (B(xB, yB, zB), r) est :
(xA − xB)2 + (yA − yB)2 + (zA − zB)2 − r2 − D2 = 0

dist2pl : La ontrainte de distane entre deux plans π1(
−→n1, d1) et π2(

−→n2, d2) siles deux plans sont parallèles est :
(d1 − d2)

2 − D2 = 0Le degré de restrition de ette ontrainte est 3 ar le parallélisme de deux plansimplique une restrition supplémentaire de degré 2.
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distdpl : Soit un plan π = (−→n = (xn, yn, zn), d) et une droite δ(A, v). L'équationtraduisant la distane entre π et δ lorsqu'ils sont parallèles est :

xA

xn

‖−→n ‖ + yA

yn

‖−→n ‖ + zA

zn

‖−→n ‖ + d − D = 0

distpls : La distane entre un plan P (−→n , d) et une sphère (A, r) est expriméepar :
xA

xn

‖−→n ‖ + yA

yn

‖−→n ‖ + zA

zn

‖−→n ‖ + d − D − r = 0

distdd : La distane entre deux droites parallèles l1(A,−→v1) et l2(B,−→v2 = (xv, xy, xz))est exprimée par :
(xB − xA)2 + (yB − yA)2 + (zB − zA)2 − (xA

xv

‖−→v2‖
xv + yA

yn

‖−→v2‖
+ zA

zn

‖−→v2‖
)2 −D2 = 0Le degré de restrition vaut 3, ar le parallélisme de deux droites restreint 2 degrés.

distds : Entre une droite l(A,−→v ) et une sphère s(B, r) la distane est traduitepar :
(xA − xB)2 + (yA − yB)2 + (zA − zB)2 − D2 − r2 = 0

distss : La distane entre deux sphères s1(A, r1) et s2(B, r2) orrepond à ladistane entre A et B moins la somme des deux rayons :
(xA − xB)2 + (yA − yB)2 + (zA − zB)2 − (D2 + r1 + r2)

2 = 0Contraintes de tangene Les ontraintes de tangene sont des as parti-uliers de distanes nulles. Leur degré de restrition est égal à 1. On les retrouvenotamment pour les symboles prédiatifs suivants :� tangpls en fontion de distpls ;� tangds en fontion de distds ;� tangss en fontion de distss.4.2.3 SolveursNous présentons ii la mise en ÷uvre de deux atégories de solveurs : les sol-veurs géométriques et les solveurs équationnels. Des bibliothèques adaptées à etype de solveurs nous permettent de proposer deux solveurs géométriques à basede systèmes expert, deux versions d'un solveur numérique utilisant l'itération deNewton-Raphson.
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GcLib

EsLib

GeomLib

GraphLib

Solveurs

GéométriquesFig. 4.7 � Solveurs géométriquesLes solveurs géométriques développés ont pour fondement la librairie Eslib quipropose des briques permettant de omposer des solveurs à base de onnaissanes.Ces briques se traduisent par des omposants de systèmes experts.Les di�érentes manières de struturer un système expert sont bien onnues etnous avons hoisi de le déomposer en trois parties :� la base de règles ;� la base de faits ;� le moteur d'inférene.Les règles D'un point de vue pratique, la base de règles est une liste de règlesomposées de :� un ensemble de termes qui sont les prémisses de la règle (si) ;� un ensemble de termes qui sont les onlusions (alors) ;� un ensemble de variables paramètres ;� un ensemble de variables inonnues.Ces deux derniers éléments sont utilisés pour véri�er les onditions d'appliationd'une règle après �ltrage et uni�ation. Nous verrons dans la setion suivante, la ma-nière de les déduire automatiquement des prémisses et des onlusions pour haquerègle.Base de faits La base de faits ontient un ensemble de termes prédiatifs. Lorsquele moteur d'inférene reherhe un motif à appliquer, il applique un �ltrage sur lesfaits de la base. Lors de e �ltrage, les propriétés des termes, omme par exemplela ommutativité, sont exploitées pour générer l'ensemble des termes orrespondantau motif reherhé.Le moteur d'inférene Le moteur d'inférene proède en deux étapes :� la reherhe de faits pouvant satisfaire l'uni�ation ;� et la véri�ation des onditions d'appliation de la règle.La dernière étape est elle-même déomposée en 4 sous-étapes :� les variables instaniées doivent être di�érentes ;� les variables indé�nies dans la prémisse de la règle doivent être indé�nies dansle Gs ;



4.2. Arhiteture pour la résolution de ontraintes 139� les variables utilisées dans haque terme de la onlusion doivent avoir étédé�nies préalablement ;� la règle n'a jamais été appliquée ave les mêmes faits.Nous avons vu dans la desription du Gml, que ertaines règles sont appliablespour la reherhe d'un repère. Dans e as, il faut prévoir deux modes de fontionne-ment du moteur d'inférene : l'un permettant de s'arrêter lorsqu'un motif est trouvé,et l'autre lorsque le fait demandé a pu être déduit des faits initiaux. Un repère estdérit par un motif à reherher dans un Gs. On peut ainsi trouver plusieurs re-pères en étudiant une base de onnaissanes. L'ordre des règles sert d'heuristiquepour orienter le hoix d'un repère.Inférene par haînage avant Un solveur onstrutif utilisant le haînage avantapplique une reherhe des règles appliquables sur la base de faits jusqu'à e qu'iln'y ait plus d'inonnues dont la valeur soit alulable.L'algorithme retenu est elui du parours en largeur.Contr�le de la rétro-propagation des degrés Comme nous l'avons vu au ha-pitre 2, la rétro-propagation des degrés de liberté onsiste à partir d'un sommetd'un graphe véri�ant la formule ∑

ddl =
∑

ddr, puis à itérer sur le graphe privédes éléments ainsi déterminés. À la �n de ette rétro-propagation, nous tombonsdans le as d'un SCG bien ontraint modulo les déplaements, sur un ensemble den÷uds raines ensés onstituer plus ou moins un repère. Dans e adre, on appelleplut�t ela une anre, puisqu'il peut ne pas y avoir de ontraintes ommunes entrees objets.Un solveur par haînage arrière agit de la même manière en partant d'un objetquelonque mais sans onsidérer le ritère ombinatoire. La orretion est dans eas assurée mais le hoix des n÷uds pour la propagation est fait au hasard.Nous avons don hoisi une implantation hybride du solveur par haînage arrière.Ainsi, nous disposons d'une fontion formel qui véri�e s'il existe e�etivement uneonstrution possible dans le adre d'une rétro-propagation des degrés de libertés.La rétro-propagation est e�etuée sur un graphe de ontraintes onstruit à partirdu Gs, ave des degrés de liberté et des degrés de restrition. Nous utilisons unefontion de dé�it loal defiit sur les sommets : defiit(s) = ddr(s) − ddl(s)ave s un sommet, ddr une fontion donnant la somme des degrés de restritionassoiés aux arêtes adjaentes, et ddl le degré de liberté assoié au sommet.L'algorithme assoié à ette rétro-propagation hybride est :Tant que !fin{ s=tête(l)Tant que defiit(s) == 0 et formel(s){ supprime(s)
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GcLib

AlgebraicLib NumericLib

Solveurs

Equationnels

GeomLibFig. 4.8 � Solveurs équationnelsmaj(l)}} Nous utilisons une struture de graphe partiulière, puisqu'elle permet de :� mettre à jour les degrés lors d'une modi�ation du graphe, maj ;� aluler une liste l de sommets triés suivant leur dé�it, de�it ;� supprimer un sommet ainsi que toutes les arêtes inidentes à e sommet, sup-prime.Evaluation du plan de onstrution Les solveurs géométriques dérits ii four-nissent des solutions sous forme de plan de onstrution. Il faut don prévoir unassignateur apable d'évaluer numériquement les plans de onstrutions.Un assignateur reposant sur les strutures et fontions dé�nies dans la GeomLib aété développé. Pour tout symbole fontionnel, une fontion est assoiée, par exemple,par le biais de la sémantique du Gml, et elle est évaluée sur un ensemble d'objetsde la GeomLib orretement initialisés, et qui forment les arguments du symbole.Solveurs équationnelsLes solveurs équationnels proposés utilisent soit une sémantique équationnelledérite dans le �hier Gml (f. setion suivante), soit une sémantique opération-nelle omme la GeomLib.La desription syntaxique d'un système d'équations s'e�etue grâe à la bi-bliothèque AlgebraiLib qui ontient notamment les opérations de tradution deontraintes en équations, de dérivées formelles, et.La bibliothèque numérique NumeriLib, elle, propose un ensemble d'outils nu-mériques et prinipalement la manipulation de matries de taille m × n.Deux solveurs implantant la méthode de Newton-Raphson ont été développés.Le premier utilise au maximum la bibliothèque algébrique et notamment la repré-sentation sous forme de système d'équations et le alul d'une Jaobienne formelle.Les aluls sont e�etués par l'évaluation des équations assoiées.Le seond n'utilise que la bibliothèque NumeriLib en alulant une dérivée nu-



4.3. Méta-ompilation d'un univers géométrique 3D 141mérique à l'aide de la formule lassique :
f ′(x) ≃ f(x + h) − f(x − h)

2have h très petit. Les aluls sont e�etués à l'aide de la sémantique opérationnelleontenue dans la bibliothèque GeomLib.4.3 Méta-ompilation d'un univers géométrique 3DÀ haque modi�ation d'une des librairies ou d'extension de l'univers géomé-trique onsidéré, une phase de mise en onformité des solveurs est néessaire. Celle-i se trouve être répétitive et rébarbative. De plus, pour pouvoir se passer d'unedesription opérationnelle dans le Gml, un méanisme de tradution des séman-tiques est néessaire. C'est pourquoi nous avons mis en plae un outil permettantd'automatiser es tâhes.C'est don à partir de la desription en Gml d'un univers géométrique que nousavons automatisé la génération d'appliations pour résoudre des ontraintes.Le méta ompilateur, nommé mu pour Meta-Universe Compiler, traduit le lan-gage géométrique de haut-niveau Gml en un programme via un langage de pro-grammation de plus bas niveau.Ce ompilateur prend en entrée une desription de la syntaxe et de la séman-tique d'un univers géométrique en Gml et un squelette d'appliation érit en C++omplété par des maros spéi�ques à mu.Ce ompilateur est érit en Perl. Il génère les strutures de données à partir del'univers, la sémantique ainsi que les liens néessaires entre ette sémantique et lesstrutures de données formelles. Ces strutures et e ode sont alors inorporés dansle squelette d'appliation par le biais de maros.Le ode est ensuite ompilé automatiquement pour générer un exéutable pou-vant traiter des systèmes de ontraintes dé�nis dans et univers.Les sémantiques suivantes sont disponibles :1. opérationnelle, pour évaluer automatiquement des plans de onstrutions ;2. ombinatoire, pour spéi�er les degrés de liberté et de restrition pour l'analysede graphes ;3. algébrique, pour paramétrer la résolution équationnelle en préisant les for-mules d'évaluation de haque relation.On peut remarquer que la desription des deux dernières sémantiques est en faitune desription des morphismes d'univers présentés dans le hapitre 1.Les sémantiques doivent respeter une interfae strite pour pouvoir être bran-hées au noyau de résolution. Nous présentons don es interfaes permettant lagénération de :



142 Chapitre 4. Mise en ×uvre� solveurs onstrutifs ;� solveurs ombinatoires ;� solveurs équationnels.4.3.1 Génération de solveurs onstrutifsLes solveurs onstrutifs prennent en paramètre les règles dé�nies dans l'axio-matique de l'univers géométrique. Les règles de repères permettent de débuter larésolution lorsque le système est bien-ontraint modulo les déplaements. Les pro-priétés permettent de ne pas surharger inutilement la base de règles et sont utiliséesseulement lorsque le moteur d'inférene en a besoin.Mais la desription des règles en Gml ne préise pas de manière expliite quellessont les inonnues et les paramètres. On peut failement les déouvrir en appliquantla onvention suivante :Les règlesPar onvention, deux noms di�érents dans une règle désignet deux variablesdi�érentes. Il est faile de onnaître les éléments qui doivent être déouverts deeux qui sont onnus. Les premiers sont eux qui appartiennent à la partie gauhedes termes de la onlusion. Il faut aussi faire attention aux termes temporaires etaux termes qui utilisent des variables onnues. Ainsi, les variables qui doivent êtreinstaniées pour que la règle puisse être appliquée sont issues de l'appliation dupetit algorithme i-dessous.La première règle dérit la onstrution du lieu géométrique d'un point (ii, unerle) lorsque l'on sait qu'il est à une distane donnée d'un autre point :<if>distpp(p1,p2,k)</if><then> = mkirle(p1,k)enter(,p1)radius(,k)</then>La seonde règle dérit le point intersetion de deux erles dont les entres sontdeux points di�érents :<if>distpp(p1,p2,k1)distpp(p1,p3,k2)</if><then>1 = mkirle(p2,k1)enter(1,p2)radius(1,k1)2 = mkirle(p3,k2)enter(2,p3)



4.3. Méta-ompilation d'un univers géométrique 3D 143radius(2,k2)p1=inter(1,2)</then>Au départ, les éléments temporaires sont les éléments gauhes n'appartenant pasaux prémisses :� c (règle 1) ;� c1 et c2 (règle 2).Les paramètres sont les éléments droits des termes fontionnels qui ne sont pas deséléments temporaires :� p1 et k (règle 1) ;� p2, k1, p3, k2 (règle 2).Les inonnues dans la base sont les éléments gauhes des termes de la onlusionappartenant aux prémisses mais pas aux paramètres de symboles fontionnels :� p2 (règle 1) ;� p1 (règle 2).Après l'appliation d'une règle, les inonnues de départ et les éléments tempo-raires ont une valeur onnue.En onlusion :Temp := var(onlusion) - var(premisses)param := RightVarFun(onlusion) - Tempunknowns := var(premisses) - paramInterprétation numériquePour failiter l'évaluation numérique de plans de onstrutions, le noyau metà disposition un méta-solveur numérique qui permet à partir de la valuation desparamètres de fournir des solutions numériques, à la ondition que la sémantiquedes termes fournie respete une interfae prédé�nie.Cette interfae prédé�nie pour les termes est onstituée de deux desriptions, àsavoir :� l'une pour la sémantique des variables ;� l'autre pour la sémantique des symboles fontionnels et prédiatifs.La sémantique pour les variables est la fontion dé�nie dans le hapitre 1 per-mettant de passer d'un univers géométrique à un univers analytique. La sémantiquepour les symboles orrespond de même à la fontion assoiant équation et symbolefontionnel ou prédiatif.Les multi-fontions sont exprimées au niveau de la sémantique des symboles enpermettant de renseigner le nombre de solutions.Détails tehniquesCet assignateur, nommé Eval, fournit une AssignationMap en sortie et gèreles multi-fontions à l'aide d'un veteur d'indies représentant les di�érentsembranhements possibles.De plus, il gère le gel de branhe si l'AssignationMap de départ ontient lesvaleurs numériques des inonnues issues de l'esquisse.



144 Chapitre 4. Mise en ×uvreUn monteur abstrait est fourni pour pouvoir onstruire des sémantiques devariables suivant une sorte./*** Semanti for Variable*/template<lass TYPE>lass SemVar : publi g::Value{publi:/*** Number of arguments*/virtual int getNbArg(void) onst = 0;/*** Aessors*/virtual void setArg(int i, TYPE d) = 0;virtual TYPE getArg(int i) onst = 0;virtual void draw() onst {};virtual void drawWithNames() onst {};};/*** Class to build Variables*/template<lass TYPE>lass VarBuilder : publi g::SortAttr{publi:virtual SemVar<TYPE> *build(onst g::Sort *sort) onst = 0;proteted:void print(std::ostream &out) onst{out << "SemantiLib : Variable builder" << std::endl;}};/*** Semanti for Symbols (Composite Terms)*/template<lass TYPE>lass SemSym : publi g::SymbolAttr{publi:/**



4.3. Méta-ompilation d'un univers géométrique 3D 145* Multi-funtion information*/virtual int multi(void) onst { return 0; }/*** Evaluation funtion with valuated arguments and multi-funtionnal* number*/virtual g::Value *evaluate(std::vetor<g::Value *>, int =0) onst{ return NULL; }/*** Prediative evaluator*/virtual bool verify(std::vetor<g::Value *>, std::vetor<TYPE> &)onst { return false; }virtual void draw(std::vetor<g::Value *>) onst {};virtual void drawWithNames(std::vetor<g::Value *>) onst {};};
�4.3.2 Génération de solveurs à base de graphesLes solveurs à base de graphes utilisent les degrés de liberté et de restrition pourla résolution ombinatoire.Ces degrés sont représentés par des nombres entiers qu'il su�t de renseigner dansla sémantique ombinatoire pour haque objet et pour haque ontrainte.

⊲ Exemple 4.3.1Une partie de la sémantique ombinatoire assoiée à l'univers géométrique eulidien3D est :<semanti name="ombinatoire"><salar>1</salar><measure>1</measure><point>3</point><line>4</line><plane>4</plane><onl>2</onl><onP>1</onP><norm>1</norm><onlP>2</onlP><angle2l>1</angle2l><angle3p>2</angle3p><distpp>1</distpp><distpl>1</distpl><distll>2</distll><distpP>1</distpP><distlP>1</distlP><distPP>3</distPP>



146 Chapitre 4. Mise en ×uvre</semanti>
⊳4.3.3 Génération de solveurs à base d'équationsEn Gml, les équations sont dérites sous forme de formules respetant la syn-taxe LATEX. Ces équations sont alors analysées syntaxiquement et instaniées dansles strutures de la bibliothèque AlgebraiLib.Pour les sortes, un parenthèsage indique l'appartenane à un même objet. Pourles symboles, la balise param sert à indiquer la relation entre les noms des variableset les objets de l'arité. La balise equations permet de remplir les équations à raisond'une par ligne.

⊲ Exemple 4.3.2Pour les sortes measure et point et la ontrainte distpp, la sémantique équationnelleest :<semanti name="equations"><measure>(m)</measure><point>(x,y,z)</point><distpp><param>(x_1,y_1,z_1) (x_2,y_2,z_2) (m)</param><equations>(x_1-x_2)^2 + (y_1-y_2)^2 + (z_1-z_2)^2 - m^2</equations></distpp></semanti>
⊳Ces équations seront soit interprétées diretement par un solveur numérique, soitd'abord pré-alulées par un solveur polynomial en un système triangulaire du typebases de Gröbner.L'utilisation de la syntaxe de LATEX permet un a�hage des équations par l'uti-litaire texv [Med℄ érit en CAML.



147Conlusion du hapitreLa mise en plae d'une plateforme de modélisation par ontraintes est un projetambitieux. Le noyau que nous proposons permet de développer n'importe quel sol-veur en ommençant par spéi�er l'univers géométrique dans lequel il se situe. Laspéi�ation de et univers est réalisée au travers d'un format de �hier basé XMLque nous avons nommé Gml. Celui-i permet de failement dérire la syntaxe etles sémantiques orrespondantes.Le passage de ette spéi�ation à un programme éxéutable a été automatisé etnous proposons un méta-ompilateur qui permet de spéialiser et d'optimiser er-tains solveurs existant à partir des sémantiques dérites dans le Gml.Les sémantiques prises en ompte pour le moment sont la sémantique artésienne,la sémantique ombinatoire et une sémantique opérationnelle dans le langage C++.À partir de es sémantiques, les solveurs que nous proposons sont : des solveursformels à base de onnaissanes, des solveurs ombinatoires, un solveur à base del'algorithme de Newton-Raphson, et un solveur par reparamétrisation.





Conlusion
Ce travail, mené dans une équipe d'informatique graphique, porte sur l'interation etla résolution de ontraintes géométriques dans l'espae. Plusieurs domaines ont été explo-rés, que e soit l'informatique géométrique et graphique bien sûr, mais aussi les domainesonnexes et omplémentaires omme la réalité virtuelle et l'intelligene arti�ielle. Touses domaines ont été abordés ave la volonté de produire des briques logiielles pratiqueset réutilisables. Ces briques nous ont permis d'esquisser e que pourrait être une inter-ation en 3D ave des logiiels de modélisation par ontraintes en réalité virtuelle, et deformaliser une tehnique de résolution de ontraintes en 3D permettant de s'attaquer àdes lasses de problèmes qui n'étaient pas résolubles de manière onstrutive. La mise enplae d'outils permettant de simpli�er le passage d'une desription de l'univers géométriqueonsidéré à un programme de modélisation par ontraintes va nous permettre de multiplierles expérimentations dans e domaine.
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150 ConlusionBilanLe travail exposé porte sur les ontraintes géométriques de l'espae. Plus par-tiulièrement, deux aspets ont été étudiés : d'une part la saisie d'une esquisse etde ontraintes 3D et d'autre part la résolution des ontraintes a�n de produire lesobjets qui les satisfont. Aussi, dans e travail, deux hamps qui n'ont jusqu'alors pasété envisagés ensemble sont rapprohés : la réalité virtuelle et la résolution formellede ontraintes géométriques.L'équipe d'informatique géométrique et graphique de Strasbourg disposant d'uneexpériene en réalité virtuelle, nous avons béné�ié de e adre et l'avons exploitépour aborder le problème de la saisie de ontraintes 3D.Nous avons développé une interation gestuelle en réalité virtuelle qui omprendun ditionnaire de gestes permettant de désigner, séletionner et manipuler des ob-jets et des ontraintes géométriques, et un ensemble d'outils pour manipuler esobjets ontraints et naviguer dans la sène. Les ontraintes qui expriment des dé-pendanes entre objets, omme par exemple l'inidene d'un point à une droite, sontprises en ompte par l'interfae au niveau d'un gestionnaire permettant de guiderla manipulation. Ce gestionnaire sert de lien entre l'esquissage de problèmes et larésolution de ontraintes géométriques.Nous avons expérimenté trois univers pour la modélisation en réalité virtuelle.Le premier permet d'e�etuer des onstrutions géométriques dynamiques en 3D.Le prototype Coyote-géomètre réunit l'interation gestuelle que nous avons dé�-nie et un ensemble d'outils permettant de mieux gérer les onstrutions géométriquesdans un environnement de réalité virtuelle, omme le Workbenh dont nous dispo-sons.Une étude des univers isothétiques 3D est présentée. Elle montre omment les 3univers isothétiques à base de ontraintes de distane sont dé�nis de manière formelleet omment les univers omposés de droites ou de points plaés isothétiquement seramènent à l'univers des plans isothétiques. Pour e dernier, la résolution et uneinteration gestuelle adaptées sont dérites.En�n, les gestes peuvent être utilisés pour poser intuitivement des ontraintessur une esquisse 3D par le dessin de ontraintes. Le problème de l'entrée des valeursnumériques peut se résoudre failement soit par un widget dédié, soit par l'utilisationd'un geste permettant de modi�er la valeur de l'esquisse.La résolution de ontraintes géométriques a prinipalement été étudiée en 2Dave des méthodes algébriques ou utilisant des onstrutions géométriques las-siques. Ces méthodes sont d'ailleurs fréquemment employées dans un méanismede déomposition-reomposition. Les méthodes de résolution de ontraintes 3D sont,pour les méthodes géométriques, des extensions des méthodes 2D. Malheureusement,si en 2D la plupart des problèmes sont solubles par es méthodes, en 3D peu de situa-tions se résolvent ave es méthodes étendues. Notre approhe, initiée simultanémentpar Gao [GHY04℄, onsiste à transformer le problème initial en un problème plussimple à résoudre puis, après résolution, à rattraper les approximations faites lorsde la transformation.Nous avons formalisé ette voie et proposé de onsidérer les problèmes quasi-



151déomposables suivant une méthode donnée. Nous avons appelé reparamétrisationla résolution de tels problèmes.Cette tehnique transforme un système de ontraintes géométriques S en unsystème S ′ par k-transmutation. Ces deux systèmes sont similaires du point de vuedes solutions géométriques mais k ontraintes sont di�érentes de telle manière quele système S ′ soit géométriquement �nement déomposable, au sens où l'élaborationd'un plan de onstrution est garantie. Puis, une résolution numérique du système
S ′′ obtenu par ombinaison des systèmes S et S ′ et d'une fontion paramétriquedonnant des solutions de S ′, permet dans la plupart des as d'obtenir les solutionsau système initial S.Les véritables di�ultés que nous avons mises à jour onernant ette méthode,se situent au niveau de la transformation de S en S ′, et de la résolution numérique.Les heuristiques proposées pour appliquer une k-transmutation à la volée per-mettent dans bien des as de retomber sur l'ensemble des solutions du système initial.Mais la orretion numérique à l'aide de l'itération de Newton-Raphson fait perdrela omplétude de ette méthode en lui faisant gagner en e�aité.Nous avons montré par l'appliation sur des systèmes de ontraintes de l'universpolyédrique l'e�aité de ette méthode et la possibilité de réupérer plusieurs so-lutions similaires à l'esquisse initiale.Notre méthode permet de onserver le plus possible un aratère formel à la ré-solution. Cette méthode est ainsi une première tentative de méthode 3D permettantde s'approher des qualités suivantes :1. orretion : toutes les �gures trouvées par le solveur sont des solutions ;2. omplétude : toutes les solutions existantes sont trouvées ;3. extensibilité : le solveur doit pouvoir s'adapter à tous les univers géométriques ;4. onvivialité : le solveur doit pouvoir� prendre en ompte des énonés sur- et sous-ontraints ;� proposer la solution la plus � naturelle � ou la plus prohe de l'esquisse ;� proposer toutes les solutions � aeptables � (prise en ompte de ontraintesmétier) ;� expliquer pourquoi il n'y a pas de solutions ;� agir en temps réel.Le lien entre les deux domaines, résolution et réalité virtuelle, passe par la dé�-nition préise des univers géométriques en jeu.Un univers géométrique est omposé d'une signature hétérogène dérivant lasyntaxe des systèmes de ontraintes géométriques, une axiomatique dérivant lespropriétés de l'univers ainsi que des règles de onstrution, et un ensemble de sé-mantiques préisant le sens des di�érents termes exprimés dans et univers.Nous avons ainsi présenté un état de l'art des prinipales méthodes existantessuivant le ritère de l'univers géométrique. Les trois prinipaux univers géométriquessont l'univers eulidien, l'univers analytique et l'univers ombinatoire. Des restri-tions de es univers ont été intensivement étudiées en 2D et la plupart des tra-vaux en 3D sont des généralisations des méthodes 2D. La résolution de systèmes de



152 Conlusionontraintes 3D passe à notre avis par une étude plus poussée des univers restreints3D orrespondant aux univers 2D. Nous l'avons d'ailleurs mis en ÷uvre en étudiantsuessivement les problèmes isothétiques et les problèmes polyédriques en 3D.L'utilisation de l'univers géométrique omme paramètre pour la résolution desystèmes de ontraintes nous permet de mieux nous approher d'une résolutionmulti-solveurs qui, à notre sens, est le meilleur moyen de résoudre les problèmesde ontraintes 3D. Des solveurs hybrides qui ombinent à la fois de la résolutionformelle et de la résolution numérique approhée, onstituent autant de pistes dereherhe que nous aimerions développer.En�n, un important travail de génie logiiel a été fourni pour montrer que l'étudeque nous avons réalisée en onsidérant un univers géométrique quelonque se traduitexpérimentalement par un prototype d'une grande modularité.Ainsi, un noyau pour le développement de solveurs permet de prendre en ompteun univers géométrique. La signature peut être enrihie de manière dynamique et lagestion automatisée des termes failite le développement de solveurs formels. Nousavons développé des solveurs onstrutifs basés sur des systèmes experts à haînageavant ou arrière mais aussi des solveurs numériques basés sur l'itération de Newton-Raphson.Un langage de desription d'univers et de systèmes de ontraintes, nommé Gml,a été présenté. Il permet une desription préise à la fois des éléments de syntaxeet des éléments de sémantique. Nous avons dérit une sémantique ombinatoire etune sémantique équationnelle spéi�ques, et leur utilisation au sein des solveurspréédents. En�n un outil de ompilation permet de passer automatiquement d'ununivers géométrique à une appliation de résolution de ontraintes optimisée pourles sémantiques dérites.Quelques hi�res permettent de mesurer l'étendue des réalisations en C++ ef-fetuées en ollaboration ave Pasal Mathis, et Julien Wintz :� une plate-forme pour les ontraintes géométriques : GLib et les sémantiques,représentant ∼ 12 500 lignes ;� une bibliothèque pour la gestion du Gml : GmlLib, représentant ∼ 4 000lignes ;� un ensemble de solveurs : représentant ∼ 18 000 lignes ;� un méta-ompilateur : mu, représentant ∼ 1 000 lignes.PerspetivesLes résultats exposés peuvent assez naturellement se prolonger dans plusieursdiretions.Le développement d'autres formes d'interations à partir d'autres tehniquesissues de la réalité virtuelle fait bien sûr partie des perspetives futures à mettre enplae. Par exemple, une interation ave retour haptique pourra être étudiée grâeà l'utilisation d'un Spidar [TCH+03, CTH+03℄, installé sur le Workbenh disponibleà l'Université Louis Pasteur.Nous envisageons aussi le reours à une interation voale pour failiter lesonstrutions géométriques et la pose de ontraintes.



153Pour la résolution de ontraintes, plusieurs pistes sont atuellement en oursd'exploration. Tout d'abord, il nous semble néessaire de trouver et de omparerd'autres heuristiques pour la reparamétrisation a�n de déterminer une stratégie op-timale de k-transmutation. Ensuite, la orretion numérique doit être améliorée avel'utilisation d'une méthode omplète, omme l'homotopie ou l'analyse par intervallespar exemple.En e qui onerne le solveur isothétique, nous aimerions l'étendre pour prendreen ompte les angles. De plus, nous aimerions prendre en ompte des ontraintes deplus en plus omplexes pour la manipulation d'objets sous-ontraints.La desription d'univers géométriques permettant de prendre en ompte des� onnaissanes métiers � que e soit en arhiteture, en usinage, ou bien dansd'autres domaines omme la hirurgie, ou la himie, pourrait nous permettre d'adap-ter ou bien de trouver de nouvelles méthodes de résolution adaptées à es univers.Les avantages d'avoir développé le noyau et le méta-ompilateur sont multiples :� une spéi�ation rigoureuse de l'univers onsidéré est moins sujette aux ambi-guïtés ;� tout le monde peut partager une spéi�ation érite dans e langage,� de nouvelles méthodes sont failement et rapidement implantables, et il estpossible de les omparer entre elles ;� il est faile de partager et d'éhanger de l'information et des problèmes.Mais le prinipal désavantage d'un tel langage est qu'il peut devenir éprouvant dedévelopper un univers de manière érite. Aussi, une perspetive à ourt terme seraitd'élaborer une appliation permettant l'ériture rapide d'univers géométriques.Cei nous permettrait de tenter de propager à l'ensemble de la ommunauté, nosoutils et notre langage dans le but de onstruire une base d'exemples et une basede méthodes de résolutions de ontraintes géométriques. Ainsi, nous aimerions per-mettre de omparer pratiquement l'ensemble des méthodes de résolution existantessur ette base d'exemples ommune.La desription de morphismes de signature pour pouvoir faire orrespondre desunivers géométriques entre eux, est aussi une piste que nous omptons explorer pourpermettre une ommuniation inter-solveurs dans une approhe multi-solveurs.Pour parvenir à ompléter les études entamées ii, plusieurs expérienes peuventêtre onduites.Elles onernent l'apprentissage de la géométrie dans l'espae, et la modélisa-tion par ontraintes. En e�et, nous aimerions dans un premier temps omparer uneappliation sur support 2D traditionnel ave un support de réalité virtuelle. Dansun deuxième temps, nous sommes intéressés par la mise au point d'un outil deréalité virtuelle portatif à faible oût. Doté de e matériel et des logiiels que nousavons développés, nous projetons d'expérimenter dans un adre réel le omportementd'utilisateurs professionnels dans et environnement. Par exemple, la déouverte desonstrutions géométriques 3D peut être améliorée dans des lasses du seondaire, etun outil de modélisation isothétique peut être testé dans des bureaux d'arhiteture.
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Annexe AUnivers géométriques 3DCette annexe omporte la desription en Gml de deux univers géométriqueseulidiens 3D. La première setion omporte l'univers général dérit au hapitre2. La seonde setion ontient l'univers utilisé pour la résolution de problèmes depolyèdres du hapitre 4.A.1 Univers eulidien 3DL'univers géométrique suivant est omposé de 5 sortes dénotant les points, lesdroites, les erles, les plans et les sphères. Une dernière sorte, nommée measure,représente la sorte elem de l'univers analytique.<universe><syntax><sorts>measurepointlineirleplanesphere</sorts>Les symboles pré�xés par init servent à initialiser des repères pour les déplae-ments. Les symboles pré�xés par mk dénotent la onstrution d'un objet à partird'autres objets. Les symboles pré�xés par inter désignent une intersetion d'objetsgéométriques.<fsymbols><!-- Point à l'origine -->initp_origin : -> point<!-- Droite parallèle à l'axe Ox passant par un point -->initl_x : point -> line<!-- Droite parallèle à l'axe Oy passant par un point -->



166 Annexe A. Univers géométriques 3Dinitl_y : point -> line<!-- Droite parallèle à l'axe Oz passant par un point -->initl_z : point -> line<!-- Plan parallèle au plan xOy passant par un point -->initP_xy : point -> plane<!-- Plan parallèle au plan yOz passant par un point -->initP_yz : point -> plane<!-- Plan parallèle au plan xOz passant par un point -->initP_xz : point -> plane<!-- Point à partir de es 3 oordonnées -->mkpoint_3m : measure measure measure -> point<!-- Point sur une droite à une distane donnée d'unautre point -->mkpoint_plm : point line measure -> point<!-- Droite passant par deux points -->mkline_2p : point point -> line<!-- Droite faisant un angle donné ave une droiteet passant par un point dans un plan -->mkline_plPm : point line plane measure -> line<!-- Droite à une distane donnée d'une droite dansun plan -->mkline_lPm : line plane measure -> line<!-- Droite passant par un pointet faisant deux angles ave deux autres droites -->mkline_p2l2m : point line line measure measure -> line<!-- Cerle dans un plan à partir de son entreet d'un point sur le erle -->mkirle_2pP : point point plane -> irle<!-- Cerle à partir de son entreet d'un point définissant son orientation et son rayon -->mkirle_2p : point point -> irle<!-- Cerle dans un plan à partir de son entre etde son rayon -->mkirle_pmP : point measure plane -> irle<!-- Plan défini par 3 points -->mkplane_3p : point point point -> plane<!-- Plan défini par un point sur le planet un point définissant sa normale -->mkplane_2p : point point -> plane<!-- Plan passant par une droiteet faisant un angle donné ave un autre plan -->mkplane_lPm : line plane measure -> plane<!-- Plan passant par un pointet faisant deux angles ave deux autres plans -->mkplane_p2P2m : point plane plane measure measure -> plane<!-- Sphère à partir de son entre et d'un point sur



A.1. Univers eulidien 3D 167la sphère -->mksphere_2p : point point -> sphere<!-- Sphère à partir de son entre et de son rayon -->mksphere_pm : point measure -> sphere<!-- Point intersetion de deux droites -->inter2l : line line -> point<!-- Point intersetion de deux erles -->inter2 : irle irle -> point<!-- Droite intersetion de deux plans -->inter2P : plane plane -> line<!-- Cerle intersetion de deux sphères -->inter2s1 : sphere sphere -> irle<!-- Point intersetion de deux sphères-->inter2s2 : sphere sphere -> point<!-- Point intersetion d'une droite et d'un erle -->interl : line irle -> point<!-- Point intersetion d'une droite et d'un plan -->interlP : line plane -> point<!-- Point intersetion d'une droite et d'une sphère -->interls : line sphere -> point<!-- Point intersetion d'un erle et d'un plan -->interP : irle plane -> point<!-- Point intersetion d'un erle et d'une sphère -->inters : irle sphere -> point<!-- Point intersetion d'un plan et d'une sphère -->interPs1 : plane sphere -> point<!-- Cerle intersetion d'un plan et d'une sphère -->interPs2 : plane sphere -> irle</fsymbols>Les ontraintes onsidérées dans et univers sont des ontraintes d'inidene,pré�xées par on, des ontraintes d'angles, pré�xées par angle, et des ontraintes dedistane pré�xées par dist.<psymbols><!-- Coplanarité de quatre points -->op : point point point point<!-- Inidene d'un point sur une droite -->onl : point line<!-- Inidene d'un point sur un plan -->onP : point plane<!-- Inidene d'un point sur un erle -->on : point irle<!-- Inidene d'un point sur une sphère -->ons : point sphere<!-- Inidene d'une droite sur un plan -->onlP : line plane



168 Annexe A. Univers géométriques 3D<!-- Inidene d'un erle sur une sphère -->ons : irle sphere<!-- Non inidene d'un erle sur un plan -->notonP : irle plane<!-- Angle entre deux plans -->angle2P : plane plane measure<!-- Angle entre deux droites -->angle2l : line line measure<!-- Angle entre deux bi-points partageant un point -->angle3p : point point point measure<!-- Distane entre deux points -->distpp : point point measure<!-- Distane entre un point et un plan -->distpP : point plane measure<!-- Distane entre un point et une droite -->distpl : point line measure<!-- Distane entre un point et une sphère -->distps : point sphere measure<!-- Distane entre deux plans -->distPP : plane plane measure<!-- Distane entre un plan et une droite -->distPl : plane line measure<!-- Distane entre un plan et une sphère -->distPs : plane sphere measure<!-- Distane entre deux droites -->distll : line line measure<!-- Distane entre une droite et une sphère -->distls : line sphere measure<!-- Distane entre deux sphères -->distss : sphere sphere measure</psymbols>Les axiomes se déomposent en propriétés, properties, et en règles, rules. Lespropriétés onsidérées dans et univers sont des propriétés de ommutativité. Lesrègles sont divisées en règles de onstrution, onstrution, et en règles pour formerdes repères, loation.Ces règles de formation de repères sont illustrées dans l'annexe suivante.<axioms><properties><property>distpp(p1,p2,k) = distpp(p2,p1,k)</property><property>angle3p(p1,p2,p3,k) = angle3p(p3,p1,p2,k)</property><property>



A.1. Univers eulidien 3D 169angle2l(l1,l2,alpha) = angle2l(l2,l1,alpha)</property><property>angle2P(p1,p2,alpha) = angle2P(p2,p1,alpha)</property><property>op(p1,p2,p3,p4) = op(p4,p1,p2,p3) =op(p3,p4,p1,p2) = op(p2,p3,p4,p1) =op(p1,p2,p4,p3) = op(p4,p3,p1,p2) =op(p3,p1,p2,p4) = op(p2,p4,p3,p1) =op(p1,p4,p2,p3) = op(p4,p2,p3,p1) =op(p3,p1,p4,p2) = op(p2,p3,p1,p4) =op(p1,p4,p3,p2) = op(p4,p3,p2,p1) =op(p3,p2,p1,p4) = op(p2,p1,p4,p3) =op(p1,p3,p2,p4) = op(p4,p1,p3,p2) =op(p3,p2,p4,p1) = op(p2,p4,p1,p3) =op(p1,p3,p4,p2) = op(p4,p2,p1,p3) =op(p3,p4,p2,p1) = op(p2,p1,p3,p4)</property></properties><rules><onstrution name="On a line and on a sphere"><if>onl(p,l)ons(p,s)</if><then>p=interls(l,s)</then></onstrution><onstrution name="Line by two points"><if>onl(x,l)onl(y,l)</if><then>l=mkline_2p(x,y)</then></onstrution><onstrution name="Inidene relation"><if>onl(x,l)onlP(l,pl)</if><then>onP(x,pl)



170 Annexe A. Univers géométriques 3D</then></onstrution><onstrution name="Point on a sphere"><if>distpp(x,y,k)</if><then>s=mksphere_pm(x,k)ons(y,s)</then></onstrution><onstrution name="Intersetion of a sphereand a plane"><if>ons(x,s)onP(x,p)</if><then>=interPs(p,s)on(x,)</then></onstrution><onstrution name="Intersetion of 2 spheres"><if>ons(x,s1)ons(x,s2)</if><then>=inter2s(s1,s2)on(x,)</then></onstrution><onstrution name="On a sphere and on a irle"><if>on(p,)ons(p,s)</if><then>p=inters(,s)</then></onstrution><onstrution name="Intersetion of two irles"><if>on(x,1)on(x,2)</if>



A.1. Univers eulidien 3D 171<then>x=inter2(1,2)</then></onstrution><onstrution name="Plane by three points"><if>onP(p1,pl)onP(p2,pl)onP(p3,pl)</if><then>pl=mkplane_3p(p1,p2,p3)</then></onstrution><onstrution name="Line by angles with two lines"><if>onl(p,l1)onl(p,l2)onl(p,l3)angle2l(l2,l1,a1)angle2l(l3,l1,a2)</if><then>l1=mkline_p2l2m(p,l2,l3,a1,a2)</then></onstrution><onstrution name="In a plane"><if>op(p1,p2,p3,p4)on(p1,)</if><then>plane=mkplane_3p(p2,p3,p4)p1=interP(,plane)</then></onstrution><loation name="Angle between two lines"><if>angle2l(l1,l2,alpha)onl(p1,l1)onl(p1,l2)</if><then>p1=initp_origin()l1=initl_x(p1)P=initP_xy(p1)



172 Annexe A. Univers géométriques 3Dl2=mkline_plPm(p1,l1,P,alpha)</then></loation><loation name="Distane point/line"><if>distpl(p,l,k)</if><then>origin=initp_origin()l=initl_x(origin)l1=initl_z(origin)p=mkpoint_plm(origin,l1,k)</then></loation><loation name="Angle between 2 planes and distanesto a point"><if>angle2P(pl1,pl2,alpha)distpP(p,pl1,k1)distpP(p,pl2,k2)</if><then>origin=initp_origin()pl1=initP_xy(origin)lx=initl_x(origin)pl2=mkplane_lPm(lx,pl1,alpha)ly=initl_y(origin)plyz=initP_yz(origin)l=mkline_lPm(ly,plyz,k1)l2=inter2P(pl2,plyz)l3=mkline_lPm(l2,plyz,k2)p=inter2l(l,l3)</then></loation><loation name="Angles between 3 planes"><if>angle2P(pl1,pl2,a1)angle2P(pl2,pl3,a2)angle2P(pl1,pl3,a3)</if><then>origin=initp_origin()pl1=initP_xy(origin)lx=initl_x(origin)pl2=mkplane_lPm(lx,pl1,a1)pl3=mkplane_p2P2m(origin,pl1,pl2,a2,a3)



A.1. Univers eulidien 3D 173</then></loation><loation name="3 points and 3 distanes"><if>distpp(p1,p2,k1)distpp(p2,p3,k2)distpp(p1,p3,k3)</if><then>p1=initp_origin()lx=initl_x(p1)p2=mkpoint_plm(p1,lx,k1)pl=initP_xy(p1)1=mkirle_pmP(p1,k3,pl)2=mkirle_pmP(p2,k2,pl)p3=inter2(1,2)</then></loation><loation name="2 points and 1 distane in a plane"><if>distpp(p1,p2,k)onP(p1,pl)onP(p2,pl)</if><then>p1=initp_origin()lx=initl_x(p1)p2=mkpoint_plm(p1,lx,k1)pl=initP_xy(p1)</then></loation><loation name="2 points a plane and 3 distanes"><if>distpp(p1,p2,k1)distpP(p1,pl,k2)distpP(p2,pl,k3)</if><then>origin=initp_origin()pl=initP_xy(origin)lz=initl_z(origin)p1=mkpoint_plm(origin,lz,k1)lx=initl_x(origin)plxz=initP_xz(origin)l=mkline_lPm(lx,plxz,k2)=mkirle_pmP(p2,k3,plxz)



174 Annexe A. Univers géométriques 3Dp2=interl(l,)</then></loation><loation name="A point on a line on a plane"><if>onl(p,l)onlP(l,pl)</if><then>p=initp_origin()l=initl_x(p)pl=initP_xy(p)</then></loation></rules></axioms></syntax></universe>A.2 Univers 3D atomiqueL'univers dérit ii est un univers 3D restreint aux sortes point, droite et plan.Dans et univers, la sorte measure est distinguée de la sorte salar pour soulignerle morphisme venant de l'univers analytique. Une mesure ne sert que pour paramé-triser une ontrainte dimensionnelle alors qu'un salaire est utilisé pour assoié desoordonnées aux objets.<gml><universe><syntax><sorts>salarmeasurepointlineplane</sorts><fsymbols>mkMeasure : salar -> measuremkPoint : salar salar salar -> pointmkLine : point point -> linemkPlane : salar salar salar salar -> planeinitPoint: -> pointinitPlane : -> planeinitLine_2p : point point -> line



A.2. Univers 3D atomique 175initLine_x : point -> lineinitLine_y : point -> lineinitLine_z : point -> lineinitPlane_xy : point -> planeinitPlane_yz : point -> planeinitPlane_xz : point -> planemkPlane_3p : point point point -> planemkPoint_3p3m : point point point measure measure measure-> pointmkPoint_3P : plane plane plane -> pointmkPoint_plm : point line measure -> pointmkPoint_2pP2m : point point plane measure measure-> pointmkPoint_p2Pm : point plane plane measure -> pointmkPlane_2l : line line -> plane</fsymbols><psymbols>onl : point lineonP : point planenorm : planedistpp : point point measure</psymbols><axioms><properties><property>distpp(p1,p2,k) = distpp(p2,p1,k)</property></properties><rules><onstrution name="Point by 3 planes"><if>onP(p,pl1)onP(p,pl2)onP(p,pl3)</if><then>p=mkPoint_3P(pl1,pl2,pl3)</then></onstrution><onstrution name="Point by 3 distanes"><if>distpp(p1,p2,k1)distpp(p1,p3,k2)



176 Annexe A. Univers géométriques 3Ddistpp(p1,p4,k3)</if><then>p1=mkPoint_3p3m(p2,p3,p4,k1,k2,k3)</then></onstrution><onstrution name="Plane by 3 points"><if>onP(p1,p)onP(p2,p)onP(p3,p)norm(p)</if><then>p=mkPlane_3p(p1,p2,p3)</then></onstrution><onstrution name="Point in a plane by 2 distanes"><if>onP(p1,pl)distpp(p1,p2,k1)distpp(p1,p3,k2)</if><then>p1=mkPoint_2pP2m(p2,p3,pl,k1,k2)</then></onstrution><onstrution name="Point by 2 planes and 1 distane"><if>onP(p1,pl1)onP(p1,pl2)onP(p2,pl1)onP(p2,pl2)distpp(p1,p2,k1)</if><then>p1=mkPoint_p2Pm(p2,pl1,pl2,k1)</then></onstrution><loation name="3 points and 3 distanes"><if>distpp(p1,p2,k1)distpp(p2,p3,k2)distpp(p1,p3,k3)</if><then>



A.2. Univers 3D atomique 177p1=initPoint()lx=initLine_2p(p1,p2)px=mkPlane_3p(p1,p2,p3)p2=mkPoint_plm(p1,lx,k1)p3=mkPoint_2pP2m(p1,p2,px,k3,k2)</then></loation><loation name="3 points 1 plane"><if>onP(p1,pl)onP(p2,pl)distpp(p1,p2,k1)norm(pl)</if><then>p1=initPoint()lx=initLine_2p(p1,p2)pl=initPlane()p2=mkPoint_plm(p1,lx,k1)</then></loation></rules></axioms></syntax></universe></gml>





Annexe BSémantique des repères 3DUn repère 3D est un système de ontraintes bien-ontraint modulo les déplae-ments, qui a six degrés de liberté (trois en translations et trois en rotations). Cetteannexe présente les repères 3D que nous avons retenus.B.1 Contraintes d'inideneLe repère que l'on peut extraire de ontraintes d'inidene est elui basé sur unpoint inident à une droite dans un plan.point pline lplane plonl(p,l)onlp(l,pl)B.2 Contraintes dimensionnellesLe repère suivant est extrait de 3 plans ontraints en angles deux à deux.plane pl1,pl2,pl3measure a1,a2,a3angle(pl1,pl2,a1)angle(pl2,pl3,a2)angle(pl1,pl3,a3)Un autre repère utilisant des ontraintes dimensionnelles est elui déduit à par-tir d'un point, de deux plans, d'une ontrainte d'angle entre es deux plans et deux



180 Annexe B. Sémantique des repères 3Ddistanes point-plan.point pplane pl1,pl2angle(pl1,pl2)distppl(p,pl1)distppl(p,pl2)Un troisième repère est onstitué d'un angle entre deux droites.line l1,l2measure alphaangle(l1,l2,alpha)Le repère suivant se base sur deux points, un plan et deux distanes point-plan.point p1,p2plane pldistppl(p1,pl)distppl(p2,pl)Une distane point-droite peut fournir un repère :point pline lmeasure kdistpl(p,l,k)En�n, trois points ontraints par la donnée de trois ontraintes de distanesdonnent le repère : point p1,p2,p3measure k1,k2,k3distpp(p1,p2,k1)distpp(p2,p3,k2)distpp(p1,p3,k3)B.3 Contraintes d'inidene et dimensionnellesDeux points ontraints par une distane dans un plan donnent un repère.point p1,p2plane plmeasure kdistpp(p1,p2,k)onp(p1,pl)onp(p2,pl)



Annexe CExemplesDans les exemples suivants, la partie sémantique a été supprimée, prenant tropde plae par rapport à son importane réelle. Nous l'avons juste gardée pour leamembert et le tétraèdre à titre indiatif.C.1 Minimaux non triviauxC.1.1 Pyramide<gml><universe><syntax ref="atomi3d_syntax.gml"/><semanti ref="atomi3d_semanti.gml"/></universe><gs><syntax><unknowns>point p1 p2 p3 p4 p5plane pl1</unknowns><parameters>measure k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8 k9</parameters><onstraints>distpp(p5,p1,k1)distpp(p5,p2,k2)distpp(p5,p3,k3)distpp(p5,p4,k4)distpp(p4,p3,k5)distpp(p3,p2,k6)distpp(p2,p1,k7)distpp(p1,p4,k8)



182 Annexe C. Exemplesdistpp(p1,p3,k9)onP(p3, pl1)onP(p2, pl1)onP(p1, pl1)onP(p4, pl1)</onstraints></syntax></gs></gml>C.1.2 Le amembert<gml><universe><syntax ref="atomi3d_syntax.gml"/><semanti ref="atomi3d_semanti.gml"/></universe><gs><syntax><unknowns>point p1 p2 p3 p4 p5 p6plane pl1 pl2 pl3</unknowns><parameters>measure k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8 k9</parameters><onstraints>distpp(p2,p5,k1)distpp(p5,p1,k2)distpp(p1,p2,k3)distpp(p3,p4,k4)distpp(p4,p6,k5)distpp(p3,p6,k6)distpp(p1,p3,k7)distpp(p2,p4,k8)distpp(p5,p6,k9)onP(p1, pl1)onP(p2, pl1)onP(p4, pl1)onP(p3, pl1)onP(p2, pl2)onP(p5, pl2)onP(p6, pl2)onP(p4, pl2)onP(p1, pl3)onP(p5, pl3)



C.1. Minimaux non triviaux 183onP(p6, pl3)onP(p3, pl3)</onstraints></syntax><semanti><valuation></valuation><sketh>p3=mkPoint(0,0,0)p4=mkPoint(1,0,0)p6=mkPoint(0.265953,0.739256,0)p1=mkPoint(0,0,1)p2=mkPoint(0.730375,-0.0217405,0.983264)p5=mkPoint(0.296812,0.784927,0.835793)pl1=mkPlane(-0.506215,-0.0969415,-0.856941,-0.364424)pl2=mkPlane(0.581612,0.163423,-0.796882,-0.270511)pl3=mkPlane(0.268996,0.2211,-0.93742,-0.364424)k1=mkMeasure(0.927598)k2=mkMeasure(0.862229)k3=mkMeasure(0.695355)k4=mkMeasure(0.905195)k5=mkMeasure(0.976332)k6=mkMeasure(0.78259)k7=mkMeasure(1.04898)k8=mkMeasure(1.00364)k9=mkMeasure(0.853576)</sketh></semanti></gs></gml>



184 Annexe C. ExemplesC.1.3 La pyramide à base pentagonale

Fig. C.1 � Pyramide à base pentagonale<gml><universe><syntax ref="atomi3d_syntax.gml"/><semanti ref="atomi3d_semanti.gml"/></universe><gs><unknowns>point p1 p2 p3 p4 p5 p6plane pl1</unknowns><parameters>measure k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8 k9 k10</parameters><onstraints>distpp(p1,p2,k1)distpp(p1,p3,k2)distpp(p1,p4,k3)distpp(p1,p5,k4)distpp(p1,p6,k5)distpp(p6,p2,k6)distpp(p2,p3,k7)distpp(p3,p4,k8)



C.1. Minimaux non triviaux 185distpp(p4,p5,k9)distpp(p5,p6,k10)onP(p6, pl1)onP(p2, pl1)onP(p3, pl1)onP(p4, pl1)onP(p5, pl1)</onstraints></gs></gml>C.1.4 La pyramide à base hexagonale

Fig. C.2 � Pyramide à base hexagonale<gml><universe><syntax ref="atomi3d_syntax.gml" /><semanti ref="atomi3d_semanti.gml" /></universe>



186 Annexe C. Exemples<gs><syntax><unknowns>point p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7plane pl</unknowns><parameters>measure k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8 k9 k10 k11 k12</parameters><onstraints>distpp(p1,p2,k1)distpp(p1,p3,k2)distpp(p1,p4,k3)distpp(p1,p5,k4)distpp(p1,p6,k5)distpp(p1,p7,k6)distpp(p2,p3,k7)distpp(p3,p4,k8)distpp(p4,p5,k9)distpp(p5,p6,k10)distpp(p6,p7,k11)distpp(p7,p2,k12)onP(p2,pl)onP(p3,pl)onP(p4,pl)onP(p5,pl)onP(p6,pl)onP(p7,pl)norm(pl)</onstraints></syntax></gs></gml>



C.1. Minimaux non triviaux 187C.1.5 L'étoile de mer

Fig. C.3 � Étoile de mer<gml><universe><syntax ref="atomi3d_syntax.gml"/><semanti ref="atomi3d_semanti.gml"/></universe><gs><unknowns>point p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7</unknowns><parameters>measure k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8 k9 k10 k11 k12 k13 k14</parameters><onstraints>distpp(p4,p1,k1)distpp(p2,p1,k2)distpp(p1,p3,k3)



188 Annexe C. Exemplesdistpp(p1,p5,k4)distpp(p1,p6,k5)distpp(p7,p2,k6)distpp(p7,p3,k7)distpp(p7,p4,k8)distpp(p7,p5,k9)distpp(p7,p6,k10)distpp(p6,p5,k11)distpp(p5,p4,k12)distpp(p4,p3,k13)distpp(p3,p2,k14)</onstraints></gs></gml>C.1.6 Antiprisme d'ordre 4<gml><universe><syntax ref="atomi3d_syntax.gml" /><semanti ref="atomi3d_semanti.gml" /></universe><gs><syntax><unknowns>point p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7 p8plane pl1 pl2</unknowns><parameters>measure k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8 k9 k10 k11 k12 k13 k14 k15 k16</parameters><onstraints>distpp(p1,p2,k1)distpp(p2,p3,k2)distpp(p3,p4,k3)distpp(p4,p5,k4)distpp(p1,p5,k5)distpp(p1,p6,k6)distpp(p2,p6,k7)distpp(p3,p6,k8)distpp(p4,p6,k9)distpp(p1,p7,k10)distpp(p2,p7,k11)distpp(p5,p7,k12)distpp(p8,p7,k13)distpp(p3,p8,k14)



C.1. Minimaux non triviaux 189distpp(p8,p5,k15)distpp(p8,p4,k16)onP(p2,pl1)onP(p3,pl1)onP(p7,pl1)onP(p8,pl1)norm(pl1)onP(p1,pl2)onP(p4,pl2)onP(p5,pl2)onP(p6,pl2)norm(pl2)</onstraints></syntax><gs><gml>



190 Annexe C. ExemplesC.2 Solides Pseudo-PlatoniiensC.2.1 Tétraèdre

Fig. C.4 � Tétraèdre<gml><universe><syntax ref="atomi3d_syntax.gml"/><semantis ref="atomi3d_semanti.gml"/></universe><gs><syntax><unknowns>point p1 p2 p3 p4line l1 l2 l3 l4 l5 l6</unknowns><parameters>measure k1 k2 k3 k4 k5 k6



C.2. Solides Pseudo-Platoniiens 191</parameters><onstraints>distpp(p1,p2,k1)distpp(p2,p3,k2)distpp(p1,p3,k3)distpp(p1,p4,k4)distpp(p2,p4,k5)distpp(p3,p4,k6)onl(p1,l1) onl(p2,l1)onl(p2,l2) onl(p3,l2)onl(p3,l3) onl(p1,l3)onl(p1,l4) onl(p4,l4)onl(p2,l5) onl(p4,l5)onl(p3,l6) onl(p4,l6)</onstraints></syntax><semanti><valuation>p1=mkPoint(1,0.3)</valuation><sketh>p1=mkPoint(0,0,3)p2=mkPoint(1.67,1.5,2.22)p3=mkPoint(1,3,4)p4=mkPoint(0,2,1)l1=mkLine(p1,p2)l2=mkLine(p2,p3)l3=mkLine(p3,p1)l4=mkLine(p1,p4)l5=mkLine(p2,p4)l6=mkLine(p3,p4)k1=mkMeasure(1)k2=mkMeasure(1)k3=mkMeasure(1)k4=mkMeasure(1)k5=mkMeasure(1)k6=mkMeasure(1)</sketh></semanti></gs></gml>



192 Annexe C. ExemplesC.2.2 Otaèdre

Fig. C.5 � Otaèdre<gml><universe><syntax ref="atomi3d_syntax.gml"/><semanti ref="atomi3d_semanti.gml"/></universe><gs><syntax><unknowns>point p1 p2 p3 p4 p5 p6line l1 l2 l3 l4 l5 l6 l7 l8 l9 l10 l11 l12</unknowns><parameters>measure k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8 k9 k10 k11 k12</parameters>



C.2. Solides Pseudo-Platoniiens 193<onstraints>distpp(p1,p2,k1)distpp(p2,p3,k2)distpp(p3,p4,k3)distpp(p4,p1,k4)distpp(p1,p5,k5)distpp(p2,p5,k6)distpp(p3,p5,k7)distpp(p4,p5,k8)distpp(p1,p6,k9)distpp(p2,p6,k10)distpp(p3,p6,k11)distpp(p4,p6,k12)onl(p1,l1) onl(p2,l1)onl(p2,l2) onl(p3,l2)onl(p3,l3) onl(p4,l3)onl(p1,l4) onl(p4,l4)onl(p1,l5) onl(p5,l5)onl(p2,l6) onl(p5,l6)onl(p3,l7) onl(p5,l7)onl(p4,l8) onl(p5,l8)onl(p1,l9) onl(p6,l9)onl(p2,l10) onl(p6,l10)onl(p3,l11) onl(p6,l11)onl(p4,l12) onl(p6,l12)</onstraints></syntax></gs></gml>



194 Annexe C. ExemplesC.2.3 Hexaèdre

Fig. C.6 � Héxaèdre<gml><universe><syntax ref="atomi3d_syntax.gml" /><semanti ref="atomi3d_semanti.gml" /></universe><gs><syntax><unknowns>point p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7 p8plane pl1 pl2 pl3 pl4 pl5 pl6</unknowns><parameters>measure k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8 k9 k10 k11 k12</parameters><onstraints>distpp(p1,p2,k1)distpp(p2,p3,k2)



C.2. Solides Pseudo-Platoniiens 195distpp(p3,p4,k3)distpp(p4,p1,k4)distpp(p5,p6,k5)distpp(p6,p7,k6)distpp(p7,p8,k7)distpp(p8,p5,k8)distpp(p1,p5,k9)distpp(p2,p6,k10)distpp(p3,p7,k11)distpp(p4,p8,k12)onP(p1,pl1) onP(p2,pl1) onP(p3,pl1) onP(p4,pl1)onP(p1,pl2) onP(p2,pl2) onP(p5,pl2) onP(p6,pl2)onP(p5,pl3) onP(p6,pl3) onP(p7,pl3) onP(p8,pl3)onP(p7,pl4) onP(p8,pl4) onP(p4,pl4) onP(p3,pl4)onP(p1,pl5) onP(p5,pl5) onP(p8,pl5) onP(p4,pl5)onP(p2,pl6) onP(p6,pl6) onP(p7,pl6) onP(p3,pl6)norm(pl1)norm(pl2)norm(pl3)norm(pl4)norm(pl5)norm(pl6)</onstraints></syntax></gs></gml>C.2.4 Iosaèdre<gml><universe><syntax ref="atomi3d_syntax.gml"/><semanti ref="atomi3d_semanti.gml"/></universe><gs><syntax><unknowns>point p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7 p8 p9 p10 p11 p12</unknowns><parameters>measure k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8 k9 k10 k11 k12k13 k14 k15 k16 k17 k18 k19 k20 k21 k22k23 k24 k25 k26 k27 k28 k29 k30</parameters>



196 Annexe C. Exemples<onstraints>distpp(p1,p2,k1)distpp(p1,p3,k2)distpp(p1,p4,k3)distpp(p1,p5,k4)distpp(p1,p6,k5)distpp(p2,p3,k6)distpp(p3,p4,k7)distpp(p4,p5,k8)distpp(p5,p6,k9)distpp(p2,p6,k10)distpp(p7,p8,k11)distpp(p7,p9,k12)distpp(p7,p10,k13)distpp(p7,p11,k14)distpp(p7,p12,k15)distpp(p8,p9,k16)distpp(p9,p10,k17)distpp(p10,p11,k18)distpp(p11,p12,k19)distpp(p8,p12,k20)distpp(p2,p8,k21)distpp(p8,p3,k22)distpp(p3,p12,k23)distpp(p12,p4,k24)distpp(p4,p11,k25)distpp(p11,p5,k26)distpp(p5,p10,k27)distpp(p10,p6,k28)distpp(p6,p9,k29)distpp(p9,p2,k30)</onstraints></syntax></gs></gml>C.2.5 Dodéaèdre<gml><universe><syntax ref="atomi3d_syntax.gml"/><semanti ref="atomi3d_semanti.gml"/></universe><gs><syntax>



C.2. Solides Pseudo-Platoniiens 197<unknowns>point p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7 p8 p9 p10 p11 p12p13 p14 p15 p16 p17 p18 p19 p20plane pl1 pl2 pl3 pl4 pl5 pl6 pl7 pl8pl9 pl10 pl11 pl12</unknowns><parameters>measure k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8 k9 k10 k11 k12k13 k14 k15 k16 k17 k18 k19 k20 k21 k22k23 k24 k25 k26 k27 k28 k29 k30</parameters><onstraints>onP(p1,pl1) onP(p2,pl1) onP(p3,pl1) onP(p4,pl1)onP(p5,pl1) norm(pl1)onP(p1,pl2) onP(p2,pl2) onP(p6,pl2) onP(p7,pl2)onP(p8,pl2) norm(pl2)onP(p1,pl3) onP(p5,pl3) onP(p6,pl3) onP(p9,pl3)onP(p10,pl3) norm(pl3)onP(p4,pl4) onP(p5,pl4) onP(p10,pl4) onP(p11,pl4)onP(p12,pl4) norm(pl4)onP(p3,pl5) onP(p4,pl5) onP(p12,pl5) onP(p13,pl5)onP(p14,pl5) norm(pl5)onP(p2,pl6) onP(p3,pl6) onP(p14,pl6) onP(p15,pl6)onP(p8,pl6) norm(pl6)onP(p7,pl7) onP(p8,pl7) onP(p15,pl7) onP(p16,pl7)onP(p17,pl7) norm(pl7)onP(p6,pl8) onP(p7,pl8) onP(p17,pl8) onP(p18,pl8)onP(p9,pl8) norm(pl8)onP(p9,pl9) onP(p10,pl9) onP(p11,pl9) onP(p18,pl9)onP(p19,pl9) norm(pl9)onP(p11,pl10) onP(p12,pl10) onP(p13,pl10) onP(p19,pl10)onP(p20,pl10) norm(pl10)onP(p13,pl11) onP(p14,pl11) onP(p15,pl11) onP(p16,pl11)onP(p20,pl11) norm(pl11)onP(p16,pl12) onP(p17,pl12) onP(p18,pl12) onP(p19,pl12)onP(p20,pl12) norm(pl12)distpp(p1,p2,k1)distpp(p2,p3,k2)distpp(p3,p4,k3)distpp(p4,p5,k4)distpp(p5,p1,k5)distpp(p1,p6,k6)



198 Annexe C. Exemplesdistpp(p6,p7,k7)distpp(p7,p8,k8)distpp(p8,p2,k9)distpp(p6,p9,k10)distpp(p9,p10,k11)distpp(p10,p5,k12)distpp(p10,p11,k13)distpp(p11,p12,k14)distpp(p12,p4,k15)distpp(p12,p13,k16)distpp(p13,p14,k17)distpp(p14,p3,k18)distpp(p14,p15,k19)distpp(p15,p8,k20)distpp(p15,p16,k21)distpp(p16,p17,k22)distpp(p17,p7,k23)distpp(p17,p18,k24)distpp(p18,p9,k25)distpp(p18,p19,k26)distpp(p19,p11,k27)distpp(p19,p20,k28)distpp(p20,p13,k29)distpp(p20,p16,k30)</onstraints></syntax></gs></gml>



C.3. Les dodéaèdres 199C.3 Les dodéaèdresC.3.1 Triaki-tétraèdre

Fig. C.7 � Le triaki-tétraèdre dans l'espae<gs><syntax><unknowns>point p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7 p8</unknowns><parameters>measure k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8 k9 k10 k11 k12 k13 k14k15 k16 k17 k18</parameters><onstraints>
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Fig. C.8 � Une solution au problème du triaki-tétraèdredistpp(p1,p2,k1)distpp(p1,p3,k2)distpp(p1,p4,k3)distpp(p2,p3,k4)distpp(p3,p4,k5)distpp(p2,p4,k6)distpp(p2,p6,k7)distpp(p6,p3,k8)distpp(p3,p7,k9)distpp(p4,p7,k10)distpp(p2,p5,k11)distpp(p4,p5,k12)distpp(p2,p8,k13)distpp(p3,p8,k14)distpp(p4,p8,k15)distpp(p6,p8,k16)distpp(p7,p8,k17)distpp(p5,p8,k18)</onstraints></syntax></gs></gml>
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Fig. C.9 � Une deuxième solution au problème du triaki-tétraèdre



202 Annexe C. ExemplesC.3.2 Dodéaèdre rhombique

Fig. C.10 � Dodéaèdre Rhombique<gs><syntax><unknowns>point p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7 p8 p9 p10 p11 p12 p13 p14plane pl1 pl2 pl3 pl4 pl5 pl6 pl7 pl8 pl9 pl10 pl11 pl12</unknowns><parameters>measure k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8 k9 k10 k11 k12 k13 k14k15 k16 k17 k18 k19 k20 k21 k22 k23 k24</parameters><onstraints>distpp(p13,p3,k1)



C.3. Les dodéaèdres 203distpp(p3,p9,k2)distpp(p9,p1,k3)distpp(p1,p13,k4)distpp(p11,p4,k5)distpp(p4,p13,k6)distpp(p1,p11,k7)distpp(p2,p11,k8)distpp(p9,p2,k9)distpp(p4,p10,k10)distpp(p10,p6,k11)distpp(p6,p11,k12)distpp(p2,p14,k13)distpp(p6,p14,k14)distpp(p9,p5,k15)distpp(p5,p14,k16)distpp(p3,p12,k17)distpp(p5,p12,k18)distpp(p7,p12,k19)distpp(p7,p10,k20)distpp(p7,p13,k21)distpp(p8,p10,k22)distpp(p8,p12,k23)distpp(p8,p14,k24)onP(p13,pl1) onP(p3,pl1) onP(p9,pl1) onP(p1,pl1)norm(pl1)onP(p11,pl2) onP(p4,pl2) onP(p13,pl2) onP(p1,pl2)norm(pl2)onP(p2,pl3) onP(p11,pl3) onP(p9,pl3) onP(p1,pl3)norm(pl3)onP(p4,pl4) onP(p10,pl4) onP(p6,pl4) onP(p11,pl4)norm(pl4)onP(p6,pl5) onP(p4,pl5) onP(p2,pl5) onP(p14,pl5)norm(pl5)onP(p6,pl6) onP(p10,pl6) onP(p8,pl6) onP(p14,pl6)norm(pl6)onP(p4,pl7) onP(p10,pl7) onP(p7,pl7) onP(p13,pl7)norm(pl7)onP(p4,pl8) onP(p7,pl8) onP(p12,pl8) onP(p3,pl8)norm(pl8)onP(p12,pl9) onP(p5,pl9) onP(p9,pl9) onP(p3,pl9)norm(pl9)onP(p5,pl10) onP(p14,pl10) onP(p8,pl10) onP(p12,pl10)norm(pl10)onP(p5,pl11) onP(p14,pl11) onP(p2,pl11) onP(p9,pl11)norm(pl11)onP(p7,pl12) onP(p12,pl12) onP(p3,pl12) onP(p13,pl12)
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