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Introduction

L’informatique graphique ne fait pas défaut a la régle commune qui veut que les utili-
sateurs demandent des outils toujours plus puissants pour s’adapter a leurs desiderata et
pour faciliter le processus de modélisation d’objets numériques. Dans le cadre de la modéli-
sation géométrique, l'utilisation de contraintes doit permetire de décrire, puis d’engendrer
automatiquement un objet a partir d’une spécification de ses propriétés topologiques et di-
mensionnelles. On parle alors de modélisation par contraintes et de résolution de systémes
de contraintes géométriques (SCG).

La tradition « formaliste » de ’équipe IGG du LSIIT de Strasbourg a orienté l’étude de
ce probléme suivant une approche formelle de la géométrie et des constructions géométriques
avec, notamment, une premiére erpérience dans le domaine de l’enseignement assisté par
ordinateur, puis son application dans le cadre du dessin et de la conception assistés par
ordinateur. Celte approche conduit a une résolution exacte des systémes de contraintes
géométriques et les avantages qu’on peut en retirer sont, entre autres, la prise en compte
des cas particuliers et la possibilité de donner des explications sur la maniére de trouver la
ou les solutions, ou les raisons pour lesquelles aucune solution n’a été trouvée.

Cependant, cette approche est difficilement applicable lorsqu’on envisage des contraintes
géométriques en dimension 8 car on ne connait pas de méthodes de résolution exactes en
dehors d’une classe de problemes trés restreinte. Ce probléme est rendu compliqué d’une part
par l'explosion combinatoire du nombre de cas a traiter et par 'irréductibilité de certains
problémes, et d’autre part, pour des raisons d’ergonomie et d’interfacage entre ['utilisateur
et le logiciel.

Le travail présenté ici concerne ’application de méthodes géométriques formelles aux
contraintes 3D et l'expérimentation de nouvelles méthodes d’interaction. La description
d’univers géométriques est au ceur de notre approche aussi bien pour ['interfacage que
pour la résolution de contraintes.

Sommaire
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2 Introduction

Domaine

Depuis les travaux de Sutherland [Sut63], la prise en compte de contraintes géo-
métriques aussi bien sur le plan de 'interface, que sur le plan de la résolution, reste
un sujet d’actualité en modélisation géométrique.

Selon les communautés qui se sont intéressées a ce probléme, les moyens d’y
répondre ont été différents, mais tous concordent sur la difficulté de caractériser
les problémes de contraintes géométriques, ¢.e. savoir au préalable s’il existe une
solution, et sur la difficulté de les résoudre.

Ces problémes se rencontrent dans plusieurs domaines qui ont recours aux con-
traintes :

— la Conception Assistée par Ordinateur (CAO) au niveau de la conception des
maquettes numériques virtuelles (des piéces mécaniques, des batiments, des
systémes électriques), etc. ;

— I'Enseignement Assisté par ordinateur (EAO) dans la preuve de théorémes de
géométrie, pour résoudre des problémes de constructions géométriques, etc. ;

— la modélisation déclarative pour la création d'un environnement virtuel ;

— en robotique, pour trouver des configurations d’'un robot ou d'un mécanisme
(plate-forme de Stewart) ;

— dans la reconstruction de scénes acquises a partir de dessins 4 main levée ou
de photos;

— en biochimie, dans le cadre 1’étude des molécules ;

— ete.

Trouver une solution a un systéme de contraintes est un probléme étudié depuis
les années 1970. Le probléme de la satisfaction de contraintes (CSP : Constraint Sa-
tisfaction Problem) a donné lieu a ce qu’on appelle la programmation par contraintes
qui rassemble un ensemble de techniques de résolutions trés générales.

Cette communauté a formalisé la définition d’un systéme de contraintes par trois
ensembles : les contraintes, les variables sur lesquelles portent ces contraintes, et les
domaines d’expression de ces variables.

L’application directe de ces méthodes de résolution est malheureusement peu
satisfaisante dans le cadre de la géométrie. En effet, le domaine d’expression des va-
riables est, en pratique, celui des nombres réels, et I'existence de cas dégénérés et de
théorémes, impliquant des dépendances trés fortes entre objets, nécessite d’adapter
les méthodes issues de la programmation par contraintes [Doh93].

C’est en partie pour cette raison qu’une autre communauté s’est formée dans le
domaine de la modélisation géométrique pour trouver des méthodes mieux adaptées
a la résolution de contraintes géométriques. Dans ce contexte, les systémes de con-
traintes sont généralement exprimeés sous forme d’une esquisse cotée (cf. figure [)
traduite en un systéme d’équations non-linéaires, mais peuvent aussi étre décrits par
des fonctions d’optimisation dont la sémantique est cognitive, ou esthétique comme
en modélisation déclarative [KGC97]|.

Ces deux communautés (CSP et modélisation géométrique) se sont intéressées au
développement de solveurs géométriques qui donnent une ou plusieurs solutions (cf.



Fic. 1 — Esquisse cotée d’un tétrédre avec la spécification de 4 contraintes de dis-
tances et deux contraintes d’angles

N,

F1G. 2 — Deux solutions au probléme de contraintes de la figure [

figure B) en positionnant et orientant automatiquement des entités géométriques.

Si 'on regroupe ’ensemble des qualités attendues d’un solveur, on obtient le
cahier des charges d'un solveur idéal dont la description n’a pas beaucoup changé
depuis [RSV8Y]. Celui-ci énonce les sept propriétés suivantes :

1.

-1

détection des systémes non-consistant, (aucune solution) ;

. résolution indépendamment de 'ordre de déclaration des contraintes;
. correction : toutes les solutions trouvées sont bien des solutions;

2
3
4.
5

complétude : on trouve toutes les solutions, ou toutes les solutions réelles ;

. interactivité : la résolution est suffisamment rapide pour permettre une inter-

action ;

extensibilité a de nouveaux types de contraintes et d’entités;

. indépendance par rapport a la dimension (2D ou 3D).

La conclusion était déja qu’aucun solveur ne cumulait toutes ces bonnes propriétés
et qu’il faudrait probablement combiner toutes les techniques existantes afin d’ob-
tenir un compromis convenable.

La grande majorité des travaux a porté sur les problémes de géométrie plane,
déja tres difficiles a résoudre par les méthodes classiques des CSP. Et depuis quelques
années, beaucoup de travaux se focalisent sur le moyen de dominer la complexité en
taille des systémes de contraintes géométriques. L’application de la stratégie « divi-
ser pour régner » a permis de résoudre de nouveaux problémes et/ou d’accélérer la
phase de résolution en proposant une planification de la résolution des sous-systémes
dont les solutions locales sont assemblées pour fournir la solution globale du pro-
bléeme.
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Lorsqu'un probléme accepte un nombre fini de solutions, on dit qu’il est bien-
contraint. Dans le cas ou il n’existe pas de solutions dans I’espace complexe, il est
sur-contraint, et, a I'inverse, quand il y en a une infinité, il est sous-contraint.

Aujourd’hui, la plupart des solveurs considérent communément la constriction
modulo les déplacements, i.e. deux solutions sont équivalentes s’il existe un déplace-
ment permettant de passer de I'une a l’autre.

Ainsi, pour passer d’un probléme bien-contraint modulo les déplacements a un
probléme bien-contraint, il suffit de fixer un repére pour les déplacements. En 2D,
par exemple, on peut fixer un point et une direction.

Mais compter a prior: le nombre de solutions est particuliérement difficile en
géomeétrie ou les incohérences et les redondances sont parfois cachées et dévoilées
par 'application de théorémes de géométrie. Un exemple simple de dépendance est
fourni par la relation de Chasles pour les angles d’un polygone.

Problématique

En 2D, un important travail a été effectué sur le sujet. Notamment, des caracté-
risations structurelles de la rigidité générique permettent de prévoir la constriction
d’un systéme de contraintes.

Combinées aux méthodes de décomposition combinatoires et de résolution d’équa-
tions numériques, ces techniques permettent de résoudre beaucoup de problémes de
contraintes 2D couramment rencontrés en CAOQ.

Cependant, méme dans le cadre général 2D, on ne connait pas de caractéri-
sation structurelle exacte de la géométrie, en raison des nombreuses dépendances
géométriques a considérer, comme par exemple l'inégalité triangulaire (la somme
des valeurs de deux cotés d’'un triangle doit étre supérieure a la valeur du troisiéme
cOté).

En 3D, les problémes rencontrés sont beaucoup plus difficiles a résoudre en raison
de I'explosion du nombre de cas a traiter. De plus, les extensions des caractéristiques
combinatoires qui donnaient satisfaction en 2D, n’ont pas le méme impact en 3D.
Enfin, on rencontre plus facilement des problémes irréductibles en 3D. La tendance
actuelle est aux généralisations et aux extensions des méthodes 2D a la dimen-
sion supérieure et a la recherche de méthodes plus puissantes. Mais ces méthodes
rencontrent des difficultés qu’il reste 4 surmonter pour répondre a cette question :
quelles méthodes de résolutions utiliser pour des problémes de contraintes 3D 7

Approche

D’un point de vue global, la modélisation par contraintes géométriques concerne
la modélisation d’un univers géométrique, I'interaction Homme-Machine et la résolu-
tion. Ce point de vue, qui est celui défendu par la modélisation déclarative, implique
de considérer I'utilisateur au centre de la modélisation par contraintes géométriques.

Cette démarche met en évidence les différentes influences de I'interaction dans la
résolution. Et cette influence globale s’exprime directement par I’élément clé partagé



a la fois par l'utilisateur, I'interface et la résolution : [‘univers géométrique.

Ainsi, notre démarche est de s’attaquer a la résolution de contraintes géomé-
triques 3D de maniére globale. D’abord, il nous faut décrire la maniére dont sont
exprimés les systémes de contraintes géométriques grace a l'univers géométrique
considéré. Ensuite, nous devons décrire la définition de tels systémes du point de
vue de l'utilisateur et donc la maniére de modéliser des objets en spécifiant des
contraintes. Enfin, résoudre les systémes obtenus en respectant au maximum les
propriétés définies plus haut.

Formaliser

Une formalisation des notions d’univers géométriques et de systémes de con-
traintes géométriques doit ainsi étre effectuée dans un premier temps. Nous propo-
sons de distinguer les techniques de résolution existantes en prenant appui sur leur
univers géométrique dans le but de dégager des univers géométriques 3D particuliers
pour guider la résolution.

Modéliser

Afin d’étre & méme de proposer une technique de résolution adaptée a un pro-
bléme de modélisation par contraintes, nous pensons qu’il est important d’étudier
la maniére de modéliser.

En 3D, la plupart des logiciels de modélisation proposent a 1'utilisateur un mode
d’interaction basé sur des vues projectives, la sélection dans ces vues, et les dépla-
cements suivant les repéres locaux aux objets. Mais, a notre connaissance, aucun ne
propose des outils permettant de poser et manipuler des contraintes géométriques
dans un contexte tridimensionnel.

L’interaction traditionnelle ne nous semble pas assez intuitive et reste limitée
par l'utilisation de périphériques 2D. Ainsi, nous proposons d’étudier interaction et
méthode de résolution de maniére conjointe en utilisant la Réalité Virtuelle (RV)
pour visualiser et interagir.

Plus précisément, la représentation sur un écran 2D et la manipulation par cla-
vier/souris est trés lourde dans le cadre 3D. L’utilisation des technologies issues
de la réalité virtuelle est une piste toute indiquée pour résoudre ce probléme de
I'interaction 3D, mais ceci pose en retour beaucoup d’autres problémes :

— une visualisation stéréoscopique n’est pas suffisante pour permettre d’interagir

de maniére intuitive;

— la manipulation & 6 degrés de libertés n’est pas forcément adéquate pour tous

les objets et notamment les objets contraints;

— la navigation reste un probléme essentiel qui n’est pas résolu automatiquement

par le passage a la RV.
Nous pensons résoudre ces problémes par la création d’outils spécifiques au domaine
des contraintes géométriques et l'adaptation de techniques issues de la RV. Nous
expérimentons dans ce mémoire la possibilité d’utiliser ces techniques, notamment
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les gestes, pour spécifier des contraintes géométriques en 3D.

Il suffit de considérer un domaine restreint pour se convaincre que l'interaction
joue un role décisif sur la maniére de résoudre les contraintes géométriques. Ainsi,
nous proposons d’étudier le cadre simple des systémes isothétiques pour illustrer
cette relation. Un solveur en temps réel pour les contraintes isothétique est présenté
pour la conception en design architectural.

Résoudre

Les méthodes laissées un peu de coté en raison de leur relative lenteur ou du
nombre de solutions proposées, sont de nouveau sollicitées pour augmenter la puis-
sance de résolution des solveurs 3D.

Parmi celles-ci, les méthodes & base de connaissances géométriques permettent
une approche constructive de la résolution et une décomposition en fonction de la
capacité des solveurs a résoudre effectivement les sous-systémes.

Pascal Schreck et Pascal Mathis ont développé a Strasbourg de tels solveurs
symboliques de contraintes géométriques en 2D [DMS98, Sch(2]. Ce type de solveur
utilise des régles de chainage avant et produit un plan de construction paramétré par
des valeurs d’angles et de distances. Lorsque ces valeurs sont modifiées, il suffit de
réévaluer le plan de construction pour mettre a jour la solution. Certaines construc-
tions élémentaires, comme par exemple l'intersection entre une droite et un cercle,
fournissent plusieurs solutions. Lorsque 'on fait varier les valeurs des paramétres, la
continuité des solutions n’est pas assurée et Caroline Essert-Villard [EV0OI] a pro-
posé de recourir a 1’homotopie symbolique et au gel de branche pour résoudre ce
probléme.

Cumulant les avantages de l'exactitude, et de la possibilité de donner des ex-
plications géométriques sur le processus de résolution, ces méthodes nous semblent
a méme de surmonter la plupart des problémes inhérents au passage a la dimen-
sion 3. Malheureusement, dans 'espace, les méthodes géométriques formelles sont
difficilement applicables et sont souvent peu ou pas efficaces.

Ainsi, nous proposons de nous intéresser aux problémes irréductibles pour une
méthode de décomposition donnée. La combinaison de notre approche constructive
et de résolution numérique peut permettre de résoudre ces problémes en gardant
au maximum les bonnes propriétés de la résolution formelle. La méthode de repa-
ramétrisation que nous proposons étend la portée de ces solveurs symboliques aux
contraintes géométriques 3D.

Mettre en oeuvre

Historiquement, tous les travaux de notre équipe concernant la résolution de
contraintes géométriques ont été influencés par le domaine des constructions géomé-
triques dans I'enseignement de la géométrie (ETAO pour Enseignement Intelligent /
Interactif Assisté par Ordinateur). Les points de vue de la CAO et de I'ETAO sont
pourtant différents :

— Les problémes de géométrie en ETAO sont en général petits et astucieux et ont

une vocation pédagogique. La plupart du temps, on peut les résoudre a l'aide



des outils du géometre (régle et compas) et toutes les solutions possibles sont
recherchées.

— Du point de vue de la Conception Assistée par Ordinateur, les problémes sont
souvent, gros mais généralement réductibles & des problémes plus simples. On
cherche en général des solutions proches de celle attendue par le concepteur.

Cette différence nous a aiguillée vers une approche au niveau méta ou 'univers
géométrique, c’est-a-dire le contexte dans lequel se déroule la résolution, est une
donnée fournie au logiciel. Ainsi, suivant les objets et les contraintes considérés, des
solveurs spécifiques et optimisés peuvent étre développés.

Nos prototypes d’interfaces se basent sur une librairie de Réalité Virtuelle dévelop-
pée au LSTIT [Ste06]. Tls permettent de valider expérimentalement les idées évoquées,
au sein d’une architecture prenant en compte 'univers géométrique d’'une part au
niveau de l'interaction et, d’autre part, au niveau de la résolution grace a un noyau
pour la résolution de contraintes.

A ce noyau, se sont greffés un format de fichiers nommé Geometric Constraint
Mark-up Language (GCML) utilisant la technologie XML [WSMFEQ6G] pour décrire
les univers géométriques mais aussi les systémes de contraintes qui s’y rapportent,
ainsi qu’'un outil permettant de générer et optimiser des solveurs au sein d’une ap-
plication de résolution de contraintes géométriques.

Plan du mémoire

Le premier chapitre propose la définition formelle de la notion d’univers géomé-
trique et expose une classification des principales méthodes de résolution par leur
univers géométrique. Le second chapitre présente des expérimentations de techniques
d’interaction 3D issues de la réalité virtuelle pour la modélisation par contraintes.
Le troisiéme chapitre décrit une méthode hybride de résolution de contraintes 3D,
nommeée reparamétrisation, et les expérimentations menées dans I'univers des poly-
édres. Le quatriéme chapitre détaille la mise en ceuvre de notre approche paramétrée
par 'univers géométrique et définit un format de fichier pour décrire les univers et
les systémes de contraintes.






Chapitre 1

Formalisation

La résolution de systémes de contraintes géométriques est une fonctionnalité offerte
par la plupart des logiciels de Conception Assistée par Ordinateur (CAQO). Elle permet a
Uutilisateur de spécifier des contraintes dimensionnelles, comme en dessin technique, entre
des objets géométriques ou un assemblage d’objets.

D’une maniére générale, trouver rapidement toutes les solutions d’un systéme de con-
traintes est un probleme difficile : s’il existe en 2D des méthodes relativement performantes
et capables de résoudre la plupart des problémes couramment rencontrés en dessin technique,
cela n’est pas le cas en dimension 8 o, a [’heure actuelle, les utilisateurs se contentent
d’extensions imparfaites de méthodes 2D.

Nous proposons d’aborder le probléme en mettant en évidence les différents cadres dans
lesquels s’appliquent les méthodes de résolution existantes : les univers géométriques.

Notre méthode repose sur l’expression de l'univers géométrique dont nous commengons
par proposer une définition formelle ainsi que des motions qui en dépendent : systéme
de contraintes géométriques et solutions. Puis, nous présentons les principales méthodes
existantes en mettant en avant 'univers géométrique qu’elles sous-tendent et en essayant
d’en établir une classification en suivant ce point de vue.

Sommaire
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1.1 Définitions

La description de systémes de contraintes peut donner lieu a des ambiguités. Pour
les éviter, nous proposons de spécifier I'univers dans lequel s’exprime le probléme.

Dans un premier temps, des exemples d’ambiguités sont présentés. Puis, les dé-
finitions formelles nécessaires sont données.

Contexte et ambiguités

Que ce soit en Enseignement Assisté par Ordinateur (EAO) ou en CAO, les
énoncés sont exprimés dans un contexte qui n’est pas toujours clairement décrit.

A

Soit un triangle ABC.

Les distances respectives entre
AetB,BetC,etAetC
valent 4, 3 et 5.

C
\B

FiG. 1.1 — Un systéme de contraintes géométriques : énoncé et esquisse.

Dans l'esquisse cotée de la figure [LT] on considére un triangle et des contraintes
de distances entre sommets. Dans cet énoncé, la description présuppose un contezte
géométrique, i.e. ce qu’est un point, ce qu’est un segment, et qu’il faut relier 3 points
par des segments pour faire un triangle.

La description de ce contexte devient nécessaire lorsque les termes et les annota-
tions utilisés deviennent moins courants que ces simples objets bien définis en école
primaire.

Soit un triangle ABC tel que
AB=4 cm, BC=3 cm et ABC=90°. 4cm
Construire le triangle ABC.

C ‘
x B
FiG. 1.2 — Enoncé plus précis mais ambigu.

De plus, des ambiguités peuvent apparaitre s’il existe plusieurs définitions pos-
sibles pour un méme objet. Par exemple, dans la figure [[2, on considére un angle a
la place d’une distance. Selon que ’angle est orienté ou non, il est possible d’obtenir
un ensemble plus ou moins grand de solutions : avec ou sans les symétriques par
rapport a n’importe quelle droite du plan. Ainsi, certaines des solutions a I’énoncé



1.1. Définitions 11

[T sont représentées dans la figure [L3 mais suivant la définition d’un angle, elles
ne sont pas toutes des solutions de I’énoncé [C2

F1G. 1.3 — Quelques solutions aux problémes 1 et 2.

La description d’une solution peut étre simplement donnée par les coordonnées
des sommets du triangle dans un repére canonique comme c’est le cas en CAO :
A(0,0), B(4,0),C(4,3). Ainsi, la connaissance de la maniére de produire cette figure
solution est perdue. C’est pour cela qu’en EAQ, il est demandé d’écrire cette maniére
de faire en utilisant des connaissances communes préalablement acquises.

Par exemple, pour la figure [C2 une solution particuliére, en supposant défini
un repére canonique xQOy, peut étre décrite de maniére textuelle par un plan de
construction :

Dessiner un point A aux coordonnées (0,0).

Tracer une droite d passant par A dans la direction de 1’axe Ox.
Placer un point B & une distance de 4 unités de A sur d.

Tracer une droite d’ passant par B et faisant un angle de 90° avec d.
Placer un point C & une distance de 3 unités de B sur d’.

Surligner les segments AB, BC, et AC.

Effacer les droites d et d’.

F1G. 1.4 — Plan de construction correspondant a la figure

Cette description parait trés précise mais elle reste pourtant ambigiie quant au
choix des orientations de droites et d’angles. On peut ainsi la transformer en pro-
gramme de construction en ajoutant des conditionnelles et des boucles [Sch93| et
ainsi exprimer syntaxiquement I’ensemble des solutions.
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Abstraction des valeurs numériques

En faisant abstraction des valeurs numériques, on passe a une description permet-
tant de généraliser la solution. Ainsi, ’ensemble de toutes les solutions & un probléme
de contraintes géométriques est représentée de maniére générique. En supprimant la
dépendance du repére canonique et en remplacant les valeurs des distances par des
symboles, on obtient :

Dessiner un point libre A.
Tracer une droite d passant par A.
Placer un point B & une distance de i unités de A sur d.
Tracer une droite d’ passant par B et
faisant un angle de j unités avec d.
Placer un point C & une distance de k unités de B sur d’.
Surligner les segments AB, BC, et AC.
Effacer les droites d et d’.

Les exemples précédents mettent en avant I'importance de bien exprimer I'univers
géométrique d’un systéme de contraintes et de sa ou ses solutions. Ainsi, un méme
symbole employé dans deux contextes différents peut mener & une confusion et donc
a une erreur :

— ¢’il manque un élément de syntaxe permettant de préciser le contexte, on dira
que c’est une erreur syntaxique, comme dans I'exemple [LT],

— si lexistence des différentes significations possibles n’est pas précisée, on dira
que c’est une erreur sémantique, comme dans ’exemple [C2

Considérer ces deux niveaux permet de lever ces ambiguités et ainsi définir plus
précisément ce qu’est un probléme de contraintes géométriques dans un univers géo-
métrique donné.

> Exemple 1.1.1
Lorsqu’on écrit 2241 = 0, on utilise les symboles x, 2, +, 1, = et 0. En mathématique,
des sens sont associés a chacun de ces symboles :

— -+ dénote une opération entre deux éléments,

— 0 représente souvent I’'élément neutre dans une structure algébrique,

— = est utilisé pour indiquer une relation de congruence,

2% dénote l'opération de mise au carré, qui se traduit par z x z, ol x est la
multiplication.

Lorsqu’on parle d’équations pour désigner les objets mathématiques de ce type, on
admet l'existence d’un univers mathématique connu par tous. <

Les sections suivantes présentent les définitions des notions d’univers géomé-
triques, de systémes de contraintes géométriques et de solutions. Ces définitions

s'appuient sur le formalisme des spécifications algébriques [WirdQ, [GWMT00).
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1.1.1 Syntaxe d’un univers géométrique

Commencons par définir la notion classique de signature hétérogéne d’un univers
géométrique :

Définition 1.1.1 Signature hétérogéne

Une signature hétérogéne est un triplet ¥ = (S, F, P) ou :

— S est un ensemble fini de symboles appelés sortes,

— F est un ensemble fini de symboles fonctionnels muni de deux fonctions
de typage :
— l'arité , ar : F' — S*, qui décrit le type des arguments des fonctions ;
— et la co-arité, coar : ' — S, qui décrit le type du résultat de la

fonction.

— P est un ensemble fini de symboles prédicatifs muni également d’une
fonction arité, ar : P — S*, qui décrit le type des arguments du
prédicat.

Par convention, on note :
— pour les symboles fonctionnels : f:s;...s, — savec f € F,ar(f) = s1...5s,,
et coar(f) = s,
— pour les symboles prédicatifs : p: sy...s, avec p € P, ar(p) = $1... Sp.
[’arité d’'un symbole peut étre le mot vide, noté e, et c’est ce qu’'on appelle une
constante : a :— s avec ar(a) = ¢ et coar(a) = s.

> Exemple 1.1.2
Prenons la signature suivante :

Signature Elem

sortes :

elem

symboles fonctionnels :
c: — elem

s : elem — elem

_a_ :elem elem — elem
symboles prédicatifs :
_e_ :elem elem

Ainsi, ¢ est une constante, 'arité de a et de e est ar(a) = ar(e) = elem elem et la
co-arité de s est coar(s) = elem. <
Cette notion de signature permet de définir les symboles de la syntaxe d’un
univers géométrique. Elle permet aussi de fournir un typage pour des variables ex-
primées dans cet univers, que ’on note v : s avec v une variable et s € S pour un
univers ¥ = (S, F, P) donné. Les variables typées par des sortes de I'univers 3 sont
dites X-sortées.
> Exemple 1.1.3
Dans l'exemple [LTIl =, 1 et 2 sont des variables dans la signature de 1’exemple
L2 <
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L’application des symboles fonctionnels ou prédicatifs de la signature a des va-
riables typées, permet de produire des termes.

> Exemple 1.1.4
Dans la signature de 'exemple [LT2 soient z,y : elem.
Un exemple de terme construit sur les variables x et y et la constante c est :

s(z)as(s(c))ey

<
On peut voir la signature comme un patron pour la fabrication de termes. Si
seuls des symboles fonctionnels sont utilisés, on dira que 'on a affaire a un terme
fonctionnel, par exemple 22 + 1. On appelle terme prédicatif les termes comportant
un symbole prédicatif. Ainsi, 22 + 1 = 0 est un terme prédicatif. On notera T f, et
T'ps, 'ensemble de tous les termes respectivement fonctionnels et prédicatifs.
Lorsque I’ensemble des variables est vide, on parle de terme clos. Par exemple, dans
la signature de I'exemple [LT2 s(c) est un terme clos.

Un univers géométrique est I’expression d’'une théorie logique du premier ordre
dont un modéle privilégié est de nature géométrique. Pour constituer des formules,
on considére une syntaxe permettant de combiner et de quantifier les termes :

— les connecteurs logiques habituels : = pour I'implication, A pour I'intersection,

V pour 'union, — pour la négation, dans cet ordre de priorité,
— les quantificateurs : 3 (il existe) et V (quelque soit) portant sur des variables
typées.
La partie quantification est préfixée a 'aide du symbole |. Les symboles ( et ) sont
utilisés pour préciser la portée des opérateurs logiques.

> Exemple 1.1.5
V (a:elem) 3 (b:elem) | = (a = 0) A (s(a) = b) V (s(b) = a) est une formule
logique dans la signature précédente. <

Nous avons maintenant tous les ingrédients nécessaires pour la définition de la
syntaxe d’un univers géométrique :

Définition 1.1.2 Syntaxe d’un univers géométrique
La syntaxe d’un univers géométrique est composée de :

— une signature >,

— un ensemble de formules dans ¥, nommées axiomes.

> Exemple 1.1.6
Dans [HilZI|, Hilbert propose 21 axiomes associés a la signature suivante :

Signature Hilbert
sortes :

point

droite plan

angle

symboles prédicatifs :
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D : point point point

__iny _ : point droite
__ing _ : point plan
__ing _ : droite plan

=  : angle angle

La signification de cette signature est décrite dans I'exemple [LT.8 Nous ne pré-
sentons que deux de ces axiomes : le premier et le onziéme.
Le premier axiome traduit I’existence d’'une droite passant par 2 points :

V (a,b : point) 3 (c : droite) | (a iny ¢)A(b in; c)

Plus élaboré, le onziéme axiome exprime que sur 3 points pris au hasard sur une
droite, I'un d’entre eux se situe entre les deux autres :

V (d : droite) 3 (a,b,c : point) |
(((ainy d)A(b iny d)A(c iny d)) = (x(a,b,c) V xa(b,a,c) V xi(a,c,b)))

1.1.2 Sémantique d’un univers géométrique

Pour donner une signification a un univers géométrique, il faut donner un sens a
chaque élément de sa signature. C’est ce qui est fait en définissant une X-algébre :

Définition 1.1.3 X-algébre

Soit X une signature hétérogéne.

Une Y-algébre E consiste a associer :

— un ensemble E & chaque sorte s € X,

— une fonction f : Es, x ... x E,, — E; par symbole fonctionnel f :
S1...8, — s défini dans %,

— un sous-ensemble p @ Ey, X ... X E, par prédicat p : s;...s, défini
dans 3.

Lorsque (01,...,0,) € p, on dit que p(o1,...,0,) est vraie ou vérifice.

Le passage d'une signature a une X-algebre s’appelle une interprétation de la
signature. Plusieurs interprétations différentes peuvent étre associées & une méme
signature.

> Exemple 1.1.7
La signature de I'exemple [LT A peut s’interpréter comme une spécification des entiers
naturels N. En effet, ¢ est une constante représentant 1’élément neutre, les symboles
s et a peuvent étre associés aux opérations classiques de successeur et d’addition et
e a 'égalité.

Mais, une interprétation par n’importe quel groupe, comme par exemple Z/3Z,
convient. De la méme maniére, si on considére que le symbole a a pour signification
la soustraction et que le symbole s dénote le prédécesseur, on obtient les entiers
négatifs N—.
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Dans la syntaxe communément admise en mathématiques, le symbole 1 de I'ex-
emple [CTTl fait partie des symboles fonctionnels et correspond & s(c¢) dans la signa-
ture de 'exemple N

Définition 1.1.4 Valuation

Soit X une signature et X un ensemble de variables ¥-sortées. Une va-
luation de variables est une fonction v : X — F respectant les types : si
x : s alors v(z) € E.

Pour interpréter les formules, les symboles de prédicats correspondent a des rela-
tions booléennes dans les Y-algébres, les connecteurs logiques sont interprétés suivant
les tables de vérité bien connues et les variables libres (non quantifiées) sont inter-
prétées comme si elles étaient quantifiées universellement.

> Exemple 1.1.8
Dans 'axiomatique d’Hilbert (cf. exemple [CTH), les sortes dénotent classiquement
les objets points, droites, plans et angles dans R3, les symboles fonctionnels sont
tous des constantes permettant de construire les objets précédents, le prédicat
dénote la contrainte qu’un point est au milieu de deux autres points, in,,in, et ing
dénotent l'incidence d’objets & d’autres objets et enfin = la relation d’égalité entre
2 angles non orientés. <

1.1.3 Systéme de contraintes et solutions

Dans cette section, nous présentons la maniére dont s’exprime la syntaxe d’un
probléme de contraintes dans un univers donné :

Définition 1.1.5 Systéme de contraintes géométriques

Etant donnée une signature ¥, un systéme de contraintes est un triplet

S =(C,x,A) ou:

— (' est une conjonction finie de termes prédicatifs,

— x est un ensemble Y-sorté fini de symboles appelés inconnues,

— A est un ensemble Y-sorté fini de symboles appelés parameétres,

avec Yy N A = 0.

Ainsi, un systéme de contraintes peut étre syntaxiquement défini et la séman-

tique des inconnues de ce systéme n’est pas donnée explicitement dans la Y-algebre
associée.

Définition 1.1.6 Solution d’un systéme
Soit un systéme S = (C, x, A).
Pour une valuation de A, on appelle solution d’un systéme de contraintes
géométriques une valuation v : xy — F telle que 'interprétation de C' soit
vérifiée.
L’ensemble des solutions d’un systéme S est noté F'(S). On peut abstraire la
notion de solution d’un systéme en la paramétrant par les variables de A.

Définition 1.1.7 Solution paramétrée
Une solution paramétrée a un systéme de contraintes S = (C, x, A) est
un ensemble de valuations v, : x — FE avec a = {ay, ..., a,} donné dans

A.
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Une solution formelle est une formulation paramétrique de F'(.S). Elle est souvent
représentée par un programme de construction en EAO, i.e. une suite d’opérations
avec des conditionnelles.

Définition 1.1.8 Constriction

Dans une X-algébre donnée, on dit qu'un systéme de contraintes géomé-
triques S est :

— bien-contraint si F'(S) est fini;

— sous-contraint si F'(S5) est infini;

— sur-contraint si F'(S) est vide.

Une solution paramétrée peut étre bien, sur et sous contrainte selon la valuation
des paramétres choisie. Par exemple, un triangle contraint par la longueur de ses trois
cOtés est sur-contraint si les longueurs ne respectent pas l'inégalité triangulaire.

1.2 Univers géométriques et solveurs

Un solveur est une fonction de Py dans V, avec Py l'ensemble des systémes
de contraintes S = (C,x, A) exprimables dans 'univers U et V un ensemble de
valuations v : y — F.

Il est correct s'il n’engendre pas de fausses solutions, i.e. si V' C F(S); il est dit
complet par rapport a un univers U, s’il est capable de calculer toutes les solutions
pour chaque systéme exprimé dans U, i.e. si F'(S) C V.

Un solveur paramétrique est un solveur capable de produire des solutions for-
melles. Les résultats de tels solveurs sont des fonctions que 'on peut interpréter
pour déterminer les solutions numériques en fonction des valeurs numériques des
parameétres. Les solveurs symboliques peuvent manipuler les paramétres pendant le
processus de résolution et ils construisent ces fonctions sous forme de programmes ou
de plans de construction (comme par exemple dans la figure [[4]), ou de bases stan-
dard (ou de Grobner). C’est pourquoi on appelle ces solveurs des solveurs construc-
tifs.

Dans cette section, nous décrivons les univers géométriques dans lesquels les sol-
veurs s’appliquent, a partir de la présentation des techniques générales de résolution.

Les solveurs sont habituellement classés en considérant 3 criteéres :
— les structures de données sous-jacentes;

— le type de décomposition utilisé;

— la nature de la solution produite.

Structures de données

Des travaux de Sutherland [Sut63] jusqu’a [BP07] et en passant par [RSVSS|, une

taxonomie plus ou moins respectée s’est construite. Ainsi, les méthodes de résolutions
sont généralement classées suivant les structures de données employées :

— les méthodes a base d’équations, [Wu84l [Cho88, [Kon92] ;
— les méthodes a base de connaissances, [AId88, VSR92, [DMS9]] ;
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— les méthodes & base de (hyper-)graphes, [OwedT], AAM93, BEHT95)|.

Cette taxonomie adopte un point de vue ou les problémes de contraintes sont res-
pectivement décrits :

— soit par des équations, souvent polynomiales ;

— soit par des prédicats de la logique du premier ordre ;

— soit par des valuations de sommets et d’arétes en théorie des graphes.

La résolution de systémes de polynomes fait appel soit a des techniques trés puis-
santes de calcul algébrique mais dont la complexité est au moins exponentielle - ce
qui explique pourquoi elles sont peu utilisées en CAQO -, soit a des techniques itéra-
tives numériques efficaces mais dont la convergence numérique n’est pas maitrisée.

La représentation par des prédicats permet 1’utilisation de techniques d’inférence
sur des connaissances géométriques a ’aide d’un systéme expert ou de régles de ré-
écriture. En restreignant la classe des problémes traités, la complexité de ces solveurs
est polynomiale dans le nombre d’inconnues et le temps de résolution est propor-
tionnel au nombre de regles considérées. Dans le cadre de la géométrie en général,
ces régles sont trés nombreuses et une des solutions retenues pour améliorer 'effica-
cité de ces solveurs est de restreindre ce nombre de régles & un univers géométrique
moins général.

Les techniques d’analyse combinatoire issues de la théorie des graphes sont plus
abstraites car elles s'intéressent a la structure des systémes de contraintes. Malheu-
reusement, les caractérisations structurelle proposée sont incorrectes dans le cadre
général de la géométrie. Elles sont pourtant trés efficaces pour des conditions de

généricité des systémes et résolvent ainsi un grand nombre des problémes 2D issus
de la CAO industrielle.

Le type de décomposition

Pour pouvoir dominer la complexité en taille d'un probléme de contraintes géomé-
triques, la majorité des solveurs actuels mettent en application le paradigme : « di-
viser pour régner ».

Dans ces solveurs, la résolution est ainsi constituée de deux phases : la phase
de planification, consacrée a la recherche d’'un plan de décomposition-assemblage
de sous-systémes et une phase de résolution proprement dite ou les sous-systémes
irréductibles sont résolus.

En pratique, la résolution par décomposition contient généralement les étapes
suivantes :

— décomposer un systéme en parties,

— résoudre les parties,

— assembler les solutions des parties.

La résolution est appliquée localement sur chacun des sous-systemes, et les solutions
partielles sont assemblées pour obtenir la solution globale.
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Les travaux sur la décomposition mettent en avant cette premiére phase d’analyse
de systémes de contraintes et font tous référence a une certaine granularité des pro-
blémes en utilisant différents termes pour désigner les sous-systémes : macros-figures
pour Cugini et al. [CDGS8Y|, CD-sets pour Sunde [Sun86|, clusters pour Hoffmann

et al. [HCO2D, ...

Ces solveurs sont généralement regroupés suivant le type de décomposition :

— les décompositions équationnelles ou par blocs,

— les décompositions géométriques ou décompositions utilisant I'invariance par

les déplacements,

— les décompositions structurelles, ou décompositions suivant des heuristiques

combinatoires.

Mais la finesse d’abstraction n’implique pas forcément la finesse de décompo-
sition. Méme si les décompositions équationnelles peuvent « casser des objets en
plusieurs morceaux », elles ne donnent pas forcément la décomposition la plus fine,
car on obtient des composantes fortement connexes, qui pourraient étre cassées par
des méthodes tirant parti de connaissances géométriques et en particulier de I'inva-
riance par déplacement (cf. [L2).

Les méthodes utilisant une heuristique pour décomposer sont plus efficaces mais
font perdre la sémantique géométrique a la base de cette possibilité de décomposer.
Par exemple, ces méthodes ne prennent pas en compte la présence de cas dégénérés,
ou de singularités induites par des théorémes ne faisant intervenir que des incidences,
comme le théoréme de Pappus vu en fin de chapitre (exemple [C20).

Globalement, ces décompositions peuvent étre scindées en deux types : les décom-
positions ascendantes et les décompositions descendantes. Ces termes s’expliquent
lorsqu’on considére le parcours d’un arbre représentant la décomposition ot la racine
est le SCG global et les autres noeuds les sous-systémes déterminés récursivement.

Cette distinction ne met pas assez en avant I'importance relative de la planifi-
cation par rapport a la résolution. Nous utilisons plutot le terme de décomposition
a priori lorsqu’on présume que la résolution des sous-systémes est faite par des sol-
veurs complets, et le terme de décomposition constructive, lorsque la résolution de
sous-systémes permet de déduire des connaissances pour résoudre un autre sous-
systeme.

Les décompositions a priori procédent essentiellement par I’application d’un cri-
tére combinatoire de décomposition. A la base, cette caractérisation combinatoire
est issue d’un cadre particulier appelé théorie de la rigidité [GSS9T| qui cherche a ca-
ractériser la rigidité des graphes représentant un systéme de contraintes de distance
entre points. Intuitivement, un assemblage d’objets est rigide s’il est indéformable :
i.e. ses objets n’admettent aucun mouvement relativement les uns aux autres. La
notion de rigidité a été principalement étudiée par la communauté de topologie
structurale qui a présenté différentes formes de rigidité. Pour une présentation plus
détaillée des différentes formes de rigidité, le lecteur pourra consulter [[fer(2].

Les critéres combinatoires sont utilisés soit pour ’analyse de la connectivité du
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graphe pour détecter les repéres en commun et des motifs d’assemblage, ot la no-
tion de paire d’articulation joue un role essentiel [Owe91], soit pour la recherche de
composantes structurellement bien-contraintes en considérant la densité des graphes
JFLS98, Ter2, S0,

Dans cette recherche de composantes structurellement bien-contraintes, on peut
aussi citer la décomposition équationnelle [LM94al qui travaille sur le graphe biparti
inconnues-équations (voir[[333)). Un couplage parfait permet de dégager les variables
structurellement bien, sur et sous contraintes et les composantes connexes du graphe
donnent une planification de la résolution.

La classe des méthodes de décompositions constructives utilise la capacité du
solveur a résoudre des sous-systémes pour découvrir ces parties & assembler. Parmi
les méthodes de décomposition constructives, on peut distinguer :

— les méthodes a base de pattern [I'N97, Sun&7],
— les méthodes & base de propagation de degrés de libertés [HV95, BEHF93],

— les méthodes a base de systémes de connaissances [But79 [ATd88, Sch93].

Ces méthodes de décomposition utilisent plus ou moins explicitement une des carac-
téristiques des systémes de contraintes géométriques : l'invariance par déplacement
Ma£7].

En effet, les systémes de contraintes géométriques sont souvent invariants par le
groupe euclidien I des isométries directes, on dit [-invariant. Alors, les définitions de
bonne, sur et sous constriction deviennent :

— le systéme S est bien-contraint modulo 1 s’il existe un nombre fini de solutions

a une isométrie prés, ou en d’autres mots, I'ensemble F(S)/I des orbites de
F(S) sous l'action du groupe I, est fini,

— S est sous-contraint modulo I si F(S)/I est infini,

— S est sur-contraint modulo 1 si F(S)/T = F(S) = 0.

Un systéme bien-contraint modulo I peut étre bien-contraint en ajoutant quelques
contraintes capables de fixer un repére, comme par exemple un point et une direction
en 2D ou un point et 2 directions en 3D.

La décomposition de systémes [-invariants nécessite I’ajout de contraintes pour
rendre bien-contraints les sous-systémes. Dans notre terminologie, nous appelons de
telles contraintes le bord du systéme.

> Exemple 1.2.1
La figure [[3(a) présente un hexagone ABCDEF pour lequel la longueur de cha-
cun des 6 cotés ainsi que la valeur de 3 angles sont imposées. L’utilisation de régles
de construction géomeétriques ne permet pas de construire facilement un hexagone
répondant a ces contraintes. En revanche, I’emploi de régles classiques par un mé-
canisme de décomposition-recombinaison conduit & un plan de construction assez
élémentaire. Dans un premier temps, le triangle AEF est construit. La distance AF
peut alors étre calculée sur AEF. Ce triangle est retiré et remplacé par la distance
AFE (figure[LH(b)). Cette nouvelle contrainte constitue le bord de AEF, qui est com-
posé des éléments communs au reste de la figure : les points A et F, et les contraintes
sur ces ¢léments qui sont invariantes par déplacement.

Une procédure similaire permet d’agir de méme avec le triangle ABC. Le sys-
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F1iG. 1.5 — Hexagone a 6 distances et 3 angles

téme de contraintes restant est un quadrilatére EDCA (figure [L3(c)) qu'une simple
construction géométrique permet de résoudre. Les 3 sous-systémes ainsi formés (deux
triangles et un quadrilatére) peuvent ensuite étre assemblés par déplacement le long
des points qu’ils partagent deux a deux. <

On peut pourtant comparer certaines méthodes de décomposition a priori et
constructives suivant 'univers d’application de ces méthodes. Ainsi, les méthodes
de Sunde [Sun&@], Owen [Owe9T]|, et Fudos-Hoffmann [F'HIT| sont des méthodes de
décomposition qui considérent des objets a 2 degrés de libertés et des contraintes
dont le degré de restriction vaut 1.

La résolution est toujours trés simple : triviale chez Sunde [Sun86], propagation
de contraintes chez Hoffmann et al. et Ait Aoudia [AAM93], et résolution de triangles
chez Owen [Owe91]. L’assemblage est trivial chez Owen [Owe9T], alors qu’il est
sophistiqué chez Sunde [Sun&6], et intermédiaire chez Hoffmann et al..

Méme si dans des univers 2D particuliers, les décompositions a priori résolvent
beaucoup de problémes de contraintes couramment rencontrés en CAQO, dans le cadre
général, elles restent incorrectes car on ne connait pas de caractérisation structu-
relle combinatoire exacte de la rigidité. De plus, les dépendances d’un ensemble de
contraintes sont difficilement détectables.

Quant aux décompositions équationnelles, méme si elles permettent de décom-
poser trés finement en travaillant au niveau des coordonnées, elles ne tirent pas
partie de la géométrie qui indique comment décomposer des composantes fortement
connexes par la mise en évidence de repéres locaux [DMSO8]|. Les décompositions
constructives sont plus lentes et plus complexes dans le cadre général.

La nature de la solution

La résolution de systémes de contraintes géométriques a aussi été étudiée dans le
cadre de I'Enseignement Assisté par Ordinateur (EAO) lorsque les chercheurs se sont
intéressés aux exercices de constructions a la régle et au compas dans I'enseignement
secondaire. Cette approche a conduit au développement de la géométrie dynamique
[Bau90] et de tuteurs pour la géométrie [ADT92]. Ces techniques et ces savoir-faire
issus des constructions géométriques ont aussi été appliqués a la CAO [Sch93].
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Méme si les domaines de la CAO et de 'EAO poursuivent fondamentalement le
méme but, i.e. trouver des solutions & un systéme de contraintes géométriques, les
formulations et les exigences sont différentes comme peut le rappeler le tableau

CAO EAO

Entrée du une un énoncé
probléme esquisse cotée du probléme de construction
Type de peu résolution
résolution importe formelle
Sortie une (ou plusieurs) une maniére de
du figure(s) répondant construire le résultat
probléme aux cotations (un plan de construction)
Nombre de solutions | une ou plusieurs solutions Ensemble de

proches de I'esquisse toutes les solutions
Nature de la solution solution avec une Solutions exactes

certaine tolérance

F1G. 1.6 — Tableau présentant les caractéristiques des méthodes d’EAO et de CAO

Le critére essentiel de divergence issu de cette rencontre EAO/CAOQO est celui de
la nature de la solution, ¢.e. I'obtention d'une solution générique exacte dans un cas,
et d’une solution numérique approchée avec une certaine tolérance dans l'autre.

Ainsi, on peut distinguer le caractére de la méthode : formel ou numérique sui-
vant la nature de la solution donnée.

D’une maniére générale, I’'approche formelle ou symbolique, qui regroupe les mé-
thodes a base de calcul algébrique et les méthodes a bases de connaissances géomé-
triques, donne ’ensemble des solutions exactes, comme par exemple la résolution par
la méthode de Lebesgue étudiée dans [Sch(1]|. L’approche numérique, au contraire,
fournit généralement une seule solution approchée (voir plus loin [C33)).

Les méthodes formelles sont en pratique plus lentes que les méthodes numériques
car elles imposent la manipulation de termes.

Les méthodes formelles géométriques issues de 'EAO peuvent étre adaptées au
cadre de la CAQO. Tout d’abord, esquisse cotée et énoncé du probléme sont deux
formes de représentations d'un systéme de contraintes géométriques. Il n’y a donc
pas d’incompatibilité entre ces deux descriptions a condition qu’elles vérifient toutes
deux la syntaxe de l'univers géométrique considéré. Les cotations étant l'expres-
sion de propriétés géométriques, les méthodes issues des constructions géométriques
peuvent étre directement utilisées en CAO car le solveur agit comme une boite noire.

Ensuite, ’évaluation numérique d’une représentation formelle de la solution per-
met de visualiser interactivement les modifications de placement des objets en EAQO,
ou des cotations en CAQO.

Pour finir, la solution la plus « proche » de I'esquisse cotée fournie par I'utilisa-
teur peut étre exhibée a ’aide de la technique du gel de branche exposée dans [EVOT].
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Alinsi, les qualités des méthodes formelles géométriques issues de 'EAQO peuvent
étre mises a profit dans un solveur de CAO :

— savoir oll et pourquoi on échoue, pour pouvoir corriger I’erreur ;

— avoir une connaissance du nombre de solutions;

— disposer d’'une structuration de ’espace des solutions lorsqu’il y a un grand
nombre de solutions et mettre a jour les solutions;

— pouvoir modifier les valeurs numériques des paramétres sans avoir a faire appel
au solveur;

— controler la précision de la solution numérique (travailler en double précision,
en arithmétique des intervalles, ...);

— montrer qu’on peut construire une figure avec des instruments donnés, ce qui
peut étre utile, par exemple, dans le cadre de 1'usinage.

Néanmoins, les techniques & base de connaissances géométriques sont intrinse-
quement limitées par I’axiomatique qu’elles adoptent.

De plus, on rencontre des problémes irréductibles que seule une méthode globale
par approximations numériques successives permet de résoudre. La combinaison de
ces deux types de résolution au sein d’une décomposition favorisant la résolution
formelle, permet en pratique de résoudre une classe de problémes plus étendue.

La lenteur des techniques formelles géométriques est un probléme récurrent pour
leur application dans des logiciels de CAO, mais, des méthodes formelles restreintes
a une axiomatique particuliére peuvent étre instanciées en méthodes numériques
pour gagner en efficacité comme par exemple la méthode de [Sun87)|, grace a de la
compilation de systémes experts en structures de données efficaces [WSMEQ6].

Types d’univers

Lorsque 1'on considére 'univers géométrique dans lequel s’applique une méthode,

les trois critéres présentés apparaissent naturellement.

Le critére des structures de données conduit a considérer 3 univers possibles :

— celui de la géométrie euclidienne, telle qu’elle est exprimée depuis Euclide;

— celui de I'analyse, tel que Descartes 1’a introduite ;

— et celui des graphes : I'univers combinatoire, tel qu'Euler ’a présenté.

Le critére de la décomposition nous en apprend plus sur les liens qui unissent ces
univers :

— l'univers géométrique euclidien est I'univers de référence dans lequel le pro-
bléme est exprimé mais les figures solutions sont exprimées dans 'univers ana-
lytique pour l'affichage sur la machine;

— représenter les systémes d’équations par des graphes permet de faire de la
décomposition d’un point de vue combinatoire ;

— représenter la géométrie par des graphes permet d’abstraire les objets géomé-
triques et les contraintes, et de faire de la décomposition combinatoire.

Et enfin, la solution peut étre représentée symboliquement dans ces 3 univers mais
une solution numérique n’est exprimée que dans I'univers analytique.

Ces trois univers sont présentés dans les trois sections suivantes :
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1.2.1 Univers euclidien

Pour décrire les univers de maniére formelle, nous utilisons une syntaxe descrip-
tive basée sur la définition d’univers géométrique donnée au début du chapitre (cf.
[CT2) : sortes, symboles fonctionnels, symboles prédicatifs et axiomes.

L’univers euclidien est un univers classique étudié a 1’école primaire et secon-
daire. On en distingue deux, celui du plan et celui de I'espace, autrement dit de
dimension 2 et 3. Nous ne présentons ici qu'une partie de ces deux univers, celle qui
est généralement utilisée dans les méthodes a base de connaissance.

Univers euclidien 2D

Univers Euclide2D

sortes :

point

longueur

angle

droite

rayon

cercle

symboles fonctionnels :

droite,, : point point — droite

cercle,, : point rayon — cercle

point,. : cercle — point

rayon, : cercle — rayon

point,y; @ point point longueur longueur — point

interyy : droite droite — point

inter,. : cercle cercle — point

intery. : droite cercle — point

symboles prédicatifs :

dist,, : point point longueur

dist.. : cercle cercle longueur

egaly,, : point point

egaly : longueur longueur

angleyy,, : point point point point angle

anglegq : droite droite angle

apppq : point droite

apppe : point cercle

parall : droite droite

perp : droite droite

tang.. : cercle cercle

axiomes :

V (p1,p2 : point)A(k : longueur) dist,,(p1, p2, k) = distyy(p2, p1, k)

V (p1,p2 @ point) disty,(p1,p2,0) < p1 = po

Y (p1, p2, ps : point) dist,,(p1, pa, k1) A dist,y(pa, D3, ko) A disty,(pr, ps, ks)
C ks < ki + ks
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Classiquement, la sorte point dénote les points et ainsi de suite pour les objets
géomeétriques classiques. Les sortes longueur, rayon et angle dénotent des mesures
spécialisées pour les contraintes de distances, les cercles et les contraintes d’angles.

Parmi les symboles fonctionnels, les constantes expriment la création d’un nouvel
objet géométrique correspondant a la sorte de co-arité. Les noms sont préfixés par
un c dans ce cas.

Le symbole droite,, dénote une fonction qui a partir de deux points distincts
donne une droite passant par ces deux points. Le nom représente ainsi la co-arité et
I’arité avec en indice les initiales des sortes utilisées.

Le symbole fonctionnel point,,; est un symbole atomique, c’est-a-dire qu’il fac-
torise une construction connue pour éviter la présence d’objets intermédiaires. Il
dénote la construction d’'un point intersection de deux cercles dont les centres et les
rayons sont respectivement les points et les longueurs de I'arité.

Les symboles inter,. et inter,. représentent respectivement l’'intersection de deux
cercles et I'intersection d’une droite et d’un cercle. Suivant que certains points soient
égaux ou alignés, ou que certaines distances prennent la valeur 0, il y aura entre 0 et
2 solutions possibles pour ces symboles fonctionnels. Ce sont des multi-fonctions. La
prise en compte des multi-fonctions peut se faire au niveau syntaxique, en utilisant
des conditionnelles et une fonction différente pour chaque solution possible [Sch93].
Mais, pour ne pas surcharger les définitions formelles, nous avons choisi dans cette
thése de les considérer au niveau sémantique (voir chapitre 5).

Parmi les symboles prédicatifs, dist,, spécifie que la distance entre deux objets
de sorte point est une valeur de sorte longueur.

egal,, et egaly sont deux symboles spécifiant 1'égalité respectivement entre points
et entre longueurs. Nous utilisons dans la suite le symbole prédicatif = comme sucre
syntaxique pour désigner ce type de relation.

angley, indique la mesure d’un angle entre 2 bi-points, et angleyy entre deux
droites.

apppa et appp. spécifient I'appartenance d’un point a une droite ou a un cercle.

Enfin, parall et perp sont utilisés pour spécifier un parallélisme ou une perpen-
dicularité entre droites et tang.. pour la tangence de deux cercles.

On peut remarquer les axiomes indiquant que deux points sont égaux lorsque la
distance les séparant est nulle, et I'inégalité triangulaire entre 3 points. Ces deux
axiomes définissent les dégénérescences possibles lorsque I'on considére les points.
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a=b d1//d2
a+c = 180° a=b a+b+c =180°

Fic. 1.7 — Relation entre les angles, angles alternes-internes, relation de Chasles

Les axiomes ne sont pas tous cités dans cette description, il serait trop long de
le faire en extension. Les premiers axiomes décrits sont ceux caractérisant ce qu’est
une distance. Mais il pourrait y en avoir bien d’autres comme par exemple pour les
angles : ceux indiquant ’égalité des angles lorsque deux droites se coupent, ceux sur
I’égalité des angles alternes-internes, ou la relation de Chasles dans un triangle, etc.
(cf. figure [C). Ce sont ces axiomes qui permettent de traiter les cas particuliers
de la géomeétrie, en tout cas ces singularités et les dégénérescences induites par
I’alignement, le parallélisme, la coplanarité, etc..

Univers euclidien 3D

En dimension 3, les types sphere et plan sont ajoutés aux sortes 2D. Cela aug-
mente la complexité de I'univers en terme de symboles fonctionnels mais aussi en
terme d’axiomatique (non décrite ici).

Univers Euclide3D

sortes :

point

longueur

angle

droite

rayon

sphere

plan

cercle

symboles fonctionnels :
droite,, : point point — droite
points,s : point point point longueur longueur longueur — point
cercleyy, : point plan rayon — cercle
cercles, : point point — cercle
point,. : cercle — point

rayon,. : cercle — rayon

plan, : cercle — plan

sphere,, : point rayon — sphere
centreSphere : sphere — point
rayonSphere : sphere — rayon
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plans, : point point point — plan
plan,, : point droite — plan
plangy : droite plan — plan
plangg : droite droite — plan
plan,.q : sphere sphere — plan
intergy : droite plan — point
interyy, : plan plan — droite
interys, : plan sphere — point
intery, : plan sphere — cercle
interyy : droite droite — point
interys : droite sphere — point
interss, : sphere sphere — point
interggs : sphere sphere — cercle
interss : sphere sphere sphere — point
intery. : droite cercle — point
inter,,. : cercle cercle — point
inter., : cercle sphere — point
inters. : sphere cercle — point
interqy : cercle plan — point
interp. : plan cercle — point
symboles prédicatifs :

dist,, : point point longueur
dist,y : point plan longueur
dist,; : point droite longueur
dist,s : point sphere longueur
distyy @ plan plan longueur
distgy, @ droite plan longueur
distys : plan sphere longueur
distgq : droite droite longueur
distys @ droite sphere longueur
dist.. : cercle cercle longueur
dist, : sphere sphere longueur
angley, : point point point point angle
anglesy : droite droite angle
anglegy : plan plan angle
anglegy : droite plan angle
parallsg : droite droite

perpsgq - droite droite

parally, : plan plan

perpay : plan plan

parallgy : droite plan

perpgy : droite plan

apppq : point droite

appps : point sphere

apppp : point plan

appqp : droite plan
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tangys : plan sphere
tanggys : droite sphere
tangss : sphere sphere
axiomes :

Dans cet univers euclidien 3D, le cercle correspond également a la sorte cercle
mais sa construction requiert la donnée d'un point, d’un rayon et d’un plan pour
le symbole cercle,,;,. Toutefois, il peut aussi étre construit par cercley, a partir de
deux points p; et py, pl étant le centre, p1py définissant la normale et ||py — p1| le
rayon.

On peut remarquer que plangg, qui dénote la construction d’un plan a partir de deux
droites, n’est défini que si les deux droites sont coplanaires.

interp,s, et intery, sont caractéristiques de I'augmentation de la complexité lors-
qu'on passe en dimension 3. On ne peut plus vraiment parler de multi-fonction
lorsqu’une construction peut donner des objets de types différents. Nous scindons
cette construction en deux multi-fonctions avec des signatures différentes.

D’un point de vue sémantique, les clés sont dans la section précédente [[LZZT]
décrivant 'univers euclidien 2D, et nous ne détaillons pas plus cet univers. Notons
toutefois que le passage a la dimension supérieure entraine une complexification du
point de vue du nombre d’objets et du nombre de symboles mais aussi et surtout du
point de vue des multi-fonctions et de 'expression de fonctions a co-arité variable.

1.2.2 Univers analytique

L’univers analytique permet de s’affranchir de la notion de dimension qui régit
I'univers euclidien. L’élément de base de l'univers analytique, commun & tous les
objets et aux contraintes de I'univers euclidien, est la coordonnée.

Univers Analytique
sortes :

elem

symboles fonctionnels :
0: — elem

succ : elem — elem

_ + _ :elem elem — elem
_ — _:elem elem — elem
_ X _ :elem elem — elem

_/_ :elem elem — elem
N :elem elem — elem
symboles prédicatif :
= _:elem elem

: elem elem

: elem elem

: elem elem

: elem elem

IV IAN VA
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axiomes :

V(z,y:elem) z+y=y+=x

V(z,y:elem) z xy=y Xz

(x:elem) x+0=0V(z:elem) zx1=1

(x :elem) I(y : elem) | z+y =0
(x:elem) |z #0= F(y:elem) |z xy=1
(x,y,z:elem) x+(y+2)=(r+y)+ 2
(x,y,z:elem) x X (y x z2) = (x X y) X 2
(r,y,z:elem) zx (y+z) =z xy+axxz=(y+2) Xz

CCCCCCL

La sémantique généralement associée a cet univers est celle des nombres réels R
ou complexes C. Mais, elle peut tout aussi bien étre celle des nombres rationnels Q
ou d’extensions de nombres rationnels par des radicaux Q[v/2], etc.

Cet univers représente donc un corps K muni des 5 opérations classiques : I'ad-
dition, la soustraction, la multiplication, la division et la puissance. Les axiomes
identifient classiquement la commutativité, I'existence d’'un élément neutre et d’un
inverse, ainsi que l’associativité de I'addition et de la multiplication. On peut aussi
noter la distributivité de la multiplication pour 'addition.

Les symboles prédicatifs permettent de comparer ces nombres entre eux et no-
tamment le symbole = qui permet de définir des systémes d’équations & n variables.
La plupart du temps, les équations considérées sont algébriques, i.e. on considére
I'anneau des polynomes a n variables sur les réels : R[ X7, ..., X,].

La sorte point de I'univers euclidien 2D est représentée dans I'univers analytique
par un couple de coordonnées.

Les contraintes géométriques sont quant a elles associées a des systémes d’équa-
tions. Ces systémes peuvent s’exprimer en utilisant uniquement les opérations précé-
dentes.

Les énoncés sont généralement donnés sous forme de termes dans I'univers eu-
clidien. Pour utiliser des solveurs algébriques, les énoncés doivent étre traduits dans
I'univers analytique. Cela est fait au moyen d’une fonction de morphisme d’univers.

En 2D, cette fonction associe :
— longueur et elem

point et (elem, elem)

cercle et (elem, elem, elem)

— dist,, : point point longueur et une équation (z1 — z2)? + (y1 — y2)? = k* avec
X1, T2, Y1, Y2, k o elem,

En 3D, cette fonction associe :

— longueur et elem

— point et (elem,elem, elem)

— sphere et (elem,elem, elem)
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— dist,, : point point longueur et une équation (z;—z2)*+(y1 —y2)*+(21—22)? =
k? avec x1, 2, Y1, Y2, 21, 22, k : elem,
Il faut noter que la notion de dimension n’a pas complétement disparue, elle est
notamment présente avec le nombre de sortes elem que I'on associe a la sorte point
de n’importe quel univers géométrique.

1.2.3 Univers combinatoire

Dans les méthodes combinatoires, la géométrie est abstraite en un graphe ou les
degrés de liberté et de restriction sont des pondérations des sommets et des arétes.

Cette tentative de compilation de la géométrie euclidienne a permis de caracté-
riser grossiérement de maniére combinatoire la notion de constriction d'un systéme
de contraintes a I’aide de la notion de rigidité. En fait, cette caractérisation ne fonc-
tionne pas dans le cadre général. Elle est néanmoins utilisée comme une heuristique
pour détecter la constriction structurelle générique dans beaucoup de méthodes de
résolution.

Univers Combinatoire

sortes :

graphe

somimet

aréte

scalaire

symboles fonctionnels :

ddl : sommet — scalaire

ddr : aréte — scalaire

setDdl : sommet scalaire — sommet
setDdr : aréte scalaire — aréte
addS : graphe sommet — graphe
addA : graphe aréte — graphe

adj : graphe sommet aréte — graphe

La sorte sommet dénote les sommets d’'un (hyper-)graphe, aréte dénote ses
(hyper-)arétes et la relation adj est la spécification de I’adjacence d'un sommet
et d’'une aréte : c’est ce qu'on appelle un (hyper-)graphe de contraintes. Les sym-
boles fonctionnels ddl et ddr sont des pondérations des sommets et des arétes que
I’on nomme degrés de liberté et degrés de restriction. Ces pondérations représentent
intuitivement les mouvements et les blocages possibles de ces objets, ou plus grossie-
rement le nombre de coordonnées des entités géométriques et le nombre d’équations
a inconnues réelles des contraintes.

Ici encore, un morphisme permet de passer de l'univers euclidien & l'univers
combinatoire dans lequel les degrés de liberté associés aux objets et les degrés de
restriction associés aux contraintes sont les seules informations conservées. C’est
pour cette raison que les caractérisations combinatoires ne sont vérifiées que dans
un cadre générique restreint comme nous allons le voir dans la section suivante.
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1.3 Classification

Nous proposons une classification des principales méthodes de résolution selon
I'univers géométrique sur lequel elle repose. Notre classement s’appuie en premier
lieu sur la dimension de l'univers et en second lieu sur la complexité de 'univers,
i.e. le nombre d’objets et de contraintes considérés.

1.3.1 Univers & 2 dimensions

La plupart des travaux en résolution de contraintes sont situés dans des univers
2D restreints pour permettre soit 1’utilisation d’une propriété limitée & un sous-
groupe d’objets ou de contraintes, soit pour favoriser l'efficacité de 1’algorithme
proposé.

Univers des points et des distances

L’univers géométrique le plus simple est celui qui concerne les points et les
contraintes de distances :

Univers PointsDistances2D

sortes :

point

longueur

symboles fonctionnels :

point,,; : point point longueur longueur — point

fixe : point longeur — point

symboles prédicatifs :

dist,, : point point longueur

egaly : longueur longueur

axiomes :

Y (p1,p2 : point)A(k : longueur) dist,,(p1, p2, k) = distyy(p2, p1, k)

V (p1,p2 : point) disty,(p1,pa,0) & p1 = po

V' (p1: P2, p3 : point) disty,(p, pa, ki) A distyy(pa, ps, k) A disty,(p1, ps, ks)
= ks < ki + ko

Pour cette signature, il existe pourtant une caractérisation combinatoire de la
rigidité structurelle en 2D :

Theoréme 1.3.1 Théoréme de Laman Un systéme de contraintes
géomeétriques 2D constitué de points et de distances est structurellement
rigide si et seulement s’il vérifie 2n — 3 = ¢ et pour chaque sous-systéme
2n — 3 > c avec n le nombre de points et ¢ le nombre de contraintes de
distances génériques, en particulier non nulles. (]

Un SCG structurellement rigide est bien-contraint modulo un déplacement. 11
suffit de fixer un repére 2D qui enléve 3 degrés de liberté.

La condition de Laman en théorie de la rigidité signifie intuitivement qu’il y
a exactement le nombre de contraintes nécessaires et qu’aucun sous-systéme n’est
sur-contraint.
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Dans les univers 2D et 3D suivants, I’extension de cette condition aux objets et
contraintes de degrés supérieurs est nécessaire dans le cadre générique mais n’est
pas suffisante pour caractériser la rigidité.

Dans ce cadre trés simple, un algorithme de propagation des degrés de liberté
peut étre mis en ceuvre comme dans ’exemple suivant :

YAV
NA

F1G. 1.8 — Une figure dans 'univers PointsDistances2D

Le SCG associé a la figure est :

(dist (A, B k1)
dist,,(B,C, k2)
dist,, (A, C, k3)
(
(
o

U
I

d’iStpp B, D, kf4) s {A, B, C, D, E}, {k?l, ]{32, k’g, k’4, k’5, kﬁ, k’7}>
dist,,(C, D, k5)
dist,, (A, E, k6)
| disty,(C, B, kT)

Il est bien-contraint modulo les déplacements. Le plan de construction équivalant a
fixer un repére dans notre univers est :

A=cPoint ()
B=fixe(A,k1)

La régle géométrique a appliquer pour résoudre le SCG est :

Si distp,(p1, p2, k1) A distp,(p1, ps, k2) alors pl = point,pu(p1, p3, k1, k2)
Apres trois applications, le plan de construction final est donc :

A=cPoint ()
B=fixe(A,k1)
C=point_ppll(B,A,k2,k3)
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D=point_ppll(B,C,k4,k5)
E=point_ppll(A,C,k6,k7)

<

Cette méthode est adaptée pour les SCG bien-contraints les plus simples. Mais

elle ne permet pas de résoudre des systémes dits indécomposables comme celui de

la figure Pire encore, elle ne permet pas de résoudre tous les systémes vérifiant
la condition de Laman.

FiG. 1.9 — Hexagone bien-contraint irréductible

Univers bi-1D

Fitzgerald et al. [Fit&T] proposent de ne considérer que les distances horizontales
et verticales entre droites en 2D et les distances entre elles.

Univers BilD

sortes :

hor

ver

longueur

symboles fonctionnels :

propageny - hor longueur — hor

Propage,e. : ver longueur — ver

symboles prédicatifs :

disty,, : hor hor longueur

distye, : ver ver longueur

axiomes :

V (dy,ds : hor)A(k : longueur) distpo,(dy,ds, k) = distpe(da, dy, k)

V (dy,ds : ver)A(k : longueur) distye,(dy, da, k) = distye(da, dy, k)

v (dl, dz, d3 . hOI")/\(k’l, k’2, k3 : longueur) dz’sthor(dl, dg, kl)/\disthgr(dg, dg, k’2)/\
distper(dy,ds, k3) = ks =ki + ko V k1 = ko + ks V ko = ki + k3

V (dy,dsy, ds : ver)A(kq, k2, k3 : longueur) dist e, (dy, dg, k1) Adistye.(dz, d3, k2)A
diStver(dl,dg, kg) = kys=Fk +kVk =ky+ksVky=Fk + ks

Les sortes hor et ver représentent ainsi les droites horizontales et verticales et
distye, et dist,.. dénotent respectivement les distances entre droites horizontales et
entre droites verticales. Les deux derniers axiomes sont ’expression de la relation de
Chasles pour les distances entre chaque type de droite.

La propagation des distances s’effectue dans un univers a 1 dimension pour les
droites horizontales (propagen,,) et verticales (propage,e,). Cet univers trés restreint
permet de produire un solveur simple et efficace (voir chapitre B) pouvant étre utilisé
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pour la spécification de lignes « porteuses » en conception architecturale. Ce solveur
ne contient que deux régles :

Si distper(dy, da, k) alors di = propagepo(da, k)

Si distye,(dy, ds, k) alors dy = propage,e,(ds, k)

Dans cet univers, un repére est constitué d’une droite horizontale et d’une droite
verticale. Et la condition pour qu’un tel systéme soit bien contraint est que la formule
n — 1 = ¢ soit respectée pour chaque type de droite avec n le nombre de droites et ¢
le nombre de contraintes. Malheureusement, cette méthode n’est pas extensible aux
univers plus complexes.

Univers des bi-points

On peut étendre la signature de 1'univers PointsDistances2D pour prendre en
compte la contrainte d’angle entre bi-points :

Signature BiPoints

étend PointsDistances2D

sortes :

angle

symboles prédicatifs :

angle : point point point point angle

Méthode de Sunde L’univers des solveurs commerciaux de Sunde : PICME
[Sun86] et les CD-sets et CA-sets [Sun87|, est celui des bi-points. La résolution
est basée sur des régles d’assemblage simples gérées par un systéme expert dans son
premier solveur et sur des structures de données ad-hoc dans le second.

Cette mise en avant de I’assemblage est caractéristique des méthodes procédant
par décomposition constructive.

Ainsi, dans le deuxiéme solveur, deux structures de données sont distinguées :
— les CD-sets (a. Constrained distance sets), regroupant des points dont les co-
ordonnées sont déterminées dans un repére lié aux contraintes de distances,
— les CA-sets (a. Constrained angle sets), regroupant les bi-points reliés par des
contraintes d’angle.
Ces deux structures représentent la rigidité des points et contraintes de distances
pour les CD-sets, et la rigidité des directions pour les CA-sets.

Les CD- et CA-sets sont construits et assemblés de maniére incrémentale au
fur et & mesure de la pose des contraintes sur ’esquisse. Cette construction se fait
en suivant des régles générales (cf. axiomes ci-dessous) permettant de créer des
composantes rigides de plus en plus grandes, exprimées par des coordonnées dans
un repére local. A notre connaissance, c’est 'une des premiéres méthodes a tirer
systématiquement parti de l'invariance par déplacement de certaines parties de la
figure pour résoudre un probléme de contraintes.

Cette invariance est capturée par les régles qui assemblent des CD-sets s’il existe
un repére pour les déplacements en commun et pour les CA-sets s’il existe un repére
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pour les similitudes, le groupe de transformations conservant les rapports de distance.

Univers Sunde
Etend BiPoints
sortes :
CD
CA
symboles fonctionnels :
addC' : point point CD — CD
addA : point point CA — CA
joinC : CD CD — CD
joinA : CA CA — CA
symboles prédicatifs :
appcp : point CD
appca : point CA
axiomes :
Régles de formation des CD et CA sets
V(p1, pa : point)(k : longueur) dist,,(p1, p2, k) D addC(p1,p2,cCD)
V(p1, p2, p3, pa : point)(a : angle) angle(py, pa, P3, Pa, @) D
addA(p1, p2, ps, p4, cC'A)
Régles de jointures des CD et CA sets
V(p1, p2, p3, Pa, ps : point)(a : angle)(cdy,cdy : CD) appep(pr,cdr) A
appep(p1, eda) A appep(p2, edy) A appep(ps, edy) A appep(pas, eds) A
appep(ps, cda) A angle(pa, p3, pa, ps, a) D joinC (cdy, cdy)
Y(p1, p2, P3, P4 : point)(a : angle)(cay, cay : CA) appea(pr, car)
appc (P2, car) Aappca(ps, caz) Nappoa(ps, caz) Aangle(py, pa, ps, pa, a) D
joinA(cay, cas)
Les valeurs numériques sont calculées au fur et & mesure et les régles sont codées
« en dur », mais c¢’est véritablement une méthode basée sur des connaissances géomé-
triques comme le montre 'implantation sous forme de systéme expert par Verroust
[Veran).
Par ailleurs, cette méthode permet de tester la sur-rigidité durant la saisie des
contraintes : si un utilisateur tente d’ajouter une contrainte dans un CD-set, le sol-
veur le détecte et peut le signaler a 'utilisateur indiquant ainsi le CD-set a corriger.

La méthode de base de Sunde ne permet pas de résoudre tous les problémes
2D constitués de motifs de triangles et de quadrilatéres. Il faut pour cela avoir
recours a un ensemble de régles plus important comme 1’ont montré Verroust et al.
[VSR92]. Dans ce travail, 4 régles permettent d’assembler toutes les configurations
de triangles contraints en angles et en distances et de la méme maniére 6 régles
permettent d’assembler toutes les configurations de quadrilatéres.

Par exemple, la régle principale des triangles indique que lorsqu’un point et un
angle sont partagés par deux CD-sets, alors on peut les regrouper au sein d’'un méme
CD-set (cf. le troisiéme axiome).

La relation de Chasles est prise en compte par les régles ceuvrant sur les CA-sets.
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Malheureusement, une implantation sous forme de systéme expert [VSR92] ou
de régles de réécriture [ARMPO?], fait perdre lefficacité en temps de la méthode
initiale, due a son aspect numérique et a ses régles codées en dur.

Lorsqu’il ne reste plus qu'un seul CD-set, c¢’est-a-dire une composante rigide pour
tout le SCG, le probléme est résolu. Si ce n’est pas le cas, cela signifie, soit que le
solveur n’est pas assez puissant pour décomposer le probléme, soit que celui-ci est
sous-contraint.

Une étude exhaustive des configurations 2D avec 2, 3, 4 points (cf. figure [LT)
montre que les régles précédentes permettent de résoudre tous les cas bien contraints
(laissé a la sagacité du lecteur). L’hexagone de la figure est vraisemblablement
le probléme le plus simple non soluble par la méthode de Sunde.

Univers des points et des droites 2D et extension aux cercles 2D

On considére souvent en CAO des univers géométriques contenant des points
et des droites. La signature d’un tel univers est basée sur la signature BiPoints, a
laquelle s’ajoute la sorte supplémentaire droite.

Considérer la sorte droite permet d’enrichir le cadre, et aussi de simplifier parfois
I’écriture de contraintes, notamment celle de contraintes d’angle. Avec cette sorte,
de nouveaux types de contraintes sont ajoutés comme ’appartenance d’un point a
une droite, ou le parallélisme de deux droites :

Signature PointsDroites2D
étend PointsDistances2D
sortes :

angle

droite

symboles fonctionnels :
droite,, : point point — droite
interyy : droite droite — point
symboles prédicatifs :
apppq : point droite

parall : droite droite

angle : droite droite angle

Nous avons déja mentionné le fait que le théoréme de Laman ne s’applique pas
dans des univers contenant autre chose que des points et des distances génériques
en dimension 2. L’introduction de droites et d’angles permet ainsi de trouver de
nombreux contre-exemples a une extension du théoréeme de Laman dans cet univers.

Examinons ainsi le cas illustré a la figure [LT1] : avec 5 points, 4 droites, 4 dis-
tances, 10 incidences points-droites et un parallélisme, le critére est vérifié. Pourtant,
cette figure n’est pas rigide mais localement sur-contrainte puisqu’on peut utiliser
le théoréme de Thalés 44 — z\g_g pour trouver la contrainte de distance AM déja

' AB
spécifiée.
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(BC)//(MN)

F1G. 1.11 — Exemple non-rigide mais vérifiant la caractérisation de Laman

Dans cet univers, on peut appliquer une méthode qui comme la méthode de Sunde
s’'intéresse a la présence de repéres : la méthode d’Owen, dont I'applicatin permet
de décomposer a prior: suivant des repéres pour les déplacements, matérialisés par
des paires d’articulation.

Méthode d’Owen La méthode d’Owen [Owe9T] procéde de maniére descendante
pour décomposer un systéme de contraintes géométriques. L’heuristique de décompo-
sition est basée sur la recherche de paires d’articulations dans un graphe de con-
traintes.

Univers Owen

Etend Combinatoire

sortes :

paire

arétev

symboles fonctionnels :

cherchePaire : graphe — paire

coupe; : graphe paire — graphe

coupes : graphe paire — graphe
ajouteVirtuelle : graphe arétev — graphe

Une paire d’articulations est une paire de sommets du graphe de contraintes telle
que le retrait de ses 2 sommets et des arétes incidentes déconnecte le graphe en deux
sous-graphes.

Le découpage au niveau des paires d’articulations implique la duplication des
sommets. Il en résulte qu’'un des sous-graphes n’est pas rigide. Le solveur doit alors
ajouter un [ien virtuel dans chaque sous-graphe non rigide aprés scission. Ce lien
virtuel est généralement une distance entre les 2 sommets d’articulation (cf. figure

[CT2).

Une décomposition récursive est appliquée et on obtient des composantes irréduc-
tibles qui sont, soit des configurations triangulaires, soit des composantes tri-connexes
plus complexes.
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F1G. 1.12 - Exemple de paire d’articulation (en noir) et de lien virtuel (en pointillé)

La résolution des sous-graphes se fait alors dans un ordre qui dépend de 'ad-
jonction des arétes virtuelles : les composantes tri-connexes n’en contenant pas sont
d’abord résolues, puis les valeurs des liens virtuels des sous-graphes adjacents sont
déduites de ces configurations, ce qui permet de les résoudre a leur tour, et ainsi de
suite. [’assemblage se fait dans I'ordre inverse.

Arinyo et al. [ARMPO2] ont montré que les SCG résolubles par la méthode
d’Owen sont des SCG dont on peut trouver récursivement 3 sous-graphes parta-
geant deux a deux un objet : des composantes tri-connexes.

Remarque
Contrairement a la méthode de Sunde, la méthode d’Owen est limitée
aux cas bi-connectés. Méme si la méthode de Sunde est dépendante de
la représentation sous forme de CA- et de CD-sets, la régle du parralle-
logramme permet de résoudre des problémes représentés par un graphe
tri-connecté.

La méthode d’Owen a pourtant été implantée avec succés dans le solveur com-
mercial D-Cubed [DC]. Elle est ainsi intensivement utilisée en CAO.

Univers de graphes L2L1

On se rend compte si on étudie les fonctions de passage de l'univers Points-
Distances2D vers 'univers combinatoire que les objets de degré de liberté égal a 2
partagent des contraintes de degré 1. Ceci permet d’avoir recours a des algorithmes
a base de graphes comme par exemple celui d’Owen.

On remarque aussi qu’il est possible d’ajouter la sorte cercle. Ces objets sont
courament rencontrés en CAQO, mais ils doivent étre considérés avec leur rayon fixé
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pour entrer dans ce cadre.

Univers Cercles2D

étend signature PointsDistances2D
sortes :

cercle

symboles fonctionnels :

intery. : droite cercle — point
point,y; @ point point longueur longueur — point
droiteg, : droite angle — droite
droiteParg, : droite point — droite
droitePerpgy, : droite point — droite
symboles prédicatifs :

apppe : point droite

tangg. . droite cercle

L’univers Cercles2D peut donc étre relié avec 'univers des graphes L2L1 présenté
ci-dessous :

Univers L2L1

étend Univers Combinatoire
axiomes :

Y (s : sommet) ddl(s) = 2

V (a :aréte) ddr(a) =1

Méthode de Fudos et Hoffmann La méthode décrite par Fudos et Hoffmann
[BEHT95, [FHI7] est aussi une méthode de décomposition constructive travaillant
sur un graphe de contraintes binaires.

C’est une méthode ascendante, comme celle de Sunde, qui a la particularité de
traiter les SCG bien, sur- et sous-contraints en ajoutant un test de cohérence des
redondances a la résolution et en permettant de rajouter des contraintes a la volée
dans une phase descendante pour rendre le systéme bien-rigide.

Univers FH

étend Univers L2L1

sortes :

grappe

symboles fonctionnels :

cCluster : sommet sommet — grappe

propage : sommet grappe — grappe

assemble : grappe grappe — grappe

ddr,. : sommet grappe — scalaire

axiomes :

Formation de grappes

V(s1, 82 : sommet)(a :aréte) 3(c : grappe) adj(si,a) A adj(se,a) D ¢ =
cCluster(sy, s2)

Propagation des degrés

Y (s : sommet)(c: grappe) ddl(s) = ddrs.(s,c) ¢ = propage(s, c)
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Régles d’assemblage

V (81, S92, 83 : sommet)(cy, co @ grappe) (a :aréte) app(si, c1) Aapp(si, c2) A
app(sa, 1) ANapp(ss, ca) Nadj(s2, a) Nadj(ss, a) D c3 = assemble(cy, ¢2)

Y (s1, S2,83 : sommet)(cy, ca, C3,¢4 = grappe) app(si,c1) A app(si,ca) A
app(ss, c1) A app(s2, cs) A app(ss, c3) A app(ss, c2)

D ¢y = assemble(assemble(cy, ¢2), c3)

V (1, 82,83 : sommet)(cy,ca,c3,¢q = grappe) app(si, c1) A app(si, cz) A
app(sz, c1) A app(sa, c3) A app(ss, cs) A app(ss, cz)

D ¢y = assemble(assemble(cy, c2), c3)

La méthode procéde par assemblage en agrégats structurellement rigides : des
grappes ou « clusters ». La formation initiale des grappes se fait par une phase de
propagation des degrés de liberté suivant la régle : > ddl = > ddr. Cette régle cor-
respond dans 'univers de dimension 2 & une triangularisation (au sens des systémes
d’équations) de blocs de taille 2 x 2 (deux inconnues, deux équations).

Bien stir, ces agrégats initiaux sont formés a partir de repéres fixés qui corres-
pondent & deux objets géométriques.

Trois régles d’assemblage sont considérées :

1. un sommet et une aréte sont partagés entre deux grappes (cf. figure [LT3) ;
2. trois grappes partagent deux a deux un sommet (cf. figure [CT4) ;
3. deux grappes sont reliés par trois arétes (cf. figure [CTH).

Cette méthode met en avant l'idée de rigidification progressive d’'une figure qui
n’est pas sans rappeler la méthode de Sunde avec pourtant quelques différences :

— pas de dépendance vis-a-vis des structures de données ;

— les régles considérées sont plus générales ;

— il y a une claire séparation entre résolution locale et assemblage.

Cette méthode souffre des mémes problémes que celle d’'Owen et en particulier
elle est incompléte. De plus, Schreck [Sch02] a montré que tout probléme énongable
dans l'univers de Sunde et résoluble par la méthode de Fudos et Hoffmann I’est
également par la méthode de Sunde.

Mais, comme pour celle d’Owen, cette méthode englobe un univers plus large ot
il existe des SCG non exprimables chez Sunde.

Autres méthodes D’autres méthodes s’appliquent dans cet univers, comme celle
d’Ait-Aoudia et al. [AAMI3] qui applique I'algorithme du couplage maximum au
graphe de contraintes pour obtenir des composantes fortement connexes (voir section
[C33), ou de Trombettoni [Tra97] qui y applique une rétro-propagation des degrés de
liberté en partant des feuilles du graphe qui vérifient Y ddl = > ddr, et en itérant
sur le graphe privé des éléments ainsi déterminés.

Univers euclidien 2D

Pour s’affranchir des restrictions de 'univers 1211, des extensions des méthodes
précédentes ont été proposées. Elles généralisent les notions d’articulations, en consi-
dérant des triplets d’articulations pour Owen par exemple, ou le comptage des degrés
dans un graphe, comme Hoffmann et al. le proposent.
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FiG. 1.13 — Régle d’assemblage 1 de BFH

FiG. 1.14 — Régle d’assemblage 2 de BFH

F1G. 1.15 — Régle d’assemblage 3 de BFH



1.3. Classification 43

D’autres voies ont aussi été explorées avec I'extension de la notion de couplage
parfait par Sitharam et al. ou avec I'exploration fine des propriétés géométriques a
I’aide de systémes a base de connaissances.

De plus, des méthodes mixtes comme celle de Jermann et al. ont été proposées.

Méthode d’Hoffmann, Lomonosov et Sitharam Les extensions de la méthode
précédente sont dues en particulier & Hoffmann et ol. [HLSOTDHL [HLS0Tal [HCO2D,
[HCO2al. Elles permettent de considérer des objets avec n’'importe quel degré de
liberté, et introduisent la sorte cercle de rayon non-fixé.

Jermann et al. [CBGO2), INT03] proposent un autre critére de rigidité pour I’heu-
ristique, de nouvelles maniéres de décomposer et assembler, et en utilisant du calcul
par intervalles.

Ces extensions sont basées sur un cadre commun, ot sont distinguées 2 phases :
— la phase de décomposition,
— et la phase d’assemblage.
Il faut noter que la phase d’assemblage n’a jamais été décrite en détail dans les
travaux d’Hoffmann, mais qu’elle a été étudiée par Jermann et al.[Jer(2).
La décomposition se partage en 3 phases répétées récursivement :
— l'opération de fusion qui consiste a constituer une grappe bien-rigide de taille
minimale en utilisant un algorithme de flot,
— lopération d’extension, qui consiste a faire grossir une grappe en incorporant
les voisins suivant 1’heuristique de rigidité choisie,
— l'opération de condensation, qui réalise la réduction de la grappe en 1 sommet
(Condensation Algorithm - CA)
Il est intéressant de noter que deux opérateurs de condensation ont été proposés
pour améliorer la correction de CA :
— Frontier Algorithm (FA) qui permet de réduire les contraintes internes a la
grappe en gardant le bord,
— Modified FA, qui applique la réduction si la grappe interne définit au moins
un repeére local.

Méthodes a base de connaissances Les méthodes a base de connaissances
[ATdSS, [VSRO2, [DMS98] se basent sur une représentation par des prédicats et des
techniques d’inférence pour résoudre des SCG. Dans ces méthodes, le nombre de
régles a tendance a croitre exponentiellement avec le nombre de types de contraintes.
Aussi, ces méthodes intégrent généralement des stratégies qui leur permettent d’évi-
ter une explosion combinatoire du nombre de cas a envisager.

Les méthodes constructives se basent sur les connaissances et les savoir-faire des
constructions géométriques issues de 'EAO [Buf79, [Sch93].

La méthode des lieux géométriques consiste a transformer des contraintes géomeé-
triques en contraintes d’incidences sur un lieu définissant progressivement un objet
cherché.

Aldefeld en CAO [AI88] présente ce qui constitue les deux phases principales
de sa méthode :
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— la production d’un plan de construction, généralement a 1’aide d’un systéme
expert de complexité exponentielle,

— I’évaluation numérique, trés rapide.

Cette approche a été exploitée et étendue avec :

— le choix d’une solution a partir de critéres du type « point & gauche ou a droite
d’une ligne »,

— la prise en compte des contraintes globales comme par exemple l'aire, avec
fixation d’une inconnue puis relaxation et correction par échantillonnage,

— l'invariance par déplacements.

Briiderlin [Brii86, [Brii88] utilise des régles de réécriture pour démontrer la conver-
gence d'un ensemble de régles de constructions géométriques.

Un plan de construction obtenu par une méthode géométrique formelle équivaut
a une décomposition fine suivant les objets du probléme a résoudre. Mathis et al.
[Mat97| proposent d’unifier les phases d’assemblage des méthodes de décomposi-
tion par la mise en correspondance des repéres locaux par des déplacements. De
plus, leur méthode basée sur la collaboration de solveurs au sein d’une architecture
multi-agents permet de combiner solveurs constructifs convergents ou non et solveurs
numériques.

L’efficacité de cette approche de résolution par décomposition constructive est
mise en évidence au sein d’'un modeleur 3D, par 'animation de mécanisme en mo-
difiant a la volée des parameétres du plan de construction.

D’une maniere générale, les méthodes constructives sont limitées par le nombre
de régles considérées. Mais, elles ont I'avantage d’étre correctes et complétes par
rapport a cet ensemble de régles, ce qui n’est pas le cas des solveurs plus généraux
a base d’heuristiques combinatoires.

1.3.2 Univers & 3 dimensions

Trouver une méthode de résolution de contraintes géométriques dans l'espace
reste un enjeu majeur pour la communauté s’intéressant aux contraintes.

La complexité de cet univers est partiellement due au nombre de cas différents
a considérer qui conduit dans notre formalisme a introduire des « multi »-fonctions
a co-arité différentes. De plus, on ne connait pas de caractérisation simple de la
rigidité comme en 2D. Enfin, il existe un grand nombre de systémes 3D minimaux
irréductibles. Par exemple, on peut citer une grande partie des polyédres convexes
décrits par des distances et des coplanarités. En effet, ils sont composés de faces la
plupart du temps sous-contraintes, et d’aprés le théoréme de Cauchy [Caul3], ils
sont génériquement rigides.

Ces systémes complexes sont habituellement directement résolus par des meé-
thodes numériques avec leurs inconvénients bien connus comme l'instabilité numé-
rique, et I'incapacité de trouver efficacement toutes les solutions.

Pourtant, quelques tentatives ont eu lieu pour étendre les méthodes 2D a la
dimension supérieure et notamment pour considérer un univers plus simple composé
d’objets de mémes degrés de liberté, mais aussi en considérant la connexité des



1.3. Classification 45

graphes dans I'univers mettant en jeu points, droites et plans.

Dans ce méme univers, une méthode hybride mélangeant des informations des 3
univers géométriques (euclidien, combinatoire, analytique) a été proposée par Gao
et al. [GHY04]. Elle a été appliquée sur des exemples de tailles relativement petites
et semble souffrir de désavantages trés handicapants. Nous verrons au chapitre 4
comment notre travail a permis d’améliorer cette méthode.

Univers des mécanismes

Le premier univers que 'on peut considérer en 3D est celui des mécanismes qui
est un univers combinatoire ot il n’y a qu’un seul objet de base : un repére local a
chaque piéce mécanique. Ainsi, tous les éléments ont six degrés de liberté, trois en
rotation et trois en translation.

Univers Meécanismes

sortes :

marqueur

déplacement

degrés

symboles fonctionnels :

cMarqueur : — marqueur

ddl : marqueur — degrés

action : marqueur degrés — déplacement
applique : marqueur déplacement — marqueur

Kramer [Kra90, [Kra91l [Kra92| s’intéresse aux mécanismes 3D constitués de
piéces mécaniques lices par des articulations. A chaque piéce, la méthode présen-
tée associe un marqueur, qui est un repére local. Les contraintes liant ces marqueurs
sont 'expression des articulations sous la forme de degrés de restriction représen-
tant :

— les translations,

— les rotations,

— les dimensions.

Une analyse combinatoire de ces degrés permet de planifier un ordre de résolution
pour les mécanismes rigides. La résolution effective s’effectue par I'application d’un
déplacement entre marqueurs. Suivant les types de degrés liant les marqueurs, un
tableau d’actions indique les déplacements a appliquer. Il y a un grand nombre
d’actions possibles suivant les degrés mis en jeu et Kramer ne les décrit pas tous.
C’est pour cela que nous n’en décrivons aucun dans I'axiomatique de 1'univers.

Lorsqu’aucune action ne peut étre validée, une analyse des lieux géométriques des
marqueurs restés libres est appliquée grace a un autre tableau indiquant comment
calculer ces intersections.

Bien sir, cette méthode souffre des mémes inconvénients que les méthodes a
priori mais elle permet de résoudre tous les mécanismes fermés rigides d’au plus 3
piéces mécaniques.
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Univers points, droites, plans

k-connexité Dans [GZ03|, les auteurs présentent une généralisation de la mé-
thode d’'Owen [Owe9dT]| et de la reformulation d’arbre de décomposition d’Arinyo
[ARMPQ2]. Tls proposent donc de considérer des arbres binaires de décomposition
dans 'univers géométrique des points et des droites, 2D ou 3D.

L’univers géométrique ne change pratiquement pas par rapport a celui d’'Owen :
la sorte paire dénote maintenant un n-uplet d’articulations et les algorithmes de
recherche et d’ajout d’arétes virtuelles sont modifiés pour prendre en compte cette
généralisation.

L’heuristique utilisée par Gao et al. est une extension directe du théoréme de
Laman :

Définition 1.3.2 Pour n objets et m contraintes dans un univers de
dimension d, 1’heuristique combinatoire de rigidité vaut :

S ddl - M) — S ddr;

2

En 3D, cette caractérisation rencontre les contre-exemples classiques des double-

bananes [CTOICTT,

Fi1G. 1.16 — La double-banane

7 ==

Fia. 1.17 — La double-banane a aréte saillante
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4\}‘}\

F1a. 1.18 — La double-banane accordéon.

Un algorithme, dont la complexité est en 0(0%62), est proposé pour identifier
qu'un graphe est k-connexe. Malheureusement, il est difficile d’établir avec certitude
la k-connexité en dehors d’un cadre de généricité supposé car les pondérations de
certaines arétes peuvent étre différentes suivant les valeurs des paramétres.

D’aprés eux, la borne de la k-connexité en 2D est k = 3 et en 3D, avec des points
et des plans, k = 5. Si les droites sont considérées en plus, alors k = 7.

Les n-uplets d’articulation sont détectables avec ’algorithme de Hopcroft et Tar-
jan [HTT3] pour les paires et la tri-connectivité en O(V + E), et I'algorithme de
Kanevsky et Ramachandran [KRS7| avec les triplets et la 4-connectivité.

La décomposition se fait par duplication des n-uplets dans les 2 parties. La
condition d’arrét est d’avoir 3 primitives dans les sous-graphes ou des sous-systémes
sans n-uplet d’articulations.

Suivant la valeur de la fonction de déficit d’un graphe, introduite par Arinyo et
al. [ARMP02], un découpage en 2 parties bien contraintes peut généralement étre
appliqué. Lorsqu’il n’existe qu'une partie bien-contrainte, I’ajout du bord de la figure
a la partie sous-contrainte permet de la rendre bien-contrainte. Si aucune partie n’est
bien-contrainte, une autre décomposition doit étre appliquée. Dans le cas ol aucune
décomposition de ce type n’est possible un solveur numérique ou la méthode LIMd
[GHY04] présentée au paragraphe suivant, doit étre appliqué.

Les algorithmes présentés sont de complexités polynomiales de I'ordre de O(V?)
en 2D, et O(V7) en 3D. Mais ils montrent surtout les limites d’une telle approche,
en étudiant tous les cas de feuilles & 3 primitives et en montrant que certains cas ne
sont pas rigides alors qu’ils sont structurellement rigides.

Méthode d’intersection des lieux géométriques L’univers géométrique
de cette méthode est bien difficile a spécifier. Il conjugue les 3 univers géométriques
et nécessite de nombreuses transformations et explications. Nous ne nous lancons
pas dans sa description pour ne pas embrouiller le lecteur.

La méthode de Gao et al. [GHY04| consiste & générer automatiquement tous les
problémes contenant 6 contraintes avec des points, des droites et des plans.

Pour la catégorie des systémes minimaux non décomposables, il propose de mo-
difier le systéme de contraintes S en un systéme décomposable S}, soit en oubliant
une inconnue, soit en substituant une contrainte par une autre, et en ajoutant un
paramétre k£ dans les deux cas. Les deux systémes ne sont pas équivalents mais



48 Chapitre 1. Formalisation

toutes les solutions de S peuvent étre retrouvées en échantillonnant le paramétre k,
et en calculant toutes les solutions de S}, pour chaque valeur de % et en choisissant
la meilleure solution approximée de S. Cette méthode est une combinaison de mé-
thodes numériques et de méthodes constructives. Elle permet de trouver toutes les
solutions et semble robuste. Mais elle s’applique a de petits systémes et n’effectue
que des modifications limitées du systéme initial.

L’idée est assez simple : considérons un systéme S qui est décomposable a la
condition d’oublier une inconnue x;. Convertir x; en paramétre permet de résoudre le
probléme mais celui-ci devient alors sur-contraint. Il faut donc retirer une contrainte
pour avoir un probléme bien-contraint.

Leur méthode consiste a produire une séquence de construction grace a un algo-
rithme & heuristique combinatoire présenté dans la figure

Lorsque le critére combinatoire n’est pas satisfait, il suffit alors de rechercher
des contraintes a enlever pour le rendre applicable. La recherche du nombre de
contraintes minimum & enlever est faite de maniére exhaustive.

Le méme nombre de contraintes est ajouté a I'aide de la séquence de construction
par ce qu’ils appellent des « paramétres guidant la résolution ».

Finalement, I’échantillonnage des parameétres des contraintes ajoutées permet de
déformer la figure. Une étude de l'intersection des lieux géométriques permet de
trouver les solutions du systéme initial.

Les problémes que 'on peut souligner sont les suivants : premiérement, 1'utilisa-
tion d’une heuristique combinatoire conduit & ce que leur séquence de constructions
est incorrecte dans le cadre général (cf. contre exemple suivant [[32)). Deuxiéme-
ment, la recherche exhaustive du nombre de contraintes a enlever est trés cotiteuse :
O(n?) pour d contraintes. En comparaison, I'algorithme de Newton est en 0(n?).
Troisiémement, I’échantillonnage doit se faire en choisissant le bon intervalle [a, 0] et
un pas s satisfaisant : la complexité est O(L2%)<.

LIMO Algorithm
Input : a constraint problem.
Output : a construction sequence CS with initial value ()

1. Let o be a primitive in the problem satisfying d = DEG(0) < DOF(o).

2. Let 0y1,...,04 be the primitives having constraints with o.
Then add a construction o = INTER(oy, ..., 04) to CS.
Terminate if no such o exists.

3. Remove o and the constraints involving o from the problem and go to Step 1.

F1G. 1.19 — Algorithme tiré directement de |[GHY04]

> Exemple 1.3.2
L’utilisation du critére d = DEG(0) < DOF (o) dans I'algorithme de Gao et al. est
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valide dans un cadre générique mais pas dans le cadre général. Prenons le contre-
exemple bien connu, ou la dépendance algébrique est introduite par la relation de
Chasles dans un triangle : la somme des angles valant 180°, si on connait deux angles,
on peut déduire la valeur du troisiéme. Ainsi, un triangle défini par 3 angles remplit
la condition de Laman sans étre rigide.

Le degré de liberté d’une droite est 2, et le degré de restriction d'une contrainte
d’angle est 1. On obtient alors la séquence de construction suivante :

D = INTER(D’,D’’)

1.3.3 Univers & n dimensions

La représentation par des équations permet de s’affranchir de la dimension. Les
méthodes de résolution équationnelle sont, soit des techniques exactes trés puissantes
de calcul algébrique mais dont la complexité est exponentielle (dans le meilleur des
cas) - ce qui explique pourquoi elles sont peu utilisées en CAO -, soit des techniques
itératives numériques efficaces mais dont la convergence numérique n’est pas garan-
tie.

La décomposition de systémes d’équations en sous-systémes permet de réduire
la complexité du calcul algébrique mais aussi les phénomeénes d’approximations nu-
mériques. Ainsi, chaque sous-systéme est structurellement bien-contraint, z.e. il a le
méme nombre d’équations que de variables et aucune sous-partie n’a plus d’équations
que de variables.

Les trois sections suivantes exposent ces méthodes analytiques.

Meéthodes de calcul algébrique

Les méthodes de calcul algébrique sont des méthodes formelles qui manipulent
des polynomes. La résolution exacte de tels systémes fait appel a la théorie de
I’élimination dans les anneaux de polynomes [Kal91]. Pour ces techniques, les calculs
ne conduisent pas a une forme explicite des solutions, mais donnent une représenta-
tion du systéme d’équations initial dans une base différente a partir de laquelle il
est possible d’extraire plus facilement les solutions.

De maniére générale, les méthodes algébriques formelles traitant le cas géné-
ral sont trés cotteuses (exponentielles) mais permettent des calculs arithmétiques
exacts. Cet avantage est souvent mis en avant par rapport aux méthodes numériques
approchées dans les domaines ot la précision est critique comme la robotique médi-
cale.
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Nous présentons ici deux méthodes : la méthode basée sur le calcul des bases de
Grobner qui posséde les mémes solutions que le systéme initial et celle de Ritt-Wu
permettant de calculer un systéme triangulaire.

Bases de Grébner L’algorithme de Buchberger [Buc85| permet de générer
une base particuliére d’un idéal, appelée base de Grobner. La spécificité de cette
base est de posséder les mémes solutions que le systéme initial.

Intuitivement, le calcul des bases de Grébner est fondé sur la réduction de poly-
nomes a l’aide de techniques d’élimination polynomiale, et sur le calcul de résolvantes
de paires de polynomes, nommées conséquences.

Cet algorithme applique successivement le calcul des conséquences et leur ré-
duction modulo I'ensemble des polynomes. Si I’élimination des variables se fait dans
I’ordre lexicographique, la base obtenue est quasiment triangulaire.

L’algorithme de Buchberger est cotiteux en temps et en mémoire : doublement
exponentiel dans le nombre de variables, dans le pire des cas.

Cette technique de résolution de systémes d’équations a été mise en ceuvre entre
autres [EY8S, [Kon92| par L.W. Ericson et C.K. Yap pour un éditeur géométrique,
LINETOOL. Dans ce systéme, ils utilisent des structures de données particuliéres
permettant un calcul plus efficace. Toutefois, il ne s’agit la que d’heuristiques et la
complexité de I'algorithme reste exponentielle. Cette méthode est trés cotiteuse mais
I’accent est mis sur la précision et non l'interactivité de 1'outil.

Remarque

Il est important de noter que lorsque le probléme est sous-contraint (il y
a une infinité de solutions) la base de Grobner rendue est une représen-
tation simplifiée du systéme initial représentant I’ensemble des solutions.
Lorsque 'ajout de contraintes se fait de maniére interactive, les bases de
Grobner successives représentent incrémentalement et de maniére for-
melle les solutions du probléme que 1’on est en train de décrire.

Ritt-Wu Méme si I'approche de W.T. Wu [Wu84|, détaillée et implantée par
S.C Chou [Cho88] et réutiliste par Wang [Wan(2], se place dans une optique dif-
férente de la notre : la démonstration automatique de théorémes de la géométrie
élémentaire, elle peut s’appliquer a la résolution de contraintes géométriques.

L’algorithme mis au point par Ritt [Rith0] et redécouvert par Wu cherche une
décomposition de S en ensembles caractéristiques irréductibles de polynomes, chaque
ensemble contenant les polynomes générateurs d’un idéal premier dont les zéros sont
des racines de S. Cette méthode procéde en quatre étapes :

Pour commencer, I'énoncé est traduit en un ensemble d’équations :

h1<ul, vy Uy, L1, ...,I‘r) =0

Py (Uy ooy Upy @1,y ooy ) = 0
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ou uq, ..., u, sont des variables indépendantes ou parameétres, x1, ..., x, sont des incon-
nues qui dépendent des premiéres et hq, ..., h, des polynomes de Rluy, ..., up, 21, ..., T,].
Les variables x1, ..., x, peuvent représenter des coordonnées de points, des longueurs,
des valeurs d’angles etc. Le théoréme a démontrer doit pouvoir étre exprimé par une
équation du type :

g(z1,...;x,) =0

Dans la deuxiéme étape, le systéme est mis sous forme triangulaire par un algorithme
mettant en jeu la pseudo-division des polynomes h;. On obtient alors un systéme de
la forme :

fl(ul, ...,un,xl) =0

fr(ula vy Up,y T,y "'7377‘)

ou les f; sont des polynomes.

La troisiéme étape consiste a (pseudo-)diviser successivement ¢ par f,,..f; ou
chaque f; est considéré comme un polynéme en x;. Le résultat de ces divisions
s’exprime par une équation de la forme :

..rg=qfi+..+qf+R

ol R est le reste de la division de g par les f;, les s; sont des entiers positifs ou nuls,
les ¢; sont des polynomes et les I; les coefficients de plus haut degré des f; par rapport
a x;. Si R est nul et si I; # 0 pour tout ¢ = 1, ..., 7, alors la propriété exprimée par
g est vérifiée.

La quatriéeme phase est une discussion ot les conditions de non dégénérescence
I; # 0 sont interprétées géométriquement et analysées.

Cette méthode a été mise en ceuvre en liaison avec la méthode de Lebesgue pour
résoudre algébriquement des problémes de constructions a la régle et au compas
[Che?)].

Chou [Cho88| utilise cette méthode pour prouver de nombreux théorémes clas-
siques de la géométrie comme ceux de Pappus (c¢f. figure [C20), de Simson, de De-
sargues, etc.. Pourtant sa complexité exponentielle et la discussion de la quatriéme
phase en limite I'utilisation dans le domaine de la CAQO.

Méthodes numériques

Les méthodes numériques sont des méthodes itératives qui a partir d’'une ap-
proximation initiale des valeurs des inconnues permettent de calculer de meilleures
approximations. Les équations peuvent étre transcendantes, i.e. non-algébriques.

Ces méthodes sont trés rapides mais aussi sujettes aux instabilités numériques
inhérentes a la représentation des nombres réels par des flottants.

Ces problémes de stabilité numérique ont donné naissance a l'arithmétique des
intervalles, permettant d’effectuer ces calculs sur une représentation des nombres
réels par des intervalles dont la finesse peut étre modifiée.



52 Chapitre 1. Formalisation

Nous présentons ici les principales techniques numériques utilisées pour la résolu-
tion de contraintes géométriques, a savoir, l'itération de Newton-Raphson et 1'ho-
motopie, et une introduction succinte a I'arithmétique des intervalles.

Newton-Raphson Aux alentours de 1669, Isaac Newton propose un algo-
rithme pour résoudre une équation polynomiale f(z) de degré 1 par perturbation. A
partir d’'une valeur initiale g proche de la solution, il suffit de remplacer I'inconnue
par g £+ ¢ et d’évaluer f(g + ). On applique alors une itération en utilisant une
valeur de ¢ trés petite : x,.1 = z, £ ¢ de maniére a se rapprocher de la racine de
I’équation. Pour obtenir une solution avec une précision de plus en plus importante,
il suffit de diminuer ¢ lorsqu’on est & ¢ prés de la racine. Graphiquement, cela re-
vient & échantilloner la courbe sur des intervalles [—¢, +¢| trés petits pour pouvoir
se rapprocher de la solution.

En 1690, Joseph Raphson propose d’utiliser la pente de la tangente a la courbe
en g comme €. L’itération de Newton-Raphson devient alors : =, =z, — %

Malheureusement, cette suite dépend fortement de I'approximation initiale et
peut ne pas converger vers la solution la plus proche topologiquement ou méme ne
pas converger du tout si f’'(z) s’annule & une étape de I'itération. Cette instabilité se
retrouve lorsque l'on considére un systéme a k équations (multi-varié) f(X*). A la
place de f'(z), on considére le Jacobien J qui est une matrice des dérivées de chaque
polynome en chaque inconnue :

k
Xn+1

=Xy = JTHXDFX)

Dans [LLGSI], Light et al. proposent d’utiliser la décomposition LU pour accé-
lérer le calcul de la Jacobiennne, et fournit un algorithme de résolution locale en
cas de changement de quelques paramétres seulement. Cette méthode trés rapide a
été implantée avec succes dans certains logiciels [NeI83] et notamment des logiciels
commerciaux de CAO.

Cette méthode a été trés étudice [HBTS, [Lig85, [LGRY) car sa convergence est qua-
dratique et I'esquisse fournit une approximation initiale satisfaisante. En revanche,
sa convergence est, difficile a controler puisque ses bassins d’attraction ont des formes
fractales [PR8&0]. Ainsi, il n’y aucune garantie de trouver la solution recherchée mal-
gré une approximation initiale trés proche de la solution.

Homotopie IL’homotopie est une méthode qui déforme continuement un sys-
téme d’équations simple Sy et une de ses solutions sy € F'(S3) afin d’obtenir une
solution s; du systéme initial .S;.

Une fonction homotopique permettant de passer d’une solution s, de Sy & une
solution s; de S; est par exemple :

H(t, X) = (1 —1)Ss(X) + 51 (X)

avec (0,sy) comme solution initiale. Le suivi du chemin homotopique se fait par
prédiction-correction. La prédiction se fait généralement en gardant la solution X;
au temps ;.1 et la correction est effectuée a ’aide de la méthode de Newton-Raphson
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décrite précédemment pour trouver X;,;, ou une variante.

Trouver le systéme S, adéquat avec le méme nombre de solutions que S; est un
probléme clé qui peut s’avérer délicat suivant les contraintes considérées. La version
classique, ot Sy est un systéme canonique, permet de retrouver toutes les solutions
de S7 mais est trés lente et sujette a des instabilités numériques.

Michelucci et al. [LM94D, [LMO5, [FM.J05] ont exposé une variante adaptée aux

systémes de contraintes géométriques en partant de 'esquisse Xy pour trouver le
systéme 52 : SQ(X) = Sl(X) - Sl(Xo)

Ainsi, I’homotopie est une méthode plus lente mais aussi plus robuste que la
méthode précédente. En effet, ses bassins d’attraction sont semi-algébriques (quand
S1 et Sy sont algébriques), i.e. avec des frontiéres lisses. On peut de plus affiner
le chemin suivi en modifiant le pas ¢ suivant le comportement de la méthode de
correction. Finalement, il est possible de trouver toutes les solutions algébriques en
suivant autant de chemins homotopiques qu’il y a de solutions modulo I'imprécision
de 'arithmétique réelle et le nombre de solutions possibles.

Durand [Dur98, [DH99, [DHO0O] montre qu’une méthode homotopique générale-

ment trés lente en 3D & cause du nombre de chemins a suivre, peut étre quelque peu
accélérée en appliquant manuellement des simplifications d’équations.

Arithmétique des intervalles L’arithmétique des intervalles fut introduite
par Moore [R.E96] pour permettre une représentation en précision finie des nombres
réels et éviter la propagation d’erreurs lors de calculs numériques.

On connait ainsi plus ou moins finement un nombre donné car il est compris entre
deux bornes. La réduction de cet intervalle permet d’obtenir une approximation de
la valeur réelle que I'on désire représenter & une précision désirée.

Les opérations classiques sur les intervalles sont :

= [a,b] + [, V] = [la+a'], [b+']]

= [a,b] = [a', 0] = [la —a|, [b— V']

— la,b] x [/, V] = [|min(ad’,ab,a’b,bb) |, [maz(ad’, ab’,a’b, bb')]]

— 1/[a, 0] = [[1/b], [1/a]] si O ¢ [a, b]

Cette arithmétique permet de raisonner sur des boites englobantes. Mais, 1’écueil
essentiel de cette arithmétique est la croissance des intervalles au fur et a mesure des
calculs qui conduit & une gestion parfois lourde de ces boites. Ainsi, des opérateurs
de filtrage [Del(0], permettent de tester la consistance des intervalles pour garantir
la présence d’une racine.

En reprenant les méthodes du type Newton-Raphson, et en utilisant cette arith-
métique, on obtient une liste de boites contenant les solutions réguliéres et singu-
liéres, ou pas de solution du tout si la méthode n’arrive pas a conclure. On peut
aussi calculer des encadrements sans utiliser d’intervalles comme avec les bases de
Bernstein [GS0Tl MP05).

En conclusion, les méthodes utilisant ’arithmétique des intervalles sont globa-
lement plus lentes que les autres méthodes numériques. Mais, les garanties qu’elles
apportent en font un moyen privilégié pour résoudre de petits sous-systémes apreés
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Iapplication d’une décomposition [ITNRO(, Her(2]. Dans ce tour d’horizon, nous ne
décrivont pas plus ces méthodes car il ne nous parait pas pertinent d’y avoir recours
dans une premiére approche de la résolution de systémes de contraintes 3D.

Décompositions équationnelles

La décomposition de systémes en sous-systémes peut étre réalisée a partir d’'une
analyse combinatoire du systéme d’équations. Dans ce cadre, deux maniéres sont
présentées ici, la premiére représente la structure des équations par un graphe biparti
inconnues-équations pour proposer une décomposition, et la deuxiéme propose un
test numérique probabiliste pour s’assurer de la rigidité d’un systéme d’équations.

Graphes bipartis Un graphe biparti est un graphe constitué de deux types de
nceuds, et dont deux nceuds d’un méme type ne peuvent étre reliés par une aréte. Il
permet notamment de représenter les équations a plusieurs inconnues ol inconnues
et équations sont les deux types de nceuds. Une aréte relie ainsi les équations aux
inconnues qu’elles utilisent.

Cette représentation des systémes d’équations permet d’étudier leur structure.
L’idée est de déterminer I'existence d'un couplage maximum entre les deux types
de noeuds. Le critére a maximiser est le nombre de composantes structurellement
bien-contraintes, c’est-a-dire les composantes ol le nombre de variables est égal aux
nombre d’équations.

Lorsque tous les sommets du graphe apparaissent dans le couplage, on dit qu’il
est parfait. La recherche d’un couplage parfait a une complexité polynomiale.

Theoréme 1.3.3 Konig-Hall

Un systéme d’équations indépendantes algébriquement est structurelle-
ment bien contraint si et seulement si son graphe biparti associé admet
un couplage parfait. ]

A partir d'un couplage parfait, il est possible de trouver des composantes irréduc-
tibles bien-contraintes, en appliquant un algorithme de complexité polynomiale de
recherche de composantes fortement connexes [CLRI0]. Pour cela, il faut orienter
les arétes du couplage dans les 2 sens, et les arétes restantes, depuis les équations
vers les inconnues.

Dans le cas ou le systéme n’est pas bien-contraint, I'algorithme de Dulmage-
Mendelshon [DM58] permet alors de faire apparaitre les parties bien/sur/sous con-
traintes.

Ces deux types de décompositions ont été appliqués dans le domaine de la modé-
lisation par contraintes par Ait-Aoudia et al. [AANM93] et par Bliek et al. [BNTIg].
Latham et Middleditch [LM96] ont proposé d’étudier les graphes bipartis avec des ob-
jets et des contraintes. Ce graphe n’est somme toute qu’un graphe biparti variables-
équations condensé ou le couplage maximum est pondéré par un critére combinatoire.

L’indépendance des équations est la condition sine qua none de validité de ce
type de méthodes mais la vérification de cette indépendance qui peut étre faite
en appliquant 1’algorithme de Buchberger précédent, est trés cotiteuse. La méthode
suivante permet de contourner cette difficulté en utilisant un critére probabiliste
pour la détection de parties structurellement bien-contraintes.
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Fic. 1.20 — Théoréeme de Pappus : Soit A,B,C, et D,E,F trois points alignés quel-
conques. Les points G,H et I intersections des segments (AE) et (BD), (AF) et (CD)
et (BF) et (CE) sont alignés.

Décomposition numérique probabiliste Lamure et Michelucci [LM9§] cal-
culent le rang de la matrice jacobienne du systéme d’équations en quelques points
choisis aléatoirement. Si ce rang est déficient en ces quelques points, il y a une forte
probabilité que les équations soient dépendantes. Cette méthode, nommée méthode
numeérique probabiliste (NPM) est issue du domaine de la théorie de la rigidité pour
décider de la rigidité des graphes en toute dimension.

Elle a été étendue récemment [ENLIOH, MEG6| & toutes les contraintes géomé-
triques. Elle permet ainsi de détecter des dépendances dues aux théorémes projectifs
d’incidence comme celui de la figure [L20 plus subtiles que celles détectées par les
techniques combinatoires. A partir de cette détection rapide de la rigidité qui re-
vient a calculer le rang de la jacobienne grace a la méthode de Gauss, un algorithme
glouton est proposé pour décomposer le systéme : 'oubli d’une contrainte permet
de trouver des sous-systémes rigides maximaux.

La difficulté est qu’il faut trouver un témoin, 7.e. une configuration qui vérifie les
contraintes projectives (alignement, coplanarité, incidence) du systéme a résoudre.
En pratique, trouver un témoin en CAQO est souvent trivial, mais en théorie cela
peut étre arbitrairement difficile. Pour ce faire, ils proposent de s’appuyer sur le
prouveur de Jurzak [M.I04]. Combinée avec de I'arithmétique exacte et des calculs
dans un corps fini pour éliminer les erreurs d’arrondis, cette méthode semble étre
utilisable d’un point de vue pratique. Ils proposent d’étudier, dans le futur, le calcul
en virgule flottante, en ayant recours aux calcul du SVD (vecteurs propres) et a
d’autres méthodes de gestion de I'erreur.
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Conclusion du chapitre

Pour clore ce tour d’horizon des méthodes de résolution de contraintes géomé-
triques, effectué a partir de la formalisation de la notion d’univers géométriques,
trois remarques d’ordre général nous permettent d’introduire les réalisations présen-
tées aux chapitres suivants.

Premiérement, le probléme de ['interface homme-machine est peu abordée lorsque
I’on considere les méthodes de résolution. Il nous semble pourtant que la résolution
et linteraction sont fortement liées. De plus, on peut remarquer qu’il y a eu peu
d’expérimentations dans des univers géométriques restreints en 3D comme cela a été
le cas en 2D avec par exemple l'univers des bi-points, etc.

Nous proposons donc d’étudier conjointement [’interaction et les univers géomée-
triques pour dégager de nouvelles méthodes efficaces dans des domaines restreints :
cela donne lieu dans le chapitre suivant a ['utilisation de la réalité virtuelle pour
la modélisation par contraintes 3D et a la proposition d’un solveur efficace dans le
cadre restreint des univers isothétiques.

Deuzxiemement, la décomposition est une stratégie primordiale pour la résolution
de contraintes géométriques que ce soit en 2D ou en 3D. Mais en 3D, les méthodes a
base de décomposition produisent le plus souvent des systémes irréductibles difficiles
a résoudre en raison de leur taille. La résolution numérique de ces systemes n’est
plus satisfaisante et nous proposons de combiner efficacement résolution formelle
et numérique pour résoudre ces systémes. Ainsi, le chapitre [ présente la méthode
de la reparamétrisation qui permet notemment d’étendre a la troisieme dimension
l'utilisation des solveurs formels a base de connaissances géométriques développés a
Strasbouryg.

Troisiemement, les solveurs formels en 3D souffrent encore plus qu’en 2D d’une
relative lenteur. Si la reparamétrisation permet de bénéficier de leur puissance, il
faut tout de méme permettre leur utilisation d’une maniere efficace en proposant des
optimisations. Pour effectuer ces optimisations, nous proposons l'utilisation d’une
architecture logicielle adaptée a la résolution de contraintes en général et qui permet
d’automatiser la gestion des univers géométriques et des méthodes de résolutions qui
s’y rapportent. Le chapitre[q] présente cette architecture ainsi que la méta-compilation
d’univers géométrique.



Chapitre 2

Modélisation

La modélisation par contraintes est proposée dans la plupart des logiciels commerciaux
sous la forme d’un « plugin » utilisé en complément d’une modélisation classique. Ces logi-
ciels proposent a la fois un procédé pour saisir les contraintes et une méthode de résolution
prenant en compte le type de contraintes posées.

Malheureusement, en 3D, les outils disponibles pour poser des contraintes géométriques
ne sont pas adaptés. En effet, l'interaction est limitée par ['utilisation d’une interface 2D :
clavier, souris et écran, alors que les objets et les manipulations possibles sont de nature
3D. Nous proposons donc de recourir & certaines technologies issues de la réalité virtuelle
pour construire une interaction directe en 3D pour la modélisation par contraintes. Ainsi,
trois expérimentations sont mise en place au moyen de gants de données couplés a une
visualisation stéréoscopique :

- les constructions géométriques dynamiques;

— la résolution de problémes isothétiques ;

- la pose de contraintes de distances, d’angles et de coplanarités.

Néanmoins, il ne suffit pas de changer de périphériques pour obtenir une pose de contraintes
en 3D. 1l faut également considérer la maniére d’interagir avec ces outils. C’est pourquoi
nous avons expérimenté [’utilisation de gestes et d’outils virtuels spécifiques a la modé-
lisation géométrique dans chacun des trois cadres envisagés. Ceci a donné lieu a trois
prototypes, chacun appartenant a ['un des domaines que nous présentons dans ce chapitre.

Sommaire
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2.1 Concepts

Le but de ce chapitre n’est pas de proposer une nouvelle interaction et de la com-
parer a celles existantes, mais de préciser la dépendance entre I'interaction homme-
machine et la modélisation par contraintes en 3D. Afin de pouvoir expérimenter
les technologies offertes par la réalité virtuelle, nous introduisons rapidement dans
cette section les notions relatives a I'interaction, les technologies générales de la Réa-
lité Virtuelle (RV), et les périphériques et métaphores d’interaction que nous avons
utilisés pour mettre au point notre interaction 3D directe.

2.1.1 Vocabulaire

L’interaction est I’étude des réactions réciproques de deux systémes communi-
cants : & savoir, pour nous, un utilisateur et un logiciel de modélisation via une
interface Homme-Machine.

La communication entre deux systémes se fait a ’aide de périphériques physiques
et virtuels qui servent de support a des métaphores d’interaction.

Les périphériques physiques sont dits d’entrée lorsqu’ils servent a faire passer
une interaction de l'utilisateur vers 'interface et périphériques de sortie dans le sens
inverse. Les périphériques virtuels permettent de signaler la réaction du logiciel a
une action faite par 'utilisateur via son interface. Par exemple, le curseur suit les
mouvements de la souris, ou bien un son signale un événement particulier du systéme.

Les périphériques tangibles dont nous disposons aujourd’hui tels que le clavier,
I’écran, la souris, les imprimantes ou les scanners, etc. sont la conséquence historique
du développement de I'informatique de bureau. Leur introduction a été accompagnée
de 'amélioration des métaphores d’interaction implantées dans les systémes d’ex-
ploitation. Ainsi, un saut qualitatif a été effectué en passant du traitement textuel de
I'information a son traitement graphique avec I'introduction de I'interface graphique
et de la métaphore d’interaction de type WIMP ( Windows Icons Menus Pointing de-
vices) pour Fenétres, Icones, Menus et Souris. L’utilisation de la souris notamment a
permis d’exercer une interaction directe sur des objets conceptuels d’interface nom-
més widgets (Window Gadget), mais aussi sur des objets géométriques dans le cadre
de la modélisation géométrique.

Dans le cas d’une interaction directe, on peut associer aux périphériques une
certaine dimension de fonctionnement : nous appellerons par la suite interaction 2D,
une interaction effectuée a l'aide de la souris sur un écran classique, et interaction
3D, une interaction utilisant des périphériques physiques et virtuels a plus de 2 de-
grés de liberté.

Bien que l'interaction directe classique avec le couple souris/écran soit la norme
dans les « environnements de bureau », elle n’en reste pas moins limitée & un surface
planaire. L’interface et les périphériques 2D limitent 'interaction avec des objets
en trois dimensions. Avec I'émergence de la RV, les possibilités se sont élargies et
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on peut considérer des périphériques d’entrées ou de sorties offrant plus de liber-
tés pour l'utilisateur. Cependant, 'augmentation des possibilités induites par ces
périphériques ou par les métaphores d’interaction qui les accompagnent entrainent
un accroissement de la charge cognitive concernant l'interaction que les recherches
actuelles tentent de gommer. Il n’existe pas de métaphores ou de périphériques « ul-
times », ni méme de normes pour l'instant, et la question de l'interaction 3D est une
problématique qui est encore a 1’étude.

2.1.2 Technologies de la Réalité Virtuelle

La réalité virtuelle désigne un ensemble de technologies et de systémes dont le
point commun fondamental est de procurer a l'utilisateur de ces outils une sensa-
tion d’smmersion dans un univers créé par ordinateur. Cet univers peut étre une
simulation de la réalité ou au contraire un environnement totalement imaginaire. A
notre sens, la RV est un dénominateur commun a l'utilisation d’artefacts matériels
et logiciels permettant de produire une interaction a 1’aide des 5 sens et d’agir sur les
sensations et les sentiments d’un étre humain. La combinaison de ces technologies
permet la mise au point d’interactions multimodales.

Il n’existe pas de RV unique, mais bien une multitude de RV, définies en fonction
de leur cadre d’utilisation et des buts recherchés. Par exemple, dans le traitement
des phobies, la RV permet d’explorer a ’aide de tous ses sens un monde dépouillé
des dangers physiques du réel. La RV peut aussi s’appliquer au partage et a la
manipulation d’informations entre plusieurs personnes [KTY96].

Par ailleurs, le caractére ludique de la RV s’est traduit par des investissements
importants de la part de 'industrie des jeux vidéos. Les premiers produits grand
public bénéficiant de ces technologies commencent a étre diffusés : la console Wii de
Nintendo qui est munie d’une manette a capteur de mouvements [Nin0f], ou le jeu
Hitman [Eid] qui permet 'utilisation de gants de données (cf. figure EZI).

Fia. 2.1 — Gant de donnée P5 d’Essential Reality.

Nous ne donnons ici qu’'un apercu des nombreuses technologies proposées en
les décomposant suivant les périphériques matériels et les métaphores d’interaction
utilisées en modélisation 3D. Le lecteur intéressé trouvera plus de détails dans le
mémoire de thése de Ludovic Sternberger [Ste0f] ou encore dans le Traité de la

réalité virtuelle [Fuc03].
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Interaction matérielle

Entrées Il existe beaucoup de dispositifs physiques permettant d’agir sur une scéne
3D. La premiére grande famille de périphériques d’entrée regroupe les équivalents
de la souris a plusieurs degrés de liberté. Par exemple, le wand (cf. figure E2) est
un dispositif de pointage muni de capteurs permettant de repérer sa position dans
I’espace suivant ses 6 degrés de liberté. Il permet ainsi de manipuler des objets 3D
virtuels en leur appliquant des translations dans toutes les directions et des rota-
tions dans I’espace. Un ensemble variable de boutons et de molettes accompagne
généralement ces périphériques.

F1G. 2.2 — Un wand permettant 'interaction a 6 degrés de liberté

Une autre famille de périphériques, les périphériques d’acquisition de mouve-
ments, utilisent la position et 'orientation d’une partie de notre corps pour agir sur
la scéne virtuelle. Des capteurs sont positionnés sur I'utilisateur et retournent des in-
formations a 'ordinateur qui calcule les informations nécessaires pour l'interaction.
On distingue la capture a partir d’images des autres procédés d’acquisition comme
ceux utilisant les ultrasons ou les gants de données (cf. figure EZ3)).

Fic. 2.3 — Gant de données

Sorties La plupart des dispositifs matériels proposent une sensation visuelle tri-
dimensionsionnelle a I'aide de la vision stéréoscopique : deux images différentes
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de la méme scéne sont affichées suivant le point de vue de chaque ceil. Par exemple,
avec une paire de lunettes a obturateurs (cf. figure E4), chaque ceil de 'utilisateur
recoit uniquement l'image qui le concerne et le cerveau fusionne les 2 vues pour
reconstituer la scéne en 3D.

F1G. 2.4 — Paire de lunettes pour la stéréoscopie active

Les matériels a retour d’effort, ou haptiques constituent a la fois des périphériques
d’entrées et de sorties. Ils permettent de retourner a I'utilisateur une force physique
a I’aide de moteurs agissant sur ses membres, en fonction des actions effectuées dans
I’univers virtuel. Le phantom EZ3 est un matériel typique du retour d’effort et permet
de simuler par exemple des opérations chirurgicales.

F1G. 2.5 — Retour haptique

Interaction logicielle

La taxonomie que nous présentons se base sur celle présentée par Bowmann
[Bow99] en considérant que I'interaction peut revétir 3 formes :

— la navigation ;

— la sélection;

— la manipulation.
Ces formes d’interaction se font au travers des périphériques d’interaction matériels
présentés ci-dessus. On dit que I'interaction est directe lorsque I'on dispose de dé-
tecteurs de position et d’orientation, et indirecte si on en est dépourvu. Dans ce
cas la, on distingue les niveaux d’indirection physiques des niveaux virtuels qui se
caractérisent par un retour sensoriel plus ou moins marqué.

Naviguer La navigation dans un univers virtuel consiste a se déplacer, a trou-
ver son chemin a l’aide de repéres visuels, sonores, ou tactiles. Habituellement, la
navigation se contente d’étre régie par le controle du déplacement du point de vue
de I'utilisateur. En fonction de la taille du dispositif et du type d’univers, plusieurs
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types de navigation sont possibles comme celui du paradigme du monde en minia-
ture [SCP93] qui permet de manipuler le point de vue dans une reproduction de la
scéne plus petite.

Sélectionner La sélection d'un objet de la scéne se décompose en une tache de
désignation de cet objet et une tache de validation. La sélection permet de déclencher
des commandes ou de choisir un objet sur lequel on va appliquer une action, comme
une manipulation par exemple.

On peut caractériser les techniques de sélection par la distance séparant 'utili-
sateur des objets qu’il désire sélectionner. Ainsi, la sélection locale s’effectue lorsque
I’objet est a portée d’interaction, par exemple avec une boite englobante. La sélec-
tion distante s’applique lorsque 'objet est hors de portée. Par exemple, la technique
du rayon laser et ses nombreux dérivés [Min95, ZBM94|, [FHZ96] permettent de sélec-
tionner les objets a distance en les désignant avec un faisceau laser virtuel. Ceci peut
se faire aussi grace a la technique du Gogo [PBWI96] ot un bras virtuel s’allonge
jusqu’a ce que 'avatar de la main puisse sélectionner 'objet ou par 'intermédiaire
du monde en miniature ou au moyen de poupées vaudoues [PSP99].

Manipuler La manipulation des objets consiste essentiellement en I’application de
transformations géométriques telles que les déplacements et la mise a I'échelle. Les
manipulations s’effectuent traditionnellement par rapport a un repére local a I'utili-
sateur, mais elles peuvent aussi étre effectuées par rapport au repére local de 'objet
considéré. Par exemple, la métaphore du Homer (Hand centered Object Manipu-
lation Extending Raycasting) [BH97| consiste en une manipulation locale a I'objet
combinée & une sélection distante avec la métaphore du laser. Les manipulations
peuvent aussi s’effectuer au travers d’intermédiaires tels que le monde en miniature.

2.2  Outils

D’un point de vue logiciel, des bibliothéques de bas niveau sont fournies par les
constructeurs de matériel. Mais, a un plus haut niveau, il n’existe pas d’équivalent
satisfaisant aux bibliothéques d’interface 2D comme Qt, Gtk ou les frameworks Win-
dows ou MacOs, puisque d’une maniére générale il n’existe pas de paradigme d’in-
teraction établi.

Nous avons donc participé au développement d’une bibliothéque de haut niveau
permettant de définir ses propres outils d’interaction 3D. De plus, cette bibliothéque
propose les équivalents 3D des widgets 2D ce qui facilite le passage d’un environne-
ment de bureau a un environnement de réalité virtuelle.

2.2.1 Bibliothéque pour l'interface et I'interaction 3D

La bibliothéque VRLib a été développée dans le but d’explorer les techniques
d’interaction 3D en réalité virtuelle. Son élaboration est le fruit d’un travail en
groupe de quatre ans. Les détails de ce projet font I'objet d’une partie du mémoire
de thése de Ludovic Sternberger [Stef] qui en a été le coordinateur. De plus, on
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trouve dans cette thése une comparaison détaillée des bibliothéques existantes et de
leur fonctions respectives.

La philosophie opérationnelle de cette bibliothéque se rapproche de celle de la
bibliothéque d’interface 2D @t en proposant une couche objet de haut niveau
permettant une programmation rapide avec peu de lignes de code. La VRLib met
a disposition une interface objet en C-++ qui contient une couche d’abstraction du
matériel, la gestion de scénes géométriques et des outils d’interaction.

Elle est indépendante du matériel et nécessite le recours a une librairie proposant
une couche de bas niveau de type VRJuggler pour que la liaison avec le matériel
soit, effective. Elle supporte I’abstraction des contextes graphiques OpenGL pour un
rendu sur plusieurs machines.

La bibliothéque contient des outils offrant la possibilité de maintenir un graphe
de scéne composé d’objets géométriques. Les communications sont gérées, soit par
un mécanisme de files de messages pour la communication systéme-objets, soit par
un mécanisme de « slots et signaux » pour la communication entre objets d’interface
[Qt]. Le mécanisme des slots et signaux consiste a établir une connection entre un
évéenement (le signal) et 'action a effectuer (le slot) entre des instances de classes
différentes en programmation orientée objet. Cela permet une gestion propre de la
programmation événementielle.

Un ensemble de widgets a été développé, tels que des boutons, des panneaux, des
fenétres, des ascenseurs, afin de permettre le développement de la partie graphique
de l'interface.

Cette bibliothéque permet de développer non seulement une interface graphique
en Réalité Virtuelle mais propose aussi des outils pour définir I'interaction avec les
objets de ’application & un haut niveau d’abstraction. L’interaction est basée sur des
outils d’'interaction, éléments programmables, qui permettent d’adapter aux objets
manipulés le type d’interaction désirée. Toutes les informations concernant l'inter-
action sont regroupées au sein de ces outils.

Notre participation a la conception de cette bibliothéque s’est traduite par la
mise en place d'une interaction spécifique aux objets géométriques contraints en 3D.
Cette interaction repose sur le développement d’une interaction gestuelle et sur la
gestion de la modélisation par contraintes. Nous présentons dans le reste de cette
section quels ont été les choix effectués dans ce cadre.

2.2.2 Interaction gestuelle

D’une maniére générale, les gestes constituent un moyen intuitif de communica-
tion entre étres humains. Dans le cadre de la réalité virtuelle, I'interaction gestuelle
est une technique classique qui nécessite la capture du mouvement et la reconnais-
sance des gestes. L’interaction bi-manuelle utilise la coordination des deux mains
pour réaliser des actions. Classiquement, on distingue la main dominante, qui effec-
tue généralement ’action, de la main non-dominante, qui sert de référentiel a l'autre
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Zone haute Q

Zone

intermédiaire A (\

Zone basse

F1G. 2.6 — Zones de reconnaissance de gestes

main.

Les mains adoptent des postures que le systéme doit reconnaitre et interpréter.
La reconnaissance de postures est complétée par I'analyse des déplacements dans
I’espace et dans le temps.

Bien str, il est trés difficile de distinguer les gestes ayant un sens pour l'interface,
des gestes « parasites » qui font parti du flot naturel de I'activité des mains et des
bras. Nous avons donc choisi d’utiliser des zones d’activité et des gestes prédéfinis
pour l'interaction.

Principe des zones Dans une boite qui englobe I'utilisateur, aucune interpréta-
tion des gestes n’est effectuée. Cette zone « morte », dépendante de la corpulence de
I'utilisateur, est calculée a partir de la position des capteurs.

D’une maniére générale, nous avons défini trois zones représentées a la figure L0l :

— la zone basse, située en dessous de la ceinture ;

— la zone intermédiaire, située entre la ceinture et le cou;

— la zone haute, située au dessus du cou.

Ces trois zones sont appliquées de maniére arbitraire & 50% et 10% de la hauteur du
capteur sur la téte. Bien stir, une phase de calibrage par rapport a la morphologie
de I'utilisateur est toujours possible en modifiant les fichiers de configuration de la
bibliothéque.

Par défaut, ces zones sont réservées a certaines activités. La zone basse est consi-
dérée comme une zone morte, la zone intermédiaire comme une zone de reconnais-
sance de gestes pour I'interaction directe sur les objets géométriques, et la zone haute
est réservée au controle d’application, comme par exemple, I'appel a des menus, ou
le changement de modes d’interaction.

Dictionnaire de gestes La sélection d’objets se fait grace a un geste de désigna-
tion présenté a la figure 271 La main dominante désigne un objet avec le pouce et
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(a) Désignation d’un segment (b) Sélection d’un segment,

FiG. 2.7 — Sélection d’objets

(a) Point (b) Segment (c) Plan

I’index relevé et la main non dominante agit comme un déclencheur pour la sélection.

Pour améliorer la précision de cette technique de sélection, des gestes spécifiques
ont été affectés aux sortes de I'univers géométrique considéré. Ils constituent ainsi
un point de vue sémantique associé a I'univers géométrique euclidien 3D et qui
est propre a la RV. Ils sont regroupés dans un dictionnaire de gestes qui sert de
paramétre a l'application. Nous distinguons six gestes pour les principales sortes
géométriques définies dans l'univers géométrique euclidien 3D (cf. figure EZ8). Le
premier geste est utilisé pour ajouter ou sélectionner un point (figlZ8(a)). La pos-
ture associée a un segment est un index pointé en avant (figlZ8(b)). La droite est
représentée par I'index et le majeur relevés (figlZ8(e)). La main ouverte correspond
a un plan (figlZ8(c)). La pince de crabe (le pouce et I'index formant un cercle) re-
présente naturellement un cercle (figlZ8(d)). Et si le majeur est aussi plié, le geste
désigne une spheére (fig Z(f)).
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(d) Cercle (e) Droite (f) Spheére

F1G. 2.8 — Dictionnaire de gestes pour la RV

Ce dictionnaire a été construit de maniére a avoir des gestes suffisament éloi-
gnés les uns des autres pour une bonne reconnaissance mais aussi pour conserver
un lien « cognitif » avec les objets qu’ils représentent. Dans les langages de signes,
il existe des gestes spécifiques pour les objets géométriques, mais nous n’avons pas
tenté de les utiliser car ils nécessitent pour leur reconnaissance un traitement plus
important : ce ne sont pas seulement des postures qui doivent étre reconnues mais
des gestes dynamiques.

Reconnaissance de postures Les gants de données fournissent un ensemble de
valeurs correspondant a la flexion des phalanges de chaque doigt. Une phase préa-
lable de calibration des gants doit étre effectuée pour déterminer un domaine de
validité pour ces flexions. Les valeurs de ces flexions ne sont pas trés précises et dans
la pratique I'utilisation d’une reconnaissance basée directement sur ces valeurs n’est
pas suffisante pour distinguer plus de deux postures classiques : main ouverte et
main fermée.

Nous avons donc utilisé un réseau de neurones par main pour la reconnaissance
de postures, comme cela a déja été fait dans [OH99, W00, SSKOT]. Le réseau de
neurones est composé de 100 neurones dans une couche cachée. La phase d’appren-
tissage s’effectue sur un ensemble de postures ou les valeurs sont idéales, jusqu’a
obtenir une erreur inférieure a 0.5%. Une posture est considérée comme reconnue si
le réseau de neurones donne une valeur supérieure a 80% pour une posture.

Pour les gestes décrits dans cette section, les résultats obtenus sur une dizaine
d’utilisateurs permettent d’obtenir une reconnaissance correcte 86.77% du temps.

2.2.3 Gestion des contraintes

La gestion des contraintes d’incidence objet-droite, objet-plan, et objet-sphére
est intégrée par défaut dans le noyau de réalité virtuelle. Ces contraintes permettent
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de fixer un objet dans l’espace, ou de le manipuler dans un sous-espace comme une
droite ou un plan.

Ainsi, nous considérons 3 sortes de manipulations d’objets sous-contraints : les
manipulations axiales, planaires et rotoides.

Classiquement, la manipulation d’un objet contraint revient a une entité spéciali-
sée : le gestionnaire de contraintes. Dans le cadre des contraintes d’incidences, ce
gestionnaire est chargé de traduire les manipulations effectuées par 'utilisateur en
des manipulations vérifiant les contraintes de I'objet.

Lorsqu'une contrainte de manipulation est associée a un objet, celui-ci devient
contraint et le gestionnaire se charge de calculer le déplacement valide a partir du
déplacement réel soumis par 'utilisateur. Ces contraintes de manipulation sont en
fait des fonctions de projection des déplacements sur des objets de I'univers consi-
déré.

Au niveau de l'interface, la représentation de ces contraintes nécessite un affi-
chage particulier. Nous proposons d’utiliser des cubes pour montrer I'incidence d’un
objet & un plan, des cones pour l'incidence & une droite et des sphéres pour 'inci-
dence a une sphére. Manipuler des objets sous-contraints est directement possible a
I’aide de ces poignées.

S’agissant des autres contraintes et notamment les contraintes dimensionnelles,
il faut recourir a un solveur externe. Le gestionnaire de contraintes a été congu pour
étre extensible et servir d’interface pour intégrer des solveurs de contraintes. Le
mécanisme est inchangé dans la bibliotheque VRLib. En effet, le gestionnaire recoit
des demandes d’introduction de nouvelles contraintes ou de déplacements d’objets
contraints. Il va donc les traiter de facon a déterminer la nouvelle position de 1’objet,
tout en respectant la ou les contraintes qui lui sont associées et en tenant compte
des répercussions éventuelles sur les autres objets de la figure.

La résolution peut étre soit incrémentale, soit déclenchée a un instant donné.

2.3 Interaction en réalité virtuelle

Pour nos expérimentations, nous utilisons un environnement de réalité virtuelle,
nommé Workbench (cf. figure Z) de chez Barco, constitué de deux écrans formant
un diédre ouvert et de quatre caméras infrarouges permettant de suivre les mouve-
ments de la téte et des mains a ’aide de capteurs fixés sur des lunettes de stéréoscopie
active et sur des gants de données. Les gestes de I'utilisateur sont reconnus aprés un
calibrage et une phase d’apprentissage a 1’aide de la bibliothéque VRL:b.

Nous présentons dans cette section les expérimentations réalisées dans cet envi-
ronnement. La premiére application concerne le domaine des constructions géomé-
triques 3D développé en réalité virtuelle. Ce fut pour nous un premier pas vers la
modélisation géométrique en CAO et en particulier pour U'esquisse d’objets 3D. A
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Fia. 2.9 — Workbench

cette occasion, nous avons conc¢u et implanté un ensemble d’outils pour améliorer la
précision de l'interaction.

Nous exposons ensuite une expérience menée dans un univers de résolution simple
nommé univers isothétique. Nous étudions les contraintes et les gestes mais aussi la
résolution qui a été mise en place dans cet univers.

Enfin, une modélisation par pose de contraintes sur une esquisse est décrite dans
la derniére partie de cette section.

2.3.1 Constructions géométriques dynamiques

Lorsqu’un énoncé géométrique est donné, il n’est pas facile d’en déduire une fi-
gure lisible. Le probléme devient encore plus ardu lorsque cette figure doit permettre
d’observer des propriétés géométriques particuliéres, et il est pratiquement insoluble
sans l'aide de l'ordinateur si cet énoncé considére l'espace a trois dimensions. De
nombreux logiciels commerciaux 2D [Mec94, [Jac95l [Kor99l [Cha99] ont été déve-
loppés dans le domaine de 'EIAO pour répondre a cette question. Ils définissent
tous une architecture dans laquelle les outils de construction, accessibles au moyen
d’un jeu de menus, sont imposés et traduisent plus ou moins l'utilisation d’outils
de tracés classiques comme la régle et le compas. Cette maniére d’'imposer un cadre
géométrique a donné lieu au qualificatif de micro-monde de géométrie qui a été po-
pularisé par le logiciel Cabri-Géomeétre [Bau91l [LL92], un des plus fameux logiciels
de constructions géométriques en 2D.

Ainsi, I'utilisateur peut poser des points et des droites a ’aide de fonctions de
construction, mais il peut aussi modifier dynamiquement la figure par manipulation
directe de ces objets de telle sorte que les constructions restent vérifiées. Ceci se tra-
duit par la gestion d’un graphe de dépendance au sein de I'application, qui permet
de rejouer la construction pour des valeurs d’objets initiaux différents. Le premier
logiciel ayant mis en ceuvre cette idée est Cabri-géométre qui a consacré le terme de
Géométrie Dynamique.
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F1G. 2.10 — Probléme d’Apollonius

Le passage a la dimension trois a été peu étudié. Quelques logiciels comme Cabri
3D [Qas97], GeospacW [Gea98], ou Calques 3D [Lab98, [Lab99] permettent de faire
des constructions 3D avec les périphériques et les métaphores d’interaction 2D tra-
ditionnels mais leur utilisation dans l’enseignement de la géométrie 3D n’a pas été
concluant. En pratique, la visualisation et la manipulation de la géométrie 3D avec
des outils 2D ne sont pas assez intuitives et ne permettent pas une interaction effi-
cace. L'utilisation d'un environnement de réalité virtuelle améliore les constructions
géomeétriques car I'utilisateur est capable d’attraper ces entités 3D et d’interagir avec
elles directement en 3D.

Nous avons développé un prototype de constructions géométriques, appelé Coyote-
Géometre [EMS0O4|, dans notre environnement de réalité virtuelle. Notre approche
est basée sur l'utilisation de gants de données pour reconnaitre des postures. C’est
la principale différence avec les études précédentes comme Construct3D de Hannes
Kaufmann [Kan02]. Appliquée & un autre domaine, notre approche est comparable
a celle de Zeleznik et al. [ZHH96] qui proposent une interface basée sur les gestes
pour approcher la modélisation de polyédres 3D.

Cette interface nous a permis d’explorer les constructions géométriques en 3D
en favorisant notamment P'analyse de problémes de construction en 3D [ECMS03]
comme par exemple celui de la construction d’un plan tangent a 3 sphéres données
(cf. figure EZTT)) et le probléme d’Apollonius 3D (c¢f. figure EZI0) qui consiste en la
construction d’une sphére tangente a quatre autres sphéres données. Un des buts
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FiG. 2.11 — Plan tangent a 3 sphéres

poursuivis par la conception de Coyote-géométre consiste a fournir une meilleure
perception et compréhension de la géométrie dans I’espace. Pour arriver a ce but,
I'interaction 3D que nous fournissons se veut peu intrusive et a été pensée pour
accompagner l'utilisateur & chaque étape de sa construction. Ainsi, 'interaction
gestuelle permet de simplifier les mécanismes de sélection et de construction en
étant associée a des widgets adaptés a la modélisation [ESSBOG].

Exemple de construction géométrique 3D

Placons-nous dans I'univers de la géométrie euclidienne 3D tel que décrit dans le
chapitre précédent (& la section [LZT]), et considérons I’énoncé suivant :
Enoncé2.3.1 L’intersection d’un cube et d’un plan est un polygone pouvant
avoir 3, 4, ou 6 cotés. [
Premiérement, comme notre univers ne contient pas de primitives cube, nous
allons devoir en construire un a partir des symboles fonctionnels disponibles.
Un plan de construction textuel d'un cube en fil de fer pourrait étre le suivant
(il y a généralement plusieurs maniéres de réaliser une méme figure) :
1. Soit p; un point
Soit d; une droite passant par p;
Soit ds une perpendiculaire & d; passant par py
Construire 7 le plan passant par d; et do
Soit p2 un point de d;

Construire o la sphére de centre pl passant par ps

T s

Soit ps une des intersections entre ds et o
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. Soit d3 la perpendiculaire au plan 7 passant par p;
. Soit p4 une des intersections de d3 et o

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.

Construire la paralléle dy & di passant par ps
Construire la parallele ds & do passant par ps
Soit ps l'intersection de dy et d5

Construire la parallele dg & d; passant par py
Construire la paralléle d7 a ds passant par ps
Soit pg l'intersection de dg et d7

Construire la paralléle dg & d4 passant par ps
Construire la parallele dg & do passant par ps
Soit p7 l'intersection de dg et dg

Soit dig la perpendiculaire de dg passant par pg
Soit dq1 la perpendiculaire de d4 passant par ps

Soit pg l'intersection de dig et dqq

F1G. 2.12 — Intersection d’un cube et d’un plan

Ensuite, un plan libre est créé et les intersections entre le plan et le cube doivent
étre déterminées. Dans cet exemple, certains objets sont libres comme le point pl,
d’autres sont partiellement définis comme p2, et d’autres enfin sont totalement dé-
finis comme p5.

Au départ d’'une construction, I’environnement est vide. En désignant une place
vide dans la scéne avec la main dominante et en fermant la main non-dominante,
I'utilisateur effectue une action de création d’'un nouvel objet libre. Le type de cet
objet est défini par la forme de la main dominante (cf. figure Z8). Il est alors possible
de désigner les objets afin de les manipuler ou de les utiliser pour de nouvelles
constructions.
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Passer d’une étape a 'autre est automatique. Mais le passage a un mode de na-
vigation doit étre explicite.

D’un point de vue interaction 3D, il est donc nécessaire de considérer ces quatre
étapes :

1. la sélection des objets ;

2. la construction de nouveaux objets;

3. la manipulation des objets libres et des objets contraints;

4. la navigation dans cette scene.

Pour chacun de ces points, nous exposons le fonctionnement général du systéme qui
permet d’explorer les configurations décrites par 1’énoncé précédent (cf. figure EZ12).

Sélection

Comme nous l'avons décrit a la section ZTZ la sélection se décompose en une
phase de désignation et une phase de validation. Dans la premiére phase, I'utilisa-
teur désigne un objet avec la main non dominante ouverte. Ensuite, dans la seconde
phase, il valide la sélection en refermant sa main non-dominante.

Cette phase de sélection est facilitée par la mise en place d’'un systéme de calques
agissant comme un filtre pour la sélection. Un calque est un élément de décompo-
sition de l'espace en termes d’objets. Ainsi, on associe un calque a un ensemble
d’objets sur lesquels on peut appliquer des modifications comme par exemple les
rendre visibles ou invisibles mais aussi effectuer un déplacement global.

Des calques prédéfinis permettent de regrouper les objets géométriques d’'une
méme sorte pour permettre un meécanisme de filtrage particulier : par défaut, il
existe un calque par sorte. Ainsi, la sélection devient non-ambigiie et les objets « pa-
rasites » sont éliminés de la phase de désignation. Dans ce schéma de sélection, il
y a une correspondance entre une sorte d’objet, une posture et un calque particu-
lier. Cette correspondance constitue une sémantique d’interaction pour les sortes de
I'univers géométrique considéré. Visuellement, un calque est représenté par un cube

en fil de fer.

De plus, dans leur usage classique, les calques permettent de décomposer le pro-
cessus de construction, en cachant des parties de constructions intermédiaires pour
une meilleure compréhension de la construction. L’affichage progressif des calques
en les rendant visibles permet une explication de la construction aux étudiants étape
par étape.

Enfin, la sélection multiple est possible directement en sélectionnant un calque
afin d’éviter de sélectionner chaque objet. Finalement, les calques dépendent d’un
calque parent global représentant la scéne globale et permettant un équivalent du
raccourci clavier ctrl-a dans un environnement WIMP. La sélection multiple peut ti-
rer profit de 'interaction bi-manuelle. Un volume peut étre sélectionné en désignant,
par une boite englobante, chaque objet en faisant partie.
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Point * line -> plane

F1a. 2.13 — Menu contextuel

F1G. 2.14 — Boite a outils pour un micro-monde de géométrie

Construction

Dans notre prototype, les deux étapes nécessaires a la construction d’un nou-
vel objet : sélectionner les objets intervenant dans la construction et sélectionner la
fonction de construction, peuvent se dérouler dans n’importe quel ordre. En effet,
lorsqu’une construction est définie, le systéme attend la sélection des objets désirés,
et inversement, si des objets sont sélectionnés, les constructions disponibles sont res-
treintes a l'arité de ces objets.

Classiquement, un menu des constructions possibles permet de sélectionner la
construction a effectuer. Pour faciliter le choix de la construction, les constructions
correspondant aux objets déja sélectionnés sont proposées a 1’aide d’'un menu contex-
tuel. La main non-dominante peut y effectuer la sélection pendant que la main domi-
nante se concentre sur la sélection d’objets (cf. figure ZT3). L’utilisateur peut ainsi
travailler de maniére efficace sans perdre du temps a rechercher une construction
dans de grands menus hiérarchiques. Ainsi, si une construction a une arité différente
de toutes les autres, elle est sélectionnée automatiquement sans que 'utilisateur in-
tervienne. Cette maniére de faire diminue I'imposante intrusion des boites a outils
classiques (c¢f. figure ZT4)) dans le champ de vision de I'utilisateur.
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Fia. 2.15 — Grille magnétique réguliére

Manipulation

L’utilisation de périphériques a 6 degrés de liberté permet de manipuler librement
des objets dans 'espace. Mais les matériels utilisés ne permettent pas d’effectuer des
manipulations précises et un outil d’interface spécifique doit permettre le placement
exact d’objets.

De plus, dans le cadre des constructions géométriques, il y a plusieurs catégories
d’objets : les objets libres, les objets partiellement définis et les objets fixés dans
I’espace. La manipulation des objets sous-contraints mais non libres n’est pas en
adéquation avec une manipulation a 6 degrés de liberté. Une interaction spécifique
doit donc étre mise en ceuvre.

Pour résoudre ces deux problémes, nous proposons d’avoir recours a deux outils
virtuels : une grille magnétique réguliére et un repére local augmenté.

La grille magnétique réguliére présentée dans la figure EETH, permet de placer les
objets géométriques avec précision. Chaque objet est positionné sur un nceud de la
grille et ne peut étre déplacé que sur un autre nceud, a la maniére d’aimants attirant
I'objet.

La finesse de la grille peut étre modifiée selon la distance entre la main non-
dominante et le centre de la grille. Ainsi, cet outil permet de résoudre les problémes
de précisions lors du placement des objets.

Pour le probléme de manipulation des objets partiellement définis, nous propo-
sons de rassembler les poignées décrites précédemment, pour manipuler les objets
sous-contraints, sur un repére local associé a I'objet. Ce repére local augmenté pos-
séde ainsi des poignées pour la mise a 1’échelle, les rotations et les translations (cf.
figure ZZT4]).

Ce repére n’est matérialisé qu’au moment ot un objet est sélectionné. Ainsi,
on peut agir indirectement sur l'objet grace a ce repére. Les cones sont utilisés
pour représenter les degrés de translation, les sphéres sont associées aux degrés de
rotations et les cubes sont utilisés pour l'opération de mise a 1’échelle.

Cela permet par exemple de déplacer finement le plan dans I’exemple d’intersec-
tion plan/cube pour visualiser comment varie le polygone d’intersection.
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F1G. 2.16 — Plan et son repére local augmenté

Navigation

Dans le cadre des constructions géométriques, la navigation est un élément essen-
tiel de I'interaction, puisqu’elle permet de se placer dans des positions permettant de
visualiser les invariants. La recherche d’une position adéquate nécessite une naviga-
tion précise. De plus, dans une situation d’apprentissage, une navigation pédagogique
conseillée par I’enseignant doit pouvoir étre mise en place.

Le repére augmenté décrit précédemment peut étre utilisé a4 des fins de navi-
gation en considérant le repére canonique de la scéne. Ainsi, en reprenant le méme
principe que pour le repére local augmenté, la navigation est effectuée en manipulant
un widget de maniére efficace et précise.

Pour la mise en place d’une navigation programmeée, le dessin d’un chemin dans
la scéne et le choix de l'orientation d’une caméra le long de ce chemin doivent étre
possibles. Nous proposons d’utiliser une technique basée sur les mouvements des
mains et la métaphore du rayon déformable [SB04]. L’utilisateur dessine simplement
un chemin 3D avec un rayon de forme libre qui est une planification de la navigation.

La figure EZT7 présente la manipulation & deux mains du rayon déformable.
Lorsque les mains sont proches I'une de l'autre, rien ne se passe. Si la main do-
minante s’éloigne de la main non-dominante ouverte, le rayon se forme en suivant le
vecteur de direction défini par les deux mains. Si la main non-dominante est fermée,
le rayon revient sur ses pas.
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F1G. 2.17 — Manipulation du rayon déformable.

Dans I'exemple du cube coupé par un plan, I'enregistrement de ce chemin permet
de rejouer la navigation pour montrer les 6 cotés de ’hexagone solution.

2.3.2 Univers isothétiques

Nous avons vu, au chapitre précédent, que des problémes décrits par des droites
2D horizontales et verticales et des contraintes de distance peuvent étre résolus dans
un univers 1D pour chacun des types de droites (¢f. univers BilD [[3T]). Cela re-
vient a considérer deux types de contraintes de distance différentes : les distances
horizontales et les distances verticales.

On appelle univers isothétique, un univers ou les axes du repére canonique servent
a définir de tels objets et le jeu de contraintes associé.

Des solveurs 1D permettent de résoudre indépendamment les sous-systémes ob-
tenus en considérant chaque type de contraintes isothétiques. L’assemblage des so-
lutions se fait simplement en faisant coincider les repéres isothétiques qui forment
le repére canonique.

Pour plus de simplicité, des sortes homogénes sont utilisées dans les contraintes
isothétiques. Ainsi, en 3D, on peut distinguer 3 univers isothétiques intégrant chacun
des contraintes de distance définies suivant les axes Oz, Oy et Oz :

— l'univers des plans isothétiques, constitué de plans frontaux, de profils ou ho-

rizontaux ;

— l'univers des droites isothétiques, constitué de droites horizontales, verticales

et de profondeur;

— T'univers des points isothétiques, constitué de points.

Nous allons décrire ces trois univers isothétiques, et montrer que la résolution
se rameéne a une résolution dans l'univers des plans isothétiques. Nous présentons
ensuite une interaction possible en considérant les plans. Des interfaces similaires
peuvent étre déduites pour les univers constitués de points ou de droites placés
isothétiquement.

Présentation des univers

Plans isothétiques L’univers des plans isothétiques est composé de 3 sortes prin-
cipales front, profil et hor qui correspondent respectivement aux :

— plans de front (z0y) d’équation z = a;

— plans de profils (yOz) d’équation z = a;
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— plans horizontaux (xOz) d’équation y = a.
a étant un nombre réel qui constitue la sémantique de la sorte scalaire.
Cet univers est composé de 3 types de distance :

— les distances frontales entre plans de profils, i.e. paralléles a I'axe Ox ;

— les distances verticales entre plans horizontaux, i.e. paralléles & I'axe Oy ;

— les distances de biais entre plans de front, i.e. paralléles a 'axe Oz.

Les axiomes indiquent la commutativité des contraintes, la relation de Chasles
et les régles de propagation a utiliser pour la résolution. Les symboles fonctionnels
permettent de résoudre, par simple propagation dans chacun des espaces a 1 dimen-
sion ainsi générés, un systéme de contraintes exprimé dans cet univers.

Univers Planslsothetiques

sortes :

front

profil

hor

scalaire

symboles fonctionnels :

propage fron: - front scalaire — front

propage,yori - profil scalaire — profil

propageny - hor scalaire — hor

symboles prédicatifs :

disty;qis : front front scalaire

dist frone @ profil profil scalaire

dist,er @ hor hor scalaire

axiomes :

Commutativité

V (f1, f2 : front)A(k : scalaire) distyiais(f1, f2, k) = distyiais(f2, f1, k)

V (p1,p2 : profil)A(k : scalaire) dist front(p1, D2, k) = dist pront (D2, p1, k)

V (hi, he : hor)A(k : scalaire) distyert(hi, he, k) = distyeri(ha, b1, k)

Relation de Chasles

Y (fi1, fo, f3: front)A(kq, k2, k3 : scalaire) distyiais(f1, fo, k1) Adistyiais(f2, f3, K2)A
diStbiais(fla f3, kg) = kys=k +kaoVki =ky+k3sVky=Fk +ks

V (p1, P2, ps : profil)A(k1, k2, k3 : scalaire) dist front(p1, D2, k1) Adist front (D2, 3, k2)

/\diStfront(plap?n ]{33) = k’g =ki+ ko Vki=ky+ k’g V ko = ki + kfg

A (hl, hg, hg . hOI')/\(k’l, kf2, k3 : scalaire) diStvert(hla hg, kfl)/\distvert(hg, hg, ]{32)/\
distyeri(hy, ha, k3) = ks = k1 + ko Vky = ko + k3 V ko = k1 + ks

Propagation :

V (f1, fo i front) A(k : scalaire) distyiais(f1, fo, k) = fi = propageront( f2, k)

Y (p1, p2 : profil) A(k : scalaire) dist front(p1, D2, k) = p1 = propageyrofi(pa, k)

Y (hy, ho : hor)A(k : scalaire) distyert(h1, ho, k) = hy = propagene(he, k)

Droites isothétiques Pour les droites isothétiques, 'univers associé est celui com-
posé des 3 sortes suivantes :
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’

— hor, pour les droites horizontales, d’équation {y b
z =

r=a

2=0b

— vert, pour les droites verticales, d’équation {

— prof, pour les droites en profondeur, d’équation {y b
r =

avec a, b, des nombres réels de la sorte scalaire.

Une droite d'une sorte donnée est totalement définie par la donnée de deux types
de contraintes :
— une droite horizontale doit étre contrainte par une distance verticale et une
distance de biais.
— une droite verticale doit étre contrainte par une distance de front et une dis-
tance de biais.
— une droite de profondeur doit étre contrainte par une distance verticale et une
distance de front.
Il faut donc considérer 6 types différents de contraintes de distance en fonction des
droites définies dans I’arité. Il faut bien noter que les contraintes entre des droites
qui ne sont pas de mémes sortes ne sont pas autorisées dans 'univers isothétique
que nous considérons. Nous pourrions les prendre en compte, mais dans ce cas, on
ne peut plus effectuer la résolution en sous-espaces de dimension 1.

Dans 'univers Droiteslsothetiques, la propagation est effectuée si deux distances
pour une méme sorte sont réunies. Etant donné qu’une droite 3D est I'intersection
de deux plans, la résolution peut se ramener a une résolution dans I'univers des plans
isothétiques. Ainsi, pour un type de droite donnée, une droite est totalement définie
lorsque 1’assemblage de deux solutions 1D est réalisé.

Univers Droiteslsothetiques

sortes :

hor

vert

prof

scalaire

symboles fonctionnels :

propagen, - hor hor scalaire scalaire — hor
propage,e; : vert vert scalaire scalaire — vert
propagepof - prof prof scalaire scalaire — prof
symboles prédicatifs :

dist,, : hor hor scalaire

disty, : hor hor scalaire

disty, : vert vert scalaire

disty, @ vert vert scalaire

disty, : prof prof scalaire



2.3. Interaction en réalité virtuelle 79

dist,, : prof prof scalaire
axiomes :

Commutativité :

V (hy, he : hor)A(k : scalaire) dist,, (hy, ho, k) = dist,, (hg, hy, k)
V (hy, h2 : hor)A(k : scalaire) disty, (hy, ho, k) = disty, (ha, b, k)
V (v1,v9 @ vert)A(k : scalaire) disty, (vy,ve, k) = disty, (v, v1, k)
V (v1,vq @ vert)A(k : scalaire) disty,(vy, vo, k) = disty, (va, v1, k)
v (

pl,pz : prof)A(k : scalaire) disty,(p1,p2, k) = disty, (p2, p1, k)

V (p1,p2 : prof)A(k : scalaire) dist,,(p1, pa, k) = disty,(p2, p1, k)

Relation de Chasles :

i (hl, hg, hg . hOI')/\(k’l, ]{32, k’g . scalaire) diStUl (hl, hg, kl)Ad’iStvl (hg, hg, k’g)/\
diStm(hl, h3, /{Z3) = kys=ki +kVk =ky+k3sVky=Fk +ks

V (h1, ho, hg : hor)A(ky, ko, k3 : scalaire) disty, (hy, ha, k1)Adisty, (ha, hs, ko)A
disty, (h1,hg, k3) = ks =ki + ko V k1 = ko + k3 V ko = ky + k3

V (v1, va, v3 @ vert) A(ky, ks, ks @ scalaire) dist g, (v, ve, k1) Adist g, (v2, vs, ko)A
d’iStfl(Ul,Ug, ]{33) = kfg = k’l + ]{32 V k’l = ]{32 + kfg V k’g = k’l -+ k’g

V (v1, v, v3 : vert)A(ky, ko, k3 : scalaire) disty, (vy, va, k1) Adisty, (ve, vz, ko)A
diStb2<U1,U3, /{Zg) = kys=ki+kVk =ky+ksVky=Fk +ks

Y (p1, p2, p3 : prof) A(ki, ko, k3 : scalaire) disty, (p1, p2, k1) Adist s, (pa, ps, ka) A
d’iStf2(p1,p3, k’g) = kfg = k’l -+ k’g V ]{31 = ]{32 + kfg V k’g = ]{31 + kfg

Y (p1, p2, ps : prof)A(ky, ka, ks : scalaire) dist,, (p1, pa, k1) Adisty, (p2, p3, k2)A
distm(pl,pg, /{73) = kys=Fk +kVk =ky+ksVky=FkK +ks

Propagation :

V (hi, ha, hg : hor)A(ky, ke : scalaire) dist,, (hq, ha, k1) A disty, (b1, hg, ko)

= hy = propageno(hs, hs, k1, ko)

V (v1,v2,v3 @ vert)A(ky, ko @ scalaire) disty, (vi, ve, k1) A disty, (v1, vs, ko)

= U1 = Propageyert(v2, v, ki, k)

V (p1,p2, p3 : prof)A(ky, ko @ scalaire) disty,(p1, p2, k1) A dist,, (p1, ps, k2)

= P1 = Propageyrof(p2, ps; ki, k2)

Points isothétiques L’univers des points isothétiques est composé de points et
de distances isothétiques.

Un point étant I'intersection de trois plans, la résolution peut s’appliquer indépen-
damment suivant les trois coordonnées d’un point.

Univers PointsIsothétiques
sortes :

point

longueur

symboles fonctionnels :
propage : point longueur point longueur point longueur — point
symboles prédicatifs :
disty,, : point point longueur
distyers © point point longueur
distyqis @ point point longueur
axiomes :

Commutativité :
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Y (p1, p2 @ point)A(k : longueur) distpo.(p1, p2, k) = distpor(p2, p1, k)

Y (p1, p2 @ point)A(k : longueur) distyeri(p1, p2, k) = distyers(pa, 1, k)

Y (p1, p2 @ point)A(k : longueur) distyiis(p1, P2, k) = distyiais(pe, p1, k)

Relation de Chasles

Y (p1, p2, ps : point)A(ky, k2, k3 : longueur) distyo.(p1, pa, k1) Adisthor (D2, p3, k2)
Ad’isthor(pl,pg, k’g) = kfg = k’l + ]{32 \V4 ]{31 = ]{32 + kfg \V4 k’g = ]{31 + k’g

Y (p1, p2, ps : point)A(ky, k2, k3 : longueur) dist,e(p1, pa, k1) Adistyert (D2, p3, k2)
/\diStvertQ?l,pg, /{73) = k=K +kVk =ky+ksVky=Fk +ks

Y (p1, p2, p3 : point)A(ky, k2, k3 : longueur) distyiais(p1, p2, k1)A

distyiais (D2, D3, k2) Adistyiais(p1, p3, k3) = ks = ki+koVEy = ka+ksVEy =
ki + ks

Propagation :

Y (p1,p2, P3, pa : points)A(ky, ks, ks : longueur) distpo-(p1, p2, k1) A

distyert (D1, D3, k2) Ndistyiais(D1, Pa, k3) = p1 = propage(ps, ki, p3, ka, pa, ks)

En fonction de I'univers géométrique choisi, la méme résolution de contraintes
peut étre appliquée mais les objets modélisés sont différents : les directrices ou les
plans directeurs en dessin architectural, ou des objets en fil de fer (¢f. figure EZIS).

Résolution de contraintes isothétiques

Comme nous I’avons dit précédemment, la résolution associée a ce type d’univers
est trés simple. On se retrouve a décomposer la résolution de problémes 3D en réso-
lutions 1D puisque les contraintes posées sont groupées dans une dimension unaire :
les distances isothétiques. Il suffit de dissocier les distances horizontales, verticales,
et de biais. Nous montrons comment cela s’effectue de maniére pratique pour les
contraintes de distance entre plans isothétiques puisque les univers Droiteslsothe-
tiques et Pointslsothetiques peuvent s’exprimer dans 'univers Planslsothetiques.

Nous pouvons décrire I'algorithme de résolution sur 3 graphes. Chacun contient
des nceuds correspondant & des plans d'un type donné. Des arétes valuées par la
distance entre deux plans indiquent I'existence d’une contrainte.

Les noeuds contiennent une valeur qui est la position du plan sur I’axe considéré.
Par exemple, dans le graphe des contraintes verticales, ces valeurs sont des ordonnées
sur I’axe Oy car les plans considérés sont du type y = a.

De plus, I'adjonction d’une contrainte entre deux plans doit vérifier la relation
de Chasles. Ceci est facilement détecté puisque cela équivaut a la création d’un cycle.

Finalement, la résolution consiste en une simple propagation des valeurs a 'aide
des régles définies dans I'axiomatique de I'univers Planslsothetiques. La disposition
des plans les uns par rapport aux autres dans 1’esquisse permet de déterminer si I'on
choisit une addition ou une soustraction des valeurs des nceuds et des arétes dans le
cas de distance non signées.

L’intersection de plans de sortes différentes permet de construire des segments
et des points qui forment des figures parallélépipédiques (cf. figure EZTF]).
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Fia. 2.18 — Objet 3D isothétique

Interaction isothétique

L’interaction que nous avons mise en place dans le cadre des univers isothétiques
est combinée a une résolution incrémentale des contraintes posées. Nous ne décrivons
que l'interaction concernant 'univers composé de plans isothétiques; I'adaptation
aux autres univers isothétiques se révéle aisée.

Les plans sont représentés par des quadrilatéres transparents dont la manipula-
tion des coins permet le redimensionnement. Les contraintes de distance sont repré-
sentées par une fleche a double sens (figure EZT9) dont les extrémités sont manipu-
lables pour modifier la valeur des contraintes.

Fic. 2.19 — Contrainte de distance

Sélection La sélection des objets de I'interface s’effectue a I’aide d’une seule main,
celle si pouvant étre la main dominante ou la main non-dominante. La désignation
du plan se fait par le geste de la main ouverte (figure Z8(c)) et celle des contraintes
par le geste ou seuls le pouce et I'auriculaire sont levés (figure EZ20). La sélection est
validée lorsque la main est fermée.

L’orientation des mains permet de faire la différence entre les trois types de plans
ou les trois types de contraintes.
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F1G. 2.20 — Geste pour la pose d’une contrainte isothétique

Création La création des objets nécessite une gestuelle a deux mains. Un plan est
ajouté a la scéne a l'endroit ou l'utilisateur tape dans ses mains ouvertes. Inverse-
ment, ’éloignement progressif des mains jointes par les index jusqu’a sélectionner
les deux plans concernés en rabattant le pouce permet de saisir une contrainte iso-
thétique (cf. figure ZZ00). De la méme maniére que pour la sélection, I'orientation de
la main détermine le type de plan ou de contrainte & créer.

Manipulation Seules les translations isothétiques applicables sur des objets sont
possibles aprés leur sélection. Les coins des plans, et les extrémités des contraintes
sont des zones dédiées a la modification des propriétés internes des objets. Ces zones
réagissent a une interaction bi-manuelle qui par éloignement ou rapprochement des
mains permet de modifier soit la taille des plans soit la valeur de la contrainte
assimilée a la longueur de sa représentation.

Navigation La navigation dans ce prototype est effectuée a I'aide d’un repére ca-
nonique augmenté dont le principe de fonctionnement est identique au repére local
augmenté présenté plus haut.

Les univers isothétiques permettent de se rendre compte de la dépendance exis-
tante entre résolution et interaction. En effet, les choix effectués pour composer
I'interface et la maniére d’interagir permettent d’utiliser des méthodes de résolu-
tion adéquates. Nous allons considérer dans la suite un univers plus général ou la
définition d’une interaction basée sur les gestes permet de poser intuitivement des
contraintes sur une esquisse.

2.3.3 Pose de contraintes sur une esquisse

Nous avons développé le prototype CadVR permettant de poser des contraintes
de distance, d’angle et de coplanarité en 3D dans un univers contenant les sortes
points, droites et plans.
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F1G. 2.21 — Contrainte de coplanarité pour 5 points

La représentation des contraintes de distance est identique a l'interface isothé-
tique décrite ci-dessus. Les coplanarités sont représentées par un quadrilatére trans-
parent désignant le plan formé par les points contraints, et par des segments reliant
les points concernés a ce plan (cf. figure ZZ2T). Les angles sont représentés par des
arcs de cercle entre les objets concernés. Pour des raisons d’occlusions générées par
le quadrilatére, sa taille doit étre réduite. Son orientation quant a elle est définie a
partir des trois premiers points sélectionnés.

L’utilisation d’une interaction gestuelle 3D couplée aux outils techniques virtuels
décrits précédemment permet de construire des problémes de contraintes de maniére
précise, en satisfaisant au niveau de 'interface les contraintes d’incidence grace a une
approche de géométrie dynamique.

La sélection des objets se fait grace au dictionnaire de gestes présenté dans la
figure

Création La pose de contraintes nécessite généralement le recours & un menu
hiérarchique comme dans les interfaces classiques.

Afin de se dispenser de ces menus devenus trop encombrants, nous proposons
ici d’esquisser a l'aide de gestes les contraintes sans avoir a sélectionner d’objets
géométriques.

La pose de contraintes se fait en dessinant dans I’espace comme avec un crayon,
a l'aide du geste de sélection par défaut (cf. figure ZZZ). Ainsi, le dessin effectué par
la main permet de distinguer le type des contraintes. Les objets les plus proches de
la courbe sont les objets concernés par la contrainte.
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Un mouvement rectiligne du doigt spécifie une distance entre les objets les plus
proches des extrémités. Un trait courbe spécifie un angle entre les objets les plus
proches. Un trait définissant une courbe fermée indique une coplanarité entre les
objets les plus proches de la forme dessinée.

F1G. 2.22 — Posture pour le dessin de contraintes

Valeurs numériques L’utilisation d'un clavier physique est difficile avec des gants
de données. Entrer les valeurs numériques associées aux contraintes est donc pro-
blématique. De la méme maniére que dans l'univers isothétique, ce probléme peut
se régler par la manipulation bi-manuelle des extrémités des représentations des
contraintes : éloigner les mains augmente la valeur et les rapprocher la diminue.
Par défaut, la valeur des contraintes est celle mesurée au moment d’esquisser la
contrainte. L’entrée de valeurs numériques pourrait se faire au moyen d’un clavier
numérique virtuel ou par un widget dédié, mais nous n’en avons pas mesuré la com-
modité.
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Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons montré qu’il est possible d’appliquer les techno-
logies issues du domaine de la réalité virtuelle a la modélisation par contraintes
géométriques en 3D. En effet, une interaction réellement en 3D a été appliquée auz
contraintes 3D. Nous avons proposé une interaction gestuelle spécifique et une inté-
gration des contraintes dans le modeleur a ['aide d’un gestionnaire de contraintes.

Trois prototypes ont été présentés. Le premier se nomme Coyote-géomeétre et
concerne la géométrie dynamique en 3D pour l’enseignement assisté par ordina-
teur. Le second est un modeleur par contraintes basé sur les contraintes isothétiques
orienté pour la conception architecturale. Enfin, le troisiéme prototype propose la
pose de contraintes géométriques de distance, d’angle et de coplanarité pour l’ez-
pression de systéemes de contraintes 3D.

Pour le moment, il n’existe pas d’interaction 3D normalisée. La prochaine étape
pour poursuivre ce travail est donc la réalisation de tests pour valider les interfaces
proposées dans ce chapitre. Le but final consiste a concevoir une interface adaptée a
la modélisation par contraintes 3D. Pour ce faire, nous comptons proposer une inter-
face multi-modale avec 'adjontion d’autres types d’interactions, comme par exemple
["interaction vocale.

L’étude de linterface et de linteraction pour des systémes de contraintes 3D
nous a permis de débuter la réalisation d’un solveur de contraintes isothétiques qui
permet de simplifier la résolution dans un cadre bien particulier. Mais pour des
systemes qui s’expriment dans un univers plus complexe, il est nécessaire de recourir
a une méthode de résolution plus puissante.






Chapitre 3

Résolution

Les méthodes qui semblent actuellement les plus prometteuses pour résoudre des proble-
mes de contraintes géométriques en 3D permettent de combiner finement les approches
numériques et formelles. Ainsi, la méthode par intersection de lieur géométriques dévelop-
pée par Gao et al. essaie de s’affranchir dans une certaine mesure des problémes posés
par Uirréductibilité combinatoire de petits systémes de contraintes. Tout en suivant l’idée
d’assemblage de grappes, ils énumeérent et résolvent presque tous les problémes comprenant
moins de siz contraintes dans ['univers contenant points, droites et plans en 3D avec les
contraintes de distance et d’angle. Cette méthode, initiée en méme temps que nos propres
travaux, est un cas particulier de ce que nous avons appelé la reparamétrisation, méthode
hybride permettant de résoudre des problémes 3D irréductibles. Nous avons nommé ces
probléemes des systémes k-quasi-décomposables par rapport a une méthode de décomposition
donnée et nous proposons une mise en ceuvre de la reparamétrisation mieur adaptée aux
problémes de taille plus importante. L’étude de la méthode de Gao et al. et la formalisation
de la reparamétrisation sont exposées dans les deux premiéres sections, et une mise en
ceuvre est développée dans la troisieme. Les résultats des expériences menées sur la classe
des polyédres sont proposés dans la quatriéme et derniére section.

Sommaire
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3.1 Approche par intersection de lieux géométriques

Nous avons vu dans le chapitre 2l comment les outils de tracé classiques, tels que
la régle et le compas, ont donné lieu, en informatique géométrique, a des outils de
construction définissant des micros-mondes de géométrie et comment, par la suite,
ceux-ci ont évolué pour aboutir au concept de géométrie dynamique.

Dans les logiciels de géométrie dynamique, lorsque l'utilisateur fait varier les
positions des objets libres, la construction est rejouée sur les nouvelles valeurs des
paramétres permettant ainsi, lorsque la variation des objets libres se fait de maniére
quasi continue, d’animer des figures et de mettre en évidence certains invariants. Si
la figure obtenue ne satisfait pas l'utilisateur, il essaie de bouger certains éléments
pour se retrouver dans la « bonne » configuration.

Ces paramétres (distances, angles, efc.) qui n’apparaissent pas explicitement dans
I’énoncé peuvent étre utilisés pour transformer le systéme de contraintes initial en
un systéme plus facilement résoluble. L’enjeu de cette méthode est de déterminer
ces nouvelles contraintes. Cette idée de déformation d’une figure pour satisfaire de
nouvelles propriétés peut étre mise a contribution dans le cadre de la résolution de
contraintes.

En effet, il existe des systémes minimaux irréductibles en 3D empéchant une
méthode de construction géométrique de s’appliquer. Il faut se replacer dans un cas
favorable connu, dans lequel on peut trouver un plan de construction de la figure
avec des paramétres, comme par exemple des points, a faire varier. Pour cela, il
suffit de fixer un certain nombre d’inconnues a priori (c’est-a-dire, de les considérer
comme des paramétres). Une fois la construction effectuée, il reste un certain nombre
de contraintes a satisfaire, et il ne reste plus qu’a les « rattraper », en faisant varier
les inconnues temporairement fixées pour avoir la bonne solution.

Cette méthode utilisée pour permettre une résolution par intersection de lieux
géométriques par Gao et al. [GHY02 [GHY04], a été initiée en méme temps que
nos propres travaux, et se rapproche de la phase d’intersection dans la méthode de
Kramer (cf. chapitre [ll) pour des chaines articulées de mécanismes.

La démarche de Gao et al. est un peu différente de la notre. En effet, ils ont
commencé par considérer variables et systémes d’équations pour résoudre de maniére
hybride des problémes irréductibles en 3D.

Il nous semble important de bien comprendre les méthodes proposées par Gao et
al. puisque nous allons en reprendre certains ingrédients. Nous présentons donc les
deux variantes de leur méthode de maniére plus formelle que cela n’est fait dans les
deux papiers cités.

3.1.1 Premiére méthode de Gao et al.

Rappelons que nous appelons systéme de contraintes dans un univers géométrique
donné un triplet (C, x, A) ou C' est un ensemble de termes prédicatifs construits dans
I'univers, dont les variables appartiennent a y U A. x est I’ensemble des inconnues
et A 'ensemble des paramétres; on impose, bien stir que Y N A = (). Les solutions



3.1. Approche par intersection de lieux géométriques 89

sont cherchées dans un ensemble construit sur la »-algébre associée a I'univers géo-
métrique.

Dans un premier temps, Gao et al. considérent un systéme d’équations sans
parameétres : les contraintes sont des équations a inconnues réelles. Soit

Fl(xl,...,xn) =0

S={({ ... Ary, .o 1,1, 0)
Fo(zy,...,2,) =0

un tel systéme qu’on suppose bien contraint et irréductible au sens de Dulmage-
Mendelson (c¢f. théoréme [[33)).

Fixer une inconnue, ou, plus précisément, donner a celle-ci le statut de para-
metre, produit un systéme sur-contraint. En tout état de cause, on doit avoir une
partie bien contrainte qui se décompose en composantes irréductibles mettant en
jeu n — 1 équations et les n — 1 inconnues restantes. Ainsi, on met une équation
de coté, et on peut espérer que le systéme résultant soit décomposable : au besoin,
on peut essayer chacune des inconnues et des équations possibles et voir avec quelle
configuration on a le meilleur résultat.

Supposons, sans perte de généralité, que x,, et F,, soient respectivement l'incon-
nue devenue paramétre et 1’équation « mise de coté ». Le systéme obtenu SM est
donc de la forme :

Fl(l‘l, . ,xn_l,u) =0

S =& Az, T b {u})

anl(ﬂj‘l, c. ,.f(]nfl,U) =0

Une solution & un tel systéme est une fonction de R dans R"™! qui a toute
valeur de u associe un n — l-uplet de valeurs pour (zy,...7,_;) de sorte que S
soit satisfait.

Soit f(u) une telle fonction : tout n-uplet (f(u),u) est « presque » une solution
de S puisque, par construction, il satisfait les n — 1 premiéres équations. On peut
donc faire varier u de maniére a satisfaire I’équation en u : F,(f(u),u) = 0, pour
obtenir une solution de S.

La question de la correction et la complétude de cette méthode n’est pas abordée
dans les articles mentionnés plus haut. Nous les examinons avant de nous pencher
sur la maniére effective de résoudre les questions posées par cette méthode.
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Correction

Soit le systéme :

(Fl(l‘l, .. .,xn_l,u) =0

5(2) - < Fn71<x17- < wxnflau) =0 7{':(;17 t 733‘”},{U}>
Fo(xy,...,2p1,u) =0

(Tn = U

S@) est évidemment décomposable en :
~- SO = SWyU{E,(21,...,2p_1,u), {T1,. .., 201}, {u});
~ et SO = ({z, = u}, {wa}, {u}).

Soit f(u) une solution de SM. Si f(u) est une solution de S®, alors (f(u),u)
est une solution de S® car il est trivial que u soit une solution de S™¥. II est clair
que (f(u),u) est une solution de S puisque S et S® sont les mémes systémes a une
réécriture pres.

Complétude

La question de la complétude (est-ce que toute solution du systéme initial peut
étre trouvée par cette méthode?) est un peu moins évidente et passe par des com-
pléments de définition.

L’ensemble des solutions d’un systéme d’équations ou de contraintes paramétrées
est un ensemble fonctionnel peu utilisable directement.

On dit qu'un systéme de contraintes (C, x, A) est bien contraint s’il existe un
nombre fini de fonctions des paramétres qui permettent de trouver toutes les solu-
tions en x pour les valeurs du parameétre u données.

Mais, évidemment, il arrive souvent qu’il y ait un nombre infini de telles fonctions.
Nous dirons qu'un ensemble de fonctions solutions d’un tel systéme est complet si
et seulement s’il permet de trouver toutes les solutions pour toute valeur donnée de
u.

Un systéeme de contraintes est donc bien contraint si et seulement s’il admet un
ensemble fini et complet de solutions paramétrées.

Il est clair que le fait que S soit bien contraint n’implique pas que S® soit bien
contraint : il suffit de considérer le contre-exemple suivant :
> Exemple 3.1.1

S = <{l’2 = 0, l‘l — 0}, {xla x?}? ®>
qui donne

S — ({u=0},{z1}, {u})

est sur-contraint suivant la définition donnée plus haut. <

Cependant, on a la propriété suivante :
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Proposition 3.1.1 Avec les notations précédentes, si S est un systéme
bien contraint et si on considére un changement « inconnue vers para-
métre » tel que SU) est bien contraint, alors la méthode de Gao et al. est
compléte. O

En effet, soit s = (v1,...,v,_1,v,) une solution de S, s est forcément une solution
du systéme

F1<ZZ'17...,ZZ'n) =0
S1=(q... Axy, .o xn ) 0)
Fn_l(ZEl,...,l‘n) =0

Donc, si {fi,... fx} est un ensemble complet de solutions de S| il existe une
fonction, disons f, telle que fi(v,) = (v1,...,v,_1). Finalement, on a :

F.(fi(v,),v,) = 0 puisque s = (vy,...,v,_1,v,) est une solution de S. Donc, il
existe une solution de S et une solution en u de F,(f(u),u) = 0 permettant de
retrouver la solution cherchée de S.

Solutions formelles

Alinsi, pour trouver toutes les solutions de S, il faut obtenir :

— toutes les solutions de S, c’est-a-dire un ensemble de fonctions paramétrées
par u capable de produire pour toute valeur de u I’ensemble des solutions de
5(1),

— toutes les solutions des équations F,(f(u),u) = 0 ot f est une solution de S
et u est I'inconnue.

A notre sens, la maniére la plus pratique de faire consiste a résoudre formellement
le systéme S,

En effet, les fonctions f(u) peuvent étre exprimées formellement sous forme de
plans de construction interprétables pour des valeurs de u données, ce qui permet
de résoudre plus facilement les équations du type F,(f(u),u) = 0.

Mais, lorsqu’on envisage une résolution formelle de S™, on pose des contraintes
supplémentaires trés fortes sur le choix de la variable & considérer comme un para-
métre puisque le systéme S™) doit étre résoluble dans 1'univers considéré, c’est-a-dire
qu’on doit pouvoir au minimum exprimer les solutions formelles dans le langage de
I'univers géométrique et qu’on doit disposer d’un solveur formel capable de les trou-
ver. Nous verrons plus bas que ce point, qui est un peu laissé de coté dans l'article
original puisque Gao et al. résolvent numériquement, revét une importance capitale
et s’intégre dans notre cadre géométrique paramétré.

Avec une telle méthode, résoudre les équations F,(f(u),u) = 0 peut se faire
rapidement avec des méthodes numériques efficaces comme la dichotomie, Newton-
Raphson (on peut alors perdre la complétude) ou méme ’échantillonnage. Mais, on
peut éventuellement imaginer un autre mécanisme ot le systéme S™) est résolu a la
demande pour une valeur de u fixée.
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3.1.2 Deuxiéme méthode de Gao et al.

La méthode que nous venons de décrire est, finalement, assez éloignée du contexte
géométrique de la CAO. En effet, d’'une part la transformation d’un systéme de
contraintes en systéme d’équations introduit le biais de la traduction qui peut étre
trés important : les inconnues qui en résultent ne sont peut-étre pas toujours les plus
pertinentes, et, d’autre part, cette méthode n’intégre pas du tout l'invariance par
déplacement qui est, comme nous l'avons vu, une des composantes fondamentales
des méthodes de décomposition géométrique.

En posant :
Fi(zy,...,2,) =0
r
S =0 F ) =0 T Tab e

3 Tn)
Ty, =1U

on s’apercoit que la méthode décrite plus haut est un cas particulier de la mé-
thode consistant dans un systéme d’équations & remplacer une équation de S, ici
F,(x1,...,2,) = 0, par une autre, ici z,, = u, pour donner le systéme S’, avec la dif-
férence notable que ceci peut se réaliser avec des contraintes géométriques et qu’on
peut ainsi conserver 'invariance par déplacement et les méthodes de décompositions
afférentes.

C’est ce qu’ont fait Gao et al. dans leur deuxiéme méthode qui, étant donné un
systéme de contraintes sans paramétres S = (C, x, (), ou plus précisément

Cl(ola"'70n)
S= ... o1, ... 00}, 0)

Cm(01, ..., 0p)

consiste & remplacer une contrainte, disons c¢,,, par une autre contrainte avec un
paramétre u pour donner le systéme S’ = (C U{d} \ {cn}, X, {u}), ou de maniére
plus lisible,

c1(01,...,0p)
S :( Cmil(ol’...’0n> 7{01,...,0n},{U/}>
d(o1,...,0n,u)

Comme précédemment, ce systéme est résolu formellement pour produire des
solutions de la forme f : u — (o1,...,0,) qui servent a produire le systéme & une
seule contrainte en U'inconnue u, U = ({¢,n(f(w))}, {u},0) qui est lui-méme résolu
par échantillonnage (dans les cas considérés par Gao et al., le paramétre u est réel,
¢m se traduit par une équation et I’échantillonnage correspond a un tracé de courbe).

Si f(u) est une solution de S” et si ug est une solution de U, alors les auteurs
posent que f(ug) est une solution de S, autrement dit, que leur méthode est correcte.

Une démonstration du méme style que celle proposée plus haut montre effec-
tivement que cette maniére de faire est correcte. En revanche, la question de la
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complétude, qui est implicitement admise par Gao et al., se pose.

Complétude Pour les mémes raisons que dans la démonstration de complétude
de la section précédente, on doit tout d’abord supposer que le systéme S’ est bien
contraint (ce qui est une hypothése trés forte pour les systémes paramétrés, mais qui
est en général vérifiée). Si on considére ensuite une solution quelconque (vq,...v,)
de S, alors c’est évidemment une solution du systéme sans paramétre :

C1(01, cey On)
51:< ,{01,...,0n},®>
Cm-1(01,...,0n)
En revanche, rien ne garantit qu’il existe une valeur ug telle que d(v; ..., vp, ug)

soit vérifiée, méme si cela est vérifié dans tous les exemples présentés dans leur article.

C’est pourquoi, nous posons la définition :

Définition 3.1.2 Une contrainte paramétrée d(z1,. .., x,,u) est non oc-
clusive, si pour toute valeur vy, ..., v, des inconnues, il existe une valeur
ug telle que d(vy, ..., v,,up) soit vérifiée.

Par exemple, la contrainte x,, = u utilisée dans la premiére méthode décrite plus
haut, est non occlusive.

Il découle de cette définition, en suivant la preuve de la section précédente, que
si:

— S est bien contraint ;

~ S est bien contraint ;

— et d est une contrainte paramétrée non occlusive;
alors la méthode décrite ici est compléte, i.e. on obtient toutes les solutions de S en
considérant toutes les solutions de S’ et toutes les solutions de U.

3.1.3 Problémes avec k > 1

La premiére et la deuxiéme méthode différent par le type de contrainte a rajouter
(x, = u dans la premiére et n'importe quelle contrainte) mais surtout par le nombre
de contraintes qu'’il est possible de remplacer (1 dans la premiére et un nombre
quelconque dans la seconde). Mais sur ce dernier point, la mise en ceuvre sur des
exemples n’a été appliquée que pour une contrainte.

La génération automatique des systémes acceptant au plus 6 contraintes dans
I'univers des points, droites et plans 3D, leur a permis de valider expérimentalement
cette méthode.

La méthode utilisée pour choisir la contrainte a remplacer et la nouvelle contrainte
a considérer résulte d'une stratégie de recherche exhaustive qui permet d’assurer
qu’on est dans de bonnes conditions pour appliquer la méthode. En revanche, ces
stratégies de « force brute » s’accommodent mal de la généralisation consistant a
remplacer k contraintes.

En effet, pour un probléme ou il faudrait remplacer £ contraintes :
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— la recherche exhaustive du meilleur ensemble de contraintes a remplacer a une
complexité en O(n*);

— leur maniére de produire la fonction f(uq,...,u;) n'est pas correcte dans le
cas général (cf. contre-exemple a la section [[332) ;

— D’échantillonnage implique de choisir correctement 'intervalle [a, b] et le pas s
pour une bonne approximation des solutions et la complexité est en O(Lb_T“)k.

3.2 Reparamétrisation

La seconde méthode de Gao et al. peut étre généralisée a une technique de
résolution de systémes 3D irréductibles que nous avons nommée la reparamétrisation.

Cette section propose de mettre en évidence les points clés de cette méthode
et de définir un schéma de résolution. Nous donnons notamment la définition des
systémes pouvant étre reparamétrés par rapport a une méthode de décomposition
donnée. Nous avons nommé ces problémes des problémes k-quasi-décomposables
lorsque le remplacement de k contraintes est nécessaire.

3.2.1 k-transmutation

En plus des opérations usuelles sur les systémes de contraintes, nous introduisons
I'opération de transmutation qui transforme un systéme de contraintes en un autre
possédant les mémes inconnues mais des paramétres différents. Plus précisément,
nous posons :

Définition 3.2.1 Une k-transmutation est une opération qui transforme
un systéme S = (C, x, A) en un autre systéme S’ = (C’, x, A’) en rempla-
cant k contraintes de C' par k autres contraintes portant sur les mémes
inconnues pour donner C'.

Cette opération est une composition d’autres opérations classiques plus élémen-
taires définies par le choix des contraintes a enlever et a ajouter. En général, un
systéme obtenu par k-transmutation d’un autre ne lui est pas équivalent.

Nous allons considérer que si les contraintes retirées contiennent des parameétres
propres, ceux-ci sont retirés et si les contraintes ajoutées contiennent des paramétres,
ceux-ci sont ajoutés au systéme.

> Exemple 3.2.1

C = {dist,,(A, B, ky),dist,,(A, C, ks, dist,,(B,C, k3)}
S =1 x={A,B,C : point}
A ={k1,k2,k3 : length}
produit par une 1-transmutation le systéme :
C = {dist,,(A, B, ky),dist,, (A, C, ky),angle(A, B,C,a,)}
S'=<x=1{A,B,C : point}
A ={k1,k2: length,a; : angle}
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<

Un changement de contraintes n’a vraiment d’intérét que si ’ensemble des con-

traintes ajoutées est disjoint de I’ensemble des contraintes retirées. Cela nous conduit
a la définition :

Définition 3.2.2 Une k;-transmutation entre deux systémes S et S’ est
dite minimale s’il n’existe pas de ko-transmutation entre S et S’ tel que
k’l > ]{32.

Par définirion, la distance syntarique entre deux systémes S et S’ ad-
mettant une k-transmutation minimale est égale a k.

Autrement dit, si C' est I'ensemble des contraintes de S et C’ 'ensemble des
contraintes de S’, S’ se déduisant de S par une k-transmutation, la distance syn-
taxique entre S et S’ vaut :

k=|C'|—]C'NC|=|C~C

3.2.2 k-quasi-décomposabilité

Nous avons vu que méme en ne considérant que les méthodes combinatoires, il
existe plusieurs méthodes pour décomposer un systéme de contraintes. On peut juger
de leur efficacité selon le critére du domaine d’application (c’est entre autres, celui
que nous avons utilisé au chapitre 2), mais aussi, pour un systéme de contraintes
donné, selon leur capacité a obtenir des sous-systémes de petite taille.

Définition 3.2.3 Soit D une méthode de décomposition et S un systéme
de contraintes, la D-granularité de S est la taille du plus grand sous-
systéme obtenu par I’application de la méthode D sur S.

L’efficacité d’un solveur généraliste se mesure généralement par la taille du plus
grand systéme irréductible a résoudre. Donc, en supposant que l'opération d’assem-
blage qui suit la décomposition est peu coiiteuse en temps, la D-granularité mesure,
en quelque sorte, le gain d’efficacité par rapport a un systéme irréductible.

Inversement, dans la méthode de la reparamétrisation, le cotit d’une transmuta-
tion pour rendre un systéme décomposable se mesure dans la taille du systéme qu'’il
faudra résoudre numériquement.

Définition 3.2.4 Un systéme irréductible pour une méthode D est
k-quasi-décomposable si et seulement s’il existe une k-transmutation le

transformant en un systéme décomposable par D.

> Exemple 3.2.2

L’octaédre générique S présenté dans la figure Bl est composé de 6 points reliés
par 12 contraintes de distances différentes, représentées par des arétes. Ce systéme
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Fi1G. 3.1 — Octaédre 1-quasi-décomposable : systéme initial (& gauche) et systéme
I-transmuté (a droite)

s’écrit formellement :

(dist,,(A, B, k)
dist,y(B, C, ks)
dist,,(C, D, ks)
dist,, (D, E, ky)
dist,, (A, E, ks)
distpy(4,C, ks) {A,B,C,D,E,FY,{ki,... ko))
disty,(A, D, k7)
dist,, (B, E, ks)
dist,,(F, B, ky)

disty(F, C, kyo)

disty,(F, D, ki)

| distyp(F, B, ki2)

Une méthode de décomposition D3, qui permet de découper suivant des triplets
d’articulations ne peut pas décomposer ce systéme. Ce systéme est donc irréductible
pour Ds,.

Remarque

Une autre méthode de décomposition peut proposer de décomposer selon
les faces triangulaires, mais pour assembler ces triangles, il faudrait avoir
une régle prenant en compte les huit triangles d’un seul coup.

L’application d’une 1-transmutation particuliére transforme S en S’ par suppres-
sion de la contrainte de distance entre A et B et I’ajout de la contrainte de distance
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entre C et E :
d’lSt ) C,E ]{Z13>
dist,, (B, C, ko)
dist,,(C, D, ks)
dist,, (D, E, ky)
dist,, (A, E, k;)
Sl:( ) ,{A,B,C,D,E,F},{k’g,...,k13}>

(
(
(
(
(
dzstpp(A C, kg
(4,
(B,
(F)
(£,
(
e

Le systéme S’ est décomposable par D, donc S est 1-quasi-décomposable pour
la méthode Ds,.
La méme 1-transmutation peut étre appliquée si la méthode considérée applique une
simple propagation des degrés de liberté. <

3.2.3 Schéma général

di(01,...,0n,u1)

ci(o1,...,0n) . 2 Ré solution AMug, ..., wuy) or(uy,. ... e
g— { ’ 1. k-transmutation » di(01, ..., 0n, uy) Paramétrique ( ) o1( )

_— —
cry1(on, ..., o) )
Aut. .. ug) On(ur, ..., wug)

c(or,.... on)

cr(or(ur, ... ug), ..., o5 (ur,. .., u))
§r—
k

k(0T (U ey )5 On (U, - L))

Solutions = {fi|f; € F(S)}

F1G. 3.2 — Schéma de la reparamétrisation

Nous appelons reparamétrisation la méthode consistant a résoudre les systémes
k-quasi décomposables suivant une méthode de décomposition.
Cette méthode comprend quatre étapes :
— trouver une k-transmutation de S produisant un systéme de contraintes S’
soluble par une méthode paramétrique D ;
— résoudre S’ a l'aide de D ;
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— remplacer les inconnues par leur expression formelle en tant que solutions de
S’ dans les équations enlevées de S pour donner le systéme S” ;
— résoudre numériquement le systéme S” pour retrouver les solutions de S.

La démonstration donnée plus haut pour la correction et la complétude se gé-
néralise ici : si le systéme S’ est bien contraint et que les contraintes paramétrées
ajoutées sont non occlusives alors la méthode est correcte et compléte a condition
que le solveur formel et le solveur numérique soient eux aussi corrects et complets.

3.3 Mise en ceuvre

Dans cette section, une mise en ceuvre spécifique [FS06| de chaque étape de la
reparamétrisation présentée dans la figure est proposée.

Tout d’abord, conformément & notre approche formelle, nous avons choisi d’utili-
ser un algorithme a base de connaissances pour la phase de résolution paramétrique
du systéme S’.

Pour choisir la k-transmutation a appliquer, nous proposons un algorithme incré-
mental qui minimise ce que nous avons appelé la distance syntaxique locale & chaque
situation de blocage du solveur constructif considéré. La distance syntaxique locale
est une distance syntaxique calculée entre un motif d’une régle de construction et le
voisinage de résolution de S & un instant donné. Les définitions de ces termes sont
présentées dans la sous-section suivante.

Ainsi, le solveur constructif et le choix des contraintes a remplacer sont intime-
ment liés. Le solveur constructif utilise les connaissances tirées de ’axiomatique de
I'univers géométrique considéré pour calculer cette distance locale, ce qui permet de
choisir les contraintes a remplacer a la volée.

Cet algorithme local constitue une heuristique dont deux variantes peuvent étre
appliquées suivant le type de solveur choisi : soit par chainage avant, soit par chai-
nage arriére.

Enfin, nous proposons de recourir a la méthode numérique itérative de Newton-
Raphson pour rattraper les contraintes « oubliées » a la place de I’échantillonnage
effectué par Gao et al.. Elle ne permet pas de récupérer toutes les solutions mais
a I’avantage d’étre automatique et rapide. Les différents problémes diis a cette mé-
thode sont traités et expliqués.

Nous discutons bien str de la correction et de la complétude de chaque élément
et de 'optimalité des heuristiques présentées.

3.3.1 Choix d’une k-transmutation et résolution paramétrique

Avant de présenter I’algorithme de minimisation de la distance syntaxique locale,
nous devons poser quelques définitions.
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Définitions

Dans notre cadre de logique du premier ordre (ou logique des prédicats), le sys-
téme a base de connaissance que nous utilisons applique classiquement la régle d’in-
féerence du modus ponens (cf. chapitre 2). Un moteur d’inférence teste la possibilité
d’appliquer une régle constructive dans un base de faits. Si la régle est applicable,
elle est appliquée et ajoutée a la base de faits.

Pour simplifier, nous considérons un solveur constructif qui produit a chaque
étape de résolution un nouveau terme fonctionnel

Oi+1 = fa(Oh e ,OZ‘)

ou l'objet 0,11 est construit a partir des objets oi,...,0; définis antérieurement.
[’ensemble de ces termes constitue un plan de construction P :

01=f1()
P =

Op = fn(ola .- -aon—l)

Pour éviter d’alourdir les notations par une permutation d’indices, on pose que I'ob-
jet o; a été construit avant l'objet o; si # < j. De plus, on estime qu’un solveur
constructif modifie incrémentalement un systéme de contraintes géométriques en
transformant chaque inconnue en paramétre a chaque fois qu’une régle peut s’appli-
quer, et donc qu'un nouveau terme est ajouté au plan de construction. A I’étape 1,
un tel systéme noté S; = (C;, x;, A;) est :

C1(01, cey On)
SZ:< ,{Oi,...On},{Ol,...707;,1})
cn(01,...,0p)
et est associé au plan :
o1 = fi()
P =
0j—1 = fi71(017 <. ,0@'72)

Définition 3.3.1 Nous appelons wvoisinage N; de S; le systéme de
contraintes engendré par ’ensemble des contraintes :

{c(z,ai1,...,a,) € C; | x € x; et (ay,...,a,) € A;}
c’est-a-dire les contraintes oti une seule variable appartient encore a ;.
Ce voisinage définit en fait un ensemble d’inconnues a la frontiére de ce qui a

déja été résolu. Il permet de réduire le nombre de candidats potentiels a la prochaine
étape d’application de régles.
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Le voisinage a I’étape ¢ est un systéme de contraintes engendré par [ contraintes :

01(01, .. .,Oi)
Nz:< ,{Oi,...On},{Ol,...,Oi_1}>

c(o1,...,0)

> Exemple 3.3.1
Dans I'exemple de I'octaédre, a I'étape 2 (2°™¢ image en partant de la gauche
dans la figure donnée a la fin de cette sous-section), le systéme comprend les
trois points D, E, F et son voisinage se compose donc des contraintes de distance
faisant intervenir D, E ou F. Le voisinage N; de ce systéme est :

(diStpp(Ca D, k)
distpp(A, E, k’5)
distpp(A, D, k’7)

AAB,CY{D,E,F, ks ks, k7, kg, ko, k
dist,,(B, E, ks) { A 3, ks, k7, ks, ko, k1o})
distpp(F, B, kg)

(

\dZ'Stpp F, C, kw)

A ce stade, les valeurs de D, E, F ks, ks, ke, ks, kg, k19 sont connues alors que les
valeurs de A, B, C' sont encore inconnues. <

Dans ce voisinage, la recherche d’inconnues et de contraintes pouvant étre unifiées
aux prémisses d'une régle va permettre ou non son application. Pour cela, le solveur
s’appuie sur ce que nous appelons les motifs :

Définition 3.3.2 Un motif est un ensemble de m contraintes sur des
variables non instanciées

M = (Cl(Xl, c. ,Xpl), .. .,Cm(Xl, c. ’Xpm))

X est une variable au sens ou elle représente 1’ensemble de toutes les
instances d’une sorte donnée. On dit que m est la taille du motif.

Un motif M est constitué des prémisses de la jéme reégle valide dans un univers U
donné.

> Exemple 3.3.2
Une régle permettant de construire un point en 3D a partir de trois contraintes de
distances peut s’écrire :

distpp(Xl,XQ,Xg)
si ¢ disty, (X1, X4, X5)  alors Xq = pointsps(Xs, X4, X6, X3, X5, X7)
diStpp<X1,X6,X7)

avec X, inconnue et Xo, ..., X7 connus.
Le motif associé est donc :

M* = (d’istpp(Xl, XQ, Xg), distpp(Xl, X4, X5), distpp(Xl, X@, X7))
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<

Dans le cadre de la reparamétrisation, les motifs qui ne sont pas complétement

instanciés nous intéressent tout particuliérement. Nous définissons donc l'unification
a partir de la notion de substitution de la maniére suivante :

Définition 3.3.3 Une substitution o pour un motif
M]a = <C1<X1, Ce 7Xp1), N Cm(Xh e 7Xpm>>

est une instanciation des variables de M7 par des objets appartenant a
un systéeme S = (C, x, A) telle que o(¢y),...,0(cs) € C.

Sim = s, cette substitution est un unificateur. Et si cet unificateur est minimal,

alors la régle j est applicable. Sinon, |m — s| est la distance syntazique locale entre
N; et M;. On écrit dsl(N;, M;) = |m — s|.

> Exemple 3.3.3
Pour le motif et le voisinage choisis dans les deux exemples précédents, une substi-
tution est :

(X, =C
Xo=D
X3 = ks
Xeg=F
| X7 = ko
Dans ce cas, s = 2 et dsl(Ny, M;) = 1. <

Algorithme de choix a la volée

L’algorithme du choix de la k-transmutation & appliquer que nous avons déve-
loppé repose sur la définition de la k-quasi-décomposabilité. En effet, on suppose
I'existence d’'une k-transmutation entre deux systémes S et S’ ce qui peut se tra-
duire par une distance syntaxique entre ces deux systémes : k = |C'| — |C" N C|.

L’algorithme de choix a la volée se contente d’essayer de minimiser la distance
syntaxique globale entre S et S’ en minimisant la distance syntaxique locale a chaque
fois que le solveur associé ne peut plus continuer a résoudre. Ainsi, si aucune régle
ne peut s’appliquer, le reparamétreur va choisir un motif M; minimisant la distance
syntaxique locale dans le voisinage V;. A partir de ce motif, le reparamétreur choisit
suivant une heuristique les contraintes a ajouter et/ou & supprimer.

L’algorithme peut étre décrit par :

Tant que le solveur constructif échoue :

{
calculer N;
calculer dsl (N;,M;) pour chaque motif M/
choisir le motif M minimisant dsil (NV;,M;)
appliquer 1’heuristique sur M
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Nous avons distingué deux heuristiques suivant le cas ou :
- § < m, i.e. il manque m — s de contraintes pour pouvoir appliquer le motif
— §>m, i.e. il y a un excés de s — m contraintes.

Le choix de Gao et al. d’effectuer un algorithme de rétro-propagation des degrés
de liberté conduit a se retrouver dans une phase ou il y a presque toujours un ex-
cés de contraintes. Lorsqu’un exceés est rencontré, des contraintes sont supprimées.
En revanche, aucune mention n’est faite de la maniére d’ajouter les contraintes qui
remplacent celles supprimées.

En effet, suivant la maniére d’inférer pour résoudre le probléme, on tombe préféren-
tiellement sur deux heuristiques différentes :

— le chainage arriére ot I'on rencontre des excés de contraintes,

— le chainage avant ot I’on rencontre un manque de contraintes.

Heuristiques

Nous proposons pour chacun de ces deux cas une heuristique pour ajouter ou
enlever des contraintes.

Chainage arriére I’heuristique par chainage arriére conduit & un excés de con-
traintes. Le choix des contraintes a supprimer revient a sélectionner les contraintes
permettant 'unification d’une régle et a supprimer les contraintes restantes.

Dans le cas, ou il n’existe pas de régle applicable, il faut ajouter une régle pour
former un repére.

S’il existe un motif

{

Appliquer le motif et ajouter le terme

dans le plan de construction

Supprimer les contraintes en excés

Déplacer 1’objet inconnu vers les paramétres
}
sinon
{

Ajouter des contraintes pour former un repére
}

La formation d'un repére est aisée dans le cas ou il y a peu d’objets restant a
contraindre. Pourtant, ce n’est pas le cas la plupart du temps. Il faut donc fournir
des régles de formation de repéres assez complexes (cf. annexes).

> Exemple 3.3.4
Considérons 'exemple le plus simple pour illustrer ces heuristiques : 'octaédre gé-
nérique. L’application de I'heuristique suivante peut se faire en considérant ’appli-
cation de la régle de construction considérée dans les exemples précédents et d'une
régle de formation de repére :
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Si 3 points sont reliés par 3 contraintes de distance, alors on peut construire la
figure modulo les déplacements :

d’iStpp(Xl,XQ,Xg) X1 = mk:Pomt(O, O)
51§ disty,(Xo, X4, X5)  alors § Xo = mkPoint(X3,0)
d’iStpp(Xl, X4, X6) X4 = inte'r’gspl(Xl, X5, XQ, X67 m/{;Pl(m(O, 0, 17 0))

avec X3, X5 et Xg connus et X7, Xy et X, inconnus.

F F F

F1G. 3.3 — Reparamétrisation de 'octaédre par chainage arriére

La contrainte dist,,(A, B, k1) est supprimée lorsqu’on considére la régle de con-
struction avec A comme inconnue X;. Le point A est alors construit & partir des
points E, C et D.

La résolution se poursuit normalement avec la construction du point D a partir
de E, C' et F, et du point B a partir des points F, C' et F.

A la fin de la résolution, on tombe sur deux contraintes de distances reliant 3
points et il suffit d’ajouter la contrainte dist,,(C, E, ki3) pour obtenir un repére 3D
pour les déplacements au sens décrit dans ’annexe <

Chainage avant [L’heuristique par chainage avant conduit a se retrouver avec un
mangque de contraintes. Elle s’applique bien stir aprés ’ajout d’un repére si le systéme
est bien contraint modulo les déplacements. Le choix des contraintes a ajouter se fait
en complétant le motif sélectionné. Il comporte des variables non instanciées et c’est
donc par la construction d’un unificateur que la contrainte a ajouter est formée.

Les instanciations doivent se faire dans I'ensemble des paramétres pour des
contraintes n’existant pas encore. Nous avons choisi d’ajouter des contraintes de dis-
tance car elles sont de degré 2 et ne sont donc pas occlusives pour les contraintes re-
tenues dans notre univers euclidien 3D. En effet, il suffit de considérer les contraintes
de distances au carré :

(wa —28)° + (ya —yp)* + (24 — 28)° =
pour que 1’on ait une solution pour toute valuation de k.

Lorsqu’il ne reste plus d’inconnues, les contraintes n’ayant pas été utilisées sont
celles a rattraper.
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Compléter 1’instanciation de M,
Appliquer le motif et ajouter le terme dans le plan de construction
Déplacer 1’objet inconnu vers les paramétres

Contrairement a I’heuristique par chainage arriére, on voit qu’il n’est pas néces-
saire de considérer des régles de formation de repére trop complexes. De plus, on ne
choisit pas de contraintes a enlever, le solveur travaille sur un énoncé sur-contraint.

> Exemple 3.3.5
Avec les mémes régles que dans 'exemple précédent, nous appliquons dans cet
exemple I'heuristique par chainage avant.

Ve Vi

F1G. 3.4 — Reparamétrisation de 'octaédre par chainage avant

Les deux premiéres images de la figure B4l montrent la construction d’un repére
3D au sens donné dans l’annexe La contrainte dist,,(C, E, k3) est ajoutée a
I’étape 3 afin de pouvoir construire le point C' a partir des points D, E et F.

Ensuite, le point B est classiquement construit & partir de E, C, et I et le point
A a partir des points C, D et E.

A la fin de la résolution, il reste une contrainte non satisfaite : la contrainte
dist,, (A, B, k). <

Discussions

Dans les deux heuristiques précédentes, le systéme S’ obtenu est un systéme
bien contraint car il est résolu de maniére formelle au fur et & mesure de la k-
transmutation.

Bien siir, les deux heuristiques ne donnent pas forcément la méme k-transmutation
ni méme une transmutation minimale, méme si c’est le cas dans ’exemple de 1'oc-
taédre.

Les avantages de ces heuristiques sont :

— la constructibilité dans U est assurée;

— les k contraintes sont trouvées a la volée.

Il existe pourtant des inconvénients parmi lesquels on peut citer :

— comme toutes les heuristiques locales, on n’est pas assuré de trouver le coiit

minimal ;

— lorsque k devient grand, la taille du voisinage peut augmenter rapidement et

ralentir la recherche de la i*™® contrainte a choisir surtout lorsqu’on considére
un grand nombre de régles;
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— utiliser une contrainte non occlusive comme une contrainte de distance peut
conduire a produire des branches d’évaluation en plus pour des solutions n’exis-
tant pas dans S.

3.3.2 Rattrapage Numérique

Les méthodes numériques tentent d’approcher par approximations successives les
solutions d'un systéme de contraintes géométriques.

L’application d’une technique de force brute, comme 1’échantillonnage utilisé par
Gao et al., permet de trouver toutes les solutions mais devient prohibitif pour k£ > 1.

Nous proposons d’utiliser I'itération de Newton-Raphson (NR) présentée dans le
chapitre 2, qui a une convergence quadratique quand elle converge.

Dans le cadre de la reparamétrisation, le systéme a considérer S” dépend d’une
fonction paramétrée f(uq,...ux). Dans notre mise en ceuvre, cette fonction paramé-
trée est un plan de construction qu’il faut utiliser dans I'itération de NR. Ceci pose
quelques problémes que nous proposons de résoudre.

De plus, I’évaluation des multi-fonctions du plan de construction permet d’obte-
nir plusieurs solutions. Le calcul de toutes les solutions est relativement long et nous
proposons d’avoir recours a la méthode du gel de branche [EVOT]| pour choisir une
solution « proche » de 'esquisse.

De plus, nous proposons de corriger les instabilités numériques dues a la repara-
métrisation au niveau de :

— linitialisation ;

— la discontinuité de I'espace des solutions.

Gestion du plan de construction

La méthode de Newton-Raphson classique accepte en entrée :
— un systéme de contraintes sans parameétres;
— et une valuation initiale des inconnues.

Dans notre cadre, nous devons prendre en compte les paramétres du plan de
construction dans la méthode et donc plusieurs solutions, et calculer une valuation
initiale pour S” que nous avons appelé [’esquisse virtuelle.

Parameétres Lesinconnues uq,...,u; sont les paramétres du plan de construction.
A chaque itération de Newton-Raphson, ces paramétres sont modifiés et une nouvelle
évaluation du plan de construction doit étre effectuée.

Le plan de construction passé en paramétre & NR contient des multi-fonctions.
On peut le représenter par un arbre ou les nceuds sont des multi-fonctions. Chaque
branche de cet arbre est une possible solution au systéme S’.

On peut donc lancer la correction numérique pour chaque branche et ainsi obtenir
des solutions différentes pour S.
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Ce nombre de branches est majoré par le nombre de Bézout [Wik] qui donne le
nombre maximal de solutions d’un systéme d’équations. Ce nombre constitue une
borne maximum grossiére qui correspond a la multiplication des degrés des équa-
tions mis en jeu dans le systéme de contraintes. Comme nous le montrons sur les
exemples de la section suivante, le nombre de branches peut étre grand et le temps
de résolution peut devenir prohibitif si I'on cherche toutes les solutions.

Nous proposons de ne calculer qu'une seule solution la plus proche possible de
I’esquisse.

La technique du gel de branche [EVSD02] est utilisée pour effectuer le choix de la
branche a évaluer. Le gel de branche consiste a utiliser le systéme de contraintes de
départ avec toutes les valuations des inconnues et des paramétres lues sur I’esquisse.

Mais, dans notre cadre, ce gel ne peut s’effectuer directement sur I'esquisse car
elle ne constitue pas une solution initiale du systéme S” mais du systéme S.

Esquisse virtuelle Dans la figure B3 Sy est I'esquisse associée a S, S| est 1'es-
quisse reparamétrée associée a S, et S/ est I'esquisse virtuelle associée a S”.

S N Sl SN S//

! l !
So — S, — SU

F1G. 3.5 — Esquisse, esquisse reparamétrée et esquisse virtuelle

Sy est récupérée a partir des valuations numeériques de l'interface graphique.
Si est calculée a partir de Sy en mesurant les valeurs des contraintes ajoutées et en
supprimant celles des contraintes supprimées. Enfin, S{/ contient toutes les valuations
numériques issues de Sy et 5.

L’itération de Newton-Raphson adaptée a la reparamétrisation, notée NRy, ac-
cepte donc en entrée :

— le systéme S” = (Cgn, Ugr, Agr) =

(01 (U, - Ug)y vy Op(ug, .. ug))
< 7{u1a"'uk‘}7AS_A,/S'>
cp(01(ury .. ug), .o, 0p(Ug, .. ug))
avec 0y, . .., 0, les objets paramétrés résultats de f(uy, ... ug);
— le plan de construction f(uq,...,u;) permettant de produire
o1(ug, .. ug), .., 0p(uy, ... ug)

— l'esquisse virtuelle S{.

En considérant un nombre d’itérations maximal [y, gel la fonction de gel de
branche, extract une fonction qui extrait les valeurs des inconnues dans S{, et
jacobian qui calcule le jacobien du systéme de contraintes, I’algorithme NR, s’écrit :
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Sampling Reparan Octahedron
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F1G. 3.7 - Echantillonnage d’une branche de I'octaédre, avec x la valeur de la distance
CFE et f(x) la variation de la contrainte de distance AB

Jolur, . our) = gol(Sy, flur,...,up))

T1,...,x = extract(uy,...,ug, S{)

1=1

while (”fb(.%'l, ,xk)H >¢e && i < Ip)

{
J=jacobian(Cgn)
((L‘l,...,.%'k) = ((L‘l,...,.%'k) —J 1 x fb(xl,...,a:k)
1=1+1

F1G. 3.6 — Algorithme de correction numérique par I'itération de Newton-Raphson

Si 'on désire calculer I'ensemble des solutions, il suffit de parcourir ’arbre des
multi-fonctions du plan de construction a la place du gel de branche.

Initialisation

La figure B est un échantillonnage d'une branche de la solution formelle trouvée
pour 'octaédre générique avec I’heuristique par chainage avant. Le domaine de vali-
dité de u pour que f(u) ait des solutions réelles, est, dans la pratique, trés restreint.
Lorsqu’il faut considérer le plan de construction f(uq,...,ux), les domaines des u;
sont d’autant plus difficiles a choisir.

L’initialisation du solveur numérique est donc une phase critique.
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L’initialisation que nous avons mis en place se base sur I'esquisse Sy et ’esquisse
reparamétrée S, pour construire 'esquisse virtuelle S{. Ainsi, pour certaines valeurs
des paramétres de S, I’évaluation totale du plan de construction avec les valeurs de
I’esquisse virtuelle échoue, i.e. au moins un objet o; € (01, ..., 0,) n’est pas construc-
tible avec ces valeurs de u; € (uq, ..., ug).

I1 faut donc modifier 'esquisse virtuelle S{ pour qu’elle soit valide pour la fonc-
tion de construction de S”. Pour cela, nous proposons de calculer un facteur d’échelle
pour que les valeurs des paramétres ajoutés soit ramenées dans un domaine ou il
existe des solutions pour le plan de construction.

Ce facteur d’échelle se traduit par un ceefficient qui dépend du plan de construc-
tion pour chaque parameétre.

Dans un plan de construction, on appelle paramétres ancétres d’un objet o, I’en-
semble des paramétres qui sont intervenus dans la construction de o, ou d’'un objet
dont dépend o.

> Exemple 3.3.6
Dans le plan de construction suivant :

fi(o1, k1)
f2(0 027/7{?27]{73)
(
(

f3 02,k4)
f4 047 )

Les paramétres ancétres de o5 sont les paramétres ks, ky et kq. <

Ainsi, nous calculons une moyenne des quotients entre valeurs sur ’esquisse vir-
tuelle K, et valeurs K, des paramétres dans S” pour chacun des a paramétres
ancétres non ajoutés lors du remplacement de contraintes. Cela donne un ceefficient
du facteur d’échelle pour un paramétre donné :

Ky

Cscale(ui) - aKS

Ce ceefficient est bien str différent pour chaque paramétre. Dans les expériences
que nous avons menées, ce facteur d’échelle permet d’obtenir une esquisse virtuelle
proche d’une évaluation numérique valide pour le plan de construction.

Stabilité : Ajustement du pas d’itération

Si I'initialisation a permis de se retrouver proche d’une solution, il se peut malgré
tout que l'itération de Newton-Raphson ne la trouve pas.

D’une part, lorsqu’il existe plusieurs solutions dans une branche (cf. figure B),
I'utilisation de Newton-Raphson ne permet d’en trouver qu’'une et ce n’est pas for-
cément celle dont I'esquisse virtuelle est la plus proche.

D’autre part, le fait que le domaine de définition des inconnues soit restreint peut
amener qu’'un x; calculé a I'itération précédente sorte du domaine de validité.



3.3. Mise en (BEuvre 109

Par exemple, sur la figure B8 si lors de 'initialisation, la valeur du paramétre
vaut plus de 0.6, la correction va trouver la solution en 2.6, alors que si sa valeur est
en deca, la pente de la tangente va conduire a sortir rapidement du domaine et la
solution en 0.2 ne sera pas trouvée.

Sanpling Reparam Pyranide
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-1 | 4

FiG. 3.8 — Echantillonnage d’une branche de la solution a la pyramide

Une stratégie adaptative de détermination du pas de l'itération a donc été mise en
ceuvre. Nous avons procédé en diminuant arbitrairement de 50% le pas de I'itération
lorsque Newton échoue et en revenant a la derniére bonne valeur. Si au bout de
deux diminutions (i de la correction normalement appliquée), la solution n’a pas
été trouvée, nous estimons qu’il n’en existe pas.

Saut vers une branche similaire

Comme le montre I’échantillonnage d’une branche dans le probléme de 1'octaédre
(cf. figure BY), chaque branche ne contient pas forcément une solution. En effet,
suivant les valeurs des paramétres, on peut tomber dans des cas dégénérés (en général
sur-contraints), ou l'ajout d’une contrainte de degré supérieur a celle enlevée, a
introduit une solution de S’ ne vérifiant pas S.

Du coup, le gel de branche peut ne pas conduire forcément & une solution numeé-
rique.

On remarque que sur la plupart des échantillonnages réalisés (cf. figures BBS),
des tangentes horizontales ou verticales apparaissent souvent en extrémité des do-
maines de validité. Ces tangentes indiquent le passage par des points singuliers dont
I’évaluation suit en général une branche proche.

De plus, nous avons expérimentalement remarqué que souvent, deux branches
proches dans I'arbre de solutions semblaient former des morceaux de la méme courbe
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Sanpling Reparan Octahedron
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FiG. 3.9 - Echantillonnage d’une branche sans solutions

algébrique (cf. figure BI0).

Dans le cadre de la CAO, ou une seule solution est désirée, considérer la branche
la plus proche de I’esquisse peut ne pas conduire & une solution. S’il n’existe pas
de solution sur cette branche particuliére, il faut en explorer une nouvelle et nous
proposons de sauter de la branche considérée vers la branche la plus proche au
sens du vecteur de multi-fonction, pour calculer une solution relativement proche de
I’esquisse.

Ce saut de branche en branche est une forme de « back-jumping » classique issu
des CSP [Dec9(]. Nous I'appliquons sur Iarbre d’indice des multi-fonctions & uti-
liser, et la condition de saut est I'impossibilité d’évaluer complétement le plan de
construction a partir d’'une branche donnée.

> Exemple 3.3.7
On considére dans cet exemple des multifonctions de degré 2 avec ’arbre des solu-
tions de la figure BT11

Soit le vecteur 0011 représentant une branche d’évaluation avec les choix effectués
a chaque multifonction : 0 pour la premiére solution et 1 pour la seconde.

Si la quatriéme multi-fonction échoue, la branche 0010 ne sera jamais évaluée et
le saut par branche similaire va permettre d’arriver a la branche 0001. <

Si les solutions numériques produites par ’évaluation du plan de construction
sont bien des solutions alors notre méthode est correcte. Bien str, elle n’est pas
compléte car 'utilisation de Newton-Raphson nous fait perdre des solutions.
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Sanpling Reparan Pyranide

fix)

F1G. 3.11 — Saut vers la branche similaire la plus proche.

3.4 Exemples

Nous avons réalisé un prototype nous permettant de valider notre mise en ceuvre
de la reparamétrisation. Les tests présentés ici portent tous sur I'heuristique de
chainage avant avec gel de branche lorsque cela n’est pas précisé. Les exemples de
tests sont exprimés dans 'univers géomeétrique des polyédres.

Cet univers permet notamment de représenter la classe des problémes des molé-
cules (points et distances) trés étudiée en chimie et biologie moléculaire (cf. [BEOT),
et la classe des problémes de polyédres qui présente en plus des contraintes de co-
planarité.

L’univers géométrique des polyédres est décrit dans 'annexe [A2 C’est une res-
triction de I'univers euclidien 3D aux objets points et plans. Cette réduction d’uni-
vers nous permet de définir simplement les polyédres par des points et des contraintes
de distance et d’incidence point/plan.

Le lecteur pourra trouvera dans ’annexe [C] les problémes décrits en Geml et les
figures obtenues dans Azel, un modeleur algébrique existant, développé par Julien
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Wintz a 'INRIA de Nice Sophia-Antipolis, auquel nous avons ajouté une interface
de modélisation par contraintes. Ce modeleur propose entre autres la visualisation
d’objets composés de points et de plans mais surtout de courbes et de surfaces dé-
crites par des équations algébriques. Nous avons ajouté la possibilité de visualiser et
de poser des contraintes de distance entre points et des coplanarités entre points.

3.4.1 Polyédres élémentaires k-quasi-décomposables

Nous commencons par considérer des exemples de polyédres élémentaires néces-
sitant une transmutation pour étre résolus :

— la pyramide classique,

— le camembert générique,

— la pyramide a base pentagonale,

— la pyramide & base hexagonale,

— l'antiprisme d’ordre 4,
I’étoile de mer.

La pyramide classique est composée de 5 points dont 4 forment une base quadri-
latérale.

La pyramide a base pentagonale (figure BI2) est composée de 6 points dont 5
forment la base et la pyramide hexagonale de 7 points dont 6 forment la base.

Fia. 3.12 - Pyramide a base pentagonale

Le camembert générique est ainsi nommé car c’est un pentaédre avec 3 faces
quadrilatérales qui ressemble a une part de camembert (cf. figure BZI3)). Si les trois
quadrilatéres sont des paralléelogrammes, alors le systéme de contraintes est dégénéré
et non rigide.
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F1aG. 3.13 — Le camembert

L’étoile de mer (figure BI4) est un polyédre a 7 sommets et 10 faces triangulaires.
Deux sommets sont de degré 5 et les autres sont de degré 4. Ces derniers ne sont
pas forcément coplanaires.

Fia. 3.14 — L’étoile de mer

L’antiprisme d’ordre 4 (figure BIH) est composé de deux faces quadrilatérales et
de 8 faces triangulaires de telle sorte que les sommets soient tous de valence 4.

F1G. 3.15 — L’antiprisme d’ordre 4

Pour ces polyédres élémentaires, nous avons les nombres de Bézout suivant :
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Polyédres élémentaires Nombre de Bézout
Pyramide 28 soit 256
Camembert 29 soit 512

Pyramide & base pentagonale 210 soit 1024
Pyramide & base hexagonale  2'2 soit 4096
Etoile de mer 24 soit 16 384
Antiprisme d’ordre 4 216 soit 65 536

Avec la technique du gel de branche, nous obtenons une solution pour chacun de
ces polyédres minimaux non triviaux :

Polyedres Objets | Contraintes | k& | Tps (ms) | Nb. sol. | Tps (min)
Pyramide 5 9 1 41 16 0.0.134
Camembert 6 12 2 46 16 0.0.142
Pyramide/pentagonale 6 12 2 55 16 2.10.941
Pyramide/hexagonale 7 15 3 108 48 0.3.099
Etoile de mer 7 14 1 103 16 0.0.409
Antiprisme d’ordre 4 9 20 2 216 71 5.44.830

En appliquant une recherche exhaustive, on remarque que les k-transmutations
obtenues sont des transmutations minimales. Ainsi, la pyramide et I'étoile de mer
sont des problémes quasi-décomposables pour notre méthode. Les problémes de la
pyramide & base pentagonale, de la part de camembert et de ’antiprisme d’ordre
4 sont 2-quasi-décomposables et seule la pyramide a base hexagonale est 3-quasi-
décomposable.

Les temps de résolution pour obtenir une unique solution sont indiqués dans
la 5°™¢ colonne. Ils sont tous inférieurs a la seconde ce qui permet d’espérer une
résolution quasi-interactive dans un modeleur par contraintes.

Le nombre de solutions trouvées pour chacun des éléments est tres éloigné des
nombres de Bézout qui indiquent le nombre de branches a traiter pour 1’évaluation.

Les polyédres présentés sont trés symétriques et I’on pourrait s’attendre a ce qu’il
y ait un nombre pair de solutions. Ce n’est pas le cas de I’antiprisme ou l’évaluation
d’une branche de 'arbre des solutions n’a pas permis a la méthode de Newton-
Raphson de trouver une solution numérique.

On peut noter que les temps pour plusieurs solutions sont relativement corrects
sauf pour la pyramide a base pentagonale et I’antiprisme. Dans ces cas 1a, en effet,
de nombreuses branches possédent des points de singularité qu’il faut explorer en
diminuant le pas d’itération.

Les décompositions obtenues s’apparentent a un découpage en tétraédres. Avec
des structures adéquates et en découpant combinatoirement un polyédre en tétra-
édres, on peut penser obtenir une méthode efficace pour ces polyédres. Mais, la
« tétraedrisation » n’est intéressante que pour des problémes de petite taille.

La figure représente une solution au probléme de la pyramide a base penta-
gonale affichée dans le prototype Azel.
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Fia. 3.16 — Pyramide a base pentagonale

3.4.2 Polyédres pseudo-platoniciens

Les polyédres pseudo-platoniciens sont les 5 polyéedres réguliers classiques aux-
quels on enléve la propriété de régularité :

le tétraedre,
I'octaedre,
I’hexaédre,
I'icosaédre,

le dodécaédre.

Pour les polyédres pseudo-platoniciens, nous avons les nombres de Bézout sui-
vant :

Polyédre Pseudo-Platonicien Nombre de Bézout

Tétraédre 26 soit 64

Octaédre 212 50it 4096
Hexaédre 212 50it 4096
Icosaédre 230 s0it 1 073 741 824
Dodécaédre 230 s0it 1 073 741 824

Le tétraédre ne nécessite aucune transmutation. C’est une exemple 3D minimal
et trivial, ce qui n'est pas le cas des 4 autres qui nécessitent l'application de la
reparamétrisation.
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Polyédres | Objets | Contraintes | & | Temps (ms)
Octaédre 6 12 1175
Hexaédre 8 12 3 | div (1000)
Icosaedre 12 30 3| 1136
Dodécaédre | 32 90 7| div (13000)

[’octaédre est un cas trés simple ne nécessitant qu'une 1-transmutation. LL’octa-
édre est intuitivement la réunion de deux pyramides a ceci prés, que la base n’est
pas forcément plane.

L’hexaédre et I'icosaédre sont des problémes 3-quasi-décomposables, alors que le
dodécaéedre est un probléme 7-quasi-décomposable.

Les temps de résolution de l'icosaédre est d’environ une seconde, ce qui reste
acceptable. Par contre, pour I’hexaédre et le dodécaédre, la méthode de Newton-
Raphson n’arrive pas a rattraper les contraintes et nous indique au bout d’un temps
raisonnable qu’aucune solution n’a été trouvée. La raison pour laquelle ’algorithme
de Newton-Raphson diverge (div) pour chaque branche est que I'esquisse utilisée ne
respecte pas les contraintes de coplanarité. En effet, les valeurs calculées sur 1'esquisse
pour les paramétres ajoutés sortent du domaine de validité lorsque les contraintes
d’incidences ne sont pas respectées. L’algorithme présenté est donc intimement dé-
pendant de l'interface.

3.4.3 D’autres dodécaédres

Nous présentons dans cette section deux exemples de polyédres & douze faces
moins connus que le dodécaédre commun. Ce sont deux polyédres de Catalan, duaux
des solides archimédiens dont les faces sont toutes identiques et les sommets tous
réguliers (de méme degré).

Triaki-tétraédre

Le triaki-tétraédre est composé de 8 points et de 18 contraintes de distances (voir
annexe [CC37]) et son nombre de Bézout est 2'8 =262 144. La figure BT montre le
triaki sous forme d’un probléme de molécule et la figure sous forme d’une pro-
jection planaire éclatée au niveau d’un sommet. Sa représentation en 3D (cf. figure
[C7), permet de se rendre compte de la relative simplicité de ce dodécaédre.

En effet, la reparamétrisation du triaki-tétraédre nécessite au minimum une 1-
transmutation (pi-ps, p1-ps, ou p1-pr dans la figure figure BI8). Et une solution
numérique est trouvée en 168 ms lors du gel de la branche topologiquement la plus
proche de 'esquisse.

En cas de recherche de I’ensemble des solutions disponibles, le solveur propose
128 solutions en 362 ms. Deux solutions sont présentées dans les figures et

Pseudo-Dodécaédre Rhombique

Le pseudo-dodécaédre rhombique est un plus gros dodécaédre que 1’exemple pré-
cédent (voir annexe [C32) puisqu’il est formé par 14 points, 12 plans, 24 contraintes
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F1G. 3.17 — Représentation sous forme de molécule du triaki-tetraédre

p8

p8 pd p8

F1G. 3.18 — Le projection planaire éclatée du triaki-tétraedre

de distances et 48 incidences points/plans. Son nombre de Bézout est de 22* =16
777 216.

Il est composé de 12 quadrilatéres qui sont des losanges lorsque les contraintes
de distances sont positionnées pour former un vrai dodécaédre rhombique

La reparamétrisation propose une 5-transmutation mais la correction numérique
a partir d’une esquisse ot les coplanarités ne sont pas respectées échoue en 8s.
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Conclusion du chapitre

La résolution formelle de systémes de contraintes géométriques 3D est un pro-
bleme difficile. D’une part, les méthodes a base de connaissances géométriques sont
difficilement applicables du fait de ’explosion du nombre de cas particuliers a consi-
dérer en 3D. D’autre part, la décomposition de systémes de contraintes, qui est la
stratégie la plus efficace en 2D, se heurte a des probléemes irréductibles qui sont po-
tentiellement grands. Nous avons proposé dans ce chapitre une méthode hybride,
nommeée reparamétrisation, qui permet premierement d’appliquer les méthodes for-
melles a base de connaissances géométriques a la 3D, et deuriemement de décompo-
ser certains gros systémes irréductibles 3D que nous avons nommeés systémes quasi-
décomposables pour une méthode de décomposition donnée. Notre méthode permet
de résoudre ces systémes et de proposer un sous-ensemble des solutions possibles.

Meéme si les heuristiques que nous proposons permettent d’appliquer cette mé-
thode a de gros problemes de contraintes, il reste que la correction numérique pour
les systemes dont les esquisses virtuelles ne respectent pas les contraintes d’incidences
échouent. De plus, pour cette correction numérique, nous avons utilisé [’algorithme
de Newton-Raphson qui outre les problemes d’initialisation et de stabilité que nous
avons corrigés, nous fait perdre la complétude. Parmi les améliorations que nous
comptons mettre en ceuvre, l'utilisation de méthodes de correction complétes comme
I’homotopie ou l'arithmétique des intervalles (nous pensons aux méthodes de suivi
de courbe et aux méthodes de Newton-Raphson par intervalles) est une priorité. Il
en est de méme des heuristiques de choix des contraintes a remplacer qui pourrait
se baser sur d’autres stratégies de recherche.

Des exemples 3D de polyédres ont été résolus efficacement par notre méthode.
Mazs la validation de ce type d’algorithme, ainsi que la découverte de nouveaux points
d’achoppements dans la recherche de méthodes efficaces en 3D passe par la mise en
commun des algorithmes proposés et surtout de l'univers dans lequel ils s’appliquent.
Dans ce but, la réalisation de nos prototypes a été effectuée au sein d’une plateforme
(présentée dans le chapitre suivant) capable de prendre en compte l'intégration rapide
d’univers géométriques, et de nouvelles méthodes de résolution.



Chapitre 4

Mise en ceuvre

Les prototypes décrits dans les sections précédentes prennent en paramétre un univers
géométrique qui permet de spécifier la syntaze et la sémantique utilisée par l'interface et la
résolution.

Dans la pratique, ce paramétre doit étre décrit dans un format de fichier adapté pour
pouvoir faciliter la définition et [’échange d’univers géométriques mais aussi de systémes
de contraintes géométriques et de solutions. La recherche d’um tel format a conduit au
développement d’un langage basé sur XML : le Geometric Constraints Mark-up Language
ou Geml.

Le développement de solveurs prenant en compte ce paramétre est facilité par l'utilisa-
tion d’une architecture orientée objet. Celle-ci permet d’accélérer leur intégration au sein
de modeleurs par contraintes comme celui décrit au chapitre [4

Pour permettre une utilisation plus efficace et plus simple de cette plate-forme logi-
cielle, un outil est proposé permettant de générer automatiquement du code optimisé pour
la résolution et linterface a partir de la description d’un univers géométrique.

Sommaire
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Dans les chapitres précédents, le lien qui unit univers géométrique d'une part
et interface et résolution d’autre part a été mis en évidence. Si la formalisation des
notions d’univers, de systéme, et de solution a permis de montrer comment guider
I'interaction et les méthodes de résolution, il n’en reste pas moins que cette approche
reste abstraite. Le but de ce chapitre est de montrer comment ce formalisme est pra-
tiquement mis en ceuvre.

Dans la premiére section, la structure du langage Geml est détaillée et ’accent
est mis sur la différenciation des descriptions de la syntaxe et de la sémantique des
univers géométriques. Une architecture orientée objet ou s’inscrivent des solveurs
géomeétriques, et équationnels est ensuite décrite. Enfin, un outil pour la compilation
automatique d’univers géométriques et de ses sémantiques vers différents domaines
d’application est présenté.

4.1 Geometric Constraint Markup Language

Le Geml [WSMEQ6] est un langage basé sur XML qui permet de décrire a la
fois des univers et des systémes de contraintes géométriques dans le cadre défini au
chapitre [l La description de la syntaxe et de la sémantique d’univers géométriques
se passe au niveau méta : la syntaxe du Geml est une méta-syntaxe. Cependant,
pour éviter d’alourdir le discours, nous parlerons simplement de schéma du Geml,
et de la syntaxe des univers géométriques.

Le schéma du Geml est définie par un ensemble de mots-clés (les balises) formant
un cadre dans lequel 'univers géométrique n’est pas figé, celui-ci pouvant étre mo-
difié et étendu par simple modification du fichier Geml. Les systémes de contraintes
géométriques sont décrits également en Geml, en respectant la syntaxe de I'univers
géométrique associé.

La distinction entre la syntaxe et les sémantiques d’univers géométriques permet
de mettre en valeur les interprétations possibles d’'un méme univers et de combiner
ainsi plusieurs descriptions sémantiques complémentaires. C’est aussi ce qui permet
de séparer résolution formelle et résolution numérique.

4.1.1 Description de la syntaxe

Dans cette section, nous présentons, au travers d’un exemple, la partie du langage
Geml qui permet de définir la syntaxe d’'un univers géométrique et des systémes de
contraintes qui s’y rapportent.

Univers géométrique

Conformément a la définition formelle présentée dans le chapitre 2, la syntaxe
de 'univers géométrique se décompose en :

— un ensemble de sortes;

— un ensemble de symboles fonctionnels;
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— un ensemble de symboles prédicatifs ;

— un ensemble d’axiomes.

Les balises traduisant ces notions sont respectivement :

— sorts, qui contient un ensemble de chaines de caractéres définissant les sortes ;
fsymbols, qui contient un ensemble de symboles et leur arité et coarité;
psymbols, qui contient un ensemble de symboles et leur arité;

— axioms, qui contient I'axiomatique de I'univers.

La figure BTl illustre cette partie du schéma Geml avec un exemple d’univers
géométrique 3D simple, composé de points, de longueurs et de contraintes de distance
entre points.

Pour des raisons pratiques, le Geml est prévu pour distinguer plusieurs types
d’axiomes :

— les propriétés, pour décrire les relations propres a un symbole, comme par

exemple la commutativité ;

— les axiomes constructifs, qui décrivent par exemple les constructions géomé-

triques ;

— les axiomes de repéres, indiquant les éléments a fixer pour produire des solu-

tions particuliéres.
Les balises traduisant ces différentes parties de ’axiomatique sont :

— properties;

— construction;

— location.

Ces axiomes sont structurés par deux balises exprimant une condition : if et then
permettant de différencier les prémisses des conclusions d’une régle.

Pour plus de souplesse dans la définition de problémes de contraintes géomeé-
triques, les parties syntaxiques et sémantiques d’'un méme univers sont référencées
par un lien vers un fichier externe. Par exemple, si 'univers précédent est contenu
dans le fichier appelé simple3d_syntax.gcml, on peut alors y référer par :

<gcml>
<universe>
<syntax ref="simple3d_syntax.gcml" />
</universe>
</gcml>

Systéme de contraintes géométriques

Un systéme de contraintes est constitué d’inconnues, de paramétres et de contraintes.
Le langage Geml regroupe done dans la partie délimitée par la balise gcs (geometric
constraint system), la partie du schéma suivant :
— unknowns, I’ensemble des inconnues typées par des sortes de 'univers géomé-
trique considéré ;
— parameters, I'ensemble des paramétres typés également ;
— constraints, I'ensemble des contraintes portant sur les entités définies par les
deux balises précédentes.
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<gcml>
<universe>
<syntax>
<sorts>
point
scalar
</sorts>
<fsymbols>
<!-- Coordonnées d’un point -->
initPoint : scalar scalar scalar -> point
<!-- Intersection de deux sphéres et du plan x0y -->
interx0Oy : point scalar point scalar -> point
<!-- Intersection de trois sphéres -->
mkPoint : point scalar point scalar point scalar -> point
</fsymbols>
<psymbols>
<!-- Distance entre deux points -->
distpp : point point scalar
</psymbols>
<axioms>
<properties>
<!-- Propriété de commutativité de la distance -->
<property> distpp(pl,p2,l)=distpp(p2,pl,1l) </property>
</properties>
<location>
<!-- Formation d’un repére -->
<if>
distpp(p1l,p2,11)
distpp(p2,p3,12)
distpp(p3,p1,13)
</if>
<then>
pl=initPoint (0,0,0)
p2=initPoint(11,0,0)
p3=interx0y(p1,11,p2,12)
</then>
</location>
<construction>
<!-- Régle de construction -->
<if>
distpp(p1l,p2,11)
distpp(pl,p3,12)
distpp(pl,p4,13)
</if>
<then>
pl=mkPoint (p2,11,p3,12,p4,13)
</then>
</construction>
</axioms>
<syntax>
</universe>
</gcml>

F1G. 4.1 — Univers géométrique 3D simple
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<gcml>
<universe>
<syntax ref="simple3d_syntax.gcml" />
</universe>
<gcs>
<syntax>
<parameters>
scalar 11 12 13 14 15 16
</parameters>
<unknowns>
point pl p2 p3 p4
</unknowns>
<constraints>
distpp(pl,p2,11)
distpp(p2,p3,12)
distpp(p3,p1,13)
distpp(p4,pl,14)
distpp(p4,p2,15)
distpp(p4,p3,16)
</constraints>
</syntax>
</gcs>
</gcml>

F1G. 4.2 — Description d’un tétraédre

Dans 'univers de la figure 1l un tétraédre dont les longueurs des six cotés sont
imposées, peut étre décrit syntaxiquement par le systéme de contraintes de la figure
4.

4.1.2 Description de sémantiques
Univers géométrique

Plusieurs sémantiques différentes peuvent étre associées a une méme syntaxe (cf.
chapitre [l). 1l suffit de faire correspondre aux sortes et symboles de la signature des
éléments qui pourront étre interprétés/compilés par la suite. Voici quelques séman-
tiques possibles :

— une sémantique combinatoire, indiquant les degrés de liberté et les degrés de

restriction ;

— une sémantique cartésienne, qui exprime les variables et les équations carté-

siennes des sortes et des symboles;

— une sémantique graphique, qui définit I’affichage des objets et des contraintes;

— une sémantique textuelle, qui traduit textuellement un probléme de contraintes

géomeétriques exprimée en Geml

— une sémantique programmatoire ou opérationnelle, qui décrit une implantation

dans un langage de programmation particulier.



124 Chapitre 4. Mise en (Euvre

<semantics>
<semantic mame="textuelle'>
<point>Soit un point %name.</point>
<scalar>Soit un réel %name.</scalar>
<distpp>La distance entre %argl et %arg2 est %arg3.</distpp>
</semantic>
<semantic name="cartésienne'>
<point>
réel 0x,0Qy,0z
</point>
<length>
réel Q@1
</length>
</semantic>
<semantic mame="C++">
<use name='"cartésienne"/>
<point>
class Point
{
private :
float %x, %y, %z;
public :
Point (float x,y,z) : %x(x), %y(y), %z(z)
};
</point>
<initPoint>
Point initPoint(float x, float y, float z)
{
return Point(x,y,z)
}
</initPoint>
</semantic>
<semantic mame="graphique'>
<use name="C++"/>
<point>
glVertex (%x, %y, %z)
glPrint (4name, %x + 0.1, %y, %z)
</point>
<length>
glPrint ("Yname=%1", 0,0,0)
</length>
<distpp>
glBegin (GL_LINE)
$point (%argl)
$point (%arg2)
glEnd ()
glPush()
glTranslate((%argl.%x + %arg2.%x)/2,
(hargl.%y + harg2.%hy)/2,
(hargl.%z + %harg2.%z)/2)
$length(harg3)
glPop()
</distpp>
</semantic>
</semantics>
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Ainsi, la balise semantics englobe des balises semantic dans lesquelles le nom
de la sémantique associée est défini par un attribut. Les balises suivantes portent le
nom des sortes et des symboles définis dans la signature.

En reprenant I'univers géométrique de la figure ET], 1a figure donne quatre
sémantiques (textuelle, cartésienne, C-++ et graphique en pseudo-code OpenGL)
dans le format Geml.

Des accesseurs faisant parti du langage d’interprétation de la sémantique sont
définis. Pour les sortes, il s’agit de %name qui correspond au nom du littéral. Pour
les symboles, les noms des littéraux associés aux arguments sont définis par %argi,
harg2, ..., hargi.

L’utilisation de @ devant une chaine de caractéres permet de définir un élément
interprétable dans une autre sémantique. Et 1'utilisation de $ devant une chaine qui
est soit une sorte, soit un symbole fait référence a la sémantique associée a 1’élément
passé en argument. Ainsi, certaines sémantiques peuvent étre dépendantes d’autres
sémantiques, ce qui est spécifié par I'utilisation de la balise use.

Systéme de contraintes géométriques

Le pendant sémantique des systémes de contraintes équivaut a une valuation
des variables. Dans le format Geml, deux types de valuations sont considérés selon
qu’elles correspondent aux informations tirées de l'esquisse (balise sketch) ou a des
valeurs produites par un solveur (balise valuation).

Dans I'exemple de la figure B4, 1a partie sketch contient les valeurs réelles des
distances entre les points, calculées par le modeleur lors de la saisie de I'esquisse.

Ces valeurs sont calculées grace & une sémantique opérationnelle associée a 1'uni-
vers géométrique.

La partie valuation contient un plan de construction qui contient des distances
dont les valeurs numériques ont été proposées par l'utilisateur.

Précisons que les valeurs associées aux variables sont conformes a la signature
annoncée dans 'univers géométrique et que les termes peuvent étre de profondeur
quelconque.

4.1.3 Vers un format d’échange

Le schéma du Geml, que nous venons de décrire, peut étre utilisée comme un
format d’échange. En effet, la plupart des formats d’échanges existant en CAO
[WSMFEQ6] ne sont pas pensés pour manipuler des systémes de contraintes géomeé-
triques. Les normes issues du dessin technique sont elles-mémes insuffisantes pour
spécifier un probléme de contraintes car elles n’englobent pas les contraintes impli-
cites, les ambiguités dues aux représentations et a la définition de certains objets,
comme par exemple les angles (c¢f. chapitre 2 section 1).

De plus, les acteurs de la communauté des contraintes géométriques utilisent
des formalismes internes différents et il n’existe pas de base de données commune
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<semantic>

<valuation>
11=3
12=4
13=5
14=1
15=2
16=1
pl=initPoint (0,0,3)
p2=initPoint (11,0,3)
p3=initPoint (11,12,3)
p4=mkPoint (pl,14,p2,15,p3,16)

</valuation>

<sketch>
pl=initPoint (0,0,3)
p2=initPoint(1.67,0,3)
p3=initPoint(1,3,4)
p4=initPoint (0,2,1)
11=2.5777
12=3.4564
13=4.2311
14=1.0121
15=0.1223
16=3.8778

</sketch>

</semantic>

Fi1G. 4.4 — Sémantique du SCG décrit a la figure

d’exemples permettant a tous de tester, valider et comparer les solveurs proposés.
Ces tests, quand ils ont lieu, sont issus de conversions « manuelles » qui nécessitent
un investissement conséquent.

La principale qualité du format proposé, est de favoriser les échanges en permet-
tant de définir formellement le passage d’une signature a une autre en indiquant le
morphisme adapté.

De plus, baser Geml sur XML présente de nombreux avantages : la lisibilité,
I’existence et la facilité d’écriture de parsers, la capacité d’y associer des feuilles de
styles pour le visualiser, ou des grammaires pour en controler la validité syntaxique,
etc. [Win05]

Dans la section suivante, nous décrivons l’architecture pour la résolution de
contraintes géométriques que nous avons mise au point avec le Geml. ’automa-
tisation du processus de passage d’un univers a une application est présenté dans la
derniére section de ce chapitre. L’implantation que nous avons retenue est en C+-+
mais il est possible de s’affranchir de ce langage et d’en utiliser un autre en redé-
finissant la sémantique opérationnelle dans I'univers et le méta-compilateur. Ainsi,
un utilisateur final peut se concentrer sur la conception de son solveur a l'aide de
nos outils a la condition qu’il utilise le C+-, mais peut tres bien changer de langage
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en redéfinissant simplement la sémantique dont il a besoin.

4.2 Architecture pour la résolution de contraintes

L’architecture proposée ici reprend et étend celle déja mise en place dans I'équipe
IGG du LSIIT. Elle repose sur un ensemble de bibliothéques permettant de tirer plei-
nement parti de la modularité de I’architecture.

Le schéma de la figure E3 en présente les différentes briques logicielles. Au centre
se trouve le noyau, nommé GecLib, constitué d’interfaces permettant de faire le lien
entre les données issues du Geml, via la GemlLib, et les différentes sémantiques que
nous avons développées sous forme de bibliothéques :

— une sémantique géométrique contenant un ensemble courant d’objets géomé-

triques en 2D et en 3D et les différentes opérations associées, nommeée Geom-
Lib

— une sémantique algébrique définissant des systémes d’équations, nommeée Al-

gebraicLib ;

— une sémantique numérique contenant des structures pour le calcul numérique,

nommée NumericLib ;

— une sémantique combinatoire, contenant des structures et des opérations sur

les graphes, nommée GraphLib ;

— une sémantique constructive, permettant la résolution par des systémes ex-

perts, nommeée FEsLib.

AlgebraicLib NumericLib

GemlLib GcLib
GeomLib

EsLib GraphLib

F1G. 4.5 — Schéma de la plate-forme pour la résolution de contraintes

Nous allons, dans cette section, décrire le noyau et détailler les solveurs géomeé-
triques et équationnels développés a partir des sémantiques algébriques, numériques,
combinatoires, et constructives.

Les interactions avec le Geml sont décrites a la section suivante et notamment,
I’expression des mécanismes nécessaires a la traduction automatique de sémantiques
normalisées vers une sémantique opérationnelle.
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La description de chaque élément est faite en 2 niveaux : nous exposerons a
chaque fois les principes mis en jeu d’un point de vue génie logiciel puis nous décrirons
certains détails d’implantation. Dans un souci de simplification de 1’exposé, certains
aspects plus techniques concernant I'implantation sont décrits dans des paragraphes
portant la mention « Détails techniques », qui pourront étre omis en premiére lecture.

4.2.1 Noyau

Le noyau se présente sous la forme d’une bibliothéque composée d’un ensemble
de conteneurs pour les éléments syntaxiques et sémantiques.

Y, \

Syntaxe

Sémantique

i
Signature
_algebre
Solution igma—"

(Termes
. Solveurs l

|

Propriétés

[ N—— [

F1G. 4.6 — Schéma du noyau pour la résolution de contraintes

Le schéma de la figure permet d’y distinguer :

— la syntaxe de I'univers géométrique avec sa signature, ses termes et son axio-
matique ;

— le systéme de contraintes (Ges) défini par rapport a I'univers géométrique ;

— les solutions;

— une normalisation de l'interface des solveurs;

— les sémantiques de I'univers géométrique (X-algebres).

Détails techniques

Le noyau est principalement composé d’interfaces développées en C+-+ pour
permettre de combiner efficacité et réutilisation.

L’utilisation de motifs de conception (Design Pattern) permet de rendre le
code plus lisible et surtout réutilisable méme en cas de modifications internes
des structures. De plus, toute classe hérite d'une classe meére unifiant les en-
trées/sorties du programme pour plus de simplicité dans la gestion de l'inter-
face.

Le travail d'implantation représente au total environ 35 000 lignes de code
Ct+. O

Syntaxe d’un univers géométrique, d’un systéme de contraintes, et d’une
solution

Suivant la définition classique, la signature est composée de trois ensembles :
un ensemble de sortes S, et deux ensembles de symboles F' et P avec les fonctions
d’arité et de co-arité.
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L’implantation d’une classe de construction des termes permet la génération
automatisée de termes walides de profondeur quelconque respectant une signature
donnée.

La signature peut bien siir étre enrichie ou appauvrie dynamiquement. Dans ce
dernier cas, un pré-traitement des termes est appliqué pour supprimer les termes
non-valides.

Détails techniques

Les sortes et les symboles sont simplement décrits par une chaine de caractéres.

On distingue plusieurs termes héritant d’une classe Term commune :

— le terme vide qui vérifie le motif de création singleton, qui restreint l'instan-
ciation d’une classe & un seul objet ;

— les variables qui sont représentées par une chaine de caractéres associée a
une sorte ;

— et les termes composés vérifiant le motif structurel composite, dont le déno-
minateur commun est un symbole et un tableau de termes;

— etc.

La construction d’'un terme n’est possible qu’a travers I'utilisation d’un motif

fabrique dont le role est de produire le terme clos ou incomplet de maniére

correcte par rapport a la signature, suivant les arguments passés en paramétre.

O

L’univers géométrique est composé d’une signature et d'un ensemble d’axiomes
limités a I'expression des propriétés internes des symboles. Les propriétés que nous
avons retenues sont des instances identifiées de propriétés comme par exemple la
commutativité.

Détails techniques

Une propriété est implantée par le motif monteur qui permet de construire
des objets complexes communs suivant des structurations différentes. Ainsi, la
propriété de commutativité consiste en un monteur abstrait qui contient les
éléments fonctionnels pour fabriquer des termes commutativement équivalents.
Pour chaque type de commutativité, un monteur concret construit explicite-
ment les termes suivant une structuration qui lui est propre. Ainsi, pour chaque
propriété décrite dans 'univers géométrique, il est possible de construire au-
tomatiquement un monteur concret basé sur la syntaxe des termes. O

Un systéme de contraintes (Ges pour geometric constraint system) est une conjonc-
tion finie de termes prédicatifs construits sur des variables réparties en deux en-
sembles : les paramétres et les inconnues.

Remarque

Ces variables sont vues commes des constantes dans 'univers géomé-
trique logique considéré. Les « vraies » variables apparaissent dans les
régles.

Ainsi, chaque description de systéme de contraintes peut se baser sur la syntaxe
d’un univers géométrique défini lui aussi dynamiquement.
Les opérations classiques sur les systémes de contraintes sont définies :
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— l'union ;

— la différence ;

— la restriction par rapport a un ensemble de variables.
On peut noter bien str qu'un Ges ne peut étre défini qu’a partir d’un univers géo-
métrique ou a la rigueur d’une signature.

Comme nous l'avons fait remarquer dans la description de la sémantique d’un
systéme de contraintes géométriques, une solution peut étre représentée par un plan
de construction ou valeurs numériques et parameétres se cotoient. D’un point de vue
implantation, nous avons pris le parti de différencier les valuations formelles des
valuations numériques.

Ainsi, un plan de construction est naturellement composé d’une liste de termes
clos par rapport a la syntaxe de I'univers géométrique considéré. Evidemment, ces
termes clos ne peuvent étre que des termes fonctionnels.

Détails techniques
A cause de la gestion de termes de profondeur non fixée, une opération de
factorisation est utilisée pour pouvoir comparer deux plans de constructions
en ne comparant que deux termes. Cette factorisation consiste & écrire un plan
de construction sous forme d'un terme de profondeur égale a la taille du plan
de construction.

o1 = f1()

Par exemple, < 09 = fo(01) donne le terme factorisé : o3 = f3(01 =

03 = f3(01,02)
J10),02 = f2(f1()))-
La fonction de recherche dans un plan potentiellement factorisé, du terme
définissant une variable donnée, est disponible au sein de cette structure. [

Gestion des sémantiques

Le « créateur d'univers géométrique » décrit dans le fichier Geml la sémantique
qu’il désire en utilisant les mécanismes mis en place. Ainsi, la réalisation de nouvelles
sémantiques des sortes et des symboles mais aussi des termes est laissée au soin
du développeur utilisant le noyau. Seuls des conteneurs permettant de gérer les
différentes Y-algébres sont disponibles.

Détails techniques

Ainsi, nous avons choisi de proposer des interfaces dont les classes implantant la
sémantique devront hériter pour pouvoir bénéficier de la gestion d'une partie
de la sémantique au niveau du noyau. Ces sémantiques sont alors stockées
sous forme de tables de hachage et regroupées dans un conteneur nommé
SigmaAlgebra pour une signature donnée. Une chaine de caractéres permet
de les distinguer.

Une interface nommeée Values permet d’uniformiser la représentation des so-
lutions dont la sémantique n’est pas un plan de construction au travers d’une

table de hachage nommeée AssignationMap associant variables et Values.
O
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Solveurs

L’interface des solveurs est normalisée : un solveur est per¢u comme un conteneur
qui autorise ’accés a une solution et le parcours de ses solutions.

Cette interface permet de combiner les solveurs de maniére uniformisée au sein
d’une approche par décomposition en favorisant le parcours de 1’ensemble des solu-
tions locales pour explorer toutes les solutions.

Détails techniques
L’implantation suit le motif de conception classique d’itérateur. Ce motif com-
portemental permet d'uniformiser ’accés et le parcours des solutions :

template <class TYPE>
class Iterator

{
public
Iterator() {}
virtual “Iterator() {2

virtual void begin()=0;

virtual bool end()=0;

virtual void next()=0;

virtual TYPE currentItem()=0;
+;
On peut noter qu’il est souvent préférable d’un point de vue efficacité de rendre
cet itérateur dynamique, c’est-a-dire de ne générer une solution qu’au moment
ou elle est demandée.

O

Pour coller a notre approche différenciant résolution symbolique et résolution
numérique, nous distinguons deux types de solveurs : les solveurs numériques, que
nous appelons assignateurs, et les solveurs symboliques.

Détails techniques

L’assignateur est alors un itérateur d’AssignationMap qui fonctionne dans un
univers précis : une syntaxe d’univers géométrique et une X-algébre, et un
solveur symbolique est par héritage un itérateur d’assignateur. O

4.2.2 Sémantique d’univers euclidien

La Geomlib est une sémantique opérationnelle pour I'univers euclidien (¢f. cha-
pitre[l) contenant la sémantique équationnelle et la sémantique combinatoire. Nous
décrivons ici cette sémantique associée aux sortes de I'univers euclidien 3D : point,
droite, cercle, sphere et plan. Les fonctions décrites correspondent généralement a
des constructions a la régle et au compas. Seule une partie de cette sémantique est
décrite.

La sémantique combinatoire associée a une sorte ou a un symbole n’est pas
forcément égale aux nombres de variables ou d’équations dans la sémantique équa-
tionnelle retenue. Effectivement, nous avons choisi, pour des raisons de facilité et
d’intuition géométrique, de représenter les objets par des coordonnées et un en-
semble de contraintes permettant de rendre canonique la représentation choisie.
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Sortes

point :  Un point est représenté classiquement par ses trois coordonnées carté-
siennes :

P = (2p, Yp, 2p)

Un point en 3D a 3 degrés de liberté conformément a ses coordonnées cartésiennes.

plan : Nous avons choisi de représenter un plan par son vecteur normal 7 =
(a,b,c) et sa distance d signée a l'origine. Avec cette représentation, il existe plu-
sieurs valeurs a, b et ¢ déterminant le méme plan. Le vecteur normal doit donc étre
normalisé pour avoir une représentation unique. Ainsi, les coordonnées du plan sont :

I = (a,b,c,d)
et ’ensemble des points (z,y, z) décrivant le plan II vérifient 1’équation
ar +by+cz+d=0
La normalisation est effectuée en considérant la contrainte suivante :
la] +[b] + |c| =1

Ce n’est pas la normalisation classique qui fait intervenir des puissances car-
rées. Nous avons préféré cette forme pour simplifier les calculs pour la correction
numeérique dans la reparamétrisation.

Un plan en 3D a 3 degrés de liberté, représentés par 3 réels : d et deux angles
sur la sphére unitaire pour représenter le vecteur normal 7. Nous avons préféré une
représentation avec 4 nombres réels, plus pratique pour les calculs mais qui introduit
une équation en plus.

droite : Une droite en 3D est représentée par un point A(za,ya,24) et un
vecteur direction ¥’ (a, 3,7). Comme pour le plan, il existe une infinité de représen-
tations possibles pour une méme droite. Nous ajoutons donc les contraintes supplé-
mentaires suivantes :

— le point doit étre a une distance minimale de l'origine, i.e. le produit scalaire

de (Tél par v doit étre égal & zéro;

— le vecteur est normalisé.

Ainsi, une droite est représentée par :

A= (Oé, /8a Y, TA, YA, ZA)

Le systéme d’équations s’écrit naturellement :

{ﬁ(m —24) = aly — ya)

Y —x4) =z — z4)
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Les équations de normalisation supplémentaires a considérer sont :

ara+ fys+yza =0
laf + 18]+ 1y =1
Nous n’avons pas choisi la représentation canonique d’'une droite par deux équations
de plans. En effet, cette représentation comportant 8 variables n’est pas trés pratique
a utiliser si on considére I'affichage d’une droite.
Une droite en 3D a 4 degrés de liberté. Ces degrés correspondent a une repré-
sentation a 4 réels : la distance a l’origine, deux angles sur la sphére unitaire et un
angle sur le plan tangent a cette sphére.

cercle : Un cercle en 3D est représenté par un point A(z,ya,24), un rayon r,
et un plan II. Ainsi, le cercle a pour coordonnées :

C = (ra,ya,2a,7,0,b,¢,d)
Le systéme d’équations associé est :
{(z —2a) (= ya)? o+ (2 = ) =
ar +by+cz+d=0
Avec ’équation supplémentaire :
|af +[b] + [ =1

Un cercle dispose de 4 degrés de liberté qui sont les 3 degrés du plan II plus le rayon r.

sphere : Une sphére en 3D est classiquement représentée par : un rayon r et
un point A(x4,ya,24).
Les coordonnées sont :
Y= (74,Y4,24,7)

L’équation associée est :
(@ —2a) + (y—ya) + (2 —2a) =7

Une sphére dispose de 4 degrés de liberté qui représentent exactement sa représen-
tation analytique.

2

Symboles fonctionnels

Les symboles fonctionnels de l'univers 3D décrits dans la GemlLib sont des
constructions géométriques classiques.

Associer une sémantique combinatoire & ces symboles n’a aucune utilité pour
I’application de méthodes a base de graphes. Ainsi, nous détaillons ici la sémantique
équationnelle de quelques symboles, en montrant les calculs numériques effectués,
et les équations a résoudre. Certains calculs peuvent étre décrits par une suite de
constructions, comme par exemple le symbole inters, qui dénote l'intersection de
trois sphéres.
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intergy, ¢ L’intersection de deux plans non paralléles donne une droite qu’il est
facile de représenter par les équations canoniques. Notre choix de représentation par
un point et un vecteur de direction, méme si elle est pratique pour ’affichage d’une
droite, nécessite le calcul explicite de cette intersection.

Soit 7, et ns les vecteurs normaux de 7 et 7o, les plans considérés.

Le produit scalaire de deux vecteurs est noté « . » et le produit vectoriel « A ».

Alors, la droite d’intersection est définie par :

—d1><t2+d2><t3 —d2><t1+d1><t3
§ = A= t1><t2t ><n—|— t Xta—t2 ><n
ﬁ
v o= n1 N n2
= = = = = =
avec tl =ni.ny, t2 = N9.N9 et tg = Ni.N3.

intergs :  L'intersection d'une droite § = (A, ¥") et d'une sphére o = (B, r) peut
donner au maximum deux points. Dans ce cas 14, il suffit de résoudre une équation
de degré 2 : ax® + bx + ¢ = 0. Dans cette équation, nous avons :

Ol@

N
= OA. OA+ OB.OB

Les solutions de cette équation sont la distance entre A et les points d’intersection.
Si le discriminant est négatif, il n’y a pas de solution; si le discriminant est nul, il
n’y a qu'une seule solution et s’il est positif, il y a 2 solutions.

plan,.q : Lorsque deux sphéres de centres et de rayons respectifs A et B et ry
et ro se coupent, le plan radical contient le cercle de I'intersection. Ce plan se calcule
aisément par :

a=—2(xs—xp)
b=—2(ya —
I, — (ya —yB)
c=—2(za — zB)
d=(x}+yi+24—ri) — (@h+yp+ 25 —73)

interss :+  L’intersection de trois sphéres sq, so et s3 est facilement calculable en
appliquant la construction suivante :

— calculer le plan radical m; des sphéres s; et so;

— calculer le plan radical 75 des sphéres s; et s3;

— calculer la droite ¢ intersection de 7y et 7y ;

— calculer les points d’intersection entre J et s;.

Symboles prédicatifs

Les symboles prédicatifs de 'univers euclidien 3D s’expriment sous forme d’équa-
tions faisant intervenir des opérateurs trigonométriques pour les contraintes d’angle
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et de degré deux pour les distances.

Bien siir, nous ne présentons pas les contraintes d’incidence puisqu’elles ne sont
que 'application des systémes d’équations définissant un objet, présentés plus haut,
combinées a certaines contraintes d’angle et/ou de distance. Par exemple, un point
(z,y, z) appartenant a un plan 7 doit vérifier I'équation du plan présentée ci-dessus.
Une droite A, ¥ appartenant & un plan 7 doit vérifier une contrainte de parallélisme
et 'appartenance de A a .

Contraintes d’angles Trois types de contraintes d’angle sont considérés : entre
plans, entre droites, et entre plan et droite. Ces contraintes ne font pas intervenir
le placement relatif des objets les uns par rapport aux autres, mais seulement le
positionnement selon un axe. Le degré de restriction de ces contraintes est donc égal
al.

angleyy, + Soient (ny,d;) et (n3,ds), deux plans et o un angle. L’équation re-
présentant la spécification d’'un angle entre deux plans est :

[n1].|72| — cos(a) =0

anglesg + Soient deux droites (Ay,v7) et (As,Us) et Pangle a. La contrainte
d’angle entre deux droites s’exprime dans 'univers analytique par :

[vi].[vs| — cos(a) =0

anglegy : Soit le plan (7, d), et la droite (A, W) contraints par I'angle a.
L’équation associée est :
|||V’ — sin(a) =0

Perpendicularité et parallélisme Les contraintes de perpendicularité et de pa-
rallélisme sont des cas particuliers des contraintes d’angles ci-dessus, a la différence
que les degrés de restriction engendrés sont différents.

Nous ne considérons que les droites 3D coplanaires et perpendiculaires ou paral-
léles. Cette contrainte supplémentaire implique de considérer un degré de restriction
égal a 1 en plus des équations présentes.

perpag ¢ Deux droites (Ap, v7) et (Ag, U3) sont perpendiculaires si et seulement
si:
o1 ].|v3| = 0

Le degré de restriction total de cette contrainte est 2.

parallag + Les deux droites précédentes sont paralléles si et seulement si :
|vr]-[oa| = 1=0

Le degré de restriction pour cette contrainte vaut aussi 2.
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parally, - perpay + Les contraintes de perpendicularité et de parallélisme entre
plans sont représentées identiquement aux droites dans 1'univers analytique lorsque
I’on considére les vecteurs normaux. Mais, le degré de restriction est égal a 1 pour
la contrainte de perpendicularité et 2 pour le parallélisme.

perpay = Soit le plan (7, d), et la droite (A, v'). L’équation associée & la per-
pendicularité est :
|7 ||V —1=0

parallgy :  Pour le parallélisme, I’équation est :
||V =0
Le degré de restriction de ces deux contraintes est égal a 2.
Contraintes de distance Les contraintes de distances ont pour degré de restric-

tion le nombre 1, sauf distgy, dont le degré vaut 2 et disty, et distyy dont les degrés
sont égal a 3.

distp,, : La distance D entre deux points A(za,ya,24) et B(xp,yp, 25) est
traduite par I’équation :

(za—xB)° + (ya—yp)* + (24— 25)° = D* =0

dist,y :  Ladistance D entre un point A(x 4,94, z4) et un plan P(7 (2, Yn, 2n), d)
est associée a I’équation :

[L‘
S T T Ay T4 D=0

dist,y : Ladistance D entre un point A(x4,ya, 24) et une droite (B(zp,yg, 25),
(2, Yo, 2)) & pour équation :

Ty 2y
(x5 —xa)* + (yp —ya)* + (28 — 24)% — ($AH ” +yAHy ol + 24 % ”)2 - D*=0
dist,s :  L’équation représentant la distance entre un point A(z4,ya, z4) et une
sphére (B(zp,yp, 25),T) est :
(wa—25)" + (ya —yp)* + (2a — 2p)* —=1* = D* =0

disty, : La contrainte de distance entre deux plans mi(ng,dy) et my(ng, ds) si
les deux plans sont paralléles est :

(dy — dy)* — D* =0

Le degré de restriction de cette contrainte est 3 car le parallélisme de deux plans
implique une restriction supplémentaire de degré 2.
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distgy ¢ Soit un plan 7 = (7 = (2, Yn, 2n), d) et une droite §(A4,v). L’équation
traduisant la distance entre 7 et ¢ lorsqu’ils sont paralléles est :

[L‘
CA T T oAy T4 D=0

disty, : La distance entre un plan P(7,d) et une sphére (A,r) est exprimée
par :

Tn
CAT AT Ay 4D =0

distyq :  La distance entre deux droites paralléles [ (A, v7) et lo(B, U3 = (,, Ty, X))
est exprimée par :

Ly Yn Zn

(A

Le degré de restriction vaut 3, car le parallélisme de deux droites restreint 2 degrés.

(rp —2a)* + (Y — ya)* + (2 — 24)* — ($A| ¥ —-D*=0

[vs

distgs :  Entre une droite [(A, v) et une sphére s(B,r) la distance est traduite
par :

(xa—25)° + (ya—yp)?+ (za—25)°2—D*—12=0

distss @ La distance entre deux sphéres si(A,ry) et so(B,r3) correpond a la
distance entre A et B moins la somme des deux rayons :

(xa—xp)°+Wa—ys)+(za—25) = (D> +7r1+1)°=0

Contraintes de tangence Les contraintes de tangence sont des cas parti-
culiers de distances nulles. Leur degré de restriction est égal a 1. On les retrouve
notamment pour les symboles prédicatifs suivants :

— tangys en fonction de dist,; ;

— tanggs en fonction de disty, ;

— tang,s en fonction de dist,,.

4.2.3 Solveurs

Nous présentons ici la mise en ceuvre de deux catégories de solveurs : les sol-
veurs géométriques et les solveurs équationnels. Des bibliothéques adaptées a ce
type de solveurs nous permettent de proposer deux solveurs géométriques a base
de systémes expert, deux versions d’'un solveur numérique utilisant l'itération de
Newton-Raphson.
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Solveurs géométriques

J
GcLib
GeomLib

GraphLib

Solveurs
Géométriques

F1G. 4.7 — Solveurs géométriques

Les solveurs géométriques développés ont pour fondement la librairie Eslib qui
propose des briques permettant de composer des solveurs a base de connaissances.
Ces briques se traduisent par des composants de systémes experts.

Les différentes maniéres de structurer un systéme expert sont bien connues et
nous avons choisi de le décomposer en trois parties :

— la base de régles;

— la base de faits;

— le moteur d’inférence.

Les régles D’un point de vue pratique, la base de régles est une liste de régles
composées de :

— un ensemble de termes qui sont les prémisses de la régle (si);

— un ensemble de termes qui sont les conclusions (alors) ;

— un ensemble de variables paramétres ;

— un ensemble de variables inconnues.
Ces deux derniers éléments sont utilisés pour vérifier les conditions d’application
d’une régle aprés filtrage et unification. Nous verrons dans la section suivante, la ma-
niére de les déduire automatiquement des prémisses et des conclusions pour chaque
régle.

Base de faits La base de faits contient un ensemble de termes prédicatifs. Lorsque
le moteur d’inférence recherche un motif a appliquer, il applique un filtrage sur les
faits de la base. Lors de ce filtrage, les propriétés des termes, comme par exemple
la commutativité, sont exploitées pour générer I'ensemble des termes correspondant
au motif recherché.

Le moteur d’inférence Le moteur d’inférence procéde en deux étapes :
— la recherche de faits pouvant satisfaire I'unification ;
— et la vérification des conditions d’application de la régle.
La derniére étape est elle-méme décomposée en 4 sous-étapes :
— les variables instanciées doivent étre différentes;
— les variables indéfinies dans la prémisse de la régle doivent étre indéfinies dans
le Ges;;
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— les variables utilisées dans chaque terme de la conclusion doivent avoir été

définies préalablement ;

— la régle n’a jamais été appliquée avec les mémes faits.

Nous avons vu dans la description du Geml, que certaines régles sont applicables
pour la recherche d’un repére. Dans ce cas, il faut prévoir deux modes de fonctionne-
ment du moteur d’inférence : 'un permettant de s’arréter lorsqu’un motif est trouvé,
et I'autre lorsque le fait demandé a pu étre déduit des faits initiaux. Un repére est
décrit par un motif a rechercher dans un Ges. On peut ainsi trouver plusieurs re-
péres en étudiant une base de connaissances. L’ordre des régles sert d’heuristique
pour orienter le choix d’un repére.

Inférence par chainage avant Un solveur constructif utilisant le chainage avant
applique une recherche des régles appliquables sur la base de faits jusqu’a ce qu’il
n’y ait plus d’inconnues dont la valeur soit calculable.

L’algorithme retenu est celui du parcours en largeur.

Controle de la rétro-propagation des degrés Comme nous l'avons vu au cha-
pitre 2, la rétro-propagation des degrés de liberté consiste a partir d'un sommet
d’un graphe vérifiant la formule > ddl = > ddr, puis a itérer sur le graphe privé
des éléments ainsi déterminés. A la fin de cette rétro-propagation, nous tombons
dans le cas d’'un SCG bien contraint modulo les déplacements, sur un ensemble de
nceuds racines censés constituer plus ou moins un repére. Dans ce cadre, on appelle
plutot cela une ancre, puisqu’il peut ne pas y avoir de contraintes communes entre
ces objets.

Un solveur par chainage arriére agit de la méme maniére en partant d’un objet
quelconque mais sans considérer le critére combinatoire. La correction est dans ce
cas assurée mais le choix des nceuds pour la propagation est fait au hasard.

Nous avons donc choisi une implantation hybride du solveur par chainage arriére.
Ainsi, nous disposons d’une fonction formel qui vérifie s’il existe effectivement une
construction possible dans le cadre d'une rétro-propagation des degrés de libertés.

La rétro-propagation est effectuée sur un graphe de contraintes construit a partir
du Gecs, avec des degrés de liberté et des degrés de restriction. Nous utilisons une
fonction de déficit local deficit sur les sommets : deficit(s) = ddr(s) — ddl(s)
avec s un sommet, ddr une fonction donnant la somme des degrés de restriction
associés aux arétes adjacentes, et ddl le degré de liberté associé au sommet.

L’algorithme associé a cette rétro-propagation hybride est :

Tant que !fin

{
s=téte (1)
Tant que deficit(s) == 0 et formel(s)
{

supprime (s)
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Solveurs

Equationnels
J
GceLib
GeomLib

F1G. 4.8 — Solveurs équationnels

maj (1)

Nous utilisons une structure de graphe particuliére, puisqu’elle permet de :

— mettre a jour les degrés lors d’'une modification du graphe, maj ;

— calculer une liste [ de sommets triés suivant leur déficit, deficit ;

— supprimer un sommet ainsi que toutes les arétes incidentes a ce sommet, sup-
prime.

Evaluation du plan de construction Les solveurs géométriques décrits ici four-
nissent des solutions sous forme de plan de construction. Il faut donc prévoir un
assignateur capable d’évaluer numériquement les plans de constructions.

Un assignateur reposant sur les structures et fonctions définies dans la GeomLib a
été développé. Pour tout symbole fonctionnel, une fonction est associée, par exemple,
par le biais de la sémantique du Geml, et elle est évaluée sur un ensemble d’objets
de la GeomLib correctement initialisés, et qui forment les arguments du symbole.

Solveurs équationnels

Les solveurs équationnels proposés utilisent soit une sémantique équationnelle
décrite dans le fichier Geml (cf. section suivante), soit une sémantique opération-
nelle comme la GeomLib.

La description syntaxique d’un systéme d’équations s’effectue grace a la bi-
bliothéque AlgebraicLib qui contient notamment les opérations de traduction de
contraintes en équations, de dérivées formelles, etc.

La bibliothéque numérique NumericLib, elle, propose un ensemble d’outils nu-
meériques et principalement la manipulation de matrices de taille m x n.

Deux solveurs implantant la méthode de Newton-Raphson ont été développés.
Le premier utilise au maximum la bibliothéque algébrique et notamment la repré-

sentation sous forme de systéeme d’équations et le calcul d’une Jacobienne formelle.
Les calculs sont effectués par 1’évaluation des équations associées.

Le second n’utilise que la bibliothéeque NumericLib en calculant une dérivée nu-
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mérique a 'aide de la formule classique :
fle+h) = flx—h)
/ ~y

avec h trés petit. Les calculs sont effectués a ’aide de la sémantique opérationnelle
contenue dans la bibliothéque GeomLib.

4.3 Meéta-compilation d’un univers géométrique 3D

A chaque modification d’une des librairies ou d’extension de I'univers géomé-
trique considéré, une phase de mise en conformité des solveurs est nécessaire. Celle-
ci se trouve étre répétitive et rébarbative. De plus, pour pouvoir se passer d'une
description opérationnelle dans le Geml, un mécanisme de traduction des séman-
tiques est nécessaire. C’est pourquoi nous avons mis en place un outil permettant
d’automatiser ces taches.

C’est donc a partir de la description en Geml d'un univers géométrique que nous
avons automatisé la génération d’applications pour résoudre des contraintes.

Le méta compilateur, nommé muc pour Meta-Universe Compiler, traduit le lan-
gage géométrique de haut-niveau Geml en un programme via un langage de pro-
grammation de plus bas niveau.

Ce compilateur prend en entrée une description de la syntaxe et de la séman-
tique d’un univers géométrique en Geml et un squelette d’application écrit en C-++
complété par des macros spécifiques a muc.

Ce compilateur est écrit en Perl. Il génére les structures de données a partir de
I'univers, la sémantique ainsi que les liens nécessaires entre cette sémantique et les
structures de données formelles. Ces structures et ce code sont alors incorporés dans
le squelette d’application par le biais de macros.

Le code est ensuite compilé automatiquement pour générer un exécutable pou-
vant traiter des systémes de contraintes définis dans cet univers.

Les sémantiques suivantes sont disponibles :

1. opérationnelle, pour évaluer automatiquement des plans de constructions;

2. combinatoire, pour spécifier les degrés de liberté et de restriction pour I'analyse
de graphes;

3. algébrique, pour paramétrer la résolution équationnelle en précisant les for-
mules d’évaluation de chaque relation.

On peut remarquer que la description des deux derniéres sémantiques est en fait
une description des morphismes d’univers présentés dans le chapitre [

Les sémantiques doivent respecter une interface stricte pour pouvoir étre bran-
chées au noyau de résolution. Nous présentons donc ces interfaces permettant la
génération de :
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— solveurs constructifs ;
— solveurs combinatoires ;
— solveurs équationnels.

4.3.1 Génération de solveurs constructifs

Les solveurs constructifs prennent en paramétre les régles définies dans 1’axio-
matique de I'univers géométrique. Les régles de repéres permettent de débuter la
résolution lorsque le systéme est bien-contraint modulo les déplacements. Les pro-
priétés permettent de ne pas surcharger inutilement la base de régles et sont utilisées
seulement lorsque le moteur d’inférence en a besoin.

Mais la description des régles en Geml ne précise pas de maniére explicite quelles
sont les inconnues et les paramétres. On peut facilement les découvrir en appliquant
la convention suivante :

Les régles

Par convention, deux noms différents dans une régle désignet deux variables
différentes. Il est facile de connaitre les éléments qui doivent étre découverts de
ceux qui sont connus. Les premiers sont ceux qui appartiennent a la partie gauche
des termes de la conclusion. Il faut aussi faire attention aux termes temporaires et
aux termes qui utilisent des variables connues. Ainsi, les variables qui doivent étre
instanciées pour que la régle puisse étre appliquée sont issues de 'application du
petit algorithme ci-dessous.

La premiére régle décrit la construction du lieu géométrique d’un point (ici, un
cercle) lorsque 'on sait qu’il est & une distance donnée d’un autre point :

<if>
distpp(pl,p2,k)
</if>
<then>
¢ = mkcircle(pl, k)
center(c,pl)
radius(c,k)
</then>

La seconde régle décrit le point intersection de deux cercles dont les centres sont
deux points différents :

<if>
distpp(pl,p2,kl)
distpp(p1l,p3,k2)
</if>
<then>
cl = mkcircle(p2,k1)
center(cl,p2)
radius(cl,k1)
c2 = mkcircle(p3,k2)
center(c2,p3)
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radius(c2,k2)
pl=intercc(cl,c2)
</then>

Au départ, les éléments temporaires sont les éléments gauches n’appartenant pas
aux prémisses :

— ¢ (régle 1);

— cl et 2 (régle 2).
Les parameétres sont les éléments droits des termes fonctionnels qui ne sont pas des
éléments temporaires :

— plet k (régle 1);

— p2, k1, p3, k2 (régle 2).
Les inconnues dans la base sont les éléments gauches des termes de la conclusion
appartenant aux prémisses mais pas aux paramétres de symboles fonctionnels :

— p2 (régle 1);

— pl (régle 2).

Apres 'application d’une régle, les inconnues de départ et les éléments tempo-
raires ont une valeur connue.

En conclusion :

Temp := var(conclusion) - var(premisses)
param := RightVarFunc(conclusion) - Temp
unknowns := var(premisses) - param

Interprétation numérique

Pour faciliter I’évaluation numérique de plans de constructions, le noyau met
a disposition un méta-solveur numérique qui permet a partir de la valuation des
parameétres de fournir des solutions numériques, a la condition que la sémantique
des termes fournie respecte une interface prédéfinie.

Cette interface prédéfinie pour les termes est constituée de deux descriptions, a
savoir :

— T'une pour la sémantique des variables

— l'autre pour la sémantique des symboles fonctionnels et prédicatifs.

La sémantique pour les variables est la fonction définie dans le chapitre [ per-
mettant de passer d’un univers géométrique & un univers analytique. La sémantique
pour les symboles correspond de méme a la fonction associant équation et symbole
fonctionnel ou prédicatif.

Les multi-fonctions sont exprimées au niveau de la sémantique des symboles en
permettant de renseigner le nombre de solutions.

Détails techniques

Cet assignateur, nommé Fwal, fournit une AssignationMap en sortie et gére
les multi-fonctions a 'aide d'un vecteur d’indices représentant les différents
embranchements possibles.

De plus, il geére le gel de branche si I’AssignationMap de départ contient les
valeurs numériques des inconnues issues de 1’esquisse.
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Un monteur abstrait est fourni pour pouvoir construire des sémantiques de

variables suivant une sorte.

/**

* Semantic for Variable

*/
template<class TYPE>

class SemVar : public gc::Value

{
public:

/**

* Number of arguments

*/
virtual int getNbArg(void) const = 0;
/**

* Accessors

*/
virtual void setArg(int i, TYPE d) = 0;
virtual TYPE getArg(int i) const = 0;

virtual void draw() comnst {};
virtual void drawWithNames() const {I};

};

/**
* Class to build Variables
*/
template<class TYPE>
class VarBuilder : public gc::SortAttr

{
public:

virtual SemVar<TYPE> *build(const gc::Sort *sort) const = 0;

protected:

void print(std::ostream &out) const
{

out << "SemanticLib
3

s

/**

* Semantic for Symbols (Composite Terms)

*/
template<class TYPE>
class SemSym : public gc::SymbolAttr

{
public:

/**

: Variable builder" << std::endl;
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* Multi-function information
*/
virtual int multi(void) const { return O; }

/*%

* Evaluation function with valuated arguments and multi-functionnal

* number

*/

virtual gc::Value *evaluate(std::vector<gc::Value #>, int =0) const

{ return NULL; }
/*%
* Predicative evaluator
*/
virtual bool verify(std::vector<gc::Value *>, std::vector<TYPE> &)
const { return false; }

virtual void draw(std::vector<gc::Value *>) const {};

virtual void drawWithNames(std::vector<gc::Value *>) const {};

};

4.3.2 Génération de solveurs a base de graphes

Les solveurs a base de graphes utilisent les degrés de liberté et de restriction pour

la résolution combinatoire.

Ces degrés sont représentés par des nombres entiers qu’il suffit de renseigner dans

la sémantique combinatoire pour chaque objet et pour chaque contrainte.

> Exemple 4.3.1

Une partie de la sémantique combinatoire associée a ['univers géométrique euclidien

3D est :

<semantic name="combinatoire'">
<scalar>1</scalar>
<measure>1</measure>
<point>3</point>
<line>4</line>
<plane>4</plane>
<onl>2</onl>
<onP>1</onP>
<norm>1</norm>
<onlP>2</onlP>
<angle21>1</angle21>
<angle3p>2</angle3p>
<distpp>1</distpp>
<distpl>1</distpl>
<distl1>2</distll>
<distpP>1</distpP>
<distlP>1</dist1P>
<distPP>3</distPP>
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</semantic>

4.3.3 Génération de solveurs & base d’équations

En Geml, les équations sont décrites sous forme de formules respectant la syn-
taxe TEX. Ces équations sont alors analysées syntaxiquement et instanciées dans
les structures de la bibliothéque AlgebraicLib.

Pour les sortes, un parenthésage indique I'appartenance & un méme objet. Pour
les symboles, la balise param sert a indiquer la relation entre les noms des variables
et les objets de 'arité. La balise equations permet de remplir les équations a raison
d’une par ligne.

> Exemple 4.3.2
Pour les sortes measure et point et la contrainte dist,,, la sémantique équationnelle
est :

<semantic name="equations">
<measure>(m)</measure>

<point>(x,y,z)</point>

<distpp>

<param>(x_1,y_1,z_1) (x_2,y_2,z_2) (m)</param>
<equations>

(x_1-x_2)"2 + (y_1-y_2)"2 + (2_1-z_2)"2 - m"2
</equations>

</distpp>

</semantic>

<
Ces équations seront soit interprétées directement par un solveur numeérique, soit
d’abord pré-calculées par un solveur polynomial en un systéme triangulaire du type
bases de Grobner.
L’utilisation de la syntaxe de IXTEX permet un affichage des équations par 1'uti-
litaire tezve [Med] écrit en CAML.
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Conclusion du chapitre

La mise en place d’une plateforme de modélisation par contraintes est un projet
ambitieur. Le noyau que nous proposons permet de développer n’importe quel sol-
veur en commencant par spécifier 'univers géométrique dans lequel il se situe. La
spécification de cet univers est réalisée au travers d’un format de fichier basé XML
que nous avons nommé Geml. Celui-ci permet de facilement décrire la syntaze et
les sémantiques correspondantes.

Le passage de cette spécification a un programme éxécutable a été automatisé et
nous proposons un méta-compilateur qui permet de spécialiser et d’optimiser cer-
tains solveurs existant a partir des sémantiques décrites dans le Geml.

Les sémantiques prises en compte pour le moment sont la sémantique cartésienne,
la sémantique combinatoire et une sémantique opérationnelle dans le langage C++.
A partir de ces sémantiques, les solveurs que nous proposons sont : des solveurs
formels a base de connaissances, des solveurs combinatoires, un solveur a base de
l’algorithme de Newton-Raphson, et un solveur par reparamétrisation.






Conclusion

Ce travail, mené dans une équipe d’informatique graphique, porte sur l'interaction et
la résolution de contraintes géométriques dans l’espace. Plusieurs domaines ont été explo-
rés, que ce soit l'informatique géométrique et graphique bien sir, mais aussi les domaines
connezes et complémentaires comme la réalité virtuelle et ’intelligence artificielle. Tous
ces domaines ont été abordés avec la volonté de produire des briques logicielles pratiques
et réutilisables. Ces briques nmous ont permis d’esquisser ce que pourrait étre une inter-
action en 3D avec des logiciels de modélisation par contraintes en réalité virtuelle, et de
formaliser une technique de résolution de contraintes en 3D permettant de s’attaquer a
des classes de problémes qui n’étaient pas résolubles de maniére constructive. La mise en
place d’outils permettant de simplifier le passage d’une description de ['univers géométrique
considéré a un programme de modélisation par contraintes va nous permetire de multiplier
les expérimentations dans ce domaine.

Sommaire
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Bilan

Le travail exposé porte sur les contraintes géométriques de 1’espace. Plus par-
ticulierement, deux aspects ont été étudiés : d'une part la saisie d'une esquisse et
de contraintes 3D et d’autre part la résolution des contraintes afin de produire les
objets qui les satisfont. Aussi, dans ce travail, deux champs qui n’ont jusqu’alors pas
été envisagés ensemble sont rapprochés : la réalité virtuelle et la résolution formelle
de contraintes géométriques.

L’équipe d’informatique géométrique et graphique de Strasbourg disposant d’une
expérience en réalité virtuelle, nous avons bénéficié de ce cadre et ’avons exploité
pour aborder le probléme de la saisie de contraintes 3D.

Nous avons développé une interaction gestuelle en réalité virtuelle qui comprend
un dictionnaire de gestes permettant de désigner, sélectionner et manipuler des ob-
jets et des contraintes géométriques, et un ensemble d’outils pour manipuler ces
objets contraints et naviguer dans la scéne. Les contraintes qui expriment des dé-
pendances entre objets, comme par exemple I’'incidence d’un point a une droite, sont
prises en compte par l'interface au niveau d’un gestionnaire permettant de guider
la manipulation. Ce gestionnaire sert de lien entre I’esquissage de problémes et la
résolution de contraintes géométriques.

Nous avons expérimenté trois univers pour la modélisation en réalité virtuelle.
Le premier permet d’effectuer des constructions géométriques dynamiques en 3D.

Le prototype Coyote-géomeétre réunit l'interaction gestuelle que nous avons défi-
nie et un ensemble d’outils permettant de mieux gérer les constructions géométriques
dans un environnement de réalité virtuelle, comme le Workbench dont nous dispo-
sons.

Une étude des univers isothétiques 3D est présentée. Elle montre comment les 3
univers isothétiques a base de contraintes de distance sont définis de maniére formelle
et comment les univers composés de droites ou de points placés isothétiquement se
raménent & 'univers des plans isothétiques. Pour ce dernier, la résolution et une
interaction gestuelle adaptées sont décrites.

Enfin, les gestes peuvent étre utilisés pour poser intuitivement des contraintes
sur une esquisse 3D par le dessin de contraintes. Le probléme de I’entrée des valeurs
numériques peut se résoudre facilement soit par un widget dédié, soit par I'utilisation
d’un geste permettant de modifier la valeur de I'esquisse.

La résolution de contraintes géométriques a principalement été étudiée en 2D
avec des méthodes algébriques ou utilisant des constructions géométriques clas-
siques. Ces méthodes sont d’ailleurs fréquemment employées dans un mécanisme
de décomposition-recomposition. Les méthodes de résolution de contraintes 3D sont,
pour les méthodes géométriques, des extensions des méthodes 2D. Malheureusement,
si en 2D la plupart des problémes sont solubles par ces méthodes, en 3D peu de situa-
tions se résolvent avec ces méthodes étendues. Notre approche, initiée simultanément
par Gao [GHY04], consiste a transformer le probléme initial en un probléme plus
simple & résoudre puis, aprés résolution, a rattraper les approximations faites lors
de la transformation.

Nous avons formalisé cette voie et proposé de considérer les problémes quasi-
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décomposables suivant une méthode donnée. Nous avons appelé reparamétrisation
la résolution de tels problémes.

Cette technique transforme un systéme de contraintes géométriques S en un
systéeme S’ par k-transmutation. Ces deux systémes sont similaires du point de vue
des solutions géométriques mais k contraintes sont différentes de telle maniére que
le systéme S’ soit géométriquement finement décomposable, au sens ou 1’élaboration
d’un plan de construction est garantie. Puis, une résolution numérique du systéme
S” obtenu par combinaison des systémes S et S’ et d'une fonction paramétrique
donnant des solutions de S’, permet dans la plupart des cas d’obtenir les solutions
au systéme initial S.

Les véritables difficultés que nous avons mises & jour concernant cette méthode,
se situent au niveau de la transformation de S en S’, et de la résolution numérique.

Les heuristiques proposées pour appliquer une k-transmutation a la volée per-
mettent dans bien des cas de retomber sur I’ensemble des solutions du systéme initial.
Mais la correction numérique a 1’aide de I'itération de Newton-Raphson fait perdre
la complétude de cette méthode en lui faisant gagner en efficacité.

Nous avons montré par I'application sur des systémes de contraintes de I'univers
polyédrique 'efficacité de cette méthode et la possibilité de récupérer plusieurs so-
lutions similaires a 1’esquisse initiale.

Notre méthode permet de conserver le plus possible un caractére formel a la ré-
solution. Cette méthode est ainsi une premiére tentative de méthode 3D permettant
de s’approcher des qualités suivantes :

1. correction : toutes les figures trouvées par le solveur sont des solutions;

2. complétude : toutes les solutions existantes sont trouvées;

3. extensibilité : le solveur doit pouvoir s’adapter a tous les univers géométriques;
4

convivialité : le solveur doit pouvoir

— prendre en compte des énoncés sur- et sous-contraints;

— proposer la solution la plus « naturelle » ou la plus proche de I'esquisse ;

— proposer toutes les solutions « acceptables » (prise en compte de contraintes
métier) ;

— expliquer pourquoi il n’y a pas de solutions;

— agir en temps réel.

Le lien entre les deux domaines, résolution et réalité virtuelle, passe par la défi-
nition précise des univers géométriques en jeu.

Un univers géométrique est composé d'une signature hétérogéne décrivant la
syntaxe des systémes de contraintes géométriques, une axiomatique décrivant les
propriétés de 'univers ainsi que des régles de construction, et un ensemble de sé-
mantiques précisant le sens des différents termes exprimés dans cet univers.

Nous avons ainsi présenté un état de l'art des principales méthodes existantes
suivant le critére de I'univers géométrique. Les trois principaux univers géométriques
sont 1'univers euclidien, I'univers analytique et I'univers combinatoire. Des restric-
tions de ces univers ont été intensivement étudiées en 2D et la plupart des tra-
vaux en 3D sont des généralisations des méthodes 2D. La résolution de systémes de
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contraintes 3D passe a notre avis par une étude plus poussée des univers restreints
3D correspondant aux univers 2D. Nous I’avons d’ailleurs mis en ceuvre en étudiant
successivement les problémes isothétiques et les problémes polyédriques en 3D.

L’utilisation de l'univers géométrique comme paramétre pour la résolution de
systémes de contraintes nous permet de mieux nous approcher d’une résolution
multi-solveurs qui, & notre sens, est le meilleur moyen de résoudre les problémes
de contraintes 3D. Des solveurs hybrides qui combinent & la fois de la résolution
formelle et de la résolution numérique approchée, constituent autant de pistes de
recherche que nous aimerions développer.

Enfin, un important travail de génie logiciel a été fourni pour montrer que I’'étude
que nous avons réalisée en considérant un univers géométrique quelconque se traduit
expérimentalement par un prototype d’une grande modularité.

Alinsi, un noyau pour le développement de solveurs permet de prendre en compte
un univers géométrique. La signature peut étre enrichie de maniére dynamique et la
gestion automatisée des termes facilite le développement de solveurs formels. Nous
avons développé des solveurs constructifs basés sur des systémes experts a chainage
avant ou arriére mais aussi des solveurs numériques basés sur l'itération de Newton-
Raphson.

Un langage de description d’univers et de systémes de contraintes, nommé Geml,
a été présenté. Il permet une description précise a la fois des éléments de syntaxe
et des éléments de sémantique. Nous avons décrit une sémantique combinatoire et
une sémantique équationnelle spécifiques, et leur utilisation au sein des solveurs
précédents. Enfin un outil de compilation permet de passer automatiquement d’'un
univers géométrique a une application de résolution de contraintes optimisée pour
les sémantiques décrites.

Quelques chiffres permettent de mesurer ’étendue des réalisations en C++ ef-
fectuées en collaboration avec Pascal Mathis, et Julien Wintz :

— une plate-forme pour les contraintes géométriques : GeLib et les sémantiques,
représentant ~ 12 500 lignes;

— une bibliothéque pour la gestion du Geml : GemlLib, représentant ~ 4 000
lignes ;

— un ensemble de solveurs : représentant ~ 18 000 lignes ;

— un méta-compilateur : muc, représentant ~ 1 000 lignes.

Perspectives

Les résultats exposés peuvent assez naturellement se prolonger dans plusieurs
directions.

Le développement d’autres formes d’interactions a partir d’autres techniques
issues de la réalité virtuelle fait bien str partie des perspectives futures a mettre en
place. Par exemple, une interaction avec retour haptique pourra étre étudiée grace
a I'utilisation d’un Spidar [TCHT03] [CTHT03], installé sur le Workbench disponible
a I’Université Louis Pasteur.

Nous envisageons aussi le recours a une interaction vocale pour faciliter les
constructions géométriques et la pose de contraintes.
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Pour la résolution de contraintes, plusieurs pistes sont actuellement en cours
d’exploration. Tout d’abord, il nous semble nécessaire de trouver et de comparer
d’autres heuristiques pour la reparamétrisation afin de déterminer une stratégie op-
timale de k-transmutation. Ensuite, la correction numeérique doit étre améliorée avec
I'utilisation d’'une méthode compléte, comme 'homotopie ou I’analyse par intervalles
par exemple.

En ce qui concerne le solveur isothétique, nous aimerions I’étendre pour prendre
en compte les angles. De plus, nous aimerions prendre en compte des contraintes de
plus en plus complexes pour la manipulation d’objets sous-contraints.

La description d’univers géométriques permettant de prendre en compte des
« connaissances meétiers » que ce soit en architecture, en usinage, ou bien dans
d’autres domaines comme la chirurgie, ou la chimie, pourrait nous permettre d’adap-
ter ou bien de trouver de nouvelles méthodes de résolution adaptées a ces univers.

Les avantages d’avoir développé le noyau et le méta-compilateur sont multiples :

— une spécification rigoureuse de I'univers considéré est moins sujette aux ambi-
guités;
tout le monde peut partager une spécification écrite dans ce langage,

— de nouvelles méthodes sont facilement et rapidement implantables, et il est

possible de les comparer entre elles ;

— il est facile de partager et d’échanger de I'information et des problémes.

Mais le principal désavantage d’un tel langage est qu’il peut devenir éprouvant de
développer un univers de maniére écrite. Aussi, une perspective a court terme serait
d’élaborer une application permettant I'écriture rapide d'univers géométriques.
Ceci nous permettrait de tenter de propager a I’ensemble de la communauté, nos
outils et notre langage dans le but de construire une base d’exemples et une base
de méthodes de résolutions de contraintes géométriques. Ainsi, nous aimerions per-
mettre de comparer pratiquement ’ensemble des méthodes de résolution existantes
sur cette base d’exemples commune.

La description de morphismes de signature pour pouvoir faire correspondre des
univers géométriques entre eux, est aussi une piste que nous comptons explorer pour
permettre une communication inter-solveurs dans une approche multi-solveurs.

Pour parvenir a compléter les études entamées ici, plusieurs expériences peuvent
étre conduites.

Elles concernent 1'apprentissage de la géométrie dans l'espace, et la modélisa-
tion par contraintes. En effet, nous aimerions dans un premier temps comparer une
application sur support 2D traditionnel avec un support de réalité virtuelle. Dans
un deuxiéme temps, nous sommes intéressés par la mise au point d’un outil de
réalité virtuelle portatif a faible cotit. Doté de ce matériel et des logiciels que nous
avons développés, nous projetons d’expérimenter dans un cadre réel le comportement
d’utilisateurs professionnels dans cet environnement. Par exemple, la découverte des
constructions géométriques 3D peut étre améliorée dans des classes du secondaire, et
un outil de modélisation isothétique peut étre testé dans des bureaux d’architecture.
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Annexe A

Univers géométriques 3D

Cette annexe comporte la description en Geml de deux univers géométriques
euclidiens 3D. La premiére section comporte 1'univers général décrit au chapitre
2. La seconde section contient 'univers utilisé pour la résolution de problémes de
polyédres du chapitre 4.

A.1 Univers euclidien 3D

L’'univers géométrique suivant est composé de 5 sortes dénotant les points, les
droites, les cercles, les plans et les sphéres. Une derniére sorte, nommeée measure
représente la sorte elem de I'univers analytique.

<universe>
<syntax>

<sorts>
measure
point
line
circle
plane
sphere

</sorts>

Les symboles préfixés par init servent a initialiser des repéres pour les déplace-
ments. Les symboles préfixés par mk dénotent la construction d’un objet & partir
d’autres objets. Les symboles préfixés par inter désignent une intersection d’objets
géométriques.

<fsymbols>
<!-- Point a l’origine -->
initp_origin : -> point

<!-- Droite paralléle a l’aze Oz passant par un point -->
initl_x : point -> line
<!-- Droite paralléle a l’aze Oy passant par un point -->
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initl_y : point -> line
<!-- Droite paralléle a l’aze 0z passant par un point -->
initl_z : point -> line

<!-- Plan paralléle au plan z0y passant par un point -->
initP_xy : point -> plane
<!-- Plan paralléle au plan yOz passant par un point -->

initP_yz : point -> plane

<!-- Plan paralléle au plan z0z passant par un point -->
initP_xz : point -> plane

<!-- Point a partir de ces 3 coordonnées -->
mkpoint_3m : measure measure measure -> point

<!-- Point sur une droite a une distance donnée d’un
autre point -->

mkpoint_plm : point line measure -> point

<!-- Droite passant par deuzxr points -->

mkline_2p : point point -> line

<!-- Droite fatsant un angle donné avec une drotite

et passant par un point dans un plan -->

mkline_plPm : point line plane measure -> line

<!-- Droite d une distance donnée d’umne droite dans
un plan -->

mkline_1Pm : line plane measure -> line

<!-- Droite passant par un point

et faisant deuzxr angles avec deux autres droites -->
mkline_p212m : point line line measure measure -> line
<!-- Cercle dans un plan a partir de son centre

et d’un point sur le cercle -->

mkcircle_2pP : point point plane -> circle

<!-- Cercle a partir de son centre

et d’un point définissant son orientation et son rayon -->
mkcircle_2p : point point -> circle

<!-- Cercle dans un plan a partir de son centre et

de son rayon -->

mkcircle_pmP : point measure plane -> circle

<!-- Plan défint par 3 points -->

mkplane_3p : point point point -> plane

<!-- Plan défini par un point sur le plan

et un point défintssant sa nmormale -->

mkplane_2p : point point -> plane

<!-- Plan passant par une droite

et faisant un angle donmné avec un autre plan -->
mkplane_1Pm : line plane measure -> plane

<!-- Plan passant par un point

et faisant deuzxr angles avec deux autres plans -->
mkplane_p2P2m : point plane plane measure measure -> plane
<!-- Sphére d partir de son centre et d’un point sur
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la sphére -->

mksphere_2p : point point -> sphere

<!-- Sphére a partir de son centre et de son rayon -->
mksphere_pm : point measure -> sphere

<!-- Point intersection de deuzr droites -->

inter2l : line line -> point

<!-- Point intersection de deux cercles -->

inter2c : circle circle -> point

<!-- Droite intersection de deuxz plans -->

inter2P : plane plane -> line

<!-- Cercle wntersection de deux sphéres -->

inter2sl : sphere sphere -> circle

<!-- Point wntersection de deux sphéres-->

inter2s2 : sphere sphere -> point

<!-- Point intersection d’une droite et d’un cercle -->
interlc : line circle -> point

<!-- Point intersection d’une droite et d’un plan -->
interlP : line plane -> point

<!-- Point wntersection d’une droite et d’une sphére -->
interls : line sphere -> point

<!-- Point intersection d’un cercle et d’un plan -->
intercP : circle plane -> point

<!-- Point wntersection d’un cercle et d’une sphére -->
intercs : circle sphere -> point

<!-- Point wntersection d’un plan et d’une sphére -->
interPsl : plane sphere -> point

<!-- Cercle wntersection d’un plan et d’une sphére -->
interPs2 : plane sphere -> circle

</fsymbols>

Les contraintes considérées dans cet univers sont des contraintes d’incidence,

préfixées par on, des contraintes d’angles, préfixées par angle, et des contraintes de
distance préfixées par dist.

<psymbols>

<!-- Coplanarité de quatre points -->

cop : point point point point

<!-- Incidence d’un point sur une droite -->
onl : point line

<!-- Incidence d’un point sur un plan -->
onP : point plane

<!-- Incidence d’un point sur un cercle -->
onc : point circle

<!-- Incidence d’un point sur une sphére -->
ons : point sphere

<!-- Incidence d’une droite sur un plan -->
onlP : line plane
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<!-- Incidence d’un cercle sur une sphére -->
oncs : circle sphere
<!-- Non incidence d’un cercle sur un plan -->
notoncP : circle plane
<!-- Angle entre deuxz plans -->
angle2P : plane plane measure
<!-- Angle entre deuzr drottes -->
angle2l : line line measure
<!-- Angle entre deux bi-points partageant un point -->
angle3p : point point point measure
<!-- Distance entre deuzx points -->
distpp : point point measure
<!-- Distance entre un point et un plan -->
distpP : point plane measure
<!-- Distance entre un point et une droite -->
distpl : point line measure
<!-- Distance entre un point et une sphére -->
distps : point sphere measure
<!-- Distance entre deuz plans -->
distPP : plane plane measure
<!-- Distance entre un plan et une droite -->
distPl : plane line measure
<!-- Distance entre un plan et une sphére -->
distPs : plane sphere measure
<!-- Distance entre deuzr droites -->
distll : line line measure
<!-- Distance entre une droite et une sphére -->
distls : line sphere measure
<!-- Distance entre deuxr sphéres -->
distss : sphere sphere measure
</psymbols>

Les axiomes se décomposent en propriétés, properties, et en régles, rules. Les
propriétés considérées dans cet univers sont des propriétés de commutativité. Les
régles sont divisées en régles de construction, construction, et en régles pour former
des repeéres, location.

Ces régles de formation de repéres sont illustrées dans ’annexe suivante.

<axioms>
<properties>
<property>
distpp(pl,p2,k) = distpp(p2,pl,k)
</property>
<property>
angle3p(pl,p2,p3,k) = angle3p(p3,pl,p2,k)
</property>
<property>
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angl
</proper
<propert
angl
</proper
<propert

e21(11,12,alpha)
ty>

y>
e2P(p1,p2,alpha)
ty>

y>

angle21(12,11,alpha)

angle2P(p2,pl,alpha)

cop(pl,p2,p3,p4)
cop(p3,p4,pl,p2)
cop(pl,p2,p4,p3)
cop(p3,p1,p2,p4)
cop(pl,p4,p2,p3)
cop(p3,pl,pd,p2)
cop(pl,p4,p3,p2)
cop(p3,p2,pl,pd)
cop(pl,p3,p2,p4)
cop(p3,p2,p4,pl)
cop(p1l,p3,p4,p2)
cop(p3,p4,p2,pl)

cop(p4,pl,p2,p3)
cop(p2,p3,p4,pl)
cop(p4,p3,pl,p2)
cop(p2,p4,p3,pl)
cop(p4,p2,p3,pl)
cop(p2,p3,pl,pd)
cop(p4,p3,p2,pl)
cop(p2,pl,p4,p3)
cop(p4,pl,p3,p2)
cop(p2,p4,pl,p3)
cop(p4,p2,pl,p3)
cop(p2,p1,p3,p4)

</proper
</properties

<rules>
<constru
<if>

</if
<the

ty>
>

ction name="On a line and on a sphere'>

onl(p,1)

ons (p,s)

>

n>
p=interls(l,s)

</then>

</constr

uction>

<construction name="Line by two points">

<if>

</if
<the

onl(x,1)
onl(y,1)

>

n>
1=mkline_2p(x,y)

</then>

</constr

uction>

<construction name="Incidence relation'>

<if>

</if
<the

onl(x,1)
onlP(1,pl)
>

n>
onP(x,pl)
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</then>
</construction>
<construction name="Point on a sphere">
<if>
distpp(x,y,k)
</if>
<then>
s=mksphere_pm(x,k)
ons(y,s)
</then>
</construction>
<construction name="Intersection of a sphere
and a plane">
<if>
ons(x,s)
onP (x,p)
</if>
<then>
c=interPs(p,s)
onc(x,c)
</then>
</construction>
<construction name='"Intersection of 2 spheres'>
<if>
ons(x,sl)
ons(x,s2)
</if>
<then>
c=inter2s(s1,s2)
onc(x,c)
</then>
</construction>
<construction name="(On a sphere and on a circle">
<if>
onc(p,c)
ons (p,s)
</if>
<then>
p=intercs(c,s)
</then>
</construction>
<construction name="Intersection of two circles">
<if>
onc(x,cl)
onc(x,c2)
</if>
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<then>
x=inter2c(cl,c2)
</then>
</construction>
<construction name="Plane by three points'>
<if>
onP(p1,pl)
onP (p2,pl)
onP (p3,pl)
</if>
<then>
pl=mkplane_3p(pl,p2,p3)
</then>
</construction>
<construction name="Line by angles with two lines">
<if>
onl(p,11)
onl(p,12)
onl(p,13)
angle21(12,11,al)
angle21(13,11,a2)
</if>
<then>
11=mkline_p212m(p,12,13,al1,a2)
</then>
</construction>
<construction name="In a plane">
<if>
cop(pl,p2,p3,p4)
onc(pl,c)
</if>
<then>
plane=mkplane_3p(p2,p3,p4)
pl=intercP(c,plane)

</then>
</construction>
<location name="Angle between two lines">
<if>
angle21(11,12,alpha)
onl(pl,11)
onl(p1,12)
</if>
<then>

pl=initp_origin()
11=initl_x(p1)
P=initP_xy(p1)
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12=mkline_plPm(p1,11,P,alpha)
</then>
</location>
<location name="Distance point/line'">
<if>
distpl(p,1,k)
</if>
<then>
origin=initp_origin()
1=initl_x(origin)
11=initl_z(origin)
p=mkpoint_plm(origin,l1,k)
</then>
</location>
<location name="Angle between 2 planes and distances
to a point'">
<if>
angle2P(pll,pl2,alpha)
distpP(p,pll,kl)
distpP(p,pl2,k2)
</if>
<then>
origin=initp_origin()
pli=initP_xy(origin)
1x=initl_x(origin)
pl2=mkplane_1Pm(1lx,pll,alpha)
ly=initl_y(origin)
plyz=initP_yz(origin)
1=mkline_1Pm(ly,plyz,kl)
12=inter2P(pl2,plyz)
13=mkline_1Pm(12,plyz,k2)
p=inter21(1,13)
</then>
</location>
<location name="Angles between 3 planes">
<if>
angle2P(pli,pl2,al)
angle2P(pl2,pl3,a2)
angle2P(pli,pl3,ald)
</if>
<then>
origin=initp_origin()
pli=initP_xy(origin)
1x=initl_x(origin)
pl2=mkplane_1Pm(1lx,pll,al)
pl3=mkplane_p2P2m(origin,pll,pl2,a2,a3)
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</then>
</location>
<location name="3 points and 3 distances">
<if>
distpp(pl,p2,k1)
distpp(p2,p3,k2)
distpp(pl,p3,k3)
</if>
<then>
pl=initp_origin()
1x=initl_x(p1)
p2=mkpoint_plm(pl,lx,k1)
pl=initP_xy(p1)
cl=mkcircle_pmP(p1,k3,pl)
c2=mkcircle_pmP(p2,k2,pl)
p3=inter2c(cl,c2)

</then>
</location>
<location name="2 points and 1 distance in a plane'">
<if>
distpp(p1l,p2,k)
onP(p1,pl)
onP (p2,pl)
</if>
<then>

pl=initp_origin()
1x=initl_x(p1)
p2=mkpoint_plm(pl,lx,k1)
pl=initP_xy(p1)

</then>

</location>
<location name="2 points a plane and 3 distances'">

<if>
distpp(pl,p2,kl)
distpP(pl,pl,k2)
distpP(p2,pl,k3)

</if>

<then>
origin=initp_origin()
pl=initP_xy(origin)
1z=initl_z(origin)
pl=mkpoint_plm(origin,lz,kl)
1x=initl_x(origin)
plxz=initP_xz(origin)
1=mkline_1Pm(1lx,plxz,k2)
c=mkcircle_pmP(p2,k3,plxz)
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p2=interlc(1,c)
</then>
</location>
<location name="A point on a line on a plane'">
<if>
onl(p,1)
onlP(1,pl)
</if>
<then>
p=initp_origin()
1=initl_x(p)
pl=initP_xy(p)
</then>
</location>
</rules>
</axioms>
</syntax>
</universe>

A.2 Univers 3D atomique

L’univers décrit ici est un univers 3D restreint aux sortes point, droite et plan.
Dans cet univers, la sorte measure est distinguée de la sorte scalar pour souligner
le morphisme venant de 1'univers analytique. Une mesure ne sert que pour paramé-
triser une contrainte dimensionnelle alors qu’un scalaire est utilisé pour associé des
coordonnées aux objets.

<gcml>
<universe>
<syntax>
<sorts>
scalar
measure
point
line
plane
</sorts>

<fsymbols>
mkMeasure : scalar -> measure
mkPoint : scalar scalar scalar -> point
mkLine : point point -> line
mkPlane : scalar scalar scalar scalar -> plane
initPoint: -> point
initPlane : -> plane
initlLine_2p : point point -> line
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initlLine_x : point -> line
initLine_y : point -> line
initlLine_z : point -> line
initPlane_xy : point -> plane
initPlane_yz : point -> plane
initPlane_xz : point -> plane
mkPlane_3p : point point point -> plane
mkPoint_3p3m : point point point measure measure measure
-> point
mkPoint_3P : plane plane plane -> point
mkPoint_plm : point line measure -> point
mkPoint_2pP2m : point point plane measure measure
-> point
mkPoint_p2Pm : point plane plane measure -> point
mkPlane_21 : line line -> plane

</fsymbols>

<psymbols>

onl : point line

onP : point plane

norm : plane

distpp : point point measure
</psymbols>

<axioms>
<properties>
<property>
distpp(pl,p2,k) = distpp(p2,pl,k)
</property>
</properties>

<rules>
<construction name="Point by 3 planes'">
<if>
onP(p,pll)
onP(p,pl2)
onP(p,pl3)
</if>
<then>
p=mkPoint_3P(pl1l,pl2,pl3)
</then>
</construction>
<construction name="Point by 3 distances'">
<if>
distpp(pl,p2,k1)
distpp(pl,p3,k2)
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distpp(pl,p4,k3)
</if>
<then>
pl=mkPoint_3p3m(p2,p3,ps,kl,k2,k3)
</then>
</construction>
<construction name="Plane by 3 points'>
<if>
onP(p1,p)
onP (p2,p)
onP (p3,p)
norm(p)
</if>
<then>
p=mkPlane_3p(p1l,p2,p3)
</then>
</construction>
<construction name="Point in a plane by 2 distances">
<if>
onP (p1,pl)
distpp(pl,p2,k1)
distpp(pl,p3,k2)
</if>
<then>
pl=mkPoint_2pP2m(p2,p3,pl,k1,k2)
</then>
</construction>
<construction name="Point by 2 planes and 1 distance'">
<if>
onP(p1,pll)
onP(p1,pl2)
onP(p2,pll)
onP (p2,pl2)
distpp(pl,p2,kl)
</if>
<then>
pl=mkPoint_p2Pm(p2,pll,pl2,k1)
</then>
</construction>
<location name="3 points and 3 distances'">
<if>
distpp(pl,p2,k1)
distpp(p2,p3,k2)
distpp(pl,p3,k3)
</if>
<then>
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pl=initPoint ()
1lx=initLine_2p(pl,p2)
px=mkPlane_3p(p1l,p2,p3)
p2=mkPoint_plm(pl,lx,k1)
p3=mkPoint_2pP2m(p1l,p2,px,k3,k2)
</then>
</location>
<location name="3 points 1 plane'>
<if>
onP (p1,pl)
onP (p2,pl)
distpp(pl,p2,kl)
norm(pl)
</if>
<then>
pl=initPoint ()
1x=initLine_2p(pl,p2)
pl=initPlane ()
p2=mkPoint_plm(pl,lx,k1)
</then>
</location>
</rules>
</axioms>
</syntax>
</universe>
</gcml>






Annexe B

Sémantique des repéres 3D

Un repére 3D est un systéme de contraintes bien-contraint modulo les déplace-
ments, qui a six degrés de liberté (trois en translations et trois en rotations). Cette
annexe présente les repéres 3D que nous avons retenus.

B.1 Contraintes d’incidence

Le repére que 1'on peut extraire de contraintes d’incidence est celui basé sur un
point incident & une droite dans un plan.

point p
line 1
plane pl
onl(p,1)
onlp(1l,pl)

B.2 Contraintes dimensionnelles

Le repére suivant est extrait de 3 plans contraints en angles deux a deux.

plane pll,pl2,pl3
measure al,a2,a3
angle(pll,pl2,al)
angle(pl2,pl3,a2)
angle(pll,pl3,a3)

Un autre repére utilisant des contraintes dimensionnelles est celui déduit a par-
tir d’un point, de deux plans, d’une contrainte d’angle entre ces deux plans et deux
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distances point-plan.

point p

plane plil,pl2
angle(pll,pl2)
distppl(p,pll)
distppl(p,pl2)

line 11,12
measure alpha
angle(11,12,alpha)

Le repére suivant se base sur deux points, un plan et deux distances point-plan.

point pl,p2
plane pl
distppl(p1l,pl)
distppl(p2,pl)

Une distance point-droite peut fournir un repére :
point p
line 1
measure k
distpl(p,1,k)

Enfin, trois points contraints par la donnée de trois contraintes de distances
point pl,p2,p3
ggasur? T1,§2£T§ f—————
donnent le repére : }stpp S
distpp(p2,p3,k2)

distpp(pl,p3,k3)

B.3 Contraintes d’incidence et dimensionnelles

Deux points contraints par une distance dans un plan donnent un repére.
point pl,p2
plane pl
measure k .
distpp(pl,p2,k) _—
onp(pl,pl) X
onp (p2,pl)




Annexe C

Exemples

Dans les exemples suivants, la partie sémantique a été supprimée, prenant trop
de place par rapport & son importance réelle. Nous ’avons juste gardée pour le
camembert et le tétraédre a titre indicatif.

C.1 Minimaux non triviaux

C.1.1 Pyramide

<gcml>

<universe>
<syntax ref="atomic3d_syntax.gcml"/>
<semantic ref="atomic3d_semantic.gcml"/>
</universe>

<gcs>
<syntax>
<unknowns>
point pl p2 p3 p4 pbd
plane pli
</unknowns>
<parameters>
measure k1 k2 k3 k4 kb5 k6 k7 k8 k9
</parameters>
<constraints>
distpp(p5,pl,kl)
distpp(p5,p2,k2)
distpp(p5,p3,k3)
distpp(p5,p4,k4)
distpp(p4,p3,k5)
distpp(p3,p2,k6)
distpp(p2,pl,k7)
distpp(pl,p4,k8)
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distpp(pl,p3,k9)
onP (p3, pli)
onP(p2, plil)
onP(p1l, pli)
onP (p4, pli)
</constraints>
</syntax>
</gcs>
</gcml>

C.1.2 Le camembert

<gcml>
<universe>
<syntax ref="atomic3d_syntax.gcml"/>
<semantic ref="atomic3d_semantic.gcml"/>
</universe>
<gcs>
<syntax>
<unknowns>
point pl p2 p3 p4 pb5 pb
plane pll pl2 pl3
</unknowns>
<parameters>
measure k1 k2 k3 k4 kb k6 k7 k8 k9
</parameters>
<constraints>
distpp(p2,p5,kl)
distpp(p5,pl,k2)
distpp(pl,p2,k3)
distpp(p3,p4,k4)
distpp(p4,p6,k5)
distpp(p3,p6,k6)
distpp(pl,p3,k7)
distpp(p2,p4,k8)
distpp(p5,p6,k9)
onP(p1, plil)
onP(p2, plil)
onP(p4, plil)
onP(p3, plil)
onP(p2, pl2)
onP(p5, pl2)
onP(p6, pl2)
onP(p4, pl2)
onP(p1, pl3)
onP(p5, pl3)



C.1. Minimaux non triviaux 183

onP(p6, pl3)
onP(p3, pl3)
</constraints>

</syntax>

<semantic>
<valuation>
</valuation>

<gsketch>
p3=mkPoint (0,0,0)
p4=mkPoint (1,0,0)
p6=mkPoint (0.265953,0.739256,0)
pil=mkPoint (0,0,1)
p2=mkPoint (0.730375,-0.0217405,0.983264)
p5=mkPoint (0.296812,0.784927,0.835793)
pli=mkPlane(-0.506215,-0.0969415,-0.856941,-0.364424)
pl2=mkPlane(0.581612,0.163423,-0.796882,-0.270511)
pl3=mkPlane (0.268996,0.2211,-0.93742,-0.364424)
ki1=mkMeasure (0.927598)
k2=mkMeasure (0.862229)
k3=mkMeasure (0.695355)
k4=mkMeasure (0.905195)
k5=mkMeasure (0.976332)
k6=mkMeasure (0.78259)
k7=mkMeasure (1.04898)
k8=mkMeasure(1.00364)
k9=mkMeasure (0.853576)
</sketch>

</semantic>

</gcs>
</gcml>
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C.1.3 La pyramide & base pentagonale

FiGg. C.1 - Pyramide a base pentagonale

<gcml>
<universe>
<syntax ref="atomic3d_syntax.gcml"/>
<semantic ref="atomic3d_semantic.gcml"/>
</universe>

<gcs>

<unknowns>
point pl p2 p3 p4 pb pb
plane pli

</unknowns>

<parameters>
measure k1 k2 k3 k4 kb5 k6 k7 k8 k9 k10

</parameters>

<constraints>
distpp(pl,p2,k1)
distpp(pl,p3,k2)
distpp(pl,p4,k3)
distpp(pl,p5,k4)
distpp(pl,p6,k5)
distpp(p6,p2,k6)
distpp(p2,p3,k7)
distpp(p3,p4,k8)
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distpp(p4,p5,k9)
distpp(p5,p6,k10)
onP(p6, pli)
onP(p2, pli)
onP (p3, pli)
onP (p4, pli)
onP(p5, pl1)
</constraints>
</gcs>
</gcml>

C.1.4 La pyramide & base hexagonale

Fic. C.2 — Pyramide a base hexagonale

<gcml>
<universe>
<syntax ref="atomic3d_syntax.gcml" />
<semantic ref="atomic3d_semantic.gcml" />
</universe>
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<gcs>
<syntax>
<unknowns>
point pl p2 p3 p4 pb p6 p7
plane pl
</unknowns>
<parameters>
measure k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8 k9 k10 k11 k12
</parameters>
<constraints>
distpp(pl,p2,k1)
distpp(pl,p3,k2)
distpp(pl,p4,k3)
distpp(pl,p5,k4)
distpp(pl,p6,k5)
distpp(pl,p7,k6)
distpp(p2,p3,k7)
distpp(p3,p4,k8)
distpp(p4,p5,k9)
distpp(p5,p6,k10)
distpp(p6,p7,k11)
distpp(p7,p2,k12)
onP (p2,pl)
onP (p3,pl)
onP (p4,pl)
onP (p5,pl)
onP (p6,pl)
onP (p7,pl)
norm(pl)
</constraints>
</syntax>
</gcs>
</gcml>
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C.1.5 L’étoile de mer

FiGg. C.3 — Etoile de mer

<gcml>
<universe>
<syntax ref="atomic3d_syntax.gcml"/>
<semantic ref="atomic3d_semantic.gcml"/>
</universe>

<gcs>
<unknowns>
point pl p2 p3 p4 pb pb6 p7
</unknowns>
<parameters>
measure k1 k2 k3 k4 kb k6 k7 k8 k9 k10 ki1 k12 k13 k14
</parameters>
<constraints>
distpp(p4,pl,k1)
distpp(p2,pl,k2)
distpp(pl,p3,k3)
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</co
</gcs>
</gcml>

C.1.6 Antiprisme d’ordre 4

<gcml>
<univer

<syntax ref="atomic3d_syntax.gcml" />
<semantic ref="atomic3d_semantic.gcml" />

</unive
<gcs>

distpp(pl,p5,k4)
distpp(pl,p6,k5)
distpp(p7,p2,k6)
distpp(p7,p3,k7)
distpp(p7,p4,k8)
distpp(p7,p5,k9)

distpp(p7,p6,k10)
distpp(p6,p5,kil)
distpp(p5,p4,k12)
distpp(p4,p3,k13)
distpp(p3,p2,k14)

nstraints>

se>

rse>

<syntax>
<unknowns>

point pl p2 p3 p4 pb pb6 p7 p8

plane

pll pl2

</unknowns>
<parameters>
measure k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8 k9 k10 ki1l k12 ki3 k14 k15 k16

</parame
<cons

ters>
traints>

distpp(pl,p2,k1)
distpp(p2,p3,k2)
distpp(p3,p4,k3)
distpp(p4,p5,k4)
distpp(pl,p5,k5)
distpp(pl,p6,k6)
distpp(p2,p6,k7)
distpp(p3,p6,k8)
distpp(p4,p6,k9)

distpp(pl,p7,k10)
distpp(p2,p7,k11)
distpp(p5,p7,k12)
distpp(p8,p7,k13)
distpp(p3,p8,k14)
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distpp(p8,p5,k15)
distpp(p8,p4,k16)
onP(p2,pll)
onP(p3,pll)
onP(p7,pll)
onP(p8,pll)
norm(pll)
onP(pl,pl2)
onP(p4,pl2)
onP(p5,pl2)
onP (p6,pl2)
norm(pl2)

</constraints>

</syntax>

<gcs>

<gcml>



190 Annexe C. Exemples

C.2 Solides Pseudo-Platoniciens

C.2.1 Tétraédre

Fig. C.4 — Tétraédre

<gcml>
<universe>
<syntax ref="atomic3d_syntax.gcml"/>
<semantics ref="atomic3d_semantic.gcml"/>
</universe>

<gcs>
<syntax>
<unknowns>
point pl p2 p3 p4
line 11 12 13 14 15 16
</unknowns>

<parameters>
measure k1 k2 k3 k4 kb5 k6
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</parameters>

<constraints>

distpp(pl,p2,k1)
distpp(p2,p3,k2)
distpp(pl,p3,k3)
distpp(pl,p4,k4)
distpp(p2,p4,k5)
distpp(p3,p4,k6)

onl(p1,11)
onl(p2,12)
onl(p3,13)
onl(pl,14)
onl(p2,15)
onl(p3,16)

</constraints>

</syntax>
<semantic>

<valuation>

onl(p2,11)
onl(p3,12)
onl(p1,13)
onl(p4,14)
onl(p4,15)
onl(p4,16)

pl=mkPoint (1,0.3)

</valuation>

<sketch>

pl=mkPoint (0,0,3)

p2=mkPoint (1.67,1.5,2.22)

p3=mkPoint (1,3,4)
p4=mkPoint (0,2,1)
11=mkLine (p1,p2)
12=mkLine (p2,p3)
13=mkLine (p3,p1)
l4=mkLine (p1,p4)
15=mkLine (p2,p4)
16=mkLine (p3,p4)
ki=mkMeasure (1)
k2=mkMeasure (1)
k3=mkMeasure (1)
k4=mkMeasure (1)
k5=mkMeasure (1)
k6=mkMeasure (1)

</sketch>

</semantic>

</gcs>
</gcml>



192 Annexe C. Exemples

C.2.2 Octaédre

Fia. C.5 — Octaédre

<gcml>
<universe>
<syntax ref="atomic3d_syntax.gcml"/>
<semantic ref="atomic3d_semantic.gcml"/>
</universe>

<gcs>
<syntax>
<unknowns>
point pl p2 p3 p4 pb5 pb
line 11 12 13 14 15 16 17 18 19 110 111 112
</unknowns>

<parameters>
measure k1 k2 k3 k4 kb k6 k7 k8 k9 k10 k11l ki2
</parameters>
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<constraints>

distpp(pl,p2,kl)
distpp(p2,p3,k2)
distpp(p3,p4,k3)
distpp(p4,pl,k4)
distpp(pl,p5,k5)
distpp(p2,p5,k6)
distpp(p3,p5,k7)
distpp(p4,p5,k8)
distpp(pl,p6,k9)
distpp(p2,p6,k10)
distpp(p3,p6,kil)
distpp(p4,p6,k12)

onl(p1,11)
onl(p2,12)
onl(p3,13)
onl(pl,14)
onl(p1,15)
onl(p2,16)
onl(p3,17)
onl(p4,18)
onl(p1,19)

onl(p2,110) onl(p6,110)
onl(p3,111) onl(p6,111)
onl(p4,112) onl(p6,112)
</constraints>

</syntax>

</gcs>
</gcml>

onl(p2,11)
onl(p3,12)
onl(p4,13)
onl(p4,14)
onl (p5,15)
onl (p5,16)
onl (p5,17)
onl(p5,18)
onl(p6,19)
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C.2.3 Hexaédre

Fia. C.6 — Héxaédre

<gcml>
<universe>
<syntax ref="atomic3d_syntax.gcml" />
<semantic ref="atomic3d_semantic.gcml" />
</universe>
<gcs>
<syntax>
<unknowns>
point pl p2 p3 p4 pb pb6 p7 p8
plane pll pl2 pl3 pléd pld5 pl6
</unknowns>
<parameters>
measure k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8 k9 k10 k11 ki2
</parameters>
<constraints>
distpp(pl,p2,k1)
distpp(p2,p3,k2)
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distpp(p3,p4,k3)
distpp(p4,pl,k4)
distpp(p5,p6,k5)
distpp(p6,p7,k6)
distpp(p7,p8,k7)
distpp(p8,p5,k8)
distpp(pl,p5,k9)
distpp(p2,p6,k10)
distpp(p3,p7,k11)
distpp(p4,p8,k12)

onP(p1,pll)
onP(p1,pl2)
onP (p5,pl3)
onP (p7,pld)
onP(p1,plb)
onP (p2,pl6)

onP(p2,pll)
onP(p2,pl2)
onP (p6,pl3)
onP(p8,pl4d)
onP (p5,plb)
onP (p6,pl6)

onP (p3,pll)
onP (p5,pl2)
onP (p7,pl3)
onP (p4,pld)
onP (p8,plh)
onP (p7,pl6)

norm(pll)
norm(pl2)
norm(pl3)
norm(pl4)
norm(pl5)
norm(pl6)
</constraints>

</syntax>

</gcs>

</gcml>

C.2.4 Icosaédre

<gcml>
<universe>
<syntax ref="atomic3d_syntax.gcml"/>
<semantic ref="atomic3d_semantic.gcml"/>
</universe>

<gcs>
<syntax>
<unknowns>
point pl p2 p3 p4 pb5 p6 p7 p8 p9 pl0 pll pi2
</unknowns>
<parameters>

measure k1 k2 k3 k4 kb5 k6 k7 k8 k9 k10 ki1 k12
k13 k14 k15 k16 k17 k18 k19 k20 k21 k22

onP(p4,pll)
onP (p6,pl2)
onP (p8,pl3)
onP(p3,pl4d)
onP (p4,plb)
onP (p3,pl6)

k23 k24 k25 k26 k27 k28 k29 k30

</parameters>
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<constraints>
distpp(pl,p2,kl)
distpp(pl,p3,k2)
distpp(pl,p4,k3)
distpp(pl,p5,k4)
distpp(pl,p6,k5)
distpp(p2,p3,k6)
distpp(p3,p4,k7)
distpp(p4,p5,k8)
distpp(p5,p6,k9)
distpp(p2,p6,k10)
distpp(p7,p8,kil)
distpp(p7,p9,k12)
distpp(p7,p10,k13)
distpp(p7,pl1,k14)
distpp(p7,p12,k15)
distpp(p8,p9,k16)
distpp(p9,p10,k17)
distpp(p10,p11,k18)
distpp(pl1,p12,k19)
distpp(p8,p12,k20)
distpp(p2,p8,k21)
distpp(p8,p3,k22)
distpp(p3,p12,k23)
distpp(p12,p4,k24)
distpp(p4,pl1,k25)
distpp(pll,p5,k26)
distpp(p5,p10,k27)
distpp(p10,p6,k28)
distpp(p6,p9,k29)
distpp(p9,p2,k30)
</constraints>
</syntax>
</gcs>
</gcml>

C.2.5 Dodécaédre

<gcml>
<universe>
<syntax ref="atomic3d_syntax.gcml"/>
<semantic ref="atomic3d_semantic.gcml"/>
</universe>
<gcs>
<syntax>
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<unknowns>

point pl p2 p3 p4 pb5 p6 p7 p8 p9 pl0 pll pi2
pl3 pl4 plb pl6 pl7 pl8 pl9 p20

plane pll pl2 pl3 pl4 plb pl6 pl7 pl8
pl9 pli10 plil pli2

</unknowns>

<parameters>

measure k1 k2 k3 k4 kb k6 k7 k8 k9 k10 k11l ki2
k13 k14 k15 k16 k17 k18 k19 k20 k21 k22
k23 k24 k25 k26 k27 k28 k29 k30

</parameters>

<constraints>

onP(p1,pll) onP(p2,pll) onP(p3,pll) onP(p4,pll)
onP(p5,pll) norm(plil)
onP(pl,pl2) onP(p2,pl2) onP(p6,pl2) onP(p7,pl2)
onP(p8,pl2) norm(pl2)
onP(p1,pl3) onP(p5,pl3) onP(p6,pl3) onP(p9,pl3)

onP(p10,pl3) norm(pl3)
onP(p4,pl4) onP(p5,pld)
onP(p12,pl4) norm(pl4)
onP(p3,pl5) onP(p4,plb)
onP(p14,pl5) norm(pl5)
onP(p2,pl6) onP(p3,pl6)
onP(p8,pl6) norm(plé6)
onP(p7,pl7) onP(p8,pl7)
onP(p17,pl7) norm(pl7)
onP (p6,pl8) onP(p7,pl8)
onP(p9,pl8) norm(pl8)

onP(p9,pl9) onP(p10,pl9) onP(pll,pl9) onP(pi8,pl9)

onP(p19,pl9) norm(pl9)

onP(p10,pl4) onP(pll,pl4)
onP(p12,pl5) onP(p13,plb)
onP(p14,pl6) onP(pl5,pl6)
onP(p15,pl7) onP(p16,pl7)

onP(p17,pl8) onP(p18,pl8)

onP(p11,p110) onP(p12,pl10) onP(p13,pl10) onP(p19,pl10)

onP(p20,p110) norm(pl10)

onP(p13,plil) onP(p14,plil) onP(p15,plil) onP(p16,plil)

onP(p20,pl11) norm(plil)

onP(p16,pl12) onP(p17,pl12) onP(p18,pli2) onP(p19,pli2)

onP(p20,pl12) norm(pli2)

distpp(pl,p2,kl)
distpp(p2,p3,k2)
distpp(p3,p4,k3)
distpp(p4,p5,k4)
distpp(p5,pl,k5)

distpp(pl,p6,k6)
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distpp(p6,p7,k7)
distpp(p7,p8,k8)
distpp(p8,p2,k9)

distpp(p6,p9,k10)
distpp(p9,p10,kil)
distpp(p10,p5,k12)

distpp(p10,p11,k13)
distpp(pl1l,p12,k14)
distpp(p12,p4,k15)

distpp(p12,p13,k16)
distpp(p13,p14,k17)
distpp(p14,p3,k18)

distpp(p14,p15,k19)
distpp(p15,p8,k20)

distpp(p15,p16,k21)
distpp(p16,p17,k22)
distpp(p17,p7,k23)

distpp(pl7,p18,k24)
distpp(p18,p9,k25)

distpp(p18,p19,k26)
distpp(p19,pl11,k27)
distpp(p19,p20,k28)
distpp(p20,p13,k29)
distpp(p20,p16,k30)

</constraints>

</syntax>

</gcs>
</gcml>
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C.3 Les dodécaédres

C.3.1 Triaki-tétraédre

FiGg. C.7 — Le triaki-tétraedre dans ’espace

<gcs>
<syntax>
<unknowns>
point pl p2 p3 p4 pb5 pb6 p7 p8
</unknowns>
<parameters>

measure k1 k2 k3 k4 kb k6 k7 k8 k9 k10 k11 k12 k13 k14
k15 k16 k17 k18

</parameters>

<constraints>
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F1G. C.8 — Une solution au probléme du triaki-tétraédre

distpp(pl,p2,kl)
distpp(pl,p3,k2)
distpp(pl,p4,k3)
distpp(p2,p3,k4)
distpp(p3,p4,k5)
distpp(p2,p4,k6)
distpp(p2,p6,k7)
distpp(p6,p3,k8)
distpp(p3,p7,k9)
distpp(p4,p7,k10)
distpp(p2,p5,kil)
distpp(p4,p5,k12)
distpp(p2,p8,k13)
distpp(p3,p8,k14)
distpp(p4,p8,k15)
distpp(p6,p8,k16)
distpp(p7,p8,k17)
distpp(p5,p8,k18)
</constraints>
</syntax>
</gcs>
</gcml>
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FiGc. C.9 — Une deuxiéme solution au probléme du triaki-tétraédre
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C.3.2 Dodécaédre rhombique

Fic. C.10 — Dodécaédre Rhombique

<gcs>
<syntax>

<unknowns>
point pl p2 p3 p4 pb5 p6 p7 p8 p9 pl0 pll pl2 pl3 pil4d
plane pll pl2 pl3 pl4 pld5 pl6 pl7 pl8 pl9 pli0 plil pli2

</unknowns>

<parameters>
measure k1 k2 k3 k4 kb6 k6 k7 k8 k9 k10 ki1 k12 ki3 ki4
k15 k16 k17 k18 k19 k20 k21 k22 k23 k24

</parameters>

<constraints>
distpp(p13,p3,kl)
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distpp(p3,p9,k2)
distpp(p9,pl,k3)
distpp(pl,p13,k4)
distpp(pl1l,p4,k5)
distpp(p4,p13,k6)
distpp(pl,pl1,k7)
distpp(p2,p11,k8)
distpp(p9,p2,k9)
distpp(p4,p10,k10)
distpp(p10,p6,kil)
distpp(p6,pl1,k12)
distpp(p2,p14,k13)
distpp(p6,pl4,k14)
distpp(p9,p5,k15)
distpp(p5,pl4,k16)
distpp(p3,p12,k17)
distpp(p5,p12,k18)
distpp(p7,p12,k19)
distpp(p7,p10,k20)
distpp(p7,p13,k21)
distpp(p8,p10,k22)
distpp(p8,p12,k23)
distpp(p8,pl4,k24)

onP(p13,pl1l) onP(p3,pll) onP(p9,pll) onP(pl,pll)

norm(pll)

onP(p11,pl2) onP(p4,pl2) onP(p13,pl2) onP(pil,pl2)

norm(pl2)

onP(p2,pl3) onP(p11,pl3) onP(p9,pl3) onP(pl,pl3)

norm(pl3)

onP(p4,pl4d) onP(p10,pld) onP(p6,pld) onP(pll,pld)

norm(pl4)

onP(p6,pl5) onP(p4,pl5) onP(p2,pl5) onP(pl4,pl5)

norm(plb)

onP(p6,pl6) onP(pl10,pl6) onP(p8,pl6) onP(pl4,pl6)

norm(pl6)

onP(p4,pl7) onP(p10,pl7) onP(p7,pl7) onP(p13,pl7)

norm(pl7)

onP(p4,pl8) onP(p7,pl8) onP(pl12,pl8) onP(p3,pl8)

norm(pl8)

onP(p12,pl19) onP(p5,pl9) onP(p9,pl9) onP(p3,pl9)

norm(pl9)

onP(p5,pl110) onP(p14,pl10) onP(p8,pl10) onP(p12,pl10)

norm(pl10)

onP(p5,pl11) onP(pl4,plil) onP(p2,plll) onP(p9,plil)

norm(pl1i1)

onP(p7,pl12) onP(p12,pl12) onP(p3,pll12) onP(p13,plil2)
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norm(pl12)
</constraints>
</syntax>
<ges>
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