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Chapitre 1

Introduction

Soit F, une théorie d’homologie généralisée. La localisation de Bousfield
par rapport a F, est un foncteur Ly de la catégorie des spectres dans elle-
méme muni d’une transformation naturelle A : X — LgX terminale parmi
les E,-équivalences. Bousfield a montré que Lg existe pour toute théorie F,.

Soit p un premier fixé et K (n) la n-itme K-théorie de Morava. On rappelle
que c’est une théorie cohomologique périodique multiplicative dont I’anneau
des coefficients est K (n), = F,[v,, v, '] avec |v,| = 2(p™ —1). La loi de groupe
formel associée est la loi de Honda H,, de hauteur n.

Les foncteurs L,y jouent un role tres important dans la catégorie ho-
motopique stable des complexes finis p-locaux. En effet, il existe une tour de

foncteurs de localisation
. _) Ln H L’]’L—l H o« o e

avec L, = L o)v..vk(n) et des transformations naturelles ¢d — L, tels que
pour tout spectre fini p-local on a

X ~ holim, L, X.
De plus, on a un carré h-cartésien (homotopy pullback)

L,X —  LgmX

! !
Lp X — Ly aLgmX

Les foncteurs Ly, sont liés aux propriétés cohomologiques du groupe
stabilisateur de Morava S,, qui est le groupe d’automorphismes de la loi de
groupe formel de Honda. Ce groupe agit sur le spectre Lubin-Tate F, de
coefficients

B = Wlug, -+, 1] [u, u™
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ou W est 'anneau des vecteurs de Witt sur F,», les générateurs u; sont en
degré 0 et u est en degré —2.
L’action de S,, se prolonge en une action du groupe

G, =S, x Gal(Fn /F,)
et on a une suite spectrale
Ey' = H*(Gy; (Ey)i) = s Lig(nyS°

Le foncteur L;, tout comme Ly, pour p > 3 sont bien compris surtout de
point de vue calculatoire [21]. Le cas p = 3 et n = 2 est plus difficile.

Dans ce cas la dimension cohomologique de G, est infinie donc il n’existe
pas de résolution finie projective du Go-module trivial Z3. Par contre, la di-
mension cohomologique virtuelle est 4, donc il existe un sous groupe d’indice
fini dont la dimension cohomologique est 4. Donc on pourrait éventuellement
construire une résolution de Zs par des modules de permutations sur des
sous-groupes finis de Gs. Le groupe G, contient un sous-groupe G3 tel que

GQ %G% XZg.

1l suffit donc de construire une résolution pour le G}-module trivial Z3. Une
telle résolution a été construite par Goerss, Henn, Mahowald et Rezk dans
[7] dont I'une des formes est

O—>C3i02&>01&00i>Z3—>0

ou
C() = Cg = Zg[[G%H ®Zg[G24] ZS
C, = Cy = ZBHG%H ®7z5[SD16] X

olt Gy et SDyg sont des sous-groupes finis de G} et x est un certain caractere
du groupe SDg.

Cette résolution est l'inspiration principale de ce travail. Elle permet
d’étudier la catégorie K(2)-locale d'une autre maniere que la théorie chro-
matique.

Pour tout G}-module M & partir de la résolution on construit une suite

spectrale
Ext%s[[@%}](cé M) = Hs+t(G§§ M)

ou seules la 0-ieme ligne et les O-ieme et 3-eme colonnes sont non nulles.

La construction de GHMR ne donne pas une formule explicite des mor-
phismes de la résolution donc des différentielles de la suite spectrale. Un
projet de Mahowald et Rezk [17] et de Mark Behrens [1] est d’interpreter
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les morphismes en terme de courbes elliptiques. De ce point de vue seul le
morphisme 0; est bien compris.

La partie cruciale de cette these est la description des morphismes. Pour
ceci on présente une autre méthode de construction de la résolution GHMR.
Elle utilise les co-invariants par rapports a certains sous-groupes de Gy bien
choisis. On obtient une description explicite de 0;, le morphisme 0, étant
I’augmentation standard. Le morphismes J; est le plus difficile. On donne
une approximation de 0y qui est suffisante pour nos calculs.

La premiere application est sur la cohomologie de G3 a coefficients dans
FE5.V(0) = Fol[u1]][u, u™!] oit V(0) est le spectre de Moore pour le premier
3. C’est aussi la deuxieme page de la suite spectrale de Adams-Novikov qui
converge vers m,(Lg 2V (0)), d’'ott I'importence du calcul. Mahowald [16] a
traduit les calculs de Shimomura [22] en terme de la résolution GHMR. Notre
méthode est indépendante de celle de Shimomura qui utilise les méthodes
classiques de la théorie chromatique.

La deuxieme application est le calcul du group Picglg de Hopkins. Rappel-
lons qu’un spectre K (n)-local X est inversible s’il existe un spectre K (n)-local
Y tel que

Lgm)(X ANY) = Lg@)S°.

Alors Pic, est le groupe des spectres inversibles dans la catégorie de spectres
K (n)-locaux. L’importance de ce groupe en théorie d’homotopie était re-
marquée par Hopkins. Des résultats de Hopkins, Mahowald et Sadofsky
montrent que

p=2 Picy, =2 ZyxZ/2xXZ/4 [13]
p>2 Pic, = Z,xZ/(2p—2) [13]
p>3 Pic, = 72 xZ/2(p*—1) [Hopkins, non publid]

Le groupe Pic%9 est le groupe des modules inversibles de la catégorie des
E,..[|G,]]-modules profinis. Pour tout n on a un morphisme

e : Picy, — H'(Gy; W, [[ur, ug, - -+, up—1]]”)

ott le groupe & droite est un sous-groupe de Pic®9 d’indice 2. Dans le cas qui
nous intéresse, n = 2 et p = 3, le noyau de € est déterminé par les auteurs

de [7].
Notre deuxieme résultat principal est le théoreme suivant

Théoréme 1.0.1. H'(G; Wy, [[uy]]*) = Z32 x Z/8

Le présent texte est organisé comme suit : Dans le deuxieme chapitre on
fait un rappel de la théorie de déformations des lois de groupes formels de



Lubin-Tate, on décrit la structure du groupe stabilisateur de Morava et de
certains de ses sous-groupes. Le troisieme chapitre traite en détail la construc-
tion de la résolution. Cette construction differe de celle de [7] et permet de
donner une approximation du morphisme J,. Dans le quatrieme chapitre on
décrit Iaction de Gy sur I'anneau de Lubin-Tate modulo une certaine filtra-
tion. La suite spectrale mentionnée ci-dessus est décrite dans le chapitre cinq,
ou on fait également le calcul sur la cohomologie du spectre de Moore. Le
calcul de la partie algébrique du groupe de Picard est fait dans le chapitre 6.
L’approximation et I’évaluation détaillée du morphisme Cy — C sont faites
dans le dernier chapitre.



Chapitre 2
Prérequis

Dans ce chapitre on rappelle la théorie de Lubin et Tate, en suivant [7], on
définit et décrit la structure du groupe stabilisateur de Morava et de certains
de ses sous-groupes finis. Pour plus de détails voir [7] et [12].

2.1 La théorie de Lubin et Tate

Soit k un corps parfait de caractéristique p, I' une loi de groupe formel
définie sur k, A un anneau local complet d’idéal maximal met 7: A — A/m
la projection canonique.

Une déformation de T" a A est la donnée d’'un couple (G, i) ou G est une
loi de groupe formel définie sur A et d’'un morphisme de corps i : k — A/m
tels que i, I' = m,G. L’étoile dans I'indice signifie que la loi en question est ob-
tenue en appliquant le morphisme aux coefficients. On a donc les diagrammes
suivants

A G

] l
k— A/m r — .I'=mG

On dit que deux telles déformations (G, i) et (H,j) sont x-isomorphes s'il
existe un isomorphisme de lois groupes formels F' : G — H tel que le mor-
phisme induit sur A/m soit I'identité. On note Defr(A) I'ensemble des classes
de x-isomorphismes de déformations de I" sur A.

Soit n la hauteur de I'. On note W, I'anneau des vecteurs de Witt sur
k. Soit E(T', k) = Wg[[ug, -+, up_1]]. C’est un anneau local complet d’idéal
maximal m = (p,uy,- -, u,_1). On note g I'isomorphisme canonique
k— E(T,k)/m.

Le théoreme de Lubin et Tate dit que le foncteur A +— Defp(A) est
représentable i.e. qu’il existe une déformation (G, q) de I' sur E(I', k) telle



que 'application naturelle

Hom.(E(T',k),A) — Defr(4)
fETE) —A = (fG, [q)

soit une bijection. Ici f est la réduction de f sur les corps résiduels, et
Hom, sont les homomorphismes continues. La déformation (G, q) est appelée
déformation universelle. De plus, si deux déformations sont x-isomorphes le
*-isomorphisme est unique.

Soit FGL, la catégorie des lois de groupes formels de hauteur n dont les
objets sont les couples (I', k) comme ci-dessus, et les morphismes sont donnés
par

(f,7) + (U1, k1) — (T2, k2)

ou j : ki1 — ko est un homomorphisme de corps et f : j,I'y — 'y un iso-
morphisme de lois de groupes formels. Soit Rings. la catégorie des anneaux
locaux complets avec les homomorphismes locaux. On veut définir un fonc-
teur

E(-,): FGL, — Rings..

Soit (f,7) un morphisme de FGL, et Gy et Gy des déformations uni-
verselles de E(T'y, k1) et E(Dy, ko) respectivement. Soit f € FE(T'g, ks) un

relevement de f € ko[[z]] et H la loi de groupe formel telle que f : H — Go
soit un isomorphisme. Plus precisement,

H(z,y) = [~ (G2(f (@), f(1)))

et on a le diagramme suivant

¢, — H - a
! ! !

I — g4 L Iy

Le couple (H, j) est donc une déformation de I'y, la théorie de Lubin et Tate
donne un homomorphisme E(I'1, k1) — E(I'y, ky) classifiant H, et qui est
indépendant du relevement f Ceci donne le foncteur voulu.

Le groupe d’automorphismes de (I', k) dans FGL,, est appelé le grand
groupe stabilisateur de Morava. Il est determiné a isomorphisme pres par la
hauteur de I' si k est séparablement clos.

Soit H,, la loi de groupe formel p-typique de Honda de hauteur n dont la
p-série est donnée par

[P, (z) = 2"



On peut montrer que tout automorphisme de H,, sur toute extension finie de
corps de [F,» est a coefficients dans F.. On appelle groupe stabilisateur de
Morava , noté S, le groupe d’automorphismes de H,, sur [F..

Le grand groupe stabilisateur de Morava, noté G,,, est le groupe d’auto-
morphismes de (I', Fyn) dans FGL,. On a un isomorphisme

Gy 2 S, x Gal(F,u /F,).

On note Defr(A), 'ensemble des classes d’équivalences des couples (G, u)
avec u € A*. Un morphisme f : (F,u) — (G,v) est un isomorphisme de lois
de groupes formels f : G — H tel que u = f/'(0)v. Comme avant on a un
isomorphisme naturel :

Hom,(E(H,, k)[u*'], A) = Defr(A),.

2.2 Le groupe stabilisateur de Morava

Dans cette partie on décrit la structure des groupes S,, et G,, dans le cas
général, et apres on se focalise sur le cas qui nous intéresse, c¢’est-a-dire n = 2
et p = 3. Pour plus de détails voir [12] et [19].

2.2.1 Propriétés générales de G,

Le groupe S, peut étre identifié avec le groupe des unités dans l'ordre
maximal O,, de l'algebre de division D,, sur Q, de dimension n? et d’invariant
de Hasse %

Plus précisément, soit W = Wy , 'anneau des vecteurs de Witt sur Fpn.
Rappelons que dans ce cas W est une extension de Z, de degré n. Alors
O, est l'extension de 'anneau W engendrée par un élément S qui vérifie les
propriétés suivantes :

Sa = ¢(a)S and S™ = p,

ou a € W et ¢(a) est I'image de a par le relevement de ’automorphisme de
Frobenius = — 2? de F,». Le morphisme ¢ engendre le groupe Gal(F,./F,).
On a:

$lao + 1S + -+ + a,-15") = dlao) + ¢(a1)S + -+ + Plan-1)S"

L’élément S engendre un idéal bilatere m tel que O,,/m = F,». Le noyau de
la projection standard O) — IF,. est appelé groupe stabilisateur strict de
Morava, noté S,,. On a donc une suite exacte courte :
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1— 8, =S, =F.—1

qui est scindée et on a S, = S, x F .
Le groupe S,, a une structure profinie naturelle. En effet, on peut définir
une filtration sur S,, par :

FiS, :={z €S,|z =1 mod S*}.

Donc on a :
S, = FyS,, DS, =FiS, D F:S,D---

et des isomorphismes
Fogn/FlSn = F;n,

et
FiS,/Fiu1S, = Fyn pour k > 1

induits par
r=1+aS"—a

pour un élément a € W dont sa classe dans F,» est a.
L’intersection des F'xS,, est I’élément 1 et S,, est complet vis a vis de cette

filtration, i.e. on a
Sn = h’gnSn/FgSn

Comme les quotients S,,/F S, sont des p-groupes finis, S, est un p-groupe
profini. !

L’algebre graduée associée grS, avec gr;S,, = F;S,/F; +1 S, est une algebre
de Lie de crochet [a, 5] induit par le commutateur dans S,,. On peut aussi
définir la puissance p-ieme P : gr;S,, — gr,(i)Sy ol (i) = min{i + 1, pi} qui
définit sur gr;S,, une structure d’algebre de Lie mixte dans le sens de Lazard

[15].

Lemme 2.2.1. [12]
a) Soita € gr;S, etb e gr;S,. Alors

@b =a’ — b e 971 Sn

b) Soita e gr;S,. Alors

GLAP AP si i< (p—1)7"
Pa=<{ q+atr 0 g = (p— 1))
- si 1>(p—1)"

11



L’action a droite de S,, sur O, définit un morphisme de groupes S, —
GL,(W). La composition avec le déterminant se prolonge & un morphisme

Gn, — W x Gal(Fyn /F))
et on peut vérifier que son image est incluse dans Z x Gal(F« /F,). Or
Z; = pp-1 X Ly

ou p,_1 est le groupe des racines (p — 1)-itmes de l'unité. On obtient donc
un homomorphisme appelé déterminant réduit G,, — Z,. On note le noyau
G} et on a donc une suite exacte courte

1-G),—G,—2Z,— 1.

A Taide des relations dans G,, on peut vérifier que son centre est isomorphe
a Z, et on peut montrer que la composition

X X
Z, — G, — Z,
envoie x sur z". Donc si p ne divise pas n on a

G, 27, x G

2.2.2 Le groupe Gy pour p=3

Tout étément x de S, s’écrit sous la forme
r=a+bS, avec a,b € W = Wy, et a # 0 mod 3.
On peut écrire a et b de fagon unique comme
a=ty+tS2+ 1,8+ et b=t + 1352+ 155"+ -

ou t; = t;(x) € W sont des éléments de Teichmiiller, ce qui est équivalent a
dire qu'ils vérifient t) = ¢;. Si z est un élément de Sy alors a = 1 mod 3.

On s’intéresse a deux éléments particuliers : w € W, relevement de
Teichmiiller d'une 8-ieme racine primitive de 1'unité, et

1
a = —5(1 + (US)

tel que a® = 1. Les éléments a et w vérifient la relation suivante :



Donc a et t := w? engendrent un sous groupe d’ordre 12, qu’on note G5 qui

est isomorphe a
7/3 x7/A.

C’est un sous-groupe distingué d'un sous-groupe Go4 de Go, d’ordre 24,
engendré par Gio et v = weo, ol ¢ est le générateur du groupe de Galois
Gal(Fg/F3). On a une suite courte exacte :

1— G12 I G24 E— Gal(Fg/F;g) — 1
qui n’est pas scindée. En fait, on a les relations :
va = a, th = Pt® et Y? = t*

Le groupe engendré par w sera noté Cg. Les éléments w et ¢ engendrent
un sous-groupe isomorphe au sous-groupe semi-dihédrale SDy4. Le groupe
engendré par t et 1 est isomorphe au groupe des quaternions (Jg.

2.2.3 Les éléments a, b, c et d

On note par Sj le 3-Sylow de S}. D’aprés Prop 4.4 de [12] on a

Fo si i ¢N

1~ 9

9”52—{ Fy si i€N

L’élément i := —w? est une racine quatriéme de 1'unité. On peut choisir

w tel que
w=1-+7mod 3

donc dans Fg on a la relation
WHw—1=0.

Avec ces notations les classes de 1 et ¢ sont des générateurs de Fg en tant
que [F3-espace vectoriel.

Dans la suite on utilisera les générateurs des premicres filtrations de grS;.
Rappelons que a € F S5 et soit

b = [a,w], ¢ = |a,b)],
d = [bd, e = la,cl,
avec la convention
[z,y] = ayzy~ "
D’apres le lemme 2.2.1 on a

b€ F1Sy, c€ FiSy et d,e € F3S;.

Le lemme suivant décrit ces éléments dans Si.
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Lemme 2.2.2.

(a)
= (143w + (w+w?)S)
= —1(1+6w? —3wS)

(b)

b = 1-S mod S?
c = 14482 mod S
d = 1—-453 mod S*
e = 1+(i—1)S* mod S*

c) Le groupe griSi est engendré par les classes de a et b, griSi par la
197 2
classe de c et gr%SZI par les classes de e et d.

Démonstration. Pour la partie (a) on utilise la loi de multiplication dans G3.
Pour (b) on peut soit utiliser le lemme 2.2.1 soit le déduire de (a). On utilise
w=1+17mod 3 dou

wr+wr=1+i4+ (1+4)3=—1.

(c) Le groupe gr%S% est isomorphe a Fy 2 (Z/3)? et les classes de a et b,
c’est-a~dire 1+ et —1 sont des générateurs de Fg. Les autres cas se montrent
de la méme facon. m

Les e dans I'image suivante représentent les générateurs des groupes gr;Sa
en tant que [F3-espaces vectoriels, représentés par les éléments correspondants
de S;.

ae bhe gr1Sy

ce gr1Ss

de ce gr%Szl
[

On a vu que tout élément g € Sj s’écrit sous la forme g =1+ Y., ;5"
olt g; = ¢7. Le lemme suivant décrit les éléments a, b, ¢ et d sous une telle
forme modulo une puissance de S. On aura besoin de cette description dans

le chapitre 4.

Lemme 2.2.3.
= 1+4+wS+S5? mod S3

= 1-85—wS? mod S?
= 1+4+4S?—wS? mod S*
= 1—14S% mod S*

QL O >
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Démonstration. Par définition a = —%(1 +wS) et on a

1 1
e — 24 ...
5= 1-3 +3+3 +

donc a = (1+ 5%+ 5*+---)(1+wS) et on obtient (a). Si on procede pour b
de la méme maniere en utilisant

1 1
R — 2_ 334 ...
1- 153 3+3°—-3"+

on obtient
b=1+(w+w’)S+ (W —1)S*=1- 5 —wS* mod S*

puisque w + w? = —1 mod 3 et w? — 1 = —w mod 3.
On utilise la méme méthode pour ’élément c. n

On utilisera les propriétés suivantes des éléments a , b, ¢, d et e dans le
chapitre suivant.

Lemme 2.2.4.
(a) [b,d] = ¢ mod S°
(b) ed = b5 mod S*
(c) [a,d] = c® mod S°
(d) [a,e] = ® mod S°
(e) [b,e] = 5 mod S°

Démonstration. On utilise le lemme 2.2.1 O

2.2.4 Les sous-groupes K et K’

D’apres le lemme 2.2.1 un élément 1+ xS de Sy d’ordre 3 vérifie T # 0 et
T+ T30 = 0ie. 7" = —1 ol T est la classe de o dans gr1 53 = Fy. Comme
il n’y pas pas d’élément T € F3 avec cette propriété si on divise le groupe
additif de Fy avec le groupe additif de F5 on obtient un homomorphisme

Sy — gri2S8y — Z/3
dont le noyau K est sans torsion. On a donc une suite exacte courte
1—-K—Sy —»7Z/3—1 (2.1)
Puisque S contient des éléments d’ordre 3 la suite est scindée et on a

Sy = K x7/3.
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Avec cette définition d’apres le lemme 2.2.2 I’élément b appartient a K. La
filtration de S induit une filtration sur K. D’apres [12] on a

Fg Z -
griKk = ¢ F3 i= 73, k pair
Fy i= g, k impair

TN | =

Comme ci-dessus I'image suivante représente les générateurs de gr; K en tant
que [F3 espaces vectoriels. L’élément a qui n’appartient pas a K est représenté
par o.

ao be gr%K
ce gri1 K
de ce gr%K
[
[ ] [ ]

Le groupe K est étudié et utilisé pour le calcul de H*(S3;F3) dans [12].
On note par K’ le groupe F}S3. De nouveau, on a une suite exacte courte

1— K — Sy —(Z/3)* — 1. (2.2)

et des générateurs de gr; K’ représentés sur 'image suivante :

ao bo gr%K’
ce gri K’
de ce gr%K’
e

[ [ ]

Les groupes K et K’ sont importants pour notre méthode de construction
de la résolution GHMR.

Proposition 2.2.5. [12] Les algebres H*(K;F3) et H*(K';F3) sont des algébres
de dualité de Poincaré de dimension 3.

O

La proposition suivante décrit des propriétés cohomologiques du groupe
K.
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Proposition 2.2.6.
(a) Ho(K:Z3) = Zs
(b) Hi(K;Z3) 2 7Z)9 x Z/3, engendré par les classes de b et ¢ d’ordre 9
et 3 respectivement.
(¢) Hy(K;Z3) =0

Démonstration. Le groupe K agit trivialement sur Zs d’ou (a).
Pour montrer (b) on utilise I'isomorphisme

H\(K;Z3) = K/|K, K]
ou [K, K] est la cloture du sous-groupe des commutateurs.
L’application
gTiK X gTjK — gTH_]‘K

(z,y) = [2,y]

k avec k > 1 un nombre impair. En effet, dans ce

2
cas la formule du commutateur est donnée par [z,y] = zy* —yz = (> —y)
et il existe un y € gr; K tel que y3k — gy soit non nul. De méme, "application

est surjective dans le cas i = £ et j = % ou k et [ sont pairs. On a donc

montré que FyKN[K, K] = FQI?. Le lemme 2.2.4 (b) montre que b® n’est pas
un commutateur. Donc la cloture de [K, K] est engendré par FyK et [b, c|,
d’ou (b).

Pour montrer (c¢) on utilise la dualité de Poincaré. En effet, d’apres
[12] [Prop 4.4] on a H'(K;Z/3) = (Z/3)?, est donc par dualité on obtient
Hy(K;7Z/3) = (Z/3)?. La suite exacte courte

est surjective si j = % et1 =

0—Zs -2 Zy — /3 — 0
induit la suite exacte longue
— Hy(K;Zs) — Hy(K;Zs) — Ho(K;Z/3) — Hi(K; Zs) — Hi(K;Zs) —

D’apres (b) on a Hy(K;Z3) = 7Z/9 @ 7Z/3 donc le noyau de la multiplication
par 3 est isomorphe & (Z/3)?. Comme Hy(K;Z/3) = (Z/3)* le morphisme
Hy(K;Z3) — Hy(K;Zs) est surjectif. Or K étant 3-profini par la dualité de
Poincaré, le groupe Hy(K;Z3) est un 3-groupe fini. Puisque la multiplication
par 3 est surjective, le groupe est trivial. O

On a des propriétés similaires pour le groupe K.

Proposition 2.2.7.
(a) H()(K/,Zg) = Zg
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(b) Hi(K';Z3) = Z]9 x Z]3 x Z/3, engendré par les classes de ¢ d’ordre
9eteetd d’ordre 5.
(C) HQ(K/,Zg) =0

Démonstration. On procede de la méme maniere que pour le groupe K. Cette
fois la classe de ¢ est d’ordre 9, et celles de d et e d’ordre 3. O

18



Chapitre 3

La résolution GHMR et le
morphisme 0

La résolution GHMR a la forme suivante :
0— 03 CQ Cl C() Zg — 0

avec C() = 03 = Zg[[@%“ ®23[G24] Zg et CQ = 03 = Zg[[G%” ®23[SD16] X ou X est
un caractere qui sera donné explicitement ci-dessous. La méthode de [7] utilise
le calcul de H*(S3;F3) de [12]. Ici on présente une autre méthode qui utilise
les co-invariants par rapport aux groupes K, K’ et S5 définis dans le chapitre
précédent. Pour nos calculs on aura besoin seulement des morphismes 0; et
J>. Dans ce qui suit on ne reconstruira pas toute la résolution, mais on
donnera une formule pour 0; et 0.

3.1 Construction de la résolution

3.1.1 Méthode de la construction

Le groupe G a une dimension cohomologique virtuelle 4, donc il existe
un sous-groupe d’indice fini qui a une dimension cohomologique 4. On peut
alors espérer de construire une résolution finie du G3-module trivial Zz par
des modules de permutation (éventuellement tordus) sur des sous-groupes
finis de Gj i.e. des modules de la forme Zs[[G3]] ®z,(r v 0l v est un caractére
d’un sous-groupe fini F de G3.

Les morphismes de la résolution sont Gi-équivariants, ils sont donc comp-
létement déterminés par 'image de 1 ® 1. Plus précisément, pour définir un
morphisme 8; de C; := Z3[[G}]] @zyrm) vi & Cimq := Z3][G3]] ®zyip, 4 Vi1 il
suffit de trouver un générateur du noyau N;_; de 0;_; tel que le F;-module
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qu’il engendre soit isomorphe a v;. Pour cela on cherche un élément qui vérifie
ces propriétés au niveau des co-invariants par rapport a un sous-groupe de
G bien choisi et puis on cherche un représentant dans le noyau N; ;. Le
lemme de Nakayama ci-dessous assure la surjectivité de 0; : C; — N;_1 et

donc 'exactitude de la résolution. Les sous-groupes avec lesquels on travaille
sont K, K" et 5.

Lemme 3.1.1 (Nakayama). Soit I' un 3-groupe profini et M un Zs[[I']]-
module profini de type fini tel que Ho(I'; M) = 0. Alors M = 0.

Démonstration. Si I' est un 3-groupe fini et I le noyau de l'augmentation
Z3|T'] — Fy alors I C (3) si n > |I'|. Donc Hy(I'; M) = 0 implique M =
IM = I*M = --- = I"M, et donc M = 3M ie. M = 0. Le cas profini se
montre de la méme maniere, en passant aux limites. O

3.1.2 Premiere étape : le morphisme 9, : Cy — Zs

Soit
CO = Z3HG%H ®Z3[G24] Z3'

Le morphisme
(90 . CO — Zg

est 'augmentation standard. On note Ny son noyau. On a donc une suite
exacte courte 5
O—>N0—>Co—O>Z3—>O.

3.1.3 Deuxieéme étape : le morphisme 0, : ¢ — ()

Pour définir le morphisme 0; une étude sur les K-co-invariants de Ng
suffit. Pour le morphisme d; une étude des K’-co-invariants sera nécessaire.
La proposition suivante donne les propriétés des co-invariants de Ny dont on
aura besoin.

Le groupe S3/K = Z/3 engendré par la classe de a agit sur Hy(K; Np)
et le groupe S3/K’ = (Z/3)? engendré par les classes de a et b agit sur
Hy(K'; Ny). La proposition suivante détermine aussi cette action.

Proposition 3.1.2.
(a) Ho(K;No) =2 Zs BZL/IDZL/3.
La partie libre est engendrée par la classe ho de hg = ey — weg et la
torsion par b, la classe de ey — bey d’ordre 9 et ¢, la classe de eg — ceq
d’ordre 3. L’action de a est donnée par :

achg = ho + b ab=b+7¢ a.¢ = ¢ — 3b.
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(b) Ho(K'; No) X Z5BZ/9DZ/3B7Z/3. La partie libre est engendrée par
les classes de hg = eg—weg, hy = ey —beg, ha = eg—b%ey, hs = ey —bwey
et hy = ey — b*weq. Les partie torsion est engendrée par la classe ¢ de
¢ d’ordre 9 et les classes € et d de e et d respectivement, d’ordre 3.
L’action de a est donnée par :

asho = hs ac=c+e
ayhy = hy +7¢ a,d=d — 3¢
a.hy =hy +2¢+d  a,e=¢— 3¢
a*hg :h4—|—5
ahy =hy—c—e
L’action de b est donnée par :
bohi = hy — hy b.d=d+ 3c
bohy=—h, —d—¢ be =¢— 3¢

b*hg - h4 - hl

Démonstration. (a) La suite exacte courte (2.1) induit une suite exacte longue :
0 — Hy(K;Z3) — Ho(K; Ng) — Ho(K;Cy) — Ho(K;Z3) — 0

la premiere homologie de K a coefficients dans C étant nulle puisque Cj est
libre de rang 2 comme K-module. Comme Hy(K;Cy) = Z32 de générateurs
les classes de ey et weg on obtient la valeur des co-invariants cherchée.

Pour calculer I'action de a on utilise 1’égalité suivante :

1- XY =X(1-Y)+1-X (3.1)

ot X et Y sont dans Zs[[G3]].
Par définition on a aey = e et awey = awa™ wtwaey = bwey d’ott

aley — wegy) = eg — awey = ey — bwey = b(eg — wey) + eg — beg

ou on a utilisé (3.1) pour la derniere égalité. Or b € K donc au niveau des

K-co-invariants on obtient
a*ho = h() + b.

De meéme,

ab=cba aep=e
a(eg — beg) = eg — abey = eg — cbaey " =" ey — chey.
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De nouveau, en utilisant 3.1 et en passant au co-invariants (b,c € K ) on
obtient
ab=b+c

D’apres lemme 2.2.4 (b) on a ed = b° mod FyK et donc e = d*b° puisque
€ LK. Or K C [K,K] et d = [b,c] € [K, K] donc il exite un élément
d € [K, K] tel que e = d'b°.Donc

aleg — ceg) = eg — acey =" eg — eceg = g — d'bceg
ce qui en utilisant deux fois ’égalité 3.1 donne
aleg — ceg) = d'b%(eg — ceg) + d'(eg — boeq) + eg — d'eg.

Comme d' € [K, K] la classe ey —d'eq est nulle dans Hy(K'; No) et en utilisant
3.1 on montre que la classe de ey — b%¢; est 6b = —3b d’oll

a,c=7¢—3b

(b) On déduit la valeur de Hy(K'; Ny) de la suite exacte longue in-
duite par 2.2. Comme K’-module Cy est libre de rang 6, donc Hy(K'; Cp)
a 6 générateurs, les classes de : ey, weg, bey, b%eq, bwey et bwey, dou les
générateurs de la partie libre de Hy(K'; Ny).

Comme avant on a :

aeg — weg) = eg — awey = ey — bwey

d'ot -
a*hg = h3

Aussi
a(eg — bweg) = eg — abwey = ey — chawey = c(eg — b*weq) + e — ceg

d'ot -
a,*hg = h4 + C.

Pour calculer I'action de a sur hy on utilise le fait que ahg = hg. Or
37 27 T -
a>hg = ahs = a.hy + a,c
donc il reste a calculer ’action sur ¢ :

a(eg — ceg) = eg — aceyg = ey — ecaey = €y — €Cey
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d’ou en utilisant 3.1 on obtient
a,c=c¢c+e

et donc
CL*h4 = hQ—E—E.

De méme

a(eg — beg) = ey — abeg = eg — cbaey = c(eg — beg) + (eg — cep)

d’ou
Ay hl = hl +c.
Aussi
ab=cba ab=cba be=dcb
aleg—b%eg) = eg—ab®eg =" eg—chbabey =" eg—cbcbaey = eq— cdch*eq

ce qui en utilisant plusieurs fois 3.1 donne
a.hy = hy +2C +d.
Rappelons que d’apres le lemme 2.2.4 (d) on a [a, d] = ¢® mod S° donc
ad = 1°da
oul € [K', K'] donc
aleg — deg) = eg — adeg = e — I daeg
et en utilisant 3.1 on obtient
a,d = d — 3¢.

L’action sur e se calcule de le méme facon en utilisant les lemmes 2.2.4 et
3.1.

Pour calculer I'action de b on procede de la méme maniere :
bleg — weg) = eg — weg — (eg — beg)
donc
b.ho = hs — hy
et pareil pour l'action sur h; et hy. Pour I'action sur hs on utilise de nouveau
le lemme 2.2.4 (b), donc il existe un élément [ € [K', K'] tel que b3 = ld?¢?,

donc
bleg — b%ey) = beg — bey = beg — e + eg — ld*e?eg
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d’ou o o
bihe = —h; —d —e.

Pour 'action sur hy on utilise le fait que b%hy = ho, et l'action sur d et €
s’obtient en utilisant le lemme 2.2.4 et 1’égalité 3.1. O

Soit Oy = Zs[[G3]] ®z,(sp,] X OU X est la représentation de SDyg sur Zs
telle que w et ¢ agissent par multiplication avec -1 et soit e; la classe de 1® 1
dans Cf.

Proposition 3.1.3. Le morphisme 0, : C; — Ny défini par e; — ey — weg
est surjectif.

Démonstration. Montrons que le morphisme est bien défini. Par définition v
fixe eg. Donc eg = ey = woey d'oll deg = wey et aussi ey = ¢2ey = pwey ce
qui donne

gb@l (61) == gbeo — gbweo = W€y — €y = —81 (61) == 81(gz561)

wdi(e1) = weg — wey = weg — eg = —0y(e1) = 01 (wey)

donc le morphisme est bien défini. Ce morphisme est un relevement du mor-
phisme - o
81 . Ho(K, Cl) — H()(K, No), 6_1H ho.

Comme Hy(K; C’l)_est libre de générateurs : ej, ae; et a’e; et ae; — ahg =
ho + b et a’e; — hg + 2b + € le morphisme 0; est surjectif, donc d’apres le
lemme 3.1.1 il en est de méme pour 0. [
3.1.4 Troisieme étape : le morphisme 0, : Cy, — (4

Le morphisme 0y est plus compliqué. On procede de la méme maniere,
donc on commence par une étude au niveau des co-invariants.
Soit N7 le noyau de 0, : C; — Cj. Donc on a une suite exacte courte :

0—- N —Cy —Ny— 0
Lemme 3.1.4. H,(K;Ny) = 0.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du lemme 2.2.6 (c) et de
la suite exacte courte 3.1.2. [l

On montre de la méme fagon :

Lemme 3.1.5. H,(K’; Ny) = 0.
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On obtient donc un diagramme commutatif

0 — Ho(K''Ni) — Ho(K';C1) — Ho(K'sNo) — 0

| ! l
0 — Hy(K;N;) — Hy(K;C;) — Hy(K;Ny) — 0
| l |

HO(SQI;Nl) — HO(SQI,Cl) I Ho(S%,No) — 0

La proposition suivante montre que Hy(K'; N7) est engendré par la classe
de g1 = 3(a—1)e; en tant que module sur le groupe < a >. Or g; n’appartient
pas a Ni. Donc il faut trouver un élément dans N; qui a la méme classe que
g1 et dont le SDig-module qu’il engendre est isomorphe a y. Comme SDqq
n’agit pas sur Ho(K; Ny) il est tres difficile de trouver un tel élément.

On choisit donc d’étudier les co-invariants par rapport a Si. De nouveau
on a besoin de connaitre Paction de SDyg sur Hy(Ss; Ny). La proposition
suivante montre aussi que le morphisme Hy(S;; Ni) — Hp(S;;C4) est nul,
donc on ne peut pas utiliser un calcul de 'action sur Hy(S3;C1).

Pour ceci on utilise le groupe K’ et donc le diagramme ci-dessus. On
calcule d’abord 'action de SDig sur Ho(K';C1), et donc sur Ho(K’; Ny)
puisque le morphisme Hy(K'; N1) — Ho(K'; C1) est injectif. Puis on obtient
laction sur Hy(Sa; Ny). A priori on pourrait choisir de ne travailler qu’avec
le groupe K’, mais il est plus facile de controler les S co-invariants.

Proposition 3.1.6.
(a) Ho(K; Ny) = Z2% et comme sous-module de Hy(K; C) il est engendré
par les classes de

g1 =3(a—1)%; et go =9(a — 1)e;.
L’action de a est donnée par :
asxg1 = —2q1 — a2, Qg2 = 391 + g2
(b) On a des isomorphismes de SDig-sous-modules de Ho(K'; Ch)
< a’bey + aeq + a’eq + ab’eq >=2< a?b®ey + bey + bPeq + abe; >22 y
La classe f de
f = —2(a’be; + ae; + a’ey +ab’ey) +dey + (a®b®e; + bey + bPe; + abey)

est dans le noyau de Hy(K'; Cy) — Ho(K'; Ny), son image dans Hy(K; Cy)
est —(g1 + G2)-
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(c) Ho(S3; N1) = Z/3 engendré par la classe Ty d’un élément ny € Ny
tels que

w*ﬁl = —N

et
Omy = —My

Démonstration. (a) On déduit les valeurs des co-invariants a partir de la
suite exacte longue induite par la suite exacte courte 3.1.2. Comme Z3[[K]]-
module C est libre de rang 3, le groupe Hy(K; C}) a donc trois générateurs :
e1, ae; et a’e;. On a :

Oi(er) = ho,  Oi(aer) =ho+b, Bi(a’er) =ho+2b+C.

Donc 9;(9(ae; —e1)) =9b =0 et 0;(3(a — 1)%¢;) = 3¢ = 0.
(b) On a les suites exactes courtes

1 — K — Sy —(2/3)*—1

et

On déduit que
Hy(K'; C1) = Zs g,k OLs[[G3)] @za(5D16) X = Z3[G3/ K') @z4(5D16] X

Mais G}/K’ = (Z3/3)* x SDys ot le produit semi-direct est déterminé par
I’action de conjugaison de w et ¢ sur a et b. Donc

Hy(K';Cy) = x Tg'zléizQNSDw
et on en déduit que dans Hy(K'; C) on a

b (abe; + aey + a’e; + ab®e;) = w,(a’be; + aey + a’e; + ab’eq)
= —(a*be; + aey + a’e; + ab?e)

et aussi

b.(a®bPe; + bey + b%ey + abey) = w.(a’bPe; + bey + b%ey + abey)
= —(a®V?e; + bey + bPe; + abe,)

d’ou les isomorphismes. L’image de e; par le morphisme Hy(K';C;) —
Ho(K'; Ny), induit par 0y, est hg. On obtient les images des autres générateurs
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de Hy(K'; C}) a partir des formules de 'action de a et b données dans la pro-
position 3.1.2 (b).

er — hy aey — hs
aley, +— hy+¢e be;, — hs—hy
abe;, — hys—hy ab®e; +— hy—hy—3¢—¢—d
b2€1 = h4 - hg CL2b61 — ho — hl —2c—c¢e
a’b’e; +— hy—ho+c—e+d

et on verfie que f +— 0.

(c) I suffit de quotienter H(K; Ny) par l'action de a. Les éléments g, et
go n'appartiennent pas a N; mais il existe des éléments n; et ny de Ny qui
ont la méme classe dans Hy(K; C}) que g1 et go. L'injectivité du morphisme

Hy(K; Ni) — Ho(K;Ch)
permet, en utilisant (a), de conclure que
a,m = —2n1 — Ny

Ny = 3n1 + Ng

ol Ty et Ty sont les classes de ny et ny dans Hy(K; N7). Donc si on note 7y
et Ty les classes de n; et ny dans Hy(Ss; Np) on a

ny = a,n] = —2n1 — Ny
donc
3N, = ns.
De méme
Ny = a,Ny = 3Ny + Ny
donc
i =ny=0

d’ott la valeur de Hy(S3; Ny).
Notons ¢ 'inclusion N; — C. Le morphisme i, : Ho(K'; Ny) — Ho(K'; CY)
étant injectif on déduit 'existence d’un élément f’ € N tel que

Z*? = 7 S Ho(K/; 01)
La classe de f dans Ho(K';Cy) est —(g1 + 2) (parce que b = 1) donc de
I'injectivité de Ho(K; N1) — Ho(K;Cy) on déduit que la classe de f’ dans
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Hy(K; Ny) est —(n1+73) et donc —7iy dans Hy(S5; Np). Le diagramme suivant
résume ces relations

o= f
l !
—ni—N2 — —g1—G2
| !
De (b) on déduit que B B B
¢:(f) =wif =—f
d’ott laction sur f’ et par le diagramme précédent 'action sur ;. O

Soit 02 = Ol = Zg[[G%H ®Zg[SD16] X et eg = 1®1e 02. Le SD16—m0dule
engendré par I'élément n; € N; n’est pas forcement isomorphe a x. Dans la
proposition suivante on construit un élément n} qui a la méme classe que n;
dans Hy(S3; N1) et tel que wn) = ¢n) = —n/.

Proposition 3.1.7. Soit
! -1
=12 D xlg glm).
g€SD16

Le morphisme
. /
82 . OQ —>01,62 (2]

est bien défini et surjectif.

Démonstration. Le morphisme est bien défini, et le morphisme induit

est surjectif donc le résultat suit du lemme 3.1.1. O]

3.2 Une formule pour n;

L’élément n; a la méme classe de K-co-invariants que g; = 3(a—1)?%¢;. La
stratégie est la suivante : on cherche des images réciproques des générateurs
de Ny, et on exprime 'image d'un élément de méme classe que g; a l'aide de
ses générateurs et en faisant la bonne combinaison linéaire on obtient n;.

On a

O((a—1e) = (a—1)(1 —w)ey = —awey + weg
= —bwey+wey =—(1 —b)(1 —w)eg+ (1 —b)eg

donc en rajoutant (1 — b)e; a (a — 1)e; on obtient une image réciproque de
(1 —b)eg. Donc on a le lemme suivant
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Lemme 3.2.1. Soit

Alors

O

L’élément [; a la méme classe de K-co-invariants que (a — 1)e; et donc
I'élément (a — 1)I; a la méme que (a — 1)2e;. Le calcul suivant

h((a—Dl) = (a—1)(1—=b)eg = —abey + beg = —cbaey + begy
= (1—c)beg=—(1—=c)(1 =b)eg+ (1 —c)eg

montre qu’en rajoutant (1 —¢)l; & (a — 1)l; on obtient une image réciproque
de (1 — ¢)eg, d’ou
Lemme 3.2.2. Soit

lo .= (a—c)(a—Db)e.

Alors
01(12) = (1 — 6)60.

O
L’élément 5 a la méme classe de K-co-invariants que (a — 1)2e;.
Lemme 3.2.3. Soit
I3 := 3cly + (1 — ¢)°ls.
Alors
31(l3) = (1 - 03>60.
O

Puisque ¢ € K T'élément I3 a la méme classe que g;.

Proposition 3.2.4. [l existe des éléments x et y dans I K tels que

ny =3 —xly — ylo
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Démonstration. D’aprés le lemme 2.2.4 (a) on a ¢® = 1 dans H,(K; Z3) donc

& € K, K. L’égalité suivante
1-[X,V]=XY (1-YHl-X"H-1-XH1-Y")) (3.2

montre que 1 — ¢® est dans IK?. Donc il existe des éléments z et y de IK

tels que
1—-=z(1-b)+y(l—rc) (3.3)

d’olt en utilisant les trois lemmes précédents
al(lg — l’ll — ylg) = 0.

Puisque z et y sont dans I K 'élément 3 — xl; — yly a la méme classe de
K-co-invariants que [3 donc que gy, c¢’est-a-dire on peut prendre pour

ny = l3 — fl?ll — yZQ
[

Donc il reste a déterminer x et y. Dans le chapitre 7 on donnera une
approximation de ces éléments.
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Chapitre 4

L’action de Gy sur Fjy,/3

L’action de Gy sur W{[uy]][u®'] est tres difficile & décrire explicitement.
Devinatz et Hopkins [4] I'ont décrit sur 1'algebre enveloppante & puissances
divisées de W [[u;]][u*!] apres un changement de coordonnées qui lui méme est
assez technique. Ici on donne une méthode plus élémentaire pour déterminer
l'action sur Es, /3. Il se trouve que pour nos calculs on a besoin de connaitre
do(u¥) modulo uf™3. L’analyse de J, montrera que pour ceci il suffit de
connaitre 1'action de a et b sur u; modulo u!, 'action de ¢ modulo ui? et
l'action de d modulo uil.

4.1 Meéthode de calcul de ’action

[’anneau universel des lois de groupes formels p-typiques est
BP* = Z(p) [Ul, Vo, .. ]
et E,, devient une B P,-algebre via ’application

wul™? i<n
r(v;)) =< u™?  i=n
0 1>n
Les générateurs (de Araki) v; sont liés par la formule (dans BP, ® Q) [19]
[Appendix 2]

=D Al (4.1)

0<i<k

avec \g = 1 et le logarithme de la loi universelle sur BP, est donné par

lOgFuniv (‘1.) =z + Z )\i'xpi
=1

31



et sa p-série

Funiv 7

=0
Soit H,, la loi de Honda p-typique de p-série :

n

[P, (z) = 2"

La loi F,, définie sur (E, )¢ par F,(z,y) = v 'r,Fu.(uz, uy) est p-typique
de p-série :

P, () = pr +5, wa® +5, -+, A2 A, 2P

D’apres la théorie de Lubin-Tate c¢’est une déformation universelle de H,,

Lemme 4.1.1.
_ 1, 3 (1 1,4\.9 27
ogr (@) = =t §u1$3 N (1§ ;‘5§U1)4x 3 777wd T w 4y,.9 11
erpry(r) = T — 3w’ + guir’ — guir’ + (—3 + grup)r’ mod x

Démonstration. D’apres la formule 4.1 pour p = 3 on obtient

v
)\1231

et

(%) Uil

3 9°

On obtient la formule du logarithme a partir de 1’égalité

)\2:

A partir de ces formules on peut retrouver Fy [10] :
Lemme 4.1.2.

Ttmy = z+y—u(zy®+ 2%y) + i (ay* + z'y) — wi(azy® + 25)
—ui(2Py* + 2ty?) — (2390 + 2%%) + ui(2z'y® + 2°y*) mod (3,deg11)

Démonstration. On utilise la formule

x +p, y = expr, (logg, (x) + logr, (v)).
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Soit g un élément de S,,. On a une composition d’isomorphismes de lois
de groupes formels :

hg:g*FnﬁﬁiFn

le premier étant le x-isomorphisme et le deuxieme un relevement de g. La loi
F' est définie par :

F(z,y) =5 ' (F.g(), 3(v))
D’apres [19] [Appendix 2| on peut écrire

hy(x) = Fti(g)a”

i>0

pour des fonctions uniques continues
ti Sy — Wr, [[ug, - up ] -

Pour calculer g,u; on utilise I’équation :

he([Plg. 7. () = [Plr, (hy(2))

S Bti(9) (Wlor, (@) = DlF, (Z F"tz‘(g)xpi> :

i>0 i>0

1.e.

4.2 Casn=2et p=3

Dans cette partie on donne une formule de I'action de G sur Fo[[us]].
Donc tous les calculs qui suivent sont modulo 3.

Soit .

2
Py(x) := Zthi(g) <9*u15€3 +g.Fn a’ )
>0
et
3 32
Pa(z) = w (Z thi(9)$3l> +F, (Z Fnti(9)531>
>0 >0

I'expression a gauche (respectivement a droite) de 1’égalité ci-dessus, donc

P,(x) = Py(x) . (4.2)

La formule de l'action de G s’obtient & partir de 4.2 en comparant les
coefficients de x des deux cotés. Pour ceci on introduit la notation suivante :
si

fx) = fo+ fiw+ for? -+ fiz' +- -
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avec f; € Fy alors
C(f(x),k) := fr = le coefficient de z* .
Puisqu’on travaille modulo 3 on a
C(f(x)*,3k) = C(f(x). k)* .

Lemme 4.2.1.
gy = ultg .

Démonstration. De 1’égalité 4.2 on obtient
C(Py(x),3) = C(Pulx),3).
Puisque [pl,. 5, (2) C (2)? on a
C(P,(x),3) = Cl(togaurx®,3) = togaus.
De méme hy(z) C (z) donc
C(Py(x),3) = Clurhy(z)?,3) = w1 C(hy(2),1)* = uyt}

donc
tog*ul = ultg

d’ou le lemme.

Donc pour déterminer I'action sur u; il suffit de calculer t,.

Lemme 4.2.2.
to + ujt ity =ty + urt; .

Démonstration. On utilise I’égalité

C(Pg<l’>, 9) = O(to[p]g*Fb (ZE) TR tl[p]g*Fz (‘r)?)? 9)
= C(tolply. r,(2),9) + C(t1[plg, 1, (), 9)
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puisque [pl,. 1, (2)? C (2)?. Comme C(to[ply.r,(7),9) = to et
C(ti[plg.r (%), 9) = t1C(geusa®, 3)° = t,C(ustia®, 3)° = tyuit]

on obtient
C(Py(x),9) =to + u?tltg.

De méme

C(Py(x),9) = Clurhy(z)* +p, hy(2)”,9)
= wC(hy(),3)* + C(hy(2),1)? = ust} + t3

d’ou le résultat. OJ
Lemme 4.2.3.

4, 48 742413 _ 49 3 241843 31946 9

Démonstration. Cette fois on utilise
C(Py(x),27) = C(Pa(x),27).
On a

C(Pg<m)7 27) = C(tO[p]g*Fg (I) +r tl[p]g*Fz (13)3 TR t2[p]g*F2 (x)ga 27)
= C(to[p]g*F2 (I) +mt [p]g*Fz (‘T>37 27) + C(t2 [p]g*Fz (x)gv 27)
= Cl(to[plg.rm () +r, usta® 27) + 1 + tyulty®

puisque [py.r(2)* C (x)°. Maintenant on utilise la formule de Fy(z,y) du
lemme 4.1.2, les mondmes qui contribuent au coefficient modulo u{ sont
—uxy?, uz’y et —u:{’xGy.

C(to[p]g*Fz (J?) +r tlu?tgxgﬂ 27) - C(to[p}g*Fz (.I), 27)
—uy (C(to[plg. (), 9) ity + Clto[ply. m, (), 9)*t1uit])
—uiC(to[plg. m (z), 3)°t1uity

Mais C'(to[plg.r (2),27) = C(tourtiz® +4.r, 2°,27) = 0 mod u] puisque le
seul terme de g,Fy(x,y) qui contribue est —u3x%y. On obtient donc

C(to[plg.m(z) +r, tlui’tg:vg, 27) = —ultot%u?téz — ultgtlu:{’tg mod u}
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d’ou I'expression de C(F,(z),27). On a

C(Py(x),27) = Clui(tor +p t12° +p, t22°)° 45, (tox +5, 12°)%,27)
= C(u1 (tox +F2 tll'g)g —|—F2 tgilfg, 27) + Ultg + tgl)

Or
C(Ul (tol’ +F2 t1I3)3 +F2 tgl‘g, 27) = C(Ul(tol’ +F2 t1$3)3, 27)
—U1 (C(Ul (tin +F2 tll'g)g, g)tég + C(Ul (to.ﬁE +F2 t11’3)3, 9>2t3>
—wiC(uy (tor +p, t12°)%, 3)%8]

et

Cluy(tox +5, t123)3,27) = w1 C(tor +5, 123,9)% = —uy (udtit;)® = 0 mod u
O(Ul (t0$ +F2 t1$3)3, 9) = ulC(tox +F2 t1£(33, 3)3 = ulti‘

donc
C(uy (tox +p, 17%)? +5, 1927, 27) = —udt 33 — wt3t® mod uf

d’ou le résultat.
O]

Pour un élément g = go + ¢1.5 + ¢25? + ¢35 mod S* on g; € W avec
g’ =giona
ti(g) = gi + gnuy + giui + - -

Dans les cas qui nous intéressent gy = 1, ce qu’on suppose dans la suite.

Proposition 4.2.4.
(a) Soit g =1+ g1S + g25% mod S®
(i) to =1+ giur — grui + (92 — g3)ui + giud + (g7 + g7)uf mod uj
(ii) geur = uy + D, \iuj avec

Ay = —9{)
A3 = g?
A = ¢

As = g1+ — 9
X = gi(95—g2—1)
A = g?

(b) Soit g =1+ g25S% + 935 mod S*
(1) to =t + uity mod u?
(ii) to = 1+ (g2 — g3)ui — gsui + (g2 — g3)uf mod uy”
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(1) gaur = uy + Y ,0q AUl avec

A = M=M= X=A=0

As = —Go

As = 03

No = —G2tgitgsitgstgs
/\10 - 0

Démonstration. (a) (i) A partir du lemme 4.2.2 on obtient :

gi)’ = Jo1,
0 = goz,
0 = go3+41,
g = goa+ g,
0 = gos+ 912

0 = gos— 91960 + 913

et a partir de 4.2.3 :

93 = g1,
—gif = 012
—9Y = i3

et la valeur de ty suit. (ii) est une conséquence de (i) et du lemme 4.2.1. (b)
(i) On utilise 1'égalité

C(P,(x),81) = C(Py(x),81).

On a
C(Py(x),81) =
= C(to[plg.r, (%) +r, 1[Plg. s ()° + 5, ta[plg. 1 (2)7 +r, ta[plg. iy ()77, 81)
= C(to[plg. s> () +5 11 [plg.r> () + 1, ta[pl g, ()%, 81) mod uf”
= CO(tolplg, . (x) +r, t1[plg r, (2)°, 81) + ty mod uf
= O(to(uitga® +,. 5, °) +5, 12, 81) + 5 mod u}
= C(tox® +p, t1277,81) + t5 mod u?
= t, mod uj

ou on a (*) parce que pour avoir une puissance de z divisible par 9 dans
to[plg.r,(z) on doit avoir une puissance de touitiz® (venant de g.Fy(x,vy))
divisible par 3, ce qui donne zéro modulo u3 et on a (**) du au lemme 4.1.2.
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De méme

C(Pa(x),81) =

(ur(tox +p, 12° 45, tox” +p, t32°7)° +5, (tox +5, 012° +5, t22”)?,81)
(uy (tox +p, t12° + 5, t22”)° + 5, (o +5, 12%)?,81) + wyt3 + 1)
(u1(tox +p, tax”)® 45, t2”, 81) + uyts + t mod uf

Il
Q Q Q

parce que t; = 0 mod u;. Or
C(uy (tox +r, t2”)? + g, tgxg, 81) = C(uy(tox +p, t2x9)3, 81) mod uf

et
C’(u1 (to[E ‘|’F2 t2$9)3, 81) = ulC(tox —|—F2 thUg, 27)3.

Le coefficient de 2" dans tox +p, t,2° provient d’'un monéme de la forme
(tox) 8 (t22”)! ou (toz)?(t2x”)? et d’apres le lemme 4.2.5 modulo u; la série
Fy(x,y) n’a pas de tels monomes.

(i) Les valeurs des coefficients go; pour ¢ < 6 sont une conséquence de
(a) ). \

Il reste donc a déterminer go7, gos €t gog. A partir de I'équation 4.2.2 on
obtient :

9l = gor + 914 — 911G,
0 = gos+ 915 — 91200
gy = Yoo — G139 + Gi6
et a partir de I’équation 4.2.3 :

95’1 = G4,
-t = —g9u+ 915
0 = 911901 — 912 + Gi6

ce qui donne :

gor = —9s;
gos = 92— G5
goo = 0
d’ou le résultat.
(iii) est une conséquence de (ii) et du lemme 4.2.1 O

Dans la preuve de (b) de la proposition 4.2.4 on utilise le résultat suivant.

Lemme 4.2.5.

r4my=c+y+ > Pu(r,y) mod (3,u)
=1
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ot les Pgiy1 sont des polynémes homogénes de degré 8i+ 1 sans termes x®+!

et St

Démonstration. La loi Fy,;, est a coefficients dans Z,) [v1, v, ...]. Puisque
r(vy) = uiu=? = 0 mod u, la série Fy(x,y) modulo u; n’a que des coefficients
r(vg)t = u™8 . Or Fy(x,y) est en degré 0 donc pour que u™'r(vy) (uz)*(uy)?
soit en degré zéro il faut et il suffit que —1—8i+k+t = 0 donc k+t = 8+ 1.
Donc modulo u; la série Fy(z,y) n’a que des monomes de la forme az*yt avec
k+t=8+1et a € F3, d'ou le résultat. O

On utilise la base 1, i de Fg comme F3-module. A partir de la proposition
4.2.4 on obtient les formules suivantes pour I'action sur u; :

Proposition 4.2.6.

aar = w4 (i = D)ud +iud + (14 d)ul — o + (i — 1)ud mod u]
boar =+ ud -t (10 + (14 i)uf mod uf

cur = w+i] — (1+d)uf + (i — 1)u] mod u;'

doay, = uy —iud mod uyt
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Chapitre 5

Premiere application : sur la
suite spectrale qui converge

vers H*(G3: Fy,/3)

Dans la premiere partie de ce chapitre on construit une suite spectrale
a partir de la résolution GHMR, qui converge vers H*(GL; M) pour un G3-
module M. La premicre application est sur la cohomologie de G3 & coefficients
dans F»,./3 et la deuxiéme (chapitre 6) pour le calcul du groupe de Picard
de Hopkins.

5.1 La suite spectrale E

Puisque la résolution GHMR est par des modules de permutations (éven-
tuellement tordus) et pas par des modules projectifs on ne peut pas l'utiliser
directement pour un calcul de cohomologie. Par contre, on peut prolonger la
résolution en un double complexe de modules projectifs et obtenir une suite
spectrale qui converge vers la cohomologie voulue.

Proposition 5.1.1. [l existe un double complexe Bo, :

| | ! !
Bo,1 — 31,1 — 32,1 — B3,1
| | | |
Bo,o — Bl,o — 32,0 — Bg,o
| | ! !
o1 92 93

C() — Cl — CQ — 03

tel que totBe s — Z3 est une résolution projective du Gy-module trivial Zs.
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Démonstration. On peut prendre pour B; o la résolution induite par la résolution
bar de C;. La fonctorialité de la résolution bar assure les propriétés de double
complexe. O]

Une conséquence en est le résultat suivant :
Proposition 5.1.2. Soit M un G-module. On a une suite spectrale
s,t . s .
Eg' = Homey (B, M) = H*(Gl M),

De plus,
EY" = EY* = Eaty, (Zs; M)
E'l12 = El2Z =0 pour i >0

Démonstration. L’existence de la suite spectrale est un résultat classique
de I’homologie algébrique. Les valeurs des termes de la premiere page de la
suite spectrale se montrent par un argument de lemme de Shapiro. Le dernier
résultat et di au fait que les modules C; et Cy sont induits par des modules
projectifs. m

5.2 Calcul de E,"

Rappelons que le spectre de Moore pour le premier p est défini par la

cofibration
S5 S —Vv(0)

et que pour p =3 on a
Er.V(0) = Fol[ua]][u, u™']

qu’on notera simplement FEs, /3.
On peut trouver le calcul des Gos-invariants dans [6]. On a un isomor-
phisme d’anneaux gradués :

H°(Gas; Eni/3) = Falv, A" = (Ea, /3)9
olt la complétion est par rapport a I'idéal (v$A~1). On rappelle que
V] = uﬂf2

est Gi-invariant modulo 3. Ainsi |v;| =4 . D’apres [7] on peut prendre :

2
A=

(ua,uau)t
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donc |A| = 24.
Les S Djg-invariants tordus sont plus faciles a calculer, ’action de w étant
[11] [Lemme 22] :
Wil = wiuy et wou = wu

On rappelle que
8

Vg =1U °.
On obtient :

Lemme 5.2.1. On a un isomorphisme de F3[[v1]]-modules
Extyp,, (% Fa./3) = 0?0 *Falvy, v5]" =1 (B, /3)%P1e)
ot la complétion est par rapport a lidéal (vivy ).

Démonstration. On a

wouSu’ = wuluT?u T = TR = WPy e
donc w,uduf = —ugu? si et seulement si 3+ 2o = 4 mod 8. De méme
poruu’ = —vusu’
si et seulement si ¢p(v) = —v ie. v € WF3 O

Les formules pour 'action de a sur u; et u permettent de calculer A :

Lemme 5.2.2.

AF = W1+ 2wu? + uf)u? mod uS.
5.2.1 Etude de la différentielle £ — £

A Taide du lemme précédent on peut calculer 'image du morphisme 0;.
Rappelons que 9; envoie e; sur ey — wey et que le morphisme n’est pas mul-
tiplicatif. Donc on a besoin de donner I'image de toutes les puissances de

A.

Proposition 5.2.3. Soit | € Z non divisible par 3. Alors on a :

(A} { (=) w2 vt 1 4 Potuy ! mod u§  si 1 =2k +1;
1 pu—

1
(=1 kw2 lv2esk! mod u$ si | =2k
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Démonstration. Les calculs qui suivent sont modulo u$. D’apres le lemme 5.2
on a:

[
Al = W0 (1 — w?u? + uh)u™? = V(1 — Wu? + (1 - <2> Juf)u™

mais [ — (;) = 2 mod 3, donc
w A = (=)W (1 — Wtlu? + Puf)u™?
et donc
(A =W (1 — (-1 = (1 + (=DHo?lu? + (1 — (=1)HPu)u™

d’ou le résultat pour [ > 0. On procede de la méme maniere pour les autres
cas. O

Puisque les modules sont a coefficients dans g on a

Lemme 5.2.4. Soit [ = 3"l' ou I' n’est pas divisible par 3. Alors

Oi(AY) = (0 (A"))*"

Pour les propositions suivantes on aura besoin du lemme suivant

Lemme 5.2.5. Soit

A = {1+42Bk+1)keZ}

Ay = {1+42-3"(3k—1)jn € N,k ¢ 37}
By = {1423 (3k+1)[neN,ke 7}
By = {1+2-3"(9% +8)[neN,keZ}

Alors les ensembles {1}, Ay, Ay, By et By forment une partition de 27 + 1

Démonstration. 1l est clair que les intersections deux a deux des ensembles
sont vides. Puisque 9k +8 = 9(k + 1) — 1 = 3k’ — 1 avec ¥’ = 3(k + 1) on
voit que Ay U By ={1+2-3"(3k—1)In € Nk € Z}. O

Dans la proposition suivante on construit des générateurs b; de (Fs, /3)5P160)
tels que b; est dans I'image de 0 sil € A; U As.
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Proposition 5.2.6. Pour tout entier k il existe des éléments
bogr1 € (Eay/3) P00

et _
Ay € (Es,/3)%

tels que

(a) N N
A = AF mod v et |Ay] = 24k

On a un isomorphisme de Fs[vy]-modules gradués profinis

HF3[U1]{£I¢} > (F,, /3)5

kEZ

(b)

bops1 = wzvé/ﬂk mod v} et |bopyy| = 8(2k + 1)

On a un isomorphisme de F3[vi]-modules gradués profinis

H F3[U1]{bgk+1} =~ (EQ*/?))SDlG(X)

keZ

(¢) Le morphisme 0y est Folv|-linéaire continue et

_ ba+2n(3k+l) st =2k +1
81 (Al) = U1~3 _2bl+2-3"(3k71) st 1=2-3"k
0 st =0

Démonstration. (a) On pose Ao := 1. Soit k € Z non divisible par 3, on pose
Azk = A%
A partir de la proposition 5.2.3 on obtient
al(AZSk) — (_1)3kw623k3vgsv;/2+3(3k—1)+1 = (_1)3kw2kv%;/2+3(3k—1)+1 mod v’®
et
al(A2(3k71)+1) = (—1)% 1+ (1 + U%U51)05/2+3(3k—1)+1 mod v .
On en déduit que

Oy (AZPF — fS A2CR=DFL) = (1321000 2FRD) 04 12
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On pose :
R 1= AZ3 _ S A2GR- D41

Par récurrence (sur n) on a
01 (Aggng) = —k(—1)3nkw2vf'gn’%;/%gn(%*l) mod v}
d’on
81(82.3%)3 = —k(—1)3n+1kw6vf(4'3n_2)U;/2+3n+1(3k_1)+1 mod vf'3"+l
et
81(A2~3”(3k71)+1) — (_1)3"(3k71)+1w2(1 + U?U51)U;/Q+3”+1(3k71)+1 mod v?.

()n p()Se :
~ ~ 3(4.37—2 an _
Ag‘gn-‘—lk = A32‘3”k: - kvl( )AZ 3 (3k 1) l.

Pour les indices impairs on a la définition suivante

A o A2k+1
AQk-‘rl — A 5

Donc pour tout k& € Z on a définit
Ay, = A" mod v}

et on obtient 'isomorphisme de la proposition.
(b) La définition pour b; qui suit est suffisante pour la proposition. Mais
dans la section 5.2.4 on fera une modification. Soit

by = w?u?

et
b1+2(3k+1) =0 ((—1)k+1A2k+1) .

D’apres la proposition précédente on a :
bit2(3k+1) = wQU%/%(?’kH) mod vf
Soit k non divisible par 3. On a
A1 (Do) = (=1 kw?v?vs 203! mod v
donc 9y (Agy) est divisible par v2. On définit
biio@k—1) = UfZal(k(_l)kHZ%)
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et
bi1123(3k—1) = 07 00, (k(—1)" 1A, 3k)

4.3+

Par construction 81(A2 gn+1) est divisible par v; 2 on définit donc

—(4.3n+1_
bl+2-3"+1(3k71) = ’Ul( 3 2)81<k<—1)k+1A2,3n+1k) .

Remarquons que les facteurs k(—1)F qu’on a rajouté sont tels que les
congruences de (b) soient satisfaites.
On a construit des b; pour [ € A; U Ay U 1, donc il reste a construire les
b, pour | € By U By. Pour un tel [ on pourrait prendre b, = w%é/zﬂl_lw.
Mais on donne une construction plus compliquée, qui est liée a la proposition
5.2.8. Soit | € By avecn = 0. Alors [ = 14+2-3(3k+1) = 18k + 7. On définit
alors
- u)21);/2+3(3k+1)_

Pour n > 0 supposons b 9.3n+1(3k41) déja défini. Alors

biyognt1(3k41) = wQUl/HSRH(%H) mod vil
donc ,
bi’+2~3n+1(3k+1) = _W2U;/2+3n+ CH U mod Uy
Mais

b1+2.(3n+2(3k+1)+1) _ 81((_1)3”“(3k+1)+1A1+2-3"+1(3k+1))

2 1/2+43"+2(3k+1)+1
= w, (1

+ vivy ') mod v
Donc la somme
b1+2 gn+1(3k41) T D142 (3042 (3k+1)+1)

est divisible par v{. On définit alors

.4 3
bl+2~3n+2(3k+1) =0 (b1+2(3n+2(3k+1)+1 + b1+2-3n+1(3k+1)) :

Pour [ € By on procede de la méme maniere. Si n = 0 alors [ = 18k + 17 et

on définit
Dighinr : _wz 1/2+(9k+8)

et de facon récursive
b + = 4(b + + b3 )
142-37+1(9k48) - = V1 \V142(37+1(9k+8)3+1) 142:37(9k+8)/ -

Par construction, les éléments b; pour [ € B;UB, sont dans (s, /3)5P1600,
Maintenant (c) est une conséquence de la définition des générateurs. [

Corollaire 5.2.7. L’image de 0, est le sous-F3[vi|-module

H Fso1]{v]™" "?biyasn@ro)} ¥ H]Fs [v1{b112(384+1) }

n€eN,kEZ\3Z keZ
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5.2.2 Etude de la différentielle E;" — E>°

Proposition 5.2.8. Pour tout entier k il existe des éléments
Cok+1 € (Ez*/3)SD16(X)

tels que :
(a) On a

Coni1 = W0y mod v et |cgpia| = 8(2k + 1)

et un isomorphisme de F3[vi]-modules gradués profinis

[T Fslvi{ci} = (B./3)571)

1€27+1

(b) Le morphisme Oy est donné par :

U%‘3n+1+263n+1(6k+1) si = 3n+1 (31{7 + 1)

pi03 200, si 1 =3"(9 +8
82(b1+2l) = 01 3" (18 +11) i | = 3]€(—|— 1 )
0 si 1=3"(3k—1)

Démonstration. D’apres Prop 7.2.14 on a

— 2.8 1/2+(1+9%) 12
o (b1gar) = wvin, mod v;~.

Soit
-8
Cigk+3 := Uy Oz (bigri7).
On construit les autres éléments par récurrence : d’apres la proposition
précédente

bl+2-3"+2(3k+1) - U1_4(b1+2(3n+2(3k+1)+1) + b?+2.3n+1(3k+1)>

donce

4 3 4 3(2:3"t142) 3
82(b1+2~3n+2(3k+1)) =Y a2(b1+2~3n+1(3k+1)) =U Y Can+1(6k+1)

parce que by yasnt2(3p41)41) est dans le noyau de d;. On définit alors

3
C3”+2(6k)+1) = CS”‘H(Gk—‘rl)

et donc

_ —4+43(2:3"1142) _ ..2:37t249
82(b1+2,3n+2(3k+1)) =V 63"+2(6k+1) =V C3n+2(6k+1) .
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La construction des éléments czn(1s5411) se fait de la méme facon i.e.
12 18k+17
C18k+11 ‘= Uq Oy (b )

et
_ .3
C3n+1(18k+11) = Can(18k+11) -

Pour tout les autres [ qui ne sont pas de cette forme on pose

¢ = u)21};/%(1 1)/2
Les b1+2(3k+1) sont dans 'image de 0; donc dans le noyau de 0. Il en est de
meme pour v; 43" bl+2 3n(3k—1)- Puisque Jy est vi-linéaire les by 9.3n(3,—1) sont

aussi dans le noyau de 0».
m

5.2.3 La suite spectrale £’

Dans la Proposition 5.2.6 on a choisi b; = w?u~*. Dans cette partie on
construit un nouveau générateur b; tel que dy(by) = 0. Pour ceci on va
construire une nouvelle suite spectrale, dont 'un des avantages est que la
résolution du Gog-module trivial Zs est plus petite que la résolution bar, et
les différentielles dont on a besoin sont plus facile a expliciter.

On commence par une résolution de Zs en tant que G4 module trivial.
Rappelons que le sous-groupe engendré par t et 1 est isomorphe a (Jg. On
note M Tg;‘* le Go4-module induit par le QQg-module M.

Proposition 5.2.9. Soit X la représentation de Qg telle que t agit par mul-
tiplication par —1 et 1 comme ['identité. Le complexe Py, — Z3 défini par

a2—a G a+a +1 Gon@2—a —  Goyl +a+1 Gosa’—a G
1T 24 ]_T 24¢ —¢ T 24 T 24¢ —9 TQ? Zg

est une résolution projective 4-périodique du Gog-module trivial Zs .

Démonstration. La présence du caractere Y est du a 'action de ¢ sur (a*—a)ég

ou eq est le générateur de Fy. En effet,
t(a®> — a)ey = (at — a*t)éy = (a — a®)éy = —(a — a*)éy.

Les modules sont projectifs parce que 'ordre de Q)g est premier a 3. Les
autres propriétés sont faciles a vérifier. O
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Proposition 5.2.10. [] existe un double complexe

! !
P(;,z — P1/,2
! !
By = G
! !
P(;,O — Cl

noté Py, ou I, est la résolution induite par la résolution de la Prop 5.2.10.
Le morphisme Cy — C4 est le morphisme Oy et le morphisme C; — Pé,o est
donné par ey — ey —wey. De plus, tot Py , — Z3 est une résolution projective
du Gi-module trivial Zs.

Démonstration. Dans le diagramme suivant

Po — ¢
! l
Py — G
! l
Pé,O — Cl
| l

0 « Zs «— Cy «— Ny «— 0

Fy . est la résolution induite par la résolution de la Prop 5.2.9. La deuxieme
colonne est une résolution projective de Ny puisque les modules C et Cy
sont projectifs. Les morphismes horizontaux existent parce que les modules
Cy, Cy et Pj; pour i > 1 sont projectifs. Le morphisme Cy — Fj, est donné
par e; — €y — wey. O

Proposition 5.2.11. Pour tout Gi-module M il existe une suite spectrale
qui converge vers H*(G}; M) telle que

By’ =B = Ewt%g[SDlg](X; M),

Eio’* = H*(G24, M)

et A
EJ* =0 pouri > 1.

Démonstration. La suite spectrale est celle associée au complexe P!,. Les

[N}

autres résultats se montrent avec le lemme de Shapiro. O]
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5.2.4 Modification de b,

La suite exacte courte
1 — By, =5 By — By /3 — 1
induit un morphisme connectant
H°(Gy; Bsi/3) — H'(Gy; En.)
est on note I'image de v; par a. L’homomorphisme croisé

g«U1 — U1

Gy — Fy.:g— 3

est un cycle permanent représentant o.

Proposition 5.2.12. Le cocycle suivant représente o dans la résolution
P, — Z3 du Gas-module trivial Zs

2
~aiv1 — Qv

P — Ey/3: 6 — %

Démonstration. Pour trouver le cocycle dans la résolution P, — Zj on la
compare avec la résolution bar B, — Z3 de Go4. Rappelons qu’en tant que
Gos-module By = Z3[Ga4)®*+Y) et une Zs[Gay)-base est donnée par

[gllgzl---lgk] = (1791791927---791“'%) .

La différentielle 9, : By — B; est donnée par

d2([glh]) = g[h] — [gh] + [g]

et la différentielle 6; : By — By par

(g =gl 1-[1=9-1.

Soit
1
9003P0—>Bo360'—>§(1+t+t2+t3+¢+wt+wt2+wt3)
et

1
gpl;P1—>B1:elt—>g(l—t+t2—t3+¢—¢t+¢t2—¢t3)a[a].
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Alors le diagramme

! !
P 2 B
! !
P, 2 B,
! i
Zs Zs

est commutatif. En effet, la composition P, — B; — By est donnée par
~ 1
€1 g(l—t+t2—tS—I—w—wt—l—zth—wt?’)a(a— 1)

et la composition P, — Py — By par

- 1
61»—>(a2—a)g(l—i-t—f—tQ+t3+¢+¢t+¢t2+¢t3).

Or t(a® — a) = —(a® — a)t et t? et 1) commutent avec a.
La composition P, — By — Fy,/3 donne le cocycle cherché puisque ¢ et
1 agissent trivialement sur v; € Ey, [11] [lemme 22]. O

Proposition 5.2.13. ] existe un élément, qu’on notera by, tel que
(a) by = w*u=* mod uj ;
(b) O2(by) =0, donc by est un cycle permanent;
(¢c) Le cocycle by représente via € HY(GL; Fy . /3).

Démonstration. Puisque viae = 0 dans H'(Gay; Fa./3) ([7]) le cocycle qui
représente v est un cobord pour la résolution P, — Zs donc il existe un
morphisme ¢ : Py — FEs,/3 tel que

a?vy — a,v;

P1—>P0—L>E2*/33€~1'—>U1* 3

Comme Py =1 ng“ I'image de €y par ¢ est dans (FEy,/3)?* donc si on pose
h :=(éy) on a
afvl — A4V1

3

Pour connaitre le premier terme de h on a besoin d’information sur I’ac-
tion de a sur Es, (nos formules sont sur Fs,/3). D’apres [19] [Appendix 2]

pour tout élément g € S; on a

aih —ah =1

gevr = v + (3= 3t (g)

et
t1(a) = —t1(a*) = wu~? mod (3,u;) .
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Donc
a,v; — v; = 3wu 2 mod (9,uy) .

De méme
a?v; — vy, = —3wu? mod (9,uy)
donc )
azvy —avy ) 9
V] —————— = wui - mod u;.
3 1
Si
h = (ho + hiui)u™* mod u,
on a

azh = (ho(1 +w’uy) + hyuy)u™* mod uj
ach = (ho(1 —w?uy) + hyuy)u™* mod (3, u7)

et on obtient hy = w?.

Pour trouver un cocycle global (c’est-a-dire pour la résolution totP’) on
compare la résolution tot P, , avec la résolution standard B, de G1. Les mor-
phismes

P[;’l@cl - Bl

~ 1 _
(¢0,0) = < > X(9™)galal
9€EQs
1 -1
(Oe1) = ¢ X(97)g]
g€SD16
et .
Py — By :egr ] Z g
9€Qs
rendent le diagramme
l !
Pé 1 ©® Cl — Bl
l !
P(/)70 — BO
l !
Zs Zs
commutatif. En effet, la composition C; — B; — By est donnée par
1
G g Z x(g g —1)
9€S D16
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et la composition Cy — Fy, — By par

(1-w)g Y

er— (1 —w)= )
1 3 9
9EQs
Or si g € Qg alors x(g71) =1 et x(wg™) =1 donc
1 1 1 1 -1 1 -1
(I=w)g D> g=2> x(g Ng+g D xwg Dwg=5 > xlg )g-1)
geQs geERS 9€Qs g€SD16

On montre de la méme fagon que les compositions Fy; — By — By et
Py — Py — By coincident.

La composition C, — By —% FE,,/3 est nulle puisque pour tout g €

SDis on a g,v; = v, (dans FEs,). Donc vy« est représenté par ce cocycle qui
est concentré en P}, qui lui méme est le cobord (vertical) de ¢. Donc vy« est
cohomologique & un cocycle qui est trivial sur Fj; et sur C est donné par

e — (1 —w)i(eg) = (1 —w)h.

On pose
by := (1 —w)h.

5.2.5 FE,"
Un corollaire de la proposition précédente et de la proposition 5.2.6 est
le théoreme suivant :

Théoréme 5.2.14. En tant que F3[v;]-modules on a :

E," = H Falv1]/ (07" 72 ){brroan(ae-1)} x Falvi]{b1}.

neN,keZ\3Z
De plus le produit est fini en chaque degré.

Démonstration. Montrons que le produit est fini. Supposons que byy2.37(31—1)
et Uib1+2.3n1(3k1_1) sont de méme degré. Donc

[
142:3°(3k = 1) = 5+ 142 3" 3k — 1) (5.1)
[>0 (5.2)
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4.3M - 2> ] (5.3)

L’égalité 5.1 est du a 1’égalité des degrés et I'inégalité 5.3 affirme que I’élément
est non nul dans le produit. Donc on obtient

0<1=4-3"3k—1)—4-3"3k; —1) <4-3" -2
ce qui est équivalent a
4-3M3k; —1)<4-3"Bk—1) <4-3"3k; — 2.

Sin = n; on obtient

1
-1 1 _
3k1 < 3k < 3k 5. 3n
c’est-a-dire
k ! 1 k k
Ty 3 M

et il n’y a pas de ky qui vérifie cette double inégalité.
Si n > ny I'inégalité devient

3k —1<3"™(3k—1) <3k —

2.3m
donc il n’y a pas de k; qui satisfait aux inégalités.
Si ny > n alors 'inégalité devient
3Bk —1) <3k —1 (5.4)
1
k—1 et .
3 <3 17 55 (5.5)

Si k > 0 alors d’apres 5.5 k; > 0 mais alors il y a un nombre fini de n; et
ky qui satisfont 5.4.

Si k < 0 alors d’apres 5.4 k; < 0 mais alors il y a un nombre fini de n; et
k1 qui satisfont 5.5.

Donc pour n et k fixé, c’est-a-dire pour un degré choisi, il y a un nombre
fini d’éléments de la forme v} b 9.3m (3k1—1) qui ont le méme degré que I’élément
b14+2.37(3k—1), donc le produit est fini.

[]

La proposition suivante décrit 'image de 0, en tant que Fg-module. C’est
une conséquence des propositions 5.2.8 et 5.2.13.

Proposition 5.2.15. (a) Comme F3[vi]-module limage de Oy est iso-
morphe a :
H Falo1]{v1®*" " cznasppin } X H F3[Uﬂ{U%'3n+1+203n+1(6k+1)}-
neN,keZ neN,kez

(b) Les éléments cgni1(1sk+11) €l Cant1(ert1) sont dans le noyau de Os.
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Chapitre 6

Deuxieme application : le
groupe Pico de Hopkins

6.1 Définition et résultats connus

Soit C' une catégorie symétrique monoidale de produit A et d’objet neutre
I.

Définition 6.1.1. Un élément X de C' est dit inversible s’il existe un élément
Y de C tel que X NY = 1. Dans le cas ou la collection d’éléments inversibles
est un ensemble, c’est un groupe pour le produit A. On 'appelle groupe de
Picard, noté Pic(C).

Soit S la catégorie homotopique stable. Le produit est donné par le pro-
duit smash des spectres et S est I’élément neutre. Il se trouve que [23] le
morphisme naturel

Z — Pic(S)
n +— S"
est un isomorphisme.

Soit IC,, la catégorie des spectres K (n)-locaux. Le produit de deux objets
X et Y de IC,, est défini par

XAY = L (X AY)

(le produit de deux spectres K (n)-locaux n’est pas forcement K (n)-local) et
L) S° est Pélément neutre. Le groupe de Picard de K, est noté Pic,,.
Dans l'introduction de ce travail on a présenté les valeurs connues de
Pic,,.
La proposition suivante permet d’étudier Pic, par des méthodes algébriques.
Soit
E,.X = W*LK(n)(En AN X) .
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Remarquons que FE,, n’est pas une théorie d’homologie (les wedges ne sont
pas envoyer sur des sommes de groupes abéliens). Le spectre E, est K(n)-

local donc dans le cas ou X est un C'W-spectre fini il en est de méme pour
E, N X et donc E,. X = 7m.(E, N X).

Proposition 6.1.2. [13] Soit X un spectre K(n)-local. Alors les propriétés
suivantes sont équivalentes :
(a) X est inversible dans IC,, ;
(b) E,.X est un E,,-module libre de rang 1;
(c) En.X est inversible dans la catégorie monoidale £G,, des E,.[[G,]]-
modules profinis.

Remarque 6.1.3. Un E,.[[G,]]-module profini M est un E,,-module muni
d’une action de G,, compatible avec l'action de G,, sur E, . Plus précisément,
sigeG,,ec E,, etme M alors

g(em) = g(e)g(m).

Soit Pic® le groupe de Picard de £G,,. La proposition 6.1.2 montre que
si X € Pic, alors E,,X € Pic®9. Donc on a un homomorphisme

€: Pic, — Pic®
X — E,.X.

Soit Pic%90 le sous-groupe d’indice 2 des modules concentrés en degré
pair.
Proposition 6.1.4. Pic?9? >~ HY(G,; (E,)y) -

Démonstration. Soit M € Pic?9°. D’apres la proposition précédente E,, M
est de rang 1. Soit ¢j; un générateur de M comme E,,-module en degré
0. Alors pour tout g € G,, il existe un unique élément u, € (E,); tel que
g«(tar) = ugtpr. Alors lapplication 6 : g — u, est un homomorphisme croisé.
En effet, 8(gh) = ugnta et

(gh)sins = gi(Untar) = Gutngutar = Gupglag -

On montre de la méme fagon que # ne dépend pas du choix de générateur
(la différence est un homomorphisme principal). O

6.2 Calcul de HY(Gy; W[[u]]*)

Pour calculer H'(Gy; W[[u1]]*) on fait plusieurs réductions sur le groupe
et sur les coefficients. Cette méthode aussi que le lien avec la suite spectrale
additive suit celle de Hopkins pour le cas p > 3.
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lére réduction
On a une suite exacte courte
1 -Gy — Gy —Z3— 1

ou le second morphisme est la norme réduite. On calcule donc d’abord
HY(G; W([ua]]™).

2éme réduction
On a une 2eme suite exacte courte
0 — Wilwn]] 25" Wfur)]* — Fyf[ur])* — 0
ot le second morphisme est la réduction standard. On calcule d’abord H'(G3; Fo[[uy]]*).
3éme réduction
On a une 3eme suite exacte courte
1 — U — Fol[ug]] = Fy — 1

ol
Uy :={h € F§[[u1]]|h = 1 mod wu }.

Donc on calcule HY(G3; Uy).

6.2.1 Calcul de H(G}; U))
Les propositions suivantes décrivent la structure de H omgy (Co; Uq) et
HomG%(Cl; Up).

Proposition 6.2.1.
(a) Homgy(Co; Ur) est isomorphe a

U = [h € ((E3./3)0)%|h = 1 mod u,}
(b) (Ea./3)5 = Fy[[of*A 4]

(c) Soit h € U, Alors il existe une famille unique d’éléments )\, €
{0,£1}, k € N telle que b = [ (1 + vf A_g) .
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Démonstration. On a (Fo[[u,]]924)* = (Fy[[u;]]*)“?* d’ot1 (a). La proposition
5.2.6 (a) implique (b). Si h € U%** on peut trouver les A, de facon récursive.
En effet, d’aprés (a) et (b) ona h =1+ av®*A_, + -+ ot a € {£1}. Donc
M1+ v*A_) ™ =14 B A_, + - ol ky > ket 3 e {£1}. O

Proposition 6.2.2.
(a) Homgy(Cy1;Uv) est isomorphe a
Ui(x) := {h € Uj|w,h-h = ¢ph-h =1} = {h € Uy|Fk € U h = w,k/k}

(b) (E2.)? = Zs[vy][w?u™]" et donc ((E2)o/3) = Fs[lw?ui]
(¢) Soit zi,, k € N une famille d’éléments de Uy(x) telle que

Zkzliw2uﬁk+2+"‘

et soit h € Uy(x). Alors il existe une famille unique d’éléments \, €
{041}, k€N telle que h = [}, zp*.

(d) Une famille comme dans (c) existe. Par exemple

_ w14 wu k)

2k -
1+ wuiht?

Démonstration. La preuve est pareil que la preuve de la proposition précédente.
Les invariants par rapport au groupe Qg se calculent facilement, cf [7]. Pour
(c) il suffit de remarquer que si h € Uy(x) avec h = 1 + aw?u* + -
alors k = 2l + 1 pour un [ € N et a € {£1}. Alors hz;* € U;(x) et donc
hzy® =14 fw?Mul™ .. avec ky > ket € {£1}. O

Pour calculer les différentielles de la suite spectrale £ pour le module Uy,
on utilise la méme suite spectrale pour le module FEs,/3, grace au lemme
suivant :

Lemme 6.2.3. Soit h € Fo[[ui]] tel que h =0 mod u}. Alors

1

Démonstration. La preuve est un calcul élémentaire sur les séries formelles.

]

Corollaire 6.2.4. Soit 01, le morphisme suivant induit par Oy

(B, /3)C Oa, (B, /3)SP1600
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et O, le morphisme
U™ — Ui(x)

induit par 0y. Soit h € UZ tel que h =1+ g avec g = 0 mod u¥. Alors
Orm(h) = O (1 + g) = 1 + 01a(g) mod u3*

Démonstration. Le morphisme 0, tant donné par e; — ey — weq le corollaire
est une conséquence du lemme précédent. O

Les générateurs Ay, de (E, /3)%* sont définis dans la proposition 5.2.6.

Rappelons que
Ay, = A* mod uf.

La proposition suivante en suit immédiatement.

Proposition 6.2.5. L’image de 0, est engendrée par les éléments :
0 (1 +v 3nkA 2. 3nk) =1+ U6 2 37%7};1 3n_2b1+2.3n(3(_k)_1 mod U2 623"k

pour k > 0, k non diwvisible par 3 et

O1(1+ 01 6(1+2k) X (Liow) ) =1+ 1(2k‘+1)b1+2 o141y mod u12(2k+1)

pour k >0 et n € N dans le deux cas.

Démonstration. C’est une conséquence du lemme précédent et de la propo-
sition 5.2.6. Pour la deuxieme égalité on utilise

Aok = Arga iy
]

Maintenant on construit une famille explicite z;, qui satisfait 6.2.2 (c).
Remarquons que pour £ > 0 on a

2 4k+2 2, 4k+2, —2(4k+2)

WUt = W u e,

2(4k+2) o

u > " 2h_ (1 4ok mod uj

Donc pour chaque [ = —(2k + 1) avec k € N on doit construire un élément

2 tel que z, =1+ vy 2y, mod vy 22 Rappelons que on a une partition de

27+ 1 donnée dans le lemme 5.2.4. Les éléments qui sont dans I'image dans la

proposition 6.2.5 sont des éléments pour lesquels [ € AjNZ<g et | € AyNZ<y.
Donc si k > 0 et non divisible par 3 on définit

237L(3k+1)_1 = 81<1 + ,U(13-2-3"k:£72.3nk>
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et pour k > 0 on définit

Zapy1 = O1(1 + Uf(H%)A—(H%))
Donc il reste a définir des éléments z; tels que | = —(2k + 1) avec | €

(B1 U By) N Z<p. Soit k > 0 et n € N, alors on définit

4.3™(9k+1)—2
2309k 1)—1 i= oL+ 07 o ko1)19)
37 (9k+1)—1 -— an —
(140v;° (Ok+1) 2b1+2-3"(9(—k—1)+8))

Soit k > 0 et n € N, alors on définit

.3n+1(3k _
Zgni1 _ w1+ vy (3k+2) 251+2~3n+1(3<—k—1>+1))
3nt+1(3k+2)—-1 -— 3n+1(3k12)_
(1+ 71113 (32 2bl+2-3”+1(3(4%1)+1))

Remarquons que 1+v; 2y, € (U;)? donc les éléments ci-dessus sont bien dans
Ui(x) d’apres 6.2.2 (a). A priori, avec la premiére formule on pourrait définir
aussi les éléments z3n_; en prenant k£ = 0. Mais dans ce cas, la proposition
6.2.7 qui suit ne serait plus valable puisqu’on peut pas appliquer le lemme
6.2.6. On définira les éléments z3»_1 pour n € N dans le lemme 6.2.15.

Lemme 6.2.6. Soit Oy, le morphisme (Ey, /3)5P160) — (B, /3)5P160) induit
par Oy et Qo le morphisme Uy(x) — Uy(x) induit par Oy et soit

w4+ 07%)
I

pour un | > 0. Alors
Oom(h) = 14+ 072004 (by) mod uy ™

Démonstration. C’est une conséquence du lemme 6.2.3 et du fait qu'on a
une approximation de dy (cf chapitre 7) par une somme finie d’éléments dans
C1. O

Proposition 6.2.7. Soitn € N. Stk >0 on a

Oa(z3n(ort1)-1) =1+ w2u:fn(36k+14) mod u?”(36k+18)

et stk >0 ona

_ 2 3nt1(12k+10) 3nH1(12k+14)
Oo(zgn+1(3642)-1) = 1 + wuy mod uj
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Démonstration. Le calcul de morphisme est une conséquence de Prop 5.2.8
et du lemme précédent. En effet,

4.3 (9k+1)—

4-3"(9k+1)—2 10.37
82(1~|—vl ( ) v%03 +2

261+2-3"(9(7k71)+8)) =1+ C3n(9(—k—1)+8)

(4:37 (9k+1)—2)

modulo u? et

4-3"(9k+1)—2_ 10-3" 37 (36k+14 37(36k+14)+4-37~1
vl (+)Ui03+2 2“1( 1) od o5 G0k

C3n(9(—k—1)48) = W 1

On procede de la méme maniere pour la seconde famille. O]

6.2.2 Construction de I’élément 7

Dans cette partie on définit un élément n € H'(G3; W[u]]*) a l'aide
duquel on définira la famille z3n_1.
On utilise la méme méthode que pour la construction de b;.

Proposition 6.2.8. L’application

=t
u

G} — Wihw)]* : g

est un morphisme croisé.

Donc elle définit un élément n € H'(G3; W[[uy]]*).
Proposition 6.2.9. L’élément n est d’ordre infini dans H'(GL; W/[[u,]]*).
Démonstration. En effet, on a un morphisme naturel
HY (G W([w]]*) — H' (W W)
et I'image de 7 est la composition
W* C G - W[[w]]* — WX

ou le dernier morphisme est la projection canonique et on vérifie que la
composition est l'identité. O

L’élément 7 ne prends pas ses valeurs dans U; (=% = w ¢ U,). Par contre
sa huitiéme puissance, n®, défini bien un élément de H'(G};U;). Dans les
propositions suivantes on montre que H'(Gay;Uy) = Z/3, engendré par la
réduction de n®.
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Proposition 6.2.10. H'(Gay; Fo[[u]]*) = Z/6.

Démonstration. Soit Fg((uq))* le groupe multiplicatif du corps de fractions
de Fy[[ui]]. Tout élément de Fo((u1))™ s’écrit sous la forme u}f ou f €
Fy[[u1]]* et n € Z. L’application

Fo((u1))* = Z:uif —n

définit un homomorphisme de groupes dont le noyau est Fgo[[u;]]*. On a donc
une suite exacte courte de Go4-modules

1 — Fol[u1]]” — Fo((w1))* = Z — 1

ou Goy agit trivialement sur Z. En utilisant Hilbert 90 version multiplicative
on obtient H'(Ga4;Fg((u1))*) = 0, donc la suite exacte longue induite par
la suite exacte courte ci-dessous devient

H°(Gogs Fo[[w]]*) — H(Gaa; Fo((ur))) — H(Gos; Z) — H'(Gaa; Fo[[wa]]*)
D’apres proposition 6.2.1
H(Gog; Fol[ur]]) = Fa[[oy A7)
et par un argument similaire on conclut que
H(Gag; Fo((u1))*) = Fs((vfA™))*

Puisque
WA = uf mod uf

I'image du morphisme

HY(Gos; Fo((u1))*) — H°(Goy; Z) 2 7
est isomorphe a 67, d’ou le résultat. n
Proposition 6.2.11. H'(Gyy; Fy) = Z /27

Démonstration. On note < a > le sous-groupe engendré par a, 1’élément
d’ordre 3. De la suite exacte courte

1l —=<a>> Gy — Qg — 1
on conclut que
H*(Gay; Fy) = H(Qs; (F5)™7) = H*(Qs; Fy )
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le dernier isomorphisme est du au fait que < a > agit trivialement sur Fy .
Pour calculer H*(Qs; Fg') on utilise la suite spectrale associée a la suite exacte
courte

1 —»<t>— Qs — Gal(Fg/F3) — 1

ol <t > est le sous-groupe d’ordre 4 engendré par ¢. Le groupe < t > agit
trivialement sur Fg donc

\4
H'(< t >;Fy) 2 ker : Fy QF? = 7/AZ

engendré par la classe de w?, donc
H°(Gal(Fy/F3); H' (< t >;Fg)) = Z/2
ou on a utilisé la résolution canonique du groupe cyclique Z/4. Aussi
H'(Gal(Fy/F3); H(< t >;Fy)) = H'(Gal(Fy/F3); Fg) = 0

de nouveau en utilisant Hilbert 90. La classe de w? ci-dessus est annulée par
la deuxieme différentielle de la suite spectrale puisque on sait que I'image de
n € HY (G Fy) = H'(SDg; Fy) est lidentité dans H'(< t >;Fy /F}) donc
définit un cycle pérmanant. Donc a 'aide de la suite spectrale on conclut que

HY(Qs;Fy) 2 7)27.

Proposition 6.2.12. H'(Gay; Uy) 2 Z/3Z
Démonstration. La suite exacte courte
1 — U — Fol[ug]] = F5 — 1
induit une suite exacte longue
— H'(Gas; Ur) — H'(Gog; Fo[[ur]]*) — H' (Gas; Fy) —

Le groupe au milieu est isomorphe a Z/6Z (Prop 6.2.10) et le groupe a droite
7./27 (Prop 6.2.11). Le groupe U; est 3-profini, donc il n’y a pas de 2-torsion
dans Hy(Gay; Uy) donc le deuxieme morphisme est surjectif. De méme pusqu’il
n’y a pas de 2-torsion dans H'(Gay; Up) et H(Goy;Fy) est un 2-groupe, le
premier morphisme de la deuxieme suite ci-dessus est injectif. O]

Proposition 6.2.13. L’image de n®, notée 1%, par la restriction
Hl(Gé, Ul) — H1<G24; Ul)

est un générateur.
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Démonstration. 11 s’agit de montrer que le cocycle qui représente 71° n’est
pas un cobord pour la résolution P, — Zs. L’élément 71° est donné par un
morphisme croisé dont on connait le cocycle correspondant dans la résolution
standard de Go4. Pour trouver le méme cocycle dans la résolution P, — Z3 on
utilise la comparaison entre la résolution standard et la résolution P, — Z3
faite dans la preuve de 5.2.12.

Le cocycle (pour la résolution de Goy) qui défini 77® est donné par
By — Uy : [g] — gou®/u®

pour la résolution standard, donc pour la résolution P, on a

- 1 2,8 2.8
P1_>U1161H_(1_t+t2_t3+w_wt+¢t2—’¢t3)a*u :CL*U
8 au®  a.ud

et
U
=1-u3

3 u; mod u?.
s

Un morphisme Py — U; envoie le générateur ey a un Qg-invariant h de U;.
Or si h =1+ byuy + byu? + - - - alors

t*(1+blul+b2U%+"'):1—blul+bguf‘|—"'

donc
h =1 mod u?

et la composition
P — P — U

envoie €; sur un élément congruent a 1 modulo u? ce qui n’est pas le cas de
. m

Lemme 6.2.14. Le cocycle de (*)? est le cobord (pour la résolution de Gay)
de

U24

H . o H —_—
Fo=Ui:e ua,udalud
* *
~8
n

Démonstration. En effet, le cocycle qui représente 7° est donné par

P—U;:e—

Proposition 6.2.15. [] existe un élément m € Uy(x) tel que

64



(a) m=1—wu? mod u}
(b) Oy(m) =1
(c) Le cocycle de m représente n** € H*(Gi; Uy).

Démonstration. La preuve est similaire a la preuve de 5.2.13. On définit

u24

= (1 — —_
m = ( w)*u3a*u3a§u3

]

Lemme 6.2.16. Pour tout n € N il existe des éléments zgn_1 € Uy(x) tels
que

(a) zgn_1 =1 — W*ui™" 7% mod ui?"
(b) Oa(z3n_1) =1
Démonstration. Soit
Zoi=m

D’apres la proposition précédente m vérifie les propriétés (a) et (b). On a
m? =1 + w?ul 4 ul? mod ui®
et
21 =01(1+0°A™ ) =1 - w?ub — wu;® mod ug?

donc
2 10
Uyp

Zoi=miy=1—w mod u?

De nouveau z; vérifie (a) et (b). On suppose qu’on a construit zz»_;. Alors

3(4-37—2 gn+l
B =1+ 0% ) mod 43"+
mais aussi

—1y2:37— 3(4-37—2 gntl_ gnt1
Zani1_g = Oy (1+ (WOA™H)23" 1) = 1 — % )22 mod o2

et on définit

3
Z3n+171 = Z3n7123n+172

d’ou le résultat. O

Corollaire 6.2.17. E," = Z;
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Démonstration. Dans le lemme 6.2.16 et la remarque apres la proposition
6.2.5 on a construit une famille d’éléments z, qui satisfait la condition (c)
de la proposition 6.2.2. Sil = —(2k + 1), les z ou | € (A3 U Ay) N Z<
sont par définition dans I'image de 0;. L’image des éléments z;, tels que
l € (BiUBy—{2-3"+1|n € N}) N Z<g est décrite dans la proposition 6.5.7
et d’apres le lemme 6.2.16 les z3»_1 sont dans le noyau de d;. Donc on a une
bijection entre Ey” et {h = Uy (x)|h = [Lpen 2351} L'extension (3-adique)
continue du morphisme Z — U;(x) donné par 1 — z; donne 'isomorphisme
cherché. O

L’avantage de la suite spectrale E’ par rapport a E est que la différentielle
EQO’1 — E22’0 est tautaulogiquement triviale, ce qu’on utilisera dans le théoreme
suivant.

Théoréme 6.2.18. H'(GL; U,) = Z3 engendré (topologiquement) par 8n.

Démonstration. Pour ceci on utilise la suite spectrale E'. On a déja montré
que EX = EY = HY(Gyy;Uy) = 7Z/3 est engendré par la restriction de
n®. Mais comme c’est une classe globale la différentielle E;O’l — E;l’l doit
étre nulle. Donc E;O’l >~ 7./3. Le calcul de E)° détermine aussi E;I’O = E)°
par construction. La deuxieme colonne de EY est nulle, donc la différentielle
Ey1 — Es est nulle. Donc il reste a résoudre ’extension

0 — Zs — H(G3;U,) — Z/37 — 0

Or d’apres la proposition 6.2.19 le cocycle de m qui représente 1** est concentré
sur C';. Donc 'extension est telle que

H1<G%, Ul) = Zg.

6.2.3 Calcul de H(G; W[[u]]*)

Lemme 6.2.19. H'(G;Fy) 2 Fy.
Démonstration. On a une suite exacte
1—>521—>G§—>SD16—>1
et puisque Si agit trivialement sur Fg on a
H*(Gy; Fy) = H(SDsg; Fy)
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On a une autre suite exacte courte
1 =< w >— SDjs — Gal(Fy/F3) — 1
est donc une suite spectrale
H*(Gal(Fy/F3); H* (< w >;Fg)) = H*(SDy; Fg ).

La cohomologie H*(< w >;Fg) est isomorphe a Fg en chaque degré, donc
on a besoin de calculer que H°(Gal(Fy/F3); H'(< w >;Fg)) et le groupe
HY(Gal(Fy/F3); HO(< w >;Fy)). Mais HY(< w >;Fy) est engendré par
I'identité qui est invariant par rapport au groupe de Galois, donc

HY(Gal(Fy/F3); H' (< w > Fg)) =2 Fy
et en utilisant Hilbert 90
H(Gal(Fy/F3); H(< w >;FY)) = H (Gal(Fy/F3); Fy) = 0

De nouveau puisque 'image de n dans H'(G1; Fy ) = H'(SD1g; Fy ) se réduit
a l'identité dans H'(< w >;Fg) la différentielle

dy : H(Gal(Fy/F3); H' (< w >;Fy)) — H'(Gal(Fy/F3); H°(< w >; Fy)
est nulle, d’ou le résultat. O
Corollaire 6.2.20. H'(Gi; Fo[[uy]]*) & Z3 x Fg,
Démonstration. La suite exacte courte
1 = Uy = Fo[[ua]]* — Fg — 1
induit la suite exacte longue
— HY(Gy; Fy) — H (G Uh) — H (Gy Fy[[wi]]*) — HY(Gy; Fy) — H*(Gy3 1)

On a montré que H'(GL;U)) = Zs et H'(GL;Fy) = Fy. Puisque U; est un
3-groupe profini, le premier et le dernier morphisme ci-dessus sont nuls d’ou
le résultat. O]

Théoreme 6.2.21. H'(GL; W([u]]*) = Zs xFy engendré (topologiquement)
par 1.

On montre d’abord

Lemme 6.2.22. H'(G; Fo[[w]]) =0
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Démonstration. C’est une conséquence directe du corrollaire 5.2.7 en degré
0 et du fait que H'(Gay; (E2./3)0) = 0 [7][Thm 3.7]. O

Lemme 6.2.23. Le groupe H'(G%; W([u4]]) est 3-profini.

Démonstration. W[[u,]] est 3-profini et il existe une résolution de type fini
(Lazard) du module trivial, d’ou le résultat O

Lemme 6.2.24. H'(GL; W[[w]]) =0

Démonstration. La multiplication par 3 induit une suite exacte courte
Wilw]] == W([w]] — Folfu]]
qui induit la suite exacte longue
— H(Gy; W([wi]]) — H (G W([wi]]) — H(Gy; Fol[wi]]) — 0
D’apres le lemme 6.3.22 le morphisme
H' (Gy; W[w]]) — H' (G W[ua]])

est surjectif c’est-a-dire le groupe M := H'(Gl; W([u,]]) est 3-divisible.
Comme M est 3-profini il est la limite de 3-groupes finis M/I,. Donc le
morphisme M /I, — M/I, induit par la multiplication par 3 est surjectif, le
groupe étant 3-groupe fini, il est forcement trivial. Donc M est trivial. [

Démonstration. (du théoréme 6.2.21) On utilise la suite exacte longue
induite par la suite exacte courte de la deuxieme réduction. Le morphisme
HYGY; W[w]]*) — HYGL; Fo[ug]]*) est injectif (lemme 6.2.24) et aussi sur-
jectif pusqiue 'image de 1 est un générateur topologique de H(GL; Fo[[u]]*).

]

Théoréme 6.2.25. H'(Gy; W[[w]]*) = Z32 x Fy engendré par n et la com-
position de la norme réduite Gy — Zg et Uinclusion Zs — Z3 — W([u]]*.

Démonstration. La suite exacte courte
1—>G%—>G2—>Zg—>1

est scindée, puisque le centre de Gy est Z; C W* C G,. La composition
Z; — Gy — Z5 et donnée par s +— s> (cf [7] [1.3]). Donc

H'(Zsy; H*(Gy; Wl[w]]*)) = H'(Zs; Zs) = Zs

et
HO(Zg; Hl(Gé,W[[ul]]X)) = HO(Zg;Zg X F;) = Zg X ]F;;

Le théoreme est une conséquence de la suite exacte courte
1 — HY(Zs; H (G W[[wi]])) — H' (G W[wa]]*) — H(Zs; H' (Gy; W[ ]]*)) — 1
m

68



Chapitre 7

Analyse et évaluation de 0

Dans ce chapitre on analyse et évalue le morphisme 0,. Pour I’évaluation
on a besoin de connaitre I'action des éléments a, b, ¢ et d sur u; modulo u¥
ou k dépend de I'élément en question. Le but de I'analyse est

— de donner une approximation de x et y;

— de rendre ’évaluation plus efficace (moins calculatoire) ;

— de rendre k le plus petit possible pour les éléments ci-dessus (pour faire

moins de calculs pour déterminer I'action sur uy).

7.1 Analyse de 0,

Rappelons que

ny = lg —l'll —ylg

avec

a—b)e

(
ly, = (a—c)(la—"Db)ey

Is = (14+c+c)(a—c)la—Db)e

Pour rendre I’évaluation de 0, plus efficace on exprime n; en terme de :

5a
O
5c
0d
5ab

Les formules 4.2.6 montrent

= a-—1
= b—-1
= c—1

d—1
= a—2>

Lemme 7.1.1.  (a) 6,(u¥) € (u}™)

(b) G(uf) € (™)
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(¢) dap(uf) € (™)
(d) dc(uy) € (uy™)
(e) dauf) € (uy™)

On utilisera le lemme suivant aussi.

Lemme 7.1.2. Soit g € S} et k =2 mod 3. Alors
(g — 1),ub = o™ + Bub™® mod ub™
ot o et B sont dans Fy.

Démonstration. En effet si g = 1+ ¢;S mod S? d’apres la proposition 4.2.4
on a
geur =y — gyui + glui + giuj mod uj

donc le coefficient du terme uf > de g, (u¥) est (k+(5))g¢ = k(2k—1)g$ mod 3
donc zéro puisque £ = 2 mod 3. O

7.1.1 Approximation de x et y
Lemme 7.1.3. Soit

t'=—d—bdc+b+dcety =b*—bd—b+d
Alors
11— =21-b)+y(1-0)+(1 -1 +d)(1—b)— (1 —-cd(l—c)+z
avec z € [F%S;
Démonstration. Les calculs suivants sont modulo 3. D’apres lemme 2.2.4 (a)
¢® = [b, d] mod FgSQ1
A partir de I'égalité 3.2 modulo [Fg S3 on obtient
1-c=bd((1—dH1-b")—1-0H1-d™)
Le premier terme s’écrit sous la forme
bd(1 —d b~ (b —1)
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Or d~' = [¢,b] donc on utilise 3.2 de nouveau pour le deuxieme terme
—bd(1—=bNeb(1—-bH1—-c)=(1=-cHA=-0")

=—bd(1—b""eb(1-b"")c T (c—1)=(1—c o (b-1))
Donc le coefficient de 1 — b détermine 2’ :
—bd (1 —d b1+ (1 —=0"Heb(1 —cHp ™)
—bdb~' + 1 — bdc + bdebe™ '~ + bdb~'c — bdb~'ebe bt
—A3d+1—=bde +b+ Ade — &
—d—bdc+b+dc+ (1—c*)(1+d)

ol on a utilisé bd = ¢3db mod FgSg et cb = d be.
De méme le coefficient de 1 — ¢ détermine ¢/’ :

bd(1 — b~ Heb(1 — b Y)e!

(bdch — bdbteb) (¢t — b~teh)
bdcbc™ — bdb™cbe™ — bd + bdb™?
bdd='b — bdd~! — bd + 3d

P2 —b—bd+d—(1—c)d

]

Le lemme suivant montre que 1'élément z € IF! 5 S; ne contribue pas au

calcul de 0y (u¥) modulo uf™3.

Lemme 7.1.4. Soit z € IF%S%. Il eziste des éléments ri(z) et ro(z) de IK
tels que
z=r1(2)(1 =b) +ra(2)(1 —¢)

et pour tout k non divisible par 3 on a

r1(2)e0a(uf) = 0 mod ub™?
79(2)x0acdap(Uf) = 0 mod uf*3

Démonstration. Etape 1. On montre d’abord le lemme pour les éléments de
la forme

Qy A = 1+4S%*2 mod §%3
B, = (bH)* = 1+ S8%*  mod §%+2
e = e = 1—08%t mod S%t2

olt ¢ > 2. Notons que la classe de «, est une base de gr ;153 et les classes
de (3, et v, forment une base de gr, +%S21.
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On a
l—a,=1-0"=0-0*11-c)=1—-0*1-0c)*1-0)
done 71— ) = (1 - "1 — )
(1= ¢)*6ucd(ur)* = 0 mod wf***

On a
1= B, = (1— 80— (1 - b)
donc (1 — ;) = (1 — v*)*72(1 — v?)®. De nouveau

(1 = %36, (u1)® = (1 — b*)2(1 — 1%)?64p(u1)* = 0 mod ul?

puisque b° € F%S’% d’apres 4.2.4 (b)(ii) on a bu; = 0 mod uf.
En utilisant ’égalité (3.2) on a

L= =1 e =07 (=)= ) = (1= h)(1 =)

donc
a- -1 1 30— -
r(l—7,) =b"te? == (1=

et
ra(l =) = b (1 —b)(1—)* L.

Puisque ¢ > 2 et (1 — ¢)%6,(u¥) = 0 mod vt le terme 71 (1 — ;) vérifie la
congruence du lemme.

Pour 75(1 — 7%) on étudie deux cas séparément. Si k = 1 mod 3 alors on
a Ogp(uf) = =l £ %2 £ ... ol les coefficients * ne sont pas relevants
pour l'analyse. Comme k£ + 1 = 2 mod 3 et k + 2 est divisible par 3, en

appliquant le lemme 7.1.2 on obtient du0q(uf) = *uf*? + b+ 4 ... et

(1 —0)(1 — ¢)?uf™ = 0 mod uk**3,

Si k =2 mod 3 alors 5ab(u1) = xuf T+ suf T 4o mais k+1 =0 mod 3
et k+3 =2 mod 3 donc Ja.0a(ul) = *uft* + *ulf+6 + - -+ et puis en procede
comme pour le cas précédent.

Etape 2. L'égalité

1- XY =—(1-X)1-Y)+1-X+1-Y

montre que si le lemme est vrai pour 1 — X et 1 —Y avec X,Y € F5S2 alors
il est vrai pour 1 — XY. Puisque les éléments oy, 3, et 7, forment ées bases
de gr,Ss et 9715 S5 cela implique que le lemme est vrai modulo IF,S; pour

¢ > 5 donc pour les éléments de IF58;/1F,S;.
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Etape 3. Soit
2z € IFsS; =limIFsS,/IF,S)
2 q 2

Alors z = lim 2, ont 2z, = >_(1 — ¢;) avec g; ¢ F.Ss et donc les g; sont des
produits finis d’éléments de ’étape 1, et d’apres 'étape 2 le lemme est vrai
pour 1—g;. Soit g un tel élément. Alors 1—g = r;(1—g)(1—b)+r2(1—g)(1—c).
De plus on sait que r1(1—g) = 21(1—g)(1—=0*)¥+b"lzo(1—g) ou z1(1—g) €
IF35}/IF 1S} et x5(1 — g) € IF3S3/1F, S},

Soit s € F},Sy un élément de I'étape 1. Alors I'égalité

l—gs=g(1-5)+(1-g)

et la décomposition de 1 — s montrent que x1(1—g) = z1(1 — gs) mod [ F;_;
et de méme x5(1 — g) = x2(1 — gs) mod I Fj_;. Donc ces éléments sont
compatibles au passage a la limite. On a la méme conclusion pour 75(1 — g)
et donc le lemme est vrai pour z.

]

Les lemmes 7.1.3 et 7.1.4 montrent qu’on peut choisir
ri=2 4+ (1 -1 +d)+7r(2)
et
yi=1y — (1 —c*)d+ry2).
Alors on a
Corollaire 7.1.5. Soit 0, : Cy — Cy défini par

1

T > X Nglls — 2l — y/'ly)

g€SD16

Alors
Do (uf) = 04 (uk) mod uf+'3

Démonstration. En effet, d’apres les lemmes 7.1.1 (d), 7.1.3 et 7.1.4 la différence

§:= (I3 —2'ly —y'ly) — (I3 — 2l — yly) et telle que §(uf) = 0 mod w3, O
Lemme 7.1.6.

= —5d — 5b(5d6¢ — 51)50 — 6b5d

y/ = (Sg — 5b6d
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Démonstration. On utilise I’égalité

- XY =—(X-D(Y 1) = (Y = 1) — (X — 1)

' =—-d—bed+b+dc=1—d—14+b+1—bed—1+dc
et en utilisant 1’égalité ci-dessus on obtient
1 —bed=—(bd—1)(c—1)—(bd—1) — (c—1)

et de méme pour bd — 1 et on obtient le résultat. Le calcul de 'expression
pour ¥’ s’obtient de la méme maniere. O

Lemme 7.1.7.
lg = 636a5ab - (53(5@ mod 3

Démonstration. En effet, I3 = ((1 — ¢)? + 3¢)(a — ¢)(a — b). O
Lemme 7.1.8. La partie de ny qui contribue aux calculs modulo u}® est
(02640 + 6abab + 0b0c0ab + 060a0ab — 63 0abab + 6 0c0ab + 0a060a0ap)€1

Mais on peut encore simplifier I'expression pour ds, en effet il se trouve
que certains des termes de lemme précédent ne contribuent pas.

Corollaire 7.1.9. Les termes 6204, 020400y €t 04040400y e contribuent pas

au calcul de dy(u¥) mod ub™?.

Démonstration. On notera par * les coefficients dont la valeur n’est pas
rélevante pour la discussion. Pour le terme §2d,, on a

(uh) 25 (b 1) 25 (Wb9) 25 (uht9) 25 (ubH13)

Pour le terme 028,04, on étudie les deux cas séparément suivant si k =
1 mod 3 ou £ = 2 mod 3.
Soit k& = 1 mod 3. Alors 6,b(u¥) = *u*" mod uf™. D’apres le lemme
7.1.2 on a
S (Ui = %2 4+ 5t mod b

et donc
8abap(tF) = b2 4 5™ mod ub P

puisque le terme w2 de 6,,(u¥) ne contribue pas (3|k 4 2). Donc

kY — o, k+8 k+9
0:0a0ap(uy) = *ui™ mod uj
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et comme 3|k + 8 on obtient que
62640ap(uF) = 0 mod ui ™.
Soit k = 2 mod 3. Toujours d’apres lemme 7.1.2 on a
Sap(uf) = b 4 % mod wb T
et puisque 3|k 4+ 1 de nouveau en appliquant le lemme 7.1.2 on obtient
§abap(uF) =+ 4 50 mod w7
(on a aussi utilisé le fait que le terme ut™ de 04, (u¥) ne contribue pas). Or

3|k +4 et

2, k+6 —
ou

6 = 0 mod ui2.

Il reste le terme 0,070404p-
Si k =1 mod 3 d’apres 'analyse du cas précédent

kY — ., k+2 k+4 k+5
Salap(uy) = *uit? + *uf™ mod uy™

donc
8d0a0ap(uf) = ¥ mod w12,

Or 3]k + 11 d’ou le résultat.
Sik=2mod3ona

Sa0ap(ul) = +uf ™ 4 5k 0 mod w7
et 3|k + 4. Le résultat en suit. O
Donc maintenant on peut simplifier n;.

Proposition 7.1.10. La partie de ny qui contribue au calcul de Oy(uq) mo-
dulo ui?® est

(640ab + 0p0c0ab + Ip0adap — Op0abab + 07 0c0ap)e1

7.1.1.1 Le passage de n; a nj.

Rappellons que
1
I § : -1

g€SD16

Le résultat de I’évaluation de e — n4q sur u’f est une série de la forme

2
ap + a1uy + aguy + - - -
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Donc pour calculer 0, il suffit de calculer

1 _
16 > x(g7g(a0 + aruy + agui +--+)

ge€SDis

La preuve de la proposition suivante est élémentaire.

Proposition 7.1.11.

1

k ~ 2
1 1 e ) agui  sik € 4N+ 2 et ap € w7
T GSED x(9™ )glaruy) = { 0 sinon

g 16

Démonstration. On a SD1g = Cg U Cgp ou Cy est le sous-groupe engendré
par w. Soit k =4l+r € Navec 0 <r < 3 et ap = a+ fi. Par définition on a

X(w’) = (=1)

donc

g€Cs j=0

! 7
D o glomu) = o YOI uf = gt 3 (1)
j=0

et on peut vérifier que Z o(—1)Jw?" =8 = —1 si r = 2 et nul autrement.
De méeme

X(¢w’) = (=1)"
donc

7
Z X((9¢)71)g¢(akul) 04 — 6@ ul Z ]+1 2]r
g€Cs =0

d’ou le résultat. -

Pour calculer 'image des puissances de u par J; on utilise la relation
suivante pour g € G

—2

) —
UU T = U1 = g1 = Gu (WU T) = Gil1 Gilt
d’ou )

g«U1 _ gxu
Uy u?
Donc




Les puissances k qui nous intéressent sont de la forme k& = 2(181 + 7) et
k = 2(180 + 17). Puisque les deux expressions sont de la forme 4i + 2, la
proposition 7.1.8 dit que dans la formule de dy(u}) /u} on a que des puissances
de u; divisibles par 4. Donc dans I’évaluation de 0y qui suit on se concentre
sur ces puissances. De plus, d’apres le lemme 7.1.1 et la proposition 7.1.10
le coefficient de u{ est nul, donc les puissances suivant qui nous intéressent
sont uf et ul?.

Dans ce qui suit on étudie séparément deux cas : k =3[+ 1et k =3[+ 2.
Dans le premier cas une étude de 0y (u¥) modulo uf*? est suffisante et dans
le deuxieme cas, une étude modulo u#+*3,

7.2 Evaluation de 0,

On étudie chacun des termes de la proposition 7.1.10 séparément.

7.2.0.2 025,64

Cas k =30+ 1.
C’est la partie la plus calculatoire du morphisme. Puisque on veut connaitre

626,045 (uf) modulo uf™ on a besoin de connaitre §,0,04(u¥) modulo uf+®

et donc de connaitre d,045(u?) modulo u¥*7 et 0,;(uf) modulo v+, Puisque
3k +5 le terme k + 5 de d,4(u}) ne contribue pas. Donc il suffit de connaitre

Sap(u¥) modulo w5, De méme
ul*? 2 () 2 (uf*)
k5

donc le terme uf*? de 0q5(u}) et le terme uf*® de 0,04 (u¥) ne contribuent
pas. Aussi k + 4 = 2 mod 3 donc d’apres le lemme 7.1.2 on a

ktdy _ o k45 k+7
Oa(ui™) = *uf™ + xuy

et ces termes ne contribuent pas. Donc il suffit de connaitre d,(u¥) modulo
uh

Dans le lemme suivant qui donne les étapes du calcul on a noté par * les
coefficients qui ne contribuent pas au résultat.

Lemme 7.2.1. Soit k =31+ 1. Alors

Sap(ub)/uk = (14 i)uy + *ui + (=1 +1+ (1 = 1)i)u} mod u}
Sabap(Uf)/uf = —uf +iu} + #u} + (=1 =1+ 1*)u§ mod u]
5p0abap(ul) ful = —(1 414+l + (=1 =1+ 1P+ (1 +D)i)ul mod ul
620, 0u(ub)ful = (=1 +1+ 12+ 1) mod uf
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Cas k =3l + 2.

On fait le méme type d’analyse. Pour connaitre 626,04, (uf) modulo u}
il suffit de connaitre 66,04 (u¥) modulo u51? et donc de connaitre 6, 5ab(u1)
modulo «¥*'*. Or 3|k + 10 donc & (u k“o) € (u*13), donc le terme u*10 de
0a0ap(ul) ne contribue pas. Aussi d’apres le lemme 7.1.2 on a

k+13

5b(ullc+9) _ >I<uk—i—lO + *uk:-i-lz

et le terme v de 040,05 (u¥) ne contribue pas.

Donc il suffit de connaitre d,0q(u¥) modulo uf™ et donc de connaitre
Sapuf modulo u¥™®. De nouveau puisque 3|k 4 7 le terme ut™ de §,5(u¥) ne
contribue pas. D’apres le lemme 7.1.2 on a

k+6 k+7 k+9
0o (ui™) = *uf™" + *uj

et ces termes ne contribuent pas. Donc il suffit de connaitre d,;(uf) modulo
Uk
1 .

Notons aussi que

ba Oy p
ulli'—l—l uk+4 u/{:+7 u/{:-{-lo

et donc
67040 ki1 = xu 10 mod uf™?
1

donc les termes correspondants de chaque étape ne contribue pas au coeffi-
cient de uf*'? du résultat final.
Le lemme suivant donne les étapes du calcul.

Lemme 7.2.2. Si k =3l + 2 alors

Sap(uf) Jub = wuy +1(1 —d)ud + *ut — (14 i)ud mod ul

(uy)
aOap(U )/ulf = *u%+(—1+l+lz)u?+*uz—iu§ modu?
(uy)
(uy)

k
1
k
1
51)(5 ) ab U]f
67020 (uf) Juf = *ul® + (1 +1* 4+ (14 1)i)u;® mod up®

Le lemme montre aussi qu’il suffit de connaitre ’action de a et b sur u;
modulo 7.

7.2.0.3 940

k+9 4] suffit de connaitre

Cas k = 31+1. Pour connaitre d40,(u%) modulo u}
Sap(uf) modulo u?.

Dans le cas ou k = 3l + 1 le terme uk+5

ne contribue pas
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Lemme 7.2.3. Sik=3l+1 alors

6a0ap(ul) Juk = (=1 + i)ud mod ul
Cas k = 31+2. Pour connaitre ;04 (u¥) modulo u4™ il suffit de connaitre
dap(u¥) modulo u8. Le calcul de d,,(u}) est donné dans le lemme 7.2.2.

Lemme 7.2.4. Si k=3l + 2 alors
5d5ab(ulf)/ulf = *U%O +(-1+ z)u%2 mod u}3

Le lemme ensemble avec le lemme 7.2.2 montrent aussi qu’on a besoin de
connaitre 1’action de d modulo ui!.

7.2.0.4 00404

Suite au calcul du cas précédent, des analyses supplémentaires dans ce
cas ne sont pas nécessaires, donc on donne directement le résultat.

Lemme 7.2.5.

0 mod uf™  sik=31+1

ky =
Op0adap(uy) = { 0 mod uf*™3  si k=31 +2

7.2.0.5  0p0:0ap

Cas k = 30 4+ 1. Pour connaitre 6,000 (u¥) modulo uf™ il suffit de

connaitre d,0,5(uf) modulo ut*® et donc de connaitre du;(u¥) modulo uf+?,

Les étapes du calcul sont présentées dans le lemme suivant.

Lemme 7.2.6. Si k =3l+ 1 alors

6l (uUf) /ul = (1 —i)ud + (=14 14 (1 = 1)i)u] mod ub
500 (ul) fuf = (=14 Dind mod uf
Cas k = 31 4+ 2. Pour connaitre 6,004 (u¥) modulo uf™'* il suffit de

connaitre 6,6, (u¥) modulo u¥™? et donc de connaitre &, (u¥) modulo uf™®.

Mais le terme uf ™" de 0,5(u) ne contribue pas, et 6, (ur5) = %1% mod w12

et 3|k + 10. Donc il suffit de connaitre dq;(uf) modulo uf*°, le calcul étant
fait dans le lemme 7.2.2.

Lemme 7.2.7. Si k =3l + 2 alors
505ab(u’f)/u’f = *u{ +(1- z)u? + *uio —I(1+ z)ui1 mod u}Q (7.1)

6500 (ul) Jub = *ul® + liul? mod ul? (7.2)

Les lemmes 7.2.2 et 7.2.7 montrent qu’il suffit de connaitre ’action de ¢
modulo w1 (puisque 3|k + 1 le terme u*! de d,5(ul) n’est pas rélevant).
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7.2.0.6 620,00

On utilise les calculs du cas précédent.

Lemme 7.2.8. Si k =3l+1 alors

020.0a(ul)/uf = 0 mod uf

et si k=342
62600 (ul) Jub = 0 mod ul?

7.2.1 Formule pour 0y (u")

En mettant ensemble les calculs précédents on obtient :

Proposition 7.2.9. Soit k € AN+ 2. Si k=3l+ 1 alors

1
Do (ul ’le— Z (g Hg(=( + 1*)u}) mod u;?

g€SD1s

et st k=342 alors

1

oo(ub) ik = o

> x(g g1 = 1* = liyui®) mod ui®

g€SD16
Corollaire 7.2.10. Pour k € AN+ 2 on a

5 ok, ok _ | —(I+1P)wuf modui®  sik=3l+1
O ) /u _{(1—l4)w2u%2modu%3 sik=3+2

On rappelle que

bisier = w2y~ AABT)
et
bisipir = w2y~ AA8IH1T)
Or
—4(18l + 7) = 2(3(—5 — 12l) + 1)
et

—4(181 + 17) = 2(3(—12 — 121) + 2)

donc on peut appliquer la proposition précédente en prenant k = 3(—5 —
121) + 1 = =361 — 14 (respectivement k = —36[ — 34) pour conclure
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Proposition 7.2.11. Pourl <0 on a

— 2,8 (18147 12
D(bisipr) = W*ulu™ ) mod ulb

_ 2,12 —4(1814+17 16
Oo(b1gir17) = wuyu ( ) mod Uy

Donc il reste a étudier 'image des puissances négatives de wu.

Lemme 7.2.12. Soit g € G} et 1 > 0. Alors

_ .33 (33—
gt A08IHT) = 43 (18[+7)g*u4 (B-D)A8HT) 0 uf7

—4(1814+17) — u4-33(18l+17) 4-(33—1)(181+17)

27
gx U = gxU mod uj

Démonstration. En effet

g*u—4(18l+7) _ g*u—4(181+7)—4~33(18l+7)+4~33(181+7)
_ g*u4-(33—1)(18l+17)g*u4-33(18l+7)
et , ,
4- +7) — 4 1+7 7
guul F(A8IHT) — 432 (18+7) 114 u%
[]
Corollaire 7.2.13. Soit 1 > 0. Alors
32(w2u—4(181+7)) = u4‘33(181+7)a2<w2u4-(33—1)(181+7)) = w2u§§u4~33(181+7) mod Uiz

82(w2u—4(18l+17)) = u4~33(181+17)a2(w2u4~(33—1)(18l+17)) = w2u%2u4~33(18l+17) mod u%es

Démonstration. La preuve est une conséquence de la proposition 7.2.10 et
du lemme 7.2.12. O

La proposition suivante est une conséquence de 7.2.11 et 7.2.13.

Proposition 7.2.14. Pourl € Z on a

— 2.8, —4(181+7 12
Do(bigier) = W ufu108H7) mod uy
— 2012 —4(1814+17 16
Oo(bigiy1r) = w a2y~ mod 4l
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