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� 1=/**,.55,*=1

~h uok�njel h�gne� hn vokvh � j {njvevk�h jk� g hnlotthl hv etlvevkveot ljtl
fhl�khffhl �h vnjujef t rjknjev gk uoen fh � okn �

�ot �enh�vhkn cdefegg h ifjkll j et evejfh� htv lkl�evw ht � oe kt uep etvwn�v
gokn fh gnwlhtv �o� jeth �h nh�dhn�dh m hv j wvw htlkevh q f rone{eth �h � ot
gnh� ehn lw� okn jk lhet �h lot w�keg h q yvnjlz okn{ � � rhlv fq �kh � rje h	 h�vkw
� ot lvj{h �h ��� m ht gnwfk�h q �h vnjujef �h vd
lh � �knjtv �hl jttwhl m � rje gk
jggnw�ehn lj � hnuheffhklh �elg otezefevw m lot etuhlvellh� htv hv vokl lhl �otlhefl
w�fjenwl gokn � ot jggnhtvellj{h � cokn vokv �hfj � h vehtl q fke h�gne� hn � hl
gnopot�l nh� hn�eh� htvl �

~h nh� hn�eh w{jfh� htv fh ihtvnh �jveotjf �h fj �h�dhn�dh y�ehtve��kh �ke
j poknte vokv fh lokveht �tjt�ehn tw�hlljenh jk zot �wnokfh� htv �h fj vd
lh �

~h nh� hn�eh fhl � h�znhl �h f rw�keg h �icy jk lhet �h fj�khffh � h vnjujeffh m
g okn f rj�zejt�h �otueu ejfh �ke hlv htvnhvhtkh gjn fhl ktl hv fhl jkvnhl �

~h nh� hn�eh fh �n ��� jtkhf �j� {tej �h f rkteuhnlevw �h �jokt�w � m tot
lhkfh� htv g okn fj pon� jveot nh�kh �h fke m � jel jklle g okn f retvwn�v �k ref j
vok� oknl � jtephlvw q � ot wuofkveot l�ehtve��kh �

~h th ljknje o� hvvnh ifjk�h �j�ot�e �ke � rj ht�oknj{wh �hgkel � j gnh
� e
nh jttwh � rkteuhnlevw m hv �ke nwgot� vok� oknl gnwlhtv fonl�kh � h loffe�evh
lot je�h �

~h nh� hn�eh � j pj� effh gokn fh lokveht et�wph�vezfh �otv � h z wtw��eh �h
fhkn gjnv m � ot pn
nh ��� jtkhf �okvj �otv fhl �khlveotl nw{kfe
nhl lkn f rwvjv
� rjujt�h� htv �h � ot vnjujef � rotv � jetvhtkh ht jfhnvh m � ot wg ok� �uhl
�ke � rj nw�otponvwh �knjtv fhl vh�gl �e� �efhl �h fj vd
lh m x elhvvh m cjvne�ej m
�jzhfjel m ijneth m � efjenh m �jfwn�m jetle �kh vokl fhl jkvnhl �

�t�t � h nh� hn�eh � hl j� el �otv fj gnwlht�h ok fhl �oknnehnl wfh�vnote�khl
� rotv j��o�gj{twh �hl jttwhl �knjtv m ef l rj{ev �h � htne m ijfu et m �ofjt�h m
�ne� m �o�ne{kh m � j�hfheth m ��� e{h m �vehtth m fj pj� effh �ok�ok m ��hfgdeth m
xwotjn� m idjnfhl m hv vokl �hk� �ke lh nh�ottj�vnotv � rjgn
l �hvvh felvh �
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� FD_B`CHDLBF ��
� �� �khf�khl jggno�dhl �h lofkveot � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� �� x rjtjf�lh �h gno{nj�� hl � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� �� �� �tjf�lh lvjve�kh � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� �� �� �tjf�lh ��tj� e�kh � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� �� �h�dte�khl {wtwnjfhl �h �offh�vh hv � rjtjf�lh �h vnj�hl � � � � � ��
� �� �z� h�vepl �h fj vd
lh hv �wuhfogg h� htv � rkt � o�
 fh � rjtjf�lh ��

O �EHaFLMCEA ` �GFGK� AE `E `BFF}EA N KG �BCLKKE `E `BFF}EA ED KEA
A}_LEA DE�IB_EKKEA O�
� �� xj pokeffh �h �ottwhl � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� �� �� iotvh� vh hv oz� h�vepl � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� �� �okn � rdone�ot �hl � wvdo�hl �h pokeffh �h �ottwhl � � � � � � � ��

� �� �� �el�klleot hv �doe� �hl � wvdo�hl � � � � � � � � � � � � ��
� �� xh �fklvhnet{ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� �� �� �hlknhl �h gno� e� evw � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� �� �� �f{onevd� hl �h �fklvhnet{ � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� �� �� �ggfe�jveot �k �fklvhnet{ q f rjtjf�lh �hl vnj�hl � rh�w

�kveot � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� �� xhl lwnehl vh� gonhffhl � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� �� �� cnwlhtvjveot � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� �� �� �z� h�vepl � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� �� �� �ggno�dh �hl�negveuh � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� �� ijnj�vwnelve�khl �hl lwnehl vh�gonhffhl � � � � � � � � � � � � � ��
� �� �� cno�hllkl lvo �djlve�khl � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� �� �� yvjveottjnevw � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� �� �� �kvo �oujnejt�h � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� �� �� �kvo �onnwfjveot � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� �� �o�wfeljveot ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� �� �� cno�hllkl �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� �� �� cno�hllkl �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

�



�� ����� ��� ����	
��

� �� �� cno�hllkl ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� �� �� cno�hllkl ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� �� �vjghl �h fj � o�wfeljveot � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� �� �ggfe�jveot �h f rjtjf�lh �hl lwnehl vh�gonhffhl q f rjtjf�lh �hl

vnj�hl � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� �� �� ��h�gfhl � rjggfe�jveot � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� �� �el�klleot hv �ot�fkleot � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� �E �B`bKE I }_LB`LMCE� KLF}GL_E �

� �� �oveujveotl � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� �� �tvhng ofjveot gof�to� ejfh � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� �� �tvhng ofjveot gwneo�e�khfetwjenh � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� �� �� �ot�veot g wneo�e�kh � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� �� �� yo�� h �h pot�veotl g wneo�e�khl � � � � � � � � � � � � � ��
� �� �� �tvhngofjveot g wneo�e�kh fetwjenh � � � � � � � � � � � � � ��

� �� �hgnwlhtvjveot �kfve� e� htleotthffh hv �ot�{knjveotl �k � o
�
 fh g wneo�e�kh fetwjenh � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� �� �� �hgnwlhtvjveot �kfve� e� htleotthffh � � � � � � � � � � � ��
� �� �� iot�{knjveotl �k � o�
fh � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� �� �� �oveot �h gdjlhl � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� �� �f{onevd� hl gokn fh � o�
fh g wneo�e�kh � � � � � � � � � � � � � ��

� �� �� �tvhnujffhl j�� j�htvl �h vjeffh �otlvjtvh � � � � � � � � � ��
� �� �� �tvhnujffhl j�� j�htvl �h vjeffh ujnejzfh � � � � � � � � � � ��
� �� �� �tvhnujffhl �elvjtvl �h vjeffh �otlvjtvh � � � � � � � � � � ��
� �� �� �tvhnujffhl �elvjtvl �h vjeffh ujnejzfh � � � � � � � � � � � ��
� �� �� io�gfh� evw �hl jf{onevd� hl � � � � � � � � � � � � � � � ��
� �� �� �el�klleot � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� �� ��vhtleotl �k � o�
fh � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� �� �� �o�
fh jggno� e� jvep � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� �� �� �o�
fh gjnj� wvne�kh � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� �� �� �cx� � �w�knnht�hl g wneo�e�khl fetwjenhl � � � � � � � � ��

� �� � wtwnjveot jkvo� jve�kh �hl z ok�fhl � � � � � � � � � � � � � � � ��
� �� �� �wvdo�h � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� �� �� steot �h gdjlhl � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� �� �� �jn� oteljveot �h felvhl �h gdjlhl � � � � � � � � � � � � ��
� �� iot�fkleot � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� � DLKLAGDLBF ED GIIKLHGDLBFA `C �B`bKE I }_LB`LMCE� KLF}GL_E ��
� �� �o�wfeljveot �k �o�gonvh� htv � w� oenh � � � � � � � � � � � � ��
� �� �njtlpon� jveot �h g oetvhknl ht j��
l vjzfhjk� h�gfe�evhl � � � ��

� �� �� �tlvnk� htvjveot hv vnj�j{h � � � � � � � � � � � � � � � � ��
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� �� �� �tjf�lh q f rje�h �k � o�
fh g wneo�e�khfetwjenh hv vnjtl
pon� jveot � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� �� �� �kvnhl goetvhknl hv nwlkfvjv �tjf � � � � � � � � � � � � ��
� �� st � o�
 fh d�zne�h � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� �� cnw�djn{h� htv �hl �ottwhl � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� �� svefeljveot �k � o�
fh gof�w�ne�kh � � � � � � � � � � � � � � � � �� �

� �� �� �tuenotth� htv � rjtjf�lh � � � � � � � � � � � � � � � � � �� �
� �� �� � elkjfeljveotl hv �jf�kf �h pot�veotl gjnj� wvnwhl � � � � ���

� �� iot�fkleot � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
 �IK}�EFDGDLBF `E |� N |E_LB`LH�� LFEG_ FDE_IBKGDLBF ��

� �� �ot�veotth� htv � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
� �� �� �kvnhl ogveotl � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

� �� xhl pot�veotl gnet�egjfhl �h ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
� �� �� xh�vknh �h fj vnj�h � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
� �� �� ijf�kf � rjkvo �onnwfjveotl � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
� �� �� �h�dhn�dh �h gdjlhl � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

� �� � wtwnjveot jkvo� jve�kh �h zok�fhl � � � � � � � � � � � � � � � ���
� �� �� �wuhfoggh� htv �hl loklgdjlhl � � � � � � � � � � � � � ���

� �� iot�fkleot hv �wuhfoggh� htvl kfvwnehknl � � � � � � � � � � � � ���
� �� �� xj gjnjffwfeljveot �hl pot�veotl � � � � � � � � � � � � � ���
� �� �� xj {hlveot �hl �ottwhl ht � w� oenh � � � � � � � � � � � ���
� �� �� �wuhfoggh� htv �h tokuhffhl lvnjvw{ehl � � � � � � � � � ���
� �� �� �wuhfogg h� htv � rkt htuenotth� htv � rjtjf�lh � � � � � ���

S �BFHKCALBF �OP
� LJ KLB�_GIaLE � ��S
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xhl tokuhffhl jn�devh�vknhl �h gno�hllhknl otv z wtw��ew � rkt htlh�zfh �h
� w�jtel� hl toujvhknl j�jtv hk gokn h	 hv kt pon� e�jzfh j��noellh� htv �h
fhknl g hnpon� jt�hl � ihl � w�jtel� hl �ot�hnthtv htvnh jkvnhl f retvno�k�veot
�k geg hfeth juh� �hl wvj{hl �h gfkl ht gfkl fot{l m fh gjnjffwfel� h � retlvnk�
veotl m f rjk{� htvjveot �h fj pnw�kht�h �hl donfo{hl m hv� � � rkt jkvnh g oetv �h
ukh m ef l rj{ev w{jfh� htv �h gno�w�wl jllh� �o� gfh�hl �ke nht�htv kt ghk gfkl
jn�khl fhl etvhnj�veotl htvnh fhl �o�goljtvhl �h fj � j�deth � �h gfkl m �jtl fj
gnjve�kh m ef nhlvh juwnw �kh fhl g hnpon� jt�hl h	 h�veuhl fonl �h f rh�w�kveot �hl
gno{nj�� hl nhlvhtv ht�onh jllh� wfoe{twhl �hl g hnpon� jt�hl �n�vhl 	pokntehl
gjn fhl �otlvnk�vhknl
 �

x rhllon �hl l�lv
� hl h�zjn�kwl ok htpokel j etvno�kev �h tokuhjk� oz� h�
vepl �h g hnpon� jt�hl m hv �h gjnve�kfe
nh� htv ht vhn� h �h � et e� eljveot �h fj
�otlo�� jveot wfh�vne�kh m � et e� eljveot �h fj �otlo�� jveot � w� oenh m � j� e
� eljveot �h fj lknhvw �h pot�veotl m hv nhlg h�v �hl �otvnjetvhl vh�glnwhf � �f
th l rj{ev gjl kte�kh� htv e�e �h � ete� elhn fhl vh� gl � rh�w�kveot m � jel gfk
v�v �h nhlg h�vhn kt �otvnjv gfkl ok � oetl lvne�v m ��jtv �hl fe� evhl �h �o�v
hv �h �jzefevw �ot�hntjtv jklle zeht fh � jvwnehf �kh fh fo{e�ehf � xj � j�vnelh
�k �o� gonvh� htv �k l�lv
� h hlv �ot� hllhtvehffh �jtl �h �j�nh � �ffh gjllh
gjn fj �o�gnwdhtleot �hl �elvonleotl htvnh kt �o� gonvh� htv jvvht�k hv fh
�o�gonvh� htv h	 h�vep �

cokn zeht �o�gnht�nh �hl �e	 wnhtvl gdwto�
thl hv nw�kenh fhl w�jnvl �h
g hnpon� jt�h nwlkfvjtvl hv �ke g hkuhtv lh nwuwfhn gnw�k�e�ejzfhl q gfkl � rkt
vevnh m tovj�� htv lkn kt gfjt �tjt�ehn m ef pjkv l retvwnhllhn q fhknl �jklhl � �t
{wtwnjf m �hffhl�e lh levkhtv q �kjvnh teuhjk� m q ljuoen fh teuhjk �h f rjggfe�j
veot m �k �o�gefjvhkn m �k l�lv
� h � rh�gfoevjveot hv �h f rjn�devh�vknh �
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�k teuhjk �h f rjggfe�jveot m ef jnneuh lokuhtv �kh fhl �o�hl th loehtv gjl
jllh� zeht lvnk�vknwl gokn g hn� hvvnh jk �o� gefjvhkn � rh�gfoevhn fhl nhllokn�hl
�k gno�hllhkn 	gjnjffwfel� h � retlvnk�veotl m hv�
 m hv fh �o� gefjvhkn �h lot ��vw
g hkv {wtwnhn �hl �o�hl h�w�kvjzfhl �ke h�gfoevhtv � jf fhl nhllokn�hl gd�le�khl
�h fj � j�deth �ez fh m ok �ke th vehtthtv gjl �o�gvh �hl �otvnjetvhl gnognhl
jk �j�nh � rkvefeljveot 	vjeffh �h �o�h m vh�gl � rh�w�kveot �otlvjtv m � � � 
 �

�k teuhjk �k l�lv
� h � rh�gfoevjveot m kth lvnjvw{eh etj�w�kjvh �h {hl
veot �hl nhllokn�hl 	{hlveot �hl gj{hl � w� oenh m pnw�kht�h �h g hn�kvjveot
htvnh gno �hllkl m � � � 
 ghkv j� oet�nen le{te��jveuh� htv fhl g hnpon� jt�hl hv
gnouo�khn �h to�znhk� gdwto�
thl etjvvht�kl �

�t�t gokn �h �ke hlv �h f rjn�devh�vknh m fhl nhllokn�hl gd�le�khl �k gno�hl
lhkn lotv �khf�khpoel etj�jgvwhl jk� zhloetl �hl gno{nj�� hl � ht okvnh m fj
�e	wnht�h �h �j�ht�h �otlvjvwh htvnh fh gno�hllhkn hv fhl jkvnhl �o�goljtvhl
	� w� oenh m zkl
 htvnj�th nw{kfe
nh� htv �h to�znhk� {okfovl � rwvnjt{fh� htv �
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g okn f re�htve��jveot �hl {okfovl � rwvnjt{fh� htv ok ht�onh �hl �dh� etl �ne
ve�khl 	� �� �����
 m ot �wuhfogg h �hl okvefl fo{e�ehfl hv � jvwnehfl �h � hlknh
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d(i, j) = d(j, i), ∀(i, j) ∈ I × I :
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d(i, i) = 0, ∀i :
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d(i, j) = R − r(i, j) ∀(i, j) ∈ I × I.
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d(i, k) = 0,
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xi = xk
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d(i, k) ≤ d(i,m) + d(m,k) ∀(i, k,m)
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d(i, k) =
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j=1

(

xij − xkj

)2
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= [(xi − xk)T (xi − xk)]1/2
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� � D}_GDLBF � �wg wvhn fhl �hk� wvjg hl lkeujtvhl m �kl�k rq f rj{{fo
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A =

x1
x2
x3
x4
x5

x1 x2 x3 x4 x5












0 6 8 2 7
6 0 1 5 3
8 1 0 10 9
2 5 10 0 4
7 3 9 4 0
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∆t = xt − xt−1
�� )"  �9 :���*�

 !�� ��
2
*����#
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∆
′

t = ∆t − ∆t−1 = (xt − xt−1) − (xt−1 − xt−2) = xt − 2xt−1 + xt−2
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#� 
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 ������ !�� �����
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�� !���#� ���!)����"#� 1 � ����#� * g�#� % �� ����� �� ������-#����
/��!���#� �� 
����"#�0 & �� � $��� ����� , �� ������-#���� !������������� � �� �� ��� ��� 



�� �������� 	 
 �� ����� �� � �������� �� � ������

f(xt|Xt−1)
& !� "#� ������� , �(
��% ��

xt
�� '��!���� �� ��� ����#�� 
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OPR XURO PRLUNRO] OJ R PRTRUMJJTULO PU [O K LMNOPPQP PRMNSTPRUVQO

TPPMNUW [ !OPR TQPPU" UaOa [T XUPRLUZQRUMJ NMJ# MUJRO XO
(Xt1 , . . . ,Xtk )

OPR UXOJRUVQO _
NO[ [O XO

(Xt1+h, . . . ,Xtk+h)
" VQO[VQ O PMUR

h
"
k ∈ N

a $ J X !TQRLOP ROL] OP" [T XUPRLU\
ZQRUMJ NMJ# MUJRO XOP YTLUTZ[OP T[WTRMULOP XTJP [T PWVQOJNO OPR NMJPRTJRO KMQR RMQR
XWNT[T% O XO RO]K P a
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Xt, t ∈ Z

 OPR XUR PRTRUMJJTULO X !MLXLO
XOQ) PU

* E(Xt) = m, m
NMJPRTJRO

, ∀t

* E(|Xt|
2) < ∞, ∀t

* COV (Xt,Xt+k) = E[(Xt − m)(Xt+k − m)] = γk, ∀t, ∀k
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E(Xt)
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Xt
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Xt
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������ ���
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Xt+k)
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∞
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Xt, t ∈ Z
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γ(r, s) =

COV (Xr,Xs)
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t=1 (xt − m)(xt+k − m)

n − k
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Lxt = xt−1
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Xt, t ∈ Z
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Xt = (1 − θ1L − θ2L
2 − . . . − θqL

q)εt = Θ(L)εt
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Xt = εt − θεt−1
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Xt = φ1Xt−1 + φ2Xt−2 + . . . + φpXt−p + εt
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p)Xt = Φ(L)Xt = εt
/
 *
�0

� $ "#����� !���!� �����"#� ���� !� � ,
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Φ(L)Xt = Θ(L)εt
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AR(1)

& �� � $ !���
RSt = V ARt − αt = 0.532135RSt−1 + εt

� �� � ��������� �� ���� ������
+ !� ��� ��� ��� ���!�� �� ���1��%%�� !�%%� ��� � �������� � �� �����-���

�� ������� � $# ���!���#� ���!)����"#� & �� ��� � ����- �� �� ��� % �� ����� �#���� � $��.
���!)� ��� � ���� ��%� ������� * � �#� ��� � % ��� �#� ��#( �(�%� ��� !�%% �� �
����� �� & �� ��� � '��% ���� � �-��#�� � �#��� � $�� ��� � �������� * g�� �(�%� �� &
����"#� �#� ��� � ����� �� ���!� ���!

n = 148
, �� ��!)��!)� �� % ���'� ��%-���"#�.

% �� !� ����� �� � �  ����'� �
� � & �� �#� � '���# �#������� ���  ��!��� ��� �� ��
� �#� ���� ���������� # !���!�c�� � 1#���� * � � � $���� �� �� !���� ���!� ��� �� %  .
�)��� ��� � ���� ��%� ������� !�!�#� ���!����% �� "# $�� � $�1�� � $#� � ��� �� 1� �
� $�����
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* g�� !� � "#�� & �� ������ -�� � ����- �� � $�(� ������ ��� � '��% ���� � ���#��

�� !� ��� � � $������ & � �% �� � �#� � $�#���� %  �)���� � $������ �# � $�#���� ��� ��
�� ��!)��!)� * ���� � $���#���� �!��� � �#� !�����% �� ��� ��� �����#( � !���� �� � �##� *

�#��'��� & �� ��� !���#� �� % �� ������� ��% �#�� ����	 !�% � ��(� * + �#��� & ���
����% ���� � �� �!�# �� ��#� �# ��1 �� !� ��� !���#� '�#� ����� � ������ ��� ��.
��#�� � ����� /�� � ���c���0 & ��� �� � #��������� !��#�� ��#��% �� , ��� ����#��
�����!) �� �� �� ���!� � ������ * � �#� ��� � �#��� �� � $ % ��1�!� � $�#���� ��� ��
� $�����!)�� �

 & ��� "#� !)��!)�� , ��� ��"#�� ��� %  �)���� �# � TRT ] UJUJ% ,
� $�����d!���� ��� % ���'� �� � ��� � ���� ��%� ������� *
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K WLUMXUVQ O\[UJ WTULO "#� & 1��!� , �� !�%-����� �� ��� ���� '�!��#�� & � � �� , !� - �.
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#� � ��� � ��% �� � ��� ��� ���#!�#��� �� !���� �� �� �� �� �� � �#��� e��� ���� .
� �� & �� � �#� 1  ����% �� ��� ��� � '��% ���� � !�#�� & �# � �#���� �� � $������ & ,
������ �# !��� ��#�!� � $# ���1��%%� * ��� %  �)���� �����"#�� & ������ "#� �� % ��c��
� ��� ���"#� & ����� � �#���� # ������% �� ��!)� � ��% ����� �� �%-��#���
������� �� ��� �'��% ���� � �� ���1��%%�� �(�!��� �� ��%-���"#�� * g�� !� � "#��
�� ������ -�� ��%% �1� �� � ��� � �#���� ���d��� �� ��#�� � ����- ���� � �� � �� !����
�� � $������ � $� '��% ���� � �(������� �# !�#�� ��� �( !#��� � �� ���1��%%� *

b $�#��� ���� & � $������ ���% �"#� � �c�� #� �(��e% � �����-���� �# !�% � ��.
��% �� ��� ���1��%%�� �# !�#�� �� ��#� �( !#��� & % ��� �#��� #� �  �����!�� 
�� ������� "#� ����� �����"#� ����"# $� !� ���c�� � �#���#�� %  ���"#�� ��� �����
��� & #� & #�� * g�#� �����d�� ��� ���#( �# ��� � 1�� � �� �� ����#���� !�� � 1#����� � &
� �� ���� )�-��#����% �� �� �� ���!� � $�( !#��� & �� �� ������% �� "# $� � ��� ��"#�
���� !�%��� �� �� ��#�� ��� � '��% ���� � "# $���� !����� � ��!��#�� �� -��!� ��
-��� /��� 0 & � ��%-��� �� ������� /UJPRLQNRUMJ � ML� UJ% P OR0 & ����#�� �!������� & ��! *

� $���� �� �� ���!�� � $�( !#��� � !� ����� !�����"#�% �� , ��� ��"#�� ��� %  .
�)���� �� % ��c��� 1  ��#( � ������ �� �� �� & ������ "#� ��� %  �)���� �� !���.
��d !���� ���� �� �� �# !)�� ����
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& �# ��� %  �)���� � $����� ������ �# �� � 1������

%��) % ���"#�� �������� * �� � �#���� � $�(������� �� ��� % ��c��� �� �� !� ���#���
��� �# �.% e% � ����	 1  ��� & ���� ���� � �# � $� '��% ���� � #����� & ����  $�#����
��� ����!��% �� ���� ��� ��� �'��% ���� � ����% ������ �� !��� *

�� ���#��� "#� �#� ���� ��� � �� "#� �  � �#-�� � �� � �
� � !� ����� , �(���% ��
�� !�%� ����% �� , � $�( !#��� � $# ���1��%%� ��� # �#��� ���1��%%� & "#�  $�(.
���% � ��! ��� �� '�!������� & ��� � �#�"#��� & % ��� �� % � �c�� & ��� !�%% �� � *
��� ��1�1�� � '��% ���"#�� ����� # � �#���� � $�(��������� �� �� '�!������� 
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� �#� e��� ��� �� �� � �# !�%� ����% �� * +� ��� �� �#��� & #� ���� �� ������"#� � �#
���1��%%� ���� ����� �� !�% � ����% �� � ��% �� � $�-�� �� ��� � '��% ���� � ����.
� �� �#( �-f �!��'� & � �#� �� !�� % �� "# $���! ��� %  �)���� 1  ����� � $������ ��
�� �� *

b� � !� ������� & �#� � ������ � � !���� �����!)� � ���� ����� #� ���!�
� $�( !#��� ��� ��� � "#�!�� ��  ��� �� - �#!��� �� � ���"#����� ��� � ���#!��� � ���
- �#!��� ��� � �#� ������ ��� ��� '�!��� � �(���% �� ��� ����#�� �� �� ���!� � $��� �
, ������ ��� ���!�� �� - �#!��� * ��� - ���� ��� - �#!��� ��� ���� ��� !� ������ & ����
��� '�!��� � �� �� ��� ���!�� �� - �#!��� * ����� ���� ������� � ���1��%%��
�� - �#!��� ��� � �#��� ���� � � ��� �� % ��c�� � ���c���"#� � $������ �����"#� *

b� � ��#�� �� �#��� & #� �)��� �� ���1��%%� !������ �� , # !�% � ����% ��
�  �����"#�.�� ���� !� ���� * �)�"#� - �#!�� !������ �� , #� �)��� & #� �)���
 ��� ����.% e% � # � ��%-�� � $���������� � � ����� ��� # � ��� �#���� & �����.
d � , ������� #� %  �)��� � $����� ������ �  �����"#�.�� ���� * ��� - �#!���  ���
�%-��"# �� & !�����.!� � d �����  1���% �� #� )� ���!)�� �� �)���� *
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� $����� ������ � ����% ���� !�����"#� ��
n + 1

� ���� !��!#�� �� � ����%� ��
��1� �# � �#�  1�� ,

n
"#� ����� �(�!��% �� ��� !)�!# �� !�� � ���� * � $��� #�

'�!��� !��!#��-�� & % ���  1���% �� !�% � ��(� �# '��� �� �� ��1� & �� ��� !���% ��
�(� �����-�� �� � ���� !���(�� *

����� �� ( FE FH �MUR QJ O PQURO XO YT[OQLP
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� ���� -�� "#� � $# � ��� �� �#� � '��% ������ !���� '�!���  $��� ��� ��c�
�(�������� & � �����!#���� �# �#f �� � $#� � ����- �� �  �����!�� �� �� �#��� ����� � � !����
��% ��"#� � $ ��� � $�����#�� , ��#��� ��� '�!��� � � $����� ������ � ����% ����� �
1  ��� * g�� !���� & �� � $� �-����� ��#� , ��#� ���  � % ��� ��� ��� �-�!����� ���
�������� ��

2
�� � �� �#��� �� � ���� & � � $�� ������ "#� ��#� !�� ���% �� ��� �� �

��� �� �������
[2, 5]x + [3,−2]

/
2x + 3

��
x

��� ���� ��
5x − 2

��� 0 & !� "#� ������
!�����% �� ���������� �� �  �����!�� �� !���� �#��� "#� ��� ��

2
& �� #� �������

�� ���� ���� ���% �� ������� ��
2
* � $��� � �#�"#�� & �# ���# � $#� ����� ������

� ����% ���� !�%� ��(� �� � �# �(�������� & �#� !)������� � � $���!�#�� �#� ��� ���!��
#� ����� ������ �� ���� �� �  �����"#� & ��� �� ���!������ �#�� *
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� �� ������ ������� � �� ��� ���������� ���
+ �� �������1�� �#( � ����%�� �� ��1� 

1
& #� ����� ������ �� ���� ���#��

"#� ��� � �#����� ����� ��%� ��� & '�!���� , % � ��#��� �� , � � ����� * �� �  �����!�� 
�# � ����%� & � �#� �� ���� & � ��% �� �� ������ �� � $�(� ��!���� �� !���!�c�� � �  ����'
� �#��� �( ����� �� � #� �#��� * g�#� � � ����� #� ����� ����� ������ �  �����"#�
�� �� ���� & � '��� ������ �� ��� '�!��� � �� �� �����!#��c��� ��� �� �� '�!��� �
�  �����"#�� *

� 3� 35 �6�79<6� � �� <6� <=8�
� � d �� �#������� !� "# $��� # �%-�� �  �����"#� *

> ?@ABCBDA ( F( FH IJ JM] ZLO K WLUMXUVQO OPR QJO PQURO ^ JUO XO
n

YT[OQLP JQ] W\
LUVQ OP

[a1, a2, ..., an]y
" XMJR [T YT[OQL NMLLOPKMJX _ NO[ [O XMJR [O LTJ% OPR XMJJW KTL

y mod n
"
y ∈ N

" U aOa

[a1, a2, ..., an]y =















a1
PU

y mod n = 0
a2

PU
y mod n = 1

... ...
an

PU
y mod n = n − 1

�� �%-�� �� ����#�� !���#�� �� � # �%-�� �  �����"#� ��� ��� �� �� K WLUMXO*
� � �� �� �%-��

[a1, a2, ..., an]y
��� �� �  �����

n
* b � � �� �����"#� & �� ��% ��� ��

� d ���� �� � $���!�
y

��� # ��#�.� ��%-�� d � ��
N

& !� "#� � ��% �� �� ��% ���� ���
� �  ����� � ��� ���% �� �# �%-�� �  �����"#� * g�#� #� �� ������� � �#� � ����� �
��� �%-��� �  �����"#�� � � �#� �� � ' ��� , �� �� *

� � �#��� �� ������ � �#����� & "#� ��� "#��"#�� ��  ����� � ���� ��#(
�  �����"#�� �# ���� # �  �����"#� �� # �!������ *
��D�� B?C? ( F( FH �MUR

λ
QJ PNT[TULO" T OR Z XOQ) JM] ZLOP K WLUMXUVQOP XO K WLUMXO

n
a

�J T 


λ = [λ, λ, ..., λ]t,∀t, t
^ ) W

λa = aλ = [λa1, λa2, ..., λan]

a + b = [a1 + b1, a2 + b2, ..., an + bn]

� � �#� , �� ��� � d �� #� '�!��� �  �����"#� �� �� % � �c�� �#����� *

> ?@ABCBDA ( F( FE IJO � MJNRUMJ K WLUMXUVQ O
f

OPR QJO � MJNRUMJ T� JO XO [T � ML] O
f(x) = ax + b

" M� [OP NMO� NUOJRP
a

OR
b

PMJR XOP JM] ZLOP K WLUMXUVQ OP a

g�#� ���!�#�� ��� ��  ����� � �#� ��� '�!��� � �  �����"#�� & � ���� � �#��� ��#��
!��� !���� �  �����"#�� , �� % e% � �  ����� & !� "#� � �#� ��#f �#�� �� '���� � #�������
�� � �#� � ���� !�%%# %#���� �� /KK N]0 ��� �  ������ ���� �!����� ��� !� �� !���� *
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	����

f
��

g
��#( '�!��� � �  �����"#�� �� �  �����

m
��

n
���� �!����% �� &

������ "#�
f(x) = [a1, a2, ..., am]x + [b1, b2, ..., bm]

g(x) = [a′1, a
′
2, ..., a

′
n]x + [b′1, b

′
2, ..., b

′
n]

� � ���� !��!#���
(f + g)(x)

* g�#� !��� & � ���� ��% ��� ��� �%-��� �  ���.
��"#��

a, b, a′, b′
, �� % e% � �  �����

p = ppcm(m,n)
�� % � �c�� , !� "#�

f(x) =
[s1, s2, ..., sp]x + [b1, b2, ..., bp]

��
g(x) = [s′1, s

′
2, ..., s

′
p]x + [b′1, b

′
2, ..., b

′
p]

* � ��� !c��
!�%%� �#�� �

	 � !� ����#�
b

/���� �!����% ��
b′

0 & "#� ���  1�� �#(
p

���% �c��� ����#�� ��
f(x)

/���� �!����% ��
g(x)

0 & �����
f(0), . . . , f(p − 1)

�
	 � !� ����#�

s
1��!� �#( ����#�� ��

a
& %#���� �� �� ���

ppcm(m,n)/m
�� � .

�  � ��
ppcm(m,n)/m − 1

'��� �
	 �� % e% � & �� �%-�� �  �����"#�

s′
��� !� ����# ��� ����#�� ��

a′
& %#���� �� ��

���
ppcm(m,n)/n

�� � �  � ��
ppcm(m,n)/n − 1

'��� *
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(f + g)(x) = [s1 + s′1, s2 + s′2, ..., sp + s′p]x + [b1 + b′1, b2 + b′2, ..., bp + b′p]

� ��!� �#( '�!��� � �  �����"#�� �� �#( ��  ����� � �� ��� �� !�.����#� & �#�
� �#�� � � !���� � $����� ������ �  �����"#� *

� 3� 3� ��9��� 6 �;9<6� � �� <6� <=8�� �<��;<��
	��� #� �#���

S
��

m
����#�� * � $����� ������ �  �����"#�.�� ���� !� ����� ,

� !�%� ���� �� �#���
S

� ���������� �#!!����'� ���f ���� ���� "#� ��#�  � % ��
eij

��
���#��� , �� � ������

j
� $# ���������

i
���� �� ����% �� � � ���� �� � $ � % ��

ei−1,j
�� � $��������� �� ! ��� & ! $��� , ����

eij = ei−1,j + aj
& ���!

aj
!� ���� /����

d1#�� � *�0 *
�� '�!��� �  �����"#� � �#����� ��� �� �� '��% �

f(x) = ax + b
& �� �� �%-��

� $ � % ��� �� � !)�"#� ��������� !������ �� �# � �#� � ���� !�%%# %#���� �� ���
�  ������ ��� !� �� !����

a
��

b
* � �� ���

p
* � $� ��%-�� ��� ����#�� � ����- ��� ��

p���  1�� ,
{1, 2, . . . ,m/3}

& �d � $ ����� �� !�� ���� ���
p = m/2

�� ��! � $����� ����
�# % � �%#% ����� � ���� �� �� ���!� *

� ������ & � � !���� ��� �� ����#� ��
p
� �#� ��"#���� �� �( ���� #� � � ���!�

�� ���� ���� ���������� �#!!����'� * ��� ���� & � ���� "#� �� '�!��� � $�#�� !��.
� �����  ��-��� �� ������� �� ���� ���� ��� ���% �� � $#� �#��� �# � ��� ��%� ������
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��� � � �� � ��������l ��� �����l �� ���� �
�l�����
/!)�� ���� 
0 � �� �� ����#� �# !��� !��� � $�#�� !��� ����� � , # �����

k
�� /!�.

�� !��� �� 
ρk

0 ���  ��� � & ����� �� �( ���� #� ������� �� ���� '���� ���� ��#� ���
 ��% ��� ����! � ��

k
*

� � � �#�� "#� � $�����!�% �� ��� 1����#� � !�������� ��� !��� !���
� $�#��!��� ����� � ���% �� #� �#��� ����% ��� ��� ������

k
/�#

p
0 , !� ��� ���

� �#� #� ����� ������ �  �����"#�.�� ���� *
����� �� ( F( FH �MUR [T PQURO

[3, 3, 7, 13, 11, 23, 15, 33, 19, 43, 23]
a

� !OJPO] Z[O XOP YT[OQLP KMPPUZ[OP XO
p

OPR
{1, 2, 3}

a �J NT[NQ [O XMJN [OP NMO� \
NUOJRP X !TQRMNMLLW[TRUMJ

ρ1 = 0.35
"
ρ2 = 0.49

OR
ρ3 = 0.02

a �OP K WLUMXOP KMPPUZ[OP"
KTL MLXLO XWNLMUPPTJR PMJR

2, 1, 3
a �J OJ XWXQUR VQ !U[ P OLT K [QP K LMZTZ[O XO RLMQYOL

QJO UJROLKM[TRUMJ K WLUMXUVQ O\[UJ WTULO TYON XOP UJ ROLYT[ [OP XO K WLUMXO
2

K [Q R�R VQ !TYON
QJO K WLUMXO XO

1
MQ OJNMLO QJO K WLUMXO XO

3
a

� MQP TYMJP XW# _ YQ VQO NORRO PQURO OPR O� ONRUYO] OJR UJ ROLK M[WO KTL QJO � MJN\
RUMJ K WLUMXUVQ O XO K WLUMXO

2
" XMJJ WO KTL

[2, 5]x + [3,−2], x = 0, . . . , 10
a �J K OQR

OJNMLO [ !WNLULO
[4, 10]yX + 3

" TYON
X = 0, ..., 4

OR
y = 0, 1

" NO VQU NMLLOPK MJX _ QJO
LOK LWP OJRTRUMJ ]Q[RUXU] OJPUMJJO[ [O XO [T PQUROa

� ��  ������������� �� ���� �� �������� ��� �� ���� �
��������� �� � ��	 �� � �� ��� ���������� ���

� 3 35 � �������9;9<6� �8 �9<� <� ��� <6��� ���
����"# $� � !�%� ��� #� �#��� �� ����#�� �

n
���������� ���f ���� �#!!����'�

�� �� ����% �� � � ����� & � ���� !�� , !)�"#� ��������� # ���!� �� ��%� �
t1/

t1 = 0, . . . , n− 1
0 �� � � d �� # ����!� ��%� � � �#� �� % �� ������� * � ���� ����

"#� �� '�!��� � $����� ������ �  �����"#�.�� ���� � �#� ��#� !�� ���������� ��� ��
�� '��% �

f(t1) = at1 + b
& ��

a
��

b
��� ��� �%-��� �  �����"#�� *

	� �� �  ����� ��
a

��
b

��� � �#� 1���� "#�
1
& � � �#� � $�� ������ �#( � ����

��%� ������� � d ��� ��� ���  � % ��� ��
a

��
b
& �� ��!)��!)�� � !#�����% �� ��#��


��� ���� ��� ������� � �� ��� ���������� ����� �� ����� � ��� ����� �� �����! �"
������

ρ2
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'�!��� � � $����� ������ �  �����"#��.�� ����� * �� !� �� !���
a

/���� �!����% ��
b
0

���� ��! ���� ��� ��� #� '�!��� �  �����"#� �� �� '��% �
fa(t2)

/���� �!����% ��
fb(t2)

0 * g�#� "#�
a

��
b

1����� ��#f �#�� ��� �  ������ �����"#�� & ��� !� �� !���� ��
fa(t2)

�� ��
fb(t2)

������ e��� ��% � � , �� % e% � �  ����� & !�%% � �#� � $��� �
% ��� �# ����1���)� � *� *
 *
	� �� �  ����� �� �� '�!���

fa
/�#

fb
0 ��� � �#� 1���� "#�

1
& � � �#� � �#��#����

�� � !#���� �#� !��
4
�#���#( !� �� !���� & �� �� �� �� �#��� *

�# d�� & � �-���� # ����!� ��%� � %#�����% � �����
(t1, . . . , th)

�� #� ��.
- ����!�!� -����� �� '�!��� � �  �����"#�� /d1#�� � *
0 � �#� �� ���� ������� ��
�� �#��� �� � ���� � , !)�"#�  ����# �� � $��-�� -����� ��� '�!��� � �  �����"#��
!������ �� #� ��% � ��� ��%� ������

ti, i = 1, . . . , h
*

! ��� % ��c�� %#�����% � ����� � �#� e��� ���c��% �� ���� ��� ��� #  ��
�� - �#!��� �%-��"# �� �� ���'���#�

h
& ��� �� '��% � 1  ���� ��� �� �#����� �

'��
t1 = 0

��
u1'��

t2 = 0
��

u2'��
t3 = 0

��
u3***

'��
th = 0

��
uh

f(t1, t2, ..., th)
�

f(t1, t2, ..., th)
��� �� '�!��� �  �����"#� %#���.�����-�� d��� � �#����� �� � $��.

� ��!���� � !#����� �� � $����� ������ �  �����"#�.�� ���� * � $��� #� '�!��� 1��-�.
��% �� � �� ���� & % ��� !�� ���� �� ���� ��������% �� , !)�"#� �����-��

ti
*

��� � � �� � � �� 
��l����� �� �
����
�l � ���
�����l
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����� �� ( F� FH # ONMJPUXWLMJP [T PQURO
[3, 3, 7, 13, 11, 23, 15, 33, 19, 43, 23, 53]

NMJPRU\
RQWO XO

12
W[W] OJRP KMQYTJR `RLO LO% LMQK WP OJ

6
UJ ROLYT[ [OP NM]] O PQUR 


�QUYTJR [T K LO] U�LO XU] OJPUMJ XO RO]K P MJ RLMQYO 


f(t1) = [4, 10]t1 + [3, 3], 0 ≤ t1 ≤ 5

�QUYTJ R [T P ONMJXO XU] OJPUMJ " KMQL
a = [4, 10]

OR
b = [3, 3]

" MJ RLMQYO






fa(t2) = 6t2 + 4, 0 ≤ t2 ≤ 1

fb(t2) = 0t2 + 3, 0 ≤ t2 ≤ 1

�M]] O [OP NMO� NUOJRP K WLUMXUVQOP PMJ R RMQP XO K WLUMXO
1
" [O K LMNOPPQP LWNQLPU�

P !TLL`RO UNU OR MJ % WJ �LO [T ZMQN[O NMLLOPK MJXTJ RO 


� ML
t1 = 0

RM
5� ML

t2 = 0
RM

1
(6t2 + 4)t1 + 3

�

g�#� #� �#��� �� ������
m

"#��!�"#� �� � !#���� ���% �� &  ��� �� "#�
�� ������ ��� ���������� � !���� , !)�"#�  ��� � � !#����� f #�"# $, � � �#� ���#���
� $����� ������ �  �����"#�.�� ���� * 	� �� ���'���#� % �(�% ���

h
�� � $��-�� -�����

��� ������� & ��  $� � � �#� �� !��� !��� �  �����"#� /! $��� , ���� �� �  ����� �
1
0 & ��

�� % ��c�� �  � ��� ��"# �#��� �� '��� "#� � ����- �� * �#��'��� & �� ��� ��#f �#�� � ��.
��- �� �� �� ��% ���� , #� )�#��#�

hf
d( � � $���!� * � $��� � �#�"#�� ��� ��� �����

��% � ��� � �� � $����!� ��%� � � �#��� e��� � ���#�� !�%%� ���  ����  ����#( ��
1��#����� � �#� � $�-�������� �# !�% � ����% �� ��� ���1��%%�� * b � !���� % �.
 �c�� & � � �#� �� ���������� , #� ������ 1��� 1��� �� � $� !)��!)� f#��� , �����
#� �#� � $� ��%-�� �# ���1��%%� & �� �� � �� !�� !������� & #� ���� �� � �#� d�
��� ������ ������1� �� �� !���� � *

g���� �� ��!)��!)� ��� ���������� �� ����% �� � � ����� & � � �#� !� ��� .
��� �� �#� � !�%%� '�!��#� ���!��% ��� �# � & !� "#� ��#� ���� � �#� �� ���% ���
!�� "#� ����"# $# !�%� ����% �� �� ������#�� & �� ���� �� '���� � ���� �� % e% � ��.
1#�#� �� ��%� � "#� �� ! ��%%�� * ��� ��#( '��� � ���  ����� �� !� ��� ��� ��
�#� � '�� �- �#��� , ��� !�d1#����� � ���  ����� ��� ���������� & �� ��! �� ����
% ��c�� �  �����"#�.�� ���� *
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����"# $� � !��� "#� �� �#� � ��� ���!��% ���� & �  $��% �� �� ������� "# $����

���������� �� % e% � ������ * b � � �� !�� !������� & � � �#� ��% ����� "#� ��� ����.
������ �� ������� ��� ����� ����� �� � & ! $��� , ���� "# $# !�% � ����% �� �#���� ��
������#��� ���! , !)�"#� '��� ��� �#� �� �� ��%� � �����-��� * � �-���� �� �� ��#(
!�d1#����� � �� ��� ���������� ��� �� ������ !� ����� �# �����-�� * g�#� !)�!#�
� $���� ����� & �� � �#� ������� "#� ��� ���������� ����� � ��� � ��� � $�#���� ����������
������� � $# !�%� ����% �� ��� ��� & �� � ��� � �� ��!� �� � �#���#�� !�% � ����.
% ��� ������! � * ��� !�%-����� � �#� ���� �# �����

4
!�d1#����� � � ����- ���

�# % ��c�� �  �����"#�.�� ���� �

	 ���������� ��f �!��� �� ������ !� ����� /d1#�� � *�0 &
	 ���������� ��f �!��� �� ������ �����-�� /d1#�� � *� 0 &
	 ���������� ������� �� ������ !� ����� &
	 ���������� ������� �� ������ �����-�� /d1#�� � *�0 *

��� � � �� � ��������l ��� �����l �� ���� �
�l�����

��� � � �� � ��������l ��� �����l �� ���� ������ �

��� � � �� � ��������l ��l����l �� ���� ������ �
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� 
 �������� ������ � ����������������� ��

��� !�%��� �� ��#��� !�� ���  ����� !�d1#����� � & �� % ��c�� 1  ��� ��
- �#!��� ����!� �#( ���  ���� % ��c��� ������ ��! �

'��
t1 = 0

��
n'��

t2 = l(t1)
��

u(t1)'��
t3 = l(t1, t2)

��
u(t1, t2)***

'��
th = l(t1, t2, ..., th−1)

��
u(t1, t2, ..., th−1)

f(t1, t2, ..., th)
�

��
f(t1, t2, ..., th)

��� ��#f �#�� �� '�!��� �  �����"#� %#���.�����-�� d��� ��.
�#���� �� � $��� ��!���� � !#����� �� � $����� ������ �  �����"#�.�� ���� & ����� "#�
l(t1, t2, ..., ti)

��
u(t1, t2, ..., ti)

��� ��� '�!��� � "#� ���"#�� ��� ������� ��� ����.
������ !� ��� � � , � $ ��� �

i + 1
*

b � � �� �#��� & �#� �#� ��% ��� � �����!#��c��% �� , ��� '�!��� � �� ����� �'.
d�� & �d �� '�!������ � $�(� �������� ��� � �#����� � �#� � $�#���� �#���� � $������ ����
"#� �� % ��c�� � ��� ���"#� *

������� ������ � ������	� ���
 �� ������ 	����� ��

����"#� �� ������ ��� ���������� , ����� ���� ����� & �� !����� �� % ���d�� � 1c.
��% �� �� � d ���� �� � $����� ������ �  �����"#� �� ���� �� � � � *� *� * � � ���
imax

�� � �#� 1��� ��� ���������� �� ������ �����-�� ����� �� � & ��
max

�� ������ * 	���
# ��������� "#��!�"#�

i
�� ������

s
& ��� ���  � % ��� ���

eij
&
0 ≤ j ≤ s− 1

* ���
����������

i
��

imax
��� �� ����% �� � � ����� � $�� �( ����

α ∈ Z
��

s
 � % ���

!� � !#��'�
eimaxk

�� �
imax

&
0 ≤ k ≤ max − 1

& ���� "#�
eij = eimaxk + αak

*
�� ����#�

α
��� ����!� � �� '��� # �"#� , � $���������

i
* �#���% �� ��� & ���"�.

"# $# ���������
i
��� % �� � ������� �� � � ���!� �� ���� ���! � $���������

imax
&

�� ���  ��!� ���� ��#��  ��% ��� �� � ���  1��� ,
αak

& �� ��#�� �#��� ������� ��
� � ���!� �!�#��

imax
�%� ��"#� #� ����#� ��

α
���  ���� *

����� �� ( F� FE �J NMJPUX�LO [T RLTNO PQUYTJ RO OR MJ NS OLNS O QJO UJROLKM[TRUMJ
K WLUMXUVQ O\[UJ WTULO 


[0, 5, 8, 10, 13, 16, 15, 18, 21, 24, 20, 23, 26, 29, 32]
a 	 MQL NORRO RLTNO

U[ O) UPRO QJO UJROLKM[TRUMJ K WLUMXUVQ O\[UJ WTULO XO
5

UJ ROLYT[ [OP XO RTU[ [O YTLUTZ[O"
NM]] O MJ [O YMUR _ [T ^ %QLO � a a

�O K [QP % LTJX UJROLYT[ [O OPR [O XOLJUOL" OR
max = 5

� [T YT[OQL XO
α

TPPMNUWO TQ
K LO] UOL UJ ROLYT[ [O OPR

−4
�
0 = 20− 4 ∗ 5

 " [T YT[OQL TPPMNUWO TQ
4ieme UJ ROLYT[ [O OPR

−1
" ORNa
$J PO ZTPTJR PQL [OP XOQ) XOLJUOLP UJ ROLYT[ [OP" MJ RLMQYO 
















15 = 20 − 1 ∗ 5 → a0 = 5
18 = 23 − 1 ∗ 5 → a1 = 5
21 = 26 − 1 ∗ 5 → a2 = 5
24 = 29 − 1 ∗ 5 → a3 = 5
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 �� � ����� �������� � ���������

��� � � �� � ��������l ��� �����l �� ���� ������ �

� !T�TJR K [QP X !W[W] OJRP KMQL [O NT[NQ[ XO
a4

MJ K MPO
a4 = 5

a �J YWLÛ O OJPQURO
VQO" PU

s
OPR [T RTU[ [O X !QJ UJROLYT[ [O

i
" MJ T ZUOJ [T LO[TRUMJ 


eij = eimaxj + 5α, 0 ≤ i ≤ 3, 0 ≤ j ≤ s − 1.

	 TL O) RLTK M[TRUMJ MJ T XMJN 

e0j = e4j − 20, 0 ≤ j ≤ 4,OR MJ MZRUOJ R [T � MJNRUMJ X !UJ ROLK M[TRUMJ K WLUMXUVQO\[UJ WTULO PQUYTJ RO 


f(t1) = 5t1 + [0, 3, 6, 9]t2 , 0 ≤ t1 ≤ 4

XTJP [TVQ O[ [O [O XOQ) U�]O NMO� NUOJ R K WLUMXUVQO XWK OJX XO
t2

_ NTQPO XO [T YT\
LUTZU[URW XO [T RTU[ [O XOP UJ ROLYT[ [OP a
�TNSTJR VQ O

fb(t2) = [0, 3, 6, 9] = 3t2
" [T ZMQN[O ^ JT[O P !WNLUR 


� ML
t1 = 0

RM
4� ML

t2 = 0
RM

t1
5t1 + 3t2

�

������� ������ � ������	� ���
 � �
����
 �� ������ ���
�����

�� !�� ��� ���������� ������� ���c�� ��� ���������� ��f �!��� ��� �� �� ��!�
�� ����#�� ������! �� "#� ���c��� � $# �#��� !�% � ����% �� "#� !��# � � !�#��
� $�����d!���� * g ��� � ��� �(�%� �� �� ���!� �#����� �

[15, 16, 17, 1, 6, 20, 23, 26, 9, 17, 25, 30, 35, 21, 12, 30, 37, 44, 0, 5, 35, 44, 53, 23, 25].

���� "#� �� ��!)��!)� � $#� !�d1#����� � $���������� �f �!��� �� ������
!� ����� ������� � � �#����

4
�)���� & � ���#�� �!� #� ��#�� �)��� � $����.

������ �� �  �����
3
& ������� ��

2
 � % ��� , !)�"#� '��� * �� - �#!�� d��� � $ !��� �

'��
t1 = 0

��
4'��

t2 = 0
��

2
t2 + 15 + (2t2 + 5)t1

�
'��

t2 = 3
��

4
;
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 �������� ������ � ����������������� ��
������� ������ � ������	� ���
 ��
����
 �� ������ 	����� ��

�� ���!�� � ��� �� % e% � "#� � �#� ��� ���������� ��f �!��� �� ������ �����-�� & ,
!�!� ��c� "# $� ��% �� !����� �  � % ��� �� �� ���!� � �#��� ���� ����� # ��#�
�#��� !�%� ����% �� � ��#��'��� �� ������ ��� ���������� ����� �����-�� �� !� �� % �.
 �c�� �� ���� * � ���� ��� �(�%� �� �� ���!� �#����� �

[0, 6, 120, 0, 12, 5, 240, 120, 0, 3, 7, 14, 360, 240, 120, 0, 5, 3, 11, 13, 480, 360, 240, 120].

� ���#�� ��� ���������� �� ������ ������ ��
1

,
5

�� "#� ��� ������! � ���!
� $�#���� ���������� �� ������ �����-��  1���% �� & % ��� � �#���� ��� �� % e% � ����.
��� * �� - �#!�� !������ ����� ��� �� � ��� �

'��
t1 = 0

��
4'��

t2 = 0
��

t1
120t1 − 120t2

�
'��

t2 = t1 + 1
��

2t1 + 1

;

� �� ����� ( F� FH �J NMJPRTRO ZUOJ VQO K MQL [OP NMJ^ %QLTRUMJP X !UJ ROLYT[ [OP XUP\
RTJRP" [O NM]KMLRO] OJ R OJRLO[TNW J !OPR K TP ] MXW[UPWa �J K OQR NOK OJXTJR U] T% UJ OL
QJO O) ROJPUMJ K OL] ORRTJ R XO [O LOK LWP OJROL" KTL O) O]K [O OJ % WJWLTJ R QJO RLTNO TQ) U\
[UTULO NM]KMPWO XOP W[W] OJ RP OJ RLO] `[WP" OJ � TKK [UVQTJR OJPQURO QJO KTPPO XO [ !UJ\
ROLK M[TRUMJ K WLUMXUVQ O\[UJ WTULO" KMQL OJ^ J LWQJUL [OP ZMQN[OP MZROJQOP K MQL NSTNQJ O
XOP XOQ) TJT[�POP a

� 3 3� � 69<6� �� �:;���
+ 1  ��� � �#� #� ���!� �� � & #� ����� ������ �  �����"#�.�� ���� � ��.

!�#��� ��� �� ������� �� �� ���!� & �� �� � �#���� �-��# ��� ����� !� ����# �� � �#���#��
��#�.� ��%-��� ��� �� � K STPO*
> ?@ABCBDA ( F� FH IJO K STPO OPR [T K [QP % LTJXO KTLRUO X !QJO RLTNO KMQL [TVQO[ [O
RMQP [OP W[W] OJRP PMJR UJ ROLKM[WP XO ] TJU�LO K WLUMXUVQ O\[UJ WTULOa
	#� �� ����� �� �� ���!� & �� ��� � ����- �� � $��� ��"#�� , �#���# �� % ��c�� �  �����"#�.

�� ���� �� � $�����d�� #� �#��� �)��� & �� �� �� �� �#��� * � �-���� ��! � �#���#��
�)���� �#!!������� � �#� #  ����# �� 1��#����� �� & , � $�� ���#� ���"#����� �
� �#� �����d�� �� �#������ /� �#� � ������0 �)���� & � d ����� �� �� #� )� ���!)��
�� �)���� * �#  ����# �� �� ���� ������� & ��� �)���� �#!!������� !������ ���� ,
#� �#!!����� �� - �#!��� �� % e% �  ����# �� ���'���#� & �� !)�"#� �)��� � �#�
����.% e% � e��� !�%� �� � �� � �#���#�� ��#�.�)���� & !� "#� � d �� - �� #� )� ���!)��
�� �)���� ���� ��� � ��� #� �#!!����� �� - �#!��� �%-��"# �� *
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����� �� ( F� F( �MJPUXWLMJP [T RLTNO PQUYTJ RO KMQL [TVQO[ [O MJ LONS OLNS O QJ O UJ\
ROLKM[TRUMJ K WLUMXUVQO\[UJ WTULO 


[3, 4, 5, 1, 7, 14, 21, 8, 11, 24, 37, 15, 2, 5, 7, 9, 3, 5,
9, 11, 13, 4, 8, 13, 15, 17, 5, 11, 17, 19, 21, 6]

a

"Q JUYOTQ XO [T K LO] U�LO XU] OJPUMJ XO RO]K P MJ MZRUOJR XOQ) K STPOP 


� a QJ O K STPO NMQYLTJR [OP
12

K LO] UOLP W[W] OJ RP XO [T RLTNO" XO K WLUMXO
4
" XTJP

[TVQ O[ [O [T � MJNRUMJ X !UJ ROLK M[TRUMJ K WLUMXUVQO\[UJ WTULO P !WNLUR 


f(t1) = [4, 10, 16, 7]t1 + [3, 4, 5, 1], 0 ≤ t1 ≤ 2 ;

� a QJ O XOQ) U�] O K STPO NMQYLTJR RMQP [OP W[W] OJRP LOPRTJRP" XO K WLUMXO
5
" XTJP

[TVQ O[ [O [T � MJNRUMJ X !UJ ROLK M[TRUMJ K WLUMXUVQO\[UJ WTULO P !WNLUR 


f(t1) = [3, 4, 4, 4, 1]t1 + [2, 5, 7, 9, 3], 0 ≤ t1 ≤ 3.

" [ !UJ RWLUOQL XO [T K LO] U�LO K STPO" MJ UJ ROLK M[O [OP NMO� NUOJRP K WLUMXUVQ OP OR
MJ UXOJRÛ O XOQ) PMQP\K STPOP XO K WLUMXO

1
" NM]KMPWOP XO

9
OR

3
W[W] OJRP LOPK ONRU\

Y O] OJRa �T ZMQN[O NMLLOPK MJXTJ RO P !WNLUR 

� ML

t1 = 0
RM

2� ML
t2 = 0

RM
2

(6t2 + 4)t1 + t2 + 3
�

� ML
t2 = 3

RM
3

7t1 + 1 ;

" [ !UJ RWLUOQL XO [T PONMJXO K STPO" MJ UJROLKM[O [OP NMO� NUOJ RP K WLUMXUVQOP OR
MJ UXOJRÛ O NORRO � MUP

3
PMQP\K STPOP XO K WLUMXO

1
" NM]KMPWOP XO

4
"
9

OR
4

W[W] OJRP
LOPK ONRUYO] OJRa �T ZMQN[O NMLLOPKMJXTJRO OPR [T PQUYTJRO 


� ML
t1 = 0

RM
3� ML

t2 = 0
RM

0
3t1 + 2

�
� ML

t2 = 1
RM

3
4t1 + 2t2 + 3; / ∗ 4t1 + 2(t2 − 1) + 5 ∗ /� ML

t2 = 4
RM

4
t1 + 3

�

$J X Ŵ JURUY O MJ MZRUOJ R [T PQNNOPPUMJ XO ZMQN[OP PQUYTJRO 

� ML

t1 = 0
RM

2� ML
t2 = 0

RM
2

(6t2 + 4)t1 + t2 + 3
�

� ML
t2 = 3

RM
3

7t1 + 1 ;� ML
t1 = 3

RM
6� ML

t2 = 0
RM

0
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 �������� ������ � ����������������� ��

3t1 − 7; / ∗ 3(t1 − 3) + 2 ∗ /� ML
t2 = 1

RM
3

4t1 + 2t2 − 9; / ∗ 4(t1 − 3) + 2(t2 − 1) + 5 ∗ /� ML
t2 = 4

RM
4

t1; / ∗ (t1 − 3) + 3 ∗ /

��#� '���� � ��% ��"#�� "#� �� ���� �� K STPO ����� "#� �#� � $����� � �!� ���
����	 ��� ���� �� !���� "#� � $� � �#� �����#��� �� � � $�#���� �����#( !�!����
� $������ �� ���1��%%� �� ��#� �����!#��c��% �� ��� ��!) �"#�� � $�����d!���� ��
�� � ��!��� �� !)�1�% �� �� �)���� �� � & �� & �� & #� & #
 & #� & �$� * b � � !�� �����#( &
� � d �� #� �)��� !�%%�  ��� # � ��%-�� �� ������� � $# ���1��%%� & �
 !�������% �� !� � !#����� �� !���!� ��� �� ��� �� ���(�% �� �# � $������ �� ��#��
���� ������ & �# �� � �� �� ������� �� ��% ������ !)����� * &�#�����% �� & #� �)���
�#����� ����"#� �� !�%� ����% �� �# ���1��%%� ��� !� ���� �# ���-�� & �� � ���
"# $�� � � # !)�1�% �� �� �)��� ����"#� !� !�% � ����% �� ����� *

��� ���� & !�%% � �� '�� ��% ��"#�� � �� �� �� * ���� & �� ���� �� K STPO  $���
��� � d �� �� % � �c�� �-���#� �� � � �� '����% �� �# !)��( ���  � % ��� ���.
% �"#�� "#� �� !� ����#�� & �� ��#� ���� ������� & �� �� "#� �� �� % � �c�� ��� ��
!��!#�� �� ��% ������ ���� !��  � % ��� *

b � � �#� & #
 & #� � ��� �(�%� �� & #� �)��� ��� # � ��%-�� � $���������� �� �
���"#��� �� !�%� ����% �� �# ���1��%%� ��� ��% ������ ��#� �# ��1 �� �� �( !#��� &
# ���������  ��� � d � !�%% � #� ��!��� � $�( !#��� !���#� /�# �!��� #�
���!)� �� ��%� �0 �# ���1��%%� * ��� ���������� � �� !)���#!)�� ��� & � �#���
e��� �� ������ d(� �# �� ������ �����-�� �� � ��� ��� '��! % �� !���1� � , � $�� ���#�
� $#� �)��� � ! $��� �� �� "# $� � �#� ����� ��� �)���� "#� �� � � c��� �# !�#�� ��
� $�( !#��� � $# ���1��%%� *

� ���� ���� ��� ���������� ��� ��� ��!��#�� �� -��!� �� -��� /�� �0 "# $�
� ��c�� � �#��� ��� ��#� '� "#�!� � $�( !#��� & �� �� ��% ������ ���� ����������
�� % ��#�� ��� ��� �����!�� /�#!������� & % �)���� & ��!0 � �� �� & ��#( ����������
'��- ��% �� ������� ��� ��!�#� !�%%� '����� ������ �� �� % e% � �)��� * � $���.
��d !���� ��� �)���� ��� � ���#� !�%%� # ���-�c% � �� !�����d!���� /N[QPROLUJ%0
� ����������1� �#��% ���"#� & � $�� � $#��������� ��� ��1����)% �� �� !�����d!����
!�%%� � $��1����)% � ���

k
.% ����� *

b � � �� � & ��� & b)������� �� 	%��) % ����� � ������� �� ���� �� �)��� ���!
!���� � $OJPO] Z[O XO RLTYTU[ �� % ����� "#� ��� !)�1�% ��� �� �)���� �#������
�# % �% �� ��� !)�1�% ��� �� !�� � ��%-��� * ! OJPO] Z[O XO RLTYTU[ ��� # �.
��%-�� �� ��1% ��� �����!�� ��#!) � �� � #� '�e��� /�# # ���������0 �� ������
�� � �� # ��1% �� ��� #� � 1�� % %���� /��� �(�%� �� #� ��1� %  %����0 ��
������ d( � � ��� � d ����� ��! #� �)��� !�%%� � $��������� % �(�% �� �#��� ��"#��
� $OJPO] Z[O XO RLTYTU[ ��% �#�� � �#� �# % �� � !� ���� * &!� ��#� !�%%� �� � ��� ���.
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��#( !�� � �� ! ��%%�� & ��� ���������� � �� !)���#!)�� ��� & % ��� !�� ���� ���
� ���#!��� � !�%���-���� �� � ��� ��� � �� � �� ��� ��#� '� "#�!� � $�( !#��� *

��� !)�1�% ��� �� �)���� ��� �����d � � !�% ����� ��� OJPO] Z[OP XO RLTYTU[
!� � !#��'� , � $���� � $#� %  ���"#� �� ��% ������ ��� �� � XUP RTJNO LO[TRUYO X !OJPO] Z[O
XO RLTYTU[* g�#� ��#( � ��%-��� �� � & #� �����!� �������� #��� ���"#� "#�
!�� � ��%-��� ��� �����"#�� �� #� �����!�  1��� , � $# �� ���"#� "# $��� ���
!�%� �c��% �� ��� ���� * � � d �� ����� #� ����#� ��#�� ����� "#� ��#�� �����!�
�#�  ���#�� �%� ��"#� # !)�1�% �� �� �)��� �� ��! � $OJPO] Z[O XO RLTYTU[*

+ � � � �� , !� !)�1�% �� � $OJPO] Z[O XO RLTYTU[& ��� �� �!�#�� ���� �#����
#� ��!�d1#����� ���% �"#� ��� # �� � %#���!�d1#����� � /!�!)� � $� ���#!��� &
!�!)� �� �� �� & �� ��!��#� �� -��!)�% ��0 & �� �������� �� �� , � �#��� ��
!� ��%% ���� � $ ��1�� *

� �� � ���� ���� �� � ��� �� � ��	 �� � �� ��� ����

�� % ��c�� �  �����"#�.�� ���� ��� !���!� ��� ��� �
	 �� �%-�� ��  ����#( �� 1��#����� �# �!��� �� ���'���#� �� � $��-�� ���

'�!��� � �
	 �� �%-�� �� �)���� , !)�"#�  ����# �
	 �� ������ ��� ���������� & �!��� ��� �� � �  ����� ��� '�!��� � � $����� ������ *

�� ���'���#� �� � $��-��  $��� ��� !�#� � $���!� & �#��� � �#�.� �����1��
��#( � ����- ���� � � ���� � ��  !�d� "#� � $������ ���� e��� �� � �#� �()�#����� � ����- ��
/���'���#� % �(�% ���0 & ���� � ���% � #� � % ��!)� �� ������ * ����� � % ��!)�
�� ������ ���!����� �� !� ������ , ��� ��"#�� �� % ��c�� , ������ �# � �#� )�#�
 ����# &  �#���� �� � �#���� �-��# �� � ���% ��� � $�� '�#� ������1� �� �� !����
/����� �#  ����# �#����0 �# � * 	� � $� ���� � �#� #� � % ��!)� �� ������ & �� �%-��
�� �)���� � �#� e��� % �� � 1��� "#� �� � �� !�� �� � $�()�#���� �� *

b� � ��� ��#( ���#���� � & ��� ��#!� �� !�) ��� ���! �� ���� ������� ��#�
'��% � �� - �#!��� & � �� !��� "# $#� �)��� ���� ����� # �%-�� ����� � $���������� *
� � �� & ��#� ��������� UJNM]K [OR& � *� * �� ������ � ' ���#�� �#( �#���� & % e% � � $�� ���
!����!��% �� ����� �� & � ���� ��� �!�#� �� � #� �)��� & - �� "#� �� �%-�� ��
�)���� ����� e��� % � �% �� *

+ !� "#� !�!��� �� ������ ��� ���������� & � ���� � f , "# $���� ��#� �# % �(�%#%
n/3

&
n

 ��� �� ������ �� �� ���!� * ��� ���� & �� � � ���#�� ��� �� �)��� � $�#
% �� �

3
� ���� ����� �� � & � � �#��� ����� !���� ������!��� *

	#�� ��� � "#� � �#� ��#( ����#��
p

��
p′

� $� �����d� #� % e% � �)��� � $�.
��������� & �� "#� � $� ���

p′ > p
* ��%%�

p
���� ���� � �#� �� � ���� ����� �� � "#�

p′
�� "#� �� �%-�� �  �����"#� ���� !� ��� % �� � ���1� "#� !��# � ���� !� ,

p′
& �

�������� "# $, !���� �)��� !������ �� ��� ���������� �� �  �����
p
*

b� % � �c�� 1  ���� & ��� ��1����)% �� ���!c��� ��� #� ����� 1�� ���!�����
!�%%� �#�� �
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� * ���#��� #� '�!��� � $����� ������ �  �����"#�.�� ���� & � $�# % �� � ����� �.
��������� & �� "#� ���� ���� �� � �#� 1���� ������ �� �� ���!� * b  d �� !���� � �#�
1���� ������ !�%% � #� �)��� �


 * �#� �� �# ��� ������� �������� �� �� ���!� & ��� ��"#�� � $ ��� � � � �#� � d ��
� $�#���� �)���� �

� * #  ����# �� �� )� ���!)�� ��� �� �!�# * �# - ���� & � d �� ��  ����# )� ���.
!)�"#� �#���� � �#� !)�!#� ��� �)���� �����d �� �� ! ��%%�� * � ��.
� ��"#� � �#� !��� ���  ��� �� � & 
 & � �#( !� �� !���� �  �����"#��

a
��

b
��

!)�"#� �)��� *

� 34 35 ��9���; ���� ;�� ;7��9� �� 9;<��� 76��9;�9�
� $� ��%-�� ��� ����#�� � ����- ��� ��

p
/������ ��� ����������0 ��� !�# � � ��

���� ��� !��� !���� � $�#�� !!�� ����� � �#� ��� ������ �� � ���% ��� # ����� ��
�� ! ��!� * g�#� #� �  ����� �� �

p
& �� ��!)��!)� � % ���� �# � -#� �� �� ���!�

/���!�
0
0 � !� ��� ��� ��#� � $�- ��� ���

3p
���% ����  � % ��� * 	� #� '�!���

� $����� ������ �  �����"#� ��� ���#� � & � � �����d #� ���% �c�� �)��� * 	�� &
� � $�� ����� �#(

3p
 � % ��� ������ �� � $���!�

p
/��

0
,

4p − 1
0 & �� �� �� ��

�#��� * � !)�"#� '��� "# $� �����d� #� ���% �c�� �)��� & � � ��d� "#� �� '�!���
� $����� ������ � $��� ��"#� �#��� �#(

p
 � % ��� �#����� �� % � �c�� , �!!������ ��

������ �� !���� �)��� & �� � � �#��#�� � $�(�� ��� �#��� "#� � ����- �� * � $��1����)% �
!������ ���� , !���� !�d1#����� ��� � $� ��D� BC��� H �� ���!c�� !�%%� �#�� �

	 & ������% �� /��1� �0 �  $� ��� �!��� ���#� �� �)��� ��
phasemax

��� % ���
,

NULL
*

	 ��� ��1��
2

��
3
� ��% ����� �� !��!#��� ��� !� �� !���� � $�#��!��� ����� f #�.

"# $, � $�����
n/3

*

	 ��� ��1��
4

,
14

"#�� , ����� !�!���� �� ��!)��!)� �� �� �)��� % �(�% ���
������% �� ���� & � �#� ��#��� ��� �  ������ � ����- ��� *

	 �� ���� ���!�# � ��1�
12

� ���� �#� �� ��� �c�� �)��� ���#� � & �d �� � .
���% ��� �� ���� ��� �� � �#� 1���� �# �� & ���� �� % e% � ������ "#� �� �)���
% �(�% ��� �����d � f #�"# $����� & ���� ��� !�% � �� � � $���������� �� � �#� � �����
�  ����� � �� � � $# �� !�� ��#( !�� & �� �)��� !�#���� ������ ����� �� �#�����
�)��� % �(�% ��� *

	 ��� ��1��
16

,
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������ , ���#��� �� ��� �c�� �)��� , ������ �� "#��"#��
 � % ��� ������ � �� �  $� ��� ���#� �� �)���� ���! �# % �� �

3
���������� &

� �c�� !���� ������!��� � � ��% ����� �� !)��( � $#� �)��� �� ��#��% ��
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� �
������ �
trouve�phase(T )

������� 	 #� 
��!�
T � 
���� n

��
phasemax = NULL� � �D�� CD�C

p

� "# 1 ≤ p ≤ n/3 �� B��� � ������� �� �� � ��
� � ���
��������
�� rp � ����� p� � �D�� � � ��� ���� �� � ��� � 
�
 ��� ��
 rp 
 �� � ������ �������� p �

rp ≥ 0.1 �� B��� � �D��
i � ! p �� B��" � 
���#� �� � ��� � 
�
 #���� 
�c� α ≤ n−3p

p


�� $� 3 ���% 
� ��
% �� � T [i + αp] � T [i + (α + 1)p] 
 T [i + (α + 2)p] ���
 ����& � C�AC��� � #���� α

� �
� 
���#� �� B��' � �D�� CD�C
q

� $� 1 ≤ q ≤ p − 1 �� B��( � #���d� $� T [i + αp + q] � T [i + (α + 1)p + q] 
 T [i + (α + 2)p + q]

��
 ����� ������% 
 ��� ��
��) � * B � ��
 � ��� � �D�*��� ������� �

 ��$�� � ��
�#���� #�� �� ����
 � �� % �+�%�% � ��,
��- ��� � * B .

taille(phasecourante) > taille(phasemax)/ �!
.
taille(phasecourante) = taille(phasemax) 0 pcourante < pmax/� �D�*

�� �
phasemax = phasecourante

�
pmax = pcourante�� � 
���#� �� #���� ���#�
 � α ≤ n−3p

p�� �
�" � * B

phasemax = NULL � �D�*
�& � � �% 

� � �1����� �� �1��� � % �� � � 3 ��% 
��' � �� �
���� �� 2��
�� � ��
�� ���
�� � ������$�,������ fphasemax

� �� � ,��
� a 
 b 
 � � ����� pmax�( � ���
 Tgauche �� ���
� ����1 � T − phasemax � 
 Tdroite �� ���
� ����
 �
T − phasemax�) � 
���#3�1�� .Tgauche / � 
���#3�1�� .Tdroite /
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 ����������� � � � �� � ����� �������� � ��

��+ �
�#���� �
	 � �������
1%  � � ������
 ��� ��+ ��� �� �������2� ��� �� ���
�� ���f��
�
� �� �1�� ��
�d� ������%%
 �

� 34 32 ��9���; ���� ;�� ;7��9� �� 9;<��� �;� <;� ��
�d � �����
� � �����
�
 d�� ���� 2��%  �  ��� � - ����� ! - ����� � ��� �� ����� � � �%� �� $� �� 
����� �� �
�#���� ���
 ������% 


��� ��
� � b  � ��� � � ���� �� $� �� ��+ �
�#���� ��
 ���� � ���� ��% ���
���% 
� � ��
 ����� � � $�� � �% 
 � ������ �� ��%� �+ �
� � � �������
1%  �
��1��1 � �� �
�#���� �
�
 � 
���� #����-� � �� � ����� ��� ��� � � ��
�#���
� � ��� ���� � �  � �
 ��� � ��� � ��#�� � � ���
� �������
�� � ��� ����� ��
��1��1 �

�� ��1��1 ��-�
 ��� �� ��% ��� ���% 
� � �� 
��� � ! ���
�� � � �����
i = 0 �

� � �� d �� 
���� �� ��% �� �
�#��� � q �� 
���� �� ��+�c% �
�#��� �

 � �1��1 � ��� ��� ������ 
� � ��
�#��� ���#�
 � 
���� 2q − d 

�� 2

�
�#���� ������
� � 	� � 
�� ���
�� + ��
 � � � 
���#� � �1�� 
� ���� � � ��
�� ��
�
 $� � ����- � � � ���%%� � ��� ����� �#� ��� �,
�
� #����� � i, d, q �  ��%����
 ! �1�$� 2��� �� �1�� ������
 ! �� �1�������
 � ��� �� ��#� 
��f���� �� � ��� ���� �� ��+ �

� ���� � �� ���
�� ������ 
� �� 
����� �� �
�#���� �� ����
�2� � �� � ���� 
�
 �1�� � �
 �#��� �� % � �%�% 6 ���% 
� 
 �
 �-
� ����$� d = 1 � q = 2 �
2q − d = 3

�� ��� d = 3 � q = 2 � 2q − d = 1 �
	��1�
 $� � ��� � #���� � i

��� �  
���
 $� s = n − i ���% 
� � �� 
��� � 
 $� s
#��� � n

!
6 � �

 �����
 $� i
#��� � 0

!
n − 6 �

g��� d � �� #���� % � �% �� �
 1 
 �� #���� % �+�% �� �
 �

�
 ����$� d > q

 2q − d = 1 � � $�� 
��� � �� �
c% ���#�
 �

{

2q − 1 = d
d + q = s − 1

=⇒

{

q = s/3
d = 2s/3 − 1

���
 ��+ #����� � q � �
 ���
 
��f ���� �#��� 2q − d ≥ 1 � 
 �� #���� % �+�,
% �� �
 �

�
 �#� s − d − 1 �

� �������
1%  ������ ���
 �
 � �� ��D� BC��� E
�
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� �
������ �
trouve�phase�var(T )

������� 	 � 
��� T � 
���� n

��
phasemax = NULL� � �D��

i = 0
!

n − 6 �� B��� � �D��
d = 1

!
(2n − 2i − 3)/3 �� B��� � �D��

q = d/2 + 1
!

n − i − d − 1 �� �1��1 � #���� � q

�� $�

T [i + d + q] � T [i + d] 
 T [i] ���
 ����� �� B��� � * B
T [i + d + q] = (T [i + d]− T [i]) + T [i + d] ��� q − d > 0 �� 
����� ���
�#���� ������
 
 � � ��� � 
�
 �� �
�#���� �
 � ��% ��� � �D�*" � �D�� CD�C

k

� $� 1 ≤ k ≤ min(d − 1, q + (q − d) − 1) �� #�
#���d� $� 
��� �� ��% 
� �� � ��� � 
�
 �
�#��� ��
 �
�� �����#� �� ���% 
� ������ ���
 �� ��+ ��
��� �� B��& � #���d� $� T [i+k] � T [i+d+k] 
 T [i+d+q+k] ��
 ������% 


��� ��
�' � * B � ��
 � ��� � �D�*( � ������� �

 ��$�� � ��
�#���� � 
����� q+2(q−d) � q+3(q−
d) � � � �q + αmax(q − d)

#�� �� ����
 � �� % �+�%�% � ����- � � #���d�
 $� 
��� �� ���% 
� � �� �
�#��� ��� ���
 ������+ ��% 
� ����� ���
� � � ��
�#��� ���#�
 �� (q − d) > 0�� � � ��
�#��� ������
 �� (q − d) < 0�) � * B
(q − d) < 0 � �D�*

���
Pcourante = d

�
�� � * BADA
�� �

Pcourante = q + αmax(q − d)
�

�� � * B 
����(phasecourante) >

����(phasemax)

�!
.
����(phasecourante) =


����(phasemax) 0 pcourante < pmax/� �D�*
�� �

phasemax = phasecourante
�

�" �
pmax = pcourante�& � * B

n ≥ 6 0 phasemax = NULL ��  �� ��� 
���#� � �1���� � �D�*
�' � ���
�� �#� � %���� � ��� � ��
�� ���
�� � ��� �

 ��d����
�� ��( � * BADA
�) � * B
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����� #����-��� � �D�*
��� ��
�� � �
�� ���
�� �#� �� ��d����
�� ��
�#���� ��f ��
� �
���� d+ ��� � * BADA
�� � �� �
���� �� 2��
�� � ��
�� ���
�� � ������$�,������ fphasemax

� ��,
� ��
� a 
 b 
 � � ����� pmax�� � ���
 Tgauche �� ���
� ����1 � T − phasemax � 
 Tdroite �� ���
� ����

� T − phasemax�� � 
���#3�1��3#�� .Tgauche / � 
���#3�1��3#�� .Tdroite /
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n/3 ∗ c2 � n/3 ∗ c3 = n/3 ∗ (c2 + c3)

	 ! �� ��� 4
� � �
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�� � � ��� � ��%� �+ �
� � (n/3)log(n/3)
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$� �! �� ��� 5

� � � ���
 � ∑p
i=1 i = 1

2p(1 + p)
�#� p = n/3

	 � 
%� � � ������ c6 �
 - ��� ��� n−3p
p + 1,

�#� p = 1 
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 �������
�
 � ∑p

i=1 i = 1
2p(1 + p)
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p = 1/ 
 12��� .����$� p = n/3/ ��� �� #����� � p 
 �� ���
 �
 ��� ���� !
(n − 2) + 2( (n−6)

2 + 1) + 3( (n−9)
3 + 1) + · · · + n

3
= (n − 2) + (n − 4) + (n − 6) + · · · + (n − 2n

3 )

= nn
3 − n

3 (n
3 + 1) = n(2n−3)

9

	 ! �� ��� 8
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p − 1
#���d��
�� � ! 2��� ∀p � 
 � ���
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 ���� !
= (n − 2) + (n − 4) + 2(n − 6) + 3(n − 8) + · · · + (n

3 − 1)(n − 2n
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= (n− 2) + n[1 + 2 + 3 + · · ·+ (n
3 − 1)]− (4 + 2 ∗ 6 + 3 ∗ 8 + · · ·+ 2n2

9 − 2n
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 % �f ��� ��� n2(n−3)
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el20 =
n − 6

2
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2
− 1, . . . , el1n−6

2
= 0

����$� �� d+ p 
 $� �� � �� n−3p
p = A
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(A − 2) + · · · + (A − A) = A(A + 1) −
∑A

i=1 i

= A(A+1)
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1 ci ∗
���


(i)
�#� � 
��� � 
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 � n − 5 
 ��� � � �� ��� � ���� !
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i=0
2n−2i−3

3 = 1
3((2n−3)+(2n−5)+(2n−7)+ · · ·+(2n− (2n−12)−3))

= 1
3((n− 5)2n− (3 + 5 + 7 + · · ·+ (2n− 9))) = 1

3((n− 5)2n− ((n− 4)2 − 1))

= (n2−2n−15)
3
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] MJRLO VQ O NSTVQ O ROL] O OPR [T PM]] O XOP XOQ) ROL] OP VQU [O K LWN�XOJR" UaOa
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uk = a1uk−1 + a2uk−2 + · · · + ak−1u1 + aku0 + ak+1

uk + 1 = a1uk + a2uk−1 + · · · + ak−1u2 + aku1 + ak+1
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uk = a1uk−p + a2uk−2p + · · · + akuk−kp + ak+1
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� ��d �
 �� �� � %��c� � ������� ������ � ������$� �
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g = a1+ 0a2+ c
2g = a1+ a2+ c
3g = 2a1+ a2+ c
5g = 3a1+ 2a2+ c

VQU PO LWPMQX OJ
c = 0, a1 = a2 = p.�J KMPO
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OR MJ WROJX [T K STPO UXOJ RÛ WO _ RMQRO [T RLTNO" NTL RMQP [OP
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un = un−1 + un−2.
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u(t1, t2) =
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j=0 [A(t2, (j + 1)) ∗ u((t1 − j − 1), t2)] + A(t2, k + 1);
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OR
u(0, 2) = 2

a

	������ ���

�� ������
1% � � ��� RPLI ��
 � ��� ��%� �+� $� ��+ $�� ��
 �%� ��% 
��� ��� PLI � ��� ��� 2�
 � ������� ��� �� ! �� ���
�� � �� -�-���
1c$� 	 M[� [UZ ���
� ��� �� ����%� ���
�� LU � % �
���� 
 �� ������
�� � ���
c%� 1�% ��c� $��
 ������
 �  ��
� � �� �
 ������� � �
� ��� �� % �� � 2p(k + 1) ���% 
�� ��� �- ��
�� �� �����
�
 d�� � � ��� � � ��� ���� ��%� �+ �
�  ���� ����% 
 �� ��
 � ���$��� �� ����
�� � �-
��  �� �
�
�
 ��� 
��f���� � % �������
��
+� ���
�-� �� ��%� ��
% 
 �� ������%% ��� ��
 � � � �
 ����� � ��� � ��
���
�� #���
 ! �f 
� �� ����
�� ������
�
 � 2��
 � ����
�� � �
����� � ����% 
� � �� 
��� � ��� +%� � ��
2p(k +1) > n/3 � n �
�
 �� 
���� � �� 
��� � � �f 

 � �����
�
 
 � �-���
� % ��c� RPLI

� ��� �� 
���  $��
�� �
g��� � % ��c� � �������� � ������$��,������� � � �
 #����� � ��%% � ��� 	� � � �� #���� � �
��� � ��%%  ��� +%� � � %��c� � ��
�#���� ��,����
� ���
�
� � 
���� �� �
�
 � 
� �
b � � 
��� �� ��� � �� ��1��1 � �� �
�� ���
�� � ������$�,������ ������,

��
 � 1������1� � �1��� � �1�$� �1�� 
 �1�$� ����,�1�� ���#
 e
� ��,
����� ! ��� 
��� � ��� � ��#��� �- ��
�� �� % ��c� d�� � - ����� � �

 ��� ����
��
�������# �� % ��c� � �
 � ��#��� ���� 
 2��
����� �� �� � 2��
 % ����% 
 �
� ��� � ���� � ������� ����
% 
 � ! ���
�� � �� 
��� � �
��� � �� �����
�
 ��
�����
� - ����� �-
�� ! 
��� ��  �#��+ � ����- �� � �� 1������1� �

� �� ���������� ����� ������ ��� �������

���� � �� �� �
���
�� �� %��c� � ������$�,������ � ��� �#� � #� $� � ��,
����� �1��� ��
 �������#% 
 ���� �������#% 
 +
���
� � �� 
��� � ���
�




�� �������� � 
 �� � ����� �������� � ���������

� �� � ��� ���� � ����- � � �1��� � �� �1��� � �
 e
� �����
� � 2���
%��
���%  ����� ��� �  �� � - ����� ��%%  ���
 �2�� t1 = 0


�
n2�� t2 = l(t1)


�
u(t1)2�� t3 = l(t1, t2)


�
u(t1, t2)

��� 2�� th = l(t1, t2, ..., th−1)

�

u(t1, t2, ..., th−1)

f(t1, t2, ..., th)
�

��
	 f(t1, t2, ..., th) �
 �� 2��
�� � ������$� %��
�,#����-� d��
	 l(t1, t2, ..., ti) 
 u(t1, t2, ..., ti) ��
 �� 2��
�� � �� � $�� ���$�
 ��
����� �� �
�#���� �� ������� ! � ��
��  i + 1 �

�1�$� �
��  � �����
�
�� �����
 � � ���� ����
�� �������# � � ��
�� ���,
�� � ������$�,������ ��+ ���% 
� � �� �1�� ����� � � � $� ��� ���
 � ����- �
� ��
��� % ����% 
 � ��#���� % 
 �� ��� ��
� �
�� � f��$� �! �  �#��d+� � �� �
 ����� $� �� ��
�% �
���
�� � � �������� ���
 � ��� f������� ��� ��� ����� �� �%-� 
�
�� � �1��� 
 � ��
�� � $�� � �
 e
� 
�c� ��#� � � ���� �� �� � $��
�� 2���% 
�� ! ������� �  � ��� � � ��
����
�� �� � �� - ����d�� �� �1��� �������#� ����� ��  �#��+ 1������1�$�� � ! ��#��� �

NM]] OJR ] ORRLO OJ NMLLOPKMJXTJNO XOP K WLUMXOP OR XOP PMQP\K STPOP LWPQ[RTJR XO
[ !UJ ROLKM[TRUMJ K WLUMXUVQ O\[UJ WTULO XO NMO� NUOJRP K WLUMXUVQOP XU� WLOJRP" PTNSTJ R VQO
NOP NMO� NUOJRP PMJR [OP ROL] OP X !QJO � MJNRUMJ X !UJ ROLKM[TRUMJ XMJJWO OR XMUY OJR KTL
NMJPWVQOJR � TULO K TLRUO XO [T ] `] O ZMQN[O �

� �� �� " �9:���
� ��%%� ��� ��d �� � 2��
�� �
� TQRZ $�� ���  ����% c
�� �
��� t 
 �  �#�� � ��������
� � ����� � i � 
 ������
  ���
� �� - ������%-��$��� ������ ���
� � � ���� � � �

 2��
�� � 2��
 ��� ��� � �� �
���
��

autb(t , i) �

�� 
��� � �����
 t � 
���� n + 1 �
 �����
� ��� � �%-� � ������$�
[x0, · · · , xn]�t0 , t0 = 0 . . . n � 
 � � ��1��1 � �
�� ���
�� � ������$�,������ �

0 �����
�
 � � �-
�
 � ��
�� �%-� � �1��� $� ��� �
�� � m � �
���� tpj, j = 0, . . . ,m − 1 � 
� $� ∑m−1
j=0 tpj = n + 1 � 
 � � ����� pj ��� �,
�#% 
 � � $�� �%� ��$� � �%-� � ��
�#���� nb3intj = tpj/pj �� � �1�$��1�� � &� � �
 ����#� $� ��+ �1��� �����
� � ���c�
 �� �
�#���� � % e%� ����� � � �f��
 ��� ��+ ��%� ���
� �� �� � ��
� � ������$�� � ����� ��
�
 ��� � �% ��� � �� �1�� � �d � �� ���
���� �



� 
�
 ���������� � ������� � ��� �� ���� ��

�� �������� � - ����� ����� ���
� �
 ��� ! �� d��� � �� �

2�� t0 = 0

�

nb3int0 − 1

[x00, · · · , x0(p0−1)]�t1 ∗ t0 + [y00, · · · , y0(p0−1)]�t1 , t1 = 0 . . . p0 − 1

2�� t0 = nb3int0

�

nb3int0 + nb3int1 − 1

[x10, · · · , x1(p1−1)]�t1 ∗ t0 + [y10, · · · , y1(p1−1)]�t1 , t1 = 0 . . . p1 − 1���
2�� t0 = nb3intm−2


�
nb3intm−2 + nb3intm−1 − 1

[x(m−1)0, · · · , x(m−1)(pm−1−1]�t1 ∗ t0 + [y(m−1)0, · · · , y(m−1)(pm−1−1]�t1 ,

t1 = 0 . . . pm−1 − 1

��� � � �� � �
����
� ���
(t, 0)

����� �� ( F� FH # OK LOJMJP [T RLTNO XO [ !O) O]K [O � a� a� 


t = [3, 4, 5, 1, 7, 14, 21, 8, 11, 24, 37, 15, 2, 5, 7, 9, 3, 5, 9, 11, 13, 4, 8, 13, 15, 17, 5, 11,
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[4, 10, 16, 7]t1 t0 + [3, 4, 5, 1]t1 , 0 ≤ t1 ≤ 3 ;2�� t0 = 3

�
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[3, 4, 4, 4, 1]t1 t0 + [2, 5, 7, 9, 3]t1 , 0 ≤ t1 ≤ 4 ;
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�� ������
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2�� t0 =
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[4, 10, 16, 7] [3, 4, 5, 1]
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6t1 + 4 ; t1 + 3 ;

3 ≤ t1 ≤ 3 3 ≤ t1 ≤ 3
7 ; 1 ;

	 �� � �� ��% �c�� ����,�1��� � �-��# �� % e% � ����� � 1 � �� � �� �,���� ����,�1��� � �-��# ����% 
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0 ≤ t1 ≤ 0 0 ≤ t1 ≤ 0
3 ; 2 ;
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[1,−2]t2 t1 + [2, 5]t2 , 0 ≤ t2 ≤ 1 ; [0,−12,−31]t2 t1 + [8, 17, 35]t2 ;
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2�� t1 = 0
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[xj0, . . . , xj(p1j−1)]t2 ∗ t1 [xj′0, . . . , xj′(p2j′−1)]t2 ∗ t1

+ [yj0, . . . , yj(p1j−1)]t2 + [yj′0, . . . , yj′(p2j′−1)]t2
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�� � ������ ��� ��� ������ � � ! "� #����� � ���� ��������"��� ! ���������� ! � $$ ��%������  � ������ ! $ �� ������� �� &����� �� ��$'��� �� � ��(�� "�� � �&��� ���� �����(���� $ �� ���� ��("���� ! �� � # � &��� �  �& �� �� � ��� �� � #���� ����$ ��� �� �� ����������� ������ ��� �� �������� ) � � ! * ����� �� � #(���� ����� �� &������ �� ������$ ��� ����� �������� � #��� ���� ! �� ��� ��$� � � #����� ��+ $ ($ ���� ���,�� ! & �&�� �� �+������� #����� ���� ! ��� - ����� � #(����-��$ ��� �� �� ������� ����� .�("��$$��� ) � #������ � ���� � � * �� �� '��$� ������� ����� ��� ��� ������� �� ��� �$ (�� ���� � ��� $�  ���$ ��� $ ($  ��� ��� �� -��$$�� ! �� � �� ������� � � ��� � ��� ����-���,�����&���� �� "����� $ �� ���� �� $  ���� � (�� ��"��%���(���� � ����'�� * ����� ����� ���� � $�  ���$ ��� $ ($  ��� )
�� ����� � / )0 ��(���� ��� ���� � � �� �, �+ � #��������� ��� ��� ������ � � �� $  ����� (�� ��"��%���(���� ��� � #������� �� � $�  ���$ ��� $ ($  ��� ��� �� -��$$�� ! ��� ��� ���$ ��� ��$� � ) 1���� �� ���� �� �� �� �($ ���,� �$ � �(� �  �� ����(������ ��������� (����(�� ! � �� ���� � � ��+ ��� ������ � � �� $  ���� "�� � � ������� �� � ���������+� (��$ ������ � � )2� ����� � / )3 ! � �� $  ��� � � � $$ ��� ���� �. �$ �� �� �  ������� �� ����� ��%'����+ �+� ������� �� �� / )4 � �� ��(���� � � ��� ���(- ��� �� ������ �� �� -��$$���� � $�  ���$ ��� $ �+�� ! � #��� * ���� �(���$ �� ���� �����$ ��� �� ������ 
 � �� ���%&�� � � � �� �� $ �$� *  '��� �� ��� $  �(������ � �� ��� ������ -�
�� * �� . �$ �,������ �� $  ���� � (�� ��"��%���(���� )
�� ����� � / )/ ��(����� "���"���  ���$ ����� � � �� �� -��$$�� �(����(�� �����* � #��� ������ � ��� �� ������� � � �� ��(�,��-�$ ��� �� � ��(�� ! � �� � #�$����� � ��� ��� $  �(������ � )5 �� ���$ ���� ! ��&����� ��� ������ � � �(��&(�� �� � #���  ���� � �� $ ���� �  ��%(���"�� � �� ��(����(�� * �� ����� � / )6 ! * ��& �� � �� & ���������� � -���,�"�� ���� ��(�� ! � #����� �� �� �(��������� � ��� &����'��� �� � #������� �� �� $ ($ ��� ���,� )

�7



�� �������� � 	 ���
��������

� ,� � � ���32	
 3�/ �1 0�� � �
�� �/
 � �� � 3�

�� � $��(,�� �� � �� �� $ ������� �� � $ �  ���$ ��� $ ($  ��� � �� ��� �
�,����(� "�� � ��$ ������ ��� �+�$� �� � # ���$ ���� ��� � ��. �$ ����� ��� �� -��$$�� !�� ��$ ����� �� � � � $$ ��� � �� ��$� � �� �� (���-�� � ��� ������������$ ��� ������ ������ � � �$'��"�(�� ! �� �(����� ��� � ��� �� .�'������ � �� $ ��(���� ! �� ��� ���� �����.���� ��� � ��������� ��,(������ ��+ �� ���$�� ��$� � �(�� )����� $ ������� �� � $�  ���$ ��� $ ($  ��� � #��� �� � ��� (&������ ��� �� �+��%���� .����� * $ ���� ! ��� �� $  �� � �����"��$ ��� ! �� $  $ ���  � � �������� ��� �����$ ($  ��� � �� ��� ���� �&��� � #�+(���� � ! � $$ � � #��� �� ��� �  �� ��� ����� &�� ������������� �� ��� � �  ������� ) � � � ��� ! �� � $ � ��+ ��( �� ������� ��� ���,����������� �� �(&�� �� �$ ��� ��� ���,� �"��� � #��� ���� � ����$ �"��� � � �������� (-���$ ������  '������� "����%�$�  ���' ��� * ���$  ���� �� �  ��� �� &�� �� � #����� �� �����"�� )� #��� �  ��"� �  � ������� � ����� ��� �� ����$ ������ � � �� � ��� �  �� -(�(��� ����� � �� � #����� $ ($  ��� "� # � ��� ��� ����(�������.� �� � $ �  ���$ ��� * ����� ��� !�� � #�� ��� �(� � �� ����� ����� �� �(���� ��� � �� ������ ��� ������ "�� � ��� ������������ ��������� �� $ ������� �� &������ )1 �� ����� �� � #�� ����$ ������ � ! � �� ����(���� � � �� ����� -(�(�(� * � #���� ��$  ���� � (�� ��"��%���(���� ! � �� �� . �$ � �� '  ����� �$'��"�(�� � �� ��� ��������(�� ������ �� ������ ��$� � $����%��$ �� �� ���� 
 ��� (�($ ���� �� �� ����� � ����%�  ����� ��+ ��(���� � � ��� '  ����� ! �,�"�� '  ���� (���� ��� ��(� * ��� � '��� ���� -��$$� ��� � ��"����� ��� ����� � �����  ����� * ��� $  ��.� ���(����$ ��� �(� ��%����� )
� #������� ��� '  �����  '������ � ��$ �� � # '��� �� ��� �� . �$ ��� � � ���(������������ �� � $�  ���$ ��� �� �� -��$$� �� �(���� ! �� ������� �� �* ! �� � ��� � #�� ���&����� �����(-��� &����� * �$ (�� ��� ��� �� -��$$�� !  � ��� �� ��� ���� �. �$ ��� � � ���$ ������� � $$� � #��� �� ��� ��� � ��� �+�$� ��� "�� ���&��� )
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�� �� (��������� � ��� ��'��&�� � � �� $ ($ ��� ��� � ��� ��� ������ � � �$'��"�(����� ��� ���� �$�  ������ ��� � �� � ������ � ��� ���� �� ���$�� ! �� � ��$ �� � #��%������� ���  ' � ����.� �+(� �� ���$ � �� � ��. �$ ���� �� �� � � � $$ ��� � (���-(��"���� ����������� ) ��� -����� ������� � � � �� (�( �  ��(� * � #��������� � ��� $ ($ ����'� ���� � �  � ��� �� $ ($ ���� '� ��%� ��� �������' ��� � �� ����� !"#$ ) �� � �� ���$ ($ ���� ��+ � � � $$ ��� � � (������"��� $  ������ "�� ������ ��� $ ($ ���� ���,�� !�� "�� �  ������� �� � ��� ��� �������� .�����$ ��� ��(&���' ��� ! ������(�����"�� �+���%$ �$ ��� �$�  ������ �  �� ��� ��� ������ � � ��$� �%�(�� � ��$$��� )
5 �������� ��� ���,� �"��� ��� $ ���"��� �� �(���$ ����� � ��� � ��-����� � � ����� $ ($  ���� ���  ���� ��� � #����� �� �� �� -��$$�� * �� � $ � ����� � ) % ��,�����%
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� � ���(� � � �� �� -��$$� ���� �! � �� �� '  ���� ���������� ��� � ��(� * ���-��� / )3 ) � #��� �� �� -��$$� ���( �� �� ����� �� '���� � #����� � "5�� �� !#6$ ! ��"�� �$� �($ ���� �� � ���� � #��� �$ �-� 2D
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$� �$ ��� �
!

!
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� � � #�� $%�� & $ '��(� (� ��()$� * +���( �,��-$��+���� ��
�����.��������

��� �(������� ��(����(� ��� � ����� ������ � �������� �� &���� � �� $ ���� � (�� ��"��%���(���� ���� ��� �����&����� ��� ������ �� ������ � � ������ )
0) 2� ��� ��"���� ��� ���$ ���� ����� �� $  ���� � (�� ��"��%���(���� * �� ������� �� �-��� / )0!  � �� �&� �� . ���� � � #������  ���� � ���&���� �

f1(t1) = 6 ∗ t1 + [0, 1, 2, 6, 7, 8, 12, 13, 14, 1, 2, 3, 7, 8, 9, 13,
14, 15, 2, 3, 4, 8, 9, 10, 14, 15, 16, 3, 4, 5, 9, 10, 11, 15, 16, 17]t2 , 0 ≤ t1 ≤ 3,

0 ≤ t2 ≤ 35

3 ) 5 �� �� ��� ��� ��$ �� �� � �� � #������ ��$� � !  � � #���(����� �� ���+ ��$�� �	 ����� � �( b ! ��� �� ��� �� � (�� �� ��� (������ * 1 )
b = [0, 1, 2, 6, 7, 8, 12, 13, 14, 1, 2, 3, 7, 8, 9, 13, 14, 15,
2, 3, 4, 8, 9, 10, 14, 15, 16, 3, 4, 5, 9, 10, 11, 15, 16, 17]t2



� �� � ������
�����
� �� �
�� �� ��� �� ����� ���	�� �� ���	��������

1&�� �� �  � �� �&� �

f2(t2) = t2 + [0, 1, 2, 6, 7, 8, 12, 13, 14]t3 , 0 ≤ t2 ≤ 3 �� 0 ≤ t3 ≤ 8

4 ) 2� ������  ���� �� � �	 ����� � (�� ��"�� [0, 1, 2, 6, 7, 8, 12, 13, 14]t3 !  � ����&�* �
f3(t3) = 6 ∗ t3 + [0, 1, 2]t4 , 0 ≤ t3 ≤ 2, 0 ≤ t4 ≤ 2/ ) 2� ���� ! �� � (�� ��"�� [0, 1, 2]t4 ��� ������  �( ��� �� . ���� �

f4(t4) = t4, 0 ≤ t4 ≤ 2

1� ���� ! �� ����� �� �-��� / )0 ��� ����(����(� ��� ��� '  ����� ���&����� �

. � t1 = 0 � 3. � t2 = 0 � 3. � t3 = 0 � 2. � t4 = 0 � 2
6 ∗ t1 + t2 + 6 ∗ t3 + t4 


2� .������ &����� ��� &������ �� ()*+,- () ! � �� �& � � �� $ �(����� � �������������� ��# (������ ��  '���&�� "�� ��� � � �� ��� ��� ! ��� '  ���� ��� (������� ��� ��%����� t1 �� t2
� �����  ����� * IMAGEDIM− 1 ! ������ "�� ��� � �	 ������ ��� . ���� � ��� �(.(����� �  �� ��� ������� t1 �� t3

� ����  ����� * *��*�- ()�()*+,- ()�� )
� !"#$% � �� �& �	

	 ��	�	 �	 *��*�- ()�()*+,- ()�� ��	�
 �� � ��
 �� 	 � � ��

	��	 �	 
�� 	 *��*�- () × *��*�- () 		� 	��	�
�� 
  ��� �( 	 � � 
			� 	�
 	�
��	�	 �	
0

����
  ���� ���
��� �� � 
		� � ���  ��+ ��
 �	 �	� �	�� �(�	� 	
 �	�� �� ���	� �
�� '  ���� ����� -(�(���� ��� � �� ����� �� �� �-��� / )4 )

�A=
t1 = 0

CA
IMAGEDIM − 1�A=

t2 = 0
CA

IMAGEDIM − 1�A=
t3 = 0

CA
2�A=

t4 = 0
CA

2
ARRAY DIM ∗ t1 + t2 + ARRAY DIM ∗ t3 + t4 �

123 4 5 6� 7 "A<S:;> MAK� :@>9BC K;> 9K=;>>;> M �MA@=;> =���=;BS�;> � C=9R;=>
K;> ? A@BC;<=> 6

�� . ���� � �� �(.(����� ARRAY DIM ∗ t1 + t2 + ARRAY DIM ∗ t3 + t4
� ���

���� � ����� � $$� �� ����� * �� ��'���� ���(����( ! �� ������ (ARRAY DIM ×
ARRAY DIM) ! �� �� ����� $ �� ���� �� . ���� � �� �(.(����� �� ��'���� �� ����� ����$ �� �� � 2 ��� �� �� . �$ � array[t1 + t3][t2 + t4] )



�� �������� � � ���	�����
��

� � �� #����� * �������� �� �+�� $��� ��� $
� � �� $ �$� $ �� ���� "�� ��(�(��$$��� !  � $ �(���� ��� ����� �# ����(� * ���%&��� ��� �  ������� $� �$ � �� $ ����� 
  � �'  ���� 	����$ ��� * ��� ��(������� �� ��'  ���� ���������� �� ���� �! �� ����� �� �� 	-��� / )/ ! ��� � ��"����� � �� ��� �����$ ($  ��� � �� -(�(�(� ��� ��� . ���� � � �� �(.(����� * �� ��'���� �� ��$ �� �� � 2 !�&�� ��� �+������ � � �	 ��� ��� ������� ��� '  ����� )

��� � � � �  � ()*+,- () � �� �
��� �� � � � � � ()*+,- () � ��� ��
� �$ � �� ��� � � �
��� �� � � � � � ' � ��� �

��� �
 � � � 
 � ' � 
�� �
� �$ � �� ��� �� ������������ ��� �
�� %��%& ���� ���
� �

!
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� � �� � � ���� ��� ���
�� ����&� ���. �� "�� ��� ������(�����"��� ���(� �������� ��� ����(�� �� �� %-��$$ � � #����������� �&�� � #������ ������(�����"��� �(� �������� ��� ����(�� ��

�� -��$$� ! ������� ��� �� �� $  �(������ � � ��� ����� ! & ��� �$�  ���' �� ) � �� � ��� ���+�� ! �� .������ �'������� � ��� ������(�����"��� ��(�� ��+ ����(�� �� �� -��$$� ! � � ��� �� �&�� �� ��� (�,(��� �� $ ���� ,�'���� "�� �(���� �� � $ �  ���$ ��� ��%
�(���� �� � (�� ��"�� ��� (&(��$ ���� � � �(���$ �� ����� )

5��� � � ��� �+�$� �� �� �� -��$$�  � ��� '���� � #����� � ��� 
		 �� 
	���� 	!03$ ! "�� �$� �($ ���� �� ������� ���$ ��� �� -���,�� * � #���� ��� ,�������"��� ��� ��� �-,��%� ��  � �� � ��� �-,��%"�,������� ) � �� � �� . ���� � �� � ��� � ������ ����$� � "�� ��� � �� )%�+$*� ��%$ ! � � ���(� � � ��� ����� $ ($  ��� �# ����(� * ���&����� �  ������ !�� ) � �� � �� �����  '�����  � ��$ ��"�� "�� �
� ��� $ �$�� �("������ � #�������� � �� �(.(����(�� ��������&�$ ��� ! �� � $ %'������ . �� 

� ����� � �� ���& ��� �� � �&����� �("������ "�� ���� � �� � #�������� ��$'��'��� !�&�� �����$ ��� �� (�($ ��� �� $ �� � ! �� "�� � �� ����� �(.(����(�� ��������%



� �� � �� � 
��	� � ������ ��

&�$ ��� �� $ �� ���� �(� (�(� 

� �� .�� �� * $ ����� "� #�� (�($ ��� ��� � ������� � #��� �("����� �  �� �� . �$ ����� � �&���� !  � ����&� * ��� �("����� � #�� ���� (�($ ��� 

� �� ����� ! ��� 3

(��� �� ��(�(������ ��� $$������ ��� ��� � ��� � �&���� �(%"����� �� � !)�  ����� (�($ ���� ! �(.(����(� �� $ �� ���� ��������&� ! �� ��� ���� ����� �� !)�  ��� ��� �� ��� ��� &����� �� 	�,��� � #����(� �� �� -��$$� 

� ��� �("����� ��� ���(�(� ������ �� . �� "� #���� � � #(�($ ���� � ��� �("������� 10

(�($ ���� ��� ���(�(� * 10 �������� ! ��� �("����� �� 9
(�($ ���� 9 . �� !��� 


� �� � #� � ��� � #������  ���� � � (�� ��"��%���(���� �  �� ��� &������ � ������� ��� ���� �("����� 

� ��� (�($ ���� �+������ ��� �("������ �� 	 � �� �� ������ �� � ��&��� ���� �(%���$ ��(� * � #�&���� �� �(� ������ �� 	�,��� � #����(� �� �� -��$$� � � ���(�( )
5 �������� ������ ��  � -(�(�(�� �  �� ��� 	�,���� � #����(� ��# (����� � ��&������� �� �&(�� �� !"$ ) �� ����� � �� �� �+����� ��� � ��( * �� 	-��� / )6 � $ ����� 7-������ �("������ �� � ��� ! �,����� � #����� ����� � ����� ���� * � #������ � �&������("������ )
�� & �� "� #�� ��� �  ���' �� �� ��(���� ! ��� � �� ��� �� 	-��� ! ��� ����� * ����("������ � � �(���$ �� ����� $ ��� �� ������� � ����� ) �� $  �(�� ,�'���� &� � � �������� ��� �,��� � #�����������-� �  �� �� ���� ��� �("������ � #�������� ! ���& �� � #���

�,��� ��(�����&� "�� � ����� �� $ �� ���� �+���� ��� �������� ���&����� ) �� �(��������� ����(����( � �� . �$ � �� '  ����� * �� 	-��� / )/ )
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� �� � ��� ���� ����� � ��� �
����� ��

M = numModules/2− 1
��

t1 = 0 � N
��

t2 = 0 � M
��

t3 = 0 � 0 �� � ����	 
 �����	� �����	 �
��

t4 = 0 � M − t2

T [t4] =��������� ��� �������� � �� ���	��� �����	� 
� � � ����	�� 
	 �� ���	 M
��

t3 = 1 � M − t2 �� � ����	 ��	
 ��� ��	 �
��

t4 = 0 � M − t2

T [t4]  
123 4 5 6� 7 MAK! :; �"�=@K; =;?=�>;BC9BC :; SAM?A=C;M ;BC M �MA@=; K< ?=A#
L=9MM; � � 6

� � $ � %�	& �� ��
 �� ' ������ '
( � ���(� � � * ��(���� �� �� -��$$� ! �� ��� '���� � #����� "� ��3... !#$ ! "���$� �($ ���� �� -���� � �� ���	� � #�� �(� )� �� &(,������ ��� � #��- ���,$ � �� ��$ %

� ��+ ) � �� � �� �� -��$$� ! �� . ���� � $� ���*� �*�!$� ����� 4 0+ �� ��$� � � ���� #�+(���� � ! �� � #����� �� �� � � � �� � ���� $  ���� "�� 2
�� ������� � � �����������. �� �(.(����� * ��� ���������� �� � ��(�� �(	� ��� ��� ��� ������ �,���(�� ) �� �� ����%$ ���� � �� �� � �� �  �� ���������� ��� � ���+ 	�,���� ��� �������� $ ($  ��� &����������(.(����(�� ! ��  � �+(���� �� �� -��$$� �&�� �� 	�,��� � #����(� ���� ,�� . ��� � ������ '���� � #����� )

5 �� ��� ���+ �� ������� � � ������	(�� !  � � � ������ �� $ ���� ,�'���� � #��%���&����� ��- ������ �� ������ &����'�� ! � ������ ��� � ��� �����&����� ��- ������ �������� � � ������ ) "��&��� �� ���$ ���� ��$ �� �� � t1
��� �����&����� �� ������ � � ������� �� ������"��� ) "��&��� �� ���+��$� ��$ �� �� � ! ��� ������� ��� �����&����� ��������.��� ������ � #�� (�($ ��� * �,�"�� �����&���� ! �� ��� (�($ ���� ���(����$ ��� �(� ������������ �����&����� ��������.� ��#����� �� 120 �  �� �� ���$ ���� �� ������� � ! �� �� 192

�  �� �� ��� ��� ) � � � ��� ! * � #���(����� � #�� �����&���� ! ��� &������ � �� �(��($ ���(���� 120 ��� � �� ���$ ���� ����� �� �� 192 ��� � �� ��� ��� ! �� �� -��"� #* ����������� &����� 0 ) �� $  ���� �� �� �� ��$ �� �� � � ����(������� �������$ ��� �� ����� ���
��(����( � �� . �$ � �� '  ����� ��� � �� ��'�� / )0)

��� &������ M �� N = nb.timetabled .trips − 2 &������ �� . ���� � �� 	�,���� #����(� ������( ��� �� �� -��$$� ) �� &����� M + 1 ����(����� �� � $'�� � #�����%&����� �� ������ � � ������ ��� � �� ���$ ���� ��$ �� �� � ! ������ "�� �� &����� N + 1����(����� ���� ������ )



7�� �������� � � ���	�����
��

��������� �
	�
���

��� �

� ����� ��� � �� � ��� � �� � �� �����

� �� �
������� !��"�#

$�� t1 = 0 !� M
$�� t2 = 0 !� nb�timetabled�trips−2

$�� t3 = 0 !� t2

120t2 − 120t3 + offset %

�7� >;S 6 5�� >;S 6 ��&

;'<9(; )
>MR?

$�� t1 = 0 !� timesteps − 1
$�� t2 = 0 !� N − 1
$�� t3 = 0 !� 2

128t2 + 32t3 + offset %

��� >;S 6 ��� >;S 6 ��&

*+, 4 5 67 7 - AK! :; K; � A<S:;> @M�=@'<�;> H C;M?> K �;��S<C@AB ;C 9SS�:�=9C@AB 6

� #������� ��� ������ � �����  ����� ��+ �� �� 	�,���� � #����(� ���� ,�� ! ��%�� ,����� ��� ,�� . ��� �� ��� ��� "52(3... � ��$ �� � #������	�� ��� &������ �� M �� N��� ��(�� �� �� &������ � #��("���� � �� $ ���� ) �� ��$ ��"�� �� �� "�� ��� ���������� �����&����� � �� � ��(�� �������$ ��� ��� ��� ���$ ���� ����$ ����� ��� 	�,����� #����(� ! �� � #����� �� � ��$ ������ � �� ! �� �� ���$ ��� ����$ ���� ��� �(	� � � $$ �	 ��� .		 �	 � �����/ �	 ��0�/ 	� ! � �� �� � $'�� �� &(,������ ) �� ��� (-�� * N + 2 )5�� � ���� ! �� � $'�� � #�����&����� �� � ��� ��� ���� �������$ ��� ����( * �� ����%$ ���� � #����(� ! (���� � ��( "� #�� �(� ��� �� �� &������ �� � �&��-���� �� �� ������� # ���$ ����� � �$� �($ ���( �  �� �(� ���� �� �� '��$� �� �� -��$$ ��� � ���(����
�  �( )(�� ������ !  � � ��� � �� �� $ �$� � � ������� �� $ ���� -� '�� ! ����"�� ��� &�%����� ��� ��$ �� �� � � t2 �� t3 �� �(� ������ ��� �� � �� �� t1 ) � � � ��� ! � #��������� ��� �� $  ���� �  �� ���  ���$ ����� � � ����$ �"��� � #��� ��� ,������� (� ��� � #�-� %����� �� M ! ��� �� �� ������ � # ���$ ����� � � #�#����� -��"� #* �� 	� �� � #�+(���� ��� �� -��$$� )

�� ������� � �� ��� ���+ $  ����� -(�(�(� �  �� ��� ���+ �� ������� � � �  �� �$� �(%$ ����� �� $(��� ��$ � �� ��(�,��-�$ ��� ����$ �"�� �� � ��(�� ! ���� �	� � #�$ (%�� ��� ��� � ��. �$ ����� �� �� -��$$� 
 �� �� ������� ��' �� ��� �� � 
����� �1 ) ��$ (��� ��$ � �� "����� � ��� � � ������ � $$ � ���+ . ���� � � �� ��(�,��-�$ ��� ��� ��(�� "�� �-������ 3 ����� �� �&���� ! �� . ���� � ��� �������� ������(�� ��� � �$  ����� ) (�� . ���� � � � �� ��� ��(�� �&��� �,�"�� ����� $ ($  ��� �� �� . ���� �
$� ���*� �*�!$� ) 2� �+(������ �� � �&���� &���� � �� �� -��$$� ��� ��� � ��(��� #����(� �� �(.(����� !  � ����&� * ��� ���(�(���� � � � � �(-��-��'��� ! � $$ �  � ��& �� * �� ��'�� / )0 ��� �� -��$$�  ��-���� �� �� &���� �  ���$ ��(�  �� (�( � $ � ��(��&�� � # ��� � −O3

 )
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� � �� $ �$� $ �� ����  � $ �(���� �� �� -��$$� �� %� ���� ��� � ��� "52(3... !�� ��� �(������� � �� ���  ��(� * �� ��'�� / )0)

� � � 
 ���'	
 ��� �� � � ���� � ����� ����
�� $  ���� �  ��(���"�� �� � ��� �� '  ����� !4/$ ��� ������"��$ ��� ������( �  ��� #������� ��� �� -��$$�� � ������� ��� '  ����� �$'��"�(�� ! * �� $ �� ���� ��� �� %-��$$ �� . ����� ) �� � � ����� � ����(������ -( $ (���"��$ ��� ��� '  ����� �$'��"�(��� �� . �$ � �� �  ������ '  ��( ���� �� ��� ��( �  ��� � � � �� ��� �  ���� ������� � ����� ��(� ��+ ��(���� � � ��� '  ����� ) ��� '  ���� �� '  ����� �(	� ������ ��� ("���� � �"�� * ���� � �� �(��$ ����� �� �  ��� � � ! �� ��� �  �� ��(�� ��� �  ���� ������� � ��� ��(�� ��� � ���� ��� &������ �  ���' ��� ��� ������� �� '  ����� ) ( #��� ��� �� "� #��

� �� �� '  ����� �� �� . ����� d � ��� ���� ����(����( ��� �� �  ��� � � �� ��$ �� �� �
d ! ������ "� #��� �������� � �� � ��� �� '  ����� � �� ��� � $ ����� �� &������ � ���������� ��� '  ����� ��� � ��� �+������ � �� ���-  ���� ���� "���� * ���� ����(����(� ���
� �������� �  ��� � �� ���-  ���� )

� �����( ��� � �� ����� �� � #����� �� �� � $ �  ���$ ��� $ ($  ��� ��� �� -��$$�� ! ��$  ���� � #�&��� ���� ��  ���� � #���� ���� �($ ������� �� ��(����+ �  �� ��� � ��� -������ $��(,�� �� � ! -���� ��+ ����(������� � � -���,�"��� "� #�� � ��$ �� � #�#������ ) ��. ��� �� �� $ ��� �� &���������� � ��� � ��(�� �� $ �$� ����� "�� ��� ���,� �"����� &���������� � �(&�� �� (�� �� . ������ �� � ��(�� !3#$ ) � �� � �� ����� ! �� ����� ���� ����(������� � � �� . �$ � �� � ��� �� '  ����� ����� �� � #��� ������ � �� $ ����
� (�� ��"��%���(���� * ��� ����� � #����(� )����� ��� �������� $ ($  ���� ! �� ����� �� �(���� � ��� � ���� �� ��� �������� ��'� �� $ ($  ��� ! ��� ��$ (� � �� ��-��� �� ���,�  � ��� �� ��� ����� �� � $'��� ���(.���� �� ���,� � '����� � �� ��� �� ����$ ������ � ! � �� ��� (�,������ ���-� ��� ��%-������ � #(&(��$ ���� �� �� �������  � ��� �� -���� * ��� ��$�������� �� ���,� ) ����'���� �� �� 	-��� / )" $���� ��� "���"��� ���� ��� ������(�����"��� �  �� ���"������� # � � ��� �# ������ ��� ����(������� � -���,�"��  � �+���$ �� ����$ (���"��$ ��� ���. ���� � � ��� ��(�� ! * � #���� �� $  ���� �  ��(���"�� )

� �� �� ��	 ���������� ( '��� $%��
�� ����(������� � -���,�"�� �� �� ������ ��� . ���� � � $ ���� ��(� ��%������. �� ������ � #�� ��&�� ���$ ��� -(�(��� � # ����� � #������� ��,($ ����( * �� 	-���/ )# ! ���(-���� ��� �� ��  ����� ���&���� �� �
 � � � ���  ���� � #������  ���� � � (�� ��"��%���(���� )� � � 0 �. � � � ��'������ �$� �($ ������ � �������� . ���� � � �  �� �� $ �� ������� ��� �  ������� ! ����$ (��(�  � � � ! ��� � � #������ ��� � $'��� ���� ����� )� .�	����� ��1� ��� � �� -��$$� �� ������ �� � $'�� �� �  ���� ������� � #��
�  ������ ����$ (��( ! � )� �� �  ���)$� � #2,�,��� !3/$ �� �� �  ������ )
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�� ����� �� �(���� � ��� ���� ���� �. �$ (� � �� � #��� �,��� �� ��(������$ ��� !  ����&�� � #����(� * �� ��$������� $ ��(���� ���$������� �� ���,� ��� �+�$� �� ! ��� ��� '�� �� -(�(��� ��� � �&���� ����� � #����(� ) 2 ��� � ��� (-���$ ��� ���� �������%$ ��� ����� �(� ��� � # ���� � #������  ���� � � (�� ��"��%���(���� �� $ ��� � �� . �$ � ��'  ����� �$'��"�(�� ! ���"������ '  ����� � �� �� ����� $  �(���(�� ��� ��� �  ��� � �� )1 �� �� ! � �������� -���,�"��� � ��&��� ���� ����(����(� * ������ ��� '  ����� ! ��  �
� ��� �������� � �������� . ���� � � ��(�� ��+ ������(�����"��� �� � $ �  ���$ ��� ��
�� -��$$� )
�������� � �� �� �  	�
 ����� �����.	 � ����
	�� 	�
		 	� ���� �	 .���	� 	� �� !� 	�	
 �	 	� 	 ���
		 �" � �	 / ���			 �	 ����	 	� 
	��	� ���	 � ���	�
� 	 	� ���0�	�� 
�	�	�		� � #� 	$ 	
� �� � 	�
 ���
		 �	 		�	 ���
		 	 � 	�/ 	��� 	 �	�/ ��� � ��	 �.�
� 		�		 ��	 ��
		 ��	��
�	�� 
��� 	 �� �����	
	� 	� 
� ��	 � ��% 
 ��	� �	 ��	 
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��	�		 	
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� �
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���	 ���� 	 	 	� / ���	��
 � 
	��	 �	 �	� �� � 
���� 	
 	� 	$ 	�
���
 � � 
)

� � ������
��� ��	 �	 	����
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� �� � � ���� $�������� �� �� $�� $ (� .�������� *���� +��+��
����� � ������ �����	

�� � � ������ ��� ����� � #����(� ! � � �����(� � #�������� $ ($  ��� ��������&�$ ����(.(����(�� �� � ��� � #��� �+(���� � �� �� -��$$� ! � �� �� ������� � �� �� (���%���� ) 1���� ��� ������ � �� $ ���� � (�� ��"��%���(���� !  �  '����� ��� �("����� ��'  ����� �$'��"�(��  � ��� '  ����� ��� � ��� �������� ����(������� �� �  ���)$� � ����� &����'��� � �� ��� ������� �� '  ����� �� � �� ��� &������ ������(�� � �� ������ ���� ����� � #����(� ) �� ���� ���� "�� � �� ��� ������� �� '  ����� �(	� ������ �� ��$'���� ������%��$� � $������$ �� �� ���� ! ��� � ��  ���� ��+�� -���,�"�� "�� �(���$ ���
��� �������� � # ���� � #����� ��+ �������� $ ($  ��� )(���� ����(������� � $�� �� �+��-�� �� � $ �  ���$ ��� $ ($  ��� �� �� -��$$�� �� �� �� 	 � � #����� $ ($  ��� � (�( ����� �( ! �� .��� ����� ���������� ��� (�($ �������&���� �

� ��� �(� (���� � � �� $  ��.� ���(����$ ��� �(� ������� �� �� �("������ � #����� *�� $ ($ ��� ! �� $ �$� "�� �� � $'�� �� ������ �(� (���� � � !� �� .�("����� � #�������� � ��� ����� $ ($  ��� ���(����$ ��� �(� �������  � � ��%�)� ���� � (�� �����( ! "�� ��� ��� . ���� � �� � #(������ �� � $ ���� �� &������ ���� ������� �� '  ����� !� ��� ������ � � ���(����� ����� �������� $ ($  ��� � �� ��� ����� � �� (-���$ ��������(� ! � ��(�� ��� ��� . ���� � � ��� � ��� '  ����� ��� � ��� �������� !� �� �("����� �� �,���� �$'��"�(�� ������(���(�� ��� ��� �� ���(�(� ��(�(������ !� ��(� ��� �� �������� � �� '  ����� �$'��"�(�� )
5���"�� � ���� ��� '  ����� �$'��"�(�� -(�(�(�� � ��&��� ���� ����(����(�� ������ �  ��� � �� ! �,���� �� ��� �  ��� � �� ��� ��� ��( * ��� �,��� �� � $ �  ���$ ���� #����� * �� $ ($ ��� 
 ��� � �,�"�� �,��� ! ��� $  ��.� � #����� $ ($  ��� ���(����$ ����(� ������� � �� ���(�(� �� ��� ����(������� � -���,�"�� ��� �  ��� � �� ��� ��(�. ��� �� �� �� ��� ����(������� � &������� ������ �� �� � $ �  ���$ ��� $ ($  ��� )
��� 	
���	 
� ����� � � �� �� -��$$� � ��� �! �& �� 	-��� / )3 �� �� ����� �� '���� � #������"5"� �� !#6$ ! �� ����$ ���( ����� . �� �&�� ()*+,- ()= 100 �  ��  '��� �� ��� �������� �  ������� $%��%& ! $%��%&� �� $%��%&' ) "��,��� "�� ���  ' - ��� �  ���(�  ���,���� ��� ������ �� 4

 ����� !  � ��&��� �,�"�� &����� �� �� ����� ��� 8 �  ��  '��� ����� �(.(������ ��+ '� �� $ ($  ��� "��  �� ��+ ��� ������ �� 32
 ����� )

" �� � �� ��� ����� �� 90000 ����� ��������.� ��+ '� �� $ ($  ��� 
 �� $  ����
� (�� ��"��%���(���� �� ���� ��� '  ����� �� �� 	-��� / )0 ! "�� ����(������� �+����%$ ��� � ��� �� ����� � #����(� )

��� ��(���� � � ��� ��$ �� �� � � t1, t2, t3 � �� ���������(�� � $$� ��� �  ���� ��%����� � ������ ��� � ��� ���+ �  ��� � �� �� �� 	-��� / )0. ! "�� � �� �(	� �� ��� ���



7�5 �������� � � ���	�����
��

offset = 530832  ��
t1 � � � ��

��
t2 � � � ��

�
��

t3 � � � �
�
��

t4 � � � �
���	��	
��� �� � 51t1 + t2 + 51t3 + offset  ��

t4 � � � �
���	��	
��� �� � 51t1 + t2 + 51t3 + 1 + offset  �

��
t3 � � � �

�
��

t4 � � � �
���	��	
��� �� � 51t1 + t2 + 51t3 − 153 + offset  ��

t4 � � � �
���	��	
��� �� � 51t1 + t2 + 51t3 − 152 + offset  �

�
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0 ≤ t1 ≤ 99
0 ≤ t2 ≤ 49
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0 ≤ t1 ≤ 99
0 ≤ t2 ≤ 49
3 ≤ t3 ≤ 5







�/ )0 

(,�"�� �  ��� � � ����(����� ��� �,��� ��#(����� � #����� ��+ '� �� ! ��� � ��������	���� � �� $ ���� � (�� ��"��%���(���� ! �� �,�"�� �,��� ��� ��� ��(� * ���'  ���� ��# (����� �����(� ��� t3 )2� . ���� � �� �� -���������( �, ���� ! �,�"�� �  ��� ������ ����(����� 3 ����� ��+'� �� $ ($  ��� ! � �����  ����� * 3
��(���� � � ��� '  ����� �� t4 ) � # ���� � #����� ���� ��( ��� � # ���� ��+ �� -���,�"�� �� t1, t2, t3 )

1 ������ �� ����� ����(������� � * � #���� �� �  ��� � �� ! � �������� ������ �� . �%$ ��� � � � ��&��� ���� $ ���� �� (&������ )
�	����� � ������

��� �  ���� ������� ��� ��(� ��+ ����� * ��� ������� $ ($ ��� A � �� �(	� ��� $$ � ��� �  ���� � ������ ��� � ��� ���������� � � �� �,�"�� �  ��� � � �&�� ��� ,�� ��%
� ��� � �(	� �� ��� ��� ("���� � � ��������� "�� ��� . ���� � � �� �(.(������ ��� '  �������� � ��� �������� � �� (-���� * A ) (�� �� ��$'��� � �� ����(����(� ��� ��� ,�� ��� ��� �"�� � �� ��� ��� �  ��� � �� )
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������� � �� &��� ������	�� � �� ��� ����� �� '� � $ ($ ��� 534332 ) �� � #�-�� ���
�  ���� ������� ��� �  ��� � �� �� 	-��� / )0. "�� ������������� (-���$ ��� ��+ � ��� ��(	� �� ��� ��� ("���� � � / )3















51t1 + t2 + 51t3 + offset = 534332
51t1 + t2 + 51t3 + 1 + offset = 534332
51t1 + t2 + 51t3 − 153 + offset = 534332
51t1 + t2 + 51t3 − 152 + offset = 534332

�/ )3 

(�� � ��� � � �� ����(����(� * �� 	-��� / )00)
�� � ��� �(	� �� �� .�("����� � #����� * ��� �������� A �� � ���(�(� � $$� ��
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����$ ���� ��� ���  ! � $$ � (���� �� � $'�� �� �  ���� ������� ��� ��(� ��+ �����* ����� ������� ) ( #��� � �� ����� �� � $'�� �� �  ���� ������� � ������ ��� � ����� � � ����$ (��(� �� �  ��� � �� ! �(	� �� ��� ���������� � ��� �  ��� � �� �� �����+ ��� #,�� ��� ��� � � ��� �  ��� � �� �� � #���������� � � �� ���+ ��� ��(� ��+ '  ����� ! ����� ,�� ��� ��� � � �� �(���$ ��(� ��� ��� ("���� � � ����"���� "�� ��� �  ���)$�� ���'  ����� ��� � ��� �������� � �� (-��+ * A )(� � $'�� �� �  ���� ������� � #�+���$ � � �� �� . �$ � �� � �������� �  ���)$��� #2,�,��� ! � �����  ����� * ��� �����&����� ���- ���� �� &������ �� A ! �� �� ������ ����� �  ���)$�� � #2,�,��� �� .��� * � #���� �� �� -��$$� .�	����� �� �� �� ��'������
�  ��(���"�� � � 0 �.)2�	� ! � #�+������ � ��$' ��"�� �� �� .�("����� � #����� "�� �� �(����� � ��� ���&��
�  �� ��� ����� ��� ��$' ��"��� !  � �  �� -(�(��� � �������� ����(������� � � &����������� �� . �$ ��� � � ������(�� ! ��$� ��$ ��� �� �� ��������� ��� ����$ ����� )
������� � 5 �� � ������� �� � $'�� � #����� * �� '� � $ ($ ��� B !  � � �� ���������� � $'�� �� �  ���� ������� � ������ ��� � � #�� � � �� �  ��� � �� ����$ (��(� ��� B"�� ���� �
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0 ≤ t1 ≤ 99
0 ≤ t2 ≤ 49
0 ≤ t3 ≤ 2
0 ≤ t4 ≤ 1
51t1 + t2 + 51t3 + offset = B
B ≥ 0
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0 ≤ t1 ≤ 99
0 ≤ t2 ≤ 49
0 ≤ t3 ≤ 2
t4 = 2
51t1 + t2 + 51t3 + 1 + offset = B
B ≥ 0
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0 ≤ t1 ≤ 99
0 ≤ t2 ≤ 49
3 ≤ t3 ≤ 5
0 ≤ t4 ≤ 1
51t1 + t2 + 51t3 − 153 + offset = B
B ≥ 0
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0 ≤ t1 ≤ 99
0 ≤ t2 ≤ 49
3 ≤ t3 ≤ 5
t4 = 2
51t1 + t2 + 51t3 + 1 − 152 + offset = B
B ≥ 0
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�� � ���� � ��� ��� ����� �� 16 �  ���)$�� � #2,�,��� �(	� �� ��� 16

�����&�������- ������ �� &������ �� B ) �  ��$$��� ! � �� ��� '� �� B
� $ ���� ����� 530935 ��

530983 � �� �(.(����(� 18 . �� ! * � #�+����� � ��� '� �� �  �� ���"���� B mod 51 = 23"�� ��+ � �� �(.(����(� 6 . �� ! �� ��� '� �� ���� "�� B mod 51 = 24 "�� � �� �(.(%����(� * 12 �������� )
� ���� * ��� �  ���)$�� ! �� � $'���+ -���,�"��� � ��&��� � �� ���� ����(����(� !* � #�� ���� ��� ,��� -��$$�� �� .�("������ � #����� �  �� ��� �����&����� "���� �"����� B �& �� 	-��� / )03 )
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;C ������ 6

����� � � �� �����	 ����
����� ��� �������� $ ($  ��� �(.(����(�� ��� �� �� -��$$� ! � # � ����  �� � #�������� . �$ ��� � � �  �� ������(����� �� � $�  ���$ ��� $ ($  ��� ! ������ "�� ��� �(.���� �����,� -(�(�(� ��� ��� ����� ) ( #��� ��� �� "� #* �� � ���� �� ������ � #�������� $ ($  ��� ! � � ��� �������� ��� ������ �� �(.���� �� ���,� ! � ������� �� � $'�� �� �(.���� �����,� ������	(� ����� �,�"�� ����� $ ($  ��� ) �� ��� ���(������� �� � ��� "�� ��� $  %����� -(�(�(� ��� � #���� �,� � #������  ���� � � (�� ��"��%���(���� � ��&��� � ���'  ���

�  �� � #��� ����� � ��� �������� $ ($  ���� �� ��� �(.���� �� ���,� � �����  ������ )2� �#�� ! �,����� ��� ������ �� �(���� � ������� �� $ �$� � $'�� � #(�($ ���� ! ������+ �("������ �� � ��� �� '  ����� -(�(�(�� ��� �� $  ���� � (�� ��"��%���(���� ����(%������� �� $ �$� � $'�� � #��(���� � � ! �� �� ieme ����� $ ($  ��� � �����  �� �� ieme

� $'�� �� �(.���� �� ���,� ) �� �����-� � #�� $ ���� * � #����� ��� �� ����� �����(
��� � �&���� � ��� ������� �� '  ����� )
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5 �� -(�(��� ��� ����� � ������� �� � $'�� �� �(.���� �� ���,� ���&���� ������,�"�� ����� $ ($  ��� !  � ������� � �� �� ��$������� �� ���,� ! � �� ��� ��-������� #(&(��$ ���� �� �� ������� ������ � #�+(���� � �� �� -��$$� ) � #�&����-� �� ��%$������� ��� �� �  �& �� � � ���(��� � �������� � �	-����� � � �� ���,� ! �� -(�(������ ���$ ��� ��� ������ � �����  ������� ) � �� �& � � � �� ������( �� ��$������� �����,� & �� 		�� � !/ $ "�� ����� �� ����(� ��� ����� � #�������� $ ($  ��� �� � ��$ �� ����$���� � �������� � �	-����� � � ,�'�������� �� ���,� )��� ��� �� ! � #������ ����� ��� � ��&��� ���� �# ����(�� �� �� ����$ ������ �� �� �+(%������ ��� '  ����� �$'��"�(��  '������ ��� �� $  ���� � (�� ��"�� �  �� -(�(��� ��
� �&����� ������ ) ( #��� ��� �� "�� ��� '  ����� �$'��"�(�� ������ �� � ��� ���� �,� ��$  �(������ � � ��$ ������ �� � � ������� �� ��$������� "�� ���� �� �� �� ��%�+(����� ��
�� -��$$� ������( �&�� ��# (������ �� ����$ ������ � � � � ��� �� . �$ ��� � �(�������� ������(�����"��� �� � $�  ���$ ��� �(- * $  �(���( ��� ��������� �  �� ��� $  �(%������ � � (�� ��"��%���(���� ) 1 �� ����� �� � #�� ����$ ������ � ��� '  ����� �$'��"�(���(- * -(�(�(�� ! ��� �+(���� � �� �� -��$$� �(������� . ��� �� ��� � �&���� ����� *����� ��� ! * �� ���,���,� �� � �&����� �� . �$ ��� � � )
������� � �

 �� �& � � ��$��( �� ���,� * � ����$ ��� ������ �� 32KB
� �������

1024
��-��� �� . ���� ����� ���&��� �� �  ����"�� ��� ! �� � �� �& � � ������( & �� 		�� �

�  �� �� ����� �� � $'�� � ��� �� �(.���� �� ���,� ����� �,�"�� ����� $ ($  ��� ) ������� �(�������� ��� $  �(���(� �&�� � ���  ���� �
 � � �� �� . �$ � ��� '  ����� ��(%����(�� * �� 	-��� / )0/ ! ����(������� �� � ��� -����� �,��� ��-� '��� 96% �� � ����� ����� $ ($  ��� )
��� ����� �� �������&� �� ��� '  ����� �$'��"�(�� $  ���� "�� ��� ����� $ ($  ���-(�(���� ��� �(.���� �� ���,� � �����  ����� ��+ ���$ ����� ��(���� � � ��� '  �������� � ��� �������� ! ����"�� �� � $'�� �� �(.���� �� ���,� ����� � � ����� * � #���(������� ��� '  ����� �������� )�� ����(����� -���,�"��$ ��� ��� �(.���� �� ���,� � $$� ��� �  ��� � �� � ����� �  ���� ������� � �� ��� ��(� * ��� �������� $ ($  ���� ��������&�� ! �� ��� � ���%"���� ��� ���.���� -���(�� �	-��� / )04 ����(������� ��� ����� �� & "���� ��� (�,����� ���,� )
1 ������ ��� '  �����  '������ !  � � ��� (-���$ ��� �(���$ ���� �� $ �� ���� ��(����"���� � �� ��� ����� "�� -(������ ��� �(.���� �� ���,� �& �� ��'�� / )3 ! �� �(������� �������� ����� ���+ �������� � � �(����&�� �� & "���� ��� (�,��� )5�� �������� ! ��� �������� �� '� �� � �� ��� �(.(������ �� & "���� ��� (�,���

� ��&��� ���� ������	(�� �� ���� �. �$ ��� ��� ������� � #����� $ ($  ��� �� ������� ���'  ����� �� �� 	-��� / )0 !  � �,�"�� ��(���� � �� t1 �� � ������ 900 ������ ��  ��
t2, t3, t4

 ! �,�"�� ��(���� � �� t2 �� � ������ 18 ������ ��  �� t3, t4
 ! ��� ) " �� �������� � #����� $ ($  ��� I ! ��� ������� (t1, t2, t3, t4)

� �����  ����� �  �� ��� '  �������� �������� �� '� �� � �� ������(� �� �� $ �� ���� ���&���� �
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I −→











































t1 =
⌊

I
900

⌋

t2 =
⌊

I mod 900
18

⌋

t3 =
⌊

(I mod 900) mod 18
6

⌋

t4 = ((I mod 900) mod 18) mod 6

5�� �+�$� �� �� 29186eme ����� $ ($  ��� ! "�� -(���� �� �(.��� �� ���,� � $$��� ��� $ ���� ��( * �� ��'�� / )3 ! ��� �� ����� �� '� � $ ($ ��� � �� ��� ������� � #�������� � �� '  ���� �� 	-��� / )0 � �� �

29186 −→











































t1 =
⌊

29186
900

⌋

= 32

t2 =
⌊

29186 mod 900
18

⌋

= 21

t3 =
⌊

(29186 mod 900) mod 18
6

⌋

= 1

t4 = ((29186 mod 900) mod 18) mod 6 = 2

�� "�� � �����  �� * �� ����� �� '� � � #������� �
51 × 32 + 21 + 51 × 1 + 1 + 530832 = 532537 )
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@BK@S;> K �9SS!> M �MA@=; K;> @BK@S;> K; � A<S:;>
K��9<C> K; S9S�;

3600t0 + 72t1 − 943200
3600t0 + 72t1 − 943174

263 ≤ t0 ≤ 286
0 ≤ t1 ≤ 12

3600t0 + 72t1 − 943200
3600t0 + 72t1 − 943192

263 ≤ t0 ≤ 286
13 ≤ t1 ≤ 24

3600t0 − 941400
3600t0 − 941394
3600t0 − 941338

263 ≤ t0 ≤ 286

3600t0 + 72t1 − 948312
3600t0 + 72t1 − 948250

263 ≤ t0 ≤ 286
97 ≤ t1 ≤ 107

3600t0 + 72t1 − 948312
3600t0 + 72t1 − 948268

263 ≤ t0 ≤ 286
108 ≤ t1 ≤ 120

*+, 4 5 6� 7 �SS!> M �MA@=;> ?=ARA'<9BC K;> K��9<C> K; S9S�; 6

5 �� � ������� �� � $'�� �� �(.���� �� ���,� ����(� ��� ��� �(.(����� * �� '� �$ ($ ��� B ! ��� ����� �� ������� ��� '  ����� ��%������ �� � #��������� � ��� . �$���� ��� �&���� � ���������� ��� ������� �� ��� �(�  � ��� ����� � $ � ��+�� ! ����������$ ���* ����� �� ���� � �%���(����( )
�� ����� $  ��� � � ����� �� �� * �� ����$ ����� ��� '  ����� �� 	-��� / )0/ �  ��� � ������� �� ��$������� ! �� ��� �+(����� �  �� -(�(��� ��� ����� �� � ���� ����������� �� '� �� �� & "���� ��� �(.���� �� ���,� ) �� $  �(������ � �� ����� ���%

� ���� ����� � �� . �$ � �� '  ����� � ��$ �� �� ����� �� �������� �� � $'�� �� �(.������ ���,� ����(� ��� �� �(.(����� �� '� � $ ($ ��� B )
5 �� �� ��$������� ! � �� �& � � �$� �($ ���( ��� . ���� � �� � �&���� � "�� ���%���� * ������ � #��� &����� � ������ ��� ������� (t0, t1, t2, t3) ! ��� �������� �� '� ��� �����  ������� ) (���� . ���� � ������� �� ��'�� / )3 ! ��� . �$���� � ����� ��� �������� �����  ����� ��+ '  ����� �� �� 	-��� / )0 �� ��� . ���� � � � #�������� ��� '  �������� � ��� �������� �� �� $ �$� 	-��� ) �� ����� -(�(�(� ��� $  �(���(� ��� � #���� �,�

� (�� ��"��%���(���� ! "�� . ��� �� ��� '  ����� ��(����(�� * �� 	-��� / )06 )
�� � $'�� �� �(.���� �� ���,� �� & "�(� ��� ��� �(.(������ * �� '� � $ ($ ���

B ��� � ��( ��� �� �  ���)$� � #2,�,��� �� � #�� � � ��� �  ��� � �� �(	� �� ��� ���'  ����� �$'��"�(�� �� �� 	-��� / )06 ! ��$ ��(� ��+ �  ����  � ��� '� �� ���(�(� � ��(-��+ * B ) �� � ���� � � ��(� ��� .�	������� � 0 �. ��� ��� ����� �� 28 �  ���)$��� #2,�,��� �(	� �� ��� ������ � #�����&����� �� &������ �� B ) � #, ��� -��$$� ��� .�(%"������ �� �(.���� �� ���,� ��� �������� �� '� �� ����� 531036 �� 532000 �� �(������ ��� �  ���)$�� �� ��� ��(����( * �� 	-��� / )0/ )
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��
t0 = 263 � �
	

�
��

t1 = 0 � ��
�
��

t2 = 0 � ��
� ����	�� ���	� � 51t0 + t1 + 77  ��

t2 = 26 � ��
� ����	�� ���	� � 51t0 + t1 + 78  �

��
t1 = 13 � ��

�
��

t2 = 0 � �
� ����	�� ���	� � 51t0 + t1 + 77  ��

t2 = 8 � ��
� ����	�� ���	� � 51t0 + t1 + 78  �

��
t1 = 25 � ��

� ����	�� ���	� � 51t0 + 102  ��
t1 = 31 � 
	

� ����	�� ���	� � 51t0 + 103  ��
t1 = 87 � �	

� ����	�� ���	� � 51t0 + 104  ��
t1 = 97 � ����

��
t2 = 0 � 	 �

� ����	�� ���	� � 51t0 + t1 + 7  ��
t2 = 62 � ��

� ����	�� ���	� � 51t0 + t1 + 8  �
��

t1 = 108 � ���
�
��

t2 = 0 � ��
� ����	�� ���	� � 51t0 + t1 + 7  ��

t2 = 44 � ��
� ����	�� ���	� � 51t0 + t1 + 8  �

�
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��
t0 = 0 � ��

�
��

t1 = 0 � ��
��

t2 = 0 � �
���	��	
��� �� � 204t0 + 4t1 + 53t2 + 531036  ��
t1 = 13 � ��

��
t2 = 0 � �

���	��	
��� �� � 204t0 + 4t1 + 52t2 + 531037  ��
t1 = 25 � �	

���	��	
��� �� � 204t0 + 51t1 + 529863  ��
t1 = 27 � �


��
t2 = 0 � �

���	��	
��� �� � 204t0 + 4t1 − 51t2 + 531085  ��
t1 = 39 � ��

��
t2 = 0 � �

���	��	
��� �� � 204t0 + 4t1 − 50t2 + 531085  ��
t1 = 51 � ��

���	��	
��� �� � 204t0 + 531289  �
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$($ ��� ) �� � � ������ �� ��$������� �� �� ����$ ������ ��� '  ����� ����(���������� ����� ��+ �������� $ ($  ��� �� �� ��� �+(������ !  �  '����� ��� ����� �� � ������� ��������� �� �(��������� � ) (���� ����� ��� �� ����� $  �(���(� ��� � ��� ���� �,�
� (�� ��"��%���(���� ) ( #��� ��� �� "�� �  �� � �� ����� $ ($  ��� �����( ��� t ! � #��������� '� � � �����  ������ �� �� �������� �� �(��������� � � # '�������� ���� ����&�$ ���
��� � �&���� � �� t �� ������� ��� '  ����� ����(������� ��� ����� ��+ '� �� $ ($  ��� !�� �� ������� ��� '  ����� ����(������� ��� ��������� �� �(��������� � )
� � ���% ��'���

1 ���&��� ��� ��# (����� ��� �� � #��� ������ � � ��(����(�� ��%������ ! � �� �& � � ����������� �� $ �� ���� � ������ � $$��� �� .��� � #��������� � �� $ ���� � (�� ��"��%���(���� ��� � � #����� �� ��� ������ �� �� -��$$�� ) � �� ��� ��#(������ �+� (��$ ����%�� � � �(����(�� ��� ��� �� -��$$�� ����� ��� '���� � #����� �� �� ����������� ��� ���+
�� &����� ��� "52(3... !#$ ! � �� �& � � � � ����( "� #�� � $'�� �$�  ����� � #�����&�� �  ������� �� $  �(������ ���� ��$� ��$ ��� ��� � ��� ��# (������ � �	-����� � � ��
� ��� $  ���� ! �� "�� $  ���� �� � ��������� �� $  ���� � (�� ��"��%���(���� �  �� ��$  �(������ � ��� ����� $ ($  ��� )

2� .������ �����&�� �� �� $  ���� �  ��(���"�� ��� ��� '  ����� ������ �� � ��� $  %�(������ � ! � �� �& � �  '���� ��� ����(������� � � ��� �+� ������ ��� �� �� � $ �  �%��$ ��� �� �� -��$$� ������( ! * ��& �� ��� ����(������� � -���,�"�� )��� � $'������ �  ���' ����(� � #����� ���  # ����� ��� �� $  ���� �  ��(���"�� � �� �� � ��$ �� (-���$ ��� � #(������ �� �,�$� � � #��� ������ � � �� �� $  �(������ � � (�� ��"��%���(���� * � #������� �� �(��������� � �� &����'��� ! � #������� �� �� $ ($ ��� ���,� ! ��� )� � ����� $ �� ���� � �� �� �(&�� �� �� �� $ ��� ��  ��&�� � #��� � ���'  ���� � .���%������ ����� ������� �����"�� �� ������� ����$ �"�� )
������� ����� * �� �,�� ���� ! � �� ��(���� � � ��� � �� �,�� ���� ���&��� ��� &��� #�� ��$'�� �� � -����� �
 � �� �	������
 �� 	�	 �� 
		�� �
���� "�� � �� �& � � �$� �(%$ ���( �� � ��� �� �� ���&��� ! �� $ �$� "�� ��� ����������� � $$ ����� � #��������� �� �����  ����� ��+ ��#(������ � �	-����� � � �� $  ���� � (�� ��"��%���(���� )
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�� �������� �
 � ��� ����� �� ������� ( �� �������� ��� ��# ������� �������� � �  ���!�"�� �� ������� #$� �%� ��% ������ �� % � �&�� � ���� ��#$�!�������� �� ��� �'��� ���� � (
� �� � �� )������ ���$���� �� �  �'��$�� �� % � �� ��% % ����� �$� ��� �"��&% �� *� �' �����$' + �� ����� �� ������ $� 	�,��� �� �"� � ����� �$� ��#$�� �� �# ���$� ��� �� ���!���� � ����#$��� ��� �  $��������$� + - ���)��� ��� ������ � ( �� 	�,��� �� ������ ���� ������� ����$� �� )���$�� ����&��� + �������� ��� $� �$ � �$���$�� ������� ( .� 	� �  ����"�� +�� �������� ���������� ��� ���$����� �/���$� ��� � ��� 	�,���� �� �"� � ����� �$ '% � (
� 0 12�%3 �2��4 5 4�3

� �� � �� ���% � �� � �$� ��%� ��	�� + $�� ��% % ���� �� �������� ��% % � �$�� �
./pli − m

% ��&�� .���,���,�
− i 	�,��� .�� .�����

− o 	�,��� .���$����
�� 6 78'9:; <:=( :<=( > ������� ��� - �  $�� ��� ���	�$������ � �$ % � �&�� � ���� ��#$�!�������� �� � �$� ������� ��� )���$�� �$�)����� �
? � @ ����#$� �� ���,���,� � ���� �$� ��� �����)����� ��- ������ �� ������ 	'� A
? �B � �$� ��� �����)����� ��- ������ �� ������ )����/�� A
? � @ ����#$  �� �  ���� �� ���,���,�� ��� �����)����� �������� �� ������ 	'� A
? �B � �$� ��� �����)����� �������� �� ������ )����/�� (
�  ������	������ �� % ����� ��� ���� ���� ��$� �)�� � ��)����� � $�� ���% �&�� )��!���� �� CDEF �� ���$)� ����� ������% ��� ����� �$��� ��� � �� ����� �$ ������� % � �&�� +��� �� ���,���,� �� % ����� ��� ���� �  �G ���$� ��% % � � �$� ��� ���	�$������ � �����!������ + �)�� ��� ����% &���� �$�)���� �
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� �$���$�� ������ � �� �� ��% % ���� �  �'��$���� � ��% ������ �� �������� ��� �'���!���� � �$ % ��&�� � ���� ��#$�!�������� �$ ��� �����' �% ���� + �$ ������ �$ % � �&�� �����$������� ��������� � ���� ��#$�� ( ���% � ��� ������ � + �� � �

� (
−e

�7�<=:���^ :�� �7�<=:���^ : ��� $�� )���$� ��% ����� �����
0

��
1

+ ������������ �� ��$'�  ����$�� �������� ��� � ��� �����)����� + �$ ������ �� � �$�������� �� � ����� ��������� ���� � �$)��� ���� ��% �� ��� � $�� �,��� A
D (

−d
7<8<:; <>=�<��7������ ������ ��� $������ � �$� �� ���,���,� ��� ���$������� ���������!� ���� ��#$�� +�� �� )���$� �� 7<8<:; <>=�<��7� ������� ��� - �  ����� �� ���$����� ��$,���� (

�� �� ����� ��� ������� �  � ��� �$� ��% % ��� �  ���% ���� � �$� �  ����� ����#$� +�� �G ���$� ��$� �� % �% � �  ����"�� + % ��� ����� �  ����� % �'�% �� � ����/ �� A
� (

−l
W =i�:<; <:�� 9������ + �� ��% ���� �  �G���$�� �� ���������� �$��% ���#$� ��� / �$���� ������� ��!������ �$ % ��&�� ����"�� ( �� ���$���� ���� ������ ��� � ��$' ��,���� �� �"� ������ �� '% � ���� ����)�% ��� + ���� ��� ��% � ���� ����#$�� ��� W =i�:<; <:�� 9���(�� ��% W =i�:<; <:�� 9��� ���� ���� ��G����� �� ���$ � #$� ��� �� ����� - �� �$�����

−o
A

� (
−s����� ������ � ��% �� �� ������ ��� �,���� ��� � �� ��,��� ���$���� ��� ����� ��/ ����� �� ��% ����� ���������� (
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��� ������ - ����"��� ���� ��� ����$��� �� )���$�� ����&��� ( ��% % � �� ��� � ����/ ��#$� ��������� �� ��� )���$�� ������ �$� ����$��� �$ � �$� ����� ������ ����������/���$� �� % ��,��� $������� + �� � �$���� ��� �������� � �� ������% ��� ���� �%� ��% ��������� � '� ( �� ��$' )������ � � $�� )������ � �$� ��� ������� ����������/��� �� $����$'�&% � )������ $�������� �� ��/������ ��� CEF (
���&� �  �������������� �� �� ��% % ���� $��������$� + �� ���% �&�� �������� #$������)���� ��� �� ����$�� �$ ��,��� �� ����� (

� 	� 	
 ������ �� � � ��
�� ��,��� �  ������ ���� ���� ��� ����$� �� )���$�� ����&��� + �������� ��� ��� ��!

����� A ��� � �� ��� ��������� + �� �������� �� ����$�� ������� �  ����$� �� % �� �� -�  �'��$���� (
��� ����$� + �  ��� �� )������ � �$� ������� ����������/��� #$� ��� �'��$��� �� ��� ��� ��� �� �  �� ��������� ��� ������� �$� ����$�� -

INT !MAX
+ �� ������% % � ��� ��!�����%�$ �� $� % ������ ����#$� - �  $��������$� �� �� �������� �)�� ��� )������ � ���

"�  ��� - ���� #$  �� ��$� $�������
./bigint/pli

�$ ���$ ��
./int/pli

� �$� ����� �$��� �����% % �����# (
��� ���% ���� �� �� ����� ���� ���������% ��� ��� ���� �� % �% ���� ��� � $� ��/���$�� ��% �� ����

1
(

� 	� 	� $ ��� � � % �� ����&� ����
�� �������� #$� �%� ��% ���� �� ����$� ��� �$�� ����������� � $������ �� ���%$�� ���  �$������������� ��%� �� ")��� �#$����� � D (�� + D (�D# + �� �� ��% ��� - �  �����

k = n/3
+

n
����� �� ������ �� �� ����� �� ���

xi
����� ��� ���% ���� (
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