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INTRODUCTION

Cette thèse est consacrée à l’étude de certains invariants topologiques des systèmes
dynamiques. On s’intéresse plus particulièrement à la dimension topologique moyenne
et à l’entropie topologique d’actions de groupes moyennables discrets.

Les groupes moyennables ont été introduits en 1929 par J. von Neumann [Neu].
Un groupe est dit moyennable si l’ensemble de ses parties admet une mesure finie qui
est finiment additive et invariante par translation. La classe des groupes moyennables
contient les groupes finis et les groupes commutatifs. Elle est stable par passage aux
sous-groupes, par passage aux quotients, par extensions et par limites inductives. Un
groupe moyennable ne peut pas contenir de sous-groupe isomorphe au groupe libre à
deux générateurs F2 mais il existe des groupes non moyennables ne contenant pas de
sous-groupe isomorphe à F2. On trouve dans la littérature de nombreuses définitions
équivalentes à la moyennabilité. Notons F(G) l’ensemble des parties finies non vides de
G. Le critère de Følner donne une caractérisation combinatoire de la moyennabilité :
un groupe dénombrable G est moyennable si et seulement si il existe une suite (Fn)n∈N
d’éléments de F(G) telle que

lim
n→∞

|(gFn)4 Fn|
|Fn|

= 0 quel que soit g ∈ G,

où A 4 B = (A ∪B) \ (A ∩B) désigne la différence symétrique entre les ensembles
A et B, et |A| est le cardinal de A. Une telle suite (Fn) est appelée suite de Følner
de G.

Le théorème suivant est un résultat de convergence pour les fonctions sous-additives
invariantes définies sur les parties finies d’un groupe dénombrable moyennable G :

Théorème A (Ornstein-Weiss). — Soit G un groupe dénombrable moyennable et
h : F(G) → R une fonction vérifiant les propriétés suivantes :
(a) h est sous-additive, c’est-à-dire

h(A ∪B) ≤ h(A) + h(B) quelles que soient A,B ∈ F(G) ;

(b) h est invariante à droite, c’est-à-dire

h(Ag) = h(A) quels que soient g ∈ G et A ∈ F(G).
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Alors il existe un réel λ = λ(G, h) ≥ 0 tel que

lim
n→∞

h(Fn)
|Fn|

= λ

pour toute suite de Følner (Fn)n∈N de G.

Ce théorème se déduit d’un résultat général dû à D. S. Ornstein et B. Weiss sur les
quasi-pavages (voir [OrW, Section I.2, Th. 6], [LiW, Th. 6.1]). On donne [Kr1] une
démonstration directe de ce résultat en suivant des idées esquissées par M. Gromov
dans [Gro, Section 1.3].

Le théorème A est utilisé dans la définition d’invariants d’actions de groupes moyen-
nables discrets comme l’entropie topologique, l’entropie métrique et la dimension to-
pologique moyenne.

Étant donné un groupe dénombrable discret G, on appellera système dynamique
ou encore G-système la donnée d’un espace topologique compact métrisable X muni
d’une action continue de G. On dit qu’un G-système X est minimal si toutes les
orbites sont denses dans X.

Soit K un espace compact métrisable et munissons

KG = {x = (xg)g∈G : xg ∈ K}

de la topologie produit. Un exemple fondamental de G-système est le G-décalage
sur KG défini par (g′x)g = xgg′ . On appelle sous-décalage toute partie G-invariante
X ⊂ KG.

Si X et Y sont des G-systèmes, on dit que le G-système X se plonge dans Y s’il
existe un plongement topologique G-équivariant de X dans Y .

La dimension topologique moyenne est un invariant topologique d’actions de groupes
moyennables introduit par M. Gromov en 1999 dans [Gro]. C’est une variante dyna-
mique de la dimension topologique classique de Čech Lebesgue qui permet de distin-
guer des systèmes de dimension et d’entropie topologique infinies.

Étant donné un groupe dénombrable moyennable G, on donne la définition de
la dimension topologique moyenne mdim(X,G) d’un G-système X et l’on établit
quelques résultats sur la dimension topologique moyenne des sous-décalages fermés
de KG, où l’espace des symboles K est un espace compact métrisable. Lorsque X est
un sous-décalage fermé de KG, alors on a mdim(X,G) ≤ dim(K), où dim(K) est la
dimension topologique usuelle de K, avec égalité si X = KG où K est un polyèdre
(c’est-à-dire un espace topologique homéomorphe à un complexe simplicial fini). Une
question naturelle qui se pose alors est de savoir quelles sont les valeurs possibles que
peut atteindre la dimension topologique moyenne des sous-décalages fermés de KG,
lorsque K est fixé. On démontre le théorème suivant [CoK] :

Théorème B. — Soient G un groupe dénombrable moyennable contenant des sous-
groupes d’indice fini arbitrairement grand (c’est-à-dire tel que pour tout entier N ∈ N,
il existe un sous-groupe H ⊂ G tel que N ≤ [G : H] < ∞) et P un polyèdre. Alors
pour tout réel ρ tel que 0 ≤ ρ ≤ dim(P ), il existe un sous-décalage fermé X ⊂ PG tel
que mdim(X,G) = ρ.
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Les groupes Zn, n ≥ 1, les groupes infinis nilpotents de type fini et plus généralement
tous les groupes infinis linéaires de type fini ne contenant pas de sous-groupe iso-
morphe à F2 vérifient les hypothèses du théorème précédent.

Puisque le G-décalage sur HG, où H = [0, 1]N désigne le cube de Hilbert, a une
dimension topologique moyenne infinie, le théorème B montre en particulier que la di-
mension topologique moyenne des G-systèmes atteint toutes les valeurs de l’intervalle
[0,∞].

Les liens entre la dimension topologique moyenne, l’entropie topologique et la pro-
priété de la petite frontière ont été étudiés par E. Lindenstrauss et B. Weiss dans
le cas G = Z (voir [LiW], [Lin]). L’extension de certains de leurs résultats au cas
d’actions de groupes dénombrables moyennables ne pose pas de difficulté particulière.

Les origines de la notion d’entropie remontent à Kolmogorov, Sinai et Shannon. On
rappelle la définition de l’entropie topologique d’unG-système lorsqueG est un groupe
dénombrable moyennable et l’on donne quelques résultats standard sur les propriétés
de cet invariant. On démontre que tout G-système dont l’entropie topologique est
finie a une dimension topologique moyenne nulle.

On définit la propriété de la petite frontière pour un G-système, lorsque G est un
groupe moyennable. On démontre que tout G-système qui vérifie la propriété de la
petite frontière a une dimension topologique moyenne nulle. Tous les G-systèmes uni-
quement ergodiques vérifient la propriété de la petite frontière. Cela fournit d’autres
exemples encore de systèmes de dimension topologique moyenne nulle.

Étant donné un groupe dénombrable commutatifG, un théorème de Jaworski [Jaw]
affirme que si X est un G-système minimal de dimension topologique finie, alors il
se plonge dans le G-décalage sur [0, 1]G. Une question importante en théorie des
systèmes dynamiques qui est restée ouverte durant de nombreuses années était de
savoir si tout Z-système minimal X se plonge dans le Z-décalage sur [0, 1]Z. En 2000,
dans [LiW], Lindenstrauss et Weiss ont utilisé la dimension topologique moyenne pour
répondre négativement à cette question. Nous généralisons la construction du contre-
exemple de Lindenstrauss et Weiss au cas des groupes dénombrables moyennables et
résiduellement finis [Kr2]. Plus précisément, on démontre le théorème suivant :

Théorème C. — Soit G un groupe infini dénombrable, moyennable et résiduellement
fini. Alors il existe un G-système minimal X ⊂ ([0, 1]2)G qui ne se plonge pas dans
le G-décalage sur [0, 1]G.

Comme tous les groupes commutatifs de type fini vérifient les hypothèses du
théorème C, on ne peut donc pas supprimer l’hypothèse de finitude de la dimension
topologique dans le résultat de Jaworski lorsque G est infini de type fini.

Soit K un ensemble fini de cardinal |K| et G un groupe dénombrable. On intro-
duit une classe de sous-décalages minimaux de KG généralisant les sous-décalages de
Toeplitz lorsque G = Z. On dit qu’un élément x ∈ KG est un élément de Toeplitz s’il
existe une suite (Hn)n∈N de sous-groupes d’indice fini de G telle que pour tout g ∈ G,
il existe n ∈ N tel que la restriction de x à gHn est constante. Lorsque G = Z on
retrouve la notion de suite de Toeplitz introduite en 1969 par K. Jacobs et M. Keane
[JaK]. Une suite x ∈ KZ est une suite de Toeplitz si et seulement si il existe une
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partition de Z par des progressions arithmétiques telles que la restriction de x à cha-
cune des progressions est constante. On appelle sous-décalage de Toeplitz l’adhérence
dans KG de l’orbite d’un élément de Toeplitz. Tout sous-décalage de Toeplitz de
KG est un sous-ensemble minimal. Lorsque G est moyennable et résiduellement fini,
on donne une méthode de construction et d’estimation de l’entropie topologique des
sous-décalages de Toeplitz de KG. On démontre le théorème suivant [Kr3] :

Théorème D. — Soit G un groupe dénombrable infini, moyennable et résiduellement
fini. Soient K un ensemble fini et θ ∈ [0, log |K|[. Alors il existe un sous-décalage de
Toeplitz X ⊂ KG d’entropie topologique h(X) = θ.

Ce théorème généralise celui que l’on trouve dans [Kůr, Th. 4.77] lorsque G = Z
(voir aussi [Wil]).

La thèse est organisée de la façon suivante. Dans le chapitre 1, on rappelle la
définition des groupes moyennables discrets ainsi que quelques résultats standart. On
y démontre l’équivalence entre plusieurs caractérisations bien connues de la moyen-
nabilité. On récapitule les principaux résultats dans la dernière section du chapitre.

On expose dans le chapitre 2 une démonstration du théorème A en s’inspirant
des idées contenues dans [Gro]. Le résultat clef de la démonstration du théorème
A est le lemme de remplissage (lemme 2.11) qui donne un procédé de recouvrement
partiel des parties finies du groupe G par des parties ε-disjointes. Les propriétés de ce
recouvrement permettent de contrôler le rapport h(Fn)/|Fn| dans la démonstration du
théorème A. On donne aussi deux versions plus faibles du théorème d’Ornstein-Weiss
que l’on peut rencontrer dans la littérature.

Le chapitre 3 est consacrée à la dimension topologique moyenne. On donne deux
définitions équivalentes de la dimension topologique moyenne mdim(X,G) d’un G-
système X, où G est un groupe dénombrable moyennable. L’une est purement to-
pologique et l’autre fait intervenir une métrique compatible avec la topologie de X.
On étudie des propriétés générales de la dimension topologique moyenne des sous-
décalages fermés de KG, où K est un compact métrisable. On introduit la notion
de sous-décalage de type bloc associé à un sous-groupe d’indice fini de G. Lorsque
P est un polyèdre et H un sous-groupe de G d’indice ν < ∞, on montre comment
obtenir, pour tout entier r tel que 0 ≤ r ≤ ν, un sous-décalage de type bloc de PG de
dimension topologique moyenne r/ν dim(P ). Ceci est utilisé dans la dernière section
du chapitre pour obtenir le sous-décalage fermé de PG du théorème B.

Dans le chapitre 4, on étudie le lien entre l’entropie topologique et la dimension to-
pologique moyenne d’un G-système, lorque G est un groupe dénombrable moyennable.
On rappelle la définition de l’entropie topologique et quelques résultats concernant
cet invariant. On démontre que la dimension topologique moyenne d’un G-système
d’entropie topologique finie est nulle.

La notion d’ensemble G-petit, qui apparâıt au chapitre 5, a été introduite par
Shub et Weiss dans [ShW] lorsque G = Z. Pour tout sous-ensemble E d’un G-
système X, on définit la notion de capacité orbitale de E. On appelle ensemble G-
petit tout sous-ensemble de X ayant une capacité orbitale nulle. On dit qu’un G-
système X vérifie la propriété de la petite frontière s’il admet une base d’ouverts B
constituée d’éléments ayant une frontière topologique G-petite. Le résultat principal
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de ce chapitre est que si G est dénombrable moyennable alors tout G-système qui
vérifie la propriété de la petite frontière a une dimension topologique moyenne nulle.
On montre qu’un sous-ensemble fermé E deX est G-petit si et seulement si pour toute
mesure de probabilité borélienne régulière G-invariante µ de X, on a µ(E) = 0. Cette
caractérisation ergodique des sous-ensembles fermés G-petits permet de démontrer
que tout G-système uniquement ergodique vérifie la propriété de la petite frontière.

Le but du chapitre 6 est la généralisation au cas des actions de groupes moyennables
résiduellement finis du contre-exemple de Lindenstrauss et Weiss sur les plongements
de systèmes dynamiques dans les décalages. Après avoir établi quelques propriétés
des sous-décalages de type bloc, on donne une méthode permettant de minorer la
dimension topologique moyenne de certains systèmes minimaux. On démontre ensuite
le théorème C. On construit pour tout entier N ≥ 1, une suite décroissante de sous-
décalages de type bloc X(n) ⊂ ([0, 1]N )G, dont l’intersection est un système minimal
de dimension topologique moyenne strictement plus grande que N/2.

Le chapitre 7 est consacré à une classe de systèmes minimaux appelés sous-décalages
de Toeplitz. Au début du chapitre on rappelle quelques résultats sur les systèmes
minimaux et les points presque périodiques. On introduit ensuite les sous-décalages
de Toeplitz de KG, lorsque G est un groupe dénombrable et K un espace compact
métrisable. On établit une proposition due à B. Weiss (proposition 7.10) sur les suites
de Følner dans les groupes moyennables résiduellement finis que l’on utilise pour
estimer l’entropie dans la démonstration du théorème D. Lorsque K est fini et le
groupe G moyennable et résiduellement fini, on donne une méthode de construction de
sous-décalages de Toeplitz d’entropie topologique donnée et l’on démontre le théorème
D.
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1.8. Récapitulatif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2. Le lemme d’Ornstein-Weiss d’après Gromov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.1. Présentation du résultat . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
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CHAPITRE 1

GROUPES MOYENNABLES

Dans ce chapitre on rappelle la définition de la moyennabilité pour les groupes
discrets ainsi que quelques résultats (pour plus de détails voir par exemple [Gre],
[Pat], [BHV, II.G]).

Les origines de la notion de moyennabilité remontent au début du xxe siècle
lorsque Lebesgue [Leb] soulève des questions à propos des propriétés d’unicité de la
mesure qui porte son nom. Les groupes moyennables ont été introduits en 1929 par
von Neumann [Neu] qui était en partie motivé par l’étude du paradoxe de Banach-
Tarski [BaT].

1.1. Moyennes

Soit X un ensemble. Notons RX = {u : X → R} l’espace vectoriel réel des fonctions
de X dans R. On utilisera aussi la notation u = (ux)x∈X pour toute fonction u ∈ RX .
Notons `∞(X) le sous-espace vectoriel de RX défini par

`∞(X) = {u ∈ RX : sup
x∈X

|ux| <∞}.

Rappelons que `∞(X) muni de la norme définie par

||u||∞ = sup
x∈X

|ux| quel que soit u ∈ `∞(X)

est un espace de Banach.
Si (E, ||.||E) est un espace vectoriel réel normé, on désigne par E∗ son dual topo-

logique, c’est-à-dire l’espace vectoriel des formes linéaires continues sur E. On munit
l’espace E∗ de la norme duale standart

||f || = ||f ||E∗ = sup
{x∈E : ||x||E≤1}

|f(x)| quel que soit f ∈ E∗

qui fait de E∗ un espace de Banach.



2 CHAPITRE 1. GROUPES MOYENNABLES

Pour toute partie A d’un ensemble X, on note χA : X → {0, 1} la fonction ca-
ractéristique de A.

Définition 1.1. — On appelle moyenne sur `∞(X) une forme linéaire m : `∞(X) →
R vérifiant la condition suivante :

(1.1) inf
x∈X

ux ≤ m(u) ≤ sup
x∈X

ux quel que soit u ∈ `∞(X).

On note Σ(X) l’ensemble (convexe) des moyennes sur `∞(X).

Remarques 1.2. — Une forme linéaire ϕ : `∞(X) → R est dite positive si ϕ(u) ≥ 0
quel que soit u ≥ 0 et normalisée si ϕ(χX) = 1. Les moyennes sur `∞(X) sont donc
les formes linéaires positives et normalisées sur `∞(X).

L’inégalité (1.1) montre qu’une moyenne m est une forme linéaire continue sur
`∞(X) de norme ||m|| = 1.

Soit `1(X) le sous-espace vectoriel de `∞(X) défini par

`1(X) = {v ∈ RX : ||v||1 =
∑
x∈X

|vx| <∞}

et rappelons que l’on a un plongement isométrique d’espaces vectoriels normés

j : (`1(X), ||.||1) → (`∞(X)∗, ||.||`∞(X)∗)

défini par la formule

(1.2) j(v)(u) =
∑
x∈X

vxux

quels que soient v ∈ `1(X) et u ∈ `∞(X). Notons P (X) la partie de `1(X) définie par

P (X) = {v ∈ `1(X) : v ≥ 0 et ||v||1 = 1}

et remarquons que pour tout v ∈ P (X), la forme linéaire j(v) est une moyenne sur
`∞(X). Posons Σ1(X) = j(P (X)). Alors Σ1(X) est une partie convexe de Σ(X) que
l’on appellera l’espace des moyennes discrètes sur `∞(X).

Le support d’un élément u ∈ RX , noté supp(u), est l’ensemble des x dans X
vérifiant ux 6= 0. Notons S0(X) le sous-espace vectoriel de RX des fonctions à support
fini et posons

Σ0(X) = j
(
P (X) ∩ S0(X)

)
.

Alors Σ0(X) est une partie convexe de Σ1(X) appelée espace des moyennes à support
fini sur `∞(X).

Soit E un espace vectoriel normé. Rappelons que la topologie faible* sur E∗ est la
topologie la moins fine sur E∗ rendant continues toutes les applications Ψx : E∗ → R,
x ∈ E, où Ψx(ϕ) = ϕ(x) quel que soit ϕ ∈ E∗. Muni de cette topologie, E∗ est un
espace vectoriel topologique séparé localement convexe.

Proposition 1.3. — L’ensemble Σ(X) ⊂ `∞(X)∗ est un convexe compact relative-
ment à la topologie faible*.



1.1. MOYENNES 3

démonstration. — Munissons `∞(X)∗ de la topologie faible*. D’après les remarques
1.2, l’ensemble des moyennes Σ(X) est un convexe inclus dans la boule B = {ϕ ∈
`∞(X)∗ : ||ϕ|| ≤ 1}. D’après le théorème d’Alaoglu ([DuS, Th. V.4.2]) la boule B
est compact relativement à la topologie faible*. Pour montrer que Σ(X) est compact,
il suffit donc de voir que Σ(X) est un fermé de `∞(X)∗. D’après la définition d’une
moyenne, on a pour tout m ∈ `∞(X)∗

m ∈ Σ(X) ⇔ m(u) ∈ [ inf
x∈X

ux, sup
x∈X

ux] ∀u ∈ `∞(X).

Il en résulte
Σ(X) =

⋂
u∈`∞(X)

Ψu
−1(Iu),

où Iu = [infx∈X ux, supx∈X ux]. Puisque les applications Ψu : `∞(X)∗ → R, u ∈
`∞(X), sont continues, on en déduit que Σ(X) est un fermé de `∞(X)∗. �

Proposition 1.4. — L’espace Σ0(X) est dense dans Σ(X) ⊂ `∞(X)∗ relativement
à la topologie faible*.

démonstration. — Munissons `∞(X)∗ de la topologie faible*. Raisonnons par l’ab-
surde et supposons Σ0(X) 6= Σ(X). Soit m ∈ Σ(X)\Σ0(X). Alors K1 = Σ0(X) est un
convexe fermé de `∞(X)∗ ne contenant pas m. On peut donc appliquer un théorème
de séparation d’un point et d’un convexe fermé dans l’espace vectoriel topologique
séparé localement convexe `∞(X)∗ ([DuS, Th. V.2.10]) qui affirme qu’alors il existe
une forme linéaire continue Ψ: `∞(X)∗ → R telle que

Ψ(K1) < Ψ(m).

Puisque K1 est un fermé du compact B, c’est un espace compact. La continuité de Ψ
implique alors

(1.3) sup
ϕ∈K1

Ψ(ϕ) < Ψ(m).

Rappelons que les formes linéaires Ψ: `∞(X)∗ → R qui sont continues relativement
à la topologie faible* sont de la forme ϕ 7→ Ψu(ϕ) = ϕ(u), où u ∈ `∞(X) ([DuS, Th.
V.3.9]). On en déduit qu’il existe u(0) ∈ `∞(X) tel que Ψ = Ψu(0) . L’inégalité (1.3)
s’écrit donc

(1.4) sup
ϕ∈K1

ϕ(u(0)) < m(u(0)).

Posons D = {δx : x ∈ X}, où δx ∈ Σ0(X) est défini par δx(u) = ux pour tout
u ∈ `∞(X). Alors D ⊂ K1 et d’après l’inégalité (1.4), on a

sup
x∈X

u(0)
x = sup

ϕ∈D
ϕ(u(0)) < m(u(0)).

Ceci contredit le fait que m est une moyenne. Donc on a bien Σ0(X) = Σ(X). �
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1.2. Groupes moyennables

Toutes les actions de groupe que l’on considère sont des actions à gauche. Soit G un
groupe. On notera 1G l’élément neutre de G. Supposons que G agit sur un ensemble
X. Alors G induit une action naturelle sur RX définie par

(gu)x = ug−1x

quels que soient g ∈ G, x ∈ X et u ∈ RX . Observons qu’alors `∞(X) est un sous-
ensemble G-invariant de RX et que la restriction de cette action à l’espace normé
`∞(X) est continue lorsque G est muni de la topologie discrète.

Définition 1.5. — Soit X un ensemble muni d’une action d’un groupe G. Une
moyenne m sur `∞(X) est dite invariante si m(gu) = m(u) quels que soient g ∈ G et
u ∈ `∞(X). On note Σinv(X) l’ensemble des moyennes invariantes sur `∞(X).

Lorsque le groupe G agit sur X = G, l’action que l’on considère est L : G×G→ G

(resp. l’action R : G × G → G) définie par L(g, s) = Lg(s) = gs (resp. R(g, s) =
Rg(s) = sg−1). Pour simplifier, on notera (g, u) 7→ gu (resp. (g, u) 7→ g ? u) l’action
(à gauche) induite par L (resp. par R) sur `∞(G).

Définition 1.6. — Une moyenne m sur `∞(G) est dite invariante à gauche (resp. à
droite) si m(gu) = m(u) (resp. m(g?u) = m(u)) quels que soient g ∈ G et u ∈ `∞(G).
Une moyenne sur `∞(G) est dite bi-invariante si elle est invariante à gauche et à droite.

Pour tout u ∈ RG, on définit ũ ∈ RG par ũg = ug−1 pour tout g ∈ G.

Proposition 1.7. — Il existe une moyenne invariante à gauche sur `∞(G) si et
seulement si il existe une moyenne invariante à droite sur `∞(G).

démonstration. — Pour toute moyenne m sur `∞(G), on définit la moyenne

m̃ : `∞(G) → R

par m̃(u) = m(ũ) quel que soit u ∈ `∞(G). Comme on a g̃ ? u = gũ et g̃u = g ? ũ

quels que soient g ∈ G et u ∈ `∞(G), on en déduit que m est une moyenne invariante
à gauche sur `∞(G) si et seulement si m̃ est une moyenne invariante à droite sur
`∞(G). �

Corollaire 1.8. — Il existe une moyenne invariante à gauche (resp. à droite) sur
`∞(G) si et seulement s’il existe une moyenne bi-invariante sur `∞(G).

Démonstration. — Soit ml une moyenne invariante à gauche sur `∞(G). Par la pro-
position 1.7, il existe une moyenne invariante à droite mr sur `∞(G). Pour tout
u ∈ `∞(G) soit Fu : G→ R la fonction définie par

Fu(g) = ml(g ? u)
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quel que soit g ∈ G. Remarquons que pour tout u ∈ `∞(G), on a

sup
g∈G

|Fu(g)| ≤ sup
g∈G

|ug|,

ce qui montre que Fu ∈ `∞(G). Définissons m : `∞(G) → R par

m(u) = mr(Fu)

pour tout u ∈ `∞(G). Il est clair que m est une forme linéaire positive normalisée sur
`∞(G). Or, on a Fgu = Fu et Fg?u = g ? Fu quels que soient g ∈ G et u ∈ `∞(G). On
en déduit que m est une moyenne invariante à gauche et à droite sur `∞(G). �

Définition 1.9. — On dit qu’un groupe G est moyennable s’il existe une moyenne
invariante à gauche sur `∞(G).

Remarque 1.10. — Il existe de nombreuses définitions équivalentes de la moyenna-
bilité. Nous en donnerons quelques-unes dans ce chapitre. Certains des résultats sur
les groupes moyennables que l’on rappelle dans cette section pourraient se démontrer
plus facilement en utilisant l’une ou l’autre de ces définitions.

Exemple 1.11. — Les groupes finis sont moyennables. En effet, si le groupe G est
fini, la forme linéaire m : `∞(G) → R définie par

m(u) =
1
|G|

∑
g∈G

ug quel que soit u ∈ `∞(G)

est une moyenne invariante sur `∞(G) (et c’est la seule).

Théorème 1.12. — Tout sous-groupe d’un groupe moyennable est moyennable.

Démonstration. — SoientG un groupe moyennable etH un sous-groupe deG. Comme
G est moyennable, il existe une moyenne invariante à gauchem sur `∞(G). Soit C ⊂ G

un système complet de représentants des classes à droite de G suivant H. Pour tout
v ∈ `∞(H) considérons la fonction Fv ∈ `∞(G) définie par

Fv(hc) = vh

quels que soient h ∈ H et c ∈ C. Posons m(v) = m(Fv) pour tout v ∈ `∞(H). Alors
m est une forme linéaire positive normalisée sur `∞(H). Comme Fhv = hFv quels
que soient h ∈ H et v ∈ `∞(H), la moyenne m est invariante à gauche. Donc H est
moyennable. �

Théorème 1.13. — Tout quotient d’un groupe moyennable est moyennable.

Démonstration. — Soient G un groupe moyennable et π un homomorphisme surjectif
de G sur un groupe H. Comme G est moyennable, il existe une moyenne invariante à
gauchem sur `∞(G). Soit v ∈ `∞(H). Alors v◦π ∈ `∞(G). Définissonsm : `∞(H) → R
par

m(v) = m(v ◦ π)



6 CHAPITRE 1. GROUPES MOYENNABLES

pour tout v ∈ `∞(H). Il est clair que m est une forme linéaire positive sur `∞(H) et
que m(χH) = m(χG) = 1. Donc m est une moyenne sur `∞(H). Soit h ∈ H. Comme
π est surjective, il existe g ∈ G tel que h = π(g). On a donc (hu) ◦ π = g(u ◦ π) et
l’invariance à gauche de m sur `∞(H) résulte alors de l’invariance à gauche de m sur
`∞(G). Donc H est moyennable. �

Théorème 1.14. — Toute extension d’un groupe moyennable par un groupe moyen-
nable est moyennable.

Démonstration. — Soit H un sous-groupe distingué d’un groupe G. Supposons H et
G/H moyennables. On va montrer qu’alors G est moyennable. La moyennabilité de
H et G/H implique qu’il existe ml (resp. mr) une moyenne invariante à gauche (resp.
à droite) sur `∞(H) (resp. sur `∞(G/H)). Soient g ∈ G, h ∈ H et u ∈ `∞(G). Les
restrictions des fonctions gu et (hg)u à H sont bornées et l’on a

ml(gu) = ml(h(gu)) = ml((hg)u).

On en déduit que la fonction Fu ∈ `∞(G) définie par Fu(g) = ml(gu) est constante
sur les classes de G suivant H et définit donc un élément de `∞(G/H) que l’on note
Fu. Posons

m(u) = mr(Fu),

pour tout u ∈ `∞(G) et remarquons que m est une forme linéaire positive normalisée.
Comme on a Fgu = g ? Fu quels que soient g ∈ G et u ∈ `∞(G), où g est la classe de
g dans G/H, on en déduit que m est une moyenne invariante à gauche sur `∞(G). Le
groupe G est donc moyennable. �

Théorème 1.15. — Soient G un groupe et (Hγ)γ∈Γ une famille de sous-groupes
moyennables de G telle que

(1) G =
⋃
γ∈ΓHγ ;

(2) quels que soient γ1, γ2 ∈ Γ, il existe γ3 ∈ Γ tel que Hγ1 ∪Hγ2 ⊂ Hγ3 .

Alors G est moyennable.

Démonstration. — Soit γ ∈ Γ. Comme Hγ est moyennable, il existe une moyenne mγ

invariante à gauche sur `∞(Hγ). Alors l’application mγ : `∞(G) → R définie par

mγ(u) = mγ(u|Hγ )

quel que soit u ∈ `∞(G), où u|Hγ ∈ `∞(Hγ) désigne la restriction de u à Hγ , est une
moyenne sur `∞(G) vérifiant

(1.5) mγ(hu) = mγ(u)

quels que soient h ∈ Hγ et u ∈ `∞(G). Posons

Σγ = {m ∈ Σ(G) : m(hu) = m(u) ∀h ∈ Hγ , ∀u ∈ `∞(G)}.
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D’après (1.5) on a mγ ∈ Σγ ce qui montre Σγ 6= ∅. Munissons `∞(G)∗ de la topologie
faible* et montrons que Σγ est un fermé de Σ(G) ⊂ `∞(G)∗. Rappelons que pour tout
u ∈ `∞(G), on définit la forme linéaire continue Ψu sur `∞(G)∗ par Ψu(ϕ) = ϕ(u)
pour tout ϕ ∈ `∞(G)∗. Soient u ∈ `∞(G) et h ∈ Hγ . Alors on a

Σγ = Σ(G) ∩
( ⋂
h∈Hγ ,u∈`∞(G)

Ψ−1
(u−hu)(0)

)
,

ce qui montre que Σγ est un fermé de Σ(G). Observons que la propriété (2) vérifiée
par la famille (Hγ)γ∈Γ implique que toute intersection finie d’ensembles de la famille
(Σγ)γ∈Γ est non vide. Par compacité de Σ(G) (proposition 1.3), on en déduit que⋂
γ∈Γ Σγ 6= ∅. De la propriété (1) résulte alors que tout élément de

⋂
γ∈Γ Σγ est une

moyenne invariante à gauche sur `∞(G). Donc G est moyennable.
�

Corollaire 1.16. — Un groupe G est moyennable si et seulement si tous ses sous-
groupes de type fini sont moyennables.

démonstration. — Cela résulte des théorèmes 1.12 et 1.15. �

1.3. Critère de Dixmier

Le résultat suivant est dû à Jacques Dixmier [Di1].

Théorème 1.17 (Critère de Dixmier). — Soient G un groupe et V le sous-espace
vectoriel de `∞(G) engendré par l’ensemble {u − gu : u ∈ `∞(G), g ∈ G}. Alors les
conditions suivantes sont équivalentes :

(a) G est moyennable ;

(b) supg∈G vg ≥ 0 quel que soit v ∈ V .

démonstration. — Montrons que (a) implique (b). SupposonsGmoyennable. Soient
m une moyenne invariante à gauche sur `∞(G) et v ∈ V . Alors on a 0 = m(v) ≤
supg∈G vg, ce qui montre (b).

Réciproquement, supposons (b). Posons C = {u ∈ `∞(G) : supg∈G ug < 0}. Alors
C est un ouvert convexe non vide dans l’espace vectoriel normé `∞(G) et C ∩V = ∅.
On en déduit en appliquant le théorème de Mazur (voir par exemple [Ko2, th.2.7])
qu’il existe une forme linéaire continue m ∈ `∞(G)∗ telle que m(v) = 0 pour tout
v ∈ V et m(u) < 0 pour tout u ∈ C. On peut donc supposer que m est normalisée.
Soit u ∈ `∞(G) vérifiant u > 0. Alors −u ∈ C et donc m(u) > 0. La forme linéaire m
est donc positive. Comme m s’annule sur V , c’est une moyenne invariante à gauche
sur `∞(G). Cela montre que (b) implique (a). �

Corollaire 1.18. — Tous les groupes commutatifs sont moyennables.
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démonstration. — Nous allons utiliser le critère de Dixmier. Soit G un groupe
commutatif. Notons V le sous-espace vectoriel de `∞(G) engendré par l’ensemble
{u − gu : u ∈ `∞(G), g ∈ G}. Soit v ∈ V . Alors il existe un entier n ≥ 1, une suite
u(1), . . . , u(n) de fonctions de `∞(G) et une suite g1, . . . , gn d’éléments de G tels que

vg =
n∑
k=1

(u(k)
g − u(k)

gkg
)

quel que soit g ∈ G. Nous allons montrer que supg∈G vg ≥ 0, ce qui prouvera le
corollaire d’après le théorème 1.17.

Soit p ∈ N∗ et posons Λp = {1, 2, . . . , p}n. On a |Λp| = pn, où |Λp| désigne le
cardinal de Λp. Pour tout λ = (λ1, . . . , λn) ∈ Λp, on définit l’élément τ(λ) ∈ G par

τ(λ) = gλ1
1 . . . gλnn .

Soit 1 ≤ k ≤ n et posons

Sk =
∑
λ∈Λp

(u(k)
τ(λ) − u

(k)
gkτ(λ)).

La commutativité de G implique que l’on a

Sk =
∑

{λ∈Λp : λk=1}

u
(k)
τ(λ) −

∑
{λ∈Λp : λk=p}

u
(k)
gkτ(λ).

On en déduit

(1.6) Sk ≥ −2pn−1||u(k)||∞.

Observons que l’on a

(1.7) |Λp| sup
g∈G

vg ≥
∑
λ∈Λp

vτ(λ) =
∑
λ∈Λp

n∑
k=1

(u(k)
τ(λ) − u

(k)
gkτ(λ)).

Posons M = max1≤k≤n ||u(k)||∞. En échangeant l’ordre de sommation dans la double
somme de l’inégalité (1.7) et en utilisant l’inégalité (1.6), on obtient

|Λp| sup
g∈G

vg ≥
n∑
k=1

Sk ≥ −2Mnpn−1.

Il en résulte

sup
g∈G

vg ≥
−2Mn

p
.

En faisant tendre p vers l’infini, on en déduit supg∈G vg ≥ 0. �

Corollaire 1.19. — Tout groupe résoluble est moyennable.

Démonstration. — Soit G un groupe résoluble. Alors il existe une suite de sous-
groupes de G

{e} = G0 ⊂ G1 ⊂ . . . ⊂ Gn = G
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telle que Gi CGi+1 et Gi+1/Gi commutatif pour tout i ∈ {0, . . . , n− 1}. En utilisant
le corollaire 1.18 et le théorème 1.14, une récurrence immédiate montre alors que Gi
est moyennable pour tout i = 0, . . . , n. �

1.4. Mesures finiment additives

Pour tout ensemble X, on note P(X) l’ensemble des parties de X.

Définition 1.20. — Soit X un ensemble muni d’une action d’un groupe G. On
appelle mesure finiment additive sur X une fonction µ : P(X) → [0, 1] vérifiant les
propriétés suivantes :

(1) µ(X) = 1,

(2) µ est finiment additive, c’est-à-dire
µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B) quelles que soient A,B ∈ P(X) telles que A ∩B = ∅.

SoitX un ensemble muni d’une action d’un groupeG. Une mesure finiment additive
µ sur X est dite invariante si µ(gA) = µ(A) quels que soient g ∈ G et A ∈ P(X).

On notera M(X) (resp. Minv(X) ) l’ensemble des mesures finiment additives (resp.
finiment additives invariantes) sur X.

Lorsque X = G, l’action de G que l’on considère est la multiplication à gauche
(g, g′) 7→ gg′.

Lemme 1.21. — Notons B0(X) le sous-espace vectoriel de `∞(X) engendré par les
fonctions caractéristiques de parties de X. Alors B0(X) est dense dans l’espace vec-
toriel normé `∞(X).

Démonstration. — Soit u ∈ `∞(X) et posons M = ||u||∞. Pour tout n ∈ N∗, on
définit u(n) ∈ B0(X) par

u(n) =
∑

−n≤k≤n

kM

n
χEk ,

où Ek = {x ∈ X : ux ∈ [kMn , (k+1)M
n [} pour k = −n, . . . , n. Alors il est clair que

||u− u(n)||∞ ≤ M
n pour tout n ∈ N∗. La suite (u(n)) converge donc vers u. �

Lemme 1.22. — Soit X un ensemble muni d’une action d’un groupe G. Alors l’ap-
plication f : Σinv(X) →Minv(X) définie par

f(m)(A) = m(χA)

quels que soient m ∈ Σinv(X) et A ∈ P(X) est une bijection.

Démonstration. — Notons tout d’abord que si m est une moyenne invariante sur
`∞(X), alors f(m) définit bien une mesure finiment additive invariante sur X.
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Montrons que f est bijective. Soit µ ∈ Minv(X). Munissons B0(X) de la norme
induite par celle de `∞(X). On définit une forme linéaire m : B0(X) → R en posant

m
( n∑
i=1

aiχEi
)

=
n∑
i=1

aiµ(Ei)

pour toute suite finie (Ei)1≤i≤n de parties disjointes de X et pour tous réels ai,
i = 1, . . . , n. Remarquons que m est bien définie, continue, positive, invariante et
vérifie m(χX) = µ(X) = 1. Comme B0(X) est dense dans `∞(X) (lemme 1.21), on
peut prolonger m en une forme linéaire continue m à tout l’espace `∞(X) telle que
||m|| = ||m|| = 1 (voir par exemple [Di2, th. 8.7.7]). Il reste à vérifier que m est une
moyenne invariante sur `∞(X). Posons

A = {u ∈ `∞(X) : inf
x∈X

ux ≤ m(u) ≤ sup
x∈X

ux} ∩ {u ∈ `∞(X) : m(u− gu) = 0 ∀g ∈ G}.

Comme les applications u 7→ infx∈X ux, u 7→ supx∈X ux, u 7→ m(u) et u 7→ m(u− gu)
sont continues sur `∞(X), la partie A est fermée dans `∞(X). Observons que les
propriétés de m impliquent B0(X) ⊂ A. Par densité de B0(X) dans `∞(X), on a
donc A = `∞(X). On en déduit que m est une moyenne invariante sur `∞(X) vérifiant
m(χA) = µ(A) pour tout A ∈ P(X). Donc f est surjective. L’injectivité de f résulte
du fait que si deux moyennes cöıncident sur les fonctions caractéristiques χA, A ⊂ G,
alors elles cöıncident sur le sous-espace dense B0(X) de `∞(X) et donc partout par
continuité. Il en résulte que f est bijective. �

Théorème 1.23. — Soit G un groupe. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) G est moyennable ;

(b) il existe une mesure finiment additive invariante sur G ;

(c) pour toute action de G sur un ensemble X, il existe une mesure finiment additive
invariante sur X.

Démonstration. — D’après le lemme 1.22 appliqué à X = G on a l’équivalence entre
(a) et (b). La propriété (c) implique (b) en faisant agir G sur lui-même par transla-
tion à gauche. Montrons que (b) implique (c). Soit µ une mesure finiment additive
invariante sur G et fixons un point x0 ∈ X. Définissons ν : P(X) → [0, 1] par

ν(A) = µ({g ∈ G : gx0 ∈ A})

pour tout A ∈ P(X). Alors ν est une mesure finiment additive sur X. L’invariance
de ν résulte de celle de µ. �

Corollaire 1.24. — Le groupe libre engendré par deux générateurs n’est pas moyen-
nable.

démonstration. — Notons F2 le groupe libre engendré par les deux générateurs a
et b. Raisonnons par l’absurde en supposant que F2 est moyennable. Alors il existe
une mesure finiment additive invariante sur F2 d’après le theorème 1.23. Notons A
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l’ensemble des éléments de F2 qui ont une écriture réduite commençant par une puis-
sance non nulle de a. Puisque A ∪ aA = F2 et que les parties A, bA et b2A sont
disjointes, les propriétés de µ impliquent

1 = µ(F2) ≤ µ(A) + µ(aA) = 2µ(A)

et
3µ(A) = µ(A) + µ(bA) + µ(b2A) ≤ µ(F2) = 1.

On obtient alors une contradiction. Donc F2 n’est pas moyennable. �

Corollaire 1.25. — Tout groupe ayant un sous-groupe isomorphe à un groupe libre
non commutatif est non moyennable.

démonstration. — Rappelons qu’un groupe libre non commutatif contient un sous-
groupe isomorphe à F2. Le résultat résulte alors du corollaire 1.24 et du théorème
1.12. �

La classe des groupes élémentaires, notée EG, est la plus petite classe de groupes
contenant les groupes finis, les groupes commutatifs et vérifiant les propriétés sui-
vantes :

1. si H est un sous-groupe de G et si G ∈ EG, alors H ∈ EG ;

2. si H est distingué dans G et G ∈ EG, alors G/H ∈ EG ;

3. si H est distingué dans G et si H et G/H sont dans EG, alors G ∈ EG ;

4. si G =
⋃
γ∈ΓHγ où (Hγ)γ∈Γ est une famille de sous-groupes de G dans EG

vérifiant quels que soient γ1, γ2 ∈ Γ, il existe γ3 ∈ Γ tel que Hγ1 ∪Hγ2 ⊂ Hγ3 ,
alors G ∈ EG.

(D’après [Chou] les conditions 3 et 4 suffisent.)
On note AG la classe des groupes moyennables et NF celle des groupes ne conte-

nant pas de groupe libre non commutatif. D’après les résultats de cette section, on
a

EG ⊂ AG ⊂ NF.

Qu’en est-il des égalités ? La question de savoir si l’on a AG = NF est formulée dans
[Day] et est appelée parfois le problème de von Neumann. En 1980 Ol’shanskii [Ols]
répondit négativement à cette question en montrant la non-moyennabilité de certains
groupes qu’il avait construits. Ce sont des groupes infinis non cycliques dont tous les
sous-groupes propres sont cycliques. Un tel groupe appartient donc bien a NF . En
1982, Adian [Adi] montra que les groupes de Burnside B(m,n) de rang m ≥ 2 et
d’exposant impair n ≥ 665 ne sont pas moyennables. Rappelons que B(m,n) est le
groupe de présentation

B(m,n) = 〈g1, . . . , gm : wn = 1〉,

où w décrit les mots en g1, . . . , gm et leur inverse. Dans leurs constructions, Ol’shanskii
et Adian ont utilisé des critères de moyennabilité se trouvant dans [Gr1]. Aucun de
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leurs exemples n’est de présentation finie. En 2003 dans [OlS], Ol’shanskii et Sapir
ont construit des groupes de présentation finie non moyennables et ne contenant pas
F2. Le problème de von Neumann a donc une réponse négative, même dans la classe
des groupes de présentation finie.

L’autre question, à savoir si EG = AG, a été résolue négativement en 1984 par Gri-
gorchuck [Gr2] qui a construit un groupe infini de type fini, à croissance intermédiaire
dont tous les éléments sont d’ordre fini. On montre qu’un tel groupe est dans AG\EG.
Un groupe de présentation finie qui appartient à AG \ EG est donné dans [Gr3].

Rappelons que l’on appelle groupe linéaire tout groupe isomorphe à un sous-groupe
de GL(n,K), où K est un corps de caractéristique nulle et n ≥ 1. L’alternative de
Tits affirme qu’un groupe linéaire possède soit un sous-groupe isomorphe à F2, soit un
sous-groupe résoluble d’indice fini. On en déduit qu’un groupe linéaire est moyennable
si et seulement si il ne contient pas de sous-groupe isomorphe à F2.

1.5. Critère de Day

Convergence de filets. — Pour plus de détails concernant la notion de filet, on
pourra consulter par exemple [DuS], [Ke2], [Ko1].

Un ensemble préordonné filtrant à droite est un ensemble I muni d’une relation de
préordre (c’est-à-dire une relation transitive et réflexive) tel que toute partie finie de
I admet un majorant.

On appelle filet dans un ensemble E une fonction u : I → E, où I est un ensemble
préordonné filtrant à droite. On écrira aussi u = (ui)i∈I .

Soit (ui)i∈I un filet dans un ensemble E. Un sous-filet de (ui)i∈I est un filet (vj)j∈J
tel qu’il existe une application ϕ : J → I vérifiant les conditions suivantes :

1. vj = uϕ(j) quel que soit j ∈ J ;

2. pour tout i ∈ I, il existe j ∈ J tel que ϕ(k) ≥ i pour tout k ≥ j.

Supposons que E soit un espace topologique. On dit qu’un filet (ui)i∈I de E

converge vers u ∈ E ou que u est une limite de (ui)i∈I , si pour tout voisinage V
de u, il existe i0 ∈ I tel que ui ∈ V pour tout i ≥ i0. Si la limite est unique, on écrit
limi∈I ui = u. Un point u ∈ E est appelé point d’accumulation du filet (ui)i∈I si pour
tout voisinage V de u et pour tout i ∈ I, il existe j ≥ i tel que uj ∈ V . Notons que u
est un point d’accumulation du filet (ui)i∈I si et seulement si il existe un sous-filet de
(ui)i∈I qui converge vers u. Rappelons que tout filet d’un espace topologique compact
admet un point d’accumulation.

Soit E un espace vectoriel topologique séparé localement convexe. La topologie
faible sur E est la topologie la moins fine sur E rendant continues toutes les formes
linéaires ϕ ∈ E∗. On dira qu’un filet d’éléments de E converge fortement (resp.
faiblement) vers un point u ∈ E s’il converge vers u relativement à la topologie
originale (resp. relativement à la topologie faible) de E.
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Lemme 1.26. — Soit G un groupe. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) il existe un filet (v(i))i∈I d’éléments de P (G) tel que (gv(i) − v(i))i∈I converge
fortement (relativement à la norme ||.||1) vers 0 dans `1(G) pour tout g ∈ G.

(b) il existe un filet (v(i))i∈I d’éléments de P (G) tel que (gv(i) − v(i))i∈I converge
faiblement vers 0 dans `1(G) pour tout g ∈ G.

Démonstration. — L’implication (a)⇒(b) résulte du fait que les ouverts de la topo-
logie faible sont des ouverts de la topologie forte.

Montrons (b)⇒(a). Pour tout g ∈ G posons Vg = `1(G) que l’on munit de sa
topologie d’espace vectoriel normé. Définissons l’espace vectoriel V par

V =
∏
g∈G

Vg.

Muni de la topologie produit, V est un espace vectoriel topologique séparé localement
convexe. Définissons l’application linéaire T : `1(G) → V par

T (v)g = gv − v

quels que soient v ∈ `1(G) et g ∈ G. Rappelons que la topologie faible sur V cöıncide
avec le produit des topologies faibles des Vg, g ∈ G ([Ke1]). Comme le filet (gv(i) −
v(i))i∈I converge faiblement vers 0 dans `1(G) pour tout g ∈ G, il en résulte que le
filet (T (v(i)))i∈I converge faiblement vers 0 dans V . L’élément 0 appartient donc à
la fermeture faible du convexe C = T (P (G)) ⊂ V . Comme la fermeture faible du
convexe C cöıncide avec la fermeture de C relativement à la topologie originale de
V ([DuS, Th. V.3.13]), il existe un filet (w(j))j∈J dans P (G) telle que (T (w(j)))j∈J
converge fortement vers 0 dans V . On en déduit que (||gw(j) − w(j)||1)j∈J converge
vers 0 pour tout g ∈ G. Cela montre que (b) implique (a). �

Critère de Day. —

Théorème 1.27. — Soit G un groupe. Alors G est moyennable si et seulement si il
existe un filet (v(i))i∈I d’éléments de P (G) tel que (gv(i)−v(i))i∈I converge faiblement
vers 0 dans `1(G) pour tout g ∈ G.

Démonstration. — Supposons qu’il existe un filet (v(i))i∈I d’éléments de P (G) tel
que (gv(i) − v(i))i∈I converge faiblement vers 0 dans `1(G) pour tout g ∈ G. Puisque
Σ1(G) = j(P (G)) ⊂ Σ(G) et que Σ(G) est compact pour la topologie faible* (pro-
position 1.3), on en déduit qu’il existe un sous-filet (w(k))k∈K de (v(i))i∈I tel que le
filet (j(w(k)))k∈K converge vers une moyenne m ∈ Σ(G) relativement à la topologie
faible*. Montrons que m est invariante à gauche sur `∞(G). Soient u ∈ `∞(G), g ∈ G
et k ∈ K. On a :

j(w(k))(gu)− j(w(k))(u) =
∑
s∈G

w(k)
s ug−1s −

∑
s∈G

w(k)
s us.
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Par un changement de variable, on obtient

(1.8) j(w(k))(gu)− j(w(k))(u) =
∑
s∈G

(g−1w(k)
s − w(k)

s )us.

La convergence de (j(w(k)))k∈K vers m relativement à la topologie faible* implique
que le membre de gauche de l’égalité ci-dessus converge vers m(gu)−m(u). Puisque le
filet (g−1w(k)−w(k))k∈K converge faiblement vers 0 dans `1(G), le membre de droite
de l’égalité (1.8) converge vers 0. On a donc

m(gu)−m(u) = 0,

ce qui montre que m est invariante à gauche. Le groupe G est donc moyennable.
Supposons que G est moyennable. Soit m une moyenne invariante à gauche sur

`∞(G). Comme Σ1(G) est dense dans Σ(G) relativement à la topologie faible* (pro-
position 1.4), il existe un filet (v(i))i∈I d’éléments de P (G) tel que (j(v(i)))i∈I converge
vers m relativement à la topologie faible*. Soit u ∈ `∞(G), g ∈ G et i ∈ I. On a

j(gv(i))(u) =
∑
s∈G

v
(i)
g−1sus =

∑
s∈G

v(i)
s (g−1u)s = j(v(i))(g−1u).

Donc

j(gv(i) − v(i))(u) = (j(gv(i))− j(v(i)))(u) = j(v(i))(g−1u)− j(v(i))(u).

Par passage à la limite dans l’égalité précédente, on obtient

lim
i
j(gv(i) − v(i))(u) = m(g−1u)−m(u) = 0

quels que soient u ∈ `∞(G) et g ∈ G. Puisque `1(G)∗ = `∞(G), il en résulte que le
filet (gv(i) − v(i))i∈I converge faiblement vers 0 dans `1(G). �

La première partie de la preuve précédente donne le résultat suivant :

Corollaire 1.28. — Soient G un groupe et (v(i))i∈I un filet d’éléments de P (G) tel
que (gv(i) − v(i))i∈I converge faiblement vers 0 dans `1(G) pour tout g ∈ G. Alors
tout point d’accumulation (relativement à la topologie faible*) du filet (j(v(i)))i∈I est
une moyenne invariante à gauche sur `∞(G). �

1.6. Propriété du point fixe

Soient V,W des espaces vectoriels et C ⊂ V un convexe. On dit qu’une application
A : C →W est affine si elle vérifie

A(λc1 + (1− λ)c2) = λA(c1) + (1− λ)A(c2)

quels que soient c1, c2 ∈ C et λ ∈ [0, 1].
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Définition 1.29 (action affine). — Soit G un groupe agissant (à gauche) sur un
convexe C d’un espace vectoriel V . On dit que G agit affinement sur C si l’on a

g(λc1 + (1− λ)c2) = λgc1 + (1− λ)gc2

quels que soient c1, c2 ∈ C, λ ∈ [0, 1] et g ∈ G.

Soit G un groupe agissant sur un convexe C d’un espace vectoriel V . Le groupe G
agit affinement sur C si et seulement si pour tout g ∈ G, l’application Ag : C → V

définie par
Ag(c) = gc

quel que soit c ∈ C est affine.

Définition 1.30. — On dit qu’un groupe G a la propriété du point fixe si toute ac-
tion affine continue de G sur un convexe compact C d’un espace vectoriel topologique
séparé localement convexe V admet un point fixe, c’est-à-dire un point c ∈ C tel que
gc = c pour tout g ∈ G.

Théorème 1.31. — Un groupe G a la propriété du point fixe si et seulement si G
est moyennable.

démonstration. — Supposons que G vérifie la propriété du point fixe. Munissons
`∞(G)∗ de la topologie faible* et rappelons (proposition 1.3) qu’alors Σ(G) est un
convexe compact de l’espace vectoriel topologique séparé localement convexe `∞(G)∗.
On définit une action de G sur Σ(G) en posant

gm(u) = m(g−1u)

quels que soient m ∈ Σ(G), u ∈ `∞(G) et g ∈ G. Observons que c’est une action
affine continue. Puisque G vérifie la propriété du point fixe, il existe donc m0 ∈ Σ(G)
tel que gm0 = m0 quel que soit g ∈ G, c’est-à-dire m0 est une moyenne invariante à
gauche sur `∞(G). Donc G est moyennable.

Montrons la réciproque. Soit G un groupe moyennable agissant affinement et
continûment sur un convexe compact C d’un espace vectoriel topologique localement
convexe V . Fixons c0 ∈ C. Soit A(C) l’espace vectoriel des applications affines conti-
nues de C dans R et observons que {ϕ|C : ϕ ∈ V ∗} ⊂ A(C). Pour tout ϕ ∈ A(C)
définissons hϕ : G → R, g 7→ ϕ(gc0). Puisque C est compact et que ϕ est continue,
l’espace ϕ(C) est compact. Donc hϕ ∈ `∞(G). Pour tout m ∈ Σ(X), définissons une
forme linéaire Tm sur A(C) par

Tm(ϕ) = m(hϕ)

quel que soit ϕ ∈ A(C). Soit m ∈ Σ(G). Nous allons montrer qu’il existe cm ∈ C tel
que

(1.9) Tm(ϕ) = ϕ(cm)

quel que soit ϕ ∈ A(C).
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Pour tout g ∈ G notons δg : `∞(G) → R l’élément de Σ0(G) défini par δg(u) = ug
pour tout u ∈ `∞(G). Soit µ ∈ Σ0(G). Alors il existe une suite g1, g2, . . . , gn d’éléments
de G et une suite λ1, . . . , λn de réels strictement positifs tels que

∑n
i=1 λi = 1 et

µ =
∑n
i=1 λiδgi . Par définition de Tµ, on a

Tµ(ϕ) =
n∑
i=1

λiϕ(gic0) = ϕ(
n∑
i=1

λigic0)

quel que soit ϕ ∈ A(C), ce qui montre que (1.9) est vérifiée lorsque m ∈ Σ0(G) avec
cµ =

∑n
i=1 λigic0 ∈ C. Rappelons (proposition 1.4) que Σ0(G) est dense dans Σ(G)

pour la topologie faible*. On peut donc trouver un filet (µi)i∈I d’éléments de Σ0(G)
convergeant vers m. Pour tout i ∈ I, posons ci = cµi ∈ C. Soit τC la topologie la
moins fine sur C rendant continus tous les éléments de A(C). Puisque tout ouvert de
τC est un ouvert de C (muni de la topologie induite par celle de V ), on en déduit
que C est compact pour la topologie τC . Quitte à prendre un sous-filet de (ci)i∈I , on
peut supposer que le filet (ci)i∈I converge vers un élément cm ∈ C relativement à la
topologie τC . Or, on a

µi(hϕ) = Tµi(ϕ) = ϕ(ci)

quels que soient i ∈ I et ϕ ∈ A(C). En passant à la limite suivant i, on obtient

Tm(ϕ) = ϕ(cm)

quel que soit ϕ ∈ A(C). Cela démontre (1.9).
Supposons maintenant que m est une moyenne invariante à gauche sur `∞(G) et

montrons que cm est un point fixe pour l’action de G. Remarquons que si ϕ ∈ V ∗ et
g ∈ G alors ϕ ◦Ag ∈ A(C), où Ag : C → C est défini par Ag(c) = gc pour tout c ∈ C.
Soient ϕ ∈ V ∗ et g ∈ G. En utilisant l’égalité (1.9), on a

ϕ(gcm) = ϕ ◦Ag(cm) = Tm(ϕ ◦Ag) = m(s 7→ ϕ(gsc0)).

On en déduit en utilisant l’invariance à gauche de m et (1.9)

ϕ(gcm) = m(s 7→ ϕ(sc0)) = Tm(ϕ) = ϕ(cm).

Comme l’inégalité précédente est vérifiée pour tout ϕ ∈ V ∗ et que V est un espace
vectoriel topologique séparé localement convexe, on en déduit que gcm = cm ([DuS,
Cor. V.2.13]). Cela démontre que cm est un point fixe pour l’action de G. �

Mesures boréliennes. — Soit X un espace topologique. La tribu borélienne de
X, que l’on notera B(X), est la plus petite tribu contenant tous les ouverts de
X. Une mesure définie sur B(X) et prenant des valeurs finies sur les compacts est
dite borélienne. Une mesure borélienne µ est dite régulière si elle est intérieurement
régulière et extérieurement régulière, c’est-à-dire si pour tout borélien B ∈ B(X), on
a

µ(B) = inf{µ(V ) : B ⊂ V, V ouvert}
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et
µ(B) = sup{µ(K) : K ⊂ B, K compact}.

Supposons X compact et séparé. On note M(X) l’ensemble des mesures de proba-
bilité boréliennes régulières sur X. Soit x ∈ X. La masse de Dirac en x est la mesure
borélienne δx définie pour tout B ∈ B(X) par δx(B) = 1 si x ∈ B et δx(B) = 0 sinon.
Notons que δx ∈M(X).

Soit C(X) l’espace vectoriel réel des fonctions continues de X dans R que l’on
munit de la norme sup. Soit µ ∈ M(X). Alors l’application Lµ : C(X) → R définie
par

Lµ(f) =
∫
X

f dµ quel que soit f ∈ C(X)

est une forme linéaire continue positive de norme ||Lµ|| = 1. Réciproquement, il résulte
du théorème de représentation de Riesz (voir [Ru2, th. 2.14]) que si L : C(X) → R
est une forme linéaire continue positive de norme 1, alors il existe une unique mesure
de probabilité µ ∈ M(X) vérifiant L = Lµ. L’espace M(X) s’identifie donc à un
sous-ensemble convexe de la boule unité B = {L ∈ C(X)∗ : ||L|| ≤ 1} de C(X)∗.

Rappelons que la topologie faible* sur C(X)∗ est la topologie la moins fine rendant
continues toutes les applications Ψf : C(X)∗ → R, f ∈ C(X), où Ψf (L) = L(f) quel
que soit L ∈ C(X)∗. Muni de cette topologie, l’espace C(X)∗ devient un espace vec-
toriel topologique séparé localement convexe dans lequel B est compact (cela résulte
du théorème [DuS, Th. V.4.2]). On munit M(X) ⊂ C(X)∗ de la topologie induite
par la topologie faible* de C(X)∗. Alors M(X) est un compact puisque c’est un sous-
ensemble fermé du compact B. Notons M0(X) l’ensemble des combinaisons linéaires
convexes de masses de Dirac. Alors M0(X) est un sous-espace convexe dense dans
M(X).

Supposons que X est muni d’une action continue d’un groupe G. On dit qu’une
mesure µ ∈ M(X) est G-invariante si µ(gB) = µ(B) pour tout borélien B et pour
tout g ∈ G.

Barycentre d’un compact convexe. — Pour plus de détails et résultats concer-
nant la notion de barycentre voir [Cho], [Phe].

Lemme 1.32. — Soit K un compact convexe non vide d’un espace vectoriel topolo-
gique séparé localement convexe E. Soit µ ∈M(K). Alors

(a) il existe un unique b = b(µ) ∈ K vérifiant

f(b) =
∫
K

f(k) dµ(k)

quel que soit f ∈ E∗. Le point b(µ) est appelé µ-barycentre de K ;

(b) l’application b : M(K) → K, µ 7→ b(µ) est une application continue ;

(c) on a A(b(µ)) = b(A ∗ µ) pour toute application affine continue A : K → K, où
A ∗ µ désigne la mesure image de µ par A, c’est-à-dire A ∗ µ(B) = µ(A−1(B)).
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Démonstration. — L’unicité résulte du fait que si b et b′ sont des µ-barycentres de
K, alors f(b) = f(b′) quel que soit f ∈ E∗. On en déduit b = b′ ([DuS, Cor. V.2.13]).

Montrons l’existence du µ-barycentre de K. Soit µ ∈ M(K) et notons Lµ(f) =∫
K
f dµ pour tout f ∈ E∗. Définissons pour tout f ∈ E∗, la partie fermée Kf ⊂ K

par
Kf = {k ∈ K : Lµ(f) = f(k)}.

Montrons que
⋂
f∈E∗ Kf 6= ∅. Soient f1, . . . , fn une suite finie d’éléments de E∗ et

définissons l’application linéaire T : K → Rn par

T (k) = (f1(k), f2(k), . . . , fn(k))

quel que soit k ∈ K. Alors T (K) est un convexe compact de Rn. Supposons
⋂n
i=1Kfi =

∅ et posons x = (Lµ(f1), Lµ(f2), . . . , Lµ(fn)). Alors x /∈ T (K). Par un théorème de
séparation de convexes disjoints dans Rn, il existe une forme linéaire l ∈ (Rn)∗ et un
réel c > 0 telle que l(x) ≤ l(T (k)) − c pour tout k ∈ K. En intégrant cette inégalité
en k ∈ K par rapport à µ, on obtient

l(x) =
∫
K

l(x) dµ(k) ≤
∫
K

(l(T (k))− c) dµ(k) = l
( ∫

K

T (k) dµ(k)
)
− c = l(x)− c

ce qui est absurde. Donc
⋂n
i=1Kfi 6= ∅. Par compacité deK on a alors

⋂
f∈E∗ Kf 6= ∅.

Montrons que l’application barycentre b : M(K) → K est continue. Soit (µi)i∈I un
filet d’éléments de M(K) convergeant vers µ et posons xi = b(µi) pour tout i ∈ I. On
va montrer que (xi)i∈I converge vers b(µ). Par compacité de K, il suffit de démontrer
que tout sous-filet de (xi)i∈I convergeant, converge vers b(µ). Soit (xϕ(j))j∈J un sous-
filet de (xi)i∈I qui converge vers un élément x ∈ K. Comme xϕ(j) = b(µϕ(j)) pour
tout j ∈ J , on a f(xϕ(j)) = Lµϕ(j)(f) quels que soient f ∈ E∗ et j ∈ J . Puisque f
est continue et limj µϕ(j) = µ, on obtient par passage à la limite f(x) = Lµ(f). On
en déduit donc f(x) = f(b(µ)) quel que soit f ∈ E∗. Par unicité du barycentre, on a
donc x = b(µ).

Montrons la dernière assertion. Soient A : K → K une application affine continue
et µ ∈M(K). Par densité de M0(K) dans M(K), il existe un filet (µi)i∈I d’éléments
de M0(K) qui converge vers µ. Soit i ∈ I. Puisque µi ∈ M0(X) et que A est une
application affine, on vérifie immédiatement que A(b(µi)) = b(A ∗ µi). Par continuité
de b et de A, on en déduit par passage à la limite A(b(µ)) = b(A ∗ µ). �

Théorème 1.33. — Soit G un groupe. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) G est moyennable ;

(b) pour toute action continue de G sur un espace compact séparé X, il existe une
mesure de probabilité µ ∈M(X) qui est G-invariante.

Démonstration. — Montrons que (a) implique (b). Supposons G moyennable. Si G
agit continûment sur un espace compact séparé X, alors il existe une moyenne inva-
riante m sur `∞(X) d’après le théorème 1.23. En particulier m est une forme linéaire
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positive normalisée continue sur C(X) vérifiant m(gu) = m(u) pour tous u ∈ C(X)
et g ∈ G. D’après le théorème de représentation de Riesz, la moyenne m définit une
mesure de probabilité G-invariante µ ∈M(X).

Montrons que (b) implique (a). Pour cela, on va montrer que G a la propriété du
point fixe. Supposons que G agit continûment et affinement sur un compact convexeX
d’un espace vectoriel topologique séparé localement convexe E. D’après (b), l’espace
X admet une probabilité µ ∈ M(X) qui est G-invariante. Notons b = b(µ) le µ-
barycentre de X (voir lemme 1.32) et montrons que b est un point fixe pour l’action
de G. Notons Ag : X → X l’application définie par Ag(x) = gx quels que soient x ∈ X
et g ∈ G. Puisque µ est G-invariant, on a Ag ∗ µ = µ. Il en résulte en utilisant le
lemme 1.32

Ag(b(µ)) = b(Ag ∗ µ) = b(µ)

pour tout g ∈ G. Donc b(µ) est fixé par G. On en déduit que G est moyennable d’après
le théorème 1.31.

�

1.7. Critère de Følner

Soient A et B deux ensembles. On note A 4 B = (A ∪B) \ (A ∩B) la différence
symétrique entre A et B et |A| le cardinal de A.

On dit qu’un groupe G vérifie la condition de Følner si pour tout ε > 0 et pour
toute partie finie K ⊂ G, il existe une partie finie non vide F ⊂ G telle que

|kF 4 F |
|F |

≤ ε

quel que soit k ∈ K.
Le résultat suivant est dû à Følner [Føl] :

Théorème 1.34 (Critère de Følner). — Un groupe G est moyennable si et seule-
ment si il vérifie la condition de Følner.

Démonstration. — Supposons que G vérifie la condition de Følner. Nous allons uti-
liser le critère de Day pour montrer que G est moyennable. Posons

J = {(ε,K) : ε > 0, K partie finie de G}

que l’on munit du préordre défini par (ε1,K1) ≤ (ε2,K2) si et seulement si ε2 ≤ ε1 et
K1 ⊂ K2. Alors J est un ensemble filtrant à droite. Soit j = (ε,K) ∈ J . D’après la
condition de Følner, il existe une partie finie non vide Lj ⊂ G telle que

(1.10)
|kLj 4 Lj |

|Lj |
≤ ε
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quel que soit k ∈ K. Pour tout j ∈ J , posons vj = χLj/|Lj |. Alors vj ∈ P (G) et l’on
a

||gvj − vj ||1 =
1
|Lj |

∑
s∈G

|χgLj (s)− χLj (s)| =
1
|Lj |

∑
s∈G

χgLj4Lj (s) =
|gLj 4 Lj |

|Lj |

pour tout g ∈ G. En utilisant (1.10), on en déduit que le filet (||gvj−vj ||1)j∈J converge
vers 0 pour tout g ∈ G. D’après le critère de Day (théorème 1.27) on a donc que G
est moyennable.

Réciproquement, supposons que G est moyennable. Soient ε > 0 et K une partie
finie non vide de G. D’après le théorème 1.27, il existe v ∈ P (G) telle que

(1.11) ||kv − v||1 ≤
ε

|K|
quel que soit k ∈ K. Pour tout réel t > 0, posons Et = {g ∈ G : vg ≥ t} et remarquons
que le fait que v ∈ P (G) implique que Et est une partie finie de G. Soit k ∈ K. Alors
kEt = {g ∈ G : (kv)g ≥ t}. Soit g ∈ G et écrivons

vg =
∫ vg

0

dt =
∫ ∞

0

χEt(g) dt et kvg =
∫ kvg

0

dt =
∫ ∞

0

χkEt(g) dt.

Alors on a
(1.12)

|kvg − vg| =
∫ ∞

0

( χkEt(g)− χEt(g)χkEt(g) ) dt+
∫ ∞

0

( χEt(g)− χkEt(g)χEt(g) ) dt.

En effet, supposons par exemple kvg ≥ vg (l’autre cas se traite de façon analogue).
Alors χkEt(g) ≥ χEt(g) et donc χkEt(g)χEt(g) = χEt(g). On en déduit l’égalité (1.12)
puis que

||kv − v||1 =
∫ ∞

0

|kEt \ Et|+ |Et \ kEt| dt =
∫ ∞

0

|kEt 4 Et| dt.

L’inégalité (1.11) implique alors∫ ∞

0

|kEt 4 Et| dt ≤
ε

|K|
.

En sommant sur k ∈ K, on en déduit∫ ∞

0

|Et|
∑
k∈K

|kEt 4 Et|
|Et|

dt ≤ ε.

Puisque∫ ∞

0

|Et| dt =
∫ ∞

0

∑
g∈G

χEt(g) dt =
∑
g∈G

∫ ∞

0

χEt(g) dt =
∑
g∈G

vg = ||v||1 = 1,

on en déduit qu’il existe un réel t0 ≥ 0 tel que∑
k∈K

|kEt0 4 Et0 |
|Et0 |

≤ 2ε
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ce qui montre
|kEt0 4 Et0 |

|Et0 |
≤ 2ε pour tout k ∈ K.

Le groupe G vérifie donc la condition de Følner. �

Notons F(G) l’ensemble des parties finies non vides de G. On appelle suite de
Følner de G une suite (Fn)n∈N d’éléments de F(G) telle que

lim
n→∞

|(gFn)4 Fn|
|Fn|

= 0 quel que soit g ∈ G.

Exemples 1.35. — Si G est un groupe fini, il est clair que la suite de terme général
G est une suite de Følner.

Pour le groupe Zk, où k ∈ N, on vérifie que la suite (Fn) définie par Fn =
{1, 2, . . . , n}k pour tout n ∈ N est une suite de Følner.

Proposition 1.36. — Soit G un groupe dénombrable. Alors G est moyennable si et
seulement si G admet une suite de Følner.

Démonstration. — Si G admet une suite de Følner, il est clair que G vérifie la condi-
tion de Følner. Donc G est moyennable.

Supposons que G est moyennable. Alors G vérifie la condition de Følner d’après
le théorème 1.34. Puisque G est dénombrable, il existe une suite (Kn)n∈N de parties
finies croissantes de G telle que G =

⋃
n∈N Kn. Soit n ∈ N. En appliquant la condition

de Følner à ε = 1
n+1 et à K = Kn, il existe Fn ∈ F(G) telle que

|(gFn)4 Fn|
|Fn|

≤ 1
n+ 1

quel que soit g ∈ Kn.

Alors il est clair que (Fn)n∈N est une suite de Følner de G. �

Proposition 1.37. — Soient (Fn) et (F ′n) des suites de Følner d’un groupe G. Les
assertions suivantes sont vérifiées :

(a) la suite (Fn ∪ F ′n) est une suite de Følner de G ;

(b) si (gn) est une suite d’éléments de G, alors la suite (Fngn) est une suite de Følner
de G ;

(c) si g ∈ G alors les suites (Fng) et (gFn) sont des suites de Følner de G ;

(d) si K est une partie finie de G alors les suites (FnK) et (KFn) sont des suites de
Følner de G.

(e) si K est une partie finie de G alors on a

lim
n→∞

|KFn|
|Fn|

= 1.
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Démonstration. — Montrons (a). Remarquons tout d’abord que l’on a

(A ∪B)4 (C ∪D) ⊂ (A4 C) ∪ (B 4D)

quels que soient A,B ⊂ G. On en déduit
|(Fn ∪ F ′n)4 g(Fn ∪ F ′n)|

|Fn ∪ F ′n|
≤ |Fn 4 gFn|

|Fn|
+
|F ′n 4 gF ′n|

|F ′n|
quels que soient g ∈ G et n ∈ N. Puisque (Fn) et (F ′n) sont des suites de Følner de
G, l’inégalité précédente montre qu’il en est de même pour la suite (Fn ∪ F ′n).

Soient n ∈ N et g, g′ ∈ G. Les assertions (b) et (c) résultent respectivement des
égalités

|Fngn 4 g(Fngn)| = |(Fn 4 gFn)gn| = |Fn 4 gFn|
et

|gFn 4 g′(gFn)| = |g−1(gFn 4 g′gFn)| = |Fn 4 g−1g′gFn|.
Montrons (d). D’après (c), la suite (Fnk) (resp. (kFn)) est une suite de Følner de G

quel que soit k ∈ K. Puisque FnK =
⋃
k∈K Fnk (resp. KFn =

⋃
k∈K kFn), l’assertion

(d) résulte de (a).
Soit n ∈ N. Puisque KFn 4 Fn ⊂

⋃
k∈K kFn 4 Fn et que (Fn) est une suite de

Følner de G, on en déduit que

lim
n→∞

|KFn 4 Fn|
|Fn|

≤ lim
n→∞

∑
k∈K

|kFn 4 Fn|
|Fn|

= 0.

Il en résulte

lim
n→∞

|KFn ∩ Fn|
|Fn|

= 1 et lim
n→∞

|KFn \ Fn|
|Fn|

= 0.

Comme on a KFn = (KFn ∩Fn)∪ (KFn \Fn) pour tout n ∈ N, on en déduit (e). �

1.8. Récapitulatif

Les théorèmes suivants regroupent les principaux résultats démontrés dans ce cha-
pitre.

Le premier théorème donne des conditions équivalentes à la moyennabilité.

Théorème 1.38. — Soit G un groupe. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) G est moyennable ;

(b) pour toute action de G sur un ensemble X, il existe une moyenne invariante sur
`∞(X) ;

(c) pour toute action continue de G sur un compact séparé X, il existe une mesure
de probabilité G-invariante µ ∈M(X) ;

(d) G vérifie la propriété du point fixe : toute action continue affine de G sur un
compact convexe C d’un espace vectoriel topologique séparé localement convexe E
admet un point fixe dans C ;
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(e) G vérifie la condition de Følner : pour tout ε > 0 et pour toute partie finie K ⊂ G,
il existe une partie finie non vide F ⊂ G telle que

|kF 4 F |
|F |

≤ ε

quel que soit k ∈ K ;

(f) il existe un filet (v(i))i∈I d’éléments de P (G) ⊂ `1(G) tel que le filet (gv(i)−v(i))i∈I
converge fortement vers 0 ;

(g) il existe un filet (v(i))i∈I d’éléments de P (G) ⊂ `1(G) tel que le filet (gv(i)−v(i))i∈I
converge faiblement vers 0.

�

On trouve encore d’autres définitions équivalentes à la moyennabilité dans la litté-
rature. Pour une caractérisation des groupes moyennables en termes de décompositions
paradoxales, voir par exemple [Wag], [CGH1], [CGH2].

Le résultat suivant récapitule les propriétés de fermeture de la classe des groupes
moyennables.

Théorème 1.39. — On a :

(a) tous les groupes finis sont moyennables ;

(b) tous les groupes commutatifs sont moyennables ;

(c) tout quotient d’un groupe moyennable est moyennable ;

(d) toute extension d’un groupe moyennable par un groupe moyennable est moyen-
nable.

(e) si (Hγ)γ∈Γ est une famille de sous-groupes moyennables d’un groupe G telle que

(1) G =
⋃
γ∈ΓHγ ;

(2) quels que soient γ1, γ2 ∈ Γ, il existe γ3 ∈ Γ tel que Hγ1 ∪Hγ2 ⊂ Hγ3 ,

alors G est moyennable.

�





CHAPITRE 2

LE LEMME D’ORNSTEIN-WEISS D’APRÈS GROMOV

Dans ce chapitre on démontre un théorème de convergence pour les fonctions sous-
additives invariantes définies sur les parties finies d’un groupe dénombrable moyen-
nable. Ce résultat est utilisé dans la définition de la dimension topologique moyenne
et dans celle de l’entropie topologique (voir les chap. 3 et 4). Le théorème peut être
déduit d’un résultat général dû à D.S. Ornstein et B. Weiss mais la démonstration que
l’on présente ici suit une preuve esquissée par M. Gromov. Le contenu de ce chapitre
est repris dans [Kr1].

2.1. Présentation du résultat

Soit G un groupe dénombrable. Rappelons (cf. proposition 1.36) que G est moyen-
nable si et seulement si G admet une suite de Følner, c’est-à-dire une suite (Fi)i∈N
de parties finies non vides de G telle que

lim
i→∞

|(gFi)4 Fi|
|Fi|

= 0 quel que soit g ∈ G,

où A 4 B = (A ∪B) \ (A ∩B) désigne la différence symétrique entre les ensembles
A et B, et |A| est le cardinal de A.

Nous allons démontrer le théorème suivant :

Théorème 2.1 (Ornstein-Weiss). — Soit G un groupe dénombrable moyennable
et h : F(G) → R une fonction vérifiant les propriétés suivantes :

(a) h est sous-additive, c’est-à-dire

h(A ∪B) ≤ h(A) + h(B) quelles que soient A,B ∈ F(G) ;

(b) h est invariante à droite, c’est-à-dire

h(Ag) = h(A) quels que soient g ∈ G et A ∈ F(G).
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Alors il existe un réel λ = λ(G, h) ≥ 0 tel que

lim
i→∞

h(Fi)
|Fi|

= λ

pour toute suite de Følner (Fi)i∈N de G.

Une démonstration de ce résultat (énoncé avec des hypothèses plus fortes sur la
fonction h) à partir d’un théorème dû à Ornstein et Weiss sur les quasi-pavages [OrW,
Section I.2, Th. 6] se trouve dans [LiW, Th. 6.1]. Dans [Gro, Section 1.3], Gromov
esquisse une preuve directe du théorème 2.1 en laissant au lecteur la vérification de
certains passages. Il utilise des notions introduites par Ornstein et Weiss dans [OrW].
La démonstration qui est présentée ici suit l’approche de Gromov.

Le théorème 2.1 est à la base de la construction d’invariants d’actions de groupes
moyennables comme l’entropie métrique, l’entropie topologique et la dimension topo-
logique moyenne (cf. chap. 3 et 4). On trouve dans [Mou] un théorème de convergence
de ce type pour des fonctions invariantes vérifiant une condition plus forte que la sous-
additivité. Le résultat énoncé dans [Mou] est suffisant pour définir l’entropie métrique
d’actions de groupes moyennables.

2.2. Moyennabilité relative

On définit dans cette section les notions de K-intérieur, K-extérieur et K-frontière
d’une partie d’un groupe (voir [OrW]).

Soient K et A des parties d’un groupe G. On appelle K-intérieur (resp. K-
extérieur) de A la partie de G notée IntK(A) (resp. ExtK(A)) formée des éléments
g ∈ G tels que Kg soit contenu dans A (resp. dans G \ A). On définit la K-frontière
de A par :

∂K(A) = G \
(
IntK(A) ∪ ExtK(A)

)
.

La K-frontière de A est donc l’ensemble des éléments g ∈ G tels que Kg rencontre
à la fois A et G \ A. La proposition suivante est une conséquence immédiate de la
définition de la K-frontière :

Proposition 2.2. — Soient K, A, B des parties d’un groupe G et g ∈ G. On a

(i) ∂K(A) = ∂K(G \A) ;

(ii) ∂K(A ∪B) ⊂ ∂K(A) ∪ ∂K(B) ;

(iii) ∂K(A \B) ⊂ ∂K(A) ∪ ∂K(B) ;

(iv) ∂K(A) ⊂ ∂K′(A) si K ⊂ K ′ ⊂ G ;

(v) ∂Kg(A) = g−1∂K(A) ;

(vi) ∂K(Ag) = ∂K(A)g.

�
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Soient K et A des parties finies d’un groupe G. Alors ∂K(A) est finie. Supposons
A 6= ∅. On appelle constante de moyennabilité relative de A par rapport à K le
rationnel α(A,K) défini par :

α(A,K) =
|∂K(A)|
|A|

.

Remarquons que les égalités (v) et (vi) de la proposition 2.2 impliquent

(2.1) α(A,Kg) = α(Ag,K) = α(A,K) quel que soit g ∈ G.

Lemme 2.3. — Soient K et A des parties d’un groupe G. Supposons K = K−1 et
1G ∈ K. Alors on a les inclusions suivantes :

(i) (kA)4A ⊂ ∂K(A) quel que soit k ∈ K ;

(ii) ∂K(A) ⊂ K((KA)4A).

Démonstration. — Montrons l’inclusion (i). Soit g ∈ (kA)4A avec k ∈ K. Alors soit
k−1g ∈ A et g ∈ G \ A, soit g ∈ A et k−1g ∈ G \ A. Or k−1 et 1G appartiennent à
K. Dans les deux cas, on a donc Kg ∩ A 6= ∅ et Kg ∩ (G \ A) 6= ∅. On en déduit
g ∈ ∂K(A).

Montrons l’inclusion (ii). Soit g ∈ ∂K(A). Alors on a g ∈ K−1A = KA et Kg∩(G\
A) 6= ∅. Supposons tout d’abord g /∈ A. Alors g ∈ KA\A = (KA)4A ⊂ K

(
(KA)4

A
)

puisque 1G ∈ K. Supposons maintenant g ∈ A. Comme Kg∩(G\A) 6= ∅, il existe
k ∈ K tel que kg ∈ KA \A = (KA)4A. On en déduit g ∈ K((KA)4A). �

Proposition 2.4. — Soit (Fi)i∈N une suite de parties finies non vides d’un groupe
dénombrable G. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) La suite (Fi) est une suite de Følner de G ;

(b) Pour toute partie finie K ⊂ G, on a

lim
i→∞

α(Fi,K) = 0.

Démonstration. — Montrons l’implication (a)⇒(b). Supposons que (Fi) est une suite
de Følner de G. Soit K une partie finie de G et définissons L ⊂ G par

L = K ∪K−1 ∪ {1G}.

Alors L est une partie finie de G contenant 1G et vérifiant L = L−1. Soit i ∈ N. La
proposition 2.2.(iv) et le lemme 2.3.(ii) impliquent

∂K(Fi) ⊂ ∂L(Fi) ⊂ L((LFi)4 Fi).

Puisque l’on a

(LFi)4 Fi ⊂
⋃
l∈L

((lFi)4 Fi),
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on en déduit

α(Fi,K) =
|∂K(Fi)|
|Fi|

≤ |L|
∑
l∈L

|(lFi)4 Fi|
|Fi|

.

Comme (Fi) est une suite de Følner de G, le membre de droite de la dernière inégalité
tend vers 0 lorsque i tend vers l’infini. On a donc limi→∞ α(Fi,K) = 0, ce qui
démontre (b).

Montrons l’implication (b)⇒(a). Supposons que la suite (Fi) vérifie la propriété
(b). Soient g ∈ G et i ∈ N. Posons K = {1G, g, g−1}. D’après le lemme 2.3.(i), on a

(gFi)4 Fi ⊂ ∂K(Fi).

Il en résulte
|(gFi)4 Fi|

|Fi|
≤ |∂K(Fi)|

|Fi|
= α(Fi,K).

Comme limi→∞ α(Fi,K) = 0, on en déduit

lim
i→∞

|(gFi)4 Fi|
|Fi|

= 0

ce qui montre que (Fi) est une suite de Følner de G. �

2.3. Le lemme de remplissage

Définition 2.5. — Soient X un ensemble et ε ≥ 0. On dit qu’une famille (Ai)i∈I de
parties finies de X est ε-disjointe s’il existe une famille (Bi)i∈I de parties disjointes
de X telle que Bi ⊂ Ai et |Bi| ≥ (1− ε)|Ai| pour tout i ∈ I.

Lemme 2.6. — Soient X un ensemble et (A1, A2, . . . , An) une famille ε-disjointe de
parties finies de X. Alors on a

(1− ε)
n∑
i=1

|Ai| ≤ |
n⋃
i=1

Ai|.

Démonstration. — Comme la famille (A1, A2, . . . , An) est ε-disjointe, il existe une
famille (B1, B2, . . . , Bn) de parties disjointes de X vérifiant Bi ⊂ Ai et |Bi| ≥ (1 −
ε) |Ai| pour tout 1 ≤ i ≤ n. On a donc

(1− ε)
n∑
i=1

|Ai| ≤
n∑
i=1

|Bi| = |
n⋃
i=1

Bi| ≤ |
n⋃
i=1

Ai|.

�

Lemme 2.7. — Soient K une partie finie d’un groupe G et 0 ≤ ε < 1. Soit (Ai)1≤i≤n
une famille ε-disjointe de parties finies non vides de G. Alors on a

α(
n⋃
i=1

Ai,K) ≤ 1
1− ε

max
i=1,...,n

α(Ai,K).
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Démonstration. — Posons M = maxi=1,...,n α(Ai,K). En utilisant la proposition
2.2.(ii), on obtient

|∂K(
n⋃
i=1

Ai)| ≤
n∑
i=1

|∂K(Ai)| =
n∑
i=1

α(Ai,K)|Ai| ≤M
n∑
i=1

|Ai|.

En utilisant le lemme 2.6, on en déduit

|∂K(
n⋃
i=1

Ai)| ≤
M

1− ε
|
n⋃
i=1

Ai|.

�

Lemme 2.8. — Soient K, A et Ω des parties finies d’un groupe G telles que A 6= ∅
et A ⊂ Ω. Supposons qu’il existe ε > 0 tel que |Ω \A| ≥ ε|Ω|. Alors on a

α(Ω \A,K) ≤ α(Ω,K) + α(A,K)
ε

.

Démonstration. — En utilisant la proposition 2.2.(iii) et le fait que |Ω \A| ≥ ε|Ω| ≥
ε|A|, on obtient

α(Ω \A,K) =
|∂K(Ω \A)|
|Ω \A|

≤ α(Ω,K) + α(A,K)
ε

.

�

Lemme 2.9. — Soient A et B des parties finies d’un groupe G. On a∑
g∈G

|Ag ∩B| = |A||B|.

Démonstration. — Pour E ⊂ G, rappelons que l’on note χE : G→ {0, 1} la fonction
caractéristique de E. On a∑

g∈G
|Ag ∩B| =

∑
g∈G

∑
g′∈G

χAg∩B(g′) =
∑
g∈G

∑
g′∈G

χA(g′g−1)χB(g′).

En échangeant l’ordre de sommation puis par un changement de variable, on obtient∑
g∈G

|Ag ∩B| =
∑
g′∈G

χB(g′)
∑
g∈G

χA(g′g−1) = |B||A|.

�

Définition 2.10 ((ε,K)-remplissage). — Soient K et Ω des parties d’un groupe
G et ε > 0. Une partie R ⊂ G est appelée un (ε,K)-remplissage de Ω si les conditions
suivantes sont vérifiées :

(C1) R ⊂ IntK(Ω) ;

(C2) la famille (Kg)g∈R est ε-disjointe.

Remarquons qu’un (ε,K)-remplissage peut être vide.

La démonstration du théorème 2.1 repose sur le lemme suivant :
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Lemme 2.11 (lemme de remplissage). — Soient Ω et K des parties finies non
vides d’un groupe G. Soit 0 < ε ≤ 1. Alors il existe une partie finie R ⊂ G vérifiant
les conditions suivantes :

(a) R est un (ε,K)-remplissage de Ω ;

(b)
∣∣⋃

g∈RKg
∣∣ ≥ ε(1−α0)|Ω|, où α0 = α(Ω,K) désigne la constante de moyennabilité

relative de Ω par rapport à K.

Démonstration. — Soit k0 ∈ K. Puisque α(Ω,K) = α(Ω,Kk−1
0 ) d’après les égalités

(2.1), on peut supposer 1G ∈ K dans l’énoncé du lemme.
Comme 1G ∈ K, on a IntK(Ω) ⊂ Ω et ExtK(Ω) ⊂ G \ Ω. On en déduit

Ω \ ∂K(Ω) = IntK(Ω)

et donc

(1− α0)|Ω| ≤ |Ω \ ∂K(Ω)| = | IntK(Ω)|.(2.2)

Puisque IntK(Ω) ⊂ Ω, tout (ε,K)-remplissage de Ω est contenu dans Ω et a donc un
cardinal majoré par |Ω|. Choisissons R ⊂ G un (ε,K)-remplissage de Ω de cardinal
maximal et posons A =

⋃
g∈RKg. Dans la suite, nous allons démontrer que |A| ≥

ε(1− α0)|Ω|, ce qui montrera (b). D’après le lemme 2.9, on a∑
g∈IntK(Ω)

|Kg ∩A| ≤ |K||A|.(2.3)

Montrons que

ε|K| ≤ |Kg ∩A| quel que soit g ∈ IntK(Ω).(2.4)

Si g ∈ R, alors on a Kg ∩A = Kg et l’inégalité (2.4) est trivialement vérifiée puisque
ε ≤ 1. Supposons maintenant que g ∈ IntK(Ω) \R et que |Kg ∩A| < ε|K|. Mais alors

|Kg \A| > (1− ε)|Kg|,

ce qui implique que R∪{g} est un (ε,K)-remplissage de Ω et contredit la maximalité
du cardinal de R. L’inégalité (2.4) est donc satisfaite. On en déduit

ε|K|| IntK(Ω)| ≤
∑

g∈IntK(Ω)

|Kg ∩A|.(2.5)

Les inégalités (2.2), (2.3) et (2.5) impliquent alors

|A| ≥ ε(1− α0)|Ω|.

�
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2.4. Démonstration du théorème

Avant de démontrer le théorème 2.1, faisons les remarques suivantes :

(1) En choisissant A = B dans l’hypothèse (a) du théorème 2.1, on obtient h(A) ≥ 0
pour toute partie A ∈ F(G).

(2) Si on montre la convergence de la suite (h(Fi)/|Fi|) pour toute suite de Følner
(Fi), alors on aura prouvé le théorème. En effet, si (Ai)i∈N et (Bi)i∈N sont des
suites de Følner, il en est de même pour la suite (Fi)i∈N = (A0, B0, A1, B1, . . .).
L’existence de limi→∞ h(Fi)/|Fi| implique alors l’égalité

lim
i→∞

h(Ai)/|Ai| = lim
i→∞

h(Bi)/|Bi|.

Démonstration du théorème 2.1. — Soient (Fi)i∈N une suite de Følner de G et
ε ∈]0, 1

2 ]. Posons

λ = lim inf
i→∞

h(Fi)
|Fi|

et remarquons que λ < ∞ puisque les propriétés de h impliquent h(A) ≤ h(1G)|A|
pour tout A ∈ F(G). Fixons n ∈ N∗. Alors il existe une suite finie K1,K2, . . . ,Kn

extraite de la suite (Fi) vérifiant les conditions suivantes :

(C1) h(Kj)/|Kj | ≤ λ+ ε quel que soit 1 ≤ j ≤ n,

(C2) α(Kj ,Ki) ≤ ε2n quels que soient 1 ≤ i < j ≤ n.

En effet, d’après la définition de λ, il existe une sous-suite (Fϕ(i)) de (Fi) vérifiant

h(Fϕ(i))
|Fϕ(i)|

≤ λ+ ε,

pour tout i ∈ N. Comme la suite (Fϕ(i)) est aussi une suite de Følner de G, la pro-
position 2.4 permet alors de construire une sous-suite finie K1,K2, . . . ,Kn de (Fϕ(i))
vérifiant la condition (C2).

Soit D une partie finie non vide de G telle que

α(D,Kj) ≤ ε2n pour tout 1 ≤ j ≤ n.(2.6)

Nous allons démontrer que pour n assez grand, il existe une famille ε-disjointe dans
D formée d’un certain nombre des Kjg (où 1 ≤ j ≤ n et g ∈ G) qui remplissent
partiellementD, c’est-à-dire telle que la proportion deD recouverte par ces parties soit
supérieure ou égale à 1−ε. On utilisera ensuite ce recouvrement partiel et les propriétés
de la fonction h pour montrer que lim supi→∞ h(Fi)/|Fi| ≤ λ, ce qui prouvera le
théorème.

Définissons par récurrence finie un procédé de recouvrement partiel de D en au
plus n étapes :
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Étape 1. Rappelons que l’on α(D,Kj) ≤ ε2n pour tout 1 ≤ j ≤ n. D’après le
lemme 2.11 appliqué à Ω = D et à K = Kn, il existe Rn ⊂ G un (ε,Kn)-remplissage
fini de D tel que

|
⋃
g∈Rn Kng|
|D|

≥ ε
(
1− α(D,Kn)

)
≥ ε(1− ε2n).

Posons D1 = D \
⋃
g∈Rn Kng. D’après l’inégalité précédente, on a

(2.7) |D1| ≤ |D|
(
1− ε(1− ε2n)

)
.

On continue le procédé de recouvrement par une récurrence finie de la manière
suivante. Posons D0 = D. Supposons que le processus de recouvrement partiel se
poursuive jusqu’à l’étape k, où 1 ≤ k ≤ n− 1.

Les hypothèses de récurrence au rang k sont :

(H1) α(Dk−1,Kj) ≤ (2(k − 1) + 1)ε2n−k+1 pour tout 1 ≤ j ≤ n− k + 1 ;

(H2) Rn−k+1 ⊂ G est un (ε,Kn−k+1)-remplissage fini de Dk−1 ;

(H3) en posant

Dk = Dk−1 \
⋃

g∈Rn−k+1

Kn−k+1g,

on a

|Dk| ≤ |D|
k−1∏
i=0

(
1− ε

(
1− (2i+ 1)ε2n−i

))
.

Remarquons que ces hypothèses sont vérifiées pour k = 1. Construisons l’étape k+1 :

Étape k + 1. Si |Dk| ≤ ε|Dk−1| alors |Dk| ≤ ε|D| et on arrête le processus de
recouvrement. Supposons maintenant que |Dk| > ε|Dk−1|. Soit 1 ≤ j ≤ n − k. Le
lemme 2.8 implique

(2.8) α(Dk,Kj) ≤
α(
⋃
g∈Rn−k+1

Kn−k+1g,Kj)

ε
+
α(Dk−1,Kj)

ε
.

D’après les égalités (2.1) et la condition (C2), on a

α(Kn−k+1g,Kj) = α(Kn−k+1,Kj) ≤ ε2n.

Puisque la famille (Kn−k+1g)g∈Rn−k+1 est ε-disjointe, il résulte du lemme 2.7 que l’on
a

α(
⋃

g∈Rn−k+1

Kn−k+1g,Kj) ≤
ε2n

1− ε
.

On en déduit en utilisant l’inégalité (2.8) et l’hypothèse de récurrence (H1)

α(Dk,Kj) ≤
ε2n

(1− ε) ε
+

(
2(k − 1) + 1

)
ε2n−k+1

ε
≤ (2k + 1)ε2n−k
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pour 1 ≤ j ≤ n− k. Cette dernière inégalité est (H1) au rang k+ 1. En appliquant le
lemme 2.11 à Ω = Dk et à K = Kn−k, il existe Rn−k ⊂ G un (ε,Kn−k)-remplissage
fini de Dk tel que

|
⋃
g∈Rn−k Kn−kg|

|Dk|
≥ ε

(
1− α(Dk,Kn−k)

)
≥ ε

(
1− (2k + 1)ε2n−k

)
.

En particulier (H2) est vérifiée au rang k + 1. Posons

Dk+1 = Dk \
⋃

g∈Rn−k

Kn−kg.

Alors on a
|Dk+1| ≤ |Dk|

(
1− ε

(
1− (2k + 1)ε2n−k

))
.

En utilisant l’hypothèse de récurrence (H3) et l’inégalité précédente, on obtient

|Dk+1| ≤ |D|
k∏
i=0

(
1− ε

(
1− (2i+ 1)ε2n−i

))
.

Ceci montre l’inégalité (H3) au rang k + 1 et achève la construction de l’étape k + 1.
Supposons que le processus de recouvrement partiel se poursuive jusqu’à l’étape n

et que |Dn−1| > ε|Dn−2|. D’après (H3) au rang n, on a

(2.9) |Dn| ≤ |D|
n−1∏
i=0

(
1− ε

(
1− (2i+ 1)ε2n−i

))
.

Remarquons que pour n assez grand (ne dépendant que de ε) on a |Dn| ≤ ε|D|. En
effet, on déduit de l’inégalité (2.9) la majoration suivante :

|Dn| ≤ |D|
(
1− ε(1− (2n− 1)εn+1)

)n
.(2.10)

Comme limi→∞(2i− 1)εi+1 = 0 et limi→∞(1− ε
2 )i = 0, il existe un entier n0 tel que

pour i ≥ n0, on ait (2i− 1)εi+1 ≤ 1
2 et (1− ε

2 )i ≤ ε. Si n ≥ n0, il résulte de l’inégalité
(2.10)

|Dn| ≤ |D|(1− ε

2
)n ≤ ε|D|.

Supposons à partir de maintenant que l’entier n fixé au début de la démonstration
est plus grand que n0. On vient donc de démontrer que pour toute partie finie D telle
que α(D,Kj) ≤ ε2n pour tout 1 ≤ j ≤ n, il existe un entier k0 (où 1 ≤ k0 ≤ n) tel
que |Dk0 | ≤ ε|D|. Plus précisément, la proportion de D recouverte par les parties des
familles ε-disjointes

(Kng)g∈Rn , (Kn−1g)g∈Rn−1 , . . . , (Kn−k0+1g)g∈Rn−k0+1 ,

est supérieure ou égale à 1− ε.
Passons à la majoration de h(D)/|D|. Pour simplifier posons J = {n−k0+1, . . . , n}

et notons KjRj =
⋃
g∈Rj Kjg pour tout j ∈ J . Dans la suite on utilisera sans le
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préciser la sous-additivité et l’invariance à droite de h. Puisque l’on a

D =
⋃
j∈J

KjRj ∪Dk0

et
|Dk0 | ≤ ε|D|,

on en déduit

(2.11)
h(D)
|D|

≤
h(
⋃
j∈J KjRj)
|D|

+
h(Dk0)
|D|

≤
h(
⋃
j∈J KjRj)
|D|

+ εh(1G).

Par ailleurs, on a

h(
⋃
j∈J KjRj)
|D|

≤
∑
j∈J

∑
g∈Rj

h(Kjg)
|D|

=
∑
j∈J

∑
g∈Rj

h(Kj)
|Kj |

|Kjg|
|D|

.

En utilisant la condition (C1), on en déduit

(2.12)
h(
⋃
j∈J KjRj)
|D|

≤ (λ+ ε)
∑
j∈J

∑
g∈Rj

|Kjg|
|D|

.

Remarquons que la famille formée des Kjg, où j ∈ J et g ∈ Rj , est ε-disjointe dans
D. Il résulte du lemme 2.6

(2.13)
∑
j∈J

∑
g∈Rj

|Kjg| ≤
|D|

1− ε
.

Les inégalités (2.12) et (2.13) impliquent alors

(2.14)
h(
⋃
j∈J KjRj)
|D|

≤ λ+ ε

1− ε
.

On a donc d’après les inégalités (2.11) et (2.14)

h(D)
|D|

≤ λ+ ε

1− ε
+ εh(1G).(2.15)

À l’aide de l’inégalité précédente, montrons la convergence de la suite (h(Fi)/|Fi|).
Comme (Fi) est une suite de Følner, il existe N ∈ N tel que

(i ≥ N) ⇒ α(Fi,Kj) ≤ ε2n pour tout 1 ≤ j ≤ n.

En appliquant l’inégalité (2.15) à D = Fi pour i ≥ N , on en déduit

lim sup
i→∞

h(Fi)
|Fi|

≤ λ+ ε

1− ε
+ εh(1G).

Puisque cette dernière inégalité est vraie pour tout ε ∈]0, 1
2 ], on obtient en faisant

tendre ε vers 0

lim sup
i→∞

h(Fi)
|Fi|

≤ λ = lim inf
i→∞

h(Fi)
|Fi|

,

ce qui démontre le théorème. �
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Le théorème 2.1 est aussi utilisé sous les formes plus faibles suivantes (cf. [LiW,
Th. 6.1] et [Mou]) :

Corollaire 2.12. — Soit G un groupe dénombrable moyennable. Soit h : F(G) → R
une application vérifiant les conditions suivantes :

(a) h(A) ≥ 0 quelle que soit A ∈ F(G),

(b) h(A) ≤ h(B) quelles que soient A,B ∈ F(G) telles que A ⊂ B,

(c) h(A ∪B) ≤ h(A) + h(B) quelles que soient A,B ∈ F(G) telles que A ∩B = ∅,

(d) h(Ag) = h(A) quels que soient g ∈ G et A ∈ F(G).

Alors il existe un réel λ = λ(G, h) ≥ 0 ne dépendant que de G et h vérifiant

lim
i→∞

h(Fi)
|Fi|

= λ

pour toute suite de Følner (Fi)i∈N de G.

Démonstration. — Soient A,B ∈ F(G). Supposons tout d’abord A \ B 6= ∅. Alors
les conditions (b) et (c) impliquent

h(A ∪B) = h((A \B) ∪B) ≤ h(A \B) + h(B) ≤ h(A) + h(B).

Si A \ B = ∅ alors A ⊂ B. On a donc h(A ∪ B) = h(B) ≤ h(A) + h(B) d’après (a).
On en déduit la sous-additivité de h telle qu’elle est définie au théorème 2.1.(a). On
conclut en utilisant le théorème 2.1. �

Remarque 2.13. — Soit G un groupe non réduit à l’élément neutre. Observons qu’il
existe des fonctions sous-additives invariantes à droite h : F(G) → R qui ne vérifient
pas la condition (b) du corollaire 2.12. En effet, il suffit de définir h par h(A) = |A|
pour tout A ∈ F(G) vérifiant |A| ≥ 2 et h({g}) = 3 pour tout g ∈ G. Alors h est
sous-additive, invariante à droite mais ne vérifie pas la condition (b) du corollaire 2.12
puisque h({g, g′}) = 2 < h({g}) = 3 si g 6= g′.

Corollaire 2.14. — Soit G un groupe dénombrable moyennable. Soit h : F(G) ∪
{∅} → R une application vérifiant les conditions suivantes :

(a) h(A) ≥ 0 quelle que soit A ∈ F(G) ∪ {∅},

(b) h(A ∪B) + h(A ∩B) ≤ h(A) + h(B) quelles que soient A,B ∈ F(G) ∪ {∅},

(c) h(Ag) = h(A) quels que soient g ∈ G et A ∈ F(G) ∪ {∅}.

Alors il existe un réel λ = λ(G, h) ≥ 0 ne dépendant que de G et h vérifiant

lim
i→∞

h(Fi)
|Fi|

= λ

pour toute suite de Følner (Fi)i∈N de G.
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Démonstration. — Les conditions (a) et (b) impliquent

h(A ∪B) ≤ h(A) + h(B)

quelles que soient A,B ∈ F(G). On en déduit la sous-additivité de h telle qu’elle est
définie au théorème 2.1.(a). Le théorème 2.1 permet alors de conclure. �



CHAPITRE 3

DIMENSION TOPOLOGIQUE MOYENNE

La dimension topologique moyenne est un invariant numérique d’actions de groupes
moyennables introduit par M. Gromov [Gro]. Étant donné un groupe dénombrable
moyennable G qui agit continûment sur un espace compact métrisable X, on définit
la dimension topologique moyenne du système dynamique (X,G). On étudie des pro-
priétés générales de la dimension topologique moyenne des sous-décalages fermés de
KG, où l’espace des symbolesK est compact et métrisable. Les résultats de ce chapitre
ont été publiés dans [CoK].

3.1. Introduction

Dans le cas d’actions de Z, la dimension topologique moyenne a été utilisée par
E. Lindenstrauss et B. Weiss [LiW] pour montrer l’existence d’une action continue
minimale de Z sur un espace compact métrisable tel que le système dynamique associé
ne se plonge pas dans le Z-décalage [0, 1]Z. Leur construction permet de répondre à
une question restée ouverte durant de nombreuses années en théorie des systèmes
dynamiques (voir [Aus, Chap. 13]).

Soit G un groupe dénombrable moyennable agissant continûment sur un espace
compact métrisable X. La dimension topologique moyenne mdim(X,G) du système
dynamique (X,G) est obtenue en appliquant le lemme d’Ornstein-Weiss (théorème
2.1) à une fonction sous-additive invariante définie sur les parties finies de G (voir les
sections 2 et 3). Lorsque X est un sous-décalage fermé du G-décalage KG, où l’espace
des symboles K est compact et métrisable, alors on a mdim(X,G) ≤ dim(K) avec
égalité si X = KG où K est un polyèdre (corollaire 3.22). Une question naturelle
qui se pose alors est de savoir quelles sont les valeurs possibles que peut atteindre la
dimension topologique moyenne des sous-décalages fermés de KG, lorsque K est fixé.
Le théorème suivant, qui est le résultat principal de ce chapitre, donne une réponse
partielle à cette question.
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Théorème 3.1. — Soient G un groupe dénombrable moyennable contenant des sous-
groupes d’indice fini arbitrairement grand (c’est-à-dire tel que pour tout entier N ∈ N,
il existe un sous-groupe H ⊂ G tel que N ≤ [G : H] < ∞) et P un polyèdre. Alors
pour tout réel ρ tel que 0 ≤ ρ ≤ dim(P ), il existe un sous-décalage fermé X ⊂ PG tel
que mdim(X,G) = ρ.

Les groupes Zn, n ≥ 1, les groupes infinis nilpotents de type fini et, plus général-
ement, les groupes infinis polycycliques de type fini (voir [Rob]) vérifient les hy-
pothèses du théoreme 3.1. En effet, observons qu’un groupe infini résiduellement
fini contient des sous-groupes d’indice fini arbitrairement grand. D’après un résultat
de Mal’cev [Mal], tout groupe linéaire (c’est-à-dire isomorphe à un sous-groupe de
GLn(C) pour un entier n ≥ 1) de type fini est résiduellement fini. D’autre part, il
résulte de l’alternative de Tits qu’un groupe linéaire de type fini ne contenant pas de
groupe libre de rang 2 est virtuellement résoluble, donc moyennable. On en déduit
que tout groupe linéaire infini de type fini ne contenant pas de groupe libre de rang 2
vérifie les hypothèses du théorème 3.1. Notons qu’il existe des groupes moyennables
de type fini, résiduellement finis qui ne sont pas linéaires. Le premier groupe de Gri-
gorchuk en est un exemple (voir [Har]). Un exemple dû à P. Hall, d’un groupe de
type fini résoluble (et donc moyennable) qui n’est pas résiduellement fini est donné
dans [Rob, exerc. 15.4.6]. Néanmoins ce groupe contient des sous-groupes d’indice
arbitrairement grand puisqu’il se surjecte sur Z.

Il existe des polyèdres de dimension topologique entière n ∈ N arbitraire (par
exemple P = [0, 1]n). D’autre part, le G-décalage KG, où K est le cube de Hilbert
[0, 1]N, a une dimension topologique moyenne infinie (corollaire 3.23). On en déduit en
utilisant le théorème précédent la surjectivité de la dimension topologique moyenne
pour les actions de groupes dénombrables moyennables contenant des sous-groupes
d’indice fini arbitrairement grand. Plus précisément :

Corollaire 3.2. — Soit G un groupe dénombrable moyennable contenant des sous-
groupes d’indice fini arbitrairement grand. Alors pour tout ρ ∈ [0,∞] il existe un es-
pace compact métrisable X muni d’une action continue de G telle que mdim(X,G) =
ρ.

3.2. Résultats préliminaires

Dans cette section X désigne un espace compact métrisable.

Recouvrements. — Un recouvrement (resp. recouvrement ouvert) de X est une
famille α = (Ui)i∈I de parties (resp. de parties ouvertes) de X telle que X =

⋃
i∈I Ui.

Le cardinal |α| du recouvrement α = (Ui)i∈I de X est le cardinal de l’ensemble
d’indice I. Un recouvrement de X est dit fini si son cardinal est fini.
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Soient α = (Ui)i∈I et β = (Vj)j∈J des recouvrements de X. On dit que α est un
sous-recouvrement de β s’il vérifie I ⊂ J et Ui = Vi quel que soit i ∈ I. On dit que
β est plus fin que α, et l’on note β � α, si pour tout j ∈ J , il existe i ∈ I tel que
Vj ⊂ Ui. En particulier tout sous-recouvrement de α est plus fin que α.

On appelle joint des recouvrements α et β le recouvrement α ∨ β de X défini par

α ∨ β = (Ui ∩ Vj)(i,j)∈I×J .

Remarquons que si α et β sont des recouvrements ouverts finis de X alors il en est
de même de α ∨ β.

Définition et propriétés de D(α). — Pour plus de détails concernant les notions
introduites dans ce paragraphe, on pourra consulter par exemple [HuW], [LiW].

Soit α = (Ui)i∈I un recouvrement ouvert fini de X. L’ordre ord(α) de α est défini
par

ord(α) = −1 + max
x∈X

card({ i ∈ I | x ∈ Ui}).

On définit l’entier D(α) par

(3.1) D(α) = min
β

ord(β),

où β décrit tous les recouvrements ouverts finis de X tels que β � α. Notons que l’on
a D(α′) ≥ D(α) si α′ � α par transitivité de �.

La dimension topologique dim(X) ∈ N ∪ {∞} de X est définie par

dim(X) = sup
α
D(α),

où α décrit tous les recouvrements ouverts finis de X.
Soient α un recouvrement ouvert fini de X et Y un espace compact métrisable. On

dit qu’une application continue f : X → Y est α-compatible s’il existe un recouvrement
ouvert fini γ de Y tel que f−1(γ) � α.

Lemme 3.3. — Soient α un recouvrement ouvert fini de X et f : X → Y une appli-
cation continue α-compatible. Alors on a D(α) ≤ dim(Y ).

Démonstration. — Soit γ un recouvrement ouvert fini de Y tel que f−1(γ) � α. Par
définition de dim(Y ), il existe un recouvrement ouvert fini γ′ de Y tel que γ′ � γ

et ord(γ′) ≤ dim(Y ). On a f−1(γ′) � f−1(γ) � α. Cela implique D(α) ≤ dim(Y )
puisque ord(f−1(γ′)) ≤ ord(γ′). �

Lemme 3.4. — Soient α = (Ui)i∈I un recouvrement ouvert fini de X et f : X → Y

une application continue vérifiant la condition suivante : pour tout y ∈ Y il existe
i ∈ I tel que f−1(y) ⊂ Ui. Alors f est α-compatible.

Démonstration. — Posons Wi = { y ∈ Y | f−1(y) ⊂ Ui}. Observons que Y \Wi =
f(X \Ui) est fermé dans Y puisque X \Ui est compact. Il en résulte que γ = (Wi)i∈I
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est un recouvrement ouvert fini de Y . On a f−1(γ) � α puisque f−1(Wi) ⊂ Ui pour
tout i ∈ I. Donc f est α-compatible. �

Un polyèdre est un espace topologique homéomorphe à la réalisation géométrique
d’un complexe simplicial fini.

Lemme 3.5. — Soit α un recouvrement ouvert fini de X. Alors il existe une applica-
tion continue α-compatible f : X → P , où P est un polyèdre de dimension topologique
dim(P ) = D(α).

Démonstration. — Considérons un recouvrement ouvert fini β = (Vj)j∈J de X tel
que β � α et ord(β) = D(α). Soit P la réalisation géométrique du nerf de β. On
a dim(P ) = ord(β) = D(α). Soit (fj)j∈J une partition de l’unité subordonnée à
β, c’est-à-dire une famille de fonctions continues fj : X → [0, 1], j ∈ J , telles que∑
j∈J fj(x) = 1 pour tout x ∈ X et fj(x) = 0 pour tout x ∈ X \Vj . Soit vj le sommet

de P correspondant à Vj . L’application f : X → P definie par

f(x) =
∑
j∈J

fj(x)vj

est β-compatible d’après le lemme 3.4. Comme β � α, l’application f est aussi α-
compatible. �

Lemme 3.6. — Soient α1 et α2 des recouvrements ouverts finis de X. Alors

D(α1 ∨ α2) ≤ D(α1) +D(α2).

Démonstration. — D’après le lemme 3.5, pour i = 1, 2, il existe une application
continue αi-compatible fi : X → Pi où Pi est un polyèdre tel que dim(Pi) = D(αi).
Soit βi = (V (i)

j )j∈Ji un recouvrement ouvert fini de Pi tel que f−1
i (βi) � αi. Alors γ =

(V (1)
j1

× V
(2)
j2

)(j1,j2)∈J1×J2 est un recouvrement ouvert fini de P1 × P2 et l’application
F : X → P1 × P2 définie par F (x) = (f1(x), f2(x)) satisfait F−1(γ) � α1 ∨ α2. Donc
F est (α1 ∨ α2)-compatible. En appliquant le lemme 3.3, on obtient D(α1 ∨ α2) ≤
dim(P1 × P2). Cela implique D(α1 ∨ α2) ≤ D(α1) +D(α2) puisque dim(P1 × P2) =
dim(P1) + dim(P2). �

Définition et propriétés de dimε(X, d). — Les notions introduites dans ce para-
graphe sont dues à Gromov [Gro]. Soient (X, d) un espace métrique compact et ε > 0.
Une application f de X dans un ensemble E est dite ε-injective si l’on a d(x1, x2) < ε

quels que soient x1, x2 ∈ X vérifiant f(x1) = f(x2).
On définit dimε(X, d) par

dimε(X, d) = min
K

dim(K),

où le minimum est pris sur tous les espaces compacts métrisables K tels qu’il existe
une application continue ε-injective f : X → K.
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Remarques 3.7. — 1) On a dimε(X, d) ≤ dim(X) puisque l’application identique
de X est ε-injective.

2) Considérons un recouvrement fini α de X par des boules ouvertes de rayon
ε/2. D’après le lemme 3.5, il existe un polyèdre P vérifiant dim(P ) = D(α) et une
application continue f : X → P qui est α-compatible. Cela montre que dimε(X, d) ≤
D(α). En particulier, on a dimε(X, d) <∞.

3) La fonction ε 7→ dimε(X, d) est décroissante puisque toute application ε-injective
est ε′-injective pour tout ε′ ≥ ε.

Lemme 3.8. — Soit (X ′, d′) un espace métrique compact tel qu’il existe une appli-
cation continue ϕ : X → X ′ vérifiant

d(x1, x2) ≤ d′(ϕ(x1), ϕ(x2)) quels que soient x1, x2 ∈ X.

Alors on a dimε(X, d) ≤ dimε(X ′, d′).

Démonstration. — Si f : X ′ → K est ε-injective, alors f ◦ ϕ : X → K est ε-injective.
�

Proposition 3.9. — Soit n ∈ N et notons d la métrique induite sur le n-cube
[0, 1]n ⊂ Rn par la norme sup. Alors on a

dimε([0, 1]n, d) = n

pour tout ε ≤ 1.

Démonstration. — On a dimε([0, 1]n, d) ≤ dim([0, 1]n) = n pour tout ε > 0. Sup-
posons ε ≤ 1. Considérons le recouvrement ouvert α de [0, 1]n par les 2n parties de
[0, 1]n de la forme U1 × · · · × Un, où chaque Ui est soit l’intervalle [0, 1[ soit l’inter-
valle ]0, 1] pour 1 ≤ i ≤ n. Aucun ouvert de α n’intersecte deux faces opposées du
cube [0, 1]n. On en déduit D(α) ≥ n d’après le lemme de Lebesgue (voir par exemple
[LiW]). Soit f : [0, 1]n → K une application continue ε-injective, où K est un es-
pace compact métrisable. Puisque f est ε-injective, l’ensemble f−1(y) est contenu
dans un élément de α pour tout y ∈ K. Il en résulte que f est α-compatible d’après
le lemme 3.4. En utilisant le lemme 3.3, on obtient D(α) ≤ dim(K). On en déduit
n ≤ dimε([0, 1]n, d). �

Corollaire 3.10. — Soit P un polyèdre et notons ρ une métrique sur P compatible
avec la topologie. Pour tout n ∈ N, soit ρn la métrique sur Pn définie par

ρn(x, y) = max
1≤i≤n

ρ(xi, yi) quels que soient x = (xi), y = (yi) ∈ Pn.

Alors il existe une constante ε0 = ε0(P, ρ) qui ne dépend pas de n et vérifiant

dimε(Pn, ρn) = n dim(P )

quel que soit ε ≤ ε0.
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Démonstration. — Posons δ = dim(P ). On a dimε(Pn, ρn) ≤ dim(Pn) = nδ pour
tout ε > 0. On peut plonger topologiquement P dans RN , N ∈ N, de telle façon que
le cube unité C = [0, 1]δ × {0} ⊂ RN soit contenu dans P . Notons ρ′ la métrique
sur P ⊂ RN induite par la norme sup. Pour tout n ∈ N, soit ρ′n la métrique sur Pn

définie par

ρ′n(x, y) = max
1≤i≤n

ρ′(xi, yi) quels que soient x = (xi), y = (yi) ∈ Pn.

Observons que ρ′n est la métrique sur Pn ⊂ RnN induite par la norme sup. On a
dimε(Pn, ρ′n) ≥ dimε(Cn, ρ′n) pour tout ε > 0 puisque Cn ⊂ Pn. D’autre part, il
résulte de la proposition 3.9 que dimε(Cn, ρ′n) = nδ pour tout ε ≤ 1. Cela montre
que dimε(Pn, ρ′n) ≥ nδ pour tout ε ≤ 1. Par compacité de P , il existe ε0 tel que pour
tous p, q ∈ P vérifiant ρ(p, q) ≤ ε0 on ait ρ′(p, q) < 1. Par définition de ρn et ρ′n, il
résulte que tous x, y ∈ Pn tels que ρn(x, y) ≤ ε0 vérifient ρ′n(x, y) < 1. On en déduit
que pour tout ε ≤ ε0 on a

dimε(Pn, ρn) ≥ dim1(Pn, ρ′n) ≥ nδ

ce qui complète la preuve du corollaire 3.10. �

3.3. Dimension topologique moyenne

Dans cette section on suppose que G est un groupe dénombrable moyennable agis-
sant continûment sur un espace compact métrisable X.

Définition de mdim(X, G). — Soient α = (Ui)i∈I un recouvrement de X et
A ∈ F(G). On définit le recouvrement αA par

αA =
∨
g∈A

g−1α.

Notons que si le recouvrement α est fini, il en est de même pour αA.

Lemme 3.11. — Soit α un recouvrement ouvert fini. On a :

(i) D(αA) ≤ D(αB) quelles que soient A,B ∈ F(G) telles que A ⊂ B,

(ii) D(αA∪B) ≤ D(αA) +D(αB) quelles que soient A,B ∈ F(G) telles que A∩B =
∅,

(iii) D(αAg) = D(αA) quels que soient g ∈ G et A ∈ F(G).

Démonstration. — La propriété (i) résulte du fait que si A ⊂ B alors αB � αA. Si
A∩B = ∅, alors αA∪B = αA∨αB . On a donc D(αA∪B) ≤ D(αA)+D(αB) d’après le
lemme 3.6. Cela montre (ii). La propriété (iii) résulte du fait que l’homéomorphisme
x 7→ g−1x envoie αA sur αAg. �
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Définissons D(α,G) par

(3.2) D(α,G) = lim
n→∞

D(αFn)
|Fn|

,

où (Fn) est une suite de Følner de G. Il résulte du lemme 3.11 et du corollaire 2.12
que cette limite existe, qu’elle est finie et qu’elle ne dépend pas du choix de la suite
de Følner (Fn).

La dimension topologique moyenne mdim(X,G) ∈ [0,∞] du système dynamique
(X,G) est définie par

mdim(X,G) = sup
α
D(α,G),

où α décrit tous les recouvrements ouverts finis de X.

Approche métrique de mdim(X, G). — Soit d une métrique sur X qui est
compatible avec la topologie.

Pour tout A ∈ F(G) soit dA la métrique sur X définie par

dA(x, y) = max
g∈A

d(gx, gy) quels que soient x, y ∈ X.

Il est clair que dA est compatible avec la topologie de X.

Lemme 3.12. — Soit ε > 0. Alors on a :

(i) dimε(X, dA) ≤ dimε(X, dB) quelles que soient A,B ∈ F(G) telles que A ⊂ B,

(ii) dimε(X, dA∪B) ≤ dimε(X, dA) + dimε(X, dB) quelles que soient A,B ∈ F(G)
telles que A ∩B = ∅,

(iii) dimε(X, dAg) = dimε(X, dA) quels que soient g ∈ G et A ∈ F(G).

Démonstration. — La propriété (i) est une conséquence immédiate du lemme 3.8
appliquée à l’application identité de (X, dA) dans (X, dB) puisque l’on a dA ≤ dB
si A ⊂ B. Soient A,B ∈ F(G) telles que A ∩ B = ∅. Soient K et L des espaces
compacts métrisables, et soient f : X → K et g : X → L des applications continues.
Supposons que f est ε-injective relativement à dA et que g est ε-injective relativement
à dB . Alors l’application F : X → K × L définie par F (x) = (f(x), g(x)) est ε-
injective relativement à la métrique max(dA, dB) = dA∪B . Puisque dim(K × L) ≤
dim(K) + dim(L) d’après un résultat classique en théorie de la dimension (voir par
exemple [HuW]), on obtient (ii). La propriété (iii) résulte du fait que l’application
x 7→ gx est une isométrie entre les espaces métriques (X, dAg) et (X, dA). �

On définit le réel mdimε(X, d,G) par

mdimε(X, d,G) = lim
n→∞

dimε(X, dFn)
|Fn|

,

où (Fn)n∈N est une suite de Følner de G. Il résulte du lemme 3.12 et du corollaire
2.12 que cette limite existe, qu’elle est finie et qu’elle ne dépend pas du choix de la
suite de Følner (Fn).
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Soient α = (Ui)i∈I un recouvrement ouvert de X et d une métrique sur X com-
patible avec la topologie. On appelle nombre de Lebesgue de α relativement à d un
réel λ > 0 vérifiant la condition suivante : pour toute partie E ⊂ X de d-diamètre
diam(E, d) ≤ λ, il existe i ∈ I tel que E ⊂ Ui. Notons que tout recouvrement ouvert
d’un espace compact métrisable admet un nombre de Lebesgue.

Théorème 3.13. — Soit X un espace compact métrisable et G un groupe dénombrable
moyennable agissant continûment sur X. Soit d une métrique sur X compatible avec
la topologie. Alors on a

(3.3) mdim(X,G) = lim
ε→0

mdimε(X, d,G).

Démonstration. — Soient α = (Ui)i∈I un recouvrement ouvert fini de X et λ > 0 un
nombre de Lebesgue de α relativement à la métrique d. Montrons que l’on a

(3.4) D(αA) ≤ dimλ(X, dA)

quelle que soit A ∈ F(G). Pour voir cela, considérons un espace compact métrisable
K tel qu’il existe une application continue f : X → K qui est λ-injective relativement
à la métrique dA. Alors, quels que soient y ∈ K et g ∈ A, l’ensemble gf−1(y) a un
d-diamètre strictement inférieur à λ. Comme λ est un nombre de Lebesgue pour α, on
en déduit que f−1(y) est contenu dans un ouvert de αA. Donc f est αA-compatible
d’après le lemme 3.4. On en déduit D(αA) ≤ dim(K) en utilisant le lemme 3.3. Cela
démontre l’inégalité (3.4).

Soit maintenant une suite de Følner (Fn)n∈N de G. En utilisant l’inégalité (3.4),
on obtient

D(αFn)
|Fn|

≤ dimλ(X, dFn)
|Fn|

quel que soit n ∈ N. En faisant tendre n vers l’infini, on obtient

D(α,G) ≤ mdimλ(X, d,G).

Puisque l’application ε 7→ mdimε(X,G) est décroissante, on a

D(α,G) ≤ lim
ε→0

mdimε(X, d,G).

On en déduit

mdim(X,G) = sup
α
D(α,G) ≤ lim

ε→0
mdimε(X, d,G).

Montrons l’inégalité

(3.5) mdim(X,G) ≥ lim
ε→0

mdimε(X, d,G)

ce qui terminera la preuve de (3.3).
Soit ε > 0. Considérons un recouvrement ouvert fini β = (Bj)j∈J de X par des

d-boules ouvertes de rayon ε/2. Soit A ∈ F(G). D’après le lemme 3.5, il existe un
polyèdre P vérifiant dim(P ) = D(βA) et une application continue f : X → P qui
est βA-compatible. Soit y ∈ P . Puisque f est βA-compatible, l’ensemble f−1(y) est
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contenu dans un élément de βA. Il en résulte que pour tout g ∈ A, il existe une boule
Bi telle que gf−1(y) ⊂ Bi. Ceci montre que f est ε-injective relativement à dA. On
en déduit

dimε(X, dA) ≤ dim(P ) = D(βA).

Si (Fn) est une suite de Følner, on a donc

dimε(X, dFn)
|Fn|

≤ D(βFn)
|Fn|

pour tout n. Par passage à la limite en n, on obtient

mdimε(X, d,G) ≤ D(β,G) ≤ mdim(X,G).

L’inégalité (3.5) s’en déduit en faisant tendre ε vers 0. �

Un sous-ensemble Y de X est dit G-invariant si gY ⊂ Y quel que soit g ∈ G.

Proposition 3.14. — Soit Y un sous-ensemble fermé et G-invariant de X. Alors
on a mdim(Y,G) ≤ mdim(X,G).

Démonstration. — Soient A ∈ F(G) et ε > 0. Si f : X → K est ε-injective relati-
vement à dA, alors la restriction de f à Y l’est aussi. Il en résulte dimε(Y, dA) ≤
dimε(X, dA). Donc, si (Fn) est une suite de Følner de G, on obtient

mdimε(Y, d,G) = lim
n→∞

dimε(Y, dFn)
|Fn|

≤ lim
n→∞

dimε(X, dFn)
|Fn|

= mdimε(X, d,G).

En faisant tendre ε vers 0, on en déduit mdim(Y,G) ≤ mdim(X,G) d’après le
théorème 3.13. �

3.4. Sous-décalages

Soient G un groupe dénombrable moyennable et K un espace compact métrisable.
On appelle G-décalage (ou encore G-décalage d’espace de symboles K) le système
dynamique défini par l’action (à gauche) de G sur l’espace produit KG

g′(xg)g∈G = (xgg′)g∈G

quels que soient g′ ∈ G et (xg)g∈G ∈ KG. Notons que KG est compact et métrisable
puisque c’est un produit dénombrable d’espaces compacts métrisables. Un sous-ensemble
G-invariant de KG est appelé un sous-décalage.

Pour toute partie E ⊂ G, on note πE la projection de KG = KE ×KG\E sur KE .
Le résultat suivant est la “Pro-Mean Inequality” que l’on trouve dans [Gro, Prop.
1.9.A].
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Proposition 3.15. — Soit K un espace compact métrisable de dimension topolo-
gique finie. Soit X ⊂ KG un sous-décalage fermé. Alors on a

(3.6) mdim(X,G) ≤ lim inf
n→∞

dim(πFn(X))
|Fn|

pour toute suite de Følner (Fn)n∈N de G.

Démonstration. — Choisissons une métrique d sur KG compatible avec la topologie.
Soit ε > 0. Par compacité de KG, il existe A ∈ F(G) telle que,

πA(x) = πA(y) ⇒ d(x, y) < ε

quels que soient x, y ∈ KG. On peut supposer 1G ∈ A.
Soit F ∈ F(G). Soit f : X → KAF la restriction de πAF à X. Si x, y ∈ X vérifient

f(x) = f(y) alors on a πA(gx) = πA(gy) pour tout g ∈ F . Donc f est ε-injective
relativement à la métrique dF . On en déduit

dimε(X, dF ) ≤ dim(f(X)).

Observons que F ⊂ AF puisque 1G ∈ A. Donc f(X) ⊂ πF (X) × KAF\F . Ceci
implique

dim(f(X)) ≤ dim(πF (X)×KAF\F )

≤ dim(πF (X)) + dim(KAF\F )

≤ dim(πF (X)) + |AF \ F |dim(K).

Comme AF \ F = F 4 (AF ), on obtient

(3.7) dimε(X, dF ) ≤ dim(πF (X)) + |F 4 (AF )|dim(K).

Considérons une suite de Følner (Fn)n∈N de G. L’inégalité (3.7) implique

(3.8)
dimε(X, dFn)

|Fn|
≤ dim(πFn(X))

|Fn|
+
|Fn 4 (AFn)|

|Fn|
dim(K)

pour tout n. Puisque
Fn 4 (AFn) ⊂

⋃
g∈A

Fn 4 (gFn),

et que (Fn) est une suite de Følner de G, on en déduit

lim
n→∞

|Fn 4 (AFn)|
|Fn|

= 0.

On obtient en faisant tendre n vers l’infini dans (3.8)

mdimε(X, d,G) ≤ lim inf
n→∞

dim(πFn(X))
|Fn|

.

D’après le théorème 3.13, on obtient l’inégalité (3.6) en faisant tendre ε vers 0. �
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Puisque dim(Kn+m) ≤ dim(Kn) + dim(Km) quels que soient n,m ≥ 1, on sait
d’après un résultat classique sur les suites sous-additives que la suite dim(Kn)/n
converge et que

lim
n→∞

dim(Kn)
n

= inf
n≥1

dim(Kn)
n

.

En appliquant la dernière proposition à X = KG, on obtient le résultat suivant :

Corollaire 3.16. — Supposons que G est infini. Alors, pour tout espace compact
métrisable K, on a

mdim(KG, G) ≤ inf
n≥1

dim(Kn)
n

.

En particulier, on a mdim(KG, G) ≤ dim(K). �

3.5. Sous-décalages de type bloc

Soit G un groupe dénombrable moyennable. Soit H un sous-groupe d’indice fini
de G. Fixons un système complet de représentants des classes à gauche de G suivant
H, c’est-à-dire une partie C ⊂ G telle que l’application de C × H dans G définie
par (c, h) 7→ ch est une bijection. D’après le théorème 1.12, le sous-groupe H est
moyennable. La proposition suivante montre comment obtenir une suite de Følner de
G à partir d’une suite de Følner de H.

Proposition 3.17. — Soit (Ln)n∈N une suite de Følner de H. Alors la suite (Fn)n∈N,
où Fn = CLn, est une suite de Følner de G.

Dans la preuve de la proposition 3.17, on utilise la propriété suivante qui résulte
immédiatement de la définition de la différence symétrique 4.

Lemme 3.18. — Soient (Ai)i∈I et (Bi)i∈I des familles d’ensembles vérifiant

(Ai ∪Bi) ∩ (Aj ∪Bj) = ∅ quels que soient i 6= j.

Alors on a (⋃
i∈I

Ai

)
4

(⋃
i∈I

Bi

)
=
⋃
i∈I

Ai 4Bi.

�

Démonstration de la proposition 3.17. — Soit g ∈ G. Puisque G agit par multipli-
cation à gauche sur l’ensemble des classes à gauche de G suivant H, il existe une
permutation σ : C → C et une application ρ : C → H telle que

gc = σ(c)ρ(c) pour tout c ∈ C.

On a
Fn = CLn =

⋃
c∈C

cLn
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et
gFn = gCLn =

⋃
c∈C

σ(c)ρ(c)Ln.

En utilisant le lemme 3.18, on obtient

Fn 4 (gFn) =
⋃
c∈C

(cLn)4 (cρ(σ−1(c))Ln).

Il en résulte
|Fn 4 (gFn)|

|Fn|
=
∑
c∈C

|(cLn)4 (cρ(σ−1(c))Ln)|
|Fn|

=
∑
c∈C

|Ln 4 (ρ(σ−1(c))Ln)|
[G : H]|Ln|

.

Cela montre que
|Fn 4 (gFn)|

|Fn|
→ 0 lorsque n→∞

puisque ρ(σ−1(c)) ∈ H pour tout c ∈ C et que (Ln) est une suite de Følner de H.
Donc (Fn) est une suite de Følner de G. �

Soient K un espace compact métrisable et B ⊂ KC un fermé. On définit le sous-
ensemble X0 ⊂ KG par

X0 = X0(H,C,B) = {x ∈ KG | πC(hx) ∈ B pour tout h ∈ H}

=
⋂
h∈H

h−1π−1
C (B).

Il est clair que X0 est un fermé H-invariant de KG.

Remarque 3.19. — Il y a un homéomorphisme H-équivariant BH → X0 induit par
l’inclusion BH ⊂ (KC)H = KC×H = KG, où l’on identifie C × H avec G par la
bijection (c, h) 7→ ch.

Le sous-décalage fermé X ⊂ KG défini par

X = X(H,C,B) =
⋃
g∈G

gX0 =
⋃
c∈C

cX0

est appelé sous-décalage de type bloc associé au triplet (H,C,B).

Lemme 3.20. — Supposons que la dimension topologique de K est finie, que H est
distingué dans G et que B satisfait à la propriété suivante : il existe une famille
(Bc)c∈C de parties fermées de K telle que B =

∏
c∈C Bc. Alors le sous-décalage de

type bloc X = X(H,C,B) vérifie

mdim(X,G) ≤ dim(B)
[G : H]

.
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Démonstration. — Soient h ∈ H et g ∈ G. Montrons que

(3.9) dim(πCh(gX0)) ≤ dim(B).

Observons tout d’abord que l’on a

πCh(gX0) ⊂
∏
c∈C

πch(gX0).

Pour tout c ∈ C, l’espace πch(gX0) est naturellement homéomorphe à πchg(X0).
PuisqueH est distingué dansG, il existe h′ ∈ H tel que hg = gh′. L’espace πchg(X0) =
πcgh′(X0) est homéomorphe à πcg(h′X0). CommeX0 estH-invariant, on a h′X0 = X0.
Donc πch(gX0) est homéomorphe à πcg(X0). D’autre part, il existe une permutation
σ : C → C et une application η : C → H telles que cg = σ(c)η(c) pour tout c ∈ C.
L’espace πcg(X0) = πσ(c)η(c)(X0) est homéomorphe à πσ(c)(η(c)X0) = πσ(c)(X0) pour
tout c ∈ C. Il en résulte que πCh(gX0) est homéomorphe à une partie fermée de∏
c∈C Bσ(c) = B. Cela démontre (3.9).
Soit L ∈ F(H). On a

πCL(X) = πCL(
⋃
g∈C

gX0) =
⋃
g∈C

πCL(gX0).

Il en résulte en utilisant un théorème de somme pour la dimension topologique dim
(voir par exemple [HuW]),

dim(πCL(X)) ≤ max
g∈C

dim(πCL(gX0)).

Par ailleurs, on a
πCL(gX0) ⊂

∏
h∈L

πCh(gX0),

ce qui implique
dim(πCL(X)) ≤

∑
h∈L

dim(πCh(gX0)).

D’après l’inégalité (3.9), on obtient

(3.10) dim(πCL(X)) ≤ |L|dim(B).

Considérons maintenant une suite de Følner (Ln)n∈N de H. Alors (CLn)n∈N est une
suite de Følner de G d’après la proposition 3.17. On a donc

mdim(X,G) ≤ lim inf
n→∞

dim(πCLn(X))
|CLn|

d’après la proposition 3.15. Puisque |CLn| = |C||Ln| = [G : H]|Ln|, l’inégalité (3.10)
implique

dim(πCLn(X))
|CLn|

≤ dim(B)
[G : H]

.

On en déduit mdim(X,G) ≤ dim(B)/[G : H]. �
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Théorème 3.21. — Soit G un groupe dénombrable moyennable. Soit P un polyèdre
et p0 ∈ P . Soient H un sous-groupe distingué d’indice fini de G et C un système
complet de représentants des classes de G suivant H. Soit R ⊂ C et considérons le
sous-ensemble fermé B ⊂ PC défini par

B = PR × {p0}C\R ⊂ PR × PC\R = PC .

Soit X = X(H,C,B) ⊂ PG le sous-décalage de type bloc associé à (H,C,B). Alors
on a

mdim(X,G) =
|R|dim(P )

[G : H]
.

Démonstration. — Pour simplifier, posons δ = dim(P ), r = |R| et ν = [G : H].
En appliquant le lemme 3.20, on obtient mdim(X,G) ≤ rδ/ν puisque dim(B) =
dim(PR) = rδ. Il suffit donc de démontrer que

(3.11) mdim(X,G) ≥ rδ

ν
.

Considérons une métrique ρ sur P qui est compatible avec la topologie. Puisque G
est dénombrable, il existe une famille (αg)g∈G de réels strictement positifs tels que∑
g∈G αg <∞ et α1G = 1. Considérons la métrique d sur PG définie par

d(x, y) =
∑
g∈G

αgρ(xg, yg) quels que soient x = (xg), y = (yg) ∈ PG.

Observons que l’on a

(3.12) ρ(x1G , y1G) ≤ d(x, y) quels que soient x = (xg), y = (yg) ∈ PG.

Soit A ∈ F(G). Rappelons que la métrique dA sur PG est définie par

dA(x, y) = max
g∈A

d(gx, gy) quels que soient x, y ∈ PG.

Soit ρA la métrique sur PA donnée par

ρA(u, v) = max
g∈A

ρ(ug, vg) quels que soient u = (ug), v = (vg) ∈ PA.

Considérons le plongement topologique ψA : PA → PG qui associe à tout u = (ug)g∈A ∈
PA l’élément x = (xg)g∈G ∈ PG défini par xg = ug si g ∈ A et xg = p0 sinon. On
obtient en utilisant l’inégalité (3.12)

(3.13) ρA(u, v) ≤ dA(ψA(u), ψA(v)) quels que soient u, v ∈ PA.

Soit (Ln)n∈N une suite de Følner de H et considérons la suite de Følner (Fn)n∈N de
G définie par Fn = CLn (voir la proposition 3.17). Puisque ψRLn(u) ∈ X0 ⊂ X quel
que soit u ∈ PRLn , l’application ψRLn est un plongement topologique de PRLn dans
X. On a

ρRLn(u, v) ≤ dRLn(ψRLn(u), ψRLn(v)) ≤ dFn(ψRLn(u), ψRLn(v))
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quels que soient u, v ∈ PRLn d’après (3.13). En appliquant le lemme 3.8 à l’application

ψRLn : PRLn → X,

on obtient

(3.14) dimε(X, dFn) ≥ dimε(PRLn , ρRLn)

quel que soit ε > 0. D’après le corollaire 3.10, il existe une constante ε0 = ε(P, ρ), qui
ne dépend pas de n, telle que

dimε(PRLn , ρRLn) = |RLn|δ

quel que soit ε ≤ ε0. Comme |RLn| = |R||Ln| = r|Fn|/ν, on en déduit en utilisant
l’inégalité (3.14)

dimε(X, dFn)
|Fn|

≥ rδ

ν

quels que soient n ∈ N et ε ≤ ε0. En faisant tendre n vers l’infini, on obtient
mdimε(X, d,G) ≥ rδ/ν quel que soit ε ≤ ε0. On en déduit (3.11) en faisant tendre ε
vers 0. �

En choisissant R = C, on a X = PG. On en déduit le résultat suivant :

Corollaire 3.22. — On a mdim(PG, G) = dim(P ) pour tout polyèdre P . �

Corollaire 3.23. — Soit K = [0, 1]N le cube de Hilbert. Alors on a mdim(KG, G) =
∞.

Démonstration. — Soit n ∈ N. Puisque ([0, 1]n)G est un sous-décalage fermé de KG,
il résulte de la proposition 3.14 que l’on a mdim(KG, G) ≥ n. �

Corollaire 3.24. — Supposons que pour tout entier ν ≥ 1, il existe un sous-groupe
distingué de G d’indice fini ν (par exemple si G se surjecte sur Z). Alors pour tout
nombre rationnel ρ tel que 0 ≤ ρ ≤ dim(P ), il existe un sous-décalage de type bloc
X ⊂ PG vérifiant mdim(X,G) = ρ.

Démonstration. — On écrit ρ = r dim(P )/ν, où r et ν sont des entiers vérifiant
ν ≥ 1 et 0 ≤ r ≤ ν. Soient H un sous-groupe de G d’indice fini ν et C un système
complet de représentants des classes de G suivant H. Soit R ⊂ C un sous-ensemble
de cardinal r. Considérons le sous-décalage de type bloc X ⊂ PG associé à (H,C,B),
où B = PR × {p0}C\R ⊂ PC . On a mdim(X,G) = ρ d’après le théorème 3.21. �

3.6. Construction d’un sous-décalage fermé de dimension topologique moyenne
arbitraire

Démontrons le résultat principal de ce chapitre.
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Démonstration du théorème 3.1. — Soit ζ = ρ/dim(P ). Si ρ = dim(P ), on peut
choisir X = PG d’après le corollaire 3.22. On peut donc supposer ζ < 1.

Puisque G contient des sous-groupes d’indice fini arbitrairement grand, il existe
une suite (Hn)n∈N de sous-groupes distingués d’indice fini de G tels que H0 = G,
Hn+1 ⊂ Hn et Hn+1 6= Hn pour tout n ∈ N. Considérons la suite d’entiers positifs
(νn)n∈N définie par νn = [G : Hn]. On a ν0 = 1 et νn+1/νn = [Hn : Hn+1] ≥ 2
pour tout n ∈ N. On peut donc choisir (νn) comme base pour l’approximation de
ζ relativement à 1/νn (voir par exemple [Bou, IV p. 40]). Ces approximations sont
obtenues de la façon suivante. Soit an la partie entière de νnζ et posons bn = an + 1.
Alors un = an/νn et vn = bn/νn vérifient

(3.15) 0 ≤ un ≤ un+1 ≤ ζ ≤ vn+1 ≤ vn ≤ 1

pour tout n ∈ N. De plus, les suites (un) et (vn) convergent vers ζ.
Pour chaque n ∈ N, choisissons un système complet Cn ⊂ G de représentants des

classes à gauche de G suivant Hn. Soit µn : Cn+1 → Cn l’application qui associe à
chaque élément de Cn+1 sa classe à gauche suivant Hn. Notons que µn est surjective
et que le cardinal de µ−1

n (c) est égal à νn+1/νn pour tout c ∈ Cn. On a anνn+1/νn ≤
an+1 ≤ bn+1 ≤ bnνn+1/νn pour tout n d’après (3.15). On en déduit qu’en posant
I0 = ∅ et J0 = C0, on peut (de façon non unique) construire par récurrence des
sous-ensembles In ⊂ Jn ⊂ Cn vérifiant

(P1) |In| = an,

(P2) |Jn| = bn,

(P3) µ−1
n (In) ⊂ In+1,

(P4) Jn+1 ⊂ µ−1
n (Jn),

pour tout n ∈ N. Fixons un point base p0 ∈ P et considérons les sous-ensembles
An ⊂ Bn ⊂ PCn définis par

An = P In × {p0}Cn\In et Bn = P Jn × {p0}Cn\Jn .

Soient Y (n) ⊂ PG et Z(n) ⊂ PG les sous-décalages de type bloc associés respecti-
vement à (Hn, Cn, An) et (Hn, Cn, Bn). On a alors Y (n) =

⋃
g∈G gY

(n)
0 et Z(n) =⋃

g∈G gZ
(n)
0 , où

Y
(n)
0 = {x = (xg)g∈G ∈ PG | πCn(hx) ∈ An quel que soit h ∈ Hn}

= {x = (xg)g∈G ∈ PG | xg = p0 si g /∈ InHn},

et

Z
(n)
0 = {x = (xg)g∈G ∈ PG | πCn(hx) ∈ Bn quel que soit h ∈ Hn}

= {x = (xg)g∈G ∈ PG | xg = p0 si g /∈ JnHn}.

Montrons que l’on a

(Q1) Y (n) ⊂ Z(n),
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(Q2) Y (n) ⊂ Y (n+1),

(Q3) Z(n+1) ⊂ Z(n)

pour tout n ∈ N.
La propriété (Q1) résulte de l’inclusion In ⊂ Jn qui implique Y (n)

0 ⊂ Z
(n)
0 . Consi-

dérons un élément g ∈ InHn. Alors g = ch, où c ∈ In et h ∈ Hn. Écrivons g = c′h′,
où c′ ∈ Cn+1 et h′ ∈ Hn+1. Observons que µn(c′) = c puisque h′h−1 ∈ Hn. Cela
implique c′ ∈ In+1 d’après (P3). Donc InHn ⊂ In+1Hn+1. Il en résulte que l’on a
Y

(n)
0 ⊂ Y

(n+1)
0 . Cela montre (Q2). De façon analogue, on en déduit Jn+1Hn+1 ⊂ JnHn

en utilisant (P4). Cela implique Z(n+1)
0 ⊂ Z

(n)
0 et démontre (Q3).

Considérons maintenant le sous-décalage fermé X ⊂ PG défini par

X =
⋂
n∈N

Z(n).

En appliquant le théorème 3.21 et en utilisant les propriétés (P1) et (P2), on obtient

mdim(Y (n), G) =
|In|
νn

dim(P ) = un dim(P ),

et

mdim(Z(n), G) =
|Jn|
νn

dim(P ) = vn dim(P ).

Puisque X ⊂ Z(n), on obtient

mdim(X,G) ≤ mdim(Z(n), G) = vn dim(P )

pour tout n ∈ N, d’après la proposition 3.14. En faisant tendre n vers l’infini, on
obtient

(3.16) mdim(X,G) ≤ ζ dim(P ) = ρ.

D’autre part, on a Y (n) ⊂ Y (N) ⊂ Z(N) pour tout N ≥ n d’après (Q1) et (Q2). Il en
résulte

Y (n) ⊂
⋂
N≥n

Z(N) = X.

Appliquant encore la proposition 3.14, on obtient

un dim(P ) = mdim(Y (n), G) ≤ mdim(X,G)

pour tout n ∈ N. En faisant tendre n vers l’infini, on obtient

(3.17) ρ = ζ dim(P ) ≤ mdim(X,G).

Les inégalités (3.16) et (3.17) impliquent mdim(X,G) = ρ. �





CHAPITRE 4

ENTROPIE TOPOLOGIQUE

Dans ce chapitre, on rappelle la définition et quelques propriétés de l’entropie to-
pologique d’un espace compact métrisable X muni d’une action continue d’un groupe
dénombrable moyennable G. On démontre que si l’entropie topologique de X est finie,
alors sa dimension topologique moyenne est nulle (th. 4.15). Ce résultat est démontré
par E. Lindenstrauss et B. Weiss dans le cas G = Z (voir [LiW, Th. 4.2]).

Dans tout ce chapitre, X désigne un espace compact métrisable muni d’une action
continue d’un groupe dénombrable G.

4.1. Recouvrements

Soient α = (Ui)i∈I et β = (Vj)j∈J des recouvrements de X. Si α � β et β � α, on
écrit α ∼ β. C’est une relation d’équivalence. Rappelons que le joint de α et β est le
recouvrement α ∨ β = (Ui ∩ Vj)(i,j)∈I×J .

La taille d’un recouvrement ouvert α de X est l’entier |α|s défini par

|α|s = min
α0

|α0|,

où α0 décrit tous les sous-recouvrements finis de α. Remarquons que cet entier est
bien défini puisque X est compact.

Proposition 4.1. — Soient α et β des recouvrements ouverts de X. On a :

(a) α ∨ β � α ;

(b) |α ∨ β|s ≤ |α|s|β|s ;

(c) β � α⇒ |β|s ≥ |α|s.

Démonstration. — Posons α = (Ui)i∈I et β = (Vj)j∈J .
(a) On a Ui ∩ Vj ⊂ Ui pour tout (i, j) ∈ I × J . Ceci montre α ∨ β � α.
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(b) Soit α0 (resp. β0) un sous-recouvrement fini de α (resp. de β) de cardinal
minimal. Alors α0 ∨ β0 est un sous-recouvrement ouvert fini de α ∨ β. Il en résulte

|α ∨ β|s ≤ |α0 ∨ β0| = |α0||β0| = |α|s|β|s.

(c) Supposons β � α. Soit β0 = (Vj)j∈J′ , avec J ′ ⊂ J , un sous-recouvrement fini
de β de cardinal minimal. Comme β � α, il existe ϕ : J → I vérifiant Vj ⊂ Uϕ(j)

pour tout j ∈ J . Posons I ′ = ϕ(J ′). On en déduit que α′ = (Ui)i∈I′ est un sous-
recouvrement fini de α de cardinal inférieur ou égal à celui de β0. On a donc

|α|s ≤ |α′| ≤ |β0| = |β|s.

�

Soit α = (Ui)i∈I un recouvrement ouvert de X. Si d est une métrique sur X
compatible avec la topologie, la maille de α relativement à d est définie par

maille(α, d) = sup
i∈I

diam(Ui, d),

où diam(Ui, d) désigne le d-diamètre de Ui.
Soit G un groupe dénombrable agissant continûment sur X. Pour tout g ∈ G, on

note g−1α le recouvrement ouvert (g−1Ui)i∈I . Rappelons que l’on note F(G) l’en-
semble des parties finies non vides de G. Soit F ∈ F(G). On définit le recouvrement
ouvert αF de X par

αF =
∨
g∈F

g−1α =
( ⋂
g∈F

g−1Uρ(g)
)
ρ∈IF .

Soit d une métrique sur X compatible avec la topologie. On dit qu’un recouvrement
ouvert α de X est générateur s’il existe une suite (Pn)n∈N d’éléments de F(G) telle
que :

lim
n→∞

maille(αPn , d) = 0.

Observons que cette définition ne dépend pas du choix de la métrique d compatible
avec la topologie de l’espace compact X.

Exemple 4.2. — Soient G un groupe dénombrable et K un ensemble fini. On munit
K de la topologie discrète et KG de la topologie produit. Le G-décalage sur KG est
l’action continue (à gauche) de G sur KG définie par

(gx)g′ = xg′g

quels que soient x = (xg)g∈G ∈ KG et g, g′ ∈ G.
Soient A ∈ F(G) et u ∈ KA. Le A-cylindre de u est le sous-ensemble [u] ⊂ KG

défini par

[u] = {x ∈ KG : πA(x) = u},



4.1. RECOUVREMENTS 57

où πA désigne la projection canonique de KG = KA × KG\A sur KA. Notons que
([u])u∈KA est une partition ouverte finie de KG. Soit ζ = ([k])k∈K la partition obtenue
par les 1G-cylindres de KG. Alors on a

ζA = ([u])u∈KA

pour tout A ∈ F(G).
Soient d une métrique surKG compatible avec la topologie et n ∈ N∗. Par définition

de la topologie produit sur KG, il existe Pn ∈ F(G) telle que

πPn(x) = πPn(y) ⇒ d(x, y) ≤ 1/n

quels que soient x, y ∈ KG. Il en résulte

maille(ζPn , d) ≤ 1/n.

On en déduit que ζ est un recouvrement ouvert générateur de KG.

Soit f une application continue de X dans un espace compact métrisable Y . Pour
tout recouvrement ouvert α = (Ui)i∈I de Y , on note f−1(α) le recouvrement ouvert
de X défini par

f−1(α) = (f−1(Ui))i∈I .

Proposition 4.3. — Soient α et β des recouvrements ouverts de Y . Alors on a

(a) f−1(α ∨ β) = f−1(α) ∨ f−1(β) ;

(b) β � α⇒ f−1(β) � f−1(α) ;

(c) |f−1(α)|s ≤ |α|s ;

(d) Si f est surjective, alors |f−1(α)|s = |α|s.

Démonstration. — Posons α = (Ui)i∈I et β = (Vj)j∈J .
(a) On a f−1(Ui ∩ Vj) = f−1(Ui) ∩ f−1(Vj) pour tout (i, j) ∈ I × J . On en déduit

f−1(α ∨ β) = f−1(α) ∨ f−1(β).
(b) Supposons β � α. Alors il existe une application ϕ : J → I vérifiant Vj ⊂ Uϕ(j)

pour tout j ∈ J . On a alors f−1(Vj) ⊂ f−1(Uϕ(j)) pour tout j ∈ J , ce qui implique
f−1(β) � f−1(α).

(c) Soit α0 = (Ui)i∈I′ , où I ′ ⊂ I, un sous-recouvrement fini de α de cardinal
minimal. Alors f−1(α0) = (f−1(Ui))i∈I′ est un sous-recouvrement fini de f−1(α) de
même cardinal que α0. Il en résulte

|f−1(α)|s ≤ |f−1(α0)| = |α0| = |α|s.

(d) Supposons f surjective. D’après l’inégalité (c), il suffit de démontrer |α|s ≤
|f−1(α)|s. Soit β0 = (f−1(Ui))i∈I′ , où I ′ ⊂ I, un sous-recouvrement fini de f−1(α)
de cardinal minimal. La surjectivité de f implique que la famille α′ = (Ui)i∈I′ est un
sous-recouvrement fini de α. On en déduit

|α|s ≤ |α′| = |β0| = |f−1(α)|s.
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�

Proposition 4.4. — Soit G un groupe dénombrable agissant continûment sur X.
Soient α et β des recouvrements ouverts de X et F, F ′ ∈ F(G). Alors on a

(a) F ′ ⊂ F ⇒ αF � αF ′ ;

(b) F ∩ F ′ = ∅ ⇒ αF∪F ′ = αF ∨ αF ′ ;
(c) αFg = g−1αF pour tout g ∈ G ;

(d) β � α⇒ βF � αF ;

(e) (αF ′)F ∼ αF ′F .

Démonstration. — Posons α = (Ui)i∈I et β = (Vj)j∈J .
(a) Supposons F ′ ⊂ F . Pour tout élément ρ ∈ IF , notons ρ|F ′ ∈ IF

′
la restriction

de ρ à F ′. On a ⋂
g∈F

g−1Uρ(g) ⊂
⋂
g∈F ′

g−1Uρ|F ′ (g),

pour tout ρ ∈ IF . On en déduit αF � αF ′ .
(b) Supposons F ∩F ′ = ∅. Alors on a une bijection naturelle de IF∪F

′
sur IF ×IF ′

donnée par ρ 7→ (ρ|F , ρ|F ′). Pour tout ρ ∈ IF∪F ′ , on a⋂
g∈F∪F ′

g−1Uρ(g) =
( ⋂
g∈F

g−1Uρ|F (g)

)
∩
( ⋂
g∈F ′

g−1Uρ|F ′ (g)
)
.

Il en résulte αF∪F ′ = αF ∨ αF ′ .
(c) Pour tout a ∈ G définissons Ra : G→ G par g 7→ ga. Soient g ∈ G et F ∈ F(G).

Alors l’application de IF dans IFg définie par ρ 7→ ρ ◦ Rg−1 est une bijection. Pour
tout ρ ∈ IF , on a

g−1
( ⋂
f∈F

f−1Uρ(f)

)
=
⋂
f∈F

g−1f−1Uρ(f) =
⋂
h∈Fg

h−1Uρ◦Rg−1 (h).

On en déduit g−1αF = αFg.
(d) Supposons β � α. Alors il existe ϕ : J → I telle que Vj ⊂ Uϕ(j) pour tout

j ∈ J . Il en résulte que pour tout ρ ∈ JF , on a⋂
g∈F

g−1Vρ(g) ⊂
⋂
g∈F

g−1Uϕ◦ρ(g),

ce qui implique βF � αF .
(e) Pour tout θ ∈ IF ′ , posons

Vθ =
⋂
f ′∈F ′

f ′
−1
Uθ(f ′).

Alors on a

(4.1) (αF ′)F =
( ⋂
f∈F

f−1Vρ(f)

)
ρ∈(IF ′ )F

=
( ⋂
f∈F,f ′∈F ′

(f ′f)−1
Uρ(f)(f ′)

)
ρ∈(IF ′ )F

.
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Remarquons que tout élément τ ∈ IF ′F définit un élément ρ de (IF
′
)F par ρ(f)(f ′) =

τ(f ′f) quels que soient f ∈ F et f ′ ∈ F ′. On a donc⋂
g∈F ′F

g−1Uτ(g) ⊂
⋂

f ′∈F ′,f∈F

(f ′f)−1
Uρ(f)(f ′)

pour tout τ ∈ IF ′F . On en déduit en utilisant (4.1) que αF ′F � (αF ′)F .
Choisissons pour chaque g ∈ F ′F un couple (f ′g, fg) ∈ F ′ × F tel que g = f ′gfg.

Soit ρ ∈ (IF
′
)F . On définit un élément τ ∈ IF

′F en posant τ(g) = ρ(fg)(f ′g) pour
tout g ∈ F ′F . On a donc⋂

f∈F,f ′∈F ′
(f ′f)−1

Uρ(f)(f ′) ⊂
⋂

g∈F ′F
g−1Uτ(g)

pour tout ρ ∈ (IF
′
)F , ce qui montre (αF ′)F � αF ′F d’après (4.1). On en déduit

(αF ′)F ∼ αF ′F . �

Corollaire 4.5. — Soient F, F ′ ∈ F(G) et α un recouvrement ouvert de X. Alors
on a

(a) F ′ ⊂ F ⇒ log(|αF ′ |s) ≤ log(|αF |s) ;

(b) (F ∩ F ′ = ∅) ⇒ log(|αF∪F ′ |s) ≤ log(|αF |s) + log(|αF ′ |s) ;

(c) log(|αFg|s) = log(|αF |s) quel que soit g ∈ G.

Démonstration. — Ces assertions résultent des propositions 4.1 et 4.4. �

4.2. Entropie topologique

Dans le restant du chapitre, on supposera le groupe G moyennable.

Définition de h(X). — Soient α un recouvrement ouvert de X et (Fn)n∈N une
suite de Følner de G. Il résulte du corollaire 4.5 et du corollaire 2.12 que la limite
suivante existe

H(X,α) = H(X,G,α) = lim
n→∞

log(|αFn |s)
|Fn|

,

qu’elle est finie et qu’elle ne dépend pas du choix de la suite de Følner (Fn). Le réel
H(X,α) est appelé entropie topologique de α. Il résulte des propositions 4.4.(d) et
4.1.(c) que l’on a

(4.2) β � α⇒ H(X,β) ≥ H(X,α).

L’entropie topologique du système dynamique X est définie par :

h(X) = h(X,G) = sup
α

H(X,α),

où α décrit tous les recouvrements ouverts de X.



60 CHAPITRE 4. ENTROPIE TOPOLOGIQUE

Soit Y un espace compact métrisable muni d’une action continue de G. Une appli-
cation continue f : X → Y est dite G-équivariante si elle vérifie f(gx) = gf(x) quels
que soient g ∈ G et x ∈ X.

Le résultat suivant est une conséquence immédiate de la définition de l’entropie :

Proposition 4.6. — Soit X (resp. Y ) un espace compact métrisable muni d’une
action continue d’un groupe dénombrable moyennable G. Supposons qu’il existe un
homéomorphisme G-équivariant de X sur Y . Alors on a h(X) = h(Y ). �

Proposition 4.7. — Soit (α(n))n∈N une suite de recouvrements ouverts de X, telle
que limn→∞ maille(α(n), d) = 0, où d est une métrique sur X compatible avec la
topologie. Alors on a

h(X) = lim
n→∞

H(X,α(n)).

Démonstration. — Notons α(n) = (U (n)
i )i∈In pour tout n ∈ N. Soit β = (Vj)j∈J

un recouvrement ouvert de X et λ un nombre de Lebesgue de β relativement à d.
Puisque limn→∞ maille(α(n), d) = 0, il existe N ∈ N tel que maille(α(n), d) ≤ λ pour
tout n ≥ N . Fixons un entier n ≥ N et soit i ∈ In. Comme diam(U (n)

i , d) ≤ λ, il
existe j ∈ J tel que U (n)

i ⊂ Vj . Il en résulte α(n) � β et donc

H(X,α(n)) ≥ H(X,β)

d’après (4.2). Puisque cette inégalité est vraie pour tout n ≥ N , on a donc

lim inf
n∈N

H(X,α(n)) ≥ H(X,β).

On en déduit

lim inf
n∈N

H(X,α(n)) ≥ sup
β

H(X,β) ≥ lim sup
n∈N

H(X,α(n)),

où β décrit tous les recouvrements ouverts de X. �

Corollaire 4.8. — Supposons que α est un recouvrement ouvert générateur de X.
Alors on a

h(X) = H(X,α).

Démonstration. — Soit d une métrique sur X compatible avec la topologie. Puisque
α est un recouvrement ouvert générateur, il existe une suite (Pn)n∈N d’éléments de
F(G) telle que limn→∞ maille(αPn , d) = 0. Fixons n ∈ N. D’après les propositions
4.4.(e) et 4.1.(c), on a

|(αPn)Fk |s = |αPnFk |s,

pour tout k ∈ N. On en déduit

(4.3) H(X,αPn) = lim
k→∞

log(|(αPn)Fk |s)
|Fk|

= lim
k→∞

log(|αPnFk |s)
|PnFk|

|PnFk|
|Fk|

.
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D’après le lemme 1.37, la suite (PnFk)k∈N est une suite de Følner deG et limk→∞
|PnFk|
|Fk| =

1. On a donc en utilisant (4.3)

H(X,αPn) = lim
k→∞

log(|αPnFk |s)
|PnFk|

= H(X,α).

Comme limn→∞ maille(αPn , d) = 0, la proposition 4.7 implique

h(X) = lim
n→∞

H(X,αPn) = H(X,α).

�

Proposition 4.9. — Soient G un groupe dénombrable moyennable, K un ensemble
fini muni de la topologie discrète et X un sous-décalage fermé de KG. Soit (Fn)n∈N
une suite de Følner de G. Alors on a

h(X) = lim
n→∞

log(|πFn(X)|)
|Fn|

.

En particulier, h(KG) = log(|K|).

Démonstration. — Rappelons que la partition ouverte ([k])k∈K de KG formée des
{1G}-cylindres

[k] = {(xg)g∈G ∈ KG : x1G = k},

où k ∈ K, est un recouvrement ouvert générateur de KG (exemple 4.2). Posons
Uk = [k] ∩ X pour tout k ∈ K. Alors la famille α = (Uk)k∈K est un recouvrement
ouvert générateur de X et d’après le corollaire 4.8, on a

h(X) = H(X,α).

Calculons H(X,α). Soit F ∈ F(G). Alors on a

αF = ({x ∈ X : πF (x) = u})u∈KF

et donc |αF |s = |πF (X)|. On en déduit

h(X) = H(X,α) = lim
n→∞

log(|αFn |s)
|Fn|

= lim
n→∞

log(|πFn(X)|)
|Fn|

.

�

On dit que le système dynamique X se plonge dans le système dynamique Y s’il
existe un plongement topologique G-équivariant de X dans Y .

Proposition 4.10. — Soient G un groupe dénombrable moyennable et X (resp. Y )
un espace compact métrisable muni d’une action continue de G. Supposons que le
système dynamique X se plonge dans Y . Alors h(X) ≤ h(Y ).
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Démonstration. — Soit f un plongement topologique G-équivariant de X dans Y .
Soit α = (Ui)i∈I un recouvrement ouvert de X. Puisque f est un plongement to-
pologique, il existe un ouvert Vi de Y tel que f(Ui) = Vi ∩ f(X) pour tout i ∈ I.
Soit β le recouvrement ouvert de Y formé de Y \ f(X) et des Vi, où i ∈ I. Alors
f−1(Vi) = Ui pour tout i ∈ I. Soit F ∈ F(G). Puisque f commute avec les actions,
on a f−1(

⋂
g∈F g

−1Vρ(g)) =
⋂
g∈F g

−1f−1Vρ(g) =
⋂
g∈F g

−1Uρ(g) quel que soit ρ ∈ IF .
On en déduit f−1(βF ) ∼ αF . Il en résulte en utilisant les propositions 4.1.(c) et 4.3.(c)

|αF |s = |f−1(βF )|s ≤ |βF |s,

ce qui implique H(X,α) ≤ H(Y, β) ≤ h(Y ). On en déduit

h(X) = sup
α

H(X,α) ≤ h(Y ).

�

On dit que le système dynamique Y est un facteur de X s’il existe une application
continue surjective et G-équivariante de X sur Y .

Proposition 4.11. — Soient G un groupe dénombrable moyennable et X (resp. Y )
un espace compact métrisable muni d’une action continue de G. Supposons que le
système dynamique Y est un facteur de X. Alors h(X) ≥ h(Y ).

Démonstration. — Soit f une application continue surjective et G-équivariante de X
sur Y . Soit β = (Vj)j∈J un recouvrement ouvert de Y . Alors α = (f−1(Vj))j∈J est
un recouvrement ouvert de X. Soit F ∈ F(G). Puisque f commute avec les actions,
on a

f−1(
⋂
g∈F

g−1Vρ(g)) =
⋂
g∈F

g−1
(
f−1(Vρ(g))

)
,

pour tout ρ ∈ JF . Donc f−1(βF ) = αF . Comme f est surjective, on a |βF |s = |αF |s
d’après la proposition 4.3.(d). Il en résulte H(Y, β) = H(X,α) ≤ h(X). On en déduit
h(Y ) ≤ h(X). �

Si X et Y sont des espaces compacts métrisables munis d’une action continue de
G, alors G agit continûment sur la réunion disjointe X

∐
Y et sur le produit X × Y

de manière naturelle.

Proposition 4.12. — Soient G un groupe dénombrable moyennable et X,Y des es-
paces compacts métrisables munis d’actions continues de G. Alors on a

(a) h(X
∐
Y ) = max(h(X),h(Y )) ;

(b) h(X × Y ) = h(X) + h(Y ).

Démonstration. — Soit dX (resp. dY ) une métrique compatible sur X (resp. sur
Y ). Soit α(n) = (U (n)

i )i∈In (resp. β(n) = (V (n)
j )j∈Jn), n ∈ N, une suite de recou-

vrements ouverts de X (resp. de Y ) telle que limn→∞ maille(α(n), dX) = 0 (resp.
limn→∞ maille(β(n), dY ) = 0).
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(a) Notons dX`Y la métrique sur X
∐
Y compatible avec la topologie définie par :

dX
`
Y (z1, z2) =



dX(z1, z2) si z1, z2 ∈ X,

dY (z1, z2) si z1, z2 ∈ Y ,

1 sinon.

Pour tout n ∈ N notons γ(n) le recouvrement ouvert fini de X
∐
Y composé des

ouverts de α(n) et de β(n) vus dans X
∐
Y et observons que l’on a

lim
n→∞

diam(γ(n), dX
`
Y ) = 0.

Soit n ∈ N. On a g−1U
(n)
i ∩ h−1V

(n)
j = ∅ dans X

∐
Y quels que soient g, h ∈ G et

(i, j) ∈ In × Jn. Pour tout F ∈ F(G) les ouverts non vides de γ(n)
F sont exactement

ceux de α(n)
F et β(n)

F vus dans X
∐
Y . On en déduit |γ(n)

F |s = |α(n)
F |s + |β(n)

F |s.
Supposons dans la suite que h(X) ≤ h(Y ). Soit ε > 0. D’après la proposition 4.7

appliquée aux suites de recouvrements ouverts (α(n)) et (β(n)), il existe N ∈ N tel
que l’on ait

(4.4) H(X,α(n)) ≤ H(Y, β(n)) + ε/2,

pour tout n ≥ N . Fixons n ≥ N et soit (Fk)k∈N une suite de Følner de G. L’inégalité
(4.4) implique alors qu’il existe un entier M tel que pour tout k ≥M , on ait

log(|α(n)
Fk
|s)

|Fk|
≤

log(|β(n)
Fk
|s)

|Fk|
+ ε,

et donc
|γ(n)
Fk
|s = |α(n)

Fk
|s + |β(n)

Fk
|s ≤ |β(n)

Fk
|s(e|Fk|ε + 1).

On déduit de cette inégalité

H(X
∐

Y, γ(n)) ≤ lim
k→∞

log(|β(n)
Fk
|s)

|Fk|
+ lim
k→∞

log(e|Fk|ε + 1)
|Fk|

= H(Y, β(n)) + ε.

En appliquant la proposition 4.7 aux suites (γ(n)) et (β(n)) et en faisant tendre n vers
l’infini dans l’inégalité précédente, on obtient

h(X
∐

Y ) ≤ h(Y ) + ε.

Comme ε est arbitraire, on en déduit

h(X
∐

Y ) ≤ h(Y ) = max(h(X),h(Y )).

L’inégalité h(Y ) ≤ h(X
∐
Y ) résulte de la proposition 4.10 puisque le système dyna-

mique Y se plonge dans X
∐
Y .

(b) Munissons X × Y de la métrique compatible avec la topologie produit définie
par

dX×Y ((x1, y1), (x2, y2)) = max(dX(x1, x2), dY (y1, y2))
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quel que soit (xi, yi) ∈ X × Y , i = 1, 2. Pour tout entier n, définissons le recouvre-
ment ouvert fini γ(n) de X × Y par γ(n) = (U (n)

i × V
(n)
j )i∈In×Jn et remarquons que

limn→∞ maille(γ(n), dX×Y ) = 0. Soient n ∈ N et F ∈ F(G). On a⋂
g∈F

g−1(U (n)
ρ(g) × V

(n)
τ(g)) =

( ⋂
g∈F

g−1U
(n)
ρ(g)

)
×
( ⋂
g∈F

g−1V
(n)
τ(g)

)
,

quels que soient ρ ∈ (In)F et τ ∈ (Jn)F . Il en résulte que |γ(n)
F |s = |α(n)

F |s|β(n)
F |s et

donc
H(X × Y, γ(n)) = H(X,α(n)) + H(Y, β(n)).

En utilisant la proposition 4.7, on en déduit

h(X × Y ) = h(X) + h(Y ).

�

Approche métrique de h(X). — Soit d une métrique sur X compatible avec la
topologie. Pour tout ε > 0, on pose

Φ(X, d, ε) = min
α

log(|α|),

où α décrit tous les recouvrements ouverts finis de X tels que

maille(α, d) ≤ ε.

Notons que Φ(X, d, ε) est un réel bien défini puisque X est compact.
Soit F ∈ F(G). Rappelons que l’on définit une métrique sur X compatible avec la

topologie par

dF (x, y) = max
g∈F

d(gx, gy) quels que soient x, y ∈ X.

Lemme 4.13. — Soient A,B ∈ F(G). On a

(a) Φ(X, dA∪B , ε) ≤ Φ(X, dA, ε) + Φ(X, dB , ε) ;

(b) Φ(X, dAg, ε) = Φ(X, dA, ε) quel que soit g ∈ G ;

(c) Φ(X, d, ε) ≤ Φ(X, d, ε′) si ε′ ≤ ε.

Démonstration. — Montrons (a). Soient A,B ∈ F(G). Alors il existe des recou-
vrements ouverts finis α et β de X tels que maille(α, dA) ≤ ε, maille(β, dB) ≤ ε,
log(|α|) = Φ(X, dA, ε) et log(|β|) = Φ(X, dB , ε). On en déduit maille(α∨β, dA∪B) ≤ ε.
Comme |α ∨ β| = |α||β|, on a donc

Φ(X, dA∪B , ε) ≤ log(|α ∨ β|) = log(|α|) + log(|β|)
= Φ(X, dA, ε) + Φ(X, dB , ε).

L’assertion (b) résulte du fait que x 7→ gx est une isométrie entre les espaces
métriques (X, dAg) et (X, dA). L’inégalité (c) résulte du fait qu’un recouvrement ou-
vert fini de maille inférieure ou égale à ε′ est aussi de maille inférieure ou égale à ε si
ε′ ≤ ε. �
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Soit (Fn)n∈N une suite de Følner de G. On déduit du lemme 4.13 et du corollaire
2.12 que pour tout ε > 0, la limite suivante existe

hε(X, d) = lim
n→∞

Φ(X, dFn , ε)
|Fn|

,

qu’elle est finie et qu’elle ne dépend pas du choix de la suite de Følner de G. Obser-
vons que ε 7→ hε(X, d) est décroissante d’après l’inégalité 4.13.(c). On en déduit que
limε→0 hε(X, d) existe dans [0,∞].

Proposition 4.14. — Soit G un groupe dénombrable moyennable agissant conti-
nûment sur un espace compact métrisable X. Soit d une métrique sur X compatible
avec la topologie. Alors on a

h(X) = lim
ε→0

hε(X, d).

Démonstration. — Soient d une métrique compatible sur X et (β(n))n∈N une suite de
recouvrements ouverts finis de X telle que εn = maille(β(n), d) converge vers 0 lorsque
n→∞.

Montrons d’abord l’inégalité

(4.5) lim
ε→0

hε(X, d) ≤ h(X).

Soient F ∈ F(G) et n ∈ N. Alors maille(β(n)
F , dF ) ≤ εn. On a donc Φ(X, dF , εn) ≤

log(|β(n)
F |s). En appliquant cette inégalité à une suite de Følner (Fk)k∈N de G, il en

résulte

Φ(X, dFk , εn)
|Fk|

≤
log(|β(n)

Fk
|s)

|Fk|
pour tout k ∈ N. En faisant tendre k vers l’infini dans la dernière inégalité, on obtient

hεn(X, d) ≤ H(X,β(n)) ≤ h(X).

Comme limn→∞ εn = 0, on en déduit l’inégalité (4.5).
Démontrons

(4.6) h(X) ≤ lim
ε→0

hε(X, d).

Pour tout n ∈ N, notons λn un nombre de Lebesgue pour β(n) relativement à d.
Fixons n ∈ N. Soient F ∈ F(G) et α(n) un recouvrement ouvert fini de X tel que
maille(α(n), dF ) ≤ λn et vérifiant log(|α(n)|) = Φ(X, dF , λn). Pour tout g ∈ F , on a
alors maille(gα(n), d) ≤ λn et donc α(n) � g−1β(n). On en déduit α(n) � β

(n)
F puis

|β(n)
F |s ≤ |α(n)|s d’après la 4.1.(c). On a donc

log(|β(n)
F |s) ≤ log(|α(n)|s) ≤ log(|α(n)|) = Φ(X, dF , λn).
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Soit (Fk)k∈N une suite de Følner de G. En appliquant l’inégalité précédente à F = Fk,
on obtient

log(|β(n)
Fk
|s)

|Fk|
≤ Φ(X, dFk , λn)

|Fk|
,

pour tout k ∈ N. Par passage à la limite en k, il en résulte

H(X,β(n)) ≤ hλn(X, d).

On en déduit en utilisant la proposition 4.7

h(X) = lim
n→∞

H(X,β(n)) ≤ lim
n→∞

hλn(X, d).

Comme (λn) converge vers 0, on obtient l’inégalité (4.6).
�

4.3. Entropie topologique et dimension topologique moyenne

Dans cette section, on va démontrer le résultat suivant :

Théorème 4.15. — Soit X un espace compact métrisable muni d’une action conti-
nue d’un groupe dénombrable moyennable G. Si l’entropie topologique du système dy-
namique X est finie, alors sa dimension topologique moyenne est nulle.

Commençons par établir quelques lemmes. Soit d une métrique sur X compatible
avec la topologie. Posons

M(X, d) = lim inf
ε→0

hε(X, d)
| log ε|

.

Lemme 4.16. — Supposons que l’entropie topologique de X est finie. Alors on a
M(X, d) = 0.

Démonstration. — D’après la proposition 4.14, on a h(X) = limε→0 hε(X, d). Comme
h(X) <∞, on a

M(X, d) = lim
ε→0

hε(X, d)
| log ε|

= 0.

�

Lemme 4.17. — Soit α = (Ui)i∈I un recouvrement ouvert fini de X. Alors il existe
une famille d’ouverts (Vi)i∈I vérifiant X = Ui ∪ Vi pour tout i ∈ I et telle que le
recouvrement ouvert β défini par

β =
∨
i∈I

(Ui, Vi)

soit plus fin que α.
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Démonstration. — Pour tout x dans X, il existe i ∈ I et un voisinage ouvert Wx de
x tel que Wx ⊂Wx ⊂ Ui. Puisque (Wx)x∈X est un recouvrement ouvert du compact
X, il existe une partie finie E ⊂ X telle que (Wx)x∈E soit un recouvrement de X.
Pour chaque i ∈ I, notons Ki la réunion des Wx, où x ∈ E et Wx ⊂ Ui. Posons
Vi = X \Ki. Alors le recouvrement ouvert de X défini par

β =
∨
i∈I

(Ui, Vi)

est plus fin que α. En effet, cela résulte du fait que
⋂
i∈I Vi = ∅ puisque (Ki)i∈I est

un recouvrement de X. �

Pour tous Y ⊂ X et x ∈ X, on notera dist(x, Y ) la distance de x à Y relativement
à d. Rappelons que x 7→ dist(x, Y ) est 1-lipschitzienne sur X.

Lemme 4.18. — Soit (U, V ) un recouvrement ouvert de X. Définissons w : X →
[0, 1] par

w(x) =
dist(x,X \ V )

dist(x,X \ V ) + dist(x,X \ U)
quel que soit x ∈ X.

Alors w est une fonction lipschitzienne sur X vérifiant

U = w−1([0, 1[) et V = w−1(]0, 1]).

Démonstration. — Posons f1(x) = dist(x,X \U) et f2(x) = dist(x,X \V ) pour tout
x ∈ X. Remarquons tout d’abord que w est bien définie puisque f1+f2 est strictement
positive sur X = U ∪ V . De plus, comme f1 + f2 est continue sur le compact X, il
existe δ > 0 tel que

(4.7) f1(x) + f2(x) ≥ δ

pour tout x ∈ X. Montrons que w est lipschitzienne sur X. Soient x, y ∈ X. On a

w(x)− w(y) =
f2(x)(f2(y) + f1(y))− f2(y)(f2(x) + f1(x))

(f2(x) + f1(x))(f2(y) + f1(y))
.

En utilisant l’inégalité (4.7), il en résulte

|w(x)− w(y)| ≤ |f2(x)f1(y)− f2(y)f1(x)|
δ2

.

Comme f1 et f2 sont 1-lipshitziennes, on a

|f2(x)f1(y)− f2(y)f1(x)| = |f2(x)(f1(y)− f1(x)) + f1(x)(f2(x)− f2(y))|
≤ (f2(x) + f1(x)) d(x, y).

En utilisant ces inégalités, on en déduit

|w(x)− w(y)| ≤ f1(x) + f2(x)
δ2

d(x, y)



68 CHAPITRE 4. ENTROPIE TOPOLOGIQUE

quels que soient x, y ∈ X. Donc w est L-lipschitzienne sur X avec

L =
supx∈X(f1(x) + f2(x))

δ2
.

Par définition de w, il est clair que l’on a

U = w−1([0, 1[) et V = w−1(]0, 1]).

�

Soient (Ui)i∈I et (Vi)i∈I (où I est fini) des familles d’ouverts de X telles que
X = Ui ∪ Vi pour tout i ∈ I. On définit le recouvrement ouvert fini β par

(4.8) β =
∨
i∈I

(Ui, Vi).

Définissons pour tout i ∈ I la fonction wi : X → [0, 1] par

wi(x) =
dist(x,X \ Vi)

dist(x,X \ Vi) + dist(x,X \ Ui)
quel que soit x ∈ X. Pour tout F ∈ F(G), on définit l’application fF : X → [0, 1]I×F

par

(4.9) fF (x) = (wi(gx))(i,g)∈I×F .

Soit S ⊂ I × F . On note πS la projection de [0, 1]I×F = [0, 1]S × [0, 1](I×F )\S sur
[0, 1]S . Si S = {(i, g)}, on écrira pour simplifier πS = πi,g.

Lemme 4.19. — Soient F ∈ F(G) et r : fF (X) → [0, 1]I×F une application conti-
nue telle que l’implication suivante est vérifiée quels que soient a ∈ {0, 1}, y ∈ fF (X)
et (i, g) ∈ I × F :

πi,g(y) = a⇒ πi,g ◦ r (y) = a.

Alors r ◦ fF : X → [0, 1]I×F est βF -compatible. En particulier, on a que fF est βF -
compatible.

Démonstration. — Soient z ∈ [0, 1]I×F . D’après le lemme 3.4, il suffit de montrer
que (r ◦ fF )−1(z) est contenu dans un ouvert de βF . Rappelons que β =

∨
i∈I(Ui, Vi)

(voir (4.8)). Soient i ∈ I et g ∈ F . Supposons tout d’abord πi,g(z) 6= 1. Soit x ∈
(r◦fF )−1(z). L’hypothèse du lemme implique alors que πi,g(fF (x)) 6= 1 ce qui équivaut
à wi(gx) 6= 1. Comme w−1

i [0, 1[= Ui, on en déduit x ∈ g−1Ui. Donc (r ◦ fF )−1(z) ⊂
g−1Ui. Supposons maintenant πi,g(z) 6= 0. Un raisonnement analogue montre alors
que (r ◦fF )−1(z) ⊂ g−1Vi. Le sous-ensemble (r ◦fF )−1(z) est donc bien contenu dans
un ouvert de βF . On en déduit que r ◦ fF est βF -compatible. �

Lemme 4.20. — Soit ε > 0 et posons M0 = M(X, d). Soit (Fn)n∈N une suite de
Følner de G. Alors il existe N ∈ N vérifiant la propriété suivante :
pour tout n ≥ N , il existe ξn ∈]0, 1[I×Fn tel que pour toute partie S ⊂ I × Fn, on ait

|S| ≥ (M0 + ε)|Fn| ⇒ πS(ξn) /∈ πS ◦ fFn(X).
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Démonstration. — D’après le lemme 4.18, pour tout i ∈ I, il existe une constante
Li > 0 telle que wi soit Li-lipschitzienne. Posons L = maxi∈I Li. Par définition de
M0 = M(X, d), il existe δ > 0 tel que

(4.10) δ < min(1, (2|I|LM0+ε)−2/ε, 1/L),

et

(4.11)
hδ(X, d)
| log δ|

≤M0 + ε/4.

Par définition de hδ(X, d), il existe N ∈ N tel que pour tout n ≥ N , on ait

Φ(X, dFn , δ)
|Fn|

≤ hδ(X, d) +
ε

4
| log δ|.

On en déduit en utilisant l’inégalité (4.11)

Φ(X, dFn , δ)
|Fn|

≤ (M0 + ε/2)| log δ|.

Fixons un entier n ≥ N . Il résulte de la dernière inégalité qu’il existe un recouvrement
ouvert fini γ = (Wj)j∈J de X tel que maille(γ, dFn) ≤ δ et

(4.12) |J | = |γ| ≤ δ−(M0+ε/2)|Fn|.

Alors (fFn(Wj))j∈J est un recouvrement de fFn(X). Soit j ∈ J et montrons

(4.13) diam(fFn(Wj), d∞) ≤ Lδ,

où d∞ est la métrique sur fFn(X) induite par la norme sup de RI×Fn . Soient x, x′ ∈
Wj . On a

d∞(fFn(x), fFn(x′)) = max
(i,g)∈I×Fn

|wi(gx)− wi(gx′)|.

Puisque wi est Li-lipschitzienne pour tout i ∈ I et que maille(γ, dFn) ≤ δ, on en
déduit

d∞(fFn(x), fFn(x′)) ≤ max
(i,g)∈I×Fn

Li d(gx, gx′) ≤ Lδ,

ce qui montre l’inégalité (4.13). Soit S ⊂ I ×Fn. Notons µ la mesure de Lebesgue sur
le cube C = [0, 1]I×Fn . Nous allons majorer la mesure du borélien BS défini par

BS = {ξ ∈ C : πS(ξ) ∈ πS ◦ fFn(X)}.

Comme
(
fFn(Wj)

)
j∈J est un recouvrement fini d’ensembles mesurables de fFn(X),

on a

(4.14) µ(BS) ≤
∑
j∈J

µ
(
{ξ ∈ C : πS(ξ) ∈ πS ◦ fFn(Wj)}

)
.

Or, pour tout j ∈ J on a

µ
(
{ξ ∈ C : πS(ξ) ∈ πS ◦ fFn(Wj)

}
) ≤

(
diam(fFn(Wj), d∞)

)|S|
.

En utilisant les inégalités (4.12), (4.13) et (4.14), on en déduit

(4.15) µ(BS) ≤ δ−(M0+ε/2)|Fn|(Lδ)|S|.
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Posons

B = {ξ ∈ C : ∃S ⊂ I × Fn tel que |S| ≥ (M0 + ε)|Fn| et πS(ξ) ∈ πS ◦ fFn(X)}

et remarquons que l’on a
B ⊂

⋃
S

BS ,

où S décrit l’ensemble {S ⊂ I × Fn : |S| ≥ (M0 + ε)|Fn|}. On en déduit en utilisant
les inégalités (4.15) et (4.10) que l’on a

µ(B) ≤
∑

{S⊂I×Fn : |S|≥(M0+ε)|Fn|}

µ(BS)

≤ |{S ⊂ I × Fn}| δ−(M0+ε/2)|Fn|(Lδ)(M0+ε)|Fn|

= 2|I||Fn|(LM0+εδε/2)|Fn| < 1.

En particulier C \ B est non vide et la conclusion du lemme est vérifiée pour tout
ξ ∈ C \B. �

Le théorème suivant est une conséquence des lemmes précédents :

Théorème 4.21. — Soit G un groupe dénombrable moyennable agissant continûment
sur un espace compact métrisable X. Soit d une métrique sur X compatible avec la
topologie. Alors on a

mdim(X,G) ≤ M(X, d).

Démonstration. — Soit (Fn)n∈N une suite de Følner de G. Rappelons (voir chap. 3)
que la dimension topologique moyenne de X est donnée par

mdim(X,G) = sup
α

lim
n→∞

D(αFn)
|Fn|

,

où α décrit tous les recouvrements ouverts finis de X. Posons M0 = M(X, d). Soit
α = (Ui)i∈I un recouvrement ouvert fini de X. D’après le lemme 4.17, il existe un
recouvrement ouvert fini β � α tel que

β =
∨
i∈I

(Ui, Vi),

où X = Ui∪Vi pour tout i ∈ I. Puisque β � α, on a βFn � αFn d’après la proposition
4.4.(d) puis D(αFn) ≤ D(βFn) pour tout n ∈ N, d’après la définition de D (voir (3.1)).
Soit ε > 0. On va démontrer

(4.16) lim
n→∞

D(βFn)
|Fn|

≤M0 + ε,

ce qui prouvera le théorème.
Pour tout F ∈ F(G), on considère l’application fF : X → [0, 1]I×F associée au

recouvrement ouvert fini β (voir (4.9) pour la définition de fF ). Soit N un entier
obtenu par le lemme 4.20 pour ε et (Fn). Fixons n ≥ N et considérons un élément
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ξn ∈]0, 1[I×Fn vérifiant la conclusion du lemme 4.20. Posons tn = (M0 + ε)|Fn| et
définissons B ⊂ C = [0, 1]I×Fn par

B = {y ∈ C : ∃S ⊂ I × Fn avec |S| ≥ tn et πS(y) = πS(ξn)}.

D’après la propriété vérifiée par ξn (voir le lemme 4.20), on a

(4.17) fFn(X) ⊂ C \B.

Posons Y = fFn(X) et
dn = dim(C)− [tn],

où [tn] désigne le plus grand entier inférieur ou égal au réel tn.
Nous allons démontrer

(4.18) D(βFn) ≤ (M0 +ε)|Fn|.

Si dn ≤ 0, alors dim(C) ≤ (M0 +ε)|Fn|. Puisque fFn : X → C est βFn compatible
(voir le lemme 4.19), il résulte du lemme 3.3 que D(βFn) ≤ dim(C) ≤ (M0 +ε)|Fn|.
Dans ce cas l’inégalité (4.18) est vérifiée. Supposons maintenant dn ≥ 1. Pour m ∈ N
définissons le squelette de codimension m du cube C par

Jm = {y ∈ C : πi,g(y) ∈ {0, 1} pour au moins m indices (i, g) ∈ I × Fn}.

Soit y ∈ Y . Nous allons construire par récurrence une suite finie (yk)0≤k≤dn d’éléments
de C telle que y0 = y et yk ∈ Jk pour 0 ≤ k ≤ dn. Posons y0 = y. Comme dn ≥ 1, on
a dim(C) ≥ [tn]+ 1. D’après l’inclusion (4.17), ξn et y n’ont pas un nombre supérieur
où égal à [tn] + 1 composantes égales. En particulier ξn 6= y. On peut donc définir
y1 ∈ J1 comme étant l’intersection de la demi-droite issue de ξn et passant par y
avec J1. Soit C1 l’une des faces de C de codimension 1 contenant y1 et notons p1 la
projection orthogonale de p0 sur C1.

Supposons construits yk, pk ∈ Jk, où k ≥ 1. Si yk 6= pk, on définit yk+1 comme
étant l’intersection avec Jk+1 de la demie-droite issue de yk et passant par pk. Comme
p0 et y0 n’ont pas un nombre supérieur où égal à [tn] + 1 composantes égales, la
condition yk 6= pk est vérifiée si dim(Jk) ≥ [tn] + 1, c’est-à-dire si k ≤ dn − 1.
Dans ce cas, notons Ck+1 l’une des faces de codimension k + 1 contenant yk+1 et
pk+1 la projection orthogonale de pk sur Ck+1. Cela achève la construction des suites
(yk)0≤k≤dn et (pk)0≤k≤dn .

Définissons r : Y → Jdn par r(y) = ydn . Par construction r est continue. Soient a ∈
{0, 1} et ξ ∈ fFn(X). Si πi,g(ξ) = a alors ξ appartient à la face {y = (yi,g)(i,g)∈I×Fn ∈
C : yi,g = a} et donc aussi r(ξ) par définition de r. Les hypothèses du lemme 4.19 sont
donc bien vérifiées. Il en résulte que r ◦ fFn : X → Jdn est βFn -compatible. D’après le
lemme 3.3, on a alors

D(βFn) ≤ dim(Jdn) = [tn] ≤ (M0 + ε)|Fn|,

ce qui démontre l’inégalité (4.18). L’inégalité (4.16) en résulte. �

Le théorème 4.15 résulte du lemme 4.16 et du théorème 4.21.





CHAPITRE 5

DIMENSION TOPOLOGIQUE MOYENNE ET

PROPRIÉTÉ DE LA PETITE FRONTIÈRE

Étant donné un espace compact métrisable X muni d’une action continue d’un
groupe dénombrable moyennable G, on définit la propriété de la petite frontière du
système dynamique X et l’on démontre que si X vérifie la propriété de la petite
frontière, alors sa dimension topologique moyenne est nulle. Ce résultat est établi par
Lindenstrauss et Weiss [LiW] lorsque G = Z. Tous les systèmes dynamiques unique-
ment ergodiques vérifient la propriété de la petite frontière. La dimension topologique
moyenne d’un tel système est donc nulle.

Dans tout ce chapitre, X est un espace compact métrisable muni d’une action
continue d’un groupe dénombrable G.

5.1. Propriété de la petite frontière

Rappelons que F(G) désigne l’ensemble des parties finies non vides de G. Soit
F ∈ F(G). On définit

MF (E) = max
x∈X

∑
g∈F

χE(gx)

pour toute partie E ⊂ X, où χE : E → {0, 1} désigne la fonction caractéristique de
E.

Lemme 5.1. — Soient E,E′ ⊂ X et F, F ′ ∈ F(G). Alors on a :

(i) 0 ≤ MF (E) ≤ |F | ;

(ii) MF∪F ′(E) ≤ MF (E) + MF ′(E) ;

(iii) MF (E) ≤ MF ′(E) si F ⊂ F ′ ;

(iv) MFg(E) = MF (E) quel que soit g ∈ G ;

(v) MF (E) ≤ MF (E′) si E ⊂ E′ ;

(vi) MF (E ∪ E′) ≤ MF (E) + MF (E′).
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Démonstration. — Les propriétés (i), (ii) et (iii) sont claires. Pour l’égalité (iv), re-
marquons que

∑
g′∈Fg χE(g′x) =

∑
g′∈F χE(g′gx). On en déduit MFg(E) = MF (E)

puisque l’application x 7→ gx est une permutation de X. Les inégalités (v) et (vi)
résultent respectivement des inégalités χE ≤ χE′ si E ⊂ E′ et χE∪E′ ≤ χE+χE′ . �

Soit (Fn)n∈N une suite de Følner de G. D’après les inégalités (ii) et (iv) du lemme
5.1 et le théorème 2.1, pour toute partie E de X, la limite suivante existe

ocap(E) = lim
n→∞

MFn(E)
|Fn|

,

elle est finie et ne dépend pas du choix de la suite de Følner. On l’appelle la capacité
orbitale de E dans X. Remarquons que l’on a ocap(E) ∈ [0, 1] d’après l’inégalité
5.1.(i).

On dira que E ⊂ X est un ensemble G-petit si ocap(E) = 0. Il résulte des
l’inégalités (v) et (vi) du lemme 5.1 que l’on a

ocap(E) ≤ ocap(E′) si E ⊂ E′

et
ocap(E ∪ E′) ≤ ocap(E) + ocap(E′).

On en déduit que tout sous-ensemble d’un ensemble G-petit est G-petit et qu’une
réunion finie d’ensembles G-petits est G-petite.

Pour tout sous-ensemble Y d’un espace topologique X, on note Fr(Y ) la frontière
topologique de Y .

Définition 5.2. — On dit que le système dynamique X vérifie la propriété de la
petite frontière si pour tout x ∈ X et pour tout ouvert U contenant x, il existe un
voisinage ouvert V ⊂ U de x tel que ocap(Fr(V )) = 0.

Lemme 5.3. — Supposons que le système dynamique X vérifie la propriété de la
petite frontière. Soit α = (Ui)i∈I un recouvrement ouvert fini de X. Alors il existe un
recouvrement ouvert fini β = (Vi)i∈I de X tel que Vi ⊂ Ui et ocap(Fr(Vi)) = 0 pour
tout i ∈ I.

Démonstration. — Soit x ∈ X. Puisque α est un recouvrement ouvert de X, il existe
un voisinage ouvert Wx de x et i ∈ I tels que Wx ⊂ Wx ⊂ Ui. Comme X vérifie la
propriété de la petite frontière, on peut supposer ocap(Fr(Wx)) = 0. Par compacité
de X, il existe une partie finie A ⊂ X telle que (Wa)a∈A soit un recouvrement ouvert
fini de X. Posons pour tout i ∈ I

Vi =
⋃

{a∈A : Wa⊂Ui}

Wa.

Alors β = (Vi)i∈I est un recouvrement ouvert fini de X vérifiant Vi ⊂ Ui et

Fr(Vi) = Fr
( ⋃
{a∈A : Wa⊂Ui}

Wa

)
⊂

⋃
{a∈A : Wa⊂Ui}

Fr(Wa)
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pour tout i ∈ I. On en déduit que Fr(Vi) est G-petit puisque c’est un sous-ensemble
d’une réunion finie d’ensembles G-petits. Le recouvrement β vérifie donc la conclusion
du lemme. �

Lemme 5.4. — Soient K un fermé de X et F ∈ F(G). Alors il existe un ouvert U
de X tel que K ⊂ U et MF (K) = MF (U).

Démonstration. — Soit x ∈ X. Comme X est métrisable, c’est un espace normal. Il
existe donc des ouverts Ux ⊃ K et Vx ⊃ {gx : g ∈ F} \K tels que Ux ∩ Vx = ∅. On a
alors ∑

g∈F
χUx(gx) =

∑
g∈F

χK(gx).

Comme Ux et Vx sont des ouverts disjoints, la continuité en x des applications y 7→ gy,
où g ∈ F , implique qu’il existe un voisinage ouvert Wx de x tel que

(5.1)
∑
g∈F

χUx(gy) =
∑
g∈F

χUx(gx) =
∑
g∈F

χK(gx) pour tout y ∈Wx.

Puisque les ouvertsWx, x ∈ X, recouvrent le compactX, il existe un sous-recouvrement
fini (Wa)a∈A, où A est une partie finie de X. Posons U =

⋂
a∈A Ua. Alors K ⊂ U et

donc MF (K) ≤ MF (U) d’après le lemme 5.1.(v). Soit y ∈ X. Alors il existe a ∈ A tel
que y ∈Wa. En utilisant (5.1), on en déduit

∑
g∈F

χU (gy) ≤
∑
g∈F

χUa(gy) =
∑
g∈F

χK(ga) ≤ MF (K).

Il en résulte MF (U) ≤ MF (K). �

5.2. Propriété de la petite frontière et dimension topologique moyenne

Soit f : X → R une fonction continue. Le support de f , que l’on note supp(f), est
le sous-ensemble de X défini par

supp(f) = {x ∈ X : f(x) 6= 0}.

Lemme 5.5. — Supposons que le système dynamique X vérifie la propriété de la
petite frontière. Soient α = (Ui)i∈I un recouvrement ouvert fini de X et ε > 0. Soit
(Fn)n∈N une suite de Følner de G. Alors il existe N ∈ N tel que pour tout entier
n ≥ N , il existe des fonctions continues Φi : X → [0, 1], pour tout i ∈ I, vérifiant les
propriétés suivantes :

(P1) supp(Φi) ⊂ Ui quel que soit i ∈ I,

(P2)
∑
i∈I Φi(x) = 1 quel que soit x ∈ X,

(P3) MFn(Ω) ≤ ε|Fn|, où Ω =
⋃
i∈I Φi−1(]0, 1[).
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Démonstration. — Posons I = {1, . . . , k} où k = |α|. D’après le lemme 5.3, il existe
un recouvrement ouvert fini β = (Vi)i∈I de X tel que Vi ⊂ Ui et ocap(Fr(Vi)) = 0
pour tout i ∈ I. On en déduit qu’il existe N ∈ N tel que pour tout n ≥ N , on ait

MFn(Fr(Vi)) ≤
ε|Fn|
k

quel que soit i ∈ I.

Fixons un entier n ≥ N . Soit d une métrique sur X compatible avec la topologie. Le
lemme 5.4 et la normalité de X impliquent qu’il existe, pour tout i ∈ I, un ouvert Wi

de X vérifiant Fr(Vi) ⊂Wi ⊂Wi ⊂ Ui tel que

(5.2) MFn(Wi) = MFn(Fr(Vi)) ≤
ε|Fn|
k

quel que soit i ∈ I.

Soit i ∈ I. Puisque Fr(Vi) ⊂Wi, les fermés Vi et X \ (Vi ∪Wi) sont disjoints dans X.
On en déduit qu’il existe une fonction continue Ψi : X → [0, 1] vérifiant Vi = Ψi

−1(1)
et X \ (Vi ∪Wi) = Ψi

−1(0). On a alors

(5.3) supp(Ψi) ⊂ Vi ∪Wi ⊂ Ui.

On définit par récurrence une suite de fonctions continues (Φi)i∈I de X dans [0, 1] en
posant

Φ1 = Ψ1,

et

Φi = min(Ψi, 1−
i−1∑
j=1

Φj),

pour 2 ≤ i ≤ k. Montrons tout d’abord que Φi est à valeurs dans [0, 1] pour tout
i ∈ I. C’est clair pour i = 1. Soit i ∈ {2, . . . , k} et x ∈ X. Alors Φi(x) ≤ Ψi(x) ≤ 1.
Si Φi(x) = Ψi(x), alors Φi(x) ≥ 0. Sinon Φi(x) = 1−

∑i−1
j=1 Φj(x). Comme Φi−1(x) ≤

1−
∑i−2
j=1 Φj(x) (par définition de Φi−1), on en déduit

Φi(x) = 1−
i−2∑
j=1

Φj(x)− Φi−1(x) ≥ 0.

L’inclusion (P1) résulte de l’inclusion (5.3) puisque l’on a supp(Φi) ⊂ supp(Ψi)
pour tout i ∈ I. Montrons (P2), c’est-à-dire∑

i∈I
Φi(x) = 1 quel que soit x ∈ X.

Soit x ∈ X. Notons tout d’abord que l’inégalité Φk(x) ≤ 1 −
∑k−1
j=1 Φj(x) implique∑

i∈I Φi(x) ≤ 1. Comme (Vi)i∈I est un recouvrement de X, il existe i0 ∈ I tel que
x ∈ Vi0 . On a alors Ψi0(x) = 1, ce qui implique Φi0(x) = 1 −

∑i0−1
j=1 Φj(x). Il en

résulte
∑
i∈I Φi(x) = 1. Montrons que l’on a

(5.4) Φi−1(]0, 1[) ⊂
i⋃

j=1

Wj .



5.2. PROPRIÉTÉ DE LA PETITE FRONTIÈRE 77

Soit x ∈ X tel que Φi(x) /∈ {0, 1}. Par définition de Φi on a alors Ψi(x) /∈ {0, 1}
ou
∑i−1
j=1 Φj(x) /∈ {0, 1}. Supposons Ψi(x) /∈ {0, 1}. Alors x ∈ (Vi ∪ Wi) \ Vi et

donc x ∈ Wi. Supposons maintenant
∑i−1
j=1 Φj(x) /∈ {0, 1}. Il en résulte qu’il existe

1 ≤ i0 ≤ i−1 tel que Φi0(x) /∈ {0, 1}. On a alors Ψi0(x) 6= 0. Comme
∑i−1
j=1 Φj(x) 6= 1,

on a en particulier Φi0(x) 6= 1−
∑i0−1
j=1 Φj(x). Cela montre que Ψi0(x) 6= 1. On a donc

Ψi0(x) /∈ {0, 1}, ce qui implique x ∈ (Vi0 ∪Wi0) \ Vi0 ⊂Wi0 . On en déduit (5.4).
D’après l’inclusion (5.4), on a donc

Ω =
⋃
i∈I

Φi−1(]0, 1[) ⊂
⋃
i∈I

Wi.

D’après les inégalités (v) et (vi) du lemme 5.1 et l’inégalité (5.2) on a

MFn(Ω) ≤
∑
i∈I

MFn(Wi) ≤ ε|Fn|.

Cela démontre l’inégalité (P3). �

Voici le résultat principal de ce chapitre :

Théorème 5.6. — Soit G un groupe dénombrable moyennable agissant continûment
sur un espace compact métrisable X. Supposons que le système dynamique X vérifie
la propriété de la petite frontière. Alors on a

mdim(X,G) = 0.

Démonstration. — Soient α = (Ui)i∈I un recouvrement ouvert fini de X et (Fn)n∈N
une suite de Følner de G. On va démontrer que

lim
n→∞

D(αFn)
|Fn|

= 0,

ce qui démontrera le théorème d’après la définition de mdim(X,G) (voir chap. 3).
Soit ε > 0. D’après le lemme 3.3, il suffit de montrer qu’il existe N ∈ N tel que
pour n ≥ N , il existe une application continue αFn -compatible de X dans un espace
compact de dimension inférieure ou égale à ε|Fn|.

Posons k = |α| et appliquons le lemme 5.5 à α, à ε/k et à la suite (Fn) : il existe
N ∈ N tel que pour tout entier n ≥ N , il existe des fonctions continues Φi : X → [0, 1],
i ∈ I, satisfaisant les propriétés suivantes :

(P1) supp(Φi) ⊂ Ui quel que soit i ∈ I,
(P2)

∑
i∈I Φi(x) = 1 quel que soit x ∈ X,

(P3) MFn(Ω) = maxx∈X
∑
g∈Fn χΩ(gx) ≤ ε|Fn|

k , où Ω =
⋃
i∈I Φi−1(]0, 1[).

Fixons un entier n ≥ N . Définissons une application continue fFn : X → RI×Fn par

fFn(x) = (Φi(gx))(i,g)∈I×Fn .

Montrons que l’application fFn : X → fFn(X) est αFn -compatible. En effet, soient
y ∈ fFn(X) et g ∈ Fn. D’après (P2), il existe ig ∈ I tel que Φig (gx) > 0 pour tout
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x ∈ f−1
Fn

(y). D’après (P1), on a alors f−1
Fn

(y) ⊂
⋂
g∈Fn g

−1Uig . Donc f−1
Fn

(y) est inclus
dans un ouvert de αFn . On conclut en utilisant le lemme 3.4.

Il reste à montrer que dim(fFn(X)) ≤ ε|Fn|. Soit (ei,g)(i,g)∈I×Fn la base canonique
de RI×Fn . Pour toute partie B ⊂ Fn et pour tout ξ ∈ {0, 1}I×Fn , on définit le sous-
espace affine A(ξ,B) de RI×Fn par

A(ξ,B) = ξ + V (B),

où V (B) est le sous-espace vectoriel de RI×Fn engendré par les (ei,g)(i,g)∈I×B . Nous
allons montrer que l’on a

(5.5) fFn(X) ⊂
⋃
B,ξ

A(ξ,B),

où B décrit les sous-ensembles de Fn vérifiant |B| ≤ ε|Fn|
k et où ξ décrit {0, 1}I×Fn .

Soit x ∈ X. D’après la propriété (P3), il existe B ⊂ Fn tel que |B| ≤ ε|Fn|
k et

Φi(gx) ∈ {0, 1} quels que soient i ∈ I et g ∈ Fn \B. On en déduit fFn(x) ∈ A(ξ,B),
où ξ ∈ {0, 1}I×Fn est défini par

ξi,g =


Φi(gx) si (i, g) ∈ I × (Fn \B)

0 sinon.

L’inclusion (5.5) est donc vérifiée. Comme fFn(X) est inclus dans une réunion fi-
nie de sous-espaces affines de RI×Fn de dimension inférieure où égale à ε|Fn|, on a
dim(fFn(X)) ≤ ε|Fn|. Cela achève la démonstration du théorème. �

5.3. Systèmes uniquement ergodiques

Soit X un espace compact métrisable muni d’une action continue d’un groupe
moyennable G. Le système dynamique X est dit uniquement ergodique s’il admet
une unique mesure G-invariante µ ∈ M(X). Rappelons que si G est moyennable,
il existe au moins une mesure G-invariante sur X d’après une caractérisation de la
moyennabilité (théorème 1.33).

La notion d’ensemble Z-petit pour les actions de Z a été introduite par Shub et
Weiss dans [ShW] où il est démontré que tout système uniquement ergodique vérifie
la propriété de la petite frontière. Dans ce qui suit, on étend la démonstration au cas
d’actions de groupes dénombrables moyennables discrets.

Lemme 5.7. — Soit E ⊂ X un fermé. Alors E est G-petit si et seulement si µ(E) =
0 pour toute mesure G-invariante µ ∈M(X).

Démonstration. — Soit E un borélien qui est G-petit. Soient µ ∈ M(X) une me-
sure G-invariante sur X et ε > 0. Soit (Fn)n∈N une suite de Følner de G. Puisque
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ocap(E) = 0, il existe N ∈ N tel que pour tout n ≥ N , on ait

(5.6) sup
x∈X

1
|Fn|

∑
g∈Fn

χE(gx) ≤ ε.

Comme µ est G-invariante, on a µ(E) =
∫
x∈X χE(gx) dµ(x) pour tout g ∈ G. On en

déduit en utilisant (5.6) que l’on a

µ(E) =
∫
x∈X

1
|Fn|

∑
g∈Fn

χE(gx) dµ(x) ≤ ε

pour tout n ≥ N . Il en résulte que µ(E) = 0.
Supposons maintenant que E est un fermé qui n’est pas G-petit. Nous allons mon-

trer qu’il existe une mesure G-invariante µ ∈M(X) vérifiant µ(E) > 0. Soit (Fn)n∈N
une suite de Følner de G. Puisque ocap(E) > 0, il existe un réel c > 0 et une suite
(xn)n∈N d’éléments de X tels que

(5.7)
1
|Fn|

∑
g∈Fn

χE(gxn) ≥ c quel que soit n ∈ N.

Définissons pour tout n ∈ N la mesure µn ∈M(X) par

µn =
1
|Fn|

∑
g∈Fn

δgxn ,

où δx désigne la masse de Dirac en x. Puisque M(X) est un compact métrisable pour
la topologie faible* (la métrisabilité résulte du fait que C(X) est séparable lorsque X
est métrisable, voir [DuS, Th. V.5.1]), quitte à prendre une sous-suite de (µn)n∈N, on
peut donc supposer que (µn) converge vers une mesure µ ∈ M(X) relativement à la
topologie faible*. Montrons que µ est G-invariante et que µ(E) > 0. Soient f ∈ C(X)
et g′ ∈ G. Définissons fg′ : X → R par fg′(x) = f(g′x). On a pour tout n ∈ N

(5.8)
∣∣Lµn(fg′)−Lµn(f)| = 1

|Fn|
∣∣ ∑
g∈Fn

f(g′gxn)−
∑
g∈Fn

f(gxn)
∣∣ ≤ |g′Fn 4 Fn|

|Fn|
||f ||∞.

Comme (Fn) est une suite de Følner de G, on a

lim
n→∞

|g′Fn 4 Fn|
|Fn|

= 0.

Par passage à la limite dans (5.8), on en déduit

Lµ(f) = Lµ(fg′),

ce qui montre la G-invariance de µ.
Montrons µ(E) > 0. Raisonnons par l’absurde en supposant µ(E) = 0. Comme µ

est régulière, il existe un ouvert V contenant E tel que µ(V ) ≤ c/2. Soit f : X → [0, 1]
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une fonction continue vérifiant f(x) = 1 si x ∈ E et f(x) = 0 si x ∈ X\V . En utilisant
l’inégalité (5.7), on a donc pour tout n ∈ N

Lµn(f) =
∫
X

f dµn ≥
∫
X

χE dµn = µn(E) ≥ c.

Par passage à la limite, on a Lµ(f) ≥ c. Par ailleurs, on a

Lµ(f) =
∫
X

f dµ ≤
∫
X

χV dµ = µ(V ) ≤ c/2.

On obtient ainsi une contradiction. On en déduit µ(E) > 0. �

Proposition 5.8. — Soit X un espace compact métrisable muni d’une action conti-
nue d’un groupe dénombrable moyennable G. Supposons que le système dynamique X
est uniquement ergodique. Alors X vérifie la propriété de la petite frontière.

Démonstration. — Soit d une métrique sur X compatible avec la topologie. Pour
tous x ∈ X et r > 0, on pose B(x, r) = {y ∈ X : d(x, y) ≤ r} et S(x, r) = {y ∈
X : d(x, y) = r}. Notons que l’on a Fr(B(x, r)) ⊂ S(x, r).

Soit µ ∈ M(X) l’unique mesure G-invariante sur X. Soit x ∈ X. Définissons
Rx ⊂ R par

Rx = {r ∈]0,∞[ : ocap(S(x, r)) > 0}.
D’après le lemme 5.7, on a

Rx = {r ∈]0,∞[ : µ(S(x, r)) > 0}.

Comme µ(X) est finie, l’ensemble Rx est dénombrable quel que soit x ∈ X. On en
déduit que tout point deX admet une base de voisinages constituée de boules ouvertes
de frontière G-petite. L’espace X vérifie donc la propriété de la petite frontière.

�

Corollaire 5.9. — Soit X un espace compact métrisable muni d’une action continue
uniquement ergodique d’un groupe dénombrable moyennable G. Alors la dimension
topologique moyenne de X est nulle.

Démonstration. — Cela résulte du théorème 5.6 et de la proposition 5.8. �



CHAPITRE 6

GÉNÉRALISATION D’UN CONTRE-EXEMPLE DE

LINDENSTRAUSS ET WEISS

Étant donné un groupe infini dénombrable, moyennable et résiduellement fini G, on
construit dans ce chapitre une action continue minimale de G sur un espace compact
métrisable X telle que le système dynamique (X,G) ne se plonge pas dans le G-
décalage sur [0, 1]G. Cela généralise une construction due à E. Lindenstrauss et B.
Weiss [LiW] pour G = Z. Les résultats de ce chapitre sont repris dans [Kr2].

6.1. Introduction

Soient G un groupe dénombrable et K un espace topologique. On munit l’ensemble
KG = {x = (xg)g∈G : xg ∈ K} de la topologie produit. Rappelons que le G-décalage
sur KG (ou encore G-décalage d’espace de symboles K) est le système dynamique
(KG, G) = (KG, σ), où σ : G ×KG → KG, (g, x) 7→ gx est l’action (à gauche) de G
sur KG définie par

(gx)g′ = xg′g,

quels que soient x ∈ KG et g, g′ ∈ G.
Un théorème dû à A. Jaworski (voir [Jaw, Cor. IV.2.1]) affirme que si G est com-

mutatif, alors toute action continue minimale de G sur un espace compact métrisable
de dimension topologique finie se plonge dans le G-décalage sur [0, 1]G. Dans [LiW,
Prop. 3.5], E. Lindenstrauss et B. Weiss ont construit une action continue ϕ de Z
sur un espace compact métrisable X telle que le système dynamique (X,ϕ) soit mi-
nimal et ne se plonge pas dans le Z-décalage sur [0, 1]Z. L’existence d’un tel système
montre en particulier que le théorème de Beboutov sur le plongement des flots (voir
par exemple [Aus, Th.1 p.184] ou [Kak]) n’a pas d’analogue discret.

Dans ce chapitre, on généralise la construction de Lindenstrauss et Weiss. Nous
démontrons le résultat suivant :
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Théorème 6.1. — Soit G un groupe infini dénombrable, moyennable et résiduel-
lement fini. Alors il existe un espace compact métrisable X, muni d’une action conti-
nue ϕ de G, tel que le système dynamique (X,ϕ) soit minimal et ne se plonge pas
dans le G-décalage sur [0, 1]G.

Un groupe G est dit résiduellement fini si l’intersection de tous ses sous-groupes
d’indice fini est réduit à {1G}. Si G est dénombrable alors G est résiduellement fini si
et seulement si il existe une suite décroissante (Hn) de sous-groupes d’indice fini de
G (que l’on peut supposer distingués) telle que

⋂
nHn = {1G}.

Tous les groupes commutatifs de type fini sont moyennables et résiduellement finis.
Le théorème 6.1 montre donc que l’on ne peut pas supprimer l’hypothèse de finitude
de la dimension topologique dans le théorème de Jaworski si G est un groupe de type
fini.

L’outil essentiel utilisé dans la démonstration du théorème 6.1 est la dimension
topologique moyenne (notée ici mdim(X,ϕ)). Cet invariant donne une condition
nécessaire pour l’existence d’un plongement d’un système dynamique dans un autre.
La démonstration du théorème 6.1 se réduit alors à la construction d’un système dy-
namique minimal (X,ϕ) de dimension topologique moyenne strictement supérieure à
mdim([0, 1]G, σ) = 1.

6.2. Sous-décalages de type bloc

Soient G un groupe dénombrable et K un espace topologique. Rappelons que pour
tout A ⊂ G, on note πA la projection de KG = KA ×KG\A sur KA.

Pour tout g ∈ G, considérons l’homéomorphisme σgA : KAg → KA défini par

σgA
(
(xg′)g′∈Ag

)
= (xag)a∈A,

pour tout (xg′)g′∈Ag ∈ KAg. Posons pour simplifier σg = σgG. Remarquons que
σg : KG → KG est l’application x 7→ gx. Avec ces notations, on obtient le diagramme
commutatif suivant :

(6.1)

KG σg−−−−→ KG

πAg

y yπA
KAg

σgA−−−−→ KA.

Soit H un sous groupe de G. Soit G/H = {gH : g ∈ G} l’ensemble des classes à
gauche de G suivant H. On note µH la surjection canonique de G sur G/H. Fixons
un système complet de représentants des classes à gauche de G suivant H, c’est-à-dire
un sous-ensemble C ⊂ G tel que la restriction de µH à C soit une bijection de C sur
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G/H. Soit B un sous-ensemble de KC . On définit X0 ⊂ KG par

X0 = X0(H,C,B) = {x ∈ KG | πC(hx) ∈ B pour tout h ∈ H}
=

⋂
h∈H

h−1π−1
C (B).

Il est clair que X0 est un sous-espace H-invariant de KG.

Remarque 6.2. — Considérons des parties E et D de G telles que E ⊂ H et D ⊂ C.
L’identification de D × E avec DE fournie par la bijection (x, h) 7→ xh, donne un
homéomorphisme naturel entre les espaces (KD)E et KDE . En prenant E = H et
D = C, on obtient un homéomorphisme H-équivariant entre (KC)H et KG qui induit
un homéomorphisme H-équivariant entre BH ⊂ (KC)H et X0.

Le sous-espace X ⊂ KG défini par

X = X(H,C,B) =
⋃
g∈G

gX0

est un sous-décalage de KG appelé sous-décalage de type bloc associé au triplet
(H,C,B). Observons que l’on a X =

⋃
g∈C gX0.

Rappelons qu’un système dynamique X est dit topologiquement transitif s’il admet
une orbite dense dans X.

Lemme 6.3. — Soit X ⊂ KG le sous-décalage de type bloc associé au triplet (H,C,B).
Supposons H infini et B séparable. Alors le système dynamique (X,σ) est topologi-
quement transitif.

Démonstration. — Rappelons que l’on a un homéomorphisme H-équivariant entre
X0 et BH (remarque 6.2). Comme X =

⋃
g∈G gX0, il suffit de démontrer que le

H-décalage sur BH est topologiquement transitif.
Comme H est dénombrable, il existe une suite croissante E0 ⊂ E1 ⊂ . . . de parties

finies de H telle que H =
⋃
i∈N Ei. Soit A ⊂ B une partie dénombrable dense dans B.

Alors AEi ⊂ BEi est dense dans BEi pour tout i ∈ N. Posons D =
⋃
i∈N A

Ei . Comme
D est dénombrable, on peut supposer D = {d(n) : n ∈ N}.

On va obtenir un élément y ∈ BH d’orbite dense en concaténant les éléments de
D. Pour tout n ∈ N, il existe ψ(n) ∈ N tel que d(n) ∈ AEψ(n) . Comme H est infini, on
peut trouver une suite (hn)n∈N d’éléments de H telle que la suite (Eψ(n)hn)n∈N soit
composée de parties disjointes de H. Choisissons arbitrairement b ∈ B. On définit
l’élément y = (yh)h∈H ∈ BH de la façon suivante

yh =


(d(n))hh−1

n
s’il existe n ∈ N tel que h ∈ Eψ(n)hn

b sinon.

Remarquons que l’on a (hny)h = (d(n))h quel que soit h ∈ Eψ(n). Il est clair alors que
y est un élément d’orbite dense du H-décalage sur BH .
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�

Soient X un espace topologique, A ⊂ X et x ∈ A. On dit que x est un point isolé
de A s’il existe un voisinage ouvert V de x dans X tel que V ∩A = {x}.

Lemme 6.4. — Soit X ⊂ KG le sous-décalage de type bloc associé au triplet (H,C,B).
Supposons que H est infini et que B contient au moins deux éléments. Alors X est
sans point isolé.

Démonstration. — D’après la remarque 6.2, l’espace X0 est homéomorphe à BH

(muni de la topologie produit). Comme H est infini et que B contient au moins
deux éléments, tous les ouverts non vides de BH contiennent une infinité d’éléments.
L’espace X0 est donc sans point isolé. On en déduit que X =

⋃
g∈G gX0 est sans point

isolé. �

6.3. Minoration de la dimension topologique moyenne de systèmes mini-
maux

Les résultats de cette section, qui généralisent des résultats contenus dans [LiW],
sont utilisés pour construire des sous-décalages minimaux de dimensions topologiques
moyennes arbitrairement grandes.

Soit (X, d) un espace métrique et ε > 0. On dit qu’un sous-ensemble Y ⊂ X est
ε-dense dans X si pour tout x ∈ X, il existe y ∈ Y tel que d(x, y) ≤ ε.

On dit qu’un système dynamique X est minimal si toutes ses orbites sont denses
dans X.

Lemme 6.5. — Soit ϕ une action continue d’un groupe G sur un espace métrique
(E, d). Soient (Xn)n∈N une suite de sous-ensembles G-invariants de E et X =

⋂
n∈N Xn.

On suppose qu’il existe une suite (εn)n∈N de réels strictement positifs qui converge vers
0 telle que, pour tout n ∈ N et pour tout x ∈ Xn, l’orbite de x soit εn-dense dans Xn.
Alors le système dynamique (X,ϕ) est minimal.

Démonstration. — Soit n ∈ N. Si x, y ∈ X, alors x, y ∈ Xn. Comme l’orbite de x
est εn-dense dans Xn, il existe gn ∈ G tel que d(gnx, y) ≤ εn. L’orbite de x est donc
dense dans X. �

Soit G un groupe dénombrable moyennable. On définit la densité δ(J) ∈ [0, 1] d’un
sous-ensemble J ⊂ G par

δ(J) = sup
(Fi)

lim sup
i→∞

|J ∩ Fi|
|Fi|

,

où (Fi) décrit les suites de Følner de G.
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Lemme 6.6. — Soit G un groupe dénombrable moyennable. Notons K = [0, 1]N , où
N ∈ N. Soit X ⊂ KG un sous-décalage fermé. Supposons qu’il existe un élément
x̄ = (x̄g)g∈G ∈ X et un sous-ensemble J ⊂ G vérifiant la condition suivante : tout
élément x = (xg)g∈G ∈ KG tel que πG\J(x) = πG\J(x̄) appartient à X. Alors on a

mdim(X,σ) ≥ Nδ(J).

Démonstration. — Considérons la métrique ρ sur K induite par la norme sup de RN .
Comme G est dénombrable, on peut trouver une famille (αg)g∈G de réels strictement
positifs tels que α1G = 1 et

∑
g∈G αg <∞. Considérons la métrique d sur KG définie

par

d(x, y) =
∑
g∈G

αgρ(xg, yg) quels que soient x = (xg)g∈G, y = (yg)g∈G ∈ KG.

Observons que d est compatible avec la topologie produit sur KG et que l’on a

ρ(x1G , y1G) ≤ d(x, y),(6.2)

quels que soient x = (xg)g∈G, y = (yg)g∈G ∈ KG. Soit F une partie finie non vide de
G. Rappelons que la métrique dF est donnée par

dF (x, y) = max
g∈F

d(gx, gy) quels que soient x, y ∈ KG.

Soit ρF la métrique sur KF définie par

(6.3) ρF (u, v) = max
g∈F

ρ(ug, vg),

quels que soient u = (ug)g∈F , v = (vg)g∈F ∈ KF . Considérons le plongement
ψF : KF → KG qui associe à chaque élément u = (ug)g∈F ∈ KF l’élément x =
(xg)g∈G ∈ KG défini par

xg =
{
ug si g ∈ F
x̄g si g ∈ G \ F.

L’inégalité (6.2) et l’égalité (6.3) entrâınent

(6.4) ρF (u, v) ≤ dF (ψF (u), ψF (v)) quels que soient u, v ∈ KF .

Soient (Fi) une suite de Følner de G et n ∈ N. Posons Jn = J ∩ Fn. Les propriétés
vérifiées par x̄ et J impliquent que ψJn(u) ∈ X pour tout u ∈ KJn . L’inégalité (6.4)
et le fait que Jn ⊂ Fn nous donnent

ρJn(u, v) ≤ dJn(ψJn(u), ψJn(v)) ≤ dFn(ψJn(u), ψJn(v))

quels que soient u, v ∈ KJn . En utilisant le lemme 3.8, on en déduit que l’on a

(6.5) dimε(KJn , ρJn) ≤ dimε(X, dFn),
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pour tout ε > 0. Supposons maintenant ε ≤ 1. Remarquons que la métrique ρJn sur
KJn = ([0, 1]N )Jn est la métrique induite par la norme sup de RN |Jn|. Il résulte de la
proposition 3.9 que dimε(KJn , ρJn) = N |Jn|. L’inégalité (6.5) donne alors

(6.6) N |Jn| ≤ dimε(X, dFn).

Par définition de mdimε(X, d, σ) (chap. 3), on a

mdimε(X, d, σ) = lim
i→∞

dimε(X, dFi)
|Fi|

.

Comme l’inégalité (6.6) est vérifiée pour tout n ∈ N, on en déduit

Nδ(J) ≤ mdimε(X, d, σ).

En utilisant le théorème 3.13, on obtient

mdim(X,σ) = lim
ε→0

mdimε(X, d, σ) ≥ Nδ(J).

�

Lemme 6.7. — Soit G un groupe dénombrable moyennable. Soit (εn)n∈N une suite
de réels strictement positifs tendant vers 0. Posons K = [0, 1]N , où N ∈ N. Soit
X(n) une suite de sous-décalages fermés de KG (n ∈ N). Soit d une métrique sur
KG compatible avec la topologie produit. On suppose qu’il existe, pour tout n ∈ N, un
élément x̄(n) ∈ X(n) et un sous-ensemble I(n) ⊂ G vérifiant les propriétés suivantes :

(P1) l’orbite de tout point de X(n) est εn-dense dans X(n) relativement à d,

(P2) X(n+1) ⊂ X(n),

(P3) I(n+1) ⊂ I(n),

(P4) πG\I(n)(x̄(n+1)) = πG\I(n)(x̄(n)),

(P5) tout x ∈ KG tel que πG\I(n)(x) = πG\I(n)(x̄(n)) appartient à X(n),

pour tout n ∈ N.
Soit X ⊂ KG le sous-décalage fermé défini par

X =
⋂
n∈N

X(n).

Alors le système dynamique (X,σ) est minimal et l’on a

mdim(X,σ) ≥ Nδ(J),

où δ(J) est la densité de l’ensemble J ⊂ G défini par

J =
⋂
n∈N

I(n).
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Démonstration. — La propriété (P1) implique que le système dynamique (X,σ) est
minimal d’après le lemme 6.5. Par compacité de KG, on peut extraire de la suite
(x̄(n)) une sous-suite qui converge vers un élément x̄ ∈ KG. On a x̄ ∈ X en utilisant
(P2) et l’hypothèse de fermeture des X(n). D’autre part, les propriétés (P2), (P3) et
(P4) entrâınent πG\I(n)(x̄) = πG\I(n)(x̄(n)) pour tout n ∈ N. En utilisant (P5), on en
déduit que tout élément x ∈ KG tel que πG\J(x) = πG\J(x̄) appartient à X. On a
donc mdim(X,σ) ≥ Nδ(J) d’après le lemme 6.6. �

6.4. Construction de systèmes dynamiques minimaux

Dans cette section on construit des actions minimales de dimension topologique
moyenne arbitrairement grande. Plus précisément nous allons démontrer le théorème
suivant :

Théorème 6.8. — Soit G un groupe infini dénombrable, moyennable et résiduel-
lement fini. Pour tout entier N ≥ 1, il existe un sous-décalage fermé X ⊂ ([0, 1]N )G

tel que le système dynamique (X,σ) soit minimal et vérifie

mdim(X,σ) > N/2.

On utilisera les lemmes élémentaires suivants dans la preuve du théorème 6.8.

Lemme 6.9. — Soit H un sous-groupe d’un groupe G et C un système complet de
représentants des classes à gauche de G suivant H. Soient D et E des parties finies
de G telles que D ⊂ C et E ⊂ H. Alors |DE| = |D||E|.

Démonstration. — Cela résulte du fait que l’application de C ×H vers G définie par
(c, h) 7→ ch est une bijection. �

Lemme 6.10. — Soit (Gi)i∈N une suite décroissante de sous-groupes d’un groupe G
telle que

⋂
i∈N Gi = {1G}. Soit F ⊂ G une partie finie. Alors il existe iF ∈ N tel que

la restriction à F de la surjection canonique µGi : G→ G/Gi soit injective pour tout
i ≥ iF .

Démonstration. — Comme F est fini, il suffit de démontrer que pour des éléments
distincts g et g′ de F , on a µGi(g) 6= µGi(g

′) pour i assez grand. Si ce n’était pas le
cas, on aurait µGi(g) = µGi(g

′) pour une infinité d’entiers i. La décroissance de la
suite (Gi) impliquerait alors g−1g′ ∈

⋂
i∈N Gi = {1G}, ce qui est absurde. �

Lemme 6.11. — Soit ϕ une action continue d’un groupe G sur un espace métrique
compact (X, d) sans point isolé. Soit y ∈ X un point d’orbite dense dans X. Soient F
une partie finie de G et ε > 0. Alors il existe une partie finie K ⊂ G ne rencontrant
pas F telle que pour tout x ∈ X, il existe k ∈ K vérifiant d(x, ky) < ε.
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Démonstration. — Soit x ∈ X. Comme x n’est pas un point isolé dans l’espace
métrique X, que l’orbite de y est dense dans X et que F est une partie finie de
G, il existe gx ∈ G \ F tel que d(x, gxy) < ε. Par continuité de la distance, il existe
un voisinage ouvert Vx de x tel que d(z, gxy) < ε pour tout z ∈ Vx. Par compacité de
X, on peut trouver un ensemble fini A ⊂ X tel que les Vx, x ∈ A, recouvrent X. Il
suffit alors de prendre K = {gx : x ∈ A}. �

Démonstration du théorème 6.8. — Posons K = [0, 1]N . Comme G est dénom-
brable, il existe une suite croissante (Ei)i∈N de parties finies de G telle que G =⋃
i∈N Ei. On munit KG d’une métrique d qui soit compatible avec la topologie pro-

duit. Donnons-nous une suite de nombres réels strictement positifs (εi)i∈N conver-
geant vers 0 telle que ε0 = diam(KG), ainsi qu’une suite d’entiers strictement po-
sitifs (ai)i∈N qui tend vers l’infini (une condition sur les ai sera imposée en fin de
démonstration). Puisque G est un groupe dénombrable résiduellement fini, il existe
une suite décroissante G = G0 ⊃ G1 ⊃ . . . de sous-groupes d’indice fini de G telle que⋂
i∈N Gi = {1G}. Comme G est infini, on a limi→∞[G : Gi] = +∞. Quitte à extraire

une sous-suite de (Gi), on peut supposer que la suite (Gi) est strictement décroissante.
On va construire une suite de triplets (Hn, Cn, Bn)n∈N, où Hn est un sous-groupe

de G, où Cn est un système complet de représentants des classes à gauche de G suivant
Hn contenant 1G et où Bn est un sous-espace fermé de KCn contenant au moins deux
éléments. En fait, la suite (Hn)n∈N sera une sous-suite de la suite (Gn)n∈N, c’est-à-dire
Hn = Gϕ(n) (n ∈ N) où ϕ : N → N est strictement croissante. On va aussi construire
une suite de sous-ensembles non vides I(n) ⊂ G telle que les ensembles X(n)

0 et X(n)

définis par

X
(n)
0 = X0(Hn, Cn, Bn) = {x ∈ KG | πCn(hx) ∈ Bn pour tout h ∈ Hn}

=
⋂
h∈Hn

h−1π−1
Cn

(Bn)

et
X(n) = X(Hn, Cn, Bn) =

⋃
g∈G

gX
(n)
0 =

⋃
g∈Cn

gX
(n)
0

vérifient les propriétés suivantes pour tout n ∈ N :

(Q1) l’orbite de tout élément de X(n) est εn-dense dans X(n) relativement à d,

(Q2) πG\I(n)(x) = πG\I(n)(x′) quels que soient x, x′ ∈ X(n)
0 ,

(Q3) X(n+1)
0 ⊂ X

(n)
0 (et donc X(n+1) ⊂ X(n)),

(Q4) I(n+1) ⊂ I(n).

Construction des X(n). — La construction se fait par récurrence sur n. On com-
mence par prendre H0 = G0 = G, C0 = {1G}, B0 = K{1G} et I(0) = G. On a
donc X(0)

0 = X(0) = KG. Notons que B0 contient au moins deux points et que les
conditions (Q1) et (Q2) sont trivialement vérifiées pour n = 0. On pose ϕ(0) = 0.
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Supposons que l’on ait déjà construit Hn, Cn, Bn et I(n) pour un certain n ∈ N.
On construit Hn+1, Cn+1, Bn+1 et I(n+1) de la manière suivante. Comme Bn est un
espace compact métrisable, il est séparable. D’autre part Hn est infini puisque c’est
un sous-groupe d’indice fini du groupe infini G. Il résulte du lemme 6.3 que le système
dynamique (X(n), σ) est topologiquement transitif. On peut donc trouver un élément
y ∈ X(n) dont l’orbite est dense dans X(n). Quitte à remplacer y par un point de son
orbite, on peut supposer y ∈ X

(n)
0 . Par définition de la topologie produit sur KG, il

existe une partie finie non vide Pn+1 ⊂ G telle que

(6.7) πPn+1(x) = πPn+1(x
′) ⇒ d(x, x′) ≤ εn+1

2

quels que soient x, x′ ∈ KG. Par hypothèse de récurrence, l’espace Bn contient au
moins deux éléments. On en déduit en utilisant le lemme 6.4 que l’espace X(n) est
sans point isolé. Il résulte du lemme 6.11 qu’il existe une partie finie Tn+1 ⊂ G

disjointe de la partie finie P−1
n+1Cn telle que pour tout x ∈ X(n), il existe k ∈ Tn+1 tel

que

(6.8) d(x, ky) ≤ εn+1

2
.

Par hypothèse de récurrence, on a 1G ∈ Cn. Par le choix de Tn+1, on a alors 1G /∈
Pn+1Tn+1. D’autre part, puisque G = CnHn, il existe une partie finie Qn+1 ⊂ Hn

telle que

(6.9) Pn+1Tn+1 ⊂ CnQn+1.

Or, Pn+1Tn+1 ∩ Cn = ∅. On peut donc supposer

(6.10) 1G /∈ Qn+1.

Notons que le groupe Hn est moyennable comme sous-groupe du groupe moyennable
G. Soit (F (n)

i )i∈N une suite de Følner de Hn. Alors (CnF
(n)
i )i∈N est une suite de

Følner de G d’après la proposition 3.17. D’après la proposition 2.4, il existe ψ(n) ∈ N
tel que

(6.11) αG(CnF
(n)
ψ(n), En) ≤

1
n+ 1

.

Comme Hn est infini et que F (n)
ψ(n) et Qn+1 sont des parties finies de Hn, on peut

trouver un élément hn ∈ Hn tel que

(6.12) F
(n)
ψ(n)hn ∩Qn+1 = ∅.

Posons An = F
(n)
ψ(n)hn. Observons que les propriétés de αG (voir les égalités (2.1)) et

l’inégalité (6.11) impliquent

(6.13) αG(CnAn, En) = αG(CnF
(n)
ψ(n), En) ≤

1
n+ 1

.
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Nous allons construire Hn+1 et Cn+1. Rappelons que par hypothèse de récurrence, on
a Hn = Gϕ(n). Comme limi→∞[G,Gi] = +∞, il existe i0 ∈ N tel que

(6.14)
[G : Gi]− |CnQn+1|

[G : Gi]
≥ an+1

1 + an+1
,

pour tout i ≥ i0. Puisque
⋂
i∈N Gi = {1G}, le lemme 6.10 implique qu’il existe un

entier m ≥ max(i0, ϕ(n) + 1) tel que la restriction à la partie finie Qn+1 ∪An ∪ {1G}
de la surjection canonique µGm : G→ G/Gm est injective. Comme m > ϕ(n), le sous-
groupe Gm est strictement inclus dans Gϕ(n) = Hn. L’injectivité de la restriction de
µGm à Qn+1 ∪ An ∪ {1G} ⊂ Hn implique l’existence d’une partie finie Rn+1 ⊂ Hn

vérifiant

(6.15) Rn+1 ⊃ Qn+1 ∪An ∪ {1G}

et telle que Rn+1 soit un système complet de représentants des classes à gauche de
Hn suivant Gm. On en déduit que CnRn+1 est un système complet de représentants
des classes à gauche de G suivant Gm. Posons

Cn+1 = CnRn+1

et remarquons que 1G ∈ Cn+1. En utilisant le lemme 6.9, on a

|Rn+1 \Qn+1|
|Rn+1|

=
|Cn(Rn+1 \Qn+1)|

|CnRn+1|
=

[G : Gm]− |CnQn+1|
[G : Gm]

.

On déduit de l’égalité précédente et de l’inégalité (6.14) :

(6.16)
|Rn+1 \Qn+1|

|Rn+1|
≥ an+1

1 + an+1
.

Posons ϕ(n + 1) = m et Hn+1 = Gϕ(n+1). Remarquons qu’avec ces notations, on a
alors

(6.17) Hn = Rn+1Hn+1.

Soit Bn+1 le sous-ensemble fermé de KCn+1 défini par :

Bn+1 = {(xg)g∈Cn+1 ∈ (Bn)Rn+1 ⊂ (KCn)Rn+1 = KCn+1 | xg = yg si g ∈ CnQn+1}.

Remarquons tout d’abord que Bn+1 contient au moins deux éléments. Cela résulte
du fait que Bn contient au moins deux éléments et que Qn+1 6= Rn+1 car 1G ∈
Rn+1 \Qn+1 (voir (6.10) et (6.15)). Considérons les ensembles

X
(n+1)
0 ⊂ X(n+1)

définis par le triplet (Hn+1, Cn+1, Bn+1). On a X(n+1)
0 ⊂ X

(n)
0 . En effet, en utilisant

la définition de Bn+1, les identifications discutées dans la remarque 6.2 et l’égalité
(6.17), on a

X
(n+1)
0 = (Bn+1)Hn+1 ⊂ ((Bn)Rn+1)Hn+1 = (Bn)Rn+1Hn+1 = (Bn)Hn = X

(n)
0 .
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Il en résulteX(n+1) ⊂ X(n). Montrons que l’orbite d’un élément quelconque deX(n+1)

est εn+1-dense dans X(n+1). Soient x, x′ ∈ X(n+1) ⊂ X(n). Par le choix de Tn+1 (voir
l’inégalité (6.8)), il existe k ∈ Tn+1 tel que

(6.18) d(x, ky) ≤ εn+1

2
.

Comme Pn+1Tn+1 ⊂ CnQn+1 (c’est l’inclusion (6.9)), la définition de X(n+1) im-
plique qu’il existe g ∈ G tel que πPn+1Tn+1(gx

′) = πPn+1Tn+1(y). En particulier, on a
πPn+1k(gx

′) = πPn+1k(y), ce qui équivaut

(6.19) πPn+1(kgx
′) = πPn+1(ky)

(voir le diagramme (6.1)). En utilisant l’inégalité triangulaire, l’inégalité (6.18), l’im-
plication (6.7) et l’égalité (6.19), on obtient

d(x, kgx′) ≤ d(x, ky) + d(ky, kgx′) ≤ εn+1.

Cela démontre que l’orbite de x′ est εn+1-dense dans X(n+1). La propriété (Q1) est
donc vérifiée au rang n+ 1.

Posons

Sn+1 = Cn(Rn+1 \Qn+1)Hn+1

et remarquons que

G \ Sn+1 = CnQn+1Hn+1.

Définissons I(n+1) ⊂ I(n) par

I(n+1) = I(n) ∩ Sn+1.

Si x, x′ ∈ X
(n+1)
0 , on a πG\Sn+1(x) = πG\Sn+1(x

′) par définition de X(n+1)
0 . D’autre

part, on a πG\I(n)(x) = πG\I(n)(x′) puisque X(n+1)
0 ⊂ X

(n)
0 et que la propriété (Q2)

est vraie au rang n par hypothèse de récurrence. Comme

G \ I(n+1) = (G \ I(n)) ∪ (G \ Sn+1),

on en déduit πG\I(n+1)(x) = πG\I(n+1)(x′). La propriété (Q2) est donc vérifiée au rang
n+ 1. Cela achève la construction de la suite X(n) par récurrence.

Choisissons de manière arbitraire un élément x̄(n) ∈ X(n)
0 pour tout n ∈ N. On a

(Q5) πG\I(n)(x̄(n+1)) = πG\I(n)(x̄(n)),

d’après (Q2) et (Q3). Montrons par récurrence sur n la propriété suivante :

(Q6) tout x ∈ KG tel que πG\I(n)(x) = πG\I(n)(x̄(n)) appartient à X(n)
0 .

Pour n = 0, il n’y a rien à démontrer. Supposons la propriété vraie au rang n et
donnons-nous un élément x ∈ KG tel que

πG\I(n+1)(x) = πG\I(n+1)(x̄(n+1)).
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En utilisant (Q4) et (Q5), on obtient πG\I(n)(x) = πG\I(n)(x̄(n)). L’hypothèse de

récurrence implique alors x ∈ X(n)
0 . D’autre part, comme G \ Sn+1 ⊂ G \ I(n+1), on

a aussi
πG\Sn+1(x) = πG\Sn+1(x̄

(n+1)).

On en déduit finalement x ∈ X
(n+1)
0 , ce qui achève la démonstration par récurrence

de (Q6).
Posons pour tout entier i

Fi = CiAi,

et montrons la propriété suivante :

(Q7) la suite (Fi)i∈N est une suite de Følner de G.

Soit L une partie finie de G. Comme G est une réunion croissante des Ei pour i ∈ N,
il existe i0 ∈ N tel que L ⊂ Ei pour tout i ≥ i0. On en déduit en utilisant les inégalités
(2.1) et (6.13) :

αG(Fi, L) ≤ αG(Fi, Ei) ≤
1

i+ 1
,

pour tout i ≥ n0. On a donc limi→∞ αG(Fi, L) = 0. Il résulte de la proposition 2.4
que (Fi)i∈N est une suite de Følner de G.

Considérons le sous-décalage X ⊂ KG défini par

X =
⋂
n∈N

X(n).

Il résulte des propriétés (Q1),(Q3),(Q4),(Q5) et (Q6) que les suites X(n), x̄(n) et I(n)

vérifient les hypothèses du lemme 6.7. On en déduit que le système dynamique (X,σ)
est minimal et que l’on a

mdim(X,σ) ≥ Nδ(J),(6.20)

où δ(J) ∈ [0, 1] est la densité dans G de

J =
⋂
n∈N

I(n) =
⋂
n∈N

Sn+1.

Minoration de la densité de J . — Soit n ∈ N. Comme CnRn+1 = Cn+1 et
1G ∈ Rn+2 \Qn+2, on a

Cn(Rn+1 \Qn+1) ⊂ Cn+1 ⊂ Cn+1(Rn+2 \Qn+2).

Il en résulte

(6.21) Cn(Rn+1 \Qn+1) ⊂ Ck−1(Rk \Qk)Hk = Sk,

quel que soit k ≥ n+ 1.
Supposons n ≥ 1 et calculons le cardinal de Fn∩J , où (Fi)i∈N est la suite de Følner

de G définie par Fi = CiAi (voir la propriété (Q7)). Les inclusions (6.15), (6.21) et
(6.12) impliquent

Fn ⊂ Cn(Rn+1 \Qn+1) ⊂ Sk,



6.4. CONSTRUCTION DE SYSTÈMES DYNAMIQUES MINIMAUX 93

pour tout k ≥ n+ 1. On en déduit

Fn ∩ J = Fn ∩ (
⋂
k∈N

Sk+1) = CnAn ∩ (
n⋂
k=1

Sk).

Comme An ⊂ Hn et que Skh = Sk quels que soient h ∈ Hn et 1 ≤ k ≤ n, on a

Fn ∩ J = (Cn ∩ (
n⋂
k=1

Sk))An.

En passant au cardinal dans l’égalité précédente et en appliquant le lemme 6.9, on
obtient :

|Fn ∩ J | = |(Cn ∩ (
n⋂
k=1

Sk))An| = |Cn ∩ (
n⋂
k=1

Sk)||An|.

D’autre part, |Fn| = |CnAn| = |Cn||An|. On déduit de ces égalités

(6.22)
|Fn ∩ J |
|Fn|

=
|Cn ∩ (

⋂n
k=1 Sk)|

|Cn|
.

Montrons

(6.23)
|Cn ∩ (

⋂n
k=1 Sk)|

|Cn|
=

n∏
k=1

|Rk \Qk|
|Rk|

.

Soit k ∈ N∗. Comme Ck = Ck−1Rk et Rk ⊂ Hk−1, le lemme 6.9 implique

|Ck| = |Ck−1||Rk|.

Comme |C0| = 1, on en déduit par une récurrence immédiate

(6.24) |Cn| =
n∏
k=1

|Rk|.

Par ailleurs, on a

Cn ∩ (
n⋂
k=1

Sk) = (Cn−1Rn ∩ Sn) ∩
n−1⋂
k=1

Sk.

Or,
Cn−1Rn ∩ Sn = Cn−1Rn ∩ Cn−1(Rn \Qn)Hn = Cn−1(Rn \Qn),

puisque Cn−1Rn = Cn est un système complet de représentants des classes à gauche
de G suivant Hn. On a donc

Cn ∩ (
n⋂
k=1

Sk) = Cn−1(Rn \Qn) ∩
n−1⋂
k=1

Sk.

Or, on a Skh = Sk quels que soient h ∈ Hn−1 et 1 ≤ k ≤ n − 1. Comme Rn \Qn ⊂
Hn−1, on en déduit :

Cn ∩ (
n⋂
k=1

Sk) = (Cn−1 ∩ (
n−1⋂
k=1

Sk))(Rn \Qn).
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En appliquant le lemme 6.9, on obtient

|Cn ∩ (
n⋂
k=1

Sk)| = |(Cn−1 ∩ (
n−1⋂
k=1

Sk))(Rn \Qn)| = |Cn−1 ∩ (
n−1⋂
k=1

Sk)||Rn \Qn|.

Une récurrence immédiate donne

(6.25) |Cn ∩ (
n⋂
k=1

Sk)| =
n∏
k=1

|Rk \Qk|.

Les inégalités (6.24) et (6.25) donne l’égalité (6.23). On déduit alors des inégalités
(6.16), (6.22) et (6.23)

(6.26)
|Fn ∩ J |
|Fn|

≥
n∏
k=1

ak
1 + ak

.

On choisit maintenant une suite (ai)i∈N de telle sorte que
∞∏
i=1

(1 + ai
−1) < 2.(6.27)

On peut prendre par exemple ai = 2i+1 puisque l’inégalité log(1 + x) ≤ x (x ≥ 0)
entrâıne

∞∏
i=1

(1 + 2−i−1) ≤ exp

( ∞∑
i=1

2−i−1

)
=
√
e < 2.

Par définition de δ(J), les inégalités (6.26) et (6.27) impliquent

δ(J) >
1
2
.

On en déduit en utilisant l’inégalité (6.20)

mdim(X,σ) >
N

2
.

�

Corollaire 6.12. — Soit G un groupe infini dénombrable, moyennable et résiduel-
lement fini. Soit K un espace compact métrisable de dimension topologique finie. Alors
il existe un espace compact métrisable X muni d’une action continue ϕ de G, tel que
le système dynamique (X,ϕ) soit minimal et ne se plonge pas dans le G-décalage
(KG, σ).

Démonstration. — D’après le théorème 6.8, il existe un espace compact métrisable X
muni d’une action continue ϕ de G, tel que le système dynamique (X,ϕ) soit minimal
et ait une dimension topologique moyenne strictement plus grande que dim(K). Par
le corollaire 3.16, on a

mdim(KG, σ) ≤ dim(K).

On en déduit en utilisant la proposition 3.14 que (X,ϕ) ne se plonge pas dans le
G-décalage (KG, σ). �
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Le théorème 6.1 résulte du corollaire 6.12 en prenant K = [0, 1].





CHAPITRE 7

SOUS-DÉCALAGES DE TOEPLITZ SUR LES GROUPES

MOYENNABLES RÉSIDUELLEMENT FINIS

Soit G un groupe dénombrable, moyennable et résiduellement fini. Soit K un en-
semble fini. On introduit dans ce chapitre une classe de sous-décalages minimaux
de KG généralisant les sous-décalages de Toeplitz lorsque G = Z. On démontre que
pour tout θ ∈ [0, log |K|[, il existe un sous-décalage de Toeplitz X ⊂ KG d’entropie
topologique θ.

7.1. Introduction

Soient G un groupe dénombrable et K un ensemble fini de cardinal |K|. On munit
K de la topologie discrète et KG = {x = (xg)g∈G : xg ∈ K} de la topologie produit.
Rappelons que le G-décalage sur KG est l’action continue (à gauche) de G sur KG

définie par

(gx)g′ = xg′g

quels que soient g ∈ G et x ∈ KG.
On dira qu’un élément x ∈ KG est un élément de Toeplitz s’il existe une suite

(Hn)n∈N de sous-groupes d’indice fini de G telle que pour tout g ∈ G il existe n ∈ N
tel que la restriction de x à gHn est constante. On appelle sous-décalage de Toeplitz
l’adhérence dans KG de l’orbite d’un élément de Toeplitz. Tout sous-décalage de
Toeplitz est un sous-ensemble minimal de KG (corollaire 7.7).

Les sous-décalages de Toeplitz sur Z ont été introduits en 1969 par Jacobs et
Keane [JaK]. Une suite x ∈ KZ est une suite de Toeplitz si et seulement si il existe
une partition de Z par des progressions arithmétiques telles que la restriction de x
à chacune des progressions est constante. Les propriétés topologiques et ergodiques
des sous-décalages de Toeplitz sur Z ont donné lieu a de nombreux travaux (voir par
exemple [Oxt], [Wil], [Do1], [Do2], [GjJ] ). Pour tout ensemble fini K et pour tout
réel θ ∈ [0, log |K|[, il existe un sous-décalage de Toeplitz sur Z d’entropie topologique
θ (voir [Kůr, Th. 4.77], [Wil]). Dans cet article on généralise ce résultat aux groupes
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dénombrables moyennables résiduellement finis. Plus précisément, on démontre le
théorème suivant :

Théorème 7.1. — Soit G un groupe dénombrable infini, moyennable et résiduel-
lement fini. Soient K un ensemble fini et θ ∈ [0, log |K|[. Alors il existe un sous-
décalage de Toeplitz X ⊂ KG d’entropie topologique h(X) = θ.

Les groupes Zn, n ≥ 1, les groupes infinis nilpotents de type fini, et plus généralement
les groupes linéaires infinis de type fini ne contenant pas de groupe isomorphe au
groupe libre à deux générateurs vérifient les hypothèses du théoreme 7.1.

7.2. Sous-décalages de Toeplitz

7.2.1. Sous-ensembles minimaux et points presque périodiques. — Soit X
un espace compact métrisable muni d’une action continue d’un groupe G. Rappelons
que l’action de G sur X est dite minimale si toutes les orbites sont denses dans X. On
appelle sous-ensemble minimal de X toute partie fermée, G-invariante et non vide
M ⊂ X telle que la restriction de l’action de G à M soit minimale.

Une partie S de G est dite syndétique s’il existe une partie finie F ⊂ G vérifiant
G = FS.

Exemples 7.2. — 1. Toute partie d’un groupeG contenant une partie syndétique
est syndétique.

2. Un sous-groupe d’un groupe G est syndétique si et seulement si il est d’indice
fini.

3. Soit G un groupe de type fini et E ⊂ G une partie génératrice finie. La longueur
lE(g) d’un élément g ∈ G est le plus petit entier n ∈ N tel qu’il existe une suite
(e1, e2, . . . , en) d’éléments de E ∪E−1 telle que g = e1e2 . . . en. Définissons une
métrique dE sur G par

dE(g1, g2) = lE(g1g2−1).

Muni de cette métrique, le groupe G devient un espace métrique qui agit
isométriquement sur lui-même par multiplication à droite.

Une partie A ⊂ G est dite cobornée s’il existe une constante C ≥ 0 telle que
tout élément g ∈ G se trouve à une distance inférieure à C d’un élément de A.
Une partie S ⊂ G est syndétique si et seulement si S est cobornée. Cela résulte
du fait que les boules de rayons finis de l’espace métrique (G, dE) sont finies.

Un point x ∈ X est dit presque périodique si pour tout voisinage ouvert U de x, il
existe une partie syndétique S de G telle que Sx ⊂ U .

On dit qu’un point x ∈ X est périodique si son orbite est finie, ce qui revient
à dire que son stabilisateur Stab(x) est un sous-groupe d’indice fini de G. Puisque
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tout sous-groupe d’indice fini de G est syndétique, tout point périodique est presque
périodique.

On a le résultat bien connu suivant :

Proposition 7.3. — Un point x ∈ X est presque périodique si et seulement si Gx
est un sous-ensemble minimal de X.

Démonstration. — Supposons que x ∈ X est presque périodique. Raisonnons par
l’absurde en supposant que Y = Gx n’est pas un sous-ensemble minimal de X. Alors
il existe une partie fermée G-invariante Z ⊂ Y telle que ∅ 6= Z 6= Y . Remarquons
qu’alors x /∈ Z. Par normalité de X, il existe des ouverts disjoints U et V de X tels
que x ∈ U et Z ⊂ V . Posons S = {g ∈ G | gx ∈ U}. Nous allons montrer que S n’est
pas une partie syndétique de G, ce qui contredira le fait que x est presque périodique.
Soit F une partie finie de G. Puisque Z ⊂ V est une partie G-invariante et que G agit
continûment sur X, il existe un ouvert W de X tel que Z ⊂W et F−1W ⊂ V . Comme
W ∩Y est un ouvert non vide de Y = Gx, il existe g0 ∈ G tel que g0x ∈W ∩Y . Il en
résulte F−1g0x ⊂ V . On a donc F−1g0x∩U = ∅, ce qui montre g0 /∈ FS. Puisque F
est une partie finie arbitraire de G, l’ensemble S n’est pas syndétique dans G. Donc
Y est bien un sous-ensemble minimal de X.

Réciproquement, supposons que Y = Gx est un sous-ensemble minimal deX et soit
U un voisinage ouvert de x dans X. Nous allons montrer que S = {g ∈ G | gx ∈ U}
est une partie syndétique de G. Posons V = U ∩Y et observons qu’alors Y = GV . En
effet, puisque Y \GV 6= Y est une partie fermée G-invariante de Y , on a Y \GV = ∅
par minimalité de Y . Par compacité de Y , on en déduit qu’il existe une partie finie
F ⊂ G telle que Y =

⋃
f∈F fV . Soit g ∈ G. Alors il existe f ∈ F tel que gx ∈ fV .

Cela implique f−1g ∈ S et donc g ∈ fS. Il en résulte G = FS ce qui montre que S
est syndétique dans G. On en déduit que x est presque périodique. �

7.2.2. Éléments de Toeplitz. — Soient G un groupe dénombrable et K un espace
compact métrisable. Munissons l’ensemble

KG = {x = (xg)g∈G : xg ∈ K}

de la topologie produit. Le G-décalage sur KG est l’action continue (à gauche) de G
sur KG définie par

(gx)g′ = xg′g quels que soient g ∈ G et x ∈ KG.

Soient H un sous-groupe de G et x ∈ KG. On définit le sous-ensemble PerH(x) ⊂ G

par

PerH(x) = {g ∈ G : (hx)g = xg quel que soit h ∈ H}.

On a g ∈ PerH(x) si et seulement si la restriction de x à gH est constante. Le sous-
ensemble PerH(x) est donc la réunion des classes à gauche de G suivant H telles que la
restriction de x à chacune de ces classes est constante. Notons que l’on a G = PerH(x)
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si et seulement si x ∈ Fix(H), où Fix(H) est l’ensemble des points de KG fixés par
tous les éléments de H.

Si L et H sont des sous-groupes de G tels que L ⊂ H alors on a PerH(x) ⊂ PerL(x).

Remarque 7.4. — Soit H un sous-groupe de G. Notons µH la surjection cano-
nique de G dans l’ensemble G/H des classes à gauche de G suivant H. L’application
ΨH : KG/H → Fix(H) définie par

ΨH(y)g = yµH(g)

quels que soient g ∈ G et y ∈ KG/H est une bijection.

Définition 7.5. — On dit qu’un élément x ∈ KG est un élément de Toeplitz s’il
existe une suite (Hn)n∈N de sous-groupes d’indice fini deG telle queG =

⋃
n∈N PerHn(x).

On dira alors que x est un élément de Toeplitz relativement à la suite (Hn).

Rappelons que pour toute partie A ⊂ G, on note πA la projection canonique de
KG = KA ×KG\A sur KA.

Proposition 7.6. — Tout élément de Toeplitz de KG est presque périodique.

Démonstration. — Soit x ∈ KG un élément de Toeplitz relativement à la suite
(Hn)n∈N. Soit U un voisinage ouvert de x. Par définition de la topologie produit, il
existe une partie finie F ⊂ G tel que πF−1(πF (x)) ⊂ U . Puisque G =

⋃
n∈N PerHn(x),

il existe N ∈ N tel que F ⊂
⋃N
n=0 PerHn(x). Donc on a F ⊂ PerH(x), où H =⋂N

n=0Hn. On a alors πF (hx) = πF (x) quel que soit h ∈ H, ce qui implique Hx ⊂
πF

−1(πF (x)). Donc Hx ⊂ U . Comme H est d’indice fini dans G, c’est une partie
syndétique de G. On en déduit que x est presque périodique. �

Soit x ∈ KG un élément de Toeplitz. On appelle sous-décalage de Toeplitz associé
à x le sous-décalage fermé Gx ⊂ KG.

Corollaire 7.7. — Tout sous-décalage de Toeplitz est un sous-ensemble minimal de
KG.

Démonstration. — Le corollaire résulte des propositions 7.3 et 7.6. �

7.3. Groupes moyennables

Soit G un groupe dénombrable. Rappelons que l’on note F(G) les parties finies non
vides de G. D’après la proposition 1.36, le groupe G est moyennable si et seulement
si il admet une suite de Følner, c’est-à-dire (prop. 2.4) une suite (Fn) d’éléments de
F(G) vérifiant :

lim
i→∞

α(Fi,K) = 0

pour toute partie finie K ⊂ G.
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On va donner quelques résultats bien connus relatifs à la moyennabilité sous une
forme qui conviendra pour la suite.

Lemme 7.8. — Soient A,K ∈ F(G) vérifiant α(A,K) < 1. Alors il existe g ∈ G tel
que Kg ⊂ A.

Démonstration. — D’après (2.1), on peut supposer que 1G ∈ K. Remarquons alors
que l’on a :

A \ ∂K(A) ⊂ {g ∈ A : Kg ⊂ A}.
Comme α(A,K) = |∂K(A)|

|A| < 1, on en déduit

|{g ∈ A : Kg ⊂ A}| ≥ |A \ ∂K(A)| ≥ |A| − |∂K(A)| > 0.

�

Lemme 7.9. — Soit (Fn)n∈N une suite de Følner d’un groupe dénombrable moyen-
nable G. Alors il existe une suite (gn)n∈N d’éléments de G et une suite (F ′n) extraite
de (Fn) telles que la suite (F ′′n ) définie par F ′′n = F ′ngn pour tout n ∈ N vérifie les
conditions suivantes :

(i) (F ′′n ) est une suite de Følner de G ;

(ii) F ′′n ⊂ F ′′n+1 pour tout n ∈ N ;

(iii) G =
⋃
n∈N F

′′
n .

Démonstration. — Comme G est dénombrable, il existe une suite E0 ⊂ E1 ⊂ E2 ⊂
. . . de parties finies de G telles que G =

⋃
n∈N En. En utilisant le fait que (Fn) est

une suite de Følner, le lemme 7.8 permet de construire par récurrence une sous-suite
(F ′n) de (Fn) et une suite (gn) d’éléments de G telles que la suite (F ′′n ) définie par
F ′′n = F ′ngn vérifie En ∪ F ′′n ⊂ F ′′n+1. Les propriétés (ii) et (iii) sont vérifiées par
construction. La propriété (i) résulte de (2.1) et du fait que toute sous-suite d’une
suite de Følner est une suite de Følner. �

7.4. Suites de Følner dans les groupes moyennables résiduellement finis

Rappelons qu’un groupe G est dit résiduellement fini si l’intersection de ses sous-
groupes d’indice fini est réduit à {1G}. SiG est dénombrable alorsG est résiduellement
fini si et seulement si il existe une suite décroissante (Hn) de sous-groupes d’indice
fini de G (que l’on peut supposer distingués) telle que

⋂
nHn = {1G}.

Un pavé dans un groupe G est une partie C ⊂ G pour laquelle il existe A ⊂ G

telle que les parties Ca, a ∈ A, forment une partition de G. Notons que si H est un
sous-groupe de G, alors tout système complet de représentants des classes à gauche de
G suivant H est un pavé de G. Un théorème de B. Weiss (voir [Wei, Th. 1]) implique
que si G est un groupe dénombrable moyennable résiduellement fini, alors G admet
une suite de Følner constituée de pavés. Nous aurons besoin du résultat de Weiss sous
la forme plus précise suivante :
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Proposition 7.10 (Weiss). — Soit G un groupe dénombrable moyennable et rési-
duellement fini. Soit (Hn)n∈N une suite décroissante de sous-groupes distingués d’in-
dice fini de G vérifiant

⋂
n∈N Hn = {1G}. Alors il existe une suite de Følner (C ′n)n∈N

de G et une suite (H ′
n)n∈N extraite de la suite (Hn) telles que C ′n est un système

complet de représentants des classes de G suivant H ′
n vérifiant C ′n ⊂ C ′n+1 pour tout

n ∈ N et G =
⋃
n∈N C

′
n.

Pour le confort du lecteur, nous donnons ici une preuve détaillée de la proposition
7.10 en suivant les idées contenues dans [Wei]. Établissons tout d’abord quelques
résultats préliminaires.

Pour tous A,B ⊂ G tels que 1G ∈ B, on définit A+B ⊂ G par

A+B =
⋃

{g∈G : Bg∩A 6=∅}

Bg.

Remarquons que l’on a A+B = A ∪
(⋃

g∈∂B(A)Bg
)
.

Lemme 7.11. — Soient G et H des groupes et A,K ∈ F(G) avec 1G ∈ K. Soit
f : G → H un homomorphisme de groupes tel que la restriction de f à A+K soit
injective. Alors on a α(A,K) = α(f(A), f(K)).

Démonstration. — Tout d’abord remarquons que l’on a |f(A)| = |A| puisque A ⊂
A+K . On va démontrer que f induit une bijection de ∂K(A) sur ∂f(K)(f(A)), ce qui
prouvera le lemme.

Soit g ∈ G tel que Kg ∩ A 6= ∅. Alors les parties Kg et A sont contenues dans
A+K . L’injectivité de la restriction de f à A+K implique alors :

(7.1) f(Kg ∩A) = f(K)f(g) ∩ f(A) et f(Kg \A) = f(K)f(g) \ f(A).

On en déduit que f induit une injection de ∂K(A) dans ∂f(K)(f(A)).
Montrons la surjectivité de f : ∂K(A) → ∂f(K)(f(A)). Soit y ∈ ∂f(K)(f(A)). Alors

il existe x dans G tel que f(x) = y. On a donc f(Kx) ∩ f(A) = f(K)y ∩ f(A) 6= ∅.
On en déduit qu’il existe z dans le noyau de f tel que Kxz ∩ A 6= ∅. Les égalités
(7.1) appliquées à g = xz montrent alors que xz ∈ ∂K(A). On en déduit y = f(xz) ∈
f(∂K(A)). �

Si A et B sont des ensembles disjoints, on notera A t B leur réunion. Soient
f : G → H un homomorphisme de groupes et B ⊂ H. On appelle relevé de B par f
une partie C ⊂ G telle que la restriction de f à C soit une bijection de C sur B.

Lemme 7.12. — Soient f un homomorphisme surjectif d’un groupe G dans un groupe
fini H et K ∈ F(G) tel que 1G ∈ K. Soient ε ∈]0, 1/2] et n ≥ 1 un entier vérifiant
(1 − ε/2)n ≤ ε. Soit (Ai)i=1,...,n une suite d’éléments de F(G) vérifiant 1G ∈ Ai
et α(Ai,K) ≤ ε/4 pour tout i ∈ {1, . . . , n} et α(Aj , Ai) ≤ ε/4 quels que soient
1 ≤ i < j ≤ n. Posons A = K∪

(⋃n
i=1Ai

)
et supposons que la restriction de f à A+A

est injective. Alors il existe un relevé C ⊂ G de H par f tel que α(C,K) ≤ 5ε|K|+ε/2.
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Démonstration. — Posons A0 = K et Ki = f(Ai) pour tout i ∈ I = {0, . . . , n}.
Soient i, j ∈ I tels que i < j. Comme A+Ai

j ⊂ A+A, la restriction de f à A+Ai
j est

injective et le lemme 7.11 implique que l’on a

(7.2) α(Kj ,Ki) = α(Aj , Ai) ≤ ε/4.

Nous utiliserons dans la suite les égalités (2.1) vérifiées par α.
Définissons par récurrence finie un procédé de recouvrement partiel du groupe fini

H par certains translatés Kih (où 1 ≤ i ≤ n et h ∈ H) formant une famille ε-disjointe,
en au plus n étapes :

Étape 1. Puisque α(H,Kn) = 0, le lemme 2.11 appliqué à Ω = H et à K = Kn

implique qu’il existe un (ε,Kn)-remplissage fini Rn de H tel que |
⋃
h∈Rn Knh| ≥ ε|H|.

En posant D1 = H \
(⋃

h∈Rn Knh
)
, on a donc

(7.3) |D1| ≤ (1− ε)|H| ≤ (1− ε/2)|H|.

On continue le procédé de recouvrement par récurrence de la manière suivante.
Posons D0 = H et supposons que le processus de recouvrement partiel se poursuive
jusqu’à l’étape k, où 1 ≤ k ≤ n− 1. Les hypothèses de récurrence au rang k sont les
suivantes :

(H1) Rn−i+1 ⊂ H est un (ε,Kn−i+1)-remplissage fini de Di−1 pour tout i = 1, . . . , k ;

(H2) On a |Dk| ≤ (1− ε/2)k|H| où Dk = Dk−1 \
(⋃

h∈Rn−k+1
Kn−k+1h

)
.

Remarquons que ces hypothèses sont vérifiées pour k = 1. Construisons l’étape
k + 1 :

Étape k+1. Si |Dk| ≤ ε|H|, on arrête le processus de recouvrement. Supposons
maintenant que |Dk| > ε|H|. Comme on a

Dk = H \
( k⊔
i=1

⋃
h∈Rn−i+1

Kn−i+1h
)
,

on en déduit en utilisant le lemme 2.8 que l’on a

α(Dk,Kn−k) ≤
α(
⊔k
i=1

⋃
h∈Rn−i+1

Kn−i+1h, Kn−k)

ε
.

En utilisant l’hypothèse de récurrence (H1) et les inégalités (7.2), on obtient en ap-
pliquant deux fois le lemme 2.7

α(
k⊔
i=1

⋃
h∈Rn−i+1

Kn−i+1h,Kn−k) ≤ max
i=1,...,k

α(
⋃

h∈Rn−i+1

Kn−i+1h,Kn−k) ≤
ε/4

1− ε
.

On en déduit en utilisant le fait que ε ≤ 1/2 que l’on a

α(Dk,Kn−k) ≤
ε/4

ε(1− ε)
≤ 1

2
.

D’après le lemme 2.11 appliqué à Ω = Dk et à K = Kn−k, il existe un (ε,Kn−k)-
remplissage fini Rn−k ⊂ H de Dk tel que
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|
⋃

h∈Rn−k

Kn−kh| ≥ ε(1− α(Dk,Kn−k))|Dk| ≥
ε

2
|Dk|.

Posons Dk+1 = Dk \
(⋃

h∈Rn−k Kn−kh
)
. En utilisant l’hypothèse de récurrence (H2),

on déduit de l’inégalité précédente

|Dk+1| ≤ (1− ε/2)|Dk| ≤ (1− ε/2)k+1|H|,

ce qui termine la récurrence.
Comme n est tel que (1 − ε/2)n ≤ ε, il existe un entier k ∈ {1, . . . , n} tel qu’à

l’issue de l’étape k on ait

(7.4) |Dk| ≤ ε|H|.

Fixons cet entier k et posons D = Dk, J = {n − k + 1, . . . , n}. Soit j ∈ J . Comme
la famille (Kjh)h∈Rj est ε-disjointe, il existe une famille (K(j, h))h∈Rj de parties
disjointes de G vérifiant K(j, h) ⊂ Kjh et (1− ε)|Kjh| ≤ |K(j, h)| pour tout h ∈ Rj .
On a alors

(7.5) |
⋃
h∈Rj

Kjh \
⋃
h∈Rj

K(j, h)| ≤ |
⋃
h∈Rj

(Kjh \K(j, h))| ≤ 2ε
∑
h∈Rj

|K(j, h)|.

Soit h ∈ Rj . Choisissons A(j, h) ⊂ Aj un relevé de K(j, h)h−1 par f et gh ∈ f−1(h) de
sorte que f(A(j, h)gh) = K(j, h). En utilisant l’inclusion 2.2.(iii) appliquée à K(j, h)
que l’on écrit K(j, h) = Kjh \ (Kjh \K(j, h)), on obtient

∂K0(K(j, h)) ⊂ ∂K0(Kjh) ∪ ∂K0(Kjh \K(j, h)).

Comme ∂K0(Kjh\K(j, h)) ⊂ K−1
0 (Kjh\K(j, h)), on en déduit en utilisant l’inégalité

(1− ε)|Kjh| ≤ |K(j, h)|

(7.6) α(K(j, h),K0) ≤
α(Kjh,K0) + ε|K−1

0 |
1− ε

≤ ε/2 + 2ε|K0|.

Puisque A(j, h) ⊂ Aj et que la restriction de f à A(j, h)+K ⊂ A+A est injective, le
lemme 7.11 et l’inégalité (7.6) donnent

(7.7) α(A(j, h),K) = α(K(j, h),K0) ≤ ε/2 + 2ε|K0| = ε/2 + 2ε|K|.

Posons D′ = H \
(⊔

j∈J
⊔
h∈Rj K(j, h)

)
. D’après (7.4), (7.5) et en utilisant le fait

que les parties K(j, h), où j ∈ J et h ∈ Rj , sont disjointes, on a

(7.8) |D′| = |D|+ |
⊔
j∈J

( ⋃
h∈Rj

Kjh \
⋃
h∈Rj

K(j, h)
)
| ≤ ε|H|+ 2ε|H| = 3ε|H|.

Soit D̂′ ⊂ G un relevé quelconque de D′ par f et définissons C ⊂ G par

C = D̂′ ∪
( ⊔
j∈J

⊔
h∈Rj

A(j, h)gh
)
.
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Notons que c’est une réunion disjointe et que C est un relevé du groupe H par f . En
utilisant les propriétés de α et les inégalités (7.7) et (7.8), on a :

α(C,K) ≤ |K−1||D̂′|
|C|

+ ε/2 + 2ε|K| ≤ 5ε|K|+ ε/2.

�

Démonstration de la proposition 7.10. — On peut supposer H0 = G.
Comme G est dénombrable, il existe une suite (Kn)n∈N de parties finies de G vérifiant
{1G} = K0 ⊂ K1 . . . et G =

⋃
n∈N Kn. Nous allons construire par récurrence une suite

croissante (ϕ(n))n∈N d’éléments de N et une suite (C ′n) telles que pour tout n ∈ N,
C ′n soit un système complet de représentants des classes de G suivant H ′

n = Hϕ(n)

vérifiant

(7.9) α(C ′n,Kn) ≤
1

n+ 1
.

Cela démontrera que (C ′n) est une suite de Følner de G.
Posons C ′0 = {1G}, ϕ(0) = 0 et remarquons que l’on a α(C ′0,K0) = 0. Soit n ≥ 0

et supposons que l’on ait construit C ′n, un système complet de représentants des
classes de G suivant H ′

n = Hϕ(n) vérifiant (7.9). Soit ε ∈]0, 1/2] et k ∈ N∗ vérifiant
(1 − ε/2)k ≤ ε. Soit (Fn) une suite de Følner de G. Alors il existe une suite finie
(Ai)i=1,...,k extraite de (Fn) vérifiant α(Ai,Kn+1) ≤ ε/4 pour tout i ∈ {1, . . . , k}
et α(Aj , Ai) ≤ ε/4 quels que soient 1 ≤ i < j ≤ k. On peut supposer que 1G ∈
Ai pour tout i ∈ {1, . . . , k} d’après (2.1). Posons A = Kn+1 ∪

(⋃k
i=1Ai

)
. Puisque⋂

n∈N Hn = {1G}, il existe un entier m > ϕ(n) tel que la restriction à A+A de la
projection canonique µm : G→ G/Hm soit injective. D’après le lemme 7.12 appliqué
à H = G/Hm, K = Kn+1 et à f = µm, il existe C ′n+1 ⊂ G un relevé du groupe H par
µm vérifiant α(C ′n+1,Kn+1) ≤ 5ε|Kn+1|+ ε/2. Posons ϕ(n + 1) = m. En choisissant
ε de telle sorte que 5ε|Kn+1|+ ε/2 ≤ 1

n+2 , l’inégalité (7.9) est vérifiée au rang n+ 1.
Ceci termine la construction de la suite (C ′n).

Notons que quels que soient n ∈ N et g ∈ G, la partie C ′ng est un système complet
de représentants des classes de G suivant H ′

n. En utilisant le lemme 7.9, on peut donc
supposer que la suite (C ′n) est croissante et vérifie G =

⋃
n∈N C

′
n. �

7.5. Sous-décalage de Toeplitz et entropie topologique

Dans cette section G désigne un groupe dénombrable résiduellement fini et K un
ensemble fini muni de la topologie discrète.

7.5.1. Construction de sous-décalages de Toeplitz. — Supposons donnée une
suite décroissante G = H0 ⊃ H1 ⊃ . . . de sous-groupes distingués d’indice fini de G
telle que

⋂
n∈N Hn = {1G}. Dans ce qui suit, on va décrire une méthode de construc-

tion d’un élément de Toeplitz x ∈ KG relativement à la suite (Hn).
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Notons K̃ = K ∪ {∗} l’espace discret fini obtenu en adjoignant à K un élément
∗ /∈ K. Pour tout z ∈ K̃A, où A est un ensemble, on définit le sous-ensemble S(z) ⊂ A

par
S(z) = {a ∈ A : za = ∗}.

Soit n ∈ N. Comme Hn+1 ⊂ Hn, la surjection canonique µn : G → G/Hn induit une
surjection νn : G/Hn+1 → G/Hn. On en déduit une injection jn : K̃G/Hn → K̃G/Hn+1

définie par jn(z)g = zνn(g) quels que soient z ∈ K̃G/Hn+1 et g ∈ G/Hn+1. Notons i
l’application identique de G. On obtient les diagrammes suivants :

(7.10)

Hn G

Hn/Hn+1 G/Hn+1 G/Hn.

-
i|Hn

?

µn+1|Hn

Q
Q

Q
Q

QQs

µn

?

µn+1

-i -νn

K̃G/Hn+1 K̃G/Hn .�jn

Supposons donnés, pour tout n ∈ N, des parties Dn, Sn de G/Hn et un élément
u(n) ∈ KDn , où Dn et Sn vérifient les propriétés suivantes :

(P0) D0 = ∅, S0 = G/G ;

(P1) Dn+1 ⊂ ν−1
n (Sn) pour tout n ∈ N ;

(P2) Sn+1 = ν−1
n (Sn) \Dn+1 pour tout n ∈ N ;

(P3)
⋃
n∈N µ−1

n (Dn) = G.

Lemme 7.13. — Avec les notations précédentes, on a :

(1) µ−1
n (Sn) = G \

⋃n
k=0 µ

−1
k (Dk) quel que soit n ∈ N ;

(2) les parties µ−1
n (Dn), n ∈ N, sont disjointes dans G.

Démonstration. — Les propriétés (P1) et (P2) impliquent

µ−1
n (Sn) = µ−1

n (ν−1
n−1(Sn−1)) \ µ−1

n (Dn) = µ−1
n−1(Sn−1) \ µ−1

n (Dn)

pour tout n ∈ N∗. On en déduit l’égalité (1) en utilisant (P0).
Pour (2), remarquons que (P1) implique

µ−1
n+1(Dn+1) ⊂ µ−1

n+1(ν
−1
n (Sn)) = µ−1

n (Sn)

pour tout n ∈ N. On en déduit en utilisant l’égalité (1) que les parties µ−1
n+1(Dn+1)

et
⋃n
k=0 µ

−1
k (Dk) sont disjointes pour tout n ∈ N. �

On définit par récurrence une suite (z(n))n∈N, où z(n) ∈ K̃G/Hn pour tout n ∈ N,
en posant z(0) = ∗ et

(7.11) z(n+1)
c =


u

(n+1)
c si c ∈ Dn+1

jn(z(n))c sinon

quels que soient c ∈ G/Hn+1 et n ∈ N.
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Remarque 7.14. — Observons que la suite (z(n)) ainsi définie vérifie S(z(n)) = Sn
pour tout n ∈ N. En effet, cela se démontre par récurrence en utilisant les propriétés
(P0), (P1) et (P2).

Pour tout n ∈ N, notons x(n) = ΨHn(z(n)) l’élément de Fix(Hn) ⊂ K̃G associé
à z(n) (remarque 7.4). Sous les hypothèses et notations précédentes, on a le résultat
suivant :

Lemme 7.15. — Pour tout g ∈ G, il existe k ∈ N et xg ∈ K tels que x(n)
g = xg quel

que soit n ≥ k. L’élément x = (xg)g∈G ∈ KG est un élément de Toeplitz relativement
à la suite (Hn).

Démonstration. — Soient k ∈ N∗ et g ∈ µ−1
k (Dk). Alors on a x(k)

g = ΨHk(z
(k))g =

z
(k)
µk(g)

= u
(k)
µk(g)

∈ K. Montrons que pour tout n ≥ k, on a

(7.12) x(n)
g = x(k)

g .

Soit n ≥ k. Puisque g ∈ µ−1
k (Dk), on a µn+1(g) /∈ Dn+1 d’après le lemme 7.13.(2). Il

en résulte
z
(n+1)
µn+1(g)

= jn(z(n))µn+1(g) = z
(n)
νn◦µn+1(g)

= z
(n)
µn(g).

Donc x(n+1)
g = x

(n)
g . L’égalité (7.12) s’en déduit par une récurrence immédiate. Posons

xg = x
(k)
g . On vient donc de démontrer que

(7.13) x(n)
g = xg quels que soient g ∈ µ−1

k (Dk) et n ≥ k.

Soit g ∈ G. D’après la propriété (P3), il existe un entier k tel que g ∈ µ−1
k (Dk).

Comme gHk ⊂ µ−1
k (Dk) et que x(k) ∈ Fix(Hk), on a d’après (7.13)

xgh = x
(k)
gh = x(k)

g = xg

pour tout h ∈ Hk. Donc g ∈ PerHk(x). On en déduit G =
⋃
n∈N PerHn(x), ce qui

montre que x est un élément de Toeplitz relativement à la suite (Hn). �

Observons que l’élément x ∈ KG ainsi défini est la limite dans K̃G de la suite (x(n))
et que pour tout n ∈ N, x cöıncide avec x(n) sur G \ S(x(n)).

7.5.2. Estimation de l’entropie topologique de systèmes de Toeplitz. —
Soit X ⊂ KG un sous-décalage fermé de KG, où G désigne un groupe dénombrable
moyennable. Soit (Fn) une suite de Følner de G. Rappelons (prop. 4.9) que l’entropie
topologique de X est le réel h(X) défini par :

h(X) = lim
n→∞

log |πFn(X)|
|Fn|

,

où πFn : KG → KFn désigne la projection sur KFn .
Sous les hypothèses et notations introduites au paragraphe précédent, on a le

résultat suivant :
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Lemme 7.16. — Supposons le groupe G infini moyennable. Alors l’entropie topolo-
gique du sous-décalage de Toeplitz X = Gx vérifie :

h(X) ≤ lim inf
n→∞

|Sn|
[G : Hn]

log |K|.

Démonstration. — Soient n ∈ N et Cn un système complet de représentants des
classes de G suivant Hn. Pour tout g ∈ G notons ĝ l’unique représentant de µn(g)
dans Cn. Nous allons majorer le cardinal de l’ensemble

πCn(X) = {πCn(gx) : g ∈ G}.

Notons x(n) = ΨHn(z(n)) l’élément Hn-périodique de K̃G associé à z(n) ∈ K̃G/Hn .
Soient g ∈ G et c ∈ Cn. Alors on a

(gx(n))c = x(n)
cg = z

(n)
µn(cg) = z

(n)
µn(c)µn(g).

Puisque µn(g) ∈ G/Hn pour tout g ∈ G et que la multiplication à droite des éléments
de G/Hn par µn(g) définit une permutation de G/Hn, il en résulte que l’ensemble

{πCn(gx(n)) : g ∈ G} ⊂ K̃Cn

contient au plus |G/Hn| = |Cn| éléments. Chacun de ces éléments est une fonction de
Cn dans K̃ prenant |Sn(z(n))| = |Sn| fois la valeur ∗. On en déduit

|{πCn(gx) : g ∈ G}| ≤ |Cn||K||Sn|

puisque x est obtenu à partir de x(n) en remplaçant toutes ses étoiles par des éléments
de K (lemme 7.15). On a donc

(7.14)
log |πCn(X)|

|Cn|
≤ |Sn|
|Cn|

log |K|+ log |Cn|
|Cn|

.

Comme tout sous-groupe d’un groupe moyennable est moyennable, le groupe Hn

admet une suite de Følner (F (n)
i )i∈N. Alors (CnF

(n)
i )i∈N est une suite de Følner de G

d’après la proposition 3.17. Puisque l’on a

|πA∪B(X)| ≤ |πA(X)||πB(X)| et |πAg(X)| = |πA(X)|

quels que soient A,B ∈ F(G) et g ∈ G, on en déduit

|π
CnF

(n)
i

(X)| ≤ |πCn(X)||F
(n)
i |.

On en déduit
log |π

CnF
(n)
i

(X)|

|CnF (n)
i |

≤ |F (n)
i | log |πCn(X)|
|F (n)
i ||Cn|

=
log |πCn(X)|

|Cn|

quel que soit i ∈ N. On a donc

h(X) = lim
i→∞

log |π
CnF

(n)
i

(X)|

|CnF (n)
i |

≤ log |πCn(X)|
|Cn|

.
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Puisque G est infini et que
⋂
n∈N Hn = {1G}, on a limn→∞[G : Hn] = limn→∞ |Cn| =

∞. On en déduit en utilisant l’inégalité (7.14)

h(X) ≤ lim inf
n→∞

|Sn|
|Cn|

log |K|.

�

Démonstration du théorème 7.1. — Soient x ∈ [0, 1[ et (rn)n∈N une suite stric-
tement croissante d’entiers telle que r0 = 1 et rn+1/rn ∈ N pour tout n ∈ N. Alors
la suite (rn) peut être utilisée comme base pour l’approximation du réel x de la
manière suivante. Soit n ∈ N et posons an = [rnx], où [t] désigne le plus grand entier
inférieur ou égal au réel t. Posons bn = an + 1, un = an/rn et vn = bn/rn. Alors on
a un ≤ un+1 ≤ x < vn+1 ≤ vn pour tout n ∈ N et les suites (un) et (vn) convergent
vers x.

Puisque G est un groupe dénombrable et résiduellement fini, la proposition 7.10
implique qu’il existe une suite décroissante (H ′

n)n∈N de sous-groupes distingués d’in-
dice fini de G tels que

⋂
n∈N H

′
n = {1G} et une suite de Følner (C ′n)n∈N de G telle

que C ′n est un système complet de représentants des classes de G suivant H ′
n vérifiant

C ′n ⊂ C ′n+1 pour tout n ∈ N etG =
⋃
n∈N C

′
n. CommeG est infini et

⋂
n∈N H

′
n = {1G},

on a limn→∞[G : H ′
n] = ∞.

Soit ρ ∈ [0, 1[. Nous allons construire par récurrence une suite (Hn) extraite de
(H ′

n) et pour tout n ∈ N des parties Sn, Dn de G/Hn, où Sn et Dn vérifient les
propriétés (P0), (P1), (P2), (P3) et tels que limn→∞

Sn
[G : Hn] = ρ. On montrera que

l’élément de Toeplitz x ∈ KG obtenu par le lemme 7.15 vérifie h(Gx) = ρ.
Pour tout n ∈ N, nous allons définir un élément z(n) ∈ K̃G/Hn où Hn = H ′

ϕ(n)

avec ϕ : N → N une fonction strictement croissante vérifiant ϕ(0) = 0. On notera
Cn = C ′ϕ(n) et on utilisera dans la suite les applications définies en (7.10). On peut
supposer H ′

0 = G et C ′0 = {1G}.
Étape 0. Définissons z(0) ∈ K̃G/G ' K̃ par z(0) = ∗. Posons D0 = ∅, S0 = G/G,

ϕ(0) = 0, r0 = 1 et b0 = [ρr0] + 1 = 1.
Étape 1. Puisque limn→∞[G : H ′

n] = ∞ et ρ < 1, on peut choisir un entier
ϕ(1) > 0 de sorte que

(7.15) p0 = [G : H ′
ϕ(1)]− |K| ≥ 0

et

(7.16) ρ <
p0

p0 + |K|
.

Posons H1 = H ′
ϕ(1), C1 = C ′ϕ(1), r1 = |C1| (= p0 + |K|). Soit E0 ⊂ G/H1 contenant

µ1(1G) telle que |E0| = |K| (ceci est possible d’après l’inégalité (7.15)). Définissons
y(1) ∈ K̃G/H1 par y(1) = j0(z(0)). Alors on a

y
(1)
d = z(0) = ∗
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pour tout d ∈ G/H1. Modifions y(1) de la façon suivante. À chaque d ∈ E0 on associe
de façon bijective un élément de K et l’on substitue y(1)

d par cet élément. Ceci est
possible puisque |E0| = |K|. Par abus, on notera encore y(1) ce nouvel élément de
K̃G/H1 . On aura alors |S(y(1))| = [G : H1]− |K| = p0. D’après l’inégalité (7.16) on a

p0

r1
=

p0

p0 + |K|
> ρ

(ce rapport représente la fréquence d’étoiles de y(1) ∈ K̃G/H1). Posons b1 = [ρr1] + 1.
Il est clair d’après l’inégalité précédente que b1 ≤ p0. On va modifier y(1) de sorte
que la fréquence de ses étoiles soit b1/r1. Pour cela, on choisit A1 ⊂ S(y(1)) telle que
|A1| = p0 − b1. Soit z(1) ∈ K̃G/H1 l’élément obtenu à partir de y(1) en remplaçant les
étoiles y(1)

c , c ∈ A1, par des éléments arbitraires de K. On aura alors |S(z(1))| = b1.
Notons pour simplifier x(1) = ΨH1(z

(1)) l’élément de Fix(H1) ⊂ K̃G associé à z(1).
Soit Ê0 ⊂ G un système de représentants de E0 ⊂ G/H1 et observons que l’ensemble
{x(1)

g : g ∈ Ê0} = {y(1)
d : d ∈ E0} contient exactement |K| éléments, par construction

de y(1).
On définit les sous-ensembles D1 et S1 de G/H1 par D1 = E0 ∪ A1 et S1 =

(G/H ′
1) \D1 = ν−1

0 (S0) \D1. Notons que l’on a |S1| = |S(z(1))| = b1.
On poursuit la construction de (z(n)) par récurrence. Soit k ∈ N∗ et supposons que

l’on ait construit z(k) ∈ K̃G/Hk où Hk = H ′
ϕ(k), Dk ⊂ ν−1

k−1(Sk−1), Sk = ν−1
k−1(Sk−1)\

Dk tels que |Sk| = |S(z(k))| = bk, |Ck| = |G/Hk| = rk, et ρ < bk/rk. Construisons
l’étape k + 1.

Étape k+1. Puisque limn→∞[G : H ′
n] = ∞ et que Hk est d’indice fini dans G, on a

limn→∞[Hk : H ′
n] = ∞. Puisque ρ < bk/rk, on peut choisir un entier ϕ(k+ 1) > ϕ(k)

de sorte que

(7.17) pk = [Hk : H ′
ϕ(k+1)]− |K|

bk ≥ 0

et

(7.18) ρ <
pkbk

pkrk + |K|bkrk
.

Posons Hk+1 = H ′
ϕ(k+1), Ck+1 = C ′ϕ(k+1), rk+1 = |Ck+1| (= pkrk + |K|bkrk). Comme

on a G =
⊔
h∈Hk Ckh, on en déduit que µk+1(G) =

⋃
h∈Hk µk+1(Ck)µk+1(h) ce qui

donne

G/Hk+1 =
⊔

d∈Hk/Hk+1

µk+1(Ck)d

(notons que la restriction de µk+1 à Ck est injective). Soit Ek ⊂ Hk/Hk+1 une partie
contenant µk+1(1G) et telle que |Ek| = |K|bk (ceci est possible d’après (7.17)). On
définit y(k+1) ∈ K̃G/Hk+1 par y(k+1) = jk(z(k)). Alors on a

(7.19) y
(k+1)
µk+1(c)d

= z
(k)
νk(µk+1(c)d)

= z
(k)
µk(c)
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quels que soient c ∈ Ck et d ∈ Hk/Hk+1. Il en résulte en utilisant l’égalité |S(z(k))| =
bk que l’on a

|S(πµk+1(Ck)d(y
(k+1)))| = |S(z(k))| = bk

pour tout d ∈ Hk/Hk+1. Notons par ailleurs qu’il aurait exactement |K|bk manières
différentes de remplacer les bk étoiles de z(k) par des éléments de K. Pour chaque
d ∈ Ek (rappelons que |Ek| = |K|bk), on choisit une telle manière et l’on remplace les
bk étoiles de la restriction de y(k+1) à µk+1(Ck)d en utilisant l’identification donnée
par l’égalité (7.19). Par abus, on notera encore y(k+1) ce nouvel élément de K̃G/Hk+1 .
On aura alors |S(y(k+1))| = [Hk : Hk+1]bk−|K|bkbk = pkbk. D’après l’inégalité (7.18),
on a

pkbk
rk+1

=
pkbk

pkrk + |K|bkrk
> ρ

(ce rapport représente la fréquence d’étoiles de y(k+1) ∈ K̃G/Hk+1). Posons bk+1 =
[ρrk+1] + 1. Il est clair d’après l’inégalité précédente que bk+1 ≤ pkbk. On va modifier
y(k+1) de sorte que la fréquence de ses étoiles soit bk+1/rk+1. Pour cela, on choisit
Ak+1 ⊂ S(y(k+1)) telle que |Ak+1| = pkbk − bk+1. Soit z(k+1) ∈ K̃G/Hk+1 l’élément
obtenu à partir de y(k+1) en remplaçant les étoiles y(k+1)

c , c ∈ Ak+1, par des éléments
arbitraires de K, de sorte que l’on ait |S(z(k+1))| = bk+1. Notons pour simplifier
x(k+1) = ΨHk+1(z

(k+1)) l’élément de Fix(Hk+1) ⊂ K̃G associé à z(k+1). Soit Êk ⊂ Hk

un système de représentants de Ek ⊂ Hk/Hk+1. Par construction (voir la définition
de y(k+1)), on a

(7.20) {πCk(gx(k+1)) : g ∈ Êk} ⊂ KCk

et

(7.21) |{πCk(gx(k+1)) : g ∈ Êk}| = |Ek| = |K|bk .

Soient Dk+1 et Sk+1 les parties de G/Hk+1 définies par :

Dk+1 = µk+1(Ck ∩ µ−1
k (Sk))Ek ∪Ak+1

et
Sk+1 = ν−1

k (Sk) \Dk+1.

Notons que Dk+1 représente l’emplacement des étoiles de jk(z(k)) ∈ K̃G/Hk+1 que
l’on a substituées par des éléments de K pour obtenir z(k+1). Par construction on a
Dk+1 ⊂ ν−1

k (Sk) et |Sk+1| = |S(z(k+1))| = bk+1.
Ceci achève la construction de la suite (z(n)).
Observons que les parties Dn et Sn, n ∈ N, vérifient les propriétés (P0), (P1) et

(P2) par construction. Montrons la propriété (P3). Soit n ∈ N. Comme on a

Dn+1 = µn+1(Cn ∩ µ−1
n (Sn))En ∪An+1

et µn+1(1G) ∈ En, on en déduit

µ−1
n+1(Dn+1) ⊃ Cn ∩ µ−1

n (Sn).
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Il en résulte en utilisant l’égalité (1) du lemme 7.13

µ−1
n+1(Dn+1) ∪

n⋃
k=0

µ−1
k (Dk) ⊃ Cn.

Puisque G =
⋃
n∈N Cn, on a aussi G =

⋃
n∈N µ

−1
n (Dn) ce qui démontre (P3). On peut

poser u(n) = πDn(z(n)) pour tout n ∈ N, de sorte que (z(n)) soit obtenue comme dans
(7.11). D’après le lemme 7.15, la suite (z(n)) définit un élément de Toeplitz x ∈ KG

relativement à la suite (Hn) (et donc aussi relativement à (H ′
n)). Posons X = Gx. Le

lemme 7.16 implique

(7.22) h(X) ≤ lim inf
n→∞

|Sn|
[G : Hn]

log |K| = lim
n→∞

bn
rn

log |K| = ρ log |K|.

Soit n ∈ N. D’après (7.20) et (7.21), on a

|{πCn(gx) : g ∈ Ên}| = |{πCn(gx(n+1)) : g ∈ Ên}| = |K|bn .

On a donc |πCn(X)| = |πCn(Gx)| ≥ |K|bn . Comme (Cn) est une suite de Følner de
G, on en déduit

(7.23) h(X) = lim
n→∞

log(|πCn(X)|)
|Cn|

≥ lim
n→∞

bn
rn

log |K| = ρ log |K|.

Les inégalités (7.22) et (7.23) montrent que h(X) = ρ log |K|. �
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spécialisés 14, Société Mathématique de France, Paris, 2005.

[Day] M. M. Day, Amenable semigroups, Illinois J. Math. 1 (1957), 509–544.

[Di1] J. Dixmier, Les moyennes invariantes dans les semi-groupes et leurs applica-
tions, Acta. Sci. Math. (Szeged) 12 (1950), 213–227.

[Di2] J. Dixmier, Topologie générale, Puf mathématiques, Presses Universitaires de
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sous-décalage de, 100

transitif

système dynamique, 83

tribu borélienne, 16
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