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INTRODUCTION

Cette these est consacrée a I’étude de certains invariants topologiques des systémes
dynamiques. On s’intéresse plus particulierement a la dimension topologique moyenne
et a ’entropie topologique d’actions de groupes moyennables discrets.

Les groupes moyennables ont été introduits en 1929 par J. von Neumann [Neu].
Un groupe est dit moyennable si I’ensemble de ses parties admet une mesure finie qui
est finiment additive et invariante par translation. La classe des groupes moyennables
contient les groupes finis et les groupes commutatifs. Elle est stable par passage aux
sous-groupes, par passage aux quotients, par extensions et par limites inductives. Un
groupe moyennable ne peut pas contenir de sous-groupe isomorphe au groupe libre a
deux générateurs F» mais il existe des groupes non moyennables ne contenant pas de
sous-groupe isomorphe a Fs. On trouve dans la littérature de nombreuses définitions
équivalentes a la moyennabilité. Notons F(G) ’ensemble des parties finies non vides de
G. Le critere de Fglner donne une caractérisation combinatoire de la moyennabilité :
un groupe dénombrable G est moyennable si et seulement si il existe une suite (F), )nen
d’éléments de F(G) telle que

lim |(9Fn) AFn|

n—oo |E |

ot A A B=(AUDB)\ (AN B) désigne la différence symétrique entre les ensembles
A et B, et |A| est le cardinal de A. Une telle suite (F,) est appelée suite de Folner
de G.

Le théoréme suivant est un résultat de convergence pour les fonctions sous-additives
invariantes définies sur les parties finies d’'un groupe dénombrable moyennable G :

=0 quel que soit g € G,

Théoréme A (Ornstein-Weiss). — Soit G un groupe dénombrable moyennable et
h: F(G) — R une fonction vérifiant les propriétés suivantes :

(a) h est sous-additive, c’est-a-dire
h(AU B) < h(A) + h(B) quelles que soient A, B € F(G) ;
(b) h est invariante a droite, ¢’est-a-dire
h(Ag) = h(A) quels que soient g € G et A € F(G).
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Alors il existe un réel X = X(G,h) > 0 tel que
h(Fy
lim (Fr)

=A
pour toute suite de Folner (F,)nen de G.

Ce théoreme se déduit d’un résultat général di a D. S. Ornstein et B. Weiss sur les
quasi-pavages (voir [OrW, Section 1.2, Th. 6], [LiW, Th. 6.1]). On donne [Kr1] une
démonstration directe de ce résultat en suivant des idées esquissées par M. Gromov
dans [Gro, Section 1.3].

Le théoréeme A est utilisé dans la définition d’invariants d’actions de groupes moyen-
nables discrets comme ’entropie topologique, I’entropie métrique et la dimension to-
pologique moyenne.

Etant donné un groupe dénombrable discret GG, on appellera systéme dynamique
ou encore G-systéme la donnée d’'un espace topologique compact métrisable X muni
d’une action continue de G. On dit qu'un G-systeme X est minimal si toutes les
orbites sont denses dans X.

Soit K un espace compact métrisable et munissons

K¢ ={z = (2g)gec: 74 € K}

de la topologie produit. Un exemple fondamental de G-systeme est le G-décalage
sur K¢ défini par (¢g'z)g = x4q. On appelle sous-décalage toute partie G-invariante
X C K¢,

Si X et Y sont des G-systemes, on dit que le G-systéeme X se plonge dans Y s’il
existe un plongement topologique G-équivariant de X dans Y.

La dimension topologique moyenne est un invariant topologique d’actions de groupes
moyennables introduit par M. Gromov en 1999 dans [Gro]. C’est une variante dyna-
mique de la dimension topologique classique de Cech Lebesgue qui permet de distin-
guer des systemes de dimension et d’entropie topologique infinies.

Etant donné un groupe dénombrable moyennable G, on donne la définition de
la dimension topologique moyenne mdim(X,G) d'un G-systéeme X et lon établit
quelques résultats sur la dimension topologique moyenne des sous-décalages fermés
de K€, ou lespace des symboles K est un espace compact métrisable. Lorsque X est
un sous-décalage fermé de K¢, alors on a mdim(X, G) < dim(K), ou dim(K) est la
dimension topologique usuelle de K, avec égalité si X = K ot K est un polyedre
(c’est-a-dire un espace topologique homéomorphe & un complexe simplicial fini). Une
question naturelle qui se pose alors est de savoir quelles sont les valeurs possibles que
peut atteindre la dimension topologique moyenne des sous-décalages fermés de K&,
lorsque K est fixé. On démontre le théoreme suivant [CoK] :

Théoréme B. — Soient G un groupe dénombrable moyennable contenant des sous-
groupes d’indice fini arbitrairement grand (c’est-a-dire tel que pour tout entier N € N,
il existe un sous-groupe H C G tel que N < [G : H| < c0) et P un polyédre. Alors
pour tout réel p tel que 0 < p < dim(P), il existe un sous-décalage fermé X C P tel
que mdim(X, G) = p.
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Les groupes Z™, n > 1, les groupes infinis nilpotents de type fini et plus généralement
tous les groupes infinis linéaires de type fini ne contenant pas de sous-groupe iso-
morphe a F5 vérifient les hypotheses du théoreme précédent.

Puisque le G-décalage sur HY, ott H = [0,1] désigne le cube de Hilbert, a une
dimension topologique moyenne infinie, le théoreme B montre en particulier que la di-
mension topologique moyenne des G-systémes atteint toutes les valeurs de I'intervalle
[0, 0.

Les liens entre la dimension topologique moyenne, I’entropie topologique et la pro-
priété de la petite frontiere ont été étudiés par E. Lindenstrauss et B. Weiss dans
le cas G = Z (voir [LiW], [Lin]). L’extension de certains de leurs résultats au cas
d’actions de groupes dénombrables moyennables ne pose pas de difficulté particuliere.

Les origines de la notion d’entropie remontent a Kolmogorov, Sinai et Shannon. On
rappelle la définition de ’entropie topologique d’'un G-systéme lorsque G est un groupe
dénombrable moyennable et 'on donne quelques résultats standard sur les propriétés
de cet invariant. On démontre que tout G-systeme dont l’entropie topologique est
finie a une dimension topologique moyenne nulle.

On définit la propriété de la petite frontiere pour un G-systeme, lorsque G est un
groupe moyennable. On démontre que tout G-systéme qui vérifie la propriété de la
petite frontiere a une dimension topologique moyenne nulle. Tous les G-systémes uni-
quement ergodiques vérifient la propriété de la petite frontiere. Cela fournit d’autres
exemples encore de systemes de dimension topologique moyenne nulle.

Etant donné un groupe dénombrable commutatif G, un théoréme de Jaworski [Jaw]
affirme que si X est un G-systéme minimal de dimension topologique finie, alors il
se plonge dans le G-décalage sur [0,1]%. Une question importante en théorie des
systemes dynamiques qui est restée ouverte durant de nombreuses années était de
savoir si tout Z-systéme minimal X se plonge dans le Z-décalage sur [0, 1]Z. En 2000,
dans [LiW], Lindenstrauss et Weiss ont utilisé la dimension topologique moyenne pour
répondre négativement a cette question. Nous généralisons la construction du contre-
exemple de Lindenstrauss et Weiss au cas des groupes dénombrables moyennables et
résiduellement finis [Kr2]. Plus précisément, on démontre le théoréme suivant :

Théoréme C. — Soit G un groupe infini dénombrable, moyennable et résiduellement
fini. Alors il existe un G-systeme minimal X C ([0,1]2)¢ qui ne se plonge pas dans
le G-décalage sur [0,1]%.

Comme tous les groupes commutatifs de type fini vérifient les hypotheses du
théoreme C, on ne peut donc pas supprimer ’hypothése de finitude de la dimension
topologique dans le résultat de Jaworski lorsque G est infini de type fini.

Soit K un ensemble fini de cardinal |K| et G un groupe dénombrable. On intro-
duit une classe de sous-décalages minimaux de K¢ généralisant les sous-décalages de
Toeplitz lorsque G = Z. On dit qu'un élément z € K est un élément de Toeplitz s'il
existe une suite (Hj,),en de sous-groupes d’indice fini de G telle que pour tout g € G,
il existe n € N tel que la restriction de x a gH,, est constante. Lorsque G = Z on
retrouve la notion de suite de Toeplitz introduite en 1969 par K. Jacobs et M. Keane
[JaK]. Une suite z € K? est une suite de Toeplitz si et seulement si il existe une
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partition de Z par des progressions arithmétiques telles que la restriction de x a cha-
cune des progressions est constante. On appelle sous-décalage de Toeplitz ’adhérence
dans K¢ de l'orbite d'un élément de Toeplitz. Tout sous-décalage de Toeplitz de
K@ est un sous-ensemble minimal. Lorsque G est moyennable et résiduellement fini,
on donne une méthode de construction et d’estimation de I’entropie topologique des
sous-décalages de Toeplitz de K. On démontre le théoreme suivant [Kr3] :

Théoréme D. — Soit G un groupe dénombrable infini, moyennable et résiduellement
fini. Soient K un ensemble fini et 6 € [0,log |K|[. Alors il existe un sous-décalage de
Toeplitz X C K€ d’entropie topologique h(X) = 6.

Ce théoreme généralise celui que l'on trouve dans [Kar, Th. 4.77] lorsque G = Z
(voir aussi [Wil]).

La these est organisée de la fagon suivante. Dans le chapitre 1, on rappelle la
définition des groupes moyennables discrets ainsi que quelques résultats standart. On
y démontre 1’équivalence entre plusieurs caractérisations bien connues de la moyen-
nabilité. On récapitule les principaux résultats dans la derniere section du chapitre.

On expose dans le chapitre 2 une démonstration du théoreme A en s’inspirant
des idées contenues dans [Gro|. Le résultat clef de la démonstration du théoreme
A est le lemme de remplissage (lemme 2.11) qui donne un procédé de recouvrement
partiel des parties finies du groupe G par des parties e-disjointes. Les propriétés de ce
recouvrement permettent de controler le rapport h(F),)/|F,| dans la démonstration du
théoreme A. On donne aussi deux versions plus faibles du théoreme d’Ornstein-Weiss
que 'on peut rencontrer dans la littérature.

Le chapitre 3 est consacrée a la dimension topologique moyenne. On donne deux
définitions équivalentes de la dimension topologique moyenne mdim(X,G) d'un G-
systeme X, ou G est un groupe dénombrable moyennable. L'une est purement to-
pologique et 'autre fait intervenir une métrique compatible avec la topologie de X.
On étudie des propriétés générales de la dimension topologique moyenne des sous-
décalages fermés de K¢, oil K est un compact métrisable. On introduit la notion
de sous-décalage de type bloc associé a un sous-groupe d’indice fini de G. Lorsque
P est un polyedre et H un sous-groupe de G d’indice v < oo, on montre comment
obtenir, pour tout entier 7 tel que 0 < 7 < v, un sous-décalage de type bloc de P% de
dimension topologique moyenne r/v dim(P). Ceci est utilisé dans la derniére section
du chapitre pour obtenir le sous-décalage fermé de P du théoreme B.

Dans le chapitre 4, on étudie le lien entre ’entropie topologique et la dimension to-
pologique moyenne d’'un G-systeme, lorque G est un groupe dénombrable moyennable.
On rappelle la définition de ’entropie topologique et quelques résultats concernant
cet invariant. On démontre que la dimension topologique moyenne d’'un G-systéme
d’entropie topologique finie est nulle.

La notion d’ensemble G-petit, qui apparait au chapitre 5, a été introduite par
Shub et Weiss dans [ShW] lorsque G = Z. Pour tout sous-ensemble E d'un G-
systeme X, on définit la notion de capacité orbitale de E. On appelle ensemble G-
petit tout sous-ensemble de X ayant une capacité orbitale nulle. On dit qu’un G-
systeme X vérifie la propriété de la petite frontiére s’il admet une base d’ouverts B
constituée d’éléments ayant une frontiere topologique G-petite. Le résultat principal
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de ce chapitre est que si G est dénombrable moyennable alors tout G-systéme qui
vérifie la propriété de la petite frontiere a une dimension topologique moyenne nulle.
On montre qu’un sous-ensemble fermé E de X est G-petit si et seulement si pour toute
mesure de probabilité borélienne réguliere G-invariante p de X, on a u(E) = 0. Cette
caractérisation ergodique des sous-ensembles fermés G-petits permet de démontrer
que tout G-systéme uniquement ergodique vérifie la propriété de la petite frontiere.

Le but du chapitre 6 est la généralisation au cas des actions de groupes moyennables
résiduellement finis du contre-exemple de Lindenstrauss et Weiss sur les plongements
de systemes dynamiques dans les décalages. Apres avoir établi quelques propriétés
des sous-décalages de type bloc, on donne une méthode permettant de minorer la
dimension topologique moyenne de certains systemes minimaux. On démontre ensuite
le théoreme C. On construit pour tout entier N > 1, une suite décroissante de sous-
décalages de type bloc X(™  ([0,1]V)%, dont I'intersection est un systéme minimal
de dimension topologique moyenne strictement plus grande que N/2.

Le chapitre 7 est consacré a une classe de systémes minimaux appelés sous-décalages
de Toeplitz. Au début du chapitre on rappelle quelques résultats sur les systémes
minimaux et les points presque périodiques. On introduit ensuite les sous-décalages
de Toeplitz de K¢, lorsque G est un groupe dénombrable et K un espace compact
métrisable. On établit une proposition due & B. Weiss (proposition 7.10) sur les suites
de Fglner dans les groupes moyennables résiduellement finis que l'on utilise pour
estimer l'entropie dans la démonstration du théoreme D. Lorsque K est fini et le
groupe G moyennable et résiduellement fini, on donne une méthode de construction de

sous-décalages de Toeplitz d’entropie topologique donnée et I’on démontre le théoreme
D.
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CHAPITRE 1

GROUPES MOYENNABLES

Dans ce chapitre on rappelle la définition de la moyennabilité pour les groupes
discrets ainsi que quelques résultats (pour plus de détails voir par exemple [Gre],
[Pat], [BHV, IL.G]).

Les origines de la notion de moyennabilité remontent au début du Xx° siecle
lorsque Lebesgue [Leb] souléve des questions & propos des propriétés d’unicité de la
mesure qui porte son nom. Les groupes moyennables ont été introduits en 1929 par
von Neumann [Neu| qui était en partie motivé par I’étude du paradoxe de Banach-
Tarski [BaT].

1.1. Moyennes

Soit X un ensemble. Notons RX = {u: X — R} I’espace vectoriel réel des fonctions
de X dans R. On utilisera aussi la notation u = (u;).ecx pour toute fonction u € RX.
Notons ¢*°(X) le sous-espace vectoriel de RX défini par

(X)) = {u € R*: sup |u,| < oo}
zeX

Rappelons que ¢*°(X) muni de la norme définie par

[lulloo = sup |uz|  quel que soit u € £°(X)
reX

est un espace de Banach.

Si (E,|).||g) est un espace vectoriel réel normé, on désigne par E* son dual topo-
logique, c’est-a-dire I'espace vectoriel des formes linéaires continues sur E. On munit
I’espace E* de la norme duale standart

Al =1lflle- = sup  [f(z)] quel que soit f € E*
{z€B: ||zl <1}

qui fait de £* un espace de Banach.
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Pour toute partie A d’un ensemble X, on note x4: X — {0,1} la fonction ca-
ractéristique de A.

Définition 1.1. — On appelle moyenne sur £*°(X) une forme linéaire m: ¢*°(X) —
R vérifiant la condition suivante :
(1.1) inf u, <m(u) < supu, quel que soit u € £°°(X).
z€X zeX
On note (X)) 'ensemble (convexe) des moyennes sur £°(X).

Remarques 1.2. — Une forme linéaire ¢: £>°(X) — R est dite positive si p(u) >0
quel que soit u > 0 et normalisée si ¢(xx) = 1. Les moyennes sur £*°(X) sont donc
les formes linéaires positives et normalisées sur £*°(X).

L’inégalité (1.1) montre qu'une moyenne m est une forme linéaire continue sur
£°(X) de norme ||m|| = 1.

Soit £*(X) le sous-espace vectoriel de £°°(X) défini par
X)) ={veRY: [jofly = ) |va] < o0}
zeX
et rappelons que ’on a un plongement isométrique d’espaces vectoriels normés

g1 (X 11H1) = (@) [ le x)+)
défini par la formule
(1.2) JO)w) =) vug
reX
quels que soient v € £1(X) et u € £°°(X). Notons P(X) la partie de £ (X) définie par

PX)={vel(X):v>0cet || =1}

et remarquons que pour tout v € P(X), la forme linéaire j(v) est une moyenne sur
£>°(X). Posons Y1 (X) = j(P(X)). Alors X1(X) est une partie convexe de X(X) que
Pon appellera I'espace des moyennes discréetes sur £°°(X).

Le support d'un élément u € RX, noté supp(u), est 'ensemble des x dans X
vérifiant u, # 0. Notons Sp(X) le sous-espace vectoriel de R* des fonctions & support
fini et posons

So(X) = j(P(X) N So(X)).
Alors X (X) est une partie convexe de X1 (X) appelée espace des moyennes a support
fini sur £°°(X).

Soit E un espace vectoriel normé. Rappelons que la topologie faible* sur E* est la
topologie la moins fine sur £* rendant continues toutes les applications ¥, : E* — R,
x € E, ot Uy(p) = p(z) quel que soit ¢ € E*. Muni de cette topologie, E* est un
espace vectoriel topologique séparé localement convexe.

Proposition 1.3. — L’ensemble L(X) C £>°(X)* est un conveze compact relative-
ment a la topologie faible*.
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DEMONSTRATION. — Munissons £*° (X )* de la topologie faible*. D’aprés les remarques
1.2, Pensemble des moyennes X(X) est un convexe inclus dans la boule B = {¢ €
£2(X)*: ||| < 1}. D’apres le théoreme d’Alaoglu ([DuS, Th. V.4.2]) la boule B
est compact relativement & la topologie faible*. Pour montrer que (X)) est compact,
il suffit donc de voir que X(X) est un fermé de £°°(X)*. D’apres la définition d’une
moyenne, on a pour tout m € £>°(X)*
m € 2(X) < m(u) € [inf ug, sup uy] Yu € £7°(X).
reX zeX

I1 en résulte

SX) =[] %MW,

u€L>®(X)
ou I, = [infyex uy,sup,ex U] Puisque les applications ¥, : £°(X)* — R, u €
£>(X), sont continues, on en déduit que X(X) est un fermé de £°°(X)*. O

Proposition 1.4. — L’espace %o(X) est dense dans (X ) C £2°(X)* relativement
a la topologie faible*™.

DEMONSTRATION. — Munissons ¢°°(X)* de la topologie faible*. Raisonnons par I’ab-
surde et supposons Xo(X) # X(X). Soit m € X(X)\X(X). Alors K7 = £o(X) est un
convexe fermé de £°°(X)* ne contenant pas m. On peut donc appliquer un théoréme
de séparation d’un point et d’un convexe fermé dans ’espace vectoriel topologique
séparé localement convexe ¢*°(X)* ([DuS, Th. V.2.10]) qui affirme qu’alors il existe
une forme linéaire continue ¥: ¢*°(X)* — R telle que

Puisque K est un fermé du compact B, c’est un espace compact. La continuité de ¥
implique alors
(1.3) sup ¥(p) < ¥(m).
peK

Rappelons que les formes linéaires W: >°(X)* — R qui sont continues relativement
a la topologie faible* sont de la forme o — W, (p) = ¢(u), ot u € £°°(X) ([DuS, Th.
V.3.9]). On en déduit qu'il existe u(® € £>°(X) tel que ¥ = ¥, (). L’inégalité (1.3)
s’écrit donc
(1.4) sup o(u®) < m(u®).

peEK
Posons D = {§,: z € X}, ou §, € 3o(X) est défini par 6,(u) = u, pour tout
u € £>°(X). Alors D C K; et d’apres l'inégalité (1.4), on a

sup 4 = sup o) < m(u®).
x€eX weD

Ceci contredit le fait que m est une moyenne. Donc on a bien ¥o(X) = 3(X). O
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1.2. Groupes moyennables

Toutes les actions de groupe que 1’on considere sont des actions a gauche. Soit G un
groupe. On notera 1g I’élément neutre de G. Supposons que G agit sur un ensemble
X. Alors G induit une action naturelle sur RX définie par

(gu)m = Ug-1g

quels que soient ¢ € G, x € X et u € RX. Observons qu’alors /*°(X) est un sous-
ensemble G-invariant de RX et que la restriction de cette action & l’espace normé
£ (X) est continue lorsque G est muni de la topologie discréte.

Définition 1.5. — Soit X un ensemble muni d’une action d’un groupe G. Une
moyenne m sur £>°(X) est dite invariante si m(gu) = m(u) quels que soient g € G et
u € £°°(X). On note ;,,(X) 'ensemble des moyennes invariantes sur £°(X).

Lorsque le groupe G agit sur X = G, 'action que 1’on consideére est L: G x G — G
(resp. laction R: G x G — @) définie par L(g,s) = Ly(s) = gs (resp. R(g,s) =
Ry(s) = sg~'). Pour simplifier, on notera (g,u) — gu (resp. (g,u) — g u) laction
(a gauche) induite par L (resp. par R) sur £>°(G).

Définition 1.6. — Une moyenne m sur > (G) est dite invariante a gauche (resp. d
droite) si m(gu) = m(u) (resp. m(gxu) = m(u)) quels que soient g € G et u € £>°(G).
Une moyenne sur £>°(G) est dite bi-invariante si elle est invariante & gauche et & droite.

Pour tout v € R®, on définit & € RE par Uy = ug—1 pour tout g € G.

Proposition 1.7. — Il existe une moyenne invariante d gauche sur {°(G) si et
seulement si il existe une moyenne invariante & droite sur £°(G).

DEMONSTRATION. — Pour toute moyenne m sur £°°(G), on définit la moyenne
m: £ (G) — R

par m(u) = m(u) quel que soit u € £>°(G). Comme on a gxu = gu et gu = g* U
quels que soient g € G et u € £°°(G), on en déduit que m est une moyenne invariante
a gauche sur £>°(G) si et seulement si m est une moyenne invariante a droite sur

Q). O

Corollaire 1.8. — Il existe une moyenne invariante & gauche (resp. & droite) sur
£°(@Q) si et seulement s’il existe une moyenne bi-invariante sur £°(Q).

Démonstration. — Soit m; une moyenne invariante a gauche sur £>°(G). Par la pro-
position 1.7, il existe une moyenne invariante & droite m, sur ¢°°(G). Pour tout
u € £°°(@Q) soit F,,: G — R la fonction définie par

Fu(g) =mu(g*u)
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quel que soit g € G. Remarquons que pour tout u € £*°(G), on a

sup |Fu(g)‘ < sup |ug|a
geG geG

ce qui montre que F,, € £*°(G). Définissons m: £>°(G) — R par
m(u) = m,(F,)
pour tout u € £°°(G). Il est clair que m est une forme linéaire positive normalisée sur

£°(G). Or, on a Fy, = F, et Fy,, = g* F, quels que solent g € G et u € {*°(G). On
en déduit que m est une moyenne invariante a gauche et a droite sur £*°(G). g

Définition 1.9. — On dit qu'un groupe G est moyennable s’il existe une moyenne
invariante & gauche sur £>°(G).

Remarque 1.10. — 1l existe de nombreuses définitions équivalentes de la moyenna-
bilité. Nous en donnerons quelques-unes dans ce chapitre. Certains des résultats sur
les groupes moyennables que I'on rappelle dans cette section pourraient se démontrer
plus facilement en utilisant 'une ou 'autre de ces définitions.

Exemple 1.11. — Les groupes finis sont moyennables. En effet, si le groupe G est
fini, la forme linéaire m: £°(G) — R définie par

1
m(u) = @ g%c:;ug quel que soit u € £°(G)

est une moyenne invariante sur £°(G) (et c’est la seule).
Théoréeme 1.12. — Tout sous-groupe d’un groupe moyennable est moyennable.

Démonstration. — Soient G un groupe moyennable et H un sous-groupe de G. Comme
G est moyennable, il existe une moyenne invariante a gauche m sur £*°(G). Soit C C G
un systeme complet de représentants des classes a droite de G suivant H. Pour tout
v € £>°(H) considérons la fonction F, € {>°(G) définie par

F,(hc) = vy

quels que soient h € H et ¢ € C. Posons m(v) = m(F,) pour tout v € £>°(H). Alors
m est une forme lindaire positive normalisée sur ¢*°(H). Comme F}, = hF, quels
que soient h € H et v € £*°(H), la moyenne 71 est invariante & gauche. Donc H est

moyennable. O
Théoréme 1.13. — Tout quotient d’un groupe moyennable est moyennable.
Démonstration. — Soient G un groupe moyennable et 7 un homomorphisme surjectif

de G sur un groupe H. Comme G est moyennable, il existe une moyenne invariante a
gauche m sur £°°(G). Soit v € £>°(H). Alors vorr € £°°(@G). Définissons m: £*°(H) — R
par

m(v) = m(vom)
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pour tout v € £*°(H). Il est clair que 7 est une forme linéaire positive sur £*°(H) et
que m(xm) = m(xe) = 1. Donc T est une moyenne sur ¢>°(H). Soit h € H. Comme
7 est surjective, il existe g € G tel que h = m(g). On a donc (hu) om = g(uom) et
linvariance & gauche de T sur £°°(H) résulte alors de I'invariance a gauche de m sur
£>(G). Donc H est moyennable. O

Théoréme 1.14. — Toute extension d’un groupe moyennable par un groupe moyen-
nable est moyennable.

Démonstration. — Soit H un sous-groupe distingué d’un groupe G. Supposons H et
G/H moyennables. On va montrer qu’alors G est moyennable. La moyennabilité de
H et G/H implique qu’il existe m; (resp. m,) une moyenne invariante & gauche (resp.
a droite) sur £>°(H) (resp. sur £>°(G/H)). Soient g € G, h € H et u € £>°(G). Les
restrictions des fonctions gu et (hg)u & H sont bornées et 'on a

mi(gu) = my(h(gu)) = m((hg)u).

On en déduit que la fonction F, € ¢°°(G) définie par F,(g) = my(gu) est constante
sur les classes de G suivant H et définit donc un élément de £°°(G/H) que 'on note
F,,. Posons

m(u) = me(F,),

pour tout u € £*°(G) et remarquons que m est une forme linéaire positive normalisée.
Comme on a Fy,, = g F, quels que soient g € G et u € £>°(G), ou g est la classe de
g dans G/H, on en déduit que m est une moyenne invariante a gauche sur £>°(G). Le
groupe G est donc moyennable. O

Théoréme 1.15. — Soient G un groupe et (H,)yer une famille de sous-groupes
moyennables de G telle que

(1) G = U'yel—‘ H’Y 5
(2) quels que soient y1,v2 €T, il existe y3 € I' tel que H,, U H,, C H,,.

Alors G est moyennable.

Démonstration. — Soit v € I'. Comme H., est moyennable, il existe une moyenne m.,
invariante & gauche sur ¢>°(H,). Alors 'application 7, : £°°(G) — R définie par

Ty (u) = my ()

quel que soit u € £*°(G), out u g, € (*°(H,) désigne la restriction de u & H., est une
moyenne sur £°°(G) vérifiant

(1.5) My (hu) = 715 (u)
quels que soient h € H, et u € {>°(G). Posons
Y, ={m e X(G): m(hu) =m(u) Yhe Hy, Yu e (*(G)}.
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D’apres (1.5) on a m, € 3, ce qui montre ¥, # &. Munissons £*°(G)* de la topologie
faible* et montrons que ¥, est un fermé de X(G) C ¢°°(G)*. Rappelons que pour tout
u € £*°(G), on définit la forme linéaire continue ¥,, sur £>°(G)* par ¥, (¢) = ¢(u)
pour tout ¢ € £>°(G)*. Soient u € £*°(G) et h € H,. Alors on a

~1
Z’Y = Z(G> N ( ﬂ \I/(u—hu) (0) )’
heH, uel>=(G)
ce qui montre que ¥, est un fermé de ¥(G). Observons que la propriété (2) vérifiée
par la famille (H.,) er implique que toute intersection finie d’ensembles de la famille
(3+)~er est non vide. Par compacité de ¥£(G) (proposition 1.3), on en déduit que
m’yGF Y, # @. De la propriété (1) résulte alors que tout élément de ﬂ’yEF >, est une
moyenne invariante & gauche sur £°°(G). Donc G est moyennable.

|
Corollaire 1.16. — Un groupe G est moyennable si et seulement si tous ses sous-
groupes de type fini sont moyennables.
DEMONSTRATION. — Cela résulte des théoréemes 1.12 et 1.15. (]
1.3. Critére de Dixmier
Le résultat suivant est di & Jacques Dixmier [Dil].
Théoréme 1.17 (Critére de Dixmier). — Soient G un groupe et V' le sous-espace

vectoriel de £°(G) engendré par l'ensemble {u — gu: u € {*(G),g € G}. Alors les
conditions suivantes sont équivalentes :

(a) G est moyennable;

(b) sup,egvg > 0 quel que soitv € V.

DEMONSTRATION. — Montrons que (a) implique (b). Supposons G moyennable. Soient
m une moyenne invariante a gauche sur £*°(G) et v € V. Alors on a 0 = m(v) <
SUp, e Vg, ce qui montre (b).

Réciproquement, supposons (b). Posons C' = {u € (*°(G): sup,eq ug < 0}. Alors
C' est un ouvert convexe non vide dans 1’espace vectoriel normé £°(G) et CNV = @.
On en déduit en appliquant le théoréme de Mazur (voir par exemple [Ko2, th.2.7])
qu’il existe une forme linéaire continue m € £*°(G)* telle que m(v) = 0 pour tout
v € V et m(u) < 0 pour tout u € C. On peut donc supposer que m est normalisée.
Soit u € £*° (@) vérifiant u > 0. Alors —u € C et donc m(u) > 0. La forme linéaire m
est donc positive. Comme m s’annule sur V, c’est une moyenne invariante a gauche
sur £°(@G). Cela montre que (b) implique (a). O

Corollaire 1.18. — Tous les groupes commutatifs sont moyennables.
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DEMONSTRATION. — Nous allons utiliser le critére de Dixmier. Soit G un groupe
commutatif. Notons V' le sous-espace vectoriel de ¢>°(G) engendré par I'ensemble
{u—gu: u € £°(G),g € G}. Soit v € V. Alors il existe un entier n > 1, une suite

u®, ..., u™ de fonctions de £°(G) et une suite g1, ..., g, d’éléments de G tels que
k k
= 30 )
k=1

quel que soit g € G. Nous allons montrer que sup,ci vy > 0, ce qui prouvera le
corollaire d’apres le théoreme 1.17.
Soit p € N* et posons A, = {1,2,...,p}". On a |[A,| = p", ou |Ap| désigne le
cardinal de A,. Pour tout A = (A1,...,A,) € Ap, on définit ’élément 7(N\) € G par
T(A) =g1' . gan
Soit 1 < k < n et posons
_ (k) (k)
S = D (Ur() U
AEA,

La commutativité de G implique que 'on a

_ k) k)
Sk= D Uy DL Uy

{XEA,: A\p=1} {AEA,: =D}
On en déduit
(1.6) Sk > —2p" 7 [u™)]| .
Observons que ’'on a
(1.7) |Ap| sup vy > Z Vr(n) = Z Z(U(TIZ)A) — u;i)T(A)).
9€@ AEA, XEA, k=1

Posons M = max<j<, ||u®||o. En échangeant I'ordre de sommation dans la double
somme de I'inégalité (1.7) et en utilisant I'inégalité (1.6), on obtient

n
|Ap|sup vy > ZSk > —2Mnp" L.
geG

k=1
Il en résulte
—2Mn

Sup vg > .

e
En faisant tendre p vers U'infini, on en déduit sup e vy > 0. ]
Corollaire 1.19. — Tout groupe résoluble est moyennable.
Démonstration. — Soit G un groupe résoluble. Alors il existe une suite de sous-

groupes de G
{e}=GopcGyC...CG,=G
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telle que G; <t Gi41 et Gi41/G; commutatif pour tout ¢ € {0,...,n — 1}. En utilisant
le corollaire 1.18 et le théoreme 1.14, une récurrence immédiate montre alors que G;
est moyennable pour tout i =0,...,n. O

1.4. Mesures finiment additives

Pour tout ensemble X, on note P(X) I'ensemble des parties de X.

Définition 1.20. — Soit X un ensemble muni d'une action d’un groupe G. On
appelle mesure finiment additive sur X une fonction p: P(X) — [0,1] vérifiant les
propriétés suivantes :

(1) pX)=1,
(2) p est finiment additive, c’est-a-dire
w(AU B) = pu(A) + p(B) quelles que soient A, B € P(X) telles que AN B = 2.

Soit X un ensemble muni d’une action d’un groupe G. Une mesure finiment additive
wsur X est dite invariante si u(gA) = u(A) quels que soient g € G et A € P(X).

On notera M (X) (resp. M;n,(X) ) Pensemble des mesures finiment additives (resp.
finiment additives invariantes) sur X.

Lorsque X = G, l'action de G que l'on considere est la multiplication a gauche

(9,9") — g9’

Lemme 1.21. — Notons Bo(X) le sous-espace vectoriel de £>°(X) engendré par les
fonctions caractéristiques de parties de X. Alors By(X) est dense dans l'espace vec-
toriel normé £ (X).

Démonstration. — Soit u € ¢>°(X) et posons M = ||u||s. Pour tout n € N*, on
définit u™) € By(X) par

kM
(n) — E el
u n XE»

—n<k<n
ou By, ={x € X:u, € [%7W[} pour k = —n,...,n. Alors il est clair que
| —u™||s < M pour tout n € N*. La suite (u™) converge donc vers wu. O
Lemme 1.22. — Soit X un ensemble muni d’une action d’un groupe G. Alors l’ap-

plication f: Yy (X) — M, (X) définie par
f(m)(A) = m(xa)
quels que soient m € X, (X) et A € P(X) est une bijection.

Démonstration. — Notons tout d’abord que si m est une moyenne invariante sur
£>*(X), alors f(m) définit bien une mesure finiment additive invariante sur X.
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Montrons que f est bijective. Soit 1 € M;pn,(X). Munissons By(X) de la norme
induite par celle de £°°(X). On définit une forme linéaire m: By(X) — R en posant

m( Z aixe,) = Z aip(E;)

pour toute suite finie (E;)1<;<n de parties disjointes de X et pour tous réels a;,
i = 1,...,n. Remarquons que m est bien définie, continue, positive, invariante et
vérifie m(xx) = u(X) = 1. Comme By(X) est dense dans £*°(X) (lemme 1.21), on
peut prolonger m en une forme linéaire continue 7 a tout espace £>°(X) telle que
||| = ||m|| = 1 (voir par exemple [Di2, th. 8.7.7]). Il reste & vérifier que ™ est une
moyenne invariante sur £°°(X). Posons

A={uel>®(X): inf u, <m(u) < supu,} N{u e L(X): m(u—gu) =0Vyg € G}.

reX zeX

Comme les applications u — infe x g, U — SUpP,c x Uz, U — T(u) et u — T (u— gu)
sont continues sur £*°(X), la partie A est fermée dans ¢°°(X). Observons que les
propriétés de m impliquent By(X) C A. Par densité de By(X) dans £*°(X), on a
donc A = ¢°°(X). On en déduit que T est une moyenne invariante sur £°°(X) vérifiant
m(xa) = u(A) pour tout A € P(X). Donc f est surjective. L’injectivité de f résulte
du fait que si deux moyennes coincident sur les fonctions caractéristiques y 4, A C G,
alors elles coincident sur le sous-espace dense By(X) de £*°(X) et donc partout par
continuité. Il en résulte que f est bijective. O

Théoréme 1.23. — Soit G un groupe. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) G est moyennable ;

(b) 4l existe une mesure finiment additive invariante sur G ;

(c) pour toute action de G sur un ensemble X, il existe une mesure finiment additive

mvariante sur X.

Démonstration. — D’apres le lemme 1.22 appliqué a X = G on a I’équivalence entre
(a) et (b). La propriété (c) implique (b) en faisant agir G sur lui-méme par transla-
tion & gauche. Montrons que (b) implique (c). Soit p une mesure finiment additive
invariante sur G et fixons un point xy € X. Définissons v: P(X) — [0, 1] par

v(A) = u({g € G: gzo € A})

pour tout A € P(X). Alors v est une mesure finiment additive sur X. L’invariance

de v résulte de celle de p. ]
Corollaire 1.24. — Le groupe libre engendré par deuzr générateurs n’est pas moyen-
nable.

DEMONSTRATION. — Notons F, le groupe libre engendré par les deux générateurs a

et b. Raisonnons par 'absurde en supposant que Fb est moyennable. Alors il existe
une mesure finiment additive invariante sur Fy d’apres le theoréeme 1.23. Notons A
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I’ensemble des éléments de F5 qui ont une écriture réduite commengant par une puis-
sance non nulle de a. Puisque A U aAd = F, et que les parties A, bA et b>A sont
disjointes, les propriétés de p impliquent

1= p(Fz) < p(A) + p(aA) = 2u(A)

et

3u(A) = p(A) + p(bA) + p(b*A) < u(Fy) = 1.
On obtient alors une contradiction. Donc F5 n’est pas moyennable. ]
Corollaire 1.25. — Tout groupe ayant un sous-groupe isomorphe a un groupe libre

non commutatif est non moyennable.

DEMONSTRATION. — Rappelons qu’'un groupe libre non commutatif contient un sous-
groupe isomorphe a Fy. Le résultat résulte alors du corollaire 1.24 et du théoreme
1.12. |

La classe des groupes élémentaires, notée EG, est la plus petite classe de groupes
contenant les groupes finis, les groupes commutatifs et vérifiant les propriétés sui-
vantes :

1. si H est un sous-groupe de G et si G € EG, alors H € EG;

2. si H est distingué dans G et G € EG, alors G/H € EG;

3. si H est distingué dans G et si H et G/H sont dans EG, alors G € EG;
4

.8t G = U, er Hy olt (Hy)qer est une famille de sous-groupes de G dans EG
vérifiant quels que soient v1,v2 € T, il existe v3 € I" tel que H,, U H,, C H,,,
alors G € EG.

(D’apres [Choul] les conditions 3 et 4 suffisent.)

On note AG la classe des groupes moyennables et N F' celle des groupes ne conte-
nant pas de groupe libre non commutatif. D’apres les résultats de cette section, on
a

EG c AG C NF.

Qu’en est-il des égalités ? La question de savoir si 'on a AG = NI est formulée dans
[Day] et est appelée parfois le probléme de von Neumann. En 1980 Ol’shanskii [Ols]
répondit négativement a cette question en montrant la non-moyennabilité de certains
groupes qu’il avait construits. Ce sont des groupes infinis non cycliques dont tous les
sous-groupes propres sont cycliques. Un tel groupe appartient donc bien a NF. En
1982, Adian [Adi] montra que les groupes de Burnside B(m,n) de rang m > 2 et
d’exposant impair n > 665 ne sont pas moyennables. Rappelons que B(m,n) est le
groupe de présentation

B(m,n) ={(g1,...,gm: w" =1),

ou w décrit les mots en g1, . .., g, et leur inverse. Dans leurs constructions, Ol’shanskii
et Adian ont utilisé des critéres de moyennabilité se trouvant dans [Grl]. Aucun de
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leurs exemples n’est de présentation finie. En 2003 dans [OIS], Ol’shanskii et Sapir
ont construit des groupes de présentation finie non moyennables et ne contenant pas
F5. Le probléeme de von Neumann a donc une réponse négative, méme dans la classe
des groupes de présentation finie.

L’autre question, a savoir si EG = AG, a été résolue négativement en 1984 par Gri-
gorchuck [Gr2] qui a construit un groupe infini de type fini, & croissance intermédiaire
dont tous les éléments sont d’ordre fini. On montre qu’un tel groupe est dans AG\ EG.
Un groupe de présentation finie qui appartient & AG \ EG est donné dans [Gr3].

Rappelons que l'on appelle groupe linéaire tout groupe isomorphe a un sous-groupe
de GL(n,K), ot K est un corps de caractéristique nulle et n > 1. L’alternative de
Tits affirme qu’un groupe linéaire posséde soit un sous-groupe isomorphe & Fj, soit un
sous-groupe résoluble d’indice fini. On en déduit qu'un groupe linéaire est moyennable
si et seulement si il ne contient pas de sous-groupe isomorphe a Fs.

1.5. Critére de Day

Convergence de filets. — Pour plus de détails concernant la notion de filet, on
pourra consulter par exemple [DuS], [Ke2], [Kol].

Un ensemble préordonné filtrant a droite est un ensemble I muni d’une relation de
préordre (c’est-a-dire une relation transitive et réflexive) tel que toute partie finie de
I admet un majorant.

On appelle filet dans un ensemble E une fonction u: I — FE, ou I est un ensemble
préordonné filtrant & droite. On écrira aussi u = (u;);er.

Soit (u;)ier un filet dans un ensemble E. Un sous-filet de (u;);er est un filet (v;) e
tel qu'il existe une application ¢: J — I vérifiant les conditions suivantes :

1. vj = uy(j) quel que soit j € J;
2. pour tout i € I, il existe j € J tel que ¢(k) > i pour tout k > j.

Supposons que E soit un espace topologique. On dit qu'un filet (u;);e; de E
converge vers u € E ou que u est une limite de (u;);cr, si pour tout voisinage V
de u, il existe ig € I tel que u; € V pour tout ¢ > ig. Si la limite est unique, on écrit
lim;ey u; = u. Un point u € F est appelé point d’accumulation du filet (u;);cr si pour
tout voisinage V' de u et pour tout ¢ € I, il existe j > i tel que u; € V. Notons que u
est un point d’accumulation du filet (u;);er si et seulement si il existe un sous-filet de
(ui):er qui converge vers u. Rappelons que tout filet d'un espace topologique compact
admet un point d’accumulation.

Soit E un espace vectoriel topologique séparé localement convexe. La topologie
faible sur E est la topologie la moins fine sur F rendant continues toutes les formes
linéaires ¢ € E*. On dira qu'un filet d’éléments de E converge fortement (resp.
faiblement) vers un point u € FE s§'il converge vers u relativement a la topologie
originale (resp. relativement a la topologie faible) de E.
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Lemme 1.26. — Soit G un groupe. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) il existe un filet (v);c; d’éléments de P(G) tel que (gv' — v);cr converge
fortement (relativement & la norme ||.||1) vers 0 dans (*(G) pour tout g € G.

(b) il existe un filet (v));e; d’éléments de P(G) tel que (gv™ — v)icr converge
faiblement vers 0 dans £*(G) pour tout g € G.

Démonstration. — L’implication (a)=-(b) résulte du fait que les ouverts de la topo-
logie faible sont des ouverts de la topologie forte.

Montrons (b)=>(a). Pour tout g € G posons V, = ¢}(G) que 'on munit de sa
topologie d’espace vectoriel normé. Définissons 'espace vectoriel V' par

v=1["v
geG

Muni de la topologie produit, V' est un espace vectoriel topologique séparé localement
convexe. Définissons I'application linéaire T': /1(G) — V par

T(v)g=gv—v

quels que soient v € £1(GQ) et g € G. Rappelons que la topologie faible sur V' coincide
avec le produit des topologies faibles des V;, g € G ([Kel]). Comme le filet (gv(?) —
v);e; converge faiblement vers 0 dans ¢!(G) pour tout g € G, il en résulte que le
filet (T'(v"));e; converge faiblement vers 0 dans V. L’élément 0 appartient donc &
la fermeture faible du convexe C = T(P(G)) C V. Comme la fermeture faible du
convexe C' coincide avec la fermeture de C relativement a la topologie originale de
V ([DuS, Th. V.3.13]), il existe un filet (w"));c; dans P(G) telle que (T'(w))) e
converge fortement vers 0 dans V. On en déduit que (||gw’) — w()||;);es converge
vers 0 pour tout g € G. Cela montre que (b) implique (a). a

Critére de Day. —

Théoréme 1.27 — Soit G un groupe. Alors G est moyennable si et seulement si il
existe un filet (v);cr d’éléments de P(G) tel que (gv® —v@);cr converge faiblement
vers 0 dans (*(G) pour tout g € G.

Démonstration. — Supposons qu'il existe un filet (v(¥);c; d’éléments de P(G) tel
que (gv® —v@);c; converge faiblement vers 0 dans ¢'(G) pour tout g € G. Puisque
21 (G) = jJ(P(@)) C X(G) et que X(G) est compact pour la topologie faible* (pro-
position 1.3), on en déduit qu’il existe un sous-filet (w®)per de (v);ec; tel que le
filet (j(w™))rex converge vers une moyenne m € ¥(G) relativement & la topologie
faible*. Montrons que m est invariante & gauche sur £°°(G). Soient u € £°(G), g € G
et ke K.On a:

Hw®)(gu) = i) () = 3 w®uy 1y — 3w,

seG sEG
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Par un changement de variable, on obtient
(1.8) J ™) (gu) = i) ) = 3 (g7 wl = wl®)us
seG

La convergence de (j (w(k))) kek vers m relativement & la topologie faible* implique
que le membre de gauche de 1’égalité ci-dessus converge vers m(gu) —m(u). Puisque le
filet (¢~ 'w® —w¥)) ek converge faiblement vers 0 dans ¢*(G), le membre de droite
de l’égalité (1.8) converge vers 0. On a donc

m(gu) — m(u) =0,

ce qui montre que m est invariante a gauche. Le groupe G est donc moyennable.
Supposons que G est moyennable. Soit m une moyenne invariante a gauche sur
£>°(@). Comme X1 (G) est dense dans 3(G) relativement & la topologie faible* (pro-
position 1.4), il existe un filet (v(?);c; d’éléments de P(G) tel que (j(v(?));e; converge
vers m relativement a la topologie faible*. Soit u € £*°(G), g € Geti € I. On a

gv( ) Zv(z)lsuS Z Ugi)(gflu)s _ j(v(i))(gqu).

seG seG

Donc
J(gv'? = v @)(u) = (i(gv"?) = j (D)) (u) = j (™) (g7 u) = (0)(u).
Par passage a la limite dans 1’égalité précédente, on obtient
lim j (g0 — v @)(u) = m(g~"u) —m(u) =0

quels que soient u € £°(G) et g € G. Puisque (1(G)* = £>(G), il en résulte que le
filet (gv® — v®);c; converge faiblement vers 0 dans ¢*(G). O

La premiere partie de la preuve précédente donne le résultat suivant :

Corollaire 1.28. — Soient G un groupe et (v));c; un filet d’éléments de P(G) tel
que (gv —v®);c; converge faiblement vers 0 dans £*(G) pour tout g € G. Alors
tout point d’accumulation (relativement d la topologie faible*) du filet (j(v®))ies est
une moyenne invariante 4 gauche sur (> (G). O

1.6. Propriété du point fixe

Soient V, W des espaces vectoriels et C' C V' un convexe. On dit qu’une application
A: C — W est affine si elle vérifie

A()\Cl + (1 — )\)02) = )\A(Cl) + (]. — )\)A(CQ)

quels que soient ¢j,co € C et A € [0, 1].
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Définition 1.29 (action affine). — Soit G un groupe agissant (& gauche) sur un
convexe C' d'un espace vectoriel V. On dit que G agit affinement sur C si l'on a

g(Aer + (1 = ANez) = Ager + (1 — A)geo
quels que soient ¢j,co € C, A € ]0,1] et g € G.

Soit G un groupe agissant sur un convexe C' d’'un espace vectoriel V. Le groupe G
agit affinement sur C si et seulement si pour tout g € G, 'application A,: C — V
définie par

Ag(c) = gc
quel que soit ¢ € C est affine.

Définition 1.30. — On dit qu’un groupe G a la propriété du point fize si toute ac-
tion affine continue de G sur un convexe compact C' d’un espace vectoriel topologique
séparé localement convexe V admet un point fixe, c’est-a-dire un point ¢ € C tel que
gc = ¢ pour tout g € G.

Théoréme 1.31. — Un groupe G a la propriété du point five si et seulement si G
est moyennable.

DEMONSTRATION. — Supposons que G vérifie la propriété du point fixe. Munissons
£>°(G)* de la topologie faible* et rappelons (proposition 1.3) qu’alors ¥(G) est un
convexe compact de I’espace vectoriel topologique séparé localement convexe £>°(G)*.
On définit une action de G sur 3(G) en posant

gm(u) =m(g~ " u)
quels que soient m € X(G), u € £°(G) et g € G. Observons que c’est une action
affine continue. Puisque G vérifie la propriété du point fixe, il existe donc mg € X(G)
tel que gmy = mg quel que soit g € G, c’est-a-dire mg est une moyenne invariante a
gauche sur £°°(G). Donc G est moyennable.

Montrons la réciproque. Soit G un groupe moyennable agissant affinement et
continiiment sur un convexe compact C' d’un espace vectoriel topologique localement
convexe V. Fixons ¢y € C. Soit A(C) l'espace vectoriel des applications affines conti-
nues de C' dans R et observons que {¢|c: ¢ € V*} C A(C). Pour tout ¢ € A(C)
définissons h,: G — R, g — ¢(gco). Puisque C' est compact et que ¢ est continue,
I'espace ¢(C') est compact. Donc hy, € £>°(G). Pour tout m € X(X), définissons une
forme linéaire T,,, sur A(C) par

Tin(p) = m(hy)
quel que soit ¢ € A(C). Soit m € X(G). Nous allons montrer qu’il existe ¢, € C tel
que

(1.9) T () = p(cm)
quel que soit ¢ € A(C).
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Pour tout g € G notons d,: £>°(G) — R I'élément de ¥ (G) défini par §,(u) = u,
pour tout u € £°°(G). Soit u € Eo(G). Alors il existe une suite g1, ga, . . . , gn d’éléments
de G et une suite Aq,...,\, de réels strictement positifs tels que Y .- A, = 1 et
=1, Ny Par définition de T}, on a

Tu(p) = Z Aip(gico) = Sﬁ(z AigiCo)

quel que soit ¢ € A(C), ce qui montre que (1.9) est vérifiée lorsque m € Xo(G) avec
¢y = i 1 Xigico € C. Rappelons (proposition 1.4) que Xo(G) est dense dans X(G)
pour la topologie faible*. On peut donc trouver un filet (u;);e; d’éléments de ¥o(G)
convergeant vers m. Pour tout ¢ € I, posons ¢; = c,, € C. Soit 7¢ la topologie la
moins fine sur C' rendant continus tous les éléments de A(C). Puisque tout ouvert de
7o est un ouvert de C' (muni de la topologie induite par celle de V'), on en déduit
que C' est compact pour la topologie 7¢. Quitte & prendre un sous-filet de (¢;);er, on
peut supposer que le filet (¢;);er converge vers un élément ¢, € C relativement a la
topologie 7¢. Or, on a

pilhy) = Ty, (@) = (i)

quels que soient ¢ € I et p € A(C). En passant & la limite suivant ¢, on obtient

Tn(p) = p(cm)

quel que soit ¢ € A(C'). Cela démontre (1.9).

Supposons maintenant que m est une moyenne invariante & gauche sur £*°(G) et
montrons que ¢, est un point fixe pour 'action de G. Remarquons que si ¢ € V* et
g € Galors po Ay € A(C), ou Ay: C — C est défini par A,(c) = ge pour tout c € C.
Soient ¢ € V* et g € G. En utilisant ’égalité (1.9), on a

o(gem) = @ o Aglem) = Trn(p o Ay) = m(s — w(gsco)).

On en déduit en utilisant I'invariance & gauche de m et (1.9)

p(gem) = m(s — p(sco)) = Tin(p) = p(cm)-

Comme l'inégalité précédente est vérifiée pour tout ¢ € V* et que V est un espace
vectoriel topologique séparé localement convexe, on en déduit que ge,, = ¢, ([DusS,
Cor. V.2.13]). Cela démontre que ¢, est un point fixe pour l'action de G. O

Mesures boréliennes. — Soit X un espace topologique. La tribu borélienne de
X, que lon notera B(X), est la plus petite tribu contenant tous les ouverts de
X. Une mesure définie sur B(X) et prenant des valeurs finies sur les compacts est
dite borélienne. Une mesure borélienne p est dite réguliere si elle est intérieurement
régquliére et extérieurement réguliére, ¢’est-a-dire si pour tout borélien B € B(X), on
a

w(B) =inf{u(V): BCV, V ouvert}



1.6. PROPRIETE DU POINT FIXE 17

et
w(B) =sup{u(K): K C B, K compact}.

Supposons X compact et séparé. On note M (X) ’ensemble des mesures de proba-
bilité boréliennes régulieres sur X. Soit « € X. La masse de Dirac en x est la mesure
borélienne §,, définie pour tout B € B(X) par 0,(B) =1siz € B et §,(B) = 0 sinon.
Notons que 6, € M(X).

Soit C'(X) l'espace vectoriel réel des fonctions continues de X dans R que l'on
munit de la norme sup. Soit p € M(X). Alors application L, : C(X) — R définie
par

L.(f) = /Xf dp quel que soit f € C(X)

est une forme linéaire continue positive de norme ||L,|| = 1. Réciproquement, il résulte
du théoreme de représentation de Riesz (voir [Ru2, th. 2.14]) que si L: C(X) — R
est une forme linéaire continue positive de norme 1, alors il existe une unique mesure
de probabilité p € M(X) vérifiant L = L,. L'espace M(X) s’identifie donc & un
sous-ensemble convexe de la boule unité B = {L € C(X)*: ||L]| < 1} de C(X)*.

Rappelons que la topologie faible* sur C'(X)* est la topologie la moins fine rendant
continues toutes les applications ¥y: C(X)* — R, f € C(X), ou ¥;(L) = L(f) quel
que soit L € C(X)*. Muni de cette topologie, ’espace C(X)* devient un espace vec-
toriel topologique séparé localement convexe dans lequel B est compact (cela résulte
du théoréme [DuS, Th. V.4.2]). On munit M(X) C C(X)* de la topologie induite
par la topologie faible* de C(X)*. Alors M(X) est un compact puisque c’est un sous-
ensemble fermé du compact B. Notons M (X) 'ensemble des combinaisons linéaires
convexes de masses de Dirac. Alors My(X) est un sous-espace convexe dense dans
M(X).

Supposons que X est muni d’une action continue d’un groupe G. On dit qu’'une
mesure p € M(X) est G-invariante si u(gB) = p(B) pour tout borélien B et pour
tout g € G.

Barycentre d’un compact convexe. — Pour plus de détails et résultats concer-
nant la notion de barycentre voir [Cho], [Phe].

Lemme 1.32. — Soit K un compact convexe non vide d’un espace vectoriel topolo-
gique séparé localement convere E. Soit p € M(K). Alors
(a) il existe un unique b = b(u) € K vérifiant

1) = [ 10 auty
quel que soit f € E*. Le point b(u) est appelé p-barycentre de K ;
(b) Uapplication b: M(K) — K, p+— b(u) est une application continue;

(¢) on a A(b(p)) = b(A x p) pour toute application affine continue A: K — K, ot
Ax i désigne la mesure image de p par A, c’est-a-dire A x u(B) = u(A=Y(B)).
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Démonstration. — L’unicité résulte du fait que si b et b’ sont des u-barycentres de
K, alors f(b) = f(b') quel que soit f € E*. On en déduit b = b’ ([DuS, Cor. V.2.13]).

Montrons 'existence du p-barycentre de K. Soit p € M(K) et notons L,(f) =
fK f dp pour tout f € E*. Définissons pour tout f € E*, la partie fermée Ky C K
par

Ky={keK:L,(f)=f(k)}.

Montrons que ﬂfeE* K; # @. Solent fi,..., f, une suite finie d’éléments de E* et
définissons 'application linéaire T: K — R™ par

T(k) = (fi(k), f2(k), ..., ful(k))
quel que soit k € K. Alors T(K) est un convexe compact de R". Supposons (;_, Ky, =
@ et posons « = (L,(f1),Lu(f2),...,Lu(fn)). Alors « ¢ T(K). Par un théoréme de
séparation de convexes disjoints dans R", il existe une forme linéaire [ € (R™)* et un
réel ¢ > 0 telle que I(z) < I(T(k)) — ¢ pour tout k € K. En intégrant cette inégalité
en k € K par rapport & u, on obtient

ta) = [ 1) duti) < [ Q) =) duthy =1 [ T0) du(t) e = 160) —

ce qui est absurde. Donc ()}, K, # @. Par compacité de K on a alors ﬂfeE* Ky # @.

Montrons que I’application barycentre b: M(K) — K est continue. Soit (u;);cr un
filet d’éléments de M (K') convergeant vers p et posons z; = b(y;) pour tout ¢ € I. On
va montrer que (x;);er converge vers b(u). Par compacité de K, il suffit de démontrer
que tout sous-filet de (z;);e; convergeant, converge vers b(j). Soit (z,(;)) es un sous-
filet de (z;)ies qui converge vers un élément x € K. Comme z,;y = b(p,(;)) pour
tout j € J, on a f(zy;)) = Ly, (f) quels que soient f € E* et j € J. Puisque f
est continue et lim; ju,,(jy = p, on obtient par passage a la limite f(z) = L,(f). On
en déduit done f(z) = f(b(w)) quel que soit f € E*. Par unicité du barycentre, on a
donc z = b(u).

Montrons la derniére assertion. Soient A: K — K une application affine continue
et u € M(K). Par densité de Mo(K) dans M(K), il existe un filet (u;);e; d’éléments
de Mo(K) qui converge vers p. Soit ¢ € I. Puisque u; € Mo(X) et que A est une
application affine, on vérifie immédiatement que A(b(yu;)) = b(A * p;). Par continuité
de b et de A, on en déduit par passage a la limite A(b(u)) = b(A * p). O

Théoréme 1.33. — Soit G un groupe. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) G est moyennable;
(b) pour toute action continue de G sur un espace compact séparé X, il existe une

mesure de probabilité p € M(X) qui est G-invariante.

Démonstration. — Montrons que (a) implique (b). Supposons G moyennable. Si G
agit continiiment sur un espace compact séparé X, alors il existe une moyenne inva-
riante m sur £>°(X) d’apres le théoreme 1.23. En particulier m est une forme linéaire



1.7. CRITERE DE FOLNER 19

positive normalisée continue sur C'(X) vérifiant m(gu) = m(u) pour tous v € C(X)
et g € G. D’apres le théoreme de représentation de Riesz, la moyenne m définit une
mesure de probabilité G-invariante p € M(X).

Montrons que (b) implique (a). Pour cela, on va montrer que G a la propriété du
point fixe. Supposons que G agit contintiment et affinement sur un compact convexe X
d’un espace vectoriel topologique séparé localement convexe E. D’apres (b), I'espace
X admet une probabilité p € M(X) qui est G-invariante. Notons b = b(u) le u-
barycentre de X (voir lemme 1.32) et montrons que b est un point fixe pour action
de G. Notons A,: X — X lapplication définie par Ay4(x) = gz quels que soient z € X
et g € G. Puisque p est G-invariant, on a Ay * p = p. Il en résulte en utilisant le
lemme 1.32

Ag(b(p)) = b(Ag * 1) = b(p)
pour tout g € G. Donc b() est fixé par G. On en déduit que G est moyennable d’apres

le théoréme 1.31.
O

1.7. Critére de Fglner

Soient A et B deux ensembles. On note A A B = (AU B)\ (AN B) la différence
symétrique entre A et B et |A| le cardinal de A.

On dit qu'un groupe G vérifie la condition de Falner si pour tout € > 0 et pour
toute partie finie K C G, il existe une partie finie non vide F' C G telle que

|kF A F|
=l <e
|F|
quel que soit k € K.
Le résultat suivant est dii & Fglner [Fgl] :

Théoréme 1.34 (Critére de Fglner). — Un groupe G est moyennable si et seule-
ment si il vérifie la condition de Folner.

Démonstration. — Supposons que G vérifie la condition de Fglner. Nous allons uti-
liser le critere de Day pour montrer que G est moyennable. Posons

J={(¢,K): €>0, K partie finie de G}

que 'on munit du préordre défini par (e1, K1) < (€2, K2) si et seulement si e < €7 et
K; C Ks. Alors J est un ensemble filtrant & droite. Soit j = (¢, K) € J. D’apres la
condition de Fglner, il existe une partie finie non vide L; C G telle que

|kL; A Lj| <e

(1.10) T



20 CHAPITRE 1. GROUPES MOYENNABLES

quel que soit k& € K. Pour tout j € .J, posons v; = xr,/|L;|. Alors v; € P(G) et I'on
a
lgL; A\ Lj|

||9“j ”JHl |L | gEZC;\XgL (s) — XL |L | 96ZGXgL AL; T
pour tout g € G. En utilisant (1.10), on en déduit que le filet (||gv; —v;[|1);es converge
vers 0 pour tout g € G. D’apres le critere de Day (théoréme 1.27) on a donc que G
est moyennable.

Réciproquement, supposons que G est moyennable. Soient € > 0 et K une partie
finie non vide de G. D’apres le théoreme 1.27, il existe v € P(G) telle que

€
(111) o =l < 75

quel que soit k € K. Pour tout réel t > 0, posons E; = {g € G: vy > t} et remarquons
que le fait que v € P(G) implique que F; est une partie finie de G. Soit k € K. Alors
kE, ={g € G: (kv), > t}. Soit g € G et écrivons

Vg oo kvg [eS)
Vg :/ dt :/ XE (g) dt et kvg :/ dt :/ xxE, (g) dt.
0 0 0 0

Alors on a
(1.12)

lkvg —vg| = /0 Oo( xke, (9) — XB,(9)XkE,(9) ) dt + /0 (xm.(9) — xkE (9)xE,(9) ) dt.

En effet, supposons par exemple kvy > vy (l'autre cas se traite de facon analogue).

Alors xxg, (9) > xE,(g) et done xiE, (9)XE, (9) = XE,(g). On en déduit I'égalité (1.12)
puis que

0 0
L’inégalité (1.11) implique alors

e €
|kE: A Ey| dt < —.
/0 ||
En sommant sur k € K, on en déduit

|k:EtAEt
Ey| dt < e.
o m g S s

Puisque
(oo}
[TiEl = [ @ i = Y [ et dt= v = el = 1
0 geG geG 9eG
on en déduit qu’il existe un réel ty > 0 tel que

keK | t0|
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ce qui montre

kE,, NE
[y tol < 2e¢ pour tout k € K.
|Et0 |
Le groupe G vérifie donc la condition de Fglner. |

Notons F(G) l'ensemble des parties finies non vides de G. On appelle suite de
Fyglner de G une suite (F,)neny d’éléments de F(G) telle que

F,) AF,
li M =0 quel que soit g € G.
Ezxzemples 1.35. — Si G est un groupe fini, il est clair que la suite de terme général

G est une suite de Fglner.
Pour le groupe Z*, ou k € N, on vérifie que la suite (F,) définie par F, =
{1,2,...,n}* pour tout n € N est une suite de Fglner.

Proposition 1.36. — Soit G un groupe dénombrable. Alors G est moyennable si et
seulement si G admet une suite de Fglner.

Démonstration. — Si G admet une suite de Fglner, il est clair que G vérifie la condi-
tion de Fglner. Donc G est moyennable.

Supposons que G est moyennable. Alors G vérifie la condition de Fglner d’apres
le théoréme 1.34. Puisque G est dénombrable, il existe une suite (K,,),en de parties
finies croissantes de G telle que G = |,y Kn- Soit n € N. En appliquant la condition
de Fglner a € = n%rl et & K = K, il existe F,, € F(G) telle que

(WP AR _ 1
|E | “n+1

quel que soit g € K,,.

Alors il est clair que (F},)nen est une suite de Fglner de G. O
Proposition 1.37. — Soient (Fy,) et (F)) des suites de Folner d’un groupe G. Les
assertions suivantes sont vérifiées :

(a) la suite (F, UF!) est une suite de Folner de G ;

(b) si(gn) est une suite d’éléments de G, alors la suite (F,,gy) est une suite de Fplner

de G ;
(¢c) si g€ G alors les suites (Fyg) et (gF,) sont des suites de Folner de G ;

(d) si K est une partie finie de G alors les suites (F, K) et (KF,) sont des suites de
Fyglner de G.

(e) si K est une partie finie de G alors on a

KF,
lim | | =

1.
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Démonstration. — Montrons (a). Remarquons tout d’abord que 'on a
(AUB)A(CUD)C (AAC)U(BAD)
quels que soient A, B C G. On en déduit
(P UFY) B g(FaUFD| _ |Fa S gFal | |y gy
|F U F| T R 134

quels que soient g € G et n € N. Puisque (F},) et (F)) sont des suites de Fglner de
G, l'inégalité précédente montre qu’il en est de méme pour la suite (F,, U F)).

Soient n € N et g,¢9' € G. Les assertions (b) et (c) résultent respectivement des
égalités

[Fngn & g(Fngn)|l = [(Fn & gFn)gnl = [ A g5
et
9F A g (9F)| = 197 (gFn A §'gF)| = [Fu A g7 g gFl.

Montrons (d). D’apres (c), la suite (F,,k) (resp. (kF,)) est une suite de Fglner de G
quel que soit k € K. Puisque I, K = (J,c ¢ Frnk (resp. KF, = J,c i kFy), Passertion
(d) résulte de (a).

Soit n € N. Puisque KF,, A F,, C Upeg kFn A F, et que (F,) est une suite de
Fglner de G, on en déduit que

. |KF, A F,] |kF, A F,|
lm ——— < =0.
n—00 |Fl nem];( |F
Il en résulte KE OF KF AR
i EER O] BN
n— 00 |Fn‘ n—00 |Fn|

Comme on a KF,, = (KF,NF,)U(KF,\ F,) pour tout n € N, on en déduit (¢). O

1.8. Récapitulatif

Les théoremes suivants regroupent les principaux résultats démontrés dans ce cha-
pitre.
Le premier théoréme donne des conditions équivalentes a la moyennabilité.

Théoréme 1.38. — Soit G un groupe. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) G est moyennable;

(b) pour toute action de G sur un ensemble X, il existe une moyenne invariante sur
/> (X) ;

(¢c) pour toute action continue de G sur un compact séparé X, il existe une mesure
de probabilité G-invariante p € M(X) ;

(d) G vérifie la propriété du point fixe : toute action continue affine de G sur un
compact conveze C' d’un espace vectoriel topologique séparé localement convexe E
admet un point fixe dans C ;



1.8. RECAPITULATIF 23

(e) G vérifie la condition de Folner : pour tout € > 0 et pour toute partie finie K C G,
il existe une partie finie non vide F C G telle que

|kF A F|
L
|F|
quel que soit k € K ;
(f) il existe un filet (v));er d’éléments de P(G) C £1(G) tel que le filet (gu —v®);c;
converge fortement vers 0 ;
(g) il existe un filet (v));cr d’éléments de P(G) C £1(G) tel que le filet (v —v®);er
converge faiblement vers 0.
O
On trouve encore d’autres définitions équivalentes & la moyennabilité dans la litté-
rature. Pour une caractérisation des groupes moyennables en termes de décompositions
paradoxales, voir par exemple [Wag], [CGH1], [CGH2].

Le résultat suivant récapitule les propriétés de fermeture de la classe des groupes
moyennables.

Théoréme 1.39. — On a :

(a) tous les groupes finis sont moyennables ;

(b) tous les groupes commutatifs sont moyennables ;

(c) tout quotient d’un groupe moyennable est moyennable ;
)

(d) toute extension d’un groupe moyennable par un groupe moyennable est moyen-
nable.

(e) si (Hy)yer est une famille de sous-groupes moyennables d’un groupe G telle que
(1) G= Ua,er Hy
(2) quels que soient y1,7v2 € T', il existe y3 € T' tel que Hy, U Hy, C Hy,,

alors G est moyennable.






CHAPITRE 2

LE LEMME D’ORNSTEIN-WEISS D’APRES GROMOV

Dans ce chapitre on démontre un théoréme de convergence pour les fonctions sous-
additives invariantes définies sur les parties finies d’un groupe dénombrable moyen-
nable. Ce résultat est utilisé dans la définition de la dimension topologique moyenne
et dans celle de 'entropie topologique (voir les chap. 3 et 4). Le théoréme peut étre
déduit d’un résultat général di a D.S. Ornstein et B. Weiss mais la démonstration que
I’on présente ici suit une preuve esquissée par M. Gromov. Le contenu de ce chapitre
est repris dans [Kr1].

2.1. Présentation du résultat

Soit G un groupe dénombrable. Rappelons (cf. proposition 1.36) que G est moyen-
nable si et seulement si G admet une suite de Fglner, c’est-a-dire une suite (F});en
de parties finies non vides de G telle que

lim [(gF;) A F|

=0 quel que soit g € G,

ot A A B=(AUDB)\ (AN B) désigne la différence symétrique entre les ensembles
A et B, et |A] est le cardinal de A.

Nous allons démontrer le théoreme suivant :

Théoréme 2.1 (Ornstein-Weiss). — Soit G un groupe dénombrable moyennable
et h: F(G) — R une fonction vérifiant les propriétés suivantes :

(a) h est sous-additive, c’est-a-dire
h(AUB) < h(A) + h(B) quelles que soient A, B € F(G) ;
(b) h est invariante & droite, c¢’est-a-dire

h(Ag) = h(A) quels que soient g € G et A € F(G).
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Alors il existe un réel X = X(G,h) > 0 tel que
h(F;)
lim
pour toute suite de Folner (F;);en de G.

=A

Une démonstration de ce résultat (énoncé avec des hypotheses plus fortes sur la
fonction h) & partir d’un théoréme dii & Ornstein et Weiss sur les quasi-pavages [OrW,
Section 1.2, Th. 6] se trouve dans [LiW, Th. 6.1]. Dans [Gro, Section 1.3], Gromov
esquisse une preuve directe du théoreme 2.1 en laissant au lecteur la vérification de
certains passages. Il utilise des notions introduites par Ornstein et Weiss dans [OrW].
La démonstration qui est présentée ici suit 'approche de Gromov.

Le théoreme 2.1 est a la base de la construction d’invariants d’actions de groupes
moyennables comme ’entropie métrique, ’entropie topologique et la dimension topo-
logique moyenne (cf. chap. 3 et 4). On trouve dans [Mou] un théoréme de convergence
de ce type pour des fonctions invariantes vérifiant une condition plus forte que la sous-
additivité. Le résultat énoncé dans [Mou)] est suffisant pour définir I’entropie métrique
d’actions de groupes moyennables.

2.2. Moyennabilité relative

On définit dans cette section les notions de K-intérieur, K-extérieur et K-frontiere
d’une partie d’'un groupe (voir [OrW]).

Soient K et A des parties d'un groupe G. On appelle K-intérieur (resp. K-
extérieur) de A la partie de G notée Intg(A) (resp. Extg(A)) formée des éléments
g € G tels que Kg soit contenu dans A (resp. dans G \ A). On définit la K -frontiére
de A par :

Ok (A) = G\ (Intx(A) UExtg(A)).

La K-frontiere de A est donc I’ensemble des éléments g € G tels que Kg rencontre
a la fois A et G \ A. La proposition suivante est une conséquence immédiate de la
définition de la K-frontiere :
Proposition 2.2. — Soient K, A, B des parties d’un groupe G et g € G. On a
(i) 9k (A) = O (G \ A4);
(AUB) C 0x(A) U9k (B);
k(A\ B) C Ok (A)U Ik (B);
k(A) COk/(A) si KC K' C G;
Kg(A) = g7 0 (A)
K (Ag) = Ok (A)g.
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Soient K et A des parties finies d’un groupe G. Alors 9k (A) est finie. Supposons
A # @. On appelle constante de moyennabilité relative de A par rapport a K le
rationnel a(A4, K) défini par :

|0k (A)]
1Al

Remarquons que les égalités (v) et (vi) de la proposition 2.2 impliquent

(2.1) a(A, Kg) = a(Ag, K) = a(A, K) quel que soit g € G.

a(A,K) =

Lemme 2.3. — Soient K et A des parties d’un groupe G. Supposons K = K1 et
1g € K. Alors on a les inclusions suivantes :

(i) (kA) A AC Ok(A) quel que soit k € K ;

(il) Ox(A) C K((KA) A A).

Démonstration. — Montrons I'inclusion (i). Soit g € (kA) A A avec k € K. Alors soit
k~lge Aet ge G\ A, soit g€ Aet klge G\ A. Or k=1 et 1 appartiennent &
K. Dans les deux cas, on a donc KgNA # @ et KgN(G\ A) # &. On en déduit
g € 0k (A).

Montrons l'inclusion (ii). Soit g € 9k (A). Alorsonage K~ 'A=KAet KgN(G\
A) # @. Supposons tout d’abord g ¢ A. Alors g € KA\ A= (KA)AAC K((KA)A
A) puisque 1¢ € K. Supposons maintenant g € A. Comme KgN(G\ A) # &, il existe
ke K tel que kge KA\ A= (KA)A A. On en déduit g € K((KA) A A). O

Proposition 2.4. — Soit (F;);en une suite de parties finies non vides d’un groupe
dénombrable G. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) La suite (F;) est une suite de Folner de G ;

(b) Pour toute partie finie K C G, on a

lim a(F;, K) =0.

11— 00

Démonstration. — Montrons implication (a)=(b). Supposons que (F;) est une suite
de Fglner de G. Soit K une partie finie de G et définissons L C G par

L=KUK'u{lg}.

Alors L est une partie finie de G contenant 1g et vérifiant L = L~!. Soit i € N. La
proposition 2.2.(iv) et le lemme 2.3.(ii) impliquent

Ok (F;) C 0L(F;) C L((LF;) A F;).
Puisque 'on a

(LF) AF; C | J(F) A Fy),
leL
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on en déduit

|8K |(LF}) A Fy|
Comme (F;) est une suite de Fglner de G, le membre de droite de la derniére inégalité
tend vers 0 lorsque i tend vers l'infini. On a donc lim; ., a(F;, K) = 0, ce qui
démontre (b).
Montrons l'implication (b)=-(a). Supposons que la suite (F;) vérifie la propriété
(b). Soient g € G et i € N. Posons K = {1g,g,9~'}. D’apreés le lemme 2.3.(i), on a

II en résulte
((gF:) A Fi| _ |0k (F3)

=~ = Oé(F‘i7 K)
|Fil |Fil
Comme lim; o, a(F;, K) = 0, on en déduit
. |(gF;) A Fy
lim =
ce qui montre que (F;) est une suite de Fglner de G. O

2.3. Le lemme de remplissage

Définition 2.5. — Soient X un ensemble et € > 0. On dit qu’une famille (A;);c; de
parties finies de X est e-disjointe s’il existe une famille (B;);c; de parties disjointes
de X telle que B; C A; et |B;| > (1 — €)|A;| pour tout ¢ € I.

Lemme 2.6. — Soient X un ensemble et (Ay, Aa, ..., A,) une famille e-disjointe de
parties finies de X. Alors on a

(1—6)Z|A|<|UA|

i=1

Démonstration. — Comme la famille (Aj, As, ..., A,) est e-disjointe, il existe une
famille (B, Ba, ..., By,) de parties disjointes de X vérifiant B; C A; et |B;| > (1 —
€) |Ai| pour tout 1 < i <mn. On a donc

Q-0 1al<Y 1Bl =IUBl<IJAl
=1 =1 =1 =1
O

Lemme 2.7. — Soient K une partie finie d’un groupe G et 0 < € < 1. Soit (A;)1<i<n
une famille e-disjointe de parties finies non vides de G. Alors on a

a(U A K) < max «a(A4;, K).

—1—€ i=1l,..,n



2.3. LE LEMME DE REMPLISSAGE 29

Démonstration. — Posons M = max;—
2.2.(ii), on obtient

105 ([ AN < D10k (A0) = D al A, K)|Ay] < MZ |Ail.
i=1 i=1

i=1 i=1

a(4;,K). En utilisant la proposition

.....

En utilisant le lemme 2.6, on en déduit

n M n
o (U Al < 71U 4l
=1 i=1
O

Lemme 2.8. — Soient K, A et ) des parties finies d’un groupe G telles que A # &
et A C Q. Supposons qu’il existe € > 0 tel que |Q\ A| > €|Q|. Alors on a
a(2,K) + a(4, K)

€

a(Q\ A, K) <

Démonstration. — En utilisant la proposition 2.2.(iii) et le fait que |2\ A| > €|Q| >
€|A], on obtient
0@\ A)] _ @ K) +a(A,K)

Q\AK
(2 )= [Q\ A — €
|
Lemme 2.9. — Soient A et B des parties finies d’un groupe G. On a
> lAgn B| = |A|lB.
geG
Démonstration. — Pour E C G, rappelons que l'on note xg: G — {0,1} la fonction

caractéristique de F. On a

ST1Agn Bl =303 xagnsld) = DY xald's Hxe(d).

geG geG g'€G geG g'eqG

En échangeant 'ordre de sommation puis par un changement de variable, on obtient

> 1Agn Bl = x5(¢) Y xalds™") = |BIAl

geG g'eCG geG
O

Définition 2.10 ((e, K)-remplissage). — Soient K et Q des parties d'un groupe
G et € > 0. Une partie R C G est appelée un (¢, K)-remplissage de Q si les conditions
suivantes sont vérifiées :

(C1) RC Intg(Q);
(C2) la famille (Kg)4er est e-disjointe.
Remarquons qu'un (e, K)-remplissage peut étre vide.

La démonstration du théoreme 2.1 repose sur le lemme suivant :
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Lemme 2.11 (lemme de remplissage). — Soient Q et K des parties finies non
vides d’un groupe G. Soit 0 < e < 1. Alors il existe une partie finie R C G vérifiant
les conditions suivantes :

(a) R est un (e, K)-remplissage de 2 ;

(b) | Uyer Kg| > e(1—ap) |9, ot g = (R, K) désigne la constante de moyennabilité
relative de Q par rapport a K.

Démonstration. — Soit ko € K. Puisque a(Q, K) = (2, Kky ') d’apres les égalités
(2.1), on peut supposer 1¢ € K dans ’énoncé du lemme.
Comme 1g € K, on a Intg () C Q et Extg(2) C G\ Q. On en déduit

Q \ 8K(Q) = IntK(Q)
et donc
(2.2) (1 — )| <92\ 0k (2)] = |Intx (2)].

Puisque Intgx () C Q, tout (e, K)-remplissage de §2 est contenu dans € et a donc un
cardinal majoré par |(2|. Choisissons R C G un (e, K)-remplissage de € de cardinal
maximal et posons A = {J cp
e(1 — a)|9|, ce qui montrera (b). D’apres le lemme 2.9, on a

Kg. Dans la suite, nous allons démontrer que |A| >

(2.3) > IKgn A <|K]A].

g€lnt i ()
Montrons que
(2.4) e|K| <|KgnA| quel que soit g € Intg(Q).

Sig € R, alors on a KgN A = Kg et I'inégalité (2.4) est trivialement vérifiée puisque
€ < 1. Supposons maintenant que g € Intx () \ R et que |KgN A| < €| K|. Mais alors

[Kg\ Al > (1 —¢)[Kgl,

ce qui implique que RU{g} est un (e, K)-remplissage de et contredit la maximalité
du cardinal de R. L’inégalité (2.4) est donc satisfaite. On en déduit

(25) K| ix(@] < 3 |Kgn Al
g€lntx (Q)

Les inégalités (2.2), (2.3) et (2.5) impliquent alors

|A] = (1 — o) 2.
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2.4. Démonstration du théoréme

Avant de démontrer le théoreme 2.1, faisons les remarques suivantes :

(1) En choisissant A = B dans I’hypothese (a) du théoréme 2.1, on obtient A(A) > 0
pour toute partie A € F(G).

(2) Si on montre la convergence de la suite (h(F;)/|F;|) pour toute suite de Fglner
(F;), alors on aura prouvé le théoreme. En effet, si (4;);en et (Bj)ien sont des
suites de Fglner, il en est de méme pour la suite (F;);en = (Ao, Bo, A1, By, - - ).
L’existence de lim;_, o, h(F;)/|F;| implique alors ’égalité

lim h(A;)/|A;| = lim h(B;)/|B;l.

Démonstration du théoréme 2.1. — Soient (F;);cn une suite de Fglner de G et
€ €]0, 3]. Posons
h(F;)
A = liminf

et remarquons que A < oo puisque les propriétés de h impliquent h(A) < h(1g)|A|
pour tout A € F(G). Fixons n € N*. Alors il existe une suite finie Ki, Ko, ..., K,
extraite de la suite (F;) vérifiant les conditions suivantes :

(C1) h(K;)/|Kj] < XA+ € quel que soit 1 < j <n,
(C2) a(K;, K;) < €?™ quels que soient 1 < i < j < n.

En effet, d’apres la définition de A, il existe une sous-suite (F,;)) de (F}) vérifiant

h(F
l¥¢Q§A+a
[Foi)]
pour tout i € N. Comme la suite (F,(;)) est aussi une suite de Fglner de G, la pro-
position 2.4 permet alors de construire une sous-suite finie K1, Ko, ..., K, de (F@(i))
vérifiant la condition (C2).

Soit D une partie finie non vide de G telle que
(2.6) a(D,K;) < €2"  pour tout 1 < j < n.

Nous allons démontrer que pour n assez grand, il existe une famille e-disjointe dans
D formée d’un certain nombre des K g (ou 1 < j < n et g € G) qui remplissent
partiellement D, c’est-a-dire telle que la proportion de D recouverte par ces parties soit
supérieure ou égale & 1—e. On utilisera ensuite ce recouvrement partiel et les propriétés
de la fonction h pour montrer que limsup, . h(F;)/|F;| < A, ce qui prouvera le
théoreme.

Définissons par récurrence finie un procédé de recouvrement partiel de D en au
plus n étapes :
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Etape 1. Rappelons que l'on a(D, K;) < €2 pour tout 1 < j < n. D’apres le
lemme 2.11 appliqué & Q = D et & K = K,,, il existe R,, C G un (e, K, )-remplissage
fini de D tel que

Kng
|U9€|Rl;|”| >e(1—-a(D, K,)) > e(1— ).
Posons D1 = D'\ UgERn K, g. D’apres I'inégalité précédente, on a
(2.7) |D1| < |D|(1 —€(1—€™)).

On continue le procédé de recouvrement par une récurrence finie de la maniere
suivante. Posons Dy = D. Supposons que le processus de recouvrement partiel se
poursuive jusqu’a 'étape k,ou 1 <k <n —1.

Les hypotheses de récurrence au rang k sont :

(H1) a(Dy—1,K;) < (2(k —1) + 1) ! pour tout 1 < j <n—k+1;
(H2) Rp—k+1 C G est un (e, K, _g41)-remplissage fini de Dy_1 ;
(H3) en posant

Dyp=Dya\ |J Kn-ki19,

gERn k41
on a
k—1 4
1De| < IDI [T (1= €(1 = (2i+ 1))
=0

Remarquons que ces hypotheses sont vérifiées pour k = 1. Construisons ’étape k+1 :

Etape k + 1. Si |Dy| < €|Dy_1] alors |Dy| < €|D] et on arréte le processus de
recouvrement. Supposons maintenant que |Dy| > €|Dy_1]. Soit 1 < j < n — k. Le
lemme 2.8 implique

a(UQERn_k+1 Kn—k-‘rlgij) + Ck(Dk,h KJ)

(2.8) a(D, Kj) < : 6

D’apres les égalités (2.1) et la condition (C2), on a
a(Kn_j119, K;) = a(Kn_pi1, Kj) < €™

Puisque la famille (K, —x419)ger,_,., est e-disjointe, il résulte du lemme 2.7 que I'on
a

€
O[( U Kn—k+lgaKj) S

gERn k41 1—e
On en déduit en utilisant I'inégalité (2.8) et I'hypothese de récurrence (H1)
e N (2(k — 1) + 1) H1

Dy, K;) < (1—¢€)e €

< (2k + 1) F
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pour 1 < j <n — k. Cette derniere inégalité est (H1) au rang k + 1. En appliquant le
lemme 2.11 4 Q = Dy et & K = K,,_y, il existe R,—r C G un (e, K, _j)-remplissage
fini de Dy, tel que

| UgGRn_k Kn*kg|
| Dy|

> e (1—a(Dy, Kn_g)) > € (1—(2k+ 1) F).

En particulier (H2) est vérifiée au rang k + 1. Posons

Diypr =D\ | Knorg

gERn &
Alors on a
|Diy1] < |Di|(1—€(1 — (2k + 1)),
En utilisant ’hypothese de récurrence (H3) et 'inégalité précédente, on obtient

k
|Diya| < [DIT] (1 —€(1— (20 + 1) 7).
i=0
Ceci montre I'inégalité (H3) au rang k + 1 et achéve la construction de ’étape k + 1.
Supposons que le processus de recouvrement partiel se poursuive jusqu’a ’étape n
et que |Dy,—1| > €|Dy_2|. D’apres (H3) au rang n, on a
n—1
(2.9) IDu| < DI ] (1= €(1 = 20 + 1) 7))
i=0
Remarquons que pour n assez grand (ne dépendant que de €) on a |D,| < €|D|. En
effet, on déduit de I'inégalité (2.9) la majoration suivante :

(2.10) |D,| < |D|(1—e(1—(2n—1)" )"

Comme lim; o, (2i — 1)e =0 et lim; o (1 — %)Z = 0, il existe un entier ng tel que
pour i > ng, on ait (2i — 1)’ < 1 et (1—5)" <e. Sin > ny, il résulte de I'inégalité
(2.10)
€
D < 1Dl - §)* < D]

Supposons a partir de maintenant que ’entier n fixé au début de la démonstration
est plus grand que ng. On vient donc de démontrer que pour toute partie finie D telle
que a(D, K;) < €™ pour tout 1 < j < n, il existe un entier kg (ot 1 < ko < n) tel
que |Dy,| < €|D|. Plus précisément, la proportion de D recouverte par les parties des
familles e-disjointes

(Kng)geRn7 (Kn—lg)QERn71 ety (Kn—koﬁ-lg)gERnfngrla

est supérieure ou égale a 1 — e.
Passons & la majoration de h(D)/|D|. Pour simplifier posons J = {n—ko+1,...,n}

et notons K;R; = |J Kjg pour tout j € J. Dans la suite on utilisera sans le

9gER;
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préciser la sous-additivité et I'invariance a droite de h. Puisque 1’on a
D= J K;R; U Dy,
jeJ
et
|Dro| < €D,
on en déduit
WD) _ hUjes KiRs) | h(Dy,) _ Ujes KiRs)

2.11 h(1g).
(210 ol =~ ol " = o M
Par ailleurs, on a
h(U;es KiR;) i) 1K g
-2 Z Kj ID|

‘D‘ j€J geER; Jj€J gER;

En utilisant la condition (C1), on en déduit

hU.., KR, !
(2.12) (U]%') < (/\+e)jz€;]g§‘ |[|;|g.

Remarquons que la famille formée des K;g, o j € J et g € R;, est e-disjointe dans
D. 1l résulte du lemme 2.6

|
(2.13) Do IKigl <5
Jj€J geR;
Les inégalités (2.12) et (2.13) impliquent alors
h(UjeJ K;R;) < Ate

(2.14)

|D| T 1-¢€
On a donc d’apres les inégalités (2.11) et (2.14)
h(D) A+e
2.1 — < h(lg).
(2.15) D] < T +ehlla)

A Taide de I'inégalité précédente, montrons la convergence de la suite (h(E})/|F;|).
Comme (F};) est une suite de Folner, il existe N € N tel que

(t>N)=a(F, K;) < 2" pour tout 1 < j < n.
En appliquant 'inégalité (2.15) & D = F; pour i > N, on en déduit

h(F; A
lim sup |(F|) < te

Puisque cette derniére inégalité est vraie pour tout e €]0, %], on obtient en faisant

lim sup ME) < A = liminf ME)

imoo | Fi i—co  |Fy|

ot eh(1g).

tendre € vers 0

ce qui démontre le théoreme. O
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Le théoréme 2.1 est aussi utilisé sous les formes plus faibles suivantes (cf. [LiW,
Th. 6.1] et [Moul]) :

Corollaire 2.12. — Soit G un groupe dénombrable moyennable. Soit h: F(G) — R
une application vérifiant les conditions suivantes :

(a) h(A) >0 quelle que soit A € F(G),

(b) h(A) < h(B) quelles que soient A, B € F(G) telles que A C B,

(¢) h(AU B) < h(A) + h(B) quelles que soient A, B € F(G) telles que ANB = &,
(d) h(Ag) = h(A) quels que soient g € G et A € F(G).

Alors il existe un réel X = A\(G,h) > 0 ne dépendant que de G et h vérifiant

lim h(Fs)

=A

pour toute suite de Folner (F;);en de G.

Démonstration. — Soient A, B € F(G). Supposons tout d’abord A\ B # @. Alors
les conditions (b) et (c¢) impliquent

h(AUB) = h((A\ B)UB) < h(A\ B) + h(B) < h(A) + h(B).

Si A\ B=g alors A C B. On a donc h(AU B) = h(B) < h(A) + h(B) d’apres (a).
On en déduit la sous-additivité de h telle qu’elle est définie au théoréme 2.1.(a). On
conclut en utilisant le théoreme 2.1. ]

Remarque 2.13. — Soit G un groupe non réduit a I’élément neutre. Observons qu’il
existe des fonctions sous-additives invariantes & droite h: F(G) — R qui ne vérifient
pas la condition (b) du corollaire 2.12. En effet, il suffit de définir h par h(A) = |A|
pour tout A € F(Q) vérifiant |A| > 2 et h({g}) = 3 pour tout g € G. Alors h est
sous-additive, invariante & droite mais ne vérifie pas la condition (b) du corollaire 2.12

puisque 2({g,9'}) =2 < h({g}) =3 sig # 4.

Corollaire 2.14. — Soit G un groupe dénombrable moyennable. Soit h: F(G) U
{2} — R une application vérifiant les conditions suivantes :

(a) h(A) >0 quelle que soit A € F(G)U{@},

(b) h(AUB) + h(AN B) < h(A) + h(B) quelles que soient A, B € F(G) U {2},

(¢) h(Ag) = h(A) quels que soient g € G et A € F(G) U {o}.

Alors il existe un réel X = A(G,h) > 0 ne dépendant que de G et h vérifiant

. h(F)
i F

A

pour toute suite de Folner (F;);en de G.
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Démonstration. — Les conditions (a) et (b) impliquent
h(AU B) < h(A) + h(B)

quelles que soient A, B € F(G). On en déduit la sous-additivité de h telle qu’elle est
définie au théoréme 2.1.(a). Le théoréme 2.1 permet alors de conclure. O



CHAPITRE 3

DIMENSION TOPOLOGIQUE MOYENNE

La dimension topologique moyenne est un invariant numérique d’actions de groupes
moyennables introduit par M. Gromov [Gro]. Etant donné un groupe dénombrable
moyennable G qui agit continiiment sur un espace compact métrisable X, on définit
la dimension topologique moyenne du systeme dynamique (X, G). On étudie des pro-
priétés générales de la dimension topologique moyenne des sous-décalages fermés de
K&, ol Iespace des symboles K est compact et métrisable. Les résultats de ce chapitre
ont été publiés dans [CoK].

3.1. Introduction

Dans le cas d’actions de Z, la dimension topologique moyenne a été utilisée par
E. Lindenstrauss et B. Weiss [LiW] pour montrer 'existence d’une action continue
minimale de Z sur un espace compact métrisable tel que le systéme dynamique associé
ne se plonge pas dans le Z-décalage [0,1]%. Leur construction permet de répondre &
une question restée ouverte durant de nombreuses années en théorie des systemes
dynamiques (voir [Aus, Chap. 13]).

Soit G un groupe dénombrable moyennable agissant contintiment sur un espace
compact métrisable X. La dimension topologique moyenne mdim(X, G) du systeme
dynamique (X, G) est obtenue en appliquant le lemme d’Ornstein-Weiss (théoreme
2.1) & une fonction sous-additive invariante définie sur les parties finies de G (voir les
sections 2 et 3). Lorsque X est un sous-décalage fermé du G-décalage K¢, ot I'espace
des symboles K est compact et métrisable, alors on a mdim(X,G) < dim(K) avec
égalité si X = K ou K est un polyedre (corollaire 3.22). Une question naturelle
qui se pose alors est de savoir quelles sont les valeurs possibles que peut atteindre la
dimension topologique moyenne des sous-décalages fermés de K, lorsque K est fixé.
Le théoreme suivant, qui est le résultat principal de ce chapitre, donne une réponse
partielle a cette question.
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Théoréme 3.1. — Soient G un groupe dénombrable moyennable contenant des sous-
groupes d’indice fini arbitrairement grand (c’est-a-dire tel que pour tout entier N € N,

il existe un sous-groupe H C G tel que N < [G : H] < 00) et P un polyédre. Alors

pour tout réel p tel que 0 < p < dim(P), il existe un sous-décalage fermé X C P tel
que mdim(X, G) = p.

Les groupes Z", n > 1, les groupes infinis nilpotents de type fini et, plus général-
ement, les groupes infinis polycycliques de type fini (voir [Rob]) vérifient les hy-
potheses du théoreme 3.1. En effet, observons qu’un groupe infini résiduellement
fini contient des sous-groupes d’indice fini arbitrairement grand. D’apres un résultat
de Mal’cev [Mal], tout groupe linéaire (c’est-a-dire isomorphe & un sous-groupe de
GL,(C) pour un entier n > 1) de type fini est résiduellement fini. D’autre part, il
résulte de ’alternative de Tits qu’un groupe linéaire de type fini ne contenant pas de
groupe libre de rang 2 est virtuellement résoluble, donc moyennable. On en déduit
que tout groupe linéaire infini de type fini ne contenant pas de groupe libre de rang 2
vérifie les hypotheses du théoreme 3.1. Notons qu’il existe des groupes moyennables
de type fini, résiduellement finis qui ne sont pas linéaires. Le premier groupe de Gri-
gorchuk en est un exemple (voir [Har]). Un exemple di & P. Hall, d’un groupe de
type fini résoluble (et donc moyennable) qui n’est pas résiduellement fini est donné
dans [Rob, exerc. 15.4.6]. Néanmoins ce groupe contient des sous-groupes d’indice
arbitrairement grand puisqu’il se surjecte sur Z.

1l existe des polyedres de dimension topologique entiere n € N arbitraire (par
exemple P = [0,1]"). D’autre part, le G-décalage K¢, ot K est le cube de Hilbert
[0, 1], a une dimension topologique moyenne infinie (corollaire 3.23). On en déduit en
utilisant le théoreme précédent la surjectivité de la dimension topologique moyenne
pour les actions de groupes dénombrables moyennables contenant des sous-groupes
d’indice fini arbitrairement grand. Plus précisément :

Corollaire 3.2. — Soit G un groupe dénombrable moyennable contenant des sous-
groupes d’indice fini arbitrairement grand. Alors pour tout p € [0, 00] il existe un es-
pace compact métrisable X muni d’une action continue de G telle que mdim(X, G) =

-

3.2. Résultats préliminaires

Dans cette section X désigne un espace compact métrisable.

Recouvrements. — Un recouvrement (resp. recouvrement ouvert) de X est une
famille o = (U;)ier de parties (resp. de parties ouvertes) de X telle que X = (J;; Us.

Le cardinal |a| du recouvrement o = (U;);er de X est le cardinal de ’ensemble
d’indice I. Un recouvrement de X est dit fini si son cardinal est fini.
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Soient o = (U;)ser et f = (V});es des recouvrements de X. On dit que « est un
sous-recouvrement de @ s'il vérifie I C J et U; = V; quel que soit ¢ € I. On dit que
0B est plus fin que «, et I'on note B > «, si pour tout j € J, il existe i € I tel que
V; C U;. En particulier tout sous-recouvrement de o est plus fin que o

On appelle joint des recouvrements « et § le recouvrement o V 3 de X défini par

aV = UNV;)ijerxi-

Remarquons que si « et § sont des recouvrements ouverts finis de X alors il en est
de méme de a V 5.

Définition et propriétés de D(a). — Pour plus de détails concernant les notions
introduites dans ce paragraphe, on pourra consulter par exemple [HuW], [LiW].
Soit o = (U;);er un recouvrement ouvert fini de X. L’ordre ord(«) de o est défini
par
ord(a) = —1 +J;n€ag>(<card({i el| ze€U}).

On définit entier D(«) par
(3.1) D(a) = mﬂinord(ﬂ)7

ou J décrit tous les recouvrements ouverts finis de X tels que 8 > «. Notons que I'on
a D(a’) > D(a) si o > «a par transitivité de .
La dimension topologique dim(X) € NU {oo} de X est définie par

dim(X) = Sl;p D(«),

ou « décrit tous les recouvrements ouverts finis de X.

Soient o un recouvrement ouvert fini de X et Y un espace compact métrisable. On
dit qu’une application continue f: X — Y est a-compatible s’il existe un recouvrement
ouvert fini v de Y tel que f~1(v) = a.

Lemme 3.3. — Soient a un recouvrement ouvert fini de X et f: X — Y une appli-
cation continue a-compatible. Alors on a D(a) < dim(Y).

Démonstration. — Soit v un recouvrement ouvert fini de Y tel que f~!(v) = a. Par
définition de dim(Y), il existe un recouvrement ouvert fini 4/ de YV tel que ' > ~
et ord(7/) < dim(Y). On a f~1(y/) = f~1(y) = a. Cela implique D(a) < dim(Y)
puisque ord(f~1(v')) < ord(v/). O

Lemme 38.4. — Soient o = (U;)ier un recouvrement owvert fini de X et f: X —-Y
une application continue vérifiant la condition suivante : pour tout y € Y il existe
i €1 tel que f~Y(y) C U;. Alors f est a-compatible.

Démonstration. — Posons W; = {y € Y | f~!(y) C U;}. Observons que Y \ W; =
F(X\U;) est fermé dans Y puisque X \ U; est compact. Il en résulte que v = (W;);er
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est un recouvrement ouvert fini de Y. On a f~1(v) = a puisque f~1(W;) C U; pour
tout ¢ € I. Donc f est a-compatible. ]

Un polyédre est un espace topologique homéomorphe a la réalisation géométrique
d’un complexe simplicial fini.

Lemme 3.5. — Soit o un recouvrement ouvert fini de X . Alors il existe une applica-
tion continue a-compatible f: X — P, ot P est un polyedre de dimension topologique

dim(P) = D(«).

Démonstration. — Considérons un recouvrement ouvert fini 5 = (V});cs de X tel
que 5 > a et ord(f) = D(«). Soit P la réalisation géométrique du nerf de 3. On
a dim(P) = ord(f8) = D(«a). Soit (f;)jes une partition de I'unité subordonnée a
B, c’est-a-dire une famille de fonctions continues f;: X — [0,1], j € J, telles que
> jes fi(z) =1 pour tout z € X et f;(x) = 0 pour tout z € X'\ V;. Soit v; le sommet
de P correspondant & Vj;. L’application f: X — P definie par

fl@) =3 fi(@);
jedJ
est [B-compatible d’apres le lemme 3.4. Comme [ >~ «, Papplication f est aussi a-
compatible. O

Lemme 3.6. — Soient oy et as des recouvrements ouverts finis de X. Alors
D(Oél V Oég) S D(Oél) + D(OéQ).

Démonstration. — D’apres le lemme 3.5, pour ¢ = 1,2, il existe une application
continue a;-compatible f;: X — P; ou P; est un polyedre tel que dim(FP;) = D(«;).
Soit §; = (Vj(i))je 7, un recouvrement ouvert fini de P; tel que f; '(6;) = ay. Alors y =
(Vj(ll) X Vj(j))(jl,jz)e J1xJ, €St un recouvrement ouvert fini de P; x P, et 'application
F: X — P x Py définie par F(z) = (f1(z), f2(x)) satisfait F~1(y) = a1 V as. Donc
F est (aq V ag)-compatible. En appliquant le lemme 3.3, on obtient D(ay V ag) <
dim(P; x Py). Cela implique D(a; V a2) < D(a1) + D(ag) puisque dim(P; x Py) =
dim(Py) + dim(P). O

Définition et propriétés de dim.(X,d). — Les notions introduites dans ce para-
graphe sont dues & Gromov [Gro]. Soient (X, d) un espace métrique compact et € > 0.
Une application f de X dans un ensemble E est dite e-injective si 'on a d(z1,22) < €
quels que soient x1,xe € X vérifiant f(x1) = f(x3).

On définit dim. (X, d) par

dim.(X,d) = m}%n dim(K),

ol le minimum est pris sur tous les espaces compacts métrisables K tels qu’il existe
une application continue e-injective f: X — K.
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Remarques 3.7. — 1) On a dim.(X,d) < dim(X) puisque I'application identique
de X est e-injective.

2) Considérons un recouvrement fini & de X par des boules ouvertes de rayon
€/2. D’apres le lemme 3.5, il existe un polyedre P vérifiant dim(P) = D(«) et une
application continue f: X — P qui est a-compatible. Cela montre que dim.(X,d) <
D(a). En particulier, on a dim.(X, d) < co.

3) La fonction € — dim (X, d) est décroissante puisque toute application e-injective
est €/-injective pour tout € > e.

Lemme 3.8. — Soit (X',d") un espace métrique compact tel qu’il existe une appli-
cation continue ¢: X — X' vérifiant

d(z1,22) < d'(p(x1), p(x2)) quels que soient x1,z2 € X.
Alors on a dim.(X,d) < dim (X', d’).

Démonstration. — Si f: X’ — K est e-injective, alors f o¢: X — K est e-injective.
|
Proposition 3.9. — Soit n € N et notons d la métrique induite sur le n-cube

[0,1]™ C R™ par la norme sup. Alors on a
dim([0,1]",d) =n
pour tout € < 1.

Démonstration. — On a dim.([0,1]",d) < dim([0,1]™) = n pour tout € > 0. Sup-
posons € < 1. Considérons le recouvrement ouvert « de [0,1]™ par les 2" parties de
[0,1]™ de la forme Uy x --- x U, ou chaque U; est soit l'intervalle [0, 1[ soit 'inter-
valle ]0,1] pour 1 < 4 < n. Aucun ouvert de a n’intersecte deux faces opposées du
cube [0, 1]™. On en déduit D(«) > n d’apres le lemme de Lebesgue (voir par exemple
[LiW]). Soit f: [0,1]" — K une application continue e-injective, ot K est un es-
pace compact métrisable. Puisque f est e-injective, I'ensemble f~1(y) est contenu
dans un élément de « pour tout y € K. Il en résulte que f est a-compatible d’apres
le lemme 3.4. En utilisant le lemme 3.3, on obtient D(a) < dim(K). On en déduit
n < dim.([0, 1]", d). O

Corollaire 3.10. — Soit P un polyédre et notons p une métrique sur P compatible
avec la topologie. Pour tout n € N, soit p,, la métrique sur P"™ définie par

pn(,y) = max p(x;,y;) quels que soient x = (x;),y = (yi) € P".
1<i<n
Alors il existe une constante ey = €o(P, p) qui ne dépend pas de n et vérifiant
dim(P", p,,) = ndim(P)

quel que soit € < €.
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Démonstration. — Posons § = dim(P). On a dim(P", p,) < dim(P™) = nd pour
tout € > 0. On peut plonger topologiquement P dans RY, N € N, de telle facon que
le cube unité C' = [0,1]° x {0} € RY soit contenu dans P. Notons p’ la métrique
sur P C RY induite par la norme sup. Pour tout n € N, soit p/, la métrique sur P"
définie par
oz y) = max o' (zi,y;) quels que soient x = (x;),y = (y;) € P".

Observons que p!, est la métrique sur P* C R™V induite par la norme sup. On a
dim,(P™, p;,) > dim.(C™, p},) pour tout € > 0 puisque C™ C P". D’autre part, il
résulte de la proposition 3.9 que dim.(C™,p},) = nd pour tout € < 1. Cela montre
que dim(P™, p},) > nd pour tout € < 1. Par compacité de P, il existe €y tel que pour
tous p,q € P vérifiant p(p,q) < €y on ait p’'(p,q) < 1. Par définition de p, et pl,, il
résulte que tous z,y € P™ tels que p,(z,y) < ¢ vérifient p/ (z,y) < 1. On en déduit
que pour tout € < ¢y on a

dim,(P", pp) > dimy (P™, pl)) > nd

ce qui complete la preuve du corollaire 3.10. (|

3.3. Dimension topologique moyenne

Dans cette section on suppose que G est un groupe dénombrable moyennable agis-
sant contintiment sur un espace compact métrisable X.

Définition de mdim(X,G). — Soient a = (U;);jer un recouvrement de X et
A € F(G). On définit le recouvrement o4 par

ap = \/ gila.
geA

Notons que si le recouvrement « est fini, il en est de méme pour a4.

Lemme 3.11. — Soit a un recouvrement ouvert fini. On a :
(i) D(aa) < D(ap) quelles que soient A, B € F(G) telles que A C B,

(ii) D(aaup) < D(aa) + D(ap) quelles que soient A, B € F(G) telles que ANB =
%]

7

(ili) D(cag) = D(ca) quels que soient g € G et A € F(G).

Démonstration. — La propriété (i) résulte du fait que si A C B alors ap = a4. Si
ANB =@, alors aaup = @4 Vap. On a donc D(aaup) < D(aa)+ D(ap) d’apres le

lemme 3.6. Cela montre (ii). La propriété (iii) résulte du fait que ’homéomorphisme

T +— g_l:lc envoie a4 SUr agg. O
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Définissons D(a, G) par

(3.2) D(0,G) = tim 2WOF)

n—oo |F'I'L| ’

ou (F),) est une suite de Fglner de G. Il résulte du lemme 3.11 et du corollaire 2.12
que cette limite existe, qu’elle est finie et qu’elle ne dépend pas du choix de la suite
de Fglner (F,).
La dimension topologique moyenne mdim(X,G) € [0,00] du systéme dynamique
(X, G) est définie par
mdim(X, G) = sup D(a, G),

ou « décrit tous les recouvrements ouverts finis de X.

Approche métrique de mdim(X,G). — Soit d une métrique sur X qui est
compatible avec la topologie.
Pour tout A € F(G) soit d4 la métrique sur X définie par

da(z,y) = max d(gz,gy) quels que soient z,y € X.
ge
Il est clair que d 4 est compatible avec la topologie de X.

Lemme 3.12. — Soit ¢ > 0. Alors on a :
(1) dim.(X,da) < dim.(X,dg) quelles que soient A, B € F(QG) telles que A C B,

(i1) dime(X,daup) < dime(X,da) + dim(X,dp) quelles que soient A,B € F(Q)
telles que ANB = O,

(iil) dime(X,dag) = dim (X, da) quels que soient g € G et A € F(G).

Démonstration. — La propriété (i) est une conséquence immédiate du lemme 3.8
appliquée a l'application identité de (X,d4) dans (X,dp) puisque l'on a da < dp
si A C B. Soient A,B € F(G) telles que AN B = &. Solent K et L des espaces
compacts métrisables, et soient f: X — K et g: X — L des applications continues.
Supposons que f est e-injective relativement a d4 et que g est e-injective relativement
a dp. Alors l'application F': X — K x L définie par F(x) = (f(z),g(x)) est e
injective relativement & la métrique max(da,dp) = daup. Puisque dim(K x L) <
dim(K) + dim(L) d’aprés un résultat classique en théorie de la dimension (voir par
exemple [HuW]), on obtient (ii). La propriété (iii) résulte du fait que I'application
x — gz est une isométrie entre les espaces métriques (X, dag) et (X, da). O

On définit le réel mdim.(X,d, G) par

dim(X,d
mdim, (X, d,G) = lim dim (X, dr,)
ou (F,)nen est une suite de Fglner de G. Il résulte du lemme 3.12 et du corollaire
2.12 que cette limite existe, qu’elle est finie et qu’elle ne dépend pas du choix de la

suite de Fglner (Fy,).



44 CHAPITRE 3. DIMENSION TOPOLOGIQUE MOYENNE

Soient o = (U;);er un recouvrement ouvert de X et d une métrique sur X com-
patible avec la topologie. On appelle nombre de Lebesgue de « relativement a d un
réel A > 0 vérifiant la condition suivante : pour toute partie £ C X de d-diametre
diam(E,d) < A, il existe ¢ € I tel que E C U,. Notons que tout recouvrement ouvert
d’un espace compact métrisable admet un nombre de Lebesgue.

Théoréme 3.13. — Soit X un espace compact métrisable et G un groupe dénombrable
moyennable agissant continument sur X. Soit d une métrique sur X compatible avec
la topologie. Alors on a

(3.3) mdim(X,G) = liH(l) mdim. (X, d, G).

Démonstration. — Soient o = (U;);er un recouvrement ouvert fini de X et A > 0 un
nombre de Lebesgue de « relativement a la métrique d. Montrons que 'on a

(34) D(O(A) Sdim)\(X,dA)

quelle que soit A € F(G). Pour voir cela, considérons un espace compact métrisable
K tel qu’il existe une application continue f: X — K qui est A-injective relativement
a la métrique d4. Alors, quels que soient y € K et g € A, 'ensemble gf~1(y) a un
d-diametre strictement inférieur a \. Comme A est un nombre de Lebesgue pour a, on
en déduit que f~1(y) est contenu dans un ouvert de 4. Donc f est as-compatible
d’apres le lemme 3.4. On en déduit D(a4) < dim(K) en utilisant le lemme 3.3. Cela
démontre 'inégalité (3.4).

Soit maintenant une suite de Folner (F},)neny de G. En utilisant I'inégalité (3.4),

on obtient
D(OéFn) < dim)\(X,an)

[Ful  — | Fn
quel que soit n € N. En faisant tendre n vers 'infini, on obtient

D(a,G) < mdimy(X,d,G).

Puisque I'application € — mdim.(X, G) est décroissante, on a
D(a,G) < lllr(lj mdim. (X, d, G).
On en déduit
mdim(X, G) = sup D(o,G) < gg% mdim. (X, d, G).

Montrons l'inégalité
(3.5) mdim(X, G) > lirrcl)mdime(X, d,G)

ce qui terminera la preuve de (3.3).

Soit € > 0. Considérons un recouvrement ouvert fini 3 = (B;)jes de X par des
d-boules ouvertes de rayon €/2. Soit A € F(G). D’apres le lemme 3.5, il existe un
polyedre P vérifiant dim(P) = D((4) et une application continue f: X — P qui
est (3a-compatible. Soit y € P. Puisque f est Sa-compatible, 'ensemble f~1(y) est
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contenu dans un élément de G4. Il en résulte que pour tout g € A, il existe une boule
B; telle que gf~!(y) C B;. Ceci montre que f est e-injective relativement & d4. On
en déduit

dim (X, d4) < dim(P) = D(Ba).
Si (F),) est une suite de Fglner, on a donc

dim(X,dp,) _ D(Br,)

pour tout n. Par passage a la limite en n, on obtient

mdim. (X, d,G) < D(4,G) < mdim(X, G).
L’inégalité (3.5) s’en déduit en faisant tendre e vers 0. O
Un sous-ensemble Y de X est dit G-invariant si gY C Y quel que soit g € G.

Proposition 3.14. — Soit Y un sous-ensemble fermé et G-invariant de X. Alors
on a mdim(Y, G) < mdim(X, G).

Démonstration. — Soient A € F(G) et € > 0. Si f: X — K est e-injective relati-
vement a dg, alors la restriction de f & Y lest aussi. Il en résulte dim.(Y,ds) <
dim(X,d4). Donc, si (F),) est une suite de Fglner de G, on obtient

mdim, (Y, d,G) = lim dim (Y, dr, )

n—00 |E |
dim.(X,d .
< lim -2 |(F | F) mdim, (X, d, G).

En faisant tendre e¢ vers 0, on en déduit mdim(Y,G) < mdim(X,G) d’apres le
théoreme 3.13. ]

3.4. Sous-décalages

Soient G un groupe dénombrable moyennable et K un espace compact métrisable.
On appelle G-décalage (ou encore G-décalage d’espace de symboles K) le systeme
dynamique défini par I’action (4 gauche) de G sur I’espace produit K¢

9/(%)9667' = (2gg')gec

quels que soient ¢’ € G et (z4)4ec € K. Notons que K¢ est compact et métrisable
puisque c’est un produit dénombrable d’espaces compacts métrisables. Un sous-ensemble
G-invariant de K& est appelé un sous-décalage.

Pour toute partie E C G, on note 7 la projection de K¢ = K x KG\F sur KF.
Le résultat suivant est la “Pro-Mean Inequality” que l'on trouve dans [Gro, Prop.
1.9.A].



46 CHAPITRE 3. DIMENSION TOPOLOGIQUE MOYENNE

Proposition 3.15. — Soit K un espace compact métrisable de dimension topolo-
gique finie. Soit X C KY un sous-décalage fermé. Alors on a

di X
(3.6) mdim(X, G) < liminf ”n(r;f())

pour toute suite de Folner (F,)nen de G.

Démonstration. — Choisissons une métrique d sur K¢ compatible avec la topologie.
Soit € > 0. Par compacité de K¢, il existe A € F(G) telle que,
ma(x) =ma(y) = d(z,y) <e€

quels que soient z,y € K. On peut supposer 1g € A.

Soit F' € F(G). Soit f: X — KAF la restriction de map & X. Si x,y € X vérifient
f(z) = f(y) alors on a ma(gx) = ma(gy) pour tout g € F. Donc f est e-injective
relativement a la métrique dp. On en déduit

Observons que F' C AF puisque 1g € A. Donc f(X) C 7p(X) x KA\, Ceci
implique
dim(f(X)) < dim(rp(X) x KA
< dim(7p (X)) + dim(KANE)

< dim(rp(X)) +|AF \ F|dim(K).

Comme AF \ F'=F A (AF), on obtient
(3.7) dim (X, dr) < dim(np(X)) + |F A (AF)| dim(K).

Considérons une suite de Fglner (F),) ey de G. L’inégalité (3.7) implique

dime(X, dr,) _ dim(rr, (X)) | |[Fo & (AF)]
2 |l

pour tout n. Puisque

(3.8) dim(K)

Fo A(AF,) C | Fu & (gF),
geA
et que (F),) est une suite de Fglner de G, on en déduit

n—00 |F|

=0.
On obtient en faisant tendre n vers l'infini dans (3.8)
i X
mdim, (X, d, G) < lim inf Cm(r;?'())

D’apres le théoréme 3.13, on obtient 'inégalité (3.6) en faisant tendre € vers 0. O
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Puisque dim(K"*t™) < dim(K") + dim(K™) quels que soient n,m > 1, on sait
d’aprés un résultat classique sur les suites sous-additives que la suite dim(K™)/n
converge et que

dim(K™ dim (K™
lim dim(K™) = inf dim(K™) )

n—oo n n>1 n

En appliquant la derniere proposition & X = K¢, on obtient le résultat suivant :

Corollaire 3.16. — Supposons que G est infini. Alors, pour tout espace compact
métrisable K, on a
dim(K™
mdim(K¢,G) < inf w
n>1 n
En particulier, on a mdim(K¢,G) < dim(K). O

3.5. Sous-décalages de type bloc

Soit G un groupe dénombrable moyennable. Soit H un sous-groupe d’indice fini
de G. Fixons un systeme complet de représentants des classes a gauche de G suivant
H, c’est-a-dire une partie C' C G telle que 'application de C' x H dans G définie
par (c,h) — ch est une bijection. D’apres le théoreme 1.12, le sous-groupe H est
moyennable. La proposition suivante montre comment obtenir une suite de Fglner de
G a partir d’une suite de Fglner de H.

Proposition 3.17. — Soit (L, )nen une suite de Folner de H. Alors la suite (Fy,)nen,
ou F,, = CL,, est une suite de Folner de G.

Dans la preuve de la proposition 3.17, on utilise la propriété suivante qui résulte
immédiatement de la définition de la différence symétrique A.

Lemme 3.18. — Soient (A;)icr et (B;)ier des familles d’ensembles vérifiant
(A;UB;))N(A;UBj) =@ quels que soient i # j.
Alors on a
(U Ai> A <U BZ-) = J4i A B
iel il i€l
|

Démonstration de la proposition 3.17. — Soit g € G. Puisque G agit par multipli-
cation a gauche sur I'ensemble des classes a gauche de G suivant H, il existe une
permutation o: C' — C et une application p: C' — H telle que

gc=o(c)p(c) pour tout c € C.

On a
Fp=CLy, =] cLn
ceC
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et

gF, =9CL, = U o(c)p(c)Ly.
ceC
En utilisant le lemme 3.18, on obtient

Fo A(gFy) = U (cLn) A (eplo™ () Ln).

ceC
Il en résulte
[Fn A (9F7) -y |(cLn) & (ep(o™"(€))Ln)|
2 e
-y |Ln & (plo— (€)) Ln)|
ceC G H |Ln|
Cela montre que
F, A (gF,
w — 0 lorsque n — oo
[Pl
puisque p(c~t(c)) € H pour tout ¢ € C et que (L,) est une suite de Fglner de H.
Donc (F,) est une suite de Fglner de G. O

Soient K un espace compact métrisable et B C K¢ un fermé. On définit le sous-
ensemble Xy C K€ par

Xo = Xo(H,C,B) = {zx € K| Wc(hx) € B pour tout h € H}
— ﬂ h 1 —1
heH

Il est clair que X est un fermé H-invariant de K©.

Remarque 3.19. — 11y a un homéomorphisme H-équivariant B¥ — X, induit par
Iinclusion B¥ c (K)H = K = K% ou I'on identifie C x H avec G par la
bijection (¢, h) — ch.

Le sous-décalage fermé X c K¢ défini par
X = X(H,C,B) UgXo— UCXO
geG ceC

est appelé sous-décalage de type bloc associé au triplet (H, C, B).

Lemme 3.20. — Supposons que la dimension topologique de K est finie, que H est
distingué dans G et que B satisfait a la propriété suivante : il existe une famille
(Be)eec de parties fermées de K telle que B = [[.cq Be. Alors le sous-décalage de
type bloc X = X(H, C, B) vérifie

dim(B)

mdim(X, G) < GoH
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Démonstration. — Soient h € H et g € G. Montrons que
(3.9) dim(7en(9Xo)) < dim(B).
Observons tout d’abord que 'on a

men(9Xo) C H 7en(9X0).
ceC
Pour tout ¢ € C, l'espace mc;,(g9Xo) est naturellement homéomorphe & mcpq(Xo).
Puisque H est distingué dans G, il existe h’ € H tel que hg = gh'. L'espace Tepqg(Xo) =
Tegh' (Xo) est homéomorphe & 7.4 (h’' X(). Comme X est H-invariant, on a b’ Xy = Xj.
Donc me,(9Xo) est homéomorphe & mq4(Xo). D’autre part, il existe une permutation
o: C — C et une application n: C — H telles que cg = o(c)n(c) pour tout ¢ € C.
L'espace Tey(X0) = To(c)n(e)(Xo) est homéomorphe & 7, (1(c) Xo) = y(c) (Xo) pour
tout ¢ € C. Il en résulte que mop(gXp) est homéomorphe & une partie fermée de
[l.cc Bo(e) = B. Cela démontre (3.9).
Soit L € F(H). On a

men(X) = men(|J 9X0) = | mer(9Xo).
geC geC
Il en résulte en utilisant un théoreme de somme pour la dimension topologique dim
(voir par exemple [HuW]),
dim(7er (X)) < maé(dim(WCL(gXo)).
ge
Par ailleurs, on a
mon(9Xo) C [ 7on(9Xo),
heL
ce qui implique
dim(rer (X)) <Y dim(men(9X0))-
heL
D’apres l'inégalité (3.9), on obtient

(3.10) dim(mer (X)) < |L| dim(B).
Considérons maintenant une suite de Fglner (L, )nen de H. Alors (CLy,)nen est une
suite de Fglner de G d’apres la proposition 3.17. On a donc

mdim(X, G) < liminf (hm(Z?If"(X))

d’apres la proposition 3.15. Puisque |CL,,| = |C||L,| = [G : H]|Ly|, 'inégalité (3.10)
implique
dim(mrer, (X)) < dim(B)
|CL,| - [G:H]
On en déduit mdim(X, G) < dim(B)/[G : H]. O
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Théoréme 3.21. — Soit G un groupe dénombrable moyennable. Soit P un polyédre
et po € P. Soient H un sous-groupe distingué d’indice fini de G et C un systéme
complet de représentants des classes de G suivant H. Soit R C C et considérons le
sous-ensemble fermé B C PC défini par

B = P" x {pp}°\ c P x PO\ = PO,

Soit X = X(H,C,B) C PY le sous-décalage de type bloc associé¢ a (H,C,B). Alors

mdim(X,G) = W

Démonstration. — Pour simplifier, posons § = dim(P), r = |R| et v = [G : H].
En appliquant le lemme 3.20, on obtient mdim(X,G) < rd§/v puisque dim(B) =
dim(PF) = r6. 1 suffit donc de démontrer que

(3.11) mdim(X,G) > —.

Considérons une métrique p sur P qui est compatible avec la topologie. Puisque G
est dénombrable, il existe une famille (ay)geq de réels strictement positifs tels que
deg g < 00 et oy, = 1. Considérons la métrique d sur P& définie par

d(x,y) = 3 agplrg.yy) duels que soient @ = (z4),y = (y,) € PC.
geG

Observons que 'on a
(3.12) p(T14,015) < d(z,y) quels que soient = = (z,),y = (y,) € PC.
Soit A € F(G). Rappelons que la métrique d4 sur PY est définie par

da(z,y) = max d(gz,gy) quels que soient z,y € PC.
ge

Soit p4 la métrique sur P# donnée par
palu,v) = max p(ug,v,)  quels que soient u = (u,),v = (v,) € PA.
ge
Considérons le plongement topologique 4 : P4 — PY qui associe & tout u = (uy),ea €

PA Pélément z = (xg)gec € PS¢ défini par Tg = 1uUg sig € Aet xzg = py sinon. On
obtient en utilisant I'inégalité (3.12)

(3.13) pa(u,v) < da(a(u),ha(v)) quels que soient u,v € P4,

Soit (L )nen une suite de Fglner de H et considérons la suite de Folner (F),),en de
G définie par F,, = C'L,, (voir la proposition 3.17). Puisque ¥gy, (u) € Xo C X quel
que soit u € PEL» Dapplication ¢rr, est un plongement topologique de PRl dans
X.Ona

prL, (u,v) < dgrr, (YR, (w),YrL, (V) < dp, (YrL, (0),VRL, (V)
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quels que soient u,v € PEEn d’apres (3.13). En appliquant le lemme 3.8 & I'application
Yri, : P — X,

on obtient

(3.14) dim(X,dp, ) > dim (PR ppp )

quel que soit € > 0. D’apres le corollaire 3.10, il existe une constante ey = €(P, p), qui
ne dépend pas de n, telle que

dim (PR prp.) = |RL,|6
quel que soit € < €y. Comme |RL,| = |R||L,| = r|F,|/v, on en déduit en utilisant
I'inégalité (3.14)
dimE(X, an) > @
| Fol v
quels que soient n € N et € < ¢p. En faisant tendre n vers l'infini, on obtient
mdim. (X, d,G) > r§/v quel que soit € < €y. On en déduit (3.11) en faisant tendre €
vers 0. 0

En choisissant R = C, on a X = P%. On en déduit le résultat suivant :
Corollaire 3.22. — On a mdim(P%,G) = dim(P) pour tout polyédre P. O

Corollaire 3.23. — Soit K = [0,1] le cube de Hilbert. Alors on a mdim(K%, G) =
0.

Démonstration. — Soit n € N. Puisque ([0, 1]")¢ est un sous-décalage fermé de K¢,
il résulte de la proposition 3.14 que I'on a mdim(K%, G) > n. O
Corollaire 3.24. — Supposons que pour tout entier v > 1, il existe un sous-groupe

distingué de G d’indice fini v (par exemple si G se surjecte sur Z). Alors pour tout
nombre rationnel p tel que 0 < p < dim(P), il existe un sous-décalage de type bloc
X C PY vérifiant mdim(X, G) = p.

Démonstration. — On écrit p = rdim(P)/v, ol r et v sont des entiers vérifiant
v>1et0<r <w. Soient H un sous-groupe de G d’indice fini v et C' un systeme
complet de représentants des classes de GG suivant H. Soit R C C un sous-ensemble
de cardinal r. Considérons le sous-décalage de type bloc X C P¢ associé a (H,C, B),
ott B = PE x {po}\ c P®. On a mdim(X, G) = p d’apres le théoreme 3.21. O

3.6. Construction d’un sous-décalage fermé de dimension topologique moyenne
arbitraire

Démontrons le résultat principal de ce chapitre.
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Démonstration du théoréme 3.1. — Soit ¢ = p/ dim(P). Si p = dim(P), on peut
choisir X = P% d’apres le corollaire 3.22. On peut donc supposer ¢ < 1.

Puisque G contient des sous-groupes d’indice fini arbitrairement grand, il existe
une suite (H,)nen de sous-groupes distingués d’indice fini de G tels que Hy = G,
H,.1 C H, et H,,1 # H, pour tout n € N. Considérons la suite d’entiers positifs
(Vn)nen définie par v, = [G : Hy]. On a vg = 1 et vpy1/vn = [Hp + Hyp1] > 2
pour tout n € N. On peut donc choisir (v,) comme base pour 'approximation de
¢ relativement & 1/v,, (voir par exemple [Bou, IV p. 40]). Ces approximations sont
obtenues de la fagon suivante. Soit a,, la partie entiere de v, ( et posons b, = a,, + 1.
Alors u, = an /vy, et v, = b, /v, vérifient
(315) OSUnSUnJ,J chvn-i-l Svngl
pour tout n € N. De plus, les suites (u,) et (v,) convergent vers (.

Pour chaque n € N, choisissons un systeme complet C,, C G de représentants des
classes a gauche de G suivant H,. Soit u,: C,+1 — C), l'application qui associe a
chaque élément de C), 1 sa classe a gauche suivant H,,. Notons que p,, est surjective
et que le cardinal de u,,1(c) est égal & vy, 41 /v, pour tout ¢ € Cy,. On a ayVpi1/vn <
ant1 < bpy1 < bupi1/vn pour tout n d’apres (3.15). On en déduit qu’en posant
Iy = 0 et Jg = Cp, on peut (de facon non unique) construire par récurrence des
sous-ensembles I,, C J, C C,, vérifiant

(P1) [In| = an,
(P2) [Jn| = bn,
(P3) py (1) C Inya,
(P4) Jnt1 C p ' (Jn),

pour tout n € N. Fixons un point base pg € P et considérons les sous-ensembles
A, C B,, C P définis par

An — PIn X {po}cn\ln et B’I’L — PJn X {po}cn\‘]n.

Soient Y (™ ¢ P% et Z(™) c P% les sous-décalages de type bloc associés respecti-
vement & (H,,Cp,A,) et (H,,Cy,By). On a alors V(™ = UgeG gYO(n) et Z(M =

UgeG QZ(()n)v ou
YO(") ={z=(2y)4ec € P | mo, (hz) € A, quel que soit h € H, }
={2=(2g)gec € PO | zg=po sigg LH},
et
Z(g”) ={z=(zg)gec € PC | 7c,(hx) € B, quel que soit h € H,}
= {2 = (zg)gec € P9 | g =po sig¢ J.Hy}.
Montrons que 1’on a
Q1) Y™ c z™m),
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(Q2) Y(n) C Y*(n+1)7
(QS) 7n+1) ~ 7(n)
pour tout n € N.

La propriété (Q1) résulte de I'inclusion I,, C J, qui implique Yo(n) - Z(g"). Consi-
dérons un élément g € I, H,,. Alors g = ch, ot c € I,, et h € H,. Ecrivons g = ¢'I/,
ot ¢ € Cpyq et b’ € H,, 1. Observons que pu,(¢’) = ¢ puisque h'h= € H,. Cela
implique ¢’ € I,,11 d’apreés (P3). Donc I,H, C I,11H,11. Il en résulte que on a
Yo(n) - YO("H). Cela montre (Q2). De fagon analogue, on en déduit J,,41Hp+1 C JpHy,
en utilisant (P4). Cela implique Z(()nH) C Zén) et démontre (Q3).

Considérons maintenant le sous-décalage fermé X C P défini par

X={)z".
neN
En appliquant le théoréme 3.21 et en utilisant les propriétés (P1) et (P2), on obtient
I,
mdim(Y ™, @) = ] dim(P) = u,, diim(P),

Vn

et
mdim(Z™,G) = [Jnl dim(P) = v, dim(P).

Un

Puisque X € Z(™) on obtient
mdim(X, G) < mdim(Z™, @) = v,, dim(P)
pour tout n € N, d’apres la proposition 3.14. En faisant tendre n vers 'infini, on
obtient
(3.16) mdim(X, G) < (dim(P) = p.
D’autre part, on a Y™ ¢ YN) ¢ Z(N) pour tout N > n d’apres (Q1) et (Q2). Il en
résulte
vyimc N zM=x.
N>n
Appliquant encore la proposition 3.14, on obtient

u, dim(P) = mdim(Y ™, @) < mdim(X, G)
pour tout n € N. En faisant tendre n vers Iinfini, on obtient
(3.17) p = (dim(P) < mdim(X, G).
Les inégalités (3.16) et (3.17) impliquent mdim (X, G) = p. O






CHAPITRE 4

ENTROPIE TOPOLOGIQUE

Dans ce chapitre, on rappelle la définition et quelques propriétés de I’entropie to-
pologique d’un espace compact métrisable X muni d’une action continue d’un groupe
dénombrable moyennable G. On démontre que si 'entropie topologique de X est finie,
alors sa dimension topologique moyenne est nulle (th. 4.15). Ce résultat est démontré
par E. Lindenstrauss et B. Weiss dans le cas G = Z (voir [LiW, Th. 4.2]).

Dans tout ce chapitre, X désigne un espace compact métrisable muni d’une action
continue d’un groupe dénombrable G.

4.1. Recouvrements

Soient o = (U;)ier et B = (Vj)jes des recouvrements de X. Sia > B et § > a, on
écrit a ~ . C’est une relation d’équivalence. Rappelons que le joint de a et 3 est le
recouvrement oV 8 = (U; N V})(; j)erx.-

La taille d’'un recouvrement ouvert o de X est 'entier |a|s défini par

|a|s = min |y,
o

ou «g décrit tous les sous-recouvrements finis de a. Remarquons que cet entier est
bien défini puisque X est compact.

Proposition 4.1. — Soient o et B des recouvrements ouverts de X. On a :

(a) aV B> a;

(b) lavBls < lals|Bls ;

() B¥=a=|08ls > |afs.

Démonstration. — Posons a = (U;)ier et = (V) eu-
(a) On a U;NV; C U; pour tout (4,5) € I x J. Ceci montre aV 3 > cv.
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(b) Soit g (resp. By) un sous-recouvrement fini de a (resp. de ) de cardinal
minimal. Alors ag V Gy est un sous-recouvrement ouvert fini de v vV 5. Il en résulte

|V Bls < lao V ol = |eol|Bol = lals|Als-

(c) Supposons 8 = a. Soit By = (V;)jeyr, avec J' C J, un sous-recouvrement fini
de B de cardinal minimal. Comme 3 > «, il existe ¢: J — [ vérifiant V; C U,y
pour tout j € J. Posons I’ = ¢(J’). On en déduit que o/ = (U;);ep est un sous-
recouvrement fini de « de cardinal inférieur ou égal a celui de Gy. On a donc

lafs < [ < [Bo| = |B]s.

O

Soit @ = (U;)ier un recouvrement ouvert de X. Si d est une métrique sur X
compatible avec la topologie, la maille de o relativement a d est définie par
maille(a, d) = sup diam(U;, d),
iel
ou diam(U;, d) désigne le d-diametre de Us.

Soit G un groupe dénombrable agissant contintiment sur X. Pour tout g € G, on
note g~ la le recouvrement ouvert (¢~1U;);cr. Rappelons que I'on note F(G) l'en-
semble des parties finies non vides de G. Soit F' € F(G). On définit le recouvrement
ouvert ap de X par

oOF = \/ g ra=( ﬂ g_lUp(g))pEIF'
geF geF

Soit d une métrique sur X compatible avec la topologie. On dit qu'un recouvrement
ouvert a de X est générateur s'il existe une suite (P,)nen d’éléments de F(G) telle
que :

lim maille(ap,,d) = 0.

n—oo
Observons que cette définition ne dépend pas du choix de la métrique d compatible
avec la topologie de I’espace compact X.

Ezxzemple 4.2. — Soient G un groupe dénombrable et K un ensemble fini. On munit
K de la topologie discrete et K& de la topologie produit. Le G-décalage sur K€ est
I'action continue (& gauche) de G sur K¢ définie par

(g{[;)g/ = {,L'g/g

quels que soient = = (z,),ec € K€ et g,9' € G.
Soient A € F(G) et u € K4, Le A-cylindre de u est le sous-ensemble [u] C K¢
défini par
[u] = {z € K¢: ms(z) = u},
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ot T4 désigne la projection canonique de K¢ = K4 x KS\4 sur K4. Notons que
([u])yex 2 est une partition ouverte finie de K“. Soit ¢ = ([k])rex la partition obtenue
par les 1g-cylindres de K. Alors on a

Ca = ([u])uexa
pour tout A € F(QG).
Soient d une métrique sur K compatible avec la topologie et n € N*. Par définition
de la topologie produit sur K¢, il existe P,, € F(G) telle que
7p,(z) = 7p,(y) = d(z,y) < 1/n
quels que soient x,y € K. Il en résulte

maille(¢p,,d) < 1/n.

On en déduit que ¢ est un recouvrement ouvert générateur de K.

Soit f une application continue de X dans un espace compact métrisable Y. Pour
tout recouvrement ouvert a = (U;);er de Y, on note f~1(«a) le recouvrement ouvert
de X défini par

f7Ha) = (f71(U))ier-
Proposition 4.3. — Soient a et B des recouvrements ouverts de Y. Alors on a
(a) fT(avp)=f"a)V f(B);
(b) B=a=f71(B) = f~H(e);
(©) IfH)ls < lals;
)

(d) Si f est surjective, alors |f~ ()]s = |als.

Démonstration. — Posons o = (U;)ier et B = (V) e

(a) Ona f~Y(U;NV;) = f~HU;) N f~1(V;) pour tout (i,5) € I x J. On en déduit
fHavp)=f"Ha) Vv fH(B).

(b) Supposons 3 = a. Alors il existe une application ¢: J — I vérifiant V; C Uy
pour tout j € J. On a alors f~1(V;) C ffl(Uip(j)) pour tout j € J, ce qui implique
178) = 1 ).

(c) Soit ag = (Uy)ierr, ou I’ C I, un sous-recouvrement fini de o de cardinal
minimal. Alors f~(ag) = (f~1(U;))ier est un sous-recouvrement fini de f~(a) de
méme cardinal que ag. Il en résulte

[fH@)]s < 1fHao)| = |ao] = Jals.

(d) Supposons f surjective. D’apres I'inégalité (c), il suffit de démontrer |a|s <
|f~(a)]s. Soit By = (f~1(U;))ier, ot I' C I, un sous-recouvrement fini de f~!(«)
de cardinal minimal. La surjectivité de f implique que la famille o/ = (U;);err est un
sous-recouvrement fini de a. On en déduit

lals < lo] = 16| = 1M ()]s-
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O

Proposition 4.4. — Soit G un groupe dénombrable agissant continiment sur X.
Soient « et B des recouvrements ouverts de X et F, F' € F(G). Alors on a

a) F' CF = ap»ap;

FQF/:@:>C¥FLJF/:OZF\/OZF/;

apgy =g tap pour tout g € G;

)

(c)

(d) B=a=pBr=ar;
)

Démonstration. — Posons a = (U;)ier et B = (V) e
(a) Supposons F’' C F. Pour tout élément p € I notons p|F € I* 1a restriction
depa F'.Ona
ﬂ 9 WUy C ﬂ gilUmF/(g)v
geF geF’
pour tout p € I7. On en déduit ap > ap.
(b) Supposons FNF’ = &. Alors on a une bijection naturelle de IF9F" sur IF x I

donnée par p — (pr, pjp). Pour tout p € JFOF

() 9 Uty = ()9 Upri) N ([ 97 Uppra))-

geEFUF" geF geF’

,0on a

Il en résulte apur = ap V ag:.

(c) Pour tout a € G définissons R,: G — G par g — ga. Soient g € G et F' € F(G).
Alors I'application de I dans I7'9 définie par p — po Ry est une bijection. Pour
tout p € I, on a

O ) = (V9 sy = () 2 Upor, -
fEF fEF heFg
1

On en déduit g™ ap = apy.
(d) Supposons 8 = a. Alors il existe ¢: J — I telle que V; C U,(;) pour tout
j € J. 1l en résulte que pour tout p € J¥, on a
-1 -1
ﬂ 9 Vo) C ﬂ 9" Ugop(g)s
geEF geEF
ce qui implique GF > ap.
(e) Pour tout 6 € I, posons
-1
() ' Usirr).
f’EF/
Alors on a

(4.1)  (ap)r=( ﬂ f_lvp(f))pe(IF’)F = ( ﬂ (FH Uoth)(s! ))pe(zF’)F

fer feF frer”
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Remarquons que tout élément 7 € IF'F définit un élément p de (IF")F par p(f)(f') =
7(f'f) quels que soient f € F et f/ € F'. On a donc

_ —1
N 9'Uwc () D Uupis
geEF'F fleEF' fEF

pour tout 7 € I¥'F. On en déduit en utilisant (4.1) que app > (ap)p.

Choisissons pour chaque g € F'F un couple (fy, fy) € F' x F tel que g = f, f,.
Soit p € (I™)F. On définit un élément 7 € I*'F en posant 7(g) = p(fg)(fy) pour
tout g € F'F. On a donc

—1 _
N FH U< () 9 Uny

fEF,f'eF’ geEF'F
pour tout p € (IF)F, ce qui montre (ap)p > app d’apres (4.1). On en déduit
(ap)p ~ app. O
Corollaire 4.5. — Soient F,F' € F(G) et a un recouvrement ouvert de X. Alors
on a
(a) F' C F = log(lar|s) <log(larls);
(b) (FNF' = @) = log(|larur|s) <log(larls) +log(lar|s) ;
() Tog(lapgls) = log(|ar|s) quel que soit g € G.

Démonstration. — Ces assertions résultent des propositions 4.1 et 4.4. |

4.2. Entropie topologique

Dans le restant du chapitre, on supposera le groupe G moyennable.

Définition de h(X). — Soient o un recouvrement ouvert de X et (F},)npen une
suite de Fglner de G. 1l résulte du corollaire 4.5 et du corollaire 2.12 que la limite
suivante existe
1 s
H(X,a) = H(X,G,a) = lim 28U0m.s)

n— o0 |Fn‘ ’

qu’elle est finie et qu’elle ne dépend pas du choix de la suite de Folner (F},). Le réel
H(X,«a) est appelé entropie topologique de «. 1l résulte des propositions 4.4.(d) et
4.1.(c) que l'on a

(4.2) B»a=H(X,pF) >HX, a).
L’entropie topologique du systeme dynamique X est définie par :

h(X) = h(X,G) =sup H(X, ),

ou « décrit tous les recouvrements ouverts de X.
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Soit Y un espace compact métrisable muni d’une action continue de G. Une appli-
cation continue f: X — Y est dite G-équivariante si elle vérifie f(gz) = gf(z) quels
que soient g € G et x € X.

Le résultat suivant est une conséquence immédiate de la définition de ’entropie :

Proposition 4.6. — Soit X (resp. Y ) un espace compact métrisable muni d’une
action continue d’un groupe dénombrable moyennable G. Supposons qu’il existe un
homéomorphisme G-équivariant de X sur'Y . Alors on a h(X) =h(Y). O

Proposition 4.7. — Soit (a("))neN une suite de recouvrements ouverts de X, telle
que lim,,_, maille(a("),d) = 0, ou d est une métrique sur X compatible avec la
topologie. Alors on a
h(X) = lim H(X, ™).

Démonstration. — Notons (™) = (Ui(n))ieln pour tout n € N. Soit 5 = (V;)jes
un recouvrement ouvert de X et A un nombre de Lebesgue de [ relativement a d.
Puisque lim,, ., maille(a(™ d) = 0, il existe N € N tel que maille(a(™,d) < X pour
tout n > N. Fixons un entier n > N et soit ¢ € I,,. Comme diam(Ui("),d) < Al
existe j € J tel que Ui(") C Vj. 1l en résulte a™ = 3 et donc

H(X,a™) > H(X, )
d’apres (4.2). Puisque cette inégalité est vraie pour tout n > N, on a donc

lim inf H(X, o) > H(X, ).
ne
On en déduit

lim inf H(X, (™) > sup H(X, 3) > limsup H(X, a(™),
neN 38 neN

ou [ décrit tous les recouvrements ouverts de X. O

Corollaire 4.8. — Supposons que « est un recouvrement ouvert générateur de X.
Alors on a

h(X) = H(X, a).

Démonstration. — Soit d une métrique sur X compatible avec la topologie. Puisque
« est un recouvrement ouvert générateur, il existe une suite (P, )nen d’éléments de
F(G) telle que lim,,_, o maille(ap, ,d) = 0. Fixons n € N. D’aprés les propositions
4.4.(e) et 4.1.(c), on a

l(ap,) R s = lap, R s
pour tout k € N. On en déduit

lim w = lim 10g(|aPan|S) |Pan|

4.3 H(X =
( ) ( ,OZP") oo |Fk| k—oo |Pan| |Fk|
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D’apres le lemme 1.37, la suite (P, Fi)xen est une suite de Fglner de G et limy_, o, % =
1. On a donc en utilisant (4.3)
 log(lap, £y s)
HX,ap )= lim ——2"" = H(X, a).
Xoap,) = m = X,a)
Comme lim,,_,, maille(ap, ,d) = 0, la proposition 4.7 implique
h(X) = lim H(X,ap, ) =H(X,a).
n—oo
O
Proposition 4.9. — Soient G un groupe dénombrable moyennable, K un ensemble

fini muni de la topologie discréte et X un sous-décalage fermé de K€. Soit (Fy,)nen
une suite de Fglner de G. Alors on a

b — 1 BT COD

En particulier, h(K%) = log(|K|).
Démonstration. — Rappelons que la partition ouverte ([k])rex de K¢ formée des
{1g}-cylindres

[k] = {(xg)geG e K%: z1, = k},

ot k € K, est un recouvrement ouvert générateur de K¢ (exemple 4.2). Posons
Ui = [k] N X pour tout k € K. Alors la famille & = (Uy)gex est un recouvrement
ouvert générateur de X et d’apres le corollaire 4.8, on a

h(X) = H(X, «).
Calculons H(X, «). Soit F' € F(G). Alors on a
ap = ({0 € X mp(2) = ub)uexr
et donc |ap|s = |[7r(X)]. On en déduit

h(X) = H(X,a) = lim ‘8Urls) _ Toelime, (X))

O

On dit que le systeme dynamique X se plonge dans le systéme dynamique Y s’il
existe un plongement topologique G-équivariant de X dans Y.

Proposition 4.10. — Soient G un groupe dénombrable moyennable et X (resp. Y)
un espace compact métrisable muni d’une action continue de G. Supposons que le
systeme dynamique X se plonge dans Y. Alors h(X) < h(Y).
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Démonstration. — Soit f un plongement topologique G-équivariant de X dans Y.
Soit & = (U;);er un recouvrement ouvert de X. Puisque f est un plongement to-
pologique, il existe un ouvert V; de Y tel que f(U;) = V; N f(X) pour tout ¢ € I.
Soit B le recouvrement ouvert de Y formé de Y \ f(X) et des V;, ou i € I. Alors
f~Y(V;) = U; pour tout i € I. Soit F € F(G). Puisque f commute avec les actions,
ona f ™ MNyer 9 Vo) = Nyer 9 WVatg) = Nyer 9~ 'Up(q) quel que soit p € I7.
On en déduit f~1(B8r) ~ ap. Il en résulte en utilisant les propositions 4.1.(c) et 4.3.(c)
|aF|s = |f_1(ﬂF)|s < |ﬁF‘sa
ce qui implique H(X, a) < H(Y, 8) < h(Y). On en déduit
h(X) =supH(X, o) < h(Y).
O

On dit que le systéeme dynamique Y est un facteur de X s’il existe une application
continue surjective et G-équivariante de X sur Y.

Proposition 4.11. — Soient G un groupe dénombrable moyennable et X (resp. Y')
un espace compact métrisable muni d’une action continue de G. Supposons que le
systéme dynamique Y est un facteur de X. Alors h(X) > h(Y).

Démonstration. — Soit f une application continue surjective et G-équivariante de X
sur Y. Soit B8 = (V;);es un recouvrement ouvert de Y. Alors a = (f~1(V;)) e est
un recouvrement ouvert de X. Soit F € F(G). Puisque f commute avec les actions,

f_l( ﬂ g_lvp(g)> = ﬂ g_l(f_l(vp(g)))7

geF geF

on a

pour tout p € JE. Donc f~1(8r) = ap. Comme f est surjective, on a |Br|s = |ar|s
d’apres la proposition 4.3.(d). Il en résulte H(Y, 5) = H(X, @) < h(X). On en déduit

h(Y) < h(X). O

Si X et Y sont des espaces compacts métrisables munis d’une action continue de
G, alors G agit contintiment sur la réunion disjointe X [[Y et sur le produit X x Y
de maniere naturelle.

Proposition 4.12. — Soient G un groupe dénombrable moyennable et X,Y des es-
paces compacts métrisables munis d’actions continues de G. Alors on a

(a) h(X T[Y) = max(h(X),h(Y)) ;
(b) h(X x V) = h(X) + h(Y).

Démonstration. — Soit dx (resp. dy) une métrique compatible sur X (resp. sur
Y). Soit (™ = (U-(n))ign (resp. B = (Vj("))jeln), n € N, une suite de recou-

?

vrements ouverts de X (resp. de Y) telle que lim,, .., maille(a(™ dx) = 0 (resp.
lim,, o0 maille(3™, dy) = 0).
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(a) Notons dx 17y la métrique sur X []Y compatible avec la topologie définie par :

dx(zl,ZQ) sizi,20 € X,
dx11v(21,22) = dy(z1,22) sizi,z €Y,

1 sinon.

Pour tout n € N notons v("™ le recouvrement ouvert fini de X 1Y composé des
ouverts de o™ et de 4™ vus dans X []Y et observons que l'on a

lim diam(y™,dx1y) = 0.

Soit n € N. On a g_lUi(n) N h_le(n) = @ dans X [[Y quels que soient g,h € G et
(4,7) € I, x Jy. Pour tout F' € F(G) les ouverts non vides de 'y%n) sont exactement
ceux de a\"” et B vus dans X [[Y. On en déduit |y{], = ||, +[85..
Supposons dans la suite que h(X) < h(Y). Soit € > 0. D’apres la proposition 4.7
appliquée aux suites de recouvrements ouverts (™) et (3(™), il existe N € N tel

que l'on ait
(4.4) H(X, ™) < H(Y, 8™) + ¢/2,

pour tout n > N. Fixons n > N et soit (Fj)ren une suite de Fglner de G. L’inégalité
(4.4) implique alors qu’il existe un entier M tel que pour tout k > M, on ait

log(lajs|) _ log(|5;|:)
Bl IR

+ ¢,

et donc
73 s = o s+ 185 1s < 183 Lo (e P41 4 1).
On déduit de cette inégalité

log (|84 |File
HX [[v.4™) < lim P8Pr o) |y, 108D iy gy 4

—oo | Fy| k=00 | F|
En appliquant la proposition 4.7 aux suites ("/(")) et (B (")) et en faisant tendre n vers
I'infini dans 'inégalité précédente, on obtient
WX J]Y) <h(Y)+e
Comme € est arbitraire, on en déduit
h(X J]Y) <h(Y) = max(h(X),h(Y)).

L’inégalité h(Y) < h(X []Y) résulte de la proposition 4.10 puisque le systéme dyna-
mique Y se plonge dans X []Y.
(b) Munissons X x Y de la métrique compatible avec la topologie produit définie
par
dxxy ((z1,91), (T2,92)) = max(dx (z1,z2), dy (y1,92))
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quel que soit (z;,y;) € X x Y, i = 1,2. Pour tout entier n, définissons le recouvre-
ment ouvert fini (") de X x Y par v(") = (Ui(n) X ‘/j(n))ie[nxjn et remarquons que
lim,, oo maille('y("), dxxy)=0. Soient n € Net F € F(G). On a
-1 (n) (n)y __ —177(n) —17,(n)
ﬂ 9 (Up(g) X Vf(g)) o ( m 9 Up(g)) X ( n 9 V"'(g))’
geF geF geF

quels que soient p € (I,)F et 7 € (J,)F. Il en résulte que \7}")\5 = |agb)|s|ﬂl(p”)|s et
donc
H(X x Y,7™) = H(X, o) + H(Y, ).
En utilisant la proposition 4.7, on en déduit
h(X xY) =h(X) + h(Y).
O

Approche métrique de h(X). — Soit d une métrique sur X compatible avec la
topologie. Pour tout € > 0, on pose

O(X,d,e) = mainlog(|oz\)7
ou « décrit tous les recouvrements ouverts finis de X tels que
maille(a, d) < e.
Notons que ®(X,d, €) est un réel bien défini puisque X est compact.

Soit F' € F(G). Rappelons que I'on définit une métrique sur X compatible avec la
topologie par

dp(z,y) = max d(gz, gy) quels que soient z,y € X.
g€

Lemme 4.13. — Soient A,B € F(G). On a

(a) ®(X,davp,€) < B(X,da, ) + (X, dp,e€) ;

(b) ®(X,dag,€) = P(X,da,€) quel que soit g € G;
(c) ®(X,d,e) < P(X,d,€) sie <e.

Démonstration. — Montrons (a). Soient A,B € F(G). Alors il existe des recou-
vrements ouverts finis a et § de X tels que maille(a,d4) < ¢, maille(8,dg) < e,

log(|a]) = ®(X,da,€) et log(|8]) = ®(X,dp, €). On en déduit maille(aV 3,daup) < €.
Comme |a V 3| = |a||8], on a donc
(X, daup,e) < log(laVv f]) = log(|af) + log(|A])
= CI:’(X, da, 6) + (I)(X, dp, 6).
L’assertion (b) résulte du fait que x — gz est une isométrie entre les espaces
métriques (X, dag) et (X,da). L’inégalité (c) résulte du fait qu’un recouvrement ou-

vert fini de maille inférieure ou égale & € est aussi de maille inférieure ou égale & ¢ si
e <e. O
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Soit (F,)nen une suite de Fglner de G. On déduit du lemme 4.13 et du corollaire
2.12 que pour tout € > 0, la limite suivante existe

h(X,d) = lim ———~~"~=
nmvoo | Fy
qu’elle est finie et qu’elle ne dépend pas du choix de la suite de Fglner de G. Obser-
vons que € — h(X,d) est décroissante d’apres l'inégalité 4.13.(c). On en déduit que
lim._,o h(X, d) existe dans [0, c0].

Proposition 4.14. — Soit G un groupe dénombrable moyennable agissant conti-
ndment sur un espace compact métrisable X. Soit d une métrique sur X compatible
avec la topologie. Alors on a

B(X) = limh(X, d).

Démonstration. — Soient d une métrique compatible sur X et (ﬂ(”))neN une suite de
recouvrements ouverts finis de X telle que €,, = maille(3 (), d) converge vers 0 lorsque
n — 00.

Montrons d’abord l'inégalité

(4.5) lim he (X, d) < h(X).

Soient F' € F(G) et n € N. Alors maﬂle(ﬁ%n),dF) < €,. On a donc ®(X,dp,¢€,) <
log(|6§;n)|s). En appliquant cette inégalité & une suite de Fglner (Fi)ren de G, il en
résulte

(X, dpy en) _ 108105 l:)
Bl TR

pour tout k € N. En faisant tendre k vers U'infini dans la derniere inégalité, on obtient

he, (X, d) <H(X, ™) < h(X).

Comme lim,,_,, €, = 0, on en déduit I'inégalité (4.5).
Démontrons

(4.6) h(X) < lim b (X, d).

Pour tout n € N, notons A, un nombre de Lebesgue pour S relativement & d.
Fixons n € N. Soient F € F(G) et o™ un recouvrement ouvert fini de X tel que
maille(a™,dp) < X\, et vérifiant log(|a(™|) = ®(X,dp, \,). Pour tout g € F, on a
alors maille(ga™,d) < A, et donc a™ = g='3(™. On en déduit a(™ - ﬂ%n) puis
|5(Fn)|s < |a™)|, d’apres la 4.1.(c). On a donc

log(185]5) < log(|a™|,) < log(|a™]) = ®(X, dp, An).
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Soit (F))ren une suite de Fglner de G. En appliquant I'inégalité précédente a F' = Fy,
on obtient
log(165+) _ ®(X, i, M)
|[Fel | | ’

pour tout k € N. Par passage a la limite en k, il en résulte

H(X, ™) < hy, (X, d).

On en déduit en utilisant la proposition 4.7

h(X) = lim H(X,3™) < lim hy, (X,d).

n—oo

Comme (),,) converge vers 0, on obtient I'inégalité (4.6).

O
4.3. Entropie topologique et dimension topologique moyenne
Dans cette section, on va démontrer le résultat suivant :
Théoréme 4.15. — Soit X un espace compact métrisable muni d’une action conti-

nue d’un groupe dénombrable moyennable G. Si l’entropie topologique du systéme dy-
namique X est finie, alors sa dimension topologique moyenne est nulle.

Commencons par établir quelques lemmes. Soit d une métrique sur X compatible
avec la topologie. Posons

M(X,d) = liminf M
—0 |loge|

Lemme 4.16. — Supposons que [’entropie topologique de X est finie. Alors on a
M(X,d) = 0.

Démonstration. — D’apres la proposition 4.14, on a h(X) = lim._,¢ h(X, d). Comme
h(X) < 00, on a

he(X,d
M(X,d) = lim (X, d) _
=0 |loge]
O
Lemme 4.17. — Soit a = (U;);cr un recouvrement ouvert fini de X. Alors il existe

une famille d’ouverts (V;);er vérifiant X = U; UV, pour tout i € I et telle que le
recouvrement ouvert 3 défini par

5=\ (U,V)
i€l

soit plus fin que «.
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Démonstration. — Pour tout  dans X, il existe ¢ € I et un voisinage ouvert W, de
x tel que W, C W, C U;. Puisque (Wz)zex est un recouvrement ouvert du compact
X, il existe une partie finie E C X telle que (W,),ep soit un recouvrement de X.
Pour chaque ¢ € I, notons K; la réunion des Wy, ot € E et W, C U,. Posons
V; = X \ K. Alors le recouvrement ouvert de X défini par
B=\ U,V
iel
est plus fin que a. En effet, cela résulte du fait que (,c; Vi = @ puisque (K;)cs est
un recouvrement de X. O

Pour tous Y C X et x € X, on notera dist(x,Y") la distance de z & Y relativement
a d. Rappelons que x — dist(z,Y") est 1-lipschitzienne sur X.

Lemme 4.18. — Soit (U,V) un recouvrement ouvert de X. Définissons w: X —
[0,1] par

B dist(x, X \ V)
w(®) = Fet@ X\ V) + dist(z, X\ 0)

Alors w est une fonction lipschitzienne sur X vérifiant

quel que soit x € X.

U=w([0,1]) et V =w*(]0,1]).

Démonstration. — Posons fi(x) = dist(z, X \U) et fa(z) = dist(z, X \ V) pour tout
x € X. Remarquons tout d’abord que w est bien définie puisque fi + f5 est strictement
positive sur X = U U V. De plus, comme f; + fo est continue sur le compact X, il
existe 0 > 0 tel que

(4.7) fi(z) + falx) > 6
pour tout x € X. Montrons que w est lipschitzienne sur X. Soient x,y € X. On a

o) — () — LEE) £ L)~ HE) () + Al)
(2@) + @) ) + 1)

En utilisant 'inégalité (4.7), il en résulte

lw(z) — w(y)| < |f2(:r)f1(y)(;2f2(y)f1(z)|.

Comme f et fo sont 1-lipshitziennes, on a

[f2(@) [1(y) = f2(0) (@) = [f2(2)(f1(y) — fr(@)) + f1(@)(fa(2) — f2 ()]
< (fol2) + fr(@)) d(z,y).
En utilisant ces inégalités, on en déduit

f1(@) + fo(w)

52 d(z,y)

w(z) —w(y)| <
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quels que soient x,y € X. Donc w est L-lipschitzienne sur X avec

s, x (1(2) + fo(@)

L= 52

Par définition de w, il est clair que 'on a
U=w1([0,1]) et V =w"(]0,1]).
O

Soient (U;)ier et (Vi)ier (ot I est fini) des familles d’ouverts de X telles que
X =U; UV, pour tout i € I. On définit le recouvrement ouvert fini 5 par

(4.8) B=\ (U, V).

iel
Définissons pour tout ¢ € I la fonction w;: X — [0, 1] par

dist(x, X \'V;

wz({E) = - 1 ($7 \ )
dist(z, X \ V;) + dist(z, X \ U;)

quel que soit x € X. Pour tout F' € F(G), on définit I'application fr: X — [0, 1]/*F
par

(4.9) fr(z) = (wi(92)) (i g)erxF-
Soit S C I x F. On note mg la projection de [0, 1]/*F = [0,1]% x [0, 1]I*FNS sur
[0,1]%. Si S = {(4,9)}, on écrira pour simplifier mg = ; 4.

Lemme 4.19. — Soient F € F(G) et r: fr(X) — [0, 1]7%F une application conti-
nue telle que l'implication suivante est vérifiée quels que soient a € {0,1}, y € fr(X)
et (i,9) € I x F :

Tig(y) =a=m gor(y) =a.
Alors ro fp: X — [0,1]1*F est Br-compatible. En particulier, on a que fr est Bp-
compatible.

Démonstration. — Soient z € [0,1]7*F. D’aprés le lemme 3.4, il suffit de montrer
que (ro fr)~*(z) est contenu dans un ouvert de Sp. Rappelons que 8 = \/,.;(U;, V;)
(voir (4.8)). Soient ¢ € I et g € F. Supposons tout d’abord m; 4(z) # 1. Soit = €
(rofr)~1(2). L’hypothese du lemme implique alors que 7; ,(fr(x)) # 1 ce qui équivaut
a wi(gr) # 1. Comme w; [0, 1[= U;, on en déduit € g~U;. Donc (ro fr)~'(2) C
g~ 'U;. Supposons maintenant m; 4(z) # 0. Un raisonnement analogue montre alors
que (ro fr)~1(z) C g~ 'V;. Le sous-ensemble (ro fr)~!(z) est donc bien contenu dans
un ouvert de Br. On en déduit que r o fr est Bp-compatible. O

Lemme 4.20. — Soit € > 0 et posons Mg = M(X,d). Soit (Fp,)nen une suite de
Folner de G. Alors il existe N € N vérifiant la propriété suivante :
pour tout n > N, il existe &, €]0, 1[1*Fn tel que pour toute partie S C I x F,, on ait

S| = (Mo + €)|Fn| = 75(8n) ¢ s 0 fp,(X).
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Démonstration. — D’apres le lemme 4.18, pour tout ¢ € I, il existe une constante
L; > 0 telle que w; soit L;-lipschitzienne. Posons L = max;c; L;. Par définition de
My = M(X, d), il existe § > 0 tel que

(4.10) § < min(1, (27 LMoFe)=2/¢ 1/,
et
h6(Xa d)
4.11 ——— < M, 4.
( ) |[logd| — ot/
Par définition de hs(X,d), il existe N € N tel que pour tout n > N, on ait
(I)(X, dF ,(S) €
——n 2 < hs(X,d —|logd|.
) < () + § ozl
On en déduit en utilisant 1'inégalité (4.11)
(X, dp .0
(|FF|n) < (Mo + €/2)|log d].

Fixons un entier n > N. Il résulte de la derniere inégalité qu’il existe un recouvrement
ouvert fini v = (W;);jes de X tel que maille(vy,dr,) < 4 et

(4.12) |J| = |y| < 6~ (MoFe/2)IFnl,

Alors (fr, (W;));jes est un recouvrement de fg, (X). Soit j € J et montrons

(4.13) diam(fp, (W;),dx) < L6,

oll do est la métrique sur fr, (X) induite par la norme sup de RI*f». Soient x, 2’ €
W;. On a

doo(fr (&), fr () = | mie - fu(g) — wi(a’)|.

Puisque w; est L;-lipschitzienne pour tout i € I et que maille(vy,dr,) < d, on en
déduit
doo(an(x)ﬂan(x/)) S - Inax Ll d(g:c,gx/) S L(sa
(i,9)EIXFy
ce qui montre I'inégalité (4.13). Soit S C I x F,,. Notons i la mesure de Lebesgue sur
le cube C' = [0, 1]7*#». Nous allons majorer la mesure du borélien Bg défini par

Bs ={¢cC:7s(§) €mso fr,(X)}.

Comme (fp, (Wj))j < st un recouvrement fini d’ensembles mesurables de fr, (X),
on a

(4.14) w(Bs) <> p({é € C:ms(€) € ms o fr, (W))}).
jeJ
Or, pour tout j € J on a
u({£ e C:mg(f) emgo an(Wj)}) < (diam(fpn(Wj),doo))
En utilisant les inégalités (4.12), (4.13) et (4.14), on en déduit
(415) ,U/(BS) < 6_(M0+5/2)|Fn|(L6)|S‘.

IS]
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Posons
B={(eC:35C1IxF, tel que |S| > (My+ €)|Fy,| et m5(§) € s o fr, (X)}

et remarquons que l'on a
B C UBs,
S
ot S décrit 'ensemble {S C I X F,, : |S| > (My+ €)|F,|}. On en déduit en utilisant
les inégalités (4.15) et (4.10) que l'on a

wB) < ) #(Bs)

{SCIXF, : |S|>(Mo+e)|Fnl}
< S CIxF,}| o Mote/DIFnl(fg)(Mote)Fnl

2|1|\Fn|(LMo+656/2)|Fn\ < 1.

En particulier C'\ B est non vide et la conclusion du lemme est vérifiée pour tout
£eC\B. |

Le théoreme suivant est une conséquence des lemmes précédents :

Théoréme 4.21. — Soit G un groupe dénombrable moyennable agissant contintiment
sur un espace compact métrisable X . Soit d une métrique sur X compatible avec la
topologie. Alors on a

mdim(X, G) < M(X,d).

Démonstration. — Soit (F},)nen une suite de Fglner de G. Rappelons (voir chap. 3)
que la dimension topologique moyenne de X est donnée par

mdim(X, G) = sup lim Diar,)

o N—0 ‘Fn| ’

ou a décrit tous les recouvrements ouverts finis de X. Posons My = M(X, d). Soit
a = (U;)ier un recouvrement ouvert fini de X. D’apres le lemme 4.17, il existe un
recouvrement ouvert fini 4 > « tel que

5=\ (U, V),
il
ou X = U; UV, pour tout ¢ € I. Puisque 3 > a, on a Bp, > ap, d’apres la proposition
4.4.(d) puis D(ap,) < D(BF,) pour tout n € N, d’apres la définition de D (voir (3.1)).
Soit € > 0. On va démontrer

(4.16) lim w < My + e,

ce qui prouvera le théoreme.

Pour tout F' € F(G), on considere I'application fr: X — [0,1]7*F associée au
recouvrement ouvert fini 5 (voir (4.9) pour la définition de fr). Soit N un entier
obtenu par le lemme 4.20 pour € et (F},). Fixons n > N et considérons un élément
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&n €]0, 1[P¥Fn vérifiant la conclusion du lemme 4.20. Posons t, = (Mg + €)|F,| et
définissons B C C = [0, 1]7*F» par

B={yeC:35CIXF,avec|S|>t,et ms(y) =7s(&)}
D’apres la propriété vérifiée par &, (voir le lemme 4.20), on a
(4.17) fr (X) C C\B.

Posons Y = fr (X) et
dy, = dim(C) — [t,],
ou [t,] désigne le plus grand entier inférieur ou égal au réel .
Nous allons démontrer

(4.18) D(Br,) < (Mo +¢€)|Fy|.

Si dy, <0, alors dim(C) < (Mg +€)|F,|. Puisque fg, : X — C est Sp, compatible
(voir le lemme 4.19), il résulte du lemme 3.3 que D(8p,) < dim(C) < (Mg +€)|Fy|.
Dans ce cas 'inégalité (4.18) est vérifiée. Supposons maintenant d,, > 1. Pour m € N
définissons le squelette de codimension m du cube C' par

Jm ={y € C: m; 4(y) € {0,1} pour au moins m indices (i,g) € I x F,}.

Soit y € Y. Nous allons construire par récurrence une suite finie (yx)o<r<q, d’éléments
de C telle que yo = y et yx € Jx pour 0 < k < d,,. Posons yy = y. Comme d,, > 1, on
a dim(C) > [t,] + 1. D’apres l'inclusion (4.17), &, et y n’ont pas un nombre supérieur
ou égal a [t,] + 1 composantes égales. En particulier &, # y. On peut donc définir
y1 € Jp comme étant l'intersection de la demi-droite issue de &, et passant par y
avec Jp. Soit Cy 'une des faces de C' de codimension 1 contenant y; et notons p; la
projection orthogonale de py sur Cf.

Supposons construits yi,pr € Jx, ou k > 1. Si y # pk, on définit yx41 comme
étant 'intersection avec Jy41 de la demie-droite issue de yj, et passant par py. Comme
po et yo n’ont pas un nombre supérieur ou égal & [t,] + 1 composantes égales, la
condition y, # pi est vérifiée si dim(Jx) > [t,] + 1, clest-a-dire si k < d,, — 1.
Dans ce cas, notons Cgy1 'une des faces de codimension k + 1 contenant yiy1 et
pr+1 la projection orthogonale de py, sur Ci41. Cela acheve la construction des suites
(Yr)o<k<d, et (Pr)o<r<d,-

Définissons r: Y — Jy, par r(y) = yq, . Par construction r est continue. Soient a €
{0,1} et £ € fr, (X). Sim;4(&) = a alors § appartient a la face {y = (yi,g),9)crxF, €
C': y; g = a} et donc aussi r(§) par définition de r. Les hypotheses du lemme 4.19 sont
donc bien vérifiées. Il en résulte que ro fr, : X — Jg, est Bg, -compatible. D’apres le
lemme 3.3, on a alors

D(fr,) < dim(Ja,) = [tn] < (Mo + €)|Fnl,
ce qui démontre l'inégalité (4.18). L’inégalité (4.16) en résulte. O

Le théoréme 4.15 résulte du lemme 4.16 et du théoreme 4.21.






CHAPITRE 5

DIMENSION TOPOLOGIQUE MOYENNE ET
PROPRIETE DE LA PETITE FRONTIERE

Etant donné un espace compact métrisable X muni d’une action continue d’un
groupe dénombrable moyennable G, on définit la propriété de la petite frontiere du
systeme dynamique X et l'on démontre que si X vérifie la propriété de la petite
frontiere, alors sa dimension topologique moyenne est nulle. Ce résultat est établi par
Lindenstrauss et Weiss [LiW] lorsque G = Z. Tous les systémes dynamiques unique-
ment ergodiques vérifient la propriété de la petite frontiere. La dimension topologique
moyenne d’un tel systéme est donc nulle.

Dans tout ce chapitre, X est un espace compact métrisable muni d’une action
continue d’un groupe dénombrable G.

5.1. Propriété de la petite frontiere

Rappelons que F(G) désigne l'ensemble des parties finies non vides de G. Soit
F € F(G). On définit

My (E) =max > xp(g2)
geF

pour toute partie E C X, ot xg: F — {0,1} désigne la fonction caractéristique de
E.
Lemme 5.1. — Soient E,E' C X et F,F' € F(G). Alors on a :
(i) 0< Mp(B) < |F);
(ii) Mpup/(E) < Mp(E) + Mp(E);
(iii) Mp(E) < Mp (E) si F C F';
(iv) Mpg(E) = Mp(E) quel que soit g € G ;
(v) Mp(E) <Mp(F') si ECF';
(vi) Mp(FEUE") <Mp(FE)+Mp(E').
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Démonstration. — Les propriétés (i), (ii) et (iii) sont claires. Pour I'égalité (iv), re-
marquons que Y- e XE(9'2) = 3 cp XE(9'g7). On en déduit Mpy(E) = Mp(E)
puisque lapplication x — gz est une permutation de X. Les inégalités (v) et (vi)
résultent respectivement des inégalités xg < xgr si E C E' et xpup < xg+xg- O

Soit (F),)nen une suite de Fglner de G. D’apres les inégalités (ii) et (iv) du lemme
5.1 et le théoreme 2.1, pour toute partie F de X, la limite suivante existe
. Mg, (E)
ocap(F) = nan;O Fa
elle est finie et ne dépend pas du choix de la suite de Fglner. On 'appelle la capacité
orbitale de F dans X. Remarquons que l'on a ocap(F) € [0,1] d’apres I'inégalité
5.1.(1).
On dira que E C X est un ensemble G-petit si ocap(E) = 0. I résulte des
I'inégalités (v) et (vi) du lemme 5.1 que l'on a

ocap(E) < ocap(E’) si ECFE’

et
ocap(E U E') < ocap(E) + ocap(E").
On en déduit que tout sous-ensemble d'un ensemble G-petit est G-petit et qu'une
réunion finie d’ensembles G-petits est G-petite.
Pour tout sous-ensemble Y d’un espace topologique X, on note Fr(Y) la frontiere
topologique de Y.

Définition 5.2. — On dit que le systéme dynamique X vérifie la propriété de la
petite frontiere si pour tout x € X et pour tout ouvert U contenant x, il existe un
voisinage ouvert V C U de z tel que ocap(Fr(V)) = 0.

Lemme 5.3. — Supposons que le systéeme dynamique X vérifie la propriété de la
petite frontiére. Soit a = (U;)icr un recouvrement ouvert fini de X. Alors il existe un
recouvrement ouvert fini 3 = (V;);er de X tel que V; C U; et ocap(Fr(V;)) = 0 pour
tout 1 € 1.

Démonstration. — Soit x € X. Puisque « est un recouvrement ouvert de X, il existe
un voisinage ouvert W, de = et i € I tels que W, C W, C U;. Comme X vérifie la
propriété de la petite frontiére, on peut supposer ocap(Fr(W,)) = 0. Par compacité
de X, il existe une partie finie A C X telle que (W, )aca soit un recouvrement ouvert
fini de X. Posons pour tout ¢ € T

vi= U

{a€A: W, CU;}
Alors 3 = (V;)ser est un recouvrement ouvert fini de X vérifiant V; C U; et

Fr(V;) = Fr ( U W,) C U Fr(W,)

{a€A: W,CU;} {a€A: W,CU;}
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pour tout ¢ € I. On en déduit que Fr(V;) est G-petit puisque c’est un sous-ensemble
d’une réunion finie d’ensembles G-petits. Le recouvrement 3 vérifie donc la conclusion
du lemme. 0O

Lemme 5.4. — Soient K un fermé de X et F € F(QG). Alors il existe un owvert U
de X tel que K C U et Mp(K) = Mp(U).

Démonstration. — Soit x € X. Comme X est métrisable, c’est un espace normal. Il
existe donc des ouverts U, D K et V, D {gz: g€ F}\ K tels que U, NV, = &. On a

alors
> xu.(gx) = xk(ge).

geEF geEF
Comme U, et V, sont des ouverts disjoints, la continuité en = des applications y — gy,
ol g € F, implique qu’il existe un voisinage ouvert W, de = tel que

(5.1) > xv.(gy) =Y xv.(9z) =Y xx(gx) pour tout y € W,
geF geF geF

Puisque les ouverts W, x € X, recouvrent le compact X, il existe un sous-recouvrement
fini (Wa)aea, ot A est une partie finie de X. Posons U = [, 4 Ua. Alors K C U et
donc Mp(K) < Mp(U) d’apres le lemme 5.1.(v). Soit y € X. Alors il existe a € A tel
que y € W,. En utilisant (5.1), on en déduit

> xvlgy) < xu.(gy) = Y xx(ga) < Mp(K).

geF geF geF
Il en résulte Mp(U) < Mp(K). O

5.2. Propriété de la petite frontieére et dimension topologique moyenne

Soit f: X — R une fonction continue. Le support de f, que 'on note supp(f), est
le sous-ensemble de X défini par

supp(f) = & € X : f(z) 7 0}.

Lemme 5.5. — Supposons que le systeme dynamique X vérifie la propriété de la
petite frontiere. Soient o = (U;);er un recouvrement ouvert fini de X et e > 0. Soit
(Fr)nen une suite de Folner de G. Alors il existe N € N tel que pour tout entier
n > N, il existe des fonctions continues ®;: X — [0,1], pour tout i € I, vérifiant les
propriétés suivantes :

(P1) supp(®;

)
(P2) > ies ®i(2)
(P3) Mp, () < €|Fyl, 00 Q@ = U, @7 (10, 1))

C U; quel que soiti € 1,
=1 quel que soit z € X,
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Démonstration. — Posons I = {1,...,k} ot k = |a|. D’aprés le lemme 5.3, il existe
un recouvrement ouvert fini 8 = (V;);er de X tel que V; C U; et ocap(Fr(V;)) = 0
pour tout ¢ € I. On en déduit qu’il existe N € N tel que pour tout n > IV, on ait

€|

Mp, (Fr(V;)) < ——  quel que soit i € I.

Fixons un entier n > N. Soit d une métrique sur X compatible avec la topologie. Le
lemme 5.4 et la normalité de X impliquent qu’il existe, pour tout ¢ € I, un ouvert W;
de X vérifiant Fr(V;) € W; C W; C U; tel que

€|Fnl

(5.2) Mg, (W;) = Mp, (Fr(V;)) < quel que soit i € 1.

Soit i € I. Puisque Fr(V;) C W;, les fermés V; et X \ (V; UW;) sont disjoints dans X.
On en déduit qu'il existe une fonction continue ¥;: X — [0, 1] vérifiant V; = U, 71(1)
et X\ (V; UW;) = ¥;71(0). On a alors

(5.3) supp(¥;) C V;UW; C U,.

On définit par récurrence une suite de fonctions continues (®;);cr de X dans [0, 1] en
posant

(I)l = \Illa
et

i—1
O; = min(W;,1- ) ®;),
j=1

pour 2 < i < k. Montrons tout d’abord que ®; est & valeurs dans [0, 1] pour tout
i € I. Cest clair pour i = 1. Soit i € {2,...,k} et z € X. Alors ®;(z) < ¥;(z) < 1.
Si ®;(z) = ¥;(x), alors ®;(z) > 0. Sinon ®;(z) =1— Z;;ll ®;(z). Comme ®;_;(z) <
1- 23;21 ®,(x) (par définition de ®;_1), on en déduit
i—2
Oi(z) =1-Y ®j(x) = P 1(z) > 0.
j=1
L’inclusion (P1) résulte de Iinclusion (5.3) puisque l'on a supp(®;) C supp(¥;)
pour tout ¢ € I. Montrons (P2), c’est-a-dire
Z ®,(x) =1 quel que soit = € X.
iel
Soit € X. Notons tout d’abord que 'inégalité ®y(x) < 1 — le;ll @, () implique
> icr ®i(w) < 1. Comme (V;)ier est un recouvrement de X, il existe i9 € I tel que
z € V. On a alors ¥, () = 1, ce qui implique ®;,(z) = 1 — Z;“;f ®;(z). Il en
résulte ) ., ®;(x) = 1. Montrons que 'on a

(5.4) o, 71(J0,1) € U Wj.
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Soit z € X tel que ®;(z) ¢ {0,1}. Par définition de ®; on a alors ¥;(z) ¢ {0,1}
ou Z;;Il ®;(z) ¢ {0,1}. Supposons ¥;(z) ¢ {0,1}. Alors z € (V; UW;) \'V; et
donc x € W;. Supposons maintenant Z;;ll ®,(x) ¢ {0,1}. Il en résulte qu'il existe
1 <ip <i—1tel que ®;,(z) ¢ {0,1}. On a alors ¥;,(z) # 0. Comme 23;11 Q,(z) #1,
on a en particulier ®; (x) £ 1— 230;11 ®;(z). Cela montre que ¥; (x) # 1. On a donc
U, (z) ¢ {0,1}, ce qui implique z € (V;, UW,;,) \ Vi, C W;,. On en déduit (5.4).
D’apres l'inclusion (5.4), on a donc
Q=[J®"'(0,1) c Jw
i€l iel
D’apres les inégalités (v) et (vi) du lemme 5.1 et 'inégalité (5.2) on a
Mp, (@) <> Mg, (W) < €| F|.
iel
Cela démontre I'inégalité (P3). O

Voici le résultat principal de ce chapitre :

Théoréme 5.6. — Soit G un groupe dénombrable moyennable agissant contintiment
sur un espace compact métrisable X . Supposons que le systéme dynamique X vérifie
la propriété de la petite frontiére. Alors on a

mdim(X,G) = 0.
Démonstration. — Soient a = (U;);er un recouvrement ouvert fini de X et (F,)nen
une suite de Fglner de G. On va démontrer que

lim D(ar,)

n—oo |Fy|

:O,

ce qui démontrera le théoreme d’apres la définition de mdim(X,G) (voir chap. 3).
Soit € > 0. D’apres le lemme 3.3, il suffit de montrer qu’il existe N € N tel que
pour n > N, il existe une application continue o, -compatible de X dans un espace
compact de dimension inférieure ou égale & €| F,,|.

Posons k = |a| et appliquons le lemme 5.5 & «, & ¢/k et a la suite (F,) : il existe
N € N tel que pour tout entier n > N il existe des fonctions continues ®;: X — [0, 1],
i € I, satisfaisant les propriétés suivantes :

(P1) supp(®;) C U; quel que soit i € I,
(P2) > ;c; ®i(z) =1 quel que soit » € X,

€| Fy, N _
(P3) Mp, () = maxyex Yyep, Xalgr) < 2L ot @ = U, 27110, 1)).
Fixons un entier n > N. Définissons une application continue fr, : X — RI*Fr par
fr,(x) = (‘I)i(gx))(i,g)elen-

Montrons que l'application fr, : X — fr, (X) est ap,-compatible. En effet, soient
y € fr,(X) et g € F,,. D’apres (P2), il existe i4 € I tel que ®;, (ga) > 0 pour tout
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x € f;nl (y). D’apres (P1), on a alors f;nl(y) C ﬂgan gflUZ-g. Donc f;nl(y) est inclus
dans un ouvert de ap,. On conclut en utilisant le lemme 3.4.

Il reste & montrer que dim(fr, (X)) < €[F,|. Soit (e;4)(i,g)erxF, la base canonique
de RT*F Pour toute partie B C F, et pour tout & € {0, 1}/*F» on définit le sous-
espace affine A(¢, B) de RI*f» par

A(§,B) = ¢+ V(B),

ol V(B) est le sous-espace vectoriel de R?*#n engendré par les (€; 4) (i g)c1x5- Nous
allons montrer que l'on a

(5.5) fr.(X) c | A B),
B

ol B décrit les sous-ensembles de F), vérifiant |B| < 6“,:"' et ot ¢ déerit {0, 1}1% .

Soit « € X. D’apres la propriété (P3), il existe B C F,, tel que |B| < % et
®,(gx) € {0,1} quels que soient i € I et g € F,, \ B. On en déduit fr, (z) € A(&, B),
ot £ € {0, 1}1%Fn est défini par

®i(gz) si(ig) €I x (Fn\B)
fi,g =

0 sinon.

L’inclusion (5.5) est donc vérifiée. Comme fr, (X) est inclus dans une réunion fi-
nie de sous-espaces affines de R7*f de dimension inférieure ol égale & €|F,|, on a
dim(fr, (X)) < €|Fy,|. Cela acheve la démonstration du théoréme. O

5.3. Systémes uniquement ergodiques

Soit X un espace compact métrisable muni d’une action continue d’un groupe
moyennable G. Le systeme dynamique X est dit uniquement ergodique s’il admet
une unique mesure G-invariante y € M(X). Rappelons que si G est moyennable,
il existe au moins une mesure G-invariante sur X d’aprés une caractérisation de la
moyennabilité (théoreme 1.33).

La notion d’ensemble Z-petit pour les actions de Z a été introduite par Shub et
Weiss dans [ShW] ou il est démontré que tout systéme uniquement ergodique vérifie
la propriété de la petite frontiére. Dans ce qui suit, on étend la démonstration au cas
d’actions de groupes dénombrables moyennables discrets.

Lemme 5.7. — Soit E C X un fermé. Alors E est G-petit si et seulement si u(E) =
0 pour toute mesure G-invariante p € M(X).

Démonstration. — Soit E un borélien qui est G-petit. Soient y € M(X) une me-
sure G-invariante sur X et € > 0. Soit (F},)nen une suite de Fglner de G. Puisque
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ocap(F) =0, il existe N € N tel que pour tout n > N, on ait

1
5.6 sup —— xe(gx) <e.
(5.6) SUP 15 qezF: (9)

Comme p est G-invariante, on a pu(E) = [ . xe(g9x) dp(z) pour tout g € G. On en
déduit en utilisant (5.6) que l'on a

HE) =/ ﬁ > xelge) du(x) < e
reX "l ger,
pour tout n > N. Il en résulte que p(E) = 0.

Supposons maintenant que E est un fermé qui n’est pas G-petit. Nous allons mon-
trer qu’il existe une mesure G-invariante p € M(X) vérifiant p(E) > 0. Soit (Fy,)nen
une suite de Fglner de G. Puisque ocap(E) > 0, il existe un réel ¢ > 0 et une suite
(Zn)nen d’éléments de X tels que

1
(5.7) A Z Xe(gzn) > ¢ quel que soit n € N.
" geF,

Définissons pour tout n € N la mesure u,, € M(X) par

1
Hn = m Z 5gwna

gEF,

ou §, désigne la masse de Dirac en z. Puisque M(X) est un compact métrisable pour
la topologie faible* (la métrisabilité résulte du fait que C(X) est séparable lorsque X
est métrisable, voir [DuS, Th. V.5.1]), quitte & prendre une sous-suite de (g )nen, on
peut donc supposer que (i, ) converge vers une mesure p € M(X) relativement a la
topologie faible*. Montrons que p est G-invariante et que u(E) > 0. Soient f € C(X)
et ¢’ € G. Définissons fy: X — R par fo(z) = f(¢’z). On a pour tout n € N

lg"Fn & Fr|

1lloo-
AL

wawmw%mmzﬁﬂzﬂmm—zﬂ%mg

geFy gEF,
Comme (F},) est une suite de Fglner de G, on a

. g Fn A Fy|
hm _— =

nee | Fn

0.

Par passage & la limite dans (5.8), on en déduit

Lu(f) = Lu(fy),

ce qui montre la G-invariance de p.
Montrons u(E) > 0. Raisonnons par ’absurde en supposant p(E) = 0. Comme p
est réguliere, il existe un ouvert V contenant E tel que p(V) < ¢/2. Soit f: X — [0, 1]
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une fonction continue vérifiant f(x) =1siz € Eet f(z) =0siz € X\ V. En utilisant
I'inégalité (5.7), on a donc pour tout n € N

L..(f)= /Xf dpin > /XXE dpin = pin(E) > c.

Par passage a la limite, on a L, (f) > c. Par ailleurs, on a

Lu(f) = /Xf du < /XXV dp = p(V) < c/2.
On obtient ainsi une contradiction. On en déduit p(E) > 0. O

Proposition 5.8. — Soit X un espace compact métrisable muni d’une action conti-
nue d’un groupe dénombrable moyennable G. Supposons que le systeme dynamique X
est uniquement ergodique. Alors X vérifie la propriété de la petite frontiére.

Démonstration. — Soit d une métrique sur X compatible avec la topologie. Pour
tous z € X et r > 0, on pose B(z,r) = {y € X:d(z,y) < r}et S(x,r) ={y €
X: d(z,y) = r}. Notons que 'on a Fr(B(z,r)) C S(z,r).

Soit p € M(X) l'unique mesure G-invariante sur X. Soit « € X. Définissons
R, C R par

R, = {r €]0,0[: ocap(S(z,r)) > 0}.
D’apres le lemme 5.7, on a
R, = {r €]0,00[: u(S(z,7)) > 0}.

Comme p(X) est finie, ’ensemble R, est dénombrable quel que soit z € X. On en
déduit que tout point de X admet une base de voisinages constituée de boules ouvertes
de frontiere G-petite. L’espace X vérifie donc la propriété de la petite frontiére.

|

Corollaire 5.9. — Soit X un espace compact métrisable muni d’une action continue
uniquement ergodique d’un groupe dénombrable moyennable G. Alors la dimension
topologique moyenne de X est nulle.

Démonstration. — Cela résulte du théoreme 5.6 et de la proposition 5.8. |



CHAPITRE 6

GENERALISATION D’UN CONTRE-EXEMPLE DE
LINDENSTRAUSS ET WEISS

Etant donné un groupe infini dénombrable, moyennable et résiduellement fini G, on
construit dans ce chapitre une action continue minimale de G sur un espace compact
métrisable X telle que le systéme dynamique (X,G) ne se plonge pas dans le G-
décalage sur [0,1]¢. Cela généralise une construction due & E. Lindenstrauss et B.
Weiss [LiW] pour G = Z. Les résultats de ce chapitre sont repris dans [Kr2].

6.1. Introduction

Soient G' un groupe dénombrable et K un espace topologique. On munit I’ensemble
K% = {2 = (z4)4ec : ¥4 € K} de la topologie produit. Rappelons que le G-décalage
sur K¢ (ou encore G-décalage d’espace de symboles K) est le systeme dynamique
(K¢,G) = (K%, 0),0tt0: Gx K¢ — K%, (g,2) — gz est I'action (& gauche) de G
sur K¢ définie par

(97)g = 2g1g,

quels que soient x € K et g,¢' € G.

Un théoreme di & A. Jaworski (voir [Jaw, Cor. IV.2.1]) affirme que si G est com-
mutatif, alors toute action continue minimale de G sur un espace compact métrisable
de dimension topologique finie se plonge dans le G-décalage sur [0,1]¢. Dans [LiW,
Prop. 3.5], E. Lindenstrauss et B. Weiss ont construit une action continue ¢ de Z
sur un espace compact métrisable X telle que le systéme dynamique (X, ¢) soit mi-
nimal et ne se plonge pas dans le Z-décalage sur [0, 1]%. L’existence d'un tel systéme
montre en particulier que le théoréeme de Beboutov sur le plongement des flots (voir
par exemple [Aus, Th.1 p.184] ou [Kak]) n’a pas d’analogue discret.

Dans ce chapitre, on généralise la construction de Lindenstrauss et Weiss. Nous
démontrons le résultat suivant :
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Théoréme 6.1. — Soit G un groupe infini dénombrable, moyennable et résiduel-
lement fini. Alors il existe un espace compact métrisable X, muni d’une action conti-
nue ¢ de G, tel que le systeme dynamique (X, p) soit minimal et ne se plonge pas
dans le G-décalage sur [0,1]¢.

Un groupe G est dit résiduellement fini si 'intersection de tous ses sous-groupes
d’indice fini est réduit & {1¢}. Si G est dénombrable alors G est résiduellement fini si
et seulement si il existe une suite décroissante (H,,) de sous-groupes d’indice fini de
G (que l'on peut supposer distingués) telle que (), H, = {1g}.

Tous les groupes commutatifs de type fini sont moyennables et résiduellement finis.
Le théoréme 6.1 montre donc que I’on ne peut pas supprimer 'hypothese de finitude
de la dimension topologique dans le théoreme de Jaworski si G est un groupe de type
fini.

L’outil essentiel utilisé dans la démonstration du théoreme 6.1 est la dimension
topologique moyenne (notée ici mdim(X,¢)). Cet invariant donne une condition
nécessaire pour 'existence d’un plongement d’un systeme dynamique dans un autre.
La démonstration du théoreme 6.1 se réduit alors a la construction d’un systeme dy-
namique minimal (X, ¢) de dimension topologique moyenne strictement supérieure a
mdim([0,1]%,0) = 1.

6.2. Sous-décalages de type bloc

Soient G un groupe dénombrable et K un espace topologique. Rappelons que pour
tout A C G, on note 74 la projection de K& = K4 x KG\4 sur K4,
Pour tout g € G, considérons ’homéomorphisme 0% : K A9 KA défini par

U% ((xg/)g’eAg) = (mag)aeAa

pour tout (zg)gecag € K49, Posons pour simplifier 09 = o,. Remarquons que
09: K¢ — K¢ est 'application  — gx. Avec ces notations, on obtient le diagramme
commutatif suivant :

KG"_Q)KG

(6.1) mgl lm

g
KAg 74 KA

Soit H un sous groupe de G. Soit G/H = {gH: g € G} 'ensemble des classes a
gauche de G suivant H. On note py la surjection canonique de G sur G/H. Fixons
un systéme complet de représentants des classes a gauche de G suivant H, c’est-a-dire
un sous-ensemble C' C G tel que la restriction de uy a C soit une bijection de C sur
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G/H. Soit B un sous-ensemble de K¢. On définit X, C K¢ par

Xo = Xo(H,C,B) = {x¢€ K®|nc(hr)€ B pour tout h € H}
= () n'a'(B).
heH

Il est clair que X, est un sous-espace H-invariant de K©.

Remarque 6.2. — Considérons des parties F et D de G tellesque E C Het D C C.
L’identification de D x E avec DE fournie par la bijection (z,h) — xh, donne un
homéomorphisme naturel entre les espaces (KP)¥ et KP¥. En prenant F = H et
D = C, on obtient un homéomorphisme H-équivariant entre (K) et K qui induit
un homéomorphisme H-équivariant entre BY  (K9)H et X,.

Le sous-espace X C K¢ défini par

X =X(H,C,B) = gXo
geG
est un sous-décalage de K€ appelé sous-décalage de type bloc associé au triplet
(H,C, B). Observons que I'on a X = J ¢ 9Xo.
Rappelons qu’un systeme dynamique X est dit topologiquement transitif s’il admet
une orbite dense dans X.

Lemme 6.3. — Soit X C K€ le sous-décalage de type bloc associé au triplet (H, C, B).
Supposons H infini et B séparable. Alors le systéeme dynamique (X, o) est topologi-
quement transitif.

Démonstration. — Rappelons que 'on a un homéomorphisme H-équivariant entre
Xo et BH (remarque 6.2). Comme X = UQGG gXo, il suffit de démontrer que le
H-décalage sur BY est topologiquement transitif.

Comme H est dénombrable, il existe une suite croissante Eg C E; C ... de parties
finies de H telle que H = | J;cy Fi. Soit A C B une partie dénombrable dense dans B.
Alors AFi € B est dense dans BE# pour tout i € N. Posons D = J;o A¥". Comme
D est dénombrable, on peut supposer D = {d™: n € N}.

On va obtenir un élément y € BH d’orbite dense en concaténant les éléments de
D. Pour tout n € N, il existe 1)(n) € N tel que d™ € AP+, Comme H est infini, on
peut trouver une suite (hy)nen d’éléments de H telle que la suite (Ey ) hn)nen soit
composée de parties disjointes de H. Choisissons arbitrairement b € B. On définit
I'élément y = (yn)nem € B de la facon suivante

(d("))hh;1 s'il existe n € N tel que h € Ey,)hy
Yo =

b sinon.

Remarquons que I'on a (h,y), = (d™), quel que soit h € Eyny- Il est clair alors que
y est un élément d’orbite dense du H-décalage sur B*.
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O

Soient X un espace topologique, A C X et x € A. On dit que x est un point isolé
de A §'il existe un voisinage ouvert V de z dans X tel que VN A = {z}.

Lemme 6.4. — Soit X C K€ le sous-décalage de type bloc associé au triplet (H, C, B).
Supposons que H est infini et que B contient au moins deux éléments. Alors X est
sans point isolé.

Démonstration. — D’apres la remarque 6.2, espace X, est homéomorphe & BY
(muni de la topologie produit). Comme H est infini et que B contient au moins
deux éléments, tous les ouverts non vides de B¥ contiennent une infinité d’éléments.
L’espace X est donc sans point isolé. On en déduit que X = UgEG gXo est sans point
isolé. ]

6.3. Minoration de la dimension topologique moyenne de systémes mini-
maux

Les résultats de cette section, qui généralisent des résultats contenus dans [LiW],
sont utilisés pour construire des sous-décalages minimaux de dimensions topologiques
moyennes arbitrairement grandes.

Soit (X, d) un espace métrique et € > 0. On dit qu'un sous-ensemble ¥ C X est
e-dense dans X si pour tout x € X, il existe y € Y tel que d(z,y) < e.

On dit qu’un systeme dynamique X est minimal si toutes ses orbites sont denses
dans X.

Lemme 6.5. — Soit ¢ une action continue d’un groupe G sur un espace métrique
(E,d). Soient (X, )nen une suite de sous-ensembles G-invariants de E et X = [, oy Xn-
On suppose qu’il existe une suite (€, )nen de réels strictement positifs qui converge vers
0 telle que, pour tout n € N et pour tout x € X,,, l'orbite de x soit ¢, -dense dans X,,.

Alors le systéeme dynamique (X, ) est minimal.

Démonstration. — Soit n € N. Si z,y € X, alors z,y € X,,. Comme l'orbite de x
est e,-dense dans X, il existe g, € G tel que d(g,x,y) < €,. L’orbite de x est donc
dense dans X. O

Soit G un groupe dénombrable moyennable. On définit la densité §(J) € [0,1] d’un

sous-ensemble J C G par
JNEF;
§(J) = sup lim sup g,

ou (F;) décrit les suites de Fglner de G.
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Lemme 6.6. — Soit G un groupe dénombrable moyennable. Notons K = [0,1], ou
N € N. Soit X ¢ K% un sous-décalage fermé. Supposons qu’il existe un élément
T = (Tg)gec € X et un sous-ensemble J C G vérifiant la condition suivante : tout
élément x = (z4)gec € K© tel que g () = T\ (%) appartient a X . Alors on a

mdim(X, o) > N§(J).

Démonstration. — Considérons la métrique p sur K induite par la norme sup de RY.
Comme G est dénombrable, on peut trouver une famille (og)g4ec de réels strictement
positifs tels que an, =1 et Y ag < 00. Considérons la métrique d sur K & définie

par

geG

d(z,y) = Z agp(zg,yg) quels que soient © = (zg)gec, ¥ = (Yg)gec € K€
geG

Observons que d est compatible avec la topologie produit sur K et que 'on a

(62) p(xlcvy1c> < d(I,y),

quels que soient = (74)gec, Yy = (¥g)gec € K. Soit F une partie finie non vide de
G. Rappelons que la métrique dr est donnée par

dp(z,y) = max d(gz,gy) quels que soient z,y € K.
ge

Soit pr la métrique sur K définie par

(6.3) pr(u,v) = gealg(p(umvg))

quels que soient u = (ug)ger, v = (vy)ger € KT. Considérons le plongement
Yrp: K — K9 qui associe & chaque élément u = (ug)ger € KT I'élément x =
(74)gec € K¢ défini par

A u, siger
1z, sigeG\F.

L’inégalité (6.2) et I’égalité (6.3) entrainent
(6.4) pr(u,v) < dp(r(u), e (v)) quels que soient u,v € KF.

Soient (F;) une suite de Fgluer de G et n € N. Posons J,, = J N F,. Les propriétés
vérifiées par T et J impliquent que v 7 (u) € X pour tout u € K7'». L’inégalité (6.4)
et le fait que J,, C F,, nous donnent

P, (u,v) < dy, (Vg, (u), ¥, (v) < dp, (P, (w), ¥, (v))

quels que soient u,v € K”/. En utilisant le lemme 3.8, on en déduit que 1'on a

(6.5) dimc (K7, py ) < dim((X, dp, ),
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pour tout € > 0. Supposons maintenant ¢ < 1. Remarquons que la métrique py, sur
K7n = ([0,1]V)7" est la métrique induite par la norme sup de RV1/». 11 résulte de la
proposition 3.9 que dim (K7, p; ) = N|J,|. L'inégalité (6.5) donne alors

(6.6) N|J,| < dime(X, dp, ).

Par définition de mdim. (X, d, o) (chap. 3), on a

dim, (X, dp.
mdim, (X, d, o) = lim lm|(F|F)

Comme l'inégalité (6.6) est vérifiée pour tout n € N, on en déduit
No(J) < mdim (X, d, o).
En utilisant le théoréme 3.13, on obtient

mdim(X, o) = lirr(l)mdime(X, d,o) > No(J).

O
Lemme 6.7. — Soit G un groupe dénombrable moyennable. Soit (€,)nen une suite
de réels strictement positifs tendant vers 0. Posons K = [0,1]™, ou N € N. Soit

XM une suite de sous-décalages fermés de K€ (n € N). Soit d une métrique sur
K& compatible avec la topologie produit. On suppose qu’il existe, pour tout n € N, un
élément 7™ € X et un sous-ensemble I C G wérifiant les propriétés suivantes :

(P1) Uorbite de tout point de X ™) est €,-dense dans X™ relativement & d,
(P2) Xt ¢ x ()

(P3) 1+ < (),

(P4) e gom (D) = 7 o (),

(P5) tout x € K tel que T (T) = T 1o (™) appartient o X ™,

pour tout n € N.
Soit X C K€ le sous-décalage fermé défini par

X = ﬂ X
neN

Alors le systeme dynamique (X, o) est minimal et 'on a
mdim(X, o) > N§(J),

ot 6(J) est la densité de l’ensemble J C G défini par

J=()1".

neN
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Démonstration. — La propriété (P1) implique que le systéeme dynamique (X, o) est
minimal d’apres le lemme 6.5. Par compacité de K¢, on peut extraire de la suite
(z(™) une sous-suite qui converge vers un élément 7 € K. On a # € X en utilisant
(P2) et 'hypothese de fermeture des X (™). D’autre part, les propriétés (P2), (P3) et
(P4) entrainent mq 7o) (Z) = T 1w (z(™) pour tout n € N. En utilisant (P5), on en
déduit que tout élément z € K tel que ma\s(T) = T\ (T) appartient & X. On a
donc mdim(X, o) > N§(J) d’apres le lemme 6.6. O

6.4. Construction de systéemes dynamiques minimaux

Dans cette section on construit des actions minimales de dimension topologique
moyenne arbitrairement grande. Plus précisément nous allons démontrer le théoreme
suivant :

Théoréme 6.8. — Soit G un groupe infini dénombrable, moyennable et résiduel-
lement fini. Pour tout entier N > 1, il existe un sous-décalage fermé X C ([0,1]V)¢
tel que le systéme dynamique (X, o) soit minimal et vérifie

mdim(X, o) > N/2.
On utilisera les lemmes élémentaires suivants dans la preuve du théoreme 6.8.

Lemme 6.9. — Soit H un sous-groupe d’un groupe G et C' un systéme complet de
représentants des classes a gauche de G suivant H. Soient D et E des parties finies
de G telles que D C C et E C H. Alors |DE| = |D||E|.

Démonstration. — Cela résulte du fait que 'application de C' x H vers G définie par
(¢, h) — ch est une bijection. O
Lemme 6.10. — Soit (G;)ien une suite décroissante de sous-groupes d’un groupe G

telle que (), Gi = {1g}. Soit F' C G une partie finie. Alors il existe ip € N tel que
la restriction o F de la surjection canonique ug,: G — G/G; soit injective pour tout
1> 1p.

Démonstration. — Comme F' est fini, il suffit de démontrer que pour des éléments
distincts g et ¢’ de F, on a pg,(g9) # ue,(g') pour i assez grand. Si ce n’était pas le
cas, on aurait ug,(g) = pe,;(¢') pour une infinité d’entiers i. La décroissance de la
suite (G;) impliquerait alors g~'¢’ € (;cy Gi = {1a}, ce qui est absurde. O
Lemme 6.11. — Soit p une action continue d’un groupe G sur un espace métrique
compact (X, d) sans point isolé. Soit y € X un point d’orbite dense dans X. Soient F
une partie finie de G et € > 0. Alors il existe une partie finie K C G ne rencontrant
pas F telle que pour tout x € X, il existe k € K vérifiant d(x, ky) < e.
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Démonstration. — Soit x € X. Comme z n’est pas un point isolé dans ’espace
métrique X, que l'orbite de y est dense dans X et que F' est une partie finie de
G, il existe g, € G\ F tel que d(z, g,y) < e. Par continuité de la distance, il existe
un voisinage ouvert V, de x tel que d(z, g,y) < € pour tout z € V,.. Par compacité de
X, on peut trouver un ensemble fini A C X tel que les V,,, z € A, recouvrent X. Il
suffit alors de prendre K = {g,: x € A}. O

Démonstration du théoréme 6.8. — Posons K = [0,1]V. Comme G est dénom-
brable, il existe une suite croissante (E;);en de parties finies de G telle que G =
Uien £i- On munit K & d'une métrique d qui soit compatible avec la topologie pro-
duit. Donnons-nous une suite de nombres réels strictement positifs (€;);en conver-
geant vers 0 telle que ¢g = diam(K ), ainsi qu'une suite d’entiers strictement po-
sitifs (a;);en qui tend vers l'infini (une condition sur les a; sera imposée en fin de
démonstration). Puisque G est un groupe dénombrable résiduellement fini, il existe
une suite décroissante G = Gy D G D ... de sous-groupes d’indice fini de G telle que
Nien Gi = {1g}. Comme G est infini, on a lim; . [G: G;] = +00. Quitte a extraire
une sous-suite de (G;), on peut supposer que la suite (G;) est strictement décroissante.

On va construire une suite de triplets (H,,, Cy, By)nen, ot H,, est un sous-groupe
de G, ou C,, est un systeme complet de représentants des classes a gauche de G suivant
H,, contenant 1¢ et out B,, est un sous-espace fermé de K“» contenant au moins deux
éléments. En fait, la suite (H,, ),en sera une sous-suite de la suite (G}, )nen, ¢’est-a-dire
H, = Gy (n€N) ol p: N — N est strictement croissante. On va aussi construire

une suite de sous-ensembles non vides (™ C G telle que les ensembles X(()") et X
définis par

Xé”) = Xo(Hp,,Cpn,B,) = {z€ K¢ | 7¢, (hz) € B,, pour tout h € H,}
= ﬂ h™ 770” n)
heH,

et

XM = X(H,,Cp,B,) = | J 9X5" = |J gx"

geG geCp

vérifient les propriétés suivantes pour tout n € N :
(Q1) Torbite de tout élément de X (™) est €,-dense dans X (™ relativement a d,
(Q2) 7\ 1o (@) = T row (') quels que soient x, 2" € Xén),
(Q3) X" c x{™ (et donec XD ¢ X)),
(Q4) J(n+1) C ()

Construction des X (™), — La construction se fait par récurrence sur n. On com-
mence par prendre Hy = Gy = G, Cy = {1g}, By = K{'¢} et I© = G. On a
donc Xéo) = X = K& Notons que By contient au moins deux points et que les
conditions (Q1) et (Q2) sont trivialement vérifiées pour n = 0. On pose ©(0) = 0.
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Supposons que l'on ait déja construit H,,, C,, B, et I™ pour un certain n € N.
On construit Hy, 41, Cr41, Bry1 et I+ de la maniere suivante. Comme B,, est un
espace compact métrisable, il est séparable. D’autre part H,, est infini puisque c’est
un sous-groupe d’indice fini du groupe infini G. Il résulte du lemme 6.3 que le systeme
dynamique (X (n), o) est topologiquement transitif. On peut donc trouver un élément
y € X dont 'orbite est dense dans X (™). Quitte & remplacer 3 par un point de son
orbite, on peut supposer y € X(()n). Par définition de la topologie produit sur K¢, il
existe une partie finie non vide P, 11 C G telle que

€En+1

(67) TPy 41 ({ZZ) = TP,41 (:E/) = d(xa :E/) < 9

quels que soient z,2’ € K. Par hypothése de récurrence, I’espace B,, contient au
moins deux éléments. On en déduit en utilisant le lemme 6.4 que 'espace X (™) est
sans point isolé. Il résulte du lemme 6.11 qu’il existe une partie finie 7,41 C G
disjointe de la partie finie Pn_ﬁlCn telle que pour tout z € X ™ il existe k € T, 41 tel
que

(6.8) d(z, ky) < 6”2“ .

Par hypothese de récurrence, on a 1g € C,. Par le choix de T),11, on a alors 1g ¢
P11, +1. D’autre part, puisque G = C, H,, il existe une partie finie Q, 11 C Hj,
telle que

(69) Pn+1Tn+1 - CnQn+1.
Or, P,11T,+1 N C,, = @. On peut donc supposer
(6.10) 16 ¢ Quir-

Notons que le groupe H,, est moyennable comme sous-groupe du groupe moyennable
G. Soit (Fi(n))ieN une suite de Fglner de H,,. Alors (CnFi(n))ieN est une suite de
Fglner de G d’apres la proposition 3.17. D’apres la proposition 2.4, il existe ¢(n) € N
tel que

n 1
(6.11) aG(Cu S En) < —

Comme H,, est infini et que FQEJT(LZL) et (Qn+1 sont des parties finies de H,,, on peut

trouver un élément h,, € H, tel que

(6.12) FJ0 b N Qi1 = 2.

Posons A,, = F;?T)L) hy. Observons que les propriétés de ag (voir les égalités (2.1)) et

I'inégalité (6.11) impliquent

n 1
(6.13) 06 (CoAn, Bn) = ag(CoFS() , Bn) < —
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Nous allons construire H,, ;1 et C),41. Rappelons que par hypotheése de récurrence, on
a Hp, = Gyny. Comme lim; . [G, G;] = 400, il existe 3o € N tel que

G: Gi] — |Cr,Qn1] S _Gnt1
[G: Gy T 14 anyt’

G; = {1g}, le lemme 6.10 implique qu’il existe un

(6.14)

pour tout i > ig. Puisque (o
entier m > max(ig, ¢(n) + 1) tel que la restriction a la partie finie Q,+1 U A, U{lg}
de la surjection canonique pg,, : G — G/Gy, est injective. Comme m > ¢(n), le sous-
groupe G, est strictement inclus dans G,y = Hp. L'injectivité de la restriction de
b, & Qni1 U A, U{lg} C H, implique Pexistence d’une partie finie R,11 C H,
vérifiant

(6.15) Riut1 D Qni1 UA, U{lg}

et telle que R, 41 soit un systeme complet de représentants des classes a gauche de
H,, suivant G,,. On en déduit que C,, R, 1 est un systéme complet de représentants
des classes a gauche de G suivant G,,,. Posons

Cn+1 = Can—i-l

et remarquons que lg € C,4+1. En utilisant le lemme 6.9, on a

|Rn+1 \Qn+1| _ |Cn(RrL+1 \ Qn+1)| _ [G Gm] - ‘GnQn+1|.
|Rn+1| |Can+1| [G Gm]

On déduit de 1’égalité précédente et de I'inégalité (6.14) :

\Rnﬂ \Qn+1| S An+1

6.16 .
( ) | Ry T l4ann

Posons o(n+ 1) = m et Hyyq = Gy (nt1)- Remarquons qu’avec ces notations, on a
alors

(617) Hn = Rn+1Hn+1.
Soit B, le sous-ensemble fermé de K»+ défini par :
By ={(zg)geCnin € (Bn)RnH - (Kcn)RnH = K | g = yg sl g € CrQni1}-

Remarquons tout d’abord que B,41 contient au moins deux éléments. Cela résulte
du fait que B, contient au moins deux éléments et que Q.41 # Rn4+1 car 1g €
Ryi1\ @ni1 (voir (6.10) et (6.15)). Considérons les ensembles

Xé”'f‘l) c X(n+1)

définis par le triplet (Hp11,Cri1, Bay1)- On a Xénﬂ) C Xé"). En effet, en utilisant
la définition de B, 41, les identifications discutées dans la remarque 6.2 et ’égalité
(6.17), on a

X(g”+1) — (Bn+1)Hn+1 c ((Bn)Rn+1)Hn+1 — (Bn>Rn,+1Hn+1 _ (Bn)H” — X(()”)_
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Il en résulte X ™1 ¢ X () Montrons que I'orbite d’un élément quelconque de X (*+1)
est €,41-dense dans X ("1 Soient 2,2’ € XD ¢ X, Par le choix de T}, 4, (voir
I'inégalité (6.8)), il existe k € T),41 tel que

(6.18) d(z, ky) < 6”?“

Comme P,11T,+1 C CpQn+1 (c’est linclusion (6.9)), la définition de X+ im-
plique qu’il existe g € G tel que 7p,, ,7,,,(92") = 7p, ., 7,., (y). En particulier, on a
7TP!L+1k7(g:I:/> = 7TP7L+1k(y)a ce qui équivaU-t

(619) TPy 41 (k’gl‘/) = 7TPn+1(ky)

(voir le diagramme (6.1)). En utilisant I'inégalité triangulaire, I'inégalité (6.18), I'im-
plication (6.7) et 1’égalité (6.19), on obtient

d(xa ]’Cgl'/) < d(xa ky) + d(kyv kgx/) < €n+41-

Cela démontre que 'orbite de ' est ¢, ;-dense dans X (»*1). La propriété (Q1) est
donc vérifiée au rang n + 1.
Posons

Spt1 = Cn(Rnt1 \ Q1) Hnp1
et remarquons que
G\ Spi1=CrnQni1Hpy1.
Définissons 1"t < (™) par

I+ — 1M NG

Siz,2’ € X(()nﬂ)7 on a T\, ,, () = Ta\s,,, (') par définition de X(gn+1). D’autre
part, on a T 7o) (¥) = T ron (') puisque X(()nH) C X(()n) et que la propriété (Q2)

est vraie au rang n par hypothese de récurrence. Comme
G\ IUD = (G\I™) U (G\ Spt),

on en déduit T rnt1) () = T pnen) (@) La propriété (Q2) est donc vérifiée au rang

n + 1. Cela acheve la construction de la suite X (™ par récurrence.

Choisissons de maniére arbitraire un élément z(") € X(g") pour tout n € N. On a

(Q5) 7 1o (2D = 760 o (M),
d’apres (Q2) et (Q3). Montrons par récurrence sur n la propriété suivante :
(Q6) tout x € K¢ tel que T\ (T) = T rom (z("™)) appartient & Xé”).

Pour n = 0, il n’y a rien & démontrer. Supposons la propriété vraie au rang n et
donnons-nous un élément z € K tel que

Ten 100 () = Ty ronen (2FD),
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En utilisant (Q4) et (Q5), on obtient 7 ym (2) = 7 1w (z(™). L'hypothese de
récurrence implique alors = € Xé"). D’autre part, comme G \ S,41 € G\ I on
a aussi

T\ Sny1 (T) = T\ S, 11 (z(" D),

On en déduit finalement x € Xén+ ), ce qui acheve la démonstration par récurrence

de (Q6).

Posons pour tout entier ¢

et montrons la propriété suivante :
(Q7) la suite (F;);en est une suite de Fglner de G.

Soit L une partie finie de G. Comme G est une réunion croissante des F; pour i € N,
il existe 19 € N tel que L C E; pour tout ¢ > i9. On en déduit en utilisant les inégalités
(2.1) et (6.13) : .
ag(Fi, L) < ag(F;, E;) < T
pour tout ¢ > ng. On a donc lim;_. ag(F;, L) = 0. Il résulte de la proposition 2.4
que (F})ien est une suite de Folner de G.
Considérons le sous-décalage X ¢ K¢ défini par

X =()x™.
neN
Il résulte des propriétés (Q1),(Q3),(Q4),(Q5) et (Q6) que les suites X (™), z(™) et 1(?)
vérifient les hypotheses du lemme 6.7. On en déduit que le systéeme dynamique (X, o)
est minimal et que 'on a
(6.20) mdim(X, o) > No(J),
ou 6(J) € [0,1] est la densité dans G de

J= (I =) Sns1-

neN neN

Minoration de la densité de J. — Soit n € N. Comme C,R,11 = Cp41 et
1G’ S Rn+2 \Qn+2a on a

On(Rn-i-l \Qn+1) - On-i—l C C7L+1(Rn+2 \ Qn—i—Q)-

Il en résulte

(6.21) Cn(Rnt1 \ Qn+1) C Cro1(Ri \ Qr)Hi = Sk,

quel que soit k > n + 1.

Supposons n > 1 et calculons le cardinal de F,,N.J, ou (F});en est la suite de Fglner
de G définie par F; = C;A; (voir la propriété (Q7)). Les inclusions (6.15), (6.21) et
(6.12) impliquent

F, C Cn(Rn+1 \QnJrl) C Sk,
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pour tout £ > n + 1. On en déduit

FunJ =F, 0 ([ Ser1) = Codn 0 ([ Sk)-
keN k=1
Comme A,, C H, et que Sxh = S quels que soient h € H, et 1 <k <n,on a

FonJ=(Cun () Sk)A
k=1
En passant au cardinal dans 1’égalité précédente et en appliquant le lemme 6.9, on
obtient : . .
[Fu NI =1(Co 0 ([1) Sk)Anl = 1Co 0 (1) Sl AR
k=1 k=1
D’autre part, |Fy,| = |CpAy| = |Ch||An]. On déduit de ces égalités

Fu 0] 1Cw0 (i 11

6.22 =
(622) 7o Gl
Montrons

|Chl
Soit k € N*. Comme C}, = Ci,_1 Ry, et R, C Hk,l, le lemme 6.9 implique
|Ck| = |Cr—1]| Rl

Comme |Cp| = 1, on en déduit par une récurrence immédiate

| Ry|

n

(6:24) Cul =TT IR

k=1
Par ailleurs, on a

n n—1
N([) Sk) = (Cac1Rn N Sn) N ) Sk
k=1 k=1

Or,

Cnfan N Sn = Cnfan N Cnfl(Rn \ Qn)Hn = Cnfl(Rn \ Qn)a
puisque Cy,_1 R, = (), est un systeme complet de représentants des classes a gauche
de G suivant H,,. On a donc

ﬂsk Cro1 (B \ Qn) N ﬂsk

Or, on a Sph = S, quels que soient h € H,_1 et 1 <k <n—1. Comme R, \ @, C
H, _1, on en déduit :

Co () S) = (Cot 0 ([ SR\ Q).

k=1 k=1
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En appliquant le lemme 6.9, on obtient

1Ca 1 () S = 1€t 1) S\ @)l = [Cat A () S 1B\ Qul.
k=1 k=1 k=1

Une récurrence immédiate donne

(6.25) Co () Sl =TT 1Re\ Qxl.

k=1 k=1
Les inégalités (6.24) et (6.25) donne I’égalité (6.23). On déduit alors des inégalités
(6.16), (6.22) et (6.23)

|F,NJ| o1 ak

6.26 —_— > .

( ) |Fn‘ - kl;[l 1+ ag

On choisit maintenant une suite (a;);en de telle sorte que
oo

(6.27) [[a+a") <2
i=1

On peut prendre par exemple a; = 2°7! puisque I'inégalité log(1 + ) < x (x > 0)

ﬁa +2771) <exp <§: 2—1‘—1> =e <2

i=1 i=1
Par définition de 6(J), les inégalités (6.26) et (6.27) impliquent

entraine

1
o(J) > 7
On en déduit en utilisant 'inégalité (6.20)
mdim(X, o) > g
(|
Corollaire 6.12. — Soit G un groupe infini dénombrable, moyennable et résiduel-

lement fini. Soit K un espace compact métrisable de dimension topologique finie. Alors
il existe un espace compact métrisable X muni d’une action continue ¢ de G, tel que

le systéme dynamique (X, ) soit minimal et ne se plonge pas dans le G-décalage
(K€, 0).

Démonstration. — D’apres le théoreme 6.8, il existe un espace compact métrisable X
muni d’une action continue ¢ de G, tel que le systéme dynamique (X, ¢) soit minimal
et ait une dimension topologique moyenne strictement plus grande que dim(K). Par
le corollaire 3.16, on a

mdim(K%, o) < dim(K).
On en déduit en utilisant la proposition 3.14 que (X, ) ne se plonge pas dans le
G-décalage (K9, o). O
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Le théoréme 6.1 résulte du corollaire 6.12 en prenant K = [0, 1].
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CHAPITRE 7

SOUS-DECALAGES DE TOEPLITZ SUR LES GROUPES
MOYENNABLES RESIDUELLEMENT FINIS

Soit G un groupe dénombrable, moyennable et résiduellement fini. Soit K un en-
semble fini. On introduit dans ce chapitre une classe de sous-décalages minimaux
de K€ généralisant les sous-décalages de Toeplitz lorsque G = Z. On démontre que
pour tout # € [0,log|K|[, il existe un sous-décalage de Toeplitz X C K¢ d’entropie
topologique 6.

7.1. Introduction

Soient G un groupe dénombrable et K un ensemble fini de cardinal |K|. On munit
K de la topologie discrete et K¢ = {z = (2,)4eq: ¥, € K} de la topologie produit.
Rappelons que le G-décalage sur K¢ est I’action continue (4 gauche) de G sur K¢
définie par

(92)g = 2gg
quels que soient g € G et x € K©.

On dira qu'un élément z € K€ est un élément de Toeplitz s'il existe une suite
(H,)nen de sous-groupes d’indice fini de G telle que pour tout g € G il existe n € N
tel que la restriction de z a gH,, est constante. On appelle sous-décalage de Toeplitz
I'adhérence dans K¢ de l'orbite d'un élément de Toeplitz. Tout sous-décalage de
Toeplitz est un sous-ensemble minimal de K¢ (corollaire 7.7).

Les sous-décalages de Toeplitz sur Z ont été introduits en 1969 par Jacobs et
Keane [JaK]. Une suite z € K7 est une suite de Toeplitz si et seulement si il existe
une partition de Z par des progressions arithmétiques telles que la restriction de x
a chacune des progressions est constante. Les propriétés topologiques et ergodiques
des sous-décalages de Toeplitz sur Z ont donné lieu a de nombreux travaux (voir par
exemple [Oxt], [Wil], [Dol], [Do2], [GjJ] ). Pour tout ensemble fini K et pour tout
réel 0 € [0, log |K|[, il existe un sous-décalage de Toeplitz sur Z d’entropie topologique
6 (voir [Kur, Th. 4.77], [Wil]). Dans cet article on généralise ce résultat aux groupes
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dénombrables moyennables résiduellement finis. Plus précisément, on démontre le
théoreme suivant :

Théoréme 7.1. — Soit G un groupe dénombrable infini, moyennable et résiduel-
lement fini. Soient K un ensemble fini et 6 € [0,log|K|[. Alors il existe un sous-
décalage de Toeplitz X C K d’entropie topologique h(X) = 6.

Les groupes Z™, n > 1, les groupes infinis nilpotents de type fini, et plus généralement
les groupes linéaires infinis de type fini ne contenant pas de groupe isomorphe au
groupe libre a deux générateurs vérifient les hypothéses du théoreme 7.1.

7.2. Sous-décalages de Toeplitz

7.2.1. Sous-ensembles minimaux et points presque périodiques. — Soit X
un espace compact métrisable muni d’une action continue d’un groupe G. Rappelons
que l'action de G sur X est dite minimale si toutes les orbites sont denses dans X. On
appelle sous-ensemble minimal de X toute partie fermée, G-invariante et non vide
M C X telle que la restriction de I’action de G & M soit minimale.

Une partie S de G est dite syndétique s’il existe une partie finie F C G vérifiant
G=FS.

Exemples 7.2. — 1. Toute partie d’un groupe G contenant une partie syndétique
est syndétique.

2. Un sous-groupe d’un groupe G est syndétique si et seulement si il est d’indice
fini.

3. Soit G un groupe de type fini et £ C G une partie génératrice finie. La longueur
Ig(g) d’'un élément g € G est le plus petit entier n € N tel qu'il existe une suite
(e1,€e9,...,e,) d’éléments de F U E~! telle que g = eqes . .. e,. Définissons une
métrique dg sur G par

de(g1,92) = le(g1927").

Muni de cette métrique, le groupe G devient un espace métrique qui agit
isométriquement sur lui-méme par multiplication a droite.

Une partie A C G est dite cobornée s’il existe une constante C' > 0 telle que
tout élément g € G se trouve a une distance inférieure a C' d’un élément de A.
Une partie S C G est syndétique si et seulement si S est cobornée. Cela résulte
du fait que les boules de rayons finis de ’espace métrique (G, dg) sont finies.

Un point & € X est dit presque périodique si pour tout voisinage ouvert U de x, il
existe une partie syndétique S de G telle que Sz C U.

On dit qu'un point = € X est périodique si son orbite est finie, ce qui revient
a dire que son stabilisateur Stab(x) est un sous-groupe d’indice fini de G. Puisque
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tout sous-groupe d’indice fini de G est syndétique, tout point périodique est presque
périodique.
On a le résultat bien connu suivant :

Proposition 7.3. — Un point x € X est presque périodique si et seulement si Gz
est un sous-ensemble minimal de X.

Démonstration. — Supposons que x € X est presque périodique. Raisonnons par
I'absurde en supposant que Y = Gz n’est pas un sous-ensemble minimal de X. Alors
il existe une partie fermée G-invariante Z C Y telle que @ # Z # Y. Remarquons
qualors x ¢ Z. Par normalité de X, il existe des ouverts disjoints U et V de X tels
quex € Uet Z CV.Posons S={g€ G| greU}. Nous allons montrer que S n’est
pas une partie syndétique de G, ce qui contredira le fait que = est presque périodique.
Soit F' une partie finie de G. Puisque Z C V est une partie G-invariante et que G agit
continiiment sur X, il existe un ouvert W de X tel que Z C W et F~'W C V. Comme
W NY est un ouvert non vide de Y = Gz, il existe gy € G tel que goxr € WNY. Il en
résulte F~1gox C V. On a donc F~tgoz NU = &, ce qui montre gg ¢ FS. Puisque F
est une partie finie arbitraire de G, ’ensemble S n’est pas syndétique dans G. Donc
Y est bien un sous-ensemble minimal de X.

Réciproquement, supposons que Y = Gz est un sous-ensemble minimal de X et soit
U un voisinage ouvert de & dans X. Nous allons montrer que S = {g € G | gx € U}
est une partie syndétique de G. Posons V = UNY et observons qu’alors Y = GV. En
effet, puisque Y\ GV # Y est une partie fermée G-invariante de Y, ona Y\ GV = &
par minimalité de Y. Par compacité de Y, on en déduit qu’il existe une partie finie
F C G telle que Y = UfeF fV.Soit g € G. Alors il existe f € F tel que gz € fV.
Cela implique f~'g € S et donc g € fS. Il en résulte G = FS ce qui montre que S
est syndétique dans G. On en déduit que x est presque périodique. O

7.2.2. Eléments de Toeplitz. — Soient G un groupe dénombrable et K un espace
compact métrisable. Munissons ’ensemble
K¢ ={z=(2g)4ec : 24 € K}

de la topologie produit. Le G-décalage sur K¢ est 'action continue (& gauche) de G
sur K¢ définie par

(92)g = gy quels que soient g € G et z € K¢,

Soient H un sous-groupe de G et x € K. On définit le sous-ensemble Perg () C G
par
Pery(z) = {g€G: (hx)y = x4 quel que soit h € H}.

On a g € Pery(x) si et seulement si la restriction de « & gH est constante. Le sous-
ensemble Pery (z) est donc la réunion des classes a gauche de G suivant H telles que la
restriction de z & chacune de ces classes est constante. Notons que l'on a G = Perg ()
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si et seulement si @ € Fix(H), ot Fix(H) est I'ensemble des points de K¢ fixés par
tous les éléments de H.
Si L et H sont des sous-groupes de G tels que L C H alors on a Pery(z) C Perp(x).

Remarque 7.4. — Soit H un sous-groupe de G. Notons py la surjection cano-
nique de G dans ’ensemble G/H des classes a gauche de G suivant H. L’application
Uy KC/H — Fix(H) définie par

Vi (Y)g = Yuu(g)
quels que soient g € G et y € K&/ est une bijection.

Définition 7.5. — On dit qu'un élément 2 € K est un élément de Toeplitz s'il
existe une suite (Hy,)nen de sous-groupes d’indice fini de G telle que G' = |J,,c Perm,, ().
On dira alors que z est un élément de Toeplitz relativement a la suite (H,).

Rappelons que pour toute partie A C G, on note w4 la projection canonique de
K& = KA x K&\ sur K4,

Proposition 7.6. — Tout élément de Toeplitz de K est presque périodique.

Démonstration. — Soit x € K% un élément de Toeplitz relativement & la suite
(Hy)nen- Soit U un voisinage ouvert de x. Par définition de la topologie produit, il
existe une partie finie F C G tel que 7~ (7p(2)) C U. Puisque G = |, o Perg, (z),
il existe N € N tel que F C Ug:o Pery, (z). Donc on a F' C Pery(x), oo H =
ﬂgzo H,. On a alors mp(hz) = 7r(x) quel que soit h € H, ce qui implique Hz C
7 Y mp(z)). Done Hz C U. Comme H est d’indice fini dans G, c’est une partie
syndétique de G. On en déduit que z est presque périodique. O

Soit x € K un élément de Toeplitz. On appelle sous-décalage de Toeplitz associé
A x le sous-décalage fermé Gz C K©.

Corollaire 7.7. — Tout sous-décalage de Toeplitz est un sous-ensemble minimal de
K&,
Démonstration. — Le corollaire résulte des propositions 7.3 et 7.6. |

7.3. Groupes moyennables

Soit G un groupe dénombrable. Rappelons que ’on note F(G) les parties finies non
vides de G. D’apres la proposition 1.36, le groupe G est moyennable si et seulement
si il admet une suite de Fglner, ¢’est-a-dire (prop. 2.4) une suite (F,) d’éléments de
F(G) vérifiant :

lim a(F;, K) =0

71— 00

pour toute partie finie K C G.
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On va donner quelques résultats bien connus relatifs a la moyennabilité sous une
forme qui conviendra pour la suite.

Lemme 7.8. — Soient A, K € F(G) vérifiant a(A, K) < 1. Alors il existe g € G tel
que Kg C A.

Démonstration. — D’apres (2.1), on peut supposer que 1 € K. Remarquons alors
que 'on a :
A\ Ok(A) C{ge A: Kg C A}

Comme «a(4, K) = % < 1, on en déduit

{g € A: Kg C A}| = [A\ Ok (A)| = [A] = |0k (A)] > 0.
|

Lemme 7.9. — Soit (Fp,)nen une suite de Folner d’un groupe dénombrable moyen-
nable G. Alors il existe une suite (gn)nen d’éléments de G et une suite (F),) extraite
de (F,) telles que la suite (F))) définie par F! = F) g, pour tout n € N vérifie les
conditions suivantes :

(i) (F)) est une suite de Folner de G ;

(ii) F) C F)l., pour tout n € N;

n

(i) G =U,en -

Démonstration. — Comme G est dénombrable, il existe une suite Eg C Eqy C Ey C
... de parties finies de G telles que G = |J,,cy En. En utilisant le fait que (F,) est
une suite de Fglner, le lemme 7.8 permet de construire par récurrence une sous-suite
(F}) de (F,) et une suite (g,) d’éléments de G telles que la suite (F))) définie par
F)! = F g, vérifie E,, UF) C F}/, . Les propriétés (ii) et (iii) sont vérifiées par
construction. La propriété (i) résulte de (2.1) et du fait que toute sous-suite d’une
suite de Fglner est une suite de Fglner. O

7.4. Suites de Fglner dans les groupes moyennables résiduellement finis

Rappelons qu'un groupe G est dit résiduellement fini si 'intersection de ses sous-
groupes d’indice fini est réduit & {1g}. Si G est dénombrable alors G est résiduellement
fini si et seulement si il existe une suite décroissante (H,,) de sous-groupes d’indice
fini de G (que I'on peut supposer distingués) telle que (), H, = {1¢}.

Un pavé dans un groupe G est une partie C' C G pour laquelle il existe A C G
telle que les parties Ca,a € A, forment une partition de G. Notons que si H est un
sous-groupe de (G, alors tout systeme complet de représentants des classes a gauche de
G suivant H est un pavé de G. Un théoreme de B. Weiss (voir [Wei, Th. 1]) implique
que si G est un groupe dénombrable moyennable résiduellement fini, alors G admet
une suite de Fglner constituée de pavés. Nous aurons besoin du résultat de Weiss sous
la forme plus précise suivante :
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Proposition 7.10 (Weiss). — Soit G un groupe dénombrable moyennable et rési-
duellement fini. Soit (Hy)nen une suite décroissante de sous-groupes distingués d’in-
dice fini de G vérifiant (), ey Hn = {1g}. Alors il existe une suite de Folner (C},)nen
de G et une suite (H))nen extraite de la suite (Hy,) telles que C), est un systéme
complet de représentants des classes de G suivant H), vérifiant C), C C; .| pour tout
neNetG=,nCh-

Pour le confort du lecteur, nous donnons ici une preuve détaillée de la proposition
7.10 en suivant les idées contenues dans [Weil. Etablissons tout d’abord quelques
résultats préliminaires.

Pour tous A, B C G tels que 1g € B, on définit ATB c G par

ATE = U Bg.
{geG: BgnA#o}

Remarquons que 'on a AT8 = AU (UgeaB(A) Byg).

Lemme 7.11. — Soient G et H des groupes et A, K € F(G) avec 1¢ € K. Soit
f: G — H un homomorphisme de groupes tel que la restriction de f o ATE soit
injective. Alors on a a(A,K) = a(f(A), f(K)).

Démonstration. — Tout d’abord remarquons que l'on a |f(A)] = |A| puisque A C
AT On va démontrer que f induit une bijection de 9k (A) sur d¢(x)(f(A)), ce qui
prouvera le lemme.

Soit g € G tel que KgnN A # &. Alors les parties Kg et A sont contenues dans
ATE L’injectivité de la restriction de f & ATE implique alors :

(7.1) f(KgnA) = f(K)f(g)Nf(A) et f(Kg\A)=[f(K)f(g)\f(A)
On en déduit que f induit une injection de dx (A) dans 9r(x)(f(A)).

Montrons la surjectivité de f: Ox(A) — O k) (f(A)). Soit y € Ipk)(f(A)). Alors
il existe « dans G tel que f(z) = y. On a donc f(Kz) N f(A) = f(K)yN f(A) # @.
On en déduit qu'il existe z dans le noyau de f tel que Kxz N A # . Les égalités
(7.1) appliquées & g = xz montrent alors que xzz € 9k (A). On en déduit y = f(xz2) €

f(OK (A)). U

Si A et B sont des ensembles disjoints, on notera A LI B leur réunion. Soient
f: G — H un homomorphisme de groupes et B C H. On appelle relevé de B par f
une partie C' C G telle que la restriction de f a C soit une bijection de C' sur B.

Lemme 7.12. — Soient f un homomorphisme surjectif d’un groupe G dans un groupe
fini H et K € F(G) tel que 1g € K. Soient € €]0,1/2] et n > 1 un entier vérifiant
(1 —¢€/2)" < e. Soit (A;)i=1,...n une suite d’éléments de F(G) vérifiant 1¢ € A;
et a(A;, K) < €/4 pour tout i € {1,...,n} et a(A;,A;) < €/4 quels que soient
1<i<j<n.Posons A= KU ( Ui, Ai) et supposons que la restriction de f a AT4
est injective. Alors il existe un relevé C C G de H par f tel que a(C, K) < 5¢|K|+¢€/2.
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Démonstration. — Posons Ay = K et K; = f(A;) pour tout ¢ € I = {0,...,n}.
Soient i, € I tels que i < j. Comme A;LA" C A14| la restriction de f a A;LAi est
injective et le lemme 7.11 implique que 1'on a

(72) Oz(Kj7Ki) == OL(Aj,Ai) S 6/4

Nous utiliserons dans la suite les égalités (2.1) vérifiées par a.

Définissons par récurrence finie un procédé de recouvrement partiel du groupe fini
H par certains translatés K;h (ou 1 <14 < mnet h € H) formant une famille e-disjointe,
en au plus n étapes :

Etape 1. Puisque a(H,K,) =0, le lemme 2.11 appliqué 4 Q = H et &4 K = K,
implique qu’il existe un (e, K, )-remplissage fini R, de H tel que ||, cr Knh| > €| H]|.
En posant Dy = H \ (UheRn K,h), on a donc
(7.3) ID1| < (1 - O)|H| < (1 - ¢/2)|H].

On continue le procédé de recouvrement par récurrence de la maniere suivante.
Posons Dy = H et supposons que le processus de recouvrement partiel se poursuive

jusqu’a I’étape k, ot 1 < k < n — 1. Les hypotheses de récurrence au rang k sont les
suivantes :

(H1) Ry—it1 C H estun (e, K,,_;1)-remplissage fini de D;_; pour tout i = 1,...,k;
(H2) On a |Dy| < (1 —¢/2)*|H| ott Dy = Di_1\ (UheR Kn_k+1h).

Remarquons que ces hypotheses sont vérifiées pour k = 1. Construisons 1’étape
k+1:

Etape k+1. Si |Dy| < €|H|, on arréte le processus de recouvrement. Supposons
maintenant que |Dy| > €/H|. Comme on a

k
Dpy=H\ ( |_| U Ky—it1h),

=1 hERnfi«Fl

n—k+1

on en déduit en utilisant le lemme 2.8 que l'on a

k
(.  Kpiiih, K
a(Dy, Kp_p) < Uics Uner oy Knoiahs Knk)
€

En utilisant ’hypotheése de récurrence (H1) et les inégalités (7.2), on obtient en ap-
pliquant deux fois le lemme 2.7

k
€/4
a('_l U Kn—i+1h7Kn—k) < ,Efllaxka( U Kn—i+1h7Kn—k) < 1 /_ .
i=1 h€Rp_it1 e hER, —i4+1

On en déduit en utilisant le fait que € < 1/2 que l'on a

€/4 <
e(l—¢) —
D’apres le lemme 2.11 appliqué a Q2 = Dy et & K = K,,_, il existe un (e, K,,—j)-
remplissage fini R,_, C H de Dy tel que

a(Dkanf ) S

DN =
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€
| U Knokhl > e(l = a(Dy, Kn))|Di| = 5| Dl.
heER,
Posons Dgy1 = Dy \ (UheRn,k K, h). En utilisant 'hypothese de récurrence (H2),
on déduit de I'inégalité précédente
[Dita| < (1—¢/2)|Dy| < (1—¢/2)"H],
ce qui termine la récurrence.
Comme n est tel que (1 —€/2)™ < ¢, il existe un entier & € {1,...,n} tel qu'a
Iissue de I’étape k on ait

(7.4) [Dr| < elH|.

Fixons cet entier k et posons D = Dy, J = {n—k+1,...,n}. Soit j € J. Comme
la famille (Kjh)ner, est e-disjointe, il existe une famille (K (j,h))ner, de parties
disjointes de G vérifiant K (j,h) C K;h et (1 —€)|K;h| < |K(j, h)| pour tout h € R;.
On a alors
@5 LU Kb\ U KGRI U B\ KGR <26 Y 1KG b

hERj hERj hER]‘ hER]‘
Soit h € R;. Choisissons A(j,h) C A; unrelevé de K (j,h)h~! par f et g, € f~(h) de
sorte que f(A(j,h)gn) = K(j,h). En utilisant I'inclusion 2.2.(iii) appliquée & K (j, h)
que Pon écrit K(j,h) = K;h\ (K;h\ K(j,h)), on obtient

aKo(K(jv h)) c aKo(th) U 8K0(th \ K(]v h))

Comme Jx, (K;h\ K (j,h)) C Ky (K;h\K(j,h)), on en déduit en utilisant 1'inégalité

(I —e)|K;h| < |K(j, h)]

a(Kjh, Ko) + ¢[Kq |
1—e€

Puisque A(j,h) C A; et que la restriction de f a A(j,h)™5 C AT est injective, le

lemme 7.11 et I'inégalité (7.6) donnent

(7.6) a(K(j,h), Kp) < < €/2 4 2¢|Ky|.

(7.7) a(A(j,h), K) = a(K(j,h), Ko) < €/2 + 2¢|Ky| = €/2 + 2¢|K]|.

Posons D' = H\ (;c; Uner, K(j;h)). D’aprés (7.4), (7.5) et en utilisant le fait
que les parties K(j,h), ot j € J et h € R;, sont disjointes, on a

(7.8) D' =D+ ] (| Kb\ |J K(,h)| < elH| + 2¢[H| = 3¢|H].
]EJ hERJ‘ hERJ‘

Soit D’ C G un relevé quelconque de D’ par f et définissons C' C G par

c=Du(|] ] AG.hgn)-

jeJ heR;
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Notons que c’est une réunion disjointe et que C' est un relevé du groupe H par f. En
utilisant les propriétés de « et les inégalités (7.7) et (7.8), on a :

KD’
a(C K) < ||C!||| +€/2 4 2€¢|K| < 5¢|K| +€/2.
a
Démonstration de la proposition 7.10. — On peut supposer Hy = G.

Comme G est dénombrable, il existe une suite (K, )nen de parties finies de G vérifiant
{lg} =Ko C K1 ...et G =,y Kn. Nous allons construire par récurrence une suite
croissante (p(n))neny d’éléments de N et une suite (C))) telles que pour tout n € N,
C,, soit un systeme complet de représentants des classes de G suivant H,, = H)
vérifiant

1
!
. n) < .
(7.9) a(C),, Ky) ]

Cela démontrera que (C},) est une suite de Fglner de G.

Posons C} = {1g}, ¢(0) = 0 et remarquons que 'on a «(Cy, K¢) = 0. Soit n > 0
et supposons que lon ait construit C/,, un systéme complet de représentants des
classes de G suivant H, = H,) vérifiant (7.9). Soit € €]0,1/2] et k € N* vérifiant
(1 —€/2)* < e. Soit (F,) une suite de Fglner de G. Alors il existe une suite finie
(Ai)i=1,...k extraite de (F,) vérifiant a(A;, Kp41) < €/4 pour tout ¢ € {1,...,k}
et a(A4;,A;) < €/4 quels que soient 1 < ¢ < j < k. On peut supposer que 1lg €
A; pour tout ¢ € {1,...,k} d’apres (2.1). Posons A = K, +; U (Uf:1 A;). Puisque
Nnen Hn = {1¢}, il existe un entier m > ¢(n) tel que la restriction a A de la
projection canonique fi,: G — G/H,, soit injective. D’apres le lemme 7.12 appliqué
aH=G/Hp, K=K, etaf=y,,ilexiste C} ,; C G un relevé du groupe H par
porm vérifiant o(C), 1, Kpi1) < 5€|lKy41] + €/2. Posons ¢(n + 1) = m. En choisissant
€ de telle sorte que 5e| K, 11|+ €/2 < %H, I'inégalité (7.9) est vérifiée au rang n + 1.
Ceci termine la construction de la suite (CY,).

Notons que quels que soient n € N et g € G, la partie C/ g est un systéme complet
de représentants des classes de G suivant H),. En utilisant le lemme 7.9, on peut donc
supposer que la suite (C7,) est croissante et vérifie G = J,, oy Oy, O

7.5. Sous-décalage de Toeplitz et entropie topologique

Dans cette section G désigne un groupe dénombrable résiduellement fini et K un
ensemble fini muni de la topologie discrete.

7.5.1. Construction de sous-décalages de Toeplitz. — Supposons donnée une
suite décroissante G = Hy D H; D ... de sous-groupes distingués d’indice fini de G
telle que ), ey Hn = {1g}. Dans ce qui suit, on va décrire une méthode de construc-
tion d’un élément de Toeplitz x € K¢ relativement & la suite (H,,).
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Notons K = K U {*} Tespace discret fini obtenu en adjoignant & K un élément
* ¢ K. Pour tout z € K4, olt A est un ensemble, on définit le sous-ensemble S(z) C A
par

S(z) ={a€ A: zg = *}.

Soit n € N. Comme H, 1 C H,, la surjection canonique p,,: G — G/H,, induit une
surjection v, : G/H, 11 — G/H,. On en déduit une injection j,, : KG/Hn — KG/Hnta
définie par j,(2)y = 2., (g) quels que soient z € KC/Hnt1 et g € G/H,+1. Notons i
I’application identique de G. On obtient les diagrammes suivants :

7

[}G/HnJrl L [?G/Hn

(7.10) #n+1HTLJ Hn+1

Un

Hy,/Hpi1 — G/Hpt1

G/H,.

Supposons donnés, pour tout n € N, des parties D,,, S, de G/H,, et un élément
u(™ € KP~ ou D, et S, vérifient les propriétés suivantes :
(P0) Dy =@, So =G/G;
(P1) Dy11 C v, Y(S,) pour tout n € N;
(P2) S
(P3) Unen #n'(Dn) =G.
Lemme 7.13. — Avec les notations précédentes, on a :
(1) it (Sn) = G\ Ur—o i, (Di) quel que soitn € N;
(2) les parties p,, ' (Dy), n € N, sont disjointes dans G.

1 = Uy H(Sy) \ D1 pour tout n € N;

Démonstration. — Les propriétés (P1) et (P2) impliquent

p (Sn) = 1 (7, 21 (Sne)) \ i (D) = 41,21 (Sn-1) \ i (D)
pour tout n € N*. On en déduit 'égalité (1) en utilisant (PO).
Pour (2), remarquons que (P1) implique
N;il(Dn-i-l) - U;il(ygl(sn)) = N;l(sn)
pour tout n € N. On en déduit en utilisant 1'égalité (1) que les parties i, };(Dn+1)
et Ur_o 1. ' (Dy) sont disjointes pour tout n € N. O

On définit par récurrence une suite (z(™), ey, ot 2(") € KG/Hn pour tout n € N,

en posant 20 = x et
u£n+1) sic€ Dpy
(7.11) 2t —

Gn(2(M),  sinon

quels que soient ¢ € G/H,1+1 et n € N.
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Remarque 7.14. — Observons que la suite (2(™) ainsi définie vérifie S(2(™) = S,
pour tout n € N. En effet, cela se démontre par récurrence en utilisant les propriétés
(P0), (P1) et (P2).

Pour tout n € N, notons (™ = Wy (2(™) I'dlément de Fix(H,) Cc KC associé
a z(m (remarque 7.4). Sous les hypothéses et notations précédentes, on a le résultat
suivant :

Lemme 7.15. — Pour tout g € G, il existe k € N et x4 € K tels que xﬁ,") = x4 quel

que soit n > k. L’élément x = (x4)gcc € K€ est un élément de Toeplitz relativement
a la suite (Hy,).

Démonstration. — Soient k € N* et g € p;*(Dy,). Alors on a x_g,k) = U, (2, =
(k) (k)

Zpe(e) = Y (g) € K. Montrons que pour tout n > k, on a
(7.12) mg") = x!(]k).

Soit n > k. Puisque g € ;' (D), on a pin41(g) ¢ Dny1 dapres le lemme 7.13.(2). 11

en résulte

(n+1)  _ - (. (n) _ (n) _ ,m)
pnt1(g) jn(Z )'u'"'*'l(g) - ZV7LOF‘7L+1(9) T Cun(g)’

Donc x_gnﬂ) = :c_E,”). L’égalité (7.12) s’en déduit par une récurrence immédiate. Posons

Tg = x_gk). On vient donc de démontrer que

(7.13) xé") =1z, quels que soient g € u; ' (Dy) et n > k.

Soit ¢ € G. D’apres la propriété (P3), il existe un entier k tel que g € u;l(Dk).
Comme gHy, C ;. (Dy) et que 2(F) € Fix(Hy,), on a d’apres (7.13)

Tgh = xs;) = xé’“) =1,
pour tout h € Hy. Donc g € Pery, (). On en déduit G = |J, oy Pern, (), ce qui

montre que z est un élément de Toeplitz relativement a la suite (H,). ]

Observons que I'élément = € K< ainsi défini est la limite dans K€ de la suite (z(™)
et que pour tout n € N, x coincide avec (™ sur G\ S(z(™).

7.5.2. Estimation de I’entropie topologique de systémes de Toeplitz. —
Soit X C K% un sous-décalage fermé de K€, ot G désigne un groupe dénombrable
moyennable. Soit (F},) une suite de Fglner de G. Rappelons (prop. 4.9) que entropie
topologique de X est le réel h(X) défini par :
1 X
h(X) = lim og|mr, (X)|

n— oo |Fn| ’

ot 7, : K& — KT désigne la projection sur K ™.
Sous les hypotheses et notations introduites au paragraphe précédent, on a le
résultat suivant :
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Lemme 7.16. — Supposons le groupe G infini moyennable. Alors l’entropie topolo-
gique du sous-décalage de Toeplitz X = Gz vérifie :
o |Sal
h(X) < liminf ———— log | K|.
() < liminf 2% log ]
Démonstration. — Soient n € N et (), un systéme complet de représentants des

classes de G suivant H,,. Pour tout g € G notons g 'unique représentant de p,(g)
dans C},. Nous allons majorer le cardinal de ’ensemble

7c,(X) = {mc,(97): g € G}.
Notons (™ = Wy (2(™) I'dlément H,-périodique de K€ associé¢ & z(™ e KCG/Hn,
Soient g € G et ¢ € C,,. Alors on a

() _ ) _ 0

(n)y _—
(gx )C - l‘Cg pn(cg) — Zl"n(c)/"n(g)'

Puisque u,(g9) € G/H,, pour tout g € G et que la multiplication & droite des éléments
de G/H,, par p,(g) définit une permutation de G/H,, il en résulte que ’ensemble
{mc,(g2™) : g€ Gy C KO

contient au plus |G/H,| = |C,| éléments. Chacun de ces éléments est une fonction de
C,, dans K prenant |S,,(2(™)| = |S,,| fois la valeur . On en déduit

[{mc., (92): g € G} < |Cnl| K|S

puisque z est obtenu & partir de (™ en remplacant toutes ses étoiles par des éléments
de K (lemme 7.15). On a donc

log |mo, (X)| _ Sl log |G|
z < log | K| + .
|Cal |Cnl |Cnl
Comme tout sous-groupe d’un groupe moyennable est moyennable, le groupe H,

admet une suite de Fglner (F-(n))ieN. Alors (C’nFZ-(n))ieN est une suite de Fglner de G

K2

(7.14)

d’apres la proposition 3.17. Puisque 'on a
[mauB(X)| < [ma(X)[lrp(X)| et [rag(X)] = [ra(X))|
quels que soient A, B € F(G) et g € G, on en déduit
76, i (GO < e, (X))
On en déduit
tog [7¢, pw O _ |F™] log e, (X)| _ log |, (X))

1o o N | e Cal
quel que soit i € N. On a donc

~ log |7rCan<n> (X)] log |e, (X)|
lim OIS
imoe |0, ] .-
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Puisque G est infini et que (o Hn = {1a}, on a lim, o [G: Hy,] = limy, o0 [Cn| =
00. On en déduit en utilisant 'inégalité (7.14)

h(X) < liminf S| log |K|.

n— o0 |Cn|

O

Démonstration du théoréme 7.1. — Soient = € [0,1] et (r,)nen une suite stric-
tement croissante d’entiers telle que rg = 1 et 7,41/r, € N pour tout n € N. Alors
la suite (r,) peut étre utilisée comme base pour I'approximation du réel = de la
maniére suivante. Soit n € N et posons a,, = [r,z], ol [¢] désigne le plus grand entier
inférieur ou égal au réel t. Posons b, = a, + 1, u, = ap /7y €t v, = b, /r,. Alors on
aty < Upp1 <& < Vpp1 < v, pour tout n € N et les suites (uy,) et (vy,) convergent
vers .

Puisque G est un groupe dénombrable et résiduellement fini, la proposition 7.10
implique qu’il existe une suite décroissante (H),),en de sous-groupes distingués d’in-
dice fini de G tels que [,y H,, = {lg} et une suite de Fglner (C),)nen de G telle
que C/, est un systéme complet de représentants des classes de G suivant H,, vérifiant
C,, C C, 1y pourtoutn € Net G =,y Cy,- Comme G est infiniet (), . H, = {1c},
on a lim, o [G : H]] = c0.

Soit p € [0,1]. Nous allons construire par récurrence une suite (H,,) extraite de
(H!) et pour tout n € N des parties S,, D, de G/H,, ou S, et D, vérifient les
propriétés (P0), (P1), (P2), (P3) et tels que lim,_, [057;[71] = p. On montrera que
’élément de Toeplitz € K obtenu par le lemme 7.15 vérifie h(Gz) = p.

Pour tout n € N, nous allons définir un élément (") € KC/Hn oy H, = H;(n)
avec : N — N une fonction strictement croissante vérifiant ©(0) = 0. On notera
C, = C’:p (n) €t on utilisera dans la suite les applications définies en (7.10). On peut
supposer H) = G et Cf) = {1g}.

Etape 0. Définissons 2(?) € KG/¢ ~ K par 29 = x. Posons Dy = &, Sy = G/G,
©(0)=0,79 =1et by = [pro] +1=1.

Etape 1. Puisque lim, ,[G : H]] = 0o et p < 1, on peut choisir un entier
(1) > 0 de sorte que
(7.15) po =[G+ Hiyy) — K] > 0
et
Po
7.16 < —
( ) P po + | K|

Posons Hy = H| (), C1 = C_ ), 1 = |C1] (= po + |K]). Soit Ey C G/H; contenant
p1(le) telle que |Ey| = |K| (ceci est possible d’apres I'inégalité (7.15)). Définissons
y) e KG/H par y() = jo(2(9). Alors on a

S =0 =
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pour tout d € G/ H,. Modifions ") de la facon suivante. A chaque d € Ej on associe

de fagon bijective un élément de K et I’on substitue yc(ll) par cet élément. Ceci est

possible puisque |Ey| = |K|. Par abus, on notera encore y(!) ce nouvel élément de
KG&/H1 On aura alors |S(y™))| = [G : Hy] — |K| = po. D’apres I'inégalité (7.16) on a
Po Po

ri o po+ K| - p

(ce rapport représente la fréquence d’étoiles de y1) € KG/H1). Posons by = [pri] + 1.
Il est clair d’apres I'inégalité précédente que by < po. On va modifier y(!) de sorte
que la fréquence de ses étoiles soit by /r;. Pour cela, on choisit 4; C S(y(l)) telle que
|A1| = po — b1. Soit () e KG/H1 élément obtenu & partir de y(*) en remplacant les
étoiles ygl), c € Ay, par des éléments arbitraires de K. On aura alors |S(z(M))| = b;.
Notons pour simplifier (1) = Wy, (1)) I'élément de Fix(H;) € K€ associé a z(1).
Soit E) C G un systeme de représentants de Ey C G/H; et observons que l'ensemble
{xgl) T g€ E’\O} = {yfll) : d € Ey} contient exactement | K| éléments, par construction
de y.

On définit les sous-ensembles Dy et S; de G/Hy par Dy = Eg U Ay et S =
(G/H{)\ Dy = v;*(So) \ D1. Notons que l'on a |S1| = |S(z(M))| = b;.

On poursuit la construction de (z(")) par récurrence. Soit k € N* et supposons que
l'on ait construit 2 € KG/Hr ot Hy = H:o(k), D, C y,;_ll(Sk,l), S = y];_ll(Sk,l)\
Dy, tels que |Si| = [S(z®)| = by, |Cx| = |G/Hy| = 71, et p < by/r). Construisons
Iétape k + 1.

Etape k+1. Puisque lim,, o [G : H]] = oo et que Hy, est d’indice fini dans G, on a
limy, o0 [H, : H)] = co. Puisque p < by, /ry, on peut choisir un entier ¢(k +1) > (k)
de sorte que

(7.17) pr = [Hy : Hygpq)) — |K[" >0
et
Pibr
7.18 < —
(7.18) Tk + | K [rry,
Posons Hy41 = H«fo(k—&-l)’ Ck+1 e Ol,/a(k-‘rl)’ Th+1 = |Ck+1‘ (: PkTk + ‘K|bk7"k). Comme

1
on a G =||,cy, Crkh, on en déduit que pr1(G) = Upep, th+1(Cr)pr+1(h) ce qui
donne

G/Hy = || mwra(Cr)d
deHy /Hi41
(notons que la restriction de pg+1 & Cy est injective). Soit Ey, C Hy/Hk41 une partie
contenant juxy1(1g) et telle que |Ey| = |K|% (ceci est possible d’aprés (7.17)). On
définit y*+1) € KG/Hit1 par y+1) = (%)), Alors on a
(719) (k+1) _ (k) (k)

prg1(0)d — Fu (g (9)d) = Zunle)
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quels que soient ¢ € Cy et d € Hy/Hy1. Il en résulte en utilisant I'égalité |S(2(F))| =
br que 'on a

1S (Tpsess(cay™ NI = 1SED)] = b

pour tout d € Hy/Hy,1. Notons par ailleurs qu'il aurait exactement |K|’* manieres
différentes de remplacer les by étoiles de z(*) par des éléments de K. Pour chaque
d € Ej, (rappelons que |Ey| = |K|%), on choisit une telle maniére et I'on remplace les
bi étoiles de la restriction de y**1 & tx+1(Cr)d en utilisant 'identification donnée
par I’égalité (7.19). Par abus, on notera encore y*+1) ce nouvel élément de KC/Hita,
On aura alors |S(y* )| = [Hy, : Hyy1]by — | K|% by, = prby. D’apres Vinégalité (7.18),
on a

prbr Prbr

iyt ek A K

> p

(ce rapport représente la fréquence d’étoiles de yFtD) ¢ I?G/H’““). Posons by =
[pris+1] + 1. I est clair d’apres I'inégalité précédente que b1 < prpbg. On va modifier
y(k'H) de sorte que la fréquence de ses étoiles soit by41/7k+1. Pour cela, on choisit
A1 € S(y*HD) telle que |Apy1| = prbr — bry1. Soit 2+ € KG/He+1 glément
obtenu & partir de y**1) en remplacant les étoiles y£k+1), ¢ € Ag41, par des éléments
arbitraires de K, de sorte que l'on ait [S(z*+1)| = b, ;. Notons pour simplifier
2D = Wy (2D Pélément de Fix(Hyyp) C K€ associé a z#1). Soit By C Hy,
un systéme de représentants de Ey C Hy/Hjy1. Par construction (voir la définition
de y*+1), on a

(7.20) {me, (gz*tY): g e E’;} c K%
et
(7.21) {mc, (ge®D): g € Bp}| = |Ey| = | K"

Soient D1 et Si41 les parties de G/Hy41 définies par :
Dis1 = prs1 (Cr N g, (Sk)) B U A
et
Spt1 = v (Sk) \ D1

Notons que Dy représente I'emplacement des étoiles de jk(z(k)) € KG/Hrn que
'on a substituées par des éléments de K pour obtenir z(**1). Par construction on a
Diy1 C vy, (Sk) et [Sgy1]| = [S(zFHD)| = by

Ceci acheve la construction de la suite (2(™).

Observons que les parties D,, et S, n € N, vérifient les propriétés (P0), (P1) et
(P2) par construction. Montrons la propriété (P3). Soit n € N. Comme on a

Dyt1 = pn41(Cn N ﬂﬁl(Sn))En UAni1
et pnt1(lg) € En, on en déduit
prt1(Dng1) D Co 0 g (Sn).
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Il en résulte en utilisant 1’égalité (1) du lemme 7.13
n
fir iy (Dpgr) U U iy (Dy) D Ch.
k=0

Puisque G = |J,,cy Cn, on a aussi G = {J,, oy ttn ' (Dn) ce qui démontre (P3). On peut
poser u(™ = p (2(") pour tout n € N, de sorte que (2("™) soit obtenue comme dans
(7.11). D’aprés le lemme 7.15, la suite (2(™)) définit un élément de Toeplitz = € K€
relativement a la suite (H,,) (et donc aussi relativement & (H},)). Posons X = Gz. Le
lemme 7.16 implique

e |Sal . by
. < = — = .
(7.22) h(X) < hnrr_1>1£f G ) log | K| nlLIrolo . log |K| = plog|K]|

Soit n € N. D’apres (7.20) et (7.21), on a
{me, (92) = g € Bu} = H{me, (92" ) g€ B} = |K

On a donc |7r¢, (X)| = |mc, (Gz)| > |K|P». Comme (C,,) est une suite de Fglner de
G, on en déduit

bn

(7.23) h(X) = Tim 28Ume. (O]

Les inégalités (7.22) et (7.23) montrent que h(X) = plog|K]. O

b
> lim —log |K| = plog|K].
n—00 Ty,
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