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Résumé

À l’heure où la miniaturisation électronique atteint ses limites, une meilleure compréhen-
sion du transport quantique à travers des systèmes de dimensionalité réduite, dans les-
quels l’interaction entre électrons ne peut plus être ignorée ou même traitée comme une
perturbation, devient primordiale. La description théorique du transport électronique
dans de tels systèmes est de fait un des problèmes majeurs de la physique mésoscopique
actuelle.

Le traitement correct des corrélations introduites par l’interaction est un problème
extrêmement non-trivial et malgré les nombreux travaux entrepris dans cette thématique
et les résultats accumulés, beaucoup reste à faire pour réellement comprendre les effets
des corrélations dans les nano-systèmes.

L’approche retenue dans cette thèse consiste à simuler sur ordinateur des modèles
physiques simplifiés et à se limiter à des tailles suffisamment petites pour pouvoir faire
un traitement numérique exact. Le but est de mettre en évidence les mécanismes qui
prennent place dans ces modèles et qui peuvent être similaires à ceux qui apparaissent
dans les systèmes réels.

En calculant numériquement (à l’aide de la technique de diagonalisation exacte de
Lanczos) la statistique des niveaux d’énergie multi-particules, nous avons étudié les ef-
fets combinés du désordre et de l’interaction dans les systèmes bidimensionnels. Alors
que l’interaction diminue les corrélations spectrales et donc augmente la localisation
des électrons (caractère isolant) dans le régime de faible désordre, un comportement
non-monotone apparaît dans le régime de fort désordre. Dans ce régime, alors que les
électrons sont déjà localisés par le désordre, une interaction modérée a un effet délocali-
sant. Cette conclusion est confirmée par une étude de la structure des fonctions d’onde
multiparticules. L’effet de délocalisation peut être compris comme résultant de réorga-
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nisations de charge dues à une compétition entre le désordre et l’interaction pour établir
la structure de l’état fondamental.

Nous nous sommes également intéressé à l’influence des corrélations sur la conduc-
tance des boîtes quantiques. Pour calculer numériquement la conductance en prenant en
compte toutes les corrélations, nous avons utilisé une méthode récemment développée :
la méthode de la boucle, utilisant un code basé sur l’algorithme DMRG. La généralisa-
tion de la méthode à des systèmes inhomogènes a permis d’étudier l’effet d’une tension
de grille sur la conductance d’une chaîne en interaction. Bien que le couplage entre la
chaîne et les fils jouant le rôle de réservoirs soit parfait dans notre modèle, nos résul-
tats numériques, étendus par une étude analytique dans la limite de forte interaction,
montrent que le blocage de Coulomb apparaît sous l’effet des corrélations. L’existence
de ce blocage de Coulomb en l’absence de barrières de potentiel constitue le résultat le
plus important de cette thèse.

Enfin, nous avons aussi travaillé au développement de la méthode de la boucle pour
des systèmes avec spin. Introduire ce degré de liberté est bien évidemment souhaitable
en vue d’améliorer le réalisme des modèles étudiés. Les premiers résultats que nous avons
obtenus montrent que la méthode est toujours valable pour ces systèmes.

Mots-Clés: Fermions fortement corrélés, Transport Mésoscopique, Blocage de Coulomb,
Localisation.
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Chapitre 1

Physique mésoscopique et problème à
N corps

“Let me bring you up to speed !”

— Wayne Campbell, Wayne’s world.

On apprend dans nos premiers cours d’électricité que le courant I traversant un
conducteur métallique obéit à la loi d’Ohm : I = GV , où G est la conductance de
l’échantillon et V est la différence de potentiel à laquelle il est soumis. La version locale
de ce point de vue consiste à dire que la densité de courant ~ est proportionnelle au champ
électrique ~E. Le coefficient de proportionnalité est appelé la conductivité électrique, σ.

Ces deux approches, globale et locale, sont bien entendu équivalentes. Dans le cas
tridimensionnel, la conductance d’un échantillon en forme de cylindre de longueur L et
de section S s’obtient à partir de la conductivité du matériau qui le constitue par la
relation :

G = σS/L. (1.1)

Cette relation est valable à condition que le conducteur considéré soit suffisamment
grand. Si c’est le cas, on dit qu’il s’agit d’un conducteur ohmique et on peut le décrire
à l’aide de la physique classique, c’est-à-dire en négligeant l’aspect ondulatoire de la
propagation des électrons. C’est ce qui est considéré dans l’électronique standard encore
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2 Physique mésoscopique et problème à N corps

Fig. 1.1: Schéma de l’expérience des fentes d’Young. Une source ponctuelle
émet un onde sphérique qui est divisée par un écran percé de deux fentes. La
figure d’interférence des deux ondes résultantes peut être observée sur l’écran.
L’expérience a été initialement réalisée par Young avec de la lumière, mais la
même figure d’interférence peut être obtenue avec des électrons [3].

aujourd’hui.

D’autre part, on sait que la physique à l’échelle des atomes et des molécules, c’est-à-
dire à l’échelle microscopique, est gouvernée par la mécanique quantique [2]. Un électron
est représenté par une onde d’amplitude de probabilité qui se propage dans l’espace et
peut interférer avec elle-même.

Une jolie démonstration de cette dualité onde/corpuscule est une réalisation relati-
vement récente [3] de l’expérience des fentes d’Young dans laquelle les électrons sont
envoyés un par un vers deux fentes et détectés sous la forme d’impacts sur un écran
placé derrière les fentes (voir Figure 1.1). Malgré le caractère purement particulaire avec
lequel les électrons sont détectés, on voit apparaître, à partir d’un nombre d’électrons
suffisamment grand, une figure d’interférence sur l’écran, ce qui démontre le caractère
ondulatoire des électrons.

Ces phénomènes d’interférence, ici observés dans le vide, peuvent survivre dans des
conducteurs métalliques, pourvu que la propagation cohérente des électrons ne soit pas
perturbée. C’est le cas dans des échantillons suffisamment petits et/ou à température
suffisamment basse, voir section 1.1.1. Dans ces conditions, la cohérence avec laquelle les
électrons se propagent donne lieu à une variété de phénomènes que l’on regroupe sous
le nom de physique mésoscopique.1

1Le grec mesos signifie « au milieu », le régime mésoscopique est donc intermédiaire entre microsco-
pique et macroscopique.
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La course à la miniaturisation qui a lieu en électronique de pointe s’approche à grand
pas du régime dans lequel ces nouveaux phénomènes apparaissent, invalidant entre autres
la relation (1.1). Il est donc d’un intérêt crucial d’étudier ces effets. Cela a été fait durant
les deux dernières décennies et il a déjà été possible de comprendre beaucoup de nouveaux
phénomènes en utilisant des théories essentiellement basées sur une image de particules
indépendantes. Cependant, au cours des dernières années, des phénomènes sont apparus
qui sont difficiles à expliquer sans prendre en compte les interactions électron-électron.

Dans ce Chapitre d’introduction, nous nous proposons, après avoir défini le régime de
la physique mésoscopique et introduit brièvement quelques exemples de phénomènes qui
le caractérise (section 1.1), de nous intéresser à quelques expériences récentes qui sou-
lignent l’importance d’étudier les corrélations dues à l’interaction entre les électrons (sec-
tion 1.2), avant de dresser le panorama des différentes méthodes possibles pour étudier
le problème à N corps et de présenter l’approche adoptée dans cette thèse (section 1.3).

1.1 Introduction à la physique mésoscopique

1.1.1 Le régime mésoscopique

La longueur de cohérence de phase Lφ est définie comme la longueur typique sur
laquelle un électron peut se propager de façon cohérente. Au delà de cette longueur,
l’électron subit un événement qui lui fait perdre sa phase. Cela peut être une collision
inélastique avec un autre électron ou avec un phonon, ou bien une collision élastique
avec une impureté magnétique au cours de laquelle l’électron voit son spin renversé.

Tant que l’électron garde sa cohérence, il peut être décrit par une amplitude de
probabilité qui se propage comme une onde. Cette dernière peut interférer avec elle-
même et cela mène à une variété de phénomènes quantiques qui font l’objet de ce que
l’on appelle la physique mésoscopique.

Le régime mésoscopique est atteint lorsque la longueur Lφ est plus grande que les
autres longueurs caractérisant le système, et en particulier la longueur L de l’échantillon
étudié :

L . Lφ. (1.2)

Comme les collisions avec les phonons détruisent la cohérence, la température a un
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impact important sur Lφ. Pour être réalisée, la condition (1.2) impose typiquement
de considérer des échantillons petits (de l’ordre du micromètre, voire de la dizaine de
nanomètres) à des températures relativement petites (<0.1K).

Nous terminons ce paragraphe en introduisant deux autres échelles de longueurs
importantes. La longueur d’onde de Fermi, λF = h/

√
2mEF, est la longueur d’onde de

de Broglie associée aux électrons de conduction (d’énergie EF). Il s’agit de la plus petite
taille caractérisant le système.

Le libre-parcours moyen `, quant à lui, dépend de l’intensité du désordre. Il cor-
respond à la distance typique qu’un électron parcourt avant de voir sa direction de
propagation aléatoirement modifiée par une collision élastique avec une impureté (non-
magnétique) du matériau. Les conditions ` > L et ` � L correspondent au régime
balistique et au régime diffusif, respectivement.

Chacune des trois sections suivantes présente en quelque détail un phénomène de
la physique mésoscopique. Nous les introduisons pour leur pertinence avec le travail
présenté dans cette thèse.

1.1.2 La localisation d’Anderson

Dans le régime diffusif, la conductance classique est donnée par la formule2 de Drude
[4] :

σ =
ne2τ

m
=

e2

3π2~
k2

F` (1.3)

où n est la densité électronique, τ = `/vF est le temps de relaxation de la quantité de
mouvement due aux collisions élastiques, et où kF et vF sont le vecteur d’onde et la
vitesse au niveau de Fermi, respectivement. La prise en compte de la cohérence de phase
apporte une correction négative, dite de localisation faible, à cette conductance [5].

Si le désordre est plus important, la propagation de la fonction d’onde associée à
l’électron forme un réseau d’interférence particulièrement complexe. Des interférences
constructives peuvent alors piéger l’électron. Il peut ainsi exister des états électroniques
localisés, malgré le fait que l’électron ne soit pas enfermé dans un puits de potentiel. On
parle dans ce cas de localisation forte.

2À trois dimensions.
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La longueur de localisation ξ caractérise la distance sur laquelle l’amplitude de la
fonction d’onde localisée diminue, loin du centre ~r0 du domaine de localisation (voir la
revue [6]) :

|ψ(~r)| ∝ exp (− |~r − ~r0| /ξ) . (1.4)

À température nulle, la conduction à travers un système dans le régime localisé (L� ξ)
se fait via des événements tunnel entre les états localisés. On a donc la relation de
proportionnalité suivante pour la conductance :

G ∝ exp (−L/ξ) . (1.5)

La théorie d’échelle de la localisation [7] fournit une vision de l’effet du désordre selon
la dimensionalité d de l’espace considéré. Dans cette théorie on s’intéresse au coefficient

β = L
d ln g

dL
, (1.6)

où g est la conductance G en unités de e2/h. Il est possible de déterminer β dans deux
cas limite : g � 1 et g � 1.

Dans le cas g � 1, le désordre est faible et la loi d’Ohm est vérifiée. On peut
généraliser la relation (1.1) au cas d’un hyper-cube de dimension d :

G = σLd−2 (1.7)

Ce qui donne dans cette limite β = d− 2.

Dans la limite g � 1, on est dans le régime localisé et la conductance décroît expo-
nentiellement avec L, selon (1.5), de sorte que β = const + ln g.

En supposant que rien de spécial ne se passe dans le régime intermédiaire et en
sachant que la correction de localisation faible est négative et proportionnelle à 1/g, on
arrive au comportement schématisé sur la Figure 1.2.

Les conclusions que l’on peut tirer de cette Figure sont les suivantes. Pour d ≤ 2,
β(g) est toujours négatif, et donc le système ne peut être qu’un isolant dans la limite
thermodynamique. Pour d = 3, en revanche, il existe une transition métal-isolant, dite
transition d’Anderson, dictée par l’importance du désordre.
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1

β(g)β(g)

ln(g)ln(g)

d = 3

d = 2

d = 1

Fig. 1.2: Évolution du coefficient β(g) en fonction de ln(g) pour des systèmes
à d=1,2 et 3 dimensions.

Ces conclusions ont été confirmées numériquement ainsi que par l’expérience (voir
[6]). Il est à noter que cette théorie ne prend pas en compte les interactions entre élec-
trons.

1.1.3 Les courants permanents

Dans un anneau cohérent, un champ magnétique perpendiculaire a pour effet de créer
un courant [8, 9, 10]. Ce courant existe dans l’état fondamental du système et est donc
permanent, même dans un métal normal (non-supraconducteur). Une des propriétés de
ce courant est qu’il est périodique de période h/e en fonction du flux magnétique ϕ qui
traverse l’anneau. h/e est appelé quantum de flux.

Pour que l’anneau soit cohérent, sa circonférence L doit bien sûr être plus petite que
la longueur de cohérence de phase Lφ. La réalisation la plus simple d’un tel anneau est la
molécule de benzène. En physique mésoscopique, il est possible de fabriquer des anneaux
métalliques très petits notamment grâce à des techniques de lithographie.

Intéressons-nous au cas d’un anneau unidimensionnel sans désordre de circonférence
L traversé par un flux magnétique ϕ = φh

e
(voir Figure 1.3a). On peut écrire les potentiels
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électromagnétiques en coordonnées polaires :

~A(r, θ) =
φh

2πe

~eθ

r
=

φh

2πe
~∇θ, (1.8)

V (r, θ) = 0. (1.9)

Nous allons voir qu’il est possible de prendre en compte le champ magnétique simplement
en modifiant les conditions de bords du système.

On commence par rappeler que le champ électromagnétique ( ~E, ~B) est obtenu à
partir des potentiels ( ~A, V ) par :

~B = ~∇× ~A, (1.10)

~E = −~∇.V − ∂ ~A

∂t
. (1.11)

Un choix de jauge consiste à choisir un couple ( ~A, V ) particulier. Il est possible de changer
de jauge à l’aide d’un champ scalaire arbitraire F (~r, t) avec les relations suivantes :

~A′ = ~A+ ~∇F, (1.12)

V ′ = V − ∂F

∂t
. (1.13)

En mécanique quantique, l’Hamiltonien d’un électron de charge −e et de masse m
s’écrit [11] :

H =
1

2m

(
~
i
~∇+ e ~A

)2

− eV. (1.14)

À partir des solutions ψ(x, t) de l’équation de Schrödinger

Hψ = Eψ, (1.15)

avec les potentiels ( ~A, V ) dans l’Hamiltonien H, on peut obtenir les solutions ψ′(x, t) du
même problème dans une autre jauge, avec les potentiels ( ~A′, V ′) dans un Hamiltonien
H ′, par :

ψ′ = ψe−
ie
~ F . (1.16)
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(b)(a)
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h
εn
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h
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−0.5 0 0.5

φφ

ϕ

J(ϕ)

Fig. 1.3: (a) Un anneau unidimensionnel traversé par un flux ϕ = φh
e

est
parcouru par un courant permanent J(ϕ). (b) Évolution des énergies propres εn
des états à un corps en fonction de φ.

La forme particulière (1.8) sous laquelle peut s’écrire le potentiel vecteur dans le
problème de l’anneau qui nous intéresse ici fait qu’un choix de jauge judicieux

F (r, θ) = − φh

2πe
θ (1.17)

permet de reporter totalement l’effet du champ magnétique dans l’application des condi-
tions de bords. On peut donc reformuler le problème en celui d’un système d’électrons
libres dans un conducteur unidimensionnel :

− ~2

2m

∂2ψ′(x)

∂x2
= εψ′(x). (1.18)

On a donc ψ′n(x) = eiknx et εn = ~2k2
n/2m. Les valeurs de kn sont déterminées en

appliquant la condition aux bords :3

ψ′(x+ L) = ei2πφψ′(x), (1.19)

ce qui donne kn = 2π(n+ φ)/L.

L’énergie εn du n-ième état à une particule est donc

εn =
~2

2m

(
2π

L
(n+ φ)

)2

. (1.20)

3On remarque que pour φ = 0 on retrouve la condition de bords périodiques, alors que pour φ = 1/2
on a une condition de bords antipériodiques.
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Et on comprend d’où vient la périodicité en flux. Chaque fois que ϕ change d’un quantum
de flux h/e, le remplissage des états à une particule (voir Figure 1.3b) change pour que
l’énergie de l’état multi-particule soit toujours minimale (pour le fondamental).

On peut calculer l’amplitude du courant porté par le n-ième état à une particule à
partir de la vélocité vn :

jn = −evn

L
= − e

~L
∂εn
∂k

= −∂εn
∂ϕ

(1.21)

Ce qui donne :

jn = − eh

mL2
(n+ φ). (1.22)

Du fait de la périodicité en flux, on peut se limiter aux valeurs de φ comprises entre
−1/2 et 1/2. Comme n est un entier et que l’on remplit les états dans l’ordre4 0, ±1,
±2, . . . on voit que le courant porté change de signe quand on passe d’un état au
suivant. Comme de plus le dernier état occupé porte le courant le plus intense, c’est
essentiellement lui qui domine le courant total

j = −∂E0

∂ϕ
, (1.23)

où E0 est l’énergie du fondamental.

Si on calcule

j =
∑

n

jn = − eh

mL2

∑
n

(n+ φ). (1.24)

pour le cas où le nombre de particules est impair (n va alors de −nF à nF), on obtient

j = − eh

mL2
nF2φ. (1.25)

On voit ainsi que l’amplitude maximale du courant total (pour φ = 1/2) est donnée par
le courant porté par l’état à une particule au niveau de Fermi à flux nul :

jmax =
evF

L
. (1.26)

4Le signe rempli en premier (+ ou −) dépend du signe de φ, voir Figure 1.3b.
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Vg

V

rés. 1 rés. 2syst.

Fig. 1.4: Montage typique pour observer le blocage de Coulomb. Le nano-
système est connecté aux réservoirs par des barrières tunnel. Une tension de
grille Vg permet de faire varier le potentiel chimique du nano-système.

L’inclusion d’un faible désordre (de sorte que l’on soit dans le régime diffusif : ξ �
L� `) mène à un courant permanent typique réduit [10] :

jmax =
evF`

L2
. (1.27)

Ce résultat peut se comprendre en disant que le courant porté par un électron vaut e
divisé par le temps typique t qu’il met à traverser l’anneau. Dans le cas sans désordre,
ce temps est simplement t = L/v, où v est la vitesse de l’électron auquel on s’intéresse.
Dans le cas désordonné, le mouvement aléatoire rend ce temps plus grand : t = DL2 où
D est la constante de diffusion, qui se trouve égale à (lv)−1 dans le cas du régime diffusif
à une dimension.

1.1.4 Le blocage de Coulomb

Le blocage de Coulomb est un effet dû aux interactions entre électrons. Il trouve son
origine dans le fait que la charge e d’un électron est finie, et que par conséquent la charge
totale (et l’énergie d’interaction associée) d’un nano-système quasi-isolé ne peut prendre
que des valeurs discrètes (pour une revue, voir [12]).

L’observation du blocage de Coulomb nécessite donc que le nano-système soit qua-
siment isolé, afin que sa charge soit bien définie. Dans la théorie orthodoxe, on suppose
que ceci est réalisé en le connectant aux réservoirs par des barrières tunnel de faible
conductance (� e2/h). Le schéma du montage expérimental typique est donné sur la
Figure 1.4.

Comme le nano-système est quasi-isolé, les états électroniques à l’intérieur sont bien
définis. Il est possible de les représenter avec une image à une particule en prenant en
compte toutefois une renormalisation des niveaux due à l’énergie d’interaction. On note
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Hamiltonian for the dot can be written by assuming
electrons in a one-body confining potential plus an elec-
trostatic energy [Eq. (25)]:

Hdot!!
"

#E""e$Vg%a"
†a"#e2N̂ 2/2C , (26)

where a"
† !0& is a complete set of single-particle eigen-

states in the dot with energies E" , and N̂!!"a"
†a" is the

electron number operator in the dot. The external po-
tential of Eq. (25) Vext!$Vg is written in terms of a gate
voltage Vg and $!Cg /(Cg#Cdot), where Cg is the
gate-dot capacitance and Cdot is the dot-leads capaci-
tance. The Hamiltonian (26) is known as the constant-
interaction model, since only the average constant part
of the electron-electron interaction (N 2e2/2C) is taken
into account.

When T$' , conductance is possible only by resonant
tunneling through a corresponding quantized level in the
dot. Resonant tunneling of the Nth electron occurs
when the total energy before and after the tunneling
event is conserved: EF#U(N"1)!EN #U(N ). Using
Eq. (25) we find that the effective Fermi energy ẼF

(EF#e$Vg satisfies ẼF!EN #(N" 1
2 )(e2/C). The

spacing between Coulomb-blockade peaks is now given
by

'2('ẼF!#EN#1"EN%#e2/C . (27)

The charging energy is usually much larger than the
mean level spacing in the dot so that the Coulomb-
blockade peaks are almost equidistant. Figure 8 illus-
trates the phenomenon of Coulomb blockade in the
quantum regime.

At T)' , several resonances contribute to the con-
ductance peak. A finite-temperature theory for the on-
resonance conductance was derived by Beenakker
(1991) and Meir, Wingreen, and Lee (1991) using linear-
response theory, and by Averin, Korotkov, and
Likharev (1991) in the nonlinear I-V regime.

For kT%* (where * is a typical level width), the co-
herence between the electrons in the leads and in the
dot can be ignored, and a master-equations approach is
valid. Beenakker (1991) used the constant-interaction
model (26), where an eigenstate of the dot is described
by a set of occupation numbers n(+n", of the single-
particle levels, and its energy is E(n)!!"E"n"
#U(N ). The dot is connected to left and right reser-
voirs that are in thermal equilibrium at temperature T
and Fermi energy EF . At equilibrium Peq(n)
!Z "1 exp+"-E(n)"NEF./kT,, where Z is the grand-
canonical partition function. A small source-drain volt-
age Vsd is applied between the left and right reservoirs,
causing a current I through the dot (see Fig. 2), and the
linear conductance is calculated from G!I/Vsd . The
voltage drop is /Vsd across the left barrier and (1
"/)Vsd across the right barrier. The current through
the left lead is described by the net flux of electrons that
tunnel in or out of the dot across the left barrier,

I!"e!
"

!
n

P#n%
*"

l

0
+1n" ,0 f„Ẽ"#N#1 %#/eVsd…

"1n" ,1-1"f„Ẽ"#N %#/eVsd….,, (28)

where f(x)!-1#exp(x/kT)."1 is the Fermi-Dirac distri-
bution in the reservoirs, Ẽ"(N )(E""-ẼF"(N
"1/2)e2/C. and *"

l /0 is the tunnel rate from level " to
the left lead. The first term on the right-hand side of Eq.
(28) describes the tunneling of electrons from a level in
the left lead with filling f into an empty level " in the
dot, while the second term represents the tunneling of
an electron from an occupied state " in the dot to a level
in the left lead with emptiness of 1"f . Only energy-
conserving transitions are taken into account, and the
summation over " accounts for the possibility of tunnel-
ing through different levels ".

The nonequilibrium distribution P(n) of electrons in
the dot satisfies a set of master equations

2P#n%

2t
!!

m
-P#m%Wm→n"P#n%Wn→m. , (29)

where Wm→n is the transition rate from state m to state
n. Only states m that differ by one electron from the
state n appear in the sum in Eq. (29), and the respective
transition rates are

FIG. 8. Schematic illustration of Coulomb blockade in an
almost-closed dot. When the gate voltage is tuned to a value
e$Vg!Ne2/C [panel (a)] there is a charging energy gap in the
single-particle spectrum on both sides of the Fermi energy,
blocking the tunneling of electrons into the dot. On the other
hand, when the gate voltage changes to e$Vg!(N#1/2)e2/C
[panel (b)], it compensates for the Coulomb repulsion, and the
charging energy for adding an electron to the dot vanishes.
When the Fermi energy in the leads matches the first unoccu-
pied single-particle state in the dot, resonant tunneling of an
electron into the dot occurs. Panels (c) and (d) show the total
electrostatic energy U(N) of the dot vs the number of elec-
trons [see Eq. (25)]: (c) for e$Vg!Ne2/C , the energy of the
dot is minimal for N electrons in the dot, leading to charge
quantization; (d) when e$Vg!(N#1/2)e2/C , the energies of a
dot with N and N#1 electrons are equal and the dot’s charge
can fluctuate between Ne and (N#1)e . This is known as the
degeneracy point.

908 Y. Alhassid: Statistical theory of quantum dots

Rev. Mod. Phys., Vol. 72, No. 4, October 2000

EFEF

Fig. 1.5: États à une particule dans le système de la Figure 1.4. (a) situation
de blocage de Coulomb. (b) situation à résonance. (Figure reproduite à partir
de la référence [13])

〈∆〉 l’écart moyen entre états à une particule (sans interaction). L’énergie nécessaire pour
ajouter un électron au nano-système est donc typiquement 〈∆〉 plus l’énergie d’interac-
tion entre cet électron et la charge déjà présente dans le nano-système. Cette dernière
énergie augmente pour chaque électron ajouté au système d’une quantité EC que l’on
appelle l’énergie de charge et que l’on peut évaluer avec l’électromagnétisme standard à
partir de la capacité C du nano-système :

EC =
e2

C
. (1.28)

Pour que le blocage de Coulomb soit observé, il faut que l’énergie de charge excède
l’énergie de l’agitation thermique kBT ainsi que celle eV due à une tension source-drain
V . Si c’est le cas, le transport à travers le nano-système peut être bloqué.

Dans la Figure 1.5, on a tracé schématiquement les niveaux d’énergie à une particule
dans le système. On a des continuums dans les réservoirs et des niveaux discrets dans
le nano-système. Il ne faut pas perdre de vue que, du fait des interactions, le tracé des
niveaux dans le nano-système dépend en fait de l’occupation de ces niveaux.

Dans la situation de la Figure 1.5a, un électron au niveau de Fermi EF dans un
réservoir n’a pas assez d’énergie pour entrer dans le nano-système. Le transport est donc
bloqué. Grâce à la tension de grille, il est possible de déplacer l’ensemble des niveaux
à l’intérieur du dot. Lorsqu’un niveau jusqu’alors inoccupé arrive au niveau du niveau
de Fermi dans les réservoirs (Figure 1.5b), un électron peut entrer (et sortir) du nano-
système sans coût énergétique. On a donc une bonne conductance.
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Fig. 1.6: Le courant à travers le nano-système mesuré en fonction de la tension
de grille Vg dans une expérience du type de celle schématisée sur la Figure 1.4.
Dans les vallées de conductance, le nombre N d’électrons dans le nano-système
est bien défini. Chaque résonance ajoute un nouvel électron. (Figure reproduite
à partir de la référence [13])

Une fois que la résonance est dépassée, l’état qui permettait la conduction devient
occupé de façon permanente et on retrouve une situation équivalente à celle de la Fi-
gure 1.5a.

Si on mesure la conductance (ou le courant) en fonction de la tension de grille Vg, on
observe donc une alternance de vallées (correspondant au blocage) et de résonances. Un
résultat expérimental typique est présenté Figure 1.6.

Les transistors à effet de champ (FET pour Field Effect Transistor) utilisant le blo-
cage de Coulomb sont appelés à juste titre transistor à un électron. Chaque vallée corres-
pond à un nombre N bien défini d’électrons remplissant le nano-système. Hormis d’im-
portantes applications possibles en nano-électronique, le blocage de Coulomb peut aussi
servir d’outil pour explorer la physique des nano-systèmes (voir par exemple [14, 15]).

Si l’on augmente le couplage entre le nano-système et les réservoirs, les fluctuations
quantiques (dues à des sauts virtuels d’un électron hors du nano-système) élargissent les
niveaux du nano-système, qui deviennent de moins en moins bien définis à mesure que
l’on augmente le couplage. En l’absence de barrières tunnel on s’attend donc à ce que le
blocage de Coulomb disparaisse.
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1.2 De l’importance des corrélations

La grande majorité des phénomènes de la physique mésoscopique a pu être comprise
dans le cadre de théories à une particule (ce qui inclut les théories de champ moyen).
Or, dans l’Hamiltonien

H = −
∑

i

~2

2m
∇2

i +
∑

i

V (~ri) +
1

2

∑
i6=j

e2

4πε0

1

|~ri − ~rj|
. (1.29)

de N électrons placés dans un potentiel V (~r) (qui peut être un potentiel de confinement,
ou bien un potentiel dû à un réseau d’ions périodique), le dernier terme, qui décrit les
interactions entre électron, introduit des corrélations qui invalident l’approximation des
électrons indépendants, à la base des théories à une particule.

Dans cette section, après avoir expliqué pourquoi les théories à une particule peuvent
souvent donner des résultats satisfaisants et discuté l’importance des corrélations, nous
nous intéressons aux résultats d’expériences relativement récentes qui semblent nécessiter
la prise en compte des corrélations pour être bien compris au niveau théorique.

1.2.1 L’origine du succès des théories à un corps

Si l’on introduit une charge dans un gaz d’électrons, ce dernier va vouloir se réorga-
niser pour l’écranter. S’il s’agit d’une charge négative, par exemple, les électrons vont
avoir tendance à s’en éloigner, jusqu’à ce que la charge positive des ions compensent la
charge introduite. Un électron un peu éloigné ne ressent donc quasiment pas la charge
ajoutée. Si cela est valable pour une charge fixe, c’est en fait également valable pour
n’importe quel électron.

Dans la théorie semiclassique de Thomas-Fermi, le potentiel en 1/r d’une charge
ponctuelle devient, sous l’effet de l’écrantage, un potentiel en

e−ksr

r
(1.30)

où l’inverse de ks peut être compris comme la longueur typique au-delà de laquelle une
charge est considérée écrantée [4].

Ainsi, l’écrantage réduit considérablement l’importance des interactions. L’exponen-
tielle dans le comportement (1.30) implique une portée finie de l’interaction, alors qu’un
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potentiel en 1/r a une portée infinie.

Il est possible, et c’est ce qui est fait dans la théorie de Landau des liquides de Fermi,
de considérer non plus des électrons, mais ce que l’on appelle des quasi-particules. Une
quasi-particule est en quelque sorte un électron se déplaçant avec son nuage d’écrantage.
Les quasi-particules interagissent donc faiblement entre elles.

Supposons que l’on peut utiliser une théorie à un corps pour les décrire. Le fonda-
mental multi-particule est donc obtenu en peuplant les états à une particule jusqu’au
niveau de Fermi. À partir de ce fondamental, les excitations peuvent être décrites en
terme de paires particule-trou. Comme les quasi-particules interagissent (faiblement) les
unes avec les autres, ces excitations vont avoir une durée de vie finie, du fait des événe-
ments de diffusion particule-particule induit par l’interaction. Or, le principe de Pauli
réduit considérablement la taille de l’espace de phase pour le résultat d’une collision : À
température nulle, la seule évolution possible pour une quasi-particule d’énergie ε (me-
surée à partir du niveau de Fermi) est de décroître en une quasi-particule d’énergie ε′

plus petite en créant une paire particule-trou d’énergie ε− ε′. Cela implique que la durée
de vie d’une quasi-particule devient infinie quand on s’approche du niveau de Fermi.

Cet argument, dû à Landau, montre que l’image à un corps tient à condition de
considérer la physique à pas trop grande énergie. Cela explique pourquoi les théories à
un corps comptent tant de succès dans la physique du solide.

Dans les systèmes mésoscopiques, dont les dimensions peuvent être très petites et qui
peuvent contenir relativement peu d’électrons, l’écrantage peut jouer un rôle bien moins
important que dans un bon métal à trois dimensions. En particulier, si les dimensions
du système considéré sont comparables à k−1

s , l’écrantage ne peut pas être efficace.

La qualité de l’écrantage dépend dramatiquement de la quantité d’électrons pouvant
y participer. Cela signifie que l’efficacité de l’écrantage dépend beaucoup de la densité
électronique (voir section suivante) ainsi que de la dimensionalité : à trois dimensions,
il y a davantage d’électrons qui peuvent s’approcher (et écranter) une charge qu’à deux
dimensions par exemple.

Le cas purement unidimensionnel est particulier, car les électrons ne peuvent pas
s’éviter et l’écrantage est quasi-inexistant. En revanche, si on suppose une relation de
dispersion linéaire, on peut traiter les interactions dans ce cas de façon exacte grâce à
la technique de bosonisation. Cela mène à ce que l’on appelle les liquides de Luttinger
(voir section 2.2.1).
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1.2.2 L’importance de la densité électronique

Si on prend le cas d’un gaz d’électrons libres (V (~r) = 0), on peut évaluer la dépen-
dance en taille L de la contribution des deux autres termes de l’Hamiltonien à l’énergie
E = 〈Ψ|H|Ψ〉 du fondamental.

Pour l’énergie cinétique Ec, en supposant des ondes planes (cf. section 1.3.1) on a :

Ec =
∑

n

~2k2
n

2m
∼ 1

L2
. (1.31)

Pour ce qui est du terme d’interaction, il faut poser des variables spatiales adimen-
sionnées : ~x = ~r/L. La normalisation des états impose alors de poser Ψ′(~x) =

√
LΨ(~xL).

On a ainsi une évaluation de l’énergie d’interaction Ei qui se comporte en 1/L :

Ei ∝
∑
i6=j

∫
drdr′

|Ψi(~r)|2|Ψj(~r
′)|2

|~r − ~r ′|
=

1

L

∑
i6=j

∫
dxdx′

|Ψ′
i(~x)|2|Ψ′

j(~x
′)|2

|~x− ~x ′|
∼ 1

L
. (1.32)

On fait le rapport des deux estimations, on voit que :

Ec

Ei

∼ 1

L
. (1.33)

L’Hamiltonien (1.29) étant écrit pour un nombre fixe de particules (c’est pourquoi on
ne s’est intéressé qu’à la dépendance en taille des énergies), on ne peut faire varier la
densité électronique qu’en faisant varier la taille L en gardant N constant. On voit alors
que plus la densité est petite (L grand pour N fixé), plus le terme d’interaction est
important par rapport au terme cinétique. Au contraire, pour une forte densité (L petit
pour N fixé), il devient envisageable de négliger les interactions, comme on l’a vu dans
la section précédente.

Une unité très utilisée pour caractériser la densité (et donc indirectement l’importance
des interactions) est le paramètre adimensionnel rs, qui correspond au rayon d’une hyper-
sphère dont le volume est égal au volume par électron, exprimé en unité du rayon de
Bohr aB = ~2/me2. À d dimensions, on a :

1

n
=
V

N
= Sd(rsaB)d (1.34)

Où le coefficients Sd vaut 4π/3 à d = 3, π à d = 2 et 1 à d = 1.
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Dans les trois sections suivantes, on introduit des expériences relativement récentes
dans lesquelles les corrélations semblent être importantes.

1.2.3 Transition Métal-Isolant à deux dimensions

En l’absence d’interactions (donc dans la limite de forte densité, rs � 1), on a vu
(section 1.1.2) que tout système désordonné à deux dimensions était un isolant, du fait
de la localisation forte. Dans l’autre limite (faible densité, rs � 1), les interactions sont
si fortes que les électrons se localisent et cherchent à rester loin les uns des autres en
formant ce que l’on appelle un cristal de Wigner. Une étude analytique [16] montre
qu’en l’absence de désordre le cristal se forme aux alentours de rs = 37. En présence
de désordre, le cristal peut se former à des valeurs de rs plus petites et est piégé par le
désordre, de sorte que le système est isolant [17, 18].

Expérimentalement, la résistivité (ou la conductivité) est mesurée en fonction de
la température et de la densité électronique. Dans les deux régimes qui viennent d’être
discutés (c’est-à-dire à forte et faible densité), le comportement observé est isolant (la ré-
sistivité croît lorsque la température diminue). Cependant, pour une densité électronique
intermédiaire (correspondant à typiquement rs ∼ 10), un comportement métallique est
observé [19, 20] : la résistivité décroît lorsque la température baisse (voir aussi les revues
[21] et [22]). Sur la Figure 1.7, on peut voir le comportement isolant à faible densité et
le comportement métallique à densité intermédiaire.

Si les électrons sont polarisés par un fort champ magnétique, le comportement métal-
lique disparaît. Cela suggère l’importance du degré de liberté de spin dans le mécanisme
donnant lieu à cette phase.

L’existence d’un tel comportement métallique est surprenant. Il n’est pas prédit par
une théorie sans interaction (la théorie d’échelle de la localisation, voir section 1.1.2).
Une introduction perturbative de l’interaction mène même à un renforcement de la
localisation des électrons [23]. Cela semble impliquer que le comportement métallique
résulte des effets combinés du désordre et de l’interaction, dans un régime où aucun des
d’eux n’est perturbatif. Plusieurs approches ont été proposées, entre autres dans cette
direction, pour déterminer l’origine de ce comportement métallique (voir la revue [24] et
la section 2.1.2).
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Fig. 1.7: Exemple de résultats expérimentaux concernant l’évolution de la ré-
sistivité ρ d’un gaz bidimensionnel d’électrons en fonction de la température T
pour différentes densités électroniques n. Le comportement est isolant à faible
densité, alors qu’il est métallique pour une densité plus grande. Figure reproduite
de la référence [21].
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1.2.4 Amplitude des courants permanents

L’existence des courants permanents, dont on a parlé dans la section 1.1.3 n’a été
démontrée expérimentalement que relativement récemment, en 1990, par Lévy et al. [25]
grâce à des mesures dans un réseau de 107 anneaux mésoscopiques de cuivre en régime
diffusif.

Des études théoriques négligeant les interactions sur la moyenne sur le désordre (en
régime diffusif) des courants permanents [26, 27] prédisent cependant un résultat un
ordre de grandeur en-dessous des mesures de Lévy et al. .

Il a été possible peu de temps après de mesurer expérimentalement le courant perma-
nent dans des anneaux d’or individuels [28]. Le libre-parcours moyen ` dans les anneaux
est obtenu à partir de mesures de conductance de fils réalisés selon le même procédé que
les anneaux, à partir de la formule (1.3) (on est dans le régime diffusif). Les courants
permanents mesurés sont également un à deux ordres de grandeur plus intenses que la
prédiction théorique donnée par la formule (1.27).

Des expériences menées sur des anneaux mésoscopiques en régime balistique (sur des
semiconducteurs) [29, 30] s’avèrent en revanche en accord avec la prédiction de la théorie
sans désordre (équation (1.26)). On peut donc s’attendre à ce que désordre et interaction
soient tous deux cruciaux dans l’origine des observations expérimentales (voir la revue
[31]).

1.2.5 Blocage de Coulomb sans barrières tunnel

Récemment, le blocage de Coulomb a été observé expérimentalement dans de très
petits (dimension typique : 40 nm) transistors à effet de champ à base de silicium (MOS-
FET, pour Metal-Oxyde-Silicium Field Effect Transistor) dans lesquels il n’y a pas de
barrières tunnel construites délibérément [32, 33].

Dans ces échantillons, il est probable que le blocage de Coulomb soit dû soit au
caractère très désordonné des accès [34], soit à des barrières de potentiel électrostatiques
apparaissant avec la tension de grille. Néanmoins, la tendance à l’étude d’échantillons
toujours plus petits, dans lesquels on s’attend à ce que l’interaction joue un rôle crucial,
rend pertinente l’étude théorique des nouveaux phénomènes qui peuvent prendre place
dans ces systèmes du fait des corrélations électroniques.
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La question se pose par exemple de savoir si de mauvais contacts (et donc un nano-
système presque isolé) sont réellement nécessaires pour observer le blocage de Coulomb.
En particulier se pourrait-il que le blocage de Coulomb apparaisse avec des contacts
parfaits, seulement par le fait des corrélations électroniques ? Dans le Chapitre 5 de
cette thèse, nous apportons une réponse positive à cette question.

1.3 Le problème à N corps

Les corrélations introduites par le troisième terme dans l’Hamiltonien (1.29), et dont
nous souhaitons étudier les effets dans cette thèse, rendent l’équation de Schrödinger

H|Ψ〉 = E|Ψ〉 (1.35)

extrêmement difficile à résoudre. Dans cette section, on dresse un panorama des diffé-
rentes approches qui ont été développées pour traiter le problème des interactions entre
électrons, avant de présenter celle que l’on utilisera dans cette thèse.

1.3.1 Méthodes variationnelles

Une méthode variationnelle [11] consiste tout d’abord à choisir une forme particulière
(on parle de fonctions d’essai) Ξ(~r1, ~r2, . . . , ~rN), dépendante d’un certain nombre de
paramètres, pour la fonction d’onde multi-particule Ψ(~r1, ~r2, . . . , ~rN). On cherche ensuite
le jeu de paramètres qui rend minimum l’énergie

EΞ =
〈Ξ|H|Ξ〉
〈Ξ|Ξ〉

(1.36)

de l’état multi-particule ainsi défini. La méthode variationnelle consiste en quelque sorte
à réduire l’espace des états dans lequel on cherche une solution à l’équation de Schrödin-
ger. Cette réduction peut simplifier considérablement la recherche d’une solution, mais
elle peut aussi conduire à des fonctions d’onde relativement éloignées des véritables so-
lutions. Tout l’art des méthodes variationnelles consiste donc à bien choisir les fonctions
d’essai Ξ.



20 Physique mésoscopique et problème à N corps

Hartree

Dans la méthode d’Hartree, on cherche à simplifier le problème posé par l’Hamiltonien
(1.29) en se ramenant à un problème à une particule en traitant les interactions en champ
moyen. Hormis le fait que les électrons ont tendance à se disposer pour minimiser leur
énergie d’interaction, cette première approximation nous fait perdre toute corrélation.

La fonction d’essai choisie correspond simplement à un produit de fonctions d’onde
à une particule :

Ξ(~r1, ~r2, . . . , ~rN) =
∏

i

ξi(~ri). (1.37)

L’approche variationnelle mène à l’équation d’Hartree :(
− ~2

2m
∇2 + V (~r) + e2

∑
j 6=i

∫
dr′ |ξj(~r ′)|2

1

|~r − ~r ′|

)
ξi(~r) = εiξi(~r) (1.38)

On a donc une équation auto-cohérente à résoudre pour obtenir les fonctions à une
particule ξi(~r).

Hartree-Fock

Une façon d’améliorer considérablement l’équation d’Hartree est de prendre en
compte le caractère fermionique des électrons. Le principe de Pauli requiert que la fonc-
tion d’onde multi-particule soit antisymétrique lors de l’échange des positions de deux
particules :

Ψ(~r1, . . . , ~ri, . . . , ~rj, . . . , ~rN) = −Ψ(~r1, . . . , ~rj, . . . , ~ri, . . . , ~rN). (1.39)

Ainsi, un certain type de corrélation (appelé échange) est pris en compte dans Hartree-
Fock, puisque l’échange de deux particules affecte tout le système.

La fonction d’essai retenue pour Ψ est cette fois-ci un déterminant de Slater d’états



Physique mésoscopique et problème à N corps 21

à une particule :

Ξ(~r1, . . . , ~rN) =
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ξ1(~r1) . . . ξ1(~rN)

... . . . ...

ξN(~r1) . . . ξN(~rN)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (1.40)

En appliquant le principe variationnel, on obtient les équations d’Hartree-Fock :(
− ~2

2m
∇2 + V (~r) + e2

∑
j

∫
dr′ |ξj(~r ′)|2

1

|~r − ~r ′|

)
ξi(~r)

−e2
∑

j

∫
dr′

1

|~r − ~r ′|
ξ∗j (~r

′)ξi(~r
′)ξj(~r) = εiξi(~r)

(1.41)

On retrouve l’équation d’Hartree dans laquelle un nouveau terme apparaît : le terme
d’échange. Sa présence complique considérablement l’équation : elle devient non-locale.
Comme le terme d’échange ne peut pas se mettre sous la forme U(~r)ξj(~r), Hartree-Fock
n’est pas un champ moyen usuel, bien qu’il s’agisse toujours d’une image à une particule.

Notons que pour le problème du gaz homogène infini (c’est-à-dire en l’absence du
potentiel V (~r)), les solutions des équations de Hartree et de Hartree-Fock sont particu-
lièrement simples : ce sont des ondes planes.

Méthodes post-Hartree-Fock

Bien que Hartree-Fock tienne compte d’un certain type de corrélations (celles qui
proviennent du caractère fermionique des électrons), cela reste une image à une particule.
Une façon systématique d’améliorer la prise en compte des corrélations est donnée par
les théories dites Post-Hartree-Fock [35].

Celles-ci supposent qu’un ensemble complet de fonctions d’onde à une particule φi(~r)

est déjà connu (comme les fonctions d’Hartree-Fock par exemple). Les corrélations sont
ensuite rétablies en incluant dans la fonction d’essai les diverses excitations possibles :

Ξ(~r1, . . . , ~rN) = Φ0 +
∑
i,a

Ca
i Φa

i +
∑

i<j,a<b

Cab
ij Φab

ij + . . . (1.42)

où Φ0 est le résultat Hartree-Fock pour la fonction d’onde multi-particule, Φa
i correspond

à la fonction Φ0 dans laquelle la fonction φi(~r) est remplacée par la fonction φa(~r), etc.
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Les coefficients Ca
i , Cab

ij , . . . , sont les paramètres du processus variationnel.

Le développement (1.42) est appelé en anglais Configuration Interaction (CI) wa-
vefunction. S’il n’est pas tronqué (et contient donc N + 1 termes pour un problème
à N corps), alors le résultat est exact (d’où le coté systématique de l’approche). La
façon d’écrire ce développement et de le tronquer constitue tout l’art des méthodes
post-Hatree-Fock (notamment la Coupled Cluster theory). Ces méthodes, très utilisées
en chimie quantique, sont très coûteuses numériquement.

En plus de ces méthodes numériques, mentionnons l’approche analytique RPA (pour
Random Phase Approximation) qui consiste en un développement diagrammatique dont
le paramètre est l’unité rs, définie dans l’équation (1.34). Cette approche permet de
prendre en compte de façon systématique une partie des corrélations dans le problème du
gaz d’électrons homogène infini (V (~r) = 0). En pratique, l’approche RPA peut être utilisé
pour des systèmes dans lesquels la densité électronique ne varie pas très rapidement sur
l’échelle donnée par la longueur caractéristique de l’écrantage.

1.3.2 Théorie de la fonctionnelle de la densité

Dans la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT, pour l’anglais Density Func-
tional Theory), on s’intéresse à la densité électronique n(~r) [36] plutôt qu’à la totalité
de la fonction d’onde multi-particule ψ0(~r1, ~r2, . . . , ~rN) du fondamental.

Le premier théorème de Hohenberg-Kohn stipule que l’énergie E0 du fondamental
d’un système d’électrons en interaction placés dans un potentiel extérieur V (~r) peut
s’écrire sous la forme d’une fonctionnelle unique de la densité électronique :

E[n] =

∫
n(~r)V (~r)d~r + F [n] (1.43)

où F [n] est une fonctionnelle de n(~r) indépendante du potentiel V (~r).

Le second théorème de Hohenberg-Kohn précise que la densité n0(~r) du fondamental
ψ0 du système est celle qui rend la fonctionnelle E[n] minimum.

Tout le problème consiste à obtenir une expression pour F [n]. La méthode proposée
par Kohn et Sham [37] consiste à l’écrire sous la forme :

F [n] = EK[n] + EH[n] + EXC[n] (1.44)
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où EK[n] est l’énergie cinétique d’un système d’électrons sans interaction ayant la densité
n(~r), où EH[n] est l’énergie d’Hartree (répulsion Coulombienne) qui néglige les effets de
corrélation et d’échange et EXC[n] est en quelque sorte le tapis sous lequel on glisse tout ce
qui n’est pas contenu dans les deux premiers termes. L’avantage de cette décomposition
de F [n] est qu’une expression simple est connue pour les deux premiers termes.

Pour déterminer EXC[n], l’approximation la plus simple et la plus utilisée est nom-
mée LDA (Local Density Approximation). Elle consiste à discrétiser le gaz d’électrons
inhomogène en éléments de volume pour chacun desquels l’énergie d’échange et de cor-
rélation est décrite à l’aide d’un modèle de gaz d’électrons en interaction homogène de
même densité, à l’aide de l’approche RPA.

Une fois qu’on a une expression pour EXC[n], il reste à trouver la densité n0(~r) qui
rend l’énergie totale E[n] minimum. Cette recherche de minimum peut se mettre sous
la forme d’une équation de Schrödinger(

−~2

2m
∆ + Veff(~r)

)
φ(~r) = εφ(~r) (1.45)

pour le problème fictif de N particules sans interaction dans un potentiel effectif Veff(~r)

qui, en plus de contenir V (~r), modélise l’effet de l’échange et des corrélations. Le potentiel
Veff(~r) dépend bien entendu de la densité électronique, qui à son tour peut-être obtenue
connaissant les fonctions φ(~r) :

n(~r) =
∑

i

|φi(~r)|2 . (1.46)

Il s’agit donc d’un problème auto-cohérent dans le même style que Hartree (au niveau
de la difficulté). Notons que si l’énergie E du fondamental et la densité n(~r) ont une
interprétation physique bien établie, cela n’est pas le cas des fonctions φ(~r), qui doivent
donc être considérée comme des outils.

Cette théorie peut être étendue aux états excités en prenant en compte la dépendance
en temps (TD-DFT pour Time Dependent Density Functional Theory). La théorie de la
fonctionnelle de la densité est très employée pour calculer des structures de bande.
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1.3.3 L’approche considérée pour cette thèse

Une autre voie possible pour améliorer notre compréhension des systèmes en inter-
action est d’étudier des Hamiltoniens modèles. Il s’agit de simplifier considérablement
l’Hamiltonien (1.29), tout en capturant l’essentiel du problème à N corps dans un certain
régime.

Un exemple est le modèle de Hubbard (voir Chapitre 6), dans lequel l’espace est
discrétisé en un réseau de sites (pouvant représenter des atomes) pouvant accueillir
chacun au plus deux électrons (s’ils sont de spin opposés). L’interaction entre électrons
est réduite à sa plus simple expression : deux électrons n’interagissent que lorsqu’ils sont
sur le même site. Malgré cette simplicité, le modèle contient les ingrédients nécessaires
pour étudier l’effet des corrélations.

Ce genre d’Hamiltonien modèle peut éventuellement être justifié par un processus
de renormalisation dans lequel on ne garde que les interactions les plus significatives
[38]. Le but n’est cependant pas de décrire avec réalisme un système ou un matériau
particulier. L’avantage, par contre, est la simplicité : on peut étudier les corrélations
et obtenir des résultats quantitatifs sur leurs effets et les mécanismes sous-jacents. Ces
résultats peuvent ensuite améliorer la compréhension (au niveau qualitatif) des systèmes
réels.

Les Hamiltoniens modèles étant des Hamiltoniens sur sites (c’est-à-dire dans un es-
pace discrétisé), ils se prêtent particulièrement bien à une étude numérique. L’étude
de systèmes relativement petits autorise même l’utilisation de techniques numériques
(quasi-)exactes, telle que la diagonalisation Lanczos ou bien l’algorithme DMRG.

Dans cette section, nous nous contentons de donner l’idée centrale à la base de ces
méthodes, que nous utiliserons de façon intensive dans cette thèse.

Diagonalisation Lanczos

Dans l’algorithme de Lanczos, l’idée est d’obtenir une matrice tridiagonale à partir
de l’Hamiltonien H. Il existe en effet des algorithmes de diagonalisation standards pour
les matrices tridiagonales qui sont beaucoup plus performants que ceux existants pour
les matrices quelconques.

Le premier vecteur de la base Lanczos est un vecteur aléatoire |ξ0〉. On décompose



Physique mésoscopique et problème à N corps 25

ensuite le résultat H|ξ0〉 en

H|ξ0〉 = a0|ξ0〉+ b1|ξ1〉, (1.47)

où |ξ1〉 est choisi orthogonal à |ξ0〉 et de phase telle que b1 est réel. On applique ensuite
H à |ξ1〉 et l’on décompose le résultat comme suit :

H|ξ1〉 = b′1|ξ0〉+ a1|ξ1〉+ b2|ξ2〉, (1.48)

où |ξ2〉 est choisi orthogonal à |ξ0〉 et à |ξ1〉. L’hermiticité de H

〈ξi|H|ξj〉 = 〈ξj|H|ξi〉 (1.49)

implique que b′1 = b1. On applique à nouveau H à |ξ2〉, et ainsi de suite. En fait,
l’hermiticité (1.49) implique que l’on peut écrire l’étape i à l’aide de trois vecteurs
seulement :

H|ξi〉 = bi|ξi−1〉+ ai|ξi〉+ bi+1|ξi+1〉. (1.50)

Le processus d’itération est stoppé à i = M et on impose bM+1 = 0. On obtient ainsi
une matrice tridiagonale d’ordre M que l’on note HM . Théoriquement si M vaut la
dimension de l’espace de Hilbert, alors on a simplement procédé à un changement de
base, et dans la nouvelle base H est tridiagonal. En pratique, les erreurs numériques
s’accumulent à chaque itération et il est courant de considérer des valeurs de M valant
plusieurs fois la taille de l’espace de Hilbert.

L’algorithme de Lanczos ne fait intervenir que des multiplications de vecteurs par la
matrice à diagonaliserH. Cela en fait un algorithme particulièrement efficace pour traiter
des matrices creuses (c’est-à-dire dont la plupart des éléments sont nuls). Comme de plus
les extrémités du spectre de HM convergent très rapidement vers les énergies propres
de H correspondantes lorsque M augmente, l’algorithme de Lanczos est tout indiqué
lorsque l’on est intéressé par la connaissance précise des états et énergies propres aux
extrémités du spectre (comme le fondamental d’un système multi-particule par exemple).
À l’heure actuelle, typiquement, la méthode de Lanczos permet d’étudier le fondamental
de systèmes dont la dimension de l’espace de Hilbert est de l’ordre de 106. Nous renvoyons
à la référence [39] pour la mise en œuvre pratique et les divers raffinements de cet
algorithme.



26 Physique mésoscopique et problème à N corps

DMRG

L’algorithme DMRG5 [40, 41, 42, 43] est une technique de renormalisation, c’est-à-
dire que le système est construit en assemblant des blocs plus petits. L’intérêt réside
dans le fait que tous les états propres des blocs n’ont pas besoin d’être connus, l’algo-
rithme permettant de ne garder que les états les plus pertinents pour la description du
fondamental du système global.

DMRG permet d’obtenir la valeur moyenne (the expectation value) de n’importe quel
opérateur O sur le fondamental |Ψ0〉 du système, et donc en particulier on peut calculer
l’énergie du fondamental E0 = 〈Ψ0|H|Ψ0〉.

La première étape de l’algorithme consiste à construire le système en faisant croître
des blocs. On commence par une taille Lmin de bloc suffisamment petite, par exemple
Lmin = 3 sites, pour pouvoir connaître tous leurs états. Pour ajouter des sites au bloc
et le faire grandir, on crée un « environnement » pour le bloc en en faisant une simple
copie. La situation initiale consiste en deux blocs (gauche et droite) identiques avec deux
sites entre les deux :

G ◦ ◦ D .

Voici l’algorithme qui permet de faire croître les blocs constituant le système :

1. Connaissant les termes de couplage entre les sites et les blocs (de gauche et de
droite), on construit la matrice correspondant à l’Hamiltonien du système global
représenté ci-dessus.

2. Le fondamental |Ψ0〉 du système est déterminé. Il peut s’écrire

|Ψ0〉 =
∑
i,j

Ψi,j|αi〉 ⊗ |βj〉 (1.51)

en fonction des états {|αi〉} de la moitié gauche du système global (c’est-à-dire
G ◦) et des états {|βj〉} de la moitié droite (◦ D ).

3. À partir de la matrice densité ρ = |Ψ0〉〈Ψ0| du système global, on détermine la
matrice densité réduite pour chaque moitié du système. Par exemple pour la moitié

5L’acronyme signifie Density Matrix Renormalization Group.
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gauche, on a :

ρG =
∑

j

〈βj|ρ|βj〉 =
∑
i,i′,j

Ψ∗
i,jΨi′,j|αi〉〈αi′|. (1.52)

4. La diagonalisation de ρG permet de construire des opérateurs de troncation qui ne
vont retenir, dans l’espace des {|αi〉}, que les Nc états propres de ρG correspondant
aux valeurs propres les plus grandes, c’est-à-dire participant le plus au fondamental
|Ψ0〉 du système global. On fait de même pour la partie droite.

5. À l’aide des opérateurs de troncation, on réalise l’étape de renormalisation
G ◦ ⇒ G .

Et de même pour la partie droite.

6. Entre les deux blocs ainsi obtenus, on ajoute deux sites intermédiaires pour se
retrouver dans la situation de l’étape 1.

L’algorithme de construction prend fin lorsque le système global atteint la taille L
désirée. Un problème limite cependant la précision du résultat obtenu : les Nc états d’un
bloc de taille Lb sont choisis de telle façon que leur recouvrement avec le fondamental
du système de taille 2(Lb + 1) soit maximum. Or, comme 2(Lb + 1) peut être beaucoup
plus petit que L, du moins au début du processus, les Nc états choisis ne sont en fait
pas les meilleurs pour décrire le fondamental du système de taille L.

Il est cependant possible d’améliorer considérablement la précision des résultats en
ayant recours à un second algorithme, dit de « balayage » (sweep).

Au terme de l’algorithme de construction, on a un système de L sites formé de deux
blocs de (L− 1)/2 sites et de deux sites seuls. Le balayage consiste à continuer de faire
croître un des blocs aux dépens de l’autre. Le bloc qui croît est obtenu par le processus
décrit précédemment (troncation basée sur la matrice densité réduite), alors que pour le
bloc qui décroît, on utilise les données obtenues précédemment pour un bloc de même
taille. Lorsque le plus petit bloc atteint la taille Lmin, c’est lui qui se met à croître au
dépens de l’autre bloc.

L’exécution de quelques balayages de ce genre permet d’obtenir de bien meilleurs
résultats que l’algorithme de construction seul, parce qu’à chaque étape, l’environnement
du bloc considéré devient plus réaliste.

Ainsi l’algorithme DMRG permet-il d’obtenir le fondamental d’un système avec à
la fois une grande précision (bien sûr liée à la grandeur du nombre Nc) et une grande
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efficacité (car on réalise la meilleure troncation). Du fait de cette efficacité, DMRG peut
être considéré comme une méthode numérique quasi-exacte. La taille de l’espace de
Hilbert des systèmes qui peuvent être étudier peut atteindre 1088 (voir Chapitre 5).

En contrepartie c’est un algorithme qui n’est vraiment adapté qu’à des systèmes
unidimensionnels dans lesquels les interactions ainsi que les possibilités de saut d’un site
à l’autre sont à courte portée. En effet, le processus de croissance des blocs suppose
que l’ajout d’un site perturbe peu le système. Des extensions à des systèmes à deux
dimensions existent, mais leur efficacité est réduite par rapport au cas unidimensionnel,
et la taille des espaces de Hilbert que l’on peut étudier est beaucoup, beaucoup plus
petite dans ces cas-là (voir aussi le Chapitre 6).

1.4 Plan de la thèse

Dans cette thèse, nous étudions les effets des corrélations sur le transport dans des sys-
tèmes de basse dimensionalité. L’étude de systèmes relativement petits, décrits par des
Hamiltoniens modèles, autorise l’utilisation de techniques numériques (quasi-)exactes,
comme la diagonalisation Lanczos ou bien l’algorithme DMRG (voir la section précé-
dente). Lorsque cela est possible, les calculs numériques sont soutenus par des calculs
analytiques. Le but est de mettre en évidence des mécanismes généraux qui prennent
place dans les systèmes modèles étudiés et qui peuvent être similaires à ceux qui appa-
raissent dans les systèmes réels.

Parmi les thèmes auxquels nous nous sommes intéressés dans cette thèse se trouve
l’étude des effets combinés du désordre et de l’interaction dans les systèmes bidimen-
sionnels. On a effectivement vu dans les sections 1.2.3 et 1.2.4 que ces effets étaient
loin d’être compris de façon satisfaisante. Dans le Chapitre 3, nous utilisons notamment
le lien existant entre la statistique spectrale et les propriétés de transport pour étu-
dier un modèle de fermions sans spin à deux dimensions interagissant dans un potentiel
désordonné.

Nous nous sommes également intéressé au problème du calcul de la conductance
d’un nano-système en présence d’interactions. Pour cela, nous avons choisi d’utiliser la
méthode de la boucle (décrite au Chapitre 4) qui permet d’obtenir sans approximation,
même en présence d’interaction, la conductance en réponse linéaire à température nulle
de nano-systèmes connectés à des réservoirs par des fils unidimensionnels. Nous avons
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été amené à poursuivre le développement de la méthode, notamment lorsqu’il s’agissait
d’obtenir la conductance à proximité de résonances.

Grâce à la méthode de la boucle, nous avons pu étudier le transport à travers une
chaîne unidimensionnelle en interaction (Chapitre 5). Une des motivations, suggérée
par les observations expérimentales discutées dans la section 1.2.5, était d’étudier la
possibilité d’apparition d’un blocage de Coulomb malgré le bon couplage de la chaîne
aux réservoirs. Notre étude numérique ainsi que des calculs analytiques ont permis de
comprendre l’origine de ce blocage de Coulomb inhabituel.

Enfin, en guise d’ouverture vers des travaux ultérieurs, nous nous sommes attachés
à généraliser la méthode de la boucle aux systèmes d’électrons avec spin (Chapitre 6).

Mais auparavant, il nous faut introduire les modèles étudiés ainsi que les concepts
utilisés, tels que la statistique spectrale et les méthodes pour calculer la conductance.
Cela est l’objet du Chapitre suivant.
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Chapitre 2

Modèles et concepts utilisés

“Please excuse the crudity of this model, I didn’t have time to build
it to scale or to paint it.”

— Dr. Emmett L. Brown, Back to the future.

Dans ce Chapitre, nous introduisons les modèles auquel nous allons nous intéresser
dans cette thèse ainsi que les concepts utilisés pour les étudier, tels que la statistique
spectrale ou la méthode de la boucle pour le calcul de la conductance. Nous terminons
ce Chapitre par une revue sur l’étude de la disparition du blocage de Coulomb dans les
boîtes quantiques ouvertes.

2.1 Désordre et interaction

Le premier sujet auquel nous souhaitons nous intéresser (Chapitre 3) est l’étude
des effets combinés du désordre et de l’interaction dans les systèmes bidimensionnels.
Notre motivation vient du fait que ces effets pourraient être à l’origine du comportement
métallique observé à basse température dans ce genre de systèmes (voir section 1.2.3).

2.1.1 Le modèle

Nous considérons donc un système de N fermions sur un réseau bidimensionnel de L
sur L sites. On note M = L2 le nombre total de sites.
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Malgré l’importance du rôle qu’il semble jouer dans les systèmes expérimentaux,
nous ne tenons pas compte du spin. La raison en est que l’étude numérique devient
sensiblement plus difficile si l’on prend ce degré de liberté en compte. Dans des études
ultérieures, il est bien entendu fort souhaitable d’inclure le spin. Notre modèle n’est
cependant pas irréaliste, dans le sens où les fermions sans spin que nous étudions peuvent
être vus comme des électrons polarisés en spin. Il suffit pour réaliser cela qu’il y ait un
fort champ magnétique dans le plan du système bidimensionnel, de façon à polariser les
électrons sans affecter leur comportement orbital.

L’Hamiltonien du système s’écrit

H = HA +HU , (2.1)

où HA est l’Hamiltonien d’Anderson standard

HA = −th
∑
<i,j>

(c+i cj + c+j ci) +
M∑
i=1

vic
+
i ci, (2.2)

où c+i (ci) crée (annihile) un électron sur le site i. Le premier terme de HA permet
aux électrons de sauter entre deux sites proches voisins < i, j > sur le réseau (terme de
hopping). On prend th = 1 ce qui permet de fixer une unité d’énergie. Le second terme de
HA modélise un potentiel désordonné. Les vi sont des variables aléatoires indépendantes
qui sont distribuées uniformément dans l’intervalle [−W/2;W/2]. W est l’intensité du
désordre.

L’Hamiltonien HA peut être vu comme le résultat d’une discrétisation de l’espace
pour un Hamiltonien décrivant l’énergie cinétique et l’énergie potentielle d’une particule
évoluant dans un potentiel aléatoire.

En vue d’éviter les effets de bords, en particulier pour les systèmes relativement petits
que nous allons étudier, on choisit de travailler avec des conditions de bords périodiques,
ce qui mène à une topologie toroïdale.

Le terme d’interaction HU est choisi de la forme Coulombienne :

HU =
U

2

M∑
i,j=1
i6=j

c+j c
+
i ci cj

dij

, (2.3)

où dij est la plus petite distance sur la surface du tore entre les sites i et j et U est l’inten-
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sité de l’interaction. Sous cette forme l’interaction est à longue portée. Il est également
possible de limiter la portée de l’interaction aux sites proches voisins (voir également la
référence [44] dans laquelle l’interaction à longue portée est modifiée).

L’Hamiltonien H modélise donc de la façon la plus simple possible un système bi-
dimensionnel désordonné dans lequel les électrons interagissent. Il peut être considéré
comme l’expression de l’Hamiltonien (1.29) dans un espace discrétisé. Bien sûr, pour être
réaliste il faudrait prendre en compte beaucoup de caractéristiques supplémentaires (à
commencer par le spin), mais en tant que modèle il permet déjà d’étudier qualitativement
la physique des systèmes avec désordre et interaction.

Dans le Chapitre 3, nous étudions la statistique spectrale multi-particule du système
décrit par l’HamiltonienH et montrons que la combinaison du désordre et de l’interaction
peut mener à des phénomènes de délocalisation alors que, pris séparément, désordre et
interaction ont tous deux tendance à localiser les électrons.

2.1.2 Courte revue

Diverses études des effets combinés du désordre et de l’interaction se sont intéressés
à des Hamiltoniens similaires à (2.1), à une ou deux dimensions, avec ou sans prise en
compte du degré de liberté de spin.

Dans un modèle unidimensionnel prenant en compte le spin (modèle de Hubbard, voir
section 6.1), des calculs analytiques prenant les interactions en compte de façon exacte
via la bosonisation [45] ont montré que l’amplitude du courant permanent est augmenté
par les interactions, dans le régime diffusif (le désordre est traité avec le groupe de
renormalisation). La prise en compte du degré de liberté du spin semble cruciale pour
ce résultat. Des études numériques exactes du même modèle à une [46] et deux [47]
dimensions ont confirmé l’augmentation du courant permanent par les interactions. Un
calcul analytique montre même qu’en régime de forte interaction le désordre peut avoir
un effet délocalisant [46].

Le comportement métallique observé expérimentalement dans les gaz d’électrons bi-
dimensionnels a également été investigué dans le cadre du modèle de Hubbard. En éva-
luant la formule de Kubo à l’aide d’une technique Monte-Carlo quantique pour de petits
systèmes bidimensionnels (de 8 par 8 sites), il a été montré [48] que la prise en compte
de l’interaction changeait le comportement de la conductivité en fonction de la tem-
pérature d’un comportement isolant à un comportement métallique. Malgré la sérieuse
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limitation en taille (ainsi que le caractère approximatif de la méthode Monte-Carlo), cela
semble montrer qu’une des causes possibles pour le comportement métallique observé
expérimentalement peut être la combinaison des effets du désordre et de l’interaction.

Diverses études numériques (quasi-)exactes pour des systèmes unidimensionnels [49]
et bidimensionnels [18] ont montré que l’interaction pouvait également avoir un effet
délocalisant pour des électrons polarisés en spin (ou fermions sans spin), à condition que
le désordre soit suffisamment fort. La compétition entre désordre et interaction induit en
effet des réorganisations de charge [50] qui impliquent une délocalisation des électrons
et donc une forte augmentation du courant permanent.

Des conclusions similaires ont été obtenues concernant la conductance. Des calculs
numériques utilisant une méthode post-Hartree-Fock permettent d’évaluer la formule de
Kubo [51] pour un système de fermions sans spin semblable à celui décrit par l’Hamil-
tonien (2.1). Alors que dans le régime diffusif, l’introduction des interactions ne fait que
diminuer la conductance, une augmentation est trouvée dans le régime de fort désordre.

Enfin, une étude détaillée du fondamental d’un système bidimensionnel de fermions
sans spin éventuellement désordonné [52, 53] montre l’existence d’une phase hybride
entre l’isolant d’Anderson (lorsque le désordre domine) et le cristal de Wigner (lorsque
c’est l’interaction qui domine) à deux dimensions initialement proposée dans la réfé-
rence [18].

Ainsi, malgré l’accumulation de résultats obtenus à l’aide d’approximations diverses
pour différents modèles, une compréhension complète des effets combinés du désordre et
de l’interaction semble loin d’être atteinte. Les questions soulevées par l’expérience (et
discutées dans le Chapitre 1) restent donc encore ouvertes.

Bien que le comportement diffère selon que l’on prend le degré de liberté de spin en
compte ou non, les études que l’on vient de mentionner montrent qu’un comportement
très riche est observé dans les deux cas. Cela montre l’intérêt d’étudier des systèmes de
fermions sans spin.

Une voie possible pour augmenter la compréhension des phénomènes ayant lieu dans
ces système est de se limiter à des tailles suffisamment petites pour pouvoir traiter
numériquement l’Hamiltonien (2.1) sans approximation. C’est ce que nous faisons dans
le Chapitre 3, où nous étudions numériquement la statistique des niveaux.



Modèles et concepts utilisés 35

2.1.3 La statistique spectrale

En l’absence d’interaction, la distribution des écarts entre niveaux à une particule a
été étudiée et a été trouvée être un bon indicateur du caractère isolant ou métallique
d’un système. En particulier, la statistique spectrale permet d’étudier la transition métal-
isolant d’Anderson [54, 55].

On note ∆ l’écart énergétique entre deux niveaux à une particule au niveau de Fermi.
Du fait du caractère aléatoire du potentiel de désordre, cet écart dépend de l’échantillon
considéré. Une étude statistique est donc toute indiquée. On note P (s) la distribution des
écarts normalisés s = ∆/〈∆〉 entre niveaux à une particule, où 〈...〉 dénote la moyenne
d’ensemble sur toutes les configurations du désordre.

Pour les systèmes désordonnés, la forme de la distribution P (s) dépend de l’intensité
du désordre. En l’absence de désordre (billard balistique), P (s) est universelle si le sys-
tème est classiquement chaotique. Pour les systèmes intégrables (comme notre système
de forme carrée), ce n’est pas le cas.

Dans le régime diffusif (`� L� ξ), la statistique des niveaux peut être déterminée
par la Théorie de Matrices Aléatoires [56] (RMT, pour Random Matrix Theory). Dans la
RMT, on suppose que l’Hamiltonien décrivant un système complexe est si compliqué que
la seule information réellement pertinente pour la statistique des niveaux est la liste des
symétries qu’il vérifie. Cette universalité permet à la RMT de traiter une grande variété
de problèmes, comme par exemple le spectre des noyaux lourds, des billards quantiques
et des systèmes désordonnés dans le régime diffusif. Concrètement, l’Hamiltonien est
supposé avoir la même statistique qu’une matrice aléatoire ayant les mêmes symétries.

Dans notre cas, l’Hamiltonien (2.2) respecte la symétrie par renversement du temps
ainsi que la symétrie par rotation de l’espace (isotropie).

Nous commençons par une matrice aléatoire A de taille 2× 2

A =

 a1 a3

a3 a2

 . (2.4)

Par commodité, on suppose que les éléments ai suivent une distribution gaussienne. A
doit être hermitique et de plus la symétrie par renversement du temps vérifiée par notre
système implique que les éléments de A sont réels, d’où l’égalité des deux éléments hors-
diagonaux. La symétrie de l’ensemble des matrices A par rotation de l’espace, quant à
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elle, s’écrit : 〈
A′

ij
2
〉

=
〈
Aij

2
〉

(2.5)

avec

A′
ij =

∑
kl

OikAklO−1
lj (2.6)

où O est une matrice orthogonale. Cette symétrie impose une relation entre la largeur
Ω1,2 de la distribution des éléments diagonaux a1 et a2 et celle Ω3 de l’élément non-
diagonal a3 : Ω2

1,2 = 2Ω2
3. Par la suite, on pose Ω = Ω3.

On a donc les distributions :

P (a1,2) =
1√
2πΩ

exp

(−a2
1,2

2Ω2

)
(2.7)

P ′(a3) =
1√
πΩ

exp

(
−a2

3

Ω2

)
(2.8)

où Ω peut-être choisi librement.

On peut maintenant calculer les valeurs propres de A, puis leur écart :

s =

√
(a1 − a2)

2 + 4a2
3 (2.9)

dont on peut déterminer la distribution :

P (s) =

∫∫∫
da1da2da3 P (a1)P (a2)P

′(a3)δ

(
s−

√
(a1 − a2)

2 + 4a2
3

)
. (2.10)

Après avoir exprimé s en unité de sa moyenne (ce qui fait disparaître Ω), on obtient
la statistique de Wigner-Dyson :

PW(s) =
π

2
s exp

(
−π

4
s2
)

(2.11)

C’est alors que la théorie des matrices aléatoires se montre surprenante : la statistique
de Wigner-Dyson, obtenue avec une simple matrice aléatoire 2 × 2 correspond presque
parfaitement [56, pages 15 à 18] à la distribution des écarts de niveaux pour des matrices
aléatoires beaucoup plus grandes.
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Fig. 2.1: Distributions des écarts entre niveaux à une particule dans la limite
thermodynamique dans le cas d’un système diffusif (PW(s), Wigner-Dyson) et
d’un système localisé (PP(s), Poisson).

Cette distribution, dont on peut voir le tracé sur la Figure 2.1, se retrouve dans les
systèmes désordonnés dans le régime diffusif ainsi que dans des systèmes classiquement
chaotiques. Elle doit son nom à Wigner qui étudiait le spectre de noyaux lourds et qui
fit cette hypothèse (the Wigner surmise) pour la première fois.

On remarque que, dans le régime diffusif, la probabilité d’avoir un écart nul est nulle.
Cela montre que les niveaux sont corrélés. On parle de répulsion des niveaux. Cela se
comprend par le fait que, dans ce régime, les fonctions d’onde sont délocalisées. Or, dans
le cas où tous les électrons « voient » le même paysage, les dégénérescences entre les états
à une particule sont dues à des symétries. Comme le désordre brise toutes les symétries,
il lève également toutes les dégénérescences.

Cela n’est pas le cas dans le régime localisé. Dans ce régime, les électrons sont piégés
dans des parties a priori différentes du nano-système, et leurs énergies sont donc décor-
rélées. L’indépendance des niveaux d’énergies mène à la distribution de Poisson (voir
Figure 2.1) :

PP(s) = exp (−s) (2.12)

Il faut néanmoins qu’il y ait suffisamment de niveaux en jeu pour obtenir Poisson.
En effet, si l’on ne prend en compte que deux nombres aléatoires (tirés uniformément),
la statistique de leur écart est triangulaire. À partir d’une cinquantaine de nombres
cependant, le tri permet une belle statistique poissonnienne.
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Ainsi, l’étude de la distribution P (s) permet-elle de caractériser la localisation des
fonctions d’ondes, et donc la mobilité des électrons (en l’absence d’interaction). Bien qu’il
s’agisse d’une propriété thermodynamique (c’est-à-dire à l’équilibre), la statistique spec-
trale donne ainsi, bien qu’indirectement, des informations sur les propriétés de transport
(notamment la distinction entre métal et isolant) d’un système à une particule.

En revoyant son interprétation en terme de mobilité, il est également possible d’avoir
recours à la statistique spectrale multi-particules pour étudier les systèmes avec interac-
tion [57]. Dans le Chapitre 3, nous utilisons la statistique des niveaux multi-particules
pour étudier en détail les effets combinés du désordre et de l’interaction dans de petits
systèmes bidimensionnels décrits par l’Hamiltonien (2.1).

2.2 Déterminer la conductance

On a vu dans la section précédente que les propriétés thermodynamiques donnent
déjà des indications précieuses sur les propriétés du transport, en permettant notam-
ment de faire la distinction entre comportement métallique et isolant. Ces indications ne
sont cependant qu’indirectes, et il reste particulièrement intéressant de pouvoir étudier
directement la conductance d’un nano-système.

Le calcul de la conductance représente cependant un problème beaucoup plus dif-
ficile à résoudre, puisqu’il ne s’agit pas d’une propriété thermodynamique (c’est-à-dire
à l’équilibre). On ne peut donc a priori pas l’obtenir à partir de l’étude de systèmes
fermés, et le traitement de systèmes ouverts n’est pas aisé numériquement.

Dans cette section, nous introduisons un modèle qui permet d’étudier le transport à
travers un nano-système relié à des réservoirs par des fils unidimensionnels. Nous nous
intéressons ensuite brièvement aux différentes méthodes standards pour déterminer sa
conductance avant de présenter celle que nous allons utiliser dans cette thèse : la méthode
de la boucle.

2.2.1 Modèle d’un nano-système connecté à des fils unidimen-

sionnels

Comme dans la section 2.1.1, on considère un modèle sur réseau, mais cette fois à
une dimension.
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Le nano-système, dont on écrira l’Hamiltonien HS = HK+HU , consiste en une chaîne
unidimensionnelle de LS sites décrite par1 :

HK = −th
LS−1∑
i=1

(c†ici+1 + h.c.) (2.13)

sur lesquelles des fermions sans spin2 subissent une interaction entre proches voisins
d’intensité U :

HU = U

LS−1∑
i=1

(n̂i − 1/2)(n̂i+1 − 1/2) (2.14)

où n̂i = c†ici . Tel qu’il est écrit, HU inclut un potentiel de compensation (dû aux 1/2) qui
assure la symétrie particule-trou dans le nano-système. Cela est souhaitable d’autant plus
que l’on compte travailler à demi-remplissage dans les fils. Le potentiel de compensation
peut être vu comme un arrière-plan d’ions positifs dont la présence évite que les électrons,
à cause de l’interaction, ne désertent le nano-système.

Pour pouvoir calculer la conductance de ce nano-système, il faut décrire comment
ce dernier est connecté aux réservoirs. On ajoute donc deux fils semi-infinis, de part et
d’autre du nano-système, décrits

à gauche (left) par HL = −th
−1∑

i=−∞

(c†ici+1 + h.c.) (2.15)

et à droite (right) par HR = −th
∞∑

i=LS+1

(c†ici+1 + h.c.). (2.16)

Le fait qu’ils soient semi-infinis et totalement dépourvus d’interaction leur confère au-
tomatiquement leur rôle de réservoir : une particule quittant le nano-système ne risque
pas d’y revenir de façon cohérente [58].

Enfin on décrit par

HC = −tL(c†0c1 + h.c.)− tR(c†LS
cLS+1 + h.c.) (2.17)

le couplage entre les fils et le nano-système. Dans le cadre de cette thèse, nous nous

1L’indice K signifie kinetic, l’anglais pour cinétique.
2À nouveau, on peut interpréter les fermions sans spin comme étant des électrons polarisés par un

fort champ magnétique. La généralisation du modèle avec spin est faite au Chapitre 6.
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placerons toujours dans le cas où le nano-système est connecté aux fils par des contacts
parfaits, c’est-à-dire tL = tR = th. Il est donc possible de regrouper tous les termes de
hopping : HC, HL, HR, et HK en un seul terme. D’autre part, on fixe th = 1 pour se
servir implicitement de th comme d’unité d’énergie.

Dans le but d’étudier le blocage de Coulomb, on ajoute enfin le potentiel d’une
tension de grille Vg sur le nano-système, afin d’y attirer des électrons supplémentaires :

HG = −Vg

LS∑
i=1

n̂i. (2.18)

On choisit de se placer au demi-remplissage dans les fils. En l’absence de tension
de grille, Vg = 0, le potentiel de compensation de l’interaction inclu dans (2.14) assure
l’homogénéité du système global. Comme nous nous intéressons principalement à l’étude
du blocage de Coulomb, nous reportons à une étude ultérieure l’effet du désordre.

Ainsi l’Hamiltonien

H = HS +HG +HL +HR +HC (2.19)

permet-il d’étudier le transport à travers une chaîne unidimensionnelle en interaction.

Le cas d’électrons en interaction à une dimension est très spécial, en ce sens que les
électrons ne peuvent pas se contourner les uns les autres comme c’est le cas à deux ou trois
dimensions. Cette spécificité rend aussi le problème plus aisé à résoudre. En particulier,
à condition de supposer une relation de dispersion linéaire, les interactions peuvent
être traitées analytiquement de façon exacte grâce à la technique de bosonisation. Cela
correspond au formalisme des liquides de Luttinger [59].

Hormis les effets de discrétisation de l’espace (effets de réseau), le comportement de
notre modèle (Hamiltonien (2.19)) peut être décrit par un liquide de Luttinger pour
une interaction pas trop forte (U � 1). Pour U > 1, cependant, les énergies mises en
jeu sont assez grandes pour que la relation de dispersion ne puisse plus être considérée
linéaire. En ce sens notre approche numérique nous permet d’aller plus loin en intensité
de l’interaction.
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2.2.2 Méthodes standards pour étudier le transport quantique

Formule de Kubo

La formule de Kubo permet d’exprimer la conductance en réponse linéaire d’un
système quelconque, y compris en présence d’interactions électron-électron.

Nous introduisons d’abord la théorie de la réponse linéaire [60]. Soit un système
décrit par l’Hamiltonien H0 que l’on perturbe avec un champ extérieur représenté par
l’Hamiltonien Hex. Le changement de la valeur moyenne d’une observable O sous l’effet
de la perturbation peut être évalué au premier ordre de la perturbation :

δ〈Ψ0|O|Ψ0〉 =
1

i~

∫ t

−∞
dt′〈Ψ0|

[
OH0 , H

ex
H0

]
|Ψ0〉 (2.20)

où |Ψ0〉 est le fondamental du système non-perturbé et où l’indice H0 signifie que les
opérateurs sont écrits dans la représentation d’interaction par rapport à H0.

Le cas qui nous intéresse est celui où O est l’opérateur densité de courant électrique
et où la perturbation est celle causée par un champ électrique. Pour que l’effet du champ
électrique puisse bel et bien être considéré comme une perturbation, ce dernier ne peut
pas être stationnaire (sinon une quantité infinie de charge est accumulée d’un coté du
système). En pratique, on étudie le cas où le champ électrique est alternatif avec une
fréquence ω. Dans ce cas, on obtient :

〈Ψ0|J(~r, t)|Ψ0〉 =

∫ +∞

−∞
dt′
∫
dr′θ(t− t′)

1

~ω
〈Ψ0| [JH0(~r

′, t′), JH0(~r, t)] |Ψ0〉E(~r ′, t′)

(2.21)

où la fonction θ(t), nulle pour t < 0 et égale à un sinon, est là pour assurer la causalité.
On peut donc poser la conductivité non-locale σ(~r, t;~r ′, t′) telle que :

〈J(~r, t)〉0 =

∫ +∞

−∞
dt′
∫
dr′σ(~r, t;~r ′, t′)E(~r ′, t′). (2.22)

On obtient ainsi ce que l’on appelle la formule de Kubo :

σ(~r, t;~r ′, t′) = θ(t− t′)
1

~ω
〈Ψ0| [JH0(~r

′, t′), JH0(~r, t)] |Ψ0〉. (2.23)

L’avantage de la contribution en réponse linéaire est que la réponse à la perturbation
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s’exprime en fonction des propriétés du système sans perturbation. Cela peut être lié au
théorème fluctuation-dissipation (voir [61]).

L’évaluation de la formule de Kubo peut s’avérer difficile, étant donné qu’elle im-
plique d’avoir toute l’information sur le système non-perturbé : l’écriture du corréla-
teur courant-courant dans la représentation d’interaction requiert en effet de connaître
tous les états propres du système. Dans le cas où les interactions électron-électron sont
présentes, c’est tout le problème à N corps qu’il faut résoudre. Hormis des cas par-
ticulièrement simples (comme un liquide de Luttinger par exemple), il est la plupart
du temps nécessaire d’évaluer la formule numériquement en ayant recours à diverses
approximations (mentionnons les techniques Monte-Carlo, souvent utilisées).

Une méthode consiste notamment à utiliser les fonctions d’onde DFT (voir sec-
tion 1.3.2) pour évaluer la formule de Kubo. Bien que cette méthode semble donner
des résultats corrects pour certains matériaux, il est à rappeler que les fonctions d’onde
DFT, sans compter le fait qu’elles correspondent à une image à une particule, n’ont pas
d’interprétation physique établie, contrairement à l’énergie ou à la densité électronique
que l’on peut calculer avec. Pour des systèmes fortement corrélés, on s’attend donc à ce
que les résultats DFT ne soient pas suffisamment fiables.

Le formalisme de Landauer

Une approche alternative à l’évaluation de la formule de Kubo consiste à déterminer
une formule pour le courant électrique dans une situation définie. Cette approche [62],
due à Landauer, est basée sur la notion de canaux de conductance.

Dans le problème d’un fil cohérent et homogène de longueur infinie, en l’absence
d’interactions, on peut séparer l’équation de Schrödinger en une partie longitudinale
et une partie transversale. Du fait du confinement, la partie transversale mène à des
niveaux discrets que l’on appelle des canaux de conductance. Cela correspond à ce que
l’on appelle des modes de propagation en électromagnétisme.

L’énergie de Fermi détermine le nombre de canaux ouverts (c’est-à-dire le nombre de
modes peuplés). Si l’on réduit la dimension transversale du fil, l’écart énergétique entre
les canaux augmente et le nombre de canaux ouverts diminue. La limite unidimension-
nelle est atteinte lorsqu’un seul canal est ouvert (sinon on parle de quasi-1d).

Pour mesurer la conductance d’un nano-système, on connecte en général ce dernier
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I
µ1 µ2

t(EF)

Fig. 2.2: Vue schématique de la situation considérée dans le formalisme de
Landauer : un nano-système, dont l’amplitude de transmission t(EF) est la seule
caractéristique importante pour la conductance, est relié à deux réservoirs de
potentiels chimiques µ1 et µ2 par des fils idéaux. Une différence de potentiel
µ1 − µ2 induit un courant I.

à deux réservoirs par des fils (voir Figure 2.2). Dans le formalisme de Landauer cette
situation est idéalisée : les fils sont des conducteurs idéaux, avec un certain nombre de
canaux ouverts et les contacts entre les fils et les réservoirs sont supposés sans réflexion.
Cela signifie que tout électron se dirigeant vers un réservoir entrera automatiquement
dans celui-ci. Le réservoir est supposé suffisamment grand pour être à l’équilibre ther-
modynamique.

Cette façon de modéliser les choses permet de bien séparer conceptuellement deux
aspects du dispositif de mesure de la conductance : d’une part la connexion avec le
nano-système, qui doit être faite de façon cohérente (à une échelle mésoscopique donc)
et d’autre part la notion de connexion à un réservoir qui par définition est à l’équilibre
thermodynamique, donc macroscopique et incohérent. Les contacts sans réflexion entre
les fils et les réservoirs assurent qu’aucun électron venant du nano-système ne peut y
revenir de façon cohérente.

Pour continuer, plaçons-nous dans le cas simple où les deux fils sont purement uni-
dimensionnels (c’est-à-dire qu’un seul canal est ouvert).

Le nano-système étant traité de façon complètement cohérente, on peut décrire son
effet sur le transport par l’amplitude de transmission t(E) avec laquelle un électron
d’énergie E venant d’un fil est transmis à l’autre fil. Le courant du réservoir 1 vers le
réservoir 2 est donné par la charge e multipliée par le nombre d’électrons allant dans
cette direction dont seule la fraction |t(E)|2 traverse le nano-système. On a donc :

I1→2 = e

∫
|t(E)|2v(E)ρ(E)f1(E)dE (2.24)

où v(E), ρ(E) et f1(E) sont la vitesse d’un électron d’énergie E, la densité d’états à
cette énergie et le peuplement de cet état (distribution de Fermi), respectivement. Si
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on note N(E) le nombre d’états d’énergie inférieure à E, alors ρ(E) = dN/dE. Comme
d’autre part v(E) = dE/~dk, on obtient :

I1→2 =
e

~

∫
|t(E)|2dN

dk
f1(E)dE (2.25)

où dN/dk est simplement le nombre d’états par vecteur d’onde par unité de volume et
vaut donc 1/2π. Si de plus on se place à température nulle, on obtient :

I1→2 =
e

h
|t(EF)|2µ1, (2.26)

où µ1 est le potentiel chimique dans le réservoir 1.

On peut dériver la même formule pour le courant venant du réservoir 2 et allant dans
le réservoir 1, si bien que le courant total est donné par :

I =
e

h
|t(EF)|2(µ1 − µ2). (2.27)

On obtient alors la formule de Landauer à deux terminaux pour la conductance à tem-
pérature nulle :

G =
eI

µ1 − µ2

=
e2

h
|t(EF)|2. (2.28)

Ainsi, selon la formule de Landauer, la conductance d’un nano-système entre deux
réservoirs s’obtient à partir de la transmission du nano-système entre deux fils idéaux.
Cela fournit un point de vue puissant pour l’étude du transport dans les systèmes mé-
soscopiques [62].

La formule (2.28) se généralise bien entendu au cas où les fils ont plusieurs canaux
ouverts [63, 64], ainsi qu’au cas où le nano-système est relié à plus de deux réservoirs
[65].

Dans les cas simples, le calcul des coefficients de transmission se fait à l’aide de la
théorie de la diffusion. Le formalisme des fonctions de Green permet de traiter les cas
plus compliqués [66].

Le formalisme de Landauer ne permet a priori pas de prendre en compte les interac-
tions, du moins pas au-delà du liquide de Fermi. En présence de fortes corrélations dans
le nano-système, l’image à une particule sur laquelle s’appuie la dérivation de la formule
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de Landauer (par exemple l’équation (2.24)) n’est plus applicable.

Divers travaux ont tenté de développer un formalisme similaire à celui de Landauer
incluant les interactions. Parmi ces travaux, mentionnons l’approche de Meir et Wingreen
[67] qui, à l’aide du formalisme des fonctions de Green hors-équilibre de Keldysh, ont
dérivé une formule donnant le courant en régime stationnaire à travers une région en
interaction couplée à deux fils multi-canaux. Cette formule a ensuite été généralisée aux
phénomènes dépendant du temps [68, 69].

La difficulté inhérente à l’utilisation de la formule de Meir et Wingreen est qu’elle
nécessite l’évaluation de fonctions de Green multi-particules prenant en compte le cou-
plage avec des fils semi-infinis. Hormis quelques cas simples, l’obtention de ces fonctions
de Green est hors de portée analytiquement. D’autre part, le fait d’avoir à prendre en
compte des fils semi-infinis rend leur calcul numérique peu commode.

Enfin, avant de nous intéresser aux courants permanents, notons que l’étude de la
conductance des nano-systèmes est un domaine très actif de la physique mésoscopique.
En plus des techniques brièvement présentées ci-dessus, mentionnons la proposition ré-
cente d’autres cadres théoriques prometteurs, basés sur TDDFT [70] ou sur une technique
de mode-matching pour des modèles sur réseaux [71].

2.2.3 Courant permanent et conductivité : le lien de Kohn

Hormis quelques cas simples, les propositions pour calculer la conductance en pré-
sence d’interactions, comme la formule de Meir et Wingreen [67] ou l’évaluation de la
formule de Kubo, sont difficilement solvables analytiquement et ne sont pas vraiment
adaptées à une étude numérique. En effet, elles impliquent l’utilisation de fonctions de
Green multi-particules prenant en compte la présence de réservoirs de taille infinie, qu’il
est difficile d’obtenir analytiquement sans utiliser des approximations plus ou moins
importantes. De plus, numériquement, on ne peut que considérer des systèmes finis.

Par contraste, le courant permanent peut être calculé beaucoup plus aisément, même
en présence d’interactions, puisqu’il s’agit d’une quantité thermodynamique, qui ne re-
quiert que la connaissance de l’état fondamental d’un système fermé.

L’idée de relier conductivité et courant permanent a été proposée il y a relativement
longtemps. Kohn [72], puis Thouless [73], ont montré que la conductivité est liée à la
sensibilité des états propres du système au changement des conditions de bord. D’une
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part, la conductivité en fréquence, dont on peut séparer les parties réelle et imaginaire :

σ(ω) = σ′(ω) + iσ′′(ω), (2.29)

donne la réponse d’un système à un champ électrique uniforme sinusoïdal de fréquence ω.
D’autre part, la sensibilité des états propres du système à un changement de bord pour
un anneau de circonférence L peut être caractérisée par la courbure de Kohn (également
appelée raideur de charge, voir discussion autour de l’équation (4.9))

C = L
∂2E

∂ϕ2
. (2.30)

On remarque que la quantité C peut également servir à caractériser l’amplitude des
courants permanents (voir Annexe B).

Kohn a montré que dans un anneau traversé par un flux la courbure C est reliée à la
partie imaginaire de la conductivité :

C = lim
ω→0

ωσ′′(ω). (2.31)

En utilisant les relations Kramers-Kronig qui existent entre σ′(ω) et σ′′(ω), on obtient :

σ′(ω) = πCδ(ω) + σ′reg(ω), (2.32)

où C donne le poids du pic de Drude à ω = 0 et où σ′reg(ω) désigne la partie régulière de
σ′(ω).

Ainsi la courbure C, parfois également appelée le poids de Drude, peut elle être
utilisée pour caractériser la conductivité à fréquence nulle d’un système. Ces idées ont
été appliquées aux systèmes en interaction, où le poids de Drude peut servir de paramètre
d’ordre à la transition métal-isolant de Mott-Hubbard [74].

2.2.4 La méthode de la boucle pour la conductance

La conductivité considérée par Kohn, s’il s’agit bien d’un rapport entre un champ
électrique effectif créé par l’oscillation (à la fréquence ω) du flux ϕ traversant l’anneau et
la densité de courant dans l’anneau, ne peut cependant pas être reliée à la conductance
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d’un système connecté à des réservoirs.3 Le lien entre cette conductance (qui implique
une dissipation d’énergie) et le courant permanent (qui est une propriété d’équilibre)
dans un anneau est donc plus complexe que celui proposé par Kohn.

À partir de la formule de Akkermans et Montambaux [76], qui relie la conductance à
la réponse d’un système désordonné (en régime diffusif) à un changement de conditions
de bord, la conductance peut être écrite [77] comme la dérivée du courant permanent par
rapport au flux multipliée par la compressibilité (la dérivée du nombre de particules par
rapport au potentiel chimique). Cela montre que le courant permanent, bien qu’il mesure
la difficulté avec laquelle un électron traverse le système de bout en bout, ne peut pas
suffire pour caractériser la conductance : il faut aussi donner une mesure de la difficulté
que peut avoir un électron à entrer et sortir du système. De fait, compressibilité et
courant permanent se comportent différemment en fonction de l’interaction. Une étude
numérique (confirmée par une évaluation de la formule de Kubo) pour de petits systèmes
[77] montre que si le courant permanent est augmenté par les interactions, la conductance
est diminuée.

Si ce résultat se confirme pour des systèmes plus grands, cela peut expliquer le désac-
cord entre théorie et expérience en ce qui concerne l’amplitude des courants permanents
(voir section 1.2.4). En effet, d’une part l’augmentation des courants permanents par
l’interaction signifie que la formule (1.27) sous-estime le courant permanent, d’autre
part la diminution de la conductance par l’interaction implique que le libre-parcours
moyen obtenu à partir de mesures de conductance et de (1.3) et utilisé dans (1.27) est
également sous-estimé. La combinaison de ces deux comportements pourrait donc expli-
quer le fait que les prédictions théoriques du courant permanent sont un à deux ordre(s)
de grandeur plus petites que les mesures expérimentales.

L’approche de [77] est soumise à certaines restrictions, la plus importante étant que
les interactions ne peuvent pas être prises en compte au delà du liquide de Fermi. La
méthode de la boucle4 est une autre façon d’utiliser le courant permanent pour obtenir
la conductance, qui ne souffre pas de limitations au niveau de l’intensité des interactions.
En revanche, elle est à l’heure actuelle limitée à des systèmes reliés aux réservoirs par
des fils unidimensionnels.

L’idée de base de la méthode est d’obtenir le module |t(EF)| de l’amplitude de trans-

3Il se peut même que le poids de Drude soit négatif [75], ce qui ne peut bien sûr pas être le cas de
la conductance.

4Le nom original the embedding method [78] se traduit littéralement par « la méthode de l’encastre-
ment. »
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mission au niveau de Fermi EF d’un nano-système à partir du courant permanent cir-
culant dans un anneau obtenu en fermant le système sur lui-même par l’intermédiaire
d’un long fil idéal. Dans la limite de taille infinie, en l’absence d’interaction, le courant
permanent ne dépend en effet que de |t(EF)|, le fil jouant le rôle d’un réservoir. La mé-
thode est également valable si les électrons interagissent entre eux dans le nano-système
(mais pas dans le fil). Dans ce cas, la limite de taille infinie rétablit le caractère liquide
de Fermi du système global (voir Chapitre 4) et on parle d’amplitude de transmission
effective. On obtient ensuite la conductance à l’aide de la formule de Landauer (2.28).

L’idée de boucler le système étudié à l’aide d’un long fil auxiliaire (voir Figure 4.2),
plutôt que directement sur lui-même, a été utilisée pour la première fois par Favand
et Mila [79] pour caractériser le tunneling à travers des molécules uniques. Bien que le
lien avec la conductance n’a pas été souligné, ce travail contient déjà les prémisses de la
méthode de la boucle.

Sushkov a ensuite utilisé cette méthode [80, 81] pour étudier l’anomalie à 0.7 dans
l’ouverture du premier canal de conductance dans les contacts ponctuels réalisés dans
les semiconducteurs. L’interaction est traitée dans l’approximation d’Hartree-Fock et est
moins forte (mais pas nulle) dans le fil auxiliaire.

Il est devenu ensuite rapidement clair que le fil utilisé doit être entièrement dépourvu
d’interaction [82]. Dans le cas contraire, les corrélations du liquide de Luttinger sup-
priment la conductance. En effet, il a été montré par Kane et Fisher [83] (en évaluant la
formule de Kubo) qu’au sein d’un liquide de Luttinger infiniment long, la transmission
à travers un diffuseur ne dépend pas de la hauteur de la barrière, mais uniquement du
signe de l’interaction. Si l’interaction est répulsive, la transmission est nulle, même pour
une petite barrière, alors qu’elle est parfaite dès que l’interaction est attractive. Sushkov
n’a pas rencontré ce problème parce que l’approximation Hartree-Fock ne permet pas
d’obtenir les corrélations Luttinger.

La méthode a été formalisée et discutée en détail dans les références [78, 84] (voir
aussi le Chapitre 4). En supposant que le système global redevient un liquide de Fermi
dans la limite d’un fil très long, la validité de la méthode en présence d’interactions
dans le nano-système a été démontrée analytiquement [84]. Dans la référence [78], le
fait que le comportement liquide de Fermi est rétabli par un fil infini a été démontré
numériquement.

La conductance de chaînes unidimensionnelles en interaction a pu être étudiée grâce
à cette méthode [82, 85]. Des oscillations de la conductance en fonction de la parité du



Modèles et concepts utilisés 49

nombre de sites constituant la chaîne en interaction ont été trouvées : pour un nombre
de sites impair, la conductance vaut toujours le quantum de conductance e2/h, alors
qu’elle décroît avec U si le nombre de sites est pair. Ces résultats peuvent expliquer
l’origine (voir aussi [86]) d’oscillations de parité observées expérimentalement dans les
chaînes monoatomiques [87, 88].

Le rôle des contacts entre le nano-système et les fils a en particulier été étudié [82].
Ce n’est que dans la limite de contacts adiabatiques (avec un branchement progressif
de l’interaction) que l’on retrouve le résultat [89, 90] selon lequel la conductance d’un
liquide de Luttinger relié à des fils par des contacts sans réflexion vaut le quantum de
conductance e2/h.

La méthode a été utilisée pour étudier la conductance d’un anneau Aharonov-Bohm
en interaction [91]. Les résultats (notamment l’observation d’une résonance Kondo-Fano)
ont été confirmés par ceux d’une approche basée sur le groupe de renormalisation (NRG
pour Numerical Renormalization Group).

Enfin, la taille sur laquelle le comportement de type liquide de Fermi est rétablie
dans les fils a été récemment explorée en utilisant la méthode de la boucle pour deux
nano-systèmes identiques en série [92].

Des travaux similaires mais non basés sur la méthode de la boucle ont été également
proposés. La caractéristique courant-tension de chaînes de Hubbard couplées à des fils
métalliques a été obtenue [93] dans le cadre du formalisme de Keldysh à partir de calculs
numériques dans lesquels le système et une petite partie des fils est diagonalisé exacte-
ment. Les résultats obtenus, et notamment l’absence de dépendance de la conductance à
la longueur de la chaîne, ne sont cependant pas en accord avec des arguments théoriques
[94]. Selon ces arguments on devrait avoir une oscillations pair-impair tout comme dans
les systèmes sans spin.

Dans le Chapitre 4 nous présentons en détail la méthode de la boucle. Nous avons
été amené à bien comprendre le comportement de la méthode en présence de résonances.
Cela nous a permis de pouvoir utiliser la méthode pour étudier la conductance de chaînes
unidimensionnelles en interaction soumises à une tension de grille (Chapitre 5). Nous
discutons la généralisation de la méthode aux systèmes avec spin dans le Chapitre 6.
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2.3 Blocage de Coulomb faible

Afin de pouvoir bien placer dans le contexte les résultats que nous présentons dans
le Chapitre 5, nous terminons le présent Chapitre par une revue de l’étude des boîtes de
quantiques dites ouvertes (open quantum dot, en anglais).

Comme on l’a vu dans le Chapitre 1, le blocage de Coulomb se manifeste tradition-
nellement dans des boîtes quantiques couplées aux électrodes par des barrières tunnel.
Un électron qui tunnele dans la boîte quantique augmente la charge de la boîte de e, ce
qui augmente le l’énergie nécessaire pour ajouter une nouvelle particule de la quantité
EC = e2/C. Pour des systèmes suffisamment petits, à basse température, l’énergie de
charge EC peut être plus grande que l’énergie thermique kBT . Dans ce régime, à moins
d’amener la boîte quantique à un point de dégénérescence en modifiant son potentiel
chimique à l’aide d’une tension de grille, la conductance à travers la boîte est fortement
réduite. Ce blocage dit de Coulomb a traditionnellement été observé avec des barrières
tunnel de conductance GB bien plus petite que le quantum de conductance G0 = e2/h.
On appelle régime de blocage de Coulomb fort (GB � G0) cette situation.

Un argument simple [95] permet de dire que dans le cas où un grand nombre de
canaux de la barrière est ouvert (GB � G0) le blocage de Coulomb disparaît. Il est même
possible de définir un régime de blocage de Coulomb faible (weak Coulomb blockade)
correspondant à GB ∼ G0. En effet, on peut obtenir le temps τ caractéristique sur lequel
la boîte quantique se décharge en considérant ce dernier comme un circuit-RC, soit
τ = RC. La résistance est simplement R = 1/GB et la capacité C s’obtient par l’énergie
de charge EC = e2/2C. Selon la relation d’incertitude d’Heisenberg, l’indétermination
de l’énergie est & ~/τ . Pour que le blocage soit effectif, EC doit être plus grande que
cette indétermination EC & ~/τ , ce qui mène à GB . e2/2~.

Si cette valeur est universelle, le comportement précis du système dépend de comment
cette conductance est obtenue. Dans le cas d’un îlot métallique couplé aux réservoirs
par des barrières tunnel, GB peut être de l’ordre de G0 grâce à un grand nombre de
canaux faiblement transparents ; alors que dans des boîtes quantiques réalisées dans des
semiconducteurs, où la boîte est reliée aux réservoirs par des contacts ponctuels, une
conductance des accès GB de l’ordre de G0 est obtenue en augmentant la transparence
d’un seul ou de quelques canaux. Il est aussi possible d’envisager le cas général où la
barrière, qui peut alors être un simple conducteur diffusif, est simplement représentée
par un certain nombre de canaux de transmission quelconque.
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Dans cette section, on s’intéresse aux diverses études du régime de blocage de Cou-
lomb faible qui ont été réalisées, prenant en compte ou non les fluctuations mésosco-
piques (que l’on peut traduire schématiquement par un espacement moyen δ non-nul
entre niveaux à une particule dans la boîte) ou la cohérence quantique.

2.3.1 Premiers cas étudiés

Régime d’effet Hall quantique

Historiquement, c’est dans le régime de l’effet Hall quantique que les effets de charge
finie dans les boîtes dites « ouvertes, » c’est-à-dire pour lesquelles GB n’est pas beaucoup
plus petite que G0, ont d’abord été étudiés [96, 97]. Dans ce régime de champ magnétique
intense, le courant est porté par des états de bord qui circulent sur le périmètre de la
boîte quantique. Les états de bords appartenant au même niveau de Landau forment ce
que l’on appelle un « canal de bord. »

Selon leur taille, les constrictions séparant la boîte quantique des réservoirs laissent
passer un certain nombre Ntrans de canaux de bord. Lorsque Ntrans = 0, on a la situa-
tion de blocage de Coulomb classique. Il a été trouvé cependant, théoriquement [97] et
expérimentalement [96], que pour Ntrans ≥ 1 des oscillations de conductance persistent,
qui ne peuvent pas être expliquées sans faire intervenir des effets de charge finie. Un
effet tunnel des électrons à travers des états de bord localisés (qui ne s’étendent donc
pas dans les réservoirs) peut être impliqué [96].

La conductance d’une boîte quantique a été calculée [98], toujours dans le régime
de l’effet Hall quantique, mais avec une géométrie dans laquelle seule la conductance
d’une des deux barrières est variée de presque zéro à G0, l’autre barrière restant dans
le régime tunnel. La cohérence quantique est prise en compte. Selon ces résultats, des
caractéristiques du blocage de Coulomb sont réduites mais ne disparaissent pas, même
à transmission parfaite.

Dans les semiconducteurs : contacts ponctuels

En tirant parti du caractère unidimensionnel d’un contact point, diverses quantités
ont été étudiées (comme la conductance, la charge et la capacité) pour une boîte quan-
tique connectée par un [99] ou deux [100, 101, 102] (supposés indépendants) contact(s)
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point(s) à un (des) réservoir(s). L’approche est essentiellement de partir d’un unique
canal parfaitement ouvert, de traiter les interactions de façon exacte grâce à la boso-
nisation (d’où le coté unidimensionnel) et de traiter une petite réflexion (GB . G0) en
perturbation. L’espacement moyen δ entre niveaux est pris à zéro. Les résultats obtenus
semblent montrer que les effets de charge finie, encore présents lorsque les contacts in-
troduisent une petite réflexion, disparaissent complètement lorsque la transmission du
canal devient parfaite.

Ces approches ne tiennent pas compte de la cohérence quantique. En particulier,
l’effet des électrons qui traversent la boîte quantique de façon cohérente ou bien qui sont
rétro-diffusés à l’intérieur de la boîte, n’est pas considéré.

Dans des travaux ultérieurs [103, 104, 105] (et la revue [95]), les fluctuations mésosco-
piques de boîtes quantiques (donc avec δ 6= 0) couplées aux réservoirs (2DEGs) par des
contacts ponctuels ont été étudiées en prenant en compte la cohérence. Ils considèrent
une boîte faiblement désordonnée, dans le régime ergodique, qu’ils traitent par la théorie
des matrices aléatoires (RMT pour Random Matrix Theory). Une interaction modérée
rs . 1 est introduite à travers le modèle d’énergie de charge constante (qui ignore les
corrélations). Cela modélise une boîte quantique faiblement désordonnée (dans le régime
diffusif) et avec une densité électronique suffisamment grande pour avoir un bon écran-
tage. Du fait des fluctuations mésoscopiques, tout effet de charge finie ne disparaît pas
à transmission parfaite. Mais ces effets sont plus clairement visibles sur les fluctuations
de la conductance que sur la conductance elle-même.

Dans les boîtes quantiques métalliques : barrières tunnel

Les systèmes métalliques ont également été très étudiés. Sans entrer dans les détails,
mentionnons que des études de barrières tunnel seules [106, 107, 108, 109] ont montré
qu’une barrière tunnel de conductance GB montre du blocage de Coulomb en-dessous
d’une température proportionnelle à exp (−GB/2G0).

Cela signifie donc que les effets de charge finie sont exponentiellement supprimés avec
GB, mais subsistent pour GB ≥ G0. Cette conclusion contraste avec celles des études des
semiconducteurs.
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2.3.2 Cas général

Dans le cas général, on peut décrire les accès comme un ensemble de canaux plus ou
moins transparents. Ce cas peut correspondre au cas des semiconducteurs (pour lequel
on a N canaux avec une transmission parfaite et un canal avec une transmission variant
entre zéro et un), à celui des barrières tunnel (pour lequel on a un grand nombre de
canaux qui ont tous une transmission relativement proche de zéro), et même à celui
d’un conducteur diffusif (fortement désordonné).

Nazarov [34] a montré, en calculant l’action effective décrivant un diffuseur quel-
conque, une relation de proportionnalité pour l’énergie de charge effective ẼC (qui, par
opposition à EC, prend en compte le fait que la boîte quantique n’est pas isolée des
réservoirs) :

ẼC

EC

∝
∏
n

R1/2
n (2.33)

où Rn est le coefficient de réflexion du n-ième canal. Dans le cas d’un grand nombre de
canaux faiblement transparents, l’énergie de charge est donc réduite exponentiellement :

ẼC

EC

∝ exp

(
−πGB

8G0

)
. (2.34)

La formule (2.33) permet aussi de conclure que si ne serait-ce qu’un canal est parfai-
tement transparent, alors l’énergie de charge s’annule. Cela résume et unifie ainsi les
résultats mentionnés plus haut. On note que l’étude ne prend pas en compte la cohé-
rence, ni les fluctuations mésoscopiques (δ = 0).

Une des conclusions du travail de Nazarov est que la quantification de la charge
peut subsister dans des boîtes quantiques connectées aux réservoirs par des conducteurs
arbitraires, comme des fils métalliques désordonnés en lieu et place des barrières tunnel,
pour peu que les accès aient toujours une conductance GB petite devant G0. Cela a
été observé expérimentalement [110] et pourrait être à l’origine du blocage de Coulomb
observé dans les références [32, 33].
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2.3.3 Hors-équilibre

Toujours sans tenir compte de la cohérence, le travail de Nazarov a été étendu au
cas hors-équilibre avec une étude de l’effet de l’interaction Coulombienne sur la carac-
téristique courant-tension d’un diffuseur [111]. En ce qui concerne la réponse linéaire, à
basse température, la conductance est supprimée par le facteur :

β =

∑
n Tn(1− Tn)∑

n Tn

(2.35)

où Tn est la transmission du n-ième canal. Contrairement à ẼC , β ne s’annule pas si un
canal est complètement ouvert, mais seulement si tous les canaux sont complètement
ouverts.

Des expériences relativement récentes, comme la construction de pompes quantiques
[112] ou bien des mesures de la distribution hors-équilibre des électrons [113] motivent
la construction de cadres théoriques de plus en plus poussés, prenant en compte à la fois
les effets de diffusion cohérente dans la boîte quantique, de quantification de la charge et
des interactions électron-électron pour des boîtes quantiques soumises à des potentiels
dépendant du temps.

Büttiker et collaborateurs ont utilisé une approche RPA pour calculer la réponse
linéaire à une tension alternative, avant de calculer les corrections quantiques et les
fluctuations mésoscopiques à l’aide de la distribution du temps de Wigner du système
sans interaction [114, 115].

Cette approche est valable pour un grand nombre de canaux ouverts et pour une
tension alternative. Pour un petit nombre de canaux ouverts (situation des boîtes quan-
tiques ouvertes), si la tension ne dépend pas du temps, le blocage de Coulomb ne peut
être obtenue [103, 116] dans une approche standard de type Hartree-Fock ou RPA.

Des travaux récents [116, 117] sur des boîtes ouvertes incluent les phénomènes de
rétro-diffusion cohérente à l’intérieur de la boîte quantique et étudient les effets des
interactions sur la quantification de la charge dans des systèmes hors-équilibre et/ou
dépendant du temps.

Dans [117], le travail de la référence [111] est généralisé pour prendre en compte les
processus cohérent. L’étude du facteur β (2.35) qui caractérise le comportement de la
caractéristique courant-tension et qui est jugé plus robuste que le blocage de Coulomb
en réponse linéaire pour rendre compte des effets de charge finie, montre que pour une
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boîte quantique polarisée en tension et avec un seul canal parfaitement transparent, les
interactions (toujours prises en compte via l’énergie capacitive) ne donnent pas lieu à
une correction à température nulle.

Ce résultat se retrouve également dans un développement en 1/N , où N est le nombre
total de canaux dans les contacts ponctuels reliant la boîte quantique aux électrodes
[116, 118]. Dans ces travaux, la boîte est toujours traitée par la RMT et l’interaction
via l’énergie capacitive. Les corrections dues aux interactions sont calculées notamment
pour la localisation faible et les fluctuations universelles de conductance et sont trouvées
être nulles à température nulle.

Cela peut se comprendre par le raisonnement simple suivant. La conductance est
donnée par la valeur moyenne sur le désordre des carrés des éléments de matrices de la
matrice de diffusion S de la boîte quantique. Dans le cadre de l’approche RMT, cela
ne dépend que de la symétrie. Il est clair que si les interactions modifient S (et donc la
conductance d’une boîte quantique particulière), elles ne changent pas la symétrie (et
donc la conductance moyenne).

Cette absence d’effet de l’interaction est vérifiée dans une expérience sur des boîtes
quantiques chaotiques relativement grandes [119] reliées à chaque réservoir par un seul
canal parfaitement ouvert, pour lesquelles le formalisme est valable, et qui se trouvent
être très bien décrit par la RMT (sans interaction).

Pour des boîtes quantiques plus petites, comme dans les références [32, 33], et celles
qui ne manqueront pas d’être bientôt accessibles aux mesures avec l’avancement des
techniques de fabrication et de caractérisation des échantillons, l’écrantage peut être bien
moins bon et les interactions peuvent jouer un rôle bien plus important. Pour décrire
ces systèmes, la description des interactions par un terme capacitif n’est pas suffisant.
Dans le Chapitre 5, en utilisant la méthode de la boucle et en traitant les interactions
de façon exacte, nous montrons effectivement qu’elles peuvent être à l’origine de blocage
de Coulomb même en l’absence de barrières de potentiel.
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Chapitre 3

Effets des interactions sur les états
multi-particules

“A computer’s gotta do what a computer’s gotta do.”

— Holly, Red Dwarf.

On a vu dans la section 1.2.3 que le comportement métallique observé à basse tem-
pérature dans des systèmes bidimensionnels n’est pas prédit par des théories prenant en
compte seulement le désordre ou seulement l’interaction. Il est en revanche possible que
ce comportement métallique résulte de l’effet combiné du désordre et de l’interaction.

Le formalisme mathématique permettant de traiter les systèmes en interaction n’est
cependant pas suffisamment développé pour pouvoir traiter à la fois le désordre et l’in-
teraction de façon non-perturbative. De ce fait, le calcul numérique offre une alternative
intéressante.

Dans ce Chapitre, on réalise une étude poussée de la statistique spectrale de pe-
tits réseaux bidimensionnels désordonnés. La technique de diagonalisation Lanczos nous
permet de prendre en compte une interaction longue portée sans approximation.

La limite en taille imposée par le traitement numérique exact rend difficile de va-
rier directement la densité électronique, comme dans les expériences discutées dans la
section 1.2.3. Pour changer le paramètre d’interaction rs, on varie à la place l’intensité
U de l’interaction tout en gardant la taille L du système et le nombre N de particules
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Énergie

|g〉 |e1〉

∆

|g〉

|e1〉

|e2〉

∆

Fig. 3.1: En l’absence d’interaction, les états du spectre multi-particule (à
droite) sont obtenus en remplissant les états du spectre à une particule de diffé-
rentes façons. L’écart entre les deux premiers états multi-particules (dont l’oc-
cupation des niveaux à une particule est représentée à gauche) correspond à
l’espacement entre les énergies à une particule à l’énergie de Fermi.

constant.

3.1 Introduction

Comme on l’a vu dans le Chapitre précédent, la distribution P (s) des écarts s entre
niveaux à une particule a été utilisée avec succès pour caractériser la transition métal-
isolant d’Anderson, due au désordre [55]. Dans le régime diffusif, P (s) correspond à la
distribution de Wigner-Dyson, alors que le régime de l’isolant d’Anderson est caractérisé
par une distribution de Poisson (Voir Figure 2.1).

La Figure 3.1 montre comment la distribution P (s) que nous allons étudier est définie
pour un système multi-particule. L’écart normalisé est s = ∆/〈∆〉, où ∆ = E1 −E0 est
l’espacement entre les énergies du fondamental multi-particule et du premier état excité.
On note par 〈...〉 la moyenne réalisée sur l’ensemble des configurations du désordre.
Dans le cas sans interaction, ∆ est donc égal à l’écart entre niveaux à une particule à
l’énergie de Fermi. Dans cette limite, on peut donc utiliser l’interprétation connue pour
les systèmes à une particule (voir Tableau 3.1).

Il est important de souligner le fait que pour pouvoir, en l’absence d’interaction,
identifier la distribution P (s) pour un système multi-particule à la statistique des niveaux
à une particule discutée au Chapitre 2, il ne faut prendre en considération que l’énergie de
première excitation du système multi-particule. En effet, la distribution de l’écart entre
niveaux pour les excitations multi-particules suivantes, étudiée dans les références [120,



Effets des interactions sur les états multi-particules 59

U Désordre faible Désordre fort

0 Wigner-Dyson Poisson
∞ PWMS PWMS
Cross-over Monotone Non-monotone

Tab. 3.1: Résumé du comportement de la distribution P (s) pour différent ré-
gimes de l’interaction U et du désordre dans de petits systèmes bidimensionnels.
PWMS signifie Pinned Wigner Molecule Statistics (voir texte). La transition (ou
cross-over) entre les régimes de faible et forte interaction représente le principal
résultat de ce Chapitre.

121], n’est pas directement reliée à la statistique du spectre à un corps. Elle est toujours
proche de Poisson en l’absence d’interaction, indépendamment de l’intensité du désordre,
et ainsi se comporte de façon très différente de la distribution P (s) pour la première
excitation multi-particule que nous étudions.

Dans la limite d’interaction infinie U →∞, la structure du fondamental est imposée
par la répulsion Coulombienne, qui induit la formation d’un cristal de Wigner accroché
par le désordre [16, 17]. Nous montrons dans la section 3.3 que la distribution corres-
pondante PU=∞(s), associée à la statistique d’une molécule de Wigner accrochée (ce qui
donne Pinned-Wigner-Molecule Statistics en anglais, soit PWMS), n’est pas universelle
pour des systèmes finis.

Pour un désordre faible, nous trouvons une dépendance de P (s) en U qui est com-
patible avec des études précédentes : P (s) change progressivement de la distribution de
Wigner-Dyson à sa distribution dans la limite U → ∞ (PWMS) [120, 122, 123]. Pour
un désordre fort, en revanche, nous observons un comportement non-monotone : pour
une interaction modérée, les corrélations spectrales sont augmentées.

Avec une méthode post-Hartree-Fock (Configuration Interaction, voir section 1.3.1),
le cas à fort désordre a été étudié par Benenti et al. pour de plus grands systèmes [57].
Ils obtiennent, sous l’effet de l’interaction, une transition de P (s) de la distribution de
Poisson à celle de Wigner-Dyson. Notre observation d’une augmentation des corréla-
tions spectrales par une interaction modérée dans le régime de fort désordre montre que
ce comportement persiste lorsque les corrélations électroniques sont prises en comptes
complètement.
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Nous suivons dans ce Chapitre les développements de la référence [124]. Le com-
portement non-trivial de la statistique spectrale pour un désordre fort est discuté dans
la section 3.3, après avoir présenté le modèle que nous étudions (section 3.2). Dans
la section 3.4, nous présentons nos résultats pour le rapport de participation inverse
du fondamental dans la base des états multi-particules sur-site, et nous montrons que
l’augmentation des corrélations est reliée à un effet de délocalisation. Nos conclusions
sont discutées dans la section 3.5, et un effet à petite taille, modifiant la forme de la
distribution P (s) est présenté dans l’Annexe A.

3.2 Modèle utilisé

Nous considérons un système de N fermions sans spin sur un réseau bidimensionnel
de L× L sites. Dans la suite, N = 4 et L = 6. On note M = L2 le nombre de sites.

On rappelle l’Hamiltonien du système introduit dans la section 2.1.1 : H = HA +HU ,
où HA est l’Hamiltonien d’Anderson standard

HA = −t
∑
<i,j>

(c+i cj + c+j ci) +
M∑
i=1

vic
+
i ci. (3.1)

On rappelle que < i, j > dénote une paire de sites proches voisins, que t = 1 et que les
vi sont des variables aléatoires indépendantes qui sont distribuées uniformément dans
l’intervalle [−W/2;W/2]. W est l’intensité du désordre. On utilise des conditions de
bords périodiques, ce qui mène à une topologie toroïdale. Le terme d’interaction est à
longue portée :

HU =
U

2

M∑
i,j=1
i6=j

c+j c
+
i ci cj

dij

, (3.2)

où dij est la plus petite distance sur le tore entre les sites i et j et U est l’intensité de
l’interaction.

Une routine développée par Simon et Wu [125] basée sur l’algorithme de Lanczos
[39], permet d’obtenir avec précision le bas du spectre multi-particule, d’où l’énergie
de la première excitation multi-particule est extraite, et ce pour un grand nombre de
configurations (typiquement 3000) du désordre différentes. À partir de ces données, on
calcule la distribution P (s) ainsi que le rapport de participation inverse du fondamental
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(voir section 3.4) pour différentes valeurs des paramètres U , W , L et N .

Pour N = 4 électrons sur M = 36 sites, la dimension de l’espace de Hilbert est
M !/(N !(M −N)!) ∼ 59000. L’algorithme Lanczos permet de diagonaliser des matrices
bien plus grandes, mais dans notre cas nous avons des milliers de d’échantillons à consi-
dérer, pour chaque ensemble de paramètres. De plus la taille de l’espace de Hilbert
augmente extrêmement vite avec N et M (elle vaut 635000 pour N = 4 et M = 64, et
atteint presque deux millions pour N = 6 et M = 36), de sorte que l’étude numérique
exacte est rapidement limitée en taille.

3.3 Répulsion des niveaux induite par l’interaction

Dans cette section, nous étudions en détail la distribution de probabilité P (s) de
l’énergie de la première excitation multi-particule, dont le comportement dans les dif-
férents régimes est rappelé dans le Tableau 3.1. On commence par passer en revue les
formes de P (s) dans différents cas limites.

En l’absence d’interaction, PU=0(s) correspond à la distribution de Wigner-Dyson
PWD(s) = π

2
s exp

(
−π

4
s2
)

pour un système diffusif (métallique). Pour un système for-
tement désordonné (isolant d’Anderson), PU=0(s) tend vers la distribution de Poisson
PP (s) = exp (−s) dans la limite L → ∞. Dans des systèmes finis, PU=0(s) diffère de
Poisson même pour un désordre infini. Pour la taille que nous considérons (M = 36),
cependant, la différence est très petite.

Dans la limite d’interaction forte (U →∞), l’énergie électrostatique domine et l’état
multi-particule le plus bas en énergie correspond à une distribution périodique des élec-
trons (cristal de Wigner) qui est piégé même par un désordre faible. Tous les cristaux de
Wigner ont la même structure électronique, et donc la même énergie de Coulomb, mais
diffèrent par leur position sur le réseau et donc par leur énergie de désordre.

Dans la limite de faible densité, et pour un grand système, le fondamental approche
le cristal de Wigner standard (du continuum) de structure hexagonale. Le nombre de
positions possibles sur le réseau est grand, et PU=∞(s) tend vers Poisson. Pour des
densités plus grandes, il faut prendre en compte les effets de commensurabilité entre le
réseau et les distances inter-électroniques.

Si nous nous plaçons dans le cas simple de demi-remplissage, il n’y a que deux cristaux



62 Effets des interactions sur les états multi-particules

Fig. 3.2: Exemples de molécules de Wigner pour N = 4 particules sur un réseau
de L = 6 par 6 sites.

de Wigner différents. Leur différence d’énergie

∆ = E1 − E0 =
N∑

k=1

vik −
N∑

k=1

vjk
, (3.3)

où les jk décrivent les sites occupés par une particule dans la molécule de Wigner la plus
basse en énergie (le fondamental) et les ik décrivent les sites occupés dans la seconde
molécule de Wigner (le premier état excité), est donc donnée par la différence entre deux
sommes de nombres aléatoires indépendants. D’après le théorème de la limite centrale,
la distribution

PU=∞(∆) =

(
M∏
l=1

∫ W/2

−W/2

dvl

W

)
δ (∆− Σkvik + Σkvjk

) . (3.4)

qui en résulte est Gaussienne. Comme seulement des valeurs positives de s sont consi-
dérées, la distribution PU=∞(s) finale est appelée semi-Gauss.

Dans le cas que nous étudions, N et L sont tels que les 9 états multi-particules les plus
bas en énergie à U = ∞ sont des cristaux de Wigner de forme carrée (voir Figure 3.2),
que l’on appelle ici « molécules de Wigner, » qui diffèrent entre eux uniquement par
leur position sur le réseau. Ces 9 cristaux doivent être triés par ordre d’énergie croissant
et seul le premier écart ∆ doit être considéré. Étant donné que pour le système que
nous considérons nous n’avons que neuf configurations, PU=∞(s) est intermédiaire entre
semi-Gauss et Poisson, et prend une forme que pouvons déterminer numériquement avec
une grande précision. Nous avons nommé PU=∞(s) PWMS pour l’anglais Pinned Wigner
Molecule Statistics (distribution d’une molécule de Wigner accrochée).

La Figure 3.3a montre la distribution P (s) pour W = 5, pour trois valeurs de U .
Pour ce désordre, la longueur de localisation des états à une particule (sans interaction)
est plus grande que la taille du système, et donc le mouvement des particules à travers
l’échantillon est diffusif. En conséquence, P (s) suit la distribution de Wigner-Dyson à
U = 0. Lorsque l’intensité des interactions augmente, nous trouvons que la répulsion des
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Fig. 3.3: Distribution de l’énergie de la première excitation multi-particule
pour différentes valeurs de l’interaction U pour un désordre faible W = 5 (a) et
pour un désordre fort W = 20 (b), pour 4 particules sur un réseau de 6 sur 6
sites. Chaque courbe est obtenue à partir de données pour 9000 configurations
de désordre différentes.
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niveaux décroît. En ce sens, ce résultat est cohérent avec ceux des références [120, 122,
123]. La différence est que dans la limite d’interaction infinie, P (s) pour notre système
de taille relativement petite est PWMS et non pas Poisson.

Ce comportement n’est pas surprenant : une interaction forte supprime le régime
diffusif en induisant la formation d’un cristal de Wigner qui est accroché par le désordre.
Ainsi, les corrélations spectrales disparaissent lorsque l’interaction augmente.

La Figure 3.3b montre nos résultats dans le cas de fort désordre (W = 20). Pour
le petit système que nous considérons, la distribution P (s) dans le cas sans interaction
ne devient vraiment Poissonnienne que dans la limite de très fort désordre. Bien que
W = 20 soit un désordre suffisamment fort pour qu’à U = 0 les états à une particule à
l’énergie de Fermi soient localisés sur environ 3 sites, et donc pour que le système soit
isolant, la distribution PU=0(s) est intermédiaire entre Poisson et Wigner-Dyson.

Le fait le plus important dans l’évolution de P (s) à W = 20 en fonction de l’interac-
tion U est qu’elle est non-monotone. Pour une interaction très forte, P (s) tend bien sûr
vers PWMS, pour lesquelles les corrélations spectrales sont minimum. Pour une inter-
action modérée, cependant, les corrélations spectrales sont plus importantes que dans
le cas sans interaction (autrement dit, P (s) est plus proche de Wigner-Dyson). C’est le
résultat principal de ce Chapitre. L’augmentation des corrélations spectrales pourrait
être un précurseur de la transition vers des corrélations universelles trouvées dans [57].

Le comportement non-monotone devient moins prononcé si on augmente le désordre
encore davantage. On remarque que, lorsque l’interaction augmente, un pic apparaît dans
la distribution P (s). Ce pic est la manifestation d’un mécanisme augmentant les corré-
lations spectrales d’une façon non-universelle pour des systèmes petits. Nous discutons
ce mécanisme en détail dans l’Annexe A.

Pour caractériser quantitativement le comportement non-monotone de P (s), on peut
regarder l’évolution de la variance de s avec U . On voit sur la Figure 3.4 que cette
évolution dans le cas de désordre faible (W = 5) et fort (W = 20) est très différente.
Pour W = 5, on a une évolution monotone vers des corrélations plus petites, alors que
pourW = 20 la variance montre un minimum en fonction de U , minimum qui correspond
à une augmentation des corrélations spectrales.

Avec une interaction à courte portée, nous avons trouvé des résultats similaires pour
P (s) à demi-remplissage. Loin du demi-remplissage, par contre, des configurations qui
ne sont pas affectées par l’interaction sont connectées par des éléments de sauts. En



Effets des interactions sur les états multi-particules 65

0.2

0.4

0.6

0.8

〈

s2
〉

− 〈s〉
2

〈

s2
〉

− 〈s〉
2

0 20 40 60

UU

↑ Poisson ↑

PWMS

Wigner-Dyson
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(au-delà de l’échelle de l’axe vertical).

conséquence, des interactions à courte portée ne peuvent pas supprimer la mobilité des
électrons. Dans ce cas, la variance (ou toute autre quantité caractérisant la distribution
P (s)) sature et n’atteint pas la valeur PWMS à U grand.

3.4 Délocalisation dans la base des états sur site

Le fait que P (s) approche la distribution de Wigner-Dyson en présence d’une interac-
tion modérée peut être interprété comme la signature d’une délocalisation des électrons.
Alors que le lien entre corrélations spectrales et localisation est clair pour la statistique
spectrale à une particule (pour U = 0), il est moins clair dans le régime en interaction.
Pour clarifier cette interprétation, nous avons étudié la localisation du fondamental

|g〉 =
∑

n

Ψn |n〉 (3.5)
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dans la base des états multi-particules sur site {|n〉}, via son rapport de participation
inverse

R−1 =
∑

n

|Ψn|4. (3.6)

Contrairement à P (s), le rapport de participation inverse R−1 dépend du choix de
la base dans laquelle il est calculé. Pour pouvoir interpréter le rapport de participation
inverse comme une mesure de la localisation des électrons, nous avons choisi pour {|n〉}
les déterminants de Slater

c+i1c
+
i2
c+i3c

+
i4
|0〉 (3.7)

qui correspondent aux N = 4 particules complètement localisées chacune sur un site du
réseau. i1, i2, i3 et i4 désignent les sites occupés et |0〉 correspond au réseau vide.

Lorsque le fondamental |g〉 est donné par l’un de ces états de base |m〉, Ψn = δn,m,
et R−1 = 1. Si, au contraire, |g〉 est une superposition de beaucoup d’éléments de {|n〉},
alors R−1 est très petit devant l’unité. Comme la base est construite avec des électrons
complètement localisés, R−1 peut être interprété comme une mesure de la localisation
des électrons dans l’état multi-particule |g〉.
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La Figure 3.5 montre des résultats numériques pour l’inverse de la moyenne sur
le désordre de R−1. Dans le cas d’un désordre faible (W = 5, dans l’encart), cette
quantité diminue de façon monotone avec U , signifiant une localisation des électrons par
l’interaction. La situation diffusive à U = 0 est perturbée par l’interaction qui introduit
des diffusions supplémentaires, réduisant la mobilité et donc 1/ 〈R−1〉. Dans le régime
d’interaction forte, il y a formation d’un cristal de Wigner, qui correspond à un état
particulier de la base choisie et donc R−1 tend vers un.

Dans le régime de fort désordre, le comportement est très différent. Pour une inter-
action modérée, 1/ 〈R−1〉 augmente avec U , ce qui signifie que l’interaction a un effet
délocalisant.

On peut comprendre ce résultat avec le scénario suivant. Pour U = 0, on a des états à
une particule localisés. Le désordre est suffisamment fort pour dicter la configuration des
électrons. Pour une interaction modérée, l’effet des corrélations dépend de cette confi-
guration précise, qui elle-même dépend de la configuration du désordre. Dans certains
cas, la structure électronique imposée par le désordre est proche de celle adaptée à l’in-
teraction (une molécule de Wigner), et donc l’interaction renforce la localisation. Dans
la plupart des cas, cependant, la configuration électronique adaptée au désordre est dif-
férente de celle d’une molécule de Wigner. Ainsi, augmenter l’intensité de l’interaction
induit des réorganisations de charge (comme proposé dans [49, 50] dans le contexte d’an-
neaux unidimensionnels et dans [18] pour de petits systèmes bidimensionnels) prenant
place pour des valeurs Uc de l’interaction qui dépendent de la configuration du désordre.
Lorsque U ' Uc, la compétition entre l’interaction et le désordre pour la structure du
fondamental mène pour ce dernier à une superposition d’états, l’un adapté au désordre,
l’autre adapté à l’interaction. Cela induit une délocalisation des électrons.

Comme Uc dépend beaucoup de la configuration particulière du désordre considérée,
ces délocalisations sont lissées par la moyenne sur le désordre. De plus, on s’attend à ce
que la valeur moyenne de Uc augmente et que sa distribution s’étale lorsqueW augmente,
ce qui est en accord avec le comportement observé sur la Figure 3.5.

Pour illustrer ces considérations, nous pouvons définir pour chaque échantillon l’aug-
mentation

δ = R−1(U)−R−1
0 (3.8)

de R−1 par rapport à va valeur sans interaction R−1
0 . δ est donc une mesure du chan-
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gement de la localisation du système électronique induit par l’interaction. La Figure 3.6
montre la distribution de cette quantité pour un désordre de W = 20 pour deux valeurs
différentes de U .

On peut voir que la valeur la plus probable de δ est proche de zéro. Néanmoins, pour
U = 2.5, la partie négative de la distribution, qui correspond à de grandes délocalisations,
est plus prononcée que la partie positive, qui correspond à des localisations. On obtient
donc une moyenne négative pour δ. Cela n’est pas le cas lorsque l’interaction devient
plus forte (U = 9). On en conclut que pour W = 20, il est plus probable que Uc soit plus
proche de 2.5 que de 9.

Nos résultats concernant R sont cohérents avec ceux de [18] pour une quantité liée
(un rapport de participation calculé à partir de la densité électronique, pour être précis).

3.5 Conclusion du Chapitre 3

Dans ce Chapitre, nous avons étudié la statistique spectrale de fermions sans spin
interagissant dans un système bidimensionnel désordonné, en utilisant la diagonalisation
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exacte. Ce genre d’étude détaillée de petits systèmes permet d’acquérir une compréhen-
sion des mécanismes pouvant prendre place dans des systèmes réels. Ces études peuvent
apporter une vision complémentaire des mécanismes impliqués dans les effets combinés
du désordre et de l’interaction.

Nous avons trouvé que les corrélations dans la distribution de l’écart entre le fon-
damental multi-particule et le premier état excité sont augmentées par une interaction
modérée lorsque le désordre est suffisamment fort pour localiser les fonctions d’onde à
une particule. L’interprétation de cet effet comme la signature d’une délocalisation des
électrons a été soutenue par l’étude du rapport de participation inverse pour le fonda-
mental.

L’effet de délocalisation peut être compris comme la conséquence d’une compétition
entre désordre et interaction pour la structure du fondamental, compétition qui prend
place pour certaines valeurs de l’intensité de l’interaction dépendant de la configuration
de désordre. Cette compétition entraîne des réorganisations de charge lorsque l’on aug-
mente l’interaction : le système passe d’une configuration qui minimise l’énergie associée
au désordre à une configuration plus adaptée à l’interaction.

Notre conclusion que les interactions peuvent augmenter la mobilité de fermions sans
spin seulement dans le cas de fort désordre est en accord avec un calcul direct mais
approximatif de la conductance [51]. Cela montre que la statistique spectrale peut être
un bon indicateur pour caractériser le comportement d’un système multi-particule.

Il serait souhaitable d’inclure le degré de liberté de spin dans des études à venir. Des
résultats concernant l’aimantation [126] et la magnéto-conductance [127] laisse imaginer
un comportement relativement riche dans un tel système.
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Chapitre 4

Conductance en présence
d’interaction : la méthode de la boucle

“To infinity and beyond !”

— Buzz Lightyear, Toy Story.

Dans ce Chapitre, nous introduisons la méthode de la boucle [78] ainsi que la partie de
son développement réalisée dans le cadre de cette thèse. Les résultats physiques originaux
obtenus grâce à cette méthode feront l’objet des deux Chapitres suivants.

4.1 Des courants permanents à la conductance

La méthode de la boucle permet d’obtenir la conductance en réponse linéaire à tempé-
rature nulle d’un nano-système quelconque (pouvant être le siège d’interactions électron-
électron) pourvu que ce dernier soit connecté aux réservoirs par un unique canal.

Selon les travaux de Meir et Wingreen [67] (voir section 2.2.2) la conductance d’un
nano-système en interaction, à température nulle, peut toujours être décrite dans le cadre
du formalisme de Landauer. Dans le cas d’un seul canal par contact (schématisé sur la
Figure 4.1), la présence d’interactions dans le nano-système n’empêche pas la définition
d’une amplitude de transmission à l’énergie de Fermi t(EF) effective, qui dépend des
interactions, pour passer d’un coté du nano-système à l’autre. La conductance en réponse

71
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I
µg = 0 µd = eV

t(EF)

Fig. 4.1: Un nano-système relié à deux réservoirs par un seul canal. Les réser-
voirs sont à des potentiels chimiques différents, à l’origine d’un courant I. En
réponse linéaire, on a ge2/h = limV→0 I/V .

linéaire est alors simplement donnée par la formule de Landauer g = |t(EF)|2.

Obtenir |t(EF)| à partir de la formule de Meir et Wingreen est cependant une tâche
ardue puisqu’elle fait intervenir des fonctions de Green multi-particules dont le calcul
est hautement non-trivial étant donné qu’elles doivent être calculées en présence des
réservoirs (souvent modélisés par des fils semi-infinis). Le calcul analytique n’est faisable
qu’en perturbation ou pour des cas particuliers et un traitement numérique exact paraît
difficile.

Dans la méthode de la boucle on détermine |t(EF)| indirectement à partir de cal-
culs numériques de courants permanents dans un système composite constitué du nano-
système fermé sur lui-même en une boucle à l’aide d’un unique canal sans interaction,
comme schématisé dans la Figure 4.2.

Le grand avantage de la méthode est que le courant permanent est une propriété
thermodynamique du système global, et est donc accessible numériquement pour des
systèmes finis. En revanche, il est nécessaire de procéder à une extrapolation à taille
infinie pour obtenir la conductance.

En effet, l’existence du lien entre courant permanent et conductance est basée sur
deux faits importants qui sont tous les deux valables uniquement dans la limite d’une
boucle infiniment grande :

✽ d’une part, le courant permanent dans un anneau qui inclut un diffuseur à un
corps ne dépend dans cette limite que du module |t(EF)| de t(EF),

✽ d’autre part, c’est seulement dans la limite de taille infinie que les électrons dans
un anneau incluant une partie (de taille finie) en interaction se comportent comme
un liquide de Fermi.

Le premier fait est d’ordre technique, puisqu’il s’agit juste de pouvoir remonter au
module |t(EF)| de l’amplitude de transmission à partir du courant permanent. Il se
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ϕ

t(EF)

J(ϕ)

Fig. 4.2: Anneau contenant un diffuseur à un corps caractérisé par son am-
plitude de transmission à l’énergie de Fermi t(EF). Un courant permanent J(ϕ)
apparaît lorsqu’un flux magnétique ϕ traverse l’anneau.

trouve que dans la limite de taille infinie, ce dernier ne dépend que du premier (voir
la section 4.1.1). Connaître le courant permanent dans cette limite suffit donc pour
atteindre |t(EF)|. C’est de cette nécessité de pouvoir remonter à |t(EF)| que provient
également l’obligation d’avoir un seul canal par accès (voir discussion en section 4.3).

Le second point est plus crucial, puisqu’il s’agit d’une question de principe. L’ampli-
tude de transmission étant une quantité à un corps, elle n’a pas de sens dans un système
de taille finie où les interactions sont présentes. La formule de Meir et Wingreen sup-
pose par exemple la présence de fils semi-infinis, jouant le rôle de réservoirs, de part et
d’autre du nano-système en interaction. Dans notre cas, le fait d’avoir un système bouclé
sur lui-même entièrement cohérent fait perdre au fil, même infini, son rôle de réservoir.
Nous allons voir cependant dans la section 4.1.2 que pour un système de taille infinie
l’amplitude de transmission retrouve son sens.

Pour ces raisons, la méthode de la boucle implique de faire une extrapolation bien
contrôlée des résultats numériques, qui concernent forcément des systèmes de taille finie,
afin de déduire le comportement à taille infinie. Les détails concernant cette extrapolation
sont exposés dans la section 4.2.

4.1.1 Le cas sans interaction

En l’absence d’interaction, on peut avoir recours à une théorie à une particule pour
décrire le système. Dans l’Annexe B, on calcule le courant permanent J(Φ) régnant dans
un anneau traversé par un flux magnétique ϕ = Φ~/e, tel que schématisé sur la figure
Figure 4.2. L’anneau est composé d’un nano-système quelconque, dont la seule quantité
caractéristique qui intervienne dans les calculs est l’amplitude de transmission t = |t|eiα,
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fermé sur lui-même par un unique canal (|t| et α peuvent dépendre du vecteur d’onde k
de l’électron incident).

Dans l’Annexe B, on est amené à calculer le courant permanent sous la forme d’un
développement en puissance de 1/L, L étant la taille de l’anneau (son périmètre pour
être précis).

Pour la première contribution à J(Φ) [10, 128], si le système contient un nombre
impair de particules, on obtient (équation (B.24)) :

J impair(1)(Φ) = −evF

πL

arccos (|t(EF)| cos (Φ))√
1− |t(EF)|2 cos2 (Φ)

t(EF) sin (Φ) . (4.1)

On obtient un résultat très similaire pour le cas où le nombre de particules est pair
(équation (B.26)) :

Jpair(1)(Φ) =
evF

πL

arccos (|t(EF)| cos (Φ− π))√
1− |t(EF)|2 cos2 (Φ)

t(EF) sin (Φ) . (4.2)

On voit alors que l’on peut obtenir |t(EF)| à partir du premier terme du développe-
ment [80] :

|t(EF)| = J (1)(π/2)

J0(1)(π/2)
. (4.3)

où l’index zéro en exposant signifie que l’on a remplacé le nano-système par un morceau
de canal de même longueur1 (ce qui donne |t(EF)| = 1 et J0(1)

(π/2) = evF/πL).

On obtient donc la conductance à partir du courant permanent :

g = |t(EF)|2 = lim
L→∞

(
J(π/2)

J0(π/2)

)2

. (4.4)

Ainsi, connaître le comportement du courant permanent à taille infini (c’est-à-dire
connaître J (1)) suffit pour avoir la conductance. Qu’il soit nécessaire d’aller à taille infinie
devient clair quand on examine les termes de second ordre (voir section 4.2) qui font
intervenir entre autre la phase α et la dérivée d|t|/dk en plus du module |t(EF)|.

L’équation (4.4) est en quelque sorte l’équation-clé de la méthode. En pratique, on

1C’est ce que signifie l’index zéro en exposant dans l’ensemble de ce Chapitre.
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préfère travailler avec une autre quantité, la raideur de charge :

D = (−1)N L

2
(E(Φ = 0)− E(Φ = π)) , (4.5)

où E(Φ) est l’énergie du fondamental multi-particule. Comme le courant permanent est
donné par J = −dE/dϕ, la raideur de charge peut être vue comme la valeur absolue
de l’intégrale de J(Φ) entre zéro et π. L’avantage de cette quantité est qu’elle peut
être obtenue numériquement sans avoir besoin des nombres complexes puisque Φ = π

correspond simplement à des conditions de bords antipériodiques.

Contrairement au courant permanent, du fait de la présence du facteur L, la raideur
de charge ne tend pas vers zéro quand la taille tend vers l’infini. Le premier terme non-nul
est donc d’ordre zéro en 1/L. Dans l’Annexe B on obtient (équation (B.40)) :

D∞ =
~vF

2
arcsin (|t(kF)|) . (4.6)

Le résultat est indépendant de la parité du nombre de particules et s’inverse très facile-
ment pour donner la conductance [82] :

g = sin2

(
π

2

D∞

D0
∞

)
. (4.7)

Ici encore l’index zéro en exposant désigne le cas où le nano-système est remplacé par
un simple fil sans interaction. En insérant |t| = 1 dans (4.6), on obtient :

D0
∞ =

~vF

2

π

2
. (4.8)

D∞ doit être obtenu en extrapolant les résultats numériques, comme on le verra dans la
section 4.2.

Les formules (4.7) et (4.4) ont également été redérivées dans la référence [84]. En
supposant que le système global est un liquide de Fermi à taille infinie, comme cela
semble être le cas (voir section suivante ainsi que [129]), le problème y est reformulé
en terme de quasi-particules et la validité de la méthode de la boucle dans ce cas est
démontré.

Remarque sur la terminologie : La raideur de charge est une quantité définie pour
caractériser le courant permanent d’une façon intensive (le courant permanent tend vers
zéro quand L → ∞, pas la raideur de charge). Il est possible de définir une quantité
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Vg

Fig. 4.3: Le nano-système, constitué d’une chaîne de LS sites dans laquelle
les électrons interagissent à courte portée avec une intensité U , couplé à deux
fils semi-infinis. En-dessous, le potentiel de compensation prévient le dépeuple-
ment du nano-système par l’interaction à demi-remplissage (voir texte). Enfin,
un potentiel de grille Vg permet d’attirer des électrons et de varier la densité
électronique du nano-système.

analogue (parfois appelée le poids de Drude, voir section 2.2.3) à partir de la courbure
de l’énergie du fondamental à flux nul :

C = L
∂2E

∂ϕ2
ϕ=0

. (4.9)

Ces deux quantités, C et D, sont qualitativement équivalentes pour des systèmes unidi-
mensionnels. Il faut néanmoins garder en tête que par raideur de charge nous désignons
dans cette thèse D et non C.

4.1.2 Application de la méthode en présence d’interactions

La question que nous souhaitons aborder maintenant est celle de la validité de la
méthode de la boucle en présence d’interaction. Comme les électrons interagissent dans
le nano-système, on peut se demander s’il est conceptuellement possible d’attribuer une
amplitude de transmission t(EF) au nano-système. Pour de petits anneaux, la réponse
est clairement négative.

En présence d’interaction, seul l’outil numérique nous permet de nous affranchir
d’une quelconque approximation draconienne. Pour y avoir recours, nous allons utilisé
le modèle introduit dans la section 2.2.1.

La Figure 4.3 schématise à la fois le nano-système que nous allons étudier et le
dispositif dans lequel on veut en mesurer la conductance. Il s’agit d’un système unidi-
mensionnel. On rappelle cependant que la méthode de la boucle nécessite que les fils,
mais pas forcément le nano-système, soient purement unidimensionnels.
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On rappelle l’Hamiltonien correspondant :

H = HK +HU +HG, (4.10)

avec

HK = −
∞∑

i=−∞

(c†ici+1 + h.c.), (4.11)

HU = U

LS−1∑
i=1

(n̂i − 1/2)(n̂i+1 − 1/2), (4.12)

HG = −Vg

LS∑
i=1

n̂i. (4.13)

L’Hamiltonien HU contient, en plus du potentiel à deux corps d’interaction, un potentiel
à un corps (dû aux termes 1/2) qui assure la neutralité de charge dans le cas de demi-
remplissage (et donc la symétrie particule-trou dans le nano-système). Il peut être vu
comme un arrière-plan de charges positives dont la présence évite que les électrons, sous
l’effet des interaction, ne désertent le nano-système. Ce potentiel est dessiné sous le
schéma du système dans la Figure 4.3. Il est caractérisé par des marches à U/2 pour
les sites aux extrémités du nano-système. Ces marches sont dues au fait qu’un électron
placé sur un de ces deux sites ne peut interagir qu’avec un seul de ses deux proches
voisins.

Ce système, étant ouvert, n’est pas adapté au calcul numérique. Ce que nous pouvons
faire en revanche, c’est calculer le courant permanent dans la boucle de la Figure 4.4,
puisqu’il s’agit d’un système fermé.

Ce calcul est fait grâce à un programme écrit par P. Schmitteckert [42]. Le code est
basé sur l’algorithme DMRG qui est particulièrement efficace à une dimension (voir sec-
tion 1.3.3). Il s’agit d’une technique de renormalisation permettant de faire la meilleure
troncation de l’espace de Hilbert possible à chaque étape de la construction du système.
Les Nc états gardés dans les parties du système à chaque étape correspondent à ceux qui
ont le poids le plus important dans la matrice-densité réduite correspondant à l’état fon-
damental du système composé. On peut ainsi obtenir le fondamental d’un système avec
à la fois une grande précision (bien sûr liée à la grandeur du nombre Nc) et une grande
efficacité (car on réalise la meilleure troncation). Pour les systèmes les plus grands que
nous ayons considérés (de l’ordre de L = 300 sites), nous avons gardé jusqu’à Nc = 1000

états.



78 Conductance en présence d’interaction : la méthode de la boucle

ϕ

LS+1
LS

L 1 2

Fig. 4.4: Le nano-système fermé en une boucle par une chaîne de LL = L−LS

sites sans interaction. Le courant permanent J(ϕ) peut être calculé numérique-
ment, même en présence d’interactions entre proches voisins sur les sites 1 à
LS.

La question qui nous intéresse dans cette section peut maintenant être formulée de
la façon suivante : est-ce que, dans la limite d’un fil de taille infinie, le système en
interaction schématisé sur la Figure 4.4 se comporte de la même façon que le système à
un corps de la Figure 4.2 ?

Pour montrer que c’est le cas, R. A. Molina et al. ont utilisé l’implémentation à
valeurs complexes du code de P. Schmitteckert pour calculer [78] numériquement le
courant permanent J(Φ) dans la boucle de la Figure 4.4 incluant le nano-système en
interaction. Les symboles sur la Figure 4.5 correspondent au résultat de l’extrapolation

lim
L→∞

J(Φ)

J0(π/2)
(4.14)

faite avec les données numériques. Les lignes correspondent à un « fit » de ces points
par la formule (4.1) ou (4.2) divisée par J0(1)

(π/2) en utilisant |t(EF)| comme paramètre
ajustable.

Le fait que l’ajustement soit parfait signifie que les deux systèmes (Figure 4.2 et
Figure 4.4) se comportent de la même façon dans la limite de taille infinie, et qu’il est
donc possible de remplacer un nano-système en interaction par un diffuseur à un corps
avec une amplitude de transmission effective.

Avec ce test [78] la méthode de la boucle se trouve validée en présence d’interactions.
Cette vérification est complétée par des arguments analytiques basés sur l’hypothèse que
le système est un liquide de Fermi [84]. Dans la suite, on utilisera donc l’implémentation à
valeurs réelles du code de P. Schmitteckert et on déterminera la conductance directement
à partir de l’équation (4.7).
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Fig. 2. The scaling of the persistent current with the total
length L is performed for a ring with system size LS = 6 at
half filling for several values of the flux Φ and the interaction
strength U . The persistent current J(Φ) is depicted for even
particle numbers N = 6, 8, 10 while for odd particle numbers
N = 7, 9, results for J(Φ̃) with Φ̃ = Φ − π are shown. The
extrapolation L → ∞ has been performed by means of fits to
second-order polynomials in 1/L.

background charge and ensures the local charge neutral-
ity. For a half-filled ring ν = N/L = 1/2, the compen-
sating potential is V+ = 1/2 since this value guarantees
particle-hole symmetry even in the presence of interac-
tions. Outside half filling, the compensating potential V+

becomes a function of U , N , LS and LL as we will discuss
in Section 4.

We have numerically investigated ground state prop-
erties of (4) by means of the DMRG method [27,28] in
implementations for real and complex Hamiltonians. Con-
vergence into the ground state is ensured by the admix-
ture of the corresponding intermediate results for the clean
non-interacting problem during the first few sweeps [29].
With the complex implementation, we are able to treat not
only the flux values Φ = 0 and Φ = π used in [12], where
the Hamiltonian (4) can be represented by a real matrix,
but also the general case of arbitrary flux where the ma-
trix becomes complex. In order to determine the persis-
tent current, we directly evaluate the current operator for
the ground state, thereby avoiding the potentially difficult
procedure of taking numerically the derivative of E0(Φ).

The length dependence of the persistent current and
the extrapolation to infinite lead length is shown in Fig-
ure 2 for particle numbers N = L/2 between 6 and 10.
Motivated by the symmetry

J(Φ; N odd) = J(Φ − π; N even), (5)

valid in the non-interacting case according to (1) and (2),
we plot the interacting results corresponding to even and
odd N at flux values Φ and Φ−π, respectively. As is shown
in Appendix A, the scaling laws for even and odd N may
be different. However, making only the flux transformation
of equation (5) allows us to obtain good asymptotic results
from a single fit to the ensemble of data points for even and
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Fig. 3. The flux dependence of the persistent current for a
system size LS = 6 and half filling is shown for interaction
strengths U = 1 and 4. The points represent DMRG results
extrapolated to the limit of infinite leads (see Fig. 2). The
lines represent the theoretical result (2) for a ring with a non-
interacting scatterer and transmission amplitudes |t| = 0.938
(solid line) and |t| = 0.425 (dotted line).

odd N . A second-order polynomial fit describes very well
the deviation of the logarithm of the persistent current
from its asymptotic value.

The results presented in Figure 2 indicate that the
symmetry (5) holds even in the presence of electron-
electron interaction and is independent of the interac-
tion strength U . This provides numerical evidence that it
should be possible to relate the persistent current in the
presence of an interacting region to the persistent current
for a non-interacting scattering problem.

The flux dependence of the persistent current J(Φ)
for an even number of particles, extrapolated to the limit
of an infinite lead, is presented in Figure 3 for moder-
ate and strong interaction, U = 1 and U = 4, respec-
tively. At the filling factor ν = 1/2 used here, the interac-
tion effects are expected to be most important. As can be
seen from Figure 3, the flux dependence of the persistent
current is described very well by the expression (2) for
the non-interacting case with transmission amplitudes of
|t| = 0.938 (solid line) and 0.425 (dotted line) for U = 1
and 4, respectively.

This demonstrates that, in the limit L → ∞, the zero-
temperature persistent current of a ring containing an in-
teracting region is quantitatively described by the persis-
tent current of a ring with a scattering region. A single
parameter, the interaction-dependent elastic transmission
coefficient at the Fermi energy |t(EF, U)|2 suffices to char-
acterize the interacting sample, at least as far as the flux
dependence of the ground state energy at zero tempera-
ture is concerned.

We emphasize that the DMRG technique employed
here to calculate the persistent current of the ground state
of the Hamiltonian (4) does not rely on any assumption.
In particular, the DMRG technique does not require that
the correlated nanosystem must be a Fermi liquid. But
the fact that the expressions (1) and (2) for the persistent

Fig. 4.5: Le courant permanent en fonction du flux dans la limite d’un anneau
de taille infinie. Les points sont les résultats numériques obtenus pour un nano-
système de LS = 6 sites avec une interaction d’intensité U = 1 et 4, sans tension
de grille (Vg = 0). Les courbes correspondent à la prédiction théorique pour un
diffuseur sans interaction d’amplitude de transmission |t|=0.938 (trait plein) et
|t|=0.425 (trait pointillé). Graphe extrait de la référence [78].

4.2 L’extrapolation à taille infinie

4.2.1 Premiers contacts

Les résultats numériques concernent obligatoirement des systèmes finis. Pour trouver
D∞, on porte les valeurs de D pour des tailles L finies en fonction de 1/L, puis on
extrapole le comportement de la courbe. La valeur D∞ est donnée par là où la courbe
croise l’axe des ordonnées.

La Figure 4.6 montre une extrapolation dans un cas simple. On choisit les unités de
façon à ce que th = 1 et ~ = 1. De ce fait, on a vF = 2 et D0

∞ = π/2. L’équation (4.7)
devient simplement :

g = sin2 (D∞) . (4.15)

Pour faire l’extrapolation, on utilise en règle générale les 4 derniers points (ceux qui
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Fig. 4.6: Un exemple d’extrapolation de la raideur de charge dans un cas simple.
U = 2, Vg = 0, LS = 6. Les symboles sont les résultats numériques. La courbe,
décrite par l’équation D = 0.880 + 0.99/L + 2.8/L2, correspond au meilleur
ajustement de la parabole (4.16) aux points correspondant aux triangles pleins.

correspondent aux plus grandes tailles) que l’on « fit » avec la parabole :

D = D∞ +
A

L
+
B

L2
(4.16)

où les paramètres ajustables sont D∞, A et B. Au vu de la Figure 4.6 il ne fait aucun
doute que l’extrapolation est de bonne qualité et la valeur trouvée D∞ = 0.88 nous
donne la conductance g = 0.59.

Les points correspondant aux plus grandes tailles sont ceux pour lesquels le com-
portement asymptotique (4.16) est le plus valable (voir Annexe B). Le fait de limiter
le processus d’ajustement à quatre points permet, en regardant comment les points
non-inclus par le processus de fit sont proches ou pas de la parabole (4.16), d’évaluer
qualitativement la qualité du fit (voir discussion plus bas).

Remarque : R. A. Molina et al. [78] utilisent un fit linéaire sur une échelle semi-
logarithmique :

logD = logD∞ +
C

L
. (4.17)
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Ce qui donne si on développe :

D = D∞ +
CD∞

L
+
C2D∞

2L2
+ . . . (4.18)

Comparé à l’équation (4.16), les termes sont plus nombreux mais ne sont pas indépen-
dants. En particulier (4.17) implique que A/D∞ = 2B/A, ce qui n’a pas de raison d’être
vrai. Le fit (4.17) est valable lorsque le troisième terme du développement est négligeable
(c’est-à-dire B/L2 � A/L) comme c’est le cas dans l’exemple de la Figure 4.6. Dans
des cas plus difficiles, R. A. Molina et al. [78] utilisent un fit parabolique en échelle
semi-logarithmique, ce qui est quasiment équivalent au fit parabolique (4.16) que nous
utilisons.

En dehors du cas le plus aisé, le fait d’avoir trois termes indépendants dans (4.16)
permet de quantifier un peu la qualité de l’extrapolation. Dans le cas de l’exemple de
la Figure 4.6, les quatre points pris en compte dans le processus de fit correspondent à
des tailles L allant de 70 à 100 sites. Si on prend la taille moyenne (L0 = 85), on peut
calculer les différents termes du développement : A/L0 = 0.012 et B/L2

0 = 0.0004, et
les comparer à D∞ = 0.88. Dans ce cas on peut qualifier l’extrapolation d’excellente
puisque D∞ � A/L0 � B/L2

0.

Dans des circonstances plus difficiles (notamment près des résonances de transmis-
sion, comme nous allons le voir) il peut ne pas être aisé numériquement d’avoir des
résultats à des tailles suffisamment grandes pour avoir une extrapolation d’aussi bonne
qualité. Il est alors utile de développer une certaine intuition concernant la qualité de
l’extrapolation et sa fiabilité, et ceci en sus d’une compréhension plus théorique des ori-
gines des difficultés posées à l’extrapolation (voir section 4.2.2). Nous donnons ici les
règles empiriques que nous avons été amené à définir et que nous avons utilisées dans
les calculs menant aux Chapitres suivants.

Il faut comparer D∞, A/L0 et B/L2
0 pour un L0 représentatif des points ayant par-

ticipé au fit (comme nous l’avons fait pour l’exemple).
✽ Si D∞ � A/L0 � B/L2

0, comme dans l’exemple, alors on est dans le cas idéal où
un fit linéaire est déjà suffisant.

✽ Dans certains cas, A/L0 peut être du même ordre que B/L2
0, voire même plus

petit. Si les deux sont néanmoins très petits devant D∞, alors le fit choisi n’a pas
d’importance. Il est même possible de prendre pour D∞ la valeur de D pour le
plus grand système calculé.

✽ D∞ peut être du même ordre que A/L0, cela peut juste vouloir dire que la pente
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Fig. 4.7: Un exemple d’extrapolation de la raideur de charge dans un cas un peu
plus difficile que celui de la Figure 4.6 : U = 2, Vg = 3, LS = 6. Les symboles sont
les résultats numériques. La courbe, décrite par l’équation D = 0.438 + 8.2/L+
251/L2, correspond au « fit »des points correspondant aux triangles pleins par
la parabole (4.16).

avec laquelle D∞ est approché est forte, mais n’implique pas que l’extrapolation
soit incorrecte. Si A/L0 n’est par exemple que deux fois plus petit que D∞, il faut
bien vérifier que B/L2

0 � A/L0, sinon l’extrapolation est douteuse. Si c’est le cas,
un fit linéaire est déjà suffisant.

✽ Un fit pour lequel on aurait D∞L0/A ' AL0/B ' 4 peut être considéré comme
acceptable. Dans ce cas, on n’a pas B/L2

0 � A/L0 et donc le fit linéaire ne suffirait
pas. Mais la décroissance constante de l’importance des termes donne bon espoir
que le fit parabolique est suffisant.

Pour illustrer ce dernier point, regardons l’extrapolation de la Figure 4.7. Le fit fait
pour des tailles de 70 à 100 sites (L0 = 85) donne D∞ = 0.438, A/L0 = 0.097 et
B/L2

0 = 0.035. Si on va plus loin en taille, D∞ oscille entre 0.433 et 0.436 selon le
choix des points participant au fit. Cela donne une idée de l’incertitude introduite par
l’extrapolation. On peut noter que le point correspondant au système le plus grand
(L = 190, le point le plus à gauche sur la Figure 4.7) est D = 0.487. Le résultat de
l’extrapolation, même faite avec les points correspondants aux tailles L = 70 à 100

(triangles pleins sur la Figure 4.7), est bien meilleur.
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4.2.2 D’où peuvent venir les difficultés

Pour justifier notre méthode et bien comprendre ce qui peut rendre l’extrapolation
problématique, nous allons regarder un peu plus en détail, du point de vue théorique,
le comportement de la raideur de charge. Dans cette discussion, on travaille avec une
théorie à un corps. On suppose en effet que l’on regarde le comportement dans la limite
de taille suffisamment grande pour que le comportement liquide de Fermi soit restauré
dans le système global et que l’on puisse parler d’amplitude de transmission effective,
même en présence d’interactions dans le nano-système.

Dans l’Annexe B on calcule les trois premiers termes du développement de la raideur
de charge. Voici le résultat du calcul (équations (B.39) à (B.42)) :

D = D∞ +D(1) +D(2) (4.19)

D∞ =
~vF

2
arcsin (|t(kF)|) (4.20)

D(1) = − 1

2L

d

dk

(
dε

dk
δα arcsin (|t|)

)
k=kF

(4.21)

D(2) =
1

4L2

d2

dk2

(
dε

dk
arcsin (|t|)

[
1

3
arcsin2 (|t|) + δα2 − π2

4

])
k=kF

(4.22)

où δα = α− kLS (on rappelle que t(k) = |t(k)|eiα(k)).

Les équations (4.21) et (4.22) nous renseignent sur comment D∞ est approché à
grande taille. Comme elles font intervenir les dérivées d|t|/dk et dδα/dk, on voit de suite
que le développement peut poser problème à proximité de résonances, où ces dérivées
peuvent être très grandes.

Pour fixer les idées, prenons le cas où le module de l’amplitude de transmission a la
forme d’une lorentzienne de largeur caractérisée par Γ :

t =
1

1− ik/Γ
. (4.23)

La Figure 4.8 montre le module carré |t|2 et la phase δα(k) correspondants.

On peut injecter (4.23) dans les équations (4.21) et (4.22) pour calculer les coefficients
du développement (4.19). On obtient alors

D = D∞ +
a

ΓL
+

b

(ΓL)2
(4.24)
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Fig. 4.8: Le module carré |t|2 (trait plein, échelle de gauche) et la phase δα (trait
pointillé, échelle de droite) en fonction de k lorsque l’amplitude de transmission
est décrite par (4.23).

où les coefficients a et b dépendent de kF et de Γ. La valeur de a et b évolue donc selon
la position du vecteur d’onde de Fermi par rapport à la résonance. On peut calculer
numériquement la valeur maximum que ces coefficients peuvent prendre en fonction de
kF. Ces valeurs maximales dépendent encore de la largeur Γ, mais quand cette dernière
tend vers zéro, le calcul numérique montre que a et b tendent rapidement vers 0.2 et 1.5,
respectivement.

Ayant vérifié que ces coefficients ne sont pas pathologiquement grands, on peut
conclure que pour que le développement soit valide, il faut considérer des systèmes
d’une taille plus grande que l’inverse de la largeur de la résonance :

L >
1

Γ
. (4.25)

D’autre part, il est important de noter que le développement est fait à EF fixé. Si
dans la procédure numérique le niveau de Fermi dans le fil n’est pas bien défini et change
avec LL, alors le développement (4.19) perd sa signification.

Le premier facteur qui limite la définition de EF est l’espacement fini entre les niveaux,
qui est de l’ordre de 1/L. À ce sujet on peut dire que 1/L agit un peu comme une
température, dans le sens où il conditionne la résolution en énergie avec laquelle on peut
espérer sonder le nano-système. On peut néanmoins éviter complètement ce problème
en se plaçant à demi-remplissage avec L pair. Dans ce cas, si on a un système homogène
(Vg = 0), il y a toujours un niveau à une particule qui est à l’énergie de Fermi (EF = 0)



Conductance en présence d’interaction : la méthode de la boucle 85

0.48

0.5

0.52

0.54

〈ni〉〈ni〉

0 25 50 75 100 125 150

ii

Fig. 4.9: Valeur moyenne de la densité électronique dans un anneau de 170
sites. Les LS = 6 sites du nano-système ont été déplacés au milieu de la figure
et sont dénotés par la région grisée. À l’extérieur, dans le fil de chaque coté,
s’étendent des oscillations de Friedel.

grâce à la symétrie particule-trou.

Le problème majeur dans l’extrapolation survient en réalité dans les systèmes dont
la répartition de la densité électronique n’est pas homogène (Vg 6= 0) puisque cela induit,
comme nous allons le voir dans la section suivante, que le niveau de Fermi dans le fil
dépend de L.

4.2.3 En densité inhomogène

Numériquement, nous avons accès à la valeur moyenne 〈ni〉 sur le fondamental de
l’opérateur densité électronique ni = c†ici au site i. On définit le nombre moyen d’élec-
trons dans le nano-système par

N =

i=LS∑
i=1

〈ni〉 . (4.26)

La Figure 4.9 montre la répartition moyenne des électrons dans un anneau de 170
sites (LS = 6, Vg = 3, U = 10, avec 85 particules). Pour ces paramètres, le nano-système
attire une charge δN = N−LS/2 = 0.094 supplémentaire. Le nano-système devient donc
chargé et les électrons dans les fils se réorganisent pour écranter cette charge, donnant
lieu à des oscillations de Friedel de part et d’autre du nano-système.
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On constate que la valeur à laquelle se stabilise la densité loin du nano-système est
inférieure à 0.5, puisque le fil a perdu δN électrons. Ce changement devient négligeable
et le remplissage du fil tend vers 0.5 lorsque l’on augmente la taille de l’anneau. Cela
signifie que le niveau de Fermi EF dans le fil, directement lié à son remplissage, varie
avec L. On peut noter kF(L) la valeur du vecteur d’onde de Fermi dans le fil (relié à EF

par la relation de dispersion E = −2th cos (k)) pour un système de taille L. Dans le cas
de demi-remplissage global, kF(L) tend vers π/2 lorsque L tend vers l’infini.

Comme le niveau de Fermi varie avec la taille L, le potentiel chimique du fil change et
en conséquence le nombre moyen N d’électrons attirés dans le nano-système varie avec
L. Ce n’est que pour une taille infinie que N atteint une valeur, que l’on note N∞, qui
ne dépend plus de la taille du fil. On voit ainsi que N∞, tout comme D∞, doit s’obtenir
par une extrapolation (dont nous verrons des exemples sur la Figure 4.11).

Nous allons maintenant montrer comment le fait que le niveau de Fermi dans le fil
dépend de la taille affecte l’extrapolation autour d’une résonance relativement étroite,
avant de montrer comment on peut améliorer la méthode en corrigeant le remplissage du
fil. La Figure 4.10 montre la résonance que nous allons considérer. L’origine physique de
cette résonance et ses propriétés sont discutées au Chapitre 5. Ici, nous nous intéressons
à la façon dont ce résultat à été techniquement obtenu, c’est-à-dire aux extrapolations
autour et sur la résonance.

Comme kF dépend de L, le développement (4.19) écrit pour un vecteur d’onde kF(L0)

pour une certaine taille L0 ne peut décrire l’évolution de la fonction D(L) calculée
numériquement que sur une certaine plage de longueurs autour de L0. Au fur et à
mesure que la taille L0 considérée augmente et que kF(L0) tend vers π/2, les coefficients
du développement décrivant D(L) changent jusqu’à atteindre leur valeur asymptotique
pour une taille infinie. On note DL0

∞ (Vg) le premier coefficient de ce développement. On
peut comprendre DL0

∞ (Vg) comme étant la valeur vers laquelle semble tendre D à taille
infinie lorsque l’on regarde le comportement de la fonction D(L) pour des tailles proches
de L0.

Nous définissons ensuite la tension de grille effective V ∗
g par DL0

∞ (Vg) = D∞(V ∗
g ).

L’idée derrière cette définition est la suivante : pour une taille finie, N 6= N∞ car le
potentiel chimique du fil dépend de L. Or, la façon dont les électrons sont diffusés par
le nano-système (et donc la valeur de D) dépend fortement du nombre N d’électrons
dans celui-ci. Donc finalement, la situation vue par les électrons au niveau de Fermi dans
un système fini de taille L0 (dans lequel N 6= N∞) est équivalente à celle d’un système
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Fig. 4.10: Conductance g = sin2 (D∞) et nombre moyen de particules N dans
le nano-système en fonction de la tension de grille Vg pour LS = 6 et U = 10.
(ces résultats se retrouvent dans la Figure 5.1 du Chapitre 5)

infini dans lequel la tension de grille est ajustée à la valeur V ∗
g nécessaire pour attirer

exactement N électrons. On insiste sur le fait que V ∗
g dépend de L0 et qu’en particulier

on a limL0→∞ V ∗
g = Vg, où Vg est la tension de grille pour laquelle l’extrapolation est

réalisée.

On voit ainsi que l’homogénéité du système complique le processus d’extrapolation.
La gravité de la situation dépend en réalité de la rapidité de l’évolution du couple
(D∞, N∞) en fonction de Vg. S’il évolue peu (de sorte que D∞(V ∗

g ) ∼ D∞(Vg)), alors le
fait que EF ne soit pas parfaitement défini n’est pas très important. À proximité d’une
résonance pointue, en revanche, la situation peut devenir plus compliquée.

Pour prendre un exemple, plaçons-nous à gauche de la résonance de la Figure 4.10,
en Vg = 10.0. Pour une taille finie, la tension de grille effective V ∗

g est plus petite que
Vg, puisque le nano-système prend environ un électron au fil. À V ∗

g correspondent des
valeurs légèrement plus petites pour D∞ et N∞. Pour procéder à l’extrapolation, il faut
donc considérer des systèmes d’une taille suffisamment grande pour que les coefficients
D∞, A et B du fit (4.16) ne changent plus (ou peu) lorsqu’on augmente L. On peut voir
sur la Figure 4.11a que cela mène à une extrapolation plus difficile que dans le cas de la
Figure 4.7.
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Fig. 4.11: Extrapolations (lignes pleines) et résultats numériques (symboles)
pour la raideur de charge D et le nombre N de particules dans le nano-système
(a) à gauche, (b) à droite et (c) sur la résonance de la Figure 4.10. Seuls les
symboles pleins sont pris en compte dans le processus de fit. Les extrapolations
sur la résonance sont améliorées si on compense le remplissage (d) en ajoutant
une (triangles et cercles) ou deux (losanges et carrés) particules au système
global.
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Si nous nous plaçons à droite de la résonance, en Vg = 10.2 par exemple, les choses
sont pires encore. On peut voir en effet sur la Figure 4.11b qu’un comportement non-
monotone apparaît en fonction de L. L’origine de ce comportement repose dans le fait
que pour des tailles pas trop grandes, V ∗

g se trouve inférieur à la tension de grille à
la résonance (qui est proche de 10.08). Ainsi, lorsque L augmente, D∞(V ∗

g ) décrit plus
ou moins l’ensemble de la résonance avant d’atteindre sa valeur limite pour Vg = 10.2.
Par exemple, si l’on regarde D(1/L) aux alentours de 1/L0 = 0.02, D semble tendre
vers une valeur élevée à taille infinie. Dans l’image que nous utilisons, cela signifie que
V ∗

g (L0 = 1/0.02) vaut environ 10.08. Ce n’est que pour des valeurs de L0 bien plus
grandes que l’on peut voir que D∞ est en réalité relativement petit.

Ce comportement non-monotone peut être vraiment problématique puisqu’il en-
gendre un risque que le résultat de l’extrapolation soit faux. Par exemple, alors que
l’extrapolation à résonance (Vg = 10.08) de la Figure 4.11c semble raisonnable, celle,
réalisée pourtant dans les mêmes conditions, pour un point se situant juste après la
résonance (Vg = 10.085) donne une valeur pour D∞ qui est plus grande que π/2, ce qui
est physiquement inacceptable. Si l’on n’a pas numériquement accès à des systèmes de
tailles suffisamment grandes, il peut ainsi être particulièrement difficile de localiser avec
précision une résonance et de mesurer sa hauteur.

On peut améliorer les choses en compensant le remplissage du fil. Cela peut se faire
en ajoutant ∆N électrons au système global (bien sûr, ∆N doit être entier). Dans notre
exemple, on prend ∆N = 1 pour des valeurs de Vg inférieures à la tension de grille à
résonance, et ∆N = 2 pour des valeurs supérieures.

Grâce à cette correction du remplissage, le niveau de Fermi atteint plus facilement
sa valeur asymptotique, et l’extrapolation s’en trouve de meilleure qualité. On peut
comparer la situation avec et sans compensation en regardant les graphes (c) et (d)
de la Figure 4.11. On voit sur le premier graphe de (d) que la parabole obtenue pour
∆N = 1 passe par davantage de points que celle sur le premier graphe de (c), ce qui
signifie que l’extrapolation est plus fiable.

Pour ∆N = 2, donc lorsque l’on est à droite de la résonance, c’est cette fois un
surplus d’électrons que le nano-système laisse au fil. Pour un système fini on a donc
V ∗

g supérieur à Vg. Comme on peut le voir sur la Figure 4.11d, cela change le coté
duquel la résonance est approchée. C’est particulièrement flagrant pour l’extrapolation
de N . Le fait de pouvoir choisir de quel coté la valeur Vg souhaitée est approchée par
V ∗

g lorsque L0 augmente permet de s’affranchir du comportement non-monotone. Avec
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∆N = 2, on peut ainsi par exemple faire l’extrapolation pour la valeur de tension de
grille Vg = 10.085 dans de bonnes conditions, et obtenir un résultat quantitativement
correct sans considérer des systèmes de tailles plus grandes.

Le couple de graphes (d) de la Figure 4.11, plus que le couple (c), permet de conclure
que Vg = 10.08 est très proche de la tension de grille à résonance. Le fait que l’extrapo-
lation de D∞ semble un peu moins bonne pour ∆N = 2 que pour ∆N = 1, ainsi que le
fait que la moyenne des deux extrapolations de N∞ est inférieure à 4.5 suggère que l’on
est encore légèrement à gauche de la résonance. Pour ce qui est des valeurs de D∞ et
N∞ retenues pour Vg = 10.08, on prend la moyenne des deux extrapolations de la figure
d.

De cette façon, la méthode de la boucle est capable de déterminer relativement ef-
ficacement et avec une précision relativement bonne l’amplitude de transmission d’un
nano-système comportant des résonances pas trop pointues.

4.2.4 Remarque sur la pente de l’extrapolation

Pour clore cette section sur l’extrapolation, nous discutons brièvement la pente de
l’extrapolation dans le cas particulier d’interaction très forte pour LS pair.

On peut obtenir la pente de la courbe D(1/L) dans la limite L → ∞ à partir de
l’équation (B.41) de l’Annexe B. En gardant à l’esprit que dans notre modèle, pour
kF = π/2, on a dε/dkkF

= 2 et que la seconde dérivée est nulle, et en supposant que
lorsque U � 1, |t| � 1, on peut écrire la pente

−
(
dδα

dk
+ δα

1

|t|
d|t|
dk

)
k=kF

. (4.27)

Or la règle de somme de Friedel [130, 131] permet de relier la phase α au nombre de
particules dans le nano-système, qui se trouve être fixé par l’isolant de Mott à LS/2. On
a donc α(k) = πLS/2 qui ne dépend pas de k, et on obtient

δα(k) =
(π

2
− k
)
LS, (4.28)

ce qui donne simplement LS pour la pente de l’extrapolation.

Or des résultats numériques pour LS = 2 et LS = 4 semblent converger vers une pente
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différente, qui pourrait être LS−1 (les valeurs très petites de D et l’incertitude numérique
ne permettent pas d’être concluant). Ce désaccord a été remarqué initialement par R.
A. Molina et collaborateurs.

L’explication de ce désaccord repose probablement dans le fait qu’une partie des
électrons déplacés par le nano-système se trouve dans les fils sous forme d’oscillations de
Friedel. Pour kF = π/2, le demi-remplissage est assuré partout et l’ensemble du système
est homogène. Mais pour k 6= π/2, même si l’interaction infinie impose LS/2 particules
dans le nano-système, il apparaît en plus une charge dans les fils sous forme d’oscillation
de Friedel. L’apparition de cette charge s’accompagne d’une contribution à la dérivée
dδα/dk, qui a pour effet de diminuer la pente. Bien qu’il soit difficile d’être quantitatif,
nous pensons que ceci est à l’origine du désaccord observé.

4.3 Conclusion du Chapitre 4

Nous avons dans ce Chapitre décrit en détail la méthode de la boucle qui, à partir de
données obtenues à l’aide de l’algorithme DMRG, permet de déterminer la conductance
d’un système en interaction en prenant en compte toutes les corrélations. Pour conclure,
nous discutons brièvement les limitations de la méthode.

Tout d’abord, la conductance obtenue l’est en réponse linéaire et dans la limite de
température nulle. Prendre en compte les effets d’une température finie est souhaitable
mais jusqu’à maintenant pas à l’ordre du jour. En revanche, une approche développée ré-
cemment et basée sur un algorithme DMRG dépendant du temps [132], permet d’obtenir
la conductance non-linéaire et donc de tracer la caractéristique courant-tension.

Hormis ces limitations de régime, la contrainte la plus sérieuse de la méthode est que
les fils connectant le nano-système aux réservoirs doivent être purement unidimensionnels
(c’est-à-dire ne comporter qu’un seul canal ouvert). Ceci est nécessaire en vu de pouvoir
remonter au module de l’amplitude de transmission, connaissant seulement le courant
permanent.

Dans le cas multi-canaux, une proposition récente [133] (pour des systèmes sans inter-
action) suggère de calculer numériquement des courants permanents pour diverses confi-
gurations dans lesquelles seuls deux canaux du nano-système sont reliés l’un à l’autre par
un fil sans interaction, tous les autres canaux étant laissés ouverts. L’idée est d’obtenir
suffisamment d’information pour remonter aux différentes amplitudes de transmission.
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Cependant, les relations donnant le courant permanent en fonction des coefficients de la
matrice de diffusion du nano-système pour les différentes configurations semblent difficile
à inverser, et pour l’instant l’application de la méthode de la boucle semble être limitée
à des nano-systèmes couplés aux fils par un seul canal.

Une des implications de cette contrainte de canal unique est qu’il faut considérer des
systèmes d’électrons sans spin, puisqu’autrement il y a au minium deux canaux : un
pour chaque direction de spin. Néanmoins, le cas de un canal avec spin est plus simple
que celui de deux canaux sans spin, et une hypothèse simplificatrice permet d’étendre
la méthode de la boucle à ces systèmes, comme nous le verrons dans le Chapitre 6.



Chapitre 5

Blocage de Coulomb sans barrières de
potentiel

“You can check out anytime you like, but you can never leave.”

— Don Henley, Hotel California (The Eagles)

5.1 Introduction

Dans ce Chapitre, on utilise la méthode de la boucle, décrite dans le Chapitre pré-
cédent, pour étudier l’effet des corrélations électroniques sur la conductance à travers
un nano-système dont la densité électronique peut être modulée et qui est parfaitement
couplé aux fils.

Comme nous avons vu dans le Chapitre 1, un ingrédient crucial pour le blocage de
Coulomb est la présence d’interactions Coulombiennes entre les électrons. L’énergie de
charge doit être bien plus grande que l’énergie kBT associée à l’agitation thermique
ou que celle eV associée à la tension V appliquée. Depuis le début de la physique du
blocage de Coulomb, il a été naturel de considérer des boîtes quantiques presqu’isolées.
Une façon pratique d’obtenir une telle situation est de les connecter avec des barrières
tunnel. Différentes études ont été ensuite entreprises (voir Chapitre 2) pour étudier
comment les oscillations caractéristiques du blocage de Coulomb disparaissent quand la
boîte quantique devient mieux couplée aux réservoirs.

93
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Nazarov a notamment montré que la quantification de la charge peut subsister dans
des boîtes quantiques connectées aux réservoirs par des conducteurs arbitraires [34],
comme des fils métalliques désordonnés en lieu et place des barrières tunnel, pour peu
que les accès aient toujours une conductance GB petite devant G0. Si en revanche ne
serait-ce qu’un canal est parfaitement transparent, l’énergie de charge effective s’annule
et aucun effet de charge finie ne peut être observé même à température nulle.

Dans ce contexte, il est crucial de faire la différence entre transmission parfaite et
contact parfait. En effet, tout comme la conductance d’une boîte quantique, la transmis-
sion d’un accès (une barrière tunnel, un contact point, un fil métallique désordonnée) est
une quantité qui doit être mesurée entre deux réservoirs. Dès lors que l’accès est placé
entre un réservoir et une boîte quantique, la transmission de cet accès, fut-elle parfaite,
peut ne plus être une quantité pertinente, puisqu’un électron traversant l’accès peut être
rétro-diffusé de façon cohérente à l’intérieur de la boîte quantique.

Dans des travaux récents [116, 117] la cohérence et les possibilités de rétro-diffusion
au sein de la boîte ont été prises en compte correctement. Le résultat principal est que la
correction due aux interactions à la conductance moyenne dans le cas de contacts idéaux
(c’est-à-dire quand tous les canaux sont soit complètement ouverts soit complètement
fermés) est nulle. Cette conclusion semble en accord avec les résultats d’une expérience
menée sur de relativement grandes boîtes chaotiques [119].

La tendance expérimentale actuelle est aux échantillons de plus en plus petits. Or
les interactions électroniques sont plus importantes dans les systèmes à dimensionalité
réduite (voir section 1.2) et de petite taille. Récemment, du blocage de Coulomb a été
observé avec de très petits MOSFETs dans lesquels il n’y a pas de barrières tunnel
construites délibérément [32, 33]. Dans ces échantillons, il est probable que le blocage
de Coulomb soit dû soit à des accès désordonnés, soit à l’apparition de barrières de
potentiel électrostatiques avec la tension de grille. Néanmoins, ce genre d’observation
rend intéressante la question de savoir si de mauvais contacts sont vraiment nécessaires
pour obtenir du blocage de Coulomb. Pour la taille des boîtes quantiques étudiées, on
s’attend en effet à ce que les interactions jouent un rôle crucial. La question qui se pose
est donc : le blocage de Coulomb peut-il avoir lieu avec des contacts parfaits, et donc
provenir seulement des corrélations électroniques ?

Pour répondre à cette question, il est nécessaire d’aller au-delà du traitement usuel
de l’interaction dans la boîte, basé dans la plupart des travaux menés jusqu’à présent
sur une énergie de charge constante.
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Des modèles microscopiques de chaînes attachées à des fils semi-infinis ont été étudiés
très récemment [132, 134, 135]. Pour des contacts bons (mais pas parfaits), il ressort que
des caractéristiques du blocage de Coulomb sont renforcés par les interactions. Dans la
limite d’un très fort couplage entre nano-système et fils, une étude numérique et des
arguments analytiques [136] montrent que, même en l’absence d’interaction, un charge-
ment discret (qui est une des caractéristiques du blocage de Coulomb) du nano-système
peut avoir lieu, avec un nombre d’états liés qui dépend du nombre de canaux ouverts.
Cependant, la limite de fort couplage semble difficile à obtenir expérimentalement, étant
donné qu’elle nécessite d’avoir plusieurs niveaux quasi-dégénérés afin d’avoir un espace-
ment moyen effectif très petit.

Dans ce Chapitre on présente une étude d’un modèle microscopique pour une boîte
quantique (ou nano-système) dans laquelle les électrons interagissent fortement. On uti-
lise la méthode de la boucle afin de prendre en compte toutes les corrélations dues
à l’interaction électron-électron. Cette étude montre que le blocage de Coulomb peut
apparaître même en présence de contacts parfaits, ce qui peut avoir des applications
importantes en nano-électronique.

Le développement de ce Chapitre suit essentiellement celui de la référence [137].
Les résultats numériques sont tout d’abord présentés dans la section 5.2. Ces derniers
montrent comment le blocage de Coulomb apparaît au fur et à mesure que l’intensité de
l’interaction augmente, même en l’absence de barrières de potentiel dans les accès. Les
caractéristiques des pics et des vallées sont ensuite analysées en détail dans la section 5.3
à l’aide d’une approche en perturbation à faible transmission, valable à interaction forte.
Dans la section 5.4, on explore l’effet du lissage des contacts, afin de tester la robustesse
du résultat exposé précédemment pour des systèmes plus réalistes. Enfin, dans la dernière
section, les résultats sont résumés et leurs implications, ainsi que les possibles extensions
du modèle utilisé pour se rapprocher des dispositifs expérimentaux actuels, sont discutés.

5.2 Oscillations de conductance en fonction de la ten-

sion de grille

On étudie le système schématisé sur la Figure 4.3 dont on rappelle l’Hamiltonien :

H = HK +HU +HG. (5.1)
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Le système est constitué d’une chaîne unidimensionnelle infinie

HK = −
∞∑

i=−∞

(c†ici+1 + h.c.) (5.2)

au milieu de laquelle une région longue de LS sites est le siège d’une interaction (d’in-
tensité U) entre proches voisins

HU = U

LS−1∑
i=1

(n̂i − 1/2)(n̂i+1 − 1/2) (5.3)

et où une tension de grille Vg permet d’attirer des électrons

HG = −Vg

LS∑
i=1

n̂i. (5.4)

La Figure 5.1 montre l’évolution de la conductance sans dimension g, ainsi que du
nombre moyen N de particules à l’intérieur du nano-système (de LS = 6 sites), en fonc-
tion de la tension de grille Vg, pour différentes valeurs de l’interaction U . Les symboles
correspondent aux résultats obtenus avec la méthode de la boucle (Chapitre 4). Les ex-
trapolations, pour être satisfaisantes, ont parfois requis le calcul de la raideur de charge
pour des anneaux d’une taille allant jusqu’à 300 sites au total (ce qui représente un
espace de Hilbert d’environ 1089 dimensions). Pour des systèmes si grands, on a retenu
jusqu’à Nc = 1000 états dans le processus DMRG.

Le cas sans interaction (U = 0, Figure 5.1a) correspond simplement à une chaîne
de particules libres avec un puits de potentiel de longueur LS et de profondeur Vg. La
dépendance de la conductance en Vg peut se comprendre à l’aide d’une simple théorie à un
corps. Dans l’Annexe C, on calcule en détail l’amplitude de transmission t(EF) = |t|eiα.

Lorsque Vg ≤ 2 et pour EF = 0, on obtient pour la conductance (équation (C.13)) :

|t(kF)|2 =

(
cos2 (kgLS) +

sin2 (kgLS)

sin2 (kg)

)−1

(5.5)

où on a défini le vecteur d’onde kg = arccos
(
−Vg

2

)
. La conductance obtenue par la

méthode de la boucle à partir des calculs DMRG est en parfait accord avec cette formule.
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Fig. 5.1: Conductance sans dimension g (triangles) et nombre moyen de parti-
cules dans le nano-système (de LS = 6 sites) N (cercles) obtenus numériquement
par la méthode de la boucle (voir Chapitre 4), en fonction de la tension de grille
Vg(a) en l’absence d’interaction, (b) pour U = 2 et (c) pour U = 10. Dans le
cas U = 0 (a), g peut être calculé analytiquement (trait plein, (5.5)). La règle de
somme de Friedel (ligne pointillée, (5.6) et (5.7)) donne N approximativement.
Un calcul numérique à un corps (tirets) confirme les points DMRG. Dans (b) et
(c) les lignes relient simplement les symboles.
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D’autre part, la phase

α(kF) = arctan

(
sin (kgLS)

sin (kg) cos (kgLS)

)
+
π

2
LS (5.6)

associée à l’amplitude de transmission, obtenue à partir de l’équation (C.14), peut être
reliée au nombre moyen de particules occupant le nano-système N par la règle de somme
de Friedel [130, 131]

Nd = α/π, (5.7)

où Nd est le nombre de particules déplacées par le nano-système. Nd ne donne le nombre
N de particules à l’intérieur du nano-système que dans le cas d’un système de densité
électronique homogène. Cela explique l’apparition d’une déviation entre le résultat des
équations (5.6) et (5.7) (ligne pointillée dans la Figure 5.1a) et les points numériques
lorsque l’on augmente la tension de grille Vg. Dans ce cas, une partie de la charge déplacée
par le nano-système se trouve dans les fils, sous la forme d’oscillations dites de Friedel
(voir section 4.2.3). Pour palier à ce problème, nous avons calculé N numériquement à
partir de l’Hamiltonien à un corps (Figure 5.1a, tirets) pour trouver un accord parfait
avec les points DMRG.

Dans l’Annexe C, on effectue une vérification encore plus fine du fonctionnement
correct du programme DMRG ainsi que de la méthode de la boucle en vérifiant que les
équations obtenues dans l’Annexe B donnent le comportement correct dans la limite de
grande taille, pour des résultats à tailles finies. L’ensemble de ces vérifications, effectuées
pour U = 0, constituent un test important pour la méthode numérique, puisque l’absence
d’interaction ne constitue pas une situation spéciale pour l’algorithme DMRG.

Ayant vérifié que l’on comprenait bien le comportement du système sans interaction,
on peut maintenant brancher l’interaction. Quand on augmente l’intensité de cette der-
nière, on voit apparaître clairement une structure de pics dans la courbe de conductance
en fonction de Vg. L’interaction électron-électron supprime la conductance entre les pics
et les pics deviennent de plus en plus étroits. Cette tendance se devine déjà pour l’in-
teraction modérée U = 2 (Figure 5.1b) et devient tout à fait claire à interaction forte
U = 10 (Figure 5.1c).

Pour des contacts symétriques, dans un problème à un corps, la conductance à réso-
nance atteint l’unité [2]. Ici, il semble que cela soit le cas dans notre problème fortement
corrélé. La quantité limitée de données numériques, ainsi que l’incertitude provenant
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de l’extrapolation, ne nous permet cependant pas d’être formel sur ce point (voir Fi-
gure 5.1c).

L’apparition de pics bien définis dans la courbe g(Vg) s’accompagne de la formation
de marches dans la courbe N(Vg) du nombre moyen de particules dans le nano-système.
Les plateaux apparaissent à des valeurs entières de N et les marches coïncident avec la
position des pics de conductance.

Bien que le nano-système est parfaitement connecté aux fils, ces structures dans g(Vg)

et N(Vg) sont clairement dues au phénomène de blocage de Coulomb. Dans les vallées
le nombre d’électrons dans le nano-système est fixé et la conductance bloquée. Ce n’est
qu’aux résonances, lorsqu’un point de dégénérescence est atteint, que le nombre N peut
fluctuer, permettant aux électrons de traverser le nano-système. Cela montre que le nano-
système devient, d’une manière effective, découplé des fils, sous l’effet de l’interaction.
Le mécanisme sous-jacent est discuté dans les sections qui suivent. En particulier, on
montre dans la section 5.3.3 que lorsque l’interaction est suffisamment forte, la position
des pics peut être prédite avec précision à partir des énergies du nano-système isolé pour
différentes valeurs de N .

Des conclusions similaires ont été tirées d’études numériques d’une chaîne de 7 sites,
mais connectée aux fils par un élément de matrice de saut réduit. [135, 132]. Dans ce
cas, une évaluation de la formule de Kubo à l’aide de DMRG et une étude DMRG de
la dynamique en temps réel ont été réalisées et montrent un renforcement des carac-
téristiques du blocage de Coulomb lorsque l’interaction augmente. Inclure le degré de
liberté du spin mène à l’apparition de plateaux de conductance dans le régime Kondo.
Une étude numérique du groupe de renormalisation (NRG pour Numerical Renormali-
zation Group) d’une chaîne de Hubbard de quatre sites avec une interaction modérée
et des éléments de couplage avec les fils réduits [138], montre que les plateaux Kondo
s’émoussent lorsque le couplage aux fils est augmenté.

Étant donné que l’Hamiltonien entier est symétrique si on remplace les particules
par des trous tout en changeant le signe de la tension de grille, les résultats pour des
tensions de grille négatives peuvent être obtenues directement à partir des données des
la Figure 5.1. La conductance est symétrique, g(−Vg) = g(Vg) et le nombre de particules
s’obtient par N(−Vg) = LS − N(Vg). Ainsi, pour LS = 6 sites, on a un total de 6 pics
de conductance, avec N augmentant de 0 à 6 par pas de 1. Pour des systèmes plus
grands, on s’attend donc à des résultats qualitativement similaires avec LS pics et LS

marches. Dans le cas où LS est un nombre impair, on a un nombre impair de pics et la
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symétrie impose la présence d’un d’entre eux en Vg = 0. Cela explique les oscillations en
fonction de la parité de LS dans la conductance d’une chaîne en interaction sans tension
de grille [82] discutées en détails dans la référence [86]. Les oscillations de conductance
avec la longueur de la région corrélée sont une caractéristique très générale des chaînes
en interaction. Un calcul perturbatif en interaction [94] suggère leur présence également
dans les chaînes de Hubbard. Elles peuvent également être reliées à des oscillations de
même type observées expérimentalement dans des chaînes monoatomiques [87].

5.3 Approche perturbative à interaction forte

5.3.1 Introduction du formalisme

Pour comprendre la physique des résultats que l’on a obtenu, nous pouvons faire une
étude analytique du modèle, essentiellement dans le régime d’interaction forte.

Le comportement observé sur la Figure 5.1, et discuté dans la section précédente,
suggère que le nano-système devient découplé des fils lorsque l’intensité de l’interaction
électron-électron augmente. Nous allons montrer que c’est effectivement le cas. Pour ce
faire, nous traitons la conductance à travers le système à l’aide de la règle d’or de Fermi.
C’est une approche valable lorsque le couplage effectif entre le nano-système et les fils
est petit.

Le point de départ est le nano-système isolé des fils. Le couplage entre le nano-
système et les fils est ensuite traité comme une perturbation. On définit l’Hamiltonien
de couplage :

HC = −(c†0c1 + h.c.)− (c†LS
cLS+1 + h.c.). (5.8)

Nous allons maintenant évaluer la contribution à la conductance de notre système à
l’ordre le plus bas en HC. Si les éléments de matrice de HC impliqués sont petits (devant
U , voir plus loin), la conductance sera dominée par ce terme.

La conductance résulte de la transmission des électrons à travers le système. On
commence donc avec la règle d’or de Fermi pour le taux de transition

γi→f =
2π

~
|Mf,i|2δ(Ef − Ei) (5.9)
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d’une particule à travers le nano-système. L’état initial

|i〉 = |kgauche〉 ⊗ |0(N)〉 (5.10)

est un produit tensoriel d’états construits à partir d’états propres du nano-système isolé
et des fils semi-infinis isolés. Ici, nous prenons pour le nano-système son fondamental à
N particules dénoté par |0(N)〉 et une particule supplémentaire (au-dessus de la mer de
Fermi) avec un vecteur d’onde k dans le fil de gauche, que l’on note |kgauche〉. Dans l’état
final

|f〉 = |0(N)〉 ⊗ |kdroite〉 (5.11)

la particule supplémentaire se retrouve du coté droit, laissant le nano-système dans son
fondamental à N particules. L’élément de transition effectif est du second ordre en HC

et peut être écrit

Mf,i =
∑

α

〈i|HC|α〉〈α|HC|f〉
Ei − Eα

. (5.12)

La somme décrit tous les états intermédiaires |α〉 correspondant aux états de la chaîne
avec N + 1 particules dans le nano-système et la mer de Fermi dans les fils ou bien aux
états de la chaîne avec N − 1 particules dans le nano-système et une particule au-dessus
de la mer de Fermi dans chaque fil.

Pour obtenir le courant, il faut sommer le taux de transition (5.9) sur les états initiaux
et finaux et multiplier par la charge e. Pour les états initiaux, on somme sur les états
inclus dans un petit intervalle d’énergie au-dessus de l’énergie de Fermi, correspondant
à une tension V :

I =

∫ EF+eV

EF

ρ(Ei)dEi

∫
ρ(Ef )dEf eγi→f , (5.13)

où ρ(E) est la densité d’états dans les fils. En supposant V infinitésimale, on obtient la
conductance :

g =
I

V

h

e2
= 4π2ρ(EF)2|Mf,i|2. (5.14)

L’approche est justifiée lorsque le couplage effectif, donné par les éléments de matrice
dans l’équation (5.12) est petit. C’est le cas lorsque U est grand et que le dénominateur
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est grand, même si les contacts sont parfait et que HC n’est pas spécialement petit.
De plus, les éléments de matrice de HC peuvent être réduits par l’interaction, puisque
celle-ci induit une modification de la forme des fonctions d’onde dans le nano-système.

5.3.2 Conductance en régime de forte interaction

Dans la limite d’interaction forte, U � 1, Vg, l’état fondamental du nano-système
isolé pour un nombre LS pair de sites avec demi-remplissage (N = LS/2) est donné par
une onde de densité de charge (ou isolant de Mott, où les particules occupent un site sur
deux). Dans ce cas, nous pouvons évaluer Mf,i, et ainsi obtenir la conductance (5.14)
dans la vallée de conductance correspondante.

Dans cette section, nous traitons non seulement le couplage entre le nano-système et
les fils, mais aussi tous les termes de saut de l’Hamiltonien HK, comme une perturbation
du reste de l’Hamiltonien de la chaîne H0 = HU + HG. Cela correspond à un dévelop-
pement en 1/U et suit l’esprit des développements à grand U du courant permanent
présentés dans la référence [139].

En l’absence de HK, les deux réalisations de l’isolant de Mott avec les particules
sur les sites pairs |ψp

0 〉 = c†2c
†
4 . . . c

†
LS
|0〉 et sur les sites impairs |ψi

0〉 = c†1c
†
3 . . . c

†
LS−1|0〉

sont dégénérés. Ils deviennent couplés à l’ordre N en HK. La dégénérescence est donc
levée même si 1/U est infinitésimale, et le fondamental est donné par la superposition
symétrique (le couplage effectif est −(1/U)LS/2)

|ψ0〉 =
1√
2

(
|ψp

0 〉+ |ψi
0〉
)
. (5.15)

Dans les fils, HK crée des ondes planes comme états propres, avec la condition de bords
que, à cause du gap de l’isolant de Mott (de l’ordre de U), leur fonction d’onde s’annule
(comme 1/U) sur le premier site en interaction. Pour des fils de taille L de chaque coté
du nano-système, cela donne les états à une particule d’énergie εk = −2 cos (k) et de
fonctions d’onde 〈i|kgauche〉 =

√
2/L sin (k(1− i)) du coté gauche (i < 1) et 〈i|kdroite〉 =√

2/L sin (k(i− LS)) du coté droit (i > LS) de la région en interaction.

Le transport à température nulle à travers la région en interaction de la chaîne re-
quiert que les particules soient transmises de façon élastique. Par conséquent, nous cher-
chons les processus d’ordre le plus bas en 1/U qui relient l’état initial |i〉 = |kgauche〉⊗|ψ0〉
à l’état final |f〉 = |ψ0〉 ⊗ |kdroite〉. Ces processus sont ceux dans lesquels la composante
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Fig. 5.2: Exemple de séquence de LS/2 + 1 = 4 sauts qui relie les deux com-
posantes du fondamental (5.15) du nano-système isolé. Les cercles pleins repré-
sentent les sites occupés par un électron. Dans cet exemple, une particule entre
du fil gauche dans le second saut et une autre sort dans le fil droite dans le
dernier saut.

|ψp
0 〉 du fondamental (5.15) du nano-système est reliée à la composante |ψi

0〉 par des
séquences de N + 1 sauts (d’une particule) successifs. Dans un tel processus, chacune
des N particules dans le nano-système saute sur le site suivant, et donc celle qui était
initialement sur le site LS quitte la région pour le fil de droite. De plus, une particule
du fil de gauche entre dans le nano-système sur le premier site. Un exemple de ce type
de séquence est schématisé sur la Figure 5.2.

Ces processus dominant le transport à travers une chaîne en interaction sont similaires
à ceux qui décrivent le co-tunneling à travers des assemblages de boîtes quantiques [95].

Ainsi, les premières contributions à l’élément de matrice effectif Mf,i sont d’ordre
N + 1 en HK. On obtient

Mf,i =
∑

S={α1,α2,...αN}

〈i|HK|α1〉〈α1|HK|α2〉 . . . 〈αN |HK|f〉
(Ei − Eα1)(Ei − Eα2) . . . (Ei − EαN

)
, (5.16)

où S = {α1, α2, . . . αN} sont les séquences de N états propres de H0 reliant |i〉 à |f〉 par
N+1 sauts (d’une particule) successifs. Pour toutes les (N+1)! différentes permutations
de l’ordre des sauts, le numérateur est donné par (−1)N+1 sin2 (k) /L. Le dénominateur
fait intervenir U et Vg et dépend de la séquence considérée. Pour de petits (et pairs) LS

nous avons explicitement dérivé la formule

Mf,i = − 1

L
sin2 (k)

(
U

V 2
g − U2/4

)LS/2

(5.17)

et nous en avons confirmé la validité pour de plus grandes valeurs de LS en calculant la
somme sur les séquences numériquement. Avec (5.14) et la densité d’états dans les fils
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unidimensionnels ρ = L/(2π sin (k)) on obtient

g =

(
U

V 2
g − U2/4

)LS

(5.18)

pour la contribution principale à la conductance dans la limite de très forte interaction
U en milieu de bande, c’est-à-dire avec EF = 0 et kF = π/2. Cette formule montre que
le blocage de Coulomb apparaît pour une interaction suffisamment forte. La suppression
de la conductance dans la vallée due au comportement de l’isolant de Mott suit une loi
de décroissance qui est polynomiale en U et exponentielle en LS. Le résultat de l’équa-
tion (5.18) est une généralisation du résultat dérivé pour Vg = 0 dans la référence [78].
La conductance dans la vallée autour de Vg = 0 dans la Figure 5.1c est bien décrite par
l’équation (5.18) et l’accord augmente lorsque l’interaction devient plus forte.

La décroissance polynomiale en interaction dans l’équation (5.18) de la conductance
de vallée est obtenue analytiquement et confirmée par de la numérique très précise dans
notre cas de fermions sans spin. Dans le cas d’une chaîne de Hubbard, une décroissance
exponentielle a été trouvée [140] à partir de données NRG pour des valeurs relativement
modérées de l’interaction. Cependant, notre approche analytique peut être appliquée au
cas d’une chaîne de Hubbard, avec à la clé toujours une dépendance en loi de puissance
de la conductance à travers la région en interaction. Cette loi de puissance est une
conséquence du modèle de réseau. La décroissance exponentielle mentionnée dans [140]
peut être une dépendance apparente dans un régime d’interaction intermédiaire.

Avec le même modèle, mais en l’absence de tension de grille, il a été précédemment
trouvé [82] que le lissage des contacts, c’est-à-dire le branchement progressif de l’inter-
action entre les fils et le nano-système, réduit la suppression due à l’interaction de la
conductance qui existe pour des valeurs paires de LS. Pour des contacts parfaitement
adiabatiques, on retrouve le résultat analytique [89, 90], selon lequel la conductance
d’un liquide de Luttinger placé entre deux fils parfaits ne dépend pas de l’interaction.
Dans notre cas avec tension de grille, cela signifie que le lissage des contacts réduirait la
profondeur de la vallée de conductance à Vg = 0. Cependant, comme on le voit dans la
section 5.4, des résultats numériques montrent que le lissage ne supprime pas forcément
les autres vallées.
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Fig. 5.3: Positions Vg
(N)/U des pics obtenues à partir des données numériques

présentées sur la Figure 5.1 en fonction de l’interaction U (symboles). Les lignes
donnent les prédictions Ṽ (N)

g /U pour le nano-système (équation (5.19)).

5.3.3 Positions et formes des pics

À partir des données présentées dans la Figure 5.1, les positions Vg
(N) des résonances

peuvent être définies comme la valeur de la tension de grille pour laquelle on a en
moyenne N − 1/2 particules dans le nano-système. Ces positions Vg

(N), divisées par U ,
sont montrées sur la Figure 5.3 (symboles) en fonction de l’interaction U , en même temps
que les positions

Ṽ (N)
g (U) = E0(N,U)− E0(N − 1, U), (5.19)

qui sont obtenues à partir des énergies du fondamental multi-particule E0(N,U) du
nano-système isolé contenant N particules (lignes). On peut voir que déjà pour U = 10,
les positions des résonances sont très proches des positions prédites par l’équation (5.19).
C’est une confirmation supplémentaire du fait que le nano-système devient effectivement
découplé des fils.

Nous pouvons également étudier l’évolution de la largeur des pics en fonction de
l’interaction. Sur la Figure 5.1 celle-ci semble diminuer lorsque U augmente.

La largeur ΓN d’un pic est donnée par la valeur de l’élément de matrice de HC dans le
numérateur de (5.12). Comme la résonance à Vg

(N) est donné par la dégénérescence des
fondamentaux à N et N − 1 particules, nous restreignons notre discussion à la contri-
bution provenant de la transition entre ces deux fondamentaux. Pour une discussion
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d’ordre qualitative, nous pouvons caractériser la largeur du pic en utilisant l’élément de
matrice

−〈kgauche
F | ⊗ 〈0(N − 1)|c†0c1|0(N)〉, (5.20)

qui contient l’amplitude

CN = 〈0(N − 1)|c1|0(N)〉. (5.21)

La principale contribution à ΓN est proportionnelle à |CN |2. Cet élément de matrice
dépend des fonctions d’onde multi-particules, et est donc fortement influencé par les
interactions. Pour des valeurs générales de N , il peut être hautement non-trivial de dé-
terminer le fondamental du nano-système isolé. Il y a, cependant, des valeurs particulières
de N pour lesquelles nous pouvons étudier CN analytiquement.

Une de ces valeurs particulières est, dans le cas de LS pair, N = LS/2 + 1, qui
correspond au pic de gauche dans la Figure 5.1. Dans la limite d’interaction forte, l’état
|0(LS/2)〉 est une superposition de deux ondes de densité de charge, comme présenté dans
l’équation (5.15). Pour LS = 6, en notant schématiquement les états du nano-système
en l’absence de HK avec la même signification que dans la Figure 5.2, on a :

|0(N = 3)〉 =
1√
2

( | ◦ • ◦ • ◦ •〉+ | • ◦ • ◦ • ◦〉 ) . (5.22)

La particule supplémentaire dans |0(LS/2 + 1)〉 est un défaut (avec une énergie U) de
l’isolant de Mott qui peut se propager librement, et peut être décrit par une théorie
à une particule effective. En l’absence d’énergie cinétique HK, l’état |0(LS/2 + 1)〉 est
une superposition des LS/2 états dégénérés de la forme c†1c

†
3 . . . c

†
2i−1c

†
2i . . . c

†
LS
|0〉. En

présence de HK, le poids des différentes composantes est obtenu en résolvant le problème
équivalent d’une particule libre sur LS/2 sites. Pour l’exemple de LS = 6, on peut écrire :

|0(N = 4)〉 =
3∑

i=1

√
2

LS/2 + 1
sin

(
π

LS/2 + 1
i

)
|i〉, (5.23)
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Fig. 5.4: Largeur ΓN des pics en fonction de U , obtenue en fittant les données
numériques N(Vg) avec une tangente hyperbolique. Les barres d’erreurs sont
données par l’incertitude de ce fit. Pour N = 4 elles sont plus petites que la
taille du symbole. La droite (tirets) représente la loi de puissance asymptotique
1/U2.

avec les états :

|i = 1〉 = | • • ◦ • ◦ •〉, (5.24)

|i = 2〉 = | • ◦ • • ◦ •〉, (5.25)

|i = 3〉 = | • ◦ • ◦ • •〉. (5.26)

Quelque soit LS, seul le poids du premier état (c’est-à-dire pour i = 1) entre en consi-
dération pour CLS/2+1, et on obtient

CLS/2+1 =
1√

LS/2 + 1
sin

(
π

LS/2 + 1

)
. (5.27)

Dans cette limite d’interaction forte, la contribution d’ordre le plus bas à CLS/2+1 est
ainsi indépendante de U (la valeur limite est atteinte déjà pour U & 2 comme on peut
le voir sur la Figure 5.4), mais décroît comme L−3/2

S avec la longueur du nano-système
lorsque LS est grand, suggérant une décroissance de la largeur du pic en L−3

S .

Il n’est pas sans intérêt de comparer ce comportement à grand LS avec celui obtenu
avec une évaluation de l’élément de matrice sans interaction, que l’on peut calculer
malgré le fait qu’à U = 0 le nano-système n’est pas découplé des fils. Dans ce cas sans
interaction, les états propres sont donnés par des particules libres sur LS sites. CLS/2+1 est
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donc obtenu avec la valeur sur le premier site de la fonction d’onde du (LS/2 + 1)-ième
plus bas état à une particule. On obtient ainsi une dépendance en taille de l’élément
de matrice en L

−1/2
S seulement. On peut donc conclure que l’interaction joue un rôle

important pour rendre la résonance plus étroite.

Un autre cas dans lequel on peut faire des calculs analytiques relativement facile-
ment est celui du dernier pic, lorsque N = LS. Dans ce cas, l’état |0(LS)〉 correspond
simplement au nano-système rempli. Dans l’exemple de LS = 6 on a donc simplement :

|0(N = 6)〉 = | • • • • • •〉 (5.28)

L’état |0(LS − 1)〉 correspond à un unique trou (équivalent à un unique électron, par
symétrie) dans un puits de potentiel qui présente des marches de U/2 sur les bords
(comme on peut le voir sur la Figure 4.3). Il est évident que lorsque U augmente, la
particule va préférer ne pas trop aller sur les sites du bord, à cause de la marche de
potentiel. L’état fondamental de ce système à un corps peut être obtenu avec l’ansatz
d’une fonction d’onde paire :

|0(LS − 1)〉 =

(
Bc†1 + A

LS−1∑
i=2

cos (k(i− (LS + 1)/2)) c†i +Bc†LS

)
|0〉. (5.29)

La normalisation permet d’obtenir B qui donne immédiatement :

CLS
=

cos
(

LS−1
2
k
)√∑LS

n=1 cos2
((
n− LS+1

2

)
k
) , (5.30)

où k est la plus petite valeur positive qui satisfait la condition

cos

(
LS + 1

2
k

)
=
−U
2

cos

(
LS − 1

2
k

)
. (5.31)

Dans ce cas, on peut voir que C dépend de U via k. Dans la limite d’interaction forte,
(5.31) peut être satisfaite seulement si cos

(
LS−1

2
k
)
∼ U−1. Cela implique que le numé-

rateur de (5.30) décroît proportionnellement à U−1 et donc que la largeur de pic ΓN

décroît comme U−2. Cet exemple de réduction de la largeur du pic par l’interaction est
illustrée sur la Figure 5.4 pour N = 5. Pour N = 6, les largeurs sont les plus petites et
la quantité de données recueillies ne nous permet pas de les mesurer avec une précision
acceptable.
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Nous terminons cette section avec une discussion de la symétrie des pics. Comme on
peut voir sur la Figure 5.1c, les pics de conductance n’ont pas la forme de Lorentziennes
symétriques. Cela est le plus évident avec le premier pic et peut être expliqué par une
asymétrie dans le couplage des états multi-particules avec les états qui ont une particule
de plus ou de moins. Pour comprendre cela, nous allons considérer la représentation
de l’élément de matrice Mf,i comme une simple somme sur les états propres |α〉 du
nano-système isolé, comme dans l’équation (5.12).

Hors résonances, le nombre N de particules dans le nano-système, et donc les états
initial (5.10) et final (5.11), est bien défini et on peut utiliser l’équation (5.14) pour
évaluer la conductance. Très proche du pic de conductance, cependant, la transmission
devient grande et l’approche de la règle d’or de Fermi n’est plus valable. Pour comprendre
l’asymétrie des pics, nous considérons donc des valeurs de tension de grille qui sont dans
le voisinage d’une résonance Vg

(N) (et loin des autres résonances), mais suffisamment loin
du centre du pic pour que la conductance soit petite. De cette façon, la conductance dans
la queue des pics provient essentiellement de transitions entre les états du nano-système
à N − 1 et à N particules et peut encore être traitée en utilisant (5.12) et (5.14).

La principale contribution à la somme (5.12) n’est pas la même selon que la tension
de grille considérée est au-dessus ou en-dessous de la valeur à résonance Vg

(N). Pour des
valeurs de tension de grille en-dessous de la résonance, les états |i〉 et |f〉 sont des états
à N − 1 particules, et la plus importante contribution à Mf,i vient de la somme sur
les états |α〉 avec N particules dans le nano-système. Les termes avec N − 2 particules
dans les états |α〉 sont supprimés par le dénominateur d’énergie beaucoup plus grand
dans (5.12). Pour une tension de grille légèrement au-dessus de Vg

(N), les états initial
et final sont des états à N particules et la principale contribution à la somme vient
des états intermédiaires avec N − 1 particules. Étant donné que le spectre d’excitation
multi-particule du nano-système isolé peut dépendre dramatiquement de N , la somme
peut donner des résultats très différent de chaque coté des pics, ce qui explique leur
asymétrie.

Nous illustrons ce mécanisme pour l’exemple du premier pic de la Figure 5.1c, corres-
pondant à la transition entre le demi-remplissage, N − 1 = LS/2 = 3, et N = 4. Du coté
gauche du pic, la somme est dominée par les états intermédiaires du nano-système à 4
particules. Alors que l’évaluation de la conductance du coté droit du pic est dominé par
les états du nano-système à 3 particules. Le spectre d’excitation multi-particule dans le
cas N = 3 est caractérisé par le gap de Mott de l’ordre de U . En moyenne le dénomi-
nateur est donc beaucoup plus grand et la valeur de Mf,i est plus petite à droite du pic
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qu’à gauche, ce qui explique l’asymétrie que l’on voit sur la Figure 5.1c.

5.4 Lissage des contacts

Le système que nous avons étudié jusqu’à maintenant peut modéliser entre autres
une chaîne mono-atomique, dans laquelle les corrélations entre électrons sont importantes
du fait de la dimensionalité réduite, reliée à des réservoirs dans lesquels l’écrantage est
supposé efficace et les corrélations négligeables. Dans la réalité, le passage des réservoirs à
la chaîne mono-atomique se fait progressivement (la taille des électrodes va en diminuant
jusqu’au contact avec la chaîne). Pour plus de réalisme, il faut donc un branchement
progressif de l’intensité de l’interaction aux entrées du nano-système.

Dans la section 5.3.2, nous avons mentionné le fait qu’en l’absence de tension de grille,
le lissage des contacts diminue considérablement l’effet de suppression de la conductance
par les interactions [82]. La question se pose donc de savoir si le blocage de Coulomb
disparaît avec des contacts lisses.

L’Hamiltonien d’interaction est remplacé par

HU =
∞∑

i=−∞

Ui(n̂i − 1/2)(n̂i+1 − 1/2), (5.32)

où Ui désigne l’énergie d’interaction entre le site i et le site i + 1. L’interaction passe
de zéro à la valeur U sur LC sites. La situation abrupte correspond donc à LC = 0.
Pour le profil avec lequel Ui augmente avec i, nous avons choisi celui d’une tangente
hyperbolique (voir l’exemple de LC = 4 sur la Figure 5.5). Le choix de valeurs paires de
LC permet d’assurer une longueur effective LS du système constante. Le nano-système
est considéré être délimité par le centre des contacts et la tension de grille ne s’applique
que sur ces LS sites. La symétrie gauche-droite est conservée.

Les résultats obtenus sont présentés sur les Figures 5.6a (pour LC = 2) et b (pour
LC = 4). En accord avec les résultats de Molina et al. [82] obtenus en l’absence de
tension de grille, on constate que la première vallée de conductance disparaît, et ce
d’autant plus que le lissage est fort. En revanche, les autres vallées restent bien définies
et donc le blocage de Coulomb persiste.

Remarque : Sur la Figure 5.6a, on constate que la première résonance est absente
(LC = 2). Cet effet intéressant provient de la façon dont on a lissé l’interaction et est
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Fig. 5.5: L’intensité de l’interaction entre le site i et le site i+ 1 passe de zéro
(pour i ≤ 0) à U sur LC sites, pour lesquels un profil de tangente hyperbolique
est utilisé (ligne pointillé).

particulier aux valeurs de LC telles que LC/2 est impair. Pour LC = 2, il y a un site de
chaque coté du nano-système qui est en interaction mais ne voit pas la tension de grille.
De ce fait, lorsque l’interaction est suffisamment forte, le premier électron attiré par la
tension de grille l’est simplement à partir de ces deux sites (deux sites demi-remplis =
un électron) et cela ne fait intervenir aucun échange avec les fils, si on définit ceux-ci
comme les sites à l’extérieur de la zone en interaction, et donc aucune conductance à
travers le nano-système n’est possible. Nous avons vérifié que la résonance réapparaît
pour une interaction moins forte, donnant un comportement qualitativement similaire à
celui pour LC = 4.

On peut également explorer l’effet du lissage du potentiel de tension de grille. Dans
ce cas, on obtient des résultats qualitativement très similaires à ceux avec des contacts
abrupts, discutés en détail dans les sections précédentes.

Enfin, on peut lisser interaction et tension de grille en même temps. Dans ce cas, on
peut voir sur les Figures 5.6c (LC=2) et d (LC=4) que les pics ont tendance à s’élargir
et que les vallées de blocage de Coulomb ont tendance à disparaître, en commençant par
la première vallée. Pour LC = 4 le dernier pic reste encore bien défini.

Cela donne une idée du mécanisme de notre blocage de Coulomb. Dans le cas où
le potentiel de tension de grille n’est pas lissé, les contacts abrupts sont à l’origine de
résonances (pour lesquelles la conductance atteint l’unité) similaires à celles d’un Fabry-
Pérot, que l’on peut voir sur la Figure 5.1a. Quand l’intensité de l’interaction augmente,
ces résonances sont séparées et des vallées de blocage de Coulomb (g ' 0) apparaissent
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Fig. 5.6: Conductance g de et nombre moyen de particules N dans le nano-
système de LS = 6 sites à U = 10 en fonction de Vg pour différentes situations
de lissage des contacts. Dans les graphes (a) (LC=2) et (b) (LC=4) seul le profil
de l’interaction est lissé, alors que dans les graphes (c) (LC=2) et (d) (LC=4)
l’interaction et le potentiel de la grille sont tous deux lissés. La quantité limitée
de données recueillies ne nous permet pas toujours de voir le sommet des pics
les plus étroits, que l’on s’attend à voir monter à un.
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entre elles.

Ce mécanisme implique la présence de contacts relativement abrupts, soit pour le
potentiel de tension de grille, soit pour l’interaction (et a fortiori pour les deux), avec
la remarque que si l’interaction est lissée, la première vallée disparaît. Si par contre
interaction et potentiel de tension de grille sont tout deux lissés, alors plus rien n’est là
pour donner lieu à des résonances, et le comportement blocage de Coulomb disparaît au
fur et à mesure que le lissage devient meilleur.

Dans l’expérience, il est évident qu’interaction et potentiel de tension de grille sont
forcément lisses. La question de savoir sur quelles échelles typiques ils le sont est bien
entendu d’une importance cruciale. Cela dépend beaucoup du type d’expérience envi-
sagé. S’il est possible de réaliser une expérience dans laquelle les échelles de longueur sur
lesquelles les deux quantités sont lissées soient très différentes l’une de l’autre, le blocage
de Coulomb pourrait être observé.

Dans notre modèle, si nous pouvons facilement faire varier indépendemment l’une
de l’autre tension de grille et intensité de l’interaction, les choses sont plus difficiles
expérimentalement. En effet, l’importance des interactions inter-électroniques dans un
nano-système peut être affectée de trois façons différentes. Tout d’abord, la dimensio-
nalité réduite du nano-système a pour effet de rendre les interactions plus importantes,
et ainsi la façon dont on dessine les contacts influence l’échelle sur laquelle l’interaction
est branchée lorsqu’on passe d’une électrode au nano-système. D’autre part, l’intensité
des interactions est liée à la densité électronique : plus la densité est basse, plus les
interactions sont importantes. La densité peut être contrôlée expérimentalement par la
tension de grille. Enfin, un troisième effet sur l’intensité de l’interaction électron-électron
est lié à la présence même de la grille métallique : l’interaction des électrons du nano-
système avec leurs charges images au sein de la grille a tendance à écranter l’interaction
électron-électron, ce qui diminue l’intensité effective des interactions. L’influence d’une
ou plusieurs grille(s) peut ainsi avoir différents effets sur l’importance des interactions
ainsi que la longueur de lissage de celles-ci et du potentiel de grille. La réalisation de
divers dispositifs est envisagée [141].
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5.5 Conclusion du Chapitre 5

Nous avons montré que la physique du blocage de Coulomb peut apparaître dans
un système en interaction couplé aux fils par des contacts parfaits. Intuitivement, on
peut comprendre ce blocage avec le raisonnement suivant. Comme les contacts sont
parfaits au niveau une particule, ils ne constituent pas d’obstacle pour un électron se
dirigeant vers le nano-système. Virtuellement, tout électron se dirigeant vers le nano-
système entre donc dans celui-ci. Cependant, l’énergie de charge EC due à l’interaction
entre le nouvel électron et les électrons à l’intérieur du nano-système peut être grande et
l’électron supplémentaire ne pourra rester (dans le cadre d’un processus virtuel) qu’un
temps ~/EC dans le nano-sytème avant d’en ressortir. L’événement dans lequel c’est un
autre électron à l’autre bout du nano-système qui ressort dans l’autre fil est très peu
probable car il implique une réorganisation de charge coûteuse (en énergie) à l’intérieur
du nano-système. Le même type de discussion peut s’appliquer à un électron cherchant
à quitter le nano-système.

Pour illustrer ce comportement particulier, nous avons étudié la dépendance en ten-
sion de grille de la conductance à travers une chaîne unidimensionnelle dans laquelle des
fermions sans spin sont fortement corrélés. Nous avons utilisé la méthode de la boucle
pour obtenir la conductance g et le nombre moyen N de particules dans le nano-système
(voir Chapitre 4). Cette approche prend en compte toutes les corrélations électroniques.
Malgré l’absence de barrières de potentiels séparant la chaîne en interaction des fils, les
résultats numériques dans le régime de forte interaction montrent sans ambiguïté des ca-
ractéristiques du blocage de Coulomb dans le transport à travers des boîtes quantiques.
Des pics apparaissent dans la dépendance en tension de grille de g, accompagnés par
des marches dans N(Vg). Ces structures deviennent plus prononcées, et la conductance
dans les vallées plus supprimée, lorsque l’interaction augmente.

Ainsi, malgré les contacts parfaits, les interactions mènent à un découplage effectif de
la chaîne corrélée et des fils. On peut donc considérer la partie en interaction de la chaîne
comme une boîte quantique. Pour interpréter ces résultats, nous avons présenté une étude
analytique du modèle. Nous expliquons l’apparition des vallées, et donc l’apparition du
blocage de Coulomb lui-même, pour la vallée centrale (c’est-à-dire dans le voisinage
d’une tension de grille nulle) à partir d’un calcul perturbatif de la conductance dans
le régime de forte interaction. Nous avons montré qu’à forte interaction la position des
pics peut être déduite des énergies propres du nano-système isolé, confirmant ainsi que
le nano-système devient, de façon effective, découplé des fils. Enfin, nous avons expliqué
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la diminution de la largeur des pics avec l’interaction, tout comme l’asymétrie de leur
forme, en analysant l’élément de matrice de couplage effectif pour pour les transitions
dominantes.

En étudiant l’effet du lissage des contacts, il apparaît que des contacts relativement
abrupts (soit dans le branchement de l’interaction, soit dans celui du potentiel de tension
de grille, soit a fortiori dans les deux) sont nécessaires pour observer le blocage de
Coulomb. Pour observer cet effet expérimentalement, il faudrait donc prendre en compte
cette contrainte dans la conception du système.

La tendance actuelle de développement de MOSFETs plus petits [32, 33] va proba-
blement mener à des régimes dans lesquels les concepts et idées théoriques développés
ici devraient être appliqués. Il serait intéressant de développer davantage notre modèle
pour réduire l’éloignement avec ces expériences. Étudier l’effet de température finie, de
portée d’interaction plus grande, et du spin de l’électron, sont envisagé, tout comme
aller au-delà du cas unidimensionnel. La méthode récemment développée pour obtenir
la conductance non-linéaire à partir d’un DMRG dépendant du temps [132] pourrait
être appliquée à notre modèle. Il serait intéressant d’étudier la suppression du blocage
de Coulomb avec la tension source-drain.



116



Chapitre 6

Conductance d’une chaîne de Hubbard

“Whoa, let’s not jump to conclusions !
I’m just saying there’s room for improvement.”

— Calvin (Bill Watterson)

Dans les Chapitres précédents, nous avons étudié des modèles de fermions sans spin.
On a vu que cela correspondait à la situation où les électrons sont polarisés par un
champ magnétique (dans le plan pour un système à deux dimensions). La motivation
pour étudier de tels systèmes, hormis le fait que la réduction du nombre de degrés de
liberté rend l’étude numérique considérablement plus aisée, est qu’ils démontrent déjà,
malgré leur simplicité apparente, un comportement particulièrement riche en fonction
des différents paramètres des modèles.

Pour augmenter le réalisme des systèmes décrits, cependant, il est hautement sou-
haitable de prendre en compte le spin. Dans ce Chapitre nous discutons les questions
soulevées par l’inclusion de ce degré de liberté dans la méthode de la boucle. Le projet
numérique correspondant gagne en ampleur mais nos résultats montrent que la méthode
reste valable.

6.1 Hamiltonien

Le problème qui nous intéresse est toujours celui du calcul de la conductance d’un
système en interaction couplé à des fils. Nous généralisons donc simplement l’Hamilto-
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nien (2.19) pour prendre en compte le degré de liberté du spin. Le nano-système est
maintenant décrit par le modèle de Hubbard. Le degré de liberté de spin permet à deux
électrons d’occuper le même site (s’ils sont de spin opposés). L’interaction entre proches
voisins est donc remplacée par une interaction sur site.

Comme dans le cas dépourvu de spin, on choisit de se placer dans le cas d’un nano-
système parfaitement couplé au fils. On décompose l’Hamiltonien en trois termes :

H = HK +HU +HG. (6.1)

La partie cinétique décrit une chaîne infinie à deux canaux (un pour chaque direction
de spin) :

HK = −th
∑
σ=↑,↓

∞∑
i=−∞

(c†i,σci+1,σ + h.c.). (6.2)

Comme précédemment, on prend l’amplitude de saut th = 1 pour unité d’énergie.

Le nano-système se distingue des fils par la présence d’une interaction de type Hub-
bard sur LS sites :

HU = U

LS∑
i=1

n̂i,↑n̂i,↓ −
U

2

∑
σ=↑,↓

LS∑
i=1

n̂i,σ. (6.3)

Le second terme dans HU est un potentiel de compensation assurant la symétrie
particule-trou lorsque le terme correspondant au potentiel de la grille

HG = −Vg

∑
σ=↑,↓

LS∑
i=1

n̂i,σ. (6.4)

est nul.

Dans le cadre du test de la méthode qui est discuté dans ce Chapitre, nous allons
travailler sans tension de grille Vg = 0. Nous laissons à une étude ultérieure l’étude du
comportement de la conductance en fonction de ce paramètre.

Le système est toujours unidimensionnel, mais la présence de spin fait qu’il y a deux
canaux de conductance : un pour chaque direction de spin. La présence de ces deux
canaux nous fait donc sortir du cas purement unidimensionnel, pour lequel la méthode
de la boucle à été établie. Il nous faut donc vérifier comment sa validité est affectée.
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Une autre conséquence du fait que l’on sorte du cas purement unidimensionnel est que
les calculs numériques deviennent considérablement moins aisés. En effet, DMRG est un
algorithme extrêmement efficace dans un cas unidimensionnel comportant uniquement
des termes (d’interaction ou de hopping) à courte portée (voir section 1.3.3). C’est grâce
à cette efficacité impressionnante que nous avons pu traiter sans approximations des
systèmes si grands (jusqu’à L = 300 sites) en l’absence de spin. Le fait d’avoir à traiter
deux canaux nous éloigne de cette situation idéale.

6.2 La méthode de la boucle avec spin

6.2.1 Position du problème

La question qui conditionnait la validité de la méthode de la boucle pour des fermions
sans spin, et à laquelle nous avons apporté une réponse positive dans le Chapitre 4,
était : peut-on, à température nulle, remplacer un système en interaction, relié à des
fils unidimensionnels, par un diffuseur à un corps avec une amplitude de transmission t
effective ?

Avec le spin, la question devient : peut-on remplacer une chaîne de Hubbard, connec-
tée à des fils contenant chacun deux canaux de spin, par un diffuseur à un corps avec
des amplitudes de transmission t↑↑, t↓↓, t↑↓ et t↓↑ effectives ? (on définit l’amplitude de
transmission tαβ comme l’amplitude de probabilité qu’un électron de spin α soit transmis
avec un spin β)

Si cela est possible, la conductance est obtenue à partir de la généralisation de la
formule de Landauer au cas multi-canaux [66] :

g = Tr
(
t†t
)

(6.5)

où la matrice de transmission est dans notre cas de dimension 2 :

t =

 t↑↑ t↑↓

t↓↑ t↓↓

 . (6.6)

Dans l’hypothèse où il est effectivement possible de remplacer la chaîne de Hubbard
en interaction par un diffuseur à un corps effectif, il reste la question pratique de savoir
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comment obtenir la valeur des amplitudes de transmission à partir d’un calcul numérique
du courant permanent. En prenant en compte la symétrie due à l’absence de champ
magnétique :

t↑↑ = t↓↓, (6.7)

t↑↓ = t↓↑, (6.8)

nous avons deux paramètres à extraire et en conséquence la valeur du courant permanent
ne suffirait pas. Comme on l’a vu au Chapitre 4, un des avantages de l’extrapolation
à taille infinie dans le cas sans spin est que le courant permanent dans cette limite
ne dépend que du module de l’amplitude de transmission, qui est la seule information
vraiment nécessaire pour obtenir la conductance. Dans le cas de deux canaux, il faut
pouvoir identifier les contributions au courant permanent des différentes amplitudes de
transmission.

Nous allons voir cependant que le cas que nous considérons est moins général que le
cas de deux canaux avec des fermions sans spin. L’absence de termes de renversement
de spin dans l’Hamiltonien de Hubbard permet finalement d’utiliser la méthode de la
boucle de la même façon qu’avec les systèmes purement unidimensionnels, moyennant
quelques modifications mineures.

6.2.2 Diffusion avec ou sans renversement de spin

L’Hamiltonien (6.1) ne contient aucun terme qui renverse la direction de spin des
électrons (un terme de ce genre contiendrait un facteur du type c†j,↑ci,↓). De fait, on
pourrait être tenté de faire l’hypothèse qu’il n’y a pas de diffusion avec renversement de
spin, et qu’en particulier t↑↓ = t↓↑ = 0 (c’est ce qui est fait, sans justification, dans la
référence [84]).

Du point de vue multi-particule, cela n’est cependant pas évident. Dans le cas où
LS est impair par exemple, dans la limite de forte interaction, le fondamental du nano-
système demi-rempli porte un spin un-demi. En effet, dans le cas de demi-remplissage, il
y a un électron par site. L’interaction localise chaque électron sur un site et impose une
alternance de la direction de spin, d’un site à son proche voisin. En effet, la possibilité
de sauts virtuels d’un électron sur ses sites proches voisins (déjà occupés par un électron
mais de spin différent) diminue l’énergie du système global [38]. On peut imaginer des
processus dans lesquels un électron de spin opposé à celui du nano-système est transmis
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Fig. 6.1: Deux exemples de séquence de sauts (à lire du haut vers le bas) dans
lesquels un électron de spin up arrive sur le nano-système par la gauche et est
transmis à droite avec (a) ou sans (b) renverser son spin, pour un système de
LS = 3 sites.

avec ou sans avoir échangé son spin avec celui du nano-système (voir Figure 6.1). Cela est
dû au fait que l’électron sortant du nano-système n’est pas forcément le même que celui
y entrant. Dans le cas des fermions sans spin, qui étaient indiscernables, le problème ne
se posait pas.

Ainsi, si on envoie sur le nano-système un électron avec un spin défini, il y a une
certaine probabilité pour que celui-ci soit transmis (ou réfléchi) avec un spin différent.
Cette probabilité dépend en réalité des événements passés, chaque événement de ren-
versement de spin changeant l’état du diffuseur. Cela est en contradiction avec l’image
d’un diffuseur à un corps, qui n’a pas de structure.

On peut remarquer cependant qu’il est toujours possible de regrouper les événements
d’échange de spin par paires. Du point de vue macroscopique, sans connaissance de l’état
microscopique du nano-système, une paire de transmissions avec renversement de spin
peut être vue, de façon effective, comme une paire d’événements sans renversement de
spin, puisque les deux cas laissent le nano-système dans le même état final. Cela nous
amène à considérer les amplitudes de transmissions effectives :

t↑↑ = t↓↓ ≡ t

t↓↑ = t↑↓ = 0.
(6.9)

Dans le cadre de cette hypothèse, la formule (6.5) donne la conductance :

g = 2|t(EF)|2 (6.10)
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où l’on a réintroduit la dépendance à l’énergie de l’amplitude t.

Les équations (6.9) correspondent à l’hypothèse de pouvoir remplacer un système
complexe (ayant une structure interne pouvant évoluer au gré des événements de diffu-
sion) par un diffuseur sans structure. Les événements de diffusion avec renversement de
spin sont pris en compte d’une façon effective comme des événements sans renversement.

6.2.3 Test de la méthode

Dans le Chapitre 4, nous avions montré que le système en interaction se comportait
de la même façon qu’un diffuseur à un corps effectif en déterminant numériquement le
comportement du courant permanent J(Φ) en fonction du flux Φ.

Dans le problème qui nous intéresse ici, un tel test n’est malheureusement pas à notre
portée. En effet, on a déjà mentionné le fait que le degré de liberté de spin rend l’étude
numérique bien moins aisée. Or, la totalité de la courbe J(Φ) ne peut être obtenue qu’avec
une implémentation à valeurs complexes du code DMRG, qui demande elle-même plus
de ressources numériques que la version à valeurs réelles.

À défaut de pouvoir explorer l’ensemble de la courbe J(Φ), nous pouvons en revanche
la caractériser à l’aide de deux paramètres différents, tous deux calculables avec l’implé-
mentation à valeurs réelles du code DMRG : la raideur de charge D que nous avons déjà
utilisée et ce que nous appellerons, par abus de langage,1 la courbure C (voir remarque
sur la terminologie page 75).

On rappelle les définitions (équations (4.5) et (4.9)) de la raideur de charge D et de
la courbure C :

D =
L

2

∣∣E(Φ = 0)− E(Φ = π)
∣∣ (6.11)

C = L
e2

~2

∂2E

∂Φ2 Φ=0
. (6.12)

Dans le cas sans interaction, les deux canaux de spin sont indépendants et on peut
écrire directement le lien qui existe entre D et l’amplitude de transmission effective en
ajoutant un facteur 2 dans l’équation (B.40) :

D∞ = ~vF arcsin (|t(EF)|) , (6.13)

1La véritable courbure correspond à C/L.
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et de même pour le lien entre C et t (à partir de (B.28)) :

C∞ =
2evF

π~
|t(EF)| arccos (|t(EF)|)√

1− |t(EF)|2
. (6.14)

En l’absence de diffuseur, nous avons :

D0
∞ =

~vF

2
π (6.15)

C0
∞ =

evF

2~
4

π
. (6.16)

Dans l’Annexe B, on remarque que la courbure d’un anneau unidimensionnel n’est
bien définie que pour un nombre impair de particules. Dans notre cas à deux canaux,
cela nous conduit à ne travailler qu’avec des systèmes où N↑ = N↓ est impair.

Le test que nous nous proposons d’effectuer consiste à regarder si, ayant calculé
D∞ et C∞ pour le cas d’un nano-système en interaction, les équations (6.13) et (6.14)
mènent à la même amplitude de transmission |t(EF)|. Ce test n’est pas sans rappeler le
fit réalisé dans la Figure 4.5, où |t(EF)| était le seul paramètre ajustable. La différence ici
est que nous ne pouvons calculer toute la courbe J(Φ), mais seulement deux quantités
caractérisant cette courbe : la pente à l’origine, et le résultat de l’intégrale entre Φ = 0

et Φ = π.

Si la méthode fonctionne avec l’hypothèse (6.9), ceci représenterait une forte indica-
tion que l’on a deux canaux équivalents.

6.3 Résultats numériques

Dans cette section, nous présentons les premiers résultats numériques que nous avons
recueillis (on rappelle que dans ce Chapitre, Vg = 0). La limitation des ressources
numériques à notre disposition restreint cependant la qualité des extrapolations. Les
plus grands systèmes que nous considérons comportent en tout L = 26 sites avec
N↑ = N↓ = 13, ce qui correspond déjà à une taille de l’espace de Hilbert d’environ
1014, et que l’on traite en gardant jusqu’à Nc = 3000 états dans le processus DMRG.
Malgré cette limitation en taille, les résultats semblent confirmer la validité de la mé-
thode de la boucle en présence de spin.
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Fig. 6.2: Exemples d’extrapolation de données concernant la raideur de charge
D (cercles, échelle de gauche) et la courbure C (triangles, échelle de droite) pour
LS = 2 et U = 4. Pour chaque cas, la ligne correspond au meilleur ajustement
d’une parabole aux points numériques. La conductance obtenue à partir de C∞
vaut 0.944. Celle obtenue avec D∞ vaut 0.949.

6.3.1 Décroissance à LS pair

Dans le cas où LS est pair, à forte interaction, le fondamental du nano-système ne
porte pas de spin [38]. Le problème de l’existence d’une structure interne au diffuseur,
discuté dans la section 6.2.2, ne se pose pas. Ce cas est donc particulièrement favorable
à l’hypothèse (6.9).

La Figure 6.2 montre un exemple d’extrapolation des données concernant la raideur
de charge et la courbure. Les deux quantités ne se comportent pas exactement pareil
pour des systèmes de taille finie, mais C∞ et D∞ mènent approximativement à la même
conductance. De plus, en l’absence de tension de grille (Vg=0), les complications liées
aux systèmes inhomogènes ne sont pas présentes, de sorte que déjà pour les tailles
relativement petites considérées, les critères donnés dans la section 4.2.1 sont respectés
et les extrapolations peuvent être considérées fiables.

La Figure 6.3 montre l’évolution en fonction de U de la conductance obtenue à partir
des données sur la raideur de charge, via la formule (6.13). On voit que la conductance
décroît avec l’interaction, d’autant plus vite que la taille du nano-système est grande.

La conductance obtenue à partir des données sur la courbure est dans chaque cas
très proche de celle obtenue avec la raideur de charge. La différence est typiquement de
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Fig. 6.3: Conductance obtenue à partir des données sur la raideur de charge
pour LS = 2 et 4. La conductance obtenue avec la courbure est très proche (la
différence, de l’ordre de 2%, pour chaque point est plus petite que la taille du
symbole). Les pointillés correspondent au résultat de la théorie de perturbation
de la référence [142] pour LS = 2. Les lignes pleines relient simplement les points
numériques.

l’ordre de 2%, c’est pourquoi nous ne l’avons pas tracée sur la Figure 6.3. Nous pouvons
donc conclure, à partir de ces données, que le test est positif et que la méthode en
présence de spin et d’interaction est validée dans le cas LS pair.

Un autre argument allant dans le sens de la validité de la méthode de la boucle est
l’accord qualitatif de notre résultat avec des calculs de perturbation au second ordre
en U réalisés par Oguri [94, 142]. On peut voir sur la Figure 6.3 que l’accord pour une
interaction pas trop grande est très bon pour LS = 2.

Il est intéressant de noter que le domaine de validité de la théorie de perturba-
tion semble devenir beaucoup moins grand quand LS augmente. Le résultat de Oguri
pour LS = 4 diffère en effet très peu de celui pour LS = 2 (la différence sur l’échelle
de la Figure 6.3 n’excède pas 3%), alors que notre résultat pour LS = 4 montre que
la conductance est bien plus rapidement supprimée par l’interaction. Cela semble être
une limitation inhérente à la théorie de perturbation, puisque selon elle (voir [142]) la
conductance à U fixé sature très rapidement lorsque LS augmente.

Récemment, une étude numérique basée sur le groupe de renormalisation numérique
(NRG) a permis d’aller au-delà du régime perturbatif [140] avec des résultats en accords
avec les nôtres, confirmant la validité de notre approche.
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U = 0 U = 2 U = 4 U = 6

avec D 1.00 1.00 0.98 0.75
avec C 1.00 0.99 0.95 0.65

Tab. 6.1: Valeur de |t|2 obtenue par extrapolation des données concernant la
raideur de charge D et la courbure C pour LS=3.

6.3.2 Résonance Kondo à LS impair

Pour LS impair, à demi-remplissage, le nano-système est porteur d’un spin. Comme
on l’a expliqué, l’orientation de ce spin affecte les événements de diffusion possibles (au
niveau microscopique, pas au niveau effectif). Il y a donc une corrélation entre le spin du
nano-système et la distribution des électrons libres dans les fils. Cette corrélation mène
à l’établissement d’un état singulet qui s’accompagne de l’apparition d’une résonance au
niveau de Fermi : dans ce régime, la transmission à travers le nano-système est parfaite
pour chaque direction de spin (g = 2). Cela est connu sous le nom d’effet Kondo [143].

On peut comprendre cette résonance par le fait que le fondamental du nano-système
est dégénéré. Contrairement au cas LS pair, les deux états dégénérés portent un spin
total ±1/2. Le passage d’une configuration à une autre implique donc l’échange d’un
électron avec les fils.

Pour LS = 1, le modèle que l’on étudie peut être résolu exactement grâce à l’ansatz de
Bethe [144] et une transmission parfaite (|t|2=1) est obtenue. Pour LS plus grand (mais
toujours impair), la théorie de perturbation au second ordre en U peut être prolongée à
l’ordre infini [94, 142] et indique que la transmission parfaite apparaît également.

Pour LS = 1, nous retrouvons effectivement |t|2 = 1 quelque soit l’intensité U de
l’interaction, à partir de la raideur de charge D aussi bien qu’avec la courbure C. Le
Tableau 6.1 montre nos résultats pour LS = 3. Pour une interaction pas trop forte,
on retrouve bien le résultat d’une transmission parfaite, mais la transmission décroche
lorsque U augmente.

Le fait que les extrapolations menant aux résultats pour U = 6 dans le Tableau 6.1 ne
mènent pas à la même conductance est probablement dû au fait que les extrapolations ne
sont pas suffisamment poussées. Elles sont en effet, selon les critères de la section 4.2.1,
de moins bonne qualité que celles de la Figure 6.2. Malheureusement les limites des
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ressources numériques à notre disposition ne nous permettent pas de traiter des systèmes
plus grands, ce qui serait nécessaire pour pouvoir améliorer la qualité des extrapolations
et vérifier la validité de la méthode de la boucle.

Il est à noter qu’il est déjà connu de l’étude du modèle de fermions sans spin que
l’extrapolation dans le cas d’une résonance devient plus difficile lorsque LS et U aug-
mentent. Dans la Figure 2 de la référence [82], on peut voir qu’au-delà d’une certaine
valeur de U (dépendant de LS), l’extrapolation à LS impair, où la conductance parfaite
est observée, est moins fiable que celle à LS pair, ce qui correspond exactement à ce que
l’on observe dans notre cas avec spin.

6.4 Conclusion du Chapitre 6

En conclusion, nous avons généralisé l’utilisation de la méthode de la boucle au cas
avec spin. Les premiers résultats montrent que la méthode reste valable pour le cas du
modèle de Hubbard sans tension de grille (Vg=0).

Les limites des ressources numériques à notre disposition sont cependant bien plus
rapidement atteintes dans le problème avec spin. Il est envisagé dans un futur proche
d’utiliser des super-calculateurs plus puissants afin de confirmer et d’étendre les résultats
présentés dans ce Chapitre.

Il serait notamment intéressant d’étudier le blocage de Coulomb et la physique Kondo
dans des chaînes de Hubbard. Il est envisagé d’étudier comment des résultats récents
concernant ces systèmes [138] sont confirmés dans l’étude exacte que nous pouvons
réaliser. La prise en compte du degré de spin permettrait d’étendre et d’enrichir les
conclusions de nos travaux exposés dans le Chapitre 5 pour le cas d’un couplage parfait
entre la chaîne et les fils.
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Conclusion

“I love it, when a plan comes together !”

— Col. John “Hannibal” Smith, The A-Team.

Dans cette thèse, nous avons étudié les effets des corrélations électroniques sur le
transport dans des systèmes de basse dimensionalité. L’étude numérique d’Hamiltoniens
modèles à l’aide de techniques quasi-exactes nous a permis de prendre en compte les
corrélations du problème à N corps. Lorsque cela était possible, nous avons soutenu et
étendu les résultats numériques par des calculs analytiques. Le but de notre approche,
plutôt que de modéliser avec réalisme un système particulier, est d’améliorer la compré-
hension qualitative des effets des corrélations en identifiant les mécanismes généraux qui
prennent place dans les systèmes modèles étudiés et qui peuvent être similaires à ceux
qui apparaissent dans les systèmes réels.

Nous avons tout d’abord porté notre intérêt vers l’étude des effets des corrélations
sur le transport électronique dans les systèmes bidimensionnels désordonnés, dans le
but d’améliorer la compréhension des effets combinés du désordre et de l’interaction
Coulombienne. Dans le Chapitre 3, nous nous sommes intéressés à la statistique spectrale
d’un système bidimensionnel désordonné de fermions sans spin en interaction. En effet
les corrélations spectrales caractérisent la distribution statistique des écarts des niveaux
et constituent une indication sur le degré de localisation des fonctions d’onde, et donc
sur la mobilité des électrons.

Dans le régime de faible désordre (régime diffusif), nous trouvons que les corréla-
tions spectrales diminuent toujours lorsque l’on augmente l’intensité de l’interaction.
Dans le cas où le désordre est suffisamment fort pour localiser les fonctions d’onde à
une particule, en revanche, les corrélations spectrales sont augmentées par une inter-
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action modérée, avant de diminuer à interaction forte. À fort désordre, on a donc un
comportement non-monotone de la répulsion des niveaux en fonction de l’intensité de
l’interaction. L’interprétation de l’augmentation des corrélations spectrales comme la si-
gnature d’une délocalisation des électrons a été confirmée par une analyse de la structure
du fondamental.

Cette étude a cependant été limitée à des systèmes relativement petits (quatre élec-
trons sur un réseau carré de six par six sites). Il serait intéressant de déterminer si le
comportement non-monotone des corrélations spectrales en fonction de l’intensité de
l’interaction que nous avons observé se traduit par une double transition (ré-entrante)
de la distribution des écarts entre niveaux d’énergie : Poisson/Wigner-Dyson/Poisson
(pour l’exemple d’un système à faible remplissage). La première de ces transitions a déjà
été observée avec une méthode numérique traitant les effets multi-particules approxima-
tivement [57].

D’autre part, la prise en compte du degré de liberté de spin serait particulièrement
intéressante, étant donné que ce dernier semble jouer un rôle important dans les ex-
périences sur la transition métal-isolant dans les systèmes bidimensionnels d’électrons
(voir par exemple [20]). Il serait très intéressant de réaliser le même genre d’étude exacte
dans des systèmes avec spin afin de comprendre le mécanisme de l’augmentation de la
conductance observée dans ces systèmes qui a lieu dans le régime de faible désordre (voir
par exemple [48]), par contraste avec le cas sans spin.

En vue de poursuivre notre étude du transport dans les systèmes fortement corrélés,
et afin d’aller au-delà des indications indirectes que peut donner la statistique spectrale
sur la mobilité des électrons, nous nous sommes intéressés à l’étude de la conductance
à travers des systèmes unidimensionnels en interaction (en l’absence de désordre, dans
un premier temps). Nous avons utilisé la méthode de la boucle, récemment développée
[78], qui permet d’obtenir en tenant compte de toutes les corrélations la conductance
d’un nano-système relié à des fils unidimensionnels semi-infinis. La méthode implique
la réalisation d’une extrapolation à taille infinie du courant permanent dans un anneau
composé d’un fil idéal bouclant le nano-système sur lui-même. Nous avons été amené
à bien comprendre le comportement de cette extrapolation dans les systèmes avec une
densité électronique inhomogène (Chapitre 4).

Cela nous a permis d’étudier l’influence d’une tension de grille sur la conductance
d’une chaîne en interaction (Chapitre 5). La versatilité de la méthode de la boucle,
qui permet de déterminer la conductance de n’importe quel système, pourvu qu’il soit
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connecté aux réservoirs par des fils unidimensionnels, nous a permis d’étudier l’établisse-
ment d’un blocage de Coulomb dans une chaîne unidimensionnelle parfaitement couplée
aux fils, ce qui n’a jamais été observé auparavant.

Lorsque l’on augmente l’intensité de l’interaction, des pics apparaissent dans la dé-
pendance en tension de grille de la conductance, accompagnés par des marches dans le
nombre moyen de particules présentes dans le nano-système, ce qui est caractéristique
du blocage de Coulomb. Nous avons pu expliquer l’apparition des vallées par une ap-
proche perturbative à interaction forte. Nous avons également montré que la position
des pics est donnée par les énergies propres du nano-système isolé à forte interaction, ce
qui montre que le nano-système devient, d’une façon effective, découplé des fils. Enfin
nous avons expliqué la diminution de la largeur des pics avec l’interaction, tout comme
l’asymétrie de leur forme, en analysant l’élément de matrice de couplage effectif pour les
transitions dominantes entre les états multi-particules avec des nombres de particules
entiers consécutifs.

Nous avons également étudié numériquement le rôle du lissage des contacts sur cet
effet. En effet, le branchement progressif de l’intensité de l’interaction lorsque l’on passe
du fil au système dont on étudie la conductance est nécessaire en vue de s’approcher de la
situation expérimentale, dans laquelle les contacts reliant les réservoirs et le nano-système
ne sont en général pas abrupts. Nos résultats montrent que le blocage de Coulomb que
nous avons observé est relativement robuste pour des contacts pas trop lisses.

Le degré d’avancement des techniques expérimentales à l’heure actuelle rend possible
l’étude du transport électronique dans des systèmes de plus en plus petits, comme des
transistors de type MOSFET de quelques dizaines de nanomètres de long [32] ou même
des chaînes mono-atomiques [87]. Dans ce type de systèmes de dimensionalité réduite, les
corrélations dues à l’interaction Coulombienne entre les électrons deviennent importantes
et les concepts concernant les effets multi-particules sur le transport développés dans
cette thèse sont de première importance.

Les résultats présentés dans cette thèse sont également pertinents dans le cadre de
l’électronique moléculaire. Ce domaine émergeant s’intéresse au transport à travers une
molécule unique [145]. La taille de ces molécules est telle que les effets multi-particules
peuvent avoir une grande influence sur leurs propriétés de transport. En addition des
effets des corrélations électroniques, l’influence d’autres dégrés de liberté (comme les
phonons par exemple) mène à une physique encore plus riche.

Parmi les prolongements possibles de notre travail, il est envisagé d’étudier comment
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le blocage de Coulomb que nous observons est affecté par un potentiel de désordre.

Récemment, une méthode a été développée pour obtenir la conductance non-linéaire
à partir d’un algorithme DMRG dépendant du temps [132]. Cette méthode pourrait
être appliquée à notre modèle et il ne serait pas sans intérêt d’étudier la suppression du
blocage avec la tension de polarisation source-drain.

L’effet d’une température finie pourrait également être étudié, tout comme le cas où
les fils avec lesquels le nano-système est connecté aux réservoirs contiennent plusieurs
canaux de conductance. L’étude de ces deux effets n’est cependant pas accessible avec
notre méthode et nécessite donc le développement d’autres approches.

Enfin, un développement majeur serait l’inclusion du degré de liberté de spin. Dans le
Chapitre 6 nous avons généralisé l’application de la méthode de la boucle aux systèmes
avec spin. Les résultats que nous avons obtenus semblent montrer que la méthode est
toujours valable dans ce cas. Il serait particulièrement intéressant de prolonger notre
travail sur le blocage de Coulomb dans un système avec spin. Une étude récente [138]
montre que l’on peut s’attendre à une physique extrêmement riche dans ces systèmes,
avec l’apparition du blocage de Coulomb éventuellement annulé par l’effet Kondo, que
l’on pourrait étudier en fonction de l’intensité de l’interaction et du couplage du nano-
système aux fils. La robustesse de ces effets avec le lissage des contacts serait également
un étude d’un grand intérêt en vue de s’approcher des conditions expérimentales.

Quelque soit le développement envisagé, cependant, les limites des ressources numé-
riques actuelles sont très rapidement atteintes quand la taille du système augmente. Pour
le cas avec spin, par exemple, la raison en est que l’algorithme DMRG que nous avons
utilisé est extrêmement efficace pour des systèmes purement unidimensionnels avec in-
teraction (et hopping) à courte portée. C’est cette efficacité qui nous a permis d’étudier
la conductance des systèmes sans spin. L’inclusion du spin diminue malheureusement
considérablement cette efficacité étant donné qu’elle correspond à sortir du cas purement
unidimensionnel.

Du point de vue fondamental, prendre en compte les effets multi-particules dans le
transport électronique est un des plus grands défis de la physique mésoscopique actuelle.
Les résultats présentés dans cette thèse montrent qu’une certaine compréhension de la
physique des corrélations électroniques peut être apportée par des études numériques.
Dans l’avenir, on peut espérer que les limitations en taille auxquelles ce type d’étude
est confronté seront repoussées par l’amélioration des techniques de calcul ainsi que
l’évolution de la puissance des calculateurs disponibles. Ainsi, des études numériques du
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type de celles présentées dans cette thèse, en complémentarité avec le développement de
nouvelles méthodes analytiques, et leur confrontation avec les résultats expérimentaux,
peuvent ouvrir la voie vers une meilleure compréhension de la physique particulièrement
riche des effets multi-particules.
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Annexe A

Statistique spectrale non-universelle
dans de petits systèmes

Dans cette Annexe, on explique en détail un mécanisme responsable de l’apparition
d’un pic dans la distribution P (s) des écarts énergétiques entre le fondamental et le
premier état excité d’un système multi-particule avec désordre et interaction (voir Cha-
pitre 3). On peut voir un exemple de manifestation de ce pic dans la Figure 3.3b pour
U = 20. Ce pic est dû à un mécanisme qui augmente les corrélations spectrales d’une
façon non-universelle.

Cet effet a lieu dans de très petits systèmes, lorsque l’espacement moyen entre ni-
veaux 〈∆〉 est bien plus grand que l’amplitude de saut (hopping) th. On commence par
considérer le cas sans interaction, avant de généraliser au cas corrélé.

A.1 Sans interaction

En l’absence du terme de saut (soit avec th = 0), les états propres du système utilisé
au Chapitre 3 et défini par l’Hamiltonien (2.1) sont des déterminants de Slater de états
à une particule localisé sur des sites individuels, et la distribution de leur énergie est
Poissonienne. Dans la limite de désordre fort, W � th, le couplage th = 1 des sites
proches voisins est beaucoup plus petit que la différence typique entre leurs énergies.
En conséquence, les particules restent localisées sur des sites individuels, sauf dans des
échantillons pour lesquels l’énergie du plus haut (en énergie) site occupé i est presque
dégénéré avec celle du site inoccupé le plus bas j, et pour lesquels ces deux sites sont

135



136 Statistique spectrale non-universelle dans de petits systèmes

proches voisins.

Dans ces échantillons, l’Hamiltonien de saut couple directement deux niveaux quasi-
dégénérés, et cela induit une délocalisation d’un électron sur ces deux sites (comme
montré dans [146]).

Si l’espacement moyen 〈∆〉 ∼ W/Ld est plus grand que th (système de petite taille
ou bien très fort désordre W ), les deux états couplés peuvent être considérés comme
un système à deux niveaux. Ainsi, l’espacement entre les deux niveaux multi-particules
devient

∆ =

√
(vj − vi)

2 + 4t2. (A.1)

Dans le cas où les sites i et j ne sont pas proches voisins on a plutôt : ∆ = vj − vi ' 0.
En conséquence, les échantillons particuliers sont responsable de l’apparition d’un creux
à s = 0 et d’un pic à s = 2th/ 〈∆〉 dans la distribution P (s).

Si au contraire l’espacement moyen 〈∆〉 est plus petit que th (système plus grand ou
W pas trop grand), alors en général plus de deux états sont couplés et des corrélations
universelles (de type théorie des Matrices Aléatoires) peuvent survenir. Même si pour
des tailles intermédiaires les corrélations spectrales sont toujours plus grandes dans les
échantillons particuliers, leur poids dans l’ensemble statistique diminue rapidement avec
L. Dans la limite thermodynamique l’anomalie disparaît donc.

A.1.1 Avec interaction

En l’absence de saut (th = 0), avec un désordre W relativement fort, il est toujours
possible de trouver des valeurs de U telles que les deux niveaux multi-particules les
plus bas d’un échantillon donné soient quasi-dégénérés. Par exemple, l’un peut minimi-
ser l’énergie d’interaction (avec un cristal de Wigner) et l’autre peut être légèrement
différent. Dans la seconde configuration, l’augmentation de l’énergie d’interaction est
compensée par une diminution de l’énergie de désordre.

Or, les deux premiers états multi-particules dans certains échantillons peuvent être
connectés par le simple saut d’une particule. La probabilité d’une telle situation est
relativement grande puisqu’un état multi-particule est couplé à beaucoup d’autres di-
rectement par le saut d’une particule.
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Dans ces échantillons, l’introduction du saut (th = 1) couple donc directement deux
niveaux quasi-dégénérés. Si les valeurs de U et W sont suffisamment fortes, les particules
restent localisées sur des sites individuels, sauf celle qui est impliquée dans la connexion
des deux états. On a donc une délocalisation du fondamental dans la base des états sur
site (R = 2).

Pour 〈∆〉 > th (petite taille ou très grand désordre), les deux niveaux couplés peuvent
à nouveau être considéré comme un système à deux niveaux, et les corrélations non-
universelles apparaissent comme expliqué plus haut.

Pour 〈∆〉 < th (taille plus grande et désordre pas trop fort), davantage de niveaux sont
couplés et l’approximation du système à deux niveaux ne tient plus. Comme pour le cas
sans interaction, ce mécanisme disparaît dans la limite thermodynamique. Cependant,
d’autres mécanismes impliquant davantage de sauts peuvent intervenir et la compétition
entre désordre et interaction peut toujours induire une délocalisation et finalement mener
aux corrélations spectrales observées dans [57].
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Annexe B

Courant permanent dans un anneau
comportant un diffuseur

Dans cette Annexe, nous considérons en détail la situation dans laquelle un nano-
système quelconque fermé sur lui-même en une boucle par un simple canal (voir Fi-
gure 4.2) peut être décrit par une théorie à une particule. Nous montrons comment
obtenir un développement en 1/L pour le courant permanent J en fonction du flux
magnétique ϕ, ainsi que pour la raideur de charge D.

La première contribution pour chacun de ces développements a été calculée en 1994
dans la référence [128]. La première correction pour la raideur de charge (d’ordre un en
1/L) a été dérivée par R. A. Molina et al. dans la référence [78]. Dans cette référence,
cependant, une définition malheureuse du vecteur d’onde de Fermi mène à une apparente
dépendance de cette correction à la parité du nombre total de particules. Ici nous calcu-
lons les trois premiers termes du développement de la raideur de charge (donc jusqu’à
l’ordre deux en 1/L) et montrons qu’il n’y a en réalité pas de distinction de parité. Pour
le courant permanent (ainsi que pour la courbure C), nous nous contentons de redériver
le premier terme.
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B.1 États à une particule

B.1.1 Matrice de diffusion et matrice de transfert

En l’absence d’interaction, on peut avoir recours au formalisme de la matrice de
diffusion (voir par exemple [62]).

Les états propres dans un canal sont des ondes planes. De part et d’autre du nano-
système, on associe des amplitudes complexes à ces ondes : a et d pour les ondes planes
entrant dans le nano-système à gauche et à droite, respectivement, et b et c pour les
ondes sortant du nano-système.

Au lieu de décrire le système par son Hamiltonien, on peut décrire comment les
ondes planes incidentes à une énergie donnée sont diffusées par le système. La matrice
de diffusion SS décrivant ceci relie les amplitudes entrant dans le nano-système aux
amplitudes en sortant :  c

b

 = SS

 a

d

 . (B.1)

Un nano-système quelconque peut ainsi être décrit par la matrice de diffusion générale

SS =

 t r

r′ t′

 . (B.2)

Comme nous n’avons ici qu’un seul canal par accès, les amplitudes de transmission t et
t′ et les amplitudes de réflexion r et r′ sont de simples nombres complexes (dépendant
de l’énergie). Ainsi SS est une matrice deux par deux.

On peut également décrire le nano-système par sa matrice de transfert, MS. La ma-
trice MS relie les amplitudes à droite du nano-système aux amplitudes à gauche : a

b

 = MS

 c

d

 . (B.3)

Cette propriété rend les matrices de transfert particulièrement faciles à combiner : la
matrice de transfert de deux objets placés en série est simplement le produit des matrices
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de transfert des deux objets.

Il existe bien entendu un lien entre matrice de transfert et matrice de diffusion. Il est
facile de montrer :

MS =

 1/t −r/t

r′/t 1/t′∗

 . (B.4)

B.1.2 États à une particule

Pour décrire la boucle, il nous faut combiner SS avec la matrice

SL =

 eikLL+iΦ 0

0 eikLL−iΦ

 (B.5)

décrivant le fil1 de longueur LL : la transmission du fil est évidemment de un avec une
phase correspondant simplement à la phase kLL accumulée sur la longueur du fil. À
cette phase s’ajoute (ou se retranche, selon le sens de parcours) la phase Φ = eϕ/~ due
au flux magnétique ϕ.

Pour combiner le fil et le nano-système, nous utilisons les matrices de transfert :

MS =

 1/t −r/t

−r∗/t∗ 1/t∗

 (B.6)

où on a supposé la symétrie par renversement du temps dans le nano-système, ce qui
implique que t = t′ (que l’on notera t = |t|eiα), et

ML = e−iΦ

 e−ikLL 0

0 eikLL

 . (B.7)

Comme nous avons des conditions de bords périodiques, un électron faisant le tour

1En anglais, fil se dit lead, d’où l’indice L utilisé ici. L’indice F prêterait à confusion avec par exemple
celui dans l’énergie de Fermi EF.
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du système doit se retrouver dans le même état : a

b

 = MSML

 a

b

 (B.8)

quelque soient a et b. On peut écrire cette condition :

det (I −MSML) = 0. (B.9)

Cela mène directement à la condition de quantification des vecteurs d’onde k des états
à une particule :

cos (Φ) =
1

|t(k)|
cos (kL+ δα(k)) . (B.10)

Ici, on a défini la phase relative δα = α− kLS et on a introduit la longueur totale de la
boucle L = LL + LS.

On peut aisément inverser l’équation (B.10) pour obtenir une équation implicite pour
les vecteurs d’onde des états à une particule :

k±n = k0
n +

1

L
f±(k±n ,Φ), (B.11)

où k0
n =

2πn

L
(B.12)

sont les solutions à flux nul dans le cas où on remplace le nano-système par un simple
fil sans interaction de longueur LS (on a alors |t| = 1 et δα = 0) et où on a défini la
fonction

f±(k,Φ) = ± arccos
(
|t(k)| cos (Φ)

)
− δα(k). (B.13)

Comme k doit être positif, le signe moins ne doit pas être utilisé pour n = 0. Lorsque
δα(k) varie lentement sur 2π/L, échelle sur laquelle sont séparés les k0

n, l’ordre des
vecteurs d’ondes (et donc des niveaux d’énergie) est donné d’abord par n, puis par le
signe utilisé. Cela est toujours le cas pour des tailles L suffisamment grandes.

L’équation (B.11) est une équation implicite puisque f±(k,Φ) dépend lui-même de
k à travers |t| et δα. Dans le cas général, il n’est ainsi pas possible d’avoir une solution
analytique pour k. Il est par contre possible de faire des progrès si on s’intéresse à la
limite d’un fil de taille infinie (L� 1).
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On commence par insérer l’équation (B.11) dans elle-même pour obtenir le dévelop-
pement en puissance de 1/L pour les vecteurs d’ondes :

k±n = k0
n +

1

L
f±(k0

n,Φ) +
1

L2
f±(k0

n,Φ)

(
∂f±(k,Φ)

∂k

)
k=k0

n

+
1

2L3

∂

∂k

(
f 2
±(k,Φ)

∂f±(k,Φ)

∂k

)
k=k0

n

+
1

6L4

∂2

∂k2

(
f 3
±(k,Φ)

∂f±(k,Φ)

∂k

)
k=k0

n

+O

(
1

L5

) (B.14)

Notons que les deux premiers termes peuvent être du même ordre, puisque k0
n est un

vecteur d’onde (voir (B.12)). Près des résonances, les dérivées par rapport à k de δα et
de |t| peuvent être grandes et donc le développement ci-dessus n’est valable que pour
des tailles L suffisamment grandes, voir la discussion dans le Chapitre 4.

Comme il n’y a pas de corrélations, la relation de dispersion ε(k) dans le fil ne change
pas lorsque le nano-système est introduit. On peut donc obtenir l’énergie des états à une
particule de la boucle en y introduisant l’équation (B.14) :

ε(k±n ) = ε(k0
n) +

1

L

dε

dk
f±(k0

n,Φ) +
1

2L2

∂

∂k

(
dε

dk
f 2
±(k,Φ)

)
k=k0

n

+
1

6L3

∂2

∂k2

(
dε

dk
f 3
±(k,Φ)

)
k=k0

n

+
1

24L4

∂3

∂k3

(
dε

dk
f 4
±(k,Φ)

)
k=k0

n

+O

(
1

L5

)
.

(B.15)

Pour un nombre N = 2nF +1 impair de particules (dénoté par l’index supérieur (i)),
l’énergie du fondamental de la boucle s’écrit :

E(i) = ε(k+
0 ) +

nF∑
n=1

[
ε(k+

n ) + ε(k−n )
]
. (B.16)

Comme on est intéressé par le courant permanent, les seules contributions que l’on
souhaite garder sont celles qui dépendent du flux Φ. En explicitant la fonction f±(k,Φ),
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on obtient :

ε(k+
0 ) = − 1

L3
cos Φ

([π
2
− δα

]2 d2ε

dk2

d|t|
dk

)
k=0

(B.17)

ε(k+
n ) + ε(k−n ) =

1

L2

∂

∂k

(
dε

dk
arccos2 (|t| cos Φ)

)
k=k0

n

− 1

L3

∂2

∂k2

(
dε

dk
δα arccos2 (|t| cos Φ)

)
k=k0

n

+
1

12L4

∂3

∂k3

(
dε

dk
arccos2 (|t| cos Φ)

(
6δα2 + arccos2 (|t| cos Φ)

))
k=k0

n

+O

(
1

L5

)
.

(B.18)

Comme la somme sur n dans (B.16) comporte un nombre de termes proportionnel à L,
on a écrit ε(k+

n ) + ε(k−n ) un ordre plus loin que ε(k+
0 ).

Dans les expressions ci-dessus on a supposé raisonnablement que k = 0 correspond
à un minimum de l’énergie et donc que (dε/dk)k=0 = 0. D’autre part, on a utilisé les
égalités suivantes concernant le nano-système : |t(0)| = 0 et δα(0) = ±π/2. On peut
motiver la généralité de ces deux dernières hypothèses à l’aide de l’argument suivant.
La limite k → 0 correspond à la limite des grandes longueurs d’onde. Quelque soit le
nano-système, ce dernier est vu comme ponctuel par les électrons dans cette limite. On
peut donc supposer le système continu et représenter le potentiel du nano-système par
une fonction de Dirac : V (x) = Aδ(x). L’amplitude de transmission dans ces conditions
s’écrit [2] :

t = 1/

(
1 +

A

2ik

)
. (B.19)

Dans la limite k → 0, on voit que les hypothèses sont vérifiées pour toute amplitude A 6=
0. Ceci n’est cependant pas une démonstration générale et il est possible de construire des
systèmes particuliers pour lesquels les hypothèses ne tiennent pas. Cela ne sera toutefois
pas le cas des systèmes que l’on considérera.

La suite du calcul, pour être efficace, dépend du but poursuivi. Nous allons commen-
cer par nous intéresser au courant permanent.



Courant permanent dans un anneau comportant un diffuseur 145

B.2 Le courant permanent

On commence par déterminer l’énergie du fondamental multi-particule, en se limitant
au premier ordre. On peut donc écrire :

E(i)(1)(Φ) =
1

2πL

∫ 2π
L

nF+ π
L

π
L

dk
∂

∂k

(
dε

dk
arccos2 (|t| cos Φ)

)
k=k0

n

(B.20)

où on a gardé que le premier terme de l’équation (B.18) et où on a fait la substitution :

nF∑
n=1

−→ L

2π

∫ 2π
L

nF+ π
L

π
L

dk. (B.21)

Dans le cas d’un nombre impair de particules, nF = (N − 1)/2. Si on veut définir le
vecteur d’onde de Fermi à partir du remplissage :

kF = π
N

L
, (B.22)

on voit que la borne supérieure de l’intégrale est égale2 à kF.

Comme d’autre part nous ne sommes intéressés dans cette section que par le premier
terme du développement en 1/L, nous pouvons remplacer la borne inférieure π/L par
0. On obtient donc, pour la première contribution dépendant du flux à l’énergie du
fondamental pour un nombre N de particules impair :

E(i)(1)(Φ) =
~vF

2πL
arccos2 (|t(EF)| cos (Φ)) . (B.23)

Cela nous permet d’obtenir le courant permanent [128] en dérivant par rapport à ϕ :

J (i)(1)(Φ) = −∂E
(i)(1)
0

∂ϕ
= − e

~
∂E

(i)(1)
0

∂Φ

= −evF

πL

arccos (|t(EF)| cos (Φ))√
1− |t(EF)|2 cos2 (Φ)

|t(EF)| sin (Φ) . (B.24)

Pour le cas N pair, on retranche simplement ε(kF) à l’énergie (B.23), ce qui donne

2Dans la référence [78], kF était défini comme 2πnF/L.
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l’énergie du fondamental

E(p)(1)(Φ) =
~vF

2πL
arccos2 (|t(EF)| cos (π − Φ)) , (B.25)

et le courant permanent

J (p)(1)(Φ) =
evF

πL

arccos (|t(EF)| cos (π − Φ))√
1− |t(EF)|2 cos2 (Φ)

|t(EF)| sin (Φ) (B.26)

À partir du courant permanent, il est possible d’obtenir la courbure :

C∞ = L
∂2E(1)

∂ϕ2
ϕ=0

= −Le
~
∂J (1)

∂Φ Φ=0
. (B.27)

Pour le cas impair, on obtient :

C∞ =
evF

π~
|t(EF)| arccos (|t(EF)|)√

1− |t(EF)|2
. (B.28)

Pour le cas pair, le résultat obtenu diverge pour |t(EF)| = 1, ce qui peut être compris
par le fait que le niveau fondamental à flux nul est dégénéré (voir Figure 1.3b). Travailler
avec la courbure requiert donc de travailler avec un nombre impair de particules.

B.3 La raideur de charge

Parce qu’elle est calculable numériquement sans avoir besoin de manipuler des
nombres complexes, et parce qu’elle ne souffre pas d’une dépendance à la parité du
nombre de particules, il peut être préférable de travailler avec la raideur de charge :

D = (−1)N L

2
(E(0)− E(π)) . (B.29)

On peut déjà l’obtenir au premier ordre non-nul à partir des équations (B.23) et
(B.25). Cependant, comme nous voulons aussi les ordres suivants, le calcul est moins
laborieux si nous revenons d’abord aux énergies des états à une particule.

Si on définit la quantité :

∆ε±n = ε(k±n )Φ=π − ε(k±n )Φ=0, n ≥ 0, (B.30)
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alors la raideur de charge s’écrit dans le cas impair :

D(i) =
L

2

[
∆ε+0 +

nF∑
n=1

(
∆ε−n + ∆ε+n

)]
(B.31)

et dans le cas pair :

D(p) =
−L
2

[
∆ε+0 +

nF∑
n=1

(
∆ε−n + ∆ε+n

)
−∆ε+nF

]
(B.32)

Pour calculer les sommes dans ces expressions, on peut comme précédemment rem-
placer la somme par une intégrale. L’erreur introduite ce faisant est de l’ordre de 1/L2

et va affecter le terme d’ordre deux. Nous allons donc la prendre en compte. Pour une
fonction g(k) quelconque, on peut montrer que :

nF∑
n=1

g
(

2π
L
n
)

=
L

2π

∫ 2π
L

nF+ π
L

π
L

g(k)dk − π2

6L2

nF∑
n=1

g′′
(

2π
L
n
)

+O

(
1

L4

)
(B.33)

Nous allons utiliser cette identité (en approximant la dernière somme par une intégrale).
Pour ce faire, nous définissons une fonction ∆ε de k telle que ∆ε(k = k0

n) = ∆ε−n + ∆ε+n .
D’autre part, comme on veut définir kF à partir du remplissage (kF = πN/L), l’écriture
de la borne supérieure de l’intégrale en fonction de kF dépend de la parité du nombre de
particules puisque nF = (N − 1)/2 si N est impair et nF = N/2 si N est pair. Au final
on peut écrire :

D(i) =
L

2
∆ε+0 +

L2

4π

∫ kF

π
L

∆ε(k)dk − π

24
(∆ε′(kF)−∆ε′(0)) (B.34)

D(p) = −L
2

∆ε+0 −
L2

4π

∫ kF+ π
L

π
L

∆ε(k)dk +
π

24
(∆ε′(kF)−∆ε′(0)) +

L

2
∆ε+nF

(B.35)

On remarque que pour le terme corrigeant l’erreur fait par le passage de la somme à
l’intégrale on a approximé les bornes à 0 et kF dans les deux cas. Ceci est valable puisque
ce terme est déjà d’ordre 1/L2. Pour les intégrales, par contre, il faudra développer leur
résultat autour de zéro et, pour le cas pair, de kF.

Ces points un peu délicats étant explicités, il ne reste plus qu’à tout mettre ensemble
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en utilisant les expressions suivantes :

∆ε+0 =
2

L3

(
d2ε

dk2

d|t|
dk

[π
2
− δα

]2)
k=0

(B.36)

∆ε+nF
=

2

L

(
dε

dk
arcsin (|t|)

)
k= 2π

L
nF

+
1

L2

d

dk

(
dε

dk
(π − 2δα) arcsin (|t|)

)
k= 2π

L
nF

+
1

2L3

d2

dk2

(
dε

dk
arcsin (|t|)

[
2 arcsin2 (|t|)

3
+ π2/2 + 2δα2 − 2πδα

])
k= 2π

L
nF

+O

(
1

L4

)
(B.37)

∆ε(k) =
2π

L2

d

dk

(
dε

dk
arcsin (|t|)

)
− 2π

L3

d2

dk2

(
dε

dk
δα arcsin (|t|)

)
+

π

3L4

d3

dk3

(
dε

dk
arcsin (|t|)

[
arcsin2 (|t|) + 3δα2 +

π2

4

])
+O

(
1

L5

) (B.38)

On obtient ainsi les trois premiers termes du développement en 1/L de la raideur de
charge :

D = D∞ +D(1) +D(2) (B.39)

D∞ =
~vF

2
arcsin (|t(kF)|) (B.40)

D(1) = − 1

2L

d

dk

(
dε

dk
δα arcsin (|t|)

)
k=kF

(B.41)

D(2) =
1

4L2

d2

dk2

(
dε

dk
arcsin (|t|)

[
1

3
arcsin2 (|t|) + δα2 − π2

4

])
k=kF

(B.42)

On remarque que le résultat final est le même quelque soit la parité de N .



Annexe C

Diffusion par un puits de potentiel

Nous nous proposons dans cette Annexe de calculer l’amplitude de transmission d’un
puits de potentiel rectangulaire dans un modèle de liaison forte (voir schéma Figure C.1).
Cela nous permettra de vérifier la validité du programme DMRG dans le cas sans inter-
action.

Le Hamiltonien du système s’écrit :

H = −
∞∑

i=−∞

(c†ici+1 + h.c.)− Vg

LS∑
i=1

n̂i. (C.1)

Soit |ψ〉 l’état de diffusion correspondant à ce Hamiltonien. On peut écrire

|ψ〉 =
∑

n

ψ(n)c†n|0〉 (C.2)

On découpe l’espace en trois zones. Le vecteur d’onde est le même à gauche et à
droite du puits. On fait les ansatz suivant [2] :

ψ(n) =


a1e

ikn + b1e
−ikn à gauche (n ≤ 0)

a2e
ik2n + b2e

−ik2n dans le puits (1 ≤ n ≤ LS)

a3e
ikn + b3e

−ikn à droite (n ≥ LS + 1)

(C.3)
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0 1 2 LS LS+1

Vg

Fig. C.1: Partie centrale d’une chaîne unidimensionnelle infinie dont on calcule
l’amplitude de transmission. Un potentiel de grille −Vg est appliqué aux sites 1
à LS.

L’équation de Schrödinger pour notre Hamiltonien s’écrit :

− [ψ(n− 1) + ψ(n+ 1)] = [E − V (n)]ψ(n) (C.4)

où V (n) vaut −Vg si 1 ≤ n ≤ LS et s’annule sinon.

Si on applique cette équation loin des bords du puits, on trouve que les ansatz que
nous avons fait sont valables à condition que les deux équations suivantes soient vérifiées :

E = −2 cos (k) (C.5)

E = −2 cos (k2)− Vg. (C.6)

Cela permet de déterminer le vecteur d’onde dans le puits :

k2 = arccos

(
cos (k)− Vg

2

)
. (C.7)

Pour n = 0, l’équation de Schrödinger fait intervenir ψ(1). Si l’on écrivait ψ(1) en
utilisant l’ansatz de gauche, on sait que l’équation serait vérifiée. Ainsi, l’équation de
Schrödinger pour n = 0 peut simplement s’énoncer en écrivant que les deux ansatz (celui
de gauche et celui dans le puits) doivent concorder en n = 1 :

a1e
ik + b1e

−ik = a2e
ik2 + b2e

−ik2 . (C.8)

On écrit de même l’équation de Schrödinger pour n = 1, et on rassemble les deux
équations correspondantes sous forme matricielle : a1

b1

 =
1

eik − e−ik

 eik2 − e−ik e−ik2 − e−ik

eik − eik2 eik − e−ik2

 a2

b2

 (C.9)
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On fait de même avec les équations pour n = LS et n = LS + 1 pour obtenir : a2

b2

 =
1

eik2 − e−ik2

 (eik − e−ik2)ei(k−k2)LS (e−ik − e−ik2)e−i(k+k2)LS

(eik2 − eik)ei(k+k2)LS (eik2 − e−ik)ei(k2−k)LS

 a3

b3


(C.10)

On peut maintenant insérer (C.10) dans (C.9) pour obtenir une formule liant les
amplitudes des ondes planes à droite du puits à celles à gauche. On peut écrire : a1

b1

 = MS

 a3

b3

 , (C.11)

où MS est en réalité la matrice de transfert du puits (qui constitue ici le nano-système).
Il nous suffit de calculer uniquement le premier élément de la première ligne de cette
matrice, qui se trouve être égal à l’inverse de l’amplitude de transmission (voir l’équa-
tion (B.4)). On obtient :

t =
−2 sin (k) sin (k2) e

−ikLS

(1− cos (k − k2)) eik2LS − (1− cos (k + k2)) e−ik2LS
. (C.12)

C’est le résultat principal de cette Annexe.

Si on se place à demi-remplissage et qu’on s’intéresse à ce qui se passe à kF = π/2,
on peut obtenir des formules assez simples pour le module et l’argument :

|t(kF)|2 =

(
cos2 (kgLS) +

sin2 (kgLS)

sin2 (kg)

)−1

(C.13)

δα(kF) = arctan

(
sin (kgLS)

sin (kg) cos (kgLS)

)
(C.14)

où on a défini le vecteur d’onde kg = k2(k = π/2) = arccos
(
−Vg

2

)
. De la façon dont on a

défini nos ansatz, l’argument de t donne directement la phase relative δα. Si l’on souhaite
prendre en compte la taille du puits, la phase associée est donnée par α = δα + kLS.
D’autre part, ces deux expressions posent problème si |Vg| ≥ 2. Dans ce régime, il faut les
redériver et les formules obtenues correspondent à (C.13) et (C.14) dans lesquelles on a
remplacé les fonctions trigonométriques sin, cos et arccos par les fonctions hyperboliques
correspondantes sh, ch et argch.
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Fig. C.2: D en fonction de 1/L pour Vg = 0.5 (cercles), Vg = 0.875 (carrés) et
Vg = 1.06 (triangles). Les lignes sont obtenues en portant (C.12) dans (B.39),
les symboles (relié par des pointillés) correspondent aux résultats numériques
DMRG.

À propos de la phase relative, on note que l’ensemble image de la fonction arctan
est [−π/2, π/2]. Or δα est défini exactement, et non pas à π ou 2π près. Il faut donc
apporter une correction manuellement. Sachant que δα = 0 pour Vg = 0, il suffit de
suivre le comportement de l’arctan lorsque l’on fait varier Vg de zéro jusqu’à la valeur
désirée et d’ajouter π pour chaque saut observé.

Les équations (C.13) et (C.14) sont utilisées dans le Chapitre 4 pour vérifier le pro-
gramme DMRG et la méthode de la boucle en l’absence d’interaction (U=0). Ici nous
pouvons aller plus loin et vérifier que les formules obtenues dans l’Annexe B donnent
bien les résultats DMRG à taille finie.

Pour ce faire, on utilise l’expression de l’amplitude de transmission (C.12) (on utilise
aussi (C.7)) à partir de laquelle on calcule le module |t| et la phase relative δα (en
prenant soin de compenser tout saut en fonction de Vg) que l’on peut ensuite insérer
dans le développement (B.39 – B.42). Pour gérer la taille des expressions obtenues, la
procédure est réalisée semi-analytiquement à l’aide d’un logiciel de calcul formel.

La Figure C.2 montre la comparaison des résultats ainsi obtenus avec les résultats
numériques du programme DMRG. On voit que l’accord est d’autant meilleur que L
est grand. Cet accord peut aller jusqu’au dixième chiffre significatif pour L = 1000 et
Vg = 0.5.

L’origine du désaccord repose d’une part sur le fait que l’équation (B.39) est un
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développement limité (et donc d’autant plus valable que 1/L est petit), et d’autre part
sur le fait que l’énergie de Fermi dans le fil n’est parfaitement défini qu’à taille L infinie.
Ce dernier point est particulièrement flagrant pour la courbe à Vg = 1.06, qui se situe
à droite d’une résonance et qui a été obtenue sans compenser le remplissage dans le fil
(voir discussion détaillée dans la section 4.2).
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