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Chapitre 1Introdution1.1 ContexteDepuis ses débuts, dans les années 1970, l'informatique graphique s'est imposéeomme un domaine de reherhe vaste et attrayant qui ouvre des perspetives pourune multitude d'appliations. Les outils o�erts par l'informatique graphique trouventleurs usages dans des domaines très variés de l'industrie, de la santé et de l'art. Avel'apparition des logiiels de modélisation 3D, l'informatique graphique a révolutionné lemonde du inéma et l'industrie du jeu vidéo. Les industries aéronautique et automobileont aussi adoptés les logiiels de modélisation omme une partie intégrante de la haînede oneption et de fabriation. Aujourd'hui, la réation d'une voiture semble inima-ginable sans la réation préalable d'une maquette informatique. Depuis des années, lesindustriels investissent dans des modeleurs et des simulateurs de plus en plus perfor-mants, leur permettant de tester et valider, dans des onditions les plus prohes duréel, les aratéristiques du modèle virtuel, avant même d'avoir onstruit un prototype.En médeine, les h�pitaux les plus progressistes utilisent déjà, en routine linique, deslogiiels o�rant la possibilité de onevoir et valider une prothèse ou bien d'assister lepratiien durant une intervention à l'aide de logiiels de réalité augmentée. Par ailleurs,les simulateurs de geste opératoire sont de plus en plus utilisés par les futurs hirurgiensomme un outil d'entraînement ave des instruments virtuels sur des modèles virtuelsre�étant l'anatomie des patients.
Fig. 1.1 � Di�érents modèles géométriques 3D.Le prinipe de fontionnement de tous ses logiiels est basé sur l'a�hage et lamanipulation des modèles informatiques issus de la la modélisation géométrique (voir7



8 Chapitre 1Fig.1.1). La modélisation géométrique est une branhe de l'informatique graphique quiglobalement étudie les di�érentes manières de représenter un objet. Elle o�re de nom-breux modèles informatiques ave des propriétés onnues, se harge d'en herher desnouveaux et propose des algorithmes permettant d'obtenir es modèles, de les modi�eret de les manipuler. C'est grâe à es représentations géométriques qu'il est possiblede tourner les objets dans l'espae, de naviguer à l'intérieur, de simuler une déoupeou bien de aluler la déformation provoquée sous l'e�et d'une interation entre deuxobjets.Le propos de e manusrit s'insrit dans le ontexte général de la modélisationgéométrique.1.2 ProblématiquePlus onrètement, nous nous intéressons à la modélisation géométrique et topolo-gique d'objets disrets représentés dans des images tridimensionnelles disrètes (3D).Les images tridimensionnelles sont fournies par des appareils d'aquisition qui ef-fetuent un éhantillonnage d'une zone de l'espae. Des exemples typiques de es appa-reils sont les imageurs par résonane magnétique et les sanners par tomodensitométrie(CT-sans) qui sont devenus inontournables en médeine moderne ar ils permettentl'examen de strutures internes de manière non invasive, souvent ave une totale inno-uité. Les images tridimensionnelles IRM et TDM o�rent une aide au diagnosti et lapossibilité de déteter des pathologies avant même l'apparition de sympt�mes externes[SAN+04℄.
Fig. 1.2 � À gauhe, image IRM d'un patient visualisée sous forme de oupes. À droite, les struturesanatomiques et pathologiques du même patient après l'analyse de son image et la modélisation 3D desdi�érentes strutures.Les images médiales 3D sont fournies généralement sous forme d'une séries d'images2D aux niveaux de gris (aussi appelées des oupes). Ces images disrètes peuvent êtrevisualisées (Fig. 1.2), mais leur interprétation reste souvent un exerie di�ile. Deplus elles ne sont pas adaptées pour des analyses et des traitements plus pointus desinformations ontenues omme le alul du volume d'une tumeur, par exemple. Ainsi, ilest apparu l'intérêt d'analyser es images et de modéliser les strutures qu'elles repré-sentent pour obtenir des modèles géométriques des di�érentes omposantes d'une image[Aya04℄. La première étape de ette transformation est habituellement la segmentationqui partitionne l'image en identi�ant et délimitant les di�érentes omposantes. Ensuite,



Problématique 9haque omposante est reonstruite sous la forme d'un maillage. Les maillages peuventêtre surfaiques ou volumiques. Dans le premier as, ils sont généralement omposés detriangles est approximent la frontière de l'objet. Les maillages volumiques sont omposésde polyèdres (souvent des tétraèdres) représentant la surfae et le volume de l'objet.Les modèles 3D obtenus à partir des images TDM ou IRM des patients sont fréquem-ment utilisés en tant qu'aide au diagnosti, mais également, améliorent la plani�ationhirurgiale ([DA05℄) grâe à la réalité virtuelle [Ni04℄ (voir Fig.1.3). Par exemple, ilso�rent la possibilité de développer des simulateurs hirurgiaux qui permettent de testerla hirurgie plani�ée a�n de véri�er sa faisabilité et de s'entraîner au geste hirurgialsur une opie exate du patient avant de l'e�etuer (voir Fig. 1.4). En radiothérapie,les modèles failitent la détermination de la diretion optimale pour irradier une zonetumorale en minimisant les dégâts sur les tissus sains. Une autre appliation des mo-dèles est la mise au point de prothèses : elles-i pouvant être validées virtuellementpuis fabriquées simplement à partir du modèle informatique. En�n, les modèles 3D sontaussi utilisés pour le suivi des patients dans le temps ar ils failitent, après realage, lavisualisation de l'e�aité d'une thérapie.
Fig. 1.3 � Utilisation linique préopératoire du modèle 3D d'un patient dans un logiiel de plani�a-tion hirurgiale.
Fig. 1.4 � Positionnement d'outils laparosopiques virtuels (gauhe). Navigation dans le monde virtueldu modèle 3D du patient (entre). Utilisation du simulateur à l'aide d'un robot (droite).Cependant, les transformations néessaires à l'obtention des modèles géométriques3D ne sont, en général, pas triviales, ar les modalités d'aquisition des images nefournissent qu'un éhantillonnage du volume d'espae onsidéré et et éhantillonnagen'est représentatif que de ertaines propriétés spéi�ques des objets ou tissus observés.En onséquene, deux omposantes distintes mais de même nature seront indissoiablessur l'image si elles se touhent dans la réalité. Plus problématique, deux tissus di�érents



10 Chapitre 1pourront avoir des aratéristiques ommunes qui leur feront réagir identiquement surertaines modalités d'aquisition.Les progrès en tehnologie informatique ont ontribué à résoudre une partie de esdi�ultés et ont déjà permis de proposer des systèmes de segmentation et de modéli-sation 3D des organes à partir d'une image médiale. Cependant, le ontexte médialimpose aux modèles obtenus des ontraintes d'intégrité importantes ar dans le do-maine médial, les maillages doivent être très préis, de bonne qualité et aussi �dèlesque possible à la réalité anatomique humaine.

Fig. 1.5 � À gauhe, navigation virtuelle dans la veine porte (en bleu) où la améra est symbolisée parla �èhe rouge et illustration des intersetions des maillages du rein droit (en jaune) et d'une artère (enrouge) ave elui de la veine porte. À droite, le modèle 3D d'un foie humain et d'une tumeur hépatiquedont le maillage dépasse les limites de l'organe.La reonstrution est une tâhe di�ile dont les spéi�ités dépendent fortement desdonnées et des appliations. Le nombre important d'artiles parus dans la littératuresur ette problématique, peut, à lui seul, témoigner de la diversité des approhes maisaussi du fait qu'aujourd'hui, il est impossible de désigner une � méthode universelle �etque les méthodes existantes présentent des imperfetions. Une étude plus approfondiedes méthodes de reonstrution dans le as d'objets segmentés à partir d'une imagemédiale montre des limitations gênantes, omme par exemple, des problèmes d'ino-hérene entre les maillages de deux strutures anatomiques ontiguës. Généralement,on observe des trous et des intersetions entre les modèles si les objets ne sont pas re-onstruits simultanément et si leurs relations de voisinage ne sont pas prises en ompte.Fore est de onstater que l'apparition subite d'une partie du maillage du rein, lorsd'une navigation virtuelle dans la veine porte, par exemple, présente une inohérenegrossière ar, en réalité, il est onnu que es deux strutures sont adjaentes, mais nepeuvent pas se reouper (voir Fig. 1.5).Ces problèmes d'intersetions entre les maillages, aussi appelés des problèmes to-pologiques, sont gênants visuellement et peuvent introduire des instabilités dans lessimulations. Mais de plus, ils rendent périlleuse une majorité de traitements informa-tiques qui requièrent la validité topologique du modèle omme préondition (le alul



Objetifs 11du volume, par exemple).Les reherhes menées dans le adre de ette thèse onernent la modélisation géo-métrique et topologique d'objets disrets, obtenus après la segmentation d'une image3D.1.3 ObjetifsL'objetif initial de ette thèse était d'étudier les di�érentes approhes existantespermettant la reonstrution d'un objet disret sous forme d'un modèle géométrique desa surfae ou de son volume. Cette étude devait résumer les avantages et les inonvé-nients des algorithmes existants a�n d'aboutir à la oneption d'une nouvelle méthodede reonstrution. Cette méthode devait être partiulièrement adaptée aux données vo-lumétriques de type médial, résoudre les imperfetions des méthodes les plus répandueset permettre la onstrution d'un modèle géométrique ohérent (au sens topologique)de plusieurs strutures anatomiques segmentées.Ainsi, les travaux réalisés dans ette thèse se sont naturellement orientés pour at-teindre plusieurs objetifs sous-jaents :� Proposer une méthode de reonstrution d'un objet disret sous forme d'un maillagetriangulaire régulier de sa surfae.� Garantir les propriétés topologiques du modèle obtenu (i.e. onstruire une variététopologique de dimension 2).� Permettre à l'utilisateur de hoisir la résolution du maillage (i.e. la taille destriangles du maillage).� Compléter la méthode par la possibilité de générer un maillage qui s'adapte à laomplexité des détails de la surfae de l'objet.� Utiliser et algorithme de reonstrution pour proposer une méthode de reons-trution de plusieurs strutures dépourvue d'inohérenes topologiques entre lesmaillages.� Généraliser l'algorithme pour obtenir des maillages volumiques (omposés de té-traèdres) des objets disrets.1.4 Travaux réalisésDans e travail de thèse, nous nous sommes penhés sur la problématique de reons-trution de modèles géométriques à partir d'images disrètes 3D. Plus onrètement,nous nous sommes intéressés à la onstrution de maillages surfaiques à partir desfrontières disrètes d'objets voxels.Les reherhes menées dans le adre de ette thèse ont abouti à la oneption d'uneapprohe alternative de reonstrution d'objets voxels, appelée Delaunay Disret.L'idée de base onsiste à séletionner un ensemble de n÷uds sur la frontière disrèted'un objet voxel (en fontion d'une densité spéi�ée par l'utilisateur), d'approher lesrégions de Voronoï de es n÷uds sur la frontière disrète, de dé�nir le graphe de Voronoï



12 Chapitre 1eulidien orrespondant et, �nalement, de onstruire par dualité, à partir du graphe, unmodèle topologique simpliial de la surfae de l'objet.Globalement, la méthode prend en entrée une image binaire et reonstruit un maillagetriangulaire de la surfae de l'objet. L'originalité de la méthode réside dans le fait qu'elleest purement disrète et qu'en en se basant sur la topologie disrète de l'image, ellegarantit l'extration d'un modèle géométrique de propriétés topologiques onnues etohérentes.Dans e manusrit nous présentons deux implémentations de ette approhe qui sedi�érenient essentiellement par la dé�nition de la frontière disrète utilisée.Dans sa première implémentation, ette méthode permet la génération de maillagesquasi-réguliers et de bonne qualité, pour des objets relativement grands omme lesorganes vitaux, par exemple. Les maillages résultants sont bien adaptés pour des ap-pliations omme la simulation bio-méanique. La �gure 1.6 illustre trois des étapesritiques de la méthode pour un foie segmenté.

Fig. 1.6 � Approximation disrète des régions de Voronoï d'un ensemble de sommets hoisis parmiles pointels de l'objet. Dé�nition du graphe de Voronoï et extration du graphe de Delaunay par dualitédans l'espae disret. Constrution d'une 2-variété topologique représentant la surfae de l'objet.La première méthode n'étant pas exempte de défauts, nous avons développé uneseonde méthode qui vise à améliorer les performanes de la première méthode.Cette deuxième méthode nous a permis de proposer un algorithme de reonstru-tion simultanée de plusieurs objets ontenus dans une image tridimensionnelle bien-omposée. Les maillages résultants sont dépourvus de trous et d'intersetions. La �gure1.7 montre les maillages générés par la reonstrution simultanée du foie et du rein droitave notre algorithme. Il est à noter que es maillages ne présentent pas d'anomaliestopologiques ar ils oïnident à l'interfae entre les deux objets. Plus onrètement,



Organisation du manusrit 13dans la région d'interfae entre les objets, les sommets et les arêtes des deux maillagessont les mêmes.

Fig. 1.7 � Résultats de la reonstrution simultanée de deux objets adjaents. Maillages surfaiquesen rendu non lissé. Un modèle topologique de l'ensemble.1.5 Organisation du manusritCe manusrit de thèse est omposé de huit hapitres en tout, dont l'introdution etla onlusion.Le hapitre 2 est onsaré aux notions de base en géométrie et topologie disrète.Dans un premier temps, nous rappelons les notions élémentaires liées aux images dis-rètes et parlerons de deux des manières de modéliser es images. Ensuite, nous propo-sons un bref rappel onernant la topologie disrète. La dernière setion de e hapitreest �nalement onsarée à la notion de frontière disrète, où nous rappelons trois desdé�nitions usuelles pour les frontières d'objets disrets.Le hapitre 3 sera pour nous l'oasion de rappeler d'abord les notions de variétéombinatoire et de modèle ellulaire. Ensuite, nous présenterons brièvement le modèletopologique utilisé dans e travail : les n-G-artes. Finalement, nous ferons quelquesrappels sur la notion de maillage.Le hapitre 4 présente un tour d'horizon sur les méthodes de reonstrution surfa-ique et volumique. Le hapitre 5 présente le bilan de ette étude bibliographique etl'idée de base de notre approhe.Notre première méthode de reonstrution fait l'objet du hapitre 6 où nous présen-terons en détails les di�érentes étapes de elle-i et disuterons les résultats.Le hapitre 7 est onsaré à notre seonde méthode de reonstrution. En premierlieu, nous proposerons une série de règles permettant de transformer le 2-omplexe el-



14 Chapitre 1lulaire modélisant le bord de tout objet voxel en une 2-variété ombinatoire. Ensuite,nous disuterons les autres étapes de la méthode et montrerons ertains résultats. Fi-nalement, nous montrerons le potentiel de la méthode à reonstruire plusieurs objetsd'une image multiouleur ave une gestion e�ae des interfaes entre les objets.Pour terminer, le hapitre ?? onlut le manusrit et présente ertaines des perspe-tives envisageables du travail réalisé dans le adre de ette thèse.



Chapitre 2Géométrie et topologie disrèteCe hapitre introduit quelques notions de base en géométrie et topologie disrète.Après un bref rappel sur les espaes disrets et les relations de voisinage entre lespoints, nous introduisons les deux approhes lassiques pour la modélisation des imagesdisrètes : le modèle par struture de voisinage et le omplexe ellulaire. Ensuite, nousdonnons quelques éléments de topologie disrète, en partiulier, les notions de avité etde tunnel. Finalement, nous disutons les trois notions de frontières disrètes les plusouramment utilisées en imagerie.2.1 IntrodutionDans le domaine de l'imagerie numérique qui nous intéresse ii, le proessus d'a-quisition des données fournit une version disrète d'un objet ou d'un ensemble d'objetsà l'instar de la version ontinue que nous perevons. Aussi bien les appareils de pho-tographie numérique que les sanners ou IRM médiaux éhantillonnent le monde réelsur une grille par l'intermédiaire de apteurs. L'image obtenue est alors un ensemble deellules de ette grille, appelées pixels dans le plan (2D) et voxels dans l'espae (3D),haque ellule ontenant une partie de l'information de l'image globale. C'est sur la basede ette représentation disrète que nous sommes amenés à travailler pour extraire lesmodèles géométriques des onstituants de l'image.Les années 1960 ont vu l'émergene de la géométrie disrète sous l'impulsion destravaux d'A. Rosenfeld. Dernièrement, ave le développement de l'imagerie numérique,la géométrie disrète a onnu un regain d'intérêt onsidérable. Ce domaine vise à étudierdes objets disrets, 'est-à-dire des objets onstitués d'un ensemble dénombrable depoints par opposition aux objets ontinus qui, eux, sont généralement omposés d'unensemble non dénombrable de points.Même si les images disrètes sont des représentations disrètes de l'espae ontinu,nous avons une tendane spontanée à les interpréter omme dans l'espae ontinu età onevoir des algorithmes à partir des propriétés ontinues, tout en les traduisantdans un espae disret. Cependant, ette approhe renontre des problèmes ar il existeplusieurs propriétés fondamentales de l'espae ontinu qui ne sont par respetées dans15



16 Chapitre 2l'espae disret.La Fig. 2.1 illustre l'image disrète 3D d'un tore, fae à sa représentation en tantqu'objet géométrique dans l'espae eulidien.Les objets disrets ont souvent peu de propriétés ommunes ave leurs homologuesontinus. En e�et, les résultats les plus élémentaires de la géométrie eulidienne ne sontpas véri�ées dans l'espae disret : les notions fondamentales telles que la ontinuitésont quelque peu bousulées (omment dé�nir la ontinuité dans un espae où toutest à priori disontinu ?), la dé�nition même des objets devient ompliquée (ommentdé�nir, de façon anonique, une surfae dans l'espae disret ? quelle est la frontièred'un objet disret ?).La géométrie et la topologie disrètes tentent de répondre à toutes es questionsen développant des méthodes spéi�ques à e type d'espae et d'objets et tentent detransposer à e ontexte les notions familières de la géométrie eulidienne.Ce hapitre, regroupe les notions élémentaires en géométrie disrète ainsi que quelquesrésultats fondamentaux en topologie disrète néessaires pour la ompréhension des al-gorithmes proposés dans e manusrit.
Fig. 2.1 � Un tore dans une image disrète et sa modélisation géométrique ontinue.2.2 Modélisation des images disrètesLes images disrètes ne sont qu'un modèle pratique pour représenter des � vues � del'espae ontinu dans la mémoire d'un alulateur. Les images � brutes �, fabriquées parles appareils d'aquisition, peuvent être au plus visualisées (oupes, rendu volumique).Cependant, elles ne sont pas adaptées pour des traitements plus évolués (analyse, dé-formations, et.). D'où aparaît l'intérêt de transformer les images et de reonstruire desmodèles géométriques des onstituants de l'image. Ces transformations font intervenirles � objets � du monde réel que représente l'image, es objets étant dé�nis par deszones d'intérêt dans l'image. Une première étape de traitement néessaire des imagesest don d'isoler es zones d'intérêt qui orrespondent à des objets du monde réel (ils'agit de l'opération de segmentation).Beauoup des transformations que nous souhaitons faire sur les images sont dé�niespar leurs aratéristiques géométriques ou topologiques (déplaements, améliorations



Modélisation des images disrètes 17d'image, opérations morphologiques). Il est don souhaitable de pouvoir utiliser despropriétés topologiques et géométriques onnues omme, par exemple, elles liées à lagéométrie eulidienne. Cependant, ompte tenu du aratère disret des images, lespropriétés que nous onnaissons ne sauraient être utilisées telles quelles. Aussi, il fautse donner don des modèles qui permettent d'introduire les notions géométriques quenous souhaitons utiliser, par exemple dé�nir un objet disret et sa surfae disrète.Parmi les modèles les plus lassiques pour les images disrètes, nous distinguons lamodélisation par struture de voisinage et la modélisation par omplexe ellulaire. Nousproposons un bref rappel de es modèles dans ette setion. Ce sera pour nous l'oasionde dé�nir le voabulaire de base que nous utiliserons tout au long de e manusrit.
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Fig. 2.2 � Les inq polyèdres onvexes qui pavent régulièrement l'espae R
3.2.2.1 Images disrètesLes images disrètes sont une représentation dénombrable de l'espae ontinu. Cettedisrétisation est généralement faite dans deux domaines : une disrétisation spatiale,



18 Chapitre 2ommunément appelée éhantillonnage (pavage) et une disrétisation spetrale, ommu-nément appelée quanti�ation. La disrétisation spatiale a pour but de représenter parun nombre �ni d'éléments spatiaux une zone ontinue de l'espae, alors que la quanti�a-tion assoie à haque élément du pavage une valeur représentative de la zone de l'espaeontinu orrespondante. Sahant que le nombre de valeurs possibles est également �ni,nous avons là une double disrétisation.Ainsi, une image disrète peut être dé�nie, de manière non formelle, omme unefontion qui assoie une valeur à haque élément d'une disrétisation de l'espae ontinu,qu'elle représente. L'ensemble des points de valeur nulle est appelé le fond, alors que lespoints de valeurs non nulles sont appelés points objets. Nous appelons une image binairetoute image qui ne ontient que deux valeurs (le plus souvent 1 pour l'objet et 0 pourle fond). Une image multiouleur, aussi appelée image de label, ontient au moins troisvaleurs qui représentent, par exemple, deux objets et le fond.La notion de topologie dans une image disrète est assez éloignée de la notion detopologie que nous trouvons dans un espae eulidien (par exemple R
3) : du fait duaratère disret de l'image, le voisinage ne peut pas être un ouvert in�nitésimal, et lesnotions de voisin ainsi que de ourbes ou de surfaes fermées doivent don être redé�nies.Nous onsidérons ii des images disrètes dé�nies sur une grille ubique � dond'images éhantillonnées sur Z

n. D'autres grilles d'éhantillonnage peuvent être utili-sées : il su�t que le blo de base puisse paver l'espae. En dimension 2, il existe troisfamilles de pavages réguliers : pavage par des arrés, des hexagones réguliers ou destriangles équilatéraux. Un point disret est dé�ni omme le entre de gravité d'une el-lule d'un pavage. En dimension 3, il existe 5 polyèdres onvexes qui pavent l'espae :le ube, le prisme hexagonal, l'otaèdre tronqué, le dodéaèdre allongé et le dodéa-èdre rhombique (Fig.2.2). Cependant, pour des raisons d'a�hage et d'organisation enmémoire dans les ordinateurs, les grilles ubiques sont � malgré les problèmes qui vontêtre évoqués i-dessous � devenues le standard en traitement et analyse d'images. Lesespaes disrets usuelles sont don : Z
2 et Z

3 (voir Fig.2.3).
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Fig. 2.3 � Les espaes disrets Z
2 et Z

3.Une image disrète de dimension n est don une fontion sur un espae disret dedimension n qui assoie à haque point de et espae une valeur aratéristique quipermet de di�érenier l'objet du fond (dans le as d'une image binaire) ou les objets



Modélisation des images disrètes 19entre eux (dans le as d'une image multiouleur).La détermination de zones d'intérêts dans l'image omme agrégation de points par-tageant des propriétés similaires est liée à l'idée de proximité des points dans les images.Dans la setion suivante, nous introduisons la notion de proximité la plus lassique-ment utilisée en imagerie disrète, la struture de voisinage. Plus onrètement, nousprésentons les relations qui permettent de modéliser la notion de proximité entre lespoints en dimension 2 et 3.2.2.2 Strutures de voisinageUne struture de voisinage sur un ensemble P est une relation N ⊂ P ×P irré�exiveet symétrique. La relation N est dite relation de voisinage et son graphe est le graphede voisinage. C'est le graphe induit par la relation de voisinage qui permet de voirles images omme des objets de la théorie des graphes plut�t que omme une simplemodélisation géométrique disrète de l'espae ontinu. Le N-voisinage d'un point p de
P est l'ensemble des points p′ de P tels que (p, p′) ∈ N .La relation de voisinage ainsi dé�nie est étendue par transitivité pour permettre deonstituer par onnexion des ensemble de points de taille plus large que le voisinageélémentaire du point.Nous allons introduire maintenant les relations de voisinage lassiquement proposéesdans la littérature pour le as partiulier des images disrètes.Les notions de voisinage ont été introduites pour positionner les éléments de l'espaedisret les uns par rapport aux autres. Le voisinage est généralement dénommé à l'aidedu nombre de voisins dont il est omposé. En dimension 2, il existe deux types devoisinage entre les pixels :� le 4-voisinage : deux pixels sont voisins s'ils partagent une arête. Un pixel a auplus 4 voisins dans e voisinage.� le 8-voisinage : deux pixels sont voisins s'ils partagent une arête ou un sommet.Un pixel a au plus 8 tels voisins.Ces dé�nitions peuvent être formulées en fontion de la distane.Dé�nition 2.1 (k-voisinage et k-adjaene en dimension 2) Soient 2 points
P1(x1, y1) et P2(x2, y2) appartenant à Z2 tels que |(x1 − x2)| ≤ 1, |(y1 − y2)| ≤ 1.Soit d = |(x1 − x2)| + |(y1 − y2)| (distane de Manhattan).� si d = 1, alors P1 et P2 sont dits 4-voisins ou 4-adjaents ;� si d ≤ 2, alors P1 et P2 sont dits 8-voisins ou 8-adjaents ;Les voisinages sont dé�nis de la même manière en dimension 3 où il apparaît unvoisinage supplémentaire dans le as où deux voxels ont un sommet en ommun.Une manière de présenter le voisinage en dimension 3 est de dire que :� si 2 voxels sont inidents à une même fae, alors ils sont 6-voisins ;� si 2 voxels sont inidents à une même arête, alors ils sont 18-voisins ;� si 2 voxels sont inidents à un même sommet, alors ils sont 26-voisins ;Ces dé�nitions peuvent aussi être formulées en fontion de la distane.
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illustration nom aratérisation

4-voisinage d = 1

8-voisinage d ≤ 26-voisinage d = 1

18-voisinage d ≤ 2

26-voisinage d ≤ 3Tab. 2.1 � Réapitulatif des voisinages en dimension 2 et 3.



Modélisation des images disrètes 21Dé�nition 2.2 (k-voisinage et k-adjaene en dimension 3) Soient 2 points
P1(x1, y1, z1) et P2(x2, y2, z2) appartenant à Z

3 tels que |(x1 − x2)| ≤ 1, |(y1 − y2)| ≤
1, |(z1 − z2)| ≤ 1. Soit d = |(x1 − x2)| + |(y1 − y2)| + |(z1 − z2)|.� si d = 1, alors P1 et P2 sont dits 6-voisins ou 6-adjaents ;� si d ≤ 2, alors P1 et P2 sont dits 18-voisins ou 18-adjaents ;� si d ≤ 3, alors P1 et P2 sont dits 26-voisins ou 26-adjaents ;2.2.2.1 Objets disretsNous allons maintenant nous intéresser aux objets disrets ontenus dans une image,sur lesquels nous allons travailler par la suite. Un objet disret O dans l'espae disret
Z

3 d'une image I se dé�nit naturellement omme un agrégat de ellules voisines demême nature de et espae. L'ensemble omplémentaire de O, noté Ō = Z
3 \ O, estappelé fond de l'image ou omplémentaire de O.Les relations d'adjaene, présentées dans la setion préédente, entre les points del'espae disret d'une image induisent une struture de voisinage sur l'image. Cependant,le rayon d'ation de es relations reste loal ar elles sont irre�éxives et symétriques maisnon transitives. La relation d'adjaene peut être étendue par transitivité à l'aide de lanotion de onnexion.Ainsi, lassiquement, les objets disrets sont aratérisés de manière topologique àl'aide des relations de voisinage et les dé�nitions suivantes.Dé�nition 2.3 (k-hemin) Un k-hemin entre deux points P1 et Pn d'une image Iest une suite de points (Pi ∈ Z

3, 1 ≤ i ≤ n), telle que Pi et Pi+1 sont k-voisins, pourtout i (ave 1 ≤ i ≤ n). Si P1 = Pn, alors P1, ..., Pn est appelé k-hemin fermé.Dé�nition 2.4 (onnexion) Deux points P et P ′ d'un sous-ensemble S d'une imagedisrète I sont k-onnetés dans S s'il existe un k-hemin de points de S entre P et P ′.Dé�nition 2.5 (ensemble k-onnexe) Un sous-ensemble S ⊂ I est dit k-onnexe sitoute paire de points de S est k-onnetée.Dé�nition 2.6 ((k, k1)-onnexité strite) Soient k et k1 deux relations de voisi-nages. Un sous-ensemble S ⊂ I est dit stritement k-onnexe, s'il est k-onnexe maispas k1-onnexe.En dimension 3, nous parlons de onnexité strite lorsque les deux points sont26-onnetés mais non 18-onnetés ou bien lorsqu'ils sont 18-onnetés mais non 6-onnetés.Nous parlerons également de points stritement k-onnexes dans un ensemble S,lorsqu'ils sont k-onnetés mais pas k1-onnetés, ave (k, k1) = (26, 18) ou (18, 6).Les ensembles maximaux de points de même valeur k-onnetés sont appelés des
k-omposantes onnexes. Ce sont des ensembles S de points tels que tout v ∈ S̄ (le om-plémentaire de S) k-adjaent à un point v ∈ S est de valeur di�érente. Nous parleronssimplement de omposante lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïté sur la relation d'adjaene.



22 Chapitre 2Par exemple, dans le as des images binaires, nous parlons de omposante objet et deomposante du fond. Nous onsidérons un objet disret omme un ensemble de ompo-santes. Remarquons qu'un objet onnexe n'a qu'une seule omposante.Dé�nition 2.7 (objet disret k-onnexe) Un objet disret k-onnexe est une om-posante k-onnexe.Un objet 6-onnexe est, par onséquent, omposé de voxels tous 6-onnexes et or-ganisés en une omposante 6-onnexe.En topologie disrète, les omposantes onnexes d'une �gure sont onstruites parroissane de région : on propage un point soure dans l'objet suivant la onnexitéhoisie. En appliquant et algorithme en haque point de l'image qui n'a pas enore étéparouru, on obtient l'ensemble des omposantes onnexes d'une image. Les algorithmesobtenus sont de omplexité linéaire par rapport à la taille de l'image, elui de Suzuki[SHS03℄ étant parmi les plus e�aes.Nous allons utiliser aussi la notion de onnexité loale qui est liée à la notion deboite englobante. La boîte englobante d'un ensemble de n points d'une image I se dé�nitnaturellement omme le plus petit ensemble de ellules de l'espae disret de l'imagequi ontient tous les n points.Ainsi, nous dirons que deux points sont loalement k-onnetés dans un ensemble Ss'il existe un k-hemin de points de S dans la boîte englobante de es points.Nous dirons aussi que deux points sont stritement loalement k-onnetés dans Ss'ils sont loalement k-onnetés dans S et non (k1)-onnetés dans S, pour k− et k1−deux relations de voisinage. De même en 3D, ette dé�nition s'applique pour les ouplesde onnexité (k, k1) = (26, 18) ou (18, 6).Dé�nition 2.8 (onnexité loale d'un ensemble) Un ensemble S de points d'uneimage I est loalement k-onnexe si toute paire de points de S adjaents est loalement
k-onnetée.La notion de onnexité loale permet de noti�er les points d'un objet qui sont laause d'un hangement de topologie lorsque l'objet est onsidéré ave des onnexitésdi�érentes. Prenons le as de deux voxels stritement 26-adjaents, es voxels peuventêtre stritement loalement 26-onnetés. Ce qui veut dire que e sont des voxels dontla boîte englobante ne ontient pas d'autre points objets qu'eux-mêmes.Considérons le as de l'objet représenté à la �gure 2.4. Le nombre de omposantesonnexes de l'objet ne hange pas s'il est interprété ave la 6-, la 18- ou la 26-onnexité.Par ontre, et objet, bien que 6-onnexe, est non loalement 6-onnexe, il est strite-ment loalement 26-onnexe. Sa topologie hange suivant la onnexité hoisie.Notons qu'il ne peut y avoir de paire de voxels stritement loalement 26-onnetésque dans un objet stritement loalement 26-onnexe.2.2.2.2 Problèmes des strutures de voisinageLes strutures de voisinage ont été les premières formalisations utilisées pour lamodélisation géométrique des images disrètes. Cependant, les relations de voisinages
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Fig. 2.4 � Objet dont la topologie hange en fontion de la onnexité hoisie.ainsi dé�nies introduisent des paradoxes de onnetivité, aussi appelés paradoxe duthéorème de Jordan. Ces problèmes topologiques ont été relevés enore très t�t dansl'histoire de la topologie disrète [Ros79℄.Ii, nous allons illustrer es paradoxes en dimension 2, pour plus de simpliité, maisils apparaissent également en dimension 3 ou supérieure.Comme nous l'avons dit, la nature géométrique des images disrète pousse à ap-pliquer les règles de la géométrie lassique, 'est-à-dire eulidienne. Mais malheureuse-ment l'appliation de es règles, telles quelles, dans l'espae disret de l'image provoqueertaines ontraditions. L'exemple typique d'une telle ontradition apparaît ave latransposition du théorème de Jordan de l'espae ontinu. Rappelons que e théorèmestipule qu'une ourbe fermée et simple doit séparer le plan en deux parties. Une ourbefermée C peut se dé�nir intuitivement omme un hemin de points de l'image donthaque point est adjaent à exatement deux autres points de C.
(a) (b) ()Fig. 2.5 � (a) Image dans laquelle, intuitivement, les pixels noirs forment une ourbe.(b) Représentation sous forme de graphe en onsidérant la 4-adjaene pour tous lespixels. () Représentation sous forme de graphe en onsidérant la 8-adjaene pour tousles pixels.



24 Chapitre 2Sur la �gure 2.5, nous avons représenté une image binaire ave 8 pixels à 1, en noir,les autre pixels en gris étant les pixels du fond. Cette �gure ne respete pas le théorèmede Jordan si nous prenons la même adjaene entre les pixels du fond et les pixels objet.� Si la 4-onnexité est onsidérée pour tous les points de la �gure, les points de laourbe sont tous disjoints, alors que l'ensemble des points gris est séparé en deuxomposantes onnexes et e malgré l'absene de ourbe (Fig.2.5(b)) .� Inversement, si la 8-onnexité est utilisée pour tous les points de la �gure, l'en-semble des points noirs dessine (ou du moins ontient) bien une ourbe simplefermée, pourtant l'ensemble des points gris se ompose d'une unique omposanteonnexe (Fig.2.5()).D'où le � paradoxe de Jordan �.La solution pour résoudre e problème, pour des images binaires, a été proposéeinitialement par Rosenfeld dans [Ros79℄. L'idée est d'utiliser di�érentes relations d'ad-jaene pour l'objet et pour le fond.En 2D, il s'agit d'utiliser la 4-onnexité pour l'objet et la 8-onnexité pour le fond ouvie versa. Ainsi, pour que la ourbe noire de la �gure 2.5(a) soit interprétée omme telle,il faudrait utiliser la 8-adjaene pour les points noirs et la 4-adjaene pour les pointsgris (Fig.2.6(a)). Dans le as inverse, la ourbe sera interprétée omme un ensemble depoints indépendants (Fig.2.6(b)).
(a) (b)Fig. 2.6 � (a) Représentation sous forme de graphe en onsidérant la 8-adjaene pourtous les pixels noirs et la 4-adjaene pour les pixels gris. (b) Représentation sous formede graphe en onsidérant la 4-adjaene pour tous les pixels noirs et la 8-adjaene pourles pixels gris.Une ourbe 4-onnexe, est dite de Jordan, si elle ontient au moins 8 points, au-trement la dé�nition d'un intérieur et d'un extérieur n'est pas possible ([Ros79℄). Demême, une ourbe de Jordan 8-onnexe doit être dé�nie ave au moins 4 points, pourque les deux omposantes onnexes existent. Le tableau 2.2 donne quelques exemplesde ourbes et de non ourbes. Remarquons que, dans le domaine de l'analyse d'image,pour ertaines appliations et sous ertaines hypothèses, les non ourbes peuvent êtreonsidérées omme du bruit.Dans l'espae Z

3, le � paradoxe de Jordan � est résolu similairement mais, en 3D,



Modélisation des images disrètes 25onnexité pas une ourbe ourbe
4-onnexité
8-onnexitéTab. 2.2 � Exemple de ourbes et de non ourbes en 2D.seuls les ouples de onnexité (6, 18), (6, 26), (18, 6) et (26, 6) permettent de dé�nirune séparation au sens du théorème de Jordan. Une surfae 6- (resp. 18-, 26-) onnexedoit avoir au moins 26 (resp. 18, 6) points. Autrement, la dé�nition d'une omposanteonnexe de l'intérieur n'est pas possible.Notons que, la solution lassique pour soulever le paradoxe de onnetivité en hoi-sissant des onnexités di�érentes pour l'objet et pour le fond, n'est adaptée que dansle as des images binaires. Cette solution ne marhe pas dans le as des images mul-tiouleurs [Lat95, Lat97℄. La �gure 2.7 illustre le as d'une image omportant deuxtypes di�érents de points objets : noirs et gris, tandis que les points du fond sont lespixels blans. Dans l'hypothèse de l'utilisation de la 8-onnexité entre les points ob-jets, les ourbes se roisent mais ne se séparent pas, puisqu'elles sont toutes les deux8-onnetées.

Fig. 2.7 � Paradoxe dû à l'utilisation de onnexités di�érentes pour les points objet etpour les points du fond dans le as d'une image non binaire.Par ailleurs, la modélisation des images disrètes par strutures de voisinage in-troduit d'autres anomalies. Prenons par exemple la notion de frontière. Nous pouvonsdé�nir la frontière d'un objet disret O, au sens topologique du terme, omme l'ensemblede ses points qui ont un voisin dans le fond. Ave les dé�nitions d'adjaene que nousavons données, la frontière d'un objet di�ère de la frontière de son omplémentaire.En résumé, la struture de voisinage utilisée lassiquement pour modéliser une image



26 Chapitre 2disrète n'est pas exempte de défauts. Cependant, elle présente des avantages pratiquesindéniables ar elle permet la mise en plae d'algorithmes de traitement d'images simpleset e�aes. En e�et, les problèmes viennent essentiellement du fait que le modèle parstruture de voisinage ne dé�nit pas une topologie sur l'image. Rappelons la dé�nitiond'une topologie :Dé�nition 2.9 (topologie) Une topologie sur un ensemble E non vide est un ensemble
O de sous-ensembles de E tel que l'union de toute famille de O soit dans O et l'inter-setion d'un nombre �ni d'éléments de O soit également dans O.Les éléments de O sont des ouverts et la di�ulté majeure est de trouver une dé-�nitions des ouverts dans l'espae disret qui soit onsistante ave les propriétés de latopologie eulidienne.Parmi les alternatives possibles, nous pouvons iter le hangement du pavage. Ene�et, ertains auteurs utilisent une déomposition de l'espae en otaèdres tronqués àla plae des ubes (voir Fig.2.2). Il est onnu dans la littérature anglaise sous le nom devolume entered ubi lattie [FB00℄. Ce hangement de pavage permet d'éviter ertainsparadoxes, mais il ne les élimine pas tous, ar la struture de l'image est toujours unestruture de voisinage et les problèmes liés à e modèle demeurent.Une autre solution est proposée par la modélisation des images disrètes par om-plexes ellulaires. Celle-i fait l'objet de la setion suivante.2.2.3 Modélisation par omplexes ellulairesDans ette setion, nous présentons une autre approhe de modélisation des imagesdisrètes : par omplexes ellulaires ([Kov89, Kov93, Vos93℄). Les omplexes ellulairesabstraits ont été introduits en topologie pour les images disrètes par Kovalevsky dans[Kov89℄ et représente une desription purement ombinatoire de la notion géométriquede omplexe simpliial.Dé�nition 2.10 (omplexe ellulaire) Un omplexe ellulaire C = (E,B, dim) estun ensemble E d'éléments, appelés ellules, équipées ave une relation binaire irre�exive,antisymétrique et transitive B ⊂ E×E, appelée relation de frontière ou relation de bord,ainsi qu'une fontion de dimension dim : E → N telle que dim(e) < dim(e′) pour tous
(e, e′) ∈ B.Rappelons quelques termes de voabulaire liés à la notion de omplexe ellulaire :Une ellule de dimension n est appelée une n-ellule. Un omplexe ellulaire estdit de dimension n si la dimension de toutes ses ellules est inférieure à n. Lorsque
(e, e′) ∈ B, nous disons que e borne e′. En�n, deux ellules sont dites inidentes si etseulement si (e, e′) ∈ B et (e′, e) ∈ B.La notion de omplexe ellulaire o�re un modèle très intéressant pour de nombreusesstrutures disrètes. Mais préisons à quoi orrespondent les omplexes ellulaires dedimension 0, 1, 2 et 3.
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(a) (b) ()Fig. 2.8 � Complexes ellulaires de dimension 1 a), 2 b) et 3 ).Les omplexes ellulaires de dimension 0 ne ontiennent qu'un seul type de el-lules, les 0-ellules, aussi appelées des pointels. Les seules opérations possibles sur esomplexes ellulaires sont les opérations ensemblistes.Les omplexes ellulaires de dimension 1 ne ontiennent que deux types de el-lules : des 0-ellules et des 1-ellules, aussi appelées des lignels. Ces omplexes ellulairespeuvent être assimilés aux graphes.Un omplexe ellulaire de dimension 2 ontient, en plus des pointels et des lignels,des 2-ellules que nous appellerons des surfels.Au �nal, un omplexe ellulaire de dimension 3 ontient aussi des 3-ellules, appeléesdes voxels. La �gure 2.9 montre une partie des ellules de di�érentes dimensions dansla déomposition ellulaire d'un voxel.

voxel

pointel

lignel

surfelFig. 2.9 � Déomposition ellulaire d'un voxel.À partir de la dimension 2, les omplexes ellulaires sont de très bons modèlesd'images disrètes. Sur la �gure 2.8, nous reonnaissons failement une struture debase qu'il est possible de projeter intuitivement sur des images de dimension 2 ou 3.Mais, l'intérêt d'utiliser les omplexes ellulaires pour modéliser les images disrètesréside dans la possibilité de dé�nir une topologie ohérente sur es images disrètes.V. Kovalevsky propose une dé�nition des ouverts [Kov93℄ liée au domaine de l'ima-gerie qui permet d'induire une topologie sur les images disrètes.
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Fig. 2.10 � Di�érents ouverts des 0-, 1-, 2- et 3-ellules (e0, e1, e2, e3) dans des omplexesellulaires de dimension 1, 2 ou 3 (C1, C2, C3).Dé�nition 2.11 (ouverts) Soit un omplexe ellulaire C = (E,B, dim), un sous-ensemble S ⊂ E est appelé ouvert de C, si pour tout élément e ∈ S, tous les élémentsde S qui sont bornés par e sont dans C.La �gure 2.10 illustre la forme des ouverts de ellules élémentaires de dimension 0, 1,2 et 3 dans des omplexes ellulaires de dimension 1, 2 et 3. De façon générale, l'ouvertd'un sous-ensemble S d'un omplexe ellulaire ontient les ellules qui sont bornées parles ellules de S.Cette dé�nition des ouverts permet d'utiliser toutes les notions et propriétés de latopologie standard. Ainsi, par exemple, la frontière d'un objet est unique et la frontièrede son omplémentaire est égale à la frontière de l'objet. De plus, Kovalevsky a démon-tré que toute dé�nition d'une topologie sur une image disrète est néessairement unomplexe ellulaire. Autrement dit, les omplexes ellulaires sont la seule forme possiblepour dé�nir une topologie sur les images disrètes, d'où leur intérêt.2.3 Topologie des objets disretsLe nombre de omposantes onnexes d'un objet ne su�t pas pour dérire la topologied'un objet multidimensionnel : un ube et un tore n'ont tous les deux qu'une seuleomposante onnexe, mais le tore présente en son milieu un trou que le ube n'a pas.



Topologie des objets disrets 29Le nombre de onnexité, ainsi que le genre, permettent de aratériser es di�érenestopologiques.2.3.1 Cavité, trou et tunnelUne avité est dé�nie omme une omposante onnexe �nie du fond. Elle est dononstruite omme une omposante onnexe de la �gure, mais en propageant les pointsà partir du fond. Ainsi, une sphère reuse ontient une avité, une sphère pleine ou untore plein n'en ontiennent pas.Une dé�nition formelle du trou au milieu du tore est plus omplexe : ette régionne peut pas être délimitée, ontrairement à une omposante onnexe. Intuitivement, untrou est une struture qui empêhe un objet d'être ontinûment déformable en un uniquepoint. De façon plus formelle, un trou est une struture topologique qui empêhe unobjet d'être ontratile, 'est-à-dire homéotope à un de ses points [Wei04℄ (voir Fig.2.11).
(a) (b)Fig. 2.11 � Exemples d'objets troués : (a) plan peré, (b) tore (reux).Les groupes d'homologie permettent de mesurer les trous d'un objet. Ils sont onsti-tués d'objets sans bord � plus préisément des lasses d'équivalenes de es objets sansbord sous la relation d'homologie � et un groupe d'homologie de dimension n aratériseles trous de dimensions n d'un objet.Dans le domaine de la modélisation topologique et du traitement d'image, le mot� trou � est généralement pris dans le sens de trou de dimension 1, aratérisé par unhemin non homotopique à un point. On retrouve don la même dé�nition que elledonnée par le groupe d'homologie de dimension 1.Dans le as d'une image de dimension 2, les notions de trou et de avité sont onfon-dues. Il est ependant important de faire la distintion en dimension 3. Dans la littéra-ture, on trouvera parfois le mot tunnel à la plae de trou, pour mieux le di�érenier dela notion de avité.2.3.2 Nombre de onnexité et genreLe nombre de onnexité Z d'une surfae est dé�ni omme le nombre maximal deourbes fermées simples (pouvant s'interseter) que l'on peut dessiner sur une surfaesans séparer elle-i en deux parties distintes (voir [RS97℄). Pour une surfae orientable,le genre g est alors dé�ni par Z = 2g.Le nombre de onnexité nous donne le nombre de trous de dimension 1 d'une surfaeorientable. Ainsi, pour un tore, en déoupant le long des deux ourbes fermées simples



30 Chapitre 2de la �gure 2.11(b), on obtient un plan. En ajoutant une troisième ourbe fermée simplele long de laquelle on déouperait, le tore serait séparé en deux parties. Le nombre deonnexité d'un tore est don 2, tandis que son genre est 1. Le genre (ou le nombre deonnexité de façon équivalente) permet de lassi�er omplètement les surfaes orien-tables. De plus, il est failement alulable dans un espae disret, en se basant sur unedéomposition ellulaire d'un objet, et présente don un grand intérêt pour extraire latopologie d'informations uniquement géométriques.Equation d'Euler-Shlä�iL'équation d'Euler-Shlä�i permet de aratériser les surfaes simplement onnexes.Selon ette équation, une surfae de dimension n est simplement onnexe si
n−1
∑

i=0

(−1)iNi = 1 − (−1)n,où Ni représente le nombre de ellules de dimension i. Pour des surfaes de genre g, laformule a été adaptée par Poinaré :
S − A + F = χ(g),où S, A et F sont respetivement le nombre de sommets, d'arêtes et de faes et où χ(g)est la aratéristique d'Euler, soit χ(g) = 2 − 2g. Cette aratérisation du genre donneune méthode assez simple pour pouvoir le aluler sur une image disrète.Genre 2DLe genre d'un objet bidimensionnel X est donné par

G(X) = C(X) − H(X),où C(X) et H(X) sont respetivement le nombre de omposantes onnexes de l'objet
X et le nombre de trous (la notation H vient ii de l'anglais hole) de X, 'est-à-dire lenombre de omposantes onnexes �nies de X. Ces deux quantités peuvent se alulersimplement par les méthodes mentionnées i-dessus.Genre 3DDe façon similaire, le genre en trois dimensions est donné par

G(X) = C(X) − H(X) + Cav(X),où H(X) et Cav(X) sont respetivement le nombre de trous de dimension 1 de l'objetet le nombre de avités (omposantes non in�nies du fond) de l'objet [Chr01℄.



Topologie des objets disrets 31Calul loal du genrePark et Rosenfeld [PR71℄ ont proposé une méthode loale de alul du genre surimage tridimensionnelle. Cette méthode onsiste à ompter le nombre de ertaines on�-gurations présentes dans l'image, haune de es on�gurations partiipant au genre del'objet.2.3.3 Nombres topologiques
(c)

(b)

(a)

Fig. 2.12 � Jontions entre (a) deux ourbes, (b) deux surfaes et () une ourbe et unesurfae.Le onept des nombres topologiques à été proposé par Bertrand et Malandain[BM94℄ et permet de aratériser topologiquement les points de Z
3. Il existe 8 types depoints topologiques : point intérieur au volume, point isolé, point sur le bord, point deourbe, point de surfae, jontion de ourbes, jontion de surfaes, jontion de ourbe etde surfae. Le prinipe de la méthode est de aluler le nombre de omposantes onnexesde l'objet et du fond uniquement dans le n-voisinage d'un point.Prenons, par exemple, un point de surfae. Dans R

3, e point se aratérise par lefait qu'on peut trouver un voisinage de e point dans lequel le fond (le omplémentaire)est divisé en deux parties disjointes par l'objet. Considérons maintenant le ouple deonnexité (26, 6). Dans Z
3, un point de surfae est aratérisé par deux nombres : lenombre de omposantes 26-onnexes de l'objet 26-adjaentes à e point et le nombre deomposantes 6-onnexes du fond 6-adjaentes au point. Si le premier nombre est égal à1 et le deuxième à 2, alors le point est un point de surfae.Plus formellement, en notant Cp

k(X) le nombre de omposantes k-onnexes d'unobjet X k-adjaentes à un point p, les nombres topologiques utilisant respetivement la
6- et la 26-onnexité sont donnés par :







T6(p,X) = Cp
6

(

X ∩ N∗
18(p)

)

T26(p,X) = Cp
26

(

X ∩ N∗
26(p)

)

.où N∗
n(p) désigne le n-voisinage du point p privé de p.



32 Chapitre 2Notons que, le nombre topologique en 6-onnexité utilise le 18-voisinage : le voisinage
N∗

6 (p) n'étant pas 6-onnexe, on ne retrouve pas la notion topologique de voisinage. Enutilisant e ritère, un point p est un point de surfae si Tn(p,X) = 1 et Tn(p,X) = 2,où n et n sont respétivement les onnexités du devant et du fond.Les nombres topologiques peuvent également servir à aratériser d'autres types depoints, omme les jontions entre ourbes ou entre surfaes (voir Fig.2.12 et table 2.3[MBA93℄).Nous utiliserons les nombres topologiques pour aratériser la surfae disrète dansnotre première méthode de reonstrution dans laquelle la frontière d'un objet disretest dé�nie omme un sous-ensemble de voxels. Plus onrètement, la segmentation to-pologique de ette frontière nous permettra de spéi�er la lasse des objets disretspouvant être reonstruits ave ladite méthode.Type de point Tn(p,X) Tn(p,X)Point intérieur non dé�ni 0Point isolé 0 non dé�niPoint sur le bord 1 1Point de ourbe 2 1Point de surfae 1 2Jontion de ourbes > 2 1Jontion de surfaes 1 > 2Jontion de ourbe et de surfae ≥ 2 ≥ 2Tab. 2.3 � Caratérisation topologique d'un point par les nombres topologiques
2.4 Frontières des objets disretsMaintenant, nous nous intéressons à la notion de frontière d'un objet disret. Ene�et, rappelons que notre objetif étant de onstruire un maillage ohérent de ettefrontière, il nous semble primordial d'étudier les di�érentes dé�nitions existantes dansl'espae disret.La dé�nition de frontière que nous trouvons lassiquement en imagerie disrète dé-oule diretement de sa dé�nition topologique où un point appartient à la frontière d'unobjet si tout ouvert ontenant e point, 'est-à-dire tout voisinage de e point, ontientdes points de l'objet lui-même et du fond.Contrairement au monde ontinu, pour les objets disrets, il n'y a pas qu'une seulenotion de frontière, il y en a plusieurs. Depuis les débuts de la géométrie disrète, denombreuses dé�nitions ont été introduites et disutées. Mais globalement, il existe troistypes d'approhes :� les éléments de la frontière sont des voxels ;� les éléments de la frontière sont les faes des voxels ;



Frontières des objets disrets 33� la frontière de l'objet est dé�nit omme le bord du omplexe ellulaire qui lemodélise.Toutes es dé�nitions herhent à garantir un théorème de Jordan disret pour quela frontière de l'objet disret puisse être assimilée à la surfae de l'objet eulidien or-respondant.Dans les trois setions suivantes, nous rappelons les trois approhes et disutonsertaines propriétés des frontières disrètes qui seront utilisées dans les algorithmesprésentés dans e manusrit.2.4.1 Sous-ensemble de voxelsSelon ette approhe, la frontière d'un objet dans une image disrète est dé�nieomme un sous-ensemble de voxels de l'image d'origine.Rappelons que dans le adre de la modélisation lassique des images par struturede voisinage, il est néessaire d'utiliser une adjaene di�érente dans les ensemblesdes points objets et dans le fond. Conformément à ei, la transposition usuelle dela dé�nition de frontière dans les images disrètes est la suivante :Dé�nition 2.12 (frontière interne) Soit un objet O d'une image disrète I. La fron-tière interne de O, notée Bi(O), est l'ensemble de points de O qui possèdent un voisindans le omplémentaire de O, au sens de l'adjaene du omplémentaire de O.Il est possible de dé�nir aussi la frontière externe omme suit :Dé�nition 2.13 (frontière externe) Soit un objet O d'une image disrète I. La fron-tière externe de O, notée Be(O), est l'ensemble de points du omplémentaire de O quipossèdent un voisin dans O, au sens de l'adjaene de O.Pour préiser es dé�nitions, prenons l'exemple de l'objet 4-onnexe O de la �-gure 2.13. Dans e as, le fond doit être onsidéré ave la 8-adjaene pour éviter lesparadoxes. Ainsi, la frontière interne Bi(O) est omposée des pixels de l'objet qui pos-sèdent un voisin du fond dans leur 8-voisinage (Fig.2.13(a)). La frontière externe Be(O)est alors omposée des pixels du fond ayant un voisin appartenant à l'objet dans leur4-voisinage (Fig.2.13(b)). Nous avons remarquer que Bi(O) est 4-onnexe, alors que
Be(O) est 8-onnexe.La �gure 2.14 résume toutes les possibilités ohérentes pour la dé�nitions des fron-tières internes et externes en 2D. Les �gures (a) et (b) illustrent respetivement lafrontière interne et la frontière externe, pour la paire de Jordan (4, 8). Les �gures ()et (d) montrent les frontières respetives pour la paire de Jordan (8, 4).En dimension 3, les frontières des objets sont dé�nies de la même façon qu'en 2D,sauf qu'il est néessaire d'utiliser les paires de onnexité valides, à savoir (6, 26), (6,18), (18, 6) ou (26, 6).Un algorithme d'extration des points frontières d'un objet dans un espae de dimen-sion quelonque a été proposé par Udupa [USH82℄. Une approhe similaire est présentéedans [BB90℄.
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(a) (b)Fig. 2.13 � Objet disret 2D 4-onnexe. (a) Frontière interne en pixels (pixels en gras). (b) Frontièreexterne en pixels (pixels en gras).

(a) (b) () (d)Fig. 2.14 � Objet disret 2D 4-onnexe. (a) pour (4, 8) : frontière interne en pixels(pixels en gris lair). (b) pour (4, 8) : frontière externe en pixels (pixels en gris lair).() pour (8, 4) : frontière interne en pixels (pixels en gris lair). (d) pour (8, 4) : frontièreexterne en pixels (pixels en gris lair)Mais rappelons l'inonvénient majeur de ette dé�nition de la frontière que nousavons évoqué préédemment : les frontières de l'objet et de son omplémentaire sontdi�érentes, à moins de prendre des dé�nitions di�érentes de la frontière selon que nousonsidérons l'objet ou son omplémentaire. En e�et, la frontière externe, que nous avonsdé�nie, n'est rien d'autre que la frontière du omplémentaire de l'objet. La �gure 2.13montre lairement que les deux frontières sont di�érentes.Un autre problème majeur de ette approhe est le fait que les frontières des objetsdisrets ne sont pas forément des surfaes disrètes : elles sont épaisses et dans er-tains as ne possèdent pas la propriété de séparation de l'espae (propriété de Jordan).Notamment, pour ertains objets possédant une avité : il est possible que les deuxsurfaes que l'on aimerait obtenir (l'une séparant la avité de l'objet, l'autre séparantl'objet du fond (la omposante in�nie du fond)) soient onfondues ([Per94℄).Cependant, plusieurs travaux théoriques ont été menés pour proposer des dé�ni-tions de surfaes disrètes à partir d'un ensemble de voxels [MR81, Mal94, Mal97℄. Lespremiers résultats onnus, sur e sujet, ont été obtenus par Morgenthaler et Rosenfelden 1981. Mais, ette approhe donne des surfaes dont la aratérisation n'est pas évi-dente. En e�et, le problème de la aratérisation onsiste à trouver une dé�nition de es



Frontières des objets disrets 35surfaes de préférene en exhibant un ritère qui permet de reonnaître par des testsloaux si un voxel donné est un point d'une surfae ou pas. La di�ulté à donner unetelle dé�nition réside en partie dans le fait que la surfae ainsi dé�nie doit respeterertaines propriétés élémentaires omme le théorème de Jordan. En e�et, il a été prouvéqu'il n'existe pas de aratérisation loale de e type de surfae dans Z
3 [Mal96℄.En résumé, les frontières disrètes dé�nies omme un sous-ensemble de voxels del'objet ne modélisent pas forément les surfaes des objets disrets. Cependant, ellespossèdent ertains avantages pratiques. En partiulier, les objets et les frontières étantreprésentés de la même façon, les strutures de données sont très simples et permettentune implémentation très rapide des algorithmes du traitement de l'image.2.4.2 Sous-ensemble de surfelsCette approhe onsidère les frontières des objets omme un ensemble d'élémentsbidimensionnels de l'espae disret. Ces frontières sont quali�ées d'hétérogènes au sensqu'elles sont onstituées d'éléments de dimension di�érente de elle de l'espae, 'est-à-dire d'éléments qui n'existent pas naturellement dans l'espae donné et que nous devonsonstruire [Per94℄. Ces éléments sont généralement appelés des surfels et peuvent êtrevus omme les faes des voxels de l'image disrète. Le hoix du nom de surfel est justi�épar le fait qu'il s'agit des 2-ellules du omplexe ellulaire anonique de l'image 3D.Dé�nition 2.14 (surfel) Soit O un objet disret 3D et Ō son omplémentaire. Unsurfel de O est la fae ommune s = {v1, v2} de toute paire de voxels, tels que v1 et v2sont 6-voisins et v1 ∈ O, v2 ∈ Ō. (Fig.2.15(b))

V2

V1

S (a) (b)Fig. 2.15 � (a) Surfels dé�nis entre un voxel de l'objet (en gris) et deux voxels 6-adjaents du omplémentaire (en blan). (b) La frontière disrète dé�nie par l'ensembledes surfels.Remarquons que, onformément à ette dé�nition, les surfels peuvent être assimilésaux ars orientés du graphe d'adjaene de l'image.



36 Chapitre 2La frontière en surfels d'un objet disret est dé�nie omme l'ensemble des surfelsentre un voxel de l'objet et un voxel 6-adjaent de son omplémentaire. C'est une no-tion identique du ontour en lignels d'un objet en 2D (Fig.2.13()). Cette dé�nitionorrespond à e que nous nous représentons mentalement omme étant la frontière d'unensemble de voxels, ar elle est omposée des faes � visibles � lors de l'a�hage del'ensemble disret (Fig.2.15).

Fig. 2.16 � Exemples de graphes de surfae (soure [La98℄)

Fig. 2.17 � À gauhe, objet voxel. Au milieu, le graphe de surfae pour (6,18). À droite,le graphe de surfae pour (18,6). (soure [La98℄)Le prinipal avantage de ette approhe réside dans le fait qu'elle établit le lienentre les frontières disrètes et les surfaes disrètes. En e�et, il a été prouvé que, pourles ouples de onnexités valides en 3D (les paires de Jordan), la frontière en surfels del'objet disret est une surfae de Jordan, 'est-à-dire, elle sépare l'espae disret en deux



Frontières des objets disrets 37omposantes onnexes [LM00℄. De plus, la surfae étant orientée, nous pouvons dé�nirun intérieur et un extérieur à partir de es deux omposantes onnexes.Herman propose dans [Her92℄ une généralisation de ette dé�nition en dimensionquelonque. En introduisant des paires de onnexités {κλ}, analogues des onnexités deséparation de Rosenfeld, il dé�nit des κλ-surfaes qui sont des surfaes de Jordan : lessurfels frontières entre une omposante κ-onnexe d'un objet disret et une omposante
λ-onnexe du fond forment une κλ-surfae séparant l'objet du fond.Cette dé�nition a été utilisée par de nombreux auteurs pour développer des algo-rithmes de suivi de surfae (surfae traking). Ces algorithmes explorent l'ensemble dessurfels de la frontière d'un objet onnexe, à partir d'un surfel de départ, et onstruisentun graphe orienté de la surfae. Les sommets de e graphe sont les surfels frontaliers,alors que les ars sont dé�nis par l'adjaene entre les surfels. Il est à noter qu'il existetrois types d'adjaene entre les surfels qui orrespondent aux trois as de �gure : (6, λ),(18, 26) et (26, 6), déterminés par les paires de Jordan en 3D. Ainsi, en fontion de laonnexité hoisie pour l'objet (6, 18 ou 26), nous avons des dé�nitions di�érentes pourla 6-, la 18- et la 26-adjaene entre les surfels. Ces dé�nitions in�uenent la onnexitédu graphe de la surfae et la valene de ses sommets. Les �gures 2.16 et 2.17 montrequelques exemples de graphe de surfae pour des onnexités di�érentes.Artzy [AFH80℄ a proposé le premier algorithme de parours pour les surfaes d'objets18-onnexes (ave un fond 6-onnexe, la seule possibilité pour un objet 18-onnexe).L'idée a été reprise et étendue au parours des surfaes d'objets 6-onnexes dans [GU89℄.Plus tard, Perroton [Per94℄ propose dans sa thèse une algorithme de parours de lasurfae d'un objet 26-onnexe.En résumé, les frontières disrètes dé�nies omme un ensemble de surfels respetentle théorème de Jordan, 'est-à-dire qu'elles ont la propriété de séparation et sont �nes.De plus, elles ontournent le problème évoqué préédemment, entre la frontière d'unobjet et la frontière de son omplémentaire. Mais surtout, elles o�rent la possibilité, viales algorithmes de suivi de surfae, de onstruire un modèle topologique de la surfaed'un objet disret (le graphe de surfae).2.4.3 Le bord du omplexe ellulaireLa dernière approhe pour dé�nir la frontière d'un objet disret déoule diretementde la modélisation d'une image disrète nD par un n-omplexe ellulaire [Kov89℄. Lafrontière est dé�nie omme le bord du omplexe ellulaire, lui-même dé�ni à l'aide dela notion de fermeture du omplexe ellulaire (voir Fig.2.18).Dé�nition 2.15 (fermeture d'un n-omplexe ellulaire) L'union de toutes les el-lules de dimension inférieur ou égale à nConsidérons l'objet 2D représenté sur la �gure 2.18 (a). La fermeture du 2-omplexeellulaire qui modélise l'objet est omposée de toutes les 2-ellules (les pixels) de l'objetainsi que de toutes les 1- et 0-ellules qui bornent es 2-ellules (2.18 (b)). Le bord de etobjet est, quant à lui, dé�ni omme l'ensemble de toutes les 1- et 0-ellules (en rouge)
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(a) (b) ()Fig. 2.18 � (a) Objet O. (b) Fermeture de O. () Bord de O.de la fermeture, dont l'ouvert (voir Fig.2.10) touhe le omplémentaire de l'objet (voirFig.2.18 ()).Dé�nition 2.16 (bord d'un n-omplexe ellulaire) Le bord est l'ensemble de toutesles ellules de dimension stritement inférieure à n, de la fermeture du omplexe et dontl'ouvert touhe le omplémentaire de l'objet.Conformément à ette dé�nition, le bord d'un objet disret 3D est un 2-omplexefortement onnexe. C'est, en e�et, l'ensemble des surfels, lignels et pointels de la frontièrede l'objet (voir Fig.2.19).

(a) (b)Fig. 2.19 � (a) Un lignel inident à 4 surfels. (b) Un pointel inident à 6 lignels. (soure[Dam01℄)L'intérêt majeur de ette approhe réside dans le fait qu'elle établit le lien entre lesfrontières des objets disrets et les variétés ombinatoires [Fra95℄ que nous introduisonsdans le hapitre suivant. En e�et, le 2-omplexe fortement onnexe, représentant lafrontière de l'objet disret, est une variété ombinatoire si tout 1-simplexe est inident à



Conlusion 39exatement deux 2-simplexes. Par onséquent, ette frontière représente déjà un modèlegéométrique et topologique de la surfae de l'objet qui est �ne, orientable et respetele théorème de Jordan.Cependant, dans l'espae disret des images 3D, il existe des on�gurations pourlesquelles la frontière d'un objet voxel n'est pas une 2-variété ombinatoire. Commeillustré sur la Fig.2.19 (a), le 2-omplexe ellulaire du bord de l'objet ontient un lignelinident à quatre surfels et elle n'est pas une 2-variété. De même, sur la Fig.2.19 (b),nous avons une frontière qui ontient un pointel qui est inident à six lignels et le bordn'est pas une 2-variété ombinatoire.L'avantage majeur de ette approhe de modélisation des frontières disrètes résidedans le fait que la struture induite sur l'image se prête naturellement à un odage desstrutures topologiques. C'est-à-dire que nous pouvons utiliser des strutures de hautniveau omme les artes topologiques (que nous introduisons dans le hapitre suivant)pour onstruire un modèle géométrique et topologique des surfaes des objets disrets[Dam01, BDF00, BB98℄.En résumé, la dé�nition de la frontière d'un objet disret omme un 2-omplexeellulaire o�re un premier modèle géométrique et topologique de la surfae de l'objeteulidien orrespondant. De plus, sous ertaines onditions, ette frontière est même une2-variété ombinatoire. Nous revenons, plus en détails, sur es propriétés et étudieronsles as où la frontière n'est pas une 2-variété dans le hapitre 7.2.5 ConlusionDans e hapitre, nous avons rappelé les deux approhes les plus remarquables pourla modélisation d'images disrètes, à savoir les strutures de voisinage et la modélisationpar omplexes ellulaires. Ensuite, nous avons introduit quelques éléments de topologiedisrète et nous avons présenté trois des notions de frontières disrètes existantes. Nousavons rappelé ertains de leur défauts et avantages, en terme de modèle géométrique ettopologique � de base � de la surfae d'objets disrets. Plus tard, nous verrons que lanature de e modèle� de base � aura un impat important sur l'algorithme de Delaunaydisret que nous présenterons dans la suite de e manusrit. Le tableau 2.4 résume estrois notions de frontières disrètes.
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dé�nition de frontière disrète exemple
ensemble de voxels frontaliers
ensemble de surfels frontaliers
le bord du omplexe ellulaireTab. 2.4 � Réapitulatif des notions de frontières disrètes.



Chapitre 3Modélisation géométrique3.1 IntrodutionDans toutes les appliations en informatique graphique, les traitements numériquese�etués sur des objets géométriques modélisés informatiquement dépendent pour beau-oup de la manière dont les objets sont représentés. En partiulier, la qualité, la robus-tesse ou la omplexité des algorithmes d'informatique géométrique et graphique sontgrandement in�uenées par le hoix d'une représentation. Le hoix d'une représentation- nous parlerons de modèle - détermine le type d'objets qu'il est possible de onstruireet de visualiser. Cela onditionne les formes, les strutures, les propriétés (physiques ouvisuelles) qu'il sera possible de manipuler dans une appliation. Le modèle utilisé in-�uene également les possibilités du logiiel développé en termes d'interation, d'éditionou d'e�aité des traitements.Dans le domaine de la modélisation géométrique et de la reonstrution, les objetssont généralement représentés par leur bords, nous parlons de la B-rep (pour Boundaryrepresentation). Un solide, par exemple, est dérit par son bord, 'est-à-dire en dérivantla surfae fermée et orientable qui enveloppe l'intérieur du solide. Cette surfae est elle-même dérite par un ensemble de faes, d'arêtes et de sommets reliés par des ontraintestopologiques fortes et bien dé�nies.Initialement, les modèles B-rep ont été limités aux solides mais ils ont été fortementomplétés et étendus pour permettre de représenter une variété beauoup plus granded'objets. Aujourd'hui, nous parlons plus généralement de modèles de représentation dessubdivisions ellulaires, aussi appelés modèles ellulaires.Parmi les modèles les plus ourament utilisés en informatique graphique nous pou-vons iter :� Les triangulations 2D et 3D : les objets sont formés d'un ensemble de tri-angles ou de tétraèdres. Il existe deux prinipales raisons pour utiliser e type dereprésentation. D'une part, elle aélère les traitements interatifs, notamment ene qui onerne le rendu ou l'a�hage, en permettant une utilisation intensive desartes graphiques atuelles. D'autre part, les modèles triangulés sont néessairespour beauoup de traitements (par exemple les aluls utilisant la méthode des41



42 Chapitre 3éléments �nis).� Les modèles ellulaires : un objet est onstruit par assemblage de ellules dedi�érentes dimensions (sommets, arêtes, faes et volumes). Chaque ellule est dé-rite par son bord formé de ellules de dimension inférieure. Un objet est alors vuomme un ensemble struturé de ellules et un ensemble de relations topologiquesentre elles-i, en terme d'inidene, d'adjaene ou d'inlusion. Ces modèles per-mettent de réaliser simplement de nombreuses interations entre l'utilisateur dulogiiel et l'objet modélisé. Ils o�rent aussi la possibilité d'édition �ne et loaliséeet se prêtent également à la dé�nition d'opérations ensembliste.Notons que dans le adre d'une reonstrution les modèles géométriques représententune approximation de la frontière ou du volume de l'objet reonstruit.Dans e hapitre, nous présentons d'abord un bref rappel des notions de base en géo-métrie ombinatoire qui sera pour nous l'oasion d'introduire la dé�nition des variétésombinatoires de dimension 1, 2 et 3. Puis, nous présentons les modèles ellulaires etfaisons le parallèle ave la modélisation par omplexe ellulaire des images disrètes. En-suite, nous présentons un modèle topologique � la n−G−carte � qui sera utilisé par nosalgorithmes de reonstrution. En�n, nous rappelons la dé�nition usuelle d'un maillageainsi que les onditions topologiques et géométriques qu'un maillage doit remplir.3.2 Variétés ombinatoiresL'objet typique de la géométrie ombinatoire est le polyèdre. Dans le domaine del'informatique géométrique, un polyèdre est dé�ni par deux types d'information :� une information de type ombinatoire : un ensemble de sommets, d'arêtes et defaes véri�ant ertaines relations d'adjaene et d'inidene ;� une information de type numérique : les oordonnées des sommets dans un repèreartésien.On distingue alors des propriétés purement ombinatoires, omme l'orientabilité, etdes propriétés métriques, qui dépendent d'un plongement.Cette distintion, dite séparation topologie-plongement en modélisation géométriquea de nombreux vertus informatiques. D'une part, l'information ombinatoire est faileà manipuler algorithmiquement. D'autre part, la topologie ombinatoire est utilisablediretement en géométrie disrète, don en imagerie. De façon générale, la topologieombinatoire est un outil privilégié pour l'imagerie disrète, en analyse omme en syn-thèse. Par exemple, elle seule a permis de dé�nir une notion de surfae disrète à bordayant des propriétés analogues à elles des surfaes à bord de la topologie lassique[Fra95℄.Dan la suite de ette setion, nous introduisons les variétés ombinatoires de dimen-sions 1, 2 et 3 qui sont les analogues ombinatoires, respetivement, des ourbes, dessurfaes et des volumes de la géométrie lassique.Dé�nition 3.1 (variété ombinatoire de dimension 0) Une 0-variété est un en-semble dénombrable dont les éléments sont dits sommets ou 0-ellules.



Variétés ombinatoires 43Dé�nition 3.2 (variété ombinatoire de dimension 1) Une 1-variété fermée ousans bord, (resp. ouverte ou à bord) est un graphe non-orienté dont tout sommet est dedegré 2 (resp. 1 ou 2). Le bord de la variété est l'ensemble des sommets de degré 1. Lessommets (resp. arêtes) de la variété sont aussi dits 0-ellules (resp. 1-ellules ou arêtes).Par exemple, l'ensemble Z des entiers muni de la relation � entier le plus prohe �est une 1-variété ombinatoire sans bord, in�nie et onnexe.Nous disons que dans un graphe deux yles sont adjaents si et seulement s'ils ontune arête ommune.Dé�nition 3.3 (variété ombinatoire de dimension 2) Soit G = (S,A) un graphedans lequel on a distingué une famille F de sous-graphes qui sont des 1-variétés onnexes�nies sans bord (yles simples). Une 2-variété fermée ou sans bord, est un triplet V =
(S,A, F ) véri�ant les propriétés suivantes :� toute arête est inidente à exatement deux yles de F ;� tout sommet est inident à exatement une ombrelle de yles de F , i.e. unepermutation irulaire (f0, f1, ..., fk−1) de yles distints de F telle que, pour

i = 0, 1, ..., k >2, fi est adjaent à fi+1, les indies étant pris modulo k. (voirFig.3.1)
Fig. 3.1 � Une ombrelle autour du pointel p, à gauhe. Un éventail autour de p, à droite.Notons que, selon ette dé�nition, deux faes adjaentes peuvent avoir plusieursarêtes en ommun, en partiulier quand un sommet de degré 2 n'est pas inident aubord. Cette situation omplique la théorie (notamment la dualité abordée infra). Iinous posons l'hypothèse suivante :� Hypothèse d'absene d'adjaene multiple : si deux faes d'une 2-variétésont adjaentes alors elles n'ont qu'une seule arête ommune.Sous ette hypothèse, une 2-variété onnexe sans bord (resp. à bord) a au moins 4 faes,4 sommets et 6 arêtes (resp. 1 fae, 3 sommets et 3 arêtes) : 'est un tétraèdre (resp.triangle).Dé�nition 3.4 (2-variété ombinatoire ouverte) Une 2-variété ouverte ou à bord,est un triplet V = (S,A, F ) véri�ant les propriétés suivantes :� toute arête est inidente à soit un, soit deux, yles de F ;



44 Chapitre 3� tout sommet est inident à une seule ombrelle ou à un seul éventail de ylesde F , i.e. une suite (f0, f1, ..., fk), au sens près, de yles de F telle que, pour
i = 0, 1, ..., k > 0, fi est adjaent à fi+1, mais fk n'est pas adjaente à f0 ('estune ombrelle dont une fae a été supprimée, voir Fig.3.1).� si deux faes sont adjaentes alors elles n'ont qu'une unique arête ommune.Les éléments de F sont dits faes ou 2-ellules) de V .Le bord d'une 2-variété ouverte est omposé des arêtes inidentes à une unique fae.Le graphe (S,A) est dit le 1-squelette de V .On dit que V est onnexe, si et seulement si, son 1-squelette l'est.Le degré d'un sommet est le nombre d'arêtes inidentes, omme dans le 1-squelette.Le degré d'une fae est le nombre d'arêtes inidentes, qui est aussi égal au nombrede sommets inidents.Si toutes les faes sont de degré 3, la 2-variété est dite triangulée ou simpliiale.Le 1-squelette étant un graphe (sans boule), le degré d'une fae est au moins 3.Le degré d'un sommet d'une 2-variété fermée (resp. ouverte) est au moins 3 (resp.2) par dé�nition.

(a) (b)Fig. 3.2 � (a) le graphe de 4-onnexité sur Z
2. (b) le graphe de 8-onnexité sur Z

2Prenons, par exemple, l'espae disret de dimension 2 Z
2 et onsidérons dans legraphe de 4-onnexité sur Z

2 la famille des yles de longeur 4. Le graphe de 4-onnexitémuni de ette famille dé�nit une 2-variété sans bord et onnexe (voir Fig.3.2(a)). Parontre, si nous onsidérons dans le graphe de 8-onnexité sur Z
2 la famille des yles delongueur 3, nous pouvons véri�er failement que le graphe de 8-onnexité muni de ettefamille ne dé�nit pas une 2-variété.Considérons maintanant le bord en surfels, lignels et pointels d'un objet 6-onnexe de

Z
3. Si e bord ne ontient que les six ombrelles (aux rotations du ube près) représentéessur la �gure 3.3, alors le bord est une 2-variété fermée.Propriété 1 Soit V une 2-variété à bord. Tout sommet de V appartenant au bord de

V est inident à un éventail et à exatement deux arêtes du bord. Tout sommet de Vn'appartenant pas au bord est inident à une ombrelle.
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(a) (b)Fig. 3.3 � Ombrelles possibles (aux symétries près) dans une 2-variété sans bord desurfels.Propriété 2 Le bord d'une 2-variété à bord est une 1-variété sans bord.En appliation de ette propriété, une onstrution utile est elle de fermeture d'une2-variété �nie à bord :Soit V = (S,A, F ) une 2-variété �nie onnexe à bord d'au moins deux faes. Chaqueomposante onnexe du bord étant un yle simple du 1-squelette (S,A), quand onrajoute à F tous es yles, dits ouverles, on obtient une famille F ′ de yles telleque V ′ = (S,A, F ′) est une 2-variété sans bord. On dit alors que V ′ est obtenue parfermeture de V . Si on veut dé�nir la fermeture par un ouverle d'une 2-variété d'uneseule fae il su�t d'admettre l'existene d'une 2-variété sans bord (S,A, F ), où (S,A)est un yle et F est le multi-ensemble de deux fois e yle.Soit V une 2-variété onnexe. Si V a une seule fae alors V est orientable. Sinon,soit f une fae de V ; f étant orientable, hoisissons une de ses orientations ; soit aune arête de f n'appartenant pas au bord de V ; elle est orientée par l'orientation de
f ; soit g la fae de V autre que f inidente à a. Nous orientons g par adjaene àpartir de f si nous hoisissons pour g l'orientation qui induit sur a l'orientation opposéeà elle induite par f . Nous transportons l'orientation de f par adjaene à une fae
h quelonque de V si et seulement si nous orientons de prohe en prohe, en partantde f et en allant jusqu'à h, les faes d'une suite de faes allant de f à h. V est diteorientable si et seulement si l'orientation de toutes les faes de V (f inlue) à partirde f est indépendante du hemin suivi dans le transport par adjaene, et ei pourtout f et pour toute orientation hoisie pour f . Par onséquent, orienter V 'est hoisirl'orientation d'une de ses faes.Par exemple, tous les polyèdres lassiques, onsidérés omme 2-variétés, sont orien-tables. Cependant, l'exemple de la �gure 3.4 est elui d'une 2-variété non orientable,bande de Moebius disrète. Nous pouvons noter que la variété obtenue par sa fermeturepar un ouverle est aussi non orientable.
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Fig. 3.4 � Une 2-variété à bord et non orientable dans l'espae disret anonique 3D :bande de MoebiusPropriété 3 La fermeture par un ouverle onserve la onnexité et l'orientabilité. Elleonserve le nombre de sommets et le nombre d'arêtes.Propriété 4 L'orientation d'une 2-variété onnexe orientable à bord induit une orien-tation sur haque omposante onnexe de son bord.Dé�nition 3.5 (2-variété duale) Soit V = (S,A, F ) une 2-variété sans bord véri�antl'hypothèse d'absene d'adjaene multiple. Assoions à toute arête a de A inidenteaux faes f et g de F la paire a = {f, g}. Nous dé�nissons ainsi un nouvel ensembled'arêtes A′ et le ouple (F,A′) est un graphe, dit graphe d'adjaene des faes de V .A tout sommet de S assoions la permutation irulaire, au signe près, des faes de Fdé�nie par son ombrelle ; soit F ′ la famille de es yles dans le graphe (F,A′) ; F ′ esten bijetion ave S. Alors le triplet V = (F,A,F ) est une 2-variété sans bord dite dualede V , qui est dite primale de sa duale.Si dans une 2-variété sans bord il existe une adjaene multiple alors la onstrutionpréédente ne dé�nit pas un graphe mais un multigraphe. Cependant, la variété dualepeut être dé�nie dans tous les as et elle véri�e les mêmes propriétés.Une autre dé�nition peut être donnée ainsi : un polyèdre P ′ est dit dual (ombi-natoirement) d'un polyèdre P s'il existe deux bijetions de l'ensemble des sommets del'un vers l'ensemble des faes de l'autre telles que deux sommets reliés par une arête del'un aient pour images deux faes adjaentes de l'autre. P ′ a don autant d'arêtes que
P et les nombres de sommets et de faes s'éhangent.Propriété 5 La dualité onserve la onnexité et l'orientabilité et nous avons l'égalité
(V ′)′ = V .Considérons par exemple le pavage du plan réel par des hexagones et par des trianglesréguliers. Ces deux 2-variétés sont duales l'une de l'autre.Il est possible de dé�nir une 2-variété sans bord orientable à partir d'un graphe enhoisissant pour haque sommet une permutation irulaire au signe près de ses arêtesinidentes. Cei revient en quelque sorte à dé�nir les faes orientées de la variété duale



Variétés ombinatoires 47(l'orientation des faes est telle que la variété est orientée par sa dé�nition). Notons queette dé�nition peut s'avérer plus maniable, mathématiquement et algorithmiquement,que elle que nous avons présenté.Lemme 3.1 (lemme fondamental) Soit V = (S,A, F ) une 2-variété sans bord �nie.Soit si (resp. fi) le nombre des sommets (resp. faes) de degré i. Alors on a les égalités
∑

i si = Card(S), ∑

i isi = 2Card(A), ∑

i fi = Card(F ) et ∑

i ifi = 2Card(A).Nous introduisons en�n la très remarquable aratéristique d'Euler :Dé�nition 3.6 (aratéristique d'Euler) Soit V = (S,A, F ) une 2-variété �nieonnexe sans bord. La aratéristique d'Euler de V le nombre χ(V ) = Card(S) −
Card(A) + Card(F ).Propriété 6 (théorème du genre ou formule d'Euler-Poinaré) Soit V une 2-variété �nie onnexe sans bord orientable. Alors le nombre g = (2 − χ(V ))/2 est unentier positif ou nul, appelé genre de V .Propriété 7 (théorème du genre pour une 2-variété à bord) Soit V une 2-variété�nie onnexe ave bord orientable. Alors le nombre χ(V ) = Card(S) − Card(A) +
Card(F ) = 2c − 2g − b où c est le nombre de omposantes onnexes, g - le genre et best le nombre de bords.Par exemple, tous les solides platoniiens sont de genre 0 et leurs aratéristiquesd'Euler est 2. Ce sont les seules 2-variétés de genre 0 dont tous les sommets sont demême degré et toutes les faes sont de même degré.Par ailleurs, si une 2-variété �nie onnexe sans bord orientable est de genre 0, alorselle a au moins une fae ou un sommet de degré 3 ; si toutes ses faes sont de degré 4(resp. 3, i.e. des triangles) alors on a l'égalité Card(S) = 2+Card(F ) (resp. Card(F ) =
2 ∗Card(S)− 4) ; si tous ses sommets sont de degré 3 alors elle a au moins une fae dedegré 3, 4 ou 5.Dé�nition 3.7 On appelle opérateur d'Euler un opérateur sur une 2-variété �nie quine modi�e pas sa aratéristique d'Euler.Un opérateur d'Euler onsiste par exemple à ouper une fae en deux nouvelles faespar rajout d'une arête. Par appliations suessives de et opérateur nous pouvons tri-anguler une 2-variété. L'opérateur inverse onsiste à supprimer une arête et à remplaerses deux faes inidentes par une seule. La modélisation géométrique à base topologiqueutilise une grande variété d'opérateurs d'Euler.Soit G = (S,A) un graphe dans lequel on a distingué une famille F de 1-variétés �niesonnexes sans bord, dites faces, ainsi qu'une famille V de 2-variétés �nies, onnexes,sans bord, orientables, dites volumes, dont les faes sont dans F . Si v est un volume et
f est une fae de v on dit que v et f sont incidentes, et que v et toute arête, ainsi quetout sommet, inidente à f sont incidents.



48 Chapitre 3Dé�nition 3.8 (variété ombinatoire de dimension 3) Une 3-variété fermée ousans bord, est un quadruplet W = (S,A, F, V ) véri�ant les onditions suivantes :� toute fae est inidente à exatement deux volumes, qui sont alors dits adjaents ;� (hypothèse d'absene d'adjaene multiple) deux volumes adjaents n'ont qu'uneseule fae ommune ;� l'ensemble des volumes inidents à une arête de A forment une seule ombrelle devolumes, i.e. une permutation irulaire, au signe près, (v0, v1, ..., vk−1 de k > 2volumes distints tels que vi est adjaent à vi+1, pour i = 0, 1, ..., k−1, les indiesétant pris modulo k ; ette permutation dé�nit un sous-graphe de (V,A′) qui estun yle simple assoié à l'arête donnée, dit fae du dual de W ; soit F ′ l'ensemblede es faes du dual ;� pour tout sommet s de S, l'ensemble des faes du dual assoiées aux arêtes in-identes à s forme une unique 2-variété onnexe, sans bord, orientable, dite vo-lume du dual assoié à s. Soit V ′ la famille des volumes du dual. Le quadruplet
W ′ = (V,A′, F ′, V ′) est dit dual de W , qui est dit primal de son dual.Les éléments de V sont dits volumes ou 3-ellules de W .Si tous les volumes sont des tétraèdres la 3-variété est dite tétraèdrique ou trianguléeou simpliiale.Le graphe (S,A) est dit le 1-squelette de W. Le triplet (S,A, F ) est dit 2-squelettede W. On dit que W est onnexe si et seulement si son 1-squelette l'est.Une 3-variété onnexe sans bord a au moins 5 volumes tétraédriques, 5 sommets, 10arêtes et 10 faes.La littérature suppose en général que, dans une 3-variété, les volumes du primal etdu dual sont tous de genre 0. On a alors, pour les 3-variétés �nies, l'extension de laformule d'Euler : Card(S) − Card(A) + Card(F ) − Card(V ) = 0. Pour le as généralvoir [FB00℄.3.3 Modèles ellulairesEn modélisation géométrique et en imagerie, nous renontrons des objets qui nesont pas foréement des variétés. Ces objets font partie de la vaste lasse des ensemblesellulaires.Les modèles ellulaires représentent des objets subdivisés, 'est-à-dire partitionnés enellules de di�érentes dimensions : les sommets, les arêtes, les faes et les volumes. Plusonrètement, haque ellule est représentée par son bord et les ellules des di�érentesdimensions sont en relation ave les ellules aux bords desquelles elle appartient.Les objets modélisés peuvent être vus omme des assemblages de ellules reliées entreelles et ne représentent plus forément des solides. La �gure 3.5 illustre e prinipe.Dé�nition 3.9 Un modèle ellulaire de dimension k est un ensemble de ellules dedimension maximale k qui, en même temps qu'une ellule, ontient toutes les ellulesde dimension inférieure qui lui sont inidentes. Son 0-squelette (resp.1-squelette) est
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Fig. 3.5 � La sous-�gure (a) montre la représentation par les bords d'un disque. Lafae (ellule de dimension 2) est assoiée à deux arêtes (ellules de dimension 1), elles-mêmes assoiées à deux sommets (ellules de dimension 0). La sous-�gure (b) est unevue élatée du même disque où les �èhes représentent les relations d'inidene entrees ellules. La sous-�gure () montre un modèle ellulaire plus général omportant 3faes, 10 arêtes et 8 sommets. Notez que l'arête reliant les 2 triangles ne fait partie dubord d'auune fae ou ellule de dimension 2. (Soure [APF07℄)l'ensemble de ses 0-ellules (resp. 0- et 1-ellules). Un ensemble ellulaire est onnex siet seulement si son 1-squelette l'est.De très nombreux modèles (et opérations assoiées) ont été proposés pour la repré-sentation et la manipulation d'objets subdivisés. Il est possible de lasser es modèlessuivant :1. le type de ellules : les modèles se distinguent selon qu'ils permettent de représenterdes assemblages de :� ellules régulières : simplexes (triangles, tétraèdres, et.), simplexe ubiques(arrés, ubes, et.), et ;� ellules quelonques : le terme est hoisi par opposition des modèles préédents.Les modèles ellulaires permettent une plus grande diversité que les modèles àellules régulières même si les ellules ne sont pas totalement quelonques argénéralement elles véri�ent des propriétés topologiques assurées par la dé�nitionmême du modèle.2. le type d'assemblage : Le type d'assemblage peut permettre ou non l'existene deellules inidentes plusieurs fois entre elles, dit multi-inident. Dans les deux as,il est possible de distinguer di�érentes sous-lasses d'objets :� les variétés : ii l'assemblage des ellules est fait selon les régles présentées dansla setion préédente. Les variétés peuvent être orientables ou non, ave ou sansbord.� les non variétés : ii il s'agit d'un assemblage � quelonque � de ellules (unearête inidente à plus de deux faes en 2D ou deux faes ollées par un sommet).Prenons par exemple la frontière disrète d'un objet dé�nie omme le 2-omplexeellulaire. Si l'objet est 6-onnexe et s'il est loalement 6-onnexe, 'est-à-dire ne ontientauune ourene de 18 et 26-adjaene strite entre deux voxels (voir Fig.3.7), alorssa frontière disrète est une 2-variété ombinatoire, telle que dé�nie dans la setionpréédente.
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Fig. 3.6 � Di�érentes lasses de subdivision. (Soure [APF07℄)
(a) (b)Fig. 3.7 � (a) Deux voxels stritement 18-adjaents. (b) Deux voxels stritement 26-adjaents.En revanhe, si l'objet ontient au moins une on�guration de 18 ou 26-adjaenestrite, le bord est, plus généralement, un 2-omplexe ellulaire fortement onnexe[KI06℄. Nous dirons qu'il s'agit d'une quasi-variété si le bord de l'objet ontient un lignelinident à plus de deux surfels. C'est, en e�et, une arête singulière (voir Fig.3.8(a)). Parontre, si l'objet ontient un pointel inident à plus d'une unique ombrelle, son bord ensurfels est une pseudo-variété (voir Fig.3.8(b)).L'une des vertus majeure de la modélisation par omplexe ellulaire est le fait qu'ellepermet de distinguer la géométrie de la topologie de l'objet. Cette séparation, dite sé-paration topologie - plongement, possède des avantages algorithmiques indéniables. Ellepermet souvent de déomposer ertaines opérations ompliquées en opérations plusloales et plus atomiques. Ce prinipe de la distintion topologie-plongement est é�a-ement mise en ÷uvre dans les modèles topologiques ellulaires qui font l'objet de lasetion suivante.
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(a) (b)Fig. 3.8 � (a) Une quasi-variété : lignel inident à 4 surfels. (b) Une pseudo-variété :pointel inident à 2 ombrelles. (soure [Dam01℄)3.3.1 Les modèles topologiquesDe nombreux travaux ont portés sur la dé�nition de modèles topologiques ellulaires.Bien qu'ils aient été menés dans des domaines très di�érents (modélisation géométrique,analyse d'images), es travaux ont abouti à des propositions relativement prohes quipeuvent être divisées en deux grandes atégories d'implémentation : les modèles à basede graphes d'inidene et les modèles ordonnés.La plupart de es modèles lassiques permettent la modélisation de variété de dimen-sion 2. Selon la dé�nition lassique, une variété topologique de dimension n est un es-pae topologique tel que haque point possède un voisinage topologiquement équivalentà un disque ouvert. Dans une variété topologique subdivisée, 'est-à-dire partitionnéeen ellules de dimension 0 à n (sommets, arêtes, faes, ...) exatement deux ellules dedimension i sont adjaents à une même ellule de dimension (i − 1) (deux faes et pasplus sont ollées par une arête, par exemple).Ave les graphes d'inidene [Ede87℄, les ellules de di�érentes dimensions de lasubdivision sont expliitement représentées par les n÷uds du graphe. Les ars du graphemodélisent les relations d'inidene entre les ellules de dimension i et i + 1, entresommets et arêtes, arêtes et faes pour la dimension 2. Un autre type de graphe estle graphe d'adjaene des faes [AFF85℄. C'est en fait un hypergraphe dont les n÷udssont des faes, les ars modélisent les arêtes, et les sommets sont représentés par deshyperars. Les informations ontenues dans e type de modèles sont su�santes à ladé�nition de la topologie, mais leur représentation ne permet pas failement le alulde propriétés topologiques omme l'orientabilité, par exemple.Les modèles topologiques ordonnés sont basés sur l'utilisation d'un seul élément debase, sur lequel on applique des fontions. La struture de données appelée arête ailée[Bau72℄ permet la représentation de surfaes orientables sans bord. L'élément de baseest ii une arête, ave deux pointeurs sur les faes adjaentes, deux pointeurs sur les



52 Chapitre 3sommets, et quatre pointeurs (les ailes) sur les autres arêtes diretement adjaentes.Pour représenter les surfaes orientables ou non sans bord, la struture "edge algebra"[GS85℄ utilise des arêtes dirigées et orientées sur lesquelles agissent trois fontions. Lesnotions de n − carte ou n − G − carte [Lie89b, Lie91, LFB07℄ sont des extensions dela notions de arte dé�nie en 1970, mais elles n'ont ommené à être étudiées dansle adre de la modélisation géométrique que vers la �n des années 1980. P. Lienhardtompare es modèles ave les arêtes ailées et � edge algebra � dans [Lie91℄, et montreleurs équivalenes. Les n − G − cartes sont dé�nies par des algèbres et permettentfailement le alul des propriétés topologiques. Elles sont de plus dé�nissables en toutedimension, e qui permet une véritable modélisation volumique, dépassant le adre dela modélisation Brep.Nous présenterons ii uniquement les n − G − cartes qui est le modèle utilisé dansnotre travail. Nous nous ontenterons de présenter prinipalement une approhe intui-tive des es modèles et des opérations que nous utilisons. Des dé�nitions préises desopérations et propriétés sont présentées dans [Lie89a℄ pour les artes généralisées.3.3.1.1 Les artes généraliséesLe modèle des artes généralisées de dimension n, noté n-G-arte est un modèle to-pologique ombinatoire. C'est aussi un modèle ellulaire ar il représent une subdivisionen ellules de dimensions di�érentes. En 3D une subdivision ontient des sommets, desarêtes, des faes et des volumes. Ces ellules sont liées par des opérations de outure.Une n−G− carte est omposée d'un ensemble d'entités élémentaires, appelées brins etde n+1 opérations, notées α0, ..., αn. Intuitivement un brin peut être dé�ni omme unearête orientée. Les αi permettent de réaliser des outures de dimension i, réant ainsides arêtes, des surfaes et des volumes.La dé�nition formelle d'une n-G-arte est la suivante :Dé�nition 3.10 Soit n ≥ 0. Une n-G-arte est dé�nie par une algèbre (B,α0, ..., αn)telle que :� B est un ensemble �ni de brins ;� α0, ..., αn sont des involutions sur B telles que :� ∀i ∈ 0, ..., n, αi est une involution, 'est-à-dire : ∀b ∈ B,α2
i (b) = b (ou αi(b) =

α−1
i (b)) ;� ∀i ∈ 0, ..., n2,∀j ∈ i + 2, ..., n : αiαj est une involution. Il y a dépendane entreles involutions : haque involution αj (j ≥ 2) lie ensemble les omposantesonnexes de la (j − 2) − G − carte.Dé�nition 3.11 (orbite) Soient une n-G-arte G = (B,α0, ..., αn), un brin quel-onque b ∈ B, et P un ensemble de m permutations (p1, ..., pm) sur B. L'orbite de

b par rapport à P est l'ensemble de brins b′ qui peuvent être atteints par une omposéequelonque des permutations de P . L'orbite est notée : < p1, ..., pm > (b).Pour expliiter es dé�nitions formelles, nous donnerons d'abord les dé�nitions des0, 1, 2 et 3-G-artes.
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α0
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Fig. 3.9 � Exemple d'une 2-G-arte onstituée de trois 1-G-artes (deux faes ferméeset une ouverte) liées par α2.0-G-arte : Une 0-G-arte est dé�nie par une algèbre (B,α0) telle que :� B est un ensemble �ni de brins ;� α0 est une involution, 'est-à-dire : ∀b ∈ B,α2
0(b) = b.� une omposante onnexe de la 0-arte G inidente à un brin b est dé�nie par :

< α0 > (b).Intuitivement α0 est un lien qui assemble deux brins distints pour dé�nir une arête(voir Fig.3.10).
ba

b1 b2

α0

b1

Fig. 3.10 � Exemples de 0-G-arte. En (a) un brin isolé et en (b) deux brins liés par
αO.1-G-arte : Une 1-G-arte est dé�nie par une algèbre (B,α0, α1) telle que :� B est un ensemble �ni de brins ;� α0 et α1 sont des involutions ;� pour tout brin de B, on a :� l'orbite < α0 > (b) est appelée une arête de la G-arte.� l'orbite < α1 > (b) est appelée un sommet de la G-arte.� si b est invariant par α1, 'est-à-dire α1(b) = b, alors b appartient au bord de laG-arte.� une omposante onnexe de la 1-arte G inidente à un brin b est dé�nie par :

< α0, α1 > (b).� si α1 est ave un point �xe, 'est-à-dire s'il existe un brin b tel que α1(b) = balors la 1-G-arte est une G-arte à bord, sinon elle est dite sans bord ou fermée.Une ellule de dimension 2, appelée plus ommunément fae, est dé�nie ommeune 1-G-arte onnexe sans bord.



54 Chapitre 3Intuitivement α1 est un lien qui assemble des arêtes distintes de la arte pour dé�nirune fae (voir Fig.3.11).
a b

b3

b4α1
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b2

b6 b5
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Fig. 3.11 � Exemples de 1-G-arte. En (a) une 1-G-arte G = (B,α0, α1) omposée detrois 0-G-artes liées par α1, et en (b) un plongement de ette 1-G-arte.2-G-arte : Une 2-G-arte est dé�nie par une algèbre (B,α0, α1, α2) telle que :� B est un ensemble �ni de brins ;� α0, α1 et α2 sont des involutions ;� pour tout brin de B, on a :� l'orbite < α0 > (b) est appelée arête de la G-arte.� l'orbite < α1 > (b) est appelée sommet de la G-arte.� si b est invariant par α2, 'est-à-dire α2(b) = b, alors b appartient au bord de laG-arte.� une omposante onnexe de la 2-arte G inidente à un brin b est dé�nie par :
< α0, α1, α2 > (b).� si α2 est ave un point �xe, 'est-à-dire s'il existe un brin b tel que α2(b) = balors la 2-G-arte est une G-arte à bord, sinon elle est fermée.

a b

α2

α2

α2

α2

Fig. 3.12 � En (a) un exemple d'une 2-G-arte G = (B,α0, α1, α2) omposée de troisomposantes onnexes d'une 1-G-arte. Elles sont liées par α2. En (b) un plongementde ette 2-G-arte.Considérons une 1-G-arte sans bord. Chaque omposante onnexe de ette 1-G-arte dé�nit le bord d'une fae. Une 2-G-arte est dé�nie en liant ensemble es faes le



Modèles ellulaires 55long de leur arêtes (voir Fig.3.12). Intuitivement, un lien α2 oud deux arêtes en liant auplus deux brins distints. Formellement α2 est une involution sur l'ensemble des brins
B. De plus, omme les arêtes sont liées par les α0, α1, α2 ne sont pas indépendants :
α0α2 est aussi une involution.Les 2-G-artes permettent de représenter les 2-variétés ombinatoires orientables ounon.3-G-arte : De façon similaire, une 3-G-arte est obtenue en ousant ensemble desellules de dimension 3, 'est-à-dire des 2-G-artes sans bords. On olle les 2-G-artesle long de leurs faes par une involution α3, qui lie les brins inidents aux faes (1-G-artes sans bords). Commes les faes sont ousues ensembles, α0, α1, α2, α3 ne sont pasindépendants : α0α2, α0α3, α1α3 sont aussi des involutions (voir Fig.3.13).
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α3

α3
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Fig. 3.13 � En (a) un exemple d'une 3-G-arte G = (B,α0, α1, α2, α3) omposée dedeux omposantes onnexes d'une 2-G-arte liées par α3. En (b) un plongement deette 3-G-arte.Dé�nition 3.12 (omposante onnexe) Soit une n-G-arte G = (B,α0, ..., αn). Laomposante onnexe d'un brin b est donnée par l'ensemble des brins Bb =< α0, ..., αn >
(b) et par l'ensemble des involutions α′

0, ..., α
′
n, restritions de α0, ..., αn à Bb.Dé�nition 3.13 (ellule) Pour dé�nir les ellules de dimension i d'une n-G-arte

G = (B,α0, ..., αn) il su�t d'enlever αi. Ainsi Gi = (B,α0, ..., αi−1, αi+1, ...αn) est une
n − 1-G-arte dont les omposantes onnexes sont les i-ellules de G.Les ellules de dimension 0, 1 et 2, représentent respetivement les sommets, arêteset faes de la G-arte. La �gure 3.14 montre un exemple d'une 3-G-arte, ave les2-G-artes des faes, des arêtes et des sommets.Dé�nition 3.14 (bord) Toute n-G-arte peut être interprétée omme une n + 1-G-arte dont tous les brins sont libres par αn+1, 'est-à-dire αn+1(b) = b. La n+1-G-artemodélise un objet de dimension n + 1, alors que la n-G-arte modélise le bord de etobjet qui est de dimension n.
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a b

c dFig. 3.14 � (a) Une 2-G-arte fermée modélisant le bord d'un ube. (b) La 1-G-arte desfaes a 6 omposantes onnexes. () La 1-G-arte des arêtes a 12 omposantes onnexes.(d) La 1-G-arte des sommets a 8 omposantes onnexes.



Modèles ellulaires 57Couture : La outure est l'opération onstrutive de base sur les n-G-artes. Ellepermet à partir de deux n-G-artes d'en obtenir une seule. Pour avoir une dé�nitionpréise de la outure, le leteur pourra se référer à [LFB07℄. Nous ne donnerons iiqu'une approhe intuitive qui nous permet de onstruire les 2-G-artes produites parnotre algorithme de reonstrution. La outure d'arêtes permet de onstruire des faesfermées ou ouvertes, la outure des faes permet de onstruire des surfaes ou desvolumes.� outure d'arête : deux arêtes sont ousues en liant un de leur brin par α1. Les faessont réées en ousant des arêtes, si auun brin n'est libre par α1, alors 'est unefae fermée, sinon elle est ouverte. La �gure 3.15 montre un exemple de outured'arêtes réant une fae fermée.
Fig. 3.15 � En (a) quatre arêtes qui sont ousues en (b) par α1 pour former une faequadrangulaire.� outure de faes : de la même façon, nous pouvons oudre les faes par α2. Si auunbrin de la 2-G-arte résultante n'est libre par α2, elle-i modélise le bord d'unvolume fermé, sinon elle représente une surfae ouverte. La �gure 3.16 présenteun exemple de outure de faes modélisant un volume.

Fig. 3.16 � En (a) six faes qui sont ousues en (b) par α2 pour former un ube.3.3.1.2 Plongement des artesSelon le onept de la séparation topologie-plongement, les artes ombinatoires re-présentent seulement la topologie des objets. Cependant la majorité des appliationsont besoin également de représenter la géométrie de es objets, par exemple pour lesa�her, ou pour aluler des aratéristiques de forme et de taille. Par onséquent,usuellement nous assoions un modèle géométrique aux artes. Pour ela, nous pouvonsassoier un élément géométrique de dimension i à haque i − cellule de la arte.



58 Chapitre 3Nous appelons plonger l'opération qui onsiste à assoier un modèle géométrique àun modèle topologique, et nous parlons du plongement d'un modèle topologique pourdésigner le modèle géométrique assoié.Par exemple, en dimension 2, nous pouvons assoier à haque sommet topologique(0-ellule) les oordonnées d'un sommet géométrique. Ce plongement peut su�re pourreprésenter totalement la géométrie des objets modélisés, si haque arête de la arteest plongée par un segment de droite. Il est à noter que d'autres types de plongementpeuvent être employés, omme par exemple plonger les arêtes par des ourbes plut�tque par segments. Dans le ontexte de la reonstrution, le plongement du modèletopologique de la surfae peut être utilisé pour e�etuer un lissage à la volée, parexemple.3.4 MaillagesIntuitivement, un maillage surfaique est un modèle polygonal qui approxime lasurfae d'un objet. Plus formellement, la dé�nition d'un maillage, telle qu'on la trouvedans le domaine de la géométrie algorithmique, fait introduire la notion de domaine :Domaine. De manière très générale, le domaine Ω qui modélise l'objet étudié estinlus dans une variété de dimension m dans l'espae R
d. En pratique, e dernier espaeest de dimension d = 1, 2 ou 3 et, selon la valeur de m ≤ d, le domaine Ω pourraprendre l'une des formes suivantes :� Si m = 1 : segment de ourbe dans R

1, 2 ou 3.� Si m = 2 : domaine surfaique dans R
2 ou 3.� Si m = 3 : domaine volumique dans R
3.Par exemple, si m = 2 et d = 3, Ω sera une surfae, 'est-à-dire, une variété dedimension 2 dans l'espae R

3.Maillage. Le maillage M(Ω) d'un tel domaine Ω est omposé d'éléments de dimension
0 à m :� Si m = 1 : le 1-maillage est omposé de points (S) et d'arêtes (A).� Si m = 2 : le 2-maillage est omposé de points (S), d'arêtes (A) et de faes (F )(triangles, quadrilatères).� Si m = 3 : le 3-maillage est omposé de points (S), d'arêtes (A), de faes (F ) etde volumes (V ) (tétraèdres, prismes, pyramides, hexaèdres).Un m-maillage peut don être assimilé à un modèle de subdivision du domaine quimodélise l'objet.Maillage onsistant. Un m-maillage est dit onsistant si et seulement s'il dé�nit unevariété ombinatoire :� Si m = 1 : le maillage est une 1-variété ombinatoire.� Si m = 2 : le maillage est une 2-variété ombinatoire.� Si m = 3 : le maillage est une 3-variété ombinatoire.



Maillages 59Maillage orret. Un 2-maillage est dit orret si et seulement s'il est homéomorpheà l'objet qu'il approxime.Si la aratéristique d'Euler χ est onnu pour l'objet, le maillage doit véri�er larelation :
S − A + F = χ (3.1)où S est le nombre de sommets, A le nombre d'arêtes et F le nombre de faes. Poinaréa préisé la aratéristique d'Euler en posant :

χ = 2(1 + T − G) + H (3.2)où T est le nombre de surfaes fermées variétés (nombre de vides enfermés dans lesolide), G le nombre de trous qui traversent omplètement le solide (le genre) et H lenombre de trous dans les faes.Si le maillage est sans bord et s'il est formé exlusivement de triangles, on a 2A = 3F .Finesse. La �nesse d'un m-maillage se dé�nit en fontion de la �nesse de ses m-éléments. Soit K un m-élément. La �nesse hK de K est donné par la relation :
hK = max

P1,P2∈K
‖P2 − P1‖ (3.3)où ‖.‖ désigne la norme eulidienne usuelle. Autrement dit, hK est la plus grande dis-tane eulidienne entre deux points de l'élément K. Pour un triangle, 'est aussi lalongueur de son plus grand �té.La �nesse d'un maillage M(Ω) est alors aratérisée par le paramètre h suivant :

h = max
K∈M(Ω)

hK (3.4)Lorsque le maillage n'est pas �n, il est appelé maillage grossier.Régularité. La régularité d'un m-maillage se dé�nit en fontion de la régularité deses m-éléments. Soit K un m-élément. Le paramètre σK , également appelé aspet ratio,est un réel positif qui peut être donné par la relation :
σK =

hK

ρK

(3.5)Le paramètre σK est d'autant plus petit que l'élément est régulier. Dans le as d'unélément triangulaire quelonque, ρK est le rayon du erle insrit dans le triangle K.Pour un triangle équilatéral, le paramètre σK prend sa valeur minimale 2
√

3, et don letriangle est le plus régulier possible. En revanhe, pour un triangle aplati, ρK tend verszéro et σK tend vers l'in�ni, et don le triangle est le moins régulier possible.Dans le as où l'élément K est un quadrilatère ou un polygone quelonque ayant
n sommets, n ≥ 4, la dé�nition de ρK est étendue par ρK = mini=1,...,n ρi, ρi étant lerayon du erle insrit dans le triangle ontenant les deux arêtes issues du sommet i de
K.



60 Chapitre 3La régularité d'un maillage M(Ω) est alors aratérisée par le paramètre σ suivant :
σ = max

K∈M(Ω)
σK (3.6)Qualité en forme. La qualité d'un maillage peut être dé�nie de di�érentes manières.La qualité en forme est une fontion réelle ontinue minimale pour un triangle totale-ment aplati, maximale pour un triangle équilatéral, et généralement normalisée entre 0et 1.Dans une première dé�nition possible, la qualité Q1(K) d'un élément K est simple-ment égale à l'inverse du paramètre σK , multiplié par un oe�ient de normalisation :

Q1(K) = 2
√

3
1

σK

= 2
√

3
ρK

hK

(3.7)Dans une autre dé�nition lassique, la qualité Q2(K) d'un triangle K de sommets
A, B, C est proportionnelle au rapport entre l'aire de e triangle et la somme des arrésdes longueurs de ses �tés :

Q2(K) = Q2(ABC) = 4
√

3
aire(ABC)

AB2 + BC2 + CA2
(3.8)Pour un triangle aplati, l'aire est nulle et don Q2(K) = 0. Pour un triangle équi-latéral, le rapport i-dessus est égale à √

3
12 , d'où le oe�ient multipliateur donné

Q2(K) = 1.De nombreuses autres dé�nitions de la qualité d'un élément ont été proposées. L'uti-lisation de l'une ou l'autre de es dé�nitions n'a généralement pas d'in�uene signi�a-tive sur les maillages générés.En pratique, deux types de maillage peuvent se onevoir :� les maillages uniformes, dans lesquels la taille des éléments est onstante danstout le domaine et� les maillages adaptatifs, dans lesquels la taille des éléments est adaptée loalementaux ourbures de la surfae.Nous allons préiser es notions dans le as partiulier de maillages plans et ompo-sés uniquement de triangles. Dans le as d'un maillage uniforme et dans le as idéal, tousles triangles sont équilatéraux et le paramètre σ = 2
√

3. Cependant, lorsque le domaineest de forme quelonque, un tel maillage est impossible à réaliser. À titre d'illustration,la �gure 3.17 montre le as très partiulier où le domaine est lui-même un triangle équi-latéral, e qui permet e�etivement de le mailler en triangles parfaitement équilatéraux.En revanhe, lorsque le sommet supérieur du domaine a été légèrement déalé vers ladroite, le maillage uniforme est omposé de triangles quasi-équilatéraux.Des dé�nitions présentées i-dessus déoulent les dé�s majeurs que toute méthodede génération de maillage automatique doit soulever. En e�et, pour qu'un maillage soitonsidéré omme satisfaisant il doit satisfaire plusieurs aratéristiques ontraditoires :� être orret et onsistant,� omporter un nombre raisonnable d'éléments,
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Fig. 3.17 � À gauhe, maillage d'un domaine dont la frontière est un triangle équilatéral.À droite, maillage d'un domaine similaire au préédent, le sommet supérieur du triangleayant été déplaé vers la droite. (soure [Lau06℄)� être su�samment �n pour que la géométrie de la frontière soit onvenablementrespetée,� ontenir des éléments su�samment réguliers.En pratique, il est néessaire de trouver un ompromis entre la �nesse et le nombred'éléments : une taille h très prohe de zéro garantirait une très bonne approximationde la frontière mais reste irréalisable puisque le nombre d'éléments serait démesuré. Deplus, l'existene d'un maillage régulier (au sens strit du terme) n'est pas prouvée pourtout domaine Ω. Un maillage régulier est généralement onsidéré omme le meilleurmaillage qu'il est possible de onstruire.Rappelons en�n que, les maillages réguliers sont indispensables pour des appliationsinformatiques basées sur les méthodes d'éléments �nis. Ils sont aussi très utiles pour touttype de simulation ou déformation ar la taille relativement �xe des triangles permetun pas de traitement régulier. Cependant, les maillages adaptatifs o�rent la possibilitéd'optimiser le nombre et la taille des triangles : les petits détails étant représentés aveplus d'élements que les régions plut�t plates. Ces maillages sont généralement requispour les méthodes graphiques de visualisation.3.5 ConlusionDans e hapitre, nous avons rappelé quelques notions de base en modélisationgéométrique. En premier lieu, nous avons revu une dé�nition ombinatoire des variétés,basée sur la théorie des graphes. Ensuite, nous avons disuté les modèles ellulaires etavons fait le lien ave la modélisation des images disrètes, présenté dans le hapitrepréédent. Nous avons aussi présenté les n-G-artes qui sont les modèles topologiquesutilisés dans e travail. Finalement, nous avons rappelé la dé�nition d'un maillage etertaines de ses aratéristiques omme la régularité et la qualité en forme.
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Chapitre 4Reonstrution 2D et 3D4.1 IntrodutionLa génération de maillage est une problématique qui fait partie de la modélisationgéométrique. Ses appliations sont très variées et touhent di�érents domaines tels quel'analyse d'images, la simulation numérique ou enore l'analyse numérique.Dans son sens le plus large, la génération de maillage peut se dé�nir omme l'art deonstruire une représentation géométrique de la frontière (ou du volume) d'un objet (oud'un domaine de alul) à l'aide d'éléments de géométrie simple omme des triangles,des quadrilatères, des tétraèdres, et. Ainsi, le terme maillage est un terme génériquequi désigne toute représentation géométrique omposée de tels éléments. Un maillagesurfaique est généralement un ensemble de polygones orientés (le plus souvent destriangles), alors qu'un maillage volumique est omposé de polyèdres (le plus souventdes tétraèdres ou des hexaèdres).Dans le domaine d'analyse d'images, on utilise le terme de reonstrution dont lajusti�ation est portée par la nature disrète des données. Les tehniques d'imagerienumérique atuelles sont apable de fournir des jeux de données préis et de grandestailles sur à peu près tous les organes dans le domaine médial, par exemple. Les imagesnumériques (ou les nuages de points) ontiennent typiquement un ensemble d'éhan-tillons de l'objet réel et ne sont généralement appropriées ni à l'a�hage et au transfert,ni à la représentation d'une géométrie omplexe en dimension 3, les modèles polygonauxleur étant largement préférés. Ainsi, depuis ses origines qui remontent à plus de quatredéennies, la génération automatique de maillage est un domaine de reherhe qui neesse de progresser. Ces dernières années, de nombreux algorithmes de reonstrutionont été proposés dans le but d'extraire des approximations linéaires par moreaux (destriangulations) diretement à partir des nuages de points ou des images disrètes quiinterpolent la géométrie de la surfae éhantillonnée.Les maillages polygonaux (ou polyédriques) sont indispensables pour les appliationsgraphiques et les simulations numériques, en grande partie pare qu'ils permettent dereprésenter tout type de géométrie et de topologie pour des objets de omplexité quel-onque. Toutefois, les ontraintes exerées sur es maillages di�èrent largement d'un63



64 Chapitre 4domaine d'appliation à l'autre.En rendu, par exemple, l'objetif est, en prinipe, d'a�her une sène omplexe(omposée d'une multitude d'objets polyédriques) aussi rapidement que possible (entemps réel), en fontion des apaités de la arte graphique, sans perte importante depréision (ou en ontr�lant au mieux ette perte). Dans e as, le nombre de rafraîhis-sements d'éran par seonde dite le nombre maximal de primitives (i.e. de triangles)utilisés pour représenter le modèle. Les di�érents objets peuvent être représentés avedes niveaux de détails (LOD) di�érents et leur omplexité dépend alors de leur posi-tion relative par rapport à l'utilisateur (don du point de vue). Ainsi, un objet donnépeut être représenté, par exemple, ave 50 triangles selon un point de vue ou ave 5000triangles selon un autre point de vue.Dans le adre d'une simulation, l'aent est mis sur la préision ainsi que sur leontr�le de la qualité des éléments des maillages. La simulation numérique d'un phéno-mène physique (en méanique du solide, en méanique des �uides, en modélisation deproblèmes thermiques,...) suppose une modélisation de l'état et éventuellement de l'évo-lution de e phénomène, en générale sous forme d'un système d'équations aux dérivéespartielles (EDP). Elle néessite également une modélisation de la forme géométriquede l'objet onsidéré ou de la zone d'espae qui l'entoure. Les méthodes de simulationpar des éléments ou des volumes �nis s'appuient sur une disrétisation du domaine dealul sous forme d'un maillage et herhent une solution approhée aux sommets dee maillage. La solution en tout point du domaine est obtenue par interpolation. Ainsi,la préision, voire la validité, des solutions alulées est liée aux propriétés du maillageutilisé omme support. Ii, un ompromis est herhé entre le nombre de sommets (i.e. lenombre de degrés de liberté) et la qualité de l'approximation géométrique de la surfae(ou du volume).Dans haque domaine d'appliation, 'est l'utilisation �nale qui guide les algorithmesde reonstrution en fontion des prérequis et des besoins des appliations potentielles.4.2 Reonstrution surfaique : un état de l'artComme nous avons vu préédemment, les modèles B-rep sont indispensables pourla majorité des appliations graphiques. Parmi les modèles surfaiques d'un objet, latriangulation oupe une plae partiulière. Enore aujourd'hui, les triangulations sontlargement préférées par rapports aux autres modèles polygonaux, grâe à leurs simplestruture (elles sont souvent représentées omme un ensemble de points et une liste detriangles) et leur failité de manipulation.La reonstrution surfaique, et plus onrètement, la triangulation est un problèmelargement étudié. Proposer un état de l'art des méthodes de reonstrution (dites aussi,méthodes de génération de maillages, dans le as des triangulations) au sens le pluslarge du terme est une tâhe déliate, voir irréaliste. Le nombre d'artiles parus dans lalittérature durant les dernières déennies et ayant trait à e domaine a probablement déjàdépassé le millier d'unités depuis ses débuts au milieu des années 70. Cette multipliitédes méthodes proposées s'explique non seulement par la diversité des données (nuage



Reonstrution surfaique : un état de l'art 65de points, image 3D, volume binaire, modèles expliites ou impliites,... ) mais aussipar les appliations auxquelles les modèles obtenus sont destinés (visualisation réaliste,simulation temps réel, odage de données, ompression,... ).Dans ette setion, nous présentons don, un état de l'art partiel sur les méthodesde reonstrutions les plus populaires, pouvant être utilisées sur des données disrètes.N'y sont pas traitées les méthodes onsarées aux domaines ontinus dé�nis à l'aidede modèles expliites ou impliites (surfaes paramétrées omposites ou surfaes impli-ites issues de la CAO), qui, par ailleurs, néessitent une disrétisation préalable de lafrontière du domaine. Dans et état de l'art, sont en revanhe traitées les approhesde reonstrution permettant d'obtenir des triangulations, ou plus généralement, desmodèles polygonaux, des frontières d'objet disrets.

Fig. 4.1 � Shéma général du proessus de reonstrution.La �gure 4.1 montre une lassi�ation possible des méthodes de reonstrution. Ilest à noter que le type des données et le résultat souhaité restreignent le hoix de laméthode adaptée pour la reonstrution.Les données : Les données pour une méthode de reonstrution peuvent être gros-sièrement lassi�ées en quatre groupes en fontion du fait qu'elles soient struturéesou pas et ombien d'objets elles représentent : nuage de points, ensemble de ontours,



66 Chapitre 4image binaire et image multiouleur.Généralement, un ontour est dé�ni omme une ourbe fermée simple dans un plan.La di�érene majeure entre un ensemble de points et un ensemble de ontours est queles points du nuage de points sont totalement désorganisés (pas de notion de voisinage),alors que dans le as des ontours, le voisinage entre points est onnu sur un ontourmais pas entre deux ontours. Le groupe image binaire (aussi appelé volume binaire)englobe les données pour lesquelles une information omplète de la surfae d'un objet estdisponible. Cette information peut être interprétée soit omme une fontion impliite(ou une iso-surfae), soit omme un ensemble de faes disrètes. Un exemple typique dee type de données est une image binaire obtenue après segmentation de données mé-diales. Les images multiouleur peuvent être obtenues par addition d'images binaires,par exemple.Les limites entre les trois premiers groupes de données ne sont pas toujours dé�-nies lairement. Par exemple, la représentation sous forme d'un volume binaire peuttoujours être transformée en représentation sous forme d'un ensemble de ontours oud'un ensemble de points. Cependant, la reonstrution d'un volume binaire à partird'un ensemble de ontours ou de points n'est pas unique, en général. C'est un problèmeonnu dans le domaine du traitement du signal : un signal analogique éhantillonné peutêtre reonstruit orretement uniquement si la fréquene d'éhantillonnage est deux foissupérieure de la fréquene la plus haute du signal (la loi de Nyquist). Autrement dit, laonnaissane d'éhantillons éparses d'une surfae hautement ourbe (sans autres infor-mations a priori) ne permet pas de garantir la ohérene topologique et géométrique durésultat. Les termes denses ou épars s'appliquent aux données et dépendent de la om-plexité des objets à reonstruire et de la résolution souhaitée pour le modèle résultant.Comme nous avons vu, les données médiales les plus répandues sont les ensemblesde oupes sanner ou IRM dont la segmentation permet la génération soit d'ensemblesde ontours, soit de volumes binaires. Généralement, ette représentation volumique nepeut pas être onsidérée omme omplète ar les plus petits détails géométriques ettopologiques de l'objet sont limités par la taille des voxels. Or la résolution des imagesainsi que les propriétés topologiques des objets ontenus dépendent essentiellement dela résolution des appareils d'aquisition. En pratique, il est néessaire de faire ertaineshypothèses et de supposer le fait que l'objet ne ontient pas de détails importants,plus petits que la résolution de l'image. En partiulier, dans la majorité des donnéesmédiales, la distane entre deux oupes est beauoup plus grande que la distane entredeux pixels d'une oupe, 'est-à-dire que les oupes sont épaisses et qu'il existe des trousentre les oupes dès l'aquisition des données. En e�et, en imagerie médiale, les imagessont généralement anisotropes, 'est-à-dire leurs tailles en X et Y di�èrent de la tailleen Z et les voxels sont des parallélépipèdes et non des ubes.Les maillages : Les résultats des méthodes de reonstrution peuvent être divi-sées en trois groupes. Premièrement, nous distinguons les triangulations ave des pointsprédé�nis qui englobent les triangulations pour lesquelles les sommets sont dé�nis parl'utilisateur. Deuxièmement, nous distinguons le groupe des triangulations ave erreurbornée. Dans e type de triangulations l'aent est mis sur la ohérene géométrique et



Reonstrution surfaique : un état de l'art 67topologique du modèle résultant plut�t que sur la distribution des sommets. Dans eas, l'erreur géométrique est bornée à l'aide d'un paramètre σ, spéi�é par l'utilisateur.Le groupe des triangulations ave d'autres ritères englobe tous les autres résultats,omme par exemple le as des triangulations pour lesquelles seul le nombre de trianglesest spéi�é auparavant ou bien les modèles polyédriques disrets qui s'attahent pluspartiulièrement à la propriété de réversibilité du modèle.Une autre lassi�ation possible des maillages peut être faite en fontion de la to-pologie du modèle. Ainsi les reonstrutions peuvent être divisées en reonstrutionsave ou sans garanties topologiques. Rappelons que les modèles géométriques doiventremplir les ontraintes d'intégrité spéi�ques à haque domaine d'appliation pour êtreonsidérés omme orrets et aeptables (variétés homéomorphes à l'objet disret).Dans beauoup de domaines et notamment dans le domaine médial, les triangulationsdes strutures anatomiques et pathologiques doivent représenter des surfaes fermées etsimples (2-variétés topologiques).Dans les setions suivantes nous présentons ertains aspets théoriques et pratiquesdes di�érentes approhes de reonstrution surfaique et donnons les référenes d'unepartie des méthodes de reonstrution existantes.4.2.1 Triangulation d'un nuage de pointsLa triangulation de Delaunay est l'un des outils les plus répandus pour la générationde maillages non struturés à partir d'un nuage de points. Dans le plan, la triangulationde Delaunay est la triangulation optimale ar elle maximise l'arête la plus petite etminimise le plus petit angle de haque triangle. Les maillages résultants sont onstituésd'éléments réguliers et présentent de très bons indies de qualité en forme. La triangula-tion de Delaunay un outil puissant qui repose sur des bases mathématiques démontrableset qui génère des maillages de propriétés garanties et intéressantes [Ede01℄.Cadre théorique : La triangulation de Delaunay est dé�nie omme le dual dudiagramme de Voronoï d'un ensemble S de points (également appelés n÷uds). Le dia-gramme de Voronoï assoié aux n points pi est l'ensemble des n régions de Voronoï
V or(pi) telles que haque point de l'espae ait pour plus prohe point pi.Dé�nition 4.1 Soit S un ensemble de n points d'un espae métrique (E, d). La re-gion de Voronoï V or(pi) d'un point pi est un sous-ensemble de E, de la forme {x ∈
E|d(x, pi) ≤ d(x, pj),∀j 6= i}, où d est la distane eulidienne.La ellule de Voronoï d'un point pi est un polygone (polyèdre) onvexe fermé quiontient les points de l'espae qui sont plus prohe de pi que de tout autre point de S.Ces ellules reouvrent l'espae sans se hevauher (aussi onnues omme la tessellationde Dirihlet).Le dual géométrique du diagramme de Voronoï est don onnu omme la triangula-tion de Delaunay (voir Fig.4.2). Deux points sont liés par une arête dans la triangulationde Delaunay s'ils appartiennent à des régions de Voronoï adjaentes.



68 Chapitre 4Dé�nition 4.2 Soient p1 et p2 deux points de l'ensemble S. Ces points sont liés parune arête dans la triangulation de Delaunay si et seulement si V or(p1) et V or(p2) sontadjaentes.

Fig. 4.2 � À gauhe, le diagramme de Voronoï d'un ensemble de points. À droite, latriangulation de Delaunay de l'enveloppe onvexe de l'ensemble des points obtenue pardualité (soure [Ede98℄).La triangulation de Delaunay satisfait au ritère de la boule vide, i.e. un triangle(tétraèdre) est valide si et seulement si sa boule ouverte ironsrite ne ontient auunautre point de l'ensemble S. Cette propriété implique la maximisation du plus petitangle du triangle en 2D et la onnexion des plus prohes voisins en dimension générale.Pour un ensemble de points S, la triangulation de Delaunay représente don unmaillage triangulaire (tétraédrique en 3D) de son enveloppe onvexe. Dans R
2, le dual dudiagramme ne ontient que des simplexes à ondition qu'il n'y a pas 4 points oyliques(ritère de l'uniité du maillage). Sinon le dual ontient des polygones qui peuvent êtredéomposé en simplexes pour obtenir une triangulation.Le problème majeur de l'approhe de Delaunay est que l'objet à mailler orres-pond rarement à l'enveloppe onvexe de l'ensemble de ses points. Il faut don d'abordonstruire un maillage de l'enveloppe onvexe et le modi�er ensuite pour obtenir unmaillage onforme à la frontière de l'objet. C'est le problème du non respet du bord(boundary reovery problem) intrinsèque aux méthodes de type Delaunay. Ne onsidé-rant qu'un nuage de points, es méthodes ne peuvent intrinsèquement pas tenir omptedes ontraintes topologiques omme le respet des bords ou des interfaes internes. Pourtransformer le maillage initial de l'enveloppe onvexe en un maillage respetant les bordde l'objet, les méthodes utilisent généralement un maillage d'arête (triangles en 3D) dela frontière de l'objet. Ces arêtes vont don dé�nir des ontraintes topologiques que lesméthodes de ra�nement de Delaunay tentent de respeter au mieux. Deux approhespeuvent être envisagées :� Redé�nir les ontraintes a priori en faisant en sorte qu'elles apparaissent naturel-lement dans la triangulation de Delaunay. C'est l'approhe dite boundary integrity.� Réupérer les ontraintes a posteriori, e qui revient à modi�er la triangulationde Delaunay pour réupérer le bord. C'est l'approhe dite boundary reovery.



Reonstrution surfaique : un état de l'art 69Les algorithmes de e type se di�érenient selon la stratégie mise en oeuvre. Lapremière solution fore le maillage initial à reouvrir le bord par des transforma-tions loales, sans ajout de nouveau points. Dans e as on parle de triangulationde Delaunay Contrainte (onstrained boundary reovery). La seonde reonstruitle bord en insérant des points de Steiner et en retriangulant (onforming boundaryreovery).
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Fig. 4.3 � Illustration du problème du reouvrement du bord en 2D, de gauhe à droite :(1) Disrétisation du bord de l'objet ; (2) Triangulation de Delaunay ; (3) Réupérationdu bord par ajout de points ; (4) Réupération du bord ontrainte.La Fig. 4.3 illustre les deux approhes de réupération du bord. Notons que, d'unalgorithme à l'autre, les maillages résultants de es transformations ne sont pas foré-ment garantis de type Delaunay, 'est-à-dire que le ritère de la boule vide n'est pastoujours satisfait e qui peut s'avérer gênant pour les méthodes de simulation exigeantdes garanties sur le type du maillage.En dimension 2, il a été démontré que le bord de tout polygone (pieewise linearpolygon) peut être reonstruit par une série de swaps des arêtes de la triangulationde Delaunay, sans ajouter des points de Steiner, e qui garantit la onvergene duproessus [FG99℄. Par onséquent, les méthodes de réupération du bord en 2D peuventêtre onsidérées omme abouties [Wea90, BG97℄. En revanhe, en 3D, es méthodesrestent enore sous investigations.Aspets tehniques : Dans sa version mathématique, la théorie de Delaunay-Voronoï peut être quali�ée de � ontinue �, dans le sens où elle est dé�nie et prouvéedans l'espae R
n et utilise les notions ontinues de droite, erle et sphère ainsi que ladistane eulidienne. Par onséquent, l'implémentation algorithmique de es oneptsontinus dans le monde informatique qui, par essene, est disret, peut être plus oumoins réussie et �able. En e�et, la prinipale faiblesse des algorithmes géométriquess'avère être leur manque de robustesse dans les aluls en virgule �ottante [DP02℄. Plusonrètement, on parle d'inexatitude numérique lors de l'évaluation des prédiats quisont des questions géométriques élémentaires, omme par exemple, étant donnés un planorienté et un point : � De quel �té du plan se trouve le point ? �.



70 Chapitre 4L'implémentation algorithmique de la triangulation de Delaunay néessite 2 prédi-ats bien onnus :� test d'orientation - déide de quel �té du plan orienté dé�ni par 3 points non-olinéaires se trouve un quatrième point.� test de la sphère - étant donnée la sphère ironsrite de 4 points, déide si uninquième point est à l'intérieur de ette sphère ou pas.En pratique, l'évaluation de es deux prédiats peut être ramenée à l'évaluation du signedu déterminant d'une matrie 3 × 3 pour le premier prédiat et d'une matrie 4 × 4pour le seond. Cependant, une implémentation naïve des formules algébriques en C++,même en utilisant le type double, s'avère très sensible aux erreurs d'arrondi intrinsèquesaux aluls en virgule �ottante et peut générer des résultats erronés, voire éhouer om-plètement. Une solution e�ae à es problèmes est l'arithmétique exate [Yap97℄ mais,naturellement ette tehnique est très gourmande en terme de temps de aluls et rendles algorithmes extrêmement lents. Il est à noter que l'évaluation des prédiats peutreprésenter de 40% à presque 100% du temps de alul d'une triangulation. Par onsé-quent, la solution ourante pour améliorer les performanes onsiste à ombiner uneévaluation naïve (ave une erreur erti�ée et bornée) pour les as � failes � ave uneévaluation en arithmétique exate uniquement pour les as dégénérés. Cette approheest onnue sous le nom de �ltrage arithmétique et donne des résultats satisfaisants enpratique [BBP01, BFS98, FW96℄. En e�et, beauoup de reherhes ont été menées pourtrouver le ompromis idéal entre le temps d'exéution et la robustesse des algorithmes.Atuellement, on onnaît une multitude de �ltres arithmétiques et de types de odagequi possèdent des hypothèses plus ou moins fortes sur les données mais une disussionplus approfondie sur les avantages et les inonvénients de es méthodes sortirait de notrepropos. Ii, nous nous ontenterons de dire que, mis à part les quelques problèmes teh-niques d'implémentation, la triangulation de Delaunay reste indéniablement un oneptmathématique très élégant et attrayant.Dans ette thèse, nous présenterons un point de vue disret sur la théorie de Voronoï-Delaunay. Nous nous sommes penhés sur la question de transposition de e oneptdans le monde disret, e qui revient, en e�et, à ontourner ses problèmes lassiquesd'erreur de alul, tout en exploitant au mieux ses avantages.Algorithmes : Beauoup de travaux ont été menés pour proposer des algorithmesde reonstrution d'une surfae lisse et sans bord à partir d'un ensemble d'éhantillons[ABK98, AB98, ABE98, ACK01a, ACK01b, ACDL02, DG03, CDRR04, BC00, BO03,ORY05℄. Pour un état de l'art, le leteur peut se référer à [CGY04℄.En générale, es méthodes de reonstrution donnent des garanties théoriques sur lavalidité des maillages sous des onditions d'éhantillonnage des points d'entrée [ES97,AB98, AB02℄. Par exemple, un ensemble de points S est dit ǫ-éhantillonné [AB98℄,si et seulement si, pour tout point p de S, la distane eulidienne de p à son voisinéhantillonné le plus prohe est au plus ǫ fois la distane entre p et son plus prohe pointde l'axe médian de S. Ainsi, pour des points d'entrée ǫ-éhantillonnés sur une surfaelisse (ǫ ≤ 0.06), il a été prouvé que les algorithmes onvergent et que la triangulationde Delaunay résultante est orrete et onsistante.



Reonstrution surfaique : un état de l'art 71Réemment, des algorithmes prouvés orrets ont été proposés pour la reonstrutionde surfae lisse [BO03℄ et des volumes bornés par es surfaes [ORY05℄. Il a été prouvéque es deux algorithmes terminent et qu'ils produisent des maillages de bonne qualité,tout en o�rant le ontr�le sur la distane du maillage de la frontière originale et desa taille. Un aspet notable de es algorithmes est que la surfae doit être onnueseulement via un orale qui, pour un segment de droite donné, détete si le segmentintersete la surfae, et si oui, retourne le point d'intersetion. Cei rend les algorithmesplus pratiques et utilisables pour une plus large lasse de surfaes.Cependant, assurer les onditions d'éhantillonnage en pratique reste un problèmeomplexe. En e�et, il est très di�ile d'estimer si un éhantillonnage est su�sammentdense lorsque nous ne onnaissons pas une expression analytique de l'objet à reons-truire. De plus, dans le as où l'axe médian touhe la surfae de l'objet (situation trèsfréquente en imagerie médiale où les objets voxels sont très bruités), la théorie de l'ǫ-éhantillonnage, stipule qu'à et endroit, une in�nité de points est néessaire pour quela topologie de la surfae reonstruite soit garantie.En e�et, la di�ulté majeure des méthodes de reonstrution basées sur la triangula-tion de Delaunay vient du fait que les données, étant des points totalement désordonnés,ne portent, a priori, auune information topologique de la surfae sur laquelle ils sontéhantillonnés.Comme nous allons le voir dans les setions suivantes, ette di�ulté s'estompeave les autres types de données disrètes. Les ensembles de ontours o�rent déjà unemeilleure onnaissane de la surfae sous-jaente et permettent ertaines onsidérationstopologiques, alors que les volumes binaires la dé�nissent entièrement.4.2.2 Triangulation d'un ensemble de ontoursLes méthodes de triangulation d'un ensemble de ontours sont très populaires enimagerie médiale où les données fournies par les sanners sont naturellement organiséesen ontours loalisés sur des plans parallèles. Ces méthodes herhent à onneter lesontours par triangles.En générale, la triangulation de ontours est plus faile que la triangulation d'unensemble de points totalement désordonnés pare que les relations de voisinage entre lespoints d'un ontours sont onnues. Ces méthodes herhent à résoudre trois problèmesdi�érents (omme stipulé par Bajaj [BCL96℄) :� orrespondane : la orrespondane dé�nie la orrélation entre les ontours deplans adjaents ;� branhement : le problème de branhement apparaît lorsqu'un plan ontient ununique ontour alors que le plan suivant ontient plus d'un ontour, e qui impliquela néessité de réer une � branhe � entre les deux plans ;� triangulation : la triangulation est hargée de reonstruire e�aement un maillagetriangulaire entre les di�érents ontours.Initialement es méthodes ont été limitées au as où haque plan ontient un seulontour [Kep75, FKU77℄. Ces méthodes utilisent typiquement la programmation dyna-mique pour optimiser ertaines propriétés spéi�ques de la triangulation omme, par



72 Chapitre 4exemple, minimiser la surfae de la triangulation ou maximiser le volume de la triangula-tion. Beauoup d'autres méthodes ont été développées depuis es débuts pour proposerdes solutions plus ou moins heuristiques au problème des branhements [Boi88, BST00,BGLSS03, EPO91℄. L'avantage de es méthodes de reonstrution est qu'elles sont e�-aes et failes à implémenter. Cependant, les maillages obtenus sont rarement de bonnequalité ar les triangles très �ns ne peuvent pas être évités systématiquement.4.2.3 Triangulation d'un volume binaireLes algorithmes de e groupe sont généralement utilisés sur une image tridimension-nelle binaire, même s'ils peuvent diretement être appliqués sur des images de niveauxde gris ave une valeur de seuillage spéi�ée. L'image est onsidérée omme une grillerégulière dont les n÷uds sont des valeurs d'éhantillonnage d'un hamp salaire ontinu(qui peut être vu omme une fontion impliite). Ce hamp est supposé être prohede l'interpolation trilinéaire des valeurs données aux n÷uds de la grille. L'utilisateurfournit un paramètre π, dit iso-valeur, qui permet de dé�nir l'iso-surfae π. C'est laraison pour laquelle dans la littérature, ertains auteurs parlent de triangulation d'uneiso-surfae ou triangulation d'une fontion impliite.Dans le as d'une image binaire, le volume binaire est onsidéré omme une fontionde f : R → {0, 1} où les voxels de l'objet ont pour valeur 1 alors que les voxels du fondont pour valeur 0. Dans e as, la reonstrution herhée orrespond généralementà l'iso-surfae orrespondante à f = 0.5. Cei revient à dire que les sommets de latriangulation sont positionnés aux milieux des arêtes de la grille.

Fig. 4.4 � La table des 15 on�gurations standards de l'algorithme du Marhing Cubes.Dans ette atégorie, l'algorithme le plus répandu est ertainement le MarhingCubes, développé par Lorensen et Cline [LC87℄. Dans de nombreux domaines et no-tamment dans le domaine médial, l'idée préonçue selon laquelle le problème de lareonstrution des strutures anatomiques segmentées à partir d'une image médialeest résolu depuis 1987 ave l'apparition de et algorithme existe enore. Cependant,omme nous allons le voir dans e qui suit, il présente de nombreux défauts dans saversion originale et malgré les améliorations onsidérables apportées par une multitude



Reonstrution surfaique : un état de l'art 73de reherhes portant sur le sujet, il ne peut pas être onsidéré omme un algorithmeuniversel.Le suès de et algorithme est indéniablement dû à sa simpliité, rapidité et failitéd'implémentation. L'idée de base est de balayer l'image par blos de 8 voxels (formantun ube virtuel) et à l'aide d'une table de on�gurations préalulées, d'extraire unensemble de triangles de haque ube virtuel qui intersete la frontière de l'objet.La table ode les di�érentes répartitions possibles des sommets du ube virtuelentre les points appartenant à l'objet et les points appartenant au omplémentaire. Les256 on�gurations possibles peuvent être ramenées à 15 on�gurations par symétries,rotations et ompléments (Fig.4.4). À haune de es répartitions, la table assoie deséléments de surfae (triangles) permettant de séparer les points de l'objet des points dufond dans un ube virtuel donné. L'union des faettes ainsi générées onstitue la surfaede l'objet.Marhing Cubes et 2-variétés : Dans sa version originelle, et algorithme peutproduire des surfaes triangulées non fermées [Dür88℄ e qui ontredit la dé�nition del'iso-surfae dans un hamp potentiel ontinu. C'est-à-dire qu'il n'est pas garanti quel'iso-surfae obtenue soit une surfae (nous entendons par là 2-variété ombinatoire)[ZSK94, NH91℄. En partiulier, la �gure 4.5 illustre une situation où la surfae généréepar le MC présente un trou. Ce problème pourrait sembler mineur dans le as d'unelarge surfae générée à seule �n de visualisation ar il n'a quasiment auune inidenesur le résultat a�hé. En revanhe, la orretion de e problème de fermeture devientnéessaire si nous souhaitons exploiter le modèle géométrique onstruit pour simuler unparours dans l'espae délimité par une paroi (navigation virtuelle), ou pour le alul devolume. De même, l'absene de garanties topologiques rend périlleuse l'utilisation d'ungrand nombre d'algorithmes de simulation, de realage ou de réalité augmentée dans ledomaine médial.
A

B

C

D

Fig. 4.5 � Le � problème du trou de type A � tel qu'il apparaît dans l'algorithme origineldu MC. Le trou est ABCD.De nombreuses méthodes ont été proposées pour modi�er l'algorithme du Mar-hing Cubes de façon à e que les surfaes onstruites soient fermées [Nie03, LLVT03,CGMS00, GMN01℄.En réalité, les imperfetions du Marhing Cubes proviennent des ambiguïtés inhé-rentes au ube, un problème qui n'est pas sans rappeler la multipliité des adjaenes en



74 Chapitre 4topologie disrète. En e�et, s'il semble relativement évident que deux points situés surl'arête d'un même ube virtuel sont adjaents, il est plus disutable que tel soit le asde deux points sur la diagonale d'une fae (dites faes ambiguës) ou enore opposés parrapport au entre du ube. La �gure 4.6 illustre une fae ambiguë et les trois manièrespossibles de séparer les points noirs des points blans.
Fig. 4.6 � Ambiguïté dans l'algorithme du Marhing Cubes et trois manières di�érentesde séparer les points de l'objet (en noir) des points du fond (en gris).La �gure 4.7(a) donne un exemple onret du trou que présente la surfae géné-rée par l'algorithme du Mahing Cubes originel. Supposons que le ube virtuel de laon�guration 12 est adjaent au ube virtuel du omplémentaire de la on�guration4. Ces ubes partagent une fae ambiguë où les points noirs (de l'objet) sont diagona-lement opposés. Il existe deux triangulations permettant de résoudre orretement eproblème 4.7(b,). Ce qui distingue es on�gurations est la onnexité hoisie pour lespoints noirs. Si l'objet est onsidéré omme 18-onnexe (don le fond est 6-onnexe),les sommets noirs de la fae ambiguë sont onnetés de façon à assurer la ontinuité dela surfae (les points sont voisins)4.7(b). Dans le as inverse (l'objet est 6-onnexe et lefond 18-onnexe), la ontinuité est assurée pour le fond 4.7().

(a) (b)
()Fig. 4.7 � (a) Deux ubes virtuels adjaents à une fae ambiguë. Le maillage présente desinohérenes topologiques. (b) Une première solution possible au problème préédent.() Deuxième solution possible.Beauoup de solutions ont été apportées pour résoudre les ambiguïtés topologiques



Reonstrution surfaique : un état de l'art 75de l'algorithme du Marhing Cubes. Pour onneter les points, Wywill et al. [WMW86℄ont suggérés d'utiliser la valeur de la fontion impliite (ou le hamp ontinu) au entrede la fae. Cette solution ne onduit pas toujours à un résultat orret [Mat94℄. Nielsonet Hamann [NH91℄ ont proposé d'utiliser une représentation bilinéaire de la fontion, laourbe dérivant l'intersetion de l'iso-surfae ave l'arête étant alors une ourbe hyper-bolique. En dé�nissant la valeur de la fontion aux points d'intersetion des asymptotesde l'hyperbole, il est possible de prédire la onnexion exate. Cependant, es approhesn'ont guère d'intérêt pratique dans le as des données disrètes où les valeurs de lafontion ne sont onnues qu'aux sommets des ellules.D'autre auteurs [CP98, FB96℄ ont pro�té des propriétés des ompositions simpli-iales de l'espae pour proposer l'approhe du Marhing Tetrahedra. Ce sont des algo-rithmes d'extration d'iso-surfae basés sur le balayage de tous les tétraèdres de l'imagear dans un tétraèdre, toute paire de sommets partage une arête ommune, et il n'ya don plus d'ambiguïtés onernant l'adjaene. Par suite, la question est de savoiromment partitionner l'espae en une série de tétraèdres, dont les sommets doivent,en général, être des points de Z
n. Les ritères retenus par la plupart des auteurs d'al-gorithmes de e type pour omparer leur triangulation de l'espae sont le nombre detétraèdres par ube unitaire de l'image, les proportions de es tétraèdres et leur simi-litude. Une bonne triangulation, selon les ritères les plus ommunément admis, doitontenir peu de tétraèdres par ube et les plus réguliers possibles. Pour obtenir destriangulations répondant à es ritères, les auteurs s'autorisent parfois à introduire despoints intermédiaires, ou à alterner des triangulations di�éremment orientées de ubesunitaires.

Fig. 4.8 � Con�gurations obtenues pour la table d'indiretion du Marhing Cubes en utilisant lathéorie des analogues ontinus de frontières disrètes (soure : [LM00℄). (a) Table d'indiretion utiliséedans le as où la 6-adjaene est utilisée pour l'ensemble des points noirs. (b) Pour la 18-adjaene,es on�gurations génèrent des polygones identiques à la 6-adjaene, mais présentent des subdivisionsen triangles di�érents. () Con�gurations à modi�er dans le as où la 18-adjaene est utilisée pourl'ensemble des points noirs (auquel as l'ensemble des points blans est néessairement 6-onnexe). (d)Con�guration supplémentaire à modi�er dans le as où la 26-adjaene est utilisée pour l'ensemble despoints noirs.



76 Chapitre 4À notre onnaissane, Lahaud est le premier auteur qui lie la notion de topologiedisrète à l'algorithme du Marhing Cube. Dans [LM00℄, il propose un algorithme detype Marhing Cube topologiquement orret en utilisant des analogues ontinus dessurfaes disrètes en surfels. Pour e faire, il onsidère les voxels de l'image ommedes points à oordonnées dans Z
n. Les points de support de la surfae, situés sur lesarêtes des ubes virtuels sont alors dé�nis similairement aux surfaes disrètes (i.e. parle biais des paires de points adjaents). Ensuite, et 'est la grande di�érene ave leMarhing Cubes, pour haque omposante onnexe de l'objet dans le ube virtuel, unomplexe polyédrique est dé�ni représentant son extension ontinue. L'union des bordsde es omplexes polyédriques ompose l'analogue ontinu de la surfae disrète. Plusréemment, X. Daragon [Dar05℄ s'appuie sur les travaux de Lahaud et propose un algo-rithme similaire en utilisant la théorie des ordres frontières. Dans les deux as, il s'agit,grossièrement, d'une adaptation de la table des on�gurations du MC en fontion de laonnexité hoisie pour les objets (voir Fig.4.8). Lahaud a même prouvé que son algo-rithme permet d'obtenir des pseudo-variétés quelque soit la dimension de l'image, sousondition que les relations d'adjaene hoisies pour l'objet et pour son omplémentaireforment une paire de Jordan. Les travaux de Lahaud résolvent le problème posé dansle adre de la topologie disrète : par le biais des surfaes en surfels d'Herman, il obtientune surfae disrète véri�ant de bonnes propriétés topologiques et, par l'introdutiondes analogues ontinus, il fournit un plongement d'une telle surfae dans R

n véri�antlui aussi de bonnes propriétés topologiques orrespondant à elles de la surfae disrètequ'il représente.Simpli�ation : Un défaut du Marhing Cube est le fait que les maillages généréssont très denses et néessitent une simpli�ation. Pour un tour d'horizon des algorithmesde simpli�ation, aussi onnus omme algorithmes de déimation de maillages, le leteurintéressé pourrait voir [CMS98, Lue01℄. En e�et, une on�guration de la table du MCpeut générer entre 1 et 5 triangles. En partiulier, en imagerie médiale, on obtient desmaillages très �ns (de 1 000 à 350 000 faes par organe) qui néessite souvent une sim-pli�ation avant toute autre utilisation omme le plaquage de textures réalistes pour lesbesoins de la visualisation ou bien le alul d'une déformation pour la simulation hirur-giale. Par ailleurs, la tendane est à la hausse ave les nouveaux appareils d'aquisitiond'image médiale où les images ont une résolution arue.Marhing Triangles : Une solution pour éviter les triangles de mauvaise qualitéet pour réduire la taille des maillages a été proposée par les méthodes des MarhingTriangles. Ces méthodes ont été introduites pour la reonstrution de surfae impliiteet proède par roissane du maillage à partir d'un élément de départ (triangle ou arête)selon le ritère de Delaunay de la sphère vide. Il existe des méthodes à pas �xe quiproduisent des maillages presque équilatéraux de bonnes qualité [HI97℄ et des méthodesadaptatives [AG01, KS01℄ qui adaptent le pas de roissane du maillage en fontionde la ourbure et du gradient sous-jaent. Ces méthodes sou�rent essentiellement deproblèmes au niveau de la fermeture des maillages. En pratique, une étape de déouvertedes trous et de leur fermeture est généralement néessaire si un maillage fermé est



Reonstrution surfaique : un état de l'art 77attendu. Notons que ette approhe pourrait être utilisée diretement sur la frontièredisrète des objets voxels, ependant nous ne onnaissons pas de méthodes publiées sure sujet.Lissage des bords : Considérons une image binaire 3D et un objet disret onstituédes points disrets de valeur 1. Si l'iso-surfae est extraite en utilisant un seuil de0.5, alors il est faile de remarquer que les sommets de la surfae du MC se trouventexatement au milieu des arêtes de haque ube virtuel, lorsqu'une extrémité de l'arêteest dans l'objet et l'autre non.Considérons maintenant que les points disrets sont interprétés par des voxels. Cetteapprohe est onnue aussi sous le nom d'approhe uberille. La �gure 4.9 montre un ubevirtuel (8 points de la grille 3D) et son intérprétation uberille (8 voxels entrés auxpoints de la grille). Il est faile de voir que si les points de l'objet disret sont interprétéspar des voxels, les sommets de la surfae triangulée du MC oïnident ave les entresdes surfels de la surfae en surfels de l'objet voxel (voir Fig.4.10). La �gure 4.11 illustrela surfae triangulée générée par l'algorithme du Marhing Cubes pour la on�guration6 de la �gure 4.8(a) où les points disrets sont onsidérés omme des voxels. Notons queles sommets de la surfae triangulée étant aux milieux des surfels, la surfae oupe àtravers les voxels et, par onséquent, elle lisse le bord.Remarquons, par ailleurs, qu'à haque surfel de la surfae de l'objet disret orres-pond exatement un sommet de la surfae triangulée. En e�et, ei explique pourquoi lenombre de faes de la surfae triangulée est très important et pourquoi elle néessite unesimpli�ation pour augmenter le gain de stokage en mémoire par rapport au stokagede la surfae en surfels de l'objet disret.
Fig. 4.9 � Un ube virtuel et son interprétation en voxels.Le problème du lissage des bords est inhérent à l'algorithme du Marhing Cube (voirFig.4.12). Nous venons de voir que, par dé�nition, l'algorithme ne peut pas préserver lesarêtes vives ou les oins sur la surfae de l'objet disret. Ce lissage s'avère très gênantdans beauoup d'appliations, et notamment dans le domaine médial où une préisionaux bords est très souhaitable, voire requise.Cet inonvénient est dû au fait que l'algorithme du Marhing Cubes standard éhan-tillonne la surfae sur une grille uniforme qui, a priori, ne peut pas être alignée exate-ment aux éléments du bord de l'objet. Par onséquent, dans les endroits de forte our-



78 Chapitre 4
Fig. 4.10 � Les milieux des arêtes du ube virtuel oïnident ave les entres des surfelsde la surfae en surfels de l'objet disret.
Fig. 4.11 � Exemple de surfae triangulée obtenue sur la on�guration 6 de la �gure4.8(a) où les points disrets sont remplaés par des voxels.

Fig. 4.12 � À gauhe, un objet binaire 3D. À droite, la surfae triangulée obtenue par l'algorithmedu Marhing Cubes. (soure [CS04℄.)bure, apparaissent des artefats et l'erreur d'approximation de la surfae sous-jaenteaugmente. Une solution à e problème est de ra�ner la grille pour diminuer l'erreurd'approximation. Cependant, même ave une grille exessivement �ne, la normale dela surfae extraite ne va jamais onverger vers la normale de la surfae ontinue sous-jaente sur les arêtes vives et les oins [KBSS01℄. Une autre solution est d'adapterloalement la grille en fontion de la ourbure des éléments de la surfae. Mais etteadaptation est di�ile à gérer et implique la perte de ertaines propriétés avantageusesdu Marhing Cubes lassique omme la simpliité et l'e�aité.Pour répondre à e problème, Kobbelt et al. [KBSS01℄ proposent un nouvel algo-



Reonstrution surfaique : un état de l'art 79rithme (Extended Marhing Cubes) qui onvertit un hamp de distane ontinu en unmodèle polygonal. L'algorithme est basé sur la notion de distane diretionnelle en x, yet z (par opposition à la distane salaire utilisée lassiquement dans l'algorithme).L'Extended Marhing Cubes détete les ubes virtuels ontenant des éléments de forteourbure (arêtes vives ou oins) et à l'aide de l'information loale de distane et du gra-dient, alule un nouveau point d'éhantillon et le rajoute dans le maillage initialementobtenu (voir Fig.4.13).

Fig. 4.13 � L'éhantillonnage sensible à la ourbure de la surfae se fait en trois étapes. D'abord,l'algorithme détete les ubes virtuels ontenant des éléments de forte ourbure (gauhe). Ensuite, unnouveau point d'éhantillonnage est ajouté dans le maillage : les points verts symbolisent les arêtesvives et les points rouges les oins (entre). Finalement, les arêtes autour des nouveaux points sontinversées (droite). Soure : [KBSS01℄Les méthodes duales : Une autre solution possible pour résoudre les problèmesdes artefats sur la surfae omme les arrondis des angles vifs ou l'aspet � marhesd'esalier �, typique pour les données binaires, onsiste à utiliser une approhe duale.Cette approhe a été proposée pour la première fois dans [Gib98℄, où les auteurs dé�-nissent les Surfae Nets élastiques sur des données binaires segmentées. La onstrutiondu maillage ommene par l'identi�ation de tous les ubes virtuels (8 voxels adjaents :4 voxels de 2 plans adjaents) qui ontiennent une séparation de l'objet et du fond. Si aumoins l'un des 8 voxels possède une valeur binaire di�érente de es voisins, alors e ubeest onsidéré omme un ube de surfae. Ensuite, le surfae net est initialisé en plaçantun sommet au entre de tous les ubes de surfae et en onnetant les sommets quiappartiennent à des surfae ubes adjaents. Chaque sommet peut avoir au maximum6 voisins : devant, derrière, bas, haut, droite, gauhe. La position de haque sommet estensuite relaxée (à l'intérieur du ube dont il est le entre) de façon à diminuer l'énergiealulée sur les arêtes (voir Fig.4.14). Ce déplaement des n÷uds vise à projeter lessommets sur la surfae sous-jaente et utilise généralement les diretions du gradient, siette information est disponible. Après la déformation élastique, le surfae net est plusou moins lisse en fontion du alul d'énergie hoisi et du nombre d'itérations e�etuées.Il est important de noter que ette relaxation peut modi�er la topologie de la surfae
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Fig. 4.14 � Artefats sur la surfae d'un objet disret. (a) Le surfae net est initialisé ave dessommets situés au milieu de haque ube de surfae. (b) Relaxation élastique de la position de haquesommet (le sommet reste à l'intérieur de son ube). Soure : [Gib98℄initiale (voir Fig.4.15).En pratique, ette onstrution duale revient à insérer un n÷ud pour haque ubevirtuel, 'est-à-dire pour haque on�guration du Marhing Cubes. La �gure 4.17 montreun surfae ube où les voxels sont représentés par des points ainsi que le n÷ud du sur-fae net (le point jaune au entre du ube). Notons que e surfae ube orrespond àla on�guration 6 de l'algorithme du Marhing Cubes (voir. Fig.4.8(a)). Pour onneterles n÷uds du surfae net en faes, il faut déteter les arêtes du ube ave des extrémi-tés di�érentes. Ce sont les arêtes vertes sur la �gure 4.17. Chaune de es arêtes étantinidente à exatement 4 surfaes ubes, les n÷uds assoiés à es ubes sont onnetéspour former un quadrilatère. Les surfaes nets sont, par dé�nition, des surfaes quadrila-tères. Cependant, ils peuvent être triangulés e�aement en déoupant les quadrilatèresle long de leur plus petite diagonale.Contrairement à e que ertains auteurs a�rment [JLSW02℄, le surfae net proposépar Gibson n'est pas le dual (� dans le sens standanrd �) de la surfae générée parl'algorithme du Marhing Cubes.Rappelons que la dualité standard entre deux polyèdres P et P ′ implique l'exis-tane de deux bijetions de l'ensemble des sommets de l'un vers l'ensemble des faes del'autre. Ainsi, le dual P ′ a autant d'arêtes que P et les nombres de sommets et de faess'éhangent. De plus, la dualité onserve la onnexité et l'orientabilité de la surfae.En e�et, le surfae net dual a autant de faes que la surfae du MC a de sommets, paronstrution. Rappelons que les sommets de la surfae du MC se situent sur les arêtes desubes virtuels et le surfae net onstruit une fae pour haune de es arêtes. Cependant,dans ertaines on�gurations, la bijetion entre les faes du MC et les sommets dusurfae net n'est pas assurée. En partiulier, dans les on�gurations roisées du MC, lesurfae net ne préserve pas la topologie et la ontinuité de la surfae.À titre d'exemple, nous avons représenté sur la �gure 4.18 la on�guration 5 del'algorithme du Marhing Cubes (voir. Fig.4.8(a)). La surfae générée par le MC est
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Fig. 4.15 � Exemples de surfae nets obtenus à partir d'objets binaires 2D. Chaque ligne ontientles surfae nets superposés à l'objet initial pour des nombres de relaxation di�érents. La première lignemontre le surfae net d'un erle relaxé respetivement (de gauhe à droite) 0, 1, et 10 fois. La deuxièmeligne montre le as d'un retangle et les résultats après 0, 1 et 30 relaxations. Finalement, la troisièmeligne donne l'exemple d'un objet plus omplexe ontenant des petits trous et des parties très �nes. Sonsurfae net a été relaxé 0,1, et 20 fois (de gauhe à droite). Après les itérations les ourbes ont unaspet plus lisse et les oins sont bien vifs. Soure : [Gib98℄omposée de deux moreaux de surfae qui séparent les points de l'objet (en noir)lorsqu'ils sont onsidérés ave la 6-onnexité. Notons que, dans ette on�guration, lesurfae net dual présente un unique sommet singulier (où la surfae est repliée sur elle-même). En e�et, dans toutes les on�gurations où le Marhing Cube génère plus d'ununique moreau de surfae, nous n'avons pas une dualité au sens topologique standardentre le surfae net et la surfae du MC. Si le bord de l'objet disret présente e typede on�gurations, le surfae net dual n'est pas une 2-variété : il ontient des arêtes etdes sommets de singularité. C'est une quasi ou une pseudo 2-variété.Il est important de noter ii que le surfae net, avant les déplaements des n÷uds,n'est rien d'autre que la surfae en surfels de l'objet disret. Plus onrètement, 'estle 2-omplexe ellulaire qui modélise la surfae disrète : les n÷uds, les arêtes et lesfaes du surfae net orrespondent, respetivement, aux pointels, aux lignels et auxsurfels du omplexe. Notons aussi que dans la littérature nous renontrons le terme deméthode uberille pour désigner les méthodes de reonstrution qui fournissent e typede maillage [CHRU85, Kal92℄.
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(a) (b)

() (d)

(e)Fig. 4.16 � (a) La surfae triangulée obtenue par le Marhing Cubes. (b) La mêmesurfae qu'en (a), sauf que les polygones ne sont pas triangulés : 'est la surfae àarreaux de surfae. () Le surfae net dual après déformation élastique. (d) Le surfaenet triangulé. (e) Le maillage selon l'approhe uberille : orrespond au surfae netinitial et au 2-omplexe ellulaire modélisant le bord disret.
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Fig. 4.17 � De gauhe à droite : la on�guration 6 de l'algorithme MC et le polygonegénéré ; le surfae ube orrespondant et le n÷ud du surfae net, en jaune ; les faes dusurfae net ; dualité entre le polygone du MC et le surfae net.
Fig. 4.18 � De gauhe à droite : la on�guration 5 de l'algorithme MC et les moreauxde surfae générées ; le surfae ube orrespondant et le n÷ud du surfae net, en jaune ;les faes du surfae net ; pas de dualité entre la surfae du MC et le surfae net.À notre onnaissane, Nielson est le premier qui, en 2004, dé�nit une vraie surfaeduale de la surfae produite par le Marhing Cubes, [Nie04℄. Pour e faire, il introduit lanotion de surfae à arreaux en éliminant les arêtes internes qui triangulent les polygonesgénérés par le MC.La �gure 4.19 montre la table des 23 on�gurations du Marhing Cubes sous forme dearreaux de surfae pour un objet 6-onnexe, proposée par Nielson. Cette table ontientles 15 on�gurations lassiques et leurs omplémentaires et permet de retrouver toutesles 256 on�gurations entre les points de l'objet et les points du fond uniquement parles 24 rotations du ube, [Nie03℄.La surfae duale est quadrilatère omme les surfaes nets, elle est dé�nie selon latable d'indiretion représentée sur la �gure 4.20. Par onstrution, ette surfae possèdeles mêmes propriétés topologiques que la surfae générée par l'algorithme du MarhingCubes pour un objet disret 6-onnexe : 'est une 2-variété sans bords. Nous pouvonsremarquer que les on�gurations roisées ne génèrent pas de sommets singuliers, ontrai-rement aux surfaes nets : les di�érents arreaux de la surfae du MC sont traduits pardi�érents sommets dans le dual. Cependant, les objets 18- et 26-onnexes ne sont pastraités dans e travail. Nous reviendrons sur e problème dans le hapitre 7, dans lequelnous montrerons omment onstruire les surfaes duales pour es deux onnexités.Les méthodes duales ont béné�ié d'un intérêt important essentiellement puisqu'elles
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Fig. 4.19 � La surfae générée par l'algorithme du Marhing Cube sous forme de arreaux de surfae.(soure [Nie04℄).
produisent des maillages de meilleur qualité que les maillages produits par le MarhingCubes. Grâe aux déplaements des n÷uds, les maillages résultants sont, en partiu-lier, beauoup plus lisses. De plus, dans ertains as, les méthodes peuvent être adaptéespour fournir des maillages ne néessitant pas simpli�ation. Dans [JLSW02℄, les auteursombinent les Surfae Nets et l'Extended Marhing Cubes pour proposer une méthode,basée sur un otree, qui permet de générer des maillages adaptatifs qui préservent lesarêtes vives et les oins. De plus, ils étendent leur algorithme pour le as des imagesmultiouleurs. Cependant, les maillages résultants ontiennent des triangles de très mau-vaise qualité. Un autre algorithme de reonstrution duale d'une fontion impliite estproposé dans [SW04℄. Cet algorithme (Dual Marhing Cubes) est fondamentalementdi�érent des autres ar il utilise non seulement la grille ubique uniforme lassique maisaussi une grille duale pour le proessus d'extration de la surfae. Les modèles poly-gonaux résultants ne ontient pas de trous, sont adaptés à la surfae sous-jaente etreproduisent les endroits de forte ourbure ave une erreur bornée (voir Fig.4.21).
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Fig. 4.20 � La surfae duale de la surfae générée par le Marhing Cube, proposée par Nielson.(soure [Nie04℄).Réapitulatif : La �gure 4.16 propose un réapitulatif sur les maillages obtenus avel'algorithme des Marhing Cubes, les Surfae Nets et les surfaes disrètes en surfels.La surfae triangulée alulée ave le MC à partir d'un objet disret est représentéesur la �gure 4.16(a). Nous remarquerons que ette surfae ontient une multitude detriangles de mauvais aspet-ratio ar les sommets des triangles sont ontraints sur lesarêtes du ube virtuel.La �gure 4.16(b) représente la même surfae que préédemment, sauf que les po-lygones générés dans les ubes virtuels du MC ne sont pas triangulés. Cette surfaeorrespond à la surfae à arreaux, proposée par Nielson, où tous les sommets sontinidents à exatement quatre polygones non planaires.Le dual de la surfae à arreaux est montré sur la �gure 4.16(). C'est, en e�et,une surfae quadrilatère qui orrespond au surfae net de l'objet, obtenu après lesdéplaements des n÷uds. Nous remarquerons que e maillage respete mieux le bord del'objet que la surfae du MC ar ses sommets ne sont pas ontraints sur les arêtes desubes vituels.La �gure 4.16(d) montre une triangulation du surfae net où les quadrilatères sont
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Fig. 4.21 � Exemple d'objet CSG (première ligne à gauhe). Reonstrution ave le Dual MarhingCubes (première ligne à droite). Reonstrution ave le Marhing Cubes lassique (deuxième ligne àgauhe). Reonstrution sous forme de surfae net (deuxième ligne à droite). Soure : [SW04℄déoupés en triangles le long de leur plus petite diagonale.Finalement, la �gure 4.16(e) montre le maillage quadrilatère obtenu selon l'approheuberille. Ce maillage orrespond au surfae net initial (avant la déformation élastique).C'est aussi le 2-omplexe ellulaire modélisant le bord de l'objet voxel.4.2.4 Reonstrution d'images multiouleursLe problème de la reonstrution de surfae à partir d'une image multiouleur a étéadressé par plusieurs travaux. Rappelons qu'une image multilabel est, par exemple, uneimage médiale où les omposantes onnexes des di�érentes strutures sont labelliséesave des valeurs di�érentes. Lorsque l'on s'intéresse à la reonstrution à partir dee type d'image, nous souhaitons que les maillages résultants satisfassent les ritèressuivants :� le maillage de haque struture est une 2-variété ;� les maillages de deux strutures adjaentes doivent oïnider aux interfaes entrees strutures : ils ne doivent ni se reouper, ni se séparer, ni présenter d'autresartefats omme des trous ou des T-jontions.



Reonstrution surfaique : un état de l'art 87Bloomenthal et Ferguson proposent dans [BF95℄ l'une des première approhes pourla génération de surfaes à partir de données multiouleurs. Cette approhe est baséesur une représentation de plusieurs surfaes impliites ave la CSG. Les auteurs utilisentla déomposition de l'espae en tétraèdres et génèrent les triangulations algorithmique-ment. Même si la déomposition en tétraèdres simpli�e le problème de polygonisation,ette approhe produit beauoup de triangles dont une grande partie est de mauvaisequalité. De plus, les surfaes sont, par dé�nition, des non-variétés ar une arête peutêtre partagée par plus de deux triangles.Dans [HSSZ97℄, Hege et al. proposent une approhe di�érente pour la générationde surfaes non-variétés à partir de données multiouleurs. Dans e travail, les auteursutilisent des probabilités assignées à haque voxel et subdivisent les ellules pour pro-duire une multitude de triangles intermédiaires qui doivent être simpli�és. Dans etteapprohe, la table d'indiretion du Marhing Cubes est omplétée et l'algorithme peutgérer au maximum trois labels di�érents dans un ube virtuel. Cette approhe a étéétendue dans [RBB05℄, où les auteurs proposent une solution pour gérer jusqu'à huitlabels di�érents se renontrant dans un ube.Un autre algorithme pour reonstruire des surfaes à partir de données multiouleursa été proposé dans [WS03℄. Il s'agit, là aussi, d'une extension de la table des on�gu-rations du MC pour les as où au maximum trois objets se renontrent dans un ubevirtuel. Dans es as, l'algorithme proposé assure que haque objet est séparé de sesvoisins par des paths triangulaires. Cependant, auune garantie n'est donnée sur lespropriétés topologiques des surfaes extraites. En partiulier, les situations ambiguës oùdeux objets se renontrent dans un ube virtuel et où leurs points sont diamétralementopposés sont résolues en fontion des onnexités hoisies. Bien que, ette approhe soitlassiquement utilisée par la plupart des algorithmes de type Marhing Cubes pour leverles ambiguïtés, elle présente des limitations dans le as d'une reonstrution à plusieursobjets. Pour déider quelle onnexité utiliser pour les objets, dans [WS03℄, les auteursproposent de se baser sur des labels attribués par l'utilisateur à haque objet. Pour deuxlabels donnés, ils gardent la onnexité pour le plus petit label.Plus réemment, Bisho� et Kobbelt ont proposé une approhe alternative pour lareonstrution des surfaes de plusieurs omposantes onnexes d'une image multilabel[BK06℄. L'originalité de la méthode est, qu'à l'inverse des méthodes itées préédem-ment, leur algorithme supprime les ambiguïtés topologiques dans l'ensemble des voxels,avant d'extraire les surfaes. En e�et, l'algorithme détete d'abord toutes les arêtesritiques (lignels inidents à quatre surfels) et tous les sommets ritiques (pointels ini-dents à plus d'une unique ombrelle) pour un label donné. Ensuite, la suppression de eson�gurations pathologiques est faite via un sur-éhantillonnage (au moins 5×5×5) desvoxels inidents aux points et aux arêtes ritiques. Le maillage d'un objet est obtenu entriangulant les surfels de sa frontière disrète après le sur-éhantillonnage. Cependant,la qualité de la première triangulation n'étant pas satisfaisante, la méthode requièrt uneétape de régularisation, ra�nement et lissage avant de fournir le résultat �nal.Une autre approhe pour la reonstrution d'images multiouleurs a été proposéepar Pons [PSB+07℄. Cette méthode est basée sur la triangulation de Delaunay et résoutle problème de la mauvaise qualité des maillages obtenus ave les autres méthodes de
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Fig. 4.22 � Suppression des éléments ritiques par un sur-éhantillonnage appropriéet une re-labellisation. À gauhe, exemple de sommets ritiques sur une image à troislabels. À droite, une arête ritique pour un seul label. En 2D, une subdivision 3× 3 estsu�sante, alors qu'en 3D il faut utiliser une subdivision d'au moins 5 × 5 × 5. (Soure[BK06℄)reonstrution multilabel. Cette méthode est une extension des algorithmes [BO03℄ et[ORY05℄ pour le as de la reonstrution multilabel. Les maillages fournis sont de trèsbonne qualité et sous les hypothèses lassiques d'éhantillonnage, les di�érents maillagessont orrets et onsistants par onstrution.4.2.5 Triangulation ave modèles déformablesLes modèles déformables, aussi onnus dans la littérature omme les snakes et lesative ontours/surfaes, présentent une approhe alternative de reonstrution. Ils sonttrès populaires dans le domaine du traitement et de l'analyse d'images. Pour une pré-sentation omplète des modèles déformables, le leteur pourra se référer à l'ouvrage[STG98℄.Les méthodes basées sur les modèles déformables réunissent généralement les opéra-tions de segmentation et de reonstrution en un seul proessus. Le modèle géométrique(par exemple, une triangulation) est d'abord initialisé au plus près de l'objet dansl'image. Ensuite le modèle se déforme pour épouser la surfae de l'objet sous l'ationde ontraintes externes, issues de l'image, et internes, dérivées de sa struture géomé-trique [Del98, LM99, LT05℄. La di�ulté majeure dans e type de méthodes reste lagestion des hangements topologiques qui peuvent apparaître dans le maillage durantle proessus de déformation. Les solutions onsistent généralement à déteter les auto-intersetions et à remailler es régions selon un ensemble de règles. Réamment, uneméthode altérnative, basée sur les modèles déformables de Delaunay, a été proposéedans [PB07℄. La méthode utilise la triangulation de Delaunay omme modèle de base.Le modèle est adapté itérativement en alulant la triangulation de Delaunay restreintede l'objet déformé : ainsi, les hangements topologiques sont détetés et pris en omptenaturellement. De plus, la méthode permet la reonstrution simultanée de plusieursobjets dans une image médiale.



Reonstrution surfaique : un état de l'art 894.2.6 Méthodes de polyédrisation disrèteLe problème de la polyédrisation se dé�nit omme le passage de la représentationd'un objet par un ensemble de points à une représentation par le bord : ensemble stru-turé de sommets, d'arêtes et de faes (un polyèdre au sens lassique). Les méthodess'attahant à e problème sont basées sur une approhe entièrement disrète (par oppo-sition de l'approhe eulidienne) et utilisent les propriétés de la géométrie disrète dontles avantages dans le domaine de l'imagerie tridimensionnelle ont été montrés dans denombreux travaux. Ces méthodes rejoignent également assez souvent la modélisationgéométrique à base topologique.La grande majorité des travaux portant sur e problème s'attahent à la notion deréversibilité de la reonstrution. C'est la possibilité de retrouver l'objet disret, dansson intégralité, par une disrétisation de la surfae polyédrique. Notons que les méthodesde type Marhing Cubes peuvent être assimilées à un lissage du bord disret de l'objet,e sont don des méthodes d'approximation et, ave auune d'elles il n'est possible derealuler exatement l'objet initial, sauf [LM00℄.L'algorithme de polyédrisation proposé par Françon et Papier [FP99℄ s'appuie surl'idée de reonnaître des moreaux de plan sur la surfae de l'objet disret. Ils intro-duisent la notion de polyèdre disret : un polyèdre dont les sommets, arêtes et faesappartiennent à Z
3 ; de plus les faes forment des disques topologiques (au sens desvariétés ombinatoires) et sont des moreaux de plans arithmétiques [Rév91℄. La sur-fae en surfels de l'objet disret est déomposée en moreaux de plan standard avel'algorithme de Papier [Pap99℄. Chaque fae disrète, ainsi reonnue, est une variétéombinatoire de dimension 2 ave bord et le bord des faes est le bord en pointels dela variété. La méthode est réversible ar le polyèdre ode exatement le bord disret del'objet initial. Cependant, le passage des faes disrètes à des vraies faes polygonales(eulidiennes) n'est pas e�etué dans es travaux.Plus réemment, une autre approhe a été proposée dans [CS04℄. Dans e travail,Sivignon s'appuie sur la topologie disrète des surfaes pour reonnaître d'abord desplans disrets (Fig.4.23) qui sont ensuite utilisés pour simpli�er la surfae générée parl'algorithme du Marhing Cubes sur des objets 6-onnexes. Les surfaes polygonalesainsi alulées possèdent la propriété de réversibilité et sont prouvées être des variétésombinatoire de dimension 2 (fermées, orientables, sans auto intersetions). Cependant,l'irrégularité des maillages obtenus diminue sensiblement leurs possibilités d'utilisation.Parmi les appliations possibles, nous pouvons iter le odage des objets pour le stokagede données grâe à leur réversibilité. Mais une autre appliation omme la simulationd'un omportement bio-méanique, par exemple, nous semble non reommandée avedes maillages aussi irréguliers. Fore est de onstater que les maillages des objets ré-guliers, présentant des faes planaires, sont plut�t aeptables, mais lorsque les objetssont plus ourbes et lisses, on observe une multitude de plans disrets � ousus � pardes � outures � de plus en plus épaisses (Fig.4.24). Par onséquent, l'approhe par re-onnaissane de plans disrets nous paraît plus adaptée aux objets réguliers omme despièes méaniques qu'aux objets lisses et très ourbes omme les organes et les vaisseauxdu orps humains.
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Fig. 4.23 � Résultats de la reonnaissane des plans disrets sur un objet 3D et le maillage obtenu.Soure : [Siv04℄
Fig. 4.24 � Maillages obtenus par simpli�ation des résultats du MC à l'aide des plans disrets.Soure : [Siv04℄En 2000, Burguet et Malgouyres [BM00℄ ont proposé un algorithme d'approximationd'une surfae disrète à partir d'un � diagramme de Voronoï topologique �. Ils présententtout d'abord un algorithme de alul du squelette d'une surfae disrète (dé�nie par legraphe d'adjaene des surfels) qu'ils utilisent par la suite sur une surfae disrète dontertains surfels (appelé germes, par analogie ave les diagrammes de Voronoï) ont étésupprimés. Le hoix de es germes se fait selon un ritère de ourbure maximale loale,et des régions sont ainsi délimitées sur la surfae de l'objet. Une triangulation est alorse�etuée à partir de es faes, en onsidérant les surfels � intersetions � entre plusieursfaes (ils ont plus de deux voisins sur le squelette) et les germes omme sommets de lasurfae triangulée. Ii, auun ritère de réversibilité n'est reherhé, et 'est don uneapproximation, plus qu'une polyédrisation qui est e�etuée.Réemment, Krahostrover a proposé une méthode disrète alternative dans [KL04℄.Il s'agit d'une méthode basée sur la triangulation de Delaunay appliquée sur une imagebinaire. Le prinipe de base est de distribuer des n÷uds sur la surfae disrète de l'objetvoxels (dé�nie par le graphe d'adjaene des surfels) et d'obtenir la triangulation dualeà partir du diagramme de Voronoï de es n÷uds.Il est à noter que les deux méthodes i-dessus sont très prohes d'esprit de la méthodede Delaunay Disret que nous allons présenter dans e manusrit. La di�érene majeureréside dans la dé�nition de la surfae disrète. Les deux méthodes utilisent la surfaedisrète dé�nie par le graphe d'adjaene des surfels, alors que nos méthodes opèrent surla frontière dé�nie omme un ensemble de voxels et le bord du omplexe ellulaire. Par



Reonstrution surfaique : un état de l'art 91ailleurs, es méthodes ne donnent pas de garanties sur la validité des maillages obtenus.En partiulier, omme nous allons le voir dans la suite, la dé�nition d'un sommet deVoronoï omme une omposante onnexe de surfels, induit une borne inférieure pour lerayon de résolution du maillage. Ce qui veut dire que les méthodes ne sont pas utilisablespour la reonstrution de strutures très �nes qui requièrent des rayons de résolutiontrès petits (prohes de 0).



92 Chapitre 44.3 Reonstrution volumique : approhes et algorithmesLa onstrution automatique d'un modèle polyédrique (le plus souvent subdiviséen tétraèdres) à partir des données d'un objet tridimensionnel est une tâhe omplexe.Shématiquement, il existe trois grandes familles de méthodes [Owe98℄ qui se distinguenthistoriquement par la façon d'aborder les di�ultés. La première onsiste à déterminerla position des n÷uds : 'est l'aspet géométrique, la deuxième onsiste à déterminer laonnexion des n÷uds : 'est l'aspet topologique.La première approhe repose sur la génération de la topologie du maillage et sonadaptation à la géométrie du modèle. On y retrouve par exemple les méthodes de déom-position spatiale (aussi appelées les méthodes d'otree). La deuxième approhe onsisteà générer les n÷uds avant de les onneter. Ces méthodes sont les méthodes dites deDelaunay-Voronoï. Leur prinipe est fondé sur l'insertion des n÷uds un par un dansle maillage en respetant à haque étape le ritère de Delaunay. La dernière approheonsiste à générer simultanément les n÷uds et les mailles. Les méthodes frontales (en-ore appelés méthodes par avanée de front) entrent dans ette atégorie. Les maillessont réées itérativement à partir d'un front, qui est initialisé à la frontière du domaineà mailler. Le proessus s'arrête lorsque le front est vide.4.3.1 L'approhe par otreeLes tehniques par otree ont été développées initialement par Mark Shephard dansles années 1980 [YS84, SGF+88, SG91℄.Le prinipe de ette approhe onsiste à diviser le domaine (volume ou surfae) àmailler en sous domaines de forme plus simple. La prinipale di�ulté de ette méthodeest de s'assurer de la ohérene du maillage aux interfaes entre les sous domaines : lesmaillages aux interfaes entre sous domaines doivent oïnider [HNF00℄.En générale, les méthodes proèdent par division réursive de l'espae en un nombre�ni de ellules ubiques, en ne gardant parmi elles que elles qui ontiennent l'objet etei jusqu'à la résolution voulue. Ainsi deux types de ellules sont réées : des ellulesrégulières (dans le volume) et des ellules irrégulières (oupées par la surfae de l'ob-jet). Les éléments du maillage (hexaèdres) sont réés à partir des ellules struturéesen un arbre hiérarhique tridimensionnel ommunément appelé otree. Cette struturearboresente permet de dé�nir une subdivision adaptative de l'espae, 'est-à-dire unesubdivision plus ou moins �ne selon la zone dans laquelle on se trouve pour obtenir unmaillage ra�né des zones omportant des détails et un maillage plus grossier des zonesplanes.Les tehniques par otree n'utilisent pas un maillage surfaique prédé�ni ontraire-ment aux deux autres approhes de reonstrution volumique. Les faettes surfaiquessont réées lorsque la struture de l'otree intersete le bord de l'objet. Le maillagerésultant peut hanger si l'orientation des ellules dans l'otree hange. Par ailleurs,pour onneter orretement les faes des ellules de niveau de subdivision di�érent,le niveau de subdivision entre deux ellules adjaentes est souvent limité à deux. Paronséquent, la qualité du maillage est souvent améliorée par des opérations de post-
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Fig. 4.25 � Exemple d'une déomposition en quadtree dans le plan ([Owe98℄).traitement omme le � leanup � ou le lissage.L'algorithme est basé sur les étapes suivantes :1. Déterminer un otree adapté à la surfae (par propagation d'une ellule de taillevariable le long de la surfae).2. Éhantillonner les sommets du maillage (les intersetions des arêtes de l'otreeave la surfae).3. Caluler des arêtes prinipales du maillage.4. Créer des polyèdres s'appuyant sur es arêtes et onstruire les tétraèdres.Dans et algorithme, la proédure ritique en terme de vitesse d'exéution est l'éva-luation des intersetions entre la surfae de l'objet et les ellules ubiques des sousdomaines. Le déoupage des parties pleines du volume est résolu aisément mais les in-tersetions ave la surfae frontière onduisent à des nombreux as partiuliers. Ainsi,les éléments de moins bonne qualité sont réés près des frontières des objets, là oùune plus grande préision est souvent souhaitée. Par ailleurs, on observe des problèmeslorsque plusieurs surfaes sont aolées ou lorsque elles-i sont trop prohes e qui peutaboutir à un ra�nement de maillage trop �n. Cette tehnique n'est don pas optimalepour onstruire des maillages propres au niveau des interfaes. Néanmoins, la struturehiérarhique de l'otree est souvent utilisée pour guider les algorithmes par avanée defront et pour dé�nir la taille des éléments du maillage générés [CNWC+01℄, ou pourdé�nir la distribution initiale des n÷uds [Ras98℄.4.3.2 L'approhe frontaleLe prinipe de l'approhe frontale est de mailler le domaine par itérations suessivesen faisant propager vers l'intérieur un front initialisé sur la frontière du domaine, jusqu'àson reouvrement omplet. Dans le plan, le front désigne un ensemble de segments, alorsque dans l'espae, il est omposé de faes triangulaires. En 3D, par exemple, pour haquefae triangulaire du front, les algorithmes alulent la position idéale du quatrième n÷udpour former le meilleur tétraèdre en prenant en ompte la forme de elui-i ou unefontion de taille prédé�nie. Ensuite, ils reherhent le n÷ud du front le plus prohedu n÷ud idéal pour onstruire la nouvelle maille (Fig. 4.26). Le problème majeur deette approhe survient lors de la renontre du front ave lui-même e qui peut réerdes on�gurations bloquantes pour tout le proessus. Dans l'espae, la onvergene del'algorithme itératif se révèle être la prinipale di�ulté.



94 Chapitre 4
Fig. 4.26 � Exemple 2D de la méthode frontale. Quatre maillages di�érents d'un erle. Le premiermaillage est initialisé ave très peu d'arêtes du bord. Les trois autres maillages sont initialisés ave lemême front mais di�èrent par la taille maximale autorisée d'un triangle.([FG99℄)Dans le détail, l'algorithme peut se dérire simplement. Le front est initialisé sur lafrontière de l'objet. Par la suite, le front désigne la frontière entre la zone maillée et lazone non maillée. L'algorithme fait appel aux étapes suivantes :� Tant que le front n'est pas vide :1. Trier les éléments du front et hoisir l'élément andidat.2. Caluler la position théorique du n÷ud idéal.3. Reherher des n÷uds prohes de e n÷ud idéal.4. Trier es n÷uds.5. Créer un élément ave le premier n÷ud qui satisfait aux tests de validité.6. Mettre à jour le front.Dans l'espae, à notre onnaissane, les premières référenes et solutions à e pro-blème sont apportées par Löhner et Parikh [LP88, Löh88℄ notamment au niveau de ladétetion des intersetions et des strutures de données qui permettent un adressagerapide d'objet dans l'espae.Le prinipe même de l'approhe fait qu'il n'existe pas une unique méthode frontalemais de nombreuses façons d'appréhender le problème. [Ras98, RO00, GM98, GM00,SLS00, YS03℄. Les algorithmes di�èrent par la manière de trier les éléments du front (parexemple en fontion de la taille des éléments), mais aussi par les règles appliquées pourle alul de la position du n÷ud idéal (selon que l'on herhe à obtenir un bon maillagerégulier ou selon que l'on herhe une onvergene ertaine). Mais l'étape ruiale pourla onvergene de l'algorithme est la phase de réation d'un nouvel élément du maillageà partir d'un élément du front. Cette onstrution est toujours possible dans le plan. Enrevanhe, dans l'espae, le respet des faes et les intersetions rendent ette opérationsouvent impossible. L'algorithme herhe loalement un n÷ud pour former un tétraèdrevalide ave une fae. Les faes du tétraèdre réé ne doivent pas ouper d'autres faesexistantes. Or, dans l'espae, il existe des polyèdres qui ne peuvent pas être déoupés entétraèdres sans l'ajout d'un nouveau point à l'intérieur[Len11℄. L'exemple de la �gure4.27 illustre l'un des prinipaux points de bloage de la méthode frontale. L'objet àmailler est un prisme non tétraédrisable, aussi appelé polyèdre de Shönhardt [BE95℄.Considérons le as où f désigne la fae ourante du front. Pour former un tétraèdreave ette fae l'algorithme ne peut pas hoisir le n÷ud 5 ar le tétraèdre réé est aplati.
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fFig. 4.27 � Le polyèdre de Shönhardt. Le polyèdre ne peut pas être déomposé en tétraèdres sansl'ajout d'un nouveau point.Cependant, les n÷uds 1 et 4 ne peuvent pas être hoisis ar les tétraèdres formés aveeux oupent des arêtes existantes. Ce polyèdre ne peut don pas être téraédrisé sansl'insertion d'un nouveau n÷ud à l'intérieur, aussi appelé point de Steiner.Cette on�guration est fréquemment renontrée au ours du proessus de maillage.Si le polyèdre à mailler n'est pas étoilé par rapport au n÷ud, un nouveau point doitêtre inséré. Mais si la oquille à mailler est aplatie, la génération d'un tel point donnenaissane à des éléments de très mauvaise qualité. Une solution onsiste à détruire leséléments qui empêhent la poursuite du proessus de reonstrution [Löh92℄ ou enoreà détruire les éléments qui ont ausé le problème. Mais si au ours du proessus demaillage, l'algorithme est ontraint de générer un nouveau n÷ud pour débloquer unesituation analogue à elle du prisme de Shönhardt de nouvelles faes sont réées etdes nouveaux as de bloage peuvent apparaître. Ainsi, les phénomènes de rédution depohes et la génération intempestive de points peuvent aboutir à la non onvergene del'algorithme.4.3.3 L'approhe de type DelaunayComme nous avons vu préédemment, la triangulation de Delaunay est un outilpuissant de génération de maillages. La génériité de l'approhe de Delaunay expliquele fait qu'elle est également utilisée pour la onstrution de modèles polyédriques (om-posés de tétraèdres). Cependant, la très attrayante propriété de maximisation de l'anglen'est pas préservée dans l'espae [BE95℄ ar la théorie assure uniquement la onnexiondes plus prohes voisins dans R

3 (et en dimension générale). Par onséquent, au pro-blème du non respet du bord (présent aussi en dimension 3) s'ajoute le problème deséléments de mauvaise qualité, appelés des slivers, i.e. des tétraèdres ave un bon aspetratio mais ave un volume négligeable (les quatre sommets du tétraèdre sont presqueoplanaires). Les algorithmes doivent déteter et supprimer es éléments onnus ommeindésirables pour la simulation [Li00℄.



96 Chapitre 4Rappelons qu'il existe des méthodes de réupération du bord en 2D mais, en 3D,es méthodes restent enore sous atives investigations [LB00, EG02, BO03, DW04℄.Par ailleurs, les méthodes de Delaunay 3D renontrent aussi la di�ulté induitepar l'existene des polyèdres de Shönhardt dans l'espae. Les solutions apportées àe problème restent imparfaites. Une approhe onsiste à utiliser des heuristiques poure�etuer une série d'inversions d'arêtes et de faes, et à ajouter oasionnellement unpoint de Steiner [FG99℄. Mais, à e jour, il n'existe pas de méthode dont l'e�aité etla onvergene soient prouvées dans tous les as [CDRR04℄.Les méthodes de type Delaunay reposent sur une base mathématique démontrable.Néanmoins, dès lors que l'on souhaite obtenir une triangulation qui respete la fron-tière, fore est de onstater qu'il faut quitter ette théorie. Ave du reul, on s'aperçoitd'ailleurs que le problème de respet de frontière inhérent aux méthodes de type Delau-nay en dimension 3 ressemble fortement aux problèmes de onvergene renontrés parles méthodes frontales.



Chapitre 5Vers une nouvelle approhe dereonstrution : Delaunay Disret5.1 Bilan de l'état de l'artLes approhes de reonstrution et de modélisation, dérites dans le hapitre préé-dent, montrent qu'atuellement nous onnaissons plusieurs onepts et outils permettantla onstrution de maillages surfaiques ou volumiques à partir d'une large variété dedonnées. Cependant, toutes es méthodes présentent aussi bien des avantages spéi�quesque des défauts. En e�et, l'état de l'art sur les méthodes de reonstrution existantessouligne la di�ulté inhérente du domaine : trouver le ompromis idéal entre e�aité,robustesse, omplexité et rapidité des algorithmes. Comme il a été montré à plusieursreprises dans le hapitre préédent, la qualité des résultats et la robustesse des méthodesde reonstrution dépendent essentiellement des onepts employés, de la manière deles ombiner, mais aussi de elle de les traduire en outils informatiques.Nous avons vu que, selon les appliations visées, le proessus de reonstrution doitêtre gouverné, de manière à tenir ompte de prérequis spéi�ques. Par exemple, unetriangulation obtenue dans le adre d'une appliation de visualisation graphique n'estgénéralement pas adaptée aux problèmes de simulation numérique de phénomènes phy-siques basés sur des équations aux dérivées partielles dont les solutions sont approhéespar des méthodes d'éléments �nis. Ainsi, les méthodes posent des hypothèses plus oumoins fortes sur le type de données pour lequel elles sont adaptées et fournissent desrésultats dont les propriétés géométriques et topologiques dépendent fortement des ap-pliations visées.En partiulier, les méthodes basées sur le onept de Delaunay sont très bien adap-tées pour la reonstrution d'objets lisses à partir d'un nuage de points. Les résultatssont fournis sous des hypothèses fortes d'éhantillonnage mais les maillages possèdentdes propriétés géométriques, ainsi que des garanties topologiques, qui les rendent inon-tournables pour les appliations de simulation, notamment elles utilisant des alulspar éléments �nis. Cependant, la tradution des résultats théoriques en outils et al-gorithmes informatiques renontre ertains problèmes pratiques. Notamment, pour des97



98 Chapitre 4données réelles, la ondition sur la position générale des points n'est pas toujours véri�éeet dans e as il faut d'abord � perturber � les positions. De plus, bien souvent, la densitéde l'éhantillonnage n'est pas su�sante aux endroits de forte ourbure et il faut, si 'estpossible, rééhantillonner la surfae pour garantir une reonstrution onsistante. Parailleurs, les méthodes renontrent des problèmes liés à la onvergene des algorithmesqui sont essentiellement dépendants des aspets tehniques de l'implémentation hoisie.Les méthodes de reonstrution à partir d'un ensemble de ontours sont partiuliè-rement bien adaptées pour des données disrètes omme les images sanner segmentéesmais elles renontrent des problèmes théoriques et pratiques de branhements qui, a-tuellement n'ont pas trouvé une solution optimale.Les méthodes dérivées de l'algorithme du Marhing Cubes sont très populaires dansde nombreux domaines d'appliation. Comme nous avons vu dans le hapitre préédent,les di�érentes améliorations de l'algorithme originel présentent une approhe e�ae,rapide et robuste pour la onstrution de triangulations. Ces triangulations sont de plusdes 2-variétés fermées et orientables sous onditions que les on�gurations ambiguëssoient traitées onvenablement, e qui revient à hoisir la � bonne � table d'indiretionselon la onnexité hoisie dans les images disrètes. Les algorithmes de ette atégoriesont adaptés à la reonstrution surfaique aussi bien des surfaes impliites plongéesdans une grille ubique que pour les objets disrets ontenus dans les images disrètes.Cependant, es méthodes présentent aussi ertaines faiblesses. D'abord, omme il aété détaillé dans le hapitre préédent, les algorithmes basés sur e onept lissent lesbords des objets et les maillages ontiennent beauoup de triangles de mauvaise qualité.Deuxièmement, les maillages produits ontiennent, en général, un grand nombre detriangles et néessitent souvent une simpli�ation (ou déimation) qui réduit e nombre,tout en s'attahant à préserver la qualité de l'approximation géométrique. En�n, de parleur nature, la majorité des algorithmes restent des routines binaires, et interdisent lareonstrution simultanée de plusieurs objets.Les méthodes duales ont été proposées réemment pour palier de problème du lissagedes bords. Cette approhe permet une meilleure préservation des oins et des arêtes vivesd'objets manufaturés, par exemple, ar les sommets du maillage peuvent être projetéssur la surfae réelle. De plus, ette approhe permet de diminuer le bruit, les irrégularitéset l'aspet de marhes d'esalier dont sou�rent les triangulations obtenues ave lesMarhing Cubes. Par ailleurs, omme nous avons vu dans le hapitre préédent, dansune de ses versions, l'approhe duale permet même la génération de maillages adaptatifsgrâe aux notions de grille duale et d'otree. Néanmoins, es algorithmes semblents'attaher plut�t à l'e�aité et à la qualité visuelle des maillages (dans la majorité desas, ils ont été développés pour des moteurs graphiques de jeu vidéo qui néessitent leremaillage de la sène en temps réel) qu'à la ohérene topologique des modèles obtenus.Ainsi, les algorithmes de notre onnaissane donnent peu, voire auune, garantie sur lespropriétés topologiques des modèles.Par ailleurs, l'état de l'art met en évidene le fait qu'il existe peu de travaux qui sepenhent sur la problématique des images multiouleurs et la reonstrution simulta-née de plusieurs objets onurrents. Cependant, omme nous avons souligné à plusieursreprises, la prise en ompte e�ae des relations topologiques d'adjaene, inlusion



Bilan de l'état de l'art 99et intersetion entre les objets semble indispensable aussi bien pour la ohérene géo-métrique générale de la sène mais aussi pour le réalisme des simulations, notammentmédiales. Quelques méthodes ont été proposées réemment pour ombler e manque.Néanmoins, dans la majorité des as, il s'agit d'une extension de la table de l'algorithmedu Marhing Cubes et les algorithmes permettent la reonstrution d'un nombre limitéd'objets. Ces méthodes assurent une séparation onsistante des objets qui se renontrentdans un ube virtuel mais ne garantissent pas forement que les di�érentes surfaes sontdes 2-variétés fermées. De plus, les triangulations obtenues néessitent une étape de sim-pli�ation qui doit assurer la préservation des interfaes entre les objets.Dans le hapitre préédent, nous avons vu que l'approhe disrète de polyédrisationest partiulièrement bien adaptée aux ensembles de voxels. La plupart des travauxadopte une approhe topologique et propose des méthodes basées sur la reonnaissanede plans disrets et leur tradution analytique. Par onséquent, les modèles polyédriquesrésultants possèdent des garanties topologiques et, dans ertains as, présentent mêmela propriété de réversibilité. Néanmoins, la ohérene topologique se fait au détrimentdes propriétés géométriques des modèles. Comme il a été souligné, la forme géométriquedes représentations polyédriques les rend di�ilement ompatibles ave la plupart desappliations graphiques (plaage de textures, déformation).

Fig. 5.1 � Approhes de reonstrution.Par ailleurs, le tour d'horizon des approhes existantes de reonstrution volumiquemontre que la majorité des méthodes requiert un maillage surfaique de l'objet a�n degarantir le respet de son bord. En partiulier, les méthodes frontales s'appuient, par



100 Chapitre 4dé�nition, sur les triangles de la surfae pour reouvrir le volume ave des tétraèdres.De même, les méthodes basées sur le onept de Delaunay néessitent des indiationsprovenant du maillage surfaique pour guider le proessus de suppression des tétraèdresde l'enveloppe onvexe du nuage de points. Par onséquent, la réation et la robustessede es méthodes sont onditionnées par la qualité des maillages surfaiques et de lafaçon dont ils in�uenent la reonstrution volumique.En résumé, l'état de l'art montre que la majorité des travaux onerne la reons-trution d'un unique objet (image binaire) et que peu de travaux se sont penhés surles problèmes spéi�ques des images multiouleurs. Cependant, et état de l'art nousa permis de dégager deux grandes stratégies de reonstrution (voir Fig.5.1). La pre-mière stratégie onsiste à travailler au plus près de l'image, en la onsidérant au ni-veau de sa struture élémentaire, 'est-à-dire omme un ensemble d'éléments disretspavant l'espae et organisés selon une relation d'adjaene suivant une grille retangu-laire. Ces méthodes onsidèrent tous les points de données et onstruisent des maillagestrès denses. Les approximations géométriques sont généralement très préises mais, enpratique, néessitent une étape de simpli�ation pour réduire leurs tailles avant touteutilisation. À l'inverse, la seonde stratégie onsiste à ne onsidérer qu'un sous-ensembledes données et de réduire la omplexité géométrique dès le début de la reonstrution.Cette approhe permet d'éviter l'étape de simpli�ation et d'obtenir diretement desmaillages de taille ontr�lée. Notons qu'atuellement, nous ne onnaissons pas de mé-thode permettant la reonstrution d'un ensemble de voxels de façon qu'on pourraitquali�er de � plus direte �.5.2 Positionnement du problèmeDans le adre de e travail de thèse, nous nous intéressons à la reonstrution etla modélisation d'objets disrets représentés dans des images multiouleurs 3D. Rappe-lons que es images sont très fréquentes en imagerie médiale et sont obtenues après lasegmentation de l'image sanner ou IRM du patient. L'image multiouleur représentehaune des strutures segmentées ave une valeur spéi�que. Par onséquent, l'en-semble des voxels appartenant à un organe donné onstitue déjà un modèle disret deelui-i. Comme nous avons vu préédemment, pour ertaines appliations 'est un mo-dèle su�sant, mais pour d'autres il est préférable (et même néessaire) de transformere modèle disret en un modèle polyédrique de la surfae de haque struture.Ainsi, plus onrètement, notre objetif premier était d'obtenir une modélisation to-pologiquement ohérente de l'ensemble des omposantes anatomiques ou pathologiquesd'une image médiale segmentée, résolvant ainsi les problèmes d'intersetion entre lesmaillages.Partant e et objetif initial, nos travaux se sont naturellement orientés vers lareherhe d'une approhe de reonstrution alternative, remplissant les ritères suivants :1. Être adaptée aux images multiouleurs ;2. Permettre la gestion e�ae des interfaes de ontat entre les objets, et de efait, autoriser la reonstrution simultanée de plusieurs strutures ;



Positionnement du problème 1013. O�rir la possibilité d'adapter la taille des éléments du maillage, évitant ainsil'étape de simpli�ation (très fréquent dans le domaine médial où les imagesontiennent en moyenne 35 000 000 voxels ) et permettant le ontr�le de la géo-métrie ;4. Au �nal, permettre la onstrution d'un modèle topologique global ontenantles relations d'inlusion, intersetion et adjaene entre les di�érentes struturesontenues dans l'image.Par ailleurs, nous souhaitons intégrer dans ette approhe de reonstrution desonnaissanes spéi�ques provenant du domaine d'appliation. En e�et, nous partons duprinipe que les strutures anatomiques et pathologiques, représentées dans une imagemédiale segmentée, doivent être des polyèdres (es polyèdres orrespondent aux organeset aux strutures tumorales). Plus onrètement, pour une image disrète résultanted'une IRM, on peut onsidérer que haun des points de ette image orrespond àune boule élémentaire (un petit ouvert au sens topologique) de la zone de l'espae réelouverte par l'IRM. Par onséquent, l'objet que l'on va extraire orrespondra à unsous ensemble de ses boules élémentaires. Ce qui revient à dire que l'on peut ramenertout objet extrait d'une image 3D à la représentation disrète d'une variété topologiqueà bord. Or le bord d'une variété topologique à bord de dimension 3 est une variététopologique de dimension 2. Ainsi, nous souhaitons proposer une nouvelle approhede reonstrution qui fournit un modèle polygonal, garanti 2-variété, de la surfae desobjets disrets.Dans le adre de la reonstrution, qui nous intéresse ii, les onsidérations topo-logiques sont indispensables. Rappelons que l'un de nos objetifs est de reonstruireles frontières des objets disrets sous forme de modèles polygonaux. Les maillages ob-tenus sont destinés à être utilisés omme unique représentation du bord d'un objetaprès la reonstrution. L'une des post-onditions que nous imposons sur l'algorithmede reonstrution est que la frontière obtenue pour tout objet soit une surfae.À la question � pourquoi vouloir que la frontière de tout objet soit une surfae ? �, ilest possible de répondre de di�érentes façons. D'un point de vue � pragmatique �, pourréaliser un rendu réaliste, par exemple, ou bien pour e�etuer ertains aluls, il estsouhaitable, voire indispensable, de disposer d'une surfae de bonne qualité, sans trousou autres anomalies. En partiulier, la présene de trous pourrait fausser irrémédiable-ment les aluls de volume [Coi99℄. De plus, de nombreux algorithmes de simulation, desimpli�ation et de lissage néessitent de disposer, à la base, de omplexes simpliiauxqui soient au moins des pseudo-variétés. D'un autre point de vue, que je quali�erais de� ausal �, il est préférable que les frontières des objets disrets reonstruits soient dessurfaes ar les objets réels auxquels on les assimile ont pour bordure une surfae ou,plus exatement, une variété. Cette a�rmation est d'autant plus vraie dans le domainemédial où l'on est amené à reonstruire les omposantes de l'anatomie humaine.



102 Chapitre 45.3 IdéePour atteindre les objetifs énonés préédemment, nous avons hoisi d'explorer unenouvelle approhe de reonstrution qui ombine les résultats de la topologie disrèteave le onept de Delaunay Disret.Nous adoptons la deuxième des approhes de reonstrution, 'est-à-dire la stratégiepar séletion préalable des sommets du maillage. En e�et, ette stratégie o�re plusieursavantages et nous semble la mieux adaptée pour notre problématique :� Les images médiales étant très volumineuses (quelques dizaines de millions devoxels organisés sur une grille retangulaire [512 x 512 x 1024℄), le hoix dessommets permet d'éviter l'étape de la simpli�ation (déimation) du maillage arla omplexité du problème est réduite dès le début de la reonstrution.� Une stratégie par séletion des sommets o�re la possibilité de ontr�ler la régu-larité des maillages obtenus, 'est-à-dire, selon la distribution des sommets lesmodèles seront plus ou moins uniformes ou adaptatifs.� Cette stratégie o�re potentiellement la possibilité de gérer failement les interfaesentre plusieurs objets dans le as d'une image multiouleur.Puisque nous avons hoisi une stratégie par séletion des sommets, la meilleurealternative pour obtenir un maillage, 'est-à-dire onneter es sommets, nous sembleêtre le onept de Delaunay. Nos justi�ations résident dans les faits suivants :� C'est une approhe globale qui possède des bases mathématiques solides et o�redes garanties topologiques sur les maillages générés.� Les maillages obtenus sont généralement de bonne qualité.� De par sa nature, l'approhe permet l'adaptation de la taille des éléments dumaillage.� Les méthodes basées sur le onept de Delaunay se prêtent à une généralisation3D.Partant de es onsidérations, nous nous sommes penhés sur la question de latransposition du onept de Delaunay dans le monde disret des images 3D. En e�et,nous avons herhé à élaborer une approhe de reonstrution, purement disrète, quitente d'exploiter les avantages onnus du onept de Delaunay, tout en ontournant sesinonvénients. En partiulier, nous souhaitons utiliser la notion de frontière disrète pourrésoudre le problème du non respet du bord. Par ailleurs, nous souhaitons ontournerles erreurs d'arrondi dues aux aluls en virgule �ottante en proposant une méthodebasée sur les résultats de la topologie et de la géométrie disrète.L'idée prinipale, pour un objet disret, onsiste à séletionner un sous ensemblede points sur sa frontière qui seront les sommets de la triangulation et d'obtenir unmaillage par dualité, à partir de l'approximation disrète du diagramme de Voronoï dees points (voir Fig.5.2).La réalisation pratique de ette idée, pourtant simple, soulève ependant plusieursquestions ritiques :1. Comment dé�nir le bord d'un objet disret ?2. Comment hoisir les sommets du maillage ?



Conlusion 103
(a) (b) () (d)
(e) (f) (g) (h)Fig. 5.2 � Vue d'ensemble de la méthode de Delaunay Disret. (b) Approximation de la ourburedisrète. () Séletion ordonnée des n÷uds du maillage. (d) Diagrammes de Voronoï disrètes. (e) LeSKIZ disret. (f) Le graphe de Voronoï eulidien. (g) Surfae topologique obtenue par dualité. (h)Maillage triangulaire �nal.3. Comment aluler l'approximation disrète des régions de Voronoï ?4. Comment onstruire le graphe de Voronoï ?5. Comment extraire le maillage par dualité ?Par onséquent, les travaux réalisés dans le adre de ette thèse visent d'abord àétudier et démontrer la faisabilité d'une telle approhe en répondant à haune de esquestions dans le ontexte d'une image binaire, pour ensuite montrer son potentiel àatteindre nos objetifs initiaux.5.4 ConlusionDans les hapitres suivants, nous présentons les di�érentes expérimentations quenous avons réalisées pour transposer le onept de la dualité entre le graphe de Voronoïd'un ensemble de points et la triangulation de Delaunay dans l'espae disret des images3D. Nous avons étudié le potentiel d'une telle approhe à fournir des maillages polygo-naux de topologie onnue dans di�érents as de �gure (frontière disrète en voxels ouen surfels). Ainsi, nous présentons les étapes d'élaboration de l'algorithme du DelaunayDisret.Dans un premier temps, nous avons expérimenté la stratégie sur la frontière d'un ob-jet disret, dé�nie omme un ensemble de voxels. Nous appelons et méthode DelaunayDisret sur les voxels (DDV). Cette première étude nous a permis d'une part de prouver



104 Chapitre 4
(a) (b)Fig. 5.3 � (a) Le diagramme de Voronoï des points noirs. (b) La triangulation duale.la faisabilité de l'approhe et d'autre part de proposer un premier algorithme de reons-trution. Nous verrons que 'est un algorithme simple et rapide mais qu'il n'est pas trèsrobuste. Il est adapté pour la reonstrution d'objets relativement grands (omme lefoie, les poumons, la rate, ...) mais présente des limitations lors de la reonstrution destrutures très �nes omme les veines et les os.En deuxième lieu, nous avons utilisé la frontière disrète représentée par le 2-omplexe ellulaire du bord. Nous appelons ette méthode Delaunay Disret sur lespointels (DDP). Elle améliore les performanes et la robustesse des algorithmes et per-met la reonstrution même des strutures très �nes. Les maillages résultants sont ga-rantis 2-variétés ombinatoires et ont des bonnes propriétés géométriques. Finalement,nous avons étudié le potentiel de la méthode à reonstruire simultanément plusieursobjets ontenus dans une même image 3D.



Chapitre 6Méthode I : Delaunay Disret surles voxelsDans e hapitre, nous proposons une approhe de modélisation géométrique ettopologique basée sur le onept du Delaunay Disret. Le but de la méthode est deonstruire une 2-variété de la surfae d'un objet 3D, à partir de la frontière disrète,dé�nie omme un sous ensemble de voxels. Nous détaillons les di�érentes étapes lés dela méthode et nous disutons les résultats obtenus sur quelques objets de test.6.1 IntrodutionL'objetif de ette méthode de reonstrution est d'obtenir un modèle polygonal dela surfae d'un objet disret, représenté dans une image binaire.La méthode opère sur une image binaire 3D, où l'objet à trianguler est représentépar l'ensemble des voxels de label 1. Ce type d'image est obtenu, par exemple, après lasegmentation d'une struture d'intérêt dans une image médiale.L'algorithme s'appuie sur le prinipe de la dualité géométrique entre le diagrammede Voronoï et la triangulation de Delaunay d'un ensemble de points. L'idée de baseonsiste à séletionner un sous ensemble d'éléments de la frontière disrète omme étantles n÷uds de la triangulation, de aluler une approximation disrète du diagramme deVoronoï de es n÷uds et d'extraire le maillage surfaique par dualité. La méthode doitgarantir que le modèle polygonal de la surfae est une 2-variété topologique.Cette méthode est appelée Delaunay Disret sur les voxels (DDV) ar elle manipulela frontière de l'objet dé�nie omme un sous-ensemble de voxels. L'originalité de l'ap-prohe réside essentiellement dans le fait que de par sa nature entièrement disrète, laméthode permet l'utilisation des opérateurs de morphologie mathématique (transfor-mée en distane géodésique, roissane de régions simultanée, et.). Par onséquent, laméthode ne requièrt pas de strutures de données plus évoluées que les images disrètes3D. Elle proède par onstrution de di�érentes images, à partir de l'image binaire dedépart, et tous les algorithmes, jusqu'à l'obtention du modèle par dualité, s'appliquentà es images 3D. 105



106 Chapitre 66.2 Pré-traitementsSuite à des impréisions dans le proessus d'aquisition ou des erreurs de segmen-tation, les objets disrets sont généralement bruités. En trois dimensions, le bruit vafaire apparaître des avités et des petits tunnels. Une avité simplement onnexe esthomotopique à une sphère et un tunnel est homotopique à une ourbe fermée simple.Pour beauoup de traitements, et notamment pour la reonstrution surfaique, lasimpli�ation de la topologie est très utile. La orretion des aratéristiques indési-rables peut être faite plus simplement par des pré-traitements permettant de déteteret supprimer les avités et les tunnels insigni�ants.6.2.1 Suppression des avitésSouvant, les avités n'ont pas de réalité anatomique � elles proviennent en générald'un voxel dont l'intensité di�ère trop de elle de ses voisins � et leur suppressionpermettra de simpli�er la topologie de l'objet. Nous avons don hoisi de les éliminerpar un pré-traitement simple : la grille de l'image binaire du masque est agrandie d'unvoxel dans haque diretion, puis inversée. Une extration des omposantes onnexes estréalisée, et toutes les omposantes ne touhant pas le bord de l'image sont supprimées.L'image est ensuite à nouveau inversée et remise à sa taille de départ. L'agrandissementde l'image permet de s'a�ranhir des as où l'objet touhe le bord de l'image : sans etteétape, le fond pourrait être frationné en plusieurs omposantes onnexes, e qui rendsa détetion plus omplexe. Un tel as est présenté en deux dimensions dans la �gure6.1, où le fond de l'image est formé des omposantes onnexes 1 et 2. L'agrandissementpermet de fusionner es deux omposantes.
1

2Fig. 6.1 � Figure touhant le bord6.2.2 Détetion des tunnelsLes avités étant des omposantes onnexes du fond, elles sont don failement dé-tetables et peuvent être remplies. Les tunnels n'ayant pas de ontrepartie géométriquediretement aratérisable, leur détetion est plus omplexe.



Pré-traitements 107À notre onnaissane, seul un algorithme existe : il s'agit de l'algorithme de l'enve-loppe topologique d'Aktouf [AGL02℄. Cet algorithme fontionne de la façon suivante :� alul d'un sur-ensemble B de l'objet X sans tunnel ni avité (par exemple saboîte englobante) ;� jusqu'à stabilité, supprimer itérativement les points de B qui n'appartiennent pasà X, qui ne font pas partie d'une surfae et qui ne sont pas une jontion entredeux surfaes ou entre une ourbe et une surfae.La non-appartenane à une surfae, à une jontion entre deux surfaes ou à une jontionentre une ourbe et une surfae est aratérisée par les nombres topologiques (tableau2.3) : un point p remplit ette ondition si Tn(p,B) = 1. Le shéma de et algorithmeressemble à elui d'un algorithme de squelettisation séquentiel et présente le mêmeomportement : selon le hoix du balayage, l'enveloppe peut être déalée par rapport àl'objet (�gure 6.2). Le problème est résolu de la même façon que pour la squelettisation,en ordonnant le balayage selon la distane d'un point au bord de l'objet, les points lesplus prohes du bord étant plus prioritaires.
(a) (b)Fig. 6.2 � Un objet 3D (a) et son enveloppe topologique déalée(b)La détetion et la suppression des tunnels indésirables peuvent être faites ave l'al-gorithme suivant : Nous alulons d'abord l'enveloppe topologique ET (O) de l'objetvoxels O. Ensuite, la di�érene D = ET (O)−O entre ette enveloppe et l'objet originalest obtenue. L'image D ontient un ensemble de omposantes onnexes (éventuellementvide). Chaune de es omposantes onnexes orrespond à un tunnel ; leur nombre in-dique le genre de l'objet. Pour simpli�er la topologie, nous onsidérons qu'un tunnelorrespondant à une omposante onnexe omposée de moins de 10 voxels est dû aubruit et don il est rempli par l'ajout de la omposante onnexe à l'objet original. Lestunnels de taille supérieure sont, quant à eux, utilisés pour déteter les ourbes qui lesaratérisent sur la surfae de l'objet (voir Fig.6.3).Notons que et algorithme permet non seulement d'obtenir le genre d'un objet disretet de le réduire, mais permet aussi de loaliser les tunnels. Les ourbes des tunnelssigni�atifs seront utilisées durant la séletion des n÷uds du maillage.
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(a) (b) ()Fig. 6.3 � (a) Le dragon ontient un tunnel signi�atif (en bleu). (b) Le genre simpli�édes vertèbres est 26. () Exemples de ourbes des tunnels (en noir).6.3 Les étapes de la méthodeDans ette setion, nous allons détailler les di�érentes étapes lés du Delaunay Dis-ret sur les voxels.6.3.1 Dé�nition de la surfae disrèteDans le hapitre 2, nous avons rappelé les trois approhes les plus populaires pour ladé�nition de la frontière disrète d'un ensemble de voxels. Nous avons vu également er-taines des propriétés de es frontières. En partiulier, nous avons disuté leurs propriétéstopologiques et leur apaité à représenter des surfaes disrètes. En e�et, omme nousallons le voir tout au long de e manusrit, la dé�nition de la frontière disrète in�uenegrandement le potentiel de reonstrution de la méthode de Delaunay Disret.Dans la méthode de Delaunay Disret sur les voxels, nous utilisons la premièredé�nition qui onsiste à représenter la surfae d'un objet 3D ave un sous ensemble devoxels : le bord interne.Rappelons que dans l'espae disret des images 3D, il existe uniquement quatrepaires de onnexité (paires de Jordan), qui permettent de dé�nir une séparation del'espae en deux omposantes onnexes : l'une �nie, appelée intérieur et l'autre in�nie,appelée extérieur.� (6, 26) : objet 6-onnexe, fond 26-onnexe ;� (26, 6) : objet 26-onnexe, fond 6-onnexe ;� (6, 18) : objet 6-onnexe, fond 18-onnexe ;� (18, 6) : objet 18-onnexe, fond 6-onnexe ;Pour haune de es on�gurations, nous avons vu omment dé�nir le bord disret.Par exemple, pour un objet 6-onnexe ave un fond 26-onnexe, la 6-frontière interne



Les étapes de la méthode 109est dé�nie omme l'ensemble des voxels objets ayant au moins un voisin du fond dansleur 26-voisinage. Inversement, pour un objet 26-onnexe ave un fond 6-onnexe, la26-frontière interne est dé�nie omme l'ensemble des voxels objets ayant au moins unvoisin du fond dans leur 6-voisinage.Par onséquent, l'algorithme d'extration de la frontière disrète d'un objet doitutiliser les masques de voisinage adaptés aux ouples de onnexités hoisis pour l'objetet pour le fond. Dans la suite de e hapitre, nous présenterons la méthode de reons-trution pour un objet O 6-onnexe ave un fond 26-onnexe, dans un soui de larté.Cependant, les algorithmes que nous proposons fontionnent aussi dans les autres asde �gure, sous ondition de hanger les masques de voisinage.L'algorithme de détetion du bord interne prend en entrée l'image binaire ave leouple de onnexité hoisi et renvoie une image multiouleur, où les voxels de la frontièreet les voxels internes à l'objet sont étiquetés ave des valeur di�érentes. La �gure 6.4montre l'image de la frontière disrète du lapin (en bleu). Les voxels internes (dans levolume) sont représentés en rose.

Fig. 6.4 � Le 6-bord interne du lapin.Notons que le bord en voxels ne dé�nit pas forément une surfae pour tout objetdisret. Intuitivement, si l'objet présente des endroits très �ns, 'est-à-dire d'épaisseurprohe d'un voxel, le bord disret ne représente pas une surfae séparante, au sens deJordan, à es endroits. Cependant, en pratique, il est possible de déider si le borden voxels d'un objet dé�nit bien une surfae ou pas. Pour e faire, nous réalisons unesegmentation topologique du bord à l'aide des nombres topologiques (voir setion 2.3.3).Nous dé�nissons la surfae disrète FDV (pour Frontière Disrète en Voxel) d'unobjet 6-onnexe O omme l'ensemble des points sur le bord (PB), des points de surfae(PS) et des points de jontion de surfaes (JS) du 6-bord interne de O (f dé�nitionsprésentées dans le hapitre 2).Notons qu'aessoirement, il est possible d'aminir la surfae disrète en supprimantles points sur le bords (simples) ave un algorithme séquentiel : l'objet est parouruplusieurs fois jusqu'à e qu'auun point ne soit e�aé lors d'un parours. Cependant, e



110 Chapitre 6Type de point PB PS JS PC JC JCSube 0 38402 0 0 0 0sphère 0 16154 0 0 0 0tore 0 150072 0 0 0 0haltère 32 9922 0 0 0 0lapin 867 134901 327 0 0 4poumon1 7 251403 12 0 0 1poumon2 0 279147 32 0 0 0rein1 0 12837 4 0 0 0rein2 0 15343 2 0 0 0rate1 0 13322 0 0 0 0foie1 0 270551 3 0 0 1foie2 2 277830 2 0 0 0bouddha 25 582345 204 0 0 0dragon 2209 125279 421 0 0 3foie3 2874 349865 482 4 0 4artère 6206 25870 909 27 0 20vertèbres 11391 151069 2942 53 1 67Tab. 6.1 � Caratérisation topologique des points des bords en voxels par les nombrestopologiques. PB - points du bord, PS - points de surfae, JS - points de jontion desurfaes, PC - points de ourbes, JC - points de jontions de ourbes, JCS - points dejontion de ourbes et de surfaestraitement relativement oûteux ne nous semble pas néessaire dans notre as. D'abord,les bords 6-internes ontiennent peu de points simples et leurs suppressions n'aura pasd'e�et notable sur le temps de alul de notre algorithme de reonstrution. De plus,la �nesse de la surfae n'est pas requise puisque tous les traitements opèrent sur lesvoxels. En�n, ii nous utilisons la segmentation topologique en tant qu'indiateur quinous permet de déider si le 6-bord interne dé�nit bien une surfae, au sens de Jordan.Les tests e�etués sur une base de 25 objets disrets tendent à montrer que, si le borden voxels ne ontient pas de points de ourbes, elui-i dé�nit bien une surfae 6-onnexequi sépare l'espae de l'image en deux omposantes 26-onnexes du fond. Le tableau 6.1résume le type et le nombre de points topologiques présents dans les bords 6-internes dequelques objets. Cette segmentation topologique nous permet don de distinguer deuxlasses d'objets :1. objets dont la surfae peut être représentée par un ensemble de voxels 6-onnexes ;2. objets dont la surfae ne peut pas être représentée par un ensemble de voxels.En pratique, dans la première lasse, nous retrouvons la majorité des organes vitaux(foie, poumons, reins, rate). En général, si es objets sont orretement segmentés, lasurfae disrète dé�nit orretement leur topologie et la méthode de Delaunay Disret



Les étapes de la méthode 111sur les voxels peut être utilisée pour obtenir un maillage surfaique. En revanhe, ladeuxième lasse ontient des objets �ns (veines, os) et l'ensemble des voxels de la surfaedisrète ne permet pas de dé�nir orretement leur topologie. La �gure 6.5 montre lasegmentation topologique du 6-bord interne d'un poumon et d'une artère segmentés. Lasurfae disrète du poumon ne ontient pas de points de ourbe et don elle peut êtreutilisée pour la reonstrution. En revanhe, la surfae disrète de l'artère ontient despoints de ourbe et des points de jontion de ourbes. Ce qui signi�e qu'elle dé�nit malla surfae de l'objet et, par onséquent, la reonstrution à partir de et ensemble devoxels risque d'être périlleuse. En e�et, pour ette lasse d'objets, il est plus judiieuxd'utiliser l'une des deux autres frontières disrètes (le graphe d'adjaene des surfels oule bord du omplexe ellulaire) qui permettent une dé�nition beauoup plus �ne de lasurfae que le bord en voxels.

(a) (b)Fig. 6.5 � Segmentaion topologique du 6-bord interne. Les points de surfae appa-raissent en bleu et les points du bord en rouge. (a) La surfae disrète du poumon neontient pas de points de ourbe. (b) La surfae disrète de l'artère ontient des pointsde ourbe et des points de jontion de ourbes.



112 Chapitre 66.3.2 Séletion des n÷uds du maillageL'étape ruiale d'une approhe telle que le Delaunay Disret, qui proède par hoixpréalable des n÷uds du maillage, est lairement la séletion de es n÷uds. Commenous avons le voir dans la suite, ette distribution in�uene grandement la qualité desapproximations géométriques obtenues. En e�et, dans ette approhe, les propriétés dumaillage résultant dépendent essentiellement du hoix des n÷uds.Supposons, maintenant que nous souhaitons obtenir un modèle polygonal régulier dela frontière disrète FDV de l'objet O. Dans e as, les n÷uds doivent être distribués defaçon quasi-uniforme sur la frontière de l'objet. Pour obtenir une telle distribution, l'idéede base onsiste à hoisir parmi les voxels de la frontière disrète FDV un sous ensemblede voxels distribués uniformément en fontion d'une densité spéi�ée par l'utilisateur.Pour e faire, nous allons onstruire une liste de n÷uds andidats ave tous les voxelsde la frontière disrète. Ensuite, pour haque n÷ud andidat valide, il su�t d'éliminer(marquer omme invalides) es voisins, dans un rayon de voisinage onstant r, et d'itérerle proessus jusqu'à e qu'il n'y ait plus de andidats valides.Cet algorithme très simple soulève ependant deux questions importantes : � quelleest la distane à utiliser entre les voxels ? � et � faut-il dé�nir une priorité de séletionentre les n÷uds andidats ? �.Distane. La notion de distane eulidienne, bien qu'utilisée par la majorité des al-gorithmes de reonstrution, n'est pas adaptée pour une méthode de reonstrutiondisrète omme le Delaunay Disret. En e�et, dans l'espae disret, nous utilisons géné-ralement des distanes disrètes. Ces distanes, aussi appelées des distanes de hanfrein,ont été proposées pour une meilleure approximation de la distane eulidienne dans l'es-pae disret [Bor84, Thi01℄. Leur prinipe onsiste à pondérer le 26-voisinage d'un voxelave des oe�ients di�érents. Le plus souvent, les distanes de hanfrein se présententsous forme de masque de de 3×3×3 voxels, où les 6, 18 et 26-voisins du voxel entral sontmarqués ave des valeurs di�érentes. Il est à noter que de nombreux travaux ont déjàété réalisés sur e sujet, et atuellement, nous onnaissons une multitude de masquesde hanfrein en 3D. En fontion, de la pondération utilisée, es masques approximent ladistane eulidienne ave un taux d'erreur plus ou moins élevé. La �gure 6.6 représentele masque M = (16, 21, 28) qui approxime la distane eulidienne ave une erreur del'ordre de 10%.Par ailleurs, pour un algorithme de séletion des n÷uds, il est important de onsi-dérer plut�t une distane géodésique qu'une distane 3D. La distane géodésique entredeux voxels est dé�nie omme le plus petit 6-hemin le long de la frontière disrète(Fig.6.7). Cette distane s'avère mieux adaptée pour nos besoins ar elle empêhe d'éli-miner les voxels qui sont prohes d'un n÷ud andidat en terme de distane eulidiennemais qui se trouvent dans des régions di�érentes de l'objet, omme par exemple lesn÷uds des deux �tés d'un détail très �n d'un objet.Tous les résultats présentés dans e hapitre sont alulés ave une distane géodé-sique de hanfrein pour le masque 3D M = (16, 21, 28).
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Fig. 6.6 � Masque de hanfrein 3 × 3 × 3, M = (16, 21, 28).

Fig. 6.7 � Distane géodésique entre deux voxels de la frontière disrète.Priorité. Si la séletion des n÷uds du maillage est faite de façon non ordonnée, ladistribution résultante sera déterminée par le sens du parours de l'image de la frontière.Or, il est évident qu'une telle distribution aveugle ne peut pas être optimale. Il existele risque de � gommer � des petits détails de la surfae de l'objet ou bien de lisser lesbords. La �gure 6.8, illustre la di�érene entre une séletion aveugle et une séletionordonnée.
Fig. 6.8 � Di�érene entre une séletion aveugle et une séletion ordonnée.L'utilisation d'une priorité de séletion pour le traitement des n÷uds andidats peutaméliorer sensiblement la distribution. De plus, si ette priorité est dé�nie en fontionde la � ourbure � de haque voxel, le modèle polygonal résultant sera plus prohe dela frontière disrète FDV, en terme de distane.



114 Chapitre 6Par onséquent, nous avons hoisi de aluler une approximation de la ourbure dehaque voxel de la frontière FDV. Pour e faire, nous pouvons utiliser tout algorithmeexistant, par exemple elui proposé par Lenoir [Len97℄. Il est à noter que beauoupde travaux ont déjà été réalisés sur e sujet et ont abouti à plusieurs propositions quidi�èrent essentiellement par les onepts employés. Cependant, la majorité des algo-rithmes onnus herhent à aluler les � vraies � ourbures (moyenne, prinipales) et,par onséquent, sont relativement omplexes et pas très e�aes en terme de temps dealul. Don, nous avons utilisé une méthode numérique d'estimation de la ourburemoyenne.Cette approhe statistique est basée sur le fait qu'il existe un lien de linéarité entrela ourbure moyenne d'un point d'une surfae lisse et la proportion du volume d'unepetite sphère, entrée en e point, situé à l'intérieur de la surfae (voir Fig. 6.9). Dans[BGCF95℄, il a est démontré, de façon analytique, que
H =

4V

πb4
− 8

3b
(6.1)où H est la ourbure moyenne, b est le rayon de la sphère entrée au point et V levolume de la sphère situé à l'intérieur de la surfae.

V

b

Fig. 6.9 � Volume du voisinage d'un point de la surfae situé à l'intérieur de elle-i. Ce volume V ,est représenté en gris. Le rayon du voisinage sphérique est noté b.Cette formule est orrete tant que le rayon de la sphère est plus petit que l'inverse dela ourbure maximale au point onsidéré. Néanmoins, si on utilise des rayons de sphèressu�samment petits, e résultat permet d'approximer une valeur de ourbure moyenne,ave une préision moyenne de l'ordre de 10%. Même sur les points anguleux (arêtes,sommets), ette méthode permet d'obtenir une estimation de la ourbure � apparente �,bien que elle-i ne soit pas expliitement dé�nie en de tels points.La prinipale di�ulté de et algorithme réside dans le hoix du rayon de la sphère.Dans le as disret, ette di�ulté est aentuée. Un ompromis doit être fait entre lehoix d'un petit rayon pour garantir l'exatitude des résultats et le hoix d'un grandrayon pour diminuer l'erreur due à la disrétisation de l'espae. Comme le montre le ta-bleau 6.2 (a), ette erreur devient assez rapidement inférieure à 1% ave l'augmentationde la taille des sphères.La omplexité de la méthode est O(d2.r3) où r est le rayon du voisinage sphériqueet d est la dimension moyenne de l'objet, alulés en voxels. Dans la pratique, ses per-formanes en temps sont de l'ordre de quelques seondes (tableau 6.2 (b)) et la méthode



Les étapes de la méthode 115(a)rayon volume erreurréel disret3 113.1 123 8.75%4 268.1 257 −4.13%5 523.6 515 −1.64%10 4188.8 4169 −0.47%15 14137.2 14147 0.06%20 33510.3 33401 −0.32%25 65449.8 65267 −0.27%
(b)rayon rayon de la sphèrede l'objet 7 10 15 2020 0'01 0'02 0'04 0'0940 0'04 0'08 0'18 0'3960 0'10 0'18 0'42 1'3380 0'20 0'33 1'19 2'50100 0'34 0'54 2'05 4'31150 1'26 2'12 4'54 10'33200 2'53 4'15 9'03 19'18Tab. 6.2 � (a) Erreur de volume induite par la disrétisation d'une sphère. (b) Temps d'exéution dela méthode pour des objets de di�érents rayons, en onsidérant un voisinage de rayon �xe.s'avère très e�ae pour pouvoir di�érenier les endroits plut�t plats des endroits plu-t�t ourbés sur les frontières disrètes d'objets lisses. Dans notre as, ette distintions'avère su�sante pour dé�nir une priorité de traitement sur les n÷uds.L'algorithme statistique d'estimation de la ourbure moyenne fournit une image àniveaux de gris de la frontière disrète FDV, les valeurs numériques fortes indiquent lesendroits de forte ourbure, alors que les valeurs faibles indiquent les endroits plus plats(voir Fig. 6.10).

(a) (b)Fig. 6.10 � Deux résultats de l'algorithme statistique. Les endroits de forte ourbure sont lairs. Lesendroits plats sont plus fonés.Notre algorithme de séletion des n÷uds assigne don une priorité plus élevée auxpoints de forte ourbure � apparente � ainsi qu'aux points des ourbes des tunnelsdétetés durant le pré-traitement (voir Fig.6.3()). Cette séletion ordonnée permetdon une meilleure distribution pour préserver la topologie de l'objet et pour diminuer



116 Chapitre 6le risque d'arrondir les angles ou de gommer les petits détails. Notons ependant quee risque n'est pas nul, ar il est faile de voir que les détails de taille plus petite que lerayon de voisinage r ne pourront pas être � apturés � lors de la distribution des n÷udspour un tel rayon.L'algorithme 6.1 prend en entrée l'image de la ourbure approximée sur la frontièredisrète et un rayon de résolution r, spéi�é par l'utilisateur. En sortie, il produit uneimage 3D ontenant l'ensemble des n÷uds séletionnés, étiquetés ave un label unique.Ces n÷uds sont distribués de façon quasi-uniforme sur la frontièreLa �gure 6.11 montre quatre étapes de l'algorithme de séletion des n÷uds sur unube ave un rayon de résolution r = 10.

(a) (b)

() (d)Fig. 6.11 � Séletion ordonnée des n÷uds sur la frontière disrète d'un ube. Les n÷uds séletionnésapparaissent en rouge, au milieu des zones � érodées �, en gris. (a) Après 10 itérations. (b) Après 20itérations. () Après 50 itérations. (d) À la �n de l'algorithme.



Les étapes de la méthode 117
Algorithme 6.1 Séletion ordonnée des n÷uds du modèleRequire: ImgC=Image de la ourbure disrète, r = rayon de résolutionEnsure: ImgN=Image des n÷uds quasi-uniformément distribués sur la frontière dis-rète1: Initialisation :2: �le FC= la �le des n÷uds andidats = les o�sets des voxels objet de ImgC.3: ImgDist= image de la distane initialisée à 0.4: M = in3D(16, 21, 28)=masque de hanfrein.5: label = 0 : une valeur pour haque n÷ud6: Trier FC selon la ourbure.7: Traitement :8: while (FC 6= vide) do9: v = FC.pop()10: maxdist = 011: if (ImgDist(v) == 0) then12: label + +13: fv.push(0, v) : �le hiérarhique des voisins dans le masque14: while (fv 6= vide) do15: off = fv.pop()16: if (ImgDist(off) < 28 ∗ r) then17: for {tous les q ∈ M(off)} do18: if (ImgDist(q) == 0) then19: ImgDist(q) = ImgDist(off) + M(q).coeff20: fv.push(ImgDist(q), off)21: maxdist = ImgDist(q)22: end if23: end for24: end if25: end while26: if (maxdist == r) then27: ImgN(v) = label28: end if29: end if30: end while



118 Chapitre 66.3.3 Approximation disrète des régions de VoronoïLa distribution des n÷uds du maillage étant terminée, l'étape suivante de la méthodeest la onstrution du diagramme de Voronoï assoié à es n÷uds. Rappelons que lediagramme de Voronoï est, en e�et, un partitionnement (ou une tesselation) en régionstelles que la région assoiée à haque n÷ud, ontient les points plus prohes de e n÷udque de tout autre.

(a) (b)Fig. 6.12 � Vues 3D des transformées en distane géodésique de hanfrein des n÷uds, alulées surles frontières disrètes d'un ube peré (un tore topologique) et d'un foie.Le alul du diagramme de Voronoï peut être e�etué de façon exate par la géomé-trie algorithmique [Ber94℄, ou de façon approhée, en temps onstant, ave une imagede distane [Bor86℄.Notre algorithme d'approximation disrète du diagramme de Voronoï e�etue uneroissane de régions simultanée à partir des n÷uds selon distane géodésique (voirAlgorithme 6.2 de la setion ??). L'algorithme prend en entrée l'image des n÷uds, oùhaque n÷ud est étiqueté ave un label unique, et alule deux images : une imagede la transformée en distane géodésique des n÷uds, pour la distane de hanfreinonsidérée, et une image des régions de Voronoï (les zones d'in�uene), où haque régionest étiquetée à la valeur de son n÷ud le plus prohe.Plus la distane disrète est prohe de la distane eulidienne, meilleurs sont lesrésultats. Dans notre implémentation, nous avons utilisé le masque de hanfrein 3×3×3,
M = (16, 21, 28), ar il approxime la distane eulidienne ave une erreur de l'ordre de10%. La �gure 6.12 illustre les transformées de distane de hanfrein géodésique desn÷uds alulées sur les frontières disrètes d'un ube peré et d'un foie segmenté.La �gure 6.13 montre six diagrammes de Voronoï Disret obtenus ave l'algorithme6.2 sur les frontières disrètes de six objets disrets, à partir d'une distribution des



Les étapes de la méthode 119n÷uds orrespondant à la résolution r, spéi�ée par l'utilisateur à l'étape préédentede la méthode. Les régions assoiées à haque n÷ud sont représentées ave des ouleursdi�érentes.À la �n de ette deuxième étape, nous obtenons don une approximation du dia-gramme de Voronoï Disret orrespondant à la distribution des n÷uds du maillage.Algorithme 6.2 Constrution du diagramme de Voronoï DisretRequire: ImgN=Image des n÷ud, ImgDom=Image du domaine (la frontière disrète)Ensure: ImgDist=Image de la transformé en distane géodésique des n÷uds,
ImgLabel=Image des zones d'in�uene des n÷uds1: Initialisation :2: ImgDist= image de la distane initialisée à 0 pour tous les voxels allumés dans
ImgN et à l'∞ ailleurs.3: ImgLabel= image des régions d'in�uene initialisée aux labels orrespondant pourtous les voxels allumés dans ImgN .4: M = in3D(16, 21, 28) = le masque de hanfrein.5: pile P = la pile des voxels, initialisée ave les marqueurs ontenus dans ImgN .6: Traitement :7: while (P 6= vide) do8: v = P.front()9: P.pop(v)10: for ({tous les q ∈ M(v)}) do11: if (ImgDom(v) 6= 0) et (ImgDist(q) > ImgDist(v) + M(v).coeff) then12: ImgDist(q) = ImgDist(v) + M(v).coeff13: ImgLabel(q) = ImgLabel(v)14: P.push(q)15: end if16: end for17: end while
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(a) (b)

() (d)

(e) (f)Fig. 6.13 � Diagrammes de Voronoï Disret alulés pour di�érents objets ave des rayons de résolu-tion r di�érents. (a) Une sphère de rayon 30 voxels, r = 5 voxels. (b) Un ube de �té 80 voxels, r = 10voxels. () Un foie segmenté, r = 10 voxels. (d) Un lapin disret, r = 5 voxels. (e) Un tore de �té 200voxels, r = 5 voxels. (f) Une haltère, r = 2 voxels.
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(a) (b)

() (d)

(e) (f)Fig. 6.14 � Les SKIZs extraits à partir des diagrammes de Voronoï alulés pour di�érents objetsave des rayons de résolution r di�érents. (a) La sphère, r = 10. (b) Le ube, r = 10. () Le foie, r = 10.(d) Le lapin, r = 10. (e) Le tore, r = 3. (f) L'haltère, r = 3.



122 Chapitre 66.3.4 Dé�nition du graphe de VoronoïL'étape suivante de la méthode de reonstrution est la dé�nition d'un graphe deVoronoï, à partir du diagramme de Voronoï disret, adapté pour la transformation pardualité. Rappelons que les sommets de e graphe doivent orrespondre aux intersetionsdes régions de Voronoï, alors que les arêtes doivent relier deux intersetions qui partagentune frontière ommune. Le dual géométrique du graphe de Voronoï est onnu omme latriangulation de Delaunay (voir Fig.6.15).Le premier graphe que nous pouvons extraire à partir du diagramme de Voronoïdisret est le squelette par zones d'in�uene (SKIZ, SKeleton by In�uene Zones). Rap-pelons que dans le diagramme de Voronoï Disret, haque région est représentée parune valeur unique. De façon lassique, le SKIZ est dé�ni par l'ensemble des voxels ayantau moins 2 voisins de valeurs di�érentes.La �gure 6.14 montre quelques exemples de SKIZs. Notons que es squelettes disretsne sont pas utilisables diretement pour la onstrution du maillage par dualité : lesarêtes sont épaisses (voir Fig.6.17) et présentent des anomalies topologiques, lassiquesen imagerie, dues aux multiples approximations réalisées par les algorithmes. Don, laquestion est omment transformer le SKIZ en un graphe de Voronoï adapté à la dualité.
Fig. 6.15 � Le onept de dualité entre le diagramme de Voronoï et la triangulation de Delaunay. Àgauhe, espae ontinu. À droite, espae disret.Dans [EDD+95℄, Ek stipule les trois onditions que le diagramme de Voronoï Disretdoit remplir pour que la triangulation de Delaunay existe.Lemme 6.1 Soit DV un diagramme de Voronoï Disret. Sa triangulation TD dualeexiste si :1. Les régions de Voronoï se renontrent toujours par trois ;2. Deux régions de Voronoï n'ont qu'une unique frontière ommune ;3. Chaque région de Voronoï est homéomorphe à un disque.La première ondition est la ondition d'uniité de la triangulation. La deuxième etla troisième ondition assurent que la triangulation est une surfae fermée et orientable,'est-à-dire une 2-variété sans bord.



Les étapes de la méthode 123La �gure 6.15 illustre le onept de la dualité entre le graphe de Voronoï et latriangulation de Delaunay dans l'espae ontinu et dans l'espae disret. Cependant,il est assez faile de voir que, dans l'espae disret où les points sont ordonnés selonune grille, et où la distane disrète ne fait qu'approximer la distane eulidienne, lediagramme de Voronoï Disret ne remplit pas systématiquement es trois onditions.En pratique, la violation de la première ondition n'est pas fortement gênante. Dansle as où plus de trois régions de Voronoï se roisent en un sommet du graphe de Voronoï,la triangulation de Delaunay, dans le sens strit, n'est pas dé�nie. Cependant, le dualde e sommet est un polygone onvexe et une triangulation non unique peut toujoursêtre obtenue en déoupant e polygone en triangles. Cei explique le fait que, depuisle début de et exposé, nous avons utilisé le terme de modèle polygonal de la surfaeplut�t que elui d'une triangulation dans le sens strit du terme.En revanhe, la violation des deux autres onditions indique que la distribution desn÷uds pour un rayon r n'est pas adaptée, 'est-à-dire que la densité des n÷uds, dansune partie de l'objet, est trop faible par rapport à la ourbure loale ou à la taille d'undétail. Pour remédier à e problème, nous pouvons imaginer trois approhes.La première approhe onsiste à véri�er les onditions tout au long de la onstrutiondu diagramme de Voronoï et, au as où l'une des onditions n'est pas satisfaite, à ajouterun nouveau n÷ud. Cette approhe a été utilisée dans [EDD+95, Del98℄. Cependant,elle implique l'utilisation de strutures de données évoluées et omplique sensiblementl'algorithme. Surtout, elle néessite le reommenement des aluls de distane à haquefois qu'un nouveau n÷ud est ajouté.Une autre alternative pour ontourner les problèmes est d'adapter le rayon de voisi-nage r à la ourbure loale durant la séletion des n÷uds. Cei permettra de distribuerles n÷uds de façon adaptative, de sorte que dans les endroits très inurvés, il y ait plusde n÷uds, alors que dans les endroits plus plats, il y en ait moins. Nous allons disuterplus en détail ette approhe dans la setion 6.5 de e hapitre, onsarée à la séletionadaptative.La troisième alternative, que nous adoptons ii, onsiste à ontinuer le traitement,même si le diagramme de Voronoï Disret présente des anomalies topologiques (deux ré-gions ayant plus d'une frontière ommune, des régions non homéomorphes aux disques).Nous allons transformer les SKIZs en graphes eulidiens et nous allons utiliser les ara-téristiques de es graphes pour déteter et orriger loalement les problèmes topologiquesdu maillage dual.Les graphes de Voronoï que nous souhaitons obtenir doivent remplir plusieurs ondi-tions qui déoulent du lemme d'Ek :Propriété 8 La triangulation duale d'un graphe de Voronoï GV = (V,E) est une 2-variété ombinatoire onnexe sans bord si :1. GV est onnexe ;2. tous les sommets v ∈ V sont de degré 3 ;3. GV est un graphe simple (sans multi-arêtes).



124 Chapitre 6Intuitivement, la première ondition garantit que la surfae ne ontient pas de som-mets isolés. La seonde ondition, sur le nombre d'arêtes inidentes à un sommet (ledegré), assure que le triangle dual de haque sommet possède exatement trois trianglesvoisins (un pour haque arête). La troisième ondition assure qu'il n'y a pas d'adja-enes multiples entre les faes duales, 'est-à-dire deux faes adjaentes n'ont qu'uneunique arête en ommun.Par ailleurs, la propriété préédente déoule diretement de la dé�nition d'une 2-variété fermée et triangulée. Le graphe de Voronoï peut être assimilé au graphe d'adja-ene des faes de la triangulation. Sur la �gure 6.16, nous avons représenté une partied'une triangulation, que nous supposons sans bord, et son graphe d'adjaene des faes(en rouge). Chaque sommet du graphe orrespond à un triangle et peut être interprétéomme un sommet de Voronoï dé�ni à l'intersetion d'exatement 3 régions de Voronoï.Les arêtes du graphe sont les duaux des arêtes de la triangulation et peuvent être in-terprétées omme des arêtes de Voronoï. Elles traduisent le fait que, dans une 2-variétéfermée, haque triangle possède exatement 3 triangles voisins. Par onséquent, tous lessommets sont de degré 3. Le graphe est onnexe ar la 2-variété l'est aussi. De plus, legraphe est simple ar par dé�nition la variété ne présente pas d'adjaene multiples.
Fig. 6.16 � La dualité entre le diagramme de Voronoï et la triangulation de Delaunay.Dans les deux setions suivantes, nous allons expliquer omment transformer lesSKIZs disrets en graphes eulidiens.6.3.4.1 Les sommetsLa dé�nition d'un sommet du graphe de Voronoï, 'est-à-dire le point d'intersetionde plus de deux régions de Voronoï, n'est pas immédiate en disret. La di�ulté majeurevient du fait que es points d'intersetion sont mal dé�nis.Les premiers sommets qu'il est possible de dé�nir à partir du SKIZ sont les sommetsprimaires que nous dé�nissons ainsi :Dé�nition 6.1 (sommet primaire du SKIZ) Un sommet primaire est un voxeldont le 6-voisinage (le voxel inlu) ontient au moins 3 voxels de valeurs di�érentes.Un tel sommet est représenté par le n-uplet (λ1, λ2, ..., λn), où les λi sont les valeursdes n voxels qui dé�nissent le sommet primaire. Le nombre n est appelé ardinalité dusommet, n ∈ [3, 7].



Les étapes de la méthode 125Dans l'espae disret, ontrairement à l'espae ontinu, les régions de Voronoï peuventse roiser en plusieurs sommets primaires identiques ou, pis enore, plusieurs sommetsprimaires di�érents. Intuitivement, ette redondane des intersetions (et don des som-mets du graphe de Voronoï) va provoquer une redondane des faes onstruites pardualité à partir des sommets (voir Fig.6.17).

(a)Fig. 6.17 � Le SKIZ d'un foie et un zoom sur l'endroit où six régions disrètes seroisent.
(a) (b)Fig. 6.18 � (a) Intersetion de 6 régions disrète de Voronoï. (b) Le SKIZ orrespondant.Pour illustrer e problème, nous avons représenté sur les �gures 6.18(a) et (b), res-petivement, 6 régions de Voronoï Disret et le graphe disret orrespondant. La �gure6.19(a) représente un shéma 2D de ette on�guration. Dans et exemple, les 6 ré-gions disrètes (A,B,C,D,E, F ) se roisent en 6 sommets primaires, tous di�érents

sp1, sp2, sp3, sp4, sp5, sp6.� sp1 = (λA, λB, λE, λF ), Fig.6.19(b)� sp2 = (λA, λB, λC, λD), Fig.6.19()� sp3 = (λA, λE, λF ), Fig.6.19(d)



126 Chapitre 6� sp4 = (λA, λD, λE, λF ), Fig.6.19(e)� sp5 = (λB, λC, λD, λE), Fig.6.19(f)� sp6 = (λC, λD, λE), Fig.6.19(d)
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(i)Fig. 6.19 � (a) Six régions de Voronoï onstruites autour des pixels en noir (les n÷uds). Les sommetsprimaires du SKIZ sont représentés par les points blans numérotés. Les arêtes du SKIZ sont shéma-tisées aussi en blan. (b) Le polygone dual du sommet sp1. () Le polygone dual du sommet sp2. (d)Le polygone dual du sommet sp3 et le polygone dual du sommet sp6 . (e) Le polygone dual du sommet
sp4. (f) Le polygone dual du sommet sp5. (g) Le maillage orrespondant à l'ensemble des polygonesduaux des sommets primaires. (h) La omposante 4-onnexe des sommets primaires. (i) Le maillageorrespondant au sommet de Voronoï dé�ni omme la omposante 4-onnexe des sommets primaires.Dans ette on�guration, il apparaît lairement que si nous onstruisons le maillagedual à partir de es six sommets primaires, il ontiendra des polygones redondants.En e�et, notons que dans et exemple il y a deux sommets de ardinalité 3, strite-ment inlus dans deux sommets de ardinalité 4. Une première tentative pour résoudrele problème des polygones redondants onsiste à ne pas onstruire les polygones duauxaux sommets primaires stritement inlus dans un autre sommet primaire de ardina-lité supérieure. Mais, malheureusement, ette tehnique ne permet pas d'éliminer tous



Les étapes de la méthode 127les problèmes. Dans et exemple, même si nous ne onsidérons que les quatre sommets
sp1, sp2, sp4 et s5, il y aura toujours des polygones redondants dans le maillage dual.Ii, une solution onsiste à onstruire les polygones duaux uniquement des sommets sp1et sp5 (ou inversement, sp2 et sp4).En pratique, les polygones redondants peuvent être éliminés plus tard dans le maillagedual ave un algorithme de réparation de maillage. Mais nous avons adopté une autreapprohe. Nous nous sommes basés sur l'observation que dans les on�gurations, ommeelles de l'exemple donné, les sommets primaires qui provoquent des faes redondantessont toujours onnexes les uns aux autres. Dans l'exemple, si nous dé�nissons un uniquesommet de Voronoï à partir des sommets primaires du SKIZ , son dual sera un uniquehexagone onvexe (SV = (λA, λB, λC, λD, λE, λF )) (Fig.6.19(i)).La disussion préédente justi�e le fait que, pour transformer le SKIZ en un grapheadapté pour la dualité, nous avons hoisi d'agglomérer les sommets de Voronoï primaires.Cette agrégation est néessaire pour améliorer les propriétés du graphe et permettre unemeilleure onstrution par dualité du maillage que nous herhons. Par onséquent, nousdé�nissons les sommets du graphe de Voronoï omme les omposantes 6-onnexes dessommets primaires dans le SKIZ.Dé�nition 6.2 (sommet du graphe de Voronoï) Un sommet du graphe est dé�nipar une omposante 6-onnexe de sommets primaires dans le SKIZ. Un tel sommet SVest représenté par le n-uplet (λ1, λ2, ..., λn), obtenu par union d'ensembles à partir dessommets primaires qui le dé�nissent. Le nombre n est appelé ardinalité du sommet,
n ∈ [3, nombre total des noeuds].

Fig. 6.20 � À gauhe, un modèle polygonal et les sommets duaux des triangles (enrouge) et des polygones (en bleu) ; À droite, le graphe dual.Avant de poursuivre ave la dé�nition des arêtes du graphe de Voronoï, nous sou-haitons revenir sur la propriété 8 et en donner une autre formulation en fontion dessommets du graphe de Voronoï que nous venons de dé�nir.En e�et, dans l'espae disret, les sommets du graphe de Voronoï sont souvent deardinalité supérieure à 3. Cei est dû d'une part à la distane disrète et d'autre partau fait que les sommets sont obtenus par agglomération des sommets primaires. Paronséquent, dans le ontexte disret, la méthode de Delaunay produit plut�t un modèle



128 Chapitre 6polygonal de la surfae qu'une triangulation au sens strit du terme. Nous proposonsdon une reformulation de la propriété 8 qui relâhe la ondition sur le degré des sommetsa�n de pouvoir s'appliquer à une surfae polygonale :Propriété 9 Le modèle polygonal dual d'un graphe de Voronoï GV = (V,E) est une2-variété ombinatoire onnexe sans bord, si et seulement si :1. GV est onnexe ;2. tout sommet v ∈ V , de ardinalité n, est de degré n ;3. GV est un graphe simple.Sur la �gure 6.20, nous avons représenté une partie d'une surfae polygonale, quenous supposons de nouveau sans bord, ainsi que son graphe dual (le graphe d'adjaenedes faes). Les sommets rouges peuvent être interprétés omme des sommets de Voronoïde ardinalité 3 ar leurs duaux sont des triangles. Les sommets bleus orrespondentaux polygones du modèle et peuvent être vus omme des sommets de Voronoï de ar-dinalité supérieure à 3 (4 et 5, en ourrene). Les arêtes du graphe sont, de nouveau,interprétées omme des arêtes de Voronoï. Sur et exemple, il est faile de voir que, lessommets de ardinalité 3 sont de degré 3, les sommets de ardinalité 4 sont de degré 4et le sommet de ardinalité 5 est de degré 5. Cette dernière observation est vraie pourtout modèle polygonal 2-variété.6.3.4.2 Les arêtesUne arête du graphe de Voronoï doit relier deux sommets de Voronoï le long de lafrontière ommune de deux régions adjaentes.Une telle arête peut être dé�nie à partir du SKIZ ave la dé�nition suivante :Dé�nition 6.3 (arête du SKIZ) Une arête du SKIZ est dé�nie par un ensemblede voxels dont le 6-voisinage (le voxel inlu) ontient exatement 2 voxels de valeursdi�érentes. Une telle arête AV est représenté par une paire de valeurs (λ1, λ2), où les
λi sont les 2 valeurs des voxels qui dé�nissent l'arête.Rappelons maintenant que nous avons hoisi de ne pas véri�er les trois onditionssur le diagramme de Voronoï durant sa onstrution. Par onséquent, il peut présenterdes anomalies topologiques qui rendent la onnexion des sommets du graphe déliate.En e�et, si le diagramme ontient des régions non homéomorphes aux disques ou desrégions ayant plus d'une unique frontière ommune, les arêtes du SKIZ vont dé�nir unmultigraphe ave boules au lieu d'un graphe simple (ondition 3 du lemme 3).À titre d'exemple, nous avons shématisé, sur la �gure 6.21, une on�guration pa-thologique où deux régions de Voronoï possèdent plus d'une unique frontière. Ce type deon�gurations apparaît essentiellement aux endroits de forte ourbure omme les détailssur la surfae de largeur prohe d'un voxel. Ainsi, les dessins 2D doivent être interprétésomme une projetion sur un plan d'un endroit pointu de la surfae. La �gure 6.21(a)représente une on�guration C1 ave 7 sommets du graphe de Voronoï, obtenus aprèsl'étape d'agglomération des sommets primaires et 7 arêtes de Voronoï.Les dé�nitions des sommets et des arêtes sont les suivantes :
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E ()Fig. 6.21 � Exemple de on�guration d'anomalie topologique. (a) Projetion 2D de laon�guration C1. (b) Le graphe de Voronoï GV 1 de C1. () Les faes duales de GV 1.
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S7(a)Fig. 6.22 � Corretion loale du graphe de Voronoï GV 1 de la on�guration C1. Ledédoublement d'un sommet permet d'éviter les adjaenes multiples entre les faesduales.� S1 = (λA, λB, λC)� S2 = (λA, λB, λC, λE)



130 Chapitre 6� S3 = (λB, λC, λD)� S4 = (λB, λD, λF )� S5 = (λC, λD, λG)� S6 = (λB, λE, λx)� S7 = (λC, λE, λy)� A1 = (λB, λD)� A2 = (λC, λD)� A3 = (λB, λC)� A4 = (λA, λB)� A5 = (λA, λC)� A6 = (λB, λE)� A7 = (λC, λE)Dans ette on�guration, les régions B et C ont une frontière et un sommet enommun (l'arête A3 et le sommet S2). Cette situation engendre un multigraphe GV 1montré sur la �gure 6.21(b), dans lequel le sommet S1 est relié au sommet S2 par deuxarêtes distintes A4 et A5 (en rouge). Les arêtes multiples du graphe GV 1 vont êtretraduites par une adjaene multiple entre les deux faes duales. C'est-à-dire que lesfaes auront plus d'une arête en ommun. La �gure 6.21() montre le maillage dualdu graphe GV 1. Le triangle ABC et le quadrilatère ABEC possèdent deux arêtes enommun : AB et AC.Remarquons maintenant que le maillage dual de ette on�guration est topologi-quement onsistant même s'il présente des adjaenes multiples. Cependant, e n'estpas une 2-variété ombinatoire, telle que nous l'avons dé�nie dans le hapitre 3 et telleque nous souhaitons obtenir. Ainsi, pour éviter la multiadjaene entre les faes duales,il est néessaire de transformer loalement le graphe GV 1. Une solution possible estmontrée sur la �gure 6.22, où le sommet S2 est dédoublé et onneté de sorte à e quele quadrilatère ABEC soit déoupé en deux triangles (ABE et AEC).La �gure 6.23 illustre un autre type de on�guration d'anomalies topologiques. Suret exemple nous avons 8 sommets et 8 arêtes de Voronoï dont les dé�nitions sont lessuivantes :� S1 = (λA, λB, λC)� S2 = (λA, λB, λC)� S3 = (λB, λC, λD)� S4 = (λB, λD, λF )� S5 = (λC, λD, λG)� S6 = (λB, λC, λE)� S7 = (λC, λE, λy)� S8 = (λB, λE, λx)� A1 = (λB, λD)� A2 = (λC, λD)� A3 = (λB, λC)� A4 = (λA, λB)� A5 = (λA, λC)� A6 = (λB, λE)
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E ()Fig. 6.23 � Exemple de on�guration d'anomalie topologique. (a) Projetion 2D de laon�guration C2. (b) Le graphe de Voronoï GV 2 de C2. () Les faes duales de GV 2.
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(a)Fig. 6.24 � Transformation loale du graphe de Voronoï GV 2 de la on�guration C2permettant d'améliorer la qualité d'approximation.� A7 = (λC, λE)� A8 = (λB, λC)Dans e as, les régions B et C ont deux frontières en ommun (les arêtes A3 et A8).



132 Chapitre 6Le multigraphe induit par ette on�guration ainsi que le maillage dual sont montrésrespetivement sur la �gure 6.23(b) et 6.23(). Ii, le maillage dual est topologiquementonsistant, même s'il y a un triangle en double (le triangle ABC est le dual du sommet
S1 et du sommet S2). Le maillage orrespondant est lairement de très mauvaise qualitéd'approximation. Cependant, il est possible de trouver une solution en modi�ant legraphe GV 2 omme montré sur la �gure 6.24. Le nombre de sommets de Voronoï restele même, mais nous avons hangé les dé�nitions des sommets S1, S2, S3 et S4. Parexemple, le sommet S1 est d'abord virtuellement fusionné à S3, e nouveau sommetvirtuel est de ardinalité 4 et sa fae duale est le quadrilatère ABCD. Ensuite, lesommet virtuel est transformé en deux sommets de ardinalité 3 en S1′ et S1′′ (e quinous permet d'éviter les adjaenes multiples). Le sommet S2 est transformé de façonsymétrique ave le sommet S6.
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()Fig. 6.25 � Exemple de on�guration d'anomalie topologique. (a) Projetion 2D de laon�guration C3. (b) Le graphe de Voronoï GV 3 de C3. () Les faes duales de GV 3.La �gure 6.25 montre un dernier exemple d'anomalie topologique. Cette on�gu-ration apparaît lorsqu'une région de Voronoï n'est pas homéomorphe à un disque. La�gure 6.25(a) représente 6 sommets et 12 arêtes. La région B, n'étant pas homéomorpheà un disque provoque une boule (arête A1 = (λA, λB)) dans le graphe de Voronoï au-tour du sommet S1 et deux arêtes identiques A2 = A3 = (λB, λC). Le multigraphe etle maillage dual sont montrés respetivement sur la �gure 6.25(b) et 6.25(). Le maillagen'est pas une 2-variété mais un omplexe ellulaire ar l'arête BC est inidente à trois



Les étapes de la méthode 133
S3'

S4'

S2'

S6'

S5'

A

C

D

B E

G F

S4'

S5'S3'

S6'
S2'

(a)Fig. 6.26 � Transformation loale du graphe de Voronoï GV 3 de la on�guration C3permettant d'obtenir une 2-variété au lieu d'un omplexe ellulaire.triangles di�érents. Pour éviter e problème topologique, il est possible de transformerle graphe en redé�nissant les sommets voisins. La solution montrée sur la �gure 6.26onsiste à supprimer le sommet S1 et redé�nir les sommets voisins a�n que le maillagedual soit un �ne de sommet A.Les exemples présentés i-dessus, nous montrent que la variabilité des on�gurationsd'anomalies topologiques est très grande. En e�et, il est faile de voir qu'en pratiqueil peut y avoir d'autres on�gurations pathologiques qui doivent être résolues di�érem-ment. Les inohérenes topologiques dans le graphe peuvent provenir de deux raisonsomplémentaires : soit le bord disret en voxels dé�nit mal la surfae de l'objet ; soit lerayon de résolution hoisi ne donne pas une densité des n÷uds su�sante pour reons-truire orretement les petits détails.Fae à une telle diversité de on�gurations possibles, l'énumération de tous les asave les modi�ations topologiques requises nous semble une tâhe irraisonnable. End'autres termes, la transformation du SKIZ disret en un graphe de Voronoï remplissantles trois onditions du lemme 3, uniquement sur la base de onsidérations topologiques,semble ompromise.Par onséquent, nous avons hoisi une solution qui onsiste à résoudre es problèmestopologiques dans le maillage dual, selon des ritères géométriques. L'idée de base estde onstruire uniquement le graphe simple maximal inlu dans le multigraphe dé�ni parle SKIZ. Ainsi, l'algorithme ne va garder que les arêtes reliant exatement 2 sommetsde Voronoï di�érents et le graphe sera par onstrution un graphe simple. Si un sommetde Voronoï présente des arêtes multiples, 'est-à-dire soit voisin à lui-même, soit deuxfois voisin à un autre sommet, l'algorithme supprime toutes les arêtes inidentes à esommet.Ainsi une arête du graphe de Voronoï eulidien se dé�nit omme suit :Dé�nition 6.4 (arête du graphe de Voronoï ) Soit AV = (λ1, λ2) une arête duSKIZ. AV est une arête du graphe de Voronoï si et seulement si elle relie deux sommets



134 Chapitre 6de Voronoï distints SV 1 et SV 2 et si auun de es sommets ne présente d'arêtesmultiples.
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()Fig. 6.27 � Les graphes de Voronoï simples des on�gurations d'exemples : (a) C1. (b)
C2. () C3.L'algorithme de onstrution du graphe de Voronoï que nous proposons (Algoritme6.3) prend en entrée l'image du diagramme de Voronoï Disret, détete les sommets et lesarêtes en utilisant les dé�nitions énonées i-dessus, et fournit un graphe GV = (V,E).L'ensemble des sommets V représente les omposantes onnexes des sommets primaireset haque sommet est étiqueté ave le n-uplet orrespondant (λi, λj, ..., λn). Les arêtesde l'ensemble E sont étiquetées ave les paires (λi, λj) et relient deux sommets deVoronoï dont les labels ontiennent les deux valeurs λi et λj. Si l'algorithme déteteune boule ou des arêtes multiples pour un sommet de Voronoï, les arêtes inidentes à esommet ne sont pas onstruites. Cependant, l'algorithme met à jours une liste des n÷udsritiques et enregistre les informations topologiques portées par les arêtes ignorées. Parexemple, pour une arête de Voronoï non onstruite AV = (λA, λB), l'algorithme marqueles n÷uds A et B omme ritiques et enregistre l'information qu'ils sont voisins. Cetteinformation sera utilisée lors de la fermeture des bords du maillage dual.La �gure 6.27 montre les trois graphes de Voronoï orrespondant aux exemples pré-édents C1, C2 et C3. Prenons, par exemple, la on�guration C2. Lors de la onstrutiondu graphe de Voronoï il y a 4 arêtes ignorées ar les sommets S1 et S2 présentent desarêtes multiples :� A3 = (λB, λC)� A4 = (λA, λB)



Les étapes de la méthode 135� A5 = (λA, λC)� A8 = (λB, λC)L'information topologique portée par es arêtes est traduite au niveau des n÷uds ri-tiques du maillage. Pour haun d'entre eux, l'algorithme onstruit une liste des voisinsritiques :� A = {B,C}� B = {A,C}� C = {A,B}Cette information topologique peut être utilisée lors de la fermeture géométrique dumaillage dual qui sera forément à bord ar le graphe de Voronoï n'est pas onnexe.Algorithme 6.3 Constrution du graphe de VoronoïRequire: ImgLabel : Image des zones d'in�uene des n÷udsEnsure: GV = (V,E) : graphe de Voronoï sans boules et arêtes-multiples1: Parourir ImgLabel et déteter les sommets primaires et les arêtes de Voronoï2: Construire les omposantes 6-onnexes des sommets primaires3: Chaque omposante 6-onnexes devient un sommet v ∈ V4: for (toute arête détetée a = (λi, λj)) do5: Cherher les sommets de Voronoï de la forme (λi, λj, λk, ...)6: if (il y a exatement 2 tels sommets V 1 et V 2) then7: Ajouter l'arête e = (V 1, V 2) ∈ E8: else9: Supprimer les multi-arêtes et les boules10: Mettre à jours la table des n÷uds ritiques11: end if12: end forLa �gure 6.28 montre les graphes de Voronoï que nous avons obtenus après la trans-formation des SKIZs de la �gure 6.14. Ces graphes simples sont �ns et ils sont mieuxadaptés pour l'opération de dualité ar ils résolvent les problèmes des faes redondantes.6.3.5 Constrution du modèle topologiqueLe graphe de Voronoï obtenu préédemment est simple par onstrution. Cependant,pour que son maillage dual soit une 2-variété ombinatoire il doit remplir aussi les deuxautres onditions du lemme 3 : il doit être onnexe et tout sommet de ardinalité n doitêtre de degré n.Comme nous l'avons remarqué préédemment si le graphe n'est pas onnexe, soit lebord en voxel dé�nit mal la surfae de l'objet, soit le rayon de résolution hoisi n'estpas adapté à la taille des détails de la surfae. Ainsi lorsque le graphe n'est pas onnexe,nous avons deux possibilités : soit on reommene la reonstrution ave un rayon pluspetit, soit on déide de ontinuer la reonstrution et de fermer les trous dans le maillagedual.Pour pouvoir déider entre es deux alternatives, nous allons ompter les sommets
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(a) (b) ()

(d) (e) (f)Fig. 6.28 � Graphes de Voronoï adaptés pour la dualité. (a) La sphère, r = 10. (b) Le ube, r = 10.() Le foie, r = 10. (d) Le lapin, r = 10. (e) Le tore, r = 5. (f) L'haltère, r = 3.invalides dans le graphe. Un sommet est invalide si son degré est inférieur à sa ardina-lité. On pourra remarquer qu'un graphe non onnexe présente forément des sommetsinvalides.Dé�nition 6.5 (ritère de validité) Un sommet d'un graphe de Voronoï est dit in-valide si et seulement si son degré est inférieur à sa ardinalité. Si es nombres sontégaux, le sommet est dit valide pour la dualité.Le nombre de sommets invalides dans le graphe de Voronoï nous permet de déou-vrir, à e stade préoe (avant même la onstrution du maillage), laquelle des deuxdémarhes il faut adopter. En pratique il existe trois as :� le graphe n'a pas de sommets invalides : dans e as, le graphe remplit les troisonditions du lemme 3 et son modèle polygonal dual est une 2-variété ombina-toire.� le graphe a peu de sommets invalides : si le graphe présente un faible pourentagede sommets invalides (< 0.1%), le maillage dual ontient des petits trous.� le graphe a beauoup de sommets invalides : ei indique que la densité des n÷udssélétionnés n'est pas su�sante et il est néessaire de reommener.L'algorithme de la transformation duale que nous proposons onstruit un modèletopologique à partir du graphe de Voronoï. Nous avons hoisi d'utiliser le modèle des



Les étapes de la méthode 1372-G-artes qui nous permet de représenter des variétés sans ou ave bord. L'algorithmetransforme suessivement haque sommet valide en une fae polygonale et oud lesfaes adjaentes selon les arêtes du graphe.Pour e faire, il su�t de proéder omme suit :� Tout sommet de Voronoï valide génère un polygone.Considérons la �gure 6.29. Soit SV = (λA, λB, λC) un sommet de Voronoï. Sonpolygone dual est PD = (v1, v2, v3), où les vi sont les n÷uds de labels λi. Lepolygone PD est ajouté dans la 2-G-arte : les brins des sommets sont ousus par
α0 et α1.
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(a)
v1 v2

v3(b)Fig. 6.29 � Constrution d'une fae dans la 2-G-arte. Les outures α0 et α1 apparaissent, respeti-vement en rouge et en bleu.� Une arête de Voronoï dé�nit les α2 des arêtes duales.Considérons la �gure 6.30. Soit AV = (λA, λB) une arête de Voronoï entre deuxsommet de Voronoï SV 1 et SV 2. Les polygones duaux PD1 et PD2 orrespon-dants sont adjaents le long de l'arête duale [v1, v2]. Dans la 2-G-arte, l'arête
[v1, v2] de PD1 est ousue par α2 ave l'arête [v2, v1] du polygone PD2.
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v3(b)Fig. 6.30 � Couture de deux faes dans la 2-G-arte. Les α2 apparaissent en vert.L'algorithme 6.4 fournit un modèle polygonal de la surfae garanti 2-variété. La�gure 6.31 montre le modèle obtenu pour un foie segmenté ave un rayon r = 5 voxels.



138 Chapitre 6Algorithme 6.4 Constrution de la 2-G-arteRequire: GV = (V,E) : graphe de Voronoï sans boules et arêtes-multiplesEnsure: G = (B,α0, α1, α2) : 2-G-arte de la variété duale, éventuellement ave bords1: for (tout sommet de Voronoï valide v ∈ V ) do2: Construire le polygon dual p ∈ G3: Coudre p par α2 selon les arêtes de Voronoi inidentes à v4: end forSi le graphe de Voronoï ne ontient pas de sommets invalides, le modèle est une 2-variétéfermée par onstrution. En revanhe, la présene de sommets invalides va provoquerdes trous dans le modèle qu'il faut fermer en préservant la topologie de l'objet.

Fig. 6.31 � La 2-G-arte de la surfae d'un foie obtenue par transformation duale àpartir de son graphe de Voronoï eulidien (voir Fig.6.28()).Une 2-variété à bord peut être :� soit onnexe : lorsqu'il y a peu de sommets invalides� soit non onnexe : lorsqu'il y a beauoup de sommets invalides.Comme nous l'avons mentionné i-dessus, nous ne ontinuons pas la reonstrutionsi le graphe de Voronoï présente beauoup de sommets invalides ar ei indique que ladensité des n÷uds hoisi n'est pas su�sante pour obtenir une reonstrution orrete.De plus, proposer un algorithme de fermeture des bords d'une 2-variété non onnexe,tout en garantissant que le maillage soit homéomorphe à l'objet de départ, semble unetâhe ambitieuse.En pratique don, les modèles reonstruits sont des 2-variétés onnexes à bord. Lemodèle topologique de la 2-G-arte nous permet d'obtenir le nombre et la taille desbords en temps onstant : il su�t de onsidérer tous les brins libres par α2.Rappelons maintenant que les bords d'une 2-variété ombinatoire sont des 1-variétésombinatoires fermées. Une 2-variété onnexe peut don être fermée topologiquement
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(b)Fig. 6.32 � Con�guration C1. (a) graphe de Voronoï (b) maillage dual ave trou (enrouge) et fermeture par un ouverle (en gris).
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(b)Fig. 6.33 � Con�guration C2. (a) graphe de Voronoï (b) maillage dual ave trou (enrouge) et fermeture par un ouverle (en gris).
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(b)Fig. 6.34 � Con�guration C3. (a) graphe de Voronoï (b) maillage dual ave trou (enrouge) et fermeture par un ouverle (en gris).en ajoutant tous les ouverles dé�nis par les 1-variétés des trous. Plus formellement,soit V = (S,A, F ) une 2-variété �nie onnexe à bord d'au moins deux faes. Chaqueomposante onnexe du bord étant un yle simple du 1-squelette (S,A), quand onrajoute à F tous es yles, dits ouverles, on obtient une 2-variété V ′ = (S,A, F ′) sansbord. De plus, la fermeture par un ouverle onserve la onnexité et l'orientabilité. Elle



140 Chapitre 6onserve le nombre de sommets et le nombre d'arêtes du maillage.Ainsi, en pratique, nous pouvons toujours fermer topologiquement les modèles re-onstruits par notre méthode a�n d'obtenir des 2-variétés sans bord. À titre d'exemple,les �gures 6.32, 6.33 et 6.34 illustrent les graphe de Voronoï, les trous dans les maillageset leurs fermetures par les ouverles topologiques des trois on�gurations pathologiques
C1, C2 et C3. Nous pouvons remarquer que, dans les trois as, le n÷ud A, situé surla � pointe �, n'est pas pris en ompte et la fermeture par le ouverle a pour e�et de� gommer � ette pointe. Cependant, pour améliorer la qualité d'approximation, il estpossible soit de modi�er le plongement du ouverle, soit d'utiliser la liste des voisinsritiques onstruite préédemment.

S5

S4

A

B

C

D

E

B

C

D

E

A

S5

S4

(a)
A

C

D

E
S7

S5

S4

S8

B

A

C

D

E
S7

S5

S4

S8

B

(b)
A

C

D

B E

G F

S4

S5

S6

A

C

D

B E

G F

S4

S5

S6

()Fig. 6.35 � Modi�ation des ouverles topologiques pour une meilleure approximationgéométrique. (a) C1 (b) C2 () C3Considérons, par exemple, la on�guration C2, où le bord à fermer est DBEC. Aulieu de bouher e trou diretement en ajoutant le ouverle DBEC, il est possiblede onsulter les listes des voisins ritiques de haun des n÷uds qui le ompose. Enl'ourrene, les n÷uds B et C possèdent de telles listes : B = {A,C}, C = {A,B}. Laprésene du n÷ud A dans les deux listes indique que le bord DBEC doit être ferméave e n÷ud pour une meilleure qualité d'approximation. Par onséquent, l'algorithmetransforme le ouverle DBEC en quatre triangles : ABE, AEC, ACD et ABD. La �-gure 6.35 illustre les modi�ations des ouverles dans les trois on�gurations d'exemple.Parmi les n÷uds ritiques de haque bord, l'algorithme de fermeture véri�e la pré-sene de n÷uds ritiques isolés omme le n÷ud A i-dessus. En pratique, il existe troisas de �gures :� il n'y a pas de n÷uds ritiques isolés ;



Les étapes de la méthode 141� il y a un unique n÷ud ritique isolé ;� il y a plusieurs n÷uds ritiques isolés.Si un bord ne présente pas de n÷uds ritiques isolés, le bord est fermé par ajoutdu ouverle dé�nit par les n÷uds du bord. Ce ouverle est éventuellement triangulé àpartir de son isobaryentre. Si le bord présente un unique n÷ud ritique isolé, il est ferméen onstruisant des triangles à partir de e n÷ud ave les arêtes du bord. En revanhe,la présene de plusieurs n÷uds ritiques isolés signi�e que le bord est grand (omposéde beauoup d'arêtes). Dans es as, il est toujours possible de modi�er le plongementdu ouverle et de le déouper en triangles ependant ette transformation n'est pastriviale et demande des traitements ompliqués. En pratique, nous ne renontrons passouvent de bords omposés de plus d'une dizaine d'arêtes et présentant plusieurs n÷udsritiques. C'est pourquoi, dans son implémentation atuelle, l'algorithme 6.5 alulel'isobaryentre des n÷uds isolés et onstruit des triangles à partir de e nouveau point.Algorithme 6.5 Fermetures des bords dans la 2-G-arteRequire: G = (B,α0, α1, α2) : 2-G-arte ave 2-bordsEnsure: G′ = (B′, α0, α1, α2) : 2-G-arte sans 2-bords1: Construire la liste L des 2-bords de G2: for (tout 2-bord b ∈ L) do3: if (pas de n÷uds ritiques isolés) then4: Ajouter le ouverle de b5: end if6: if (un unique n÷ud ritique isolé n) then7: Ajouter une ombrelle de triangles à partir de n et les arêtes de b8: end if9: if (plusieurs n÷uds ritiques isolés n1, n2, ...) then10: Caluler iso = l'isobaryentre de n1, n2, ...11: Ajouter une ombrelle de triangles à partir de iso et les arêtes de b12: end if13: end for



142 Chapitre 66.4 RésultatsLa méthode de reonstrution du Delaunay Disret sur les voxels présente notrepremière tentative de transposition du onept de la dualité Voronoï-Delaunay dansl'espae disret d'une image 3D. Cette méthode peut être utilisée pour reonstruire lasurfae d'un objet disret sous forme d'un modèle polygonal de topologie onnue. End'autre termes, lorsqu'elle réussit, la méthode fournit une modélisation de la surfaeave une 2-variété fermée. Ce modèle est relativement régulier et peut être transforméen une triangulation de la surfae, prohe d'une triangulation de Delaunay. Par onsé-quent, les maillages résultants satisfont aux ritères de validité, requis par la plupartdes algorithmes de visualisation, d'analyse, de simulation ou de réalité virtuelle.Nous avons appliqué la méthode sur di�érents types d'objets disrets 3D. Les testsont été e�etués sur des objets disrets dont le bord en voxels dé�nit orretement lasurfae de l'objet. Parmi es objets il y a des organes segmentés à partir d'une imagemédiale, mais également des objets manufaturés présentant des arêtes vives et desoins.Le tableau 6.3 résume quelques résultats. Il indique la taille des objets, le rayonde résolution hoisi r, le nombre de sommets invalides dans le graphe de Voronoï, lenombres de trous dans le modèle polygonal initial, le nombre de triangles du maillage�nal et le temps d'exéution en seondes sur un PC standard. Les résultats montrentque, pour des rayons bien adaptés (r ∈ [4, 10]), la méthode fournit soit diretement une2-variété fermée, soit une 2-variété onnexe à bord.Dans le as où le graphe de Voronoï ne ontient auun sommet invalide, le modèlepolygonal obtenu est une 2-variété sans bord.La �gure 6.36 montre trois 2-G-artes modélisant la surfae d'une sphère, d'un ubeet d'un foie obtenues ave notre méthode pour un rayon de résolution r = 10. Nouspouvons remarquer que les bords du ube sont bien représentés et que les arêtes viveset les angles sont préservés.

(a) (b) ()Fig. 6.36 � Les 2-G-artes modélisant les surfaes de trois objets disrets. Les outures α1 et α2apparaissent, respetivement, en rouge et en vert. (a) la sphère, r = 10. (b) le ube, r = 10. () le foie,
r = 10.



Résultats 143RésultatsObjet rayon # SVorInv # 2-bords # triangles TCube (531441 voxels) 10 0 0 192 2.135 0 0 720 2.64Sphère (112931 voxels) 10 0 0 60 0.1120 0 0 12 0.1230 0 0 4 0.09Lapin (1623694 voxels) 10 0 0 447 2.465 0 0 1560 4.43Tore (1878120 voxels) 5 0 0 2971 11.43 8 4 6644 29.5Poumon gauhe (2433918 v.) 5 4 3 3287 18.71Poumon droit (2925408 v.) 5 2 2 3660 19.75Rein gauhe (470533 v.) 5 0 0 745 7.75Rein droit (432837 v.) 5 0 0 737 7.72Rate (655827 v.) 5 0 0 1103 8.32Foie(a) (655827 v.) 5 7 3 3550 16.26Foie(b) (6510362 v.) 5 1 1 4087 21.55Foie() (4385588 v.) 5 0 0 3069 11.83Foie(d) (5297070 v.) 5 0 0 4119 28.23Foie(e) (6297070 v.) 5 1 2 5067 31.45Foie(f) (632327 v.) 5 0 0 3538 17.28Foie 1 (6222527 v.) 10 7 2 2536 23.425 12 4 4530 33.79Dragon 4 48 27 3118 29.23Bouddha 4 9 6 15900 107.2Haltère (35591 v.) 10 0 0 30 0.85 9 2 100 0.163 12 2 244 0.212 39 11 362 0.271 43 4 52 0.27Tab. 6.3 � Tableau des résultats. Le rayon de résolution r est spéi�é en voxels. La olonne #SV orInvindique le nombre de sommets de Voronoï invalides. La olonne #2 − bords indique le nombre de 2-bords dans la 2-G-arte résultante. La olonne #triangles indique le nombre de triangles du maillage�nal. La olonne T indique le temps d'exéution en seondes.La �gure 6.37 montre des exemples de maillages triangulaires obtenus à partir desmodèles topologiques des 2-G-artes après la triangulation des faes polygonales. Danses as, omme illustré sur le tableau 6.3, les graphes de Voronoï ne ontiennent pasde sommets invalides, et les modèles sont des 2-variétés fermées et orientables, paronstrution. Les trois premiers maillages modélisent la surfae de la sphère, mais ilsont été obtenus ave des rayons de résolutions di�érents. Sur es exemples, nous pouvons



144 Chapitre 6remarquer l'impat du rayon de résolution r hoisi pour la reonstrution sur le nombrede faes générées et la qualité de l'approximation.
(a) (b) () (d)

(e) (f)Fig. 6.37 � Des surfaes, 2-variétés triangulaires sans bords. (a) la sphère, r = 30. (b) la sphère,
r = 20. () la sphère, r = 10. (d) le ube, r = 10. (e) le tore, r = 5. (f) le lapin, r = 5.Nous avons appliqué la méthode sur une base d'organes omme des poumons, foies,reins et rates, segmentés à partir d'images sanners de patients réels. Il s'avère que, dansla majorité des as, le bord en voxels de es objets dé�nit orretement leurs surfaes.Par onséquent, pour des rayons de résolution d'environ 5 voxels, la méthode permetd'obtenir des modèles topologiques de qualité. La �gure 6.38 montre six maillages tri-angulaires obtenus pour six foies di�érents ave un rayon de résolution r = 5 voxels.Nous pouvons remarquer que pour la moitié des as, la méthode fournit diretementune 2-variété fermée de la surfae, alors que, dans les autres as, la 2-variété est onnexeet les petits trous sont fermés failement ave notre algorithme de fermeture des bords.La �gure 6.39 montre quatre histogrammes permettant d'appréier la régularité desmaillages reonstruits. Nous avons alulé l'aspet ratio σK d'un triangle K ommele rapport entre sa plus petite et plus grande arête. Le paramètre σK est d'autantplus prohe de 1 que l'élément est régulier. Si le triangle est équilatéral, σK = 1. Leshistogrammes 6.39(a) et (b) orrespondent aux maillages du lapin ave respetivement
r = 10 et r = 5 voxels. Les histogrammes 6.39() et (d) orrespondent aux maillagesd'un foie disret pour les mêmes rayons de résolution.L'un des avantages majeurs de la méthode est qu'elle peut être utilisée telle quelle(sans auune modi�ation) a�n de reonstruire simultanément plusieurs omposantesonnexes d'une image multiouleure. La �gure 6.40 montre les six maillages triangulaires
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(a) (b)
() (d)
(e) (f)Fig. 6.38 � Des triangulations �nales de six foies segmentés à partir d'images sanners. (a)

#triangles = 3550. (b) #triangles = 4087. () #triangles = 3069. (d) #triangles = 4119. (e)
#triangles = 5067. (f) #triangles = 3538.obtenus ave la méthode à partir d'une image médiale segmentée. La �gure 6.41 montred'autres exemples en rendu lissé.Dans les as où le graphe de Voronoï ontient quelques sommets invalides, lesmaillages reonstruits sont onnexes mais présentent des petits trous. Comme nousl'avons expliqué préédemment, es trous apparaissent à des endroits de la surfae del'objet de forte ourbure. Considérons, par exemple, le foie représenté sur la �gure 6.42.La �gure 6.42(a) montre une vue agrandie sur le lobe gauhe de e foie. À et endroit, lafrontière disrète (FDV ) dé�nie omme un ensemble de voxels est épaisse, e qui induit



146 Chapitre 6
(a) (b)
() (d)Fig. 6.39 � Histogrammes de qualité des maillages où l'absisse indique l'aspet ratio σK alors quel'ordonnée montre le pourentage de triangles pour haque aspet ratio. (a) Maillage du lapin pour

r = 10. (b) Maillage du lapin pour r = 5. () Maillage du foie pour r = 10. (d) Maillage du foie pour
r = 5.des sommets invalides dans le graphe de Voronoï. Les �gures 6.42(b) et () montrent lestrous présents dans les modèles topologiques reonstruits pour deux rayons de résolu-tion di�érents. Nous pouvons remarquer que es trous sont relativement petits et, sanssurprise, ils se situent sur le bord du lobe gauhe du foie. Cependant, es trous peuventêtre bouhés e�aement ave l'algorithme de fermeture des trous que nous avons pré-senté. La �gure 6.42(d) illustre le maillage triangulaire obtenu après la fermeture desquatre 2-bords et la triangulation du modèle topologique pour r = 5.
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Fig. 6.40 � Modèles triangulaires obtenus ave la méthode de Delaunay Disret sur les voxels pour desorganes segmentés, r = 5 voxels. Poumon droit : #triangles = 3660. Poumon gauhe : #triangles =
3287. Foie : #triangles = 3538. Rein droit : #triangles = 737. Rein gauhe : #triangles = 745.Rate :#triangles = 1103.
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(a) (b)Fig. 6.41 � Reonstrutions obtenues pour deux as liniques di�érents ave r = 5 voxels. A�hagelissé.

(a) (b)

() (d)Fig. 6.42 � (a) Zoom sur le bord antérieur gauhe du foie. (b) Ave r = 5 le modèle reonstruitprésente quatre petits trous sur le bord antérieur (en rouge). () Ave r = 10 le modèle ontient deuxplus grands trous sur le même bord (en rouge). (d) Maillage triangulaire obtenu après la fermeturesdes quatre trous pour r = 5.



Résultats 149D'autres exemples de maillages obtenus ave la méthode Delaunay Disret sur lesvoxels sont montrés sur les �gures 6.43 et 6.44. Le modèle initial du bouddha, reonstruitave un rayon r = 4 voxels, est de genre g = 6 ('est bien le genre que nous avons alulédurant les pré-traitements de déouverte et simpli�ation de la topologie). Cependant,le graphe de Voronoï présente 9 sommets invalides sur 7806 sommets de Voronoï entout, 'est-à-dire 0, 11%. Par onséquent, le maillage dual ontient 6 trous de tailles 3,6, 5, 4, 6 et 4 arêtes (en rouge sur la �gure 6.43(a)). Ces trous sont fermés sans problèmeave l'algorithme que nous avons présenté. Le maillage triangulaire �nal est don une2-variété sans bord de genre 6 et ontient 159000 triangles (voir Fig.6.43(b)).La �gure 6.44 montre le maillage du dragon reonstruit ave un rayon de résolution
r = 4 voxels. Ii, le graphe de Voronoï ontient 3, 1% de sommets invalides e qui esttraduit par la présene de 17 trous dans le modèle dual (en rouge sur la �gure 6.44(a)).La taille de es trous varie entre 3 et 10 arêtes. Dans e as, la 2-variété reonstruite estde genre 1 et onnexe et don nous pouvons toujours fermer ses 2-bords pour obtenirune 2-variété fermée de genre 1. Cependant, le maillage résultant est trop grossier etapproxime mal la surfae de l'objet (voir Fig6.44(b)). En e�et, notons que dans etexemple, les problèmes topologiques viennent du fait que le rayon de résolution hoisi rn'est pas su�samment petit par rapport à la taille des détails �ns de l'objet (au niveaudes dents, des gri�es et des oreilles).Considérons maintenant l'haltère disrète. La �gure 6.45 montre quelques reons-trutions de et objet, obtenues pour des rayons de résolution di�érents. Parmi nosexemples, 'est l'objet le plus ompliqué à reonstruire. Il n'est pas homogène, 'est-à-dire qu'il ontient des régions ourbes et des régions plates, ainsi que des arêtes vives etdes angles droits. De plus, la barre étant de largeur 5 voxels, alors que les hémisphèressont de rayon 30 voxels, l'objet fait � ohabiter � des détails de tailles très di�érentes.Par onséquent, pour e type d'objet, le hoix du rayon de résolution s'avère partiu-lièrement ritique pour la reonstrution. Comme nous pouvons nous onvainre sur la�gure 6.45, auun des inq rayons de résolution ne permet de onstruire une 2-variété àbord onnexe. En e�et, et exemple illustre lairement une limite de la méthode de De-launay Disret sur les voxels. Pour que la reonstrution réussisse, le rayon de séletiondes n÷uds doit être su�samment petit pour apturer orretement la barre. Or, ommenous allons le voir dans la setion suivante, le rayon de résolution de la méthode possèdeune borne inférieure ar la dé�nition des sommets de Voronoï devient impossible pourdes rayons plus petits que 3 voxels. Notons que ette limitation s'expliquent essentiel-lement en raison de la dé�nition de la frontière disrète utilisée et va être résolue dansla méthode de Delaunay Disret sur les pointels qui est basée sur une autre approhede modélisation de la frontière disrète (voir Chapitre 7).En onlusion, nous pouvons dire que, pour des rayons de résolution bien hoisispar rapport à la taille et l'aspet général des objets disrets, la méthode fournit rapide-ment des maillages de propriétés géométriques aeptables (relativement réguliers) et depropriétés topologiques onnues. Dans la majorité des as, lorsque la méthode réussit,es modèles sont, ou peuvent être ramenés à des 2-variétés fermées et orientables. Enrevanhe, lorsque la méthode éhoue, ela indique généralement que la distribution desn÷uds n'est pas optimale pour une surfae donnée. Une des alternatives possibles pour
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(a) (b)Fig. 6.43 � (a) Le maillage du bouddha ontient 6 trous pour le rayon de résolution r =4 (en rouge).(b) Maillage triangulaire obtenu après la fermeture de es bords.remédier à e problème onsiste à adapter le rayon r pour améliorer les résultats. Nousonsarons la setion suivante à e sujet.
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(a) (b)Fig. 6.44 � (a) Le maillage du dragon ontient 17 trous pour le rayon de résolution r =4 (en rouge).(b) Maillage triangulaire obtenu après la fermeture de es bords.

(a) (b) ()
(d) (e)Fig. 6.45 � Les maillages surfaiques obtenus pour l'haltère disret. (a) r = 10 (b) r = 5. () r = 3.(d) r = 2. (e) r = 1.



152 Chapitre 66.5 Adaptation du rayon de résolutionNous avons pû voir préédemment que, dans la méthode de Delaunay Disret, ladistribution des n÷uds in�uene grandement la qualité du modèle résultant.En e�et, obtenir une distribution � optimale � d'un ensemble de points sur la surfaed'un objet 3D est un problème très omplexe. Beauoup de travaux ont été réalisés enalgorithmique géométrique a�n de trouver des ritères d'éhantillonnage optimal d'unesurfae ontinue [Ede01, BO03, ACK01a℄. Les résultats théoriques sont basés sur laloi de Nyquist qui stipule qu'un signal ontinu ne peut être reonstruit orretement àpartir de ses éhantillons que s'il ne ontient pas de fréquene supérieure à la moitié dela fréquene d'éhantillonnage. En d'autres termes, e théorème implique que la densitédes éhantillons doit être inversement proportionnelle à la distane des éhantillons àl'axe médian d'un objet 3D. Par onséquent, dans le adre théorique, aux endroits oùl'axe médian � touhe � la surfae de l'objet, il faut une in�nité de points éhantillonspour que la reonstrution soit garantie.En e�et, e résultat théorique implique, que dans la majorité des as, il n'est paspossible de trouver une distribution � optimale �, surtout dans l'espae disret où lesaxes médians sont très sensibles aux bruits, ontiennent des barbules (branhes indési-rables) et touhent souvent la frontière de l'objet. Par onséquent, dans l'espae disret,un algorithme de séletion adaptative des n÷uds doit être basé sur d'autres ritères, depréférene loaux.Le ritère le plus populaire onsiste à adapter la densité des n÷uds en fontion de laourbure loale. Cei revient à séletionner plus de n÷uds, à une distane plus prohe,sur les endroits de la surfae présentant une forte ourbure et à séletionner moins den÷uds, à une distane plus importante, sur les endroits plus plats. Une telle distributionadaptative des n÷uds améliore la qualité de l'approximation géométrique. Le modèlerésultant est plus prohe de la surfae disrète, en terme de distane.En pratique, la séletion adaptative des n÷uds revient à adapter le rayon r durantl'étape, en fontion de la ourbure, 'est-à-dire � freiner � la séletion aux endroitsourbes et l'� aélérer � aux endroits plut�t plats. À l'arrivée, il y aura plus de n÷udsaux endroits de forte ourbure et moins aux endroits plus plats.Pour obtenir l'exemple représenté sur la �gure 6.46, nous avons appliqué une pon-dération linéaire trouvée expérimentalement.Mais avant de se laner dans la reherhe et l'étude de fontions de pondérationplus omplexes et automatiques, il est important de remarquer que, dans tous les as,le rayon r doit avoir une borne inférieure et une borne supérieure. La borne supérieurese justi�e ave la néessité de borner la taille des triangles et sert à éviter des rayonstrop importants (voir in�nis) aux endroits plats de la surfae. En revanhe, la borneinférieure est néessaire, tout simplement, pour que ette méthode disrète marhe.En e�et, pour le Delaunay Disret, tel que présenté jusqu'ii, plus le rayon r devintpetit, plus la dé�nition des sommets de Voronoï devient ambiguë. L'image 6.47 illustreles omposantes onnexes des sommets de Voronoï pour trois rayons r di�érents, alu-lées sur la surfae d'un foie disret. Nous pouvons remarquer que plus le rayon baisse,plus grandes deviennent les omposantes onnexes des sommets primaires. Il est faile
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(a) (b) ()Fig. 6.46 � Maillages triangulaires adaptatifs (a) r ∈ [3, 10]. (b) r ∈ [3, 20]. () r ∈ [4, 10].
(a) (b) ()Fig. 6.47 � Sommets de Voronoï pour des rayons di�érents. (a) r = 10 voxels, (b) r = 5 voxels et ()

r = 3 voxelsde voir que pour r = 0, tous les voxels de la frontière disrète sont onsidérés ommeles n÷uds du modèle. Les régions de Voronoï sont onfondues à es n÷uds et par onsé-quent, tous les voxels seront onsidérés omme sommets primaires dans le SKIZ. Ilsdé�nissent une seule omposante 6-onnexe et le graphe de Voronoï aura un seul som-met. Ainsi, le problème revient à sa ase de départ, à savoir : omment onneter lesn÷uds pour obtenir un maillage polygonal de la surfae.Nos résultats expérimentaux ont indiqué que la dé�nition des sommets du graphede Voronoï omme les omposantes onnexes des sommets primaires est ohérente pourdes rayons de résolution supérieurs à 3 voxels.Cette borne inférieure du rayon de résolution explique les résultats obtenus sur ledragon et l'haltère que nous avons présentés dans la setion préédente. En e�et, lemeilleur maillage que la méthode puisse reonstruire à partir du dragon disret est lemaillage grossier obtenu ave r = 4 voxels (voir Fig.7.11(b)). Pour un rayon r = 3, legraphe de Voronoï présente 4% de sommets invalides, le modèle dual n'est pas onnexeet ontient 26 trous dont la taille varie entre 3 et 16 arêtes. Le même phénomèneapparaît dans le as de l'haltère. Les rayons r = 10 et r = 5 sont lairement tropgrands pour � apter � la barre de 5 voxels, alors que les rayons inférieurs ou égaux à



154 Chapitre 63 voxels provoquent un pourentage très élevé de sommets de Voronoï invalides, e quiompromet la reonstrution.Par onséquent, le rayon de résolution de la méthode de Delaunay Disret sur lesvoxels peut être adapté dans l'intervalle [3,max]. La borne supérieure dépend de l'objetà reonstruire, elle peut être alulée, par exemple, en fontion de la ourbure maximale.Par ailleurs, la présene de ette borne inférieure explique le fait que la méthode deDelaunay Disret sur les voxels n'est pas apable de reonstruire des objets très �nsomme des veines et des os, par exemple. Dans le hapitre suivant, nous verrons ommentrésoudre es problèmes en utilisant une autre dé�nition de la frontière disrète des objetsvoxels.6.6 Extension volumétriqueL'une des vertus les plus remarquables de l'algorithme de Delaunay Disret sur lesvoxels réside dans le fait qu'il permet une généralisation de la méthode en 3D pourreonstruire un maillage volumique. En e�et, la dé�nition de la surfae disrète ommeun ensemble de voxels o�re la possibilité d'étendre en 3D tous les algorithmes que nousavons proposés.Cette extension est triviale pour les étapes de la séletion des n÷uds et la onstru-tion des régions de Voronoï Disret. L'algorithme de séletion des n÷uds doit êtremodi�é a�n de distribuer d'abord des n÷uds sur la surfae et ensuite dans le volumede l'objet 3D. Ensuite, pour obtenir les régions 3D de Voronoï de es n÷uds, il su�tde modi�er l'algorithme pour qu'il propage les labels aussi dans le volume de l'objet etpas uniquement sur la surfae.Cependant, la dé�nition du graphe de Voronoï 3D est une tâhe beauoup plusdéliate et demande une étude approfondie que nous n'avons pas réalisée dans le adrede e travail. Nous avons e�etué juste quelques tests préliminaires qui semblent plut�tenourageants.La �gure 6.48(a) montre le SKIZ 3D d'un ube (l'ensemble des voxels possédant aumoins 2 voisins de ouleurs di�érentes). Sur la �gure on reonnaît failement les faesdes régions de Voronoï 3D. Les arêtes et les sommets de e SKIZ sont montrés sur la�gure 6.48(b) : e sont les voxels possédant au moins 3 voisins de ouleurs di�érentes.Nous avons dé�ni les sommets du graphe de Voronoï 3D omme les omposantes 6-onnexes des sommets primaires du SKIZ 3D (voxels ayant 4 ou plus voisins de ouleurdi�érente). Le maillage montré sur la �gure 6.48(b) a été obtenu en onstruisant lepolyèdre dual pour haque sommet de Voronoï. Par ontre, les arêtes de Voronoï n'étantpas dé�nies, les polyèdres ne sont pas ousus le long de leurs faes ommunes. Le maillageontient des slivers et n'est pas une 3-variété topologique mais un omplexe ellulairear il y a des faes ommunes à trois polyèdres.La �gure 6.49 montre un autre exemple de maillage volumique obtenu à partir d'unfoie segmenté.Ces tests préliminaires tentent de montrer que l'extension de la méthode en 3D est,du moins, réalisable. Il est ertain que les onditions sur le rayon de résolution et le



Bilan 155type des objets pouvant être reonstruits seront plus restritives qu'en 2D. Néanmoins,la méthode 3D pourrait se révéler e�ae pour la génération de maillage 3D à partird'organes segmentés omme des foies, poumons, rates et reins.

(a) (b)

() (d)Fig. 6.48 � SKIZ 3D d'un ube.
6.7 BilanDans e hapitre, nous avons présenté un premier algorithme de reonstrution sur-faique à partir d'images 3D. La méthode de Delaunay Disret sur les voxels permetde onstruire un maillage triangulaire, de résolution ontr�lée, à partir de la frontièredisrète d'objets voxels.
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Fig. 6.49 � Maillage volumique d'un foie segmenté.

(a) (b)Fig. 6.50 � Le prinipe de la dualité entre le graphe de Voronoï Disret (en noir) et une triangulationde Delaunay (en rouge). (a) ube, r = 10. (b) lapin, r = 5.Aspets positifsLa méthode de Delaunay Disret sur les voxels se aratérise par le fait qu'elleest entièrement disrète. Elle est omposée d'un ensemble d'algorithmes disrets demorphologie mathématique. Tous les aluls sont e�etués en nombres entiers et lesalgorithmes ne renontrent pas de problèmes d'instabilités numériques. La méthodepeut être utilisée pour reonstruire des objets de di�érentes onnexités (6-, 18- ou 26-



Bilan 157onnexe) sous ondition de prendre les masques de voisinage adéquats. De plus, ellepeut être intégrée diretement dans des librairies de traitement d'images omme ITK,par exemple.Par ailleurs, la méthode se aratérise par sa modulabilité. Si nous désirons l'ap-pliquer dans un ontexte bien partiulier, sur des objets bien préis, il est possibled'améliorer plusieurs étapes, en fontion des onnaissanes spéi�ques du domaine :utiliser une meilleure approximation de la ourbure ; mettre en plae des algorithmespermettant de aluler automatiquement le meilleur rayon de résolution r pour un objetdonné ; étudier en détails toutes les anomalies topologiques présentes dans le graphe deVoronoï et mettre en plae toutes les règles de modi�ations topologiques néessaires ;et.La méthode o�re aussi la possibilité de ontr�ler la résolution du maillage ainsique sa régularité. Pour des rayons de résolution onstants, les maillages fournis sontrelativement réguliers et prohes d'une triangulation de Delaunay. De plus, la méthodeonstruit un modèle topologique (une 2-G-arte) de la surfae qui pourrait être plongédi�éremment que dans un maillage triangulaire. Par ailleurs, la méthode semble ex-tensible en 3D pour reonstruire des maillages volumiques à partir des objets voxels.Finalement, la méthode o�re la possibilité de reonstruire simultanément plusieurs om-posantes onnexes d'une image multiouleure.Aspets négatifsLa majeure limitation de la méthode de Delaunay Disret sur les voxels est le faitqu'elle n'est pas adaptée pour la reonstrution de strutures �nes omme les veines etles os. Cette limitation est due, d'une part, à la dé�nition de la frontière disrète et,d'autre part, à la borne inférieure du rayon de résolution.Rappelons que pour des objets très �ns, la surfae disrète dé�nie omme un sousensemble de voxels (le bord interne) n'est pas forément une surfae de Jordan. De plus,la segmentation topologique de ette surfae à l'aide des nombres topologiques montrequ'elle ontient, non seulement, des points de surfaes, des points du bord et des pointsde jontion de surfaes mais aussi des points de ourbes et des points de jontions deourbes. La présene des points de ourbes induit une modélisation inadéquate de lasurfae de l'objet voxel et explique pourquoi notre algorithme de reonstrution peineà onstruire une surfae ohérente à partir d'une � non-surfae �.Par ailleurs, nous avons vu que la dé�nition des sommets du graphe de Voronoïomme les omposantes onnexes des sommets primaires induit une borne inférieurepour le rayon de résolution. Rappelons que pour des rayons plus petits que 3 voxels,la dé�nition des sommets de Voronoï devient impossible. Cette borne inférieure sur lerayon de résolution donne une autre des raisons pour lesquelles la méthode éhoue àreonstruire les surfaes d'objets �ns qui requièrent des rayons prohes de 0.



158 Chapitre 66.8 AlternativesComme nous avons vu préédemment, les problèmes topologiques de Delaunay Dis-ret sur les voxels apparaissent soit pare que le bord en voxels dé�nit mal la surfaede l'objet disret, soit pare que le rayon de résolution n'est pas su�sament petit pourapturer les petits détails.Pour améliorer les performanes de la reonstrution surfaique, il est possible d'uti-liser une autre dé�nition de la frontière disrète. Rappelons que la surfae disrète d'unobjet voxel peut être dé�nie aussi par le graphe d'adjaene des surfels ou par le borddu omplexe ellulaire (voir Chapitre 2).
(a) (b)
() (d)Fig. 6.51 � Delaunay Disret sur les surfels. (a) Surfae en surfels et 5 n÷uds hoisis.(b) Régions de Voronoï Disret. () SKIZ de surfels et 5 sommets primaires du graphede Voronoï (surfels indiqués par les points blans) (d) Les faes duales des sommetsprimaires.Delaunay Disret sur les surfelsL'une des alternatives envisageables onsiste à modi�er la méthode de DelaunayDisret pour qu'elle opère sur la surfae en surfels des objets disrets.En 3D, l'extration du graphe d'adjaene des surfels peut être réalisée, à partird'une image binaire, à l'aide d'un des algorithmes de suivi de surfae onnus : l'algo-rithme par parours de l'image entière, l'algorithme de suivi en largeur, l'algorithme de
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(a) (b)
() (d)Fig. 6.52 � Delaunay Disret sur les pointels. (a) Surfae disrète représentée par le 2-omplexe ellulaire et 5 n÷uds hoisis. (b) Régions de Voronoï Disret. () SKIZ disretet 3 sommets primaires du graphe de Voronoï (surfels indiqués par les arrés blans)(d) Les faes duales des sommets primaires.suivi des ars orientés proposé par Artzy [AFH80℄ ou l'algorithme de suivi de ertainesars orientés proposé par Gordon [GU89℄. Rappelons que pour des paires de onnexi-tés {κ, λ} fortes, i.e. (6, 26) et (26, 6), toute surfae frontière entre une omposante

κ-onnexe de voxels de l'objet et une omposante λ-onnexe de voxels du fond est deJordan. Ces surfaes disrètes sont don �nes et séparantes et, par onséquent, modé-lisent orretement les frontières d'objets très �ns, à la di�érene du bord disret envoxels.La méthode de Delaunay Disret sur les surfels doit onstruire d'abord le graphed'adjaene des surfels en fontion des onnexités hoisies pour l'objet binaire et pourle fond. Cette surfae disrète peut être assimilée à un premier maillage de la surfaede l'objet. Ensuite, la méthode onsiste à obtenir une simpli�ation de e maillage.Tous les algorithmes restent pratiquement les mêmes, sauf que dans e as un n÷ud dumaillage sera un surfel de la surfae disrète et pas un voxel du bord en voxel. Sur la�gure 6.51(a), nous avons représenté un moreau de la surfae disrète et inq n÷uds dumaillage hoisis. Les régions de Voronoï seront alulées ave un algorithme de roissanede régions simultanée à partir des n÷uds selon l'adjaene adéquate entre les surfels. La



160 Chapitre 6�gure 6.51(b) montre les inq régions de Voronoï alulées après un parours en largeurdu graphe de surfae, à partir des n÷uds et de la 4-adjaene entre les surfels. Le SKIZde Voronoï sera dé�ni, omme préédement, par l'ensemble des surfels possédant plusdes deux voisins de valeurs di�érentes. La �gure 6.51() montre le SKIZ ainsi que lesinq sommets primaires du graphe de Voronoï (les surfels indiqués par les points blans).Notons que, pour dé�nir les sommets du graphe de Voronoï, adapté pour la transfor-mation par dualité, nous devons, de nouveau, onsidérer les omposantes onnexes dessommets primaires pour éviter les faes redondantes (voir Fig.6.51(d)). Cette notion deomposante onnexe de surfels explique pourquoi le rayon de résolution sera toujoursborné et pourquoi nous n'avons pas implémenté ette methode. En e�et, même si la mé-thode de Delaunay Disret sur les surfels résoud le problème de la surfae disrète d'unobjet binaire très �n, elle va éhouer à reonstruire orretement les surfaes d'objetsrequièrant des rayons de résolution prohe de 0.Delaunay Disret sur les pointelsLa seonde alternative envisagable pour améliorer les performanes de la reons-trution surfaique onsiste à onsidérer la surfae disrète omme un 2-omplexe ellu-laire. Contrairement au graphe d'adjaene des surfels, ette notion de frontière disrèteontient expliitement toutes les ellules de dimension 2, 1 et 0 (surfels, lignels et poin-tels). Par onséquent, elle o�re la possiblilité de modi�er la méthode de Delaunay Disretpour que les n÷uds du maillage soient hoisis parmi les pointels (voir Fig.6.52(a)). Lesrégions de Voronoï peuvent être obtenues par propagation sur les pointels à partir desn÷uds hoisis. Les voisins d'un pointel sont donnés par l'ombrelle dont il est inident(voir Fig.6.52(b)). Ainsi, le SKIZ disret peut être dé�ni omme l'ensemble des surfelsdont les pointels présentent au moins deux valeurs di�érentes. Sur la �gure 6.52(),nous avons représenté un tel SKIZ ainsi que les trois sommets primaires du graphe deVoronoï, dé�nis ommes les surfels possédant au moins trois pointels de labels di�é-rents. Il est faile de voir que, dans ette approhe, il y aura uniquement deux types desommets de Voronoï primaires : de ardinalité 3 et de ardinalité 4, ar les surfels sontdes quadrilatères. Par onséquent, le problème des faes redondantes peut être résolu enprenant l'unique préaution de supprimer tous les sommets primaires de ardinalité 3inlus dans un sommet primaire de ardinalité 4. Dans l'exemple de la �gure 6.52, nousavons trois sommets primaires de ardinalité 3 dont les triangles duaux sont illustréssur Fig.6.52(d). Remarquons que la suppression de la notion de omposante onnexedes sommets primaires pour la onstrution du graphe de Voronoï Eulidien à partirdu SKIZ o�re la possibilité de baisser le rayon de résolution autant que néessaire :pour r = 0, la méthode de Delaunay Disret sur le pointels délivre la surfae disrèteen surfels de l'objet voxel. Pour des rayon supérieurs à 0, le maillage fourni est unesimpli�ation de ette surfae.Le hapitre 7 est onsaré à ette méthode. Dans e hapitre, nous allons d'abordmontrer omment transformer la surfae disrète de tout objet voxel (6, 18 ou 26-onnexe) en une 2-variété ombinatoire. Ensuite, nous allons détailler les étapes de laméthode. Finalement, nous allons illustrer son potentiel à reonstruire simultanément



Alternatives 161plusieurs objets d'une image multiouleur ave une gestion e�ae des éventuelles in-terfaes entre es objets.
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Chapitre 7Méthode II : Delaunay Disret surles pointels7.1 IntrodutionLa méthode de Delaunay Disret sur les pointels (DDP) est une méthode de reons-trution surfaique à partir d'image 3D. Elle peut être vue omme une amélioration dela méthode de Delaunay Disret sur les voxels (DDV) que nous avons présentée dansle hapitre préédent. La di�érene majeure entre es deux méthodes réside dans ladé�nition de la frontière disrète de l'objet en voxels.Rappelons que DDV opère sur la surfae disrète dé�nie par un ensemble de voxelsde l'objet : le bord 6-interne, par exemple. Nous avons vu que ette façon de proéderest très pratique ar elle permet de développer une série d'algorithmes disrets simplesqui fournissent un maillage polygonal de bonne qualité géométrique et de propriétéstopologiques onnues et garanties. Cependant, la méthode présente aussi ertaines limi-tations. En partiulier, nous avons vu que DDV est mis en défaut lorsque la frontièredisrète de l'objet voxel n'est pas une surfae de Jordan ou lorsque le rayon de résolu-tion hoisi doit être prohe de 0. L'objetif de la méthode de Delaunay Disret sur lespointels est de résoudre es problèmes pour améliorer les performanes et la robustessedes algorithmes.L'idée de base est sensiblement la même que pour DDV. Elle onsiste à séletionnerun ensemble de n÷uds sur la frontière disrète d'un objet voxel, à aluler le diagrammede Voronoï orrespondant, à onstruire le graphe de Voronoï à partir du diagramme et,�nalement, à extraire le maillage surfaique par dualité. De nouveau, la méthode doitgarantir que le modèle résultant soit une 2-variété fermée.La grande nouveauté ii est que la méthode opère sur la frontière disrète dé�niepar le 2-omplexe ellulaire modélisant le bord de l'objet voxel. En e�et, la premièreétape de la méthode onsiste à transformer, si néessaire, le 2-omplexe ellulaire dubord en une 2-variété ombinatoire homéomorphe à l'objet. Cette transformation estréalisée par dédoublement des arêtes et des sommets de singularité dans le 2-omplexeellulaire. Par onséquent, DDP peut être assimilée à une méthode de simpli�ation163



164 Chapitre 7de maillage qui permet de onstruire une triangulation de résolution ontr�lée, appeléemaro-modèle, à partir de la surfae quadrilatère disrète, appelée miro-modèle.Nous détaillerons dans e hapitre la méthode de Delaunay Disret sur les pointels.Dans la setion suivant nous disuterons d'abord la onstrution du miro-modèle, 'est-à-dire la transformation du 2-omplexe ellulaire du bord de tout objet voxel (6, 18 ou26-onnexe) en une 2-variété ombinatoire. Ensuite, nous présenterons les di�érentesétapes de la méthode de Delaunay Disret sur les pointels. Finalement, nous montreronsson potentiel à reonstruire de façon simultanée plusieurs objets onurrents dans uneimage multilabel.7.2 Dé�nition de la surfae disrèteDans la méthode de reonstrution de Delaunay Disret sur les pointels, la surfaedisrète d'un objet voxel est dé�nie par le 2-omplexe ellulaire modélisant le bord deet objet.Nous avons vu dans le hapitre 2, que le 2-omplexe ellulaire n'est pas toujours une2-variété : il peut être une quasi-variété ou une pseudo-variété. Dans ette setion, nousallons étudier les propriétés topologiques du 2-omplexe en fontion de la onnexitéhoisie pour l'objet disret. En partiulier, nous nous sommes intéressés à la questionde omment transformer le 2-omplexe en une 2-variété ombinatoire. Nous appelonsette 2-variété le miro-modèle de la surfae disrète. Notons que e modèle de la surfaedisrète sera le modèle d'entrée de la méthode de Delaunay Disret sur les pointels.

Fig. 7.1 � Table des on�gurations du Marhing Cubes pour les trois onnexités, pro-posées par Lahaud. (a) Con�gurations pour un objet 6-onnexe. (b) Deux subdivisionsen triangles di�érents pour un objet 18-onnexe. () Con�gurations à modi�er pourun objet 18-onnexe. (d) Con�guration à modi�er pour un objet 26-onnexe.(soure[LM00℄)Soit O un objet disret 3D et soit FD = (S,A, F ) le 2-omplexe ellulaire modélisant
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Fig. 7.2 � La table duale. Cette table exprime aussi toutes les on�gurations pou-vant être renontrées dans le 2-omplexe ellulaire modélisant le bord d'un objet voxel.(soure [Nie04℄).sa surfae disrète. Les ensembles S, A et F sont, respetivement, les ensembles depointels, de lignels et de surfels du bord de l'objet. Dans la setion 4.2.3, nous avons vuque ette frontière disrète orrespond au pseudo-dual de la surfae polygonale généréepar l'algorithme des Marhing Cubes. Nous avons parlé de pseudo-dualité ar la surfaeduale n'est pas toujours une 2-variété même si la surfae du MC l'est.Cependant, FD peut être transformée en une 2-variété en dédoublant les arêtes etles sommets présentant des inohérenes topologiques. Pour savoir omment modi�er laonnetivité entre les surfels, nous allons utiliser les tables des Marhing Cubes. Rappe-lons que Lahaud a proposé 3 tables de on�gurations, une pour haque onnexité, quigarantissent que la surfae générée par les Marhing Cubes soit une 2-variété fermée etorientable [LM00℄. La �gure 7.1(a) montre les 14 on�gurations lassiques du MC et lestriangles qui doivent être onstruits si nous désirons reonstruire la surfae d'un objet6-onnexe. Sur la �gure 7.1(b), nous avons deux on�gurations pour la 18-onnexitéoù les polygones générés sont les mêmes que pour la 6-onnexité sauf que leur subdi-vision en triangles est di�érente. La �gure 7.1() montre enore 6 on�gurations dontla triangulation doit hanger si l'objet disret est onsidéré omme 18-onnexe. Finale-ment, la �gure 7.1(d) montre une on�guration supplémentaire qui doit être interprétéedi�éremment pour un objet 26-onnexe.



166 Chapitre 7La �gure 7.2 montre la table des on�gurations duales. Notons que ette table pré-sente 23 on�gurations ar elle ontient, non seulement, les 14 on�gurations lassiques,mais aussi leurs omplémentaires. Aux 24 rotations du ube près, ette table exprimetoutes les 256 on�gurations possibles que nous pouvons renontrer sur les bords desobjets disrets. Elle exprime aussi la onnetivité entre les surfels dans le 2-omplexeellulaire du bord, 'est-à-dire dans la frontière disrète FD.

Fig. 7.3 � La table des 23 on�gurations possibles dans le 2-omplexe ellulaire représen-tant le bord d'un objet disret 6-onnexe. En rouge, les 12 on�gurations pour un objet6-onnexe sans replis. En vert, enore 9 on�gurations pour un objet 6-onnexe ave desreplis simples. En jaune, enore 2 on�gurations pour un objet 6-onnexe présentantdes replis ompliqués.7.2.1 Objet 6-onnexe sans replisUn objet 6-onnexe est dit sans replis (ou bien-omposé) s'il est 6-onnexe et s'il neontient auune on�guration de 18 et 26-adjaene strite. Dans e as, le bord disretreprésenté par le 2-omplexe ellulaire ne ontient auun lignel inident à quatre surfels,ni de pointels inidents à plusieurs ombrelles.La table 7.3 montre les 12 on�gurations (aux rotations près) que nous pouvonsrenontrer sur la frontière d'un tel objet. Il est faile de voir que es on�gurations or-respondent exatement aux surfaes ombinatoires dé�nies par Françon dans [Fra95℄.
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Fig. 7.4 � Les 6 ombrelles possibles (aux symétries près) dans une 2-variété ombina-toire.Sur la table, nous reonnaissons les 6 ombrelles possibles pour une telle surfae, repré-sentées sur la �gure 7.4.Dans e as préis, le dual de la surfae générée par l'algorithme du Marhing Cubesest bien une 2-variété ombinatoire. Le miro-modèle d'un objet disret 6-onnexe sansreplis est une 2-variété.7.2.2 Objet 6-onnexe ave replisUn objet 6-onnexe est dit ave replis s'il est 6-onnexe et s'il ontient des on�gura-tions de 18 et/ou 26-adjaene strite. Dans e as, le 2-omplexe ellulaire représentantle bord disret ontient au moins un lignel inident à quatre surfels, ou un pointel in-ident à deux ombrelles. Toutes les 23 on�gurations possibles sur la frontière de etype d'objet sont représentées sur la �gure 7.3. Nous pouvons remarquer que ette tableontient les 12 on�gurations pour un objet 6-onnexe sans replis (en rouge, sur la �gure7.3) et enore 11 on�gurations (en vert et en jaune) pour lesquelles apparaissent dessingularités topologiques. Nous avons soit des lignels inidents à plus de 2 surfels, soitdes pointels inidents à plus d'une unique ombrelle. Par onséquent, le 2-omplexe el-lulaire représentant le bord disret n'est pas une 2-variété pour e type d'objets. Nousparlons d'une quasi-variété dans le premier as et d'une pseudo-variété dans le seond,[KI06℄.Cependant, le 2-omplexe ellulaire peut être transformé en une 2-variété, grâe àla notion de onnexité. L'idée de base onsiste à dédoubler les lignels et les pointelsprésentant des singularités topologiques.Pour e faire nous dé�nissons deux types de replis : des replis simples et des replisompliqués.Les replis simples orrespondent aux 9 on�gurations (en vert, sur la �gure 7.3), oùnous avons deux voxels de l'objet 18 ou 26-adjaents stritement mais qui ne sont pasloalement 6-onnetés. C'est-à-dire, leur boite englobante ne ontient pas un 6-heminreliant es deux voxels. Rappelons que es voxels indiquent les points sur l'objet qui



168 Chapitre 7sont la ause d'un hangement de topologie lorsque nous onsidérons l'objet ave desonnexités di�érentes [Per94℄.En pratique, les 9 on�gurations des replis simples peuvent être traitées de sorte àrésoudre les problèmes topologiques en dédoublant les lignels et les pointels singuliers.Dit autrement, pour les replis simples, le dédoublement des lignels et des pointels estinduit par la notion même de onnexité entre les points de l'objet. La �gure 7.5 montrees 9 on�gurations et les surfaes quadrilatères disrètes obtenues par e dédoublement.Nous pouvons remarquer que ette surfae duale du Marhing Cube, est toujours une2-variété ombinatoire, telle que dé�nie par Françon, ar nous avons toujours les mêmesombrelles autour des pointels.Les replis ompliqués orrespondent aux 2 on�gurations restantes (en jaune, sur la�gure 7.3). Dans es as, nous avons deux voxels de l'objet 18-adjaents stritement,loalement 6-onnetés. À la di�érene des replis simples, ii le ube virtuel ontient un6-hemin reliant es deux voxels. Dans es as, la notion de onnexité ne permet pas derésoudre diretement les singularités topologiques. En e�et, il est néessaire d'introduire2 nouvelles ombrelles dans la surfae ombinatoire a�n que elle-i soit une 2-variété.Ces ombrelles orrespondent à un dédoublement � partiel � de l'arête singulière quiapparaît dans es on�gurations. Ce dédoublement doit être fait de sorte à e que laontinuité de la surfae disrète soit assurée onformément à la ontinuité de la surfaeduale du Marhing Cube. Les 2 nouvelles ombrelles que nous proposons, sont illustréessur la table 7.1. Les ombrelles ainsi dé�nies permettent un parours irulaire autourdu pointel. La surfae résultante est une 2-variété quadrilatère.Ainsi, le miro-modèle de la surfae d'un objet 6-onnexe ave replis peut être ob-tenue à partir du 2-omplexe ellulaire du bord ave les règles de dédoublement quenous avons présentées dans la �gure 7.5. Nous pouvons remarquer par ailleurs que ettesurfae orrespond à la surfae duale introduite par Nielson [Nie04℄.surfae disrète interprétation topologique ombrelles
Tab. 7.1 � Dédoublement des lignels présentant une singularité dans les 2 on�gurationsde replis ompliqués. Deux nouvelles ombrelles pour la surfae disrète.
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Fig. 7.5 � En vert, dédoublement des lignels et des pointels de singularité, induit parla onnexité, sur le bord disret représenté par un 2-omplexe ellulaire d'un objet6-onnexe ave replis simples. En jaune, dédoublement � partiel � pour les replis om-pliqués. En bleu, les on�gurations qui doivent hanger pour un objet 18-onnexe. Enrose, la on�guration qui doit hanger pour un objet 26-onnexe.7.2.3 Objet 18-onnexeLe bord en 2-omplexe ellulaire d'un objet 18-onnexe n'est pas en général une 2-variété. C'est une quasi-variété ou une pseudo-variété. Dans e paragraphe nous verronsomment transformer e omplexe ellulaire en une 2-variété topologique, fermée etorientable de la surfae d'un tel objet.Selon les résultats de la topologie disrète, nous savons que lorsqu'un objet disret estonsidéré omme 18-onnexe au lieu de 6-onnexe, toutes les on�gurations présentantdeux voxels 18-adjaents strits et non loalement 6-onnetés indiquent un hangementde la topologie de l'objet et de sa surfae. Ces on�gurations orrespondent, en réalité,aux 11 on�gurations de replis que nous avons dé�nies préédemment. Parmi es 11on�gurations, il y a 2 qui sont des on�gurations de 26-onnexité strite et don nedoivent par hanger pour un objet onsidéré ave la 18-onnexité. Au �nal, nous avonsexatement 9 on�gurations (en bleu sur la �gure 7.5) qui doivent être interprétéesdi�éremment pour la 18-onnexité.La �gure 7.1(), montre les 6 on�gurations dans lesquelles la topologie de la surfaegénérée par le Marhing Cubes hange si les points noirs sont onsidérés ave la 18-



170 Chapitre 7onnexité à la plae de la 6-onnexité. Il est faile de voir que e sont les as où lasurfae doit garder sa ontinuité pour les points objets et séparer les points du fond.Notons que nous allons ajouter à es 6 on�gurations enore 3 on�gurations om-plémentaires. Don, nous avons exatement 9 on�gurations (aux rotations près) quidoivent être interprétées di�éremment pour la 18-adjaene. Comme pour un objet 6-onnexe, il su�t d'assurer que le dual de la surfae du Marhing Cube, qui n'est riend'autre que le 2-omplexe du bord, garde les mêmes propriétés de séparation.La table 7.2 montre omment les 9 on�gurations doivent être interprétées pour unobjet 18-onnexe. Nous remarquerons que, pour les 7 derniers as, le dédoublement sefait de façon similaire que pour un objet 6-onnexe et que la surfae duale est tou-jours une 2-variété ombinatoire ar elle ontient uniquement les ombrelles dé�nies parFrançon. En revanhe, pour les 2 premières on�gurations, nous avons utilisé les nou-velles ombrelles, que nous avons proposées, dans le paragraphe préédent, pour les replisompliqués. La surfae duale résultante est une 2-variété quadrangulaire.Au �nal, nous venons de voir omment interpréter et transformer le bord d'un objet18-onnexe, représenté par le 2-omplexe ellulaire, pour obtenir une 2-variété ombi-natoire modélisant la surfae de l'objet, 'est-à-dire le miro-modèle.



Dé�nition de la surfae disrète 171# surfae MC surfae disrète interprétation topologique ombrelles
1
2
3
4
5
6
7
8
9Tab. 7.2 � Dédoublement des lignels et des pointels présentant des singularités dans lebord disret d'un objet 18-onnexe.



172 Chapitre 77.2.4 Objet 26-onnexeLe bord en 2-omplexe ellulaire d'un objet disret 26-onnexe n'est pas une 2-variété. C'est une pseudo-variété ar il ontient généralement des pointels inidents àplusieurs ombrelles.De la topologie disrète, nous savons que lorsqu'un objet disret est onsidéré omme26-onnexe au lieu de 6-onnexe, toutes les on�gurations présentant deux voxels 26-adjaents stritement et non loalement 6-onnetés indiquent un hangement de latopologie de l'objet et de sa surfae. La �gure 7.1(d), illustre l'unique on�guration pourlaquelle la topologie de la surfae générée par le Marhing Cubes hange si les pointsnoirs sont onsidérés ave la 26-adjaene à la plae de la 6-adjaene. Don, pour unobjet disret onsidéré ave la 26-adjaene, nous avons exatement 1 on�gurations(en rose sur la �gure 7.5) qui doit être interprétée di�éremment.La table 7.3 illustre omment le 2-omplexe ellulaire peut être modi�é a�n depermettre la ontinuité de la surfae pour ette on�guration. En e�et, dans e as, unsimple dédoublement du pointel présentant la singularité topologique n'est pas su�santpour résoudre le problème. Ainsi, l'une des solutions possibles est de supprimer le pointelde singularité ave tous ses lignels inidents et de reonneter les pointels voisins ommeillustré sur la table 7.3 pour former des faes quadrilatères non planaires. Notons quesuite à ette transformation le miro-modèle résultant est une 2-variété ombinatoire.# surfae MC surfae disrète interprétation topologique
10Tab. 7.3 � Transformation du 2-omplexe ellulaire pour la on�guration de 26-adjaene strite dans un objet 26-onnexe.



Les autres étapes 1737.3 Les autres étapesLa setion préédente a été onsarée à la première étape de la méthode de reons-trution de Delaunay Disret sur les pointels. Durant ette étape, l'algorithme dé�nit lemaillage initial de la surfae de l'objet voxel. Ce maillage quadrilatère, appelé le miro-modèle, est onstruit à partir du 2-omplexe ellulaire du bord disret a�n d'obtenir une2-variété ombinatoire. Nous avons vu que, selon la onnexité hoisie, les modi�ationsnéessaires sont plus ou moins importantes. Rappelons, par exemple, que le 2-omplexeellulaire du bord d'un objet voxel 6-onnexe sans replis est toujours une 2-variété om-binatoire et, dans e as, le miro-modèle est onstruit diretement à partir de la surfaedisrète, sans modi�ations.Considérons maintenant un objet voxel O et son miro-modèle FD = (P,L, S), où
P , L et S sont, respetivement, les ensembles de pointels, de lignels et de surfels. Lafrontière disrète FD orrespond à un maillage quadrilatère très dense de la surfaede l'objet. Notons que e maillage est aussi dense que le maillage de l'algorithme desMarhing Cubes dont il est le dual. Ce sont, en e�et, les deux maillages les plus détailléspouvant être reonstruits à partir d'une image binaire 3D.Les étapes suivantes de la méthode de Delaunay Disret sur les pointels onsistent àsimpli�er lemiro-modèle pour obtenir un maillage plus grossier, de résolution ontr�lée,appelé le maro-modèle.L'idée de base est la même que pour la méthode de Delaunay Disret sur les voxels.Il s'agit de séletionner un ensemble de n÷uds sur le miro-modèle et d'y approximerles régions de Voronoï des n÷uds. Ensuite la méthode onstruit le graphe de VoronoïEulidien et extrait le maro-modèle par dualité.Dans la suite de ette setion, nous allons rappeler les di�érentes étapes. Cependant,les algorithmes étant les mêmes que pour la première méthode, nous allons foalisersurtout sur les di�érenes entre les deux méthodes.Séletion des n÷uds du maillageDans la méthode de Delaunay Disret sur les pointels, les n÷uds du maillage résul-tant sont hoisis parmi les pointels du miro-modèle. C'est, en e�et, l'unique di�érenenotable entre les deux algorithmes. Toutes les onsidérations onernant la distanegéodésique, la priorité de séletion et la densité de distribution des n÷uds sont toujoursvalables.Pour une distribution quasi-uniforme, l'algorithme séletionne les n÷uds en fontionde leurs ourbures et élimine les voisins du n÷ud dans un voisinage spéi�é par le rayonde résolution r et la distane géodésique alulée sur le miro-modèle. La �gure 7.6(a)montre un moreau d'un miro-modèle et inq n÷uds du maillage hoisis parmi lespointels.Approximation des régions de VoronoïL'algorithme d'approximation disrète des régions de Voronoï est, omme préé-demment, un algorithme de roissane de régions en parallèle, à partir des n÷uds. La
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(a) (b)

() (d)Fig. 7.6 � Algorithme d'approximation des régions de Voronoï Disret. (a) Les inqn÷uds séletionnés. (b) Propagation des labels : Itération 1. () Itération 2. (d) Itération3.di�érene ii est que la propagation est e�etuée sur les ombrelles inidentes aux poin-tels.Contrairement à e qui a été fait dans DDV, où les voisins des n÷uds étaient dé�nispar un masque 3D entré sur le voxel, ii les voisins d'un n÷ud sont ses pointels adjaentspar un lignel dans le miro-modèle. La distane entre deux pointels est dé�nie ommela longueur du plus petit hemin de lignels entre es pointels.La �gure 7.6 donne un exemple onret de l'algorithme de roissane des régions.Les �gures 7.6 (b), () et (d) montrent respetivement la première, la deuxième et latroisième itération de l'algorithme. En pratique, si la distane entre deux n÷uds estimpaire, 'est-à-dire lorsqu'il y a un � on�it � entre deux labels, l'algorithme traiteave priorité le plus petit label. Nous avons fait e hoix ar les n÷uds sont séletionnésen fontion de la ourbure et les n÷uds présentant une forte ourbure possèdent lespetits labels.Les régions de Voronoï résultantes sont homéomorphes à des disques topologiquestant que le rayon de résolution r n'exède pas le plus petit rayon de ourbure sur lasurfae de l'objet. Sinon, nous retrouvons dans le diagramme de Voronoï Disret les



Les autres étapes 175mêmes inohérenes topologiques que préédemment : omme par exemple, des régionspossédant plus d'une unique frontière ommune.Constrution du graphe de VoronoïComme pour la méthode de DDV, le SKIZ disret est le premier graphe pouvant êtreextrait à partir du diagramme de Voronoï Disret. Ii, nous dé�nissons e SKIZ ommel'ensemble des surfels dont les pointels présentent au moins deux labels di�érents. La�gure 7.7 illustre le SKIZ disret entre les inq n÷uds A,B,C,D et E de notre exemple.
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(d)Fig. 7.7 � (a) SKIZ en surfels. (b) Sommets primaires. () Graphe de Voronoï. (d)Surfae duale.Le graphe de Voronoï eulidien que nous souhaitons onstruire à partir du SKIZdoit remplir les trois onditions du lemme 3. C'est-à-dire que le graphe doit être simpleet onnexe et le degré de haque sommet doit être égal à la ardinalité du sommet.Rappelons que, sous es onditions, le maillage polygonal dual au graphe est garantiune 2-variété fermée et orientable.La méthode de Delaunay Disret sur les pointels o�re la possibilité de dé�nir egraphe de Voronoï beauoup plus �nement que préédemment. En partiulier, nous



176 Chapitre 7pouvons éviter la notion de omposante onnexe des sommets primaires. Rappelonsque dans la méthode sur les voxels, nous avons aggloméré les sommets primaires pourrésoudre les problèmes des faes redondantes. En revanhe, dans la méthode sur lespointels, les points d'intersetion entre les régions de Voronoï sont sensiblement plusfailes à dé�nir.Considérons maintenant le SKIZ disret dé�ni par les surfels du miro-modèle. Nousdé�nissons les sommets primaires omme les surfels d'au moins 3 pointels de valeursdi�érentes.Dé�nition 7.1 (sommet primaire du SKIZ) Un sommet primaire est un surfeldont les pointels inidents présentent au moins 3 labels di�érents. Un tel sommet est re-présenté par le n-uplet (λ1, λ2, ..., λn), où les λi sont les valeurs des n pointels di�érents.Le nombre n est appelé ardinalité du sommet, n ∈ [3, 4].La �gure 7.7(b) montre les points d'intersetions des inq régions de Voronoï denotre exemple. Remarquons qu'ii les régions de roisent toujours par trois et nousavons trois sommets primaires de ardinalité 3 :� S1 = (λA, λE, λD)� S2 = (λA, λB, λD)� S3 = (λB, λC, λD)Rappelons que le miro-modèle est une surfae quadrilatère pour toute onnexité.Ainsi, selon la dé�nition préédente, il existe exatement deux types de sommets pri-maires : des sommets de ardinalité 3 et des sommets de ardinalité 4. Par onséquent,pour éviter les faes redondantes dans ette méthode, il su�t de supprimer tout som-met de ardinalité 3 inlus dans un sommet de ardinalité 4. Ainsi, l'algorithme deonstrution du graphe de Voronoï à partir du SKIZ disret proède selon la dé�nitionsuivante :Dé�nition 7.2 (sommet du graphe de Voronoï) Soit SP l'ensemble des sommetsprimaires du SKIZ, dépourvu des sommets de ardinalité 3 inlus dans des sommets deardinalité 4. L'ensemble V des sommets du graphe de Voronoï eulidien GV = (V,E)est égal à l'ensemble SP .Comme pour la première méthode, les sommets de Voronoï doivent être reliés pardes arêtes le long des frontières ommunes entre les régions de Voronoï. Une telle arêtepeut être dé�nie à partir du SKIZ ave la dé�nition suivante :Dé�nition 7.3 (arête du SKIZ) Une arête du SKIZ est dé�nie par un ensemble desurfels dont les pointels inidents présentent exatement 2 labels di�érents. Une tellearête AV est représentée par une paire de valeurs (λ1, λ2), où les λi sont les valeurs des2 pointels qui dé�nissent l'arête.Cependant, dans ette méthode, nous avons la possibilité d'optimiser l'algorithme.Au lieu de parourir le SKIZ entier pour déteter les sommets et les arêtes du graphe deVoronoï, il su�t de onsidérer uniquement les surfels orrespondants aux sommets. En



Résultats 177e�et, les arêtes du graphe de Voronoï peuvent être obtenues diretement des lignels dessurfels des sommets. Sur la �gure 7.7() nous avons représenté les surfels orrespondantsaux trois sommets S1, S2 et S3 de notre exemple. Notons que les lignels de es surfelsdé�nissent omplètement les arêtes de Voronoï duales. Ainsi, pour onstruire les arêtesde Voronoï, l'algorithme utilise la dé�nition suivante :Dé�nition 7.4 (arête du graphe de Voronoï) Soit SP l'ensemble des surfels or-respondant aux sommets du graphe de Voronoï et soit A l'ensemble des lignels d'extré-mités di�érentes de es surfels. L'ensemble E des arêtes du graphe de Voronoï eulidien
GV = (V,E) est omposé des arêtes duales aux lignels de A.Sur l'exemple, le surfel S1 possède trois lignels d'extrémités di�érentes : AE, ADet DE et don l'algorithme peut onstruire diretement les trois arêtes inidentes ausommet dans le graphe de Voronoï : (λA, λE), (λA, λD) et (λD, λE). Les sommets S2et S3 sont traités de la même façon. Le graphe de Voronoï résultant est représenté surla �gure 7.7(). La �gure 7.7(d) montre la surfae duale à e graphe.Notons que, omme dans la première méthode, le SKIZ disret peut générer unmultigraphe au lieu d'un graphe simple. En pratique, si le rayon de résolution hoisi rn'est pas su�samment petit, nous renontrons les mêmes anomalies topologiques quepréédemment. Rappelons que si deux régions de Voronoï partagent plus d'une uniquefrontière ommune, le graphe possède des multi-arêtes ou des boules. Dans es as,l'algorithme fournit le graphe simple maximal inlus dans le multigraphe.Constrution du modèle topologiqueL'étape �nale de l'extration du maillage par dualité à partir du graphe de Voronoïutilise exatement le même algorithme que dans la première méthode. Rappelons qu'ils'agit de parourir tous les sommets valides (dont la ardinalité est égale au degré dusommet dans le graphe) et de onstruire les faes duales dans une 2-G-arte. Si le maro-modèle résultant ontient des petits trous, nous utilisons l'algorithme de fermeture desbords que nous avons présenté dans la première méthode.7.4 RésultatsLa méthode de reonstrution de Delaunay Disret sur les pointels permet d'obtenirune surfae à partir d'une image binaire. Le méthode marhe pour les trois onnexitéslassiques (6, 18 et 26). Elle est plus robuste que DDV et permet de reonstruire aussides objets très �ns. Pour r = 0, elle fournit le miro-modèle de la surfae disrète. Pourdes rayons supérieurs à 0, elle fournit une simpli�ation de ette surfae, de résolutionontr�lée. La �gure 7.8 montre deux maillages obtenus pour l'haltère disrète pour desrayons de résolution r1 = 0 et r2 = 3.Notons que la méthode fournit des maillages omposés uniquement de triangleset de quadrilatères. Par onséquent, il est possible d'obtenir un maillage triangulairediretement à partir du modèle fourni en déoupant les quadrilatères le long de leursplus petites diagonales, sans ajout de nouveaux sommets.
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(a) (b)Fig. 7.8 � Maillages surfaiques de l'haltère disrète. (a) r1 = 0 ; (b) r2 = 3.Les di�érentes expérimentations et tests e�etués sur notre base d'objets disretsmontrent que les maillages résultants ontiennent rarement des trous. En fait, le peu desommets invalides apparaît uniquement aux endroits où le rayon r est plus grand que lerayon de la ourbure loale. Dit autrement, si le graphe de Voronoï ontient des sommetsinvalides, alors le rayon de résolution est trop grand. Dans es as, nous pouvons soitfermer les trous omme préédemment, soit hoisir un rayon plus petit pour résoudre lesproblèmes. Notons que, ontrairement à la première méthode, le rayon peut être baisséjusqu'à 0, si 'est néessaire. Ainsi, sous ondition que le rayon r soit orretementhoisi, la méthode délivre diretement des 2-variétés fermées et orientables pour tousnos objets de test.

(a) (b)Fig. 7.9 � Maillages du lapin. (a) r = 2 ; (b) r = 5.Sur les �gures 7.9 et 7.12, nous pouvons observer l'impat que la résolution hoisiea sur l'aspet du maillage résultant. Plus le rayon r est grand, plus le maillage est lisse.La �gure 7.11 montre l'in�uene de la distane disrète sur la distribution des n÷uds
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p1 p2

p2

p1Fig. 7.10 � La distane disrète entre les pointels p1 et p2 est la même (d = 5) dans lesdeux as.

(a) (b)
()Fig. 7.11 � Maillages du dragon. (a) r = 3 ; (b) r = 5 ; () r = 10.des maillages résultants. Rappelons que la distane entre deux pointels est dé�nie ommele plus petit hemin de lignels entre es deux pointels. Sur la �gure 7.10 nous avons donnédeux exemples de distane disrète. Remarquons que, même si la distane disrète entreles pointels p1 et p2 est la même dans les deux as (égale à 5 lignels), la distaneeulidienne entre les points ne l'est pas. Dans ertains as, ette approximation disrètede la distane peut s'avérer gênante, ependant, dans notre as elle est plut�t béné�que.En e�et, plus la surfae disrète est ourbe, plus petite est la distane eulidienne. Paronséquent, la densité des n÷uds aux endroits ourbes est plus élevée que la densité



180 Chapitre 7des n÷uds aux endroits plut�t plats. Comme illustré sur les �gures 7.11(b) et 7.11(),les maillages du dragon sont omposés de grands triangles sur les régions relativementplates (omme le orps, par exemple) et des plus petits triangles au niveau des détails(omme la rête, par exemple). Ainsi, même si le rayon de résolution est onstant,la méthode adapte, de façon intrinsèque, la densité des n÷uds séletionnés. Dans unertain sens, les maillages résultants peuvent être vus omme des maillages adaptatifs.Notons �nalement que, ontrairement à notre première méthode (DDV), dans ledomaine médial, la méthode de Delaunay Disret sur les pointels permet non seulementla reonstrution des organes vitaux mais aussi des strutures anatomiques très �nesomme les veines et les os (voir Fig.7.13).

(a) (b)Fig. 7.12 � Maillages du boudhha. (a) r = 5 ; (b) r = 10.
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(a)

(b) ()Fig. 7.13 � (a) Reonstrution d'une artère ave r = 2. (b) et () Reonstrution desvertèbres ave r = 3.



182 Chapitre 77.5 Reonstrution d'images multiouleursRappelons qu'une image multiouleur est une image 3D dont les voxels ont plus dedeux labels. Contrairement aux images binaires où les points ne peuvent posséder quedeux valeurs : 1 pour les points de l'objet et 0 pour les points de son omplémentaire,une image multiouleur peut représenter plusieurs objets disrets. Un exemple typiqued'image multiouleur est une image médiale obtenue après la segmentation des di�é-rentes strutures anatomiques, où les points du fond sont à 0 et les points de haqueobjet ont un label unique.Nous avons vu dans le hapitre préédent que, si les di�érents objets ne sont pasonurrents, 'est-à-dire s'ils ne � se touhent � pas, la méthode de Delaunay Disretsur les voxels peut être utilisée, sans auune modi�ation, pour reonstruire simultané-ment les surfaes de es objets. En e�et, la reonstrution simultanée se fait de façonnaturelle ar au niveau de l'algorithme, les di�érents objets sont onsidérés omme lesomposantes onnexes d'un unique objet binaire. Pour un ouple de onnexité (6, 26),par exemple, tous les objets sont onsidérés 6-onnexes alors que le fond est 26-onnexe.Les bords disrets des di�érentes omposantes onnexes étant disjoints, la méthode re-onstruit les di�érentes surfaes de façon � aveugle �. Cependant, si l'image ontientdeux objets qui se touhent (ils forment une unique omposante onnexe de voxels),la méthode de Delaunay Disret sur les voxels, dans sa version initiale, va reonstruireuniquement la surfae extérieure (vers le fond), sans les interfaes internes. La �gure7.14 montre un exemple de deux ubes adjaents et leur surfae d'interfae.

Fig. 7.14 � Deux ubes adjaents et leur interfae en jaune.Notons que notre approhe de reonstrution permet de résoudre e problème. Ils'agit tout simplement de déteter l'interfae entre les objets et de hoisir le mêmeensemble de n÷uds pour les deux maillages, au niveau de ette interfae. Au �nal, eirevient à reonstruire deux maillages qui ontiennent le même sous-ensemble de trianglesle long de leur frontière ommune. Notons que ette façon de proéder nous permetd'éviter tous les problèmes d'intersetion et de trous qui apparaissent généralement entreles maillages de di�érents objets onurrents lorsqu'ils sont reonstruits séparément. La�gure 7.15 illustre ette idée sur l'exemple des ubes adjaents. Nous pouvons remarquer



Reonstrution d'images multiouleurs 183que les maillages des deux ubes ontiennent la même surfae d'interfae, 'est-à-direles sommets, les arêtes et les triangles le long de ette frontière ommune sont dupliquésdans les deux maillages.

Fig. 7.15 � Reonstrution des deux ubes adjaents ave gestion de la frontière om-mune. Les deux maillages ontiennent les mêmes éléments le long de l'interfae.Il est à noter que notre première méthode de reonstrution sur les voxels n'est pasadaptée pour une détetion e�ae des frontières entre objets onurrents. En e�et, ily a plusieurs raisons pour ela. D'une part, le bord en voxel d'un objet est di�érentdu bord en voxels de son omplémentaire. Cei implique que l'interfae sera épaisse etdi�érente pour haun des objets. Mais surtout, rappelons que le bord disret en voxelsest dé�ni pour une paire de Jordan valide et unique pour tout l'objet. Or, si l'image3D omporte trois labels, 'est-à-dire deux objets onurrents et un fond, il n'est paspossible de maintenir une paire de Jordan valide pour haque onstituant de l'image.Considérons par exemple les deux on�gurations shématisées sur la �gure 7.16, où nousavons un fond A et deux objets B et C. Si le fond est onsidéré omme 26-onnexe etles deux objets omme 6-onnexes, le long de la frontière ommune entre B et C nousavons le ouple de onnexité (6, 6) qui n'est pas un ouple valide. De la même manière,si A et B sont 6-onnexes alors que C est 26-onnexe, nous ne pouvons pas maintenirun ouple de onnexité valide le long de la frontière entre A et B.
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Fig. 7.16 � Con�gurations ave trois labels. En fontion des onnexités hoisies pour lestrois onstituants, les ouples de onnexité invalides apparaissent le long des frontièresen rouge.L'une des solutions pour résoudre les problèmes liés aux ouples de onnexités om-



184 Chapitre 7plémentaires est de s'a�ranhir de la notion de onnexité. L'idée a été proposée par Late-ki [Lat97℄ qui introduit les images bien-omposées dans lesquelles toutes les onnexitéssont équivalentes.Une image 3D est bien-omposée si et seulement si elle ne ontient auune des deuxon�gurations ritiques : deux voxels stritement 18-adjaents ou deux voxels strite-ment 26-adjaents. Sinon, l'image est appelée mal-omposée. Dans e type d'images ondit que les onnexités (6, 18 et 26) sont équivalentes, ar tous les onstituants de l'imagesont 6-onnexes.Dans [Lat95℄, Lateki a proposé un algorithme qui transforme une image multila-bel 2D mal-omposée en une image bien-omposée. L'idée de base onsiste à hangerla valeur de ertains pixels voisins aux on�gurations ritiques. Réemment, Siqueira[Siq04, Siq06℄ a proposé le premier algorithme en 3D, mais il ne traite que les imagesbinaires. L'algorithme ajoute itérativement à l'objet des voxels du fond, jusqu'à e quel'objet de départ ne présente plus de on�gurations ritiques. Siqueira a énuméré lesdi�érents as possibles et propose une série de règles qui permettent de déider quelsvoxels du fond doivent hanger de valeur. Ces règles visent aussi à minimiser le nombrede voxels ajoutés à l'objet original.Pour obtenir des images multiouleur bien-omposés en 3D, nous avons développéun algorithme similaire à elui de Siqueira sauf que nous rajoutons tous les voxelsvoisins à une on�guration ritique. L'algorithme ommene par traiter haque objetde façon indépendante et supprime les on�gurations ritiques entre l'objet et le fond.Ensuite, au niveau des interfaes ommunes entre deux objets, l'algorithme donne lapriorité au plus petit label. Atuellement, nous ne pouvons pas donner une preuvethéorique sur la validité et la terminaison de et algorithme. Cependant, nos résultatsexpérimentaux sur des images médiales tentent de montrer que généralement, au boutd'une dizaine d'itérations, l'algorithme s'arrête et fournit une image multilabel bien-omposée, où auun des labels ne présente de on�guration ritique. Notons par ailleurs,qu'en pratique, les images médiales sont souvent bien-omposées après la segmentationdes strutures d'intérêt.Comme nous l'avons mentionné préédemment, les images bien-omposées ont beau-oup de propriétés intéressantes. D'une part, toutes les onnexités sont équivalentes,mais surtout, il a été prouvé que le 2-omplexe ellulaire du bord de haque onstituantest une 2-variété ombinatoire (telle que dé�nie par Françon) [Lat97℄. En e�et, pour etype d'images, les modi�ations à apporter à la méthode de Delaunay Disret sur lespointels a�n que elle-i puisse reonstruire simultanément les surfaes d'objets onur-rents sont minimes. Notons que les miro-modèles des surfaes étant des 2-variétés,nous ne devons pas utiliser les règles de transformation que nous avons proposé dansla setion 7.2. Autrement, nous devons revoir es règles dans le as des images à plu-sieurs labels. Nous dé�nissons l'interfae entre deux objets par l'ensemble de surfels dumiro-modèle inidents à deux voxels de labels di�érents. Notons que ette interfae estomposée des mêmes surfels dans les deux surfaes disrètes. Ensuite, la seule modi�-ation remarquable dans l'algorithme est que les n÷uds séletionnés sur les interfaessont dédoublés dans les maillages résultants. La �gure 7.17 montre un foie et un reindroit qui ont une frontière ommune. Nous pouvons remarquer que les deux maillages



Reonstrution d'images multiouleurs 185obtenus ave la méthode de DDP pour un rayon de résolution r = 5 oïnident le longde ette frontière.

Fig. 7.17 � Reonstrution simultanée d'un foie et d'un rein ollés. La surfae d'interfaeest ontenue dans les deux maillages.
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