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Notations

2,
Q4n
D2n

Réseaux
m(L)
M(L)
(M(L))
D(L)

Cy

Std,,, Std
L, L
cloct

W, W
Wi, Wt

E/

WI

LI> LID LIII

PSLy(Z[i]), SLa(Z[i]), PGLa(Z[i]) ou GLy(Zi])
Sous-groupe d’Iwahori de I’ p-49
Groupe cyclique d’ordre n

Groupe symétrique d’ordre n

Groupe alterné d’ordre n

Groupe des quaternions d’ordre n

Groupe dihédral d’ordre n

Minimum du réseau L p-4
Ensemble des vecteurs minimaux du réseau L p-4
Espace vectoriel complexe engendré par M (L) p.4
Ensemble des directions de vecteurs minimaux de L p.4
Constante associée a un vecteur v d'un réseau L p.13
Réseau standard de dimension n Z[i]" p.2
Espace des réseaux de dimension n (resp. 2) p-2, p.7
Espace des réseaux de dimension n (resp. 2) p.4, p.7
et de minimum 1

Réseaux bien arrondis de dimension n (resp. 2) p-5, p.7
Réseaux bien arrondis de dimension n (resp. 2) p-5, p.7

et de minimum 1

Espace des paires de réseaux (L1, Ly) de dimension 2 p.51
telles que Ly & Ly & %HLQ

Ensemble des paires (L1, Ly) € £ telles que L; € W' p.51
Sous-réseaux d'un réseau L p.12
tels que (L, Ly), (L, L), (L, L) € L'

Espaces particuliers

Hn
yn
Zn
D, Dgrp,

Formes hermitiennes positives définies sur C" p.1
{M € GL,(C)| M~*(Std,,) € Wi} p.5
Quotient Y, /U(n) p.5

Domaines fondamentaux dans Z p-10, p.26

pour l'action de PGLy(Z[i]) (resp. PSLy(Z][i]))



Applications
p:L, — W Rétraction par déformation de £,, sur W} p.6
¢: D — WHU(2), aw classe du réseau ¢, engendré par les vecteurs p.11

(o) = ()
A:D — GLy(C), ar ([1) \/1%@2) p.25

V:D— Z, a — classe de A(a) p.25
Sous-groupes d’isotropie pour ’action de T' sur Z

'y, he Z Sous-groupe d’isotropie de h p-29
I,,ze€D Sous-groupe d’isotropie de ¥(x) € Z p.29

[, o cellule de D Sous-groupe d’isotropie de la cellule ¥ (o) de Z p.29

Sous-groupes d’isotropie pour I’action de U(2) sur W*

Uy, LeW! Sous-groupe d’isotropie de L p.29
U, xeD Sous-groupe d’isotropie de ¢, € W! p.29
Sous-groupes d’isotropie pour ’action de I'y sur Z

To)x, X C 2 Sous-groupe d’isotropie de X p.b5

Suites spectrales
E Suite spectrale qui converge vers H*(BI'; Fy) p.23
E Suite spectrale qui converge vers H*(BT'o; Fy) p.55






Introduction
1 Motivation du calcul de H*(BGL2(Z[i, 3]);F2)

Le point de départ de cette these est une version instable de la conjecture
de Lichtenbaum et Quillen qui dit que la cohomologie modulo 2 du classifiant
de certains groupes linéaires serait détectée par la cohomologie du classifiant
du sous-groupe des matrices diagonales de ces groupes linéaires ([DF86]).
Nous nous intéresserons au cas des groupes linéaires définis sur Z[3].

Dans ce cas, la conjecture, évidente pour n = 1, a été démontrée par
Mitchell pour n = 2 et par Henn pour n = 3 ([Mit92], [Hen99)).

Dwyer a montré que la conjecture n’est pas vraie pour n = 32 ([Dwy98]).
Henn et Lannes ont amélioré ce résultat en montrant qu’elle est déja fausse
pour n = 14 ([HL]). De plus, le défaut de détection par la cohomologie des
matrices diagonales augmente avec n ([Hen96]).

Des travaux de Voevodsky sur la conjecture de Milnor impliquent que la
conjecture est vraie dans le cas stable.

Il reste donc a étudier la validité de la conjecture pour les valeurs de n
comprises entre 4 et 13. En fait, si on arrivait a trouver un contre-exemple a

la conjecture dans le cas n = 4, on aurait terminé.

On peut montrer que si la conjecture est vraie pour n = 4, alors nécessai-
rement, il existe un certain carré cartésien en cohomologie a coefficients

dans [, :
(BGLa(Z[i, 1])), e (BGL(C)),

2

™ l l (Id7 C) (1)
(B(GLy(F5) x GLa(F5))), — (B(GLy(C) x GLy(C))),

2

A

ou (B—)y désigne le complété en 2 du classifiant du groupe —, et la cohomo-
logie & coefficients dans Fy de BGLy(Z[i, 1]) doit étre détectée par la cohomo-
logie du classifiant du sous-groupe des matrices diagonales de GLy(Z[i, 3]).

L’application i est induite par l'injection canonique de GLy(Z]i, %]) dans
GL2(C) ; 'application (Id, ¢) est, elle, induite par la conjugaison complexe c;
I'application 7 est induite par ’homomorphisme d’anneaux 7|3, %] — F5 x5,
i — (2,3), % — (3,3); enfin, la construction de 'application 1 est délicate
et utilise des méthodes de la théorie de 'homotopie étale.
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2 Enoncé du résultat principal

Théoreme 1. On a un isomorphisme d’algébre

1
H*(BGLy(Z[i, 5]),1&) >~ Fylcy, c2) @ Aleq, €], €3, €5)
ou ¢ et co sont les classes de Chern de la représentation canonique de

GLy(Z[i, 5]) dans GLy(C), |er| = |} =1 et |es] = |ef| = 3.

En particulier, le carré (1) est cartésien en cohomologie a coefficients
dans Fy, et la cohomologie de BGLy(Z[i, 5]) est détectée par la cohomologie
du classifiant du sous-groupe des matrices diagonales de GLy(Z[i, 3]).

L’espoir initial, motivé par des idées de Henn et Lannes, était que la
cohomologie & coefficients dans Fy de BGLy(Z[i, 5]) rendrait le carré (1) non
cartésien en cohomologie a coefficients dans [y, invalidant de ce fait la conjec-
ture de Lichtenbaum et Quillen des n = 4 dans le cas des groupes linéaires

définis sur Z[3].
La conjecture a ainsi passé un test avec succes et a encore des chances
d’étre vraie pour n = 4. En tout cas la recherche d’un contre-exemple est

plus délicate qu’on aurait pu l'espérer.

3 Méthode de résolution

3.1 Réduction du probleme

Le groupe SLy(Z[i, 3]) est somme amalgamée de deux copies de SLy(Z]i])
suivant le sous-groupe d’Iwahori de SLy(Z[i]) des matrices M qui sont trian-
gulaires supérieures modulo 'idéal (1+4). L’une des deux injections du sous-
groupe d’Iwahori est 'injection standard, tandis que I'autre est conjuguée a
la premiere dans GLy(Z[i, 3]).

La connaissance des cohomologies de SLy(Z[i]) et de son sous-groupe
d’Iwahori, ainsi que celle des applications induites en cohomologie par les
deux injections, permet I'étude de H*(BSLs(Z[i, 5]); F2) & laide de la suite
exacte longue de type Mayer-Vietoris associée a la somme amalgamée. On
peut ensuite obtenir H*(BGLy(Z[i, 5]); F2) en utilisant la suite spectrale de
Lyndon-Hochschild-Serre associée a la suite exacte courte

1 L., det . 1
1= SLa(Z[i, 5]) — GLa(Z[i, 5)) = Zli, 5] — 1
On a d’abord réalis¢ cette étude dans le cas de PSLy(Z[¢, 5]) qui est
analogue, puis calculé la cohomologie a coefficients dans Fy de BSLy(Z[i, %])
en utilisant la suite spectrale de Lyndon-Hochschild-Serre associée a la suite

exacte courte

1 1
1 — Cy — SLy(Z[i, 5]) — PSLy(Z[3, 5]) — 1
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3.2 Le bon espace pour calculer H*(BPSL2(Z[7]);F>)

Le chapitre 1 est consacré a la construction d’un espace contractile Z
muni d’une action propre de PSLy(Z[i]), dans le but de calculer sa cohomo-
logie équivariante, isomorphe a la cohomologie de BPSLy(Z]i]).

On considere d’abord 'espace ‘H des formes hermitiennes positives défi-
nies sur C2. Le groupe GLy(Z[i]) agit proprement sur H par multiplication
a gauche via I'homéomorphisme H = GLy(C)/U(2) (proposition 5).

Le centre de GLo(Z][i]) agit trivialement sur H, aussi H pourrait-il étre
un bon candidat pour étudier la cohomologie de BPSLy(Z[i]). Cependant, H
s’avere trop grand pour permettre un calcul aisé de sa cohomologie équiva-
riante (le quotient PSLy(Z[i])\'H n’est pas compact).

Du fait de la bijection entre GLy(Z[i])\GL2(C) et I'espace £ des réseaux
de dimension 2 (proposition 8), I'espace H présente l'avantage d’autoriser a
travailler soit en terme de réseaux, soit en terme de formes hermitiennes. A
I’aide d’une rétraction de I'espace L vers I’espace VW des réseaux bien arrondis
de dimension 2 (réseaux de dimension 2 dont l'espace vectoriel complexe
engendré par les vecteurs non nuls de norme minimale est C?), on construit
un PSLy(Z[i])-rétracte par déformation de H, qui s’avere étre le bon espace Z.

3.3 Cohomologie de BPSL2(Z[i])

L’étude de 'action de PSLy(Z[i]) sur Z, permet de munir Z d’une struc-
ture de PSLy(Z[i])-CW-complexe (avec action cellulaire de PSLy(Z[i])). On
obtient la cohomologie de BPSLy(Z[i]) en examinant la suite spectrale de
Leray-Serre E associée a la projection

EPSLy(Z[i]) Xpsv, @i £ — PSLa(Z[i])\ 2

avec filtration par les squelettes de la structure cellulaire précédente de Z.

La cohomologie a coefficients dans Fy de BPSLy(Z[i]) est déja connue
([SV83], [Ber00], [Wei01]). Son recalcul ici se justifie parce qu’il permet
d’obtenir également les cohomologies a coefficients dans Fy de BSLy(Z[i]),
BPGLy(Z[i]), BGLy(Z[i]) et qu'il est a la base du calcul de la cohomolo-
gie du classifiant du sous-groupe d’Iwahori de PSLy(Z[i]), nécessaire a notre
calcul de H*(BPSLy(Z[i, 5]); F2).

3.4Cohomologie du sous-groupe d’Iwahori de PSLo(Z[7])

On notera dans la suite I'y le sous-groupe d’Iwahori de PSLq(Z[i]).
L’étude de l'action de I'y sur Z permet d’obtenir une structure cellulaire
de Z comme I')-CW-complexe a partir de sa structure de PSLy(Z[i])-CW-
complexe.

On étudie alors la suite spectrale de Leray-Serre E' associée a la pro-
jection EI'g xr, Z — T'o\Z avec filtration par les squelettes de Z comme
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['-CW-complexe. Cette suite spectrale, moins favorable que dans le cas de
PSLy(Z[i]), nous contraint & calculer directement H'(BT; Fy) pour pouvoir
conclure. Ce calcul est effectué a partir de la détermination d’une présentation
de I'y par générateurs et relations qui est déduite de la structure I'g-cellulaire
de Z al'aide d'un résultat de Brown ([Bro84)).

3.5 Cohomologies de BPSLy(Z[i, 1]), BSL2(Z[3, 3])
et BGL2(Z][z, %])

Pour étudier la suite exacte longue de type Mayer-Vietoris qui est as-
sociée & la décomposition en somme amalgamée de PSLy(Z[i, 5]), la stratégie
consiste a étudier d’abord les applications induites par les injections standard
et non standard au niveau de décompositions en produit libre liées aux coho-
mologies H*(BPSLy(Z]i]); Fy) et H*(BI'g; F2), et qui ont été mises en évidence
au chapitres 2 et 3.

Si le cas de l'injection standard est aisé a traiter, celui de l'injection
non-standard est plus délicat. Cette difficulté est résolue par une étude plus
profonde de la rétraction de I’espace L des réseaux sur l’espace WV des réseaux
bien arrondis (voir section 1.4).

Théoréme 2. On a un isomorphisme de Faws, ws]-module

o1
H*(BPSLQ(Z[Z, 5]), ]FQ) = Fg[wz, U)3]{1, as, bg, Clgbg}

ot wy et wz sont les classes de Stiefel-Whitney de la représentation canonique
de PSLy(Z[i, ]) dans PSLy(C) (dont le classifiant a méme type d’homotopie
que celui de PSU(2) = SO(3)) et |as| = |bs| = 3. La structure multiplicative
est donnée par a3 = w3 + w3 + wsaz et b3 = wsbs.

On passe ensuite au cas de SLo(Z[i %]) via I’étude de la suite spectrale

de Lyndon-Hochschild-Serre associée a la suite exacte courte
1 1
Théoreme 3. On a un isomorphisme d’algébre

H*(BSLQ(Z[l, %]), Fg) = FQ[CQ] X A(ag, bg)

ol ¢y est la deuzieme classe de Chern de la représentation canonique de
SLy(Zi, 1]) dans SLy(C), et |as| = |bs| = 3.

La suite spectrale de Lyndon-Hochschild-Serre associée a la suite exacte

courte 1 — SLy(Z[i, 5]) — GLa(Z[i, 3]) 2 Zl[i, 3]* — 1 permet alors d’obte-

nir le théoreme 1.



Chapitre 1

Le bon espace Z pour calculer
H*(BPSL2(Z[2]);F2) - Réseaux

1.1 Réseaux et formes hermitiennes

La stratégie adoptée pour calculer H*(BPSLy(Z[i]); F2) est classique :
construire un espace contractile Z sur lequel le groupe PSLy(Z[i]) agit d'une
maniere la plus simple possible, puis déterminer sa cohomologie PSLy(Z]i])-
équivariante.

Par action la plus simple possible, on entend une action propre avec un
quotient pour cette action qui soit compact. Dans ces conditions, le calcul
de la cohomologie équivariante est réalisable, en particulier si on peut doter
I'espace Z d'une structure cellulaire sur laquelle PSLy(Z[i]) agit cellulaire-
ment (définition 47), auquel cas on dispose d’une suite spectrale raisonnable
(proposition 48).

1.1.1 Les espaces ‘H,, et L,

Formes hermitiennes positives définies sur C”

Définition 4. On note H,, l’espace des formes hermitiennes positives définies
sur C™.

L’espace H,, est contractile (c’est un cone convexe). Le groupe GL,(C)
agit transitivement a gauche sur ‘H,,. Plus précisément, on a :

Proposition 5. L’espace H, des formes hermitiennes positives définies
sur C"™ est en bijection avec le quotient GL,,(C)/U(n).
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Démonstration. On considere l'action a gauche de GL,(C) sur H,, définie
par

M.h = (x — h(M™'z))

ou M € GL,(C) et h € H,.

Cette action est transitive, car pour toute forme hermitienne positive
définie il existe une base dans laquelle la matrice associée a cette forme
hermitienne est diagonale.

Tout choix d’une forme hermitienne positive définie particuliere permet
d’obtenir une bijection entre I'espace H,, et le quotient a droite de GL,(C)
par le sous-groupe d’isotropie de cette forme hermitienne.

Le sous-groupe d’isotropie de la forme hermitienne positive définie norme
carrée (x — ||z||?) est le groupe unitaire U(n), d’ott la proposition. O

Dans toute la these, 'espace ‘H,, est muni de la topologie induite par celle
de GL,(C) via la bijection de la proposition 5.

L’action de GL,(Z][i]) sur H,, comme sous-groupe de GL,(C) est propre
car GL,(Z[i]) est discret et U(n) compact. L’espace H,, pourrait donc étre
un bon candidat pour étudier H*(BGL,,(Z[i]); Fs).

Malheureusement, méme pour n = 2, le quotient GL,,(Z[i])\'H,, n’est pas
compact. On définira en section 1.1.3 le bon sous-espace de H,,.

Par ailleurs, le centre de GL,(Z[i]) agit trivialement sur H,. Si H,
n’était pas trop grand, il serait donc aussi un bon candidat pour étudier
H*(BPGL,(Z[i]); Fy), H*(BSL,(Z[i]); F2) et H*(BPSL,(Z][i]); F2).

Réseaux de dimension n

Plutot que d’étudier 'action de GL,, (Z[i]) sur H,,, on peut étudier 'action
de U(n) sur 'espace des réseaux de dimension n que nous définissons ci-apres.

Définition 6. Un réscau L de dimension n est un sous-Z|i]-module de C",
libre de rang n, et contenant une base de C™.

L’exemple le plus simple de réseau de dimension n est Z[i|”. On 'appelle
réseau standard de dimension n. Il sera noté Std,, dans toute la suite (ou Std
s’il n’y a pas ambiguité sur la dimension).

Définition 7. On note L,, l’espace des réseauzr de dimension n.

Le groupe linéaire GL,(C) agit transitivement a droite sur L,. Plus
précisément, on a :

Proposition 8. L’espace L, des réseauxr de dimension n est en bijection

avec le quotient G L, (Z[i])\GL,(C).
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Démonstration. On considere I’action a droite de GL,,(C) sur £,, définie par
L.M := ML)

ou M € GL,(C) et L € L,.
Cette action est transitive, et le sous-groupe d’isotropie du réseau stan-
dard Std,, est GL,(Z]i]), d’ou la proposition. O

Dans toute la these, I'espace £,, est muni de la topologie induite par celle
de GL,(C) via la bijection de la proposition 8.

Rapport entre H,, et L,

Le lien entre les espaces H,, et L£,, est donné par la proposition qui suit.

Proposition 9. On a un homéomorphisme
GLn(Z[i])\Hn = Ly,/U(n)

Démonstration. On peut réaliser les doubles classes de GL,(C) suivant
GL,.(Z][i]) et U(n) dans l'ordre souhaité :
GLA(Z[i]))\(GL,(C)/U(n)) = GL,(Z[i])\H. (proposition 5)
2l
(GLA(Z[i])\GL,(C)) /U(n) = L,/U(n) (proposition 8).
[

Le méme résultat est valable pour PGL,(Z[i]) puisque le centre de
GL,(Z][i]) agit trivialement sur H,,.

Au niveau des sous-groupes d’isotropie :

Lemme 10. Soit M € GL,(C), et considérons la forme hermitienne positive
définie h : x — ||M~'z||* et le réseau L = M~1(Std,). Alors les sous-groupes
d’isotropie de h pour l'action de GL,(Z|1]) et de L pour l’action de U(n) sont
conjugués dans GL,(C).

Démonstration. C’est un fait général inhérent au principe des doubles classes
H\G/K d’un groupe G suivant deux de ses sous-groupes H et K. Si gK est
une classe a gauche suivant K (resp. Hg une classe a droite suivant H), et si
H,k désigne le sous-groupe d’isotropie de g/K pour 'action de H (resp. Ky,
le sous-groupe d’isotropie de Hg pour I'action de K), alors on a la relation

g[(Hgg_1 = llgK
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Dans notre cas, on considere les doubles classes GL,,(Z][i])\GL,,(C)/U(n)
de GL,(C) suivant les sous-groupes U(n) et GL,(Z[i]). Les homéomorphismes
des propositions 5 et 8 ont été construits de telle facon que la forme hermi-
tienne h et le réseau L soient au-dessus de la méme double classe. D’ou le
lemme. [

1.1.2 Vecteurs minimaux d’un réseau L

Nous ferons un usage fréquent des notions qui suivent.

Définition 11. On appelle minimum du réseau L et on note m(L) la quantité

m(L) := min ||v||
veEL
v#0

c’est a dire la norme du plus court vecteur non nul de L. Si la norme utilisée
n’est pas précisée, il s’agira de la norme carrée habituelle.

Ce minimum existe car L est discret.

Définition 12. On appelle vecteur minimal du réseau L tout vecteur de
norme m(L).

Définition 13. On note M(L) l’ensemble des vecteurs minimaux du ré-
seau L. L’espace vectoriel complexe engendré par M (L) sera noté (M(L)).

L’ensemble M (L) est fini car L est discret.

Définition 14. Les directions de vecteurs minimaux du réseau L sont les
éléments de ’ensemble fini

D(L) == M(L)/Z[i)*

Définition 15. On note L}, ’espace des réseauz de dimension n et de mini-
mum 1.

1.1.3 L’espace Z,
Réseaux bien arrondis

On va construire en section 1.2 une rétraction par déformation de I’espace
‘H,, sur un sous-espace adéquat Z,, a partir de la construction d’une autre
rétraction par déformation de I'espace L, sur I'espace W! des réseaux bien
arrondis de minimum 1 que nous définissons ci-apres.
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Définition 16. Un réseau L est bien arrondi si (M (L)) = C".

L’exemple le plus simple de réseau bien arrondi de dimension n est le
réseau standard Std,,.

Définition 17. On note W, (resp. W} ) le sous-espace de L,, (resp. L)) des
réseaux bien arrondis (resp. bien arrondis de minimum 1).

L’action de U(n) sur £, (resp. L1) se restreint en une action de U(n) sur
W, (resp. W), car elle préserve la minimalité des vecteurs.

Définition de Z,,
Définition 18. Soit le réseau standard Std,. On note ), l’espace

V. :={M € GL,(C)| M~} (Std,) € W}}

L’espace Y, est 'image réciproque de 1'espace W par la bijection de la
proposition 8. L’espace }), est invariant par les actions a gauche de GL,,(Z[i])
et a droite de U(n).

Définition 19. On note Z, l’espace quotient Y,/ U(n).
Les deux définitions précédentes et la proposition 9 impliquent :

Proposition 20. On a les homéomorphismes suivants :
(i) GLy(Z[)\Vn = Wy,
(ii) GLn(Z[I)\Zn = W,/ Uln).

1.2 Rétraction

On va construire ici une rétraction par déformation p de 'espace des
réseaux L, sur espace W} des réseaux bien arrondis de minimum 1, & partir
de laquelle on montrera que 'espace Z,, est un rétracte par déformation de
I’espace H,,.

1.2.1 Rétraction de L,, sur L:?ll

Proposition 21. L’espace L} des réseauz de minimum 1 est un rétracte par
déformation de l’espace L, des réseaut.

Démonstration. C’est évident : il suffit d’appliquer a chaque réseau L 'ho-
mothétie de rapport m(L)™1. O
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1.2.2 Rétraction de L} sur W}

Soit L € L] un réseau de dimension n et de minimum 1. Si (M (L)) = C",
alors L est déja bien arrondi et on pose p(L) = L.

Dans le cas contraire, on considere la rétraction radiale de C™ sur (M (L))
parallelement & lorthogonal (M(L))* de (M(L)). Cette rétraction radiale
envoie & l'instant ¢t € [0,1] le couple (v,w) € (M(L)) ® (M(L))* sur le
couple (v, (1 —t)w).

La rétraction radiale diminue strictement la norme des vecteurs de L qui
n’appartiennent pas a (M (L)) (on a |[v+ (1 —t)w|* = ||v||*+ (1 —t)*||w]]* <
l|lv+ (1 —t)w||? sit > t'). 1l existe donc un instant ¢y minimal pour lequel le
rétracte de L acquiert de nouveaux vecteurs minimaux.

On note Ly, le rétracte de L a cet instant y. Le processus s’arréte si Ly,
est bien arrondi. Sinon, on considere la rétraction radiale de C™ sur (M (Ly,))
parallelement & Porthogonal (M (Ly,))t de (M(Ly,)). On trouve un instant
t; minimal ou L, acquiert de nouveaux vecteurs minimaux et on note Ly, ¢,
le rétracte de Ly, a cet instant ¢;. En un nombre fini d’étapes, on obtient un
réseau Ly, ;. qui est bien arrondi. On pose p(L) = Ly, e WL

----- tm n
Proposition 22. L’application p construite ci-dessus est une rétraction par
déformation de l'espace L. sur Uespace W!. Cette rétraction est de plus
équivariante pour l'action a droite de U(n).

Démonstration. On a évidemment p(L) = L < L € W), puisque p(L) est
bien arrondi et de minimum 1, et p(L) = L quand L est bien arrondi.

La continuité de ce type de rétraction est bien connue (voir par exemple
[Hen99], [Ash84], [Sou78]).

Il est implicite dans la construction de p qu’il existe une homotopie H :
Ll x[0,1] — £} de p al'identité de £]. Tl suffit de considérer tous les instants
de toutes les rétractions radiales utilisées pour définir p.

La construction de p est U(n)-équivariante. De fait, si L est un réseau bien
arrondi de minimum 1, alors le réseau L.U 'est aussi (U(n) agit sur W!). Si
maintenant L n’est pas bien arrondi, alors le sous-espace vectoriel complexe
de C" engendré par M(L.U) est U~'({(M(L))). 1l en va de méme de son
orthogonal. Les rétractions radiales se correspondent donc a multiplication
pres a gauche par U~ Ainsi, les réseaux L et L.U acquicrent de nouveaux
vecteurs minimaux au méme instant ¢(, et on obtient par récurrence p(L.U) =

p(L).U. o

1.2.3 Rétraction de L,, sur W:L

Corollaire 23. L’espace W) des réseauz bien arrondis de minimum 1 est
un rétracte par déformation de l’espace des réseaux L,,. On notera abusive-
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ment p la rétraction de L, sur W) qui est composition des rétractions des
propositions 21 et 22.

1.2.4 Rétraction de H,, sur Z,

Proposition 24. L’espace Z, est un rétracte par déformation de [’espace
H,. La rétraction est GL,(Z[i])-équivariante a gauche.

Démonstration. A Vaide de la théorie des revéetements, la rétraction par
déformation U(n)-équivariante a droite p : £, — W! se releve en une
rétraction par déformation GL,(Z[i])-équivariante a gauche et U(n)-équiva-
riante a droite de GL,(C) sur },,. Comme 'homotopie de p a I'identité de L,
est U(n)-équivariante a droite (méme preuve que pour I'U(n)-équivariance a
droite de p), cette rétraction de GL,(C) sur ), est compatible avec le pas-
sage au quotient par 'action a droite de U(n). On obtient ainsi une rétraction
par déformation GL,,(Z][i])-équivariante a gauche de GL,,(C)/U(n) = H,, sur
V/U(n) = Z,. O

Corollaire 25. Le quotient GL,(Z[i])\Z, est un rétracte par déformation
de GL,(Z[i])\ H,.

Démonstration. On utilise la GL,,(Z[i])-équivariance de la rétraction de la
proposition 24. O]

1.3 Détermination de GLy(Z[:])\Z

Désormais, et pour toute la suite de la these, on ne travaillera plus qu’avec
des réseaux de dimension 2 et des formes hermitiennes positives définies
sur C?, aussi ignorera-t-on l'indice n dans les notations. Par exemple, la
notation W' désignera les réseaux bien arrondis de dimension 2 et de mini-
mum 1.

1.3.1 Caractérisation des réseaux bien arrondis
et inventaire de leurs vecteurs minimaux

Si on considere n vecteurs minimaux d’un réseau L linéairement indépen-
dants, alors ils engendrent un sous-réseau de L qui est bien arrondi. La
réciproque est vraie si n < 2.

Proposition 26. Soit L un réseau bien arrondi de dimension inférieure ou
égale a 2. Alors il possede une base en tant que groupe abélien composée
uniquement de vecteurs minimaux.
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Démonstration. Le résultat est évident si L est de dimension 1. Soit donc
L € W' un réseau bien arrondi de dimension 2 et de minimum 1, et v; et v,
deux vecteurs minimaux de L linéairement indépendants. On note L’ le sous-
réseau bien arrondi de L qu’ils engendrent. Quitte a appliquer une rotation
au réseau L, on peut supposer

v1 = (1,0) et vo = (102, )

oux = \/ 1-— |U1.’U2’2.
Supposons qu'il existe v € L — L’. Alors il existe v = (a,b) dans le
sous-Z[i]-module de L engendré par vy, vy et v tel que

max(|Re(a)], [Sm(a)]) < 5 et max([Re(s)],|Sm(b)]) <

x
2

DO | —

Si vy et v9 ne sont pas orthogonaux, alors z < 1 et on obtient ||[v/|| < 1,
en contradiction avec 'appartenance de v’ a L. Donc v; et v9 constituent une
base de L.

Si v; et vy sont orthogonaux, alors = 1 et v’ est un vecteur minimal de
L. Sivy.0" # 0, alors vy et v’ constituent une base de L d’apres ce qu’on vient
de voir. Si maintenant v;.v" = 0, alors v’ = €vq, avec |¢| = 1. On a forcément
€ € Z[i]* car dans toute base de L, les coordonnées de vy et v appartiennent
a Z[i] par définition, et Z[i]NS! = Z[i]*. Donc v' € L', ce qui est impossible.
Les vecteurs v; et vy constituent alors une base de L. O

Lemme 27. Soit L un réseau de dimension 2 de base (v1,vs), tel que ||vi|| <

[[v2|[?

5, alors le vecteur vy n’est

l|va]|. Si on a max(|Re(vy.v9)|, |Sm(vy.v2)|) >
pas minimal.

Démonstration. On a
o1 + va||[* = [[oa]]? + [Jva| |* + 2Re(vy.v2)

Si Re(vy.v9) < —@, alors [|v; + va|| < ||v1]], et donc m(L) < ||v1||. Le
méme raisonnement avec vy + €vy, ot € € Z[i]* acheve la preuve. O

Dans le cas des réseaux bien arrondis de minimum 1, on obtient le corol-
laire suivant.

Corollaire 28. Si L € W' admet pour base (vi,vs), avec vi,vy € M(L),
alors le produit scalaire vi.vy vérifie

DN | —

max(|Re(vy.v2)|, |Sm(vy.v2)]) <
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Pour vérifier la réciproque du corollaire précédent, et inventorier les vec-
teurs minimaux des réseaux bien arrondis de dimension 2, nous aurons besoin
du lemme suivant qui resservira aussi page 19.

Lemme 29. Soient vy et vy deux vecteurs linéairement indépendants dans
un espace unitaire, et soit v = kvy + lvy un vecteur de norme inférieure ou
égale a une constante C' > 0. Alors

K < Cllva| et Il < Clluy]

Vo |[[va] 2 = [oy.va]? VIoilP[[va][2 = Jor.va]?
Démonstration. Si on pose v] 1= vy — %vg, alors vj.vg = 0, et on a v =
kvi + (k?ﬁ + 1)vy. On obtient ainsi

|01 .09 |2

[l > 1k Jvi][* = [K[* (o |* —

)

c’est a dire |[v|?||v2||? > |k (||v1][*||v2||* — |v1.v2]?), et finalement

o] [lve |l

o l[[[va]|? = [v1.v2]?

[[va|[?

[k[* <

Comme ||v|| < C, on obtient
\/||Ul||2||v2||2 — [vr.vaf?
Les roles de v; et vy sont symétriques, d’ou également
\/||Ul||2|\v2|\2 = [v.vof?

]

Soit L un réseau de dimension 2 de base (vq,v2) avec ||vi|| = |[|v|] et
tel que le produit scalaire vy.v9 vérifie max(|Re(vy.ve)l, |Sm(vy.v2)]) < @
On s’intéresse a déterminer si L est bien arrondi ou non. Pour ce faire, on
recherche les vecteurs v de L de norme inférieure ou égale a ||vq|| & I'aide du
lemme 29 précédent.

Si v = kvy + vy, k,l € Z]i], on obtient

2
k| 1] < [[va]] <2
\/\|Uz\|4— ’U1-U2’2

car [v1.0[? < 1221 puisque max(|Re(v1.v)], [Sm(vr.vp)]) < 15

L’examen des valeurs possibles pour k et [ démontre les deux propositions
qui suivent.
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Proposition 30. Si L est un réseau de dimension 2 de base (vq,v2) avec
llo1]| = ||va|| = 1 et tel que le produit scalaire vi.vy vérifie

DN | —

max(|Re(vy.v2)|, |Sm(vy.v2)]) <

alors le réseau L est bien arrondi de minimum m(L) = 1 (et en particulier
la base (vi,v9) est composée de vecteurs minimauz).

Proposition 31. Un systeme de représentants des directions de vecteurs
minimauxr d’un réseau bien arrondi L de dimension 2 et de minimum 1
muni d’une base (vi,vy) composée de vecteurs minimauz et telle que 0 <
Sm(vi.vs) < Re(v1.va) < L est donné dans le tableau ci-aprés, ainsi que la
numérotation de ces représentants utilisée dans toute la thése.

vecteur minimal | condition supplémentaire sur v;.v5 | notation

(%1 aucune ()

(%) aucune (%)

_1
V1 — VU2 %6(’01.1}2) =3 U3
V] — V9 V4
- 14

U1 — (1 +Z)U2 V1.U9 = ( 5 ) Vs
Vo — (1 — ’i)Ul Vg

TAB. 1.1 — Représentants des directions de vecteurs minimaux de L € W*.

Remarque 32. Si on n'a pas 0 < Sm(vi.va) < Re(viva) < 5, il suffit de

remplacer vy par —vy ou +ivy et d’éventuellement échanger vy et vs.

1.3.2 Réseaux bien arrondis a rotation pres

On va construire dans cette section un homéomorphisme entre le quotient
W!/U(2) et une partie du plan complexe.

Définition 33. On note D le sous-espace compact du plan complezxe

D:={z]0<Qm(z) < Re(z) <

}

Le lemme qui suit décrit les valeurs possibles du produit scalaire de deux
vecteurs minimaux d’un réseau bien arrondi.

DO | —
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Lemme 34. Soit L un réseau bien arrondi de dimension 2 et de minimum 1
muni d’une base (vy,vy) composée de vecteurs minimauz. Alors si (vy,vh) est
une autre base de L composée de vecteurs minimauz, le produit scalaire v} .v}
est égal a vy.v2 ou & son conjugué complexe (a multiplication prés par Z[i]*).

On appelle produit scalaire caractéristique d’un réseau L celle de ces va-
leurs qui appartient a D.

Démonstration. Tout d’abord il est clair que le produit scalaire vj.v; peut
appartenir a I’ensemble {v;.vy, 7775 } & multiplication pres par Z[i]* puisque
pour (vy,vh) = (vg,v1) on a vj.wh = U103 et pour (vy,vy) = (evy,v2) on a
vy.vh = €(v1.09), € € Z[i]*.

Si max(|Re(vi.v2)|, |[Sm(vi.v2)|) < 3, on a terminé car il n’existe que
deux directions de vecteurs minimaux qui sont représentées par v; et v
(proposition 31).

Si maintenant max(|Re(vy.vs)|, |Sm(vi.v2)]) = %, un examen direct &
I’aide du tableau 1.1 des valeurs des produits scalaires des paires de vecteurs
minimaux du réseau L qui en forment une base montre qu’il n’existe pas

d’autre valeur possible pour v}.v5. O

. 143 . R ..
Remarque 35. Siv;.v5 = ( ;”), on trouve trois paires de vecteurs minimaux

(a multiplication prés par Z[i|* ) dont le produit scalaire est nul (vs et vy ; vy
et vs; vo et vg). Ce ne sont pas des bases du réseau L. Ces trois paires
engendrent trois sous-réseaux bien arrondis propres du réseau bien arrond:
L. Il s’agit du seul cas ou un réseau bien arrondi de dimension 2 admet
un sous-réseau bien arrondi propre (voir prewve de la proposition 26). Cette
particularité servira aux chapitres 2 et 3.

Proposition 36. Soit ['application ¢ définie par
¢:D— W U2)
a— Gg
ou ¢, est le réseau bien arrondi de minimum 1 engendré par les vecteurs

(0) (1)

L’application ¢ est un homéomorphisme.

Démonstration. Tout d’abord 'application ¢ est bien définie, car le réseau
¢q est bien arrondi du fait de la proposition 30. S’il existe a et @’ € D tels
que ¢(a) = ¢(a’), alors il existe U € U(2) tel qu’au niveau des réseaux, ¢, =
¢q.U. Comme U € U(2), U envoie la paire de vecteurs minimaux du réseau
b ((1,0), (@', /1 — |a’]?)) sur une paire de vecteurs minimaux du réseau ¢,
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de produit scalaire o’. Le lemme 34, implique alors o’ € {+a, +ia, +a, +ia}.
Mais cela implique a = @’ car a est le seul élément de {+a, +ia, +-a, +ia} qui
appartient a D. Donc 'application ¢ est injective.

Soit maintenant L € W'/U(2), et soit (v;,vy) une base de L composée

-y

- Y

de vecteurs minimaux. Si v; = (x,y), et U = i alors le réseau L.U

admet pour base ((1,0), (v1.03, /1 — |v1.12]2)), p € S*. On en déduit que

_ 1

L=LU ( M) = ¢(v1.v9). L’application ¢ est donc surjective.
L’application ¢ est bijective et clairement continue; elle est également

ouverte, car D est compact et W' /U(2) séparé. Les espaces D et W' /U(2)

sont donc homéomorphes. O

On a donc
D2 W'/U(2) 2 GLy(Z[i))\Z = PGLy(Z[i)\Z

Remarque 37. On peut maintenant comprendre pourquoi l’espace Z est un
bon espace pour calculer la cohomologie de PSLo(Z[i]). L’espace Z est en effet
un espace contractile sur lequel PSLo(Z[i]) agit proprement et avec un quo-
tient compact (PSLo(Z[i]) est d’indice 2 dans PG Lo(Z[i]), et donc le quotient
PSLy(Z[i)\Z est un revétement ramifié a deux feuilles de PG Lo(Zi])\Z.

1.4 Calculs explicites de rétractions

Les informations de cette section serviront au chapitre 4, et plus parti-
culierement les images des sommets et arétes des figures 1.3 et 1.5, qui sont
récapitulées dans les tableaux 1.2 et 1.4.

Définition 38. Soit L un réseau bien arrondi de minimum 1, de base (vy, vo)
avec ||v1]| = ||v2|] = 1 et vi.vg = a € D. On note Ly, Ly et Ly les sous-
réseauxr de L

~ Ly = (v, (1 4+ i)vy),

- L[[ = <U2, (1 + 7:)?}1>,

- L[]] = <’U1 — Vg,VU1 — iU2>.

Remarque 39. Les paires (L, Ly), (L, L;;) et (L, Li;) appartiennent a l’es-
pace L' qui sera défini p.51.
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1.4.1 Calcul explicite du rétracte d’un réseau
Situation

Dans toute cette sous-section on travaille avec un réseau L € £ — W!
de dimension 2 et de minimum 1 non bien arrondi qui admet pour base

(v1,v2) ou ||vy|| = 1 (en particulier, [|v1]| < ||ve]|). Comme la rétraction p du
corollaire 23 est U(2)-équivariante, on peut supposer que v; = (1,0) et vy =
(01703, V/[[0a] 2 = [v1.02]?) (on & [[va|[* — Jvr.va[? = [[on] P[[va] [* = [v1.v2]* > 0).

On va noter R(v,t) 'image a U'instant ¢ € [0, 1] du vecteur v € C" par la
rétraction radiale R de C" sur (M (L)) = ({v;}) parallelement & (M (L))*.

Sive L—(M(L)), alors il s’écrit v = kv, + vy, ou k € Zli] et | € Z[i]*,
et on a

R(v,t) = (k+ o703, (1 — )1/ |Jv2]]2 — |v1.02[?)

Définition 40. Soit v = kvy + lvy, avec k € Zli] et | € Z[i]* un vecteur du
réseau L. On note ¢, la constante

1-— |k’ + lUl.U2|2
Cy ‘=
22l [P = [01-0a]?)

Si le vecteur v de L devient de norme 1 a l'instant ¢,, alors v vérifie la
relation

|R(v,t)||* = 1 & |k+1or0z]>+ (1—t,)*[1)*(||va]* = |vr.02]?) = 1
s (1-t,)* =c,.

Cette relation implique que le vecteur v ne peut étre candidat a devenir
vecteur minimal apres rétraction que si |k+107.03] < 1. Onaalors 0 < ¢, < 1.

Comme pour toute valeur de [, il existe au moins une valeur de k telle
que |k + lo703] < 1, on se placera désormais dans le cas ou |k + [v705] < 1.

Le polynéme (1 — t)® — ¢, admet pour racines 1 + ,/c,. Le vecteur v
deviendra ainsi de norme 1 a I'instant ¢, = 1 — ,/c,, puisque 0 < ¢, < 1.

Recherche de ’'instant ou L devient bien arrondi

On recherche I'instant ou le rétracte du réseau L par la rétraction radiale
R devient un réseau bien arrondi, et on ne connait pas l'identité des vecteurs
de L qui deviennent minimaux a cet instant.

On est contraint & déterminer le minimum ¢y sur L—(M (L)) de la fonction
L — [0,1], v + t,. Le rétracte de L a I'instant ty est le réseau bien arrondi
p(L), et les nouveaux vecteurs minimaux sont ceux de la forme R(v,t,) ot v
vérifie t, = tg.
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Si le vecteur v devient apres rétraction vecteur minimal de p(L) (c’est a
dire R(v,t,) € M(p(L))), alors on a

0 < |Re(vi.R(v,t))]|, |Sm(vi.R(v, t,))]| <

N | —

car le réseau p(L) est bien arrondi (corollaire 28). Comme v,.R(v,t,) = k +
[v1.05, on obtient la relation

1 ) , 2 .
e < co([|oa] [P[|v] |7 = |v1.v]?) < e
Minimiser t,, c’est maximiser la constante ¢,, d’ou |I| = 1. Si il existe

v = kv + v, avec k € Z[i] tel que 0 < |Re(k + v1.02)|, [Sm(k 4 v103)| < 3,
alors la valeur maximale ¢q de ¢, pour v € L — (M(L)) vérifiera

< co(||vr|P[[va]|* = Jvrwaf?) <1

|

et tg sera le minimum de ¢, pour les vecteurs de la forme v = kv, + vq, avec
k € Z[i] tels que 0 < [Re(k +01.03)|, [Sm(k +7702)| < 4. Le lemme qui suit
montre qu’on se trouve toujours dans ce cas.

Lemme 41. Selon la valeur de vi.vo, il existe toujours un, deuxr ou quatre
vecteurs v = kvi+uvg, k € Z[i] tels que 0 < |Re(k+v1.03)], |Sm(k+v7107)| < %

Démonstration. On étudie les zones du plan complexe délimitées par les
droites d’équations Re(z + iy) = 22 et Sm(z + iy) = 22 olvm,m’ € Z.

Le produit scalaire v;.v9 se trouve a 'intérieur d’'une de ces zones (resp.
sur 'une des droites, resp. a 'intersection de deux des droites). Il y a alors
une seule (resp. deux, resp. quatre) valeur de k qui convient (et par suite un
seul (resp. deux, resp. quatre) vecteur v qui convient).

Par exemple, si v;.v9 appartient a l'intérieur de la zone délimitée par les
droites d’équations Re(z + iy) = 3, Re(z +1y) = 3 = 2L Sm(z +iy) =
_71 et Sm(z +iy) = % = %, alors seul I'entier de Gauss k = —1 convien-
dra pour avoir [Re(k + v1v3)| < % et |[Sm(k + vrvg)| < 3 (voir figure 1.1

2 2
ci-dessous).

]

On sait donc déterminer ¢ty dans tous les cas. Cela pourrait ne pas suffire
a déterminer le produit scalaire caractéristique du réseau bien arrondi p(L)
dans le cas ou |k+707.03| = 0, car il est alors nécessaire de connaitre le nombre
de directions de vecteurs minimaux de p(L) pour déterminer si son produit
scalaire caractéristique est 0 ou 1+ (d’apres le tableau 1.1, §'il y en a deux,
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|
N =« = . .

F1Gc. 1.1 — Détermination des valeurs convenables de k

alors le produit scalaire caractéristique est 0; s’il y en a six, alors le produit
scalaire caractéristique est (14 1)/2).

Si |k + vz = 0, alors ¢y = L

[l [P [[v2][*=v1.v2]*
kv +1lvg, k € Z[i] et | € Z[i]* qui peuvent vérifier ¢, = ¢y vérifient |I| = 1. Le
lemme 41 permet ainsi d’affirmer qu’il y a au plus cinq directions de vecteurs
minimaux dans p(L) (en comptant la direction de vy). Le produit scalaire
caractéristique de p(L) est donc nul.

Les seuls vecteurs v =

Bilan et méthode de calcul

Il suffit de déterminer la ou les valeurs convenables de k pour [ = 1. La
classe dans W' /U(2) du réseau p(L) est alors complétement déterminée par
la valeur de & + 77.03.

Proposition 42. Soit L un réseau de dimension 2 et de minimum 1 non
bien arrondi qui admet pour base (vq,ve) ou ||lv1]| = 1. Soit k € Zli] tel
que max(|Re(k + v1.02)], |Sm(k + v7.02)|) < 5. Posons b = k + v1.03. Alors
le rétracte bien arrondi p(L) de minimum 1 a pour produit scalaire ca-
ractéristique la seule valeur parmi {£b, £ib, &b £ ib} qui appartient a D.
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1.4.2 Rétracte du sous-réseau Ly

Soit L un réseau bien arrondi de dimension 2 et de minimum 1, de base
(v1,v9) avec ||v1]| = ||vz]| = 1 et v1.v3 = a € D, et soit son sous-réseau L
engendré par les vecteurs V4 = vy et Vo = (1 4+ ¢)ve. Ona m(L;) = 1.

Soit v un vecteur de L; de la forme v = kV; + [V, avec k,l € Z[i]. Le
produit scalaire V3.V, est égal & (1 — i)a. On applique la proposition 42.

Proposition 43. Considérons la figure 1.2 page suivante. Le produit scalaire
caractéristique du réseau bien arrondi p(Ly) de minimum 1 est donné par les
formules

zone 1 : (1+1i)a,

zone 2 :1—(1—1i)a.

RN CIR

Fi1G. 1.2 — Valeur de k en fonction de a pour [ =1

Démonstration. Remarquons d’abord que les deux formules coincident sur
la frontiere des deux zones 1 et 2 (p est continue). Les droites représentées
sur la figure 1.2 permettent de déterminer les valeurs de k considérées a la
proposition 42. Pour la zone 1, k = 0, et pour la zone 2, k = —1. Dans le
premier cas, k + Vi.Vo = (1 +i)a@ € D, et dans le second cas, k + V1.V, =
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(14+4i)a—1 ¢ D, mais 'opposé de son conjugué appartient bien a D, d’ou la
seconde formule. O

Contrairement a la figure 1.1, les droites pointillées de la figure 1.2 sont
obliques. Cela vient du fait que V1.Vo = (1+1)a et que les axes de la figure 1.2
représentent Re(a) et Sm(a) au lieu de Re(V4.V2) et Sm(Vy.Va).

On peut illustrer ce que devient le produit scalaire caractéristique de
p(Ly) en fonction du produit scalaire caractéristique de L :

C
074 2
1
A B
Produit scalaire Produit scalaire
caractéristique de L caractéristique de p(Ly)

F1G. 1.3 — Hlustration de 'effet de p

Chacun des triangles orientés AOB et COB est envoyé sur EFG. Pour
AOB, cela revient a effectuer la symétrie d’axe réel, suivie d’une rotation
d’angle 7 et d’'une homothétie de rapport V2.

Sommet | Image par p Aréte | Image par p
A E AB EG
B G BC EG
C E AO EF
O i 0C FE

TAB. 1.2 — Images des sommets et arétes
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1.4.3 Rétracte du sous-réseau Ly

Soit L un réseau bien arrondi de dimension 2 et de minimum 1, de base
(v1,v9) avec ||v1]| = |Jvz|]| = 1 et v1.v93 = a € D et soit son sous-réseau Ljs
engendré par les vecteurs V; = vy et Vo = (1 +i)vy. On a m(L;r) = 1.

Soit v un vecteur de L;; de la forme v = kV; + [V, avec k,l € Z][i]. Le
produit scalaire V3.V, est égal & (1 — i)a. On applique la proposition 42.

Proposition 44. Considérons la figure 1.4 ci-dessous. Le produit scalaire
caractéristique du réseau bien arrondi de minimum 1 p(L;) est donné par
les formules

zone 1 : (1+1)a,
zone 2 11— (1—1i)a.

y=atg—r" Ce—y = —a+ 3

R SIS

F1G. 1.4 — Valeur de k en fonction de a pour [ =1

Démonstration. Remarquons d’abord que les deux formules coincident sur
la frontiere des deux zones 1 et 2 (p est continue). Les droites représentées
sur la figure 1.2 permettent de déterminer les valeurs de k considérées a la
proposition 42. Pour la zone 1, £ = 0, et pour la zone 2, k = —i. Dans le
premier cas, k 4+ V1.Vo = (1 +i)a ¢ D, mais son conjugué multiplié par i
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appartient a D ; dans le second cas, k + V1.Vo = (1 +i)a — i ¢ D, mais son
produit par ¢ appartient bien a D, d’ou la seconde formule. O

Le résultat de la proposition 44 est identique a celui de la proposition 43.
On pourra donc se reporter a la figure 1.3 et au tableau 1.2.

1.4.4 Rétracte du sous-réseau Ljjy

Soit L un réseau bien arrondi de dimension 2 et de minimum 1, de base
(v1,v2) avec ||vi|| = [|va]] = 1 et v;.v9 = a € D et soit son sous-réseau Ly
engendré par les vecteurs Vi = vy — vy et Vo = vy — qws.

Soit v un vecteur de Ly;; de la forme v = kV; + V3, avec k, 1 € Z[i]. Le
produit scalaire V1.V, est égal a (1 —i)(1 — Re(a) — Sm(a)).

Contrairement aux cas de L; et Ly, le sous-réseau L;;; n’est pas forcé-
ment de minimum 1. Il faut ainsi calculer m(L;;;) préalablement & 'ap-
plication de la proposition 42. On en profitera également pour déterminer
I'ensemble D(Ly;;).

Minimum m(Lr) et directions de vecteurs minimaux D(Lyyy)

Comme Ly est un sous-réseau de L, on a m(Lr;) > 1, et parce que
(14+4)v;y et (144)ve appartiennent tous deux a Ly, le minimum m(L;yy) est
majoré par v/2. On va appliquer le lemme 29 afin de déterminer les vecteurs
w = kvy + vy de Lyj; candidats pour étre de norme ||w|| < v/2.

On obtient

V2

VI P

Comme 0 < Sm(vy.v2) < Re(vi.v2) < 3, la majoration précédente se
ramene a |k|, |l] < 2, soit compte tenu du fait que k,[ € Z[;]* :

kI |1 < V2

A multiplication pres par Z[i]*, on aurait donc a considérer les cas de
— vy, Vg, U1 + €(1 +14)vg, €(1 +4)v; + vy, (candidats A)

LIRURS

— (L +4)vy, (1 +17)ve, (candidats B)
— (L +14)(v1 + evq), (candidats C)
— vy + €vy, (candidats D)

ou € € Z[i]*.

Les candidats A sont exclus car ces vecteurs n’appartiennent pas a Ly ;
les candidats B sont de norme v/2 et n’interviennent donc que si m(Lj) =
V/2; enfin, les candidats C sont exclus car |(1 +)(v; + evy)| = V2|v1 + €vs|.
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vecteur norme valeurs de a pour lesquelles

w [|w] lwll < v2 | lwl|=v2
(0 < Sm(a) < Re(a) < 1)

U1+ Vg 2(1 + Re(a)) aucune Re(a) =0
v —vy | /2(1 —Re(a)) | Re(a) #0 Re(a) =0
U1 + 10y 2(1+SQm(a)) | aucune Sm(a) =0
v — iUy 2(1 = Qm(a)) | Sm(a) #0 | Sm(a) =0

TAB. 1.3 — Norme des vecteurs de Lj;; de la forme vy + evy, € € Z[i]*

Il reste donc a examiner le cas des candidats D, ce qui se trouve reproduit
au tableau 1.3 ci-apres.
On peut désormais obtenir I'information désirée sur m(Lyr) et D(Lyyy).

Proposition 45. Sous les hypothéses du début de la section 1.4.1 :

(1) On a m(Lyr) = /2 1 — Re(a)). En particulier, m(Lr) = 1 si et

seulement si §Re( )=

(ii) Si Sm(a) = Re(a), alors le réseau Lyrr est déja bien arrondi, et on a
D(Lyr) = {v1 —vg,v1 —iva} sia # 0, et D(Lyrr) = {v1 + €vq, € €
Z[i)*, (1 +i)vy, (L +4)ve} sia=0.

(111) Si Sm(a) < Re(a), alors on a D(Lirr) = {v1 — va} .

Calcul de p(Ljyy)

Proposition 46. Le produit scalaire caractéristique du réseau bien arrondi
p(Lyr) de minimum 1 est donné par la formule
1 — Re(a) — Sm(a)

2(1 — Re(a))

(1+14)

Démonstration. D’apres la proposition 45, il nous faut distinguer deux cas :
— Qm(a) = Re(a). Le réseau Ly est alors déja bien arrondi.
— Qm(a) < Re(a).
Dans les deux cas, on a m(Lyr) = 1/2(1 — Re(a)).
Plagons-nous dans le cas Sm(a) = Re(a). Le réseau Ly est déja bien
arrondi, de vecteurs minimaux notamment V] et V5. On a donc

LIII

p(LHI> B m(LHI)
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et il suffit de calculer Vi.V; puis de le diviser par m(L;;;)? pour obtenir le
produit scalaire caractéristique de p(Ljyy).

En posant 7 := Re(a) = Sm(a) (on a alors 0 < r < 1, et m(Lyy) =

2(1—7)), on obtient V;.V5 = (1 — 7)(1 — 2r). Le produit scalaire ca-

ractéristique de p(Lyyr) est donc déterminé par la formule

(1+2) 21(1_—2:)

(il a fallu multiplier le résultat par i pour se retrouver dans D). Ce produit
1

scalaire ne s’annule que pour r = 3, mais dans cette situation Vi et V5 sont
les seuls vecteurs minimaux de L;;;. On a donc bien déterminé le produit
scalaire caractéristique de p(Lj;;) pour tout 7.

Plagons-nous ensuite dans le cas Sm(a) < Re(a). La proposition 45 nous
dit que le réseau Lj;; a pour unique direction de vecteur minimaux celle de
Vi.Ona V3.V = (1 —i)(1 — Re(a) — Sm(a)).

Sil =1, on trouve k = 0, et le produit scalaire caractéristique du réseau

p(L]][) est
1 —Re(a) — Sm(a)

1
)0 = Re(a))
Si on prend Sm(a) = Re(a) dans la formule précédente, on retrouve
naturellement par continuité de p la formule du sous-cas Sm(a) = Re(a). O

On peut illustrer l'effet de p ainsi : tout le triangle ABC' est envoyé sur
la diagonale EG.
C G

Produit scalaire Produit scalaire
caractéristique de L caractéristique de p(Lyyy)

Fi1G. 1.5 — llustration de 'effet de p
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Sommet | Image par p Aréte | Tmage par p
A G AB G
B G BC GE
¢ B AC GE

TAB. 1.4 — Images des sommets et arétes



Chapitre 2

Cohomologie de (P)SLa(Z[z]) et
(P)GL2(Z[4])

2.1 Principe du calcul

Le chapitre précédent a été consacré a la construction de I'espace Z et
a I’élaboration de tout le matériel nécessaire au calcul de sa cohomologie I'-
équivariante (ou I' désigne PSLy(Z[i]), SLao(Z[i]), PGLy(Z]i]) ou GLo(Z[i))).
Comme l'espace Z est contractile, sa cohomologie I'-équivariante H}.(Z;Fs)
est isomorphe a la cohomologie H*(BI'; Fy) du classifiant BI' de T

Pour déterminer la cohomologie I'-équivariante de 'espace Z, on va se
servir de la suite spectrale de Leray-Serre E associée a la projection

El xp Z — '\ Z

ou EI' xp Z est la construction de Borel. Cette suite spectrale converge vers
H{(Z;F,). Elle est décrite a la suite de la définition ci-apres.

Définition 47. L’action d’un groupe G sur un C'W -complere X est cellu-
laire st cette action envoie les p-cellules homéomorphiquement sur d’autres
p-cellules, de telle maniere que les sous-groupes d’isotropie des cellules les
fixent point par point.

Proposition 48. Soit X un CW -complexe contractile sur lequel agit un
groupe G. On suppose que l'action de G est cellulaire pour une structure
cellulaire fizée de X. Alors la suite spectrale de Leray-Serre associée a la
projection EG xg X — G\X converge vers la cohomologie équivariante
H}(X;TFy) = H*(BG;Fy). Elle a pour premiére page

Ep = @ H*(BGy; Fs)

o€y

23
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ot X, est un systeme de représentants des orbites de p-cellules pour ’action
de G, et G, le sous-groupe d’isotropie de la cellule o. Les composantes de la
différentielle dy sont données par les compositions

H*(BG,:Fy) L5 H*(BG,,:Fy) =% H*(BG,:F,)

on o €Y, TE X, 1, gT est une cellule du bord de o, 0" est induit a l'aide
du lemme de Shapiro par le bord du complexe de cochaines cellulaires

0 : F3[G/G,] — F3[G/G,)

et ¢, est la conjugaison
cg: Gy — Gyr

v gyg

Remarque 49. Si on peut choisir X2 de facon a ce que le bord de toute cellule
o € X, soit constitué uniquement de cellules T € ¥,,_4, alors la différentielle
dy est complétement déterminée par les restrictions Res : H*(BG,;Fy) —
H*(BG,;Fy). C’est le cas notamment quand il existe un domaine fondamen-
tal dans X pour l'action de G.

On pourra se référer a [Bro82] p172-178, [McCO01] ou [SV83] p574-576.

2.2 Analyse de Z

On va décrire dans cette section tous les éléments nécessaires a I’écriture
de la premiere page de la suite spectrale E de la proposition 48. Soit I' =
PSLy(Z[i]), SLa(Z[i]), PGLa(Z[i]) ou GLg(Z][i]). On va ainsi :

— décrire un domaine fondamental dans Z pour 'action de I,

— reconstruire Z a partir de ce domaine fondamental,

— munir Z d’une structure cellulaire de telle fagon que ’action de I" soit

cellulaire (définition 47),
— déterminer les sous-groupes d’isotropie pour 'action de I" sur Z,
— donner une description graphique de I'apparence locale de Z.

2.2.1 Domaine fondamental

On a vu au lemme 34, que tout réseau bien arrondi L € W' possede
un produit scalaire caractéristique a € D. On a également défini 'homéo-
morphisme

¢:D— WU(2)
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a— ¢,
ol ¢, est le réseau bien arrondi de minimum 1 engendré par les vecteurs 0

et ( 1 i |a|2) (proposition 36).
On va montrer que D est également homéomorphe a un domaine fonda-
mental dans Z pour Iaction de PGLy(Z[i]).

Proposition 50. Soit l'application

1 a -
a —
0 1—|al? ’
et soit W : D — H la composition de \ avec la projection canonique de

GLy(C) sur H. Alors Uapplication V est un homéomorphisme de D sur un
domaine fondamental dans Z pour Uaction de PGLy(Z]i)).

Démonstration. Les applications A et ¥ sont clairement continues. Le réseau

A(a)"Y(Z[i]*) est bien arrondi et engendré par les vecteurs v; = (é) et

a
Vg = . Ce réseau est de minimum 1 et n’est autre que VOIr
= (r5) el

page 11). On a donc A(a)"H(Z[i]*) € W', Ma) € Y, et ¥(a) € Z.
Posons T' := PGLy(Z][i]), et considérons le diagramme commutatif ()
ci-dessous, avec les informations suivantes :
— les applications m; : ) — Z et my : Z — '\ Z sont les projections
évidentes ;
— on a par définition ¥ = 7, 0 \;

¢
— on sait que D 2 T'\Z = W!/U(2) (proposition 36).

Yy

oo m
D% z (%)

N L™

MNZ = wWh/U(2)

Comme \(a) Y(Z[i]*) = ¢, on a ¢ = Ty om0 A = My 0 ¥. Mais ¢ est un
homéomorphisme, d’ou l'injectivité de W. L’application W est ouverte car D
est compact et Z séparé. L’application ¥ est donc un homéomorphisme sur
son image dans Z. Enfin, puisque D = I'\ Z, I'image de ¥ est un domaine
fondamental dans Z pour 'action de I'. O
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On va maintenant considérer le cas de PSLy(Z[d]).

Définition 51. On note Dgy, le sous-espace compact du plan compleze

Dsr :={z|0 < Re(z),Im(z) <

}

Proposition 52. L’espace Dgy, est homéomorphe a un domaine fondamental
dans Z pour laction de PSLy(Z][i]).

N | —

Démonstration. Le groupe PSLy(Z[i]) est d'indice 2 dans PGLy(Z[i]), ce qui
implique que le quotient PSLy(Z[i])\Z est un revétement ramifié a deux
feuilles du quotient PGLy(Z[i])\Z. Un systeme de représentants des classes

4 gauche PSLy(Z[i])\PGLa(Z[i]) est donné par{(l 1)(@ Al

Comme V(D) est un domaine fondamental dans Z pour l'action de
PGL2(Z[i]), un bon candidat pour un domaine fondamental dans Z pour
l'action de PSLy(Z]i]) est ¥(D) U (z 1) V(D). Clest effectivement le cas.

Considérons I'extension de I'application ¥ a Dgy, définie par

V: Dy, — Z

—1
1 a
“ (0 i |a|2>

) 1 C o
On va montrer que si a € D, alors ¥ (ia) = | . U(a), ce qui équivaut

A (1 \/%) (Z 1) Aa) € U(2). Mais |
C ) () (e V")

Cette matrice appartient a U(2) pour toute valeur de a € D.

En d’autres termes, si on subdivise Dg; suivant la diagonale définie
par Re(a) = Sm(a) pour a € Dgy, alors ¥ envoie le triangle inférieur
de Dg; homéomorphiquement sur W(D), et le triangle supérieur de Dgy,

1
homéomorphiquement sur ; V(D).

Déterminons maintenant l'intersection W(D)N ; U (D). On sait déja

qu’elle est soit vide, soit homéomorphe a une partie du bord de D puisque
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D est un domaine fondamental dans Z pour l'action de PGLy(Z[i]). 11 suf-
fit d’étudier I'équation (2 1) V(a) = ¥(a) pour a € D, qui équivaut a

Aa)~! (Z 1) Aa) € U(2). Mais

’

Cette matrice n’appartient & U(2) que si |1 — i(a) 2 = 1 - \a|2|2, soit en

posant a = x + yz,

(1—2zy)’+ (2® — ) = (1 —2° — y°)?

ce qui implique = y. Donc l'intersection W (D) N ; 1) V(D) est homéo-

morphe via ’application ¥ a la diagonale de D.

On en déduit que ¥ (D) U <z 1) V(D) est un domaine fondamental

dans Z pour laction de PSLy(Z]i]), et que l'extension de ¥ a Dgy, est un
homéomorphisme. O

Les domaines fondamentaux que nous venons de déterminer l'ont déja
été par d’autres méthodes ([F1683], [SV83], [Swa7l], [Men80]).

2.2.2 Reconstruction de ’espace Z

Proposition 53. Soit I' = (P)GLy(Z[i]). L’espace Z est homéomorphe au
quotient du produit I' X D par la relation d’équivalence (g,a) ~ (¢',a’) si et
seulement si a = o' et g7'g' € Dy(a), 0t Ty est le sous-groupe d’isotropie
de la forme hermitienne V(a) pour laction du groupe T.

On obtient un homéomorphisme analogue en considérant (P)SLy(Z]1]),
Dgy, et Uextension de ¥ a Dgry,.

Démonstration. On va traiter le cas de I' = PGLy(Z][i]). Il suffit de considérer
I’extension I'-équivariante de ¥

V:I'xD—Z

(9,a) — g.¥(a)

Cette extension est automatiquement surjective, continue et ouverte puis-
que l'image de ¥ est un domaine fondamental dans Z pour 'action de I'
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(proposition 50). Pour la méme raison, si ¥U(g,a) = ¥(1,d’), alors a = a'.
On a donc g € I'y(q), ou 'y(,) désigne le sous-groupe d’isotropie de la forme
hermitienne ¥(a) pour l'action de I.

On déduit de ce qui précede que si on quotiente le produit I' x D par la
relation d’équivalence (g,a) ~ (¢',a’) si et seulement si U(g,a) = V(¢ d’),
alors on obtient un I'-espace homéomorphe a Z ; et que cette relation équivaut
da=d et gy € lyp. O

2.2.3 Structure cellulaire sur Z

La proposition 53 précédente a comme conséquence le fait que pour mu-
nir Z d’une structure cellulaire qui en fait un I'-CW-complexe, il suffit de
munir D (resp. Dgy) dune structure cellulaire ordinaire.

Les p-cellules de Z seront tous les sous-espaces de Z de la forme ¥(g, o),
ou g parcourt I' et o les p-cellules de D (resp. Dgy).

Les applications d’attachement seront déduites de celles de D (resp. Dsy.),
ainsi que du passage au quotient par la relation ~ de la proposition 53.

C D C
A B A B
D Dsr,
0-cellules : O-cellules :
A,B,C A,B,C.D
1-cellules : 1-cellules :
AB,BC,AC AB,BC,CD,AD
2-cellule : 2-cellule :
ABC ABCD

TAB. 2.1 — Structures cellulaires ordinaires sur D et Dgr,

Remarque 54. Pour passer de la structure cellulaire de (P)SLy(Z[i])-CW-
complexe de Z a celle de (P)GLy(Z[i])-CW-compleze, on subdivise chaque
2-cellule suivant celle de ses diagonales qui est dans [’orbite de la diagonale

AC de DSL-
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2.2.4 Sous-groupes d’isotropie pour ’action de T’

Le quotient SLy(Z[i])\Z est un revétement ramifié a deux feuilles du
quotient GLy(Z[:])\Z (preuve de la proposition 52). Si M € GLy(C), la
fibre au-dessus de M € GLy(Z[i])\Z est {M, <Z 1) M} C SLe(Z[i])\Z.
En conséquence, les sous-groupes d’isotropie de deux points de Dgy, qui se
projettent sur un méme point de D sont conjugués dans GLa(Z[i]) par la

. 1 1 . .
matrice (z ) . On se contentera donc d’étudier les sous-groupes d’isotropie

des points de Z de la forme ¥(z) ou x € D pour l'action de (P)GLy(Z][i]) et
(P)SLa(Z]i]).

Analyse générale

On rappelle que I' désigne I'un des groupes parmi GLy(Z[i]), PGL2(Z][i]),
SLy(Z[i]) ou PSLy(Z][i]).

Définition 55. Soit h € Z une forme hermitienne positive définie. On note
I'y, le sous-groupe d’isotropie de cette forme hermitienne pour ’action de . Si
h est de la forme W(x) ot x est un point de D, on écrira souvent abusivement
Iy au lieu de I'y(y). De méme si o est une cellule de D, on notera L'y le sous-
groupe d’isotropie de la cellule W(o) pour laction de T.

Définition 56. Soit L € W, un réseau bien arrondi de minimum 1. On note
Uy le sous-groupe d’isotropie de ce réseau pour laction de U(2). Si L est de
la forme ¢, ou x est un point de D, on écrira souvent abusivement U, au
lieu de Uy, .

Lemme 57. Soit x un point de D. Alors les sous-groupes d’isotropie U,
et GLy(Zi]), sont conjugués dans GLy(C). Pour obtenir explicitement les
éléments de G Lo(Z[i))., il suffit d’écrire les éléments de U, dans une base du
réseau ¢, composée de vecteurs minimauz. Le groupe SLo(Z[i]), est le sous-
groupe constitué des éléments de G Ly(Z[i]), de déterminant 1, tandis que le
groupe PG Lo(Z]1]). (resp. PSLy(Z[i)).) est le quotient du groupe G Lo(Z][i]).

(resp. SLo(Z[i]).) par son centre engendré par ! ; (resp. par son centre
, —1
engendré par ( _1>).

Démonstration. En posant g := A(z), H = GLy(Z[i]) et K = U(2), on
obtient gK = ¥(z) (proposition 5), Hg = ¢, (proposition 8), et la relation
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du lemme 10 devient
)\(x)Um/\(x)_1 = GLy(Z]i])

ce qui correspond a l'écriture des éléments de U, dans I'une des bases com-
posée de vecteurs minimaux du réseau bien arrondi ¢,.

Le reste du lemme est évident, car le centre de GLo(Z[7]) agit trivialement
sur Z. O

On peut donc analyser les sous-groupes d’isotropie pour ’action de I' via
I’analyse des sous-groupes d’isotropie des réseaux bien arrondis ¢,, x € D
pour P'action de U(2).

Cette analyse va étre facilitée par la connaissance explicite des vecteurs
minimaux des réseaux ¢, x € D (tableau 1.1). En effet, si v € U(2) fixe
globalement un réseau bien arrondi L, alors il agit sur ’ensemble M (L) de
ses vecteurs minimaux en les permutant.

Plus précisément, on peut distinguer les éléments de Uy, qui fixent 1’en-
semble D(L) des directions de vecteurs minimaux et ceux qui permutent ces
directions. On obtient ainsi un homomorphisme

Up — GD(L)

de noyau N(L) les éléments qui fixent les D(L), et d’image G(L).
L’analyse pour x € D des groupes N(x), G(z), et des extensions

11— N(z)—-U, —G(z)—1

permet de déterminer la structure des sous-groupes U, et par suite [',.

Afin d’alléger les notations, on notera abusivement N (x) les groupes {g €

7 —1

Nlaetg = 13, N@/(1 ) et o € Nlderg = 114( T )
On parlera alors du groupe N(x) « dans le cas de SLy(Z[i]), PGLy(Z[i]) ou
PSLy(Z[i]) ». On fera de méme avec G(x).

Si on prend soin d’écrire les éléments de N(z) et G(x) dans une base de
¢, constituée de vecteurs minimaux, on obtient des extensions de groupes

1—-N(@)—-T,—Gx)—1

dans les cas de GLo(Zli]), PGLo(Z]i]), SLa(Z]i]) et PSLy(Z[i]).
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Analyse de N (x)

Soient z € D, et ¢, le réseau bien arrondi qui lui est associé. Soit (vy, vs)
une base de ¢, composée de vecteurs minimaux. Tout élément de N (z) agit
trivialement sur D(¢,) et envoie en particulier vy sur ev; et vy sur €'vy, €,€ €
Z[i]*. Le groupe N (z) est donc isomorphe & un sous-groupe de Z[i|* x Z[i]*.

L’action de N (x) sur {dvy, tivy, £vq, +iv, } doit préserver le produit sca-
laire caractéristique vi.v9 = a du réseau ¢,. Ainsi, si a # 0, seuls les éléments
qui correspondent a la diagonale A = (e,¢) C Z[i]* x Z[i]* conviennent. Ils
correspondent dans I',, au centre de I'.

Sia=0 (zx=A), alors N(A) = Z[i|* x Z[i]* car ev;.€vy = 0 pour
tout €, € € Z[i]*, et N(A) correspond dans I'4 au sous-groupe engendré par

(F ) (")
i i
Les groupes N(z), x € D dans les cas de GLy(Z[i]), PGLy(Z[i]), SLo(Z]i])
et PSLy(Z[i]) sont présentés dans le tableau qui suit.

GLo(Z[1)) PGLy(Z[i]) | SLy(Z[i]) | PSLy(Z[i])
r=A Cy X Q4 Cy .C'4 Cy
)P Cap ) ()
r# A Cy trivial Cy trivial
Gy L")

TAB. 2.2 — Structure des groupes N(x)

Analyse de G(x)

Soient © € D, et ¢, le réseau bien arrondi qui lui est associé. Soit
(v1,v9) une base de ¢, composée de vecteurs minimaux. On numérote les
représentants de D(¢,) comme au tableau 1.1.

Comme le centre de GLy(Z[i]) agit trivialement sur D(¢
G(z) sont identiques dans les cas de GLy(Z[i]) et PGLy(Z[i])
cas de SLy(Z[i]) et PSLo(Z[i])).

Il faut distinguer plusieurs cas suivant le nombre de directions de vecteurs
minimaux et les symétries éventuelles du produit scalaire caractéristique
de ¢,.

Siz € (D— BC), il n’y a que deux directions de vecteurs minimaux.
La seule opération non triviale sur D(¢,) envisageable est I’échange entre les

+), les groupes
(resp. dans les
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directions de v; et vy. Elle n’est possible que si a = ea, € € Z[i]*, car action
de U, préserve le produit scalaire caractéristique.

Symétrie a=a a =1ia

C C

zone de D A A
A B | A B

TAB. 2.3 — Symétries du produit scalaire caractéristique

Siz e (BC —CC),ily a trois directions de vecteurs minimaux. On peut
les permuter circulairement, par exemple en appliquant v; sur vy et vy sur
—ivs, ce qui correspond dans GLy(Z[i]), a I’élément d’ordre 12 (z _ZZ) Si
x = B, on peut également échanger deux directions (symétrie a = a).

Le cas de x = C est plus complexe, car il y a six directions de vecteurs
minimaux. Le réseau ¢¢ a la particularité de contenir trois sous-réseaux bien
arrondis propres de produit scalaire caractéristique nul, de bases (v, vs),
(v3,v4) et (v2,v6) (remarque 35). Le groupe U agit sur D(C') en permutant
les bases de ces trois sous-réseaux, et éventuellement en échangeant les di-
rections de vecteurs minimaux au sein de chacun d’eux. Le groupe G(C') est
donc un sous-groupe du produit en couronne C5?S3. Nous nous contenterons
pour le moment de déterminer l'ordre de G(C), a I’aide du lemme 58 qui suit.

Lemme 58. Les 2-Sylows du sous-groupe d’isotropie Ugs sont conjugués au
sous-groupe d’isotropie U 4.

Démonstration. Le sous-groupe d’isotropie de chacun des trois sous-réseaux
bien arrondis propres de ¢¢ pour l'action de U(2) est conjugué a Ug.

Leur intersection avec Ug est conjuguée a un sous-groupe de Uy et est
donc un 2-groupe (Uy est d’ordre 32 puisque N(A) est d’ordre 16 et G(A)
d’ordre 2). Comme les éléments de Ugs qui ne fixent aucun des trois sous-
réseaux bien arrondis propres de ¢c ne peuvent étre d’ordre 2 (ils les per-
mutent forcément circulairement), on déduit que les 2-Sylows de Ug sont ces
intersections.

Si on écrit explicitement ’action des conjugués des éléments de U4 sur les
directions de vecteurs minimaux du réseau ¢¢, on s’apercoit qu’ils laissent
le réseau invariant dans son ensemble, ce qui n’était pas évident a priori.
Par exemple, I'élément de U qui échange les vecteurs minimaux de pro-
duit scalaire nul v3 et vy correspond a la permutation (15)(34) de Sp(c)
(numérotation des vecteurs minimaux suivant le tableau 1.1).

D’ou le lemme. []
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Les 2-Sylows de I'¢ sont donc conjugués a I' 4 d’apres les lemmes 57 et 58.

Lemme 59. Le groupe G(C) est un sous-groupe d’indice 2 de Cy ! &3 pour
I' = (P)GLy(Z]i]) (resp. d’indice 4 pour I' = (P)SLy(Zl]i])).

Démonstration. On peut permuter circulairement les trois sous-réseaux bien
arrondis propres de ¢ (notamment en appliquant vy sur ive et vy sur —ivs)
et éventuellement aussi échanger les deux vecteurs de base de chacun de
ces trois sous-réseaux bien arrondis propres. Le groupe G(C) est donc un
sous-groupe de Cy ! &3 .

Le groupe GlLy(Z[i])a est d’ordre 32 (N(A) est d’ordre 16 et G(A)
d’ordre 2) et contient le centre de GLg(Z]i]). Les 2-Sylows de G(C') sont donc
d’ordre 8, car le centre de GLy(Z[i]) agit trivialement sur D(¢¢). Comme on
peut permuter circulairement les trois sous-réseaux bien arrondis propres de
oo, le groupe G(C') est d’ordre 24, et est ainsi d'indice 2 dans Cy ! G3.

Dans le cas de SLo(Z]i]), on a la suite exacte courte

1 — N(A) — SLy(Z[i])a — G(A) — 1

Le groupe SLy(Z[i]) 4 est d’ordre 8 car N(A) est cette fois d’ordre 4 et G(A)
d’ordre 2. 11 contient le centre de SLy(Z[i]) qui agit trivialement sur D(¢c¢),

aussi les 2-Sylows de G(C) sont d’ordre 4. L’action de 1 _11 permute
circulairement les trois sous-réseaux bien arrondis propres de ¢¢o. Le groupe
G(C) est donc d’ordre 12, et G(C) est ainsi d’'indice 4 dans Cy ! G3. O
G(z)
I = (P)GLy(Z[i]) | T = (P)SLa(Z[i)
xr€D—-(ABUBCUAC) trivial trivial
r € AB — {B} Cy Cy
r e AC —{A,C} Cy trivial
ZEEBC—{B,C} Cs Cs
r=20B 63 63
r=C [C2163:G(C)=2] | [C2163: G(C) =4]

TAB. 2.4 — Structure des groupes G(z)

Sous-groupes d’isotropie pour ’action de PSL2(Z[i])

Proposition 60. Les sous-groupes d’isotropie des cellules de W(Dgy) pour
Uaction de PSLy(Z[i]) sont reportés dans le tableau qui suit.
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Cellule o de Dgy, | PSLy(Z[i)),
A CQ X CQ
B, D S;
C Ay
AB, AD Cs
BC, CD Cs
ABCD trivial

TAB. 2.5 — Sous-groupes d’isotropie pour l'action de PSLy(Z[i])

Démonstration. Pour x # A, le groupe N(z) est trivial (tableau 2.2) et donc
PSLy(Z]i]), = G(z). Le groupe G(x) est déja connu pour x # C': tableau 2.4.
Pour x = A, on a I'extension

1 — Cy = N(A) — PSLy(Z[i])a — G(A) = Cy — 1
Elle est scindée, car I’échange entre les directions de v; et vy dans D(¢4) se

releve en (Z Z) d’ordre 2 dans PSLy(Z[i]). Donc PSLy(Z[i]) 4 = Cy x Cs.

Pour x = C, on sait par les lemmes 58 et 59 que PSLy(Z[i])c est
d’ordre 12 et contient Cy x Cy = PSLy(Z[i]) 4 qui est son unique 2-Sylow pour
une question de cardinalité. On peut vérifier que cet unique 2-Sylow est en-

gendré par (1 Z_Z —z') et <_Z _1i_ Z) (on a (ivy+(1—1i)vy).(—ive) = v1.v9

et —ivy.((—1 — @)vy + tvg) = v1.v9). L'extension
1— CQ X 02 — PSLQ(Z[@])C — 03 — 1

est scindée car la permutation circulaire des directions de vy, v9 et v3 peut

se relever en la matrice 1 _11> d’ordre 3 dans PSLy(Z[i]). L’action

1 7 -1 —1—1 .. .

de sur . ] et . est non triviale, aussi
-1 -1 1—7 —1 1

PSLQ(Z[ZDC = (OQ X Cg) X 03 = Ql4. L]

Sous-groupes d’isotropie pour ’action de PGLy(Z[])

Proposition 61. Les sous-groupes d’isotropie des cellules de V(D) pour l’ac-
tion de PGLy(Z[i]) sont reportés dans le tableau qui suit.

Démonstration. Pour x # A, le groupe N(z) est trivial (tableau 2.2) et donc
PGL2(Z[i]). = G(x). Le groupe G(x) est déja connu pour = # C': tableau 2.4.
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Cellule o de D | PGLy(Z]i]),

A Dy
B S;
C S,

AB Cy

BC Cs

AC Cy

ABC trivial

TAB. 2.6 — Sous-groupes d’isotropie pour I'action de PGLy(Z[i])

Pour x = A, on a 'extension

1 — Cy = N(A) — PGLy(Z[i])a — G(A) = Cy — 1
Elle est scindée, car le générateur de G(A) peut se relever en ; 1 d’ordre 2

dans PGLy(Z][i]). L’action de s := <Z 1) sur le générateur r := (1 z) de
C, est non triviale : s7!rs = r~1. Le groupe PGLs(Z]i]) 4 est donc le groupe
dihédral Dg = C4 X CQ.

Pour z = C, on sait par le lemme 58 que les 2-Sylows de PGLy(Z][i]) sont
isomorphes a Dg = PGLy(Z]i]) 4. 1l est par ailleurs d’ordre 24 (lemme 59) et
contient PSLy(Z[i])¢ = A4 comme sous-groupe d’indice 2.

Ces conditions suffisent a caractériser le groupe symétrique Gy. ]

Sous-groupes d’isotropie pour les actions de GLy(Z[z]) et SLy(Z[i])

Pour obtenir les sous-groupes d’isotropie pour les actions de GLo(Z]i])
et SLy(Z[i]), on considere essentiellement les extensions centrales des sous-
groupes d’isotropie pour les actions de PGLy(Z[i]) et PSLa(Z[i]). Suivant la
valeur de « € D, on détermine d’abord GLy(Z[i]), dont on déduit SLy(Z[i]).,
ou l'inverse.

Proposition 62. Les sous-groupes d’isotropie des cellules de W (D) pour ’ac-
tion de GLy(Z]i]) sont reportés dans le tableau qui suit.

Proposition 63. Les sous-groupes d’isotropie des cellules de V(Dgy) pour
Uaction de SLy(Z[i]) sont reportés dans le tableau ci-apreés.

Démonstration des propositions 62 et 63. Pour x a l'intérieur de D, le sous-
groupe d’isotropie pour I'action de GLq(Z[i]) (resp. SLy(Z]i])) est exactement
le centre de GLy(Z[i]) (resp. SLy(Z[i])), isomorphe a Cy (resp. Cy).
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Cellule o de D GL2(Z[i]),

A (04 X 04) X CQ
B 04 X 63
C (Qs x C3) x Cy
AB 04 X 02
BC 012

AC Cs

ABC Cy

TAB. 2.7 — Sous-groupes d’isotropie pour l'action de GLy(Z][i])

Cellule o de Dgy, | SLa(Z]i]) s
A (OF
B, D Q12

C Qg x C3
AB, AD Cy
BC, CD Cs
ABCD Csy

TAB. 2.8 — Sous-groupes d’isotropie pour I'action de SLo(Z]i])
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Pour x € AC, le sous-groupe d’isotropie est réduit au centre Cy pour
l'action de SLg(Z[i]) car le groupe G(AC) est trivial, et pour I'action de

GL2(Z[i]), il est engendré par la matrice (z 1), d’ordre 8.

Pour x € AB, I'extension centrale

1— 04 — GLQ(Z[Z])AB — PGLQ(Z[Z])AB = CQ = <U> — 1
1

On a ainsi GLQ(Z[Z])AB = 04 X OQ.

est scindée par u — 1

Dans le cas de SLy(Z[i]), I'extension centrale

1— CQ — SLQ(Z[Z])AB — PSLQ(Z[Z])AB = CQ = <ZL> — 1
n’est pas scindée, mais u se releve en (z Z) d’ordre 4, d’ou SLo(Z[i]) ap = Cy.

Pour x € BC, le générateur de G(BC') peut se relever en ; _Z.Z),

d’ordre 12 dans GLy(Z[i]) et dont le carré appartient & SLg(Z[i]). On en
dédUIt GLQ(Z[Z])BC = 012 et SLQ(Z[Z])BC = 06-
Pour x = B, I'extension centrale

1— 04 — GLQ(Z[Z])B — PGLQ(Z[@])B = 63 == <U,U> —1

est scindée par u — (1 1) et v — (_1 _11> On a donc GLs(Z[i])p =

04 X 63.
1
Le sous-groupe d’ordre 3 engendré par <_1 _1) est distingué dans
(Cy x &3) N SLy(Z][i]), et 'extension

qu’on en déduit est scindée par w — (2 Z>. Cet élément agit non triviale-

ment sur 1 _11 ,aussi SLo(Z[i])p = C3 x Cy = Q1a.

Pour x = A, I'extension centrale
1 — Oy — SLy(Z[i]) a4 — PSLy(Z]i])a = Cy x Cy — 1
n’est pas scindée. Les deux générateurs de Cy x C5 se relevent en deux
éléments différents d’ordre 4 de méme carré ( ; Z) et (_1 1) ). 11 s’agit

du groupe des quaternions généralisés : SLy(Z[i]) 4 = Qs.
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L’extension

1 — Cy x Cy = N(A) — GLy(Z[i])4 — G(A) = Cy = (u) — 1

o 1 . . .
est scindée par u — 1 ) L’action du relevement de u est non triviale

et échange les deux générateurs <1 2) et (Z 1) de N(A). On a donc

GLa(Z[i]) a4 = (Cy x C4) x Cy avec action précitée.
Pour x = C, du fait de 'extension centrale

on sait que SLy(Z[i])¢ a un unique 2-Sylow isomorphe a Qg = SLy(Z[i]) 4. Cet
unique 2-Sylow est distingué dans SLy(Z[i])c et on a l'extension de groupes
suivante

1 — Qs — SLy(Z[i])e — C5=(T) — 1
car SLo(Z][i])c est d’ordre 24 d’apres le lemme 59.

: 1 1
Cette extension est scindée par T — ( ) On peut prendre pour

-1 -1

générateurs du 2-Sylow les éléments s := war™! = (1 Z_Z —i) et t = axw =

(—z —li— Z) d’ordre 4 dans SLy(Z[i])¢. On a T7'sT = t, T-4T = ts et

T~1tsT = s. En d’autres termes, on a SLy(Z[i])c = Qg x Cs.
Le sous-groupe d’isotropie GLa(Z[i])y(cy est d’ordre 96 (lemme 59). L'ex-
tension
det

1 — SLy(Z[i])w(c) = Qs X Z/3 — GLa(Zi])wicy — Z[i]* — 1
admet pour section Z[i|* — GLa(Z[i])y(cy, i — (z _—1—1@) d’ordre 4 et est

~

scindée. Si on reprend les mémes générateurs s, t et 1" de SLa(Z[i])w(c)

. —1 .
Qg % (3, alors I'action de | 4 i ) envoie s sur t~1 tsur set T sur sTL.
On a donc GLo(Z[i])w(c) = (Qs x C3) x Cy avec 'action précédente, sans
pouvoir simplifier plus vu 'action sur 7. O

On trouvera dans les tableaux 2.9 et 2.10 un choix de systeme de généra-
teurs des sous-groupes d’isotropie des cellules du domaine fondamental
U(Dsr) C Z pour l'action de PSLy(Z][i]). Ces tableaux serviront au chapitre 3
a la détermination du quotient I'y\ Z d’une part, a celle des sous-groupes
d’isotropie pour 'action de I'g sur Z d’autre part, et enfin a la détermination
d’une présentation de I'y a ’aide d’une étude plus fine de I'action de I'y.
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Cellule o | Générateur de PSLy(Z[i]),
TR
P G
v | (L)
AD ()

39

TAB. 2.9 — Générateurs des groupes d’isotropies des 1-cellules de V(Dg)

Cellule ¢ Générategrs de PSLy(Z][i)),
O
()0
LG
BRI

TAB. 2.10 — Générateurs des groupes d’isotropies des O-cellules de ¥U(Dgy,)
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2.2.5 Représentation graphique locale de Z

On va maintenant déterminer et représenter la structure I'-cellulaire lo-
cale de 'espace Z. On va traiter le cas de I' = PSLy(Z[i]) qui est plus
simple car les sous-groupes d’isotropie sont plus petits (pour passer au cas
de PGLy(Z]i]), voir remarque 54).

On partira du constat tres simple suivant : soient ¢ une cellule de Z, 7
une cellule du bord de o, et g un élément du sous-groupe d’isotropie I'; de 7
pour l'action de PSLy(Z][i]) ; alors la cellule 7 appartient aussi au bord de la
cellule g.o.

Comme PSLy(Z[i]) agit librement et transitivement sur les 2-cellules de Z
(tableau 2.5), on peut déterminer par ce procédé la configuration des 2-
cellules de Z voisines d'une 2-cellule oy fixée (figure 2.7). Pour simplifier, on
prendra o := WV(ABCD), ot ABCD est la 2-cellule de I'espace Dgy, et oy
donc la 2-cellule du domaine fondamental dans Z pour 'action de PSLy(Z[i])
(proposition 52).

Si on avait fait un autre choix, il serait de la forme oy = g.00,
g € PSLy(Z[i]), et il faudrait considérer les sous-groupes d’isotropie
yo = gL5.g7" ot o est une cellule du bord de gy, et g.o la cellule qui
correspond dans le bord de g.0¢.

La détermination des sous-groupes d’isotropie pour l'action de PSLo(Z]i])
(tableau 2.5) montre que :

— 0( partage 'arete ¥

(AB) avec une autre 2-cellule,
— 0y partage 'aréte W(
(

)
D) avec une autre 2-cellule,
— 09 partage 'aréte W(BC') avec deux autres 2-cellules,
— 09 partage 'aréte W(C'D) avec deux autres 2-cellules,
— 09 partage le sommet W(A) avec trois autres 2-cellules,
— 09 partage le sommet ¥(B) avec cinq autres 2-cellules,
— 09 partage le sommet W(C') avec onze autres 2-cellules,
— 09 partage le sommet W(D) avec cing autres 2-cellules.

A
A
B
C

Situation autour du sommet ¥(A)
Soit u = (z Z) I'unique élément du sous-groupe d’isotropie I'y(ap)

qui est non trivial, et v = I"unique élément non trivial du sous-

—1
groupe d’isotropie I'y(ap). L'aréte u.W(AD) est commune aux 2-cellules .o
et (uv).oo. En effet, on a I', y(ap) = u.Ty(ap).u". Le seul élément non trivial
de 'y w(ap) est donc uvu™", et on a (uvu™).(u.00) = (uv).0y.



2.2. Analyse de Z 41

On montre par le méme raisonnement que l'aréte v.W(AB) est commune
aux 2-cellules v.oq et (vu).0p. Comme on a uv = vu, les 2-cellules (uv).oy et
(vu).og sont les mémes. De plus, 1, u, v et uv sont exactement les éléments du
sous-groupe d’isotropie 'y (4 (tableau 2.10) ; les trois 2-cellules qui partagent
le sommet W(A) avec la 2-cellule oy sont donc u.oq, v.0g et (uv).cy. On en
déduit la configuration des 2-cellules de Z autour de W(A). Sur la figure 2.1
et les suivantes, on a noté abusivement o au lieu de W(o) pour les O-cellules
o de Dgyp).

VO o)

UVO( Uoy

Fic. 2.1 — Configuration des 2-cellules autour du sommet W(A)

Le recollement issu de 'identité (uv).0o = (vu).0¢ provient de la relation
uv = vu au sein du sous-groupe d’isotropie I'y(4y du sommet W(A). En fait,
toute relation au sein des sous-groupes d’isotropie des sommets de gq donne
lieu a exactement une identification entre deux 2-cellules voisines de og par
ce sommet, et inversement, toute identification entre deux 2-cellules voisines
de op par un de ses sommets provient d’une relation dans le sous-groupe
d’isotropie de ce sommet.

Situation autour du sommet ¥ (B)

. 1 1 .
Si on note w = 1 _1) I'un des éléments non triviaux du sous-groupe

d’isotropie I'y(pcy, alors toutes les relations du sous-groupe d’isotropie I'y(p)
)

On en déduit la configuration des 2-cellules autour du sommet ¥(B).

. i
sont : w3 =1, u? = 1, uw = w?u et wu = uw? (avec toujours u =
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D C w20'0
0o
waoy
»
A B
Uo(
wuoy
Uwogy

F1G. 2.2 — Configuration des 2-cellules autour du sommet ¥(B)

Situation autour du sommet ¥(D)

Soit x = (—i :i) un élément non trivial du sous-groupe d’isotropie

['y(cp). Le sous-groupe d’isotropie I'y(p) est isomorphe a I'y(py, d’ou la confi-
guration des 2-cellules autour du sommet ¥(D). On remarquera dans la figure
qui suit qu’on a placé la 2-cellule xog a I'arriere : ce choix s’expliquera lors
de 'étude de la configuration des 2-cellules autour du sommet U(C').

| h
V0o oo
VXO "0
D C
VO 0o
A B

F1a. 2.3 — Configuration des 2-cellules autour du sommet W(D)
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Situation autour du sommet ¥(C)

Si on choisit les notations (123) := w et (124) := z, on obtient un
isomorphisme entre le sous-groupe d’isotropie I'y(¢) et le groupe alterné 2.
On a alors déja les relations wz = (13)(24) = 2?w? et zw = (14)(23) = w?a?.
La configuration des 2-cellules autour du sommet W(C') contient donc la
réunion non disjointe de deux carrés de quatre 2-cellules (voir figure 2.4).

([O’OI TWoq

F1G. 2.4 — Configuration des 2-cellules autour du sommet W(C') - Etape 1

On remarquera que si on fait le choix de placer la 2-cellule woy a 'avant
de la figure, alors la relation wz = z?w? impose de placer la 2-cellule zoy &
I'arriere. En fait, si on pose un choix de woy dans I'y(p¢), alors il n’y a plus
de choix quant a la valeur de zoy dans I'y(cpy du fait de la méme relation.

Si la 2-cellule woy est placée a I'avant de la figure, alors la 2-cellule wz oy
se retrouve aussi a I’avant, tandis que la 2-cellule zwoq se retrouve a ’arriere.

Comme les sous-groupes d’isotropie des arétes des orbites de W(BC) et
U (CD) sont d’ordre 3, on peut placer quatre 2-cellules supplémentaires :

— wz?0y, voisine de woy suivant I'aréte w.W(C'D),

~ w*zroy, voisine de w?oy suivant aréte w?. ¥ (CD),

— zw?0y, voisine de xoq suivant laréte .U (BC),

— z*way, voisine de 220 suivant aréte 2.9 (BC).

Ces 2-cellules sont en grisé sur la figure 2.5.
A Tissue de cette deuxieme étape de construction, il manque une seule

2-cellule. On peut la placer grace aux relations z?wz? = wrw = zw?xr =

w?rw? = (12)(34). Si on compte les 2-cellules voisines suivant une aréte, on
s’apercoit que la construction est cette fois complete. Le résultat est présenté

a la figure 2.6 (on a grisé la 2-cellule wr?way).

Représentation locale de Z

La représentation locale complete de Z est donnée a la figure 2.7.
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xwloy
r2wog, |
1'200 5
W xo
2\/ 0
P ¢ M>
o)
waoy
A B

F1a. 2.5 — Configuration des 2-cellules autour du sommet W(C') - Etape 2

TW~0q
x2woy
2
WI wWoyg
wxo,
2
i % wroy
0o

A B

F1a. 2.6 — Configuration des 2-cellules autour du sommet ¥(C)
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o

VOoq

Jo

Woy

uoo

Fi1aG. 2.7 — Représentation locale de Z autour d’une 2-cellule oy

45
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2.3 Analyse de la suite spectrale E

On sait maintenant écrire la premiere page de la suite spectrale de Leray-
Serre E de la proposition 48 a 'aide des tableaux 2.5 a 2.8 pour PSLy(Z[i]),
SLo(Z[i]), PGL2(Z[i]) et GLa(Z][i]).

On va simplifier I’étude de cette suite spectrale a 'aide du résultat de
Soulé qui suit.

Proposition 64. [Sou78] Soit X un espace topologique muni d’un faisceau F
et Y un sous-espace fermé de X tel que

(1) le sous-espace X —Y est contractile,
(i1) Uintersection de l'adhérence de X —Y avec Y est contractile,
(111) le faisceau F est constant sur X — Y.

Alors Uinjection de Y dans X induit un isomorphisme d’anneaux
H*(X;F)=2 H(Y;F)

Proposition 65. Soit I' € {GLy(Z[i]), PGLy(Z[i]), SL2(Z[i]), PSLy(Z][i))}.
On a
H*(BI;F2) = H*(B(La #r, I'c)i F2)

Démonstration. Fixons pour l'instant I' = GLg(Z[i]). Les cohomologies a
coefficients dans [Fy des classifiants des sous-groupes d’isotropie I', des cellules
o de D forment un faisceau F' d’anneaux sur D. La cohomologie de D a
coefficients dans ce faisceau F' est exactement la deuxieme page de la suite
spectrale de Leray-Serre qui converge vers H*(BGLy(Z]i]); F2).

On va appliquer a D la proposition de Soulé en deux étapes :

Fi1ac. 2.8 — Etapes de décomposition de D

Si on se réfere au tableau 2.7, on constate que pour appliquer la propo-
sition 64, il est nécessaire d’avoir les isomorphismes H*(B(Cy x &3);Fy) =
H*(B(Cy x Cy);Fs) et H*(BCi9; Fy) = H*(BCy; Fa). Mais ceux-ci sont im-
médiats comme on peut le voir a 'aide de la suite spectrale de Lyndon-

Hochschild-Serre associée a une extension de groupes de noyau Cj.
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Si on écrit la nouvelle deuxieme page, on constate que la suite spectrale
dégénere immédiatement (suite spectrale concentrée en colonnes 0 et 1).

La restriction a la diagonale AC' du faisceau F' est le faisceau d’anneaux
qu’on obtient a 'aide de la théorie de Serre appliquée a la somme amalgamée
I'4*p,. ¢ (action sur un arbre avec pour domaine fondamental un segment).
D’ou le résultat pour GLay(Z[]).

La méme démarche s’applique de fagon identique aux cas de PSLy(Z[i]),
SLo(Z[i]) et PGLo(Z]7]) (il faut juste appliquer la décomposition de D suc-
cessivement aux deux copies recollées de D qui forment Dgy,). O

Par simple lecture des tableaux 2.5 a 2.8, on déduit les quatre théoremes
suivants de la proposition 65.

Théoréme 66. Tout homomorphisme de groupes du produit libre (Cy x Cy) *
Ay vers PSLy(Z[i]) qui envoie Cy x Cy (resp. Ay) isomorphiquement sur le
sous-groupe d’isotropie PSLo(Zli])a (resp. PSLo(Z]i])c) induit un isomor-
phisme d’anneaux en cohomologie a coefficients dans Fy.

Théoreme 67. Tout homomorphisme de groupes de la somme amalgamée
Qs *c, (Qs x C3) vers SLo(Z[i]) qui envoie Qg (resp. Qg x Cs, resp. Cy) iso-
morphiquement sur le sous-groupe d’isotropie SLo(Z[i])a (resp. SLa(Z[i])c,
resp. SLo(Z]i]) ac) induit un isomorphisme d’anneaux en cohomologie a co-
efficients dans Fy.

Théoreme 68. Tout homomorphisme de groupes de la somme amalgamée
Dg *c, &4 vers PGLy(Z[i]) qui envoie Dg (resp. Sy, resp. Cs) isomorphique-
ment sur le sous-groupe d’isotropie PG Ly(Z[i])a (resp. PGLy(Z[i])c, resp.
PGLy(Z[i]) ac) induit un isomorphisme d’anneauz en cohomologie a coeffi-
cients dans IF5.

Théoreme 69. Tout homomorphisme de groupes de la somme amalgamée
((Cy x Cy) 3 Cy) #¢, ((Qs x C3) x Cu) vers GLy(Z[i]) qui envoie (Cy X
Cy) x Cy (resp. (Qg x C3) x Cy, resp. Cg) isomorphiquement sur le sous-
groupe d’isotropie GLy(Z[i])a (resp. GLo(Zt])c, resp. GLa(Z[i)) ac) induit
un isomorphisme d’anneauzr en cohomologie a coefficients dans Fs.






Chapitre 3

Cohomologie du sous-groupe
d’Iwahori I'g de PSLo(Z[z])

3.1 Le sous-groupe I'y

Définition 70. On note I'§* le sous-groupe d’lwahori de GLy(Zli]). 1l est
constitué des matrices de GLy(Z[i]) triangulaires supérieures modulo l’idéal
(1 +14) de Z[i]. On note T3 le sous-groupe d’Iwahori de SLy(Z[i]). On a
5L = TSt N SLy(Z[i]). Pour alléger les énoncés, on note I'y le sous-groupe

d’Iwahori de PSLy(Z[i)). On a Ty =I'g"/ <(_1 _1>>-

Le groupe I'y intervient dans notre calcul de la cohomologie a coefficients
dans Fy de BPSLy(Z]i, 5]) du fait de la décomposition en somme amalgamée

PSLy(Z]i, %]) ~ PSLy(ZIi]) *r, PSL2(Z[i)

qui provient de la théorie de Serre sur les arbres et amalgames de groupes.

Proposition 71. ([Serre p.79]) Soit K un corps muni d’une valuation dis-
crete v, et soit O l'anneau de valuation du corps K. On choisit une unifor-
misante w, c¢’est a dire un élément m de K* tel que v(mw) = 1.

Alors, on a la décomposition

ou H est le sous-groupe de SLy(Q) des matrices triangulaires supérieures

modulo l'idéal (m) de O.

Si M € H, les deux injections de H dans SLy(O) sont données par
M — M (qu’on appellera 'injection standard) et par M +— c,(M) (qu’on

49
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appellera l'injection non standard), ou ¢, est la conjugaison par la ma-
trice

Plus généralement, si A est un sous-anneau dense dans K, alors le groupe
SLy(A) est aussi dense dans SLo(K), et on peut appliquer la proposition
précédente & SLo(A) en remplagant SLo(O) par SLy(O) N SLy(A) ([Serre
p.80]).

Proposition 72. On a la décomposition en somme amalgamée
o1 . .
SLy(Zli, 5]) >~ SLy(Z[i]) *psL SLy(Z[i))

L’injection non standard de T'5Y dans SLy(Z[i]) est donnée par
a b d 5
(c d) ~ ((1+i)b a )

PSLy(Zi, %]) = PSLy(Zi]) #r, PSLy(Z[i))

On a également

avec les meémes injections

Démonstration. On applique la proposition 71 en posant K = Q,[i], muni
de la valuation discrete v : Qqli]* — Z telle que pour tout = € Qsfi]*,
r = (1+1)"@e avec ¢ € O = Zy[i]. On peut choisir 7 = 1 + i comme
uniformisante. On obtient alors la décomposition

SLa(Qs[i]) & SLy(Zoli]) * 1 SLa(Zoli])

ou H désigne le sous-groupe de SLy(Zs[i]) des matrices triangulaires supé-
rieures modulo 'idéal (1 + i) de Zs|i].
L’anneau Zi, 3] est dense dans Qi et

. o1 .
SLQ(ZQ [Z]) N SLQ(Z[@, 5]) = SLQ(Z[@])
d’ou la décomposition

SLo(2i. 1]) & SLa(Z[]) #rze SLa(Zi)

Le centre Z de SLy(Z]i]) est engendré par <_1 _1), d’ou

PSLy(Z]i, %]) > PSLy(Z[i]) *r, PSL(Zi])
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3.2 Cohomologie de BI'y - stratégie

Proposition 73. Les groupes TS, T§L et Ty sont d’indice 3 respectivement

dans GLy(Z[i]), SLy(Z[i]) et PSLy(Z]i]).

Démonstration. Le groupe GLg(F2) = SLy(Fs) = PSLy(Fy) = &3 est d’ordre
6 et IS (resp. TSY, resp. Tg) est image réciproque du sous-groupe cyclique

d’ordre 2 de générateur (é }) par la projection GLo(Z[i]) — GL2(F2) (resp.

SLy(Z[i]) — SLga(Fy), resp. PSLo(Z[i]) — PSLy(F3)) qui & M associe M
mod (1 + ). 0

La proposition 73 donne envie d’appliquer le lemme de Shapiro car
H*(BT; F2) 22 H*(BPSLy(Z[i]); Coindp > (Fy,))

ou
CoindﬁfLZ(ZM)(Iﬁ‘Q) additggment I, [PSL2(Zli):Tol — 3
L’action de PSLy(Z]i]) sur COindllszQ(ZM)(R) n’est pas triviale. Pour venir a

bout du calcul de H*(BTy; Fy), il faudrait déterminer
H*(BPSLa(Z[i]),; Coindpy 2“1 (F,))

pour chaque cellule o de Dgy,, puis analyser la suite spectrale de Leray-Serre
associée a la projection EPSLy(Z[i]) Xpgr,(zu)) £ — PSLa(Z[i])\ 2.

Il est plus naturel dans notre situation d’utiliser plutot la suite spectrale
de Leray-Serre associée a la projection ET'g xp, Z — ['y\ Z, car nous pouvons
analyser facilement I’action de I'y sur Z a partir de notre étude précédente
des réseaux bien arrondis. Cette démarche est completement équivalente a
I'utilisation du lemme de Shapiro en terme de difficulté.

3.3 Réseaux et calcul de Hy (Z;F2)

Définition 74. Soit l’espace de paires de réseaux

1

L= (L1 Llla € L1 G

Lg}

On note W' le sous-espace de L' des paires (L1, Ly) telles que Li € W'.

Proposition 75. Le groupe linéaire GLy(C) agit transitivement sur L', et
Uespace L' est en bijection avec le quotient TSP\ GLy(C).
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Démonstration. Le groupe linéaire GLy(C) agit sur £ de la méme fagon
que sur L. Cette action est transitive : toute paire (L1, Ls) € L' est dans
l'orbite d'une paire de la forme (Std, L) telle que L & Std & ﬁL. Cette
relation implique qu’il existe une base de L qui se déduit d’une base de
Std en multipliant son deuxieme vecteur par 1+ i. Comme GLy(Z[i]) agit
transitivement sur les bases de Std, la paire (Std, L) est dans l'orbite de

(Std, L), on Ly = ((1) : ( 0 )), et on obtient la transitivité de l'action

0 1+
de GLy(C) sur L.
Le sous-groupe d’isotropie de la paire (Std, L) est

. 1 . o)
1
car L; = Std. (1 1+i), d’ou la bijection. ]

On munit espace £’ de la topologie induite par celle de GLy(C) via la
bijection de la proposition 75.

Proposition 76. L’espace L' est un revétement ramifié a 3 feuilles de l’es-
pace L.

Démonstration.

L = TSU\GL,y(C) GLy(Z[i])\GLa(C) = L.

prop. 75 prop. 73 prop. 8

[GLa(Z[i)):T§V=3

O

Proposition 77. Soit L un réseau de base (vi,vy). Les paires de L' de la
forme (L, L") correspondent auz sous-réseauz L' de bases (vq, (141)vy), ((1+
i)vy,v9) et (v1 — Vo, v1 — tvg). Il s’agit des réseauzr Ly, Ly et Ly étudiés en
section 1.4.
Démonstration. Si (L,L') € L', alors 'image de L' dans L/(1+i)L = (Fy)* &
(U1, 73) est réduite a une des trois classes U1, U3 ou vy + Ts.

Le sous-réseau L; = (vy, (1 + i)vg) (vesp. Ly = ((1+1i)vy,va), resp.
L = (v1 — va,v1 — ivg)) se projette sur Ty (resp. Uz, resp. Uy + Tg. O

La rétraction p : £L — W! s’étend en une rétraction par déformation de
L' sur W, et on retrouve toutes les constructions du chapitre 1.
Proposition 78. On a un homéomorphisme
LENZ =W/ U(2)

On peut ainsi étudier les sous-groupes d’isotropie des cellules de Z pour
l'action de I'y de la méme facon que pour 'action de PSLqy(Z]1]).
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3.4 Réduction au calcul de H'(BI'y;F5)

Désormais, et jusqu’a la fin de ce chapitre, I' désigne PSLy(Z[i]).

3.4.1 Quotient I'y\ Z et sous-groupes d’isotropie

-1
1
tants des classes a gauche ['g\I'. Comme W(Dgy) est un domaine fonda-
mental dans Z pour l'action de I' (proposition 52), le quotient I'g\Z est
homéomorphe au quotient de la réunion W(Dgy)U g, ¥(Dsr) U g?¥(Dsy) par
une certaine relation d’équivalence qu’on va préciser dans la preuve de la
proposition 79 qui suit.

Soit g1 = . L’ensemble {1, g1, g3} est un systéme de représen-

Proposition 79. L’espace quotient T'o\Z est homéomorphe a l’espace repré-
senté a la figure 3.1. Une structure cellulaire de To\Z et un systéme de
représentants dans Z de cette structure cellulaire sont donnés au colonnes 1
et 2 du tableau 3.1.

Démonstration. Soient ¢ une cellule de Dgy,, et x un point de la cellule o. Si
o est une 1-cellule ou une 2-cellule, on prend x a l'intérieur de la cellule o.
Soit ¢, le réseau associé a x (voir p.11), et soient les sous-réseaux Ly, Ly et
Ly de ¢, (définition 38). On numérote les représentants des directions de
vecteurs minimaux de ¢, comme au tableau 1.1.

On sait que les groupes d’isotropie U, et GLy(Z[i]), sont conjugués
(lemme 10), et que GLy(Z[i]). = GL2(Z]i]), (tableau 2.5). Soient u € U,
et v I’élément de I', qui lui correspond. En tant que rotation, u agit sur v,

(resp. vg) comme v sur le vecteur ((1)) (resp. (?)) (voir lemme 57). Comme

u fixe le réseau ¢, il agit sur {L;, L;;, Ly}, ce qui peut étre interprété
comme une action de u sur L/(1 + 1)L = (Fy)? = (v1, 13), car le sous-réseau
Ly (resp. Ly, resp. Lyrr) se projette sur vy (resp. Uz, resp. Uy + Uz).

Les sous-groupes d’isotropie pour Iaction de I' = PSLy(Z[i]) sur Z ne
contiennent que des éléments d’ordre 2 ou 3 (voir tableau 2.5), aussi seules
trois situations peuvent se présenter :

— u est d’ordre 3 et permute circulairement les trois droites de (Fy)?.
Dans ce cas, les cellules (o), ;¥ (o) et gi¥ (o) se projettent sur une
méme cellule dans I'g\ Z.

— u est d’ordre 2, permute deux droites de (Fy)? et fixe la troisieme.
Dans ce cas, au moins deux cellules parmi les cellules W(o), g1 ¥ (o) et
g1¥(0) se projettent sur une méme cellule dans I'p\ Z.
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— « fixe (F3)%. Dans ce cas, on n’apprend rien sur la fagon dont les cellules
U(o), 1¥(0) et g2¥ (o) se projettent sur une méme cellule ou sur des
cellules différentes dans I'g\ Z.

I1 ne reste plus qu’a passer en revue le systeme de représentants des sous-
groupes d’isotropie pour l'action de I' sur Z constitué par les sous-groupes
d’isotropie des cellules de W(Dgy) (tableaux 2.9 et 2.10).

On a I'y(pc) = Cs, engendré par gy, qui permute les trois droites de (Fy)?.
Les trois cellules ¥(BC'), ;¥ (BC) et ¢g?¥(BC) se projettent donc sur une

méme cellule dans I'g\ Z qu’on désignera par BC'.
Meéme situation avec I'y(cp) engendré par _ :i) Les trois cellules

U(CD), g9 (CD) et g2¥(CD) se projettent sur une méme cellule dans T'y\ Z
qu’on désignera par C'D.

Comme g, € I'yp) (resp. g1 € I'y(ey, resp. € L'yp)), les

—i
-1
cellules ¥(B), g1V (B) et g?¥(B) (resp. ¥(C), g1 ¥(C) et g7 ¥(C), resp. ¥ (D),
g1V (D) et glllf(D)) se projettent sur une méme cellule dans T'o\Z qu’on
désignera par B (resp. 6’, resp. 5) On aurait aussi pu utiliser un argument
de continuité.

On a I'yap) = (5, engendré par (Z ! , qui permute deux des trois

droites de (F3)? et fixe la troisieme. Deux des trois cellules ¥(AB), g; V(AB)
et g?U(AB) se projettent donc sur une méme cellule dans I'y\ Z qu’on dési-

gnera par A;B, tandis que la troisieme se projette sur une cellule distincte
de T'p\ Z qu’on désignera par A,B.

R . . , 1 .
Meéme situation avec I'y(4p) engendré par (_1 ) Deux des trois cel-

lules W(AD), g1V (AD) et gl\I/(AD) se projettent sur une méme cellule dans
['o\Z qu’on désignera par AlD tandis que la troisieme se projette sur une
cellule distincte de g\ Z qu’on désignera par AsD.

Comme I'y(4) est engendré par (z Z) et <_1 1), et que ces deux

éléments permutent les deux mémes droites de (F5)?, deux des trois cellules
U(A), 1 (A) et g3 U (A) se projettent sur une méme cellule dans o\ Z, com-
mune aux bords des cellules AlB et AlD On la désignera par A1 La cellule
restante parmi W(A), g ¥(A) et g?¥(A) se projette sur une cellule distincte
de ;fl et commune aux bords des cellules ;1;23 et Z;l/? On la désignera par
AQ.

On connait désormais le 1-squelette de I'g\Z (voir figure 3.1). Comme
I'y(apepy est trivial (U(Dgy) est un domaine fondamental dans Z pour I'ac-
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tion de I'), les trois 2-cellules W(ABCD), gl\I/(ABC'D) et ?U(ABCD) se

projettent dans I'g\ Z sur trois 2-cellules distinctes qu’on désignera respec-

—_

tivement par ABC' Dy, ABCDs et ABC'D3. Par un argument de continuité,
les 2-cellules ABC' D, et ABC D5 forment une sphere. O

A2 A%g
FiG. 3.1 — Quotient I'y\ Z

Définition 80. Soit X un sous-espace de Z. On notera (I'g)x le sous-groupe
disotropie de X pour ’action de T'.

Proposition 81. La structure des sous-groupes d’isotropie des orbites de
To\Z pour Uaction de Ty est donnée au tableau 3.1.

Démonstration. Si o est une cellule de Dgy,, alors on a

~ (Fo)wio) = Tw@y N T,

- (FO)gl\Il(a) = glrw(a)gfl N F07

= (Po)gzw(e) = 9w 97 NTo = 91 'Tu@g1 N To.

On obtient ainsi la structure des sous-groupes d’isotropie de toutes les
orbites de [0\ Z en se référant a la projection dans I'g\Z des cellules de
U(Dgr)Ug1¥(Dsr)Ug? ¥ (Dgy) et au systeme de générateurs des sous-groupes
d’isotropie des cellules de ¥(Dgy) pour I'action de I' donné aux tableaux 2.9
et 2.10. ]

3.4.2 La suite spectrale E’

On peut maintenant décrire la page E] de la suite spectrale de Leray-
Serre associée a la projection EI'y xp, Z — I'g\ Z (proposition 48).

Soit ¥ le systeme de représentants dans Z des cellules de I'g\ Z choisi
au tableau 3.1. Il est représenté a la figure 3.5. Si o est une cellule de
['h\Z, on note temporairement o son représentant dans % pour snmphﬁer
I’énoncé de la proposition qui suit. On a ainsi 20 = {Al, Ay, B, C, D} I

e~ M~ —  —~— —— ——

{AlB AlD AQB AQD BC CD} et 22 = {ABch,ABODQ,ABODg} ou
¥, désigne les représentants de p-cellules (voir figure 3.1).
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Cellule o | Représentant | Structure Systeme
de T'p\Z | choisi dans Z | de (I'g), de générateurs
0-cellules A, U(A) Cs <Z —z’) =
gg gIU(A) Cy x Oy — _ZZ =:
1 1
(> 5) =
B U(B) Cs %
C U(C) Cy x Cy (_i _11._ Z) =0y
;
(1 —i —i) — o
D U(D) Cy (_i _21> =: o
1-cellules AB 91V (AB) trivial
A,D U(AD) trivial
A,B g>U(AB) s s
Z2\5 g1V (AD) & a3
BC U(BC) trivial
CD U(CD) trivial
2-cellules | ABCD, | W(ABCD) | trivial
A/B\C’/Dg gV(ABCD) | trivial
ABCD; | ¢?U(ABCD) | trivial

(les notations «; serviront en section 3.5.2)

TAB. 3.1 — Groupes d’isotropie des orbites de cellules de Z pour 'action de I'j
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Proposition 82. La page E] de la suite spectrale de Leray-Serre associée a
la projection ETy xr, Z — T'o\Z est concentrée en colonnes 0, 1 et 2 :

/0* @ H* FO m]F2)

o€

= H"(B(L0) z,;F2) ® H*(B(Lo) z,; F2) ® H*(B(Lo) 5; Fa)

© H*(B(T'o)a: F2) ® H*(B(Lo) p; Fa)

o <@ H*(BCQ;]FQ))) ® (@ H*(BCy x Cz;Fz))>
/1* @ H* FO U’F2)

oEX

= H*(B(FO)AAJB;FQ) S¥ H*(B(FO)AAI'D;FQ) SP H*<B(FO)@;F2)

@ H"(B(Lo) g5p; F2) & H*(B(Lo) g F2) & H(B(Lo)
= (@ H*(BC’Q;F2))> b (@m)
/2* @ H* FD U,IFQ)

- TFy)

CDh’

€Y
® H*(B(Lo) r5ep,: F2)

%@F2
3

Les différentielles di'? sont horizontales et correspondent a des conjugaisons
pres aux restrictions entre les sous-groupes d’isotropie (proposition 48 et re-

marque 49). (Pour la structure des sous-groupes d’isotropie, se référer au
tableau 3.1.)

Proposition 83. La page EY de la suite spectrale de Leray-Serre associée
a la projection ETy xp, Z2 — ['o\Z est concentrée en 0-iéme colonne, d
[’exception de E;z,o = Ty, et la 0-teme colonne est isomorphe a la cohomologie
a coefficients dans Fy du classifiant du produit libre

(Fo)g1 * (Fo)g2 * (Tg)g =2 Oy x (Cy x Cy) x (Coy x Cy)
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O, |
H*(B(Cy x Cs); Fs)

I = Bc:F,)

oo ' ' o0 o o o

L ABCD AB ADAB AD BC CD ABCD, ABCD, ABCDs

colonne 0 colonne 1 colonne 2

Fic. 3.2 — Page E| de la suite spectrale pour Ty

Cet isomorphisme en colonne 0 est induit par 'homomorphisme de
Cy * (O x Cy) * (Ca x Cy) vers I'y déterminé par les inclusions de (I') 5 ,
(Fo)ZZ et (Fo)a dans Fo.

1 1
| | e
| | H'(B(Cy x Cy); Fy)
| | I &'®BosF)
| |
| |
| |
S
| o "ong
Ade | !
colonne 0 colonne 1 colonne 2

F1G. 3.3 — Page E), de la suite spectrale pour T'y

Soit ¢ une cellule de T'x\Z, & son représentant dans Z choisi au ta-
bleau 3.1. Afin de simplifier la rédaction, on utilisera temporairement ’abus

de notation H*(0) := H*(B(I'g)s;F2). Ainsi par exemple, on a H(A;) =
H*(B('o)w(a); F2).



3.4. Réduction au calcul de H*(BIy; Fy) 59

Démonstration. La détermination de la page Ej est assez simple. Pour ¢ = 0,
le calcul de EP correspond a celui de la cohomologie de I’espace quotient
o\ Z, lequel a le type d’homotopie d'une sphere de dimension 2. Les Fa-
espaces vectoriels EIQO’0 et EIQZ’0 sont donc de dimension 1, et si p # 0 ou 2, on
a EF’ =0,

Soit ¢ > 0. Les différentielles di"? sont presque toutes triviales. Toutes
les restrictions émanant des groupes de cohomologie HY(A;) et HY(C) sont
triviales, puisque les sous-groupes d’isotropie de toutes les 1-cellules au bord
desquelles les O-cellules A, et C' appartiennent sont triviaux. Les groupes de
cohomologie Hq(Al) et Hq(C’) survivent donc dans la page E, pour ¢ > 0.

Les restrictions HY(B) — H%(A,B) et HY(D) — Hq(m), sont des iso-
morphismes, car on a les relations (I'o) 15 = (I') 5 et (I'o) 155 = (o) 5-

Les restrictions H7(Ay) — Hq(;l;@) et HY(A,) — Hq(;gl/)) sont surjec-
tives comme toute restriction de HY(B(Cy x C); F) = HY(A,) & la cohomolo-
gie de I'un de ses sous-groupes (on a (I'o) 575 C (I'0) 5, et (I'o) 15 € (T'o) 5,)-

On en déduit tout d’abord que les groupes de cohomologie Hq(@)
Hq(Z;/) disparaissent lors du passage a la page E, pour ¢ > 0. Ensuite,
le noyau de la restriction de d; a HY(B) & H(A) & HY(D) est _isomorphe a
Hq(AQ) pour ¢ > 0 puisque I'image de chaque élément de Hq(AQ) peut étre
annulée a I'aide des isomorphismes HY(B) = Hq(Ag ) et HY(D) Hq(Ag ).

Donc, en dimension ¢ > 0, seule une somme directe isomorphe a
H(A,) @ HY(Ay) & HY(C) survit, concentrée en colonne 0. O

On a utilisé implicitement dans la preuve qui précede le fait que pour
q > 0, le noyau de la différentielle d; est I’ensemble des quintuplets

(2,9, 2, t,u) € H(A;) @ HY(A,) & HY(B) & HY(C) @ HY(D)

tels qu’au niveau des restrictions,

o)z To)5
2 (y) = Resi1")2_ (u)

To) 435 To) 455

)2() ResFO)B ()etReS

)AQB )AQB

Res

Remarque 84. La proposition 83 dit qu’il reste une unique différentielle
dyt o Bt — EP° 4 comprendre pour déterminer H*(BTy;Fy) (voir fi-
gure 3.3). On va, pour ce faire, calculer la dimension de H'(BT;Fy) d l'aide
de la présentation par générateurs et relations de I'y qui va étre déterminée
en section 3.5.2.
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3.5 Calcul de H'(BI'y;F;) et H*(BIo;F>)

On va appliquer a I'g et Z un théoreme de Brown ([Bro84], théoreme 96)
qui permet de décrire des présentations de groupes agissant sur des C'W-
complexes simplement connexes. On obtiendra ainsi une présentation de I'y
par générateurs et relations (proposition 97), dont on se servira pour calculer
la dimension sur Fy de H'(BTy; F5). On en déduira la différentielle supérieure
manquante ES"' puis la structure de H*(BTy; Fy) (théoréme 96).

3.5.1 Actions cellulaires et sans inversion de groupes
sur les CW-complexes simplement connexes

Philosophie du théoreme de Brown

Avant de réénoncer le théoreme de Brown dans notre contexte, on va en
résumer la philosophie. Soit X un C'W-complexe simplement connexe muni
d’une structure cellulaire sur laquelle agit cellulairement un groupe G. Le
quotient G\ X" est muni de la structure cellulaire déduite de celle de X',

Comme X est simplement connexe, la construction de Borel EG xg X
est un revétement universel de BG et par suite

7T1(EG Xa X) ~G

Notons X%, i € N le i-eme squelette de la structure cellulaire sur X. A
chaque 2-cellulle 7 de X2 on peut associer un élément r,, bien déterminé a
conjugaison pres, du groupe fondamental 71 (X!) en considérant les 1-cellules
qui constituent le bord de 7.

Comme EG est simplement connexe, on a un isomorphisme de groupes

m (XY 2 (EG x &)

ce qui permet de considérer que 7, appartient & 7 (EG x X'1).

La projection canonique p : EG x X' — EG x¢ X! induit un homomor-
phisme de groupes p, : T (EG x X') — m(EG xg X1). Si on considere le
sous-groupe distingué de 7 (EG x5 X!) engendré par les images par p, de
tous les éléments ., 7 € X2, alors on peut montrer & I'aide du théoréme de
Seifert et Van Kampen que

m(EG xg X) & 1 (EG x¢ X")/{p.(r,)|T € X?)

Le théoreme de Brown décrit essentiellement une présentation du groupe
m(EG xg X') par générateurs et relations, ainsi que les éléments p,(r,),
T € X2, ce qui permet d’obtenir une présentation par générateurs et relations
du groupe G a I’aide de I'isomorphisme qui précede.
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Détermination de m; (EG x g X')

On suppose désormais que le groupe G agit en préservant une certaine
orientation P de X*!. Cette hypothese n’est pas nécessaire en général, mais
elle permet de simplifier les énoncés, et on verra plus loin qu’elle est vérifiée
dans notre cas.

Soit T un arbre de représentants pour X modulo 'action de G, c’est a
dire un arbre dont I’ensemble des sommets forme un systeme de représentants
de X° pour l'action de G. Un tel arbre existe toujours (Si on choisit un
reléevement connexe par arcs de G\ X, il se peut qu’il contienne des circuits.
Si on supprime une des arétes de chacun de ces circuits, on obtient un arbre
qui convient, quitte a supprimer encore les arétes dont I'un des sommets
n’appartient pas au systeme de représentants de G\ X souhaité.) On note
S(T') I'ensemble des sommets de l'arbre T" et A(T") ’ensemble de ses arétes.

Définition 85. Soit T un arbre fizé de représentants pour X modulo [’action
de G. On note S(T) l'ensemble des sommets de l'arbre T et A(T) ’ensemble
de ses arétes.

Définition 86. On note Gy la somme amalgamée itérée des sous-groupes
d’isotropie pour l'action de G des sommets de T suivant les sous-groupes
d’isotropie pour l'action de G des arétes de T'.

A Taide du théoreme de Seifert et Van Kampen, on obtient un isomor-
phisme canonique entre G; et le groupe fondamental 7w (EG x ¢ (G.T)).

Proposition 87. Le groupe G est canoniquement isomorphe au groupe fon-

damental m (EG X (G.T)).

Par exemple, si GG opere sur un graphe 7 avec pour domaine fondamental
T la chaine « — ¢« — o alors on a
A B C

7T1(EG XaG (GT)) = GA *Gagp GB *Gee GC

ou G, désigne le sous-groupe d’isotropie pour l'action de G de la cellule o
de 7.

Si E désigne un systéme de représentants de X! pour I'action de G, alors
m(EG x¢ X') = m(EG x¢g (G.E))

On va compléter 'arbre T' en un systétme E de représentants de X! pour
I’action de G.
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Définition 88. Soit e une aréte orientée de 1-squelette d’un CW -complexe
X. On note o(e) lorigine et t(e) l'aboutissement de 'aréte e. On désignera
par G (resp. Goe), resp. Gyey) le sous-groupe d’isotropie de l'aréte e (resp.
de lorigine de l'aréte e, resp. de l'aboutissement de [’aréte e) pour 'action
de G.

Notons pr : X' — G\X! la projection canonique. Soit € une aréte de
G\ X! telle que € ¢ pr(T). Comme S(T) est un systéme de représentants de
XY pour I'action de G, il existe au moins une aréte e € pr1(é) telle que
o(e) € S(T). Fixons une telle aréte e pour chaque aréte de (G\X* — pr(T)).
On note F la réunion de T et de ces arétes, A(E) 'ensemble des arétes du
graphe E, et A(E—T) 'ensemble des arétes du graphe E qui n’appartiennent
pas a l'arbre T'. Pour chaque aréte e € A(E—T'), on note t'(e) € S(T') 'unique
sommet de I'arbre T tel que t(e) = g.t'(e) pour g € G et on choisit v, € G tel
que t(e) = 7.t'(e). L’élément ~, est uniquement déterminé a multiplication a
gauche pres par un élément du sous-groupe d’isotropie Gy ). Par construction
I'ensemble A(E) est un systéme de représentants de X! pour 'action de G.

Définition 89. On note E un graphe fizé d’ensemble de sommets S(E) et
d’ensemble d’arétes A(E) tel que T C E et o(e) € S(T') pour tout e € A(E —
T) (A(E—T) désigne l’ensemble des arétes du graphe E qui n’appartiennent
pas a A(T)). On fize un élément v. € G pour chaque aréte e € A(E —T),
tel que t(e) = v.t'(e), avec t'(e) € S(T).

Définition 90. On note G5 l’extension HNN itérée du groupe G associée
aux paires d’homomorphismes injectifs

(Ge = Goe), g+ 6;Ge = Gy, g — 7. ' 97%)

avec e € A(E—T). On désigne par u. la classe dans Gy du générateur d’ordre
infini qui correspond a l'extension HNN associée a la paire (G — Go(e), g —
9;Ge = Gueys g = 7. ' 97%)-

A T'aide du théoreme de Seifert et Van Kampen, on obtient un isomor-

phisme entre Gs et le groupe fondamental 7 (EG x4 (G.E)), déterminé par
le choix des éléments ..

Proposition 91. Le groupe Gy est isomorphe au groupe fondamental
m(FEG x¢ (G.E))

Proposition 92 (présentation de G2). Soit (gén G1)/(rel G1) une présen-
tation par générateurs et relations du groupe Gy. Par ’extension HNN itérée
de Gy on déduit une présentation par générateurs et relations du groupe Go

(gén Gy;ue, e € A(E —T)/(rel Gi;ucgu,* = v '97e, 9 € Ge,e € A(E —T))
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Etude de p, : m(EG x X') — m(EG x¢g X1)

Commencons par décrire une application qui & toute aréte e € X! d’ori-
gine o(e) € S(T') associe un élément du groupe m (EG xg X1). Si e est une
arcte de l'orientation P, on désignera par € ’aréte opposée.

Lemme 93. Soit une aréte e € X' d’origine o(e) € S(T). Il existe h € Gy
tel que e = he ou e = hy:'e avec € € A(E). L'élément h est unique a
multiplication prés a droite par un élément de Gz ou G,y:lé.

Démonstration. Soit une aréte e € X' d’origine o(e) € S(T). Comme 'en-
semble A(E) des arétes du graphe F est un systeme de représentants de X!
pour I'action de G, il existe h € G tel que e = he ou e = he avec € € A(E).
Par construction de E, on a o(e) € S(T'). Mais S(T) est un systeme de
représentants de X° pour l'action de G, d’olt 0(€) = o(e) et h € G dans
le cas e = he. L’élément h est uniquement déterminé a multiplication pres a
droite par les éléments du sous-groupe d’isotropie G&.

Dans le cas e = he, on pose b/ := hys, soit e = h’yglg On a o(e) =
t(€), et vz 't(€) € S(T), soit o(y5'€) € S(T). Mais S(T) est un systéme de
représentants de X pour 'action de G, d'ott o(75'€) = o(e) et ' € Gy
L’élément h' est uniquement déterminé a multiplication pres a droite par les
éléments du sous-groupe d’isotropie Gvglg. O

Lemme 94. Soit une aréte e € X' d’origine o(e) € S(T), et h € G tel
que e = hé ou e = hys'€ avec ¢ € A(E). On note h la classe de h dans le
groupe Go. On associe a ’aréte e un élément A\, € Go défini par

h siee A(T)
Ae=1{ huz sic€ A(E—~T) ete=he ~
huz;' sie€ A(E—T) ete=hy'e

ainsi qu’un élément u, € G
ht siee A(T)
fe =14 5'h7t sice A(E—T) ete=he
vh™t  sic€ A(E—T) ete=hy'e

On a t(pe.e) € S(T). Lélément N\, est uniquement déterminé quel que soit
le choix de ’élément h.

Démonstration. L’élément h € G, ) existe d’apres le lemme 93, et on a soit
ec A(T),soite e A(E—T).Sie e A(T), alors h est uniquement déterminé
a multiplication pres a droite par un élément de Gg. Mais dans la somme
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amalgameée itérée G1, on amalgame les sous-groupes d’isotropie pour ’action
de G des sommets de T' (dont G o)) suivant les sous-groupes d’isotropie pour
action de G des arétes de T' (dont Gz), aussi la classe h de h dans G est
unique. On note abusivement également h la classe de h dans I'extension
HNN itérée Gy. Comme € € A(T'), on a bien t(p..e) = t(e) € S(T).

Sie € A(E—T), on note de méme h la classe de 'élément h dans Gy. La
aussi, I’élément h est uniquement déterminé dans I'extension HNN associée
a la paire d’homomorphismes injectifs (Gz — Go@), g — 9;Ge — Gy, 9 —
v:'97z). Si e = he, alors t(pe.e) = t(yz'h~le) = 45 't(e) = t'(e) € S(T)
par construction de 1'élément ~z. Si e = hys '€, alors cette fois t(i.e)

t(yzhte) =t(e) = o(e) € S(T). 5

On peut maintenant décrire la projection
Py T(EG x XY) — 1 (EG xg &)

a Paide de 'isomorphisme entre Gy et le groupe fondamental 7, (EG x ¢ X!)
déterminé par les éléments ..
Proposition 95. Soit e = (ey,...,e,) € m(X1) tel que
(i1) t(e;) = o(eir1), 1 <i<n-—1
(111) t(e,) = o(er)
On suppose que le point de base de X est choisi dans S(T).
Alors p.(e) est Uélément de m(EG x g X*') déterminé via l’isomorphisme
entre Gy et le groupe fondamental 7 (EG xg X*') par

)\n/\1/L;1

N sii=1
‘ Miiqe; Si1<i<n

ot

R sit=1
Hi= Hopi_reiHi—1 sil<i<n

Démonstration (esquisse). On a o(e;) € S(T) puisque le point de base de X
a été choisi dans S(7"). On associe ainsi a e; les éléments A\; := A, € G et
[y = jte, € G a l'aide du lemme 94.

On a o(p1ez) = t(pe,e1) € S(T). On peut donc associer a 'aréte uieq les
éléments Ao 1= A, ¢, €6 o 1= [y, e, 01 toujours a 'aide du lemme 94.

On a o(pges) = t(pzes) = t(fyeattie2) € S(T) ce qui permet de conclure
par récurrence que les éléments A; et p; sont bien Ac, et e, sit=1et A\, .,
et fu;_qepti—1 811 <1 < n. [
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Enoncé du théoréme de Brown

Théoréme 96. (/Bro84]) Soit X un CW -complexe simplement connezxe non
vide muni d’une structure cellulaire sur laquelle agit cellulairement un groupe
G, en préservant une certaine orientation P fizée du 1-squelette X' de X.

On associe au couple (X,G) un arbre T et un graphe E comme en sec-
tion 3.5.1. L’ensemble S(T') des sommets de l'arbre T est un systéme de
représentants du 0-squelette X° pour Uaction de G, et l’ensemble A(E) des
arétes du graphe E est un systéme de représentants de X' pour l’action de G.

Soit G1 la somme itérée des sous-groupes d’isotropie pour l’action de
G des sommets de T amalgamée suivant les sous-groupes d’isotropie pour
l'action de G des arétes de T

Soit Gy extension HNN itérée de GG associée aux paires d’homomor-
phismes injectifs (Ge — Goge), g — ¢;Ge — Gye), g — 72 '97.) pour e €
A(E —T) l’ensemble des arétes de E qui n’appartiennent pas a T

Soit R un systéme de représentants du 2-squelette X? pour 'action de G.
AT € R, on associe r, € T (X"') en considérant les 1-cellules qui constituent
le bord de T, puis p.(r;) € Gy (proposition 95). L’ensemble {p.(r,)|r € X?}
engendre un sous-groupe distingué R de GS.

On a alors un isomorphisme de groupes

G~ Gy/R

3.5.2 Présentation de I'

Il nous faut d’abord faire le choix de l'orientation P de Z', de I’arbre T’
et du graphe E. On déterminera ensuite les groupes GGy et G5 conformément
au théoreme 96 ; puis on calculera p,(r,;) pour 7 appartenant a un systéme
de représentants de Z2 pour l'action de I'y. En conclusion on pourra donner
une présentation de Iy par générateurs et relations (proposition 97).

On rappelle que

{U(ABCD); ;W (ABCD); g;¥(ABCD)}

. . -1 -1 .
est un systéme de représentants de Z2, avec g, = ( 1 ) (voir ta-
bleau 3.1).

Choix de l’orientation P de Z?!

Comme Iy opere fidélement sur Z2, on obtient une orientation de Z*
telle que I’y opere sans inversion sur Z' deés lors qu’on a fixé des orientations
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compatibles entre elles des 1-cellules du bord de W(ABCD), g1 V(ABCD) et
g3V (ABCD).
On choisit Porientation P de Z! présentée a la figure 3.4.

[ T 4
- []Orbite de A/B\(_J/Dl
ABCD \BC'T \BCT
! T ABCD: P]Orbite de ABC D,
\ -

A/é\é'/Dg []Orbite de A/B\C/Dg

P e g

F1G. 3.4 — Orientation P des cellules A/B\C/Db ABCDy et ABC D3

Choix de ’arbre T

D’apres le tableau 3.1, I’ensemble
{W(A): g7 W (A); ¥(B); ¥(C); ¥(D)}

est un systéme de représentants de Z°. On choisit 'arbre T’ présenté a la
figure 3.5.

Pour l'identification des 2-cellules de la figure précédente, on pourra se
reporter a la section 2.2.5. Les 2-cellules représentées vérifient les relations
suivantes :
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v
CD
Z) W %
AiDy ABCD, Y BC A/E\C_TDQ

Z 1B k-
T = S\-'—ABCD;;
A B %4,

2

[]Orbite de A/B\C/Dl
—— Arbre T

A Orbite de A/B\C’/Dg
—-»=. Graphe

[ Orbite de ABC D4

F1a. 3.5 — Représentants dans Z des cellules de I'g\ Z
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2=041
3 = g2
1= agA/é\C'/l)Q
ABCDy = a3
A/B\C/D?, = az4

Choix du graphe E

D’apres le tableau 3.1, I’ensemble
{919 (BA); W(AD); ¥(DCO); ¥(CB); g9 (BA); g; W (AD)}

est un systeme de représentants de Z! (on remarquera qu’on a tenu compte de
I'orientation P (section 3.5.2). On choisit le graphe E présenté a la figure 3.5.

Détermination du groupe G,

Le groupe G est la somme itérée des sous-groupes d’isotropie des som-
mets de T" pour 'action de I'y, amalgamée suivant les sous-groupes d’isotropie
des arétes de T" pour l'action de I'y.

Ainsi

GlZ(Fo)\p(A) * (FO)\I/(D) * (FO)\I/(C) * (FO)\I/(B) * (Fo)gfxy(A)

(To)w(ap) (To)w(poy (To)w(cn) (To P20 (BA)
Mais les groupes (I'o)w(apy, (I'o)wpey et (I'o)wep) sont triviaux et

(T'o)g2w(pa)y = (F'o)w(p) (voir tableau 3.1), aussi cette somme amalgamée itérée
devient le produit libre

G1 = (Fo)way * (To)wio) * (To)wiey * (To)gzw(a)

Détermination du groupe G-

Il nous faut préciser les éléments 7. et u. conformément au lemme 90
pour e € A(E —T) = {g:V(BA); g3¥(AD)}.

On at(g1¥(BA)) = VU (B) et U(B) € S(T), aussi on peut choisir y; :=
Ygrw(BA) = (2. On note u; le générateur d’ordre infini ug, v(p4) du groupe Gb.
Comme le sous-groupe d’isotropie (I'g) g, w(pa) est trivial, 'extension HNN de
(G, associée a la paire d’homomorphismes injectifs

(Co)grwsay = (Lo)um); (Fo)gwmay — (Lo)wa))
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est isomorphe au produit libre Gy % C' ou C' = (uy).

On a t(g?¥(AD)) = as¥ (D), et ¥(D) € S(T). On peut ainsi poser v, =
Yg2w(ap) = Q5. On note uy le générateur d’ordre infini ug2g4p) du groupe
Go. Comme le sous-groupe d’isotropie (I'y) g20(AD) & pour unique ¢lément non
trivial az et (I'g)w(py pour unique élément non trivial ag, 'extension HNN
de G x C associée a la paire d’homomorphismes injectifs

((To)gzwiany = (Fo)gzw(ay, a3 = as; (Fo)g2wapy = (Fo)w(p), az — )

est isomorphe a
Gy 22 (Gy % O * C")/{ugasuy * = ag)

oit C'= (u;) et C" = (uy). (On a utilisé I'égalité oz 'azas = ag.)

Evaluation de p.(r,)

On choisit ¥(B) comme point de base de 'espace Z. On va appliquer la
proposition 95 au systéme de représentants de Z2

{U(ABCD); ;¥ (ABCD); gV (ABCD)}

Détermination de p.(rvaBcp))

On a rgupcep) = (V(BA),V(AD),¥(DC),¥(CB)). Etant donné que
o(V(BA)) = ¥(B) € S(T) et ax¥(BA) € A(E —T), on a A\ = oy
et 3 = 7, 'ay’ = 1. On trouve ensuite \y = 1 et pp = 1.y = 1 car
iV (AD) = U(AD) € A(T). Puis A3 = 1 et uz = luy = 1 car uu¥(DC) =
U(DC) € A(T). Enfin \y = 1 et uy = 1 car u3V(CB) = V(CB) € A(T).
Donc d’apres la proposition 95 p.(rwapcp)) est déterminé par asu,.
Détermination de p.(rg, w(aBcD))

On a rgwupepy = (1V(BA), n¥(AD), ¥ (DC),¥(CB)). Comme
0(g1¥(BA)) =¥(B) € S(T) et 4 V(BA) € A(E—T),ona A\ =uy et pig =
il =a;t. Ona g V(AD) = a1 V(AD) et U(AD) € A(T),dou Ay = o et
o = aipy = aja; b Par ailleurs pp9 ¥ (DC) = agW¥(DC) et ¥(DC) € A(T),
aussi \3 = g et 3 = agpe = agarady. Enfin on a pu3¥(C'B) = oV (CB) et
U(CB) € A(T), soit \y = ay et f1g = iz = auaaios, . Mais py € G, et
dans G, on a ayagay = ay (voir tableau 3.1), aussi py = 1. Ainsi d’apres la
proposition 95, p, (Tglq,(ABCD)) est déterminé par agagoiu.
Détermination de p.(rg2¢aBcD))

On a T2 w(ABCD) = (29 (BA), 2V(AD), 29 (DC), ¥(CB)). Comme
o(g2¥(BA)) = ¥(B) € S(T) et g?¥(BA) € A(T),ona X\ =1et g =1. On
a 11192V (AD) = g?VU(AD) € A(E —T), aussi Ay = ug et po = 75 11 = .
Puis 11,020 (DC) = U(DC) € A(T), soit A3 = 1 et uz = 1.y = a; . Enfin
usW(CB) = as¥(CB) et V(CB) € A(T), don Ay = a5 et gy = asuz = 1.
Ainsi d’apres la proposition 95, p*(rg%q,( ABCD)) est déterminé par asus.
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Présentation du groupe I'y

D’apres le théoreme 96, le groupe I'y est isomorphe au quotient du groupe
G par le sous-groupe distingué engendré par les éléments p.(rvapcp)) =
o1, Du(Tgiw(ABCD)) = Qa0 Uy €t p*(rg%q,(ABCD)) = ai5Usy. Le premier et le
dernier de ces trois éléments permettent d’identifier u; avec as et uy avec asx
au sein du groupe I'.

Comme Gy = (G1#C *C") /{(usasuy* = ag) et uy = a5 dans Iy, 1’élément
ag n'est pas un générateur de I'y et on obtient finalement

Proposition 97. Le groupe I'y est isomorphe au quotient
(Cg * (CQ X CQ) * (CQ X CQ))/<R>

ou R est une certaine relation entre les éléments d’un systéeme de générateurs

du produit libre Cy x (Cy x C3) * (Cy x Cs).

Plus précisément, si oy = (Z —i)’ Qg = <_Z _Z-Z); Qa3 = (_12 _11)7

- —1—1 i
a4—( ; )eta5—(1_i _Z.),alorsona

Iy = (<a1> * (g, az) * (Qy, a5>)/<a1a2a4 = a503055)

3.5.3 Calcul de H'(BI'y;F,)

Calculer le premier groupe de cohomologie d'un groupe G quand on
connait une présentation de GG par générateurs et relations est facile, car
on a

H'(BG; Fy) = Hom,,, (G, Fy)

On a de maniere évidente
Homgrp(Cg * (CQ X 02) * (CQ X CQ),FQ) & (FQ)S

La relation (R) : ajasay = asasas crée une contrainte sur 'image de
I'un de ces cinq générateurs par un homomorphisme de groupes de I'y dans
]FQ. D’ou

H'(Bly; Fy) = Hom,,, (T, Fy) = (Fy)*
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3.5.4 Cohomologie de BI',

On va revenir sur la deuxieme page de la suite spectrale E., (voir proposi-
tion 83). Comme H'(BIy; Fy) est de dimension 4 sur Fy, la seule différentielle
de la page Ej est non triviale. On en déduit que la suite spectrale E’ dégénere
en page 3 et est concentrée en colonne 0. Plus précisément :

Proposition 98. Soit I'y le sous-groupe d’lwahori de PSLy(Z[i]) des ma-
trices triangulaires supérieures modulo ’idéal (1 + 1). Tout homomorphisme
du produit libre Cy % (Cy x Cy) x (Cy x Cy) vers T'y qui envoie Cy (resp. une
des copies de Cy x Cy, resp. la copie restante de Cy X Cy) isomorphiquement
sur le sous-groupe d’isotropie (I'g) 7, (resp. (L'o)z,, resp. (T'o)g) induit une
injection en cohomologie a coefficients dans Fo dont le conoyau est concentré
en degré 1 et de dimension 1 sur Fs.






Chapitre 4

Cohomologies de BPSL»y(Z[4, %] )5
BSL2(Z[i,3]) et BGL2(Z[i, 3])

Dans tout le chapitre, I' désignera PSLy(Z[i]) et I'y le sous-groupe d’'Iwa-
hori de PSLy(Z[i]). On rappelle que pour h € Z, on désigne par I'j, (resp.
(T'0)n) le sous-groupe d’isotropie de h pour laction de I' (resp. I'g) sur Z.
Pour une question de mise en page des formules, on abregera parfois H*(—; Fs)
par H*(—).

Soit une application 'y-linéaire f : Z — Z. Pour x € I'g\ Z, application
f induit une application de I:I*<Brf($);]F2) vers H (B(Ig); F2). On notera
cette application Res(f(z);z) dans tout le chapitre.

4.1 Cohomologie de BPSL2(Z][z, %])

4.1.1 Situation

Les deux chapitres précédents ont été consacrés au calcul des cohomolo-
gies de I' et de son sous-groupe d’Iwahori I'.

On a montré (proposition 66) que la cohomologie réduite H (BT; Fy) est
isomorphe a la somme directe I:I*(BFA; Fy) @ ﬁ*(BFC; Fy) ou 'y = Cy x Cy
et T'o = 4. On a également montré (proposition 98) que la cohomolo-
gie réduite H (BLy;F,) s'injecte dans la somme directe ﬁ*(B(Fo)gl;Fz) @
H'(B(I'o) z,;F2) @ H (B(Io)g: Fa) ot (To)z, = Cp et (To)z, = (To)g =
Cy x Cs.

On a vu en section 3.1 que les groupes I' et I'g sont reliés & PSLy(Z]i, 5])
par la décomposition en somme amalgamée

1
PSLQ(Z[Z, 5]) =T *T r

73
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ol les deux injections de I'y dans I' sont 'injection standard ¢ : I'y — IT" et

I’injection non standard j = ¢, o1, avec ¢, la conjugaison par m = 1+
Les injections i et j induisent des applications *, j* : H*(BI';Fy) —

H*(BI'y; F2). On notera (7, 7)* I'application

j)* : @ H"(BT;F,) — H*(BI'; Fy)

(t1,t2) = (4,7) (L1, t2) = 7" (t1) + j*(t2)

De la décomposition de PSLy(Z[i, 1]) en somme amalgamée se déduit la
suite exacte longue

. — HP(BPSLy(Z[i, =]); Fy) — @HP (BI; Fy) Y22 HP(BLy; Fy) &

avec p € N et d 'homomorphisme bord de degré +1.
On va montrer que

H*(BPSLy(Z], %}), Fy) = ker(i, j)*

4.1.2 Etude de (2,7)*

Description de ¢*

Le produit ¢ x Idz définit une application de EI'y X, Z vers EI' X1 Z car
pour 79 € g et x € Z, on a (i x Idz)(y0,2) = (0, ) et (i x Idz)(1,y0x) =
(1,70x). Comme Z est contractile, I'application (i x Idz)* : H{(Z;Fy) —
Hf, (2;F;) est I'application i* : H*(BI';Fy) — H*(BL; Fy).

L’application (i x Idz) induit la projection canonique p : [o\Z — '\ Z
et on a le carré commutatif

Ely xpr, 2 2, Bl xp 2
| |
o\ Z LN N2z

Suivant les notations des pages 28 et 55, on a p~1(A) = {A;, Ay}, et p~1(C) =
{C}, d’on on déduit la proposition qui suit.
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Proposition 99. L’application i x Idz induit en cohomologie a coefficients
dans Fy une application

i* - H(BT4) & H"(BT¢) — H*(B(To)z,) & H'(B(Ty) 5,) & H*(B(To))

dont les composantes sont Res(A;gl), Res(A;/Tg) et Res(C; 6’), et telle que
le diagramme suivant commute :

H*(BI) ——— H*(BT4) & H*(BT¢)
(prop. 66)
lé* | i
(prop. 95)

H*(BTy) = HYB(Ty)z,)®H*(B(Lo)z,) ® H*(B(Iy)a).

Description de j5*

On va ramener la compréhension de I'application j* a celle de l'effet de
la rétraction p du corollaire 23 sur certains sous-réseaux des réseaux bien
arrondis. On pourra alors utiliser les résultats des calculs de la section 1.4.

Lemme 100. Soit l'application f; : GLy(C) — GLy(C), g — 7w 'g. Elle
induit une application Tg-Eéquivariante fy : Z — Z telle que (j X fa) : ETo X
Z — EI'x Z induise une application entre les constructions de Borel ET'y X,
Z et EI" xp Z.

Démonstration. L’application f; est U(2)-équivariante & droite de maniere
évidente. Si l'action de T’y sur la copie de droite de GL2(C) est conjuguée
par ¢, a l'action de I'y comme sous-groupe de I' sur la copie de gauche de
GL2(C), alors I'application f; est également I'y-équivariante a gauche.

En passant au quotient par 'action de U(2) sur GLy(C), puis en com-
posant par la rétraction p de la proposition 24, on obtient une application
['g-équivariante fy : Z — Z. L’application j X fo : E[' x Z2 — EI' x Z
définit une application au niveau des constructions de Borel. En effet, pour
Yo €Llogetz € Z,ona (jx f2)(,7) = (cr(10), f2(x)) et (J x f2)(1,707) =
(1, cr(y0) f2(x)) par la T'g-équivariance de fs. ]

Lemme 101. Soit l'application f1 : GLy(C) — GLy(C), g — m 'g. Elle
induit une application
f W —-wt

(L1, L) = p(L2)

ou p est la rétraction du corollaire 23
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Démonstration. L’application f; induit une application de W' vers W’ don-
née par (L1, Ly) — p((L1, Ly).7~1). On note f la composition de cette ap-
plication avec la projection W' — W?*' (L, Ly) — L;. On va expliciter
I’application f.

Considérons la paire (Stdy, Ly) € W', ou Ly = <((1)> , <13—2)> On a
(Stdy, Ly).mt = (L, (1 + 7)Stdy), et par suite f(Stdy, L;) = p(L;). Par
transitivité de l'action de GLy(C) sur W', on obtient f(L1,Ls) = p(Ls)
(proposition 75). O

Proposition 102. Pour déterminer explicitement ’application
j* H*(BI;F2) — H*(BLo; Fa)
il suffit de connaitre 'application
W —-wt

(L1, La) = p(Lz)

ou p est la rétraction du corollaire 23.

Démonstration. Soit 'application f; : GLy(C) — GLy(C), g — 7 'g. Pour
des actions de I'y sur Z adéquates (preuve du lemme 100), cette applica-
tion induit une application I'p-équivariante fo : Z — Z telle que (j x fo) :
ETyx Z — ET x Z définisse une application entre les constructions de Borel
(lemme 100). Comme Z est contractile, 'application (j x f2)* : Hi.(Z;Fy) —
Hf, (Z;F;) est I'application j* : H*(BI';F;) — H*(BIlo;[F). Par ailleurs,
I'application (j X f2) induit au niveau des quotients I'\ Z et I'(\ Z la méme
application que fs.

L’application f; : GL2(C) — GL2(C) induit également une application
f W — W' quia la paire de réseaux (L1, Ly) de W' associe le réseau
p(Ly) de W1, ol p est la rétraction du corollaire 23 (lemme 101).

Les applications f> et f proviennent de la méme application biéquiva-
riante et induisent donc la méme application de I'g\ Z = W' /U(2) vers '\ Z =
W1 /U(2) (propositions 20 et 78), qui est aussi celle induite par j X fy, d’olt
la proposition. O

L’application f a été déterminée en section 1.4, a I'aide d’une étude ex-
plicite de la rétraction p (voir les tableaux 1.2 et 1.4). On a f~1(A) = {A4;,C}
et f71(C) = {Ay}. Considérer ainsi les restrictions Res(4; A1), Res(4;C) et

Res(C; As) suffit a décrire 'application j*.
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Proposition 103. L’application j X fo induit en cohomologie a coefficients
dans Fy une application

j* : H*(BT'x) @ H*(BT¢) — H*(B(Ty) 1,) & H*(B(I'0)z,) ® H*(B(T0)z)

dont les composantes sont Res(A; A}), Res(A; 5) et Res(C; 112), et telle que
le diagramme suivant commute :

H*(BT) —=— H*(BT4) ® H*(BT¢)
. (prop. 66) .
Ly L j#
(prop. 98)

H*(BLy) " H*(B(Fo)z,) @ H*(B(Io)z,) © H*(B(Ly)g).

Description de (¢,75)*
Des propositions 99 et 103, on déduit une application

(i,5)" : @ H'(BI';Fy) »H (B(To) 5,; F2) H (B(To) 1,; F2) ®H (B(Ty) s Fa)

(t1,t2) = () + 57 (L)
pour (t1,t,) € @, H (BL;Fy).

Proposition 104. Le diagramme suivant commute :

P a(Br) (pj—g(,{ P (H*(Br.4) & H*(BI'¢))
G g)" ) T L)
m(sry) "B H(B(T) 1) @ HY(B(Ty);,) ® H(B(To)g).

Afin de rendre lisibles les énoncés qui suivent, on notera I:I*(BI" ;IFy)
la cohomologie de la seconde copie de H (BI;Fy) (resp. H (BI,;F,) et
H'(BI,; Fy) ses composantes ; resp. Res(4’; —) et Res(C’; —) les restrictions
qui en sont issues).

On rappelle que H*(BI";; Fy) =2 H*(BI'4; Fs) = H*(BCyx Cy; Fy). On note
{x,y} (vesp. {2/, 9'}), || = |y")| = 1, un certain systeme de générateurs de
H*(BI'Y: ).

De la méme facon, on note {09, 03,23} (resp. {0}, 0%, 24}), |J§/)] = 2
\Jg)| = |z§/)| = 3, un certain systeme de générateurs de H*(BI'¢; Fy) (resp.
H*(BI'; F,)) car H*(BL¢; Fy) 2 H*(BI; Fy) 2 H* (BUy; Fo).



78 Chapitre 4. Cohomologie & coefficients dans F; de BGL2(Z[s, 3])

On a H*(B(I'g) 5,; F2) = H*(BCs; Fy). On note {a}, |a| = 1 le générateur
de H*<B(F0>ﬁ1 ) ]FQ)

Enﬁn, H*(B(Fg)g2,F2) = H*(B(Fo)é,Fg) = H*(BCQ X CQ;IFQ). On note
{b,c}, [b] = [c| = 1, un certain systeme de générateurs de H*(B(I'g) 7,; F2) et
{d,e}, |d| = |e] = 1, un certain systeme de générateurs de H*(B(I'g)s; F2).

Tous les systemes de générateurs précédents seront précisés au cours de
la preuve de la proposition qui suit.

Proposition 105. L’application
(i,4)* : H*(BT) @ H*(BI') — H"(B(Ty)z,) ® H*(B(Ty) 3,) © H*(B(T0)z)

est décrite par la matrice qui suit.

Démonstration. Soit a I'unique générateur de H*(B(I'g) 5,; F2) = H*(BCy; F2)
(lemme 130). Comme H*(BFg); Fy) = H*(BC; x Cy;Fy), la restriction
Res(A(’);fL) est surjective, et on peut choisir un systeme de générateurs
{20) 4y € HI(BFX);IFQ) de telle facon que Res(A®: A;)(y?)) = 0 et donc
Res(AV; Ay)(z")) = a (lemme 134).

Comme H*(B(Dy)7,:Fy) = H*(B(D)z:Fe) = HY(BIY:F,) | les res-
trictions Res(A; A3) et Res(A’;C) sont des isomorphismes. On pose b =
Res(A: A)(z), ¢ = Res(A; A5)(y), d = Res(A'; C)(2') et e = Res(A’; O)(v/).
L’ensemble {b, c} est un systeme de générateurs de H*(B(T'y) 7,;F2) et I'en-
semble {d, e} est un systeme de générateurs de H*(B(I'y)z; Fa).

Les restrictions Res(C; 6) et Res(C’ ;22) sont des injections puisque
H*(BF(C/); Fy) = H*(BRy; Fy). Si {09, 03, 23} est un systeme de générateurs de
H*(BL'¢; Fy), on a forcément Res(C; C)(03) = d*+de+e2 et Res(C; C)(o3) =
de(d + e) (lemme 135). Quitte a remplacer z3 par z3 + o3, on peut imposer
Res(C: C)(z3) = d® + d2 + ¢*. De méme, si {0}, 0%, 2,} est un systeme de
générateurs de H*(BI'; ), on a forcément Res(C; Ay)(a) = b% 4 be + 2 et
Res(C; As) (o) = be(b + ¢). Quitte & remplacer 24 par 24 + o, on peut aussi
imposer Res(C; Ay)(24) = b + b2 + ¢, O

Structure de H*(BSO(3);F;)-module de ker(z, 5)*
On a ker(i, j)* = ker(i, j)# d’aprés le diagramme de la proposition 104.
C’est ce dernier qu’on va déterminer.
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0 0 0 2 P|@+op+ep | (@+p)ap | 2+op+p 0 0| Ca2(nd).H
220+ 60 | (0+9)29 | 2+99+ 4 0 0 0 0 0 2 q | oY (on)g).H
0 0 0 0 D 0 0 0 0 v | (oY (0Dg).H
&2 o o fi s 1574 €0 ¢o fi T
(ca9a14).H (caVaa).H (2q°14).H ((4vad).H

TAB. 4.1 — Matrice de I'application (i,7)%
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Soient (Py, P) € H (BT 4; Fy) @ H (BL¢; Fy) et (Ps, Py) € H (BIY,; Fy) @
H'(BI; F,). En lisant la table 4.1, on observe que

(a) Res(A; A)(Py) = Res(C; Ay)(Py)
(P, Py), (Ps, Py)) € ker(i, j)*&4 (b)) Res(C; C)(Py) = Res(A; C)(P;)
(¢) Res(A; A)(P) = Res(A; Ay)(Ps)

On se réferera a ces trois conditions comme les conditions (a), (b) et (c).

Les groupes I'y = Cy x Co, T'c = 2y, <F0)Zl =~ Oy, (I“O)g2 >~ Oy x Cy et
(I'o)z = Ca x Cy sont tous des sous-groupes de I'. Les cohomologies de leurs
classifiants héritent de ce fait d’une structure de H*(BSO(3);Fy)-module,
obtenue par restriction (voir lemmes 130, 134 et 135 en appendice).

Toutes les composantes de I'application (7, j)* sont des homomorphismes
de H*(BSO(3); Fs)-modules pour ces structures de H*(BSO(3); Fy)-module.
L’application (7, j)* est ainsi aussi un homomorphisme de H*(BSO(3);F2)-
modules, et par suite ker(i, j)* = ker(7, j)# est un H*(BSO(3); Fy)-module.

Pour exhiber la structure de H*(BSO(3); Fo)-module de ker(, j)*, il est
nécessaire d’étudier un peu plus profondément les conditions (a), (b) et (c).
C’est l'objet des trois lemmes 106 a 108 qui suivent.

Lemme 106. Soit {09,03,25} un systeme de générateurs de ﬁ*(Bglzl;]FQ)

choisi comme au lemme 135. Soit P € HY(B24;Fy) non nul. Alors, P est
g g=3

congru a 0 ou 0§ modulo l'idéal (o3) si q est pair (resp. 0 ou 23052 si q est

impair). En d’autres termes, on a H*(BUy4;Fy)/(03) = Fa[oa]{1, 23}.

Démonstration. On a z3 = o3 + 03(03 + 23) d’apres le lemme 135. Donc 22
est congru a o3 modulo I'idéal (o3). O

Lemme 107. Soient P, € ﬁq(BFA;IFg) et Py, € ﬁq(BF’C;Fg) tels que
Res(C"; A2)(Py) = Res(A; As)(Py) (condition (a)). Alors on a ’équivalence

P, € (0}) < Res(A; A)(P) =0
et si Py & (04), on a Res(A; A)(Py) = at.
Démonstration. Soient P, € ICIq(BFA;]Fg), et P, € ICIq(BF’C;IFQ) tels que
Res(C’; Ay)(Py) = Res(A; A2)(P1) (condition (a)). Si Py est nul, alors Py
également car Res(A; As) est un isomorphisme, et donc Res(A; A;)(P) = 0.
On considere désormais que Py est non nul, et par suite ¢ > 1 puisque
ﬁl(BQl4; Fy) = 0. D’apres le lemme 106, on sait que modulo 'idéal (0%), Py

N g . . N =3 . . .
est congru a 0 ou 042 si ¢ est pair (resp. & 0 ou 2405 2 si ¢ est impair).
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Soit I'idéal (¢) de I:I*(B(FO)ZQ;FQ). En lisant la table 4.1, on constate que
Res(C”; Ay)(04) € (c), Res(C’; Ay)(0) ¢ (c), et Res(C'; Ay)(24) ¢ (c), soit
Péquivalence Py € (0}) < Res(C”; Ay)(Py) € (c).

L’image réciproque de 'idéal (c) par I'isomorphisme Res(A4; Eg) est 1'idéal
de ﬁ*(BFA; Fy) engendré par y (table 4.1), d’ou I'équivalence Py € (0}) <
P, € (y) sous 'hypothdse Res(C'; A3)(Py) = Res(A; Ay)(Py).

Mais le noyau de la restriction Res(A; A;) est 'idéal (y) (table 4.1), d’ot
I’équivalence du lemme.

Si on suppose maintenant que P, n’appartient pas a l'idéal (%), alors
Res(A; A;)(Py) est non nul. Mais I:Iq(B(FO)gl;IFQ) = Fo{a?} (lemme 130),
soit la fin du lemme. O

Lemme 108. Soient P, € HY(BU¢;Fy) et Py € HY(BT:F,) tels que
Res(C;C)(P2) = Res(A’; C)(Ps) (condition (b)). Alors on a l’équivalence

Py € (03) & Res(A'; A))(P3) =0
et si Py ¢ (03), on a Res(A'; A))(Ps) = a9,

Démonstration. Voir lemme 107. ]

Soit {79, 73, 23} un systeme de générateurs de ICI (BAy; Fo) ChOlSl comme
au lemme 135, et considérons les injections v : H (B FC,]FZ) — H (B4 Fy)
et v/ : H (B[ Fy) — H (By; Fy) définies par ( ) = To, V)( é)) =03
et V(’)(zg)) = z3. On note (v, ') 'homormophisme

(v,)) : H (Bl¢; Fy) @ H (BI; Fy) — H (BUy; Fy)

(,y) = v(z) + 1V (y)

et A 'homomorphisme diagonal
A H (B Fy) — H (BI¢; Fo) @ H (B )

o9 — (09, 0%), o3 — (03,0%), 23— (23, 25)
On désignera par A(P)c (resp. A(P)¢r) la composante de A(P) suivant
H'(BI'¢;F,) (resp. suivant H (BI';Fy)). De manitre évidente ker(v, ') =
im(A).

Lemme 109. On considére les homomorphismes (v,v') et A.
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(i) On a une injection
ker(i, j)* <& H*(BT¢; ) @ H*(BI'; o)
((Pr, P2), (Ps, Py)) = (P2, Py)
(ii) On a une inclusion ker(v, ') C n(ker(i, j)%).

(ii) On a une égalité (v,v') o n(ker(i, j)*) = (73) o (73) est Vidéal de
H*(BUy; Fy) engendré par os.

Démonstration. Preuve de (7). On peut reformuler les conditions (a) et (b)a
I’aide des lemmes 134 et 135 : P; est completement déterminé par P, et Pj est
completement déterminé par P». On obtient ainsi une injection de ker(i, j)#
dans H (BL¢; Fo) @ H (BT Fy), en envoyant ((Py, Py), (Ps, Py)) sur (Py, Py).

Preuve de (ii). D’apres les lemmes 107 et 108, on peut trouver P; €
H' (BL4;F,) et Py € H (BIY);Fy) tels que n((Py, A(P)¢), (Ps, A(P)e)) =
A(P) pour tout P € H (B24; Fy). Par construction

Res(C; A,)(Py) = Res(C"; A) (Ps)

soit im(A) C n(ker(i, j)#) (condition (c)).

Preuve de (iii). Soient (Py, Py) € H (B[ 4;Fo)®H (Bl Fy) et (P, Py) €
H'(BI,; Fo) @ H' (BI; Fy) vérifiant les conditions (a) et (b). Les lemmes 107
et 108 se réécrivent respectivement (v/(Py) € (03) < Res(A; AN (P) = 0) et
(v(P,) € (03) < Res(A'; Ay)(Ps) = 0).

Si (v,V) (P2, Py) € (3), alors soit (v(P2) € (03) et V/(Py) € (03)), soit
(v(P) ¢ (03) et V' (Py) ¢ (03 )) Dans le premier cas, on a Res(A; A;)(Py) = 0
par le lemme 107 et Res(A’; A;)(P3) = 0 par le lemme 108, soit la condition
(¢). De méme, dans le second cas, on a Res(A; A;)(P,) = Res(A’; A,)(Ps) =
a? par les lemmes 107 et 108, soit également la condition (¢). On a donc
l'inclusion (v, ') o n(ker(i, j)%) D (3).

Pour I'inclusion inverse, supposons que le couple ((P1, ), (P3, Py)) vérifie
les conditions (a), (b) et (c). Si Res(A; A;)(Py) = Res(A’; A;)(P.

)
3) = 0, alors
v(Py), V' (Py) € (03) par les lemmes 107 et 108, soit (v,v')(Ps, Py) € (o
(P,

€ (03). S

2) & (0 )
V(Py) =
'535247 mod (73) si ¢ est impair (lemme 106)). Donc (v,v')(Ps, Py) appar-
tient aussi & (73). On a donc l'inclusion (v, ') o n(ker(i, j)#) C (73). O

par contre Res(A4; A, )(Py) = Res(A'; A)(Py) = a4, alors v(Py), v

soit v(Pp) = V/(P)) = 02 mod (03) si q est pair (resp. v(P)
-3

Proposition 110. On a une suite exacte courte de H'(BSO(3); Fy)-modules

()

1 — im(A) — n(ker(i,j)") =" (03) — 1
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Démonstration. Se déduit du lemme précédent. O

Proposition 111. En tant que H*(BSO(3);Fy)-module, on a un isomor-
phisme

ker(i, j)* 2 Fa[ws, wsl{1, as, bs, asbs}
ou laz| = |bs] = 3, avec la structure multiplicative a3 = w3 + w3 + wsag,
b2 = wsbs. La série de Poincaré associée a ker(i, j)¥ est

14+ 2t3 +1¢6
(1 —#2)(1 —13)

Démonstration. On va analyser la suite exacte courte de la proposition 110.
L’image de I'homomorphisme A est isomorphe en tant que H*(BSO(3); Fa)-
module au H*(BSO(3); Fy)-module libre de rang 2 H*(B2(y;F2) (lemme 135
en appendice). L’ensemble {1,Z3} en constitue une base. L’idéal (o3) est
également un H*(BSO(3); Fy)-module libre de rang 2 (lemme 136 en appen-
dice). L’ensemble {73, 2303} en constitue une base. La suite exacte courte de
la proposition 110 est donc scindée, et le H*(BSO(3); Fy)-module ker(i, j)# =
n(ker(i, j)#) est libre de rang 4.

Si on note 1 := A(1), a3 := A(Z3) et by = (03,0) € nlker(i,j)*) C
H*(BI'¢; Fo) @ H*(BI',; Fy), alors on a (v, V') (bs) = 03 et

(v, v)(asbs) = (v,1)((23, 23) (03, 0)) = (v, ) (2303, 0) = 2307

L’ensemble {1, as, bs, azbs} constitue donc une base de ker(i,j)* en tant que

H*(BSO(3); Fy)-module. La structure multiplicative se déduit du lemme 135

en appendice et du fait que b3 = (03,0)(03,0) = (03,0%)(03,0) = w3bs (par

fonctorialité des classes de Stiefel-Whitney, on a w3 = A(a3)). O
Surjectivité de (¢,7)*

Proposition 112. Le conoyau de (i,§)% est concentré en degré 1 et est de
dimension 1 sur FFy.

Démonstration. On va se servir des séries de Poincaré (lemmes 130, 134
et 135). On pose

K := (H*(BL'4;F2) @ H*(BT'¢;; F2)) @ (H*(BIy; F) @ H*(BI'; Fs))

et
L :=H*(B(To),;Fa2) @ H (B(Fo) 5,; F2) ® H*(B(Lo) &; Fa)

La série de Poincaré associée a K est 2 ( (1_1t)2 + = tl;)r(tf_ t3)> car 'y = Cyx Oy

et o = Ay. Celle associée a L est 1 + ﬁ car (I'g)z, & Cy et (o) g, =
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(To)g = Co x Cy. Enfin, celle associée au noyau de (i,7)# est %
d’apres la proposition 111.
Comme on a

dimg, coker(i, j)* = dimg, ker(4, j)* + dimg, L — dimg, K

on obtient la série de Poincaré associée a coker(i, j)# :

14+ 2t3 +t6 1 2 1 1+¢3
A—oi—t) (1—75* <1—t>2> ‘2<<1—t>2+ <1—t2><1—t3>) -

Le conoyau de (i, )# est donc concentré en degré 1 et de dimension 1 sur Fs.
]

Proposition 113. L’application
(¢,J)" - H*(BI';Fy) @ H*(BI; Fy) — H™(BI'o; )
est surjective.

Démonstration. Du diagramme 104, on déduit que les images de (i,7)* et
(4,7)% sont isomorphes. Si ¢ > 1, on sait que (Im(7,5)#)? = L? par la pro-
position 112 et dimp, L? = dimy, HY(BI'y; Fs) par la proposition 98. Donc
(4,7)* est surjective en degré ¢ > 1. Si ¢ = 1, on sait que dimg, (Im(i, j)#)! =
dimg, L' — 1 par la proposition 112 et dimg, L' = dimg, H'(BTy; Fy) + 1 par
la proposition 98, soit dimg, H' (BLg;Fy) = dimg,(Im(4,5)*). Donc (4,7)*
est aussi surjective en degré 1. O]

4.1.3 Cohomologie de BPSL2(Z][z, %])

On peut maintenant analyser la suite exacte longue de type Mayer-
Vietoris associée & la décomposition en somme amalgamée de PSLy(Z[i, 1]),
a savoir

(4:5)"

1
- — HP(BPSLy(Z[1, §]);IFQ) — EBHP(BF;FQ) —— HP(BT; Fs) LA
2

avec p € N et d 'homomorphisme bord de degré +1.

Comme application (i,7)* est surjective (proposition 113), on obtient
que la cohomologie de BPSLy(Z[i, %]) a coefficients dans Fy s’injecte dans
@, H*(BI';Fy) et est isomorphe a ker(7, j)*. En d’autres termes, d’apres la
proposition 111 on a le résultat qui suit.
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Théoréme 2. On a un isomorphisme de Fa|ws, ws]-module
1
H*<BPSL2(Z[Z, 5]), Fg) = ]FQ [U)Q, wg]{]_, as, b37 Cbgbg}

ou wy et wsz sont les classes de Stiefel-Whitney de la représentation canonique
de PSLy(Zli,5]) dans PSLy(C) (dont le classifiant a méme type d’homotopie
que celui de PSU(2) = SO(3)) et |as| = |bs| = 3. La structure multiplicative
est donnée par a3 = w3 + w3 + wsag, b3 = wsbs.

4.2 Cohomologie de BSLy(Z][z, %])

On rappelle que PSU(2) = SO(3). On obtient ainsi la suite exacte courte
1 — (£1) — SU(2) — SO(3) — 1, a laquelle est associée une suite spectrale
de Lyndon-Hochschild-Serre dont la deuxieme page est donnée par

ES¢ 2 HP(BSO(3); HY(BCy; Fy))

L’action de SO(3) sur H*(BCy; Fo) = Fo[t], [t| = 1, est triviale, d’ou

I’isomorphisme
Ey? = H*(BSO(3); F2) ® H*(BCy; Fa) = Falw,, ws, 1]

ou |ws| = (2,0), |ws| = (3,0) et [t| = (0,1) (we et ws sont les classes de
Stiefel-Whitney).

On rappelle le comportement de cette suite spectrale. Comme groupe
topologique, SU(2) est homéomorphe & la sphere S? de dimension 3, qui est
3-connexe. Les trois premiers groupes de cohomologie de BSU(2) sont donc
nuls, ce qui signifie que daot # 0, soit dot = wy et de méme dst? # 0, soit
dst* = w3 (on aurait aussi pu utiliser un argument de transgression). On en
déduit que la page E,4 est isomorphe comme Fy-algebre & Fy[tt]. Comme la
page E4 est concentrée en colonne 0, la suite spectrale dégénere. On a alors
Eo = Fy[t!], et on trouve ainsi ¢y = t4.

Théoréme 3. On a un isomorphisme d’algébre
1
H*(BSLQ(Z[Z, 5]), ]FQ) = FQ[CQ] X A(CL3, bg)

ou co est la deuxiéme classe de Chern de la représentation canonique de

SLy(Zli, 3]) dans SLy(C), et |ag| = |bs| = 3.

Démonstration. On a le diagramme commutatif de suites exactes courtes qui
suit, ou toutes les injections sont les inclusions canoniques.
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1 - (1) — SU(2) — SO(3) — 1 (1)
[ 1 1

1 - (1) — SLy(C) — PSL,(C) - 1 (2
[ J J

1 — (1) — SLo(Z[i, 1) — PSLo(Z[,1) — 1 (3)

Soit (yE (resp. (9)E, resp. 3E) la suite spectrale de Lyndon-Hoschild-
Serre associée a la suite exacte courte (1) (resp. (2), resp. (3)).

Par naturalité des suites spectrales de Lyndon-Hoschild-Serre, le dia-
gramme précédent implique l'existence d’homomorphismes de suites spec-
trales ¢ : 9E — )E et ¢’ : 9)E — (3yE. L’homomorphisme ¢ est un iso-
morphisme car H*(BSLy(C); Fy) = H*(BSU(2); Fs), et H(BPSLy(C); Fy) =
H*(BSO(3);F2). On a donc un homomorphisme ¢' o o~ : 1)E — (3)E.

La structure de la suite spectrale (;)E a été décrite plus haut. La deuxieme
page de la suite spectrale (3)E est donnée par

(3)E12)’q = Hp(BPSLQ (Z[Z, %]), Hq(BCQ, ]FQ))
car Paction de PSLy(Z[i, 3]) sur H*(BCy; Fy) est forcément triviale (une seule
classe non nulle en chaque degré de H*(BCy; Fy)).

Au niveau des deuxiémes pages, I’homomorphisme ¢’ o ~! est donné par
la structure de H*(BSO(3); F5)-module de H*(BPSLy(Z[i, 11); F») décrite au
théoreme 2 et I'identité entre les noyaux des trois suites exactes (1), (2) et
(3). Ainsi, ¢ 0 ™! (ws) = wa, ¢’ 0 ™ (wy) = wy, et ¢ 0 p7H(t) =1

Pour ce qui est des différentielles de (3)E, on a donc comme pour (HE
les égalités dot = wy et dst? = ws. De la deuxiéme page de 3)E, isomorphe
a Folt, we, ws]{1, as, bs, asbs}, on déduit ainsi la troisieme page de (5)E, iso-
morphe & Fy[t?, w3]{1, as, bs, asbs}, puis la quatrieme page de (3)E, isomorphe
aFo[t']{1, as, b3, azbs}. I n’y a plus de différentielles supérieures non triviales,
d’ou .

H*(BSLsy(Z[i, 5]);Iﬁ‘z) =~ Fy[tY{1, as, by, azbs}

Dans H*(BPSLy(Z[i, 3]); F2), on avait la relation aj = wj + w3 + wsas.
Comme dyt = ws, cette relation devient en troisieme page : a3 = w3 + wsas.
Enfin, comme d3t* = ws, on obtient dans H*(BSLy(Z[, 5]); F2) la relation
a3 = 0. Dans H*(BPSLy(Z[i, 1]); F5), on avait également la relation b} =
w3bs. Comme dst? = ws, cette relation devient dans H*(BSLa(Z[i, 5]); F2) la
relation b3 = 0. La Fa-sous-algebre de H*(BSLy(Zli, 3]); F2) engendrée par
les éléments asz et by est donc extérieure et

H'(BSL,(Zi, 1)):F2) & Falt'] @ Aay, by)
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Par fonctorialité des classes de Chern, la deuxieme classe de Chern de
H*(BSLy(Z]1, %]),Fg) est t* puisque c’est le cas pour la suite spectrale (3)E,
d’ou le théoreme. O

4.3 Cohomologie de BGLy(Z[z, %])

Dans tout ce qui suit, la partie de degré n d’une algebre graduée K sera
notée K,,.

On va effectuer le calcul de la cohomologie de BGLy(Z[i, 5]) & coefficients
dans Fy a l'aide de la suite spectrale de Lyndon-Hochschild-Serre associée a
la suite exacte courte

1 = SL(Zi, %]) . GLa(Zli, %]) LN %]X 1
Deux choses sont a déterminer pour étudier cette suite spectrale : 'action
de Z[i, 3]* sur H*(BSLy(Z[i, 1]); F5), qui permettra d’expliciter la deuxiéme
page de la suite spectrale, et les éventuelles différentielles supérieures. On
démontrera qu’il ne peut y avoir de différentielles supérieures en montrant
que H*(BGLy(Z[i, 3]); F2) est de dimension sur Fy supérieure en chaque degré
a celle d'une certaine Fy-algebre dont la série de Poincaré est la méme que
celle associée a la deuxieme page de la suite spectrale. Les résultats essentiels
de cette section sont la proposition 125 et le théoreme 1.
Considérons I’homomorphisme d’anneaux

T GLQ(Z[Z, %]) — GL2<F5) X GLQ(F5)

T — (m1(x), ma()),

ou m (resp. my) est induit par ’'homomorphisme d’anneaux 7 (resp. m) de
Zl3, %] vers F5 qui applique % sur 3 et ¢ sur 2 (resp. i sur 3).
On va essentiellement étudier le diagramme (x) décrit ci-apres.

Définition 114. Soit A un anneau. On note Dy(A) le sous-groupe des ma-
trices diagonales de GLy(A).

Par le théoreme de Kiinneth, on a

H*(B(GLy(F5) x GLy(Fs)): Fs) = (X) H* (BGLy (Fs); Fa)

et
H*(B(D2(F5) x Dy(F5)); Fa) = (X) H*(BD,(Fs); Fa)



88 Chapitre 4. Cohomologie & coefficients dans F» de BGL3(Z[i, 1))

Si Resg désigne la restriction en cohomologie de H*(BH; Fy) vers H*(BG; Fy)
.. GL2(F5)xGL2(F5) . P GL2(Fs5)
pour G C H, alors la restriction Resp, (Fs)xDa(Fs) S identifie a ), Resp, (Fs)
également a ’aide du théoreme de Kiinneth.
Considérons la restriction 7p de ’homorphisme 7 au groupe Dy(Z[1, %])
des matrices diagonales de GLy(Z[i, 1]). Son image est le produit D (F5) x
Dy(F5), et on a le diagramme commutatif (%) ou Res désigne la restriction

en cohomologie de H*(BGLy(Z[i, 1]); Fs) vers H*(BDo(Z[i, 5]); Fa).

Res

H* (BDy(Zi, 1]); Fa) Jes H*(BGLy(Z[i, ]); Fy)

| [ ()
)H"(BD,(F5); Fa) —— X)H" (BGLy(F5); Fa),
2 &2 ReSD2(2F5)5 2

GL2(F5)

4.3.1 Description de ), ResDz(F5)

Lemme 115. La cohomologie a coefficients dans Fy du classifiant du groupe
Dy(F5) des matrices diagonales de GLy(IF5) est isomorphe en tant que Fo-
algebre a

Faly1, yo] @ A(z1, 72)
ol [z1| = 22| =1, et |y1| = [y2] = 2.
Démonstration. Le groupe Do(F5) des matrices diagonales de GLy(F5) est

isomorphe a GL; (F5) x GL;(F5) = Cy x Cy. Par le théoreme de Kiinneth, et
en utilisant le lemme 131 en appendice, on obtient I'isomorphisme d’algebres

H*(BDy(F5); Fy) = H*(BCy; Fo) @ HY(BCy; Fa) = Faolyr, o] @ Az, 22)
ou |z = |xze| =1, et |y1| = |y2| = 2. O

Théoréme 116. (/Qui72]) La cohomologie de BGLy(F5) a coefficients dans
Fy est détectée par celle de BDy(F5). Il existe un isomorphisme d’algébres

H*<BGL2 (F5)7 Fg) = FQ [Cl, CQ] (029 A(@l, 63)

ol c1, Co, €1 €t ez sont les classes de Chern modulaires de la représentation
canonique de GLy(F5) surFs. On a |er| =1, |c1| =2, |es| =3 et |co| = 4.

Si Resgf(zgf) désigne la restriction de la cohomologie de BGLy(F5) vers
celle de BDy(F5), alors on a

Resg &' - H*(BGLy(Fs5); F2) — H*(BDy(Fs); F2)

€1 — T+ X9
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€1 Y1+ Y2
€3 — T1Y2 + T2y
C2 > Y1lY2
Proposition 117 (Description de ®2 g'LéEF)"’)) On a les isomor-
phz’smes H*(B (GLQ(IF5 X GLy(F5));Fa) = Facy, o, €], ch] ® Aleq, e3, €], €}),

ou e =1, || = 2, ye(’)\_3 \c’)\_4 etH*(B(DQ(IF5)><D2(IF5)),]F2):
Folyr, Yo, ¥}, vs) @ A(ar, o0, 2, 24), ot |2 = 2| = 1 et |y"| = [s"] = 2.

GLy(F5)X GLy (F5)

H*(B(GLy(Fs5) x GLy(Fs)); Fy) — 2522200, pr+(B(Dy(F5) x Dy(F5)): )

e1+— o1+ 29 el — x) +
C1 = Y1+ Y2 =Yt
€3 T1Ys + T2y €y > T1Ys + ToY;
C2 > Y12 Chy — YL Yh

4.3.2 Analyse de ’homomorphisme 77,

Lemme 118. La cohomologie a coefficients dans Fy du classifiant du groupe
Dy(Zli, 3]) des matrices diagonales de GLy(Z]i, 1]) est isomorphe en tant que
Fy-algebre a

FQ[yh y?] ® A(CCl, T2, 21, ZQ)
ot |z1| = |zo| = [21] = |22| = 1, et [ya] = [yo| = 2.

Démonstration. Le groupe Dy (Z[i, 3]) des matrices diagonales de GL(Z[i, 3])
est isomorphe & GL(Z[i, 5]) X GLl( [i,3]) = (C x C4) x (C x Cy), car on a
GL1(Z[i, 5]) = Z[i, 5] = C’ x Cy (on cho1snra ici 1 + 4 comme générateur de
C' et i comme générateur de Cy). Par le théoreme de Kiinneth, et en utilisant

les lemmes 131 et 132 en appendice, on obtient 'isomorphisme d’algebres
1
H*(BDy(Z[1, ED’ Fo) = Faly1, y2] ® A(x1, 22, 21, 22)

ol |z1| = |zo| = |21] = |22| = 1, et |y1| = |y2| = 2. O

Etude de n}

L’homomorphisme d’anneaux m : Z[i, 2] — F5 applique 3 Lsur 3eti

sur 2. Sa restriction aux unités de Z|i, %] est un homomorphlsme de groupes
m i, %]X — [ qui applique 1 + i sur 3 et ¢ sur 2. Le groupe des unités
de Z]i, —] est isomorphe au produit C' x Cj avec pour générateurs 1+ ¢ et ¢,
et le groupe des unités de F5 est isomorphe a Cy avec pour générateur t = 2

par exemple. On obtient ainsi
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7T120><C4 — 04
1 — t

1414 N

D’apres la remarque 133 en appendice, ’homomorphisme 7} : H*(BCy; Fy) —
H*(BC; Fy) @ H(BCy; Fy) est donné par 7} (x) = x + z et w}(y) = y, avec les
notations des lemmes 131 et 132. Ainsi, au niveau des groupes de matrices
diagonales, on a la proposition qui suit.

Proposition 119 (Description de 7). On considére les cohomologies a
coefficients dans Fy

H*(BDy(F5); Fa) = Folyr, yo] ® A(x1, 22)

et
1
H*(BDy(Z]i, 5]),1[?2) = Folyr, yo] @ A(xy, 2, 21, 22)

avec les notations de la section 4.3. L’homomorphisme w5 est décrit par

7 H*(BDo(F5);Fy) —  H*(BDy(Z]i, %]),Fg)
T — T+ 21
T — T + 22
Y1 = hn
Y2 = Yo

Etude de (P

L’homomorphisme d’anneaux 7o : Z[i, %] — 5 applique % sur 3 et ¢
sur 3. Sa restriction aux unités de Z][i, %] est un homomorphisme de groupes
Ty @ Zli, 3]* — FZ qui applique 1+ ¢ sur 4 et ¢ sur 3. Le groupe des unités
de Z|i, %] est isomorphe au produit C' x Cy avec pour générateurs 1 + i et i,
et le groupe des unités de F5 est isomorphe a Cy avec pour générateur t = 3

par exemple. On obtient ainsi

7T2:C><C4 — 04
1 — t

1414 12

D’apres la remarque 133 en appendice, ’homomorphisme 73 : H*(BCy; Fy) —
H*(BC;Fy) @ H*(BCy;F2) est donné par m5(z) = x et m3(y) = y, avec les
notations des lemmes 131 et 132. Ainsi, au niveau des groupes de matrices
diagonales, on a la proposition qui suit.
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Proposition 120 (Description de 7). On considére les cohomologies a
coefficients dans Fy

H*(BDy(F5);Fy) = Folyr, y2] @ Ay, x2)

et
1
H*(BDy(Z[1, 5]);192) = Falyr, yo] ® A1, 22, 21, 22)
avec les notations de la section 4.3. L’homomorphisme w5 est décrit par

7y H*(BDy(F5);Fo) —  H*(BDo(Z]3, %]),FQ)
I — s}
To — T2
Y1 = Y1
Y2 = Y2

Etude de 77,
On a 7}, =7 ® 5.
Proposition 121 (Description de 7},)). On considére les cohomologies
H*(B(Dy(Fs) x Da(Fs)); Fa) = Folyr, ya, y1, y5] @ Awr, w0, 27, 2)

et
1
H*(BDy(Zli, 5]),F2) =~ Folyr, yo] @ Ay, 29, 21, 22)

avec les notations de la section 4.5.

T X+ 2 Ty x
Ty — T + 29 xh — Ty
Yi— 1 Yy = 0
Y2 = Y2 Yy > Yo

4.3.3 Description de Res o 7*
D’apres le diagramme (%), on a Reson* = 7}, 0 Q), Resgsféf)s). On utilise
ensuite les propositions 117 et 121.
Proposition 122. On considere les cohomologies
H*(B(GLQ(Fg,) X GLQ(F5)) ; Fg) = FQ[Cl, Co, Cll, CIQ] ® A(@l, 6/1, €3, 6&)
et 1
H*(BDy(Z[1, 5])7]1?2) = Foly1, 2] ® A(z1, 22, 21, 22)

avec les notations de la section 4.5.
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Reson* : H*(B(GLy(Fs) x GLy(Fs));Fy) — H*(BDy(Zli, 1]);Fy)

e1 > 1+ 21 + To + 2 el 1+ 2o
ez = (z1 + 21)y2 + (w2 + 22)1 €3 > T1Y2 + Tay1
1 — Y1+ Y2 cy = Y1+ Yo
C2 = Y192 Chy > Y132

On aura besoin des deux lemmes qui suivent pour finir de comprendre la
structure de I'image de Res o 7*.

Lemme 123. Soit A une Fy-algébre commutative engendrée par n éléments
de carré nul x1,...,x,. Alors, si le produit xi...x, de ces n éléments est
non nul, l’algébre A est isomorphe a l'algébre extérieure A(xq, ..., ;).

Démonstration. Supposons qu’il existe & monomes non nuls M, ..., My en
les z;, 1 < i < n de somme M; + --- + M, nulle et deux a deux distincts.
Comme les éléments x1,...,x, sont tous de carré nul, il existe un unique
monome N en les z;, 1 <7 <n tel que MiN =z1...x,.

Si j # 1, alors le produit M;N est nul, car les monomes M; et N ont
forcément un facteur commun de la forme z;, 1 < i < n puisque M, # M,
et My\N = xq...x,. Ainsi

et le produit z; ...z, est donc nul. O
Lemme 124. L’image de ej€esel par Reso m* est non nulle.

Démonstration. On a Res o 7 (e1€]ezel)
= ($1 + 21+ 22+ Zz)(xl + $2)[($1 + zl)yQ + (xg + Zg)yl](l’lyg + JJle)
= (21 + z) (21 + 22)[(21 + 21)Y2 + (T2 + 22) 3] (2132 + T211)
car (z; +22)> =0
= (21 + 22) (21 + 22)[(2192 + T2w1) + (2192 + 2291) (2192 + T2y1)
= (21 + 22) (w1 + 22) (2112 + 2201) (T1Y2 + T201)
car (z1y2 + 22y1)? = 0
= (21 + 22) (2192 + 2201) (21 + 22) (212 + T291)
= (z122(y1 + y2)) (T122(y1 + y2))
= 12221 22(Y5 + 3)

Proposition 125. L’image de [’homomorphisme

Reson* : H*(B(GLy(Fs) x GLy(Fs)); Fa) — H*(BD(Zli, %]);Fg)
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est isomorphe en tant qu’algébre a la Fa-algebre Falcy, cy] @ A(ey, €, e5, €5),
ou c1 et cy sont les classes de Chern de la représentation canonique de
GLy(Zi, 3]) dans GLy(C), et ot e;]| = |e}]| =1 et |eg| = |e}| = 3.

La série de Poincaré associée a ['tmage de m* est

(141)*(1+1°)?
(I—12)(1—1t4)

Démonstration. La combinaison de la proposition 122 et des lemmes 123
et 124 montre que L’image de Res o 7* est isomorphe a la Fy-algebre

Foly1 vz, 11y2| QA (21421 + 20+ 20, 1+ X2, (X1+21) Yo+ (T2+22) Y1, T1Y2+T2Y1)

Mais y; +y2 = Reson*(¢1), y1y2 = Reson™(ca), 21+ 21 +x2+ 22 = Reson™(ey),
xr1+x9 = Resom*(€)), (14 21)ye + (z2+ 22)y1 = Reson*(e3) et z1ya +x2y; =
Res o *(e}). O

4.3.4 Description explicite de E5*

La deuxieme page de la suite spectrale a pour terme général

EBY = HY(BZ], %]X;HP(BSLQ(Z[i7 %]), Fs))

La cohomologie & coefficients dans Fy de BSLy(Z[i, 5]) a été déterminée au

théoreme 3 : H*(BSLy(Z[i, 5]); Fa) = Fs[co] ® A(as, bs) olt ¢; est la deuxieme
classe de Chern de la représentation canonique de SLy(Z[i, 5]) dans SLy(C),
et |CL3| = |b3| = 3.

Lemme 126. L’action de Z[i, 1] sur H*(BSLy(Z[i, 1]); Fs) qui est induite
par la suite exacte courte

1 1., de o1
1 — SLy(Z]i, 5]) — GLy(Z]i, 5}) 4t 7, §]X —1

est triviale.

Démonstration. L’action de Z]i, %]X est triviale en degré p # 3 mod 4, car
dans ce cas on a dimy, H?(BSLy(Z[i, 5]); F») € {0,1}. Il suffit d’étudier le cas
p =3, car pour p > 0 on a

L1\ Fy) = e HP(BSLa(Z[i, 2]): Fy)

HP(BSLy(Z[4, §] 3

Examinons la diagonale Az de E5* de degré total 3. On a Ay = ES* @ E}* &
E>' @ ESY, et, puisque Z[i, O xCy
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~ Ey° = H¥(BZ[, 3] HO(BSLy(Z[i, 3]); F2)) = H*B(C x Cy);Fy) est
de dimension 2 sur Fy car H*(B(C' x Cy);Fy) = Faoly] @ A(z, 2) avec
|z| = |z| =1 et |y| = 2 d’apres les lemmes 131 et 132 en appendice et
le théoreme de Kiinneth.

~ E3' = H*(BZ[i, 1] H'(BSLo(Z[i, 1]); F)) = 0 car la cohomologie de
BSLy(Z[i, 5]) est nulle en degré 1.

- E}* = HY(BZ[i, 1%, H?*(BSLa(Z[i, 1]); F5)) = 0 car la cohomologie de
BSLy(Z[i, 3]) est nulle en degré 2.

~ Ey° =HO(BZ[i, 1]*; H*(BSLy(Z[i, 4]); F2)) = H(B(C x C4); F2{as, bs})
est de dimension 2 sur Fy si et seulement si action de Z[i, 1]* est
triviale.

Donc Az est de dimension 4 ou strictement inférieure a 4, suivant que

action de Z[i, £]* est triviale ou non. Mais

1
dimg, (A3) > dimg, (H*(BGLy(Z]i, 5]);IFQ)) > dimp, (im (Res o 7%))3

et dimp, (im (Res o 7*))3 = 4 d’apres la proposition 125. Donc dimg, (A3) = 4,
et action de Z[i, 3]* sur H*(BSLy(Z[i, 3]); F2) est triviale. O

Comme Daction de Z[i, 3]* sur H*(BSLy(Z[i, 1]); F2) est triviale, la page
E5" est isomorphe en tant que Fy-algebre au produit tensoriel

1 . 1 ~
H*(BZ[i, é]x;]Fg) @H*(BSLy(Z][i, 5]), Fy) = Faoly| @Az, 2) @F[co] @ A(ag, bs)
Proposition 127 (Page EJ*). On a un isomorphisme d’algébres
E;’* = ]F2[y7 CQ] ® A(fﬂ, Z,0as, b3)

ou |z| = |z| =1, |y| = 2, |az| = |bs| = 3 et |ca] = 4 avec les notations du
théoreme 3 et des lemmes 1531 et 132.
La série de Poincaré associée a Ey™ est

(L+1)2(141°)
(1—t2)(1 -1t

4.4 Cohomologie de BGLy(Z[i, 3]) - Résultats
Théoreme 1. On a un isomorphisme d’algebre
1 / /
H*(BGLy(Z]i, 5]),15‘2) = Fyler, o] @ Aler, €7, es,€3)

ol ¢y et ¢y sont les classes de Chern de la représentation canonique de
GLy(Z[i, 5]) dans GLy(C), |ey| = |ej| =1 et |e5| = |es] = 3.
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Démonstration. Soit A, la diagonale de EJ™ de degré total n. On a
1
dimp, (A,) > dimg, (H"(BGLy(Z][i, 5]),]F2)) > dimg, (im(Res o 7)),

Mais d’apres les propositions 125 et 127, les séries de Poincaré associées a
a4

A, et im(Res o 7*) sont identiques. D’ou le théoreme, car im(Res o 7*) =
Fyler, co] @ Aleq, €], e3, €5) d’apres la proposition 125. O

Corollaire 128. La cohomologie i coefficients dans Fy de BGLy(Zli, 3]) est
détectée par celle du classifiant du sous-groupe de ses matrices diagonales.

Démonstration. On vient de montrer que

H*(BGL,(Zj, %]); Fy) = im(Res o 1)

[

Proposition 129. Le carré magique (voir page i en introduction) est carté-
sien apres passage a la cohomologie a coefficients dans Fs.

Démonstration. Rappelons le carré magique : on a un diagramme commutatif

(BGLy(Z[i, 1)), L (BGLy(C)),

2

T l ) l (Idu C) N (1)
(B(GLa(F5) x GLa(F5))), —=  (B(GLa(C) x GLs(C)))

27

A

ou (B—), désigne le complété en 2 du classifiant de 'espace —, i est I'injection
canonique de GLy(Z[i, 3]) dans GLy(C), m I'homomorphisme de la preuve de
la section 4.3, ¢ la conjugaison complexe, et ¢ un homomorphisme dont la
construction délicate utilise des méthodes de la théorie de I’homotopie étale.
L’énoncé de la proposition dit en substance que la cohomologie a coeffi-
cients dans Fy du pullback de
B(GLy(Fs) x GLy(F5)) % B(GLy(C) x GLy(C)) <22 BGL,y(C)
est celle de BGLs(Z[i, 5]). La cohomologie de ce pullback est calculable &
'aide de la suite spectrale d’Eilenberg-Moore (voir par exemple [McCO01]).
Plus précisément, la deuxieme page de cette suite spectrale est Eb™ =

Tor”

H* (B (GLQ((C)xGLQ((C)) F2) (H (B (GL2 (]F5> X GL2 <F5)), FQ), H (BGLQ(C), FQ))

Comme la cohomologie de B(GLy(F5) x GLo(F5)) est libre sur celle de
B(GL»(C) x GLy(C)) (théoréme 116), seul
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0 * . * .
TOI'H* ® (GL2 ((C)XGLQ((C)) F2) (H (B (GLQ (Fg)) X GL2 (]Fg,)) ) ]FQ), H (BGL2 (C), ]FQ))
2l

H* (B (GLa(C)xGLy (C) ) iFa)

est non nul, et la cohomologie du pullback du carré magique y est donc
isomorphe. Il reste a évaluer le produit tensoriel précédent. On a d’apres le
théoreme 116

H*(B(GLa(F5) x GLy(F5)); F2) = Falcy, ¢}, cp, ¢h] @ Aley, €], €5, €4)
et par ailleurs
H*(B(GL2(C) x GLy(C));Fs) = Faley, ¢, ¢y, )

On en déduit par fonctorialité des classes de Chern la description de I'appli-
cation 1* (il n’est pas nécessaire ici de connaitre 1 explicitement) : 'applica-
tion ¥* est I'injection canonique d’algebres de Fslcy, ¢}, ¢, ] dans 'algebre
Foley, €, ¢, ch] @ A(ey, €], e, €5). Ainsi

H* (B(GL2(C)xGLa (C) ) i)
2l
Folcy, ) @ Aley, €], e5, €5) = H (BGLa(Z[i, 5]); Fa).
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Lemme 130. Soit Cs le groupe cyclique d’ordre 2.

(i) En tant qu’anneau, H*(BCy; Fy) = Fylx], avec |x| = 1. Le générateur
x correspond a l’unique homomorphisme de groupes non nul de Cy
vers [Fy.

(ii) La série de Poincaré associée a H*(BCy;Fy) est

1-1¢
(iii) En tant que H*(BSO(3);Fs)-module, H*(BCy;Fy) est isomorphe au
module quotient

H*(BCy;Fy) =2 Faolws, wsl{1, x}/(ws)

ol wy et ws sont les deuzrieme et troisieme classes de Stiefel-Whitney

de l'unique représentation (a conjugaison prés) de Co dans SO(3). La

classe wy agit par multiplication par x* et la classe ws agit trivialement.
Lemme 131. Soit Cy le groupe cyclique d’ordre 4.

(i) En tant qu’anneau, H*(BCy;Fy) = Fao[y|@A(z), avec |x| =1 et |y| = 2.
Le générateur x correspond a l'unique homomorphisme de groupes non
nul de Cy vers [Fy.

(i1) En tant que H*(BSU(2);Fy)-module, on a un isomorphisme
H*(BCy;TFy) 2 Fyleo]{1, x,y, xy}
ou Cy = y? est la deuziéme classe de Chern associée a la représentation
]
(i11) La série de Poincaré associée a H*(BCy;Fy) est

141
1—12

97
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Lemme 132. Soit C le groupe cyclique d’ordre infini. En tant qu’anneau,

H*(BC;Fy) = A(z), avec |z| = 1. Le générateur z correspond a l'unique
homomorphisme de groupes non nul de C' vers Fy.

Remarque 133. Soient t un générateur de C et t' un générateur de Cy. Il
n’existe qu’un homomorphisme d’anneaux non nul de H*(BCy; Fo) = Faly| ®

A(z) vers H*(BC;Fy) = A(z). Il applique x sur z et y sur 0, et correspond
auz homomorphismes de groupes de C' vers Cy qui appliquent t surt’ ou ¢t

Lemme 134. Considérons le produit Cy x Cs.
(1) En tant qu’anneau, H*(B(Cy x Cy);Fy) = Fylz, y], avec |z| = |y| = 1.
(1i) La série de Poincaré associée a H*(B(Cy x Cy);Fy) est

(1—1)

(111) Toute restriction de H*(B(Cy x Cy);F2) a la cohomologie du classifiant
de l’'un de ses sous-groupes est surjective.
(iv) En tant que H*(BSO(3);Fs)-module, H*(BCy x Cy;Fs) est libre de

rang 6, et on a un isomorphisme
H*(BCQ X CQv]FQ) = FQ[U)Qv w3]{1a z,Y, $2,92>$3}

ol wy = x?+xy+y? et wy = 3+ x’y+y> sont les deuzieme et troisiéme
classes de Stiefel-Whitney de la représentation de Cy x Co dans SO(3)
comme groupe des rotations du tétraédre régulier d’axe passant par le
milieu de deux arétes opposées.

Lemme 135. Soit Ay le groupe alterné d’ordre 4.

(i) On a H*(BU;Fy) = H*(B(Cy x Cy);F5)® ot H*(B(Cy x Cy);Fy)
désigne les invariants de la cohomologie de ['unique 2-Sylow de A,
pour l'action de Cs qui permute circulairement les classes mon nulles

de H'(B(Cy x Cy);Fy).

(i) En tant qu’anneau, H*(B2A4y;Fo) = Foloo, 03){1, 23}, avec |oo| = 2,
los3| = |z3| = 3 et 22 = 05 + 03 + 03.23.

(11i) L’inclusion H*(B24;Fy) C H*(B(Cy x Cy);Fy) est donnée par o9 =
2?4y +y?, o3 = vy(x +y) et z3 = 2 + 2%y + .

(iv) En tant que H*(BSO(3);Fy)-module, H*(B4;Fy) est libre de rang 2,
et on a un isomorphisme

H*(BU4; Fa) = Faolwa, ws]{1, 23}
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ou we = 09 et w3 = o3 sont les deuzieme et troisieéme classes de Stiefel-
Whitney de la représentation de 24 dans SO(3) comme groupe des ro-
tations du tétraédre régulier. La relation 25 = o3 + 05 + 03.23 se réécrit
22 = w3 + w3 + ws.23.

(v) La série de Poincaré associée a H*(B2Ay;Fy) est

14t
(1—12)(1—13)

On pourra se référer & [AMJ94] p.93-96 pour le lemme qui précede. Les
éléments oy et o3 sont des polynomes symétriques élémentaires. L’élément z3
n’est pas complétement déterminé : on pourrait le remplacer par a3+ xy? +y3
sans changer la relation z2 = o3 4 03 + 0323, ce qui reviendrait & interchanger
23 et 234+ 03 ou = et x + 1. Dans toute la thése, on a fixé z3 = 23 + 22y + v

] . / , 2444 4.
La série de Poincaré donnée par Adem est l(ﬁ g)g (il y a une faute de

frappe dans le livre d’Adem : 1+ t2 + t* a été typographié 1 +t*> +3). On a

. 2 4 3 . . e .1 e
bien 1&1 tér)é =z ;)“(tl_ 757 Nous avons fait le choix de privilégier une forme de

la série de Poincaré en cohérence avec la structure d’anneau de H*(B2y; Fo)
dont nous nous servons dans la these.

Lemme 136.

(i) L’idéal (03) C H*(BUy;Fy) engendré par l’élément o3 de degré 3 est
un sous-H*(BSO(3); Fy)-module de H*(By;Fs) libre de rang 2, et on
a un isomorphisme de H*(BSO(3);Fy)-module

(03) = Folwy, ws]{o3, 0323}
(ii) La série de Poincaré associée a l'idéal (03) est

5 1+
(1—2)(1 -1

(i4i) La série de Poincaré associée au quotient H*(By4;Fy)/(03) est

1+
1—¢2

(ce quotient est ainsi de dimension 1 sur Fy en tout degré q différent
de 1, et nul pour ¢ =1).

Démonstration. L’idéal (o3) est libre, car c’est un idéal principal de I'an-
neau H*(B2dy;Fy), qui est lui-méme sous-algebre de l'algebre polynomiale
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H*(B(Cy x C3);F9) = Falz,2'] ou |z| = |2/| = 1 (lemme 130). L’idéal (o3)
est ainsi libre sur H*(B24; Fy), et sa série de Poincaré se déduit de celle
de H*(B24;Fy) par multiplication par ¢3! = ¢3. Des lors, I'isomorphisme
(03) = Fo[ws, ws]{os, 0323} est immédiat.
La série de Poincaré associée au quotient H*(BR4; Fy)/(03) s’obtient par
soustraction de celle associée a (03) & celle associée a H*(BRUy; Fy), soit
1+t 5 1+t 1—1° 1+t

1—2)1-8)  (1-2)1-1) (1-2)1-8) 1-¢




Bibliographie

[AMJ94] A. Adem, A. Milgram, and R. James. Cohomology of Finite Groups.

[Ash84]
[Ber00]

[Bia92]

[Bro82]
[Bro84]

[DFS6]

[Dwy9s]
[F1683]

[Hen96)

Springer-Verlag, 1994.

A. Ash. Small-dimensional classifying spaces for arithmetic sub-
groups of general linear groups. Duke Math. J., 51 :459-468, 1984.

E. Berkove. The mod-2 cohomology of the Bianchi groups. Trans.
Amer. Math. Soc, 352 :4585-4602, 2000.

L. Bianchi. Sui gruppi di sostituzioni lineari con coefficienti appar-
tenenti a corpi quadratici imaginari. Math. Annalen, 40 :332-412,
1892.

K. Brown. Cohomology of groups, volume 87 of Graduate Texts in
Mathematics. Springer-Verlag, 1982.

K. Brown. Presentations for groups acting on simply-connected
complexes. Journal of Pure and Applied Algebra, 32 :1-10, 1984.

W.G. Dwyer and E.M. Friedlander. Conjectural calculations of
general linear group cohomology. Contemp. Math., 55 :135-147,
1986.

W.G. Dwyer. Exotic cohomology for GL,(Z[1/2]). Proc. Amer.
Math. Soc., 272 :2159-2167, 1998.

D. Floge. Zur Struktur der PSL, iiber einigen imaginar-quadra-
tischen Zahlringen. Math. Z., 183 :255-279, 1983.

H.-W. Henn. Commutative algebra of unstable K-modules, Lannes’
T-functor and equivariant cohomology. Journal fur die reine und
angewandte Mathematik, 478 :180-215, 1996.

H.-W. Henn. The cohomology of SL3(Z[1/2]). K-theory, 18 :299—
359, 1999.

H.-W. Henn and J. Lannes. Codes, lattices and cohomology of
O,.(Z[1/2]). en préparation.

101



102

BIBLIOGRAPHIE

[McCO01] J. McCleary. A User’s Guide to Spectral Sequences, volume 58 of

[Men80]
[Mit92]
[QuiT2]

[Sou78]
[Spr77]

[SV83]

[SwaTl]

[WeiO1]

Cambridge studies in advanced mathematics. Cambridge University
Press, second edition edition, 2001.

E. Mendoza. Cohomology of PG Lo over imaginary quadratic inte-
gers, volume 128. Bonner. Math. Schriften., Bonn, 1980.

S. Mitchell. On the plus construction for BGL(Z[1/2]) at the prime
2. Math. Zeit., 209 :205-222, 1992.

D.G. Quillen. On the cohomology and K-theory of the general
linear groups over a finite field. Annals of Math, 96 :552-586, 1972.

C. Soulé. The cohomology of SL3(Z). Topology, 17 :1-22, 1978.

T.A. Springer. Invariant Theory, volume 585 of Lect. Notes in
Maths. Berlin-Heidelberg-New York, 1977.

J. Schwermer and K. Vogtmann. The integral homology of SL,
and PSLsy of euclidean imaginary quadratic integers. Comment.
Math. Helvetici, 58 :573-598, 1983.

R. Swan. Generators and relations for certain special linear groups.
Advances in Math., 6 :1-77, 1971.

N. Weiss. Cohomologie de PSLo(Z[i]). mémoire de DEA, 2001.



