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Introduction générale

Une bonne maîtrise d’un procédé passe en général par une bonne information sur ce procédé. Les
variables directement mesurées ne couvrant généralement pas la totalité des grandeurs susceptibles
de décrire le comportement du procédé (les états), on peut se poser le problème de reconstruction de
l’information non directement mesurée au moyen de celle disponible : c’est le rôle de l’observateur,
ou estimateur d’état. Le principe est le suivant : Le procédé étant modélisé comme un système dy-
namique soumis à l’action de grandeurs externes (entrées) faisant varier un ensemble de grandeurs
mesurées (sorties), l’observateur consiste en un système dynamique auxiliaire dont les entrées sont
les entrées/sorties mesurées du procédé, et les sorties sont supposées donner une estimation de son
état interne.

Contexte du travail

Au cours des dernières décennies, une part importante des activités de recherche en automatique
s’est focalisée sur le problème de l’observation de l’état des systèmes dynamiques non linéaires.
Ceci est motivé par le fait que l’estimation de l’état est une étape importante voir indispensable
pour la synthèse de lois de commande, pour le diagnostic ou la supervision des systèmes indus-
triels. Récemment, d’autres applications telles que la synchronisation et le décryptage dans les
systèmes de communication, sont devenues l’un des secteurs de recherche les plus dynamiques.
Dans ce contexte, nous avons mené des travaux de recherche sur l’estimation de l’état et des
entrées inconnues d’une classe de systèmes non linéaires avec ou sans retards. Les premières
approches utilisées pour l’estimation de l’état des systèmes dynamiques non linéaires sont ba-
sées sur des techniques d’approximation, citons le célèbre Filtre de Kalman Etendu. Le gain de
l’estimateur est calculé, à chaque instant, par rapport à une approximation au premier ordre de
l’équation de l’état et de l’équation de mesure. Dans de nombreux cas pratiques, cette approche
donne des résultats relativement satisfaisants. Notons que malgré des conditions peu restrictives
d’applicabilité, ces approches souvent locales, souffrent cependant d’une grande sensibilité aux
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Introduction générale

conditions initiales et aux erreurs de modélisation. Il existe très peu de résultats sur la stabi-
lité des estimateurs et encore moins lorsque ils sont utilisés pour la commande. La deuxième
approche concerne la classe des systèmes non linéaires composés d’une partie non linéaire sa-
tisfaisant la condition de Lipschitz et une partie linéaire où A,C est supposée observable. Cette
technique a l’avantage d’être simple à implanter car le gain de l’observateur, quand il existe, est
constant. Cependant, les conditions de convergence sont fortement restrictives et ne concernent
que les systèmes avec des constantes de Lipschitz très faibles. La dernière approche consiste à
se ramener à un système linéaire ou bilinéaire modulo une injection de sortie par un change-
ment de coordonnées non linéaire. Ces approches s’appliquent sous des conditions restrictives
de linéarisation ou de bi-linéarisation, d’autant plus que la robustesse aux perturbations et aux
incertitudes a été peu étudiée. Récemment, une nouvelle conception d’observateurs d’état a été
établie (observateur de Luenberger généralisé (OLG)). Cette conception consiste à ajouter à l’ob-
servateur de Luenberger un deuxième gain dans la partie non linéaire du système. Cependant,
cette technique est applicable sur une classe réduite de systèmes non linéaires.

Objectifs du travail de thèse

Les principaux objectifs de cette thèse sont :

1. Développement de nouvelles méthodes de synthèse d’observateurs pour la classe des
systèmes non linéaires, notamment les systèmes lipschitziens. L’objectif est d’établir des
conditions de synthèse non restrictives du point de vue de faisabilité par rapport à des
résultats existant dans la littérature.

2. Proposition de nouvelles structures d’observateurs en se basant sur celles développées
récemment dans la littérature. Le but est d’étendre l’applicabilité des méthodes que nous
avons obtenues à des classes plus larges de systèmes dynamiques, à savoir les systèmes
non lipschitziens.

3. Recherche de nouvelles fonctions de Lyapunov qui permettent d’obtenir des conditions de
synthèse d’observateurs non contraignantes : généralisation de la fonction de Lyapunov
quadratique standard en tenant compte de la non-linéarité du système étudié.

4. Application des méthodes obtenues à la restitution d’informations utiles dans les systèmes
de communications chaotiques : synchronisation et décryptage dans les réseaux de télé-
communication.

Structure du mémoire

Après quelques rappels, sur les notions de stabilité et d’observabilité, indispensables et néces-
saires à la compréhension de ce manuscrit, le chapitre 1 présente un état de l’art sur les dif-
férentes méthodes existantes concernant la conception d’observateurs pour les systèmes non
linéaires. Cinq méthodes ont été présentées de façon non exhaustive, leur classification n’est pas
unique.

L’une des contributions principales de notre travail de recherche, présentée dans le chapitre 2
de ce rapport de thèse, réside dans l’utilisation du Théorème des Accroissements Finis (DMVT :

2



Differential Mean Value Theorem, pour le sigle anglais) qui permet de ramener le problème d’es-
timation d’état d’un système dynamique non linéaire à un problème de stabilité d’un système
Linéaire à Paramètres Variant (LPV). En fait, le DMVT intervient au niveau de la dynamique de
l’erreur d’estimation (qui définit un système non linéaire quelconque) afin de la transformer en
un système LPV dont la stabilité asymptotique implique la convergence asymptotique de l’erreur
d’estimation vers zéro. En s’inspirant des techniques LPV, des conditions de stabilité sous forme
d’Inégalités Linéaires Matricielles (LMIs) ont été obtenues. Des généralisations ont été obtenues
pour les systèmes non différentiables, les systèmes partiellement LPV et les systèmes à sorties
non linéaires. L’utilisation de la théorie H∞ nous a permis d’adapter notre approche au cas des
systèmes affectés par un bruit borné. Une conception d’un observateur robuste a été détaillée
dans le manuscrit. Des conditions de synthèse du gain de l’observateur, tenant compte de la
robustesse au bruit, ont été établies. En utilisant quelques transformations, cette technique a été
ensuite étendue aux systèmes à entrées inconnues, à savoir l’estimation de l’état et des entrées
inconnues (simultanément) avec des conditions de synthèse moins restrictives que celles déve-
loppées dans la littérature.
Une deuxième méthode a été également présentée dans le chapitre 2 du manuscrit. Cette mé-
thode repose sur l’utilisation d’une nouvelle structure de l’observateur, basée sur un OLG. Cette
structure permet de compléter les résultats développés dans la littérature d’une part, et d’autre
part, elle permet d’étendre la méthode basée sur la transformation en LPV à une classe plus
large de systèmes, à savoir les systèmes non lipschitziens.

Nous avons également développé des techniques spécifiques aux systèmes non linéaires lipschit-
ziens à temps discret. Les résultats, détaillés dans le chapitre 3, que nous avons obtenus sont
très intéressants. En effet, cette classe de systèmes est peu étudiée par la communauté scienti-
fique. Peu de méthodes ont été établies dans la littérature. La contribution principale se situe
dans l’utilisation de fonctions de Lyapunov plus générales qui ont permis d’obtenir des condi-
tions de synthèse moins restrictives que celles obtenues antérieurement. Une amélioration de ce
résultat a été ensuite proposée. Cette amélioration repose sur l’utilisation d’un observateur de
Luenberger généralisé (OLG) et l’écriture du système étudié sous une forme plus détaillée, c’est
à dire, la spécification de la matrice de distribution de la non-linéarité dans le système, B, et la
matrice de distribution de l’état dans la non-linéarité, H. En fait, l’injection de ces matrices dans
le système et l’utilisation d’un OLG permettent d’éliminer l’effet de la constante de Lipschitz et
rendent les conditions de synthèse moins contraignantes dans la plupart des cas. Il est à signaler
également que la spécification des matrices B et H joue un rôle très important sur la faisabilité
des conditions de synthèse. En effet, l’absence de la matrice H signifie que la méthode de syn-
thèse ne distingue pas un système, dont la non-linéarité dépend de l’état entier, d’un autre dont
qu’une partie de l’état est présente dans la non-linéarité. La matrice H aussi permet d’aboutir à
des conditions de synthèse qui font la différence entre un système dont toutes les composantes
comportent des non-linéarités et un autre dont la non-linéarité n’intervient que sur quelques
composantes. Une application de cette méthode à la restauration des entrées inconnues a été
directement envisagée. Notons qu’une extension directe, au cas des systèmes à temps discret,
de la technique de transformation en LPV, à l’aide du DMVT, présentée dans le chapitre 2 a été
aussi abordée dans le chapitre 3.
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Introduction générale

Les extensions des résultats des chapitres 2 et 3, au cas des systèmes à retard, ont été pré-
sentées dans le chapitre 4. Ces extensions ont été obtenues grâce à l’utilisation d’une fonction
de Lyapunov-Krasovskii particulière. Les conditions de synthèse établies sont exprimées sous
forme d’inégalités linéaires matricielles (LMIs) non restrictives par rapport à celles données par
beaucoup d’approches existantes dans la littérature.

Afin de valider certaines procédures de synthèse d’observateurs développées dans les chapitres 2
et 3, nous avons proposé dans le chapitre 5 une application à la synchronisation et au décryp-
tage dans les systèmes de communications chaotiques. Pour cela, nous avons choisi comme ap-
plication la transmission d’images couleurs. Pour réaliser cette application, deux techniques ont
été utilisées : la première est la méthode à deux lignes de transmission, et la seconde s’inspire
des observateurs à entrées inconnues.
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Chapitre 1. État de l’art sur les observateurs d’état des systèmes non linéaires

1.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de présenter d’une part quelques rappels indispensables et nécessaires
à la compréhension de ce mémoire, et d’autre part un état de l’art sur les différentes méthodes
de construction d’observateurs pour les systèmes non linéaires.
La section 1.2 regroupe un ensemble de définitions relatives à la stabilité (le concept de stabi-
lité considéré est celui de Lyapunov) et à l’observabilité des systèmes dynamiques non linéaires
(notion d’observabilité et principe d’estimation d’état). Contrairement aux systèmes linéaires,
l’observabilité des systèmes non linéaires est liée aux entrées et aux conditions initiales. Nous
rappelons ici la définition basée sur le concept d’indistinguabilité des états.
La section 1.3 fournit un état de l’art sur les différentes techniques de conception d’observa-
teurs pour les systèmes non linéaires. Nous allons voir qu’il n’existe pas de méthode universelle
pour la synthèse d’observateurs, et les approches envisageables sont soit une approximation des
algorithmes linéaires, soit des algorithmes non linéaires spécifiques. Nous présentons quelques
algorithmes d’observation d’une façon non exhaustive, leur classification n’est pas unique.

1.2 Rappels et généralités

1.2.1 Stabilité des systèmes dynamiques : Stabilité de Lyapunov

Dans cette première partie, nous rappelons quelques concepts sur la stabilité des systèmes dy-
namiques. Les systèmes à temps continu, les systèmes à temps discret et les systèmes à retard
seront tous abordés. La notion de stabilité d’un système dynamique caractérise le comportement
de ses trajectoires autour des points d’équilibre. L’analyse de la stabilité d’un système dyna-
mique permet donc d’étudier l’évolution de sa trajectoire d’état lorsque l’état initial est proche
d’un point d’équilibre.
La stabilité au sens de Lyapunov est une théorie générale valable pour toute équation différen-
tielle. Cette notion signifie que la solution d’une équation différentielle initialisée au voisinage
d’un point d’équilibre en reste suffisamment proche.

Cas des systèmes à temps continu

Considérons la classe des systèmes non linéaires décrits par l’équation dynamique :

ẋ(t) = f(x(t), t), x(t0) = x0 (1.1)

où x(t) ∈ Rn et f : Rn×R+ → Rn continue. Nous désignons par xe un point d’équilibre de (1.1)
tel que f(xe, t) = 0, ∀ t ≥ t0, et par x(t, t0, x0) la solution à l’instant t ≥ t0 du système (1.1)
initialisée en x0 à l’instant t0.

Comme le contenu de ce mémoire ne concerne que la stabilité d’une erreur d’estimation, alors
nous supposons que le système (1.1) possède un unique point d’équilibre xe = 0. Ceci nous
mène à présenter les définitions de la stabilité du système (1.1) autour de l’origine.
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1.2. Rappels et généralités

Définition 1.2.1. (Stabilité) L’origine est un point d’équilibre stable au sens de Lyapunov pour (1.1)
si ∀ ε > 0, ∀ t0 ≥ 0, il existe un scalaire positif δ(ε, t0) tel que :

‖x0‖ < δ(ε, t0) ⇒ ‖x(t, t0, x0)‖ < ε, ∀ t ≥ t0.

On dit que l’origine est instable dans le cas contraire.

Définition 1.2.2. (Stabilité uniforme) L’origine est un point d’équilibre uniformément stable
pour (1.1) si ∀ ε > 0, il existe un scalaire positif δ(ε) tel que :

‖x0‖ < δ(ε) ⇒ ‖x(t, t0, x0)‖ < ε, ∀ t ≥ t0.

Définition 1.2.3. (Attractivité) L’origine est un point d’équilibre attractif pour (1.1) si ∀ ε > 0, il
existe un scalaire positif δ(t0) tel que :

‖x0‖ < δ(t0) ⇒ lim
t→∞

(x(t, t0, x0)) = 0, ∀ t ≥ t0.

Lorsque δ(t0) = +∞, on dit que l’origine est globalement attractive.

Définition 1.2.4. (Stabilité asymptotique) L’origine est un point d’équilibre asymptotiquement
(resp. globalement asymptotiquement) stable pour (1.1) s’il est stable et attractif (resp. globalement
attractif).

Définition 1.2.5. (Stabilité exponentielle) L’origine est un point d’équilibre localement exponen-
tiellement stable pour (1.1) s’il existe deux constantes strictement positives α et β telles que :

‖x(t, t0, x0)‖ ≤ α exp(−β(t− t0)), ∀ t ≥ t0, ∀ x0 ∈ Br.

Lorsque Br = Rn, on dit que l’origine est globalement exponentiellement stable.

Cas des systèmes à temps discret

Dans le cas des systèmes à temps discret, nous considérons le système analogue suivant :

x(k + 1) = f(x(k), k), x(k0) = x0 (1.2)

où x(t) ∈ Rn et f : Rn × R+ → Rn continue. Nous désignons par x(k, k0, x0) la solution à
l’instant k ≥ k0 du système (1.2) initialisée en x0 à l’instant k0.

Les définitions précédentes restent valables pour les systèmes à temps discret de la forme (1.2).
Cependant, concernant la stabilité exponentielle, il convient d’apporter la définition suivante :
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Chapitre 1. État de l’art sur les observateurs d’état des systèmes non linéaires

Définition 1.2.6. (Stabilité exponentielle) L’origine est un point d’équilibre localement exponen-
tiellement stable pour (1.2) s’il existe des constantes α > 0 et 0 < ρ < 1 telles que :

‖x(k, k0, x0)‖ ≤ α‖x0‖ρ(k−k0), ∀ k ≥ k0 ≥ 0, ∀ x0 ∈ Br.

Lorsque Br = Rn, on dit que l’origine est globalement exponentiellement stable.

L’utilisation des définitions précédentes, pour démontrer la stabilité de (1.1) (resp. (1.2)) autour
de son point d’équilibre exige la résolution explicite de l’équation différentielle (1.1) (resp.
l’équation aux différences (1.2)), ce qui est souvent très difficile voir impossible dans la plupart
des cas. De ce fait, la méthode directe de Lyapunov permet de contourner cet obstacle. Cette
méthode consiste à définir une fonction particulière dont l’existence garantit la stabilité.

1.2.2 Méthode directe de Lyapunov

La méthode directe de Lyapunov permet d’analyser la stabilité d’un système autour de son point
d’équilibre sans le résoudre explicitement [100]. L’existence d’une fonction particulière fournit
des informations sur la stabilité du système.

Définition 1.2.7. Soit V (x, t) : Rn × R+ → R+ une fonction continue. V est dite propre définie
positive si :

1. ∀ t ∈ R+,∀ x ∈ Rn, x 6= 0 V (x, t) > 0;

2. ∀ t ∈ R+, V (x, t) = 0 ⇒ x = 0;

3. ∀ t ∈ R+, lim‖x‖→∞ V (x, t) = ∞.

Définition 1.2.8. (Fonction de Lyapunov) Une fonction V (x, t) de classe C1 est une fonction de
Lyapunov locale (resp. globale) au sens large pour le système (1.1) si elle est propre définie positive
et s’il existe un voisinage de l’origine V0 tel que ∀ x ∈ V0 (resp. x ∈ Rn) :

V̇ (x, t) =
∂V (x, t)

∂t
+ (

∂V (x, t)

∂x
)f(x(t), t) ≤ 0.

Si V̇ (x, t) < 0, alors V est appelée fonction de Lyapunov au sens strict pour (1.1).

Définition 1.2.9. (Méthode directe de Lyapunov) Si le système (1.1) admet une fonction de
Lyapunov locale au sens large (resp. au sens strict) alors l’origine est un point d’équilibre localement
stable (resp. asymptotiquement stable).
Ce résultat peut être validé globalement ∀ x ∈ Rn.

Définition 1.2.10. (Stabilité exponentielle) L’origine de (1.1) est localement exponentiellement
stable s’il existe des constantes α, β, γ > 0, p ≥ 0 et une fonction V (x, t) : V0 ×R+ → R+ de classe
C1 telles que, ∀ x ∈ V0 :

1. α‖x‖p ≤ V (x, t) ≤ β‖x‖p ;
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1.2. Rappels et généralités

2. V̇ (x, t) < −γV (x, t).

Si V0 = Rn, alors l’origine de (1.1) est globalement exponentiellement stable.

Remarque 1.2.11. En choisissant la fonction de Lyapunov quadratique V (x, t) = xTPx, P =

P T > 0, le système linéaire ẋ(t) = Ax(t) est globalement exponentiellement stable à l’origine si et
seulement si P est la solution de l’équation ATP + PA = −Q, pour une matrice Q définie positive.

Pour le cas des systèmes à temps discret, la méthode directe de Lyapunov est directement
transposable. Cependant, la notion de stabilité exponentielle dans le cas temps discret s’énonce
comme suit :

Définition 1.2.12. (Stabilité exponentielle) L’origine de (1.2) est localement exponentiellement
stable s’il existe une fonction propre définie positive V (xk, k) : Br ×R+ → R+, V (0, k) = 0, et des
constantes α, β et 0 < γ < 1 telles que, ∀ x0 ∈ Br et ∀ k ≥ k0 ≥ 0 :

1. α‖xk‖2 ≤ V (x, t) ≤ β‖xk‖2 ;

2. La suite de Lyapunov {V (xk, k)}k=k0,... est strictement décroissante, i.e :

∆V (xk, k) = V (xk+1, k + 1) − V (xk, k) ≤ −γV (xk, k)

où
xk+1 = x(k + 1, k0, x0) = f(x(k + 1), k + 1).

Si Br = Rn, alors l’origine de (1.2) est globalement exponentiellement stable.

Remarque 1.2.13. En choisissant la fonction de Lyapunov quadratique V (xk, k) = xT
k Pxk, P =

P T > 0, le système linéaire xk+1 = Axk est globalement exponentiellement stable à l’origine si et
seulement si P est la solution de l’équation ATPA− P = −Q, pour une matrice Q définie positive.

1.2.3 Stabilité des systèmes à retard

Dans cette partie, nous présentons uniquement la notion de stabilité exponentielle (concernant
les systèmes à temps continu) utilisée dans ce manuscrit pour les systèmes à retard. Pour les
autres types de stabilité, veuillez voir [56].
Afin de simplifier la présentation des définitions de stabilité des systèmes à retards, nous consi-
dérons la classe des systèmes avec un seul retard définie par les équations suivantes :

{

ẋ(t) = f(xt(θ), t), t ≥ t
0

xt0(θ) = φ(θ), ∀ θ ∈ [−τ, 0]
(1.3)

où xt(θ) ∈ C = C([−τ, 0],Rn) est l’état du système à l’instant t + θ, x(t) est l’état du système à
l’instant t, φ est la fonction initiale du système (1.3).
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Chapitre 1. État de l’art sur les observateurs d’état des systèmes non linéaires

Définition 1.2.14. (Stabilité exponentielle) L’origine est un point d’équilibre exponentiellement
stable pour (1.3) s’il existe des constantesα > 0 et γ > 0 telles que pour toute solution x(t, t0, φ), φ ∈
C :

‖x(t, t0, φ)‖ ≤ γ exp(−α(t− t0)), ∀ t ≥ t0, ∀ φ ∈ C.

La constante α est appelée le taux de convergence.

Cette définition exige la connaissance explicite de la solution de (1.3), ce qui est souvent difficile
à réaliser. Ci-après, nous présentons une définition particulière, au sens de Lyapunov, qui découle
du théorème de Lyapunov-Krasovskii [70].

Définition 1.2.15. (Stabilité exponentielle) Le système (1.3) est exponentiellement stable à l’ori-
gine s’il existe des constantes α > 0, β > 0, γ, p > 0 et une fonction V (xt, t) : C × R+ → R+ telles
que :

1. α‖x(t)‖p ≤ V (xt, t) ≤ β‖xt‖p;

2. V̇ (xt, t) ≤ −γV (xt, t), ∀ xt ∈ Rn, ∀ t ≥ t0.

Remarque 1.2.16. La théorie de la contraction est un outil récent permettant l’étude de la stabilité
des trajectoires des systèmes non linéaires. Cet outil appartient à la classe des méthodes de stabilité
incrémentale. Nous disposons de quelques articles et livres qui reprennent en détail toutes les défini-
tions [76], [77], [107], [64].
Dans [63], la définition originale (classique) de la théorie de la contraction a été prolongée dans le
but d’incorporer d’une façon explicite l’entrée (la commande) du système considéré. Une telle pro-
longation est appelée "contraction universelle". Dans la suite, on présentera un peu plus en détail
cette théorie.

1.2.4 Analyse de la contraction

On considère un système dynamique sous la forme générale (1.1). En supposant que la non-
linéarité f est continûment différentiable, on aboutit à la relation différentielle exacte suivante :

δẋ =
∂f

∂x
(x, t)δx (1.4)

où δx est le déplacement virtuel (un déplacement infinitésimal en fixant le temps [107]).
En dérivant δxT δx par rapport au temps, on obtient

d

dt
(δxT δx) = 2δxT δẋ = 2δxT ∂f

∂x
δx.

Si λmax(x, t) est la valeur propre maximale de la partie symétrique de la jacobienne ∂f
∂x (i.e., la

valeur propre de 1
2

(
∂f
∂x + ∂f

∂x

T
)

), alors

d

dt
(δxT δx) ≤ 2λmaxδx

T δx
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1.2. Rappels et généralités

et par conséquent
‖δx‖ ≤ ‖δx0‖e

∫ t

0
λmax(x,s)ds. (1.5)

Supposons maintenant que λmax(x, t) est uniformément strictement négative (i.e., ∃ β > 0,∀ x,∀ t ≥
0, λmax(x, t) ≤ −β < 0). D’après l’équation (1.5) tout déplacement infinitésimal converge expo-
nentiellement vers zéro. D’où la définition suivante :

Définition 1.2.17. Etant donné le système (1.1), une région de l’espace d’état est appelée "région
de contraction" si la jacobienne ∂f

∂x est uniformément définie négative dans cette région.

Par ∂f
∂x uniformément définie négative on sous-entend que

∃ β > 0,∀ x,∀ t ≥ 0,
1

2

(∂f

∂x
+
∂f

∂x

T)

≤ −βI < 0.

Théorème 1.2.18. Toute trajectoire de (1.1), initialisée dans une boule de rayon constant centrée
autour d’une trajectoire donnée et contenue dans une région de contraction, reste dans cette boule
et converge exponentiellement vers cette trajectoire.
En outre, la convergence globale vers la trajectoire donnée est assurée si l’espace d’état entier est une
région de contraction.

Ce résultat suffisant de convergence exponentielle peut être vu comme une version renforcée du
théorème de Krasovskii classique sur la convergence asymptotique globale.

Le vecteur δx peut être également exprimé en utilisant le changement de coordonnées diffé-
rentielles

δz = Θδx (1.6)

avec Θ(x, t) une matrice carrée. Par conséquent,

δzT δz = δxT Mδx (1.7)

où M(x, t) = ΘT Θ représente une métrique symétrique et continûment différentiable. En calcu-
lant la dynamique de δz (ou la dynamique virtuelle), on a

d

dt
δz = Fδz (1.8)

avec

F =
(

Θ̇ + Θ
∂f

∂x

)

Θ−1. (1.9)

En suivant le même raisonnement que le Théorème 1.2.18, la convergence exponentielle de δz
(et donc de δx) vers zéro peut être déterminée dans des régions avec F uniformément définie
négative.
L’équation (1.8) peut être réécrite de façon équivalente, en fonction de la coordonnée δx, comme
suit :

ΘT d

dt
δz =

(

M
∂f

∂x
+ ΘT Θ̇

)

δx (1.10)
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et donc
d

dt
(δxT Mδx) = δxT

(∂f

∂x

T

M + Ṁ + M
∂f

∂x

)

δx. (1.11)

Par conséquent, on peut conclure à la convergence exponentielle vers une trajectoire simple dans

des régions où
(

∂f
∂x

T
M + M∂f

∂x + Ṁ
)

≤ −βMM, où βM est une constante strictement positive.

Ceci amène à remplacer la définition 1.2.17 (qui correspond à Θ = M = I) par la définition plus
générale suivante :

Définition 1.2.19. Etant donné le système (1.1), une région de l’espace d’état est appelée "région
de contraction" par rapport à la métrique uniformément définie positive M(x, t) = ΘT Θ, si F est

uniformément définie négative ou
(

∂f
∂x

T
M + M∂f

∂x + Ṁ
)

≤ −βMM, dans cette région.

On obtient ainsi le théorème plus général suivant :

Théorème 1.2.20. Toute trajectoire de (1.1), initialisée dans une boule de rayon constant par
rapport à la métrique uniformément définie positive M(x, t) centrée autour d’une trajectoire donnée
et contenue dans une région de contraction par rapport à la métrique uniformément définie positive
M(x, t), reste dans cette boule et converge exponentiellement vers cette trajectoire.
En outre, la convergence globale vers la trajectoire donnée est assurée si l’espace d’état entier est une
région de contraction par rapport à la métrique uniformément définie positive M(x, t).

1.3 Observateurs d’état des systèmes non linéaires

Cette section consiste en une introduction au problème d’observation d’état des systèmes non
linéaires. Nous présentons le principe d’estimation d’état, quelques définitions sur la notion
d’observabilité et un état de l’art sur les différentes techniques de conception d’observateurs
pour les systèmes non linéaires.

1.3.1 Principe d’estimation d’état

Un observateur consiste en un système dynamique auxiliaire (O) dont les entrées sont les en-
trées/sorties mesurées d’un système (S), et les sorties sont supposées donner une estimation de
sont état, selon le schéma décrit sur la Figure 1.1.

Comme la suite de ce mémoire concerne les systèmes à temps continu et à temps discret, nous
utilisons la notation unifiée suivante pour décrire un système dynamique (S) :

σx = f(x, u) (1.12a)

y = h(x, u) (1.12b)

où

σx(t) =

{

ẋ(t), t ∈ R+ dans le cas temps continu
x(t+ 1), t ∈ N dans le cas temps discret
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FIG. 1.1 – Principe d’estimation d’état.

Définition 1.3.1. Le système dynamique (O) décrit par les équations

σz = Φ(z, u, y) (1.13a)

x̂ = Ψ(z, u, y) (1.13b)

z ∈ Rs, est un observateur asymptotique local pour le système (S) si les deux conditions suivantes
sont vérifiées :

1. x(0) = x̂(0) ⇒ x(t) = x̂(t) ∀ t ≥ 0;

2. Il existe un voisinage ouvert Ω ⊆ Rn de l’origine tel que :

x(0) − x̂(0) ∈ Ω ⇒ ‖x(t) − x̂(t)‖ → 0 quand t→ +∞.

Si ‖x(t) − x̂(t)‖ tend exponentiellement vers zéro, le système (O) est dit observateur exponentiel de
(S).
Lorsque Ω = Rn, le système (O) est dit observateur global de (S).

La condition 2 signifie que l’erreur d’estimation doit être asymptotiquement stable. Un système
pour lequel un observateur de la forme (1.13) existe et tel que la condition 2 soit satisfaite est
dit détectable.
Quant à la condition 1, elle signifie que si l’observateur (O) et le système (S) possèdent tous les
deux le même état initial, alors l’état estimé de (O) devrait être égal à l’état réel du système (S)

à tout instant.

Si l’état estimé x̂ est égal à z, alors (1.13) peut être remplacée par :

σx̂ = Φ(x̂, u, y) (1.14)

13



Chapitre 1. État de l’art sur les observateurs d’état des systèmes non linéaires

La condition 1 peut être exprimée par

x̂ = x ⇒ σx = σx̂

ce qui est équivalent à
x̂ = x ⇒ Φ(x̂, u, y) = f(x̂, u).

Par conséquent, sans perte de généralité, (1.14) peut se réécrire comme suit :

σx̂ = f(x̂, u) + κ(x̂, u, y)

où
x̂ = x ⇒ κ(x̂, u, y) = 0. (1.15)

Une fonction κ qui contient le facteur x− x̂ satisfait (1.15), mais puisque x n’est pas mesuré, ceci
n’est pas possible. Cependant, x̂ = x ⇒ h(x̂, u) = h(x, u) = y, donc nous pouvons prendre
une fonction κ de la forme :

κ(x̂, u, y) = K(x̂, u, y)
(

y − ŷ
)

où ŷ = h(x̂, u).
L’observateur peut donc s’exprimer comme suit :

σx̂ = f(x̂, u) +K(x̂, u, y)
(

y − ŷ
)

(1.16a)

ŷ = h(x̂, u) (1.16b)

La plupart des structures d’observateurs proposées dans ce mémoire sont sous la forme (1.16).

Observateur d’ordre réduit

Pour les systèmes sans couplage direct entre l’entrée et la sortie, i.e : y = h(x), il est possible de
trouver une transformation d’état de façon à ce que les sorties forment une partie du nouveau
vecteur d’état. En supposant que la jacobienne de l’application de sortie ∂h(x)

∂x soit de plein rang
p, il est toujours possible de trouver une matrice constante T telle que la transformation

[

ξ

y

]

= Θ(x) =

[

Tx

h(x)

]

soit localement inversible (voir [103]). Le système transformé s’écrit :

σξ = ϕ(ζ, u, y)

σy = η(ξ, u, y)

y = C[ξ y]T

où
ϕ(ζ, u, y) = Tf(x, u)

∣
∣
∣
x=Θ−1([ξ y]T )
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η(ξ, u, y) =
∂h(x, u)

∂x
f(x, u)

∣
∣
∣
x=Θ−1([ξ y]T )

et
C = [0p×(n−p) Ip].

L’observateur d’ordre réduit joue un rôle important. En effet, puisque y est mesuré, il n’est pas
besoin d’être estimé, ce qui réduit la dimension du vecteur d’état estimé de n à n− p.

1.3.2 Observabilité des systèmes non linéaires

Avant d’entamer une procédure de conception d’observateur pour un système dynamique, il
est important et nécessaire de s’assurer que l’état de ce dernier peut être estimé à partir des
informations sur l’entrée et la sortie. L’observabilité d’un système est la propriété qui permet de
dire si l’état peut être déterminé uniquement à partir de la connaissance des signaux d’entrée et
de sortie. Dans le cas des systèmes non linéaires, la notion d’observabilité est liée aux entrées
et aux conditions initiales. Dans cette section, une définition plus précise d’observabilité sera
donnée dans le cas des systèmes à temps continu de la forme

{

ẋ = f(x, u),

y = h(x, u)
(1.17)

avec f : Rn × Rm → Rn et h : Rn × Rm → Rp.

Définition 1.3.2. (Indistinguabilité) Soient y0
u(t), t ≥ 0 et y1

u(t), t ≥ 0 deux signaux de sortie
générés par l’application du signal d’entrée u(t), t ≥ 0 au système (1.17) avec les conditions initiales
x0 et x1, respectivement. On dit que x0 et x1 sont indistinguables si

y0
u(t) = y1

u(t), ∀ t ≥ 0, pour tout entrée u.

Dans le cas contraire, on dit que x0 et x1 sont distinguables.

Définition 1.3.3. (Observabilité) Le système (1.17) est dit observable en x0 si x0 est distinguable
de tout x ∈ Rn. En outre, le système (1.17) est observable si ∀ x0 ∈ Rn, x0 est distinguable.

Si nous supposons que u et y sont connus, les dérivées de u et y peuvent être évaluées. Dans ce
cas, le concept d’observabilité peut être interprété de manière clair. Pour un système SISO, nous
définissons

y′ = [y ẏ ÿ ... y(n−1)]T

et
u′ = [u u̇ ü ... u(n−1)]T .

Chaque dérivée y(i) est une fonction de x et u, u̇, ..., u(i), et donc aussi une fonction de x et u′ si
i ≤ n− 1.
Soit ψi une fonction définie par

y(i) = ψi(x, u
′).
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La dérivée de y(i) est alors donnée par

y(i+1) =
[∂ψi(x, u

′)

∂x

]

f(x, u) +
[∂ψi(x, u

′)

∂u′

]du′

dt

ce qui est, par définition, ψi+1(x, u
′) si i+1 ≤ n−1. En définissant l’opérateur linéaire Mf par :

(

Mfψ
)

(x, u′) =
[∂ψ(x, u′)

∂x

]

f(x, u) +
[∂ψ(x, u′)

∂u′

]du′

dt

alors y′ s’écrit :
y′ = ω(x, u′),

où

ω(x, u′) =










h(x, u)
(

Mfh
)

(x, u)

...
(

Mn−1
f h

)

(x, u)










(1.18)

est la matrice d’observabilité.
Si la matrice d’observabilité (1.18) est inversible, i.e : il existe ω−1 telle que

x = ω−1(y′, u′)

alors le système correspondant est observable. En outre, si la jacobienne de la matrice d’obser-
vabilité,

Ω(x, u′) =
∂ω(x, u′)

∂x
,

est inversible en x0, alors il existe un voisinage Vx0 de x0 sur lequel ω est inversible. Dans ce
cas, le système correspondant est localement observable, ce qui signifie que x0 est distinguable
de tous les points de Vx0.

Pour les systèmes multi-sorties, c’est-à-dire y ∈ Rp, p > 1, la notion d’observabilité peut être
investiguée d’une manière similaire.
Soit

N = [n1 n2 ... np]
T

un vecteur d’entiers positifs, avec
i=p
∑

i=1

ni = n.

Définissons
y = [y1 y2 ... yp]

T ,

et
h(x, u) = [h1(x, u) h2(x, u) ... hp(x, u)]

T .
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En posant

ωj(x, u
′) =










hj(x, u)(

Mfhj

)

(x, u)

...
(

Mnj−1
f hj

)

(x, u)










,

les dérivées de yj jusqu’à l’ordre nj sont

[yj ẏj ... y
(nj)
j ]T = ωj(x, u

′).

La matrice d’observabilité pour les systèmes multi-sorties est alors définie par :

ωN (x, u′) =









ω1(x, u
′)

ω2(x, u
′)

...
ωq(x, u

′)









.

S’il existe N tel que ωN(x, u′) soit inversible, alors l’état x peut être déterminé à partir de u′, y, et
les dérivées de chaque yj jusqu’à l’ordre nj. De ce fait, le système correspondant est observable.

Dans le domaine non linéaire, il existe plusieurs façons de définir la notion d’observabilité.
En lien avec le concept d’indistinguabilité des états, une définition très fréquente a été établie
dans [58]. Des résultats importants ont été établis dans [46] et [87] pour une classe spéciale de
systèmes affines en la commande. Pour plus de détails sur les différents types de définitions sur
l’observabilité des systèmes non linéaires, nous renvoyons le lecteur à [58], [102] [87] et [14].

Remarque 1.3.4. Le concept d’observabilité cité précédemment peut être étendu directement à la
classe des systèmes à temps discret. Différents types de définitions ont été abordés dans [85].

1.3.3 Les différents types d’observateurs : état de l’art

Initialement les systèmes abordés ont été les systèmes linéaires, pour lesquels les observateurs
de Kalman et Luenberger ont donné de bons résultats. Le filtre de Kalman est utilisé dans le cas
des systèmes stochastiques en minimisant la matrice de covariance de l’erreur d’estimation, et
l’observateur de Luenberger a été utilisé pour les systèmes linéaires déterministes.
Dans le cas des systèmes non linéaires, l’observation d’état est un peu plus délicate et il n’existe
pas, à l’heure actuelle, de méthode universelle pour la synthèse d’observateurs. Les approches
envisageables sont soit une extension des algorithmes linéaires, soit des algorithmes non li-
néaires spécifiques. Dans le premier cas, l’extension est basée sur une linéarisation du modèle
autour d’un point de fonctionnement. Pour le cas d’algorithmes non linéaires spécifiques, les
nombreuses recherches menées sur ce sujet (voir [106], [81]) ont donné naissance à de nom-
breux algorithmes d’observation. Nous présenterons ces algorithmes dans la suite de ce chapitre.

1. Méthodes de transformations non linéaires : Cette technique fait appel à un changement
de coordonnées afin de transformer un système non linéaire en un système linéaire. Une
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fois qu’une telle transformation est faite, l’utilisation d’un observateur de type Luenberger
suffira pour estimer l’état du système transformé, et donc l’état du système original en
utilisant le changement de coordonnées inverse.

2. Observateurs étendus : Dans ce cas, le calcul du gain de l’observateur se fait à partir du
modèle linéarisé autour d’un point de fonctionnement. C’est par exemple le cas du filtre
de Kalman étendu et l’observateur de Luenberger étendu.

3. Observateurs à grand gain : Ce type d’observateurs est utilisé en général pour les systèmes
lipschitziens. Son nom est dû au fait que le gain de l’observateur choisi est suffisamment
grand pour compenser la non-linéarité du système.

4. Observateurs de Luenberger généralisés (OLG) : C’est un nouveau type d’observateurs qui a
été proposé récemment pour la classe des systèmes monotones. Cette nouvelle conception
consiste à ajouter à l’observateur de Luenberger un deuxième gain à l’intérieur de la partie
non linéaire du système.

5. Observateurs basés sur la théorie de la contraction : Ce type d’observateurs, comme son
nom l’indique, est basé sur la théorie de la contraction utilisée comme outil d’analyse de la
convergence. Cette technique mène à de nouvelles conditions de synthèse différentes de
celles fournies par les techniques précédentes.

Ci-après, nous présentons un peu plus en détails ces cinq méthodes.

Méthodes de transformations non linéaires

Cette technique consiste à transformer, à l’aide d’un changement de coordonnées, un système
non linéaire en un système linéaire modulo une injection de sortie. Une fois qu’un tel change-
ment de coordonnées est obtenu, l’utilisation d’un observateur de type Luenberger (corrigé par
l’injection de sortie) suffira pour estimer l’état du système transformé, et donc l’état du système
non linéaire original en utilisant le changement de coordonnées inverse.
L’un des premiers travaux réalisés dans ce domaine est proposé dans [71], où le système auto-
nome de la forme

ẋ = f(x) (1.19a)

y = h(x) (1.19b)

est transformé, par un changement de coordonnées non linéaire z = Φ(x), en un système li-
néaire sous la forme canonique observable suivante :

ż = Acz + λ(y) (1.20a)

y = Ccz (1.20b)

où Ac et Cc sont sous la forme duale de Brunovsky, i.e :

Ac =

[

0n−1 In−1

0 0T
n−1

]

, Cc =
[

1 0T
n−1

]

.

18



1.3. Observateurs d’état des systèmes non linéaires

L’observateur de Luenberger correspondant à (1.20) est donné par :

˙̂z = Acẑ + λ(y) +K(y − Ccẑ), (1.21)

dont la dynamique de l’erreur ε = z − ẑ est linéaire et s’écrit :

ε̇ = (Ac −KCc)ε. (1.22)

Le calcul du gain K se fait par un placement de pôles.
Ce travail a été étendu dans [72] au cas des systèmes à sorties multiples et la transformation
non linéaire a été généralisée comme suit :

z = Φ(x), (1.23)

v = Ψ(y). (1.24)

où v est la transformation de la sortie y à l’aide du changement de coordonnées non linéaire
Ψ(.). Les conditions sous lesquelles une telle transformation existe ont été établies. Cependant,
trois problèmes sont liés à cette approche :

1. La classe des systèmes pour lesquels une telle transformation existe est très restreinte ;

2. La procédure d’obtention d’une telle transformation est très compliquée ;

3. Dans le cas des systèmes avec entrées (systèmes commandés), le système transformé
contient toutes les dérivées des entrées.

Dans [66], le système

ẋ = f(x, u) (1.25a)

y = h(x, u) (1.25b)

a été considéré. Dans ce cas, le système transformé sous forme canonique généralisée est défini
par :

ż = Acz + λ(y, u′) (1.26a)

v = Ccz (1.26b)

où u′ =
[

u u̇ ... u(n)
]T
. La transformation non linéaire utilisée est

z = Φ(x, u′),

v = Ψ(x, u′).

En supposant que les dérivées de l’entrée u sont disponibles, la structure de l’observateur suggéré
est :

˙̂z = Acẑ + λ(y, u′) +K(v − v̂) (1.27a)

v̂ = Ccẑ. (1.27b)
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La dynamique de l’erreur est donnée par (1.22).

D’autres généralisations aux systèmes à sorties multiples ont été proposées dans [112], [99]
et [59]. Un algorithme simplifié permettant de calculer la transformation convenable, pour le
cas des systèmes autonomes, a été conçu dans [92]. Des conditions nécessaires et suffisantes
d’existence de la transformation pour les systèmes mono-sortie ont été données dans [51]. Ces
résultats ont été généralisés dans [93] aux systèmes à sorties multiples, et un algorithme de
calcul du changement de variables a été donné.
Une des raisons pour laquelle la classe des systèmes qui peuvent être transformés sous forme li-
néaire observable est restreinte est due au fait que la sortie doit être linéaire comme dans (1.20b)
et (1.26b). Cette condition est relaxée dans [65] pour la classe des systèmes autonomes mono-
sortie. L’idée est de transformer le système(1.19), en utilisant le changement de variables z =

Φ(x), en

ż = Az + Ly (1.28a)

y = η(z) (1.28b)

où η(z) = h(x)|x=Φ−1(z). L’observateur s’écrit :

˙̂z = Aẑ + Ly, (1.29)

et la dynamique de l’erreur ε = z − ẑ est

ε̇ = Aε. (1.30)

La transformation Φ est choisie de façon à obtenir une matrice A avec des propriétés souhai-
tables.
Afin de surmonter la difficulté d’obtention de la transformation convenable, indépendamment
des travaux précédents, une nouvelle approche a été présentée dans [16] pour la classe des
systèmes non linéaires autonomes et mono-sortie. Une méthode constructive basée sur des tech-
niques de synthèse linéaires a été proposée. Les conditions nécessaires et suffisantes d’existence
de la forme canonique ont été énoncées dans [73]. Plusieurs extensions de cette approche au cas
des systèmes non linéaires commandés et multi-sorties sont données dans [118], [117] et [18].

Observateurs étendus

Il est possible d’étendre quelques techniques linéaires à des systèmes non linéaires, ceci en cal-
culant le gain de l’observateur à partir du modèle linéarisé autour d’un point de fonctionnement.
C’est par exemple le cas du filtre de Kalman étendu et l’observateur de Luenberger étendu que
nous citons un peu plus en détail dans la suite.

A) Filtre de Kalman Etendu (EKF)

Le filtre de Kalman étendu est l’une des techniques d’estimation les plus populaires et large-
ment étudiées dans le domaine d’estimation d’état des systèmes dynamiques non linéaires. Ce
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filtre étendu consiste à utiliser les équations du filtre de Kalman standard au modèle non linéaire
linéarisé par la formule de Taylor au premier ordre.
Ce filtre étendu a été appliqué avec succès sur différents types de procédés non linéaires. Mal-
heureusement, les preuves de stabilité et de convergence établies dans le cas des systèmes li-
néaires, ne peuvent être étendues de manière générale au cas des systèmes non linéaires. Dans
un environnement déterministe, une preuve de la convergence du filtre de Kalman étendu a
été établie dans [24] et [23] pour la classe des systèmes non linéaires à temps discret. Cepen-
dant, cette convergence n’est que locale. L’analyse de la convergence de cet estimateur reste,
à l’heure actuelle, un problème ouvert. Les nombreuses recherches qui ont été menées sur ce
sujet ont donné naissance à de nombreuses publications et ouvrages [35], [55], [33], [32],
[101], [29], [25], [24], [7].
Avant d’introduire le fameux filtre de Kalman étendu, nous avons besoin de présenter l’estima-
teur de Kalman standard pour les systèmes linéaires à temps variant (LTV).

– Cas des systèmes LTV à temps continu : Pour le système LTV de la forme

ẋ = A(t)x+B(t)u+ v1(t) (1.31a)

y = C(t)x+ v2(t) (1.31b)

l’estimateur de Kalman standard est donné par :

˙̂x = A(t)x̂+B(t)u+ PCT (t)R−1(y −C(t)x̂) (1.32)

où P est la solution symétrique et définie positive de l’équation de Riccati suivante :

Ṗ = AP + PAT +Q− PCTR−1CP. (1.33)

– Cas des systèmes LTV à temps discret : Pour le système LTV de la forme

xk+1 = Akxk +Bkuk + vk (1.34a)

yk = Ckxk + wk (1.34b)

l’estimateur de Kalman standard est donné par :

x̂k+1 = x̂k+1/k +Kk+1

(

yk+1 − Ck+1x̂k+1/k

)

; (1.35a)

Pk+1 =
(

P−1
k+1/k + CT

k+1R
−1
k+1Ck+1

)−1
; (1.35b)

Kk+1 = Pk+1/kC
T
k+1

(

Ck+1Pk+1/kC
T
k+1 +Rk+1

)−1
(1.35c)

où

x̂k+1/k = Akx̂k +Bkuk; (1.36a)

Pk+1/k = AkPkA
T
k +Qk; (1.36b)

où P0 = µIn > 0. x̂k+1 et x̂k+1/k sont l’estimation et la prédiction de l’état xk+1. Les matrices
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Pk+1 et Pk+1/k sont les covariances des erreurs d’estimation et de prédiction. Qk et Rk+1 sont
des matrices de pondération dépendant des variables stochastiques vk et wk.

Le filtre de Kalman étendu [61] est une extension directe du filtre de Kalman standard en
remplaçant les matrices d’état et de sortie, A,C du système linéaire (1.31) ou (1.34) par les
jacobiennes des non-linéarités du système en question.
Considérons le système non linéaire suivant :

ẋ = f(x, u) + v(t) (1.37a)

y = h(x, u) +w(t) (1.37b)

L’EKF s’exprime de la manière suivante :

ẋ = f(x̂, u) + PH(x̂, u)R−1(y − h(x̂, u)) (1.38a)

Ṗ = F (x̂, u)P + PF (x̂, u)T +Q− PH(x̂, u)TR−1H(x̂, u)P (1.38b)

où

F (x̂, u) =
∂f

∂x
(x̂, u);

H(x̂, u) =
∂h

∂x
(x̂, u).

Ce type d’estimateur a été utilisé dans [64]. Dans le cas des systèmes à temps discret de la
forme :

xk+1 = f(xk, uk) +Gkvk (1.39a)

yk = h(xk, uk) +Dkwk (1.39b)

l’EKF est donné par :
x̂k+1 = x̂k+1/k +Kk+1ek+1 (1.40)

où

Pk+1 =
(

In −Kk+1Hk+1

)

Pk+1/k; (1.41a)

x̂k+1/k = f(x̂k, uk); (1.41b)

Pk+1/k = FkPkF
T
k +Qk; (1.41c)

Kk+1 = Pk+1/kH
T
k+1

(

Hk+1Pk+1/kH
T
k+1 +Rk+1

)−1
; (1.41d)

ek+1 = yk+1 − h(x̂k+1/k, uk+1); (1.41e)

Fk = F (x̂k, uk) =
∂f

∂x
(x̂k, uk); (1.41f)

Hk = H(x̂k, uk) =
∂h

∂x
(x̂k, uk) (1.41g)

où P0 = µIn > 0.

Il est courant (ceci n’a encore été démontré) de choisir en pratique, pour l’optimalité du filtre
de Kalman étendu, Qk et Rk+1 comme les matrices de covariance des bruits du système et des
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mesures, i.e :
Qk = GkG

T
k , Rk+1 = Dk+1D

T
k+1.

Ce choix est valable sous certaines conditions [8]. Dans un contexte déterministe, la synthèse
de Qk et Rk+1 joue un rôle primordial dans l’amélioration des performances du filtre de Kalman
étendu. Pour plus de détails sur ce dernier point, nous invitons le lecteur à consulter [41], [40],
[29], [97] et [98].

B) Observateur de Luenberger étendu

L’observateur de Luenberger étendu intervient, soit au niveau du système original avec un gain
constant, soit par le biais d’un changement de coordonnées avec un gain dépendant de l’état à
estimer. Dans le premier cas, un modèle linéarisé est nécessaire, et le gain de l’observateur est
calculé par placement de pôles. Ce type d’observateur ne peut être utilisé que lorsque l’on est
sûr que l’état restera au voisinage de l’état d’équilibre. Pour cette raison, cette méthode n’est
pas très utilisée, parce que son utilisation peut être compromise par les instabilités qui peuvent
se révéler si l’on s’éloigne du point de fonctionnement. Dans le deuxième cas, comme nous
l’avons mentionné précédemment, les méthodes de changement de coordonnées ne concernent
qu’une classe restreinte de systèmes non linéaires. En effet, beaucoup d’approches utilisant les
changements de coordonnées nécessitent l’intégration d’un ensemble d’équations aux dérivées
partielles non linéaires, ce qui est souvent très délicat à réaliser. De ce fait, l’utilisation de solu-
tions approchées est envisageable.

Observateurs à grand gain : Approche de Thau et ses généralisations

Une méthode directe de conception d’observateur est d’utiliser un retour de sortie linéaire. Cette
approche, introduite initialement dans [105], s’applique sur la classe des systèmes non linéaires
s’écrivant sous la forme suivante :

ẋ = Ax+ φ(x, u) (1.42a)

y = Cx (1.42b)

où x ∈ Rn, u ∈ Rm et y ∈ Rp représentent respectivement les vecteurs d’état, des entrées et des
sorties du système. La paire (A,C) est détectable et la non-linéarité, φ satisfait la propriété de
Lipschitz par rapport à x :

‖φ(x, u) − φ(x̂, u)‖ ≤ γφ‖x− x̂‖, ∀ x, x̂ ∈ Rn et ∀ u ∈ Rm (1.43)

où γφ est la constante de Lipschitz de la fonction φ.

Ce type d’observateurs est relativement classique en observation des systèmes non linéaires.
Son nom est dû au fait que le gain de l’observateur choisi est suffisamment grand pour compen-
ser la non linéarité du système.
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L’observateur de type Luenberger correspondant à (1.42) est de la forme :

˙̂x = Ax̂+ φ(x̂, u) +K(y − Cx̂) (1.44)

La dynamique de l’erreur d’estimation ε = x− x̂ est donnée par l’équation :

ε̇ = (A−KC)ε+ φ(x, u) − φ(x̂, u) (1.45)

L’objectif est de déterminer sous quelles conditions le gain K peut garantir la stabilité de l’erreur
d’estimation ε en zéro.
La méthode de Thau [105] fournit une condition suffisante de stabilité asymptotique de l’erreur
d’estimation (1.45). Le résultat de cette méthode est donné par le théorème suivant :

Théorème 1.3.5. ([105]) Considérons le système(1.42) et l’observateur(1.44). Si le gain d’obser-
vation K est choisi tel que

γφ <
λmin(Q)

2λmax(P )
(1.46)

où λmin(S) et λmax(S) désignent respectivement les valeurs propres minimale et maximale de la
matrice carrée S, les matrices P = P T > 0 et Q = QT > 0 désignent les solutions de l’équation de
Lyapunov :

(A−KC)TP + P (A−KC) +Q = 0 (1.47)

alors l’erreur d’estimation (1.45) est exponentiellement stable.

La preuve de ce théorème est basée sur l’utilisation de la fonction de Lyapunov standard

V = V (ε) = εTPε.

Pour plus de détails sur la preuve du Théorème 1.3.5, nous invitons le lecteur à consulter [105].

Il a été démontré dans [89] que le rapport λmin(Q)
2λmax(P ) est maximal si Q = In. Le problème est

donc réduit à choisir un gain K qui satisfait

γφ <
1

2λmax(P )
(1.48)

où
(A−KC)TP + P (A−KC) = −In.

L’approche de Thau n’est pas une méthode de synthèse systématique. Elle permet seulement de
vérifier la convergence de l’observateur (1.44), a posteriori. En effet, le choix des matrices P ,
Q et K qui satisfont l’inégalité (1.46) n’est pas direct. Par exemple, le placement des valeurs
propres de (A −KC) dans le demi-plan gauche n’implique pas que la condition (1.46) est sa-
tisfaite. Il n’existe aucune relation spécifique entre les valeurs propres de (A−KC) et λmax(P ),
ceci a été prouvé dans [95] par un simple exemple numérique.

Ce type d’observateurs a été largement étudié dans la littérature par de nombreux chercheurs
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spécialistes dans le domaine de l’observation d’état. Une méthode constructive a été proposée
par Raghavan dans [95], où une solution explicite et systématique du choix du gain de l’obser-
vateur est établie. Cette solution est illustrée dans le théorème suivant :

Théorème 1.3.6. ([95]) Considérons le système(1.42) et l’observateur(1.44). S’il existe ǫ > 0 tel
que l’équation de Riccati

AP + PAT + P
(

γ2
φIn − 1

ǫ
CTC

)

P + In + ǫIn = 0 (1.49)

admette une solution P symétrique définie positive, alors le gain

K =
1

2ǫ
PCT (1.50)

stabilise asymptotiquement la dynamique de l’erreur d’estimation (1.45).

Cependant, cet algorithme n’est pas efficace pour toutes les paires (A,C) observables et malheu-
reusement ne donne pas d’informations sur les conditions que doit vérifier la matrice (A−KC)

afin d’assurer la stabilité de l’erreur d’estimation. Nous avons vu que le placement des valeurs
propres de (A−KC) dans le demi-plan gauche est certainement insuffisant.
Dans [116], l’auteur a suggéré une procédure de conception liée directement à la matrice
(A−KC). Dans cette procédure, le choix du gain K tel que

σmin(A−KC) > γφ (1.51)

assure l’inégalité (1.48). Les valeurs singulières de (A − KC) jouent, en effet, un rôle sur la
convergence de l’observateur. Malheureusement, ce résultat est en général incorrect. Ceci a été
démontré par un contre exemple dans [96].

L’inexactitude du résultat précédent est intuitivement compréhensible. En effet, les valeurs sin-
gulières d’une matrice déterminent si cette matrice est proche d’être singulière. Une matrice
pourrait être proche d’être singulière, mais ses valeurs propres restent proches de l’axe imagi-
naire. Cette distinction a été clarifiée après la nouvelle méthode proposée dans [96]. En effet,
dans [96], Rajamani a établi un nouveau résultat permettant de corriger le précédent. Ce résul-
tat est résumé dans le théorème suivant qui fournit des conditions nécessaires et suffisantes que
doit vérifier la matrice (A−KC) afin de justifier la convergence de l’observateur.

Théorème 1.3.7. ([96]) Considérons le système(1.42) et l’observateur(1.44), avec (A,C) obser-
vable et φ satisfait (1.43). Alors, l’erreur d’estimation est asymptotiquement stable si le gain K

peut-être choisi tel que (A−KC) soit stable et

min
ω≥0

(

σmin(A−KC − jωIn)
)

> γφ (1.52)

où j est tel que j2 = −1.

La démonstration complète de ce théorème est donnée en trois étapes dans [96].
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D’autres méthodes de synthèse d’observateurs ont été développées spécialement pour la classe
des systèmes uniformément observables [47], [20] et [19]. Ces méthodes utilisent un chan-
gement de variables pour se ramener à un système de la forme (1.42). Une fois le système
transformé, l’utilisation d’un observateur à grand gain est systématique. Ce type d’observa-
teurs a été appliqué à une classe de systèmes biologiques et à des procédés biotechnologiques
dans [47], [45] et [15].

Observateurs de Luenberger Généralisés (OLG)

Récemment, une nouvelle conception d’observateurs a été proposée dans [4], [6], [5], [3], [43]
et [44]. La classe des systèmes concernés par cette nouvelle conception consiste à ajouter à
l’observateur de Luenberger un deuxième retour de sortie linéaire à l’intérieur de la partie non
linéaire du système. Cette approche concerne les systèmes décrits par les équations suivantes :

ẋ = Ax+Gγ(Hx) + ̺(y, u) (1.53a)

y = Cx. (1.53b)

L’observateur d’état proposé a la structure suivante :

˙̂x = Ax̂+Gγ
(

Hx̂+K(y − Cx̂)
)

+ ̺(y, u) + L(y − Cx̂). (1.54)

Des conditions de convergence de l’observateur (1.54) ont été établies dans [4] et [5]. Ce ré-
sultat concerne les systèmes pour lesquels la fonction non linéaire γ satisfait les hypothèses
suivantes :

1. chaque composante γi est une fonction scalaire à variable scalaire, i.e :

γi = γi

( j=n
∑

j=1

Hijxj

)

, i = 1, ..., r. (1.55)

2. Toutes les composantes de γ sont des fonctions non décroissantes, i.e :

0 ≤ γi(v) − γi(w)

v − w
, ∀ v 6= w ∈ R. (1.56)

En utilisant (1.53) et (1.54), la dynamique de l’erreur d’estimation ε = x− x̂ s’écrit :

ε̇ = (A− LC)ε+G
(

γ(v) − γ(w)
)

(1.57)

où
v = Hx et w = Hx̂+K(y − Cx̂).

Ces conditions de convergence sont illustrées dans le théorème suivant :

Théorème 1.3.8. L’erreur d’estimation (1.57) est exponentiellement stable à l’origine s’il existe une
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matrice P = P T > 0, une constante ν > 0 et une matrice diagonal Λ > 0 tel que l’inégalité

[

(A− LC)TP + P (A− LC) + νIn PG+ (H −KC)TΛ

GTP + Λ(H −KC) 0

]

≤ 0 (1.58)

soit satisfaite.

Cette technique a été étendue dans [43] et [44] au cas des systèmes monotones multi-variables.
Des conditions de convergence analogues ont été obtenues. De nouvelles conditions suffisantes
de synthèse des gains K et L ont été proposées dans [6] pour une classe de systèmes dont la
non-linéarité est une fonction scalaire à variable scalaire. Ce résultat est plus général que le
précèdent, puisqu’il prend en compte les bornes du terme γ(v)−γ(w)

v−w quand elles existent, c’est à
dire quand la non-linéarité satisfait la condition

0 ≤ γ(v) − γ(w)

v − w
≤ b, ∀ v 6= w ∈ R. (1.59)

Dans ce cas, en exploitant la condition (1.59), les auteurs ont établi le théorème suivant :

Théorème 1.3.9. L’observateur d’état (1.54) converge exponentiellement s’il existe une matrice
P = P T > 0, une constante ν > 0 et une matrice diagonal Λ > 0 telles que l’inégalité

[

(A− LC)TP + P (A− LC) + νIn PG+ (H −KC)T

GTP + (H −KC) −2
b

]

≤ 0 (1.60)

soit satisfaite.

Cette dernière inégalité est moins restrictive que (1.58). En effet, dans (1.58) il est nécessaire
d’avoir PG + (H − KC)TΛ = 0 à cause de la présence d’un zéro sur la diagonale. Ceci rend
l’inégalité (1.58) contraignante. Cependant, dans (1.60), le zéro sur la diagonale est remplacé
par −2

b , ce qui n’impose pas à PG + (H − KC)T d’être nul. Notons qu’en particulier, pour
b = +∞, nous retrouvons l’inégalité (1.58).

Observateurs basés sur la théorie de la contraction

Cette technique, nouvelle en observation d’état, a été introduite dans [76], [77], [78], [64],
[79] et [42]. Le principe de la méthode est le suivant :
Etant donné un système non linéaire de la forme :

ẋ = f(x, t) (1.61a)

y = h(x, t) (1.61b)

l’observateur correspondant est l’observateur classique de Luenberger :

˙̂x = f(x̂, t) + L(y − ŷ) (1.62a)

ŷ = h(x̂, t) (1.62b)
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L’objectif est de déterminer la matrice L telle que le système général suivant soit contractant :

Ẋ = f(X, t) + L(y − h(X, t)). (1.63)

En effet, si le système (1.63) est contractant, alors, d’après le Théorème 1.2.20, les deux solu-
tions particulières x et x̂ de (1.63) convergent exponentiellement l’une vers l’autre.
En utilisant la théorie de la contraction, le système (1.63) est contractant si la valeur propre
maximale de la partie symétrique de la matrice suivante est négative :

∂f

∂X
(X, t) − L

∂h

∂X
(X, t).

De façon générale, le système (1.63) est contractant s’il existe une métrique M(X, t) et une
constante positive βM telles que

{( ∂f

∂X
− L

∂h

∂X

)T
M + M

( ∂f

∂X
− L

∂h

∂X

)

+ Ṁ

}

≤ −βMM. (1.64)

Dans le cas où M est constante, l’inégalité (1.64) devient
{( ∂f

∂X
− L

∂h

∂X

)T
M + M

( ∂f

∂X
− L

∂h

∂X

)}

≤ −βMM. (1.65)

En posant S = LT M dans (1.65), on obtient l’inégalité suivante :

∂f

∂X

T

M + M
∂f

∂X
− ∂h

∂X

T

S − ST ∂h

∂X
+ βMM ≤ 0. (1.66)

Par conséquent, si la condition (1.66) est soluble pour tout X ∈ Rn, alors le gain

L = M−1ST

rend le système (1.63) contractant. De ce fait, les deux solutions x et x̂ de (1.63) convergent
exponentiellement l’une vers l’autre.

La théorie de la contraction a été appliquée à plusieurs types d’observateurs tels que le filtre
de Kalman étendu [64] et les observateurs PD [76]. Pour plus de détails, nous renvoyons le lec-
teur aux articles [76], [77], [78], [79] et [42]. Des conditions sous forme de LMI ont été établies
dans [78] et une analogie avec les systèmes LTV est également proposée dans [76] et [42]. Cette
théorie a été utilisée aussi dans [13] comme outil d’analyse de convergence dans le contexte de
la synchronisation des systèmes de communications chaotiques.

1.4 Conclusion

Ce chapitre a été consacré d’une part à quelques rappels sur des concepts relatifs à la stabi-
lité (stabilité au sens de Lyapunov, théorie de la contraction) et à l’observabilité (rappels sur
quelques définitions sur la notion d’observabilité et formulation du principe d’estimation d’état).
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1.4. Conclusion

D’autre part, nous avons présenté un état de l’art qui regroupe la plupart des techniques de
conception d’observateurs pour les systèmes non linéaires à temps discret et à temps continu.
Pour cette classe générale de systèmes, nous avons vu qu’il n’existe pas, à l’heure actuelle, de
méthode universelle pour la synthèse d’observateurs. Les approches développées à ce jour sont
soit une approximation des algorithmes linéaires (linéarisation autour d’un point de fonctionne-
ment), soit des algorithmes non linéaires spécifiques pour certaines classes de systèmes.

29



Chapitre 1. État de l’art sur les observateurs d’état des systèmes non linéaires

30



CHAPITRE

2 Synthèse d’observateurs d’état des
systèmes à temps continu

Sommaire

2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.2 Approche basée sur le DMVT : Transformation en LPV . . . . . . . 32

2.2.1 Préliminaires et formulation du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.2.2 Procédure de synthèse d’observateur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

2.2.3 Observateur avec gain affine . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

2.2.4 Systèmes à sorties non linéaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

2.2.5 Systèmes non différentiables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

2.3 Extension au filtrage H∞ : observateur robuste . . . . . . . . . . . . 45

2.3.1 Synthèse d’observateur H∞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

2.4 Extension au cas des systèmes à entrées inconnues . . . . . . . . . . 48

2.5 DMVT et Observateur de Luenberger Généralisé (OLG) . . . . . . 51

2.5.1 Position du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

2.5.2 Synthèse d’observateur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

2.5.3 Exemple numérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

2.5.4 Cas des systèmes à entrées inconnues . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

2.6 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

31



Chapitre 2. Synthèse d’observateurs d’état des systèmes à temps continu

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous proposons deux méthodes de synthèse d’observateurs. La première consiste
à transformer le problème d’estimation d’état d’un système non linéaire à un problème de sta-
bilité d’un système Linéaire à Paramètres Variants (LPV). L’idée est basée sur l’utilisation du
théorème des accroissements finis (the Differential Mean Value Theorem (DMVT) pour le sigle
anglais) qui permet de transformer la dynamique de l’erreur d’estimation (qui définit un système
non linéaire quelconque) en un système LPV. En se basant sur les techniques LPV [12], [11], des
conditions de stabilité sous forme de LMIs ont été obtenues. Des extensions ont été également
établies dans le cas des systèmes à sorties non linéaires et une classe particulière de systèmes
non différentiables. Une version de cette méthode, qui tient compte de la robustesse aux bruits
qui affectent la dynamique et la sortie du système, a ensuite été élaborée. En utilisant quelques
transformations, nous avons pu généraliser la méthode proposée à l’estimation de l’état et des
entrées inconnues (simultanément).
La deuxième méthode proposée dans ce chapitre est basée sur un observateur de Luenberger
généralisé (OLG). Cette technique fait intervenir le DMVT qui permet d’étendre les travaux dé-
veloppés dans [4] et [6] à une classe plus large de systèmes non linéaires. Une nouvelle condi-
tion de synthèse d’observateurs a été obtenue. Une extension, au cas des systèmes à entrées
inconnues, est également obtenue.

2.2 Approche basée sur le DMVT : Transformation en LPV

Dans cette section nous présentons une méthode de construction d’observateurs d’état pour
les systèmes non linéaires. La contribution principale réside dans l’utilisation du théorème des
accroissements finis (DMVT). Ce dernier permet de ramener le problème d’estimation d’état d’un
système non linéaire quelconque à un problème de stabilité d’un système LPV.

2.2.1 Préliminaires et formulation du problème

Préliminaires

Avant d’introduire la classe des systèmes non linéaires concernée, nous avons besoin d’énoncer
les deux théorèmes suivants :

Théorème 2.2.1. (Le DMVT pour des fonctions scalaires)
Soit ϕ : Rn → R. Soit a, b ∈ Rn. Supposons que ϕ soit différentiable sur Co(a, b). Alors, il existe
une constante z ∈ Co(a, b), z 6= a, z 6= b tel que :

ϕ(a) − ϕ(b) =
∂ϕ

∂x
(z)(a − b) (2.1)

Démonstration : La preuve de ce théorème est basée sur le théorème des accroissements fi-
nis classique pour les fonctions scalaires à variable scalaire qui lui même découle du fameux
théorème de Rolle.
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2.2. Approche basée sur le DMVT : Transformation en LPV

Remarque 2.2.2. Le DMVT est incorrect dans le cas des fonctions vectorielles. Ceci veut dire qu’on
peut pas toujours trouver une seule constante z ∈ Co(a, b) telle que l’équation (2.1) soit vérifiée. En
effet, on peut construire facilement des contre-exemples.

Afin d’obtenir une équation similaire à (2.1), on peut imaginer l’existence de plusieurs constantes
zi ∈ Co(a, b) pour i = 1, ..., q où q est le nombre de composantes de la fonction non linéaire en
question. Pour ceci, nous proposons de procéder comme suit :
Soit

Es =
{
es(i) | es(i) = (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0)T , i = 1, ..., s.

}

la base canonique de Rs pour tout s ≥ 1. Considérons la fonction vectorielle

ϕ : Rn → Rq.

Cette fonction peut toujours s’écrire sous la forme

ϕ(x) = [ϕ1(x), ..., ϕq(x)]
T

où ϕi : Rn → R est la ime composante de ϕ.
D’après la définition de Es, on peut écrire

ϕ(x) =

q
∑

i=1

eq(i)ϕi(x).

En appliquant le Théorème 2.2.1 sur chaque fonction scalaire ϕi et en utilisant le fait que

∂ϕi

∂x
(.) =

n∑

j=1

eTn (j)
∂ϕi

∂xj
(.)

on obtient le théorème suivant :

Théorème 2.2.3. (Le DMVT pour des fonctions vectorielles)
Soit ϕ : Rn → Rq. Soit a, b ∈ Rn. Supposons que ϕ soit différentiable sur Co(a, b). Il existe alors des
constantes z1, ..., zq ∈ Co(a, b), zi 6= a, zi 6= b pour i = 1, ..., q tel que :

ϕ(a) − ϕ(b) =





q,n
∑

i,j=1

eq(i)e
T
n (j)

∂ϕi

∂xj
(zi)



 (a− b) (2.2)

Formulation du problème

Considérons la classe des systèmes non linéaires décrite par les équations suivantes :

ẋ(t) = Ax(t) +Bf(x(t), y(t), u(t)) (2.3a)

y(t) = Cx(t) (2.3b)
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où x ∈ Rn est le vecteur d’état du système, u ∈ Rm le vecteur d’entrée et y ∈ Rp le vec-
teur de sortie. A, B et C sont des matrices constantes de dimensions appropriées. La fonction
f(x, y, u) : Rn × Rp × Rm → Rq est différentiable par rapport à x. Supposons de plus que la
fonction f satisfasse l’hypothèse suivante :

Hypothèse 2.2.4.

aij ≤
∂fi

∂xj
(x, y, u) ≤ bij, ∀ x, y, u (2.4)

pour tout i = 1, ..., q et j = 1, ..., n, avec aij et bij des constantes réelles.

L’observateur d’état correspondant à (2.3) est de type Luenberger. L’équation d’état de cet ob-
servateur est donnée par :

˙̂x(t) = Ax̂(t) +Bf(x̂(t), y(t), u(t)) +K(y(t) − Cx̂(t)) (2.5)

où x̂ représente l’état estimé de x.
L’objectif principal est de déterminer la matrice K telle que l’erreur d’estimation

ε(t) = x(t) − x̂(t) (2.6)

converge asymptotiquement vers zéro. La dynamique de l’erreur est donnée par l’équation sui-
vante :

ε̇(t) =
(

A−KC
)

ε(t) +Bδft (2.7)

où
δft = f(x(t), y(t), u(t)) − f(x̂(t), y(t), u(t)). (2.8)

En appliquant le Théorème 2.2.3 sur la fonction x 7→ f(x(t), y(t), u(t)), nous déduisons qu’il
existe des constantes zi(t) ∈ Co(x(t), x̂(t)) pour tout i = 1, ..., q telles que :

δft =





q,n
∑

i,j=1

eq(i)e
T
n (j)

∂fi

∂xj
(zi(t), y(t), u(t))



 ε(t).

Pour des raisons de simplifications, nous introduisons les notations suivantes :

hij(t) =
∂fi

∂xj
(zi(t), y(t), u(t)) (2.9a)

H
q
ij = eq(i)e

T
n (j) for 1 ≤ i ≤ q and 1 ≤ j ≤ n (2.9b)

h =
(

h11, ..., h1n, ..., hqn

)

(2.9c)

A(h(t)) = A+B

q,n
∑

i,j=1

hij(t)H
q
ij (2.9d)
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De ce fait, la dynamique de l’erreur d’estimation se réécrit comme suit :

ε̇(t) =
(

A(h(t)) −KC
)

ε(t). (2.10)

L’équation (2.10) définit un système LPV.
D’après l’hypothèse (2.2.4), le paramètre h(t) évolue dans un domaine borné Hq,n dont les 2qn

éléments sont définis par l’ensemble

VHq,n =
{

α = (α11, ..., α1n, ..., αqn) | αij ∈ {aij , bij}
}

(2.11)

2.2.2 Procédure de synthèse d’observateur

En s’inspirant des techniques LPV [12], [11], de nouvelles conditions suffisantes de convergence
de l’observateur proposé sont obtenues. Ces conditions sont exprimées sous forme d’inégalités
linéaires matricielles (LMIs).

Théorème 2.2.5. ( [124]) l’erreur d’estimation ε(t) converge asymptotiquement vers zéro s’il
existe des matrices P = P T > 0 et R de dimensions appropriées telles que les LMIs suivantes soient
satisfaites :

AT (α)P − CTR+ PA(α) −RTC < 0, ∀ α ∈ VHq,n . (2.12)

Par conséquent, le gain K sera donné par K = P−1RT .

Démonstration : Afin d’étudier la convergence asymptotique de l’erreur d’estimation, nous
considérons la fonction de Lyapunov quadratique suivante :

V (t) = V (ε(t)) = εT (t)Pε(t)

où P est une matrice symétrique définie positive.
L’erreur d’estimation converge asymptotiquement vers zéro si V (t) > 0 et V̇ (t) < 0 pour tout
ε(t) 6= 0.
Nous avons

V̇ (t) = εT (t)F (h(t))ε(t)

où

F (h(t)) =
(

A(h(t)) −KC
)T
P + P

(

A(h(t)) −KC
)

.

La condition V (t) > 0 est satisfaite car la matrice P est définie positive. La condition V̇ (t) < 0

est vérifiée si
F (h(t)) < 0 for all h(t) ∈ Hq,n.

Comme la fonction matricielle F est affine en h(t), en utilisant le principe de convexité [31],
nous déduisons que V̇ (t) < 0 à condition que :

F (α) < 0, ∀ α ∈ VHq,n . (2.13)
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Si on utilise la notation R = LTP , on constate que la condition (2.13) est équivalente à (2.12).
L’erreur d’estimation est donc asymptotiquement stable si les inégalités (2.12) sont satisfaites
avec P définie positive. Cette dernière condition permet l’inversion de P et par conséquent le
calcul du gain K par P−1RT .

Remarque 2.2.6. Il n’est pas difficile d’obtenir les bornes supérieures et inférieures des fonctions
hij(.) dans le domaine Hq,n. En effet, pour beaucoup de systèmes non linéaires, les termes ∂fi

∂xj
(.) sont

bornés, ce qui permet de déduire directement et sans difficulté les bornes aij et bij . Par exemple, pour
la plupart des systèmes lipschitziens abordés dans la littérature abondante, ces bornes apparaissent
aisément.

Exemple numérique

Pour montrer la performance de l’approche précédente, on propose une application numérique.
Considérons un robot flexible [88] dont le modèle dynamique est un système non linéaire qu’on
peut mettre sous la forme (2.3) avec les paramètres :

A =








0 1 0 0

−48.6 −1.25 48.6 0

0 0 0 1

19.5 0 −19.5 0







, B =








0

0

0

1







,

C =
[

1 0 0 0
]

, f(x, y, u) = −3.33 sin(θl),

où

x =
[

θm ωm θl ωl

]T

avec θm la position angulaire du moteur, ωm la vitesse angulaire du moteur, θl la position angu-
laire du bras et ωl la vitesse angulaire du bras.
L’application de l’approche proposée nous donne :

h1j(t) = 0 pour tout j = 1, 2, 4;

h13(t) = −3.33 cos(z3(t)).

L’ensemble des sommets VH1,4
peut être réduit à

VH1,4
= {−3.33,+3.33},

et donc nous avons deux LMIs à résoudre afin de déduire le gain de l’observateur assurant la
convergence asymptotique de l’erreur d’estimation vers zéro.
Les LMIs (2.12) fournissent les solutions suivantes :

P =








5.4786 −0.2172 −1.7595 0.1330

−0.2172 0.0649 −0.2061 0.0671

−1.7595 −0.2061 3.4710 −0.3989

0.1330 0.0671 −0.3989 0.3164







,
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(d) Vitesse angulaire du bras et son estimée.

FIG. 2.1 – Convergence asymptotique de l’état (ligne continue) vers son estimé (ligne pointillée).

R =
[

14.2797 3.9211 −11.1406 1.2633
]

et donc

L =








12.5131

156.2855

9.8934

−21.9507







.

Les résultats des simulations numériques sont illustrés sur la Figure 2.1.

Remarque 2.2.7. Dans la méthode précédente, nous avons proposé un observateur avec un gain
constant. Ceci est dû au fait que les paramètres hij(t) sont inconnus à cause des constantes zi(t) qui
découlent du théorème des accroissements finis. Il est connu dans la littérature que pour les systèmes
LPV à paramètres mesurables ou connus, on utilise toujours un observateur affine qui dépend de ces
paramètres, afin de réduire le conservatisme dû au gain constant. Nous envisageons de proposer
dans la section suivante, un observateur avec un gain affine pour une classe particulière de systèmes
non linéaires qui regroupe la classe des systèmes LPV.
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2.2.3 Observateur avec gain affine

Nous allons montrer que sous une hypothèse supplémentaire, nous pouvons utiliser un gain
affine. L’objectif du gain affine est de réduire le conservatisme de l’approche proposée, dans le
sens où les conditions de stabilité deviennent moins restrictives. Avant de présenter l’observateur
correspondant au système (2.3), nous introduisons une hypothèse supplémentaire qui définit la
classe des systèmes concernés.

Hypothèse 2.2.8. Supposons qu’il existe un sous ensemble S ⊂ {1, ..., q} × {1, ..., n} tel que :

∂fi

∂xj
(x, y, u) = gij(y, u) 6= 0, ∀ (i, j) ∈ S. (2.14)

Cette hypothèse signifie que ∂fi

∂xj
(x, y, u) est indépendant de x pour tout (i, j) ∈ S. De plus, elle

n’est pas restrictive. En effet, la classe des systèmes satisfaisant la condition (2.14) inclue une
variété étendue de systèmes chaotiques tels que le système de Lorenz et le système de Rössler
présentés dans [74]. En dehors de ces systèmes, nous mentionnons que la condition (2.14) est
vérifiée par la classe des systèmes étudiée dans [9].

Remarque 2.2.9. L’hypothèse 2.2.8 ne signifie guère que la fonction f est totalement affine en x.
En effet, le sous ensemble S peut être strictement inclus dans l’ensemble {1, ..., q} × {1, ..., n}, i.e :
S ( {1, ..., q}×{1, ..., n}. Pour clarifier cette remarque, on propose un exemple d’une telle fonction :
Soit f : R2 × R × R 7→ R2 une fonction définie par :

f(x, y, u) =

[

sin(x1) + yx2

cos(x1)

]

.

Cette fonction n’est pas affine en x à cause des termes sin(x1) et cos(x1). Nous avons ∂f1

∂x2
= y, et

donc S = {(1, 2)} ( {1, 2} × {1, 2} = {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2)}.

Sous l’hypothèse 2.2.8, nous proposons l’observateur correspondant à (2.3) décrit par :

˙̂x(t) = Ax̂(t) +Bf(x̂(t), y(t), u(t)) + L
(
y(t), u(t)

)(

y(t) −Cx̂(t)
)

(2.15)

avec
L(y(t), u(t)) = L0 +

∑

(i,j)∈S

gij(y(t), u(t))Lij .

L’objectif principal consiste à déterminer les matrices L0 et Lij pour tout (i, j) ∈ S de façon à ce
que l’erreur d’estimation

ε(t) = x(t) − x̂(t) (2.16)

converge asymptotiquement vers zéro.
La dynamique de l’erreur s’écrit :

ε̇(t) =
(

A− L(y(t), u(t))C
)

ε(t) +Bδft. (2.17)
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En utilisant (2.8) et les notations (2.9) de la section 2.2.1, l’équation (2.17) se réécrit sous la
forme suivante :

ε̇(t) =
(

A(h(t)) − L(y(t), u(t))C
)

ε(t). (2.18)

Dans ce cas, on a hij(t) = gij(y(t), u(t)) pour tout (i, j) ∈ S, et par conséquent pour α ∈ VHq,n ,
on a αij ∈ {g

ij
, ḡij} pour tout (i, j) ∈ S, avec

g
ij

= min
t

(

gij(y(t), u(t))
)

,

ḡij = max
t

(

gij(y(t), u(t))
)

.

Théorème 2.2.10. Sous l’hypothèse 2.2.8, l’erreur d’estimation (2.18) converge asymptotiquement
vers zéro s’il existe des matrices P = P T > 0, R0 et Rij , (i, j) ∈ S de dimensions appropriées telles
que les LMIs suivantes soient solubles :

AT (α)P − CT
(

R0 +
∑

(i,j)∈S

αijRij

)

+ PA(α) −
(

RT
0 +

∑

(i,j)∈S

αijR
T
ij

)

C < 0

∀ α ∈ VHq,n . (2.19)

Par conséquent, les gains L0 et Lij sont donnés par L0 = P−1RT
0 et Lij = P−1RT

ij pour tout
(i, j) ∈ S.

Remarque 2.2.11. L’introduction d’un gain affine (une idée très classique dans la littérature LPV)
dans le cas des systèmes satisfaisant l’hypothèse 2.2.8 permet d’obtenir des conditions de stabilité
moins contraignantes. Ceci signifie que les LMIs (2.19) sont moins restrictives que les LMIs (2.12).
En effet, il y a plus de degrés de liberté dans (2.19) que dans (2.12).

2.2.4 Systèmes à sorties non linéaires

Considérons une classe plus générale de systèmes non linéaires avec sorties non linéaires :

ẋ(t) = Ax(t) +Bf(x(t), y(t), u(t)) (2.20a)

y(t) = g(x(t), u(t)). (2.20b)

La fonction f satisfait (2.4) et g : Rn × Rm 7→ Rp vérifie l’hypothèse suivante :

Hypothèse 2.2.12. Supposons que la fonction g satisfasse la condition suivante :

āij ≤
∂gi

∂xj
(x, u) ≤ b̄ij , ∀ x, u (2.21)

pour tout i = 1, ..., p et j = 1, ..., n, avec āij et b̄ij des constantes réelles.

L’observateur d’état que nous considérons est sous la forme suivante :

˙̂x(t) = Ax̂(t) +Bf(x̂(t), y(t), u(t)) +K
(

y(t) − g(x̂(t), u(t))
)

(2.22)
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La dynamique de l’erreur d’estimation ε(t) = x(t) − x̂(t) s’écrit :

ε̇(t) = Aε(t) +Bδft −Kδgt (2.23)

où
δgt = g(x(t), u(t)) − g(x̂(t), u(t)) (2.24)

En appliquant le Théorème 2.2.3 sur la fonction x 7→ g(x, u) nous déduisons qu’il existe des
vecteurs z̄i(t) ∈ Co(x(t), x̂(t)) pour tout i = 1, ..., p tels que

δgt =





p,n
∑

i,j=1

ρij(t)H
p
ij



 ε(t) (2.25)

avec

ρij(t) =
∂gi

∂xj
(z̄i(t), u(t)) et Hp

ij = ep(i)e
T
n (j).

En utilisant (2.8), (2.9) et les notations

ρ =
(

ρ11, ..., ρ1n, ..., ρpn

)

(2.26a)

G(ρ(t)) =

p,n
∑

i,j=1

ρij(t)H
p
ij (2.26b)

l’équation (2.23) se réécrit sous forme d’un système LPV comme suit :

ε̇(t) =
(

A(h(t)) −KG(ρ(t))
)

ε(t) (2.27)

où h(t) et A(h(t) sont définis dans (2.9). Le problème d’estimation d’état devient donc un pro-
blème de stabilité du système LPV défini dans (2.27).
Comme dans la section 2.2.1, l’hypothèse 2.2.12 implique que le paramètre ρ(t) évolue dans un
domaine borné Fp,n pour lequel l’ensemble des 2pn sommets est donné par :

WFp,n =
{

β = (β11, ..., β1n, ..., βpn) | βij ∈ {āij , b̄ij}
}

.

En s’inspirant des techniques LPV, on obtient, sous les hypothèses 2.2.4 et 2.2.12, le théorème
suivant qui constitue les conditions de synthèse de l’observateur proposé. Ces conditions sont
exprimées sous forme de LMIs.

Théorème 2.2.13. L’erreur d’estimation ε(t) est asymptotiquement stable s’il existe deux matrices
P = P T > 0 et R de dimensions appropriées telles que les LMIs suivantes soient solubles :

AT (α)P − G(β)TR+ PA(α) −RTG(β) < 0, ∀ α ∈ VHq,n , ∀ β ∈ WFp,n . (2.28)

De ce fait, le gain K est donné par K = P−1RT .

Démonstration : Supposons, tout d’abord, qu’il existe deux matrices P = P T > 0 et R telles
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que les conditions (2.28) soient solubles. Faisons appel à la fonction de Lyapunov suivante :

V (t) = V (ε(t)) = εT (t)Pε(t).

L’erreur d’estimation converge asymptotiquement vers zéro si V (t) > 0 et V̇ (t) < 0. Puisque
la matrice P est définie positive alors la condition V (t) > 0 est satisfaite pour tout ε(t) 6= 0.
Cependant, il reste à montrer que V̇ (t) < 0 est satisfaite.
Après calcul, on obtient :

V̇ (t) = εT (t)
[

A(h(t))TP − G(ρ(t))TKTP + PA(h(t)) − PKG(ρ(t))
]

ε(t).

En utilisant la notation R = KTP ,

V̇ (t) = εT (t)
[

A(h(t))TP − G(ρ(t))TR+ PA(h(t)) −RTG(ρ(t))
]

ε(t).

La condition V̇ (t) < 0 est satisfaite si la fonction matricielle

Ψ(h(t), ρ(t)) = A(h(t))TP − G(ρ(t))TR+ PA(h(t)) −RTG(ρ(t))

est définie négative pour tout h(t) ∈ Hq,n et pour tout ρ(t) ∈ Fp,n. La fonction Ψ est convexe
en h et ρ, puisqu’elle est affine en ces deux paramètres. D’après le principe de convexité, Ψ est
définie négative sur Hq,n ×Fp,n si elle est définie négative sur VHq,n ×WFp,n , ce qui signifie que

Ψ(α, β) < 0, ∀ α ∈ VHq,n , ∀ β ∈ WFp,n . (2.29)

Comme les inégalités (2.29) sont équivalentes aux inégalités (2.28), on déduit que V̇ (t) < 0

pour tout ε(t) 6= 0 et d’où la stabilité asymptotique de l’erreur d’estimation.

Remarque 2.2.14. La méthode de transformation en LPV introduite dans ce chapitre ainsi que
l’approche basée sur la théorie de la contraction sont conceptuellement très proches mais différentes.
En effet, la première est basée sur le DMVT (version vectorielle) en utilisant la théorie classique
de Lyapunov comme outil d’analyse de convergence. En revanche, la deuxième approche utilise la
théorie de la contraction basée sur la notion de déplacement virtuel (définie dans le chapitre 1) qui
lui même utilise implicitement le théorème des valeurs intermédiaires.

Remarque 2.2.15. Les résultats précédents ne peuvent être appliqués aux systèmes pour lesquels
la partie non linéaire n’est pas différentiable. Dans la section suivante, nous généralisons cette
approche à une classe particulière de systèmes non linéaires et non différentiables.

2.2.5 Systèmes non différentiables

Introduction et préliminaires

Dans le cas des systèmes non différentiables, le DMVT n’est plus applicable, nous utilisons alors
une nouvelle manière pour transformer la dynamique de l’erreur d’estimation en un système
LPV. Ceci mène à des conditions de stabilité identiques à celles du Théorème 2.2.5.
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Avant de formuler le problème et donner la classe des systèmes concernée, nous introduisons
d’abord les deux propositions suivantes :

Proposition 2.2.16. Considérons une fonction Φ : R 7→ R. Il existe toujours une fonction ϕ :

R × R 7→ R telle que :

Φ(v) − Φ(w) = ϕ(v,w)
(
v − w

)
, ∀ v,w ∈ R. (2.30)

Démonstration : Considérons la fonction ϕ définie par :

ϕ(v,w) =

{

0 si v = w
Φ(v)−Φ(w)

v−w sinon v 6= w
(2.31)

Si v = w, on a Φ(v) − Φ(w) = 0, d’où l’égalité (2.30). Si v 6= w, nous pouvons toujours écrire

Φ(v) − Φ(w) =
Φ(v) − Φ(w)

v − w
(v − w),

ce qui signifie que la fonction définie par (2.31) satisfait (2.30) pour tout v,w ∈ R.

Proposition 2.2.17. Soit Φ : Rn 7→ Rq une fonction telle que

Φ(x) =










Φ1(H1x)

.

.

.

Φq(Hqx)










(2.32)

où HT
i ∈ Rn, pour tout i ∈ {1, ..., q}. Il existe q fonctions ϕi : R × R 7→ R telles que :

Φ(x) − Φ(z) =
( i=q
∑

i=1

ϕi(vi, wi)Gi

)(

x− z
)

, ∀ x, z ∈ Rn, (2.33)

où
vi = Hix, wi = Hiz, Gi = eq(i)Hi, (2.34)

où eq(i) est un élément de la base canonique Eq de Rq.

Démonstration : On sait qu’on peut toujours écrire Φ(x) sous la forme :

Φ(x) =

i=q
∑

i=1

eq(i)Φi(Hix).

Donc

Φ(x) − Φ(z) =

i=q
∑

i=1

eq(i)
(

Φi(Hix) − Φi(Hiz)
)

.
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D’après la Proposition 2.2.16 et les notations (2.34), nous déduisons qu’il existe ϕi : R×R 7→ R

tel que :
Φi(vi) − Φi(wi) = ϕi(vi, wi)(vi −wi).

D’où

Φ(x) − Φ(z) =
( i=q
∑

i=1

ϕi(vi, wi)Gi

)(

x− z
)

.

Formulation du problème

Considérons la classe des systèmes non linéaires décrite par les équations dynamiques suivantes :

ẋ(t) = Ax(t) +Bf(x(t), y(t), u(t)) (2.35a)

y(t) = Cx(t) (2.35b)

où x ∈ Rn est le vecteur d’état du système, u ∈ Rm le vecteur d’entrée et y ∈ Rp le vecteur de
sortie. A, B et C sont des matrices constantes de dimensions appropriées. L’application f : Rn ×
Rp × Rm 7→ Rq possède la forme particulière suivante :

f(x(t), y(t), u(t)) =










f1(H1x(t), y(t), u(t))

.

.

.

fq(Hqx(t), y(t), u(t))










(2.36)

avec HT
i ∈ Rn pour tout i ∈ {1, ..., q}.

Hypothèse 2.2.18. Supposons que les fonctions fi satisfassent la propriété de Lipschitz

|fi(v, y, u) − fi(w, y, u)| ≤ γi|v − w|, ∀ v,w ∈ R (2.37)

pour tout u(t) ∈ Rm et y(t) ∈ Rp.

L’observateur d’état correspondant que nous considérons ici est le suivant :

˙̂x(t) = Ax̂(t) +Bf(x̂(t), y(t), u(t)) +K(y(t) − Cx̂(t)) (2.38)

Le problème d’estimation d’état consiste à trouver une matrice K qui stabilise la dynamique de
l’erreur d’estimation

ε(t) = x(t) − x̂(t) (2.39)

La dynamique de l’erreur s’écrit :

ε̇(t) = (A−KC)ε(t) +Bδft (2.40)
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avec
δft = f(x(t), y(t), u(t)) − f(x̂(t), y(t), u(t)) (2.41)

En appliquant la Proposition 2.2.17 sur la fonction x 7→ f(x, y, u), on obtient

δft =
( i=q
∑

i=1

ψi,y,u(Hix(t),Hix̂(t))Gi

)

ε(t) (2.42)

où les fonctions ψi,y,u sont données par la Proposition 2.2.16 et sont sous la forme (2.31).
D’après (2.31) et la propriété de Lipschitz (2.37), on a

∣
∣
∣ψi,y,u(Hix(t),Hix̂(t))

∣
∣
∣ ≤ γi (2.43)

En posant

ρi(t) = ψi,y,u(Hix(t),Hix̂(t)) (2.44a)

ρ(t) =
(

ρ1(t), ..., ρq(t)
)

(2.44b)

A(ρ(t)) = A+

i=q
∑

i=1

ρi(t)BGi (2.44c)

la dynamique de l’erreur d’estimation se réécrit sous la forme :

ε̇(t) =
(

A(ρ(t)) −KC
)

ε(t) (2.45)

qui définit un système LPV.
Selon (2.43), le paramètre ρ(t) évolue dans un domaine borné Hq de 2q sommets définis par
l’ensemble :

VHq =
{
α = (α1, ..., αq) | αi ∈ {−γi, γi}

}
(2.46)

Les conditions suffisantes pour que l’erreur d’estimation soit asymptotiquement stable autour de
l’origine sont présentées dans le théorème suivant :

Théorème 2.2.19. ( [122]) L’erreur d’estimation ε(t) converge asymptotiquement vers zéro s’il
existe deux matrices P = P T > 0 et R de dimensions appropriées telles que les LMIs (2.47) soient
solubles :

AT (α)P − CTR+ PA(α) −RTC < 0, ∀ α ∈ VHq . (2.47)

Le gain K sera donné par K = P−1RT .

Remarque 2.2.20. Les LMIs (2.47) sont identiques aux LMIs (2.12). En revanche, nous avons
montré que le résultat de la section 2.2.2 peut être étendu à une classe particulière de systèmes non
linéaires et non différentiables.

Remarque 2.2.21. De la même manière que la section 2.2.4, nous pouvons étendre ce résultat à
des systèmes avec sorties non linéaires. Les conditions de stabilité seront toujours les mêmes. Nous
pouvons aussi considérer un gain affine sous réserve d’une condition supplémentaire du type (2.14).
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La condition équivalente à (2.14) dans le cas des systèmes non différentiables est :

∃ S ⊂ {1, ..., q} tel que ψi,y,u = gi(y, u) 6= 0, ∀ i ∈ S. (2.48)

Le gain affine s’écrit donc :

L(y(t), u(t)) = L0 +
∑

i∈S

gi(y(t), u(t))Li.

Exemple numérique

Considérons le système chaotique de Chua décrit par les paramètres suivants :

A =






−α(1 + b) α 0

1 −1 1

0 −β −γ




 , B =






−α
0

0




 ,

et
f(x(t), y(t), u(t)) =

1

2
(a− b)

(

|x1 + E| − |x1 − E|
)

.

La matrice de sortie du système est C =
[

1 0 0
]

.

La constante de Lipschitz de la fonction non différentiable f est γ1 = |a− b|.
Avec l’approche proposée, on a

G1 = H1 =
[

1 0 0
]

.

Pour les valeurs numériques suivantes :

α = −75, β = 31.25, γ = −3.125,

a = −2.40, b = −0.98, E = 1,

les LMIs (2.19) fournissent le gain :

K =
[

555.98 −98.65 −573.81
]T
.

Les simulations numériques sont illustrées dans la Figure 2.2.

2.3 Extension au filtrage H∞ : observateur robuste

Dans cette section, nous proposons une extension des résultats de la section précédente au cas
des systèmes comportant des bruits dans la dynamique et la sortie du système. Pour simplifier
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FIG. 2.2 – Le comportement asymptotique de l’erreur d’estimation.

la présentation, nous considérons les systèmes décrits par :

ẋ = Ax+Bf(x, y, u) +W1ω (2.49a)

y = Cx+W2ω (2.49b)

où W1 et W2 sont des matrices constantes de dimensions appropriées et ω ∈ Ls
2 le vecteur des

perturbations borné.
Le fait d’introduire le même bruit ω dans la dynamique du système et sur la sortie y n’induit
aucune restriction. En effet, la dimension du vecteur ω ∈ Rs est quelconque et les matrices
W1 et W2 peuvent être différentes et de dimensions appropriées. Il est par conséquent inutile
d’introduire un autre vecteur de perturbation différent de ω. Si on remplace dans la dynamique
du système le termeW1ω par Ev1 etW2ω parDv2 sur la sortie, alors on peut toujours se ramener
au système (2.49) en posant W1 = [E 0], W2 = [0 D] et ω = [vT

1 vT
2 ]T .

2.3.1 Synthèse d’observateur H∞

L’objectif est de reconstruire l’état x du système (2.49) avec une certaine précision malgré la
présence du bruit ω. Cette précision sera déterminée de façon optimale. Sa valeur dépend des
paramètres du système en question. L’observateur proposé est présenté comme suit :

˙̂x = Ax̂+Bf(x̂, y, u) +K
(

y − Cx̂
)

(2.50)

Problème de conception d’observateur H∞ robuste :

Étant donné le système (2.49) et l’observateur (2.50), le problème de conception d’observateur
H∞ robuste revient à déterminer la matrice K telle que les conditions suivantes soient vérifiées :

lim
t→∞

ε(t) = 0 pour ω(t) = 0 (2.51)

‖ε(t)‖L2
≤ λ‖ω(t)‖L2

pour ω(t) 6= 0 et ε(0) = 0. (2.52)

où ε = x− x̂ représente l’erreur d’estimation et λ un scalaire positif à déterminer.
Afin de satisfaire les conditions (2.51) et (2.52), il suffit de faire appel à la théorie de Lyapunov.
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2.3. Extension au filtrage H∞ : observateur robuste

Il s’agit de trouver une fonction de Lyapunov V telle que

V̇ + εT ε− λ2ωTω < 0 (2.53)

L’expression de la dynamique de l’erreur s’écrit, après transformation en LPV à l’aide du DMVT,
comme suit :

ε̇ =
(

A(h(t)) −KC
)

ε+
(

W1 −KW2

)

ω. (2.54)

où A(.) et h(.) ont été définis dans (2.9). Sous l’hypothèse (2.2.4) (h(.) borné), l’analyse de la
stabilité a donné lieu au théorème suivant :

Théorème 2.3.1. ( [123]) Le problème H∞, défini par (2.51)-(2.52), lié au système (2.49) et à
l’observateur (2.50) est soluble s’il existe un scalaire positif λ et deux matrices P = P T > 0 et R de
dimensions appropriées, solutions du problème d’optimisation convexe suivant :

Min (µ = λ2) sous contrainte Block-Diag
(

Γ(α1),Γ(α2), ...,Γ(α2qn

)
)

< 0, αj ∈ VHq,n . (2.55)

avec

Γ(αj) =

[

AT (αj)P − CTR+ PA(αj) −RTC + In PW1 −RTW2

(⋆) −λ2Is

]

, (2.56)

où VHq,n est défini dans (2.2.1).
Une fois que (2.55) est résolu, le gain K sera donné par K = P−1RT .

Démonstration : Il suffit de trouver une fonction de Lyapunov V telle que l’inégalité (2.53) soit
vérifiée. La fonction de Lyapunov candidate est

V = εTPε.

Après calcul de la dérivée de V , on obtient

V̇ + εT ε− λ2ωTω =

[

ε

ω

]T [

M
(

P,K, h(t)
)

P
(

W1 −KW2

)

(⋆) −λ2Is

][

ε

ω

]

.

avec

M
(

P,K, h(t)
)

=
(

A(h(t)) −KC
)T
P + P

(

A(h(t)) −KC
)

+ In.

En effectuant le changement de variable R = KTP , on déduit que

V̇ + εT ε− λ2ωTω =

[

ε

ω

]T

Γ(h(t))

[

ε

ω

]

où

Γ(h(t)) =

[

A(h(t))TP − CTR+ PA(h(t)) −RTC + In PW1 −RTW2

(⋆) −λ2Is

]

Comme la matrice A(.) est convexe en h(.), Γ(.) l’est aussi, et d’après le principe de convexité,
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l’inégalité (2.53) est vérifiée si la matrice Γ(α) est définie négative pour tout α ∈ VHq,n , ce qui
est équivalent à

Block-Diag
(

Γ(α1),Γ(α2), ...,Γ(α2qn

)
)

< 0, αj ∈ VHq,n . (2.57)

L’obtention d’une meilleure précision revient à minimiser le niveau de performance λ sous la
contrainte (2.57), ce qui mène au problème d’optimisation convexe (2.55).

2.4 Extension au cas des systèmes à entrées inconnues

L’objectif de cette section est de généraliser l’approche basée sur le DMVT au cas des systèmes à
entrées inconnues. Le problème considéré ici concerne l’estimation simultanée de l’état et des en-
trées inconnues. La généralisation proposée permet d’améliorer l’approche proposée dans [28]
en terme de faisabilité des conditions de synthèse. En effet, les conditions établies dans [28]
semblent ne pas être directes à cause du choix a priori d’une certaine matrice stable qui permet
de linéariser les conditions de convergence. En revanche, la méthode proposée dans cette sec-
tion fournit directement des conditions de synthèse sous forme de LMIs.
On considère la classe de systèmes dynamiques dont le modèle est le suivant :

{

ẋ = Ax+Bu+ f(x, u, y)

y = Cx+Du
(2.58)

où u ∈ Rm est le vecteur des entrées inconnues à estimer simultanément avec l’état x ∈ Rn du
système. La fonction non linéaire f(x, u, y) : Rn × Rm × Rp 7→ Rn est différentiable par rapport
à x et u. La matrice D est de plein rang colonne.
Afin de définir la classe des systèmes concernés, nous avons besoin d’introduire l’hypothèse
suivante :

Hypothèse 2.4.1. Supposons que la fonction f(., ., .) satisfasse la condition suivante :

ρ
ij
≤ ∂fi

∂ζj
(ζ, y) ≤ ρ̄ij , ∀ ζ ∈ Rn+m, y ∈ Rp, i = 1, ..., n; j = 1, ..., n +m (2.59)

où

ζ =

[

x

u

]

.

Notons que cette hypothèse n’est pas restrictive. En effet, elle est satisfaite pour la plupart des
systèmes chaotiques. D’autre part, cette hypothèse peut être considérée comme une reformu-
lation de la condition de Lipschitz. Cette reformulation permet d’aboutir à des conditions de
synthèse moins restrictives que celles obtenues, en utilisant directement la propriété de Lip-
schitz avec des majorations de types inégalités de Cauchy-Schwartz et les inégalités de Young.
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Afin de simplifier la présentation, nous préservons les mêmes notations que [28].

E =
[

In 0
]

(2.60a)

M =
[

A B
]

(2.60b)

H =
[

C D
]

. (2.60c)

Puisque D est de plein rang colonne, alors la matrice

([

E

H

]T [

E

H

])−1

existe.

Posons à présent
[

P Q
]

=

([

E

H

]T [

E

H

])−1 [

E

H

]T

(2.61)

avec P et Q sont des matrices réelles de dimensions respectives (n+m) × n et (n+m) × p.
Nous déduisons de (2.61) que

PE +QH = In+m. (2.62)

La structure de l’observateur d’état que nous considérons ici est de la forme suivante :

{

ż = Nz + Ly + Pf
(

z +Qy, y
)

ζ̂ = z +Qy
(2.63)

où ζ̂ dénote l’estimé de ζ.
L’objectif est de trouver des conditions qui permettent de synthétiser les matrices N et L telles
que ζ̂ converge asymptotiquement vers ζ, ce qui mène à estimer simultanément l’état du sys-
tème (2.58) et l’entrée inconnue u.
Considérons, maintenant, le vecteur d’erreur

ε = ζ̂ − ζ. (2.64)

Compte tenu du fait que y = Hζ, nous obtenons :

ε = z +
(

QH − In+m

)

ζ. (2.65)

De même, d’après (2.58), l’équation de l’erreur devient

ε = z − PEζ. (2.66)

Après quelques transformations, la dynamique de l’erreur s’écrit :

ε̇ = Nε+
(

N + FH − PM
)

ζ + Pδf (2.67)

avec
δf = f

(

ζ̂, y
)

− f
(

ζ, y
)

(2.68)
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Chapitre 2. Synthèse d’observateurs d’état des systèmes à temps continu

et
F = L−NQ. (2.69)

Si nous prenons
N = PM − FH (2.70)

alors la dynamique de l’erreur devient

ε̇ =
(

PM − FH
)

ε+ Pδf. (2.71)

En utilisant le DMVT [124], nous transformons le système (2.71) en un système LPV. Par consé-
quent, d’après le Théorème 2.2.3 (le DMVT), ∃ ηi ∈ Co(ζ, ζ̂) pour tout i = 1, ..., n, tels que :

δf =





n,n+m
∑

i,j=1

Hij
∂fi

∂ζj
(ηi, y)



 ε. (2.72)

où
Hij = en(i)eTn (j), i, j = 1, ..., n +m.

En utilisant les notations

ρij(t) =
∂fi

∂ζj
(ηi, y) (2.73a)

ρ(t) =
(

ρ11(t), ..., ρ1n(t), ρ21(t), ..., ρn(n+m)(t)
)

(2.73b)

M(ρ(t)) = PM +

n,n+m
∑

i,j=1

ρij(ηj , y)PHij , (2.73c)

l’équation de l’erreur devient un système LPV qui s’écrit :

ε̇ =
(

M(ρ(t)) − FH
)

ε. (2.74)

Le but est de déterminer la matrice F telle que l’erreur ε(t) converge asymptotiquement vers
zéro.
L’hypothèse 2.4.1 implique que le paramètre ρ(t) évolue dans un domaine borné Hn,m dont les
2n(n+m) sommets sont définis par l’ensemble :

VHn,m =
{
α =

(

α11, ..., αn(n+m)

)

| αij ∈ {ρ
ij
, ρ̄ij}

}
(2.75)

où
ρ̄ij = max

t

(

ρij(t)
)

et ρ
ij

= min
t

(

ρij(t)
)

.

A ce stade, nous énonçons un théorème qui fournit les conditions de synthèse des matrices N et
L de l’observateur (2.63).

Théorème 2.4.2. ( [120]) L’erreur ε(t) converge asymptotiquement vers zéro s’il existe des ma-
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trices S = ST > 0 et R de dimensions appropriées telles que les LMIs suivantes soient solubles :

MT (α)S −HTR+ SM(α) −RTH < 0, ∀ α ∈ VHn . (2.76)

Après résolution de ces LMIs, les matrices F , N et L sont données par :

F = S−1RT (2.77)

N = PM − FH (2.78)

L = F +NQ (2.79)

Démonstration : La preuve de ce théorème est identique à celle du Théorème (2.2.5). Il suffit
de remplacer dans ce dernier les matrices A(.), C, P par M(.),H, S respectivement.

Remarque 2.4.3. En terme de comparaison avec le résultat présenté dans [28], nous citons les
avantages suivants :

1. La méthode proposée est systématique. En effet, les gains N et L de l’observateur sont donnés
directement par les LMIs proposées (2.76).

2. Analytiquement, nous pouvons montrer que les conditions (2.76) sont moins contraignantes
que celles données dans [28]. En effet, avec l’approche proposée ici, on a l’équivalence entre
les conditions (2.76) et V̇ (ε) < 0, ∀ ε 6= 0.

2.5 DMVT et Observateur de Luenberger Généralisé (OLG)

Récemment, une nouvelle conception d’observateurs pour une classe de systèmes non linéaires a
été présentée dans [4] et [44]. Cette conception consiste à ajouter à l’observateur de Luenberger
un deuxième gain dans la partie non linéaire du système. La condition de stabilité exprimée en
terme de LMI n’est pas restrictive. La technique est appliquée à une classe de systèmes dont la
non-linéarité est monotone et multi-variables. Le seul inconvénient est la présence d’un élément
nul sur la diagonale de la LMI obtenue. En effet, cet élément impose à un certain terme dépen-
dant des variables d’être nul, ce qui est souvent difficile à satisfaire. Cet obstacle a été surmonté
dans [6]. En revanche, ceci ne concerne qu’une classe restreinte de systèmes pour lesquels la
non-linéarité est une fonction scalaire à variable scalaire.
Dans cette section, en faisant intervenir le DMVT, nous avons pu améliorer les travaux concer-
nant cette nouvelle technique. La méthode proposée ici traite la non-linéarité du système compo-
sante par composante et exploite les bornes des éléments de la jacobienne quand elles existent.
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2.5.1 Position du problème

Considérons la classe des systèmes non linéaires suivante :

ẋ = Ax+Bf(x, y, u) (2.80a)

y = Cx (2.80b)

où x ∈ Rn est le vecteur d’état du système, u ∈ Rm le vecteur d’entrée et y ∈ Rp le vecteur
de sortie. A, B et C sont des matrices constantes de dimensions appropriées. La fonction f est
différentiable par rapport à x et s’écrit sous la forme générale suivante :

f(x, y, u) =










f1(H1x, y, u)

.

.

.

fq(Hqx, y, u)










(2.81)

avec Hi ∈ Rsi×n pour tout i ∈ {1, ..., q}. Sans perte de généralité, nous supposons que la matrice
B est de plein rang colonne et que fi 6= fj pour tout i 6= j.
On introduit l’hypothèse suivante :

Hypothèse 2.5.1. Supposons que les fonctions fi, i = 1, ..., q, satisfont la double inégalité ci-après :

aij ≤
∂fi

∂vi
j

(vi, y, u) ≤ bij ,∀ vi ∈ Rsi, y ∈ Rp, u ∈ Rm (2.82)

où
vi = Hix.

Remarque 2.5.2. Sans perte de généralité, nous supposons que aij = 0 pour tout i = 1, ..., q et j =

1, ..., s, où s = max
1≤i≤q

(si). En effet, s’il existe deux sous ensembles S1 ⊂ {1, ..., q} et S2 ⊂ {1, ..., s}
tels que aij 6= 0 pour tout (i, j) ∈ S1 × S2, alors nous pourrons considérer une nouvelle fonction

f̃(x, y, u) = f(x, y, u) −
( ∑

(i,j)∈S1×S2

aijHijHi

)

x

avec
Hij = eq(i)e

T
si

(j).

La fonction f̃ satisfait (2.82) avec ãij = 0 et b̃ij = bij − aij . Dans ce cas, nous écrirons alors (2.80)
comme suit :

ẋ = Ãx+Bf̃(x, y, u)

avec
Ã = A+B

∑

(i,j)∈S1×S2

aijHijHi.
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L’observateur d’état que nous proposons ici a la structure suivante :

˙̂x = Ax̂+Bf̄(x̂, y, u) + L(y −Cx̂) (2.83a)

f̄i(x̂, y, u) = fi

(
Hix̂+Ki(y − Cx̂), y, u

)
(2.83b)

où f̄i représente la ième composante de f̄ .
Le but principal est de trouver les matrices L ∈ Rn×p et Ki ∈ Rsi×p pour i = 1, ..., q, telles que
l’erreur d’estimation

ε = x− x̂ (2.84)

soit asymptotiquement stable.
La dynamique de l’erreur (2.84) est donnée par :

ε̇ = (A− LC)ε+B
(
f(x, y, u) − f̄(x̂, y, u)

)
(2.85)

En utilisant le DMVT (voir Théorème 2.2.3) nous déduisons qu’il existe zi ∈ Co(vi, wi) pour tout
i = 1, ..., q tels que :

f(x, y, u) − f̄(x̂, y, u) =

i=q
∑

i=1

j=si∑

j=1

hij(t)Hijχi (2.86)

où

χi = (Hi −KiC)ε (2.87a)

Hij = eq(i)e
T
si

(j) (2.87b)

hij(t) =
∂fi

∂vi
j

(zi(t), y, u) (2.87c)

vi = Hix, wi = Hix̂+Ki(y −Cx̂) (2.87d)

vi − wi = (Hi −KiC)ε. (2.87e)

En utilisant les notations (2.87a), (2.87b), (2.87c), (2.87d), (2.87e), la dynamique de l’erreur
d’estimation (2.85) devient :

ε̇ =
(

A− LC
)

ε+B

i=q
∑

i=1

j=si∑

j=1

hij(t)Hijχi. (2.88)

2.5.2 Synthèse d’observateur

Nous présentons la méthode de synthèse des gains de l’observateur assurant la convergence
exponentielle de l’erreur d’estimation vers zéro. L’analyse de la stabilité est étudiée en utilisant
la théorie de Lyapunov qui permet d’obtenir des conditions exprimées sous forme de LMIs.

Théorème 2.5.3. ( [125]) L’erreur d’estimation (2.84) converge exponentiellement vers zéro s’il
existe un scalaire positif α et des matrices P = P T > 0, R,Ki, i = 1, ..., q de dimensions appropriées
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tels que l’inégalité linéaire matricielle suivante soit satisfaite :









M(P,R,α) N1(P,K1) · · · Nsq(P,Kq)

(⋆) −β11Is1
0 · · ·

... · · · (⋆) . . . 0 · · ·
(⋆) · · · (⋆) −βqsqIsq









≤ 0 (2.89a)

(2.89b)

M(P,R,α) = ATP + PA−CTR−RTC + αIn (2.89c)

Nj(P,Ki) = PBHij + (Hi −KiC)T (2.89d)

βij =
2

bij
. (2.89e)

Le gain L est alors donné par L = P−1RT et les gainsKi sont des solutions libres de la LMI (2.89a).

Démonstration : Considérons la fonction de Lyapunov quadratique candidate

V = εTPε.

La dérivée de V s’écrit :

V̇ = εT
[

(A− LC)TP + P (A− LC)
]

ε+ 2εTPB

i=q
∑

i=1

j=si∑

j=1

hij(t)Hijχi

D’après (2.82) nous savons que

1

hij(t)
≥ 1

bij
pour tout i = 1, ..., q et j = 1, ..., si.

Alors
(hij(t)χi)

T (hij(t)χi)(
1

hij(t)
− 1

bij
) ≥ 0

ce qui implique

χT
i (hij(t)χi) −

1

bij
(hij(t)χi)

T (hij(t)χi) ≥ 0.

En posant
ζij = hij(t)χi,

nous obtenons l’inégalité
i=q
∑

i=1

j=si∑

j=1

(

χT
i ζij −

1

bij
ζT
ijζij

)

≥ 0. (2.90)

Donc, d’après (2.90) nous avons

V̇ ≤ V̇ + 2

i=q
∑

i=1

j=si∑

j=1

(

χT
i ζij −

1

bij
ζT
ijζij

)

(2.91)
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En utilisant (2.87a), l’inégalité (2.91) est équivalente à

V̇ + α‖ε‖2 ≤
[

εT ζT
]

M

[

ε

ζ

]

(2.92)

avec

M =









M(P,R,α) N1(P,K1) · · · Nsq(P,Kq)

(⋆) −β11Is1
0 · · ·

... · · · (⋆) . . . 0 · · ·
(⋆) · · · (⋆) −βqsqIsq









et
ζ = [ζ11, ..., ζ1s1

, ζ21, ..., ζqsq ]
T .

Puisque (2.89a) implique M ≤ 0 alors

V̇ ≤ −α‖ε‖2. (2.93)

D’après (2.93) et le fait que

λmin(P )‖ε‖2 ≤ V ≤ λmax(P )‖ε‖2,

on déduit que
‖ε(t)‖ ≤ γ‖ε(0)‖e−βt (2.94)

avec

γ =

√

λmax(P )

λmin(P )
, β =

α

2λmax(P )
.

L’inégalité (2.94) signifie que l’erreur d’estimation converge exponentiellement vers zéro. Ceci
complète la preuve du Théorème 2.5.3.

Remarque 2.5.4. Dans l’inégalité (2.82) on peut avoir bij = +∞. Dans ce cas, l’inégalité (2.89a)
est satisfaite si PBHij+(Hi−KiC)T = 0. Cependant, pour tout i ∈ {1, ..., q} fixe, pour que (2.89a)
soit vérifiée il est nécessaire d’avoir un seul indice j pour lequel bij = +∞. En effet, considérons deux
indices j1 et j2 tels que bij1 = bij2 = +∞. Ceci signifie que :

PBHij1 + (Hi −KiC)T = 0

PBHij2 + (Hi −KiC)T = 0

ce qui implique que PB(Hij1 − Hij2) = 0. En utilisant la définition des Hij, nous déduisons que
cette dernière égalité est satisfaite si et seulement si la ième colonne de la matrice B est nulle, ce qui
contredit le fait que B est de plein rang colonne.
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2.5.3 Exemple numérique

Afin de valider les performances de la méthode proposée, nous présentons un exemple numé-
rique pour lequel les méthodes développées dans [4], [6], [5], [3], [43], [44] et [124] ne sont
pas applicables à cause de la non faisabilité des conditions de synthèse. L’exemple est choisi de
façon à avoir un terme bij = +∞. Notons que la plupart des approches développées dans la
littérature ne peuvent pas traiter cet exemple. En effet, le système proposé n’est ni lipschitzien
ni à état borné. Il comporte deux composantes non linéaires, la première est monotone, et la
seconde lispchitzienne. Ce système s’écrit sous la forme (2.80) avec les paramètres suivants :

A =






0 1 0

0 1 1

0 1 −1




 , B =






0 0

1 0

0 1




 , C =

[

1 0 0
]

,

H1 =
[

1 −1 0
]

, H2 =

[

1 0 0

0 0 1

]

,

f1(H1x, y, u) =
1

3
(x1 − x2)

3,

f2(H2x, y, u) = 0.1 sin(x1) sin(x3).

En utilisant l’approche proposée, on obtient :

0 ≤ h11(t) ≤ +∞,

−0.1 ≤ h21(t) ≤ 0.1,

−0.1 ≤ h22(t) ≤ 0.1,

H11 =

[

1

0

]

, H21 =

[

0 0

1 0

]

et H22

[

0 0

0 1

]

.

D’après la Remarque 2.5.2, nous devons résoudre la LMI (2.89a) avec

Ã = A+ a21BH21H2 + a22BH22H2,

et
b̃21 = b21 − a21, b̃22 = b22 − a22.

Après la résolution de la LMI (2.89a), nous avons les gains suivants :

P =






10 −2 −1

−2 1 0

−1 0 1




 , L =

[

3 8 4
]T
,

K1 = −1, K2 =
[

0.49 −0.54
]T
.

Comme b11 = +∞, nous devons avoir PBH11 + (H1 −K1C)T = 0, ce qui est bien le cas.
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En effet,

PBH11 =






−2

1

0




 et (H1 −K1C)T =






2

−1

0




 = −PBH11.

Le comportement asymptotique de l’erreur et de l’état du système est représenté à la Figure 2.3.
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FIG. 2.3 – Example 1 : Comportement asymptotique de l’erreur et de l’état du système.

57



Chapitre 2. Synthèse d’observateurs d’état des systèmes à temps continu

2.5.4 Cas des systèmes à entrées inconnues

Comme dans la section 2.4, cette méthode utilisant un observateur de type Luenberger généra-
lisé, peut facilement être généralisée au cas des systèmes à entrées inconnues.
Pour éviter les répétitions, nous reprenons le même modèle de systèmes (2.58) et les mêmes
notations (2.60)-(2.61) que la section 2.4. La fonction f(x, u, y) peut toujours être mise sous la
forme :

f(x, u, y) =










f1(H1x, F1u, y)

.

.

.

fn(Hnx, Fnu, y)










, Hi ∈ Rsi×n, Fi ∈ Rri×m. (2.95)

L’observateur proposé s’écrit :







ż = Nz + Ly + P f̄
(

ζ̂, y
)

f̄i

(

ζ̂, y
)

= fi

(

vi, y
)

, i = 1, ..., n

vi = H̄iζ̂ +Ki

(

y −Hζ̂
)

ζ̂ = z +Qy

(2.96)

où

H̄i =

[

Hi 0si×m

0ri×n Fi

]

.

En utilisant les mêmes transformations (2.64)-(2.70), on obtient la dynamique de l’erreur :

ε̇ =
(

PM − FH
)

ε+ Pδf (2.97)

avec
δf = f(ζ, y) − f̄(ζ̂ , y).

En outre, l’utilisation du DMVT permet d’écrire δf sous la forme :

δf =

i=n∑

i=1

j=si+ri∑

j=1

h̄ij(t)H̄ijχ̄i (2.98)

où

χ̄i = (H̄i −KiH)ε (2.99a)

H̄ij = en(i)eT(si+ri)
(j) (2.99b)

h̄ij(t) =
∂fi

∂vi
j

(zi(t), y) (2.99c)

vi = H̄iζ, wi = H̄iζ̂ +Ki(y −Hx̂) (2.99d)

wi = H̄iζ̂ +Ki(y −Hx̂) (2.99e)

zi(t) ∈ Co(vi, wi). (2.99f)
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La dynamique de l’erreur d’estimation (2.97) devient :

ε̇ =
(

PM − FH
)

ε+ P

i=n∑

i=1

j=si+ri∑

j=1

h̄ij(t)H̄ijχ̄i. (2.100)

Comme dans la section 2.5.1, nous supposons, sans perte de généralité, que les fonctions hij(.)

sont positives bornées, i.e :
0 ≤ hij(t) ≤ bij . (2.101)

La synthèse des gains N,L et Ki, i = 1, ..., n, est assurée par le théorème suivant :

Théorème 2.5.5. L’erreur d’estimation converge exponentiellement vers zéro s’il existe un scalaire
positif α et des matrices S = ST > 0, R, Ki, i = 1, ..., n de dimensions appropriées tels que
l’inégalité linéaire matricielle suivante soit satisfaite :









M(S,R, α) N1(S,K1) · · · Nsn+rn(S,Kn)

(⋆) −β11Is1+r1
0 · · ·

... · · · (⋆) . . . 0 · · ·
(⋆) · · · (⋆) −βn(sn+rn)Isn+rn









≤ 0 (2.102a)

(2.102b)

M(S,R, α) = (PM)TS + S(PM) −HTR−RTH + αIn+m (2.102c)

Nj(S,Ki) = SPH̄ij + (H̄i −KiH)T (2.102d)

βij =
2

bij
. (2.102e)

Les gains Ki sont donnés directement en résolvant la LMI (2.102a). Les matrices F , N et L sont
calculés par :

F = S−1RT ,

N = PM − FH

et
L = F +NQ.

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté deux méthodes de synthèse d’observateurs d’état des sys-
tèmes non linéaires. La première utilise le DMVT pour ramener le problème d’estimation d’état
d’un système dynamique non linéaire à un problème de stabilité d’un système LPV. En effet, le
DMVT intervient au niveau de la dynamique de l’erreur d’estimation, afin de la transformer en
un système LPV dont la stabilité asymptotique implique la convergence asymptotique de l’erreur
d’estimation vers zéro. Des conditions de stabilité sous forme de LMIs ont été obtenues.
L’utilisation du théorème des accroissements finis au problème d’observation d’état des systèmes
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dynamiques non linéaires est une technique possédant deux avantages. Premièrement, elle per-
met d’améliorer les approches développées dans la littérature dans le sens où les conditions de
convergence sont moins contraignantes et faciles à résoudre numériquement vu qu’elles s’ex-
priment sous forme de LMIs. Deuxièmement, cette technique peut être appliquée à une classe
large de systèmes non linéaires, tels que les systèmes lipschitziens et les systèmes chaotiques.
La deuxième méthode développée dans ce chapitre est basée sur un observateur de type Luen-
berger généralisé combiné avec le DMVT. Cette combinaison permet d’améliorer les travaux
développés dans la littérature [4], [6], [5], [3], [43], [44]. Une nouvelle condition de synthèse
d’observateur moins contraignante a été obtenue. En effet, la non-linéarité du système est trai-
tée d’une façon détaillée (composante par composante) et les bornes de certains éléments de la
jacobienne, quand elles existent, ont été exploitées. L’avantage de cette deuxième méthode par
rapport à la première (transformation en LPV) se trouve dans le fait qu’elle est applicable à des
systèmes de type (2.3) où x(.) et ∂fi

∂xj
(.) ne sont pas bornés.
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Chapitre 3. Synthèse d’observateurs d’état des systèmes à temps discret

3.1 Introduction

Malgré l’intêret donné, durant ces dernières décennies, au problème d’observation d’état des
systèmes non linéaires, peu d’attention a été prêtée aux systèmes à temps discret. On ne trouve
dans la littérature qu’un nombre réduit de méthodes destinées à l’étude de cette classe de sys-
tèmes. L’une d’entre elles consiste en l’utilisation du filtre de Kalman étendu (EKF) [23], [98],
[27]. Dans un contexte déterministe, l’EKF est l’une des techniques d’estimation les plus utili-
sées, et il s’adresse à une large classe de systèmes. Cependant, il est connu que la stabilité de cet
estimateur n’est garantie que localement.
Notons que la plupart des approches concernant la classe des systèmes lipschitziens à temps
continu ne peuvent être transposées directement au cas des systèmes à temps discret. En effet,
dans la variation de la fonction de Lyapunov, il apparaît un terme additif (positif) empêchant de
compléter la procédure de synthèse.
Dans ce chapitre, nous abordons le problème de synthèse d’observateurs d’état des systèmes
non linéaires lipschitziens à temps discret. Deux approches sont proposées : la première utilise
la condition de Lipschitz conjointement avec l’inégalité classique de Lyapunov. Deux extensions
sont établies. La première fait appel à de nouvelles fonctions de Lyapunov et la deuxième exige
une nouvelle conception de l’observateur, à savoir un observateur de Luenberger généralisé
(OLG). La seconde approche, basée sur le DMVT, est une extension directe de celle développée
dans le chapitre 2. Elle permet de réduire le problème d’estimation d’état d’un système non
linéaire à un problème de stabilité d’un système LPV.

3.2 Synthèse d’observateurs à temps discret : première approche

3.2.1 Position du problème

Considérons l’ensemble des systèmes non linéaires suivant :

x(k + 1) = Ax(k) + f(x(k), y(k)) (3.1a)

y(k) = Cx(k) (3.1b)

où x ∈ Rn est le vecteur d’état du système et y ∈ Rp le vecteur de sortie. A et C sont des matrices
constantes de dimensions appropriées. f(x, y) : Rn × Rp 7→ Rn est une application non linéaire
lipschitzienne par rapport à x, c’est-à-dire :

‖f(x1, y) − f(x2, y)‖ ≤ γ‖x1 − x2‖ (3.2)

pour tout x1, x2 ∈ Rn et γ > 0 indépendant de y.
L’observateur d’état correspondant au système (3.1) est de type Luenberger et il s’écrit de la
manière suivante :

x̂(k + 1) = Ax̂(k) + f(x̂(k), y(k)) + L(y(k) − Cx̂(k)) (3.3)

où x̂(k) est l’état estimé de x(k).
En définissant l’erreur d’estimation par ε(k) = x(k) − x̂(k) et en utilisant (3.1) et (3.3), la
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dynamique de l’erreur d’estimation est décrite par :

ε(k + 1) = (A− LC)ε(k) + δfk (3.4)

où
δfk = f(x(k), y(k)) − f(x̂(k), y(k)).

Le problème de la synthèse de l’observateur (3.3) revient à déterminer le gain constant L, assu-
rant la convergence asymptotique de l’erreur d’estimation vers zéro.

3.2.2 Synthèse de l’observateur

Comme nous l’avons mentionné plus haut, le problème principal dans le cas des systèmes à
temps discret est la présence d’un terme additif positif qui apparaît au niveau de la variation de
la fonction de Lyapunov. Pour éviter cet obstacle, nous avons utilisé un nouvel artifice de calcul
en réécrivant la propriété de Lipschitz autrement. Ceci mène au théorème suivant :

Théorème 3.2.1. ( [10]) L’erreur d’estimation converge asymptotiquement vers l’origine s’il existe
deux matrices P = P T > 0 et R de dimensions appropriées et un scalaire positif τ tel que la LMI
suivante soit satisfaite :






−P + τγ2In ATP − CTR ATP − CTR

(⋆) P − τIn 0

(⋆) (⋆) −P




 < 0 (3.5)

et alors le gain L est donné par L = P−1RT .

Démonstration : Nous allons montrer que sous la condition (3.5) l’erreur d’estimation converge
asymptotiquement vers l’origine.
Considérons la fonction de Lyapunov quadratique suivante :

V (ε(k)) = ε(k)TPε(k).

Alors, la variation de la fonction de Lyapunov est :

∆V = ε(k)T
(

(A− LC)TP (A− LC) − P
)

ε(k) + 2ε(k)T (A− LC)TPδfk + δfT
k Pδfk.

où
∆V = V (ε(k + 1)) − V (ε(k)).

La fonction de Lyapunov proposée garantit la stabilité asymptotique de l’erreur d’estimation si
– V (ε(k)) > 0 pour tout ε(k) 6= 0

– ∆V < 0 pour toutes les trajectoires possibles de (3.4).
La condition V (ε(k)) > 0 est satisfaite car la matrice P est définie positive. Donc, il reste à
montrer que ∆V < 0.
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Nous avons

∆V =
[

ε(k)T δfT
k

]

Ω

[

ε(k)

δfk

]

(3.6)

où

Ω =

[

(A− LC)TP (A− LC) − P (A− LC)TP

P (A− LC) P

]

.

D’autre part, d’après la condition de Lipschitz (3.2), nous déduisons que

δfT
k δfk ≤ γ2ε(k)T ε(k)

ce qui est équivalent à

Γ =
[

ε(k)T δfT
k

]
[

−γ2In 0

0 In

] [

ε(k)

δfk

]

≤ 0. (3.7)

Comme le scalaire Γ est négatif ou nul alors

∆V ≤ ∆V − τΓ =
[

ε(k)T δfT
k

] (

Ω − τ

[

−γ2In 0

0 In

]
)
[

ε(k)

δfk

]

Explicitement, nous avons

Ωτ = Ω − τ

[

−γ2In 0

0 In

]

=

[

(A− LC)TP (A− LC) − P + τγ2In (A− LC)TP

P (A− LC) P − τIn

]

.

D’où en utilisant le complément de Schur et la notation PL = RT , l’inégalité Ωτ < 0 est équiva-
lente à (3.5), ce qui signifie que ∆V < 0 et donc l’erreur d’estimation converge asymptotique-
ment vers zéro.

Exemple numérique

Afin de tester notre solution, nous proposons l’exemple numérique défini par les paramètres
suivants :

A =

[

1 T

0 1 + aT

]

, C =
[

1 0
]

et

f(x(k), y(k)) =
[

0 −ay(k)2x2(k) − y(k)3 + b cos(ck)
]T
,

où a = 0.2, b = 5.8 et c = 3.
Notons que cet exemple est le modèle discret du système de Van Der Pol obtenu par la méthode
de discrétisation d’Euler avec un pas de discrétisation T = 0.01 seconde. La constante de Lip-
schitz de f est γ = 0.01. La LMI (3.5) du Théorème 3.2.1 nous permet de calculer le gain de
l’observateur suivant :

L =
[

1.0649 6.3407
]T
.
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La figure 3.1(b) montre la convergence asymptotique de l’erreur d’estimation vers zéro. Le dia-
gramme de phase du système de Van Der Pol est illustré sur la figure 3.1(a).
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(b) Convergence asymptotique de x − x̂.

FIG. 3.1 – Example 2 : Le comportement asymptotique de l’erreur d’estimation.

Remarque 3.2.2. La condition de synthèse d’observateur présentée dans le Théorème 3.2.1 est
obtenue par injection de la condition de Lipschitz dans l’inégalité de stabilité de Lyapunov classique.

Remarque 3.2.3. Si la condition LMI du Théorème 3.2.1 est satisfaite, alors les blocs (1, 1) et (2, 2)

de (3.5) seront définis négatifs. Ceci signifie que

τγ2In < P < τIn,

ce qui implique que γ < 1. Cette condition nécessaire réduit l’applicabilité du Théorème 3.2.1 à une
classe particulière de systèmes lipschitziens avec une constante de Lipschitz inférieure à 1. C’est le
cas de la classe des systèmes ayant une partie non linéaire appelée fonction contractante.

Dans la suite de cette section, nous proposons deux améliorations du résultat précédent. La pre-
mière utilise de nouvelles fonctions de Lyapunov tandis que la deuxième nécessite une nouvelle
conception de l’observateur, à savoir un observateur de Luenberger généralisé.

3.2.3 Première amélioration : utilisation de nouvelles fonctions de Lyapunov

Grâce à deux nouvelles fonctions de Lyapunov, nous présentons deux théorèmes qui fournissent
des conditions de synthèse d’observateur moins restrictives que celles imposées dans le Théo-
rème 3.2.1.

Théorème 3.2.4. ([121]) L’erreur d’estimation converge asymptotiquement vers l’origine s’il existe
des scalaires ǫ > 0, α > 0, β ∈ R et des matrices P = P T > 0, Q = QT et R de dimensions
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appropriées tel que les inégalités suivantes soient satisfaites :

−P + βQ+ (1 + ǫ)αγ2I < 0 (3.8a)









− ǫ
1+ǫP − β

1+ǫQ ATP − CTR ATP − CTR

PA−RTC P − αI 0

PA−RTC 0 −P










< 0 (3.8b)

Quand les inégalités admettent une solution, alors le gain K sera donné par L = P−1RT .

Démonstration : Pour démontrer ce Théorème, nous introduisons la fonction de Lyapunov dé-
finie par :

Vk = V (ε(k)) = ε(k)TDε(k) + αδfT
k δfk

où

D =
ǫ

1 + ǫ
P +

β

1 + ǫ
Q.

Nous montrons que sous les conditions (3.8), Vk > 0 et Vk+1 − Vk < 0 pour tout ε(k) 6= 0.
La condition Vk > 0 est satisfaite. En effet, d’après (3.8b) et le fait que P = P T et Q = QT ,
conduit à ce que D = DT > 0. Puisque α > 0 alors Vk > 0. Nous avons également

λmin(D)‖ε(k)‖2 ≤ Vk ≤
(
λmax(D) + αγ2

)
‖ε(k)‖2.

Il reste à montrer que la fonction de Lyapunov Vk est strictement décroissante, i.e :

∆V = Vk+1 − Vk < 0, ∀ ε(k) 6= 0.

On a
∆V = ε(k + 1)TDε(k + 1) + αδfT

k+1δfk+1 − ε(k)TDε(k) − αδfT
k δfk.

D’après (3.8a) et la condition de Lipschitz (3.2), on obtient :

αδfT
k+1δfk+1 ≤ αγ2ε(k + 1)T ε(k + 1) ≤ ε(k + 1)T

( 1

1 + ǫ
P − β

1 + ǫ
Q
)

ε(k + 1).

D’où
∆V ≤ ε(k + 1)TPε(k + 1) − ε(k)TDε(k) − αδfT

k δfk. (3.9)

En utilisant (3.4) et (3.9), on aura :

∆V ≤
[

ε(k)T δfT
k

]

M

[

ε(k)

δfk

]

,

avec

M =

[

(A− LC)TP (A− LC) −D (A− LC)TP

P (A− LC) P − αI

]

.
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Avec la notation R = LTP et le complément de Schur (voir Annexe A), nous déduisons de (3.8b)
queM < 0. Donc, ∆V < 0 pour tout ε(k) 6= 0, ce qui complète la preuve du Théorème 3.2.4.

Synthèse des gains

Dans ce paragraphe, nous fournissons quelques directives pour calculer le gain déduit des inéga-
lités matricielles (3.8). Tout d’abord, notons que dans le Théorème 3.2.4 nous avons obtenu des
inégalités matricielles où les inconnues sont : les matrices P,Q et R et les scalaires positifs ǫ, α
et β. Après la détermination de P et Q, le gain de l’observateur (3.3) est déduit par L = P−1RT .
Afin d’éviter la bilinéarité du problème (problème non convexe), nous procédons comme suit :

1. On fixe a priori ǫ et β ;

2. On résout les inégalités (3.8a)-(3.8b) en fonction de P,Q,R et α.

A l’aide d’une autre nouvelle fonction de Lyapunov, nous arrivons à obtenir de nouvelles condi-
tions de synthèse d’observateur énoncées dans le théorème suivant :

Théorème 3.2.5. (voir [121] et [119]) L’erreur d’estimation converge asymptotiquement vers
l’origine s’il existe deux scalaires α > 0, β > 0 et des matrices P = P T > αIn, Q = QT > 0 et R de
dimensions appropriées tel que la LMI suivante soit satisfaite :








−P + βγ2In η(ATP − CTR) 0 ATP −CTR

(⋆) ηP −Q− βIn 0 0

(⋆) (⋆) Q− αIn 0

(⋆) (⋆) (⋆) − 1
ηP







< 0 (3.10)

où
η = 1 + γ2.

Démonstration : Considérons la fonction de Lyapunov suivante :

Vk = εT (k)Pε(k) + δfT
k Qδfk.

D’après (3.2), nous déduisons que

λ1‖ε(k)‖2 ≤ Vk ≤ λ2‖ε(k)‖2‖.

avec
λ1 = λmin(P ) and λ2 = λmax(P ) + γ2λmax(Q).

Après avoir calculé ∆V = Vk+1 − Vk, on obtient

∆V =
[

ε(k)T δfT
k δfT

k+1

]






(A− LC)TP (A− LC)− P (A− LC)TP 0

P (A− LC) P −Q 0

0 0 Q











ε(k)

δfk

δfk+1
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D’après la condition (3.2)

βγ2εT (k)ε(k) − β∆fT
k ∆fk ≥ 0, ∀ β > 0,

ce qui peut se réécrire comme suit :

[

ε(k)T δfT
k δfT

k+1

]






βγ2In 0 0

0 −βIn 0

0 0 0











ε(k)

δfk

δfk+1




 ≥ 0. (3.11)

De plus, du fait que P > αIn, on a

γ2εT (k + 1)Pε(k + 1) − αδfT
k+1δfk+1 > αγ2εT (k + 1)ε(k + 1) − αδfT

k+1δfk+1 ≥ 0.

La dynamique de l’erreur (3.4) nous donne :

[
ε(k)T δfT

k δfT
k+1

]





γ2(A− LC)TP (A− LC) γ2(A− LC)TP 0

γ2P (A− LC) γ2P 0

0 0 −αIn









ε(k)

δfk

δfk+1



 ≥ 0. (3.12)

Les inégalités (3.11) et (3.12) impliquent :

∆V ≤
[

ε(k)T δfT
k δfT

k+1

]

M






ε(k)

δfk

δfk+1




 (3.13)

où

M =






η(A− LC)TP (A− LC) − P + βγ2In η(A− LC)TP 0

ηP (A− LC) ηP −Q− βIn 0

0 0 Q− αIn




 .

En utilisant le complément de Schur et la notation L = P−1RT , l’inégalité M < 0 est équi-
valente à (3.10). Par conséquent, ∆V < 0, ce qui signifie que l’erreur d’estimation converge
asymptotiquement vers zéro.

Remarque 3.2.6. Notons que dans les Théorèmes 3.2.5 et 3.2.4, la contrainte γ < 1 a été éliminée
grâce à l’utilisation de nouvelles fonctions de Lyapunov. Cet avantage est illustré numériquement
ci-dessous.

Exemple numérique

Pour montrer l’intérêt de cette amélioration, nous proposons un exemple pour lequel la constante
de Lipschitz est supérieure à 1. Considérons le système décrit par les paramètres suivants :

A =

[

a 1

0 0

]

, C =
[

1 2.5
]

, a = −0.42
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et

f(x(k), y(k)) =
[

0 −5
4 tanh(x1(k))

]T
.

La constante de Lipschitz correspondant à ce système est γ = 1.25.
Il est évident que le Théorème 3.2.1 n’est pas applicable. En effet la condition nécessaire γ < 1

n’est pas satisfaite. En revanche, l’application du Théorème 3.2.5 nous donne, après la résolution
de la LMI (3.10), le gain

L =
[

0.1247 0.0004
]T
.

L’erreur d’estimation est illustrée dans la Figure 3.2.
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FIG. 3.2 – Le comportement asymptotique de l’erreur d’estimation

3.2.4 Deuxième amélioration : utilisation d’un observateur de Luenberger géné-
ralisé (OLG)

Notons que dans le cas des systèmes avec constantes de Lipschitz assez importantes, les condi-
tions de synthèse précédentes deviennent contraignantes dans le sens ou elles offrent difficile-
ment des solutions, ceci a été constaté numériquement. Afin de surmonter cet obstacle, nous
proposons une autre conception de l’observateur. Une telle conception est appelée observateur
de Luenberger généralisé (OLG). Grâce à cette nouvelle structure de l’observateur l’effet de la
constante de Lipschitz est éliminé et les conditions de synthèse deviennent non contraignantes.
Dans cette section, on modifie légèrement la classe des systèmes (3.1), afin d’avoir une nou-
velle forme plus détaillée. L’équation des systèmes à étudier s’écrit donc sous la forme détaillée
suivante :

x(k + 1) = Ax(k) +Bf
(

Hx(k), y(k)
)

+ c (3.14a)

y(k) = Cx(k) (3.14b)

où B,H sont des matrices de dimensions appropriées, c ∈ Rn et f est une fonction non linéaire
lipschitzienne de constante de Lipschitz γ > 0. Les matrices B et H jouent un rôle important sur
la faisabilité des conditions de synthèse de l’observateur. B est appelée matrice de distribution
de la non-linéarité dans le système et H est la matrice de distribution de l’état dans la non-
linéarité du système. Le fait de ne pas spécifier la matrice B signifie qu’au niveau des conditions
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de synthèse, il n’y a aucune différence entre un système dont la non-linéarité est présente sur
toutes les composantes et un système qui ne possède que quelques composantes non linéaires.
De même, l’absence de la matrice H signifie que la méthode de synthèse ne distingue pas un
système, dont la non-linéarité dépend de l’état entier, d’un système dont la non-linéarité ne
dépend que d’une partie de l’état.
Considérons un OLG correspondant au système (3.14). Cet observateur s’écrit :

x̂(k + 1) = Ax̂(k) +Bf
(

z(k), y(k)
)

+ L
(

y(k) − Cx̂(k)
)

+ c (3.15a)

z(k) = Hx̂(k) +K
(

y(k) −Cx̂(k)
)

(3.15b)

L’objectif est de trouver les gainsK et L tels que l’erreur d’estimation ε(k) = x(k)−x̂(k) converge
asymptotiquement vers zéro. La dynamique de l’erreur d’estimation est donnée par :

ε(k + 1) = (A− LC)ε(k) +B∆fk (3.16)

où
∆fk = f

(

Hx(k), y(k)
)

− f
(

z(k), y(k)
)

Comme la fonction f est de constante de Lipschitz γ alors nous déduisons que

‖∆fk‖ ≤ γ‖
(

H −KC
)

ε(k)‖ (3.17)

L’introduction du gain K sert à réduire l’effet de la constante de Lipschitz γ.
A ce stade, nous énonçons le théorème ci-après qui fournit les conditions suffisantes de conver-
gence de l’erreur d’estimation vers zéro.

Théorème 3.2.7. ([127]) L’erreur d’estimation converge asymptotiquement vers zéro s’il existe
des scalaires α > 0, β > 0 et des matrices P = P T > 0, Q = QT > 0, R et K de dimensions
appropriées tels que les inégalités suivantes soient satisfaites :






− 1
αIs H −KC

(H −KC)T −P




 < 0 (3.18)




















− 1
βγ2 Is H −KC 0 0 0

(H −KC)T −P ηN (P,R)B 0 N (P,R)

0 (⋆) L(P,Q, β) 0 0

0 (⋆) (⋆) Q− αIq 0

0 (⋆) (⋆) (⋆) − 1
ηP




















< 0 (3.19)
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avec

N (P,R) = ATP −CTR (3.20a)

L(P,Q, β) = ηBTPB −Q− βIq (3.20b)

η = 1 + γ2. (3.20c)

Quand ces inégalités admettent une solution, le gain L est donné par L = P−1RT et la matrice K
est une solution libre des inégalités (3.18) et (3.19).

Démonstration : La preuve de ce théorème est similaire à celle du Théorème 3.2.5. Il suffit
d’utiliser convenablement le complément de Schur. La fonction de Lyapunov candidate est

Vk = εT (k)Pε(k) + ∆fT
k Qδfk.

Le calcul de ∆V = Vk+1 − Vk permet d’obtenir

∆V = ξT
k






(A− LC)TP (A− LC) − P (A− LC)TPB 0

BTP (A− LC) BTPB −Q 0

0 0 Q




 ξk (3.21)

où
ξT
k =

[

εT (k) ∆fT
k ∆fT

k+1

]

.

D’après (3.17), ∀ β > 0, on a

βγ2εT (k)
(

H −KC
)T(

H −KC
)

ε(k) − β∆fT
k ∆fk ≥ 0. (3.22)

En utilisant le complément de Schur, l’inégalité (3.18) est équivalente à

P > α
(

H −KC
)T(

H −KC
)

. (3.23)

Les conditions (3.17) et (3.23), impliquent :

γ2εT (k + 1)Pε(k + 1) − α∆fT
k+1∆fk+1 ≥ 0. (3.24)

La combinaison des inégalités (3.22), (3.24) et (3.21) donne l’inégalité suivante :

∆V ≤ ξT
k Mξk (3.25)

avec

M =







η(A − LC)T P (A − LC) − P + βγ2

(

H − KC
)T(

H − KC
)

η(A − LC)T PB 0

ηBT P (A − LC) ηBT PB − Q − βIq 0

0 0 Q − αIq







.

A l’aide du complément de Schur et la notation R = LTP , l’inégalité M < 0 est équivalente
à (3.19).
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Par conséquent, sous les conditions (3.18) et (3.19), ∆V < 0, et donc l’erreur d’estimation
converge asymptotiquement vers zéro.

Remarque 3.2.8. Notons que les inégalités (3.18) et (3.19) ne sont pas linéaires par rapport aux
inconnues P,Q,R,K,α, β. Afin de les rendre linéaires, nous proposons de fixer a priori les variables
scalaires inconnues α > 0 et β > 0 ensuite on résout (3.18) et (3.19) en fonction des variables
P,Q,R et K pour désigner les gains L et K. Le gain K est une solution directe de (3.18) et (3.19)
et L = P−1RT .

Exemple numérique

Dans le but de montrer l’efficacité du nouvel observateur, nous proposons un système pour lequel
la LMI (3.10) n’est pas satisfaite tandis que l’injection du second gain K et la spécification des
deux matrices B et H permettent de réduire l’effet de la constante de Lipschitz. Pour ce faire,
nous considérons le système chaotique de Lozi décrit par :

A =

[

0 b

1 0

]

, B =

[

1

0

]

, H =
[

1 0
]

,

C =
[

1 −1
]

, c =

[

0

1

]

et
f(Hx, y) = 1 − a|x1|.

Ce système possède un comportement chaotique pour a = 1.4 et b = 0.3. La constante de
Lipschitz de f est γ = a = 1.4. Il est clair que la LMI (3.10) n’est pas satisfaite. En effet,
la constante de Lipschitz est supérieure à 1. De plus, en utilisant la toolbox LMI de MATLAB,
la LMI (3.10) a été trouvée insatisfaite. Cependant, à l’aide d’un OLG et la spécification des
matrices B et H, la convergence de l’erreur a été établie. Pour α = β = 1, fixés a priori, les
inégalités (3.18) et (3.19) donnent les solutions suivantes :

P =

[

0.4275 0.0390

0.0390 0.7420

]

,

R =
[

−0.0249 0.4567
]

,

Q = 0.6781, K = 0.6028

et

L =

[

−0.1149

0.6215

]

.

Le diagramme de phase du système et l’erreur d’estimation sont illustrés dans la Figure 3.3.
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FIG. 3.3 – Le Comportement de l’erreur d’estimation.

3.2.5 Extension à la restauration d’entrées inconnues

Considérons le système à entrées inconnues dont le modèle s’écrit de la manière suivante :

{

x(k + 1) = Ax(k) +Auu(k) +Bf
(

Hxx(k),Huu(k), y(k)
)

y(k) = Cx(k) +Du(k)
(3.26)

où x(k) ∈ Rn est le vecteur d’état, u(k) ∈ Rm le vecteur des entrées inconnues et y(k) ∈
Rp le vecteur de sortie. A,Au, B,C,D,Hx et Hu sont des matrices constantes de dimensions
appropriées. La fonction f : Rd1 × Rd2 × Rp 7→ Rq est lipschitzienne, i.e. :

‖f(v,w, y) − f(v̂, ŵ, y)‖ ≤ κf

∥
∥
∥

[

v − v̂

w − ŵ

]
∥
∥
∥ (3.27)

∀ v,w, v̂, ŵ et y. La matrice D est de plein rang colonne, i.e :

rang(D) = m.

Nous introduisons les notations suivantes

E =
[

In 0Rn×m

]

(3.28a)

M =
[

A Au

]

(3.28b)

H =
[

C D
]

(3.28c)

Hx,u =

[

Hx 0
Rd1×m

0
R

d2×n Hu

]

(3.28d)

ζ =

[

x

u

]

. (3.28e)
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On pose
[

S T
]

=

([

E

H

]T [

E

H

])−1 [

E

H

]T

(3.29)

avec S et T deux matrices de dimensions (n+m) × n et (n+m) × p respectivement.
D’après l’équation (3.29), on a

SE + TH = In+m. (3.30)

Notons que ce problème d’observateur d’état à entrées inconnues a été étudié dans [22] en uti-
lisant le filtre de Kalman étendu (EKF) comme observateur d’état. Cependant, il a été prouvé
dans [29] que l’EKF n’est que localement stable dans le cas des systèmes non linéaires à temps
discret. La méthode de synthèse développée dans la section 3.2.4 permet d’obtenir la conver-
gence globale de l’erreur d’estimation vers zéro. L’observateur proposé est un OLG qui s’écrit :







z(k + 1) = Nz(k) + Ly(k) + SBf(v(k), y(k))

v(k) = Hx,uζ̂(k) +K
(

y(k) −Hζ̂(k)
)

ζ̂(k) = z(k) + Ty(k)

(3.31)

L’objectif principal est de déterminer les matrices N,L et K telles que l’erreur

ε(k) = ζ̂(k) − ζ(k)

converge asymptotiquement vers l’origine.
En reprenant les mêmes développements que dans la section 2.4, nous obtenons

ε(k + 1) = Nε(k) +
(

N + FH − SM
)

ζ(k) + SBδf (3.32)

où
δf = f

(

v(k), y(k)
)

− f
(

Hx,sζ(k), y(k)
)

(3.33)

et
F = L−NT. (3.34)

Si on pose
N = SM − FH (3.35)

alors, la dynamique de l’erreur devient

ε(k + 1) =
(

SM − FH
)

ε(k) + SBδf. (3.36)

En s’inspirant des résultats de la section 3.2.4, nous énonçons le théorème suivant :

Théorème 3.2.9. ([127]) L’erreur d’estimation est asymptotiquement stable s’il existe deux sca-
laires α > 0, β > 0 et des matrices P = P T > 0, Q = QT > 0 R et K de dimensions appropriées
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tels que les inégalités matricielles ci-dessous soient satisfaites :






− 1
αI(d1+d2) Hx,u −KH

(Hx,u −KH)T −P




 < 0 (3.37)

et


















− 1
βκ2

f

I(d1+d2) Hx,u −KH 0 0 0

(⋆) −P (SM)TP (SB) −HTR(SB) 0 (SM)TP −HTR

(⋆) (⋆) η(SB)TP (SB) −Q− βIq 0 0

(⋆) (⋆) (⋆) Q− αIq 0

(⋆) (⋆) (⋆) (⋆) − 1
η
P



















< 0 (3.38)

où η = 1 + κ2
f .

La matrice F est égale à P−1RT . Les gains N et L sont déduits des équaions (3.34) et (3.35) et le
gain K est une solution libre des inégalités (3.37) et (3.38).

Démonstration : La preuve de ce théorème est similaire à celle du Théorème 3.2.7.

3.3 Transformation en LPV à l’aide du DMVT : seconde approche

Dans cette section, nous proposons une extension directe de la méthode développée dans la
section 2.2 du chapitre 2. Elle utilise le DMVT afin de transformer la dynamique de l’erreur
d’estimation en un système LPV. Pour pouvoir comparer cette technique avec les résultats précé-
dents de ce chapitre, nous allons considérer une classe de systèmes lipschitziens. Cependant, la
condition de Lipschitz est traduite sous une autre forme.

3.3.1 Formulation du Problème

Considérons la classe des systèmes non linéaires définie par les équations suivantes :

x(k + 1) = Ax(k) +Bf(x(k), y(k), u(k)) (3.39a)

y(k) = Cx(k) (3.39b)

où x ∈ Rn est le vecteur d’état du système, u ∈ Rm le vecteur d’entrèe et y ∈ Rp le vecteur de
sortie. A, B et C sont des matrices constantes de dimensions appropriées. f(x, y, u) : Rn ×Rp ×
Rm 7→ Rq est une application non linéaire différentiable par rapport à x.
Supposons que la fonction f satisfasse la condition suivante :

aij ≤
∂fi

∂xj
(x, y, u) ≤ bij , ∀ x, y, u (3.40)
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pour tout i = 1, ..., q et j = 1, ..., n.

Il est à noter que la classe des systèmes vérifiant la propriété (3.40) contient une large variété
de systèmes traités dans la littérature, à savoir la classe des systèmes lipschitziens différen-
tiables [96], [88], [74], [2], [9], [129].

L’observateur d’état correspondant au système (3.39) est donné par :

x̂(k + 1) = Ax̂(k) +Bf(x̂(k), y(k), u(k)) + L(y(k) − Cx̂(k)) (3.41)

où x̂(k) représente l’estimé de l’état x(k).
La dynamique de l’erreur d’estimation ε(t) = x(t) − x̂(t) s’écrit :

ε(k + 1) =
(

A− LC
)

ε(k) +B
(

f(x(k), y(k), u(k)) − f(x̂(k), y(k), u(k))
)

. (3.42)

Toutes les approches développées dans la littérature pour la classe des systèmes lipschitziens re-
posent sur des majorations fortes en essayant de dominer le terme f(x(t), y(t), u(t))−f(x̂(t), y(t), u(t)),
en utilisant directement la condition de Lipschitz. Cette technique de majoration directe fournit
des conditions de synthèse restrictives. Pour cela, nous avons établi une nouvelle méthode qui
aboutit à des conditions de synthèse moins contraignantes. Cette méthode consiste à utiliser le
DMVT qui permet de transformer la dynamique de l’erreur d’estimation en un système LPV.
Puisque la fonction f est différentiable par rapport à x, le DMVT est applicable (voir Théo-
rème 2.2.3) sur la fonction x 7→ f(x, y, u). D’après le Théorème 2.2.3, il existe zi(t) ∈ Co(x(t), x̂(t)),

pour tout i = 1, ..., q, tel que :

f(x(k), y(k), u(k)) − f(x̂(k), y(k), u(k)) =





q,n
∑

i,j=1

eq(i)e
T
n (j)

∂fi

∂xj
(zi(k), y(k), u(k))



 ε(k).

Nous définissons les notations suivantes :

hij(k) =
∂fi

∂xj
(zi(k), y(k), u(k)) (3.43a)

H
q
ij = eq(i)e

T
n (j) pour 1 ≤ i ≤ q et 1 ≤ j ≤ n (3.43b)

h =
(

h11, ..., h1n, ..., hqn

)

(3.43c)

A(h(k)) = A+B

q,n
∑

i,j=1

hij(k)H
q
ij . (3.43d)

En utilisant ces notations, l’équation de l’erreur d’estimation (3.42) devient :

ε(k + 1) =
(

A(h(k)) − LC
)

ε(k). (3.44)

L’équation dynamique (3.44) définit donc un système LPV.
D’après la propriété (3.40), nous déduisons que le vecteur des paramètres h(k) évolue dans un
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domaine borné Hq,n pour lequel les 2qn sommets sont définis par :

VHq,n =
{

α = (α11, ..., α1n, ..., αqn) | αij ∈ {aij , bij}
}

.

3.3.2 Méthode de synthèse d’observateur

En s’inspirant des techniques LPV (voir [11] pour plus de détails), on obtient des conditions
suffisantes de convergence de l’erreur d’estimation. Ces conditions, exprimées en terme de LMIs,
permettent de synthétiser le gain L. On a le théorème suivant :

Théorème 3.3.1. ( [124]) L’erreur d’estimation ε(k) converge asymptotiquement vers zéro s’il
existe des matrices P = P T > 0 et R de dimensions appropriées telles que les LMIs suivantes soient
satisfaites :

[

−P AT (α)P − CTR

(⋆) −P

]

< 0, ∀ α ∈ VHq,n . (3.45)

Quand ces LMIs sont satisfaites, le gain d’observateur L sera donné par L = P−1RT .

Démonstration : Considérons la fonction de Lyapunov suivante :

V (k) = V (ε(k)) = εT (k)Pε(k).

La variation de cette fonction s’écrit comme :

∆V = V (k + 1) − V (k) = ε(k)T
((

A(h(k)) − LC
)T
P
(
A(h(k)) − LC

)
− P

)

ε(k).

D’après la définition de la stabilité au sens de Lyapunov, ∆V doit être définie négative afin de
garantir la convergence asymptotique de l’erreur d’estimation. En utilisant le complément de
Schur, ∆V < 0 si

F (h(k)) =

[

−P AT (h(k))P − CTR

(⋆) −P

]

< 0.

Le principe de convexité permet de déduire que ∆V < 0 si F est définie négative sur VHq,n , ce
qui est équivalent à l’inégalité (3.45). Comme P est définie positive, nous pouvons calculer le
gain L par P−1RT .

3.3.3 Exemple numérique

Nous illustrons les performances de cette dernière méthode à l’aide du modèle discret du sys-
tème chaotique de Lorenz précédemment étudié dans [74] et [28]. Ce système, obtenu par la
méthode de discrétisation d’Euler, est décrit par les matrices

A =






1 − 10T 10T 0

28T 1 − T 0

0 0 1 − 8
3T




 , B = T






0 0

−1 0

0 1




 , C =

[

1 0 0
]
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et la fonction non linéaire

f(x(k), y(k), u(k)) =

[

y(k)x3(k)

y(k)x2(k)

]

.

où T = 0.001 est le pas de discrétisation.
En appliquant l’approche proposée, nous obtenons hij(t) = 0 pour tout (i, j) 6= (1, 3), (2, 2) et
h22(t) = h13(t) = y(t) pour tout t > 0. Nous avons donc deux LMIs à résoudre avec a22 =

−9.1974 et b22 = 19.9613. Les LMIs (3.45), nous fournissent le gain

L =
[

1.4282 12.9770 1.6781
]T
.

Les résultats de la simulation numérique sont illustrés par la Figure 3.4.
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FIG. 3.4 – La convergence asymptotique.

Remarque 3.3.2. Comme dans le Chapitre 2, même dans le cas des systèmes à temps discret,
cette méthode de transformation en LPV à l’aide du DMVT peut être étendue à d’autres classes de
systèmes non linéaires, à savoir les systèmes à sorties non linéaires, les systèmes non differentiables
et les systèmes partiellement affines où l’on peut proposer un gain d’observateur affine. La méthode
peut également être généralisée au cas des systèmes avec des incertitudes dans la dynamique et sur
la sortie du système. Elle est également extensible à la restauration d’entrées inconnues.
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3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté deux approches de synthèse d’observateurs d’état des
systèmes non linéaires lipschitziens à temps discret.
La première consiste à utiliser la condition de Lipschitz conjointement avec l’inégalité classique
de Lyapunov. Ceci permet d’obtenir un terme positif ainsi ajouté à la variation de la fonction de
Lyapunov. Ensuite, deux améliorations ont été établies en utilisant respectivement des nouvelles
fonctions de Lyapunov et un observateur de Luenberger généralisé (OLG). Une généralisation
au cas des systèmes à entrées inconnues a été également abordée.
La deuxième méthode est basée sur le DMVT qui permet de mettre la dynamique de l’erreur sous
une forme LPV. Cette méthode nécessite la traduction de la condition de Lipschitz sous forme
de la condition (3.40), afin d’aboutir à des conditions de synthèse moins restrictives.
En utilisant des techniques LPV [12], [11], des conditions de synthèse d’observateur ont été
obtenues. Ces conditions sont exprimées sous forme de LMIs non restrictives et faciles à résoudre
numériquement.

79



Chapitre 3. Synthèse d’observateurs d’état des systèmes à temps discret

80



CHAPITRE

4

Extensions aux systèmes à retard

Sommaire

4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

4.2 Première méthode : transformation en LPV . . . . . . . . . . . . . . 82

4.2.1 Formulation du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

4.2.2 Procédure de synthèse d’observateur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

4.2.3 Cas des systèmes non différentiables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

4.3 Deuxième méthode : utilisation des OLGs . . . . . . . . . . . . . . . 90

4.3.1 Formulation du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

4.3.2 Synthèse d’observateur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

4.3.3 Exemple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

4.4 Systèmes à temps discret . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

4.4.1 Formulation du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

4.4.2 Conditions de synthèse de l’observateur . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

4.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

81



Chapitre 4. Extensions aux systèmes à retard

4.1 Introduction

L’analyse et la synthèse des systèmes à retard deviennent de plus en plus des sujets de recherche
en constante évolution, comme peut le montrer la littérature abondante. Ceci est principalement
dû au fait que le retard est fréquemment rencontré dans les systèmes technologiques et peut af-
fecter leur fonctionnement de manière significative. Dans le cas des systèmes linéaires, l’analyse
de la stabilité aussi bien que le problème d’observateurs d’état ont été largement étudiés [26],
[27], [21], [48], [90], [82], [68], [67], [109], [94], [17].
Contrairement au cas linéaire, très peu de résultats ont été établis dans le cas non linéaire. Parmi
ces quelques résultats, on trouve l’approche développée par Germani et al. dans [49] et [50].
Dans [80], une autre méthode a été proposée, en utilisant des preuves élégantes pour l’analyse
de la stabilité d’une classe de systèmes à retard. Une approche alternative, présentée dans [1],
concerne les systèmes avec des non-linéarités lipschitziennes. Il s’agit d’une généralisation des
résultats obtenus pour une classe de systèmes non linéaires standards [95], [96]. Cependant, la
condition de synthèse d’observateur semble restrictive.
Dans ce chapitre, on présente deux méthodes de synthèse d’observateurs d’état des systèmes
non linéaires à retard. La première est une extension de la technique de transformation en LPV
à l’aide du DMVT aux cas des systèmes à retard. Des conditions de synthèse ont été obtenues
en utilisant une fonction de Lyapunov-Krasovskii particulière, utilisée antérieurement dans [82]
pour les systèmes linéaires. Ces conditions sont exprimées sous forme d’inégalités matricielles
qui deviennent par la suite linéaires (LMIs), en fixant a priori une variable scalaire inconnue.
En terme de faisabilité, les conditions de synthèse obtenues par l’approche proposée sont moins
contraignantes que celles établies dans [1] ainsi que celles données par toutes les approches
concernant la classe des systèmes lipschitziens.
La deuxième méthode utilise simultanément le DMVT et les observateurs de Luenberger géné-
ralisés (OLGs). Avec cette technique, une nouvelle condition de synthèse d’observateurs sous
forme de LMI est obtenue. Ce résultat peut être considéré comme une amélioration de la pre-
mière méthode. En effet, la nouvelle condition de synthèse est applicable même si le système
concérné est à jacobienne non bornée, ce qui n’est pas le cas pour la méthode de transformation
en système LPV.

4.2 Première méthode : transformation en LPV

4.2.1 Formulation du problème

Considérons la classe des systèmes non linéaires à retard suivante :

ẋ(t) = Ax(t) +Aτxτ (t) +Bf
(

x(t), xτ (t), y(t)
)

(4.1a)

y(t) = Cx(t). (4.1b)

où x ∈ Rn est le vecteur d’état du système, u ∈ Rm le vecteur d’entrée et y ∈ Rp le vecteur
de sortie. A, Aτ , B et C sont des matrices constantes de dimensions appropriées. La fonction
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f
(

x, xτ , y
)

: Rn × Rn × Rm → Rq est différentiable par rapport à x(t) et xτ (t) avec

xτ (t) = x(t− τ).

Pour des raisons de simplicité, on suppose sans perte de généralité que x(t) est constant sur
l’intervalle [−τ 0].
La classe des systèmes non linéaires concernée est définie par l’hypothèse suivante :

Hypothèse 4.2.1. Supposons que la fonction non linéaire, f , satisfasse les conditions suivantes :

aij ≤
∂fi

∂xj
(x, xτ , y) ≤ bij , ∀ x, xτ , y (4.2a)

aτ
ij ≤

∂fi

∂xτj
(x, xτ , y) ≤ bτij, ∀ x, xτ , y. (4.2b)

pour tout i = 1, ..., q et j = 1, ..., n.

Notons ainsi zτ (t) = z(t− τ) pour tout vecteur z.

L’observateur d’état correspondant à (4.1) s’écrit :

˙̂x(t) = Ax̂(t) +Aτ x̂τ (t) +Bf
(

x̂(t), x̂τ (t), y(t)
)

+ L
(

y(t) − ŷ(t)
)

+ Lτ

(

yτ (t) − ŷτ (t)
)

(4.3a)

ŷ(t) = Cx̂(t). (4.3b)

L’objectif est de trouver deux gains L et Lτ tels que l’erreur d’estimation ε(t) = x(t) − x̂(t)

converge exponentiellement vers zéro. La dynamique de l’erreur d’estimation est :

ε̇(t) =
(

A− LC
)

ε(t) +
(

Aτ − LτC
)

ετ (t) +Bδf. (4.4)

avec
δf = f

(

x(t), xτ (t), y(t)
)

− f
(

x̂(t), x̂τ (t), y(t)
)

.

En posant

X(t) =

[

x(t)

xτ (t)

]

, X̂(t) =

[

x̂(t)

x̂τ (t)

]

et en utilisant le Théorème 2.2.3 (le DMVT), on déduit qu’il existe zi(t) ∈ Co
(

X(t), X̂(t)
)

, pour

tout i = 1, ..., q, tel que :
δf = Sq,n(t)ε(t) + Sτ

q,n(t)ετ (t),

où

Sq,n(t) =

q,n
∑

i,j=1

eq(i)e
T
n (j)

∂fi

∂xj(t)
(zi(t), y(t)),

et

Sτ
q,n(t) =

q,n
∑

i,j=1

eq(i)e
T
n (j)

∂fi

∂xτj(t)
(zi(t), y(t)).
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En utilisant les notations

hij(t) =
∂fi

∂xj(t)
(zi(t)), pour i = 1, ...q et j = 1, ..., n,

h(t) = (h11(t), ..., h1n(t), ..., hqn(t)),

hτ
ij(t) =

∂fi

∂xj(t− τ)
(zi(t)), pour i = 1, ...q et j = 1, ..., n,

hτ (t) = (hτ
11(t), ..., h

τ
1n(t), ..., hτ

qn(t)),

A(h(t)) = A+BSq,n(t)

et
B(hτ (t)) = Aτ +BSτ

q,n(t),

la dynamique de l’erreur d’estimation (4.4) devient

ε̇(t) =
(

A(h(t)) − LC
)

ε(t) +
(

B(hτ (t)) − LτC
)

ετ (t). (4.5)

D’après l’hypothèse 4.2.1, le vecteur des paramètres, h(t) (resp. hτ (t)) évolue dans un domaine
borné Hq,n (resp. Hτ

q,n) pour lequel les 2qn sommets sont définis par :

VHq,n =
{

α = (α11, ..., α1n, ..., αqn) | αij ∈ {aij , bij}
}

(resp. Vτ
Hτ

q,n
=
{

β = (β11, ..., β1n, ..., βqn) | βij ∈ {aτ
ij , b

τ
ij}
}

).

Nous présenterons dans la section suivante la méthode proposée pour la synthèse d’observateur.
L’analyse de la stabilité est basée sur une fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii particulière.

4.2.2 Procédure de synthèse d’observateur

Les conditions de synthèse proposées pour la classe des systèmes (4.1) sont énoncées dans le
théorème suivant :

Théorème 4.2.2. ([126]) L’observateur d’état (4.3) est exponentiellement convergent s’il existe
un scalaire ω > 0 et des matrices P = P T > 0, Q = QT > 0, R et Rτ de dimensions appropriées
tels que les inégalités matricielles suivantes soient satisfaites :

M(P,Q,α, β) + ωN (P ) − L(R,Rτ ) < 0, ∀ α ∈ VHq,n , ∀ β ∈ Vτ
Hτ

q,n
. (4.6)

où

M(P,Q,α, β) =

[

AT (α)P + PA(α) +Q PB(β)

(⋆) −e−ωτQ

]

(4.7)

N (P ) =

[

P 0

0 0

]

, L(R,Rτ ) =

[

CTR+RTC RτC

(⋆) 0

]

. (4.8)
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Quand les inégalités sont satisfaites, les matrices L et Lτ seront données par

L = P−1RT et Lτ = P−1Rτ .

Démonstration : Pour démontrer ce résultat, nous faisons appel à la fonctionnelle de Lyapunov-
Krasovskii suivante :

V (t) = V (ε(t)) = εT (t)Pε(t) + e−ωt

∫ t

t−τ
eωθεT (θ)Qε(θ)dθ.

A ce stade, on peut calculer la dérivée de V (t) par :

V̇ = εT
{(

A(ρ(t)) − LC
)T
P + P

(

A(ρ(t)) − LC
)

+Q
}

ε

+ εT
{

(B(ρτ (t)) − LτC)TP + P (B(ρτ (t)) − LτC)
}

ετ

− e−ωτεTτ Qετ − ωe−ωt

∫ t

t−τ
eωθεT (θ)Qε(θ)dθ.

Donc,

V̇ + ωV = εT
{(

A(ρ(t)) − LC
)T
P + P

(

A(ρ(t)) − LC
)

+Q
}

ε

+ εT
{(

B(ρτ (t)) − LτC
)T
P + P

(

B(ρτ (t)) − LτC
)}

ετ

− e−ωτεTτ Qετ

En utilisant les notations R = LTP , Rτ = PLτ et (4.7)-(4.8), on déduit que :

V̇ (t) + ωV (t) = ξT (t)
[

M(P,Q, h(t), hτ (t)) + ωN (P ) − L(R,Rτ )
]

ξ(t),

où
ξT (t) =

[

εT (t) εTτ (t)
]

.

D’après le principe de convexité, si la condition (4.6) est satisfaite, alors

M(P,Q, h(t), hτ (t)) + ωN (P ) − L(R,Rτ ) < 0,

pour tout h(t) ∈ Hq,n et hτ (t) ∈ Hτ
q,n.

D’où,
V̇ (t) + ωV (t) < 0. (4.9)

Cette inégalité signifie que
V (t) ≤ V (0)e−ωt.

Compte tenu du fait que
λmin(P )‖ε(t)‖2 ≤ V (t)
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alors

‖ε(t)‖ ≤
√

V (0)

λmin(P )
e−

ω
2

t (4.10)

ce qui implique que l’observateur (4.3) est exponentiellement convergent.

Exemple

Considérons le système décrit sous la forme (4.1) par les paramètres suivants :

A =






4 2 0

0 −4 2

0 0 −3




 , Aτ =






0 0.5 0.3

0.5 0 0.3

0.3 0.3 0




 , B =






1 0

0 1

0 0




 , C =

[

1 0 0
]

,

et

f(x, xτ , y) =
[

x1(t−0.1)√
1+x2

1
(t−0.1)

x2(t)√
1+x2

2
(t)

]T
.

Nous avons
∂f1

∂xj
(x, xτ , y) = 0,

∂f2

∂xτj
(x, xτ , y) = 0, ∀ j = 1, 2, 3

∂f1

∂xτ1
(x, xτ , y) =

1
(

1 + x2
1(t− 0.1)

) 1

3

,

et
∂f2

∂x2
(x, xτ , y) =

1
(

1 + x2
2(t)
) 1

3

.

D’où
0 ≤ h22(t) ≤ 1 et 0 ≤ hτ

11(t) ≤ 1.

En résolvant les inégalités (4.6) avec ω = 1, nous obtenons les gains suivants :

L =
[

11.9232 4.2041 1.4261
]T
,

Lτ =
[

0.5 0.5 0.3
]T
.

Les résultats de simulation sont illustrés sur la Figure 4.1.

Remarque 4.2.3. Notons que le résultat précédent ne peut pas être appliqué aux systèmes non
différentiables. En revanche, pour une classe particulière de systèmes non différentiables, l’approche
développée a pu être généralisée grâce à une nouvelle méthode qui permet de mettre la dynamique
de l’erreur d’estimation sous une forme LPV. Ceci mène à des conditions de synthèse identiques à
celles du Théorème 4.2.2.
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FIG. 4.1 – Evolution exponentielle de l’erreur d’estimation.

4.2.3 Cas des systèmes non différentiables

Considérons la classe des systèmes non linéaires suivante :

ẋ(t) = Ax(t) +Aτxτ (t) +Bf
(

x(t), y(t), u(t)
)

+Gg
(

xτ (t), y(t), u(t)
)

(4.11a)

y(t) = Cx(t). (4.11b)

où x ∈ Rn est le vecteur d’état du système, u ∈ Rm le vecteur d’entrée et y ∈ Rp le vecteur de
sortie. A, Aτ , B,G et C sont des matrices constantes de dimensions appropriées. Supposons que
les fonctions f et g puissent s’écrire sous la forme suivante :

f
(

x(t), y(t), u(t)
)

=










f1(H1x(t), y(t), u(t))

.

.

.

fq(Hqx(t), y(t), u(t))










, g
(

xτ (t), y(t), u(t)
)

=










g1(F1xτ (t), y(t), u(t))

.

.

.

gs(Fsxτ (t), y(t), u(t))










(4.12)

avec HT
i ∈ Rn pour tout i ∈ {1, ..., q} et F T

i ∈ Rn pour tout i ∈ {1, ..., s}.
Les fonctions fi, i = 1, ..., q sont lipschitziennes par rapport à x(t) avec des constantes de Lip-
schitz γii = 1, ..., q. De même, les fonctions gi, i = 1, ..., s sont lipschitziennes par rapport à x(t)
avec les constantes de Lipschitz κi.

L’observateur d’état correspondant à (4.11) s’écrit comme :

˙̂x(t) = Ax̂(t) +Aτ x̂τ (t) +Bf
(

x̂(t), y(t), u(t)
)

+ L
(

y(t) − Cx̂(t)
)

+Gg
(

x̂τ (t), y(t), u(t)
)

+ Lτ

(

yτ (t) − Cx̂τ (t)
) (4.13)

La dynamique de l’erreur d’estimation, ε(t) = x(t) − x̂(t), est donnée par :

ε̇(t) =
(

A− LC
)

ε(t) +
(

Aτ − LτC
)

ετ (t) +Bδft +Gδgt, (4.14)

où
δft = f

(

x(t), y(t), u(t)
)

− f
(

x̂(t), y(t), u(t)
)

, (4.15)
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δgt = g
(

xτ (t), y(t), u(t)
)

− g
(

x̂τ (t), y(t), u(t)
)

. (4.16)

Dans ce cas nous ne pouvons pas appliquer le DMVT, car les fonctions f et g ne sont pas néces-
sairement différentiables. La forme particulière (4.12) des non-linéarités nous permet d’utiliser
un nouvel artifice de calcul, afin de transformer l’équation dynamique de l’erreur d’estimation
en un système LPV. Nous résumons cet artifice en deux propositions.

Proposition 4.2.4. Pour tout i ∈ {1, ..., q}, il existe une fonction ψi,y,u : R × R → R telle que :

fi(v, y, u) − fi(w, y, u) = ψi,y,u(v,w)
(

v − w
)

, (4.17)

|ψi,y,u(v,w)| ≤ γi, ∀ v,w ∈ R. (4.18)

Démonstration : La preuve de cette Proposition est donnée dans [122].
Indication : Il suffit de définir la fonction ψi,y,u(., .) comme suit :

ψi,y,u(v,w) =

{

0 if v = w
fi(v,y,u)−fi(w,y,u)

v−w if v 6= w
(4.19)

Proposition 4.2.5. Pour tout x, z ∈ Rn, il existe des fonctions ψi,y,u : R × R → R, i = 1, ..., q,
telles que :

δf =
( i=q
∑

i=1

ψi,y,u(vi, wi)Gi

)

(x− z) (4.20)

où
δf = f(x, y, u) − f(z, y, u) (4.21)

vi = Hix, wi = Hiz, Gi = eq(i)Hi. (4.22)

Les deux propositions précédentes sont valables pour la fonction g ainsi que pour toute fonction
s’écrivant sous la forme (4.12).
D’après la Proposition 4.2.5, il existe des fonctions ψi, i = 1, ..., q et des fonctions ϕj , j = 1, ..., s

telles que

δft =
( i=q
∑

i=1

ψi,y,u(Hix(t),Hix̂(t))Gi

)

ε(t) (4.23)

δgt =
( j=s
∑

j=1

ϕj,y,u

(
Fjxτ (t), Fj x̂τ (t)

)
Ej

)

ετ (t) (4.24)

avec
Ej = es(j)Fj (4.25)
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et
|ϕj,y,u(v,w)| ≤ κj , ∀ v,w ∈ R. (4.26)

Nous introduisons les notations suivantes :

ρi(t) = ψi,y,u(Hix(t),Hix̂(t)), ρ(t) =
(

ρ1(t), ..., ρq(t)
)

(4.27)

σj(t) = ϕj,y,u(Fjxτ (t), Fj x̂τ (t)), σ(t) =
(

σ1(t), ..., σs(t)
)

, (4.28)

A(ρ(t)) = A+

i=q
∑

i=1

ρi(t)BGi, G(σ(t)) = Aτ +

j=s
∑

j=1

σj(t)GEj (4.29)

Le vecteur des paramètres ρ (resp. σ) évolue dans un domaine borné Hq (resp. Hτ
s ) pour lequel

les 2q (resp. 2s) sommets sont définis par l’ensemble suivant :

VHq =
{
α = (α1, ..., αq) | αi ∈ {−γi, γi}

}
(4.30)

(resp.
Vτ
Hτ

s
=
{
β = (β1, ..., βs) | βj ∈ {−κj , κj}

}
.) (4.31)

En utilisant les notations (4.23), (4.24), (4.27), (4.28), (4.9), l’équation de l’erreur (4.14) de-
vient :

ε̇(t) =
(

A(ρ(t)) − LC
)

ε(t) +
(

G(σ(t)) − LτC
)

ετ (t) (4.32)

L’équation (4.32) définit un système LPV à retard. En se basant sur les techniques LPV (voir
[111] et [104]), nous obtenons le théorème suivant :

Théorème 4.2.6. L’observateur d’état (4.13) est exponentiellement convergent s’il existe un scalaire
ω > 0 et des matrices P = P T > 0, Q = QT > 0, R et Rτ de dimensions appropriées tels que les
inégalités matricielles suivantes soient satisfaites :

M(P,Q,α, β) + ωN (P ) − L(R,Rτ ) < 0, ∀ α ∈ VHq , ∀ β ∈ Vτ
Hτ

s
. (4.33)

où

M(P,Q,α, β) =

[

AT (α)P + PA(α) +Q PG(β)

(⋆) −e−ωτQ

]

(4.34)

N (P ) =

[

P 0

0 0

]

, L(R,Rτ ) =

[

CTR+RTC RτC

CTRT
τ 0

]

. (4.35)

Dans ce cas, les matrices L et Lτ sont données par L = P−1RT et Lτ = P−1Rτ .

Remarque 4.2.7. Les conditions du Théorème 4.2.6 sont identiques à celles du Théorème 4.2.2.
Ceci signifie que pour la classe particulière de systèmes à retard 4.11 satisfaisant 4.12, l’utilisation
de la Proposition 4.2.5 est plus générale que le DMVT. En effet, la Proposition 4.2.5 est valable
même si la non-linéarité du système n’est pas différentiable, contrairement au DMVT qui s’applique
seulement aux systèmes différentiables.
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Exemple

Comme exemple de système non différentiable, nous proposons le système chaotique de Chua
modifié (voir [108]). Ce système est décrit sous la forme (4.11) par les paramètres suivants :

A =






− ( 1

R
+Gb)

C1

1
RC1

0
1

RC2
− 1

RC2

1
C2

0 − 1
L −R0

L




 , Aτ = 0Rn×n , B =






− 1
C1

0

0




 , G =






0

0

ǫ




 , C =

[

0 1 0
]

,

f(x(t), y(t), u(t)) =
1

2
(Ga −Gb)

(

|x1 + E| − |x1 − E|
)

, et g(xτ (t), y(t), u(t)) = sin(σx1(t− τ)).

Nous avons H1 =
[

1 0 0
]

et F1 =
[

1 0 0
]

. Les constantes de Lipschitz des fonctions f et g

sont respectivement γ1 = |Ga −Gb| et κ1 = σ. Ce système possède un comportement chaotique
pour les valeurs numériques suivantes :

R = 1950, C1 = 10−8, C2 = 10−7, L = 18.68.10−3 , R0 = 16, E = 1

Ga = −0.75.10−3, Gb = −0.41.10−3, τ = 0.001, ǫ = 0.2, σ = 0.5.

En résolvant les inégalités (4.33) avec ω = 200, nous obtenons

L = 104
[

24.9130 18.8075 −0.0046
]T
, Lτ = 0R3 .
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FIG. 4.2 – Le comportement de l’erreur d’estimation.

4.3 Deuxième méthode : utilisation des OLGs

La méthode précédente concerne les systèmes à retard dont les non-linéarités sont à jacobiennes
bornées. En revanche, dans cette section, nous proposerons une amélioration en utilisant les
OLGs. Ceci permettra d’aboutir à des conditions de synthèse applicables à des systèmes à jaco-
biennes non bornées.
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4.3.1 Formulation du problème

Considérons la classe des systèmes non linéaires à retard suivante :

ẋ = Ax+Aτxτ +Bf(x, y, u) +Gg(xτ , y, u) (4.36a)

y = Cx. (4.36b)

Comme les non-linéarités f : Rn × Rp × Rm → Rq et g : Rn × Rp × Rm → Rr sont quelconque,
alors nous pouvons toujours écrire f et g sous la forme générale suivante :

f(x, y, u) =










f1(H1x, y, u)

.

.

.

fq(Hqx, y, u)










, g(xτ , y, u) =










g1(F1xτ , y, u)

.

.

.

gr(Frxτ , y, u)










, Hi ∈ Rqi×n, Fi ∈ Rri×n (4.37)

Avant d’introduire notre observateur d’état, nous avons besoin d’une hypothèse qui définit la
classe des systèmes concernée par cette approche.

Hypothèse 4.3.1. Supposons que les fonctions f et g satisfassent les conditions suivantes :

aij ≤
∂fi

∂vi
j

(vi, y, u) ≤ bij , ∀ vi ∈ Rqi , y ∈ Rp, u ∈ Rm, (4.38a)

aτ
ij ≤

∂gi

∂vτi
j

(vτi, y, u) ≤ bτij, ∀ vτi ∈ Rri , y ∈ Rp, u ∈ Rm. (4.38b)

L’observateur d’état que nous proposons ici est de la forme suivante :

˙̂x = Ax̂+Aτ x̂τ +Bf̄(x̂, y, u) +Gḡ(x̂τ , y, u) + L
(

y − Cx̂
)

+ Lτ

(

yτ − Cx̂τ

)

, (4.39a)

f̄i(x̂, y, u) = fi

(

Hix̂+Ki(y −Cx̂), y, u
)

, i = 1, ...q, (4.39b)

ḡi(x̂, y, u) = gi

(

Fix̂τ +Kτ
i (y − Cx̂τ

)

, y, u), i = 1, ...r. (4.39c)

où f̄i (respectivement ḡi) est la ième composante de f̄ (respectivement ḡ).
La dynamique de l’erreur d’estimation ε = x− x̂ est donnée par :

ε̇ = (A− LC)ε+ (Aτ − LτC)ετ +B
(

f(x, y, u) − f̄(x̂, y, u)
)

+G
(

g(xτ , y, u)− ḡ(x̂τ , y, u)
)

. (4.40)

En utilisant le DMVT (Théorème 2.2.3), nous déduisons qu’il existe zi ∈ Co(vi, wi) pour tout
i = 1, ..., q et zτ

i ∈ Co(vτi, wτi) pour tout i = 1, ..., r tel que

f(x, y, u) − f̄(x̂, y, u) =

i=q
∑

i=1

j=qi∑

j=1

hij(t)H
q
ijχi (4.41)
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g(xτ , y, u) − ḡ(x̂τ , y, u) =

i=r∑

i=1

j=ri∑

j=1

hτ
ij(t)H

r
ijχ

τ
i (4.42)

χi = (Hi −KiC)ε, χτ
i = (Fi −Kτ

i C)ετ (4.43a)

H
q
ij = eq(i)e

T
si

(j), Hr
ij = er(i)e

T
si

(j) (4.43b)

hij(t) =
∂fi

∂vi
j

(zi(t), y, u), hτ
ij(t) =

∂gi

∂vτi
j

(zτ
i (t), y, u) (4.43c)

vi = Hix, wi = Hix̂+Ki(y − Cx̂) (4.43d)

vτi = Fixτ , wτi = Fix̂τ +Kτ
i (yτ − Cx̂τ ) (4.43e)

vi − wi = (Hi −KiC)ε, vτi − wτi = (Fi −Kτ
i C)ετ . (4.43f)

Par conséquent, d’après (4.39)-(4.43), la dynamique de l’erreur d’estimation (4.40) s’écrit :

ε̇ = (A− LC)ε+ (Aτ − LτC)ετ +

i=q
∑

i=1

j=qi∑

j=1

hij(t)BH
q
ijχi +

i=r∑

i=1

j=ri∑

j=1

hτ
ij(t)GH

r
ijχ

τ
i . (4.44)

Remarque 4.3.2. Sans perte de généralités, nous supposons que f et g satisfont (4.38a) et (4.38b)
avec aij = 0 pour tout i = 1, ...q, j = 1, ..., q̄ et aτ

ij = 0 pour tout i = 1, ..., r, j = 1, ..., r̄,
où q̄ = max

1≤i≤q
(qi) et r̄ = max

1≤i≤r
(ri). En effet, s’il existe des sous ensembles S1, S2 et Sτ

1 , S
τ
2 tels que

aij 6= 0, ∀ (i, j) ∈ S1×S2 et aτ
ij 6= 0, ∀ (i, j) ∈ Sτ

1 ×Sτ
2 , alors nous pouvons considérer les fonctions

f̃(x, y, u) = f(x, y, u) −
( ∑

(i,j)∈S1×S2

aijH
q
ijHi

)

x,

g̃(xτ , y, u) = g(xτ , y, u) −
( ∑

(i,j)∈Sτ
1
×Sτ

2

aτ
ijH

r
ijFi

)

xτ ,

qui vérifient (4.38a) et (4.38b) avec ãij = 0, b̃ij = bij − aij et ãτ
ij = 0, b̃τij = bτij − aτ

ij . Nous
réécrivons dans ce cas l’equation (4.36a) sous la forme suivante :

ẋ = Ãx+ Ãτxτ +Bf̃(x, y, u) +Gg̃(xτ , y, u),

avec
Ã = A+B

∑

(i,j)∈S1×S2

aijH
q
ijHi,

Ãτ = Aτ +G
∑

(i,j)∈Sτ
1
×Sτ

2

aτ
ijH

r
ijFi.

Remarque 4.3.3. Notons que l’hypothèse 4.3.1 n’est pas restrictive. En effet, d’une part, on trouve
dans la littérature une multitude de systèmes vérifiant cette hypothèse. D’autre part, comme nous
allons le voir plus tard, la méthode proposée est valable même si bij = +∞.
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4.3.2 Synthèse d’observateur

Dans cette section, nous énonçons un théorème qui fournit des conditions de synthèse de notre
observateur. Ces conditions sont exprimées sous forme d’inégalités matricielles.

Théorème 4.3.4. ( [128]) L’observateur d’état (4.39) est exponentiellement convergent s’il existe
un scalaire ω > 0 et des matrices P = P T > 0, Q = QT > 0, R, Rτ , Ki, i = 1, ..., q et Kτi, i =

1, ..., r de dimensions appropriées tels que l’inégalité matricielle suivante soit soluble :








M(P,R, ω) PAτ −RτC N(P,K1, ...,Kq) L(P )

(⋆) −e−τωQ 0 Σ(Kτ1, ...,Kτr)

(⋆) (⋆) −Λ 0

(⋆) (⋆) (⋆) −Λτ







≤ 0 (4.45)

avec

M(P, R,ω) = A
T
P + PA − C

T
R − R

T
C + ωP + Q, (4.46a)

N(P, K1, ..., Kq) =
[

N1(P, K1) · · · Nq1(P, K1)N1(P, K2) · · · Nqq (P, Kq)
]

, (4.46b)

Nj(P, Ki) = PBH
q
ij + (Hi − KiC)T

, (4.46c)

L(P ) = PG
[

H
r
11 · · ·H

r
1r1

H
r
21 · · ·H

r
rrr

]

, (4.46d)

Σ(Kτ1, ..., Kτr) =
[

Σ1(Kτ1)...Σr(Kτr)
]

, (4.46e)

Σi(Kτi) =
[

(Fi − KτiC)T
...(Fi − KτiC)T

︸ ︷︷ ︸

ri fois

]

, (4.46f)

Λ = bloc-diag(β11Iq1 , ..., β1q1Iq1 , β21Iq2 , ..., βqqq Iqq ), (4.46g)

Λτ = bloc-diag(βτ
11Ir1

, ..., β
τ
1r1

Ir1
, β

τ
21Ir2

, ..., β
τ
rrr

Irr ), (4.46h)

βij =
2

bij

, β
τ
ij =

2

bτ
ij

. (4.46i)

A partir de (4.45), les matrices L et Lτ sont données par

L = P−1RT et Lτ = P−1Rτ .

et les gains Ki, i = 1, ..., q et Kτi, i = 1, ..., r sont des solutions directes de (4.45).

Démonstration : La preuve utilise la même fonction de Lyapunov-Krasovskii précédente. En
exploitant (4.38a) et (4.38b), on obtient les inégalités suivantes :

Sq =

i=q
∑

i=1

j=qi∑

j=1

(

χT
i ζij −

1

bij
ζT
ijζij

)

≥ 0, (4.47a)

Sτ
q =

i=r∑

i=1

j=ri∑

j=1

(

χτT
i ζτ

ij −
1

bτij
ζτT
ij ζ

τ
ij

)

≥ 0. (4.47b)

où
ζij = hij(t)χi, ζτ

ij = hτ
ij(t)χ

τ
i .
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Ceci implique que
V̇ + ωV ≤ V̇ + ωV + 2(Sq + Sτ

q ),

ce qui est équivalent à

V̇ + ωV ≤
[

εT εTτ ζT ζτT
]

M








ε

ετ

ζ

ζτ







, (4.48)

où

M =








M(P,R, ω) PAτ −RτC N(P,K1, ...,Kq) L(P )

(⋆) −e−τωQ 0 Σ(Kτ1, ...,Kτr)

(⋆) (⋆) −Λ 0

(⋆) (⋆) (⋆) −Λτ







,

ζ = [ζT
11, ..., ζ

T
1q1
, ζT

21, ..., ζ
T
qqq

]T , et ζτT = [ζτT
11 , ..., ζ

τT
1r1
, ζτT

21 , ..., ζ
τT
rrr

]T ,

et M(P,R, ω), N(P,K1, ...,Kq), L(P ), Σ(Kτ1, ...,Kτr), Λ et Λτ sont définis par (4.46).
L’inégalité M ≤ 0 est identique à (4.45), ce qui signifie que l’erreur d’estimation est exponen-
tiellement convergente.

Remarque 4.3.5. Dans (4.38a), nous pouvons avoir bij = +∞ (fonctions non lipschitziennes).
Dans ce cas, pour que l’inégalité (4.45) soit vérifiée il est nécessaire d’avoir

PBH
q
ij + (Hi −KiC)T = 0.

4.3.3 Exemple

Nous reprenons le système proposé dans la section 2.5.3 modifié, en ajoutant une partie non
linéaire dépendant du retard. Ce système est défini par les matrices

A =






0 1 0

0 1 1

0 1 −1




 , Aτ = 0R3×3 , B =






0 0

1 0

0 1




 , G =






0

0

ǫ




 , C =

[

1 0 0
]

,

H1 =
[

1 −1 0
]

, H2 =

[

1 0 0

0 0 1

]

, F1 =
[

1 0 0
]

et les non-linéarités

f1(H1x, y, u) =
1

3
(x1 − x2)

3, f2(H2x, y, u) = 0.5 sin(x1) sin(x3),

g1(xτ , y, u) =
√

1 + x2
τ1,
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où ǫ = τ = 0.1.
Les inégalités (4.45) fournissent les solutions suivantes :

P =






10 −2 −1

−2 1 0

−1 0 1




 , Q =






12.5834 −3.2229 1.6643

−3.2229 1.2688 −0.6672

1.6643 −0.6672 0.3903




 ,

L =






3

8

4




 , Lτ =






−1

0

0




 , K1 = −1, K2 =

[

0.5610

−0.3168

]

, Kτ1 = 1.

La Figure 4.3 représente le comportement asymptotique de l’erreur d’estimation.
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FIG. 4.3 – La convergence exponentielle de l’erreur d’estimation.

Remarque 4.3.6. Les inégalités (4.6), (4.33) et (4.45) sont non linéaires par rapports à leurs
variables à cause des couplages ωP et e−ωτQ. Afin de les rendre linéaires (LMIs), nous proposons
de fixer a priori la variable scalaire ω. Nous déduisons de l’inégalité (4.10) que la rapidité de
convergence de l’erreur d’estimation dépend de ω. Plus grand est ω, plus rapide est la convergence
de l’erreur d’estimation vers zéro. La synthèse d’observateurs devient donc un problème d’optimisa-
tion avec contraintes linéaires dont l’objectif est de maximiser ω. Les contraintes sont les inégali-
tés (4.6), (4.33) et (4.45) selon la classe du système à étudier et la méthode de synthèse utilisée.
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4.4 Systèmes à temps discret

Dans cette section, nous abordons le problème de synthèse d’observateurs d’une classe de sys-
tèmes à retard à temps discret. Une généralisation de la méthode présentée dans la section 3.2.4
du chapitre 3 sera mise en oeuvre.

4.4.1 Formulation du problème

Considérons le système sous la forme détaillée suivante :

x(k + 1) = Ax(k) +Adxd(k) +Bf
(

Hx(k),Hdxd(k), y(k)
)

+ c (4.49a)

y(k) = Cx(k) (4.49b)

où les matrices constantes A,Ad, B,C,H,Hd et c sont de dimensions adéquates et la fonction
f : Rs1 × Rs2 × Rp → Rq est lipschitzienne de constante de Lipschitz γf , i.e :

∥
∥
∥f
(

z1, z2, y
)

− f
(

ẑ1, ẑ2, y
)∥
∥
∥ ≤ γf

∥
∥
∥
∥
∥

[

z1 − ẑ1

z2 − ẑ2

]∥
∥
∥
∥
∥
, ∀ z1, z2, ẑ1, ẑ2, y. (4.50)

Nous proposons l’observateur d’état suivant :

x̂(k + 1) = Ax̂(k) +Adx̂d(k) +Bf
(

v(k), w(k), y(k)
)

+ c

+ L
(

y(k) − Cx̂(k)
)

+ Ld

(

yd(k) − Cx̂d(k)
) (4.51a)

v(k) = Hx̂(k) +K1
(

y(k) − Cx̂(k)
)

+K1
d

(

yd(k) − Cx̂d(k)
)

(4.51b)

w(k) = Hdx̂d(k) +K2
(

y(k) − Cx̂(k)
)

+K2
d

(

yd(k) − Cx̂d(k)
)

. (4.51c)

La dynamique de l’erreur d’estimation est donnée par :

ε(k + 1) =
(

A− LC
)

ε(k) +
(

Ad − LdC
)

εd(k) +Bδfk (4.52)

où
δfk = f

(

Hx(k),Hdxd(k), y(k)
)

− f
(

v(k), w(k), y(k)
)

.

D’après (4.50), nous obtenons

∥
∥
∥δfk

∥
∥
∥ ≤ γf

∥
∥
∥
∥
∥

[

(H −K1C)ε(k) −K1
dCεd(k)

(Hd −K2
dC)εd(k) −K2Cε(k)

]∥
∥
∥
∥
∥
. (4.53)
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4.4.2 Conditions de synthèse de l’observateur

Les conditions de synthèse, exprimées sous forme de LMI, sont données dans le théorème sui-
vant :

Théorème 4.4.1. L’erreur d’estimation est asymptotiquement stable s’il existe un scalaire α > 0
et des matrices P = P T > 0, R,Rd,K

1,K2,K1
d et K2

d de dimensions appropriées tels que la LMI
suivante soit satisfaite :














−P +Q 0 ATPB − CTRB ATP − CTR γ2
f

(

αH − K̄1C
)T

γ2
f

(

K̄2C
)T

(⋆) −Q AT
d PB − CTRdB AT

d P − CTRd γ2
f

(

K̄1
dC
)T

γ2
f

(

αHd − K̄2
dC
)T

(⋆) (⋆) BTPB − αIq 0 0 0

(⋆) (⋆) (⋆) −P 0 0

(⋆) (⋆) (⋆) (⋆) −αγ2
fIs1

0

(⋆) (⋆) (⋆) (⋆) (⋆) −αγ2
fIs2














< 0

(4.54)

Les gains L,Ld,K
1,K2,K1

d et K2
d sont donnés par :

L = P−1RT , Ld = P−1RT
d

K1 =
1

α
K̄1, K2 =

1

α
K̄2,

K1
d =

1

α
K̄1

d , K2
d =

1

α
K̄2

d .

Démonstration : Considérons la fonction de Lyapunov-Krasovskii suivante :

Vk = εT (k)Pε(k) +
i=d∑

i=1

(

εT (k − i)Qε(k − i)
)

. (4.55)

En utilisant la dynamique (4.52), nous obtenons

Vk+1 − Vk = ζT
k M1ζk

où

M1 =







(

A − LC
)T

P
(

A − LC
)

− P + Q
(

A − LC
)T

P
(

Ad − LdC
) (

A − LC
)T

PB

(⋆)
(

Ad − LdC
)T

P
(

Ad − LdC
)

− Q
(

Ad − LdC
)T

PB

(⋆) (⋆) BT PB







ζT
k =

[

εT (k) εTd (k) δfT
k

]

.

En utilisant les notations

K̄1 = αK1, K̄2 = αK2, K̄1
d = αK1

d , K̄
2
d = αK2

d ,
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la condition (4.53) peut s’écrire de la manière suivante :

ζT
k M2ζk ≥ 0 (4.56)

où

M2 =

[
1

αγ2

f

M3 0

0 −αIq

]

et

M3 =





(

αH − K̄1C
)T(

αH − K̄1C
)

+
(

K̄2C
)T(

K̄2C
) (

αH − K̄1C
)T(

K̄1

dC
)

+
(

K̄2C
)(

αHd − K̄2

dC
)

(⋆)
(

αHd − K̄2

dC
)T(

αHd − K̄2

dC
)

+
(

K̄1

dC
)T(

K̄1

dC
)



 .

Par conséquent
Vk+1 − Vk ≤ ζT

k

(

M1 + M2

)

ζk. (4.57)

En utilisant le complément de Schur et les notations R = LTP, Rd = LT
d P , l’inégalité M1+M2 <

0 est équivalente à (4.54). Ceci signifie que sous les conditions du Théorème 4.4.1, la fonction
Vk est strictement décroissante et donc l’erreur d’estimation est asymptotiquement stable.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé deux méthodes de synthèse d’observateurs. La première
est une extension de l’approche basée sur le DMVT proposée dans le Chapitre 2 au cas des sys-
tèmes à retard. Cette approche consiste à transformer la dynamique de l’erreur d’estimation en
un système LPV avec retard. Les systèmes concernés forment une classe de systèmes dont les
non-linéarités sont à jacobiennes bornées.
La deuxième méthode utilise une nouvelle structure de l’observateur. Cette structure, de type
Luenberger généralisé, permet d’obtenir des conditions de synthèse applicables à une classe
plus large de systèmes, à savoir les systèmes non lipschitziens.
Toutes les conditions de synthèse présentées dans ce chapitre sont exprimées sous forme d’in-
égalités matricielles que l’on peut rendre linéaires (LMIs) en fixant a priori une variable scalaire
positive.

En terme de comparaison, nous concluons les points suivants :

1. Dans le cas où les termes ∂fi

∂xj
et ∂gi

∂xτj
sont bornés, il est préférable d’utiliser le Théo-

rème 4.2.2 (ou bien le Théorème 4.2.6 pour les systèmes non différentiables).

2. S’il existe des termes ∂fi

∂xj
non bornés et tels que 0 ≤ ∂fi

∂xj
≤ +∞, alors nous sommes dans

l’obligation d’utiliser le Théorème 4.3.4 sous réserve qu’une solution existe.

Nous avons également abordé, dans la dernière section de ce chapitre, les systèmes à retard à
temps discret. Une extension de la méthode présentée dans la section 3.2.4 du chapitre 3 a été
établie en utilisant une fonction de Lyapunov-Krasovskii classique. Les conditions de synthèse
proposées contiennent plus de degrés de liberté, ce qui les rend moins contraignantes.
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Chapitre 5. Application à la synchronisation et au cryptage/décryptage

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons une application des résultats introduits dans les chapitres pré-
cédents à la synchronisation et au décryptage dans les systèmes de communications chaotiques.
Nos résultats interviennent au niveau de la synchronisation qui constitue une étape centrale
dans les schémas de communications. Nous avons choisi la transmission d’images comme appli-
cation.
Avant de donner les résultats des simulations numériques en utilisant nos méthodes de synthèse
d’observateurs (synchronisation), nous commençons par une brève introduction aux systèmes
chaotiques, suivie d’une section sur les systèmes de communication chaotiques. Dans cette sec-
tion, nous faisons un état de l’art sur l’utilisation du chaos dans les systèmes de communication.
En suite, nous présentons deux principales méthodes de synchronisation des systèmes chao-
tiques et quelques techniques de cryptage/décryptage existantes dans la littérature.

5.2 Sur les systèmes chaotiques

Cette section est consacrée aux systèmes chaotiques, exploités couramment dans les schémas de
communication chaotiques. L’étude théorique approfondie du chaos est loin d’être l’objectif de ce
mémoire. Nous nous limitons à définir brièvement le phénomène chaotique apparaissant dans
un système dynamique déterministe. Nous nous contentons de donner une définition globale
suivie de quelques exemples de systèmes chaotiques célèbres.

5.2.1 Caractérisation globale du chaos

Quelques systèmes physiques se comportent de manière chaotique. Parmi ces systèmes, on peut
citer l’atmosphère, un robinet qui goutte, un pendule excité dans un champ magnétique... Ces
quelques systèmes se démarquent par leurs dimensions et l’origine de leurs mouvements.
Il existe plusieurs définitions possibles du chaos. Ces définitions ne sont pas toutes équivalentes,
mais elles convergent vers certains points communs caractérisant ainsi le chaos. Ci-dessous, nous
présentons quelques caractéristiques qui permettent de comprendre qualitativement les points
marquants d’un système chaotique.

Sensibilité aux conditions initiales (SCI)

Tout d’abord, les systèmes chaotiques sont extrêmement sensibles aux perturbations. On peut
illustrer ce fait par l’effet papillon, popularisé par le météorologue Edward Lorenz.
L’évolution d’un système dynamique chaotique est imprédictible en ce sens qu’elle est sensible
aux conditions initiales. Ainsi, deux trajectoires de phases initialement voisines s’écartent tou-
jours l’une de l’autre, et ceci quelle que soit leur proximité initiale. Il est en particulier clair que
la moindre erreur ou simple imprécision sur la condition initiale interdit de décider à tout temps
quelle sera la trajectoire effectivement suivie et, en conséquence, de faire une prédiction autre
que statistique sur le devenir à long terme du système. Ainsi, bien que l’on traite de systèmes
déterministes, il est impossible de prévoir à long terme leurs comportements. La seule manière
est d’opérer effectivement l’évolution du système. Si cette simulation se fait informatiquement,
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un problème de précision sur les conditions initiales se pose alors : de petites erreurs d’arron-
dissement dues à la précision du type de la variable codant ces conditions initiales peuvent
exponentiellement s’amplifier de telle sorte que la trajectoire de phases obtenue n’est pas repré-
sentative de la réalité.
Illustrons ce phénomène de SCI par une simulation numérique. On affecte à un système chao-
tique deux conditions initiales très proches. Dans un premier temps, les deux systèmes évoluent
de la même manière ; mais, très vite, leur comportement devient différent. Ceci est illustré dans
la figure suivante.
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FIG. 5.1 – Evolution dans le temps pour deux conditions initiales très proches.

Aspect aléatoire

Les courbes précédentes (Figure 5.1) illustrent la sensibilité aux conditions initiales. Cependant,
une autre caractéristique des systèmes chaotiques peut être observée sur les courbes précé-
dentes. En effet, un système chaotique évolue d’une manière qui semble aléatoire. La courbe
suivante permet de comparer une évolution simple, périodique et donc predictible d’un système
classique avec l’évolution plus complexe, non périodique et non predictible d’un système chao-
tique.
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FIG. 5.2 – Evolution dans le temps d’un système chaotique, comparé à une sinusoïde.

Ainsi, les systèmes chaotiques semblent évoluer de manière aléatoire. En tout cas, on ne peut
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prévoir facilement quelle sera leur évolution dans le temps.

Notons que les systèmes chaotiques obéissent tout de même aux lois de la physique. Si on se
place dans l’approximation de la physique classique, on peut affirmer que le système est totale-
ment déterministe. Il ne faut donc pas se laisser abuser par le caractère a priori aléatoire qui ne
dénote qu’une complexité du système.

5.2.2 Quelques exemples de systèmes chaotiques

Dans cette section, nous présentons quelques exemples de systèmes chaotiques les plus célèbres.

Exemples de systèmes à temps continu

Les exemples considérés sont : le système de Lorenz, le système de Rössler et le système de Chua.

Système de Lorenz

Le système de Lorenz est un exemple célèbre de système différentiel au comportement chaotique
pour certaines valeurs de paramètres. Ce système est défini par les équations suivantes :







ẋ = σ(y − x)

ẏ = −rx− y − xz

ż = −bz + xy

(5.1)

Ci-dessous l’attracteur de Lorenz (l’espace des phases) et la coordonnée x obtenus à partir des
valeurs numériques σ = 10, r = 8

3 et b = 28.
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(a) La première coordonnée, x.
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(b) Attracteur chaotique de Lorenz.

FIG. 5.3 – Système chaotique de Lorenz.
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Système de Rössler

Les équations de ce système sont les suivantes :






ẋ = −(y + z)

ẏ = x+ ay

ż = b+ z(x− c)

(5.2)

Ce système, qui a été proposé par l’Allemand Otto Rössler, est lié à l’étude de l’écoulement
des fluides ; il découle des équations de Navier-Stokes. Les équations de ce système ont été
découvertes à la suite de travaux en cinétique chimique. Pour une simulation numérique, nous
prenons a = 0.398, b = 2 et c = 4. Nous obtenons l’évolution dans le temps de la coordonnée z
et l’attracteur de Rössler dans la figure ci-dessous.
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(a) La troisième coordonnée, z.
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(b) Attracteur chaotique de Rössler.

FIG. 5.4 – Système chaotique de Rössler.

Système de Chua

Le système de Chua est à la base un circuit électrique dont le schéma est donné dans la Fi-
gure 5.5.

FIG. 5.5 – Le circuit électrique de Chua.

Ce simple circuit électrique, développé par Leon Chua, possède une dynamique chaotique.
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La dynamique de ce circuit peut être décrite par les équations d’état suivantes :






ẋ1 = − 1
C1R (x1 − x2) + 1

C1
f(x1)

ẋ2 = 1
C2R (x1 − x2) + 1

C2
x3

ẋ3 = 1
Lx2 + R0

L x3

(5.3)

avec
f(x1) = Gbx1 +

1

2
(Ga −Gb)

(

|x1 + E| − |x1 − E|
)

et

x =






x1

x2

x3




 =






v1

v2

i3




 .

Le portrait de phases de ce système est donné sur la Figure 5.6.
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FIG. 5.6 – L’attracteur chaotique de Chua.

Après quelques transformations simples, ce système peut s’écrire sous une autre forme, appelée
forme sans dimension du circuit de Chua :







ẋ = α
(

y − x− f(x)
)

ẏ = x− y + z

ż = −βy − γz

(5.4)

où α, β, γsont des constantes et f représente la fonction caractéristique de la diode de Chua, qui
est donnée par

f(x) = bx+
1

2
(a− b)

(

|x+ 1| − |x− 1|
)

.

avec a < b < 0 sont deux constantes.
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Exemples de systèmes à temps discret

Système de Henon

Le système de Hénon est un modèle proposé en 1976 par le mathématicien Michel Hénon. Il
s’agit d’un système qui introduit des itérations dans le plan. Ces itérations sont définies par les
relations suivantes. {

xk+1 = a− x2
k + byk

yk+1 = xk
(5.5)

Le portrait de phases (l’attracteur) ainsi que la première coordonnée, x, du système sont repré-
sentés sur la Figure 5.7 pour a = 1.4 et b = 0.3.
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(b) Attracteur chaotique de Henon.

FIG. 5.7 – Système chaotique de Henon.

Il existe d’autres systèmes chaotiques discrets. Nous citons le système de Lozi qui consiste en le
système de Henon pour lequel la non-linéarité x2

k est remplacée par |xk|.

5.3 Communiquer avec le chaos

L’idée d’utilisation du chaos dans les systèmes de communication a été inspirée de la décou-
verte de Pecora-Carroll en 1990 [91]. Ils ont montré que deux systèmes chaotiques identiques
avec des conditions initiales différentes peuvent éventuellement se synchroniser s’ils sont cou-
plés d’une certaine manière convenable, c’est à dire sous certaines conditions. Le développement
des systèmes de communication utilisant le chaos a commencé donc avec des schémas de syn-
chronisation très simples de circuits électroniques, visant pour le cryptage et la reconstruction
simultanés d’un signal d’information. Pour plus de détails, voir [57], [37].
Dans la suite, nous introduisons quelques définitions et résultats concernant la synchronisation
des systèmes chaotiques. En effet, la synchronisation joue un rôle primordial dans les schémas
de communication.

5.3.1 Synchronisation des systèmes chaotiques

Dans le contexte de la communication, nous signifions par synchronisation qu’un système esclave
se force à se synchroniser avec un système maître. Le système maître peut être décrit par un
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système différentiel
ẋ(t) = f(x(t)), dans le cas continu,

ou par une équation aux différences

x(k + 1) = f(x(k)), dans le cas discret

avec le vecteur d’état x ∈ Rn, la condition initiale x(0) et une sortie y = h(x).
Par analogie, le système esclave est défini par le système différentiel

˙̂x(t) = f̂(x̂(t), y(t)), dans le cas continu,

ou par une équation aux différences

x̂(k + 1) = f̂(x̂(k), y(k)), dans le cas discret

avec le vecteur d’état x̂ ∈ Rn et la condition initiale x̂(0).
Nous disons que le système maître se synchronise avec le système esclave si

lim
+∞

‖x− x̂‖ = 0 (5.6)

pour tout (x(0), x̂(0)) ∈ Rn × Rn. Ce type de synchronisation est appelé synchronisation d’état.
Il existe deux méthodes principales de synchronisation d’état que nous présentons en détails
ci-dessous :

Auto-synchronisation : Principe de Pecora-Carroll

Certains systèmes chaotiques possèdent la propriété d’auto-synchronisation, c’est-à-dire qu’on
peut les décomposer en deux sous-systèmes, l’un maître, l’autre esclave. Ces derniers peuvent se
synchroniser sous l’effet d’un couplage avec un signal commun.
Dans le schéma de synchronization proposé par Pecora et Carroll [91], un système chaotique

ẋ = f(x) (5.7)

avec une sortie scalaire y = h(x) est décomposé en deux sous-systèmes dont les états sont x1 et
x2 respectivement :

ẋ1 = f1(x1, x2) (5.8)

ẋ2 = f2(x2, y) (5.9)

où

x =
[

xT
1 xT

2

]T
.

Le système est partitioné de façon à ce que les Exposants de Lyapunov Conditionnels (ELCs) [91]
du sous-système (5.9) soient positifs.
Qualitativement, les ELCs caractérisent la stabilité de (5.9). Si tous les ELCs sont négatifs, alors
la trajectoire x2(t) est asymptotiquement stable [91]. Ceci signifie que les états de plusieurs
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copies du sous-système (5.9) se synchroniseront à l’aide du même signal y(t).
En particulier, on considère le système décrit par :

˙̂x2 = f2(x̂2, y) (5.10)

Si les ELCs de ce système sont tous négatifs et x̂2(0) est suffisamment proche de x2(0), alors
l’état x̂2 converge asymptotiquement vers x2, i.e :

lim
t→+∞

‖x2 − x̂2‖ = 0.

En gros, le problème dans le principe de Pecora-Carroll est de trouver une décomposition (5.8)-
(5.9) convenable, c’est à dire telle que les ELCs de (5.9) soient négatifs.
Ce principe, qui a été initié par Pecora et Carroll [91] en 1990 et ensuite repris dans beaucoup
de papiers tels que [34] et [69], peut être résumé par la figure 5.8.

FIG. 5.8 – Principe de Pecora-Carroll.

Synchronisation à base d’observateurs

Après la découverte de Pecora-Carroll [91], le problème de synchronisation a été rapidement re-
lié au problème plus général de l’observation d’état non linéaire classique [83], [84], [86]. Dans
cette approche, Le système maître est un système chaotique quelconque et le système esclave est
un observateur d’état correspondant. La Figure 5.9 illustre ce principe de synchronisation. Cette
approche est fréquemment utilisée dans la littérature, le lecteur peut se référer à de nombreuses
publications telles que [54], [52], [53], [38], [74], [60], [75], [120], [9], [122].
Pour ce principe, nous disons que l’émetteur et le récepteur se synchronisent si le système
˙̂x = f̂(x̂, u) est un observateur convergent pour le système ẋ = f(x, u), y = h(x). Autrement
dit, le problème de synchronisation revient à déterminer une fonction f̂ telle que :

‖x(t) − x̂(t)‖ → 0, quand t→ +∞.
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FIG. 5.9 – Principe de synchronisation à base d’observateurs.

5.3.2 Quelques techniques de cryptage/décryptage

On dispose dans la littérature de différents schémas de communications chaotiques nécessitant
la synchronisation. Dans [113], l’auteur a présenté toutes les techniques existantes, génération
par génération. Il existe de nombreuses techniques de cryptage/décryptage utilisant comme
étape centrale la synchronisation du chaos [113]. Parmi ces techniques, nous citons les quatres
principales suivantes :

Masquage par addition (The additive chaos masking scheme)

Cette technique développée en 1993 [36] est illustrée par la figure 5.10. Elle consiste en deux
systèmes chaotiques identiques, l’émetteur et le récepteur. Le signal chaotique c(t) est l’une des
variables d’état du système dans l’émetteur. Le message d’information (le signal utile qui doit
être crypté) m(t), qui est typiquement très faible devant c(t), est ajouté au signal c(t) et donne
le signal transmis s(t). Comme c(t) est très complexe et m(t) est beaucoup plus petit que c(t),
alors il est difficile de séparer m(t) du signal s(t) sans connaître c(t).

FIG. 5.10 – Schéma de communication par addition.
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Masquage par décalage (The chaos shift keying)

La méthode de décalage illustrée par la figure 5.11 a été réservée à la transmission de messages
numériques [39]. Dans ce schéma de communication, le message d’information est utilisé pour
commuter le signal transmis entre deux attracteurs chaotiques statistiquement similaires, qui
sont utilisés respectivement pour coder le bit 0 et le bit 1 du message d’information numérique.
Ces deux attracteurs sont générés par deux systèmes chaotiques de même structure et de para-
mètres différents. A la réception, le signal reçu est utilisé pour produire un système chaotique
identique à ceux de l’émetteur. Le message d’information est restitué par application d’un filtre
passe-bas et ensuite un seuillage de l’erreur de synchronisation e(t).

FIG. 5.11 – Schéma de communication par décalage.

Les cryptosystèmes chaotiques

Cette génération de systèmes de communication représentée à la figure 5.12 a été développée
en 1997 [115]. Cette méthode combine la technique de cryptographie classique et la synchro-
nisation du chaos afin d’améliorer le degré de sécurité à un niveau beaucoup plus élevé que les
précédentes.
Dans un cryptosystème chaotique, le message m(t) est crypté par une règle de cryptage, e(.),
avec un signal clé, k(t), qui est généré par le système chaotique de l’émetteur. Le signal masqué,
y(t), est ensuite injecté dans le système chaotique afin de changer sa dynamique et la rendre
plus complexe. Une autre variable d’état du système chaotique, s(t), est transmise à travers un
canal de transmission publique accessible par l’intrus. Puisque l’intrus n’a pas accès à la clé chao-
tique, k(t), alors il est très difficile de déduire m(t) de s(t). Au niveau du récepteur, le signal
reçu r(t) = s(t) + n(t), où n(t) est le bruit du canal, est utilisé pour synchroniser les deux sys-
tèmes chaotiques de l’émetteur et du récepteur. Une fois que la synchronisation est achevée, les
signaux k(t) et y(t) seront reconstruits par k̃(t) et ỹ(t) respectivement. En utilisant la règle de
décryptage, d(.), et les signaux reconstruits k̃(t) et ỹ(t), alors le message d’information peut être
restitué par m̃(t).
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FIG. 5.12 – Schéma de communication en utilisant les cryptosystèmes chaotiques.

Système de communication avec deux lignes de transmission

Pour cette technique, les deux étapes, synchronisation et cryptage, sont indépendantes. En ef-
fet, deux lignes de transmission sont utilisées. La première sert à synchroniser l’émetteur et le
récepteur, tandis que la deuxième est utilisée pour le cryptage.
En gros, ce nouveau schéma de communication est composé de trois étapes : 1) cryptage ; 2)
synchronisation ; et 3) décryptage. Dans la première étape, une fonction fortement non linéaire
Φ est utilisée pour crypter simultanément le message confidentiel s(t) et l’état chaotique x(t).
Le signal crypté sc(t) est ensuite envoyé à travers un canal de transmission vers le récepteur.
Dans la deuxième étape, un signal chaotique y = h(x) est transmis via un deuxième canal de
transmission séparé du premier. Ce signal y est utilisé seulement pour la synchronisation, et ne
contient aucune information du message s(t). Dans la troisième et la dernière étape, l’estimé
z(t) de l’état x(t), généré par le récepteur chaotique (construit par le processus de la synchroni-
sation) et la fonction de décryptage Ψ sont utilisés pour reproduire l’estimé approximatif sd(t)

du message confidentiel s(t). Une description systématique de cette procédure est illustrée par
la figure 5.13. Pour un exemple de fonctions Φ et Ψ, le lecteur peut se référer à [62].

FIG. 5.13 – Schéma de communication à deux lignes de transmission.

Remarque 5.3.1. Mis à part les techniques abordées précédemment, il existe une autre généra-
tion de cryptage/décryptage, connue sous le nom de modulation chaotique, proposée entre 1993
et 1995. Il y a deux façons différentes de moduler le message avec la porteuse chaotique. La pre-
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mière appelée modulation des paramètres [114] utilise le message pour changer les paramètres
de l’émetteur chaotique. Quant à la deuxième méthode, appelée modulation non-autonome [110],
elle utilise le message pour changer l’espace de phase de l’émetteur chaotique.

5.4 Applications : transmission d’images

Dans cette section, nous présentons une application des méthodes proposées dans ce manuscrit
à la synchronisation et au décryptage dans les systèmes de communications chaotiques. Deux
techniques de cryptage/décryptage sont utilisées. La première est la méthode avec deux lignes
de transmission représentées à la figure 5.13. Afin de synchroniser l’émetteur et le récepteur, on
utilise la méthode de synchronisation à base d’observateurs. La procédure de synthèse du gain de
l’observateur utilisée est celle proposée dans la section 2.2.2 du chapitre 2 (Théorème 2.2.5). La
seconde technique est basée sur les observateurs à entrées inconnues. Dans ce cas, on utilise un
système à temps discret et la procédure de synthèse des gains proposée dans le Théorème 3.2.9
du chapitre 3. Il s’agît de la restauration de l’état et de l’entrée inconnue du système. Ici, l’entrée
inconnue joue le rôle du signal d’information confidentielle à crypter.
Dans les deux cas, il s’agît de la transmission d’images comme application.

Afin de réaliser le processus de transmission d’une image, les transformations suivantes sont
nécessaires :

1. A partir d’une image en couleurs, on génère un signal à une dimension en concaténant
les lignes des trois matrices définissant l’image pour obtenir un seul vecteur. L’utilisation
de la fonction "reshape" du logiciel MATLAB permet d’avoir cette transformation.

2. Les coefficients du vecteur formé sont ensuite normalisés, pour obtenir un signal s(t) ∈ [0, 1].

5.4.1 Utilisation de la méthode avec deux lignes de transmission

Pour commencer, on garde les mêmes notations que la figure 5.13. Dans cette première tech-
nique, on a choisi comme émetteur chaotique le système de Rössler (voir la section 5.2) décrit
par les équations : 





ẋ1 = −(x2 + x3)

ẋ2 = x1 + ax2

ẋ3 = b+ x3(x1 − c)

(5.11)

où a = 0.398, b = 2 et c = 4.
L’image originale choisie pour la transmission est représentée à la figure 5.14.

Processus de cryptage

La fonction de cryptage utilisée est la suivante :

Φ(x, s) = arctan(x2
1 + s) + x2. (5.12)
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FIG. 5.14 – Image originale.

L’image correspondant au signal crypté (envoyé à travers un canal de transmission vers le ré-
cepteur), sc = Φ(x, s), est représentée à la figure 5.15.

Processus de synchronisation

Cette étape est utilisée pour la conception du récepteur. On choisit comme signal de sortie
y = x3, i.e. C =

[

0 0 1
]

. Ce signal, ne contenant aucune information du message s, est utilisé

seulement pour la synchronisation. Il est envoyé via un deuxième canal de transmission séparé
du premier.
Les états initiaux de l’émetteur et du récepteur sont les suivants :

x0 =
[

1 0 2
]T
,

z0 =
[

−2 2 1
]T
.

En utilisant les LMIs (2.12) du Théorème 2.2.5, on trouve le gain suivant pour l’observateur (2.5) :

L =
[

303.7043 −179.9254 76.7712
]T
.

La figure 5.16 montre la convergence vers zéro des trois composantes de l’erreur de synchroni-
sation x− z. La variable x représente l’état de l’émetteur et z est l’état du récepteur.
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FIG. 5.15 – Image cryptée.

Processus de décryptage

Cette étape sert à reconstruire l’image de départ. La fonction de décryptage Ψ, l’inverse de Φ

par rapport à s, est définie par :

Ψ(z, sc) = tan(sc − z2) − z2
1 (5.13)

où z1 et z2 sont respectivement la première et la deuxième composante de l’état z du récepteur.
La figure 5.17 montre l’image correspondant au signal sd = Ψ(z, sc) reconstruit.

On constate d’après la figure 5.17 une perte d’informations provenant des conditions initiales in-
connues de l’émetteur. Afin de palier cette limitation, on a choisi d’augmenter la taille de l’image
originale par ajout d’une partie vide à l’entrée (pixels noirs ou blancs, selon l’image utilisée). Les
figures 5.18(a) et 5.18(b) représentent respectivement l’image originale et l’image reconstruite
après augmentation de la taille.
La figure 5.18(b) montre que l’image est bien reconstruite. Seuls les pixels ajoutés à l’entrée de
l’image originale ont subit une perte d’informations.

5.4.2 Synchronisation et décryptage simultanément

Dans cette seconde technique, l’état de l’émetteur et le signal d’information correspondant à
l’image à transmettre sont reconstruits simultanément. La technique s’inspire des observateurs
à entrées inconnues étudiés dans la section 3.2.5. Les entrées inconnues jouent le rôle du signal
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FIG. 5.16 – Composantes de l’erreur de synchronisation.

d’information. Le système chaotique correspondant à l’émetteur est la version discrete du sys-
tème de Lorenz obtenue par la méthode de discrétisation d’Euler avec un pas de discrétisation
h = 0.01 s. Ce système s’écrit après ajout du signal d’information sous la forme (3.26) avec les
paramètres suivants :

A =






1 − 10h 10h 0

28h 1 − h 0

0 0 1 − 8
3h




 , Au = h






30

28

10




 ,

B = h






0 0

1 0

0 1




 ,Hx =

[

0 1 0

0 0 1

]

,

Hu = 1, C =
[

1 0 0
]

, D = 1

et la fonction non linéaire

f
(

Hxx(k),Huu(k), y(k)
)

=

[

−y(k)x3(k) − y(k)u(k)

y(k)x2(k) + y(k)u(k)

]

.

La variable u est le signal à une dimension correspondant à l’image originale représentée à la
figure 5.14. Le système chaotique correrspondant au récepteur est l’observateur (3.31).
Les états initiaux de l’émetteur et du récepteur sont les suivants :

x0 =
[

−0.1 0.5 0.1
]T
, u0 = 0,

z0 =
[

0.5 1 −1 0.1
]T
.
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FIG. 5.17 – Image décryptée.

En utilisant les inégalités matricielles (3.37)-(3.38) du Théorème 3.2.9 du chapitre 3, on trouve
les gains suivants pour l’observateur (3.31) :

N =








0.3000 0.1000 0 −0.3000

0 0.9900 0 0

−0.0500 0 0.9733 0.0500

−0.3000 −0.1000 0 0.3000







,

L =








0.3000

0.2800

0.1000

−0.3000







, K =






0

0

0.5




 .

Les matrices auxiliaires sont :

P =








1.6948 −0.0269 −0.0046 −0.0854

−0.0269 1.9032 0.0015 0.0269

−0.0046 0.0015 1.9038 0.0046

−0.0854 0.0269 0.0046 1.6948







,

Q =

[

0.5388 0

0 0.5388

]

, S =








1 0 0

0 1 0

0 0 1

−1 0 0







, T =








0

0

0

1







.
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(a) Image originale augmentée. (b) Image décryptée.

FIG. 5.18 – Images originale et décryptée après augmentation de la taille.

Les figures 5.19(a) et 5.19(b) montrent respectivement l’image envoyée à travers un canal de
transmission (l’image cryptée) et l’image décryptée. D’après la figure 5.19(b), l’image est bien
reconstruite. Elle présente seulement quelques pixels incorrects à l’entrée de l’image, qui sont
dûs à la non connaissance des conditions initiales.

(a) Image cryptée. (b) Image décryptée.

FIG. 5.19 – Images cryptée et décryptée.

Remarque 5.4.1. Il est à signaler que les problèmes de sécurité dans les systèmes de communica-
tions chaotiques ne sont pas considérés dans ce manuscrit. Il s’agît d’une application de certaines
procédures de synthèse d’observateurs proposées dans ce mémoire aux problèmes de synchronisation.
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5.5 Conclusion

Dans ce chapitre, après une introduction aux systèmes chaotiques et un état de l’art sur la
synchronisation et les différentes techniques de cryptage/décryptage en utilisant le chaos, une
application de nos méthodes de synthèse d’observateurs est présentée dans la section 5.4. Deux
techniques de cryptage/décryptage sont utilisées : la première est la méthode avec deux lignes
de transmission. La procédure de synthèse du gain de l’observateur utilisée pour la synchroni-
sation de l’émetteur et le récepteur est celle proposée dans la section 2.2.2 du chapitre 2 (Théo-
rème 2.2.5). La seconde technique est inspirée des observateurs à entrées inconnues. Dans ce
cas, on a utilisé la méthode de synthèse des gains proposée dans le Théorème 3.2.9 du cha-
pitre 3. Il s’agît de la restauration de l’état et de l’entrée inconnue du système considéré. On a
utilisé un système à temps discret pour valider les résultats du chapitre 3. L’entrée inconnue est
le signal d’information à transmettre.
Dans les deux cas, le signal d’information correspond à une image.
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Durant cette thèse, nous avons proposé plusieurs méthodes de synthèse d’observateurs d’état des
systèmes non linéaires qui permettent d’améliorer les résultats existant dans la littérature. Ces
méthodes réduisent le conservatisme de certaines techniques mentionnées dans le chapitre 1,
dans le sens où les conditions de synthèse sont moins contraignantes et applicables à une classe
plus large de systèmes non linéaires.

L’une des contributions principales de notre travail de recherche, présentée dans le chapitre 2,
réside dans l’utilisation du Théorème des Accroissements Finis (DMVT) qui permet de ramener
le problème d’estimation d’état d’un système dynamique non linéaire à un problème de stabilité
d’un système Linéaire à Paramètres Variant (LPV). En fait, le DMVT intervient au niveau de la
dynamique de l’erreur d’estimation (qui définit un système non linéaire quelconque) afin de la
transformer en un système LPV. En se basant sur les techniques LPV reportées dans la littérature,
des conditions de stabilité sous forme d’Inégalités Linéaires Matricielles (LMIs) ont été obtenues.
Des généralisations ont été obtenues pour les systèmes non différentiables, les systèmes partiel-
lement LPV et les systèmes à sorties non linéaires. L’utilisation de la théorie H∞ nous a permis
d’adapter notre approche au cas des systèmes affectés par un bruit borné. Une conception d’un
observateur robuste a été détaillée dans le chapitre 2. Des conditions de synthèse du gain de
l’observateur, tenant compte de la robustesse au bruit, ont été établies. Cette technique a été
ensuite étendue aux systèmes non linéaires à entrées inconnues, à savoir l’estimation de l’état et
des entrées inconnues (simultanément) avec des conditions de synthèse non contraignantes.

Une deuxième méthode a été également présentée dans le chapitre 2. Cette dernière repose
sur l’utilisation d’une nouvelle structure de l’observateur, basée sur les observateurs de Luenber-
ger généralisés. Cette structure permet de compléter les résultats développés dans [44] d’une
part, et d’autre part elle permet d’étendre la méthode basée sur la transformation en LPV à une
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classe plus large de systèmes. Une version de cette méthode de transformation en système LPV
a été présentée dans le chapitre 3 pour le cas des systèmes à temps discret.

Nous avons également développé des techniques spécifiques aux systèmes non linéaires lip-
schitziens à temps discret. Les résultats, détaillés dans le chapitre 3, que nous avons obtenus
sont intéressants. En effet, cette classe de systèmes est peu étudiée par la communauté scien-
tifique. Peu de méthodes ont été établies dans la littérature. La contribution principale se situe
dans la construction de nouvelles fonctions de Lyapunov qui ont permis d’obtenir des condi-
tions de synthèse moins restrictives que celles obtenues antérieurement. Une amélioration de
ce résultat a été ensuite proposée. Cette amélioration repose sur l’utilisation d’un OLG et l’écri-
ture du système étudié sous une forme plus détaillée, c’est-à-dire, la spécification de la matrice
B de distribution de la non-linéarité dans le système, et la matrice H de distribution de l’état
dans la non-linéarité. En fait, l’injection de ces matrices dans le système et l’utilisation d’un OLG
permettent d’éliminer l’effet de la constante de Lipschitz et rendent les conditions de synthèse
moins contraignantes et satisfaites dans la plupart des cas. Il est à signaler également que la
spécification des matrices B et H joue un role très important sur la faisabilité des conditions de
synthèse. En effet, l’absence de la matrice H signifie que la méthode de synthèse ne distingue
pas un système, dont la non-linéarité dépend de l’état entier, d’un autre dont une partie de l’état
est présente dans la non-linéarité. Une application de cette méthode à la restauration d’entrées
inconnues a été directement envisagée.

Grâce à une fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii particulière, une généralisation, des résul-
tats obtenus dans les chapitres 2 et 3, à des systèmes non linéaires à retard a été présentée dans
le chapitre 4.

Dans le chapitre 5, après un bref état de l’art sur la synchronisation et les différentes techniques
de cryptage/décryptage dans les systèmes de communications chaotiques, une application à la
transmission d’images a été présentée. Deux techniques ont été utilisées : la première est la
méthode à deux lignes de transmission (figure 5.13), et la seconde s’inspire des observateurs à
entrées inconnues. L’objectif de cette application est de valider certaines méthodes de synthèse
d’observateurs développées dans ce manuscrit.

Ce travail ouvre la voie à d’autres développements qui restent ouverts notamment en ce qui
concerne la recherche de nouvelles fonctions de Lyapunov qui permettent de réduire le conser-
vatisme des approches actuellement disponibles dans la littérature. Une autre voie concerne la
recherche d’une nouvelle structure d’observateurs qui permet l’applicabilité de nos résultats à
des classes plus larges de systèmes non linéaires.
L’hypothèse sous laquelle la méthode de transformation en système LPV en utilisant le DMVT
est la bornitude de la jacobienne de la fonction non linéaire f , c’est à dire ∂fi

∂xj
(.) doivent être

des fonctions bornées. Cet obstacle a ouvert deux voies de recherche qui sont actuellement à
l’étude. Ces deux voies sont les suivantes :

1. Systèmes à état borné : Il existe plusieurs systèmes dynamiques pour lesquels la jacobienne
de la non-linéarité n’est pas bornée et pourtant l’état du système est borné, c’est le cas
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des systèmes chaotiques par exemple. Pour cette classe de systèmes, nous avons pensé
à construire un ensemble de systèmes dynamiques à états bornés basé sur le système
original. La question qui se pose est comment choisir un élément de cet ensemble dont
l’état convergera vers l’état du système original ?

2. Systèmes à état non borné : Pour cette classe de systèmes, nous sommes à la recherche
d’une transformation non linéaire générale qui puisse transformer le système en un autre
dont la jacobienne de la nouvelle non-linéarité soit bornée. Une fois que la transformation
est obtenue, nous utilisons la méthode de transformation en LPV pour estimer l’état du
système transformé et puis utiliser la transformation inverse pour estimer l’état du système
de départ.

La résolution de ces deux problèmes permet d’établir une méthode de synthèse d’observateurs
pour une classe large de systèmes non linéaires, avec des conditions de synthèse non contrai-
gnantes.
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Annexe A. Quelques rappels mathématiques

A.1 Théorie des Matrices

Cette annexe regroupe des rappels sur quelques notions mathématiques utilisées dans ce mé-
moire.

Définition A.1.1. Une matrice symétrique S ∈ Rn×n est dite :

1. définie positive S > 0 ssi xTSx > 0 pour tout x ∈ Rn, x 6= 0.

2. semi-définie positive S ≥ 0 ssi xTSx ≥ 0 pour tout x ∈ Rn, x 6= 0.

3. définie négative S < 0 ssi xTSx < 0 pour tout x ∈ Rn, x 6= 0.

4. semi-définie négative S ≥ 0 ssi xTSx ≤ 0 pour tout x ∈ Rn, x 6= 0.

Complément et lemme de Schur

Ici, nous présentons brièvement le complément et le lemme de Schur utilisés dans le chapitre 3.

Définition A.1.2. (Complément de Schur [30]) Pour une matrice A inversible, le complément de
Schur de A, dans la matrice M donnée par :

M :=

(

A B

C D

)

est la matrice D − CA−1B.

Définition A.1.3. (Lemme de Schur [30]) Pour A = AT et C = CT ,
(

A B

BT C

)

> 0

si et seulement si
C −BTA−1B > 0 si A > 0

ou de façon équivalente, si et seulement si

A−BC−1BT > 0 si C > 0.

A.2 Rappels sur la Convexité

Comme notre nouvelle approche basée sur le DMVT requière principalement le principe de
convexité, alors nous présentons dans cette section quelques définitions et propriétés sur les
ensembles convexes, les fonctions convexes et le principe de convexité lui même.
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Définition A.2.1. (Ensemble convexe) Un ensemble E est dit convexe si

λx1 + (1 − λ)x2 ∈ E

pour tout x1, x2 ∈ E et pour tout 0 ≤ λ ≤ 1.

Géométriquement, ceci signifie que tout segment liant deux points quelconques appartenant à
un ensemble convexe est inclus dans cet ensemble.

Définition A.2.2. (Fonction convexe) Une fonction ϕ : Rn → R est dite convexe si

ϕ
(

λx1 + (1 − λ)x2

)

≤ λϕ(x1) + (1 − λ)ϕ(x2)

pour tout x1, x2 ∈ Rn et pour tout 0 ≤ λ ≤ 1.

La fonction ϕ est strictement convexe si et seulement si

ϕ
(

λx1 + (1 − λ)x2

)

< λϕ(x1) + (1 − λ)ϕ(x2)

pour tout x1 6= x2 et pour tout 0 < λ < 1.
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Résumé

L’objectif de cette thèse était de développer des méthodes de synthèse d’observateurs offrant des condi-
tions de synthèse non contraignantes. Trois méthodes ont été proposées et différentes classe de systèmes
ont été traitées. La première est la méthode de transformation en système LPV basée sur l’utilisation du
théorème des accroissements finis (DMVT). Cette technique, qui fournit des conditions de synthèse non
restrictives, est étendue à plusieurs classes de systèmes non linéaires tels que les systèmes non diffé-
rentiables, les systèmes à sorties non linéaires, les systèmes à entrées inconnues, les systèmes à retard
et les systèmes à temps discret. La seule limitation liée à la méthode est le fait qu’elle n’est applicable
que pour des non-linéarités à jacobiennes bornées. Afin de sourmonter cette limitation, une deuxième
méthode est obtenue en combinant la technique du DMVT avec une nouvelle structure d’observateurs de
type Luenberger généralisés. Grâce à cette structure, de nouvelle conditions de synthèse sont établies.
Ces conditions sont valables même si la jacobienne de la non-linéarité n’est pas bornée.
Par ailleurs, une nouvelle méthode de synthèse d’observateurs spécifique aux systèmes à temps discret est
également proposée. Cette méthode utilise la condition de Lipschitz conjointement avec la fonction de
Lyapunov standard. Des améliorations, qui permettent d’obtenir des conditions de synthèse non contrai-
gnantes, sont ensuite proposées en faisant appel à une nouvelle fonction de Lyapunov plus générale (qui
tient compte de la non-linéarité du système) et à un observateur de Luenberger généralisé (OLG) qui
permet de réduire l’effet de la constante de Lipschitz.
Enfin, les résultats obtenus sont validés par une application à la synchronisation et au cryptage/décryptage
dans les systèmes de communications chaotiques.

Mots-clés: observateurs non linéaires, stabilité au sens de Lyapunov, systèmes à temps discret, systèmes
à retard, synchronisation des systèmes chaotiques, synthèse H∞, principe de convexité, théorème des
accroissement finis, systèmes LPV, LMI

Abstract

The objective of this thesis was to develop observers synthesis methods providing nonrestrictive synthe-
sis conditions. Three methods are proposed and different classes of systems are treated. The first one is
the method of transformation into LPV system based on the use of the Differential Mean Value Theo-
rem (DMVT). This technique, which provides nonrestrictive synthesis conditions, is extended to several
classes of nonlinear systems such as nondifferentiable systems, systems with nonlinear outputs, systems
with unknown inputs, time-delay systems and discrete-time systems. The only limitation related to this
method lies in the fact that it is applicable only for nonlinearities with bounded jacobian. In order to
overcome this limitation, a second method is obtained by combining the DMVT technique with a new
structure of generalized Luenberger observers. Thanks to this structure, new synthesis conditions are es-
tablished. These conditions are valid even if the jacobian of the nonlinearity is not bounded.
In addition, a new observers synthesis method for discrete-time systems is also proposed. This method
uses conjointly the Lipschitz condition with the Lyapunov standard function. Improvements, which al-
low to obtain nonrestrictive synthesis conditions, are proposed by using a new more general Lyapunov
function (which takes account of the nonlinearity of the system) and with a generalized Luenberger
observer (OLG) which allows to reduce the effect of the Lipschitz constant.
Finally, the obtained results are validated by an application to synchronization and encoding/decoding in
chaotic communication systems.

Keywords: nonlinear observers, Lyapunov stability, discrete-time systems, time-delay systems, synchro-
nization of chaotic systems, H∞ filtering, convexity principle, differential mean value theorem, LPV sys-
tems, LMI




