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Notations

Cette these a été rédigée a l'aide d’'une notatioreparite. Par défaut, les éléements d’'une
matrice sont symbolisés par un caractere normal avec idelices, un vecteur colonne d’'une
matrice par une minuscule en caractere gras avec un intliseeematrice en lettre capitale

grasse.
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Introduction

De nombreux problemes de traitement de données mett@u des vecteurs de dimensions
tres importantes (dans un espdedit d’origine). Qu'il s'agisse de classer, détecter, éestu
estimer, on est confronté dans cet espace d’origine a ladiciion de la dimensiornc(irse of
dimensionality : le nombre de vecteurs de données nécessaires a urepeirylraisonnable
de I'espace augmente exponentiellement avec la dimensidespace. En pratique, puisque
le nombre de données disponibles ne répond pas a cettitioanil faudrait considérer des
voisinages de taille prohibitive avant de rencontrer, darexjue direction, les points les plus
proches d’'un point donné. Posées de la sorte, les taehelskification, détection et estima-
tion ne peuvent étre réalisées avec des performancegtatdes. La démarche généralement
adoptée pour faire face a cet obstacle esélduction de dimensiodes données. Il s’agit de
représenter les données originales dans un espace desitimeéduite : d’'une part, on souhaite
respecter la structure des données, c’est-a-dire rapeodans I'espace réduit les distances ori-
ginales entre couples de points, d’autre part on souhéiteéner les redondances présentes
dans les données initiales. Du point de vue de la géoenédiffierentielle, on peut considérer
gue les données initiales se répartissent sur une &aragt linéaire dont il s’agit de capturer les
degrés de liberté. Le probleme est alors posé comme alriggme d’apprentissage de variété
non linéaire.

L'objectif général de ce travail est 'apprentissage deétés non linéaires. Typiqguement,
les représentations compactes auront pour objet de imedBénsemble des apparences prises
par un objet sous divers angles et conditions d’éclairdioped® pouvoir détecter des occur-
rences ultérieures de cet objet. Plus généralemenpleisdong terme, I'objectif des méthodes
développées dans cette these est la construction #ishtibn d’atlas de formes en imagerie
cérébrale. Ces atlas peuvent &étre utilisés en rechesithique comme outil d'aide au diag-
nostic et en neurosciences comme outil d’aide a la congmbn du développement et de la
dégénérescence du cerveau.

Ce travail de recherche a été mené en étroite collalborahtre le Laboratoire des Sciences
de I'lmage, de I'Informatique et de la Téledétection (BMCNRS-ULP 7005) et le Labora-
toire d'Imagerie et de Neurosciences Cognitives (UMR CNR$ 7191) dans le cadre d'un
projet multi-laboratoires sur le theme de I'lmagerie etla&obotique Médicale et Chirurgi-
cale. Les contributions de cette these portent sur pltsespects de I'apprentissage de variétés
non linéaires. La premiere contribution porte sur laed&ination des coordonnées réduites.
Ces coordonnées sont obtenues en tant que solution d’'dnhepre d’optimisation. Dans la
veine des approches de typwriltidimensional scalingnous proposons une fonction de colt

Xi



Xii INTRODUCTION

originale permettant de reproduire, dans I'espace relhstdistances géodésiques de I'espace
original. Ce probleme d’optimisation est fortement nmakidal, et les approches de type des-
cente de gradient se révelent insatisfaisantes. Nog®poms un algorithme original permettant
de résoudre ce probleme de fagon satisfaisante. La deaamtribution a pour objet I'estima-
tion d’'une application permettant de mettre en correspoceldespace réduit avec I'espace
original. Ce probleme de régression non linéaire de dsim multiple n’est pas abordé dans
la litterature a notre connaissance. Nous proposons goriime de régression linéaire par
morceaux, présentant suffisamment de flexibilité pounvpwois’adapter aux differentes confi-
gurations rencontrées avec une précision maitriséleypiéisateur. La troisieme contribution de
notre travail est constituée par une méthode de projedtimn point sur la variété. Cette projec-
tion est effectuée dans un cadre bayésien. Elle a pout dgblir I'appartenance d’'un objet

a la variété. Lensemble des méthodes proposéesstgtdar des données de référence (Swiss-
Roll, S-Curve, base COIL-20) ainsi que sur des applicatpyasques (analyse de formes et de
texture).



Chapitre 1

Etat de I'art

Sommaire

1.1 RepresentationdesdonBes. . . . ... ... .. ... e 3

1.2 Reéductiondedimension. .. ... ... ... ... 4
1.2.1 MultiDimensional ScalindMDS) . . . ... ... ............ 4
1.2.2 Modelesbaséssurlegraphe . . ... ................. 6
123 Autresmodeles. . . . ... ... .. 9
1.2.4 Détermination de la dimension de I'espace réduit. . . . . ... .. 10

1.3 Regression multidimensionnelle . . . . . ... ... .. .. .. ... . ... 11
1.3.1 Construction d'un modele pendant la compression. . . . ... .. 11
1.3.2 Estimation d’une fonction entre les deux espaces. . . . ... ... 12

1.4 Projectionsurunmockle. . . ... ... .. .. 13
1.4.1 Projection al'aide de réseaux de neurones. . . . ... ....... 14
1.4.2 Utilisation des données dans 'espace original. . . ... ... ... 14
143 MoINdreSCarres . . . . . v v vt e 15
1.4.4 Projection probabiliste. . . . .. ... ... ... ... . L. 15

1.5 Classification. . . . . ... ... . . e 16
1.5.1 Classificationspectrale. . . ... ... ... .. ... ......... 16
1.5.2 Classifieur probabiliste . . . . . ..... ... .. ........... 17
1.5.3 Classifieur SVM . . . . .. 17

1.6 Objectifs . ... ... . . e 17

L'analyse de données est un probleme complexe : celles/ent dans des espaces de
grande dimension mais peuvent généralement étretdggar un faible nombre de parametres.
Modéliser ces données par une variété (un sous-esgake gpermet plusieurs actions : la vi-
sualisation des éléments dans un espace réduit, lafadasen (sous plusieurs formes) ou la
détection de differences. Par exemple, I'ensemble deg@s d’'un objet sous le méme angle
possede 3 degrés de liberté (un vecteur 3D de trans)atiars est de grande dimension (al-
plusieurs dizaines de milliers de pixels).IhMareusement, cet espace de grande

lant jusqu’a
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2 CHAPITRE 1. ETAT DE L'ART

Fic. 1.1: Exemple de variété topologiqé? localement homéomorpheR.

dimension n’est pas rempli par les images de cet objet. Leldlinpprentissage de la variété
décrivant ces images d’objet peut &tre par la suite dernsstune nouvelle image d'objet est
une image de ce méme objet ou d’un autre objet. Si la n@afit€ de la variété n’est pas prise
en compte lors de I'apprentissage, I'espace réduit negesaon plus rempli. Ceci devra étre
pris en compte par la suite lors de la classification ou de dgeption [VHCO7]. Les outils
nécessaires devant étre plus complexes, il est doncrmkressant d’apprendre de maniere plus
fine la variété pour travailler sur un espace le plus repgdsible.

Une telle variété ne possede pas les propriétésgggien mathématique euclidiennhefp].
Par exemple, 'image moyenne d’un objet n’est pas la moyemcidienne des images de ce
méme objet. Lorsque localement la variété est homéphwaR¢? (d = 3 pour les images d’'un
méme objet, correspondant aux trois degrés de transjatia parle de variété topologique. On
possede alors la possibilité de définir des espacesxXdeagents a la variété, I'espace local
etant de dimensiod, comme la variété. Cette notion permet l'introductioncdetes locales
(fig. 1.1, (U;, ;) étant une carte locale avegl'application homéomorphe entre la variété et
R%) et d’'atlas, un atlas étant une famille de cartes. Si I'mpgibn de changement de cartes
¢t oc; estun diffeomorphisme de classé, alors I'atlas est di€'*. La variété est differentielle
lorsque la réunion de deux atlas de cla§%eest un nouvel atlas de clasé&. Ces deux at-
las sont dits compatibles, ce qui introduit une notion desgad’équivalence des atlas. Enfin,
les variétés riemanniennes définissent en outre ungiéonde class&’* entre un point sur la
variété et I'espace tangent en ce point. Cette fonctiompela définition d’'une métrique ainsi
gue le calcul de distance sur la variété, appelée austsirdie géodésique.

Si la variété analysée est connue analytiquement, ipessible de travailler directement
sur la variété Pen0§ et d’effectuer des calculs en utilisant ses proprieEsanalysant I'es-
pace sous-jacent, la répartition des données est nlettst, possible de classifier de maniere



1.1. REPEESENTATION DES DONNEES 3

pertinente les données. De méme, la variété peut ébdelisée (décrite par un ensemble de
fonctions) et un nouveau point peut étre analysé et @aet la variété. Malheureusement, la
variété considérée n’est généralement pas conrueys échantillonnage de celle-ci est connu.
Des techniques dédiées de réduction de dimensiortaitent &tre utilisees pour calculer un
espace sous-jacent, des techniques de régression gpésitieveloppées pour mettre en cor-
respondance ces deux espaces et enfin des outils de pnojeetimettront de projeter un point
sur la variété et de tester son appartenance a celle-ci.

Lorsque la variété est euclidienne, I'analyse en commiesaprincipales (appelée aussi
transformation de Karhunen-Loeve ou ACRPDIP] est traditionnellement utilisée pour la
réduction, la régression et la projection. LACP ne perdenc pas de remplir I'espace réduit
pour une variété non linéaire. En revanche, grace dgpstheses, son calcul est tres rapide,
d’'ou son intérét qui reste tres eleve, malgré dedopeances sous-optimales. Cette analyse
part malgré tout sur une mauvaise hypothese et de nosuveltdiniques sont apparues pour
permettre une modélisation pertinente de la variété.

L'apprentissage de variété peut donc se réesumer &tdutton d’'une équatioy = f(x),
avecy les échantillons des données connue@eetf()) respectivement un jeu de parametres
(appartenant &¢9) et la fonction de mise en correspondance entre I'espahstrét I'espace
d’origine. Dans le cas d’une variété linéaire, I'eédqaatrésolue par 'ACP esyy = Wx. Le
probléme peut &tre résolu en considérant les outil€daation de dimension, les possibilités
de mise en correspondance entre les deux espaces. Uneoibleme résolu, il est possible
d’utiliser le modele pour projeter des nouveaux échimmd sur la variété et les classer.

1.1 Repréesentation des donaes

Lors de I'apprentissage d’'une variété riemanniennestinécessaire de définir la notion de
distance sur celle-ci. Cela implique que les données dad’ensemble ne sont pas forcement
idéales pour cette tache. Par exemple, dans le cadre dedamaissance faciale, les données
sont traitées afin que toutes les images aient un référesmmun (a I'aide d’'une transforma-
tion affine).

Un exemple typique est I'analyse de formes. Une premiepecaihe consiste a utiliser des
Procrustes o094, insensibles aux transformations affines de la forme, rabésnécessite
I'intervention d’un expert pour placer des points remakles sur la forme. Une autre méthode
pourra utiliser la carte de distance ESK0 (apres recalage pour supprimer les differences
de rotation et de translation) pour détecter des difi&srplus subtiles. D’autres méthodes
représentent directement la surface de la forme avec pnesentation basée sur les fonctions
harmoniques sphériquesGKo5] ou sur I'axe médian de la form&[N 78, FLPJ04. La solution
choisie pour I'analyse de formes est le champ de déformatidre une forme étudiée et une
forme de référence. Ce choix permet d’utiliser une infation plus complete que simplement
la forme, mais aussi la variation de I'intensité au seinaétme (les moments de I'image
ont aussi cette propriété/[°PR 03]). Une fois la représentation définie, une distance ptnat
calculée entre deux points (il est nécessaire d’avoimatique sur les représentations).

£



4 CHAPITRE 1. ETAT DE L'ART

Dans le cadre de la classification non supervisée de deniiésst important de fournir
une informationa priori sur la maniere d’effectuer cette opération. En effet;isidrmation
pertinente est noyée dans le bruit (dimension des dortn@esmportante, rapport signal sur
bruit d’'une composante pertinente trop faible, ...), Bucion de dimension ne permettra pas
d’obtenir un espace dans lequel la classification sera effica

Si la représentation n’est pas inversible, il n'est passitids de localiser les differences
entre un point et son projeté sur la variété (voir seclidn?. Si deux classes ou plus divisent
la variété, il est intéressant de pouvoir calculer ldédénce entre un point et un point ou la
frontiere d’'une autre classe. Cela s’effectue en remam¢agradient de la fonction de classi-
fication (si cela est possible), mais il est nécessaire degoremonter a I'espace d’origine
pour pouvoir visualiser cette difference -SK04. Dans le cas d’une extraction d’information
de texture, cette transformation inverse n’existe pasreedt donc pas possible de faire varier
une texture continuement vers une autre classe.

1.2 Reduction de dimension

L'apprentissage d’'une variété s’effectue principalemee deux manieres. La premiere
consiste a utiliser une approximation de la distance g&ode et a créer un nouvel espace de
plus faible dimension dans lequel les distances géodésisont reportées par des distances eu-
clidiennes. Si la réduction est trop importante, les dists géodésiques ne sont pas respectées
dans I'espace réduit : il est nécessaire de trouver urtbadé pour obtenir la dimension sous-
jacente correcte. Par exemple, un cercle, paramétrablargavariable 1D, I'angle, ne peut
étre réduit dans un espace euclidien de dimension 1. &&spes photographies d’'un méme
objet sous le méme angle est quant a lui de dimension 3. Ppwehe empirique consiste
donc a choisir de maniére arbitraire la dimension de Bespsous-jacent grace a de la connais-
sancea priori, mais dans le cas général, cette connaissance n’est pasef@t une méthode
déterministe doit étre utilisée.

La seconde maniéere usuelle consiste a approcher I'tpérde Laplace-Beltrami qui est
I'extension du laplacien au cas des variétés riemaneignDans ce cas, seules les distances
avec les plus proches voisins peuvent étre calculea#élét de cette méthode réside dans ce
point : la matrice des distances entre points a calculecresise, contrairement a la premiere
méthode. En revanche, la méthode n’est que locale etgimutsijette au repliement comme
cela sera montré sur des exemples par la suite. Cette dygpseca analysée par la suite.

Ces deux visions regroupent la majorité des approchesglgiet reposent sur le graphe
des distances entre voisins{Z *07].

1.2.1 MultiDimensional Scaling(MDS)

Le MDS [Bor05 métrique permet d’approcher une mesure de dissingladiles distances
géodésiques. A partir de celles-ci reportées dans utecmaarrée, le MDS métrique calcule
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(a) Difference entre distance euqB) Construction du graphe dés) Réduction de dimension (en

dienne (pointilles) et géodésique (trpibches voisins et approximation deuge la distance géodésique ap-

plein) la distance géodésique prochée, en vert la distance eucli-
dienne)

FIG. 1.2: Fonctionnement des algorithmes basés sur la diestg@odésique (extrait de
[TdSLOQ)

un jeu de coordonnées dans un espace réduit tel que casaistgéodésiques sont respectées
dans I'espace réduit (fid..2).

L'obtention des distances géodésiques s’effectue parrecherche des plus proches voi-
sins (K-voisins ou fenétre de Parzen généralement)lpulstance géodésique d’un point a un
autre est calculée par le plus court chemin dans le graphélidiances entre ces voisins (un
algorithme de Floyd-Warshali-[o62 ou de Dijkstra [CLR01] pourra &tre utilis€). Cette tech-
nique a plusieurs inconvénients. Le premier est le temp=satiell enO(n?log(n)) (n étant le
nombre de points) au minimum ainsi que la place mémoirgséaél Certaines implémentations
contournent le probleme en proposant de ne travailler quées points remarquablesj 107,
mais cela accentue le second probleme, celui de la s@atblitologique BST]. En effet, la
recherche des voising\[ZZ05, LZ08] peut entrainer un court-circuit dans la variété et par |
suite une mauvaise approximation des distances géamssiet donc de la variété (fig.3).
Diverses méthodes tentent de remédier a ces problamesteriorien travaillant sur le graphe
global [CCO7, NAO7] sans vraiment le résoudre completement. Toutes leBadés travaillant
sur le graphe des plus proches voisins peuvent en ré&liteficier d’'un meilleur choix de ces
voisins, y compris les méthodes ne travaillant pas suritgantes géodésiques. Choisir les voi-
sins proches de I'espace tangent est I'objectif optimalsmans le cas de variétés a fort rayon
de courbure, cet espace tangent s’écarte rapidement deiédévet la sélection des voisins est
donc plus complexe.

Le MDS meétrique se subdivise en plusieurs parties. Le MEFiauie dit classique utilise
un critere quadratique pour respecter les distancesréent la solution analytique au probleme
est calculée par une analyse en composantes princip&a&grithme ainsi obtenu en utilisant
des distances géodésiques est connu sous le nom Isonfap((. La fonction optimisée est la
suivante (voirB.1 pour I'explication de cette fonction), avd2y- la matrice des distances dans

=
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FIG. 1.3: Court-circuit d0 a un point aberrant et entrainam¢ mauvaise estimation des dis-
tances géodésiques (extrait d&J07)

I'espace originalD x-, celle dans I'espace a estimeridt= I - 11 la matrice de centrage :

SisolY, X) = | H(D} - D) Hl . (L.1)

En optimisant cette fonction, les grandes difféerencesedes distances dans les deux es-
paces possedent un poids quadratique (en éfféf = /> ij). Or les distances pertinentes
sont les distances moyennes : les faibles distances satédsypar le bruit sur la variété et les
grandes distances sont mal approchées (elles sonteasodd proche en proche, donc sensibles
au placement des pointsI[ X *0€]). La solution plus générale consiste a faire appel auSMD
métrique non classique qui optimise une fonction de cout pésoudre le probleme. Plusieurs
fonctions de colt sont proposées dans la littératdra[69 DHO7, HROZ avec diverses ca-
ractéristiques. Par exemple la fonction de Samniem{6J peut s’exprimer sous la forme :

1 Z [dl(yi?yj)_d2(miawj)]2
2 dl(yz'>yj) ij dl(yz'>yj) .

Ssam(Y, X) = (1.2)
Le poids associé aux distances est hyperbolique, la fum&st donc robuste aux points
aberrants, mais elle reste sensible aux erreurs sur lesdest faibles.

1.2.2 Mockles bags sur le graphe

L'ensemble des inconvénients des méthodes précélénstabilité topologique, quantité
de mémoire utilisée importante et colt en temps de caprult plaider en faveur de I'utilisa-
tion d’'une autre approximation de la variété riemannerire principe consiste a construire
une matrice (creuse) de similarité entre les échanslioms de normaliser cette matrice sous
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diverses formes et d’en extraire des vecteurs propres gontsées coordonnées des points
d’origine. La normalisation des similarites engendre tot®istesse de la réduction de dimen-
sionalite NJWO1].

Le premier algorithme edtocally Linear Embeddingu LLE [RS0Q CYO0€]. L'objectif
de cet algorithme est de transporter les coordonnéesdrangues de I'espace d’origine dans
I'espace réduit. Chaque point est approché par ses phab@s voisins et la ligne associée dans
la matrice creuseS contient les poids de chaque voisin dans cette approximétig. 1.4).
Grace a ces poids, une fonction de colt est introduite :

O(X) =X -S5X]r

Ainsi, I'objectif est clairement de retrouver un espaceaiblé dimension tel que les nouveaux
elémentsX; soient le barycentre de leurs voisins. L'optimimum estui@en diagonalisant la
matrice(I - S)”(I - S) et les vecteurs propres associés aux valeurs propresugpelites
(sauf le premier car le vecteur ne contenant que des 1 a péeurvaropre 0) sont utilisés
comme coordonnées.

La mesure de similarité est une mesure indirecte et collegbuisque les points les plus
proches sont utilisés pour approcher un point. L'utilizad’'un poids relatif entraine aussi des
distorsions dans I'espace réduit reconstruit, commedssltats de comparaison le montreront
en partie2.4.

Deux autres approches consistent a utiliser un noyau,ygan@e gaussien, comme me-
sure de similarité. Lekaplacian Eigenmapg3N03] ne calculent cette valeur que pour les plus
proches voisins, tandis que I&sffusion Maps[CL0O6] le font pour chaque paire de points.
Si le noyau est suffisamment resserré, un grand nombre desgaira une valeur nulle et la
matrice reste creuse. La littérature propose deux alguogs differents qui sont en réalité iden-
tigues comme cela est demontré dans I'anriz2eles deux étant une variation du calcul sur le
laplacien normalisé du graphe.

Soient la matrice (symeétrique) des similariest la matrice diagonal® avecd; ; = 3 s; ;.

La matriceL = D - S est 'une des formulations du laplacien du graphef97. Cette matrice
est une matrice symétrigue dont la decomposition en valsimgulieres est la suivanfe =
UXU". De plus, elle est semi-définie positive, car pour touteecs :

v Lv = %Zs”(v(z) -v(4))*>0

Cette equation permet de mesurer la régularité du veetsur le graphe (plus les valeurs
sont faibles, plus le vecteur est régulier). On dit que e varie doucement sur le graphe ou
qu’il suit la variété. Il est a noter que seules les vaddortes des; ; ont un impact significatif
sur cette régularité. En particulier, la régularitanlvecteur propre est donnée par :

¢ZTL¢Z =\

Ainsi, les vecteurs propre$ avec de faibles valeurs proprassont les plus doux. En
sélectionnant led plus faibles (sauf celui avec une valeur propre nulle), yraes réduit est

t
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FiG. 1.4: Principe de I'algorithme LLE (extrait d&F0Q)
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creé. Le laplacien normalisé = I - D™"28D~'/? est calculé & partir du laplacien et posséde
des propriéetées semblableg/§i99. Lutilisation du laplacien normalisé permet en partieu
d’obtenir des poidss; ;/(\/Y1 skj\/2k sik) NOrmalisés (des differencdg (i) - f(j))? qui
possédaient un poids faible peuvent posséder un poidsmphortant).

Le principal inconvénient de ces deux algorithmes restdhtex des parametres du noyau
utilisé. En effet, un noyau large ou resserré entrairgerdsultats pouvant étre tres difféerents.
De plus, led_aplacian Eigenmapsent une tendance a regrouper les points, les distancdedaib
et moyennes ne sont donc pas du tout respectées. Quabiffusion Maps la mesure des si-
milarités entre tous les points d’apprentissage peuteeimgr"une bonne réduction de la variéteé.
Enfin, le probleme est a nouveau posé en terme d’'une @gattron quadratique, donc sensible
aux points aberrants.

Les Diffusion Mapspeuvent s’interpréter dans un cadre probabiliste et nvegkoLa ma-
trice de similarité brute (sans la normalisation selorlifgges et colonnes) est alors la matrice
de transition d’'un état a un autre. Celle-ci €levée a pnissance entiere donne la probabilité
de passer dans un état défini au bout d’un nombre fini diit@ns. Par la suite, cette matrice est
normalisée pour obtenir une matrice symétrique de siitéka Un parametre additionnel de cet
algorithme est donc le choix du nombre d’itérations de l&ritede transition.

Enfin, lesHessian Eigenmap$ G0 (aussi appeléebllessian-based Locally Linear Em-
bedding travaillent sur le hessien du graphe plutdt que sur lalzph. A partir des plus proches
voisins, les coordonnées sur I'espace tangent des vaiinspoint sont calculés puis un es-
timateur du hessien est calculé et enfin une décompostiovaleurs propres est réalisée de
la forme quadratique associée. Cette méthode a éta#fispement créée pour ne pas créer de
trous dans I'espace réduit reconstruit, mais elle estdmgumoins robuste au bruit que les
autres méthodes.

1.2.3 Autres mockles

D’autres modeles ne considerent que les distances bjfgale) 2] dans I'optimisation d’'une
fonction de colt quadratique. Ces optimisations sontcilgB et sources de nombreux minima
locaux. En particulier, les distances grandes et moyenmesnvent pas pour donner de I'infor-
mation, comme c’est le cas dans le MDS avec les distancetegigmes. De méme les entréees
nulles dans la matrice de similarité utilisee par les atgmes précédents ajoutent une infor-
mation de position de ces points. Sans ces informationggkadtats sont tres aléatoires et
dépendent de linitialisation.

Une approche alternative est I'utilisation de noyaux dahSP [SS07]. Ce processus, ap-
pelé ACP a noyau ou KPCA en anglais (pd&arnel Principal Component Analy$jeffectue
une décomposition en valeurs propres dans un espace diegiemension, permettant de pas-
ser outre la linéarité de la méthode. Dans I'ACP, chaquete de la matrice de corrélation
est le produit scalaire entre deux points considéressDACP a noyau, ce produit scalaire
est remplacé par un noyau dit de Merckref09, comme par exemple un noyau gaussien.
En considérant une applicatiah: y — ¢(y) mettant en relatioiR” avec un espacR™ de
dimension potentiellement infinie, le noyay) est alors le produit scalaire entre deux mises

>
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en correspondance, soit encéry;, y;) =< ¢(y;), #(y;) >. Il a été demontré que plusieurs
méthodes présentées, telles que Isomap, LLE dtdetacian Eigenmapssont en réalité des
cas particuliers du KPCA-{LMSO0F].

Il est aussi a noter que les réeseaux de neurones sontgatilg@és pour la réduction de di-
mensionalité, en implémentant certaines fonctions de psentées plus tét.]93. En créant
un réseau de neurones dont les couches d’entrée et de@atrtin nombre de neurones égal a
la dimension de I'espace d’origine et dont la couche inasti@ire possede un nombre restreint
de neurones, un entrainement consistant a créer ungdiondentité permettra de retrouver
dans la couche intermédiaire des coordonnées dans uoeesgaiuit. Pour une réduction non
linéaire, des couches supplémentaires peuvent auesn&bduites.

1.2.4 Determination de la dimension de I'espace&duit

Reste a définir la dimension de I'espace réduit. Cettstipreest essentielle pour la majorité
des algorithmes précédents car sa réponse influe sliltdediavoisinage utilisé. Dans le cas de
la sélection des plus proches voisins, il est recommandé d'utiliser au mbia 2¢ voisins avec
d la dimension de I'espace réduit. En considérant un @dlamage uniforme de la variété, au
moins2¢ voisins sélectionnent des points sur la variété dantesoles directions. Considérer
trop d’éléments peut introduire des court-circuits dangriété tandis que considérer trop peu
d’élements empéche une estimation correcte de la distgeodésique ou de l'opérateur de
Laplace-Beltrami.

La sélection de la dimension adéquate repose génésatesur des tests utilisés a l'ori-
gine en psychologie. Le premier test est le Scree-tesidq. Il consiste a analyser I'optimum
de la fonction de colt optimisée (chacun des algorithmpsses optimise analytiquement ou
numeériqguement une fonction de colt explicite ou non) pdiverses dimensions et a choi-
sir comme dimension de I'espace réduit I'entier a partiqukel la courbe se stabilise (voir
figure2.29. Il est aussi possible d’utiliser un critere d’infornati[Aka74] pour régulariser le
test et donner un résultat clair.

Un autre outil de détermination de la dimension de I'espdchiit est I'algorithme de
Grassberger-Procacci& P83. Il consiste a calculer une fonctiafi, () indiquant la fraction
de points dont la distance est inférieure a

Cn(r) = D Dos-ajler- (1.3)

- ]-) i#]

Par la suite, la dimension adéquate recherchée est dquaréla pente d€’,(r) sur un
intervalle le plus grand possible :

logC,,(r1) —10gC,, (75)
logr; — logrs

Dcorr(rlaTQ) = (14)
our; etry définissent I'intervalle maximal oQ', () est considéré comme étant linéaire. Cette
méthode nécessite de calculer plusieurs valeur§,de) mais fonctionne pour tout outil de
réduction de dimension.
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D’autres méthodes de sélection de cet espace existentmignt en compte une analyse
en composantes principales]71, BS98H, les plus proches voising [u76 PBJD79 VD95,
CHO4] ou encore une approche fractaie\[02].

1.3 Reégression multidimensionnelle

La régression résout le probleme du passage de I'espdué a I'espace d’origine. Il s’agit
donc d’'une fonction d&“ dansR». Certaines approches effectuent la régression et lactiedu
de dimension de maniere simultanée (comme I’ACP), déaudipproches ne travaillent que sur
la régression.

Des méthodes basées sur les réeseaux de neurones nentpessici calculent la régression
directement DH97] ou guident les algorithmes travaillant sur I'espace tamgg3105]. Un
réseau de neurones créant la fonction identité proposg ane régression en considérant la
sortie de la couche intermédiaire jusqu’aux neurones de&so

1.3.1 Construction d’'un mocele pendant la compression

L'incréement élementaire sur I'ACP est I'ACP locale. Ihgit d’effectuer localement une
projection par ACP en considérant des groupes de pdinis f]. Cette méthode ne permet pas
d’obtenir des coordonnées réduites sur toute la varlétie extension permet de calculer une
carte de I'espace réduit[a91] ; on parle alors de coordination de modeles locaux.

La méthode générale la plus ancienfe[HO] créee un nombre fixe de modeles linéaires
locaux, chaque modele étant décrit par une gaussienwuaraance unitaire pour la répartition
des points et une gaussienne centrée pour le bruit as$tmie coordonner les espaces entre
eux, les axes de chaque modele doivent étre alignés. ldelmgénéral non coordonné est un
mélange d’analyseurs de facter9€ (factor analyze) calculant la probabilité d’'un point et
d’'un modele :

P(y,s,zs) = P(yls, z:)P(z:|s)P(s) (1.5)

avecy le point en cours d’analyse,l'indice du modele utilisé et les coordonnées du point
dans le modele considéré. En considérant les élésemiants :

P(s) = ps (1.6)
Plzils) = (2m) P 2% 2 (1.7)
P(y|s7 ZS) — |27r@5|_1/26_%(y_u5_A-szs)Tq};1(y_l’l’_s_A-sZs) (18)

et en marginalisant selon les modeles existants et leslonnees associées, on obtient :

T 1
P(y) = ZPSIQW(ASTAS n \I;s)|—1/2€—%(y—ll/s)T(As AWy ty-p,) (1.9)

>
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A partir de cette equation, un algorithme EM (Expectatidaximization) [DLR77, MB8g]
permet de calculer les parametres du modele global, @rsay A, et ¥,. La coordination
entre les modeles est extérieure et s’effectue a I'agpatametres additionnels :

g(s,zs) = Aszs + Ky (1.10)

g() étant les coordonnées globales dans I'espace soug:jalreterme additionnel dans I'op-
timisation de la vraisemblance du modele, basé sur urergbwnce de Kullback-Leibler, est
ajouté afin de déterminer les parametdeset k, optimaux.

Des versions proche&[a03 ZZ05, VRV03, TB9Y] peuvent permettre I'utilisation d’'une
gaussienne non unitaire pour décrire un ou plusieurs fagjdocal(aux).

Les courbes principale$i589 sont une extension des composantes principales. Au lieu
d’avoir une fonction linéaire, une autre fonction congmon linéaire est utilisée (splines cu-
biques odocally weighted running-lines smoothgrle79). Cette courbe est dite cohérente car
chaque point de la courbe est la moyenne des points d’ajgsagé qui se projettent dessus
(fig. 1.5). D’un point de vue formel,

(| p(@) = \) = F(V) (1.11)

avecAf(w) = sup\{\: |z - fF(N)|| = inf,|x - f(r)|} 'index de projection et coordonnée
réduite dex. L'extension au cas multidimensionnék{ avecd > 1) est proposée, mais en
réalité seul le cag = 2 a été traité. Il est aussi a noter que la littérature erenget pas d’affirmer
I'existence d’'une courbe principale pour un jeu de donmgedconque.

Des extensions du modele ont été proposées pour aeretiet algorithme. Par exemple,
[LT94] utilise des produits de fonctior{s — t], = (s — t)I,o avecs une coordonnée réduite
pour engendrer des régressions multidimensionneli¢€)?] atteste I'existence d’'une courbe
de taille finie qu'il appelle courbe principale pour cersjau de données, la courbe principale
étant la courbe qui minimise les distances entre chaque g@ipprentissage et elle-méme. Un
algorithme permettant de trouver une telle courbe contatlieéaire par morceaux est proposé
dans la littérature associée.

1.3.2 Estimation d’'une fonction entre les deux espaces

Si I'estimation d’'une fonction linéaire entig? et R? est un probleme simple, I'estima-
tion d’une fonction plus complexe, méme linéaire par rearex, est plus compliquée. Diverses
méthodes proposent d’estimer une fonction continualiegar morceaux enti®? etR (p = 1
pour Projection Pursuit RegressidirS81), Hinging Hyperplane$PS9g WS01).

Ces deux modeélisations s’appuient sur des fonctions dertyp:{i(x,a),l(x,b)}. Pour
générer deux hyperplans séparés par une charriargg il suffit quei() soit une fonction
linéaire, auquel cas la frontiere entre les deux hypespkest donnée par — a. A chaque
iteration, une nouvelle fonction est ajoutée et seulpaeametres sont optimisés, le reste de la
fonction étant considéré comme étant optimal. Lestions de typdx.a], = (z.a)lgo sont
aussi utilisées dans certains algorithmes équivaleetsfonctions peuvent étre étendueRra
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FiG. 1.5: Courbe principale (en gras) d’'un nuage de pointsdix @ant la moyenne des points
bleus

au prix d’une complexité de calcul accrue. Le résultatlfest une fonction continue linéaire
par morceaux, les zones charnieres étant uniguementaiéssd

A partir d’interpolateurs basés sur les fonctions radigienéralisée$[=97, des régressions
lisses peuvent étre approchées ()4]. Chaque coordonnée est représentée par une combinai-
son linéaire entre des fonctions radiatg$x) (dont le centre est appris par une méthode quel-
conque) et une fonction linéaire des coordonnées résluit

Une fois les parametres appris, il est aisé de parcouvialgté, mais aussi de projeter de
maniere orthogonale un nouveau point sur la variété.ftem, @n point est le produit matriciel
entre les coefficients et le vecteur des fonctions radiglele® coordonnées réduites. En in-
versant cette matrice de coefficients, les valeurs desitorsctadialesy, (&), mais surtout les
coordonnées réduitaspeuvent étre calculées. En revanche, le nombre de forsctamliales est
fixe, et la projection n’est pas forcement optimale car yl @a’pas forcement adéquation entre
les coordonnées réduites calculées et les valeurs desdos radialesd,(z) # ¢y (&)).

1.4 Projection sur un mockle

Une fois la régression calculée, il est possible de panctespace réduit et d’obtenir les
coordonnées correspondantes sur la variété. Il estiatisgssant de tester I'appartenance d’'un
point a la variété. Cela est possible en testant si llgrabtenue en projetant le point sur la
variété est faible (figl.6) et/ou si les coordonnées réduites du point sont procbeglkes des
echantillons de la base d’apprentissage (a I'aide d’efange de gaussiennes par exemple). En
connaissant le modele, il est possible de tirer parti deaegctéristiques.

>
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Dans un premier temps, les outils basés sur les réseaugullenes seront présentés. Puis
les méthodes tirant parti des données originales et dectaode de réduction de dimension
utilisée seront exposées. Enfin, la projection sur desahesdinéaires a I'aide des moindres
carrés ou d’'une approche probabiliste sera décrite.

1.4.1 Projectiona l'aide de réseaux de neurones

Des réseaux de neurones peuvent étre entrainés maowd@e ce probleme. L'outil usuel
pour cela est leSelf-Organizing Map$Koh01] ou SOM. La couche de sortie est un espace
guantifie a partir de I'espace réduit original. Lentrafment consiste a proposer les points de
départ et de forcer la sortie aux coordonnées assoc#&@esl@space réduit (on pourra utiliser
n'importe quel outil de compression usuel). Apres I'eiteanent, un nouveau point proposé
sera projeté a I'endroit ou le neurone de sortie prendus grande valeur. Une autre approche
probabiliste existe, le&enerative Topographic Mappif&S984 TNOZ ou GTM.

1.4.2 Utilisation des doniges dans I'espace original

Lorsque les données originales (utilisées pour détemiin espace réduit) sont utilisées
pour la projection, en considérant un nouveau point et 8&8ns sur la variété, il est pos-
sible d’utiliser I'extension de Nystronipk77, \WS01] pour calculer les coordonnées optimales
(eq.1.12 dans 'espace réduiBP\V03.

Le calcul de cette extension est le suivant. Idita matrice des similarités créée par un
noyaul%(yi,yj) (les Laplacian Eigenmapsu lesDiffusion Mapstravaillent directement sur
cette matrice). La diagonalisation de cette matrice doienedl des vecteurs proprés, et leurs
valeurs propres associégs Par la suite, l&eme coordonnée réduite d’'un nouvel échantillon
y est donnée par

1 -
Tp = )\—k Zukik‘(yi,y). (1.12)

De la, il est aussi possible de calculer le projeté sur fet@dans I'espace original. Cette
approximation est aussi celle fournie par la projection #isant I'ACP a noyau a un facteur
pres ES07.

Sans utiliser de noyau, la solution intuitive consisteibser les plus proches voisins pour
interpoler un nouvel échantillon : le point original espagximé comme le barycentre de ses
voisins et la projection optimale est alors le barycentsetents réduits, avec les poids calculés
sur le point original. L'erreur de reconstruction est aiasilifference entre le barycentre et le
point original. Cette méthode, comme toutes celles retized les données de I'espace original,
possede un inconvénient de taille : il est nécessaireodserver les points originaux sur la
variété. Or, si le but est de compresser les donnéesgst was envisageable de conserver ces
données.
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FiG. 1.6: Projection d’'un poiny sur la variété au croisement entre deux modeles, soit par
maximum de vraisemblance (MV) soit par maximamosteriori(MAP)

1.4.3 Moindres carres

Si le modele utilisé pour la regression est un modeksdlire par morceaux, le nouveau point
peut étre projeté orthogonalement sur chacun des plansa Buite, la meilleure projection est
la projection dont I'erreur est la plus faible. Cette extensimple de 'ACP permet d’obtenir
tres rapidement et de maniere analytique la solutiommgdé au sens quadratique. En revanche,
elle reste aussi sensible aux points aberrants. En utilisenprojection robuste, c’est-a-dire un
colt non quadratique pour I'erreur de reconstructionfllience des éléments dont le rapport
signal sur bruit est faible peut &tre diminuée.

1.4.4 Projection probabiliste

Lorsque le modele possede une interprétation prolsaédjld’autres types de projections
sont envisageables B99). L'espace réduit peut apporter un teraeriori (fig. 1.6) forcant un
point a se projeter sur un modele local dans une zone patérgrace a l'utilisation de la regle
de Bayes (on parle de maximuarposterior).

Les points aberrants (par exemple une image présentamtachesion, c’est-a-dire qu’une
partie de I'image est masquée et remplacée par une valagtante) peuvent alors étre projetés
de maniere robuste en utilisant un modele d’erreur denstcaction plus adapté, comme une
loi de Laplace ou une gaussienne généralisée. Par kg, $aitecherche du projeté optimum
peut s’effectuer de plusieurs manieres. La plus simplel'estiser une grille (hiérarchique si

LY
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possible) et de choisir le candidat le plus vraisemblabkgteCsolution fonctionne trés bien
car I'espace réduit est de faible dimension. L'algorithioeMean-Shiftmodifié [VHCO07] per-
met aussi de résoudre ce probleme, méme s’il est utlsts des espaces de taille bien plus
importante dans la littérature.

1.5 Classification

La classification de données regroupe deux opératiotinaiiss : la premiere consiste a par-
tionner un ensemble de données en clasdastéringen anglais), le second a assigner un point
a une classe, pouvant avoir été définie par la premipegadion. Dans les deux cas, I'appren-
tissage de variétés est intéressant; la reduction meriion permet d’éviter la malédiction
de la dimension et classer des données dans un espacitesgtteplus facile a réaliser. De
méme, classer un nouveau point par projection permetéatdr divers problemes de voisi-
nage lorsque la variété ne remplit pas I'espace original.

La classification spectrale fait partie de la premieresgasopérations. Elle consiste a clas-
ser des données de maniere non supervisées. Les classifiebabilistes et les SVMs réalisent
la seconde opération, classer de nouveaux élementsiaddechantillons déja classés.

1.5.1 Classification spectrale

La classification spectralélJ\W/01] consiste a classer de maniere non supervisée les denné
sur un graphe, généralement construit a partir des pachps voisins, sans patrtitiarpriori. A
partir d’'un graphe comprenant les similarités (on partégimdes corrélations dans la littérature)
entre les points, plusieurs algorithmes permettent der ci€s classes de donnég&}99 a par-
tir des vecteurs propres de la matrice de corrélation. #an@he, le nombre de classes est connu
a l'avance. En réalité, il a été demontré que la dfecsgion dans le domaine spectral revenait a
travailler sur le laplacien du graphe des similarités(6]. Dans cet espace, la classification en
utilisant lesk-moyennes possede alors une justification théoriquendes auteurs.

Lorsque le nombre de classes n’est pas connu a I'avancegtidéeme générique est connu
sous le nom de partionnement par corrélatiorCaurelation Clustering BBCO4]. Il s’agit de
maximiser les similarités au sein de chaque classe et dienisir les dissimilarités (toujours
dans une méme classe). Plusieurs alternatives a ceepretP-complet sont proposées dans
cet article : maximiser les similarités dans les classemaximiser les dissimilarités entre les
classes. L'approche la plus simple consiste a séleationn point non classé qui est tres peu
similaire a un autre point non classé, et chaque pointairaia ce premier point est classé avec
lui dans une nouvelle classe. Ces approximations peuvenéatiser en temps polynomial et
le nombre d’erreurs réalisées est une fonction bornésodhbre d’erreurs optimal (d’apres les
auteurs).

Une autre approche de ce probleme est une extensiok-desyennes et recherche de
maniere stochastique un sous-espace de taille quelcapgusera regroupé au sein d’une
classe [{HO7]. Contrairement auk-moyennes, chaque classe est regroupée autour d’'ue¢évari’
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linéaire (point mais aussi plan ou hyperplan bornéyatfgement, une nouvelle classe est pro-
posée de taille variable, ce qui permet a terme de sémaretes élements en differentes classes.

1.5.2 Classifieur probabiliste

Les classifieurs présentés par la suite classent un nélareent en fonction d’'une segmen-
tation en classes effectuée au préalable.

Le classifieur probabiliste utilise la probabilisation tespace réduit (par des mélanges de
gaussiennes par exemple) et donc des classes pour assigaehantillon a la classe la plus
probable. A partir de la classification de I'espace réduitesla projectione de I'échantillony,
la vraisemblance de I'appartenance a chaque classst calculée par la regle de Bayes, et la
classe dont la vraisemblance est maximale est choisie :

p(cily) o< p(ei)p(ci).

En effet, la classe d’un élementne dépend pas de 'erreur de projection, mais uniquement
de sa projectior. Ce classifieur peut aussi étre utile dans le cadre de lagiron sur plusieurs
modeles distincts, ce qui est le cas lorsque les donngestamnent a plusieurs variétés. Dans
ce cas, le point est projeté sur chaque variété, et leefrdg plus vraisemblable au sens du
maximuma posteriorisera choisi.

Plusieurs informations additionnelles peuvent &tre lipotees en utilisant un classifieur
bayesien dit naiflpP97.

1.5.3 Classifieur SVM

Les SVM (pour Support Vector Maching$Vap99 sont des classifieurs généralement uti-
lises entre deux classes (méme s’ils peuvent étrerghsiEs a plusieurs classes). A partir des
vecteurs supports proches de la frontiere de décisiafamnction de décision permet de décider
a quelle classe un nouveau point appartient, selon sor.signhnom francisé des SVMs est
séparateur a vaste marge, en effet la frontiere deidacst maximisée lors de I'apprentissage
(fig. 1.7).

Les notions principales de ce classifieur sont resuméparieB.4.

1.6 Obijectifs

La majorité des outils d'apprentissage de variétés esé@ en terme d’'une optimisation
guadratique, que cela soit les algorithmes de réductiadirdensionalité, tels que Isomap ou
lesLaplacian Eigenmap®u les outils de reduction/régression conjointes getsles méthodes
de coordination de modeles locaux (basées sur des nsogkalissiens). Afin de proposer un ap-
prentissage de variété robuste a tout type de bruit (sondition), une méthode de réduction

>
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FIG. 1.7: Trois droites de séparatiofi; la frontiere avec la plus grande margd, une
séparation non optimale éf; qui ne sépare pas les deux classes

de dimensionalité robuste au bruit a été développaesobjectif de permettre une classifica-
tion efficace de nouveaux échantillons, une régressidtidimensionnelle non supervisée est
proposée, sans fixer a 'avance le nombre de parametoesgaires.

Ces outils seront testés et comparés aux outils usueteptés dans la littérature. De plus,
I'utilité de la réduction de dimensionalité sera étallans plusieurs domaines tels que I'analyse
de texture ou la classification de formes.
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La premiere étape de I'apprentissage de variété denaiseprésenter les données dans
un espace réduit de dimension réduite. L'objectif deecegprésentation peut &tre multiple :
regrouper les points ou respecter les distances entre iets ppour citer les objectifs usuels.
Selon I'objectif, I'algorithme de réduction de dimensiotilisé pourra étre différent : soit des
Laplacian Eigenmapsu un MDS métrique.

Les exemples proposés couvriront des variétés tellesegBwissRoll (fig2.3) ou le SCurve
(fig. 2.4) qui sont des variétés de dimension 2 dans un espace deslone. La base COIL-20
a été utilisée pour les exemples basés sur des imageagit d'images de 20 objets distincts.
Pour chacun des objets, 72 images ont été prises, chasuses angle different. A cet effet, les
objets ont été placés sur une table tournante avec umeipplotographique fixe et une image
a été acquise tous les 5 degrés (soit donc une rotatioplétarde I'objet). Chaque image a été
segmentée pour enlever le fond de I'image et le rendre nos mise a I'échelle pour obtenir
des vignettes de taille 128 x 128. Chaque jeu de donnéespgeteamétré par un seul parametre,
a savoir I'angle de rotation de I'image, il représente vagété de dimension 1 dans un espace
de dimension 16384.
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2.1 Choix d'un critere de reduction

L'approximation choisie sera celle des distances géqdés. En effet, comme il sera ob-
servé dans la partie sur les résultats @ig.9, I'utilisation du laplacien ou du hessien du graphe
conduit & une approximation locale dont les résultatooné gas adaptés aux besoins exprimés,
a savoir respect de la structure globale et des distancesassi visualisation.

Tout comme pour I'algorithme Isomap, les distances géiogées seront approximées par
les distances aux plus proches voisins puis par la mise amediun algorithme du plus court
chemin dans le graphe résultat. Une telle approximati@s @ffets suivants :

— les distances aux proches voisins sont sous-estiméespant a leurs distances géodésiques,
— les distances de proche en proche seront des surestimdgsndistances géodésiques
réelles.

Il est donc nécessaire de :

— tenir compte de la sous-estimation des distances entsespgui peuvent de plus étre
polluées par du bruit,

— considérer que le colt doit étre robuste pour faire faoe points aberrants, de cette
maniere les grandes distances ne deviendront pas pré&@ones sur les autres distances
plus faibles.

Voici la fonction de colt retenue :

SP(Y>X) = Zi,j \/7 + [dl(yi>yj) - d2($i>wj)]2
7—2+[dl(yiayj)_d2(wi?wj)]2 di(y;,Y;)
\/ T2 o+di(y;,y;) @1

avecd, la distance dans I'espace original, géodésique; & distance dans I'espace d’arrivée,
généralement euclidienne.

Le premier terme est le terme robustegtant une petite valeur de telle sorte que la racine
carrée reste toujours dérivable. Le second terme periaet&érer la convergence de l'algo-
rithme lorsque la distancé, approche mal la distancg, le colit devenant alors quadratique
lorsque la difference est supérieure.&nfin, le dernier terme permet de pondérer de maniere
faible les faibles distances, sous-estimées ou bryitgsieures a, contrairement a la fonc-
tion de colit proposée par Sammonic) qui propose un poids hyperbolique pour les distances
faibles.

2.2 Optimisation de la fonction

Cette fonction de colt possede un grand nombre de pamesnét nombre de points mul-
tiplié par la dimension de I'espace réduit. Il existe puss minima locaux. De plus, cette
fonction de colt est insensible aux isométries, il exddac une infinité de solutions. Afin
d’éviter tout probleme numérique (lorsque les coordmmont une moyenne tres élevée devant
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FiG. 2.1: Allure de la fonction de coit suivant la direction adsdente, le point symbolisant le
résultat local de la recherche du minimum.

'amplitude de leurs variations, les calculs sont quaeggi®t sujets a de grandes erreurs), les
coordonnées réduites seront toujours centrées.

L'optimisation d’une telle fonction de colt est génerakent effectuée a I'aide d’une des-
cente de gradient conjugué. Ce genre d’optimisation poerfonction de colit non convexe
rencontre frequemment un minimum local. Pour pallier cgbf@me, plusieurs optimisations
peuvent étre effectuéem(lti-star) ou une stratégie adaptée a la fonction peut étre egdesa
C’est cette derniere solution qui a été envisagée.

2.2.1 Caraceristiques de la fonctiona optimiser

Lors d’une initialisation aléatoire, la fonction de cdé@tiong du gradient est asymptotique-
ment quadratique en fonction de la taille du pas, comme cegjuttendu (fig2.19. Un zoom
sur le graphe indique que la fonction de colt est multimeeéalque la direction de descente
ne donne pas lieu au meilleur minimum (fgg10. Cela indique que I'optimisation de cette

s
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fonction peut facilement rester bloguée dans des minirtaubo avec une descente de gradient
classique. On note aussi que le pas nécessaire dans laairde descente est tres faible, la
fonction de colit augmentant rapidement par la suite. Eanahe, pres du minimum global,
la fonction est robuste (fi®2.19, indiquant que les distances sont globalement bien essm”
Lors de la derniére itération, le minimum global n’est pé®int (fig.2.1d). En effet, un pas
faible pourrait permettrait d’obtenir un minimum plus fi@pmais la variation de ce minimum
est inférieure au critere d’arrét.

2.2.2 Optimisation classique

Données: Coordonnées originaleg(ic1,...1)

Résultat: Cordonnées réeduiteg (i€ 1,...1)

début

Initialiser les points a zéro;

répéter
Ajouter un petit niveau de bruit a chaque
Optimiser tous lex; en méme temps par une descente de gradient;
Centrer lese;;

jusqu’a convergence

fin
Algorithme 1 : Optimisation classique

Afin d’échapper aux minima locaux, un optimiseur classiguec une descente de gradient
est utilisé, avec I'addition avant chaque itération dhroit gaussien dont 'amplitude décroit
en fonction de I'indice de l'itération (algorithnig. La variance du bruit est aussi directement
fonction de la valeur de la fonction de codt.

En revanche, cette stratégie ne permet pas d’éviter amusptima locaux, et une seconde
stratégie plus complexe est proposée.

2.2.3 Optimisation par incorporations successives

Les incorporations successives de nouveaux points pemmiete mieux éviter les minima
locaux (algorithme2). En effet, le minimum global peut étre facilement att@iotir un faible de
nombre de points pris simultanément. Lorsqu’un nouveaut jgst ajouté, la contribution de ce
point au colit est important et le déplacer permet d’atiriun minimum global pour celui-ci.
Une optimisation globale permet de se placer rapidemené snimimum global de la fonction.

2.3 Slection d’une dimension a@&quate

La sélection de la dimension peut se faire naturelleméaide du Scree-testfat6q. L'op-
timum de la fonction de co(t est calculé pour plusieursatigions de I'espace réduit. Lorsque
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Données: Coordonnées originalegic1,...1)
Résultat: Coordonnées réeduite®f i€ 1,...1)

début
Choisir un sous-ensemble aléatoire de (typiquerh@npoints et optimiser en

utilisant I'algorithmel;

tant que il reste des pointa incorporerfaire
Incorporer un nombre défini de points (par défaut 1, avecderdonnées

réduites aléatoires);

Optimiser en ne déplacant que les points nouvellemeptpaorés (descente de
gradient);

Optimiser tous les points simultanément (descente deegrgd

Centrer lesr;;

fin
fin
Algorithme 2 : Algorithme d’optimisation par incorporations successiv

'augmentation du nombre de dimensions ne permet plus dendende maniere significa-
tive I'optimum, la dimension adéquate a été trouvéeaurP® SwissRoll (fig2.3), ce graphique
est exposé dans la figuBe2apour plusieurs niveaux de bruit differents. Ce graphiquaire
gu’'au-dela de deux dimensions, le minimum de la fonctiocalg ne s’améliore plus, ou tres
peu par rapport a I'amélioration lors de I'addition desixipremieres dimensions : le SwissRoll
peut donc se modeéliser par une variété de dimension 2.

En ce qui concerne certains échantillons de la base COI[~20V196], la figure 2.2b
montre que ces données sont représentables dans un dspdiogension 2, ceci par un cercle
(voir fig. 2.119.

2.4 Resultats et comparaisons

Les figures2.3 et 2.4 exposent les deux variétés qui seront principalemelis&gis comme
tests. Dans chacun des deux cas, une figure expose lawatethéme et la seconde figure pro-
pose les coordonnées d’origine utilisées pour gérareariétée. Seul le SCurve est une variété
dont la transformation entre I'espace de départ et cehluiridée est unitaire (le déterminant
du jacobien de la transformation vaut un en tout point de ttase). Cette propriété permet de
créer un test spécifique outre le test visuel de vérificatie la structure. En effet, si la réduction
de dimension réduit en dimension 2, il est alors possiblecteparer les coordonnées réduites

réelles et les coordonnées réduites a une transfaymatiine pres.
2.4.1 Presentation des rathodes utilises

La méthode présentée precédemment sera comparéethddes globales et a 4 méthodes
locales :

8
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(a) SCurve (b) Coordonnées d’origineavec une des-
cente de gradient classique

FiG. 2.4: SCurve

— I'ACP [Jol07 étant I'outil usuel pour la réduction de données et lsuaiisation, une
implémentation de référence a été utilisée afin diawo étalon de comparaison;

— Isomap [ dSLO( consiste a trouver de maniere analytique a l'aide du MI2Ssique un
jeu de coordonnées dans un espace euclidien tel que lasckstgéodésiques estimées
sur la variété sont conservées. La fonction optimespgivalente est :

Siso(Y,X) = |[H(Dy - DX)H | ;
— le Non Linear Mapping$am69 consiste a optimiser une fonction

1 5 [di(y;,y;) - do(@i, ) 2
i di(y;, yj) ij di(y;, yj) 7
avecd; une distance sur la variété (dans le cas présent la dsg@odésique approchée)

et d, la distance euclidienne dans I'espace réduit;;
— CCA [DH97] propose une autre fonction de codt,

Scea(Y, X)) = Y [di(y;,y;) — do(s, ;) F (do(4, 2;)),

ihj

Ssam(Y, X) =

avecF'(z) =1 pour|z| < A et0 sinon, avec\ bien choisi.

Cette fonction est non convexe et dite récursive car legpbid qui module le colt as-
socié a une distance permet de ne pas tenir compte lorgpkintisation des distances
estimées trop grandes (tandis que la fonctinutilise les distances géodésiques ap-
prochées). Malheureusement, cela entraine une norexib@de la fonction et une diffi-
culté d’optimisation. Larticle de référence utilise@ioptimisation stochastique, mais la
méthode utilisée pour optimiser cette fonction estedéfite car la méthode initialement
décrite ne permet pas d’obtenir un optimum global accéptalne modification de I'al-
gorithme par incorporations successives sera utileséayoir que lors de I'incorporation,

=




26 CHAPITRE 2. FEDUCTION DE DIMENSION

un nouveau point sera ajouté et déplacé avec un semibximum (de sorte a pouvoir
placer le point proche de sa place optimale), puis tous leggpsont optimisés avec un
seuil A décroissant linéairement avec le nombre d’'incorponatide points entre 99% des
distances et 5% des distances dans la matrice des dista@unssigues ;

— LLE[RSO(Q est la premiere des quatre méthodes locales envisgg@eprincipe consiste
a conserver les coordonnées barycentriques entre Iatspatileurs voisins respectifs (il
s’agit d’'une notion de similarité). La matrice des simitiés S est obtenue en résolvant
I'équation pour chaque poiat; par rapport & son voisinagé(x; ) :

(LL'Z' - XJEN(wZ))(wZ - XjEN(wi))TSi =1.

Une fois la matrice des poids normalisée (la somme desdigetunitaire), une matrice
symétriqueL est calculée :

L=(I-8)%(I-89).

Par la suite, les vecteurs propres de cette matrice sontleslet ceux dont les valeurs
propres associées sont les plus faibles (sauf le premeéemgitent de définir un espace
réduit;

— lesLaplacian Eigenmap@d.EM) [ BNO3] ont pour objectif de calculer le laplacien norma-
lise du graphe de similarité (avec une similarité mesux1'aide d’un noyau gaussien par
exemple sur les plus proches voisins, mais cette fois-ci @eiéne symétrique). La ma-
trice des poidsS est normalisée a I'aide de la matrice diagonBleontenant la somme
des poids selon les lignes ou les colonnes en la matrice thclap normalisé du graphe
L = D'?SD 2, A partir de ce laplacien normalisé, des coordonnées greudtre
extraites tout comme pour LLE ;

— lesDiffusion Maps(DM) [CLO6] calculent elles aussi le laplacien normalisé du graphe
mais en considérant les similarités entre tous les ppints

— lesHessian Eigenmap$lEM) [D G0 estiment le hessien du graphe plutdt que le lapla-
cien. Pour cela, le voisinage de chaque point est projetéespace tangent autour du
point, lui-méme obtenu a partir du méme voisinage (&é€al’une analyse en compos-
tantes principales). A partir de ce voisinage, le hessieastgné selon chaque couple de
directions de I'espace tangent et ceci pour chaque cooé#oda I'espace d’origine. A
I'aide de ces estimations, une matrice symétrique egtecpeliis decomposée en valeurs
propres et les vecteurs propres dont les valeurs propresuitas sont les plus faibles
sont sélectionnés pour définir les coordonnées daggdee réduit. L'implémentation de
reférence a été utilisée lors des comparaisons.

2.4.2 Resultats etevaluation

Avant toute chose, les parametrestjeont été fixés et sont identiques pour tous les essais.
~ a été fixé al0-7, 7 a 60% des distances géodésiques estiméesaet% de ces distances.
D’autres algorithmes tels que lésplacian Eigenmapsu lesDiffusion Mapsnécessitent de
changer de parametres selon le jeu de données utilisénoower une solution optimale.
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FIG. 2.5: Evolution du stress pour un point central et évolutie la structure
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(c) Itération 70 : stress
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(d) Itération 70 : structure

FiG. 2.6: Evolution dustresspour un point centrad, (une couleur foncée représente une forte
difference|d; (y;, y,) — d2(x;, xo)|) et évolution de la structure (les couleurs reprenner¢sel
de la figure2.3, permettant de vérifier la réduction correcte de la vajié
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Avant d’exposer les résultats, les figua$ et 2.6 exposent I'évolution du colt (parfois
aussi appel&tressdans la litterature anglaisé);(y;,y,) — da(x;, ;)| entre un pointi du
Swissroll et I'ensemble des autres poiritainsi que la structure des points (avec la carte des
couleurs associée au SwissRoll). Une couleur pale irdique grande adéquation entre les
deux distances. Au départ, les points étant tirés a@il@ahent, il y a peu d’adéquation. Tres
rapidement, I'espace réduit prend forme de maniéerewdteqles points extrémes par rapport au
point considéré possedent une distance bien estire@gjia’est pas le cas des points centraux
qui seront déplacés petit a petit lors des iterationgasiies. Lors des dernieres itérations, les
points les plus critiques sont proches des zones peu étbramées, lorsque la distance entre
plusieurs voisins presque proches est mal estimée.

Deux tests permettent d’évaluer la réduction de dimensio

La premiere est la comparaison visuelle. Il s’agit de fi@rique la structure de I'espace
réduit correspond a la structure d’origine (exposéeeXigbpour le SwissRoll et fig.4bpour le
SCurve). Le SCurve a donc été compressé par chacune dethedes présentées et le résultat
est donné dans les figur2s/ pour la version non bruitée t8 pour la version avec 5% de bruit
(par rapport a la variance totale des coordonnées desspoin

Visuellement, seuls I'ACP, LLE ou le8iffusion mapsie donnent pas un résultat clairement
satisafaisant, tandis que leaplacian Eigenmapsespectent la structure en agglomérant les
points entre eux. LeBlessian Eigenmapsemblent donner le résultat le plus régulier, puis la
méthode présentée (moins de trous agrandis dans l'espduait) puis CCASsam et Isomap.

En présence de bruit, seuls ldessian Eigenmapseffondrent visuellement. Cela se com-
prend car I'approche est completement quadratique et slemgible au bruit. En revanche, des
fissures plus nettes apparaissent&siy, a cause du coté récursif de la fonction de colt (une
fissure qui est apparue ne peut que s’agrandir).

Les représentations de I'espace réduit pour le SwisqRgll2.9) entrainent globalement
une conclusion identique a celle pour le SCurve. En revanigsLaplacian Eigenmapse
permettent pas d’obtenir de résultat satisfaisant, ceguétrouve dans la littérature408].

Pour le deuxieme test (tab.1), la difference entre les coordonnées originales et des-c
données réduites est calculée. Il s'agit de la norme dbéfius de la matricX * - W X avec
X * les coordonnées originaleX, les coordonnées réduites estimeeBeta matrice de trans-
formation affine minimisant cette erreur. Un bruit gaussiariaplacien est ajouté a la variété
(en pourcentage de la variance des coordonnées de |té&)yati@n dernier bruit de perturbation
impulsionnel est ajouté a la matrice des distancesegqdés (le bruit impulsionnel est un bruit
laplacien ajouté a 12.5% des distances dans la matrigariEnce du bruit étant déterminée par
rapport a la difference des distances géodésiqueskdiemnes dans I'espace réddit- d, ou
d, a été calculé pa$p).

Ce testindique clairement quelles sont les méthodes dpramsion qui tentent de conserver
les distances géodésiques. Si tel est I'objectif @ésieules Isomagp, Ssam €t Scca peuvent
étre envisagéesicca est tout de méme tres instable du fait de la récursivetéadonction et
c’est ce qui explique les résultats surprenants avec uhdaussien a 5%. Méme si leéssian
Eigenmap®ffrent un résultat tres bon en I'absence de bruit, lefoperances s’effondrent des
que celui-ci est legerement présent. Cela est confiranéaplittérature DG0J, méme si cette

=
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FIG. 2.7: Espace réduit pour le SCurve non bruité

Bruit ACP | Iso. SP SSAM SCCA LLE | LEM | DM | HEM
Aucun 43.6]3.01| 2.29| 261 | 3.01|40.1| 21.1 | 67.5| 3.05
Gaussien 5% 43.6 | 8.55| 2.94| 2.60 | 6.22 | 90.2| 23.5| 67.7| 18.6
Laplacien 2%)| 44.4| 7.01| 6.46| 6.10 | 4.70 | 69.2| 23.5 | 67.5| 20.5
Impuls. 200%| n/a | 3.80| 2.93| 3.22 | 3.09| n/a | n/a | nfla| nla

TAB. 2.1: Norme de la matrice entre les coordonnées origingtidss coordonnées réduites
apres transformation affine
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FIG. 2.8: Espace réduit pour le SCurve bruité par 5% de bruisgi@n
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(b) Extrait 11 (Piéces de bois)

Fic. 2.10: Extraits de la base COIL-20

méthode possede I'avantage de ne pas trouer la vagétine les autres méthodes.

Enfin, en ce qui concerne les temps de calcul, les méthodealo@ant pas les distances
géodésiques sont les plus rapides, de I'ordre de la mpate 2000 points sur le SCurve ou
le SwissRoll. Les méthodes basées sur ces distances iemsgptt une fonction de maniere
numeérique sont plus longues que Isomap (12 minutes paantiap contre 70 minutes pabis
avec le premier algorithme atsay, €t 36 heures avec I'approche avec incorporations succes-
sives, 48 heures podicca).

La compression d’un exemplaire de la base COILf2Q [196] permet de détecter la maniere
de compresser une variété de dimension 1 représentanigledans un espace reduit. Cet angle
peut étre représenté en 2 dimensions par un cercle.i@edatils de réduction de dimension
ont été testés sur le premier extrait (fiy109 de la base, un canard tournant sur lui-méme.
Les résultats (fig2.11) montrent que les outils respectant la distance géodégigrmettent
de retrouver ce cercle, ce qui n'est pas le cas des outilsiotds que LLE, led.aplacian
Eigenmapsu lesDiffusion Maps Un autre extrait (fig2.100) permet d’obtenir des résultats
equivalents.

Dans tous les exemples considérés, la distance eucteli@reété utiliseée pour approcher la
distance géodésique sur la variété. Selon les jeux de&hs, cette distance pourra étre rem-
placée par une autre distance plus pertinente.

&
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FiG. 2.11: Espace réduit pour les canards de la base COIL-20

2.5 Conclusion

Une méthode robuste de réduction de dimension a éseptée avec des comparaisons
avec les méthodes standard actuelles. L'ACP, la méthederglement utilisée pour résoudre ce
probleme, n'est pas capable de reproduire la structurdatasees dans un espace de dimension
minimale, contrairement aux autres méthodes préserites méthodes travaillant sur le lapla-
cien du graphe ne respectent pas les distances géodesiguia varieté mais souffrent aussi
d’autres inconvénients critiques tels que la sélecties phrametres ou l'incapacité de trouver
un espace réduit correct pour une variété. En revandies,ant comme avantage indéniable la
capacité a travailler sur une matrice creuse et doncragttne I'utilisation de plusieurs dizaines
de milliers d’échantillons. Lebklessian Eigenmapsi elles présentent un intérét en I'absence
de bruit, présentent une sensibilité qui empéche lelisation sur des variétés réelles.

Les méthodes cherchant a conserver les distances d'@tespl’autre obtiennent logi-
guement les meilleurs résultats. Isomap permet d’obtapidement un résultat, malgré une
sensibilité aux points aberrantScca €st une évolution d’lsomap sans tenir compte des points
éloignés, ce qui la rend trés sensible aux probléemegtisiisation.Ssav quant a elle est une
solution robuste mais augmentant la sensibilité desgsetlistances. Finalemerdy est une
solution robuste dans toutes les situations, en I'abseabewdt ou en présence de fortes pertur-
bations des distances.



Chapitre 3

Regression et modlisation des doniees

Sommaire

3.1 Regressionglobale . .. ... ... .. .. ... . 36
3.1.1 Reégressionsimple. . . ... ... .. 36
3.1.2 Régression avec optimisation d'une fonctiondecoli. . . . . . .. 37
3.1.3 Approximation d'unnouveau point. . . . ... ... ... ... ... 40

3.2 Régressionparblocs. .. ... ... . . ... ... 41
3.2.1 Positionduprobleme . . . ... ... 41
3.2.2 Partitionnement parcorrélation . . .. ... ... ... ... .. ... 41

3.3 Resultats . .. .. ... . e 42

3.4 Conclusion . . . . .. e 46

La régression consiste a définir une fonction d’appration entre I'espace rédui? et
I'espace de dépalRr. La fonction qui sera définie ici est une fonction affine parceaux.

Contrairement aux techniques mélant réduction et ssjve, la régression considérée ici
n'utilise pas les données dans I'espace d’origine uneléimodele appris. Ceci est aussi la
difference entre une fonction d’approximation et une farcd’interpolation, cette derniere ne
permettant pas de compresser la variété représentsepachantillons.

Un grand nombre d’algorithmes de régression peuvenfsaaéem problemes de régression
monodimensionnels. L'algorithme présenté ici tire pdet la multidimensionnalité grace a un
modele d’erreur global permettant de gérer le nombre dédehes.

Dans un premier temps, une méthode de régression globtle les deux espaces sera
présentée. Par la suite, une méthode de régressiomgeartiasée sur la premiere méthode sera
proposée. Enfin, ces differentes méthodes seronetesté les jeux de données utilisés pour la
réduction de données.

Afin de simplifier les notations, les coordonnées d’origgnat augmentées d’une constante
valantl {e., X = (X, 1)).

35
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3.1 Regression globale

Le modele simple consiste a séparer I'espace de dapplhtisieurs régions, chacune d’elles
étant associée a un modele affine. L'appartenance damt p I'un des modeles affines est
décidée par une fonction d’appartenari¢e). Celle-ci indique quel est le modele a utili-
ser a I'aide d’'une estimation de densité par la méthodendgaux oukernel-density estima-
tion [DHSO0(. La probabilité d’appartenance est donné par un m&aleggaussiennes, chaque
gaussienne ajoutant sa probabilité a celle du modelaagile est associée. Par la suite, on
parlera simplement de mélange de gaussiennes en se mp@dette méthode.

Le probléeme a résoudre peut donc se mettre sous la forme :

f(, Wlk,f[() = argminK’Wl 10 Z F(yj - WH(a;j)azj) (3.1)
j

,,,,,

avecW . les équations des modeles affinegelieur nombre total.

Sous I'hypothése d’un bruit gaussien isotrope commurnua tes modeles linéaires;()
est la norme 2 d'un vecteur. Linterét d’utiliser cetterfarlation est sa simplicité de mise en
oeuvre et d’optimisation. C’est aussi a cet endroit guiegsbduite la multidimensionnalité de
I'algorithme, toutes les coordonnées étant modélisgeméme temps et non séparément.

3.1.1 Regression simple

Le premier algorithme proposé (Alg8) est un algorithme stochastique visant a créer une
régression rapidement.

Entr ées: coordonnées originales et réduitgs, (€ 1,... I et®;,iel,...1)
Sorties: étiquettes/), matrices des modele®y(,) et variance du bruit (variance d&3
début

tant que il existe un point dont les voisins ne sont [Eisjueésfaire
Prendre un point au hasard dont les voisins ne sont pasé&ju

Calculer la matricd¥V ;. décrivant le voisinag€ ;

Mettre a jour les étiquettes et toutes les matri@gs

Supprimer tout modele (étiquette et matrice) ayant treg gee pointsd);
fin

fin
Algorithme 3 : Mise en correspondance linéaire par morceauRiédewise Linear Mapping
PLM1)

@ SoitY; la matrice composée dgs voisins dey; et X ; la matrice correspondante des
x; associés. La matric” est estimée a partir de I'équatidn, ~ W X, par moindres
carrés.

(@ Un point est attribué a un modele linéaire si le carrdadaorme de l'erreur de re-
construction est inféerieur & un facteur fois la varianssogiée au modele linéaire. Les
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étiquettes des points déja étiquetés sont remisesaesec Apres les mises a jour, les
modeles sont recalculés.

(3 Siun modele linéaire a peu de points, la matrice qui leitlee peut pas étre calculée.
Dans ce cas, le modele linéaire est supprime.

Cet algorithme n’optimise pas la fonction de colt de mangxplicite et ne permet pas
de choisir un critere d’arrét basé sur le nombre de nexdéu sur I'erreur résiduelle. De plus,
des points peuvent ne pas étre assignés a un modelej n&sjupas génant lorsqu’un grand
nombre de points d’apprentissage est donné. En revanohe] algorithme est tres rapide et
permet donc d’obtenir une premiere approximation rapitem

La figure3.1 montre I'évolution de I'algorithme. La premiére colonmeose dans I'espace
réduit I'évolution des étiquettes associées aux einhe couleur par étiquette, et la couleur
noire indique qu'aucun modele n’est assigné au pointsldarla premiere itération (fi§.19,
seule une fraction des points est assignée a un modalenetseule cette fraction peut étre
modélisée (fig3.1h. Apres la création d’un modele local, celui-ci est pgp pour englober
une partie plus importante des points (figld. A la fin de I'apprentissage, la variété n’est
pas modélisee de maniere fine (f&g1f), un nombre relativement faible de modeles ayant été
géneérés. |l est aussi a noter qu’il peut rester des paiah étiquetés a la fin de I'apprentissage
(fig. 3.19, si aucun modele ne peut les décrire correctement etis iisinages ont déja été
étiquetés.

3.1.2 Regression avec optimisation d’'une fonction de ca

Afin d’optimiser de maniere explicite le problerel, un algorithme basé sur la vraisem-
blance est proposé (algé). Contrairement a I'algorithme précédent, tous lesitsosont tou-
jours assignés a un modele. La sélection d’'un pointera sjouté un modele est effectuée
par vraisemblance.e., les points qui ont une erreur de modélisation importaneel (raisem-
blables) sont utilisés pour générer un nouveau mod&leboucle interne d’optimisation de
la vraisemblance est une version modifiee d’'un algorithie[ EH96. En effet, la premiere
étape consiste a supprimer les modeles qui ne pourrgrétpamis a jour, puis la phakspec-
tation met a jour les modeles et finalement la phissimizationmaximise la vraisemblance,
permettant d’optimiser I'équatiob. L

Cet algorithme permet de contrdler de maniere plus fineukditg de la régression. Un
nombre de modéles maximum peut &tre spécifié en s@heit un critere d'information adéquat,
mais I'optimisation est bien plus longue que celle utilisbaigorithme 3. La connexité des
modeles est assurée a la fin de la convergence. Si les@ssignés a un modele ne sont pas
connexes (en considérant keplus proches voisins), le modele est découpé et la wrditance
est a nouveau maximiseée.

Le critere d’'information utilisé par la suite sera le eré d’Akaike [Aka74 dont la formule
estAIC() = 2K1J - 2In(L) ou L est la vraisemblance de la régressién,le nombre de
modeles/ la taille de I'espace d’origine et la taille de I'espace d’arrivée.

Enfin, cet algorithme ne trouve pas forcément de meillewtéteque I'algorithm@ lorsque
peu d’échantillons sont disponibles.

&
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Entr ées: coordonnées originales et réduites, (€ 1,... I et®;,iel,... 1)
Sorties: étiquettesi(), matrices des modeled)(;,) et variance du bruit (variance dé3

début
Créer un modele linéaire pour décrire tous les points;

répéter
ID(E)éterminer un ensemble de points dont la vraisemblangepdtdenir aux
modeles existants est faible;
Choisir I'un de ces points;
Calculer la matricd¥ ;. décrivant le voisinage de ce point;
Assigner chaque point au modele le plus vraisemblable;
répéter

Supprimer tout modele ayant trop peu de points;

Mettre a jour les modeles;

Assigner chaque point au modele le plus vraisemblable;
jusqu’a convergence
Veérifier la connexité des modeles;
jusqu’a un critere d’information crdt ;

fin
Algorithme 4 : Mise en correspondance linéaire par morceaux 2 (PLM2)

La figure 3.2 montre I'évolution de l'algorithme. Au départ, un modgkymbolisé par la
couleur rouge) englobe la totalité des points. Un nouveadéaie (représenté par la couleur
verte fig.3.29 est alors ajouté (fig3.2h) et englobe une fraction des points. Lors de la maximi-
sation de la vraisemblance du modele, la connexité duiprenodele (représenté par la couleur
rouge) n'est plus assurée et un troisieme modele estaleée (fig3.2cet fig.3.2d). Apres maxi-
misation de la vraisemblance du modele, d’autres mogh&lagent étre ajoutés (représentés par
la multitude de couleurs sur la figufe2d. Lorsque le critere d’information est satisfait, le
modele est finalisé (fig3.2f), et dans le cas présenté, un grand nombre de modelegtrepu ~
ajouté aux endroits les moins vraisemblables.

3.1.3 Approximation d’un nouveau point

A partir des coordonnées dans I'espace réduit, il estseggire de sélectionner le modele
adéquat a utiliser pour reconstruire le point dans I'espariginal. Le modele choisi sera le
modele le plus probable en calculant la probabilité dapgnance a partir d'un mélange de
gaussiennes dans I'espace réduit. La largeur des ganssisara spécifique a chague modele et
sera calculée a I'aide du facteur de Scéti§9]. Ce facteur est fonction du nombre de points
n et de leur dimensiod : i = n~1/?", On obtient alors le modele & utiliser en calculant :

1
K ; ; Nz($k|ww Ek)
card{i, (i) = k} z’JI(%:)—k

1= argmavy-1

avecy; = h? cov(; i(x,)-k)
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FiG. 3.3: Trois coordonnées dans I'espace d’origine traeadenction de I'angle pour le pre-
mier jeu de données de la base COIL-20, les canards.

3.2 Regression par blocs

Malheureusement, une régression globale ne peut corivemites les variétés. En effet, les
variations des coordonnées dans I'espace d’origine doétee simultanées, ce qui n’est pas le
cas de maniere générale.

3.2.1 Position du probEme

Les coordonnées d’une variété complexe corresporaamt jeu d'images ne varient pas
forcement ensemble (fi§.3). La solution consiste a regrouper les coordonnées ayanbm-
portement semblable (ayant une forte similarité) puifféctier une modélisation sur chaque
groupe, ou bloc de coordonnées.

D’apres la figure3.3, les coordonnées de cette variété ne peuvent pas &itigjudes de
maniere conjointe. Il est donc nécessaire de trouverdegiebnt les coordonnées variant en-
semble afin de les regrouper pour créer une régressiorchaque groupe ou bloc. Par la suite,
'approximation d’un nouveau point s’effectue comme poue uégression globale, chaque
régression contribuant a approcher une partie des cooédss.

3.2.2 Partitionnement par corrélation

Le probleme a résoudre est celui de la classificationtsgecprésentée en introduction
(1.5.9). A partir d'une mesure de similarité, les coordonnéexpes seront regroupées.

La mesure de similarité retenue ici est la corrélatiogdine. Il ne s’agit pas de la mesure
optimale pour mesurer si deux coordonnées peuvent etetels par une fonction affine par
morceaux. En effet, si deux variables sont corréléesairement, elles peuvent étre décrites par
la méme fonction linéaire par morceaux. En revanchesdgproque est fausse. La solution uti-
lisée ici (algo5) est une solution basée sur I'algorithme géné&talC04], permettant de ne pas
fixer le nombre d’agrégatsl{isterg a priori. Malheureusement, cet algorithme est coliteux en

&
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temps et nécessite de calculer la corrélation d’'un gramalme de paires de coordonnées (il est
possible de ne pas calculer toutes les corrélations @el'diun algorithme d’évaluation dit pa-
resseux olazyen anglais). De plus, la corrélation linéaire sous-estinta mesure recherchée
(la possibilité de reconstruire avec la méme fonctionmarceaux), un nombre plus important
gue nécessaire d'agrégats est créeé.

Entr ées: Corrélations entre les coordonnées originatesi((y,,y,), (i,7) € [1,...1]%)
Sorties: Etiquettes ¢;)

début

tant que deux points noltiqueésy, ety existentfaire

Créer un nouvel agrégat a partir gg

Assigner a cet agrégat tous les points non étiquetéslasquelgy, a une forte
corrélation;

fin
tant que un point norétiqueé y, existefaire

Créer un nouvel agrégat a partir gg

Assigner a cet agrégat tous les points non étiquetéslasquelgy, a une forte
corrélation;

fin

fin
Algorithme 5 : Partionnement dans le graphe

3.3 Resultats

Afin de vérifier le fonctionnement de la régression, chgopiat d’apprentissage est recons-
truit a partir des coordonnées réduites par compresstitan difference entre le point original
et cette reconstruction est calculée. La variance de egt@r de reconstruction permet par la
suite de valider I'apprentissage.

La figure 3.1f expose la régression du SwissRoll avec I'algorithme PLEIgdrithme3)
tandis que la figur&.2f propose I'algorithme PLM2 (algorithm®. Comme cela a été indiqué
dans I'exposé de ces deux méthodes, I'algorithme PLMIrgshs précis que PLM2, en re-
vanche le temps de calcul pour 2000 points du SwissRoll sepmen minutes contre des
heures pour le second algorithme.

Lors des apprentissages exposeés ici, I'erreur moyennegh@ague coordonnée du Swiss-
Roll est de 20% pour l'algorithm@et de 2.1% pour I'algorithmé.

Les figures3.4aet 3.4b permettent d’obtenir les mémes conclusions avec le SCqguee
pour le SwissRoll. L'erreur moyenne pour chaque coordertheSCurve est ici de 3.1% pour
I'algorithme3 et de 1.4% pour l'algorithmé.

L'algorithme de réduction de dimensionnalité utilis@&mimpact faible sur le résultat de
I'algorithme 4. En revanche, l'utilisation desaplacian Eigenmapg’est pas conseillé car la
variété ne peut pas étre modélisée, vraisemblableaneause de la propension de I'algorithme
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(a) PLM1 (b) PLM2

FIG. 3.4: Régression du SCurve

a regrouper les points de forte similarité. L'utilisatid’'une méthode de réduction de dimen-
sion ne conservant pas les distances géodésiques awglmemmbre de modeles utilisés par
I'algorithme 3 principalement. En effet, si les distances géodésiqaesont pas respectées, la
régression locale par un modele linéaire n'est pas @énpeu de points sont alors affectés au
nouveau modele.

La figure 3.5 représente les échantillons modélisés de deux jeuxodeéks de la base
COIL-20. L’erreur moyenne sur une base d’apprentissage eatre 2% et 10% (sur toute la
plage de valeurs d’'une image) selon la complexité de oellees échantillons de la figui&5
ont respectivement 3.4% et 4.6% d’erreur d’apprentissagire de comparaison, une analyse
en composantes principales avec 2 vecteurs propres ergemelerreur de 14.2% et de 10.5%
respectivement et de 4.8% et de 4.9% pour une analyse avesciiius propres.

Lors d’'une projection régularisée (par maximanposterioripar exemple, présentée dans
le prochain chapitre), le terme additionnel peut étre bpbilisation de I'espace sous-jacent.
La figure 3.6 expose la densité de probabilité sur tous les pointsqcithsité est utilisée pour
une projection sur une régression par bloc par exempledai@es zones de la variété semblent
sur-représentées (les zones rouge bordeaux), en revdmcone d'intérét (Ia ou les points
d’apprentissage ont été réduits) est toujours bienéaprtée, ce qui permettra une projection
efficace. Les points d’apprentissage sont affichés paralassmoirs sur cette figure.

En ce qui concerne la régression par bloc (8d7), I'erreur de régression pour chaque
coordonnée est de 0.6%, soit une diminution de plus de 50%edeur d’apprentissage de
I'algorithme PLM2.

Tout comme pour la régression globale, la régression lpaskengendre une erreur d’'ap-
prentissage de 4.5% sur la base des canard$(fig. Si la qualité au sens quadratique est com-
parable, il n’en est pas de méme pour la qualité visuelaégression par blocs nécessite donc
un découpage respectant des criteres psychovisuelfieM@usement, la réalisation de tels
criteres reste un probleme ouvertfN0Z Enfin, le facteur limitant pour garantir une meilleure

&
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(b) Piece de bois

FIG. 3.5: Modélisations (régressions) de données de laGadk-20
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(b) a priori pour une série de la base COIL-20

(a)a priori du SCurve

FIG. 3.6: Carte da priori (densité de probabilité).
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FIG. 3.8: Modélisations par blocs de données de la base COIL-2
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gualité semble étre le nombre d’échantillons, mémeaisurombre plus restreint de coordonnées
par rapport a I'image globale.

3.4 Conclusion

Une méthode d’estimation d’'une fonction de mise en coomedpnce entre deux espaces
a été présentée. En coordination avec la méthode digction de dimensioibp présentée
précédemment, la qualité de cet apprentissage en 2 diorenest meilleure gu’un appren-
tissage a l'aide de 'ACP avec 15 vecteurs.

L'estimation de plusieurs fonctions de mise en correspoogl@our plusieurs fractions des
échantillons de la base d’'apprentissage a été intredDétte mise en correspondance permet de
diminuer I'erreur d’apprentissage par rapport a une niseocerespondance totale dans certains
cas, mais le facteur limitant la qualité reste le nombeelantillons de la base d’apprentissage.
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La possibilité de projeter un nouvel éléement sur laetériést primordiale dans le test d’un
individu contre une population : elle permet de classedRiidu dans une sous-classe de la
population et surtout d’indiquer les differences entiredividu et la classe.

4.1 Projection avec une egression globale

Dans le cas présent, la variété a été modélisée écdleantillons d’origine servant a I'ap-
prentissage ne sont plus disponibles. Dans le cadre dagression globale, chaque modele
linéaire représente une mise en correspondance entigauntie de I'espace réduit et une partie
(inconnue) de I'espace original. En projetant le nouvélagtillon sur chaque modele linéaire,
il est possible de retrouver le modele adéquat.
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4.1.1 Projection par maximum de vraisemblance

Pour chaque point projeté (un par modele linéaire), tilpessible de calculer sa vraisem-
blance connaissant la loi de I'erreur associée a la ssgya globale. Dans le cas ou celle-ci est
une gaussienne isotrope, une projection orthogonale pelerteouver I'optimum directement,
sinon une optimisation doit étre effectuée.

p(y,zy) = ply-Wyxy) (4.1)
= N(y- Wiz, X) (4.2)
(4.3)

La probabilitép(y, ;) du projetéx, d’'un pointy dépend ainsi de la probabilité de I'erreur
de reconstructioy - W, x,. et de la probabilité du point, dans I'espace réduit.

Lorsque la vraisemblance de chaque projeté a été eal@ulaide de la formuld.3 (dans
le cas d’'une loi d’erreur gaussienne), il suffit de choiswraisemblance la plus grande. En re-
vanche, ce modele a des limites car le meilleur projeté @eir des coordonnées a I'extérieur
de lazone associée a un modele linéaire. Il est donmpeitde considérer un terme supplémentaire
d’a priori (Qui peut aussi étre interprété comme une régulacsati

4.1.2 Projection par maximuma posteriori

A chague modele linéaire est associé un ensemble desptant I'espace réduit provenant
de l'apprentissage. Tout comme pour la fonction de régrask projection utilisera plusieurs
mélanges de gaussiennes identiques a ceux utilisedaprgression. Lors de la projection sur
un modele linéaire, la vraisemblance associée au @rdpts un sous-espace réduit sera ajoutée
a la vraisemblance du terme d’erreur.

p(y - Wkwk)p(wk)
N(y - Wizi|p, )

p(y7wk)

1
card{i,1(x;) = k} i7ﬂ(§;)=k./\/’i($k|wz’> Ze) (44

Ici, la densité de probabilite(x;) a une expression spécifique pour le model€haque
point dans I'espace réduit; appartenant au modele k({) = k) contribue & la probabilité
p(ick)

L'équation4.4 expose cette solution dans le cas ou 'erreur est gaussi®ans ce cas, il
est possible d’obtenir le maximum de maniere analytique, aptimisation avec méthode du
gradient conjugué&\\W06] sera utilisee dans le cas général.



4.2. PROJECTION AVEC UNE RGRESSION PAR BLOCS 49

4.2 Projection avec une egression par blocs

Lors d’'une régression par blocs, il n’est plus possiblerdggper le nouveau point sur chaque
plan ou plutdt sur chague combinaison de plans (un planlpar be qui engendre une explo-
sion combinatoire), ceci par maximum de vraisemblance ourximuma posteriori(pour
ce dernier, il n’'est méme plus possible de définir corraetet le termea priori). Il est donc
nécessaire de parcourir 'espace réduit pour trouverdgefe le plus pertinent, soit au sens du
maximum de vraisemblance ou du maximarmosteriori

Il est a noter que I'espace a parcourir est de faible dimoer®?, R3 en général), ce qui fait
gu’un parcours a l'aide d’algorithmes complexes tels guenéan-shift CM02, VHCO7] n’est
pas nécessaire, méme s'il peut &tre utile lorsque la e de I'espace augmente.

p(y - W]I(wk)wk)p(wk)
1
N(y - Wiz, xi|u, 21)5 ZN(QTM:U@', 3) (4.5)

p(y7 mk‘)

L'équation4.5propose la formule de calcul du maxim@nposterioridans la régression par
blocs (le maximum de vraisemblance est obtenu en ne caasidgas le second terme dans le
calcul). Pour chaque,, testé, un model®V 5, ) est constitué par blocs a partir dd8; 1, (x, )

(7 étant le bloc utilisé) indiquant la composition des meddinéaires a utiliser pour estimer
le point dans I'espace d’origine. La probabilisation desfiace réduit s’effectue avec un seul
mélange de gaussiennes dont la covariance est donné&g par

4.2.1 Utilisation d’'une grille réguliere

A partir des points de I'espace réduit, il est possible deicune grille réeguliere (figh.1)
et de tester chaque élément sur cette grille. Cette gtdie englober de maniére tres large
'ensemble des points issus de I'apprentissage afin de jpopnaposer un panel de points tres
large.

Malheureusement, cette solution nécessite une grékefine si la précision souhaitée est
élevée. Cette grille tres fine engendre un colt dont taptexité est celle du nombre de dimen-
sions de I'espace réduiO( N?) pourR?, O(N?3) pourR3, ...). Une solution plus adaptée doit
donc étre trouvéee.

4.2.2 Utilisation d’'une grille hierarchique

L'utilisation d’'une grille hiérarchique est une bonnewga@n initiale de remplacement. A
partir d’'un nombre fixé de points intéressants (dont k& est faible), une sous-grille est créée et
un nombre fixe de points d’intérét est a nouveau recufiay. 4.2). Ceci est effectué de maniere
iterative jusqu’a ce que la précision voulue (en termeldeement dans I'espace réduit) soit
atteinte.

&
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FIG. 4.1: Grille reguliere ou le point bleu est I'optimum gkl

i

FIG. 4.2: Grille hiérarchique, chaque point bleu étant umpautour duquel une recherche plus
fine sera effectuée. Le point vert est le point optimal, niaie se situe pas pres d'un point bleu

sélectionné.
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FiG. 4.3: Grille adaptative, ou chaque point bleu, potergiaknt optimal, est déplacé (seul I'un
d’entre eux est montré ici).

Un probleme inhérent a cette solution est que le poim aiveaul qui conduirait a I'op-
timum global peut ne pas étre sélectionné car il existemambre important de points tres
vraisemblables. Il est donc nécessaire de sélectiormaeombre important de points a chaque
niveau, ce qui ajoute a la complexité de cette recherche.

4.2.3 Utilisation d’'une grille adaptative

En coordination avec une grille hiérarchique, il est polgsil’optimiser localement le point
sélectionné. Apres la sélection au nivéales meilleurs points, ceux-ci sont déplacés par op-
timisation (fig.4.3). La fonction n’étant pas nécessairement continue aeded; (), une op-
timisation de Nelder-Mead{a09§, aussi appelée simplexe, permettra d’obtenir une me#le
solution.

4.3 Resultats

La validation de la projection nécessite plusieurs phases
— veérifier gu’un nouveau point de la variété se projetentsur lui-méme,
— valider la projection d’'un point n’appartenant pas a laéta sur la variété, de sorte que
le point projeté soit proche (en un certain sens) du poigtraal.
Le premier type de validation sera réalisée sur le SwiksRle SCurve tandis que le second
sera réalisé sur 'ensemble de la base COIL-20.

4.3.1 Qualite de projection

Deux mesures peuvent étre effectuées sur la qualité pi®jection :

— Est-ce que le point projeté sur la variété est élogum@oint original ?

— Est-ce que le point projeté dans I'espace réduit se mlagectement par rapport a son
emplacement théorique ?

&
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(c) Coordonnées réduites par projection par maxjd) Projection par maximuna posteriori avec
muma posterioriavec PLM2 PLM2

FIG. 4.4: Projection de nouveaux échantillons du SwissRoll

La deuxieme question peut étre résolue par 'utiligatie la méme mesure que dans le ta-
bleau2.1avec le SCurve. En effet, il est possible de calculer lesdmurées réduites associées
a de nouvelles coordonnées grace a la transformatioreadntre 'espace des coordonnées
originales et I'espace des coordonnées réduites (ce egtipas le cas pour le SwissRoll).

La figure4.4expose la projection de 2000 nouveaux échantillons duskabk. Les projec-
tions par maximum de vraisemblanceaposteriorisont visuellement treés proches, I'erreur re-
lative sur chaque coordonnée est de 1.1% et de 1.2% respeetnt. La difference est logique,
I'erreur relative étant une mesure quadratigue minimisér le maximum de vraisemblance,
contrairement au maximumposterioriqui propose un terme supplémentaire de régularisation.
En revanche, I'espace réduit correspondant est trésreifft. De maniere générale, la structure
est bien respectée, sauf pour certains échantillons @dailits. La projection par maximum
posteriori prend ici tout son sens puisque le nombre de ces échaustitiai réduits est bien
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plus faible que pour la projection par maximum de vraisemiza

Les conclusions avec le SCurve (fig5) sont identiques, le maximumposterioripermet
d’obtenir un espace réduit mieux structuré. L'erreuatigke est de 0.7% pour le maximum de
vraisemblance et de 0.9% pour le maximamposteriori En ce qui concerne I'erreur relative
de réduction, elle est de 13.6% et de 2.1% respectivemanbhBerve bien I'amélioration
considérable de la qualité des coordonnées réduites les deux types de projection. Dans les
expériences menées ici, le maximarposterioria proposé un espace réduit adéquat pour tous
les points, mais la variété est aussi bien moins courbédaeiSwissRoll.

Une régression par blocs a aussi été utilisee pour f@mojke nouveaux points sur la variété
(fig. 4.6) a I'aide d’'une grille adaptative et en estimant a chagu® [le maximuma posteriori
Les deux espaces montrent des points mal projetés etseth@me si I'espace réduit conserve
la structure de la variété (symbolisée par le dégraal@alleur de la figurd.69. De plus,
le temps de calcul bien plus important qu’une projectionlsumodeéle global ne permet pas
d’utiliser efficacement ce modele.

4.3.2 Projection avec occlusion

Une occlusion dans une image est une partie masquée deiogite 4.89. Plusieurs tailles
d’occlusion ont été considérées sur I'ensemble de s [6201L-20 et ces images avec occlu-
sions ont été projetées en utilisant plusieurs algorés :

— I’ACP avec deux vecteurs propres;

— I’ACP avec 15 vecteurs propres;

— I’ACP avec 15 vecteurs propres et une reconstruction tebus

— la compression pa¥p, une régression par PLM1 ou PLM2 puis une projection parmax

muma posteriori

La reconstruction robuste a été effectuée a I'aide deriation de colit de Geman-McClure
comme anti-log-vraisemblance de I'erreur de projectianligu et place du colt quadratique
d’une vriable alétoire gaussienne). Pour chaque pixéirdade a reconstruire, le colt est alors :

x2

f@)=—5—

)
02 + 32

aveco |'eécart-type du pixel calculé sur la population d’appissage.

La projection par maximuna posteriori utilise quant a elle une hypothese de variable
aléatoire de Laplace en lieu et place de la variable aleatmussienne utilisée lors de I'ap-
prentissage de I'erreur du modele. Cette variable aleap@rmet de mieux modéliser le bruit
réel engendré par l'occlusion.

Les projections dites réussies sont les projections ioiafje de la base d’apprentissage
la plus proche du projeté est I'image testée sans occlukies projections dites proches sont
guant a elles les projections ou I'image de la base d’apm®age la plus proche du projeté est
une image proche de I'image testée sans occlusion.

Malgré le nombre de projections réussies pour I'’ACP, éssiltats visuels sont tout de méme
en-dessous de la chaine de traitement présentée. Eraffgure4.8 propose la reconstruction

&
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(c) Coordonnées réduites par projection par maxie) Projection par maximum de vraisemblance
mum de vraisemblance avec PLM2 avec PLM2
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(e) Coordonnées réduites par projection par maxi) Projection par maximuma posteriori avec
muma posterioriavec PLM2 PLM2

FIG. 4.5: Projection de nouveaux échantillons du SCurve.
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(b) Points correspondants

FIG. 4.6: Projection de nouveaux échantillons du SCurve.
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55

FIG. 4.7: Projection d’'images avec ou sans occlusion pour aghgude données de la base

COIL-20.

&
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de chaque élément avec 40% d’occlusion avec I'’ACP puis Bapprentissage et la projection
présentés. Avec I'ACP, les objets ne sont pas reconrdéessace qui n’est pas le cas des autres
eléments reconstruits, méme lorsque I'objet n’est pagefe pres de I'élément sans occlusion,
celui-ci reste reconnaissable.

L'estimation de pose est aussi un critere intéressale cBhsiste a estimer la pose de I'objet
par rapport a sa pose théorique, puis un histogramme tésetdices peut étre tracé (fig.9).
Dans les deux jeux de données considéreés, les ressiiattsemblables :

— I’ACP avec seulement deux vecteurs n’est pas capableid@sta pose sans occlusion

et les performances se dégradent fortement avec une mglus

— I’ACP avec 15 vecteurs propres est stable, malgré lesusicais, estimant de maniere

correcte la pose, méme en présence de bruit,

— la chaine de traitement proposée obtient des résglbatparables a 'ACP a 15 dimen-

sions, et ceci avec seulement deux dimensions.

En utilisant une variable aléatoire robuste (variable dplace), les algorithmes présentés
en deux dimensions sont a la hauteur de I'outil de réf@ehACP, avec une fonction robuste
(Geman-McClure) dans un espace de dimension 15. Cetreathife de dimension permet une
simplification des outils nécessaires a la projectios {@soin d’'un algorithme Mean-Shift mo-
difié [VHCO7] pour parcourir 'espace réduit) et ne nécessite pas detifan de colt robuste et
non convexe, telle qu’'une fonction de Geman-McClure. Eeteifne fonction robuste convexe
telle que celle associée a une variable de Laplace (laitanealeur absolue) est suffisante.

Un testleave-one-oufBisO€ a été effectué sur le premier jeu de la base COIL-20, les
canards. 72 tests ont donc été réalisés, en dtantquelfais un élement difféerent. Un appren-
tissage a été effectué, puis la totalité des échanglide test (avec et sans occlusion) a été
projetée et classée par rapport aux 72 images d’origiaelaPsuite, la moyenne de ces 72 tests
a ete effectuée. Les tests sur le jeu de données onediemrésultats identiques aux résultats
précédents (exposés sur la figyr).

L'erreur de projection (entre le point projeté et le poiohnrprojeté) prouve aussi que la
chaine de traitement est meilleure que 'ACP a 2 ou 15 uesteropres. En effet, sur le
troisieme jeu de la base COIL-20, par exemple, 'ACP a 2atigions (avec une projection
robuste) présente une erreur de 14.8% sans occlusion7&olakec une occlusion de 40%.
L'ACP avec 15 vecteurs propres quant a lui présente desdad.3% et 20.1% respectivement.
Enfin, la solution présentée obtient 6.9% et 19.0%.

Le tableaw4.10reprend I'ensemble des données pour I'ensemble de la bafle-ZD (la
projection n'a pas été effectuée pour tous les jeux dendes avec la régression par blocs car
le gain était trop faible par rapport au temps d’exécytidncause du grand espace a parcourir
en dimension 15, les performances de 'ACP se dégradestvite, et en présence de fortes
occlusions, I'ensembl&ps/PLM/MAP obtient les meilleurs résultats. Sans aucundusion,
les deux outils proposent des résultats proches.

Le modele par blocs a été testé sur le premier jeu de eesde la base COIL-20. Les
résultats sont corrects pour une projection sans ocelu§idd%) par rapport a I'ACP avec 2
vecteurs propres, mais moins bons que pour les deux autiddisations. En cas de projection
avec occlusion, les résultats sont plus mauvais que lessaen raison des difficultés d’obtention
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(d) Projection avec maximui posterioriet apprentissage p&p et PLM2

FIG. 4.8: Projection des canards (COIL-20) avec 40% d’occlusio
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FIG. 4.9: Estimation de la position des images sans occlusi@gvec 40% d’occlusion
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ACP 2 ACP 15 Sp/PLM/MAP
Jeu de données 0% 40% 0% 40% | 0% | 40%
Jeu 01 14.2%| 17.1%| 4.8% | 17.7%| 3.7% | 6.7%
Jeu 02 18.6% | 21.0%| 7.0% | 23.8% | 4.7% | 10.5%
Jeu 03 14.8%| 17.7%| 8.3% | 20.1%| 6.9% | 19.0%
Jeu 04 14.8%| 19.6%| 5.9% | 22.2%| 7.6% | 15.9%
Jeu 05 15.7%| 19.2%| 9.5% | 17.7%| 8.6% | 14.0%
Jeu 06 15.9%| 19.1%| 9.1% | 17.9%| 8.2% | 19.9%
Jeu 07 11.5%| 14.8% | 4.5% | 19.8% | 6.8% | 13.9%
Jeu 08 9.3% | 12.5%| 3.6% | 17.9%| 3.8% | 11.2%
Jeu 09 17.7%| 18.7%| 11.2%| 19.1%| 9.6% | 12.0%
Jeu 10 12.9%| 16.1%| 5.9% | 17.5%| 5.2% | 13.8%
Jeu 11 10.6%| 17.2%| 4.9% | 21.4%| 4.0% | 16.9%
Jeu 12 48% | 11.7%| 2.6% | 15.1%| 2.9% | 15.4%
Jeu 13 14.9%| 22.3%| 7.1% | 23.6%| 8.0% | 16.6%
Jeu 14 10.4%| 11.4%| 5.3% | 16.9%| 6.0% | 10.1%
Jeu 15 3.0% | 3.9% | 1.4% | 17.4%| 1.8%| 7.8%
Jeu 16 34% | 7.7% | 1.4% | 19.4%| 2.0% | 13.7%
Jeu 17 52% | 14.7%| 2.4% | 21.5%| 3.1% | 21.2%
Jeu 18 8.9% | 10.6%| 4.6% | 10.2%| 5.5% | 7.3%
Jeu 19 12.3%| 17.5%| 6.6% | 17.9%| 5.1% | 20.7%
Jeu 20 9.2% | 10.6%| 5.6% | 10.8% | 6.2% | 10.4%

FIG. 4.10: Erreur de projection d’un objet sans et avec ocafusio
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d’'un bon optimum en utilisant une grille.

4.4 Conclusion

La méthode de projection proposée combinée avec le imqésenté dans le chapitre
précédent a des résultats au moins aussi bons que I'ARRBt® utilisant 15 vecteurs propres.
Avec seulement deux dimensions, la chaine de traitemeqopee permet de parcourir de
maniere simple I'espace réduit, ce qui se traduit par ggfopnances en terme d’erreur de
projection et d’estimation de pose supérieures a '’AGRcaleux vecteurs propres ou avec
quinze.

La projection sur un modele par blocs souffre d’'inconeais qui 'empéchent d’étre utili-
sable en 'état, notamment son temps d’exécution et scapicité a trouver un optimum ac-
ceptable pour des données telles que celles de la base ZIDe plus, les résultats présentent
des incohérences visuelles, il est donc nécessairdisiautun critere de séparation par blocs
psychovisuellf{PNOZ.



Chapitre 5

Classification supervige de donmees
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Une fois les données réduites a un espace de faible diameiisest plus aisé de les classer,
puisque la malédiction de la dimension est levée. De pdugriété étant dépliée, un classifieur
plus simple pourra étre utilisé.

Deux méthodes de classification sont envisagées : la premrojette tous les échantillons
d’apprentissage avec leur étiquette dans un seul espdigit, 1a seconde projette les échantillons
dans differents espaces réduits selon leur étiquette.

5.1 Classification dans un seul espaceduit

La classification dans un seul espace permet de comparetatirent une classe a une autre.
En effet, un point projeté dans I'espace réduit peut g déplacé vers I'une ou l'autre classe,
permettant de fait de visualiser dans I'espace d’origisemedifications associées. Naturelle-
ment, I'observation de ces changements n’a pas de sensqubes tes variétés. Par exemple, si
on considere les 20 jeux de la base COIL-20 comme les éttbastd’'une seule variété avec 20
classes differentes, il est difficile de transformer unazdr(’'une des classes) en une piece de
bois (un autre jeu de données). En effet, il n’existe pade g'images (de la base) permettant
de passer continuement d’'une classe a l'autre.
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Classifieur K-voisins Frontiere linéaire | SVM a noyau gaussie
Original | 99.8% (99.8%, 99.8%)) 61.3% (50.5%, 69.7%) 99.9% (99.8%, 100%
ACP 99.8% (99.8%, 99.8%)) 69.6% (87.8%, 55.4%) 99.8% (99.8%, 99.8%
Isomap | 99.8% (99.9%, 99.7%) 99.6% (100%, 99.3%) 99.9% (99.9%, 99.9%
Sp 99.8% (100%, 99.6%) 98.6% (99.0%, 98.2%) 99.7% (99.4%, 99.9%
LLE 99.6% (99.7%, 99.6%)) 98.8% (99.4%, 98.3%) 99.1% (98.6%, 99.5%
LEM 99.9% (99.9%, 99.8%) 90.1% (77.5%, 100%) 99.2% (98.3%, 99.9%
DM 99.3% (99.3%, 99.4%)) 63.0% (54.5%, 69.6%) 99.4% (99.5%, 99.3%
HEM 99.8% (100%, 99.6%) 99.3% (99.8%, 98.9%) 99.4% (99.8%, 99.0%

TAB. 5.1: Classification correcte, (vrais positifs, vrais aifg) en I'absence de bruit (voit
pour un rappel des significations des acronymes).

5.1.1 Decoupage d'une vareté continue

La figure5.1 présente le SwissRoll decoupé en deux classes arbgraiuis les frontieres
de décision de plusieurs algorithmes de classificatioag@h classe est représentée par la cou-
leur bleue ou rouge, la limite de décision étant repri&separ la couleur verte lorsque cela
est possible. Dans cet exemple, la frontiere entre les disses est linéaire (fig.19 dans
'espace des coordonnées utilisees pour générer leds. Leg-plus proches voising:(= 10
sur la fig.5.1b) sélectionnent la classe de maniére dure (classe 0 oseclgstandis que les
SVMs permettent d’obtenir une probabilité continue d'apenance a I'une ou l'autre classe
et donc permettent de se déplacer d’'une classe a I'audeclassifieurs linéaires permettent
de séparer linéairement I'espace réduit (fdlg. Il est donc primordial d’obtenir un espace
réduit aussi fidele que possible aux distances originaiés séparation entre les classes a l'ori-
gine était linéaire. En revanche, cette séparatioggiire’ n’est pas généralement pas vérifiee ou
vérifiable. Ainsi, le respect des distances originalestpéus une nécessité. Les SVM&DH9q
sont représentés ici a I'aide d’'un noyau gaussien §fiy. Une des classes englobe I'autre, ce
qui est di a la prépondérance d’une classe sur 'auge p®ints appartiennent a la classe 0 et
1120 points a la classe 1). En effet, la frontiere de dé@cig&symbolisée par la couleur verte) est
concentrée autour de la classe bleue au lieu de s’étentinéini comme sur la figuré.2d

Le tableau5.1 recense les résultats de I'apprentissage sur les 200@spinSwissRoll.
La classification par séparation linéaire ne donne logjigent pas de bons résultats pour les
techniques ne permettant pas de déplier la varietegtejue 'ACP ou leDiffusion Maps$,
mais curieusement, ldsaplacian Eigenmapsae permettent pas non plus d’obtenir un résultat
optimal. Lorsque la variété n’est pas dépliée, il eabter que cette classification linéaire peut
prendre un temps largement plus important quetkesisins. En ce qui concerne l'utilisation
de SVMs avec noyau gaussien, les résultats sont compsyaviec une préference pour les
techniques préservant les distances (Isor§ap,..) plutdt que les similarités (LLE,aplacian
EigenmapsDiffusion Maps...).

La classification de nouveaux échantillons de la vargsieréalisée grace a la régression
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Fic. 5.1: Classification sur le SwissRoll en deux classes.
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FiG. 5.2: Classification sur le SCurve en deux classes.

construite lors de l'apprentissage. Un nouvel échamtibst projeté dans I'espace réduit et
classé dans celui-ci. L'utilisation de la projection awggximuma posterioripermet une amélioration
du taux de bonnes classifications de 6% par rapport a unegbiaj par maximum de vraisem-
blance. La réduction de dimension avec Isomap permet albtdhir des résultats meilleurs
gu'avecSp (98.6% contre 97.4%), et I'utilisation désvoisins ou d’'une frontiere linéaire est
plus efficace que I'utilisation de SVMs a noyaux (une diféce de 5% en moyenne).

La classification sur le SCurve (fi§.29 donne les mémes résultats que pour le SwissRoll, a
savoir que les compressions avec distances géodésigtiesrent des résultats élevés (99.8%
de vrais positifs ou négatifs). Dans le cas du SCurve, lex diasses ont le méme nombre
d’échantillons, ce qui explique que la frontiere de sapan pour les SVM a noyau (fi¢..20)
n’entoure pas l'une des deux classes. Un fait intéressratussi que la frontiere de décision
est moins chahutée sur ce jeu de donnéesKfii) que sur le SwissRoll (figs.1b).

La classification sur la base de test du SCurve est aussenn&ilbue celle du SwissRoll,
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FiG. 5.3: Déplacement d’un point vers une autre classe.

avec des taux de bonnes classifications supérieures@®@.r la réduction avete et a 98.9%
avec Isomap. Avec cette variéte, les differents claasifi obtiennent des résultats comparables
(au maximum, une difference de performance de 0.25% aliérvée) selon la réduction et la
compression utilisée.

Les résultats sont donc contrastés, sur une variéseptiee telle que le SwissRoll, Isomap
serait une meilleure méthode de réduction de dimensienSgutandis que pour une variété
plus simple telle que le SCurv8p a un avantage. Il est aussi a noter que la réduction &el'aid
de Ssaw Obtient des résultats semblables a Isomap.

5.1.2 Difference entre un point et une classe

Pour parcourir 'espace des points d’'une classe a une,au&st nécessaire d’avoir une
fonction de distance, comme la probabilité d’apparteramda classe. Sans cette notion, le
parcours est aléatoire et il est impossible de sélectioune direction vers la classe désirée.

<
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FIG. 5.4: Mauvais déplacement d’'un point vers une autre classe

Un point dans I'espace réduit a été déplacé sur le SCdine classe a une autre (fig3).
Son déplacement s’oriente vers la frontiere de décidemms I'espace réduit (marqué par une
couleur verte) et s’arréte a celle-ci. Un zoom sur le dépient montre bien que le déplacement
n'est pas nécessairement en ligne droite. Le déplacepeemse traduire en 3D par un parcours
sur plusieurs modeles linéaires. C’'est ce qui se produitst exemple.

Lorsque les échantillons ne recouvrent pas tout I'espaamm@me c’est le cas pour la base
COIL-20, il est nécessaire d’ajouter une connaissanpeori pour guider la recherche, soit
sous la forme d’une contrainte (il est nécessaire de rdsies des zones vraisemblables) ou a
'aide d’'une régularisation (un terme additionnel dégeamt de la vraisemblance de la zone
considérée). Dans les deux cas, la contrainte ou la aéigation devra nécessiter une pa-
ramétrisation particuliere.

Ces deux solutions doivent aussi étre envisagées poardeyrs sur le SCurve. En effet, le
point se déplace vers la frontiere de décision la pluspeoDans I'exemple proposeé, la frontiere
s’étend a I'infini. Il est donc possible que le déplacetrdun point I'entraine a I'extérieur de
la zone vraisemblable, auquel cas le point final trouvé p#teaecherche n’apporte aucune
information pertinente sur la difference entre le poingimal et la classe considérée (flgy4).

5.2 Classification dans plusieurs sous-espacesduits

La classification a partir de plusieurs sous-espaces steresiprojeter un nouvel échantillon
dans chacun de ces espaces puis de sélectionner le mpitbgeté au sens d’un certain critere
parmi les differents candidats. Par la suite, si chaquaassporrespond a une classe d’appren-
tissage, le meilleur projeté indique aussi la classe adbe le point appartient.

Un test a été effectué sur la base COIL-20, avec unetegudr jeu de données. Les données
d’apprentissage (1440 images) sont toutes correctemasgéars (figs.59. En revanche, les
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FiG. 5.5: Classification sur la base COIL-20 sans et avec oaiukes ordonnées représentent
les classes auxquelles appartiennent les échantilloles etbscisses les classes attribuées par
les algorithmes. Plus la couleur est chaude, plus le nonmécbahntillons classés est important.

tests effectués sur les images avec occlusion montrenhgseule classe est de plus en plus
probable a mesure que I'occlusion s’agrandit. La classguestion est une image sombre dont
les éléments centraux sont noirs, ce qui explique quelEssclasses sont moins probables.

La figure 5.5 expose ces résultats. Chaque ligne correspond a un jeordeés projeté.
Plus la couleur est chaude (tirant vers le rouge), plus lebmerd’échantillons projetés dans
cette classe a été important. Une diagonale rouge est ltipicnum a obtenir. Lorsqu’une
projection robuste est utilisée, les résultats ne soatpgaafaits, méme sans occlusion. Pour
10% d’occlusion, deux classes sont tres mal classées%\dlOcclusion, seuls des éléments
marginaux sont bien classés, les autres sont regroupsside seule classe.

<




68 CHAPITRE 5. CLASSIFICATION SUPERVIGE DE DONNEES

5.3 Conclusion

La réduction de dimension conjuguée a une projectiors danespace réeduit permet de
classer efficacement des données. Qu'il y ait un seul espdcait dans lequel diverses classes
existent ou autant d’espaces réduit que de classes, befteecde traitement permet de classer
un nouveau point.

L'intérét d’'un espace réduit unique est de pouvoir dépl un point classé dans une classe
vers une autre classe puis de visualiser la difference émpoint original et le point déplaceé.
Plusieurs espaces réduits distincts sont nécessansgpio les differentes classes ne sont pas
connectées (le graphe des plus proches voisins n'est paexes). Dans ce cas, l'intérét de
déplacer un point est nul car il n’existe pas de maniereralesformer un point en un autre
d’une autre classe.
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Les differents jeux de données illustrant les chapitnésgdents étaient des données si-
mulées. Dans ce dernier chapitre, des textures seronts&eal, puis des formes synthétiques.
Dans chacun de ces exemples, les échantillons ne seroahplsés directement. A la place,
ils seront transformés dans un espace adapté a leursan@g matrices de cooccurrence pour
les textures et les champs de déformation pour les formehétyques).

6.1 Classification supervige de textures

L'analyse de texture est un probleme de traitement d’intd les premieres études re-
montent a plus de 30 ans. Une texture n'est pas une imageeynitpis un ensemble d'images
gui sont ressenties par le cerveau humain comme étantqdest Ainsi, des images d’un frag-
ment de tissu constitueront des échantillons d’'une mextare qu’il faut caractériser.

L'objectif de cette section est de présenter une méthdaeatyse de textures. Celles-ci
seront caractérisées par un nombre défini de classeéaatitillons associés a chaque classe
qui serviront de base d’apprentissage. D’autres éclamgikerviront d’€chantillons de test qui
seront classeés.
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6.1.1 Descripteur de texture

Un échantillon d’'une texture est une image. Toute trams&bion rigide de cette image
donnera un autre échantillon de la texture. Il est doness&ire de transformer I'image pour
extraire I'information pertinente. La littérature!fir79 propose d'utiliser la matrice de cooc-
currenceM de I'echantillon analysé. Il s’agit d’estimer une deasibnjointe d’ordre deux
sur I'image, ce qui correspond a des statistiques spatigibsées par le systeme visuel hu-
main [Jul67.

Une nouvelle image carré®l est créée et initialisée@ La taille de cette image est fonc-
tion de I'échantillonnage de I'image traitée, appeléeli. Par exemple si 'image comporte
32 niveaux de gris, la matrice de cooccurrence est de ta&233 Par la suite, un vecteur
déplacement dans I'image est choisi= (1,0) par exemple. Pour chaque pointde I'image,
le pixel M (I(x),I(x+v)) estincrémenté.

Afin de rendre cette transformation a peu pres invariaategiation, une telle image est cal-
culée pour d’autres vecteurs(généralement0, 1), (-1,0) et (0,-1), mais des déplacements
diagonaux sont parfois aussi proposés). L'image finales@é est alors la moyenne de toutes
ces images.

Dans le cas d’une texture de couleur, une matrice de co@merest calculée pour chaque
canal, puis pour chague combinaison de deux cana»304]. Ainsi, 6 matrices de cooc-
currence sont formées (les matrices (rouge, bleu) et (bbeige) étant identiques en raison de
I'invariance par rotation dé80° utilisée lors de la moyenne des matrices de cooccurrence).

6.1.2 Apprentissage et classification de textures

Les textures analysées sont extraites de la base OUtex1{02]. Une sélection de 68
images de cette base a été choisie, chaque image aganris sous des conditions semblables
(celan’aunimpact que siles images considérées ont umandigjue tres differente). Par la suite
chacune de ces images de taille 746x538 a été découpéearhantillons de taille 128x128.
Cet ensemble de 20 échantillons constitue une textureuanign échantillon sur deux a été
utilisé pour la base d’apprentissage, I'autre pour la lolesest, selon un damier.

La figure6.1 montre un échantillon pour les quatre premieres textukesdté de chaque
texture se retrouvent les six matrices de cooccurrenceeagans utilisees comme vecteur de
parametres de chaque échantillon.

Lors de la phase d’apprentissage, chaque texture banéfion modele appris avec notre
chaine de traitemenSt/PLM2/MAP). Le nombre de proches voisins utilisés est dafid, de
garantir un graphe connexe. Avec seulement 10 échargjllermodele reste simple (un a deux
plans lors de I'apprentissage).

La figure 6.2 expose les résultats tirés de la base d’apprentissage latlthse de test. La
base d’apprentissage est classée correctement a 98u®dis tjue la base de test I'est a 96.5%.
D’apres la littérature ADBB04], en utilisant une réduction de dimension linéaire adéade
I'analyse factorielle discriminante, suivie d’'une cldissition a I'aide des 5 plus proches voisins,
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it

(a) Texture 1  (b) Matrice de cooccurrence
de la texture 1

-

(c) Texture 2  (d) Matrice de cooccurrence
de la texture 2

s

(e) Texture 3  (f) Matrice de cooccurrence
de la texture 3

-

(g) Texture 4  (h) Matrice de cooccurrence
de la texture 4

Fic. 6.1: Echantillons de la base Outex et transformées as=nci




72 CHAPITRE 6. APPLICATIONS

0 10 20 30 40 50 60

(a) Base d’apprentissage

(b) Base de test

FiG. 6.2: Classification sur la base Outex. Les ordonnée®septént les classes auxquelles
appartiennent les échantillons et les abscisses lesslassibuées par les algorithmes. Plus la
couleur est chaude, plus le nombre d’échantillons ctagséimportant.
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le taux de réussite dans la base de test est de 94.9%. Ladeétinoposée obtient donc de
meilleurs résultats

Contrairement a la transformation qui sera utiliseeasiférmes, la création de la matrice de
cooccurrence ne permet pas de visualiser les differemtes @n échantillon et une texture sur
ce méme échantillon. Dans le cas présent, cet incoaménia pas d'impact sur les traitements,
les differences entre un échantillon et une textureamépas visualisables.

Traditionnellement, la matrice de cooccurrence n’est piisae directement pour décrire
un échantillon d’'une texture. On utilise généralemede$s 14 parametres de Harali¢kdr 79
(voir annexeB.3 pour les formules de calcul de ces parametres). En camasitieensemble des
6 matrices, 30 parametres sont donc extraits par éclemtApres apprentissage et projection,
le taux de réussite sur la base d’apprentissage est de ®1.d€093.1% sur la base de test. Le
score est donc inférieur a la littérature et a I'utitisa de la matrice de cooccurrence comme
parametre. Ce dernier point s’explique par la perte dfimfation lors de cette transformation,
sachant que I'étape de réduction de dimension supprimiasaite I'information redondante
dans la matrice.

Une transformation peut donc étre utile pour mettre enwaleformation recherchée.
Dans le cas de la texture, il peut s’agir de la matrice de aooence, qui est semblable a un
critere visuel. En revanche, une transformation qui ne pasten valeur cette information ou
qui la supprime n'améliore pas les scores de la chaineaitertrent, comme c’est le cas pour
les criteres de Haralick pour de I'analyse de texture.

6.2 Analyse de formes

L'analyse de formes est un probleme complexe. En effestihécessaire de définir la dis-
tance entre deux formes. Cela n’est pas possible avec upéesiorme euclidienne du vecteur
image, car deux formes sont semblables si une translafion@he rotation permet de passer de
'une de l'autre et/ou translatée I'une par rapport atfaul’objectif d’'une transformation est
de gommer ces differences et de mettre en valeur les vrdiésedces entre les formes. Dans
le cas présent, le champ de déformation entre une imageeemage de référence est choisi.

6.2.1 Cenération de champs syntletiques

Les formes étudiées ici sont des spheres. Celles-co&otmées en plusieurs points indépendants
sur la sphere (figur6.3). Ces points peuvent étre donc considérés comme lempénes de la
forme. A partir du déplacement de ces points et de pointedi@es (points ou le déplacement
est nul), les autres déplacements sont interpolés del’dethin-plates spline§Boo89. La
premiere population est caractérisée par deux poingt @), et un échantillon correspondant a
ces déplacements est représenté sur la figuiie
Une deuxieme population est générée en déplacant al¢wes points (C et D) a 'opposé
des points déplacés dans la premiere population (fi§utg. Enfin, la troisieme population
contient les déplacements des quatre points consi¢&r&s C et D).

=3
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Points déplacés sur les populations 1 et 3

Points déplacés sur les populations 2 et 3

FIG. 6.3: Points déplacés sur la sphére pour les trois ptpoka

La sphere originale a 32 voxels de diametre, I'image éoé&hnt un cube de 64 voxels de
coté. Le champ de déformation est constitué d’'un cut@ldexels de cdté contenant en chacun
d’eux 3 composantes. Les points de contrdle sont diftérerlon la population considérée
(certains points de contrdle pour une population étasttpmnés a I'endroit ou se trouve I'un
des points déplacés).

Les déplacements considérés sur la premiére popnllisont uniquement selon un axe,
en fonction de deux parametres aléatoires qui définidesrabsisses sur les segments de la
figure6.3. Dans le cas de la deuxieme population, lorsque I'un dempetres depasse un seuil,
le point déplacé associé se déplace selon deux axesneplnos un seul (il s’agit de I'axe
perpendiculaire a la vue, donc non visible sur la figbi®.

Les amplitudes des déplacements ont été choisies raajernent proches de zéro, avec des
points plus éloignés. Les échantillons de la deuxiewmufation projetés dans I'espace réduit
de la premiere population doivent se retrouver prochespdeds de la premiere population
dont 'amplitude des déplacements est faible.

Pour chacune des trois populations, 100 échantillonstérgénérés. Lors de I'apprentissage
de la premiere ou de la deuxieme variété, 50 echansltint été utilisés. L'ensemble des 250
points restants a été utilisé pour tester la projection.

6.2.2 Apprentissage et tests statistiques

Afin de minimiser les temps de calcul, seule une partie dagp@iine enveloppe autour de
la sphere, représentant environ 5000 sur les 262144 qupteain échantillon) des images a été
considérée. Le champ de déformation généré tramefda sphere en I'image d’arrivée. Ainsi,
en chaque point de la sphere, on définit le vecteur de déplant pour tous les parametres
possibles. C’est aussi ce champ qui est estimé dans lds datrecalage utilisés (pour des
raisons d’interpolation de I'image résultat). De plusslde I'analyse des résultats, ces données
seront les seules a pouvoir étre affichées sur la spiaest donc cet ensemble de points (sur
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(a) Sphére originale (b) Echantillon de la premiére popu-(c) Echantillon de la deuxiéme popu-
lation lation

FIG. 6.4: Echantillons des differentes populations.

une certaine épaisseur) qui sera utilisé comme attridmit$mage.

La réduction de dimension a été effectuée a I'aideSdeen utilisant les 8 plus proches
voisins. La figure6.5 montre la répartition des parametres aléatoires @silgour générer les
données puis la répartition des points dans I'espaadtréddh structure est donc respectée par
I'algorithme de réduction de dimension. Les points sorals@nt ceux dont les déplacements
sont les plus faibles.

Par la suite, la régression a été effectuée a I'aideadigorithme PLM2, en considérant les
6 plus proches voisins. Lors de cette phase, au moins 5 emtieéaires ont été a chaque fois
géneéreés.

La répartition des points de test projetés dans I'espadeit est intéressante (fi§.6). La
premiere population (représentée par des disques)astge de maniere satisfaisante, selon les
déplacements rencontrés. Les points de la deuxiemelgtapu(représentés par des losanges
rouges) projetés sur la variété devraient présentéaitikes déplacements. C’est le cas puisque
la figure montre les losanges localisés dans les zones sembrou les déplacements sont
les plus faibles, sur une surface tres réduite. Enfin,dsit'me population qui présente les
guatre déplacements se projette elle aussi de maniéstagsnte dans I'espace réduit des deux
premiers déplacements.

Les figures5.7 et 6.8 montrent des résultats similaires pour I'apprentissagdieuxieme
population. Ainsi, I'introduction d’un terme non linéaine porte pas préjudice a la réduction
de dimension.

L'analyse des differences nécessite le calcul distore pour chaque point de I'image. I
s’agit de mesurer la probabilité d’apparition de I'erragsociée au point. Dans le cas présent,
un point possede 3 coordonnées, il n'est donc pas posildalculer analytiquement ce score.
La solution retenue est de comparer la distance entre dledf@n point et la moyenne de la
variable d’erreur a un certain nombre d’échantillons aevdriable d’erreur (ici, 10000). On

=3
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FIG. 6.5: Conservation de la structure lors de la réductionichedsion (population 1).
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FIG. 6.6: Conservation de la structure lors des projectionslayremiere population. Les
echantillons de test de la premiere population sont syisé® par des disques, ceux de la
deuxieme population par des losanges rouges et ceux dedeine population par des carrés.
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FIG. 6.7: Conservation de la structure lors de la réductionichedsion (population 2).
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FIG. 6.8: Conservation de la structure lors des projectiondaugieuxieme population. Les
echantillons de test de la deuxieme population sont syisé@spar des disques, ceux de la
premiere population par des losanges rouges et ceux dadetne population par des carrés.
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calcule le nombre d’échantillons dont la distance a laemoye est inférieure a celle de I'erreur
et on le divise par le nombre total d’échantillons g@sefOn obtient ainsi un score approché.

Un échantillon de chaque population a été projeté sudiux variété$.9. L'échantillon
de la premiere population (figh.99 ne présente pas de variation par rapport a la normalité,
ce qui est attendu, tout comme la projection d’'un échamtitle la deuxieme population sur
la deuxieme variété (figs.9d. La projection d’'un élément de la deuxieme (fig9h ou de
la troisieme population (figs.99 sur la premiere variété montre des anomalies loaagisix
points déplacés qui ne le sont pas dans la premiere populéaes projections sur la deuxieme
variété (premiere population sur la fig.9eet troisieme population sur la fi§.9f) permettent
aussi une localisation des déformations differentesisDa cas d’'un déplacement linéaire (la
premiere population) comme dans le cas d’'un déplacen@ntinéaire (la deuxieme popula-
tion), il est possible de repérer des déformations n’gepant pas au modele grace a la chaine
de traitement proposée.

Cependant, la localisation des differences n’est pasipartn effet, sur la figuré.9g tout
un hémisphere indique une anomalie, ce qui n’est pas lercesalité. Il faut se rappeler que les
points de contrdle sont peu nombreux (un peu plus de 30Q)esplys de 5000 points ont été
testés. Ces points sont proches des points de contrbie Jamdeformation générée les déplace
de maniere anormale par rapport a la population. Comnpéfation de visualisation moyenne
des informations proches, on obtient les difféerentes esggoposées.
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(a) Projection sur la premiere variétéb) Projection sur la premiére variété(c) Projection sur la premiére variété
d’une forme appartenant a la premiére’une forme appartenant a la deuxieme’une forme appartenant a la troisieme
population population population

(d) Projection sur la seconde variétée) Projection sur la seconde variétéf) Projection sur la seconde variété
d’'une forme appartenant a la premiere&’une forme appartenant a la deuxieme’une forme appartenant a la troisieme
population population population

0 0.9 0.95 0

(g) Carte de couleur desscore

.99 0.999 1

FIG. 6.9: Localisation des difféerences lors de projectiondessideux variétées.
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Chapitre 7

Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre final, un resumé de cette these et dagbtitins associées sera propose.
A titre de conclusion, les perspectives de futurs travaum pesentées.

7.1 Resune et discussion

Cette thése et ses contributions ont proposé une matiélisinnovante de données et son
utilisation en vue de classifications.

La modélisation comprend une réduction de dimensionstahypermettant de faire face au
bruit et respectant la structure des données dans un edpaomension réduite. Cette méthode
a été comparée aux méthodes usuelles de la litteratlieede de plusieurs jeux de données
(SwissRoll, SCurve, base COIL-20). Par la suite, une nulde régression linéaire par mor-
ceaux a été exposée, permettant de créer un lien eesealce de dimension réduite et I'espace
d’origine. Contrairement aux méthodes présentéesldditerature, I'approche choisie adapte
le nombre de modeles linéaires nécessaires a la préds modélisation recherchée.

Grace a cette modeélisation, une projection robuste deesux echantillons sur la variété
a été possible. Cette méthode a permis d’obtenir dadtaés d’aussi bonne qualité ou de
meilleure qualité que les approches robustes basée&patylse en composantes principales
qui est la méthode couramment utilisee pour I'appreatjege variete. Une méthode originale
de classification supervisée a été proposée, en nsaaiélthaque classe comme une variété puis
en projetant chaque nouvel échantillon sur chacune dé&t&siet en sélectionnant le meilleur
projeté (au sens d’un certain critere).

Des applications pratiques ont été entreprises sur daseds de texture ou sur des formes
synthétiques. Ces applications ont confirmé les perfaoeade I'approche proposée. En effet,
la classification sur les textures est meilleure que lesaabh@s proposées dans la littérature et
les tests sur les formes ont permis de détecter des difféeselocalisées sur des formes anor-
males.

Plusieurs bibliotheques de traitement ont été déysep et améliorées dans le cadre de
cette these. Elles ont été programmeées en C++ ou en Ryémutilisant les avantages de
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chaque langage (la vitesse ou l'utilisation des gabarit€ ¢t pour les calculs; la souplesse
ou I'encapsulation de Python pour la création des protsyqu la création d’'une bibliotheque
d’optimisation). Enfin, ces bibliotheques ont été miaegdisposition dans le logiciel interne
Medimaxet son successeiMediPy.

7.2 Perspectives

Les perspectives d’amélioration des approches expaos@sscette these sont diverses. Elles
concernent principalement la premiere étape de régludié dimension. La phase de régression
guant a elle bénéficierait grandement d’une meilleupFr@ghe par blocs.

7.2.1 Reduction de dimension

La méthode de réduction de dimension robuste expoggendéortement de la qualité de
la sélection des plus proches voisins. Si celle-ci permetréation de court-circuits dans les
données d’apprentissage, I'espace réduit calculé mreepses optimal. Plusieurs algorithmes ac-
tuels sélectionnent de maniere plus robuste le nombreides et leur position qu’une simple
recherche dek plus proches.

Les efforts se sont portés sur le respect des distanced’dgpace d’'origine et dans I'es-
pace réduit. Or les distances sur une variété riemaneide dimensiod se représentent dans
un espace euclidien de dimension au glds 1 [Gre69. Cela signifie que la réduction de di-
mension peut ne pas étre optimale et qu’il reste des ptigsiippour obtenir une représentation
dans un espace de dimensi@rine possibilité consisterait a rechercher un espatdtrpour
tous les points, puis effectuer une phase de régressiota Baite, les modeles linéaires obte-
nus définiraient des cartes locales dans lesquelles unvelh®éatape de réduction de dimension
pourrait étre effectuée, permettant d’obtenir une daxtale dandR<.

7.2.2 Regression

La régression par blocs présentée ne permet pas de iserdé¢ maniere convenable des
images. En effet, les artefacts dus au partitionnement a@slonnées reste visible. Une nou-
velle métrique de séparation doit étre envisagée, ptamt de mieux mesurer si deux attributs
peuvent &tre reconstruits par la méme fonction lingaéremorceaux et permettant un meilleur
rendu visuel.

Enfin, les modeles considérés ont toujours été Inesamais il est possible d’envisager des
modeles non linéaires.
7.2.3 Classification

Lorsque l'objectif de la modélisation des données estldasification supervisée, il est
nécessaire de tirer parti de cette information suppléaien En effet, lorsque la réduction de
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dimension est effectuée sur la totalité des coordondés€chantillons, les informations perti-
nentes peuvent étre absorbées par la variabilité deségsn Un algorithme de sélection d’at-
tributs [DL97] peut étre couplé a la modélisation. Dans ce cas, unethisadion de la variété
est effectuée sur un jeu restreint de coordonnées puiglassification est effectuée. Selon
les résultats de cette classification, le jeu restreintat@données peut étre modifie. Ainsi, la
non-linéarité de la variété est introduite dans le pestis de sélection des attributs.
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Optimiseurs
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Ecrire un algorithme d’optimisation convexe non contrasttun exercice qui peut étre com-
pliqué. L'algorithme de bas@est simple et montre un découpage en 3 fonctions prinapale

Entr ées: Fonction a optimiser et point de départ
Sorties: Jeu de données optimal pour la fonction
début

tant que le critere n’est pas respeefaire
Recherche d’une direction de descente;

Recherche d’un pas suivant cette direction
fin
fin
Algorithme 6 : Algorithme d’optimisation simple

Malheureusement, la simplicité de cette présentatichetes difficultés de mise en oeuvre
d’une boite a outils dédiée a I'optimisation qui n’pss limitée a une série de fonctions, comme
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c’est le cas pour Matlab et ScipyEn effet, il existe dans la littérature des dizaines defion-
nalités pouvant étre implémentées pour chacune des@idéms principales, chacune d’elles
nécessitant des connaissances difféerentes. Par exdhafiisation d’'une descente de gradient
classique ne nécessite pas la taille du pas précéderitazement a une descente de gradient
conjuguée. Ces differences soulignent I'importancend’aonception souple et modulaire pour
une boite a outils d’optimisation. La conception d’'un readair nécessite certaines notions de
conception ainsi que de méthodologie.

A.1 Notions d’architecture logicielle

Dans un premier temps, la méthodologie de développenesatmésentée. C'est elle qui
gouverne le processus de développement et permet dendalidssultat final, c’est-a-dire cer-
tifier que I'outil correspond a ce qui est attendu. Par léesdiorientation objet est introduite.
Ce concept permet d’introduire la modularité, a I'aidel’tiéritage, du polymorphisme ou de
'encapsulation des données. Grace a ce concept, lefsmetconceptiondesign patternsont
permis de résoudre des problématiques classiques re@esnEnfin, le principe de séparation
permet de découpler des algorithmes des données gaitée

A.1.1 Développement dirige par les tests {est-Driven Developmet

La notion de Développement dirigé par les tests (ou TDDYigse d’'un ouvrage de Ken
Beck [Bec0Z]. Ken Beck présente une méthodologie simple qui pea &ssociée a d’autres
méthodes commeXtreme Programmin@BBM\W04]2. Contrairement au traditionnel cycle
en \B, I'objectif est de proposer a toute étape du développerna programme répondant
aux besoins de l'utilisateur. Cela est réalisé a I'aideeabts qui sont écrits avant d'implémenter
effectivement I'opération.

Afin d’obtenir a chaque étape un programme fonctionneadstlnécessaire de ne pas tout
tester et programmer en méme temps. Au départ, un sewdgestalisé, avec le code corres-
pondant. Puis une fois que le test est valide, on effectueséarce deefactoring, tradition-
nellement en utilisant dedesign patternpour rendre cette architecture plus souple face aux
autres éléments a ajouter au programme. Dans le cas téebi@iotheque d’optimisation, la
structure générale est déja définie. En revanchefdatagisation permet de réutiliser efficace-
ment des routines existantes ; par exemple pour le calcolgfadient conjugué selon plusieurs

http ://www.scipy.org/

2eXtreme Programmingst une méthodologie de développement souple, basgeusigurs régles claires et
définies. Le principal objectif de toutes ces méthodaegist de répondre au besoin du client au fur et a mesure,
afin d’étre en adéquation avec ses besoins réels.

3Le cycle en V est une ancienne méthodologie de développieaieles besoins du clients sont définis en
amont, les tests sont effectués apres la phase de progt@oniet apres cette phase, le client vérifie le produit.
Entre temps, la programmation et/ou I'interprétation lbesoins a pu diverger des besoins réels du client.

4Cette phase de développement a pour but de réorganisedéeadin d’améliorer son architecture et donc sa
souplesse et sa robustesse.
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meéthodes, la méme structure sera utilisée.

Les tests unitaires utilisés ici existent a plusieurgai :

— pour chaque sous-module, un ou plusieurs test(s) simgle(mettra(ont) de veérifier si
le module fonctionne correctement,

— une série de fonctions usuelles ainsi que leurs pointsegartl associés seront utilisés
pour vérifier la convergence d’un optimiseur.

Dans ces tests, aucune part d’aléatoire n’est permis.fen ifaut étre str que I'optimisa-
tion réussira avec une certaine précision. Si un déepeatare est utilisé, le résultat final n’est
pas garanti et le test n’est plus pertinent.

A.1.2 Orientation objet

La programmation orientée objet repose sur plusieursiiqals, dont I’héritage, le poly-
morphisme et I'encapsulation. Contrairement a la prognation usuelle procédurale, la pro-
grammation orientée objet promeut I'interaction entre digiets. Chaque objet est une instance
d’une certaine classe qui elle-méme peut étre un objet darains langages (comme Python).
Une classe est en réalité un patron décrivant le fonogarent d’'un objet.

L'héritage consiste a demander a réutiliser ce qu’qredlp I'interface d’'une classe, comme
les méthodes ou les attributs dits publics (visibles det&eeur). Le polymorphisme permet
d’utiliser un type d’objet a la place d’'un autre, soit pagues I'un hérite de 'autre, soit parce
gue leur interface est identique (on parle de polymorphidgreamique ou statique). Enfin,
I'encapsulation enferme les attributs d’un objet de sort@dgne soient plus accessibles de
I'extérieur (on parle aussi de responsabilité, seulddase est responsable des données qu’elle
contient).

Par exemple, il existe plusieurs types de chaines hi-fis rellés partagent toutes une in-
terface commune : un bouton marche/arrét, un bouton deréed’arrét, ... (polymorphisme).
Les chaines hi-fi les plus récentes ont hérité des fonotlités de leurs ancétres (par exemple
le support d'une télecommande a été ajouté par ragpargénération précédente). L'encapsu-
lation se manifeste par le fait qu’il n’est pas permis ni @its de modifier les circuits d’une
chaine hi-fi. On accede aux attributs de I'objet par dearecL.CD, par divers boutons, mais
rien d’autre ne devrait étre accessible. Pour mettre erchmeaa chaine hi-fi, on appuie sur
un bouton qui déclenchera le réveil de I'objet, ce n'est ad'utilisateur de réveiller chaque
eléement interne de la chaine hi-fi.

De méme en informatique, le principe de I'orientation opgrmet de créer des objets, de les
utiliser dans de nouveaux objets plus complexes, de chamgasjet si celui-ci ne convient pas.
Dans le cas d’une bibliotheque d’optimisation, il s’agtpbuvoir sélectionner avec précision le
critere d’arrét souhaité, le type de recherche de ligndendirection, de sélectionner la maniere
de calculer le gradient, de proposer des objets utilitaires
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A.1.3 Design patterns

Lesdesign patternsu patrons/motifs de conception sont des recettes pembdtaepondre
a des questions classiques. L'idée des motifs de comeeptiovient de Christopher Alexan-
der [AIS*7€], architecte ayant proposé une liste de motifs architactu L'idée sous-jacente
était de ne pas réinventer la roue. Quelques annéesghlisce principe a été appliqué a I'in-
formatique par l&Gang of Fouf GHJV94.

\oici certains de ces motifs de concepfion

— Observeur permet a une série d’objets d’observer lasgdraents sur un méme objet,

— Stratégie définit des comportements interchangeables,

— Décorateur ajoute des possibilités au comportememnt abyjet,

— Composition permet de composer et d’utiliser une hiéiarcomplexe d’objets.

Tous lesdesign patternsie sont pas utiles dans le cadre d’'une bibliotheque d’agpétion.
Par exemple, le motif Observeur n’est pas utile (ce motisestvent utilisé en programmation
evénementielle, comme la programmation d’interfaceplgiques). En revanche, la Stratégie
est primordiale. En effet, c’est elle qui est a la base duxcdun module de recherche de
ligne ou de direction. Le Décorateur servira a modifiea efffiner une stratégie (par exemple
en permettant d’utiliser la taille du pas précédent condé@eart de la recherche de ligne lors
de I'itération suivante). Enfin, la Composition permettda fusionner des comportements, ce
motif pourra étre utilisé dans la sélection d’'un créter

A.1.4 Principe de €paration

Le principe de séparatior[ 04] est généralement antagoniste au principe orienté& ebje
plus exactement au principe de responsabilité de ce detfidee sous-jacente est de séparer
les données du traitement. Ce principe est clairemeniaieptians la STL $tandard Template
Library, un sous-ensemble de la bibliotheque standard C++) aldesithmes sur les données
(tels que la recherche dans un conteneur ou le tri) sont&gpians leur grande majorité des
conteneurs qui sont chargés des données.

Dans le cas d’une bibliotheque d’optimisation, ce prieaife séparation est primordial car
les données tournent entre les differents modules @uei. Les données utilisées pour cher-
cher une direction sont utiles aussi pour la recherche dulpases ces données sont indispen-
sables au critere d’arrét. C’est pourquoi un dictionmaimntenant I'état courant de I'optimisa-
tion est passé en parametre a chaque module. Ces modulesit alors réecupérer les données
utiles et mettre a jour d’autres résultats.

En revanche, cela a des conséquences sur l'utilisatioredairms motifs de conception.
En effet, l'utilisation d’'un décorateur peut étre treendereuse. Si une décoration utilise des
données communes et met a jour le dictionnaire d’étatieingdécorateur suivant utilise ces
mémes données dans un autre but, un probleme peut eunleéco

Par exemple, chaque module de recherche de direction pgaliser sa recherche de pas
a une valeur donnée dans le dictionnaire. Si une décordeé ce module indique une certaine

Svoir http ://conception.developpez.com/cours/#dp pas explications plus détaillees
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valeur de départ et qu’un autre décorateur modifie a renugette valeur, le premier décorateur
ne sert a rien. Pour corriger ce probleme, si le premieod#eur enregistre la donnée dans
un nouveau champ du dictionnaire et que les autres deaosateodifient cette valeur, com-
ment le premier décorateur saura-t-il qu'il est le prengegu’il doit créer a nouveau cette
donnée (sachant qu’elle est dans le dictionnaire) ? llresffet impossible de vider le diction-
naire a chaque étape puisque les résultats de l'icgratiecédente peuvent étre utiles (direction
précédente de descente, valeurs et position lors @edtion précédente pour le calcul du critere
d’arrét, ...). C’est aussi la la limite entre la theoneieformatique et I'application pratique des
méthodes.

A.2 Application a la création d’'un module d’optimisation

Afin d'étre souple et réutilisable, une boite a outilsgtimisation correcte doit présenter
chacun des aspects exposés ci-dessus, tests unitaieesation objet et principe de séparation.
Cette bibliotheque a principalement été crée poutifojsation de fonctions convexes, méme si
diverses extensions peuvent étre envisagées pouréniagptimisation convexe avec contraintes.

Outre le module principal d’optimisation avec ses sous-utex] plusieurs modules uti-
litaires sont fournis. Par exemple, une fonction de cofdctéfiant la somme du carré de la
difference entre des données originelles et une appatidmde ces données calculées par une
fonction auxiliaire est proposée, y compris une avec usibaspproché.

A.2.1 Le coeur, la classe Optimizer

Une optimisation repose tout d’abord sur une fonction anoper et un point de départ.
Par la suite, 'optimisation convexe repose globalemenlesutrois modules présentés au début
de cette annexe : la recherche d’une direction de descentegtierche d’'un pas et un critere
d’arrét. Dans cet optique de séparation des respont&ahlin autre principe de la programma-
tion modulaire), une classe décrira un optimiseur gloibakfa responsable de la fonction et du
point de départ, mais aussi de I'initialisation du dictiaire contenant I'état de I'optimiseur) et
une classe dérivée représentera I'optimisation comedie-méme.

La méthode du polytope\[VI65], appelée aussi du simplex@gwnhill methodou Nelder-
Mead peut aussi étre implémentée sous cette forme, herelte de la direction étant alors la
recherche d’un premier candidat puis la recherche du paste# la contraction ou la dilatation
selon le colit au point sélectionné.

Outre I'optimisation simple décrite precédemment, anére classe d’optimisation a été
ecrite. Celle-ci permet d’effectuer une opération awdraque itération et une autre apres cette
itération.

Enfin, apres chaque itération, il est possible de saudegdétat de I'optimiseur, afin de
découvrir les raisons d’éventuels échecs d’optimisati
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A.2.2 Les differents modules disponibles

Le développement a principalement été orienté verstitoisation de fonctions convexes
sans contraines.

Les criteres d’arrét implémentés sont les suivants :
atteinte de I'itération limite,
variation absolue du codt inferieure a une limite,
variation relative du colt inférieure a une limite,
variation absolue du gradient du co(t inférieure a imée,
— variation relative du gradient du coQt inférieure a lingte.
Ces differents élements sont composables entre etxawsa un ET logique ou avec un OU
logique. D’autres critéres plus complexes, dépendaaitdds variables d’état de I'optimiseur
peuvent &tre congus et composés avec les criteresréss

La sélection d’'une direction de descente est un problameegte tres ouvert déependant de
la fonction recherchée. Voici quelques-unes des direstimplémentées :

— direction opposée au gradient,

— direction du gradient conjuguélE52 FR64 PREY,

— direction de Newton (opposée au hessien multiplié pgradéient),

— direction de Newton modifiee]~67

— direction de quasi-Newtompvs9 Bro70, Fle7q Gol70, Sha7(),

Les directions par gradient conjugué sont chacune une asitiqgm entre la direction précédente
et la direction donnée par le gradient courant. Le poidshdeene donne les differentes tech-
niques existantes. C’est pourquoi toutes ces techniqueashasées sur le méme modele, seul
le poids étant modulé. De plus, des décorateurs permieléeredémarrer le gradient conjugué,
soit périodiquement, soit lorsque deux gradients cant§sae sont plus orthogonaux.

Enfin, plusieurs recherches de lignes exactes et inexaaté&@implémentées comme :
section utilisant le nombre d’or ou la série de Fibonagai(d],

interpolation quadratique ou cubiqui&\{04],

recherche utilisant la regle d’Armijo (aussi appdBsektracking [Arm66],

recherche utilisant les regles de Wolfe-Powell normaledeur version forte\[/ol69,
Wol71],

— recherche utilisant les regles de Goldstéinlp,

Des recherches de lignes simples ont aussi été conglies, que les recherches amorties
(recherche d’'un pas par dichotomie) ou des pas dépendamirdbre d’itérations effectuées.
Des décorateurs ont aussi été mis en place, permettacdrdmencer la recherche du pas a
partir du pas précédent.

A.2.3 Differentiation automatique

Dans ce nombreux cas, un gradient analytique et a plustfaigen un hessien analytique
ne sont pas disponibles. Il est alors nécessaire de fgied apune approximation numérique de
ces données. Dans les boites a outils usuelles, c'@irticseur qui se charge de ces opérations,
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lorsqu’une fonction gradient ou hessien n’est pas fournie.

En raison du principe de responsabilité et par souci de madth) I'approche proposée
par cette boite a outils est differente. En effet, laisiea d’utiliser un gradient analytique ou
numerique revient a l'utilisateur de la fonction. De pllsssélection du pas de différentiation
est spécifiqgue a une fonction et non a une méthode d’dgdiion.

Les deux techniques de differentiation usuelles sontémgintéesi-orward Differenceet
Centered DifferencgN'\W06]. Il s’agit de deux classes qui seront utilisees commeselate
base de la fonction a optimiser. Si un gradient analytiguste, son implémentation sera alors
directement utilisée lors d’'un calcul de gradient ou louscdlcul du hessien numérique. De
méme, le hessien pourra étre implémenté de maniehgtiyue.

A.2.4 Estimation

Lorsqu’'un modele de fonction doit étre adapté a desititons (par exemple, estimation
des parametreéa, b) d'une fonction linéairef(c) = ax + b a partir de couples$z,y)), une
fonction d’optimisation générique peut étre creée effet, ce genre d’optimisation est souvent
effectué en minimisant la somme des carrés des diffesfnc- f(x)). En créant un objet en-
capsulantf() et calculant ce colt, il est possible d’utiliser I'enseentdés outils d’optimisation
présenté en amont.

\oici la forme générale du probleme a résoudre selempérametred :
ming,h(0) = Y c(y - fg(x)) (A1)

Deux colts usuels() ont été implémentés. Le premier est le colt quadratigilisé tradi-
tionnellement{(z) = 5|z|?).

Un autre colt frequemment utilisé est une approximadiercelui-ci au deuxieme ordre,
appelée Gauss-Newton. Ce colt est une approximationuaigshee ordre du colit quadratique.
En effet, 'approximation au deuxieme ordr&g0) deA.1 donne :

4(0) = h(0,) + 9(0)(0 - 0,) + (0 - 0,)TH(0)(0 - 0,) (1.2
Avec .

r(8) = [y F(r1)pn—F(22) - sy~ F(n)] (A3)

aL0) H(0) ... F-(6)
7(6) - 32(0) Z2(O) ... F=(0) (A)

a(0) 52(0) ... Z(0)
9(0) = J(8)'r(0) (A5)
5(0) = Z;nri(e)VQTi(e) (A.6)

H(0) J(0)'J(0)+S(0) (A.7)
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L'optimum de cette fonction se trouve pour :
0k+1 = Hk; - (J(Hk)TJ(Hk) + S(Ok))‘lJ(Hk)rek (A8)

Si on peut considére$ (60,.) ~ 0, on obtient 'approximation de Gauss-Newton.

A partir de cette approximation, I'algorithme Levenberguidjuardt [ev44, Mar63 peut
étre construit avec la boite a outils présentée.

A.2.5 Limites du modele

Le principe de séparation a une influence lourde sur leslgbités d’évolution de la boite a
outils proposée. En effet, il n'est pas possible de chgihesieurs décorateurs sur la recherche
de direction ou sur celle de ligne. Cet inconvénient pénet ©solu a condition de complexifier
I'état de I'optimiseur. Par exemple, des qu'un décarateavaille sur des données, il sauve-
garderait celles-ci dans des listes associées. Le pnab&irvient car il est nécessaire d’avoir
une liste par éléement modifie, et que tous les paramptissibles ne sont pas conraupriori.
Chaque décorateur doit pouvoir créer cette liste, larvgildesoin est, ce qui complexifie la
création d’un nouveau décorateur.

Une autre limitation du modele est que plusieurs modulasmpatibles peuvent étre utilisés
ensemble, I'erreur ne se déclenchant que lors de I'opditiois, et non lors de la construction
de I'optimiseur. Par exemple, il est possible d’utilisentdliser un optimiseur de Newton avec
une fonction qui ne peut pas calculer son hessien de maaiiytigue ou numérique. Un
mécanisme de vérification statique peut étre ajouténaition de spécifier pour chaque module
ses besoins et ce qu'il propose.

Enfin, le nombre d’appels a la fonction (elle-méme, sonligrat ou son hessien) n'est pas
compté et n’est pas non plus optimisé. Cette optimisaiofonction du nombre d’appels peut
étre ajoutée a I'état de I'optimiseur a peu de fraisr&ranche, le fait que les appels eux-mémes
ne soient pas optimisés (donc qu'il peut exister plusiappels a la fonction, au gradient ou au
hessien avec les mémes parametres) peut étre critioqngecéetains cas. Une amélioration peut
consister a stocker les derniers appels dans la variabtatdie I'optimiseur, mais le coiit en
temps gagén pour certaines optimisations difficiles péet perdu pour d’autres optimisations
rapides.

A.3 Conclusion

La boite a outils proposée permet de faire face a de neaxigproblemes d’optimisation de
fonctions convexes. Sa modularité permet une adaptadipde a toute forme de fonctions et
d’'implémenter une grande partie des algorithmes usuelstichisation sans contrainte.

Malgré tout, elle présente des inconvénients et né#eedss améliorations, comme l'inclu-
sion de contraintes lors des optimisations.
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B.1 Fonction de cait assoceea Isomap

Isomap [[dSLO( est une technique analytique pour obtenir un espacetraguartir d’'une
matrice de distances. Apres avoir calculé la matrice égantes géodésiques, un MDS clas-
sique est effectué pour obtenir la solution optimale. Liacfmn de colit associée n’est jamais
calculée explicitement. Il est donc nécessaire de peeauelle est la fonction de colt mini-
misée afin de connaitre ses caractéristiques.

SoientD+y- la matrice de distances dans I'espace origifizd- celle dans I'espace réduit,
H =1 - 11 la matrice de centrage permettant de calculer une matricemélation a partir
d’'une matrice de distance&]r57. L'objectif d’'une analyse en composantes principalesuil
pour obtenir la solution analytique du MDS) est de minimigsedifféerence entre les matrices
de corrélation d&” et deX :

YY" - XX"|r (B.1)
|HDy H-HD x H|p (B.2)

f(X)

Ici, la matriceY n’est pas connue, mais sa connaissance explicite n’esttpasseule
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la matrice des distances est nécessaire. A partir desigt@pide la norme de Frobenius, en
effectuant une decomposition en valeurs singulieres :

YY'=USSU" (B.3)

et en sélectionnant les plus grandes valeurs prafirest les vecteurs propres assodiés
et posantX = U S/, lafonction f(X) est minimisée.

B.2 Equivalence entreLaplacian Eigenmap<t Diffusion Maps

Les Laplacian Eigenmap$3N03] et les Diffusion Maps[CL06] sont en réalité le méme
algorithme. Les premiers consistent a calculer une t@iod a 'aide d’un noyau gaussien
entre un point et ses proches voisins tandis que les deprigpssent d’utiliser une matrice de
probabilites de transition (ou de Markov) basée sur egeéiee corrélation entre tous les points.
Dans un second temps, une diagonalisation est effectugesttcette diagonalisation qui est
differente dans la littérature.

En considérant la matricg de ces corrélations, la matrice diagonBleontenant la somme
sur chaque colonne ou ligne &&:

L,=D-S (B.4)
L,=D'?8D7'/? (B.5)

Dans le cas delsaplacian Eigenmapse sont les plus petites valeurs propres (sauf la plus
petite qui est nulle) de la decomposition en valeurs sieges généraliséé&, f = A\D f qui
permettent de résoudre le probleme. Dans le caPdtssion mapsil s'agit des plus grandes
valeurs propres (sauf la premiere) de la décompositiomaggurs singuliered; f = Af. En
réalité, ces deux opérations sont identiques.

En effet, si\ est valeur propre d&; pour la fonction propref :

L.f = ADf (B.6)
(D-S)f = \Df
Sf = (1-ANDf
D'PWf = (1-\)D'?f
D—1/2WD—1/2(D1/2f) _ (1—)\)(D1/2f)
L,(D'?f) = (1-\)(D"*f) (B.7)

(1 - \) est donc valeur propre dk; pour la fonction propreD*/? f. Un avantage du cal-
cul deL; est que les routines de décomposition en valeurs sirgalgont plus frequemment
disponibles pouf; que pourL,.
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B.3 Parametres de Haralick

A partir d’'une matrice de cooccurrendd de taille(n,n), Haralick [HSD73 a proposé 14
parametres. Par la suite, Conners et Harlow §(] ont démontré que ces 14 parametres étaient
corrélés et que seuls 5 coefficients spécifiques étaidfisants. Ces parametres sont calculés a
partir de la matricéVf ou de sa version normalis@d = M/, imi;.

— Homogeénéité, aussi appelé moment angulaire d’ordre 2

E =% m;
ij
— Contraste :
C = Zk2 Z mi,j
ko li—jl=k
— Corrélation :
Cor = n Zi,j(ijmi,j) - (Zz‘,j ’imi,j)(zz',j jmi,j)
\/(" Zi,j Zsz‘,j) - (Zi,j imz‘,j)2\/(" Zi,j j2mz’,j) - (% Zj jmi,j)2

— Entropie :

H = Z mi7jlog(ﬁ7,i7j)
(2%

— Homogeénéité locale :

s
LH=Y —"t _
g L+ (i-j5)2

B.4 Les ®parateursa Vaste Marge (SVMs)

L'objectif des SVMs [Vap99 est de maximiser la marge entre la frontiere de décisidese
points d’apprentissage (fid.7). Cela permet d’obtenir une robustesse lors de la géeéatiain
(la droite H, ne permet pas cela car elle est tres proche de I'une degslaksnc le taux de
mauvaises classifications peut étre plus important).

B.4.1 Position du probEme

Soient{(x1,c1), (x2,c2),...}, ¢; = +1 selon la classe a laquelle le point appartient. Le
probleme est alors de chercher tel quec;(w.x; - b) > 1 pour1l < i < [. La contrainte
supplémentaire du probleme est de maximiser la marge w#rdeux classes et donc de mini-
miser|w| (fig. B.1). Le probléeme s’exprime alors sous la forme d’un problé&muadratique :

minimiser () 3| w|? (B.8)
avec ¢;(w.x; —b) > 1,1<i< [ '
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FiG. B.1: Optimisation daev pour maximiser la marge entre les deux classes

Ce probleme peut étre transformé en un autre, plus siengiisoudre :

maximiser ¥, a; — 5 ¥, ; 04 ¢ic;xl @ (B.9)
avec Y, a;c; =0et a; >0. '
avecw = Zz QG Ci; .
La résolution de ce probleme est donc la recherchexglasn «; non nul indiquant que:;
est un vecteur support. Ce probleme quadratique peutisitger efficacement a I'aide d’'un
algorithmeSequential Minimal Optimizatiof-CL05 (implémenté dans la bibliotheque uti-
lisee [CLO1]). Les points d’apprentissage pour lesquelgst nul ne seront pas utilisés lors de la
classification. Ce comportement est la raison de la robestiss SVMs a un entrainement, car
un nombre important de points d’apprentissage ne modifilegagcteurs support sélectionnés.

B.4.2 Extensions

L'intéréet des SVM se situe principalement dans le domdméa classification non linéaire.
En effet, tout comme pour I'ACP a noyau, il est possible depkacer le produit scalaire;.y
par un noyauk(x;,y) lors du calcul dew.y — b pour un nouveau poing. Dans ce cas, la
séparation linéaire s’effectue dans un espace de dimepsitentiellement infini.

Dans un deuxieme temps, il n’est pas toujours possibleparst strictement deux classes.
En effet, il se peut qu'un certain nombre d’éléments d’olesse se retrouvent entourés des
eléments de l'autre classe et inversement. Afin d’évitesurapprentissage, il est possible d’as-
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souplir le problemé3.8 en introduisant des variables dites resgprt

. 112
minimiser (ap py zllw|?* + C Y, &
{ avec ci(w.x; —b)>21-§,1<i< I (B.10)

avecC' une variable arbitraire contrdlant le compromis entrgéar de marge et le nombre
d’erreur de classement.

B.4.3 Estimation de probabilite d’appartenance

Un élément intéressant de ce classifieur est qu’il esdiplesde probabiliser I'appartenance
a une classe et donc de se déplacer d'une classe vers uee Rotir cela, on peut utiliser
une fonction colt qui sera la difference entre la prolit@ail appartenance a une classe et a une
autre (voir fig.5.1dpour une figure utilisant une fonction similaire). A la fin depdiacement, on
obtient alors une difféerence entre le point et le point lesgroche de I'autre classe {-SK0j
(voir aussi5.1.2.

S’il existe K classes, I'objectif est d’estimer la probabilité d’appaance a la classgour

pr=plc=kle),k=1,... K

Dans un premier temps, les probabilités de classe agsaiétre la classeet la classe
doivent étre calculées :
ru(x) =p(c=klc=koul,x)

Ceci est effectué par une amélioratian {V07] de I'approximation de la probabilité pos-
teriori proposée par{la0( :
A
¥ 1 AN (@)+B
avecf(x) la fonction de décision entre la clagset la classé pour le pointe. Les valeursA
et B sont les valeurs optimales du probleme suivant :

rij

minimiser ._4 gy F'(2) = = X;(t:log(pi) + (1 -t;)log(1 - p;))

Nk-l-l i (w ) 1
1C k)=
avec pg = ri(x;) et t; = Nk’1+ 2 (B.11)
N+ 2 sic(xy) =1

ou N, est le nombre de points assignés a la cldsseN, le nombre de points assignés a la
classd.

Une fois ces termes estimeés, il est possible de calculerddmbilités, pour un échantillon

x. La seconde approche exposée daiis\[/04] a été sélectionnée. Le probleme a résoudre
s’écrit sous la forme :

minimiser ¢, n.3 2k Siek TRk = TRiDL)? (B.12)
avec Y pr=1,px 20,VEk .
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Obernai, France2007.

Ouvrages

[4] M. BRUCHER : Python : les fondamentaux du langage - la programmation pgesir
scientifiquesRessources Informatiques. Editions ENI, january 2008.
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