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Introduction xi
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3.1.1 Régression simple. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
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5.1.1 Découpage d’une variété continue. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
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B.2 Équivalence entreLaplacian Eigenmapset Diffusion Maps. . . . . . . . . . . . . 94
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Notations

Cette thèse a été rédigée à l’aide d’une notation coh´erente. Par défaut, les éléments d’une
matrice sont symbolisés par un caractère normal avec deuxindices, un vecteur colonne d’une
matrice par une minuscule en caractère gras avec un indice et une matrice en lettre capitale
grasse.

ix



x TABLE DES MATIÈRES
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Introduction

De nombreux problèmes de traitement de données mettent enjeu des vecteurs de dimensions
très importantes (dans un espaceRp dit d’origine). Qu’il s’agisse de classer, détecter, tester ou
estimer, on est confronté dans cet espace d’origine à la malédiction de la dimension (curse of
dimensionality) : le nombre de vecteurs de données nécessaires à un peuplement raisonnable
de l’espace augmente exponentiellement avec la dimension de l’espace. En pratique, puisque
le nombre de données disponibles ne répond pas à cette condition, il faudrait considérer des
voisinages de taille prohibitive avant de rencontrer, danschaque direction, les points les plus
proches d’un point donné. Posées de la sorte, les tâches de classification, détection et estima-
tion ne peuvent être réalisées avec des performances acceptables. La démarche généralement
adoptée pour faire face à cet obstacle est laréduction de dimensiondes données. Il s’agit de
représenter les données originales dans un espace de dimension réduite : d’une part, on souhaite
respecter la structure des données, c’est-à-dire reproduire dans l’espace réduit les distances ori-
ginales entre couples de points, d’autre part on souhaite éliminer les redondances présentes
dans les données initiales. Du point de vue de la géométrie différentielle, on peut considérer
que les données initiales se répartissent sur une variété non linéaire dont il s’agit de capturer les
degrés de liberté. Le problème est alors posé comme un problème d’apprentissage de variété
non linéaire.

L’objectif général de ce travail est l’apprentissage de variétés non linéaires. Typiquement,
les représentations compactes auront pour objet de modéliser l’ensemble des apparences prises
par un objet sous divers angles et conditions d’éclairage afin de pouvoir détecter des occur-
rences ultérieures de cet objet. Plus généralement et àplus long terme, l’objectif des méthodes
développées dans cette thèse est la construction et l’utilisation d’atlas de formes en imagerie
cérébrale. Ces atlas peuvent être utilisés en recherche clinique comme outil d’aide au diag-
nostic et en neurosciences comme outil d’aide à la compréhension du développement et de la
dégénérescence du cerveau.

Ce travail de recherche a été mené en étroite collaboration entre le Laboratoire des Sciences
de l’Image, de l’Informatique et de la Télédétection (UMR CNRS-ULP 7005) et le Labora-
toire d’Imagerie et de Neurosciences Cognitives (UMR CNRS-ULP 7191) dans le cadre d’un
projet multi-laboratoires sur le thème de l’Imagerie et dela Robotique Médicale et Chirurgi-
cale. Les contributions de cette thèse portent sur plusieurs aspects de l’apprentissage de variétés
non linéaires. La première contribution porte sur la détermination des coordonnées réduites.
Ces coordonnées sont obtenues en tant que solution d’un problème d’optimisation. Dans la
veine des approches de typemultidimensional scaling, nous proposons une fonction de coût

xi



xii INTRODUCTION

originale permettant de reproduire, dans l’espace réduit, les distances géodésiques de l’espace
original. Ce problème d’optimisation est fortement multimodal, et les approches de type des-
cente de gradient se révèlent insatisfaisantes. Nous proposons un algorithme original permettant
de résoudre ce problème de façon satisfaisante. La seconde contribution a pour objet l’estima-
tion d’une application permettant de mettre en correspondance l’espace réduit avec l’espace
original. Ce problème de régression non linéaire de dimension multiple n’est pas abordé dans
la littérature à notre connaissance. Nous proposons un algorithme de régression linéaire par
morceaux, présentant suffisamment de flexibilité pour pouvoir s’adapter aux différentes confi-
gurations rencontrées avec une précision maı̂trisée par l’utilisateur. La troisième contribution de
notre travail est constituée par une méthode de projection d’un point sur la variété. Cette projec-
tion est effectuée dans un cadre bayésien. Elle a pour objet d’établir l’appartenance d’un objet
à la variété. L’ensemble des méthodes proposées est testé sur des données de référence (Swiss-
Roll, S-Curve, base COIL-20) ainsi que sur des applicationspratiques (analyse de formes et de
texture).
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État de l’art

Sommaire
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L’analyse de données est un problème complexe : celles-civivent dans des espaces de
grande dimension mais peuvent généralement être décrites par un faible nombre de paramètres.
Modéliser ces données par une variété (un sous-espace de Rp) permet plusieurs actions : la vi-
sualisation des éléments dans un espace réduit, la classification (sous plusieurs formes) ou la
détection de différences. Par exemple, l’ensemble des images d’un objet sous le même angle
possède 3 degrés de liberté (un vecteur 3D de translation) mais est de grande dimension (al-
lant jusqu’à plusieurs dizaines de milliers de pixels). Malheureusement, cet espace de grande
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2 CHAPITRE 1. ÉTAT DE L’ART

FIG. 1.1: Exemple de variété topologiqueMd localement homéomorphe àRd.

dimension n’est pas rempli par les images de cet objet. Le butde l’apprentissage de la variété
décrivant ces images d’objet peut être par la suite de tester si une nouvelle image d’objet est
une image de ce même objet ou d’un autre objet. Si la non-lin´earité de la variété n’est pas prise
en compte lors de l’apprentissage, l’espace réduit ne serapas non plus rempli. Ceci devra être
pris en compte par la suite lors de la classification ou de la projection [VHC07]. Les outils
nécessaires devant être plus complexes, il est donc plus intéressant d’apprendre de manière plus
fine la variété pour travailler sur un espace le plus remplipossible.

Une telle variété ne possède pas les propriétés utilisées en mathématique euclidienne [Laf96].
Par exemple, l’image moyenne d’un objet n’est pas la moyenneeuclidienne des images de ce
même objet. Lorsque localement la variété est homéomorphe àRd (d = 3 pour les images d’un
même objet, correspondant aux trois degrés de translation), on parle de variété topologique. On
possède alors la possibilité de définir des espaces locaux tangents à la variété, l’espace local
étant de dimensiond, comme la variété. Cette notion permet l’introduction decartes locales
(fig. 1.1, (Ui, ci) étant une carte locale avecci l’application homéomorphe entre la variété et
Rd) et d’atlas, un atlas étant une famille de cartes. Si l’application de changement de cartes
c−1i ○cj est un difféomorphisme de classeCk, alors l’atlas est ditCk. La variété est différentielle
lorsque la réunion de deux atlas de classeCk est un nouvel atlas de classeCk. Ces deux at-
las sont dits compatibles, ce qui introduit une notion de classe d’équivalence des atlas. Enfin,
les variétés riemanniennes définissent en outre une fonction de classeCk entre un point sur la
variété et l’espace tangent en ce point. Cette fonction permet la définition d’une métrique ainsi
que le calcul de distance sur la variété, appelée aussi distance géodésique.

Si la variété analysée est connue analytiquement, il estpossible de travailler directement
sur la variété [Pen06] et d’effectuer des calculs en utilisant ses propriétés.En analysant l’es-
pace sous-jacent, la répartition des données est nette, il est possible de classifier de manière
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pertinente les données. De même, la variété peut être modélisée (décrite par un ensemble de
fonctions) et un nouveau point peut être analysé et projeté sur la variété. Malheureusement, la
variété considérée n’est généralement pas connue, seul un échantillonnage de celle-ci est connu.
Des techniques dédiées de réduction de dimensionalitédoivent être utilisées pour calculer un
espace sous-jacent, des techniques de régression spécifiques développées pour mettre en cor-
respondance ces deux espaces et enfin des outils de projection permettront de projeter un point
sur la variété et de tester son appartenance à celle-ci.

Lorsque la variété est euclidienne, l’analyse en composantes principales (appelée aussi
transformation de Karhunen-Loève ou ACP) [Jol02] est traditionnellement utilisée pour la
réduction, la régression et la projection. L’ACP ne permet donc pas de remplir l’espace réduit
pour une variété non linéaire. En revanche, grâce à seshypothèses, son calcul est très rapide,
d’où son intérêt qui reste très élevé, malgré des perfomances sous-optimales. Cette analyse
part malgré tout sur une mauvaise hypothèse et de nouvelles techniques sont apparues pour
permettre une modélisation pertinente de la variété.

L’apprentissage de variété peut donc se résumer à la résolution d’une équationy = f(x),
avecy les échantillons des données connues et(x,f()) respectivement un jeu de paramètres
(appartenant àRd) et la fonction de mise en correspondance entre l’espace réduit et l’espace
d’origine. Dans le cas d’une variété linéaire, l’équation résolue par l’ACP esty = Wx. Le
problème peut être résolu en considérant les outils de réduction de dimension, les possibilités
de mise en correspondance entre les deux espaces. Une fois leproblème résolu, il est possible
d’utiliser le modèle pour projeter des nouveaux échantillons sur la variété et les classer.

1.1 Repŕesentation des donńees

Lors de l’apprentissage d’une variété riemannienne, il est nécessaire de définir la notion de
distance sur celle-ci. Cela implique que les données brutes de l’ensemble ne sont pas forcément
idéales pour cette tâche. Par exemple, dans le cadre de la reconnaissance faciale, les données
sont traitées afin que toutes les images aient un référentiel commun (à l’aide d’une transforma-
tion affine).

Un exemple typique est l’analyse de formes. Une première approche consiste à utiliser des
Procrustes [Boo96], insensibles aux transformations affines de la forme, maiselle nécessite
l’intervention d’un expert pour placer des points remarquables sur la forme. Une autre méthode
pourra utiliser la carte de distance [GGSK05] (après recalage pour supprimer les différences
de rotation et de translation) pour détecter des différences plus subtiles. D’autres méthodes
représentent directement la surface de la forme avec une représentation basée sur les fonctions
harmoniques sphériques [BGK95] ou sur l’axe médian de la forme [BN78, FLPJ04]. La solution
choisie pour l’analyse de formes est le champ de déformation entre une forme étudiée et une
forme de référence. Ce choix permet d’utiliser une information plus complète que simplement
la forme, mais aussi la variation de l’intensité au sein de la forme (les moments de l’image
ont aussi cette propriété [MPR+03]). Une fois la représentation définie, une distance peut ˆetre
calculée entre deux points (il est nécessaire d’avoir unemétrique sur les représentations).



4 CHAPITRE 1. ÉTAT DE L’ART

Dans le cadre de la classification non supervisée de données, il est important de fournir
une informationa priori sur la manière d’effectuer cette opération. En effet, si l’information
pertinente est noyée dans le bruit (dimension des donnéestrop importante, rapport signal sur
bruit d’une composante pertinente trop faible, ...), la réduction de dimension ne permettra pas
d’obtenir un espace dans lequel la classification sera efficace.

Si la représentation n’est pas inversible, il n’est pas possible de localiser les différences
entre un point et son projeté sur la variété (voir section5.1.2). Si deux classes ou plus divisent
la variété, il est intéressant de pouvoir calculer la différence entre un point et un point ou la
frontière d’une autre classe. Cela s’effectue en remontant le gradient de la fonction de classi-
fication (si cela est possible), mais il est nécessaire de pouvoir remonter à l’espace d’origine
pour pouvoir visualiser cette différence [GGSK05]. Dans le cas d’une extraction d’information
de texture, cette transformation inverse n’existe pas et iln’est donc pas possible de faire varier
une texture continuement vers une autre classe.

1.2 Réduction de dimension

L’apprentissage d’une variété s’effectue principalement de deux manières. La première
consiste à utiliser une approximation de la distance géodésique et à créer un nouvel espace de
plus faible dimension dans lequel les distances géodésiques sont reportées par des distances eu-
clidiennes. Si la réduction est trop importante, les distances géodésiques ne sont pas respectées
dans l’espace réduit : il est nécessaire de trouver une méthode pour obtenir la dimension sous-
jacente correcte. Par exemple, un cercle, paramétrable par une variable 1D, l’angle, ne peut
être réduit dans un espace euclidien de dimension 1. L’espace des photographies d’un même
objet sous le même angle est quant à lui de dimension 3. Une approche empirique consiste
donc à choisir de manière arbitraire la dimension de l’espace sous-jacent grâce à de la connais-
sancea priori, mais dans le cas général, cette connaissance n’est pas fournie et une méthode
déterministe doit être utilisée.

La seconde manière usuelle consiste à approcher l’opérateur de Laplace-Beltrami qui est
l’extension du laplacien au cas des variétés riemanniennes. Dans ce cas, seules les distances
avec les plus proches voisins peuvent être calculées. L’intérêt de cette méthode réside dans ce
point : la matrice des distances entre points à calculer estcreuse, contrairement à la première
méthode. En revanche, la méthode n’est que locale et peut ˆetre sujette au repliement comme
cela sera montré sur des exemples par la suite. Cette approche sera analysée par la suite.

Ces deux visions regroupent la majorité des approches actuelles et reposent sur le graphe
des distances entre voisins [YXZ+07].

1.2.1 MultiDimensional Scaling(MDS)

Le MDS [Bor05] métrique permet d’approcher une mesure de dissimilarit´e, ici les distances
géodésiques. A partir de celles-ci reportées dans une matrice carrée, le MDS métrique calcule
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(a) Différence entre distance eucli-
dienne (pointillés) et géodésique (trait
plein)

(b) Construction du graphe des
proches voisins et approximation de
la distance géodésique

(c) Réduction de dimension (en
rouge la distance géodésique ap-
prochée, en vert la distance eucli-
dienne)

FIG. 1.2: Fonctionnement des algorithmes basés sur la distance géodésique (extrait de
[TdSL00])

un jeu de coordonnées dans un espace réduit tel que ces distances géodésiques sont respectées
dans l’espace réduit (fig.1.2).

L’obtention des distances géodésiques s’effectue par une recherche des plus proches voi-
sins (K-voisins ou fenêtre de Parzen généralement) puisla distance géodésique d’un point à un
autre est calculée par le plus court chemin dans le graphe des distances entre ces voisins (un
algorithme de Floyd-Warshall [Flo62] ou de Dijkstra [CLR01] pourra être utilisé). Cette tech-
nique a plusieurs inconvénients. Le premier est le temps decalcul enO(n2log(n)) (n étant le
nombre de points) au minimum ainsi que la place mémoire utilisée. Certaines implémentations
contournent le problème en proposant de ne travailler que sur des points remarquables [dST02],
mais cela accentue le second problème, celui de la stabilité topologique [BST+]. En effet, la
recherche des voisins [WZZ05, LZ08] peut entraı̂ner un court-circuit dans la variété et par la
suite une mauvaise approximation des distances géodésiques et donc de la variété (fig.1.3).
Diverses méthodes tentent de remédier à ces problèmesa posteriorien travaillant sur le graphe
global [CC07, NA07] sans vraiment le résoudre complètement. Toutes les méthodes travaillant
sur le graphe des plus proches voisins peuvent en réalité bénéficier d’un meilleur choix de ces
voisins, y compris les méthodes ne travaillant pas sur les distances géodésiques. Choisir les voi-
sins proches de l’espace tangent est l’objectif optimal, mais dans le cas de variétés à fort rayon
de courbure, cet espace tangent s’écarte rapidement de la variété et la sélection des voisins est
donc plus complexe.

Le MDS métrique se subdivise en plusieurs parties. Le MDS m´etrique dit classique utilise
un critère quadratique pour respecter les distances d’entrée et la solution analytique au problème
est calculée par une analyse en composantes principales. L’algorithme ainsi obtenu en utilisant
des distances géodésiques est connu sous le nom Isomap [TdSL00]. La fonction optimisée est la
suivante (voirB.1 pour l’explication de cette fonction), avecDY la matrice des distances dans
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FIG. 1.3: Court-circuit dû à un point aberrant et entraı̂nantune mauvaise estimation des dis-
tances géodésiques (extrait de [CC07])

l’espace original,DX , celle dans l’espace à estimer etH = I − 1

n
1 la matrice de centrage :

S ISO(Y ,X) = ∥H(D2

Y −D2

X)H∥F . (1.1)

En optimisant cette fonction, les grandes différences entre les distances dans les deux es-

paces possèdent un poids quadratique (en effet,∥M∥F = √∑M2

i,j). Or les distances pertinentes
sont les distances moyennes : les faibles distances sont bruitées par le bruit sur la variété et les
grandes distances sont mal approchées (elles sont calcul´ees de proche en proche, donc sensibles
au placement des points [MLX +08]). La solution plus générale consiste à faire appel au MDS
métrique non classique qui optimise une fonction de coût pour résoudre le problème. Plusieurs
fonctions de coût sont proposées dans la littérature [Sam69, DH97, HR02] avec diverses ca-
ractéristiques. Par exemple la fonction de Sammon [Sam69] peut s’exprimer sous la forme :

SSAM(Y ,X) = 1∑i,j d1(yi,yj)∑i,j
[d1(yi,yj) − d2(xi,xj)]2

d1(yi,yj) . (1.2)

Le poids associé aux distances est hyperbolique, la fonction est donc robuste aux points
aberrants, mais elle reste sensible aux erreurs sur les distances faibles.

1.2.2 Mod̀eles baśes sur le graphe

L’ensemble des inconvénients des méthodes précédentes (instabilité topologique, quantité
de mémoire utilisée importante et coût en temps de calcul) peut plaider en faveur de l’utilisa-
tion d’une autre approximation de la variété riemannienne. Le principe consiste à construire
une matrice (creuse) de similarité entre les échantillons puis de normaliser cette matrice sous
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diverses formes et d’en extraire des vecteurs propres qui seront les coordonnées des points
d’origine. La normalisation des similarités engendre unerobustesse de la réduction de dimen-
sionalité [NJW01].

Le premier algorithme estLocally Linear Embeddingou LLE [RS00, CY06]. L’objectif
de cet algorithme est de transporter les coordonnées barycentriques de l’espace d’origine dans
l’espace réduit. Chaque point est approché par ses plus proches voisins et la ligne associée dans
la matrice creuseS contient les poids de chaque voisin dans cette approximation (fig. 1.4).
Grâce à ces poids, une fonction de coût est introduite :

Φ(X) = ∥X −SX∥F
Ainsi, l’objectif est clairement de retrouver un espace de faible dimension tel que les nouveaux
élémentsX i soient le barycentre de leurs voisins. L’optimimum est calculé en diagonalisant la
matrice(I − S)T (I − S) et les vecteurs propres associés aux valeurs propres les plus petites
(sauf le premier car le vecteur ne contenant que des 1 a pour valeur propre 0) sont utilisés
comme coordonnées.

La mesure de similarité est une mesure indirecte et collective, puisque les points les plus
proches sont utilisés pour approcher un point. L’utilisation d’un poids relatif entraı̂ne aussi des
distorsions dans l’espace réduit reconstruit, comme les résultats de comparaison le montreront
en partie2.4.

Deux autres approches consistent à utiliser un noyau, par exemple gaussien, comme me-
sure de similarité. LesLaplacian Eigenmaps[BN03] ne calculent cette valeur que pour les plus
proches voisins, tandis que lesDiffusion Maps[CL06] le font pour chaque paire de points.
Si le noyau est suffisamment resserré, un grand nombre de paires aura une valeur nulle et la
matrice reste creuse. La littérature propose deux algorithmes différents qui sont en réalité iden-
tiques comme cela est démontré dans l’annexeB.2, les deux étant une variation du calcul sur le
laplacien normalisé du graphe.

Soient la matrice (symétrique) des similaritésS et la matrice diagonaleD avecdi,i = ∑j si,j.
La matriceL =D−S est l’une des formulations du laplacien du graphe [Chu97]. Cette matrice
est une matrice symétrique dont la décomposition en valeurs singulières est la suivanteL =
UΣUT . De plus, elle est semi-définie positive, car pour tout vecteurv :

vT Lv = 1

2
∑
i,j

si,j(v(i) − v(j))2 ≥ 0

Cette équation permet de mesurer la régularité du vecteur v sur le graphe (plus les valeurs
sont faibles, plus le vecteur est régulier). On dit que le vecteur varie doucement sur le graphe ou
qu’il suit la variété. Il est à noter que seules les valeurs fortes desi,j ont un impact significatif
sur cette régularité. En particulier, la régularité d’un vecteur propre est donnée par :

φT
i Lφi = λi

Ainsi, les vecteurs propresφ avec de faibles valeurs propresλ sont les plus doux. En
sélectionnant lesd plus faibles (sauf celui avec une valeur propre nulle), un espace réduit est
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FIG. 1.4: Principe de l’algorithme LLE (extrait de [RS00])
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créé. Le laplacien normaliséL = I −D−1/2SD−1/2 est calculé à partir du laplacien et possède
des propriétés semblables [Wei99]. L’utilisation du laplacien normalisé permet en particulier
d’obtenir des poidssi,j/(√∑k sk,j

√∑k si,k) normalisés (des différences(f(i) − f(j))2 qui
possédaient un poids faible peuvent posséder un poids plus important).

Le principal inconvénient de ces deux algorithmes reste lechoix des paramètres du noyau
utilisé. En effet, un noyau large ou resserré entraı̂ne des résultats pouvant être très différents.
De plus, lesLaplacian Eigenmapsont une tendance à regrouper les points, les distances faibles
et moyennes ne sont donc pas du tout respectées. Quant auxDiffusion Maps, la mesure des si-
milarités entre tous les points d’apprentissage peut empˆecher une bonne réduction de la variété.
Enfin, le problème est à nouveau posé en terme d’une optimisation quadratique, donc sensible
aux points aberrants.

LesDiffusion Mapspeuvent s’interpréter dans un cadre probabiliste et markovien. La ma-
trice de similarité brute (sans la normalisation selon leslignes et colonnes) est alors la matrice
de transition d’un état à un autre. Celle-ci élevée à une puissance entière donne la probabilité
de passer dans un état défini au bout d’un nombre fini d’itérations. Par la suite, cette matrice est
normalisée pour obtenir une matrice symétrique de similarités. Un paramètre additionnel de cet
algorithme est donc le choix du nombre d’itérations de la matrice de transition.

Enfin, lesHessian Eigenmaps[DG03] (aussi appeléesHessian-based Locally Linear Em-
bedding) travaillent sur le hessien du graphe plutôt que sur le laplacien. A partir des plus proches
voisins, les coordonnées sur l’espace tangent des voisinsd’un point sont calculés puis un es-
timateur du hessien est calculé et enfin une décompositionen valeurs propres est réalisée de
la forme quadratique associée. Cette méthode a été spécifiquement créée pour ne pas créer de
trous dans l’espace réduit reconstruit, mais elle est beaucoup moins robuste au bruit que les
autres méthodes.

1.2.3 Autres mod̀eles

D’autres modèles ne considèrent que les distances locales [AX02] dans l’optimisation d’une
fonction de coût quadratique. Ces optimisations sont difficiles et sources de nombreux minima
locaux. En particulier, les distances grandes et moyennes ne servent pas pour donner de l’infor-
mation, comme c’est le cas dans le MDS avec les distances géodésiques. De même les entrées
nulles dans la matrice de similarité utilisée par les algorithmes précédents ajoutent une infor-
mation de position de ces points. Sans ces informations, lesrésultats sont très aléatoires et
dépendent de l’initialisation.

Une approche alternative est l’utilisation de noyaux dans l’ACP [SS02]. Ce processus, ap-
pelé ACP à noyau ou KPCA en anglais (pourKernel Principal Component Analysis), effectue
une décomposition en valeurs propres dans un espace de grande dimension, permettant de pas-
ser outre la linéarité de la méthode. Dans l’ACP, chaque entrée de la matrice de corrélation
est le produit scalaire entre deux points considérés. Dans l’ACP à noyau, ce produit scalaire
est remplacé par un noyau dit de Mercer [Mer09], comme par exemple un noyau gaussien.
En considérant une applicationφ ∶ y ↦ φ(y) mettant en relationRn avec un espaceRm de
dimension potentiellement infinie, le noyauk() est alors le produit scalaire entre deux mises
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en correspondance, soit encorek(yi,yj) =< φ(yi),φ(yj) >. Il a été démontré que plusieurs
méthodes présentées, telles que Isomap, LLE et lesLaplacian Eigenmaps, sont en réalité des
cas particuliers du KPCA [HLMS03].

Il est aussi à noter que les réseaux de neurones sont parfois utilisés pour la réduction de di-
mensionalité, en implémentant certaines fonctions de coût présentées plus tôt [JJ95]. En créant
un réseau de neurones dont les couches d’entrée et de sortie ont un nombre de neurones égal à
la dimension de l’espace d’origine et dont la couche interm´ediaire possède un nombre restreint
de neurones, un entraı̂nement consistant à créer une fonction identité permettra de retrouver
dans la couche intermédiaire des coordonnées dans un espace réduit. Pour une réduction non
linéaire, des couches supplémentaires peuvent aussi être introduites.

1.2.4 D́etermination de la dimension de l’espace ŕeduit

Reste à définir la dimension de l’espace réduit. Cette question est essentielle pour la majorité
des algorithmes précédents car sa réponse influe sur la taille du voisinage utilisé. Dans le cas de
la sélection desk plus proches voisins, il est recommandé d’utiliser au moinsk = 2d voisins avec
d la dimension de l’espace réduit. En considérant un échantillonnage uniforme de la variété, au
moins2d voisins sélectionnent des points sur la variété dans toutes les directions. Considérer
trop d’éléments peut introduire des court-circuits dansla variété tandis que considérer trop peu
d’éléments empêche une estimation correcte de la distance géodésique ou de l’opérateur de
Laplace-Beltrami.

La sélection de la dimension adéquate repose généralement sur des tests utilisés à l’ori-
gine en psychologie. Le premier test est le Scree-test [Cat66]. Il consiste à analyser l’optimum
de la fonction de coût optimisée (chacun des algorithmes exposés optimise analytiquement ou
numériquement une fonction de coût explicite ou non) pourdiverses dimensions et à choi-
sir comme dimension de l’espace réduit l’entier à partir duquel la courbe se stabilise (voir
figure2.2a). Il est aussi possible d’utiliser un critère d’information [Aka74] pour régulariser le
test et donner un résultat clair.

Un autre outil de détermination de la dimension de l’espaceréduit est l’algorithme de
Grassberger-Procaccia [GP83]. Il consiste à calculer une fonctionCn(r) indiquant la fraction
de points dont la distance est inférieure àr :

Cn(r) = 1

n(n − 1) ∑i≠j I∥xi−xj∥<r. (1.3)

Par la suite, la dimension adéquate recherchée est donnée par la pente deCn(r) sur un
intervalle le plus grand possible :

D̂corr(r1, r2) = logCn(r1) − logCn(r2)
logr1 − logr2

, (1.4)

où r1 et r2 définissent l’intervalle maximal oùCn(r) est considéré comme étant linéaire. Cette
méthode nécessite de calculer plusieurs valeurs deCn(r) mais fonctionne pour tout outil de
réduction de dimension.
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D’autres méthodes de sélection de cet espace existent et prennent en compte une analyse
en composantes principales [FO71, BS98b], les plus proches voisins [Tru76, PBJD79, VD95,
CH04] ou encore une approche fractale [CV02].

1.3 Régression multidimensionnelle

La régression résout le problème du passage de l’espace réduit à l’espace d’origine. Il s’agit
donc d’une fonction deRd dansRp. Certaines approches effectuent la régression et la réduction
de dimension de manière simultanée (comme l’ACP), d’autres approches ne travaillent que sur
la régression.

Des méthodes basées sur les réseaux de neurones non présentées ici calculent la régression
directement [DH97] ou guident les algorithmes travaillant sur l’espace tangeant [BM05]. Un
réseau de neurones créant la fonction identité propose aussi une régression en considérant la
sortie de la couche intermédiaire jusqu’aux neurones de sortie.

1.3.1 Construction d’un mod̀ele pendant la compression

L’incrément élémentaire sur l’ACP est l’ACP locale. Il s’agit d’effectuer localement une
projection par ACP en considérant des groupes de points [FO71]. Cette méthode ne permet pas
d’obtenir des coordonnées réduites sur toute la variét´e. Une extension permet de calculer une
carte de l’espace réduit [Kra91] ; on parle alors de coordination de modèles locaux.

La méthode générale la plus ancienne [RSH01] crée un nombre fixe de modèles linéaires
locaux, chaque modèle étant décrit par une gaussienne devariance unitaire pour la répartition
des points et une gaussienne centrée pour le bruit associé. Pour coordonner les espaces entre
eux, les axes de chaque modèle doivent être alignés. Le modèle général non coordonné est un
mélange d’analyseurs de facteur [GH96] (factor analyzer) calculant la probabilité d’un point et
d’un modèle :

P(y, s,zs) = P(y∣s,zs)P(zs∣s)P(s) (1.5)

avecy le point en cours d’analyse,s l’indice du modèle utilisé etzs les coordonnées du point
dans le modèle considéré. En considérant les éléments suivants :

P(s) = ps (1.6)

P(zs∣s) = (2π)−d/2e− 1

2
zT

s zs (1.7)

P(y∣s,zs) = ∣2πΨs∣−1/2e− 1

2
(y−µ

s
−Λszs)TΨ

−1

s (y−µs
−Λszs) (1.8)

et en marginalisant selon les modèles existants et les coordonnées associées, on obtient :

P(y) =∑
s

ps∣2π(ΛT
s Λs +Ψs)∣−1/2e− 1

2
(y−µ

s
)T (Λ

T

s Λs+Ψs)−1(y−µs
) (1.9)
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A partir de cette équation, un algorithme EM (Expectation-Maximization) [DLR77, MB88]
permet de calculer les paramètres du modèle global, à savoir ps, Λs et Ψs. La coordination
entre les modèles est extérieure et s’effectue à l’aide de paramètres additionnels :

g(s,zs) =Aszs +κs (1.10)

g() étant les coordonnées globales dans l’espace sous-jacent. Un terme additionnel dans l’op-
timisation de la vraisemblance du modèle, basé sur une divergence de Kullback-Leibler, est
ajouté afin de déterminer les paramètresAs etκs optimaux.

Des versions proches [Bra03, ZZ05, VRV03, TB99] peuvent permettre l’utilisation d’une
gaussienne non unitaire pour décrire un ou plusieurs modèle(s) local(aux).

Les courbes principales [HS89] sont une extension des composantes principales. Au lieu
d’avoir une fonction linéaire, une autre fonction continue non linéaire est utilisée (splines cu-
biques oulocally weighted running-lines smoother[Cle79]). Cette courbe est dite cohérente car
chaque point de la courbe est la moyenne des points d’apprentissage qui se projettent dessus
(fig. 1.5). D’un point de vue formel,

E(x∣λf (x) = λ) = f(λ) (1.11)

avecλf (x) = supλ{λ ∶ ∥x − f(λ)∥ = infµ∥x − f(µ)∥} l’index de projection et coordonnée

réduite dex. L’extension au cas multidimensionnel (Rd avecd > 1) est proposée, mais en
réalité seul le casd = 2 a été traité. Il est aussi à noter que la littérature ne permet pas d’affirmer
l’existence d’une courbe principale pour un jeu de donnéesquelconque.

Des extensions du modèle ont été proposées pour améliorer cet algorithme. Par exemple,
[LT94] utilise des produits de fonctions[s − t]+ = (s − t)Is>0 avecs une coordonnée réduite
pour engendrer des régressions multidimensionnelles. [KK02] atteste l’existence d’une courbe
de taille finie qu’il appelle courbe principale pour certains jeu de données, la courbe principale
étant la courbe qui minimise les distances entre chaque point d’apprentissage et elle-même. Un
algorithme permettant de trouver une telle courbe continueet linéaire par morceaux est proposé
dans la littérature associée.

1.3.2 Estimation d’une fonction entre les deux espaces

Si l’estimation d’une fonction linéaire entreRd et Rp est un problème simple, l’estima-
tion d’une fonction plus complexe, même linéaire par morceaux, est plus compliquée. Diverses
méthodes proposent d’estimer une fonction continue linéaire par morceaux entreRd etR (p = 1

pourProjection Pursuit Regression[FS81], Hinging Hyperplanes[PS98, WS05]).

Ces deux modélisations s’appuient sur des fonctions de type max{l(x,a), l(x,b)}. Pour
générer deux hyperplans séparés par une charnière (hinge), il suffit que l() soit une fonction
linéaire, auquel cas la frontière entre les deux hyperplans est donnée parb − a. A chaque
itération, une nouvelle fonction est ajoutée et seuls sesparamètres sont optimisés, le reste de la
fonction étant considéré comme étant optimal. Les fonctions de type[x.a]+ = (x.a)Ix>0 sont
aussi utilisées dans certains algorithmes équivalents.Les fonctions peuvent être étendues àRp
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FIG. 1.5: Courbe principale (en gras) d’un nuage de points, la croix étant la moyenne des points
bleus

au prix d’une complexité de calcul accrue. Le résultat final est une fonction continue linéaire
par morceaux, les zones charnières étant uniquement des droites.

A partir d’interpolateurs basés sur les fonctions radiales généralisées [PG97], des régressions
lisses peuvent être approchées [EL04]. Chaque coordonnée est représentée par une combinai-
son linéaire entre des fonctions radialesφk(x) (dont le centre est appris par une méthode quel-
conque) et une fonction linéaire des coordonnées réduites.

Une fois les paramètres appris, il est aisé de parcourir lavariété, mais aussi de projeter de
manière orthogonale un nouveau point sur la variété. En effet, un point est le produit matriciel
entre les coefficients et le vecteur des fonctions radiales et des coordonnées réduites. En in-
versant cette matrice de coefficients, les valeurs des fonctions radialesφ̃k(x̃), mais surtout les
coordonnées réduites̃x peuvent être calculées. En revanche, le nombre de fonctions radiales est
fixe, et la projection n’est pas forcément optimale car il n’y a pas forcément adéquation entre
les coordonnées réduites calculées et les valeurs des fonctions radiales (̃φk(x̃) ≠ φk(x̃)).

1.4 Projection sur un mod̀ele

Une fois la régression calculée, il est possible de parcourir l’espace réduit et d’obtenir les
coordonnées correspondantes sur la variété. Il est aussi intéressant de tester l’appartenance d’un
point à la variété. Cela est possible en testant si l’erreur obtenue en projetant le point sur la
variété est faible (fig.1.6) et/ou si les coordonnées réduites du point sont proches de celles des
échantillons de la base d’apprentissage (à l’aide d’un m´elange de gaussiennes par exemple). En
connaissant le modèle, il est possible de tirer parti de sescaractéristiques.
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Dans un premier temps, les outils basés sur les réseaux de neurones seront présentés. Puis
les méthodes tirant parti des données originales et de la méthode de réduction de dimension
utilisée seront exposées. Enfin, la projection sur des modèles linéaires à l’aide des moindres
carrés ou d’une approche probabiliste sera décrite.

1.4.1 Projectionà l’aide de réseaux de neurones

Des réseaux de neurones peuvent être entraı̂nés pour résoudre ce problème. L’outil usuel
pour cela est lesSelf-Organizing Maps[Koh01] ou SOM. La couche de sortie est un espace
quantifié à partir de l’espace réduit original. L’entraˆınement consiste à proposer les points de
départ et de forcer la sortie aux coordonnées associées dans l’espace réduit (on pourra utiliser
n’importe quel outil de compression usuel). Après l’entraı̂nement, un nouveau point proposé
sera projeté à l’endroit où le neurone de sortie prend la plus grande valeur. Une autre approche
probabiliste existe, lesGenerative Topographic Mapping[BS98a, TN02] ou GTM.

1.4.2 Utilisation des donńees dans l’espace original

Lorsque les données originales (utilisées pour déterminer un espace réduit) sont utilisées
pour la projection, en considérant un nouveau point et ses voisins sur la variété, il est pos-
sible d’utiliser l’extension de Nyström [Bak77, WS01] pour calculer les coordonnées optimales
(eq.1.12) dans l’espace réduit [BPV03].

Le calcul de cette extension est le suivant. SoitK la matrice des similarités créée par un
noyauk̃(yi,yj) (les Laplacian Eigenmapsou lesDiffusion Mapstravaillent directement sur
cette matrice). La diagonalisation de cette matrice donne lieu à des vecteurs propresU k et leurs
valeurs propres associéesλk. Par la suite, lakème coordonnée réduite d’un nouvel échantillon
y est donnée par

xk = 1

λk
∑
i

ukik̃(yi,y). (1.12)

De là, il est aussi possible de calculer le projeté sur la variété dans l’espace original. Cette
approximation est aussi celle fournie par la projection en utilisant l’ACP à noyau à un facteur
près [SS02].

Sans utiliser de noyau, la solution intuitive consiste à utiliser les plus proches voisins pour
interpoler un nouvel échantillon : le point original est approximé comme le barycentre de ses
voisins et la projection optimale est alors le barycentre des points réduits, avec les poids calculés
sur le point original. L’erreur de reconstruction est ainsila différence entre le barycentre et le
point original. Cette méthode, comme toutes celles nécessitant les données de l’espace original,
possède un inconvénient de taille : il est nécessaire de conserver les points originaux sur la
variété. Or, si le but est de compresser les données, il n’est pas envisageable de conserver ces
données.
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FIG. 1.6: Projection d’un pointy sur la variété au croisement entre deux modèles, soit par
maximum de vraisemblance (MV) soit par maximuma posteriori(MAP)

1.4.3 Moindres carŕes

Si le modèle utilisé pour la régression est un modèle linéaire par morceaux, le nouveau point
peut être projeté orthogonalement sur chacun des plans. Par la suite, la meilleure projection est
la projection dont l’erreur est la plus faible. Cette extension simple de l’ACP permet d’obtenir
très rapidement et de manière analytique la solution optimale au sens quadratique. En revanche,
elle reste aussi sensible aux points aberrants. En utilisant une projection robuste, c’est-à-dire un
coût non quadratique pour l’erreur de reconstruction, l’influence des éléments dont le rapport
signal sur bruit est faible peut être diminuée.

1.4.4 Projection probabiliste

Lorsque le modèle possède une interprétation probabiliste, d’autres types de projections
sont envisageables [TB99]. L’espace réduit peut apporter un termea priori (fig. 1.6) forçant un
point à se projeter sur un modèle local dans une zone pertinente grâce à l’utilisation de la règle
de Bayes (on parle de maximuma posteriori).

Les points aberrants (par exemple une image présentant uneocclusion, c’est-à-dire qu’une
partie de l’image est masquée et remplacée par une valeur constante) peuvent alors être projetés
de manière robuste en utilisant un modèle d’erreur de reconstruction plus adapté, comme une
loi de Laplace ou une gaussienne généralisée. Par la suite, la recherche du projeté optimum
peut s’effectuer de plusieurs manières. La plus simple estd’utiliser une grille (hiérarchique si
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possible) et de choisir le candidat le plus vraisemblable. Cette solution fonctionne très bien
car l’espace réduit est de faible dimension. L’algorithmedu Mean-Shiftmodifié [VHC07] per-
met aussi de résoudre ce problème, même s’il est utilisédans des espaces de taille bien plus
importante dans la littérature.

1.5 Classification

La classification de données regroupe deux opérations distinctes : la première consiste à par-
tionner un ensemble de données en classes (clusteringen anglais), le second à assigner un point
à une classe, pouvant avoir été définie par la première opération. Dans les deux cas, l’appren-
tissage de variétés est intéressant ; la réduction de dimension permet d’éviter la malédiction
de la dimension et classer des données dans un espace restreint est plus facile à réaliser. De
même, classer un nouveau point par projection permettra d’éviter divers problèmes de voisi-
nage lorsque la variété ne remplit pas l’espace original.

La classification spectrale fait partie de la première classe d’opérations. Elle consiste à clas-
ser des données de manière non supervisées. Les classifieurs probabilistes et les SVMs réalisent
la seconde opération, classer de nouveaux éléments à partir d’échantillons déjà classés.

1.5.1 Classification spectrale

La classification spectrale [NJW01] consiste à classer de manière non supervisée les données
sur un graphe, généralement construit à partir des plus proches voisins, sans partitiona priori. A
partir d’un graphe comprenant les similarités (on parle parfois des corrélations dans la littérature)
entre les points, plusieurs algorithmes permettent de créer des classes de données [Wei99] à par-
tir des vecteurs propres de la matrice de corrélation. En revanche, le nombre de classes est connu
à l’avance. En réalité, il a été démontré que la classification dans le domaine spectral revenait à
travailler sur le laplacien du graphe des similarités [LL06]. Dans cet espace, la classification en
utilisant lesk-moyennes possède alors une justification théorique, selon les auteurs.

Lorsque le nombre de classes n’est pas connu à l’avance, le problème générique est connu
sous le nom de partionnement par corrélation ouCorrelation Clustering[BBC04]. Il s’agit de
maximiser les similarités au sein de chaque classe et de minimiser les dissimilarités (toujours
dans une même classe). Plusieurs alternatives à ce probl`eme NP-complet sont proposées dans
cet article : maximiser les similarités dans les classes oumaximiser les dissimilarités entre les
classes. L’approche la plus simple consiste à sélectionner un point non classé qui est très peu
similaire à un autre point non classé, et chaque point similaire à ce premier point est classé avec
lui dans une nouvelle classe. Ces approximations peuvent seréaliser en temps polynomial et
le nombre d’erreurs réalisées est une fonction bornée dunombre d’erreurs optimal (d’après les
auteurs).

Une autre approche de ce problème est une extension desk-moyennes et recherche de
manière stochastique un sous-espace de taille quelconquequi sera regroupé au sein d’une
classe [HH07]. Contrairement auxk-moyennes, chaque classe est regroupée autour d’une vari´eté
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linéaire (point mais aussi plan ou hyperplan borné). Itérativement, une nouvelle classe est pro-
posée de taille variable, ce qui permet à terme de séparertous les éléments en différentes classes.

1.5.2 Classifieur probabiliste

Les classifieurs présentés par la suite classent un nouvelélément en fonction d’une segmen-
tation en classes effectuée au préalable.

Le classifieur probabiliste utilise la probabilisation de l’espace réduit (par des mélanges de
gaussiennes par exemple) et donc des classes pour assigner un échantillon à la classe la plus
probable. A partir de la classification de l’espace réduit et de la projectionx de l’échantillony,
la vraisemblance de l’appartenance à chaque classeci est calculée par la règle de Bayes, et la
classe dont la vraisemblance est maximale est choisie :

p(ci∣y) ∝ p(ci)p(x∣ci).
En effet, la classe d’un élémenty ne dépend pas de l’erreur de projection, mais uniquement

de sa projectionx. Ce classifieur peut aussi être utile dans le cadre de la projection sur plusieurs
modèles distincts, ce qui est le cas lorsque les données appartiennent à plusieurs variétés. Dans
ce cas, le point est projeté sur chaque variété, et le projeté le plus vraisemblable au sens du
maximuma posteriorisera choisi.

Plusieurs informations additionnelles peuvent être incorporées en utilisant un classifieur
bayesien dit naı̈f [DP97].

1.5.3 Classifieur SVM

Les SVM (pour Support Vector Machines) [Vap98] sont des classifieurs généralement uti-
lisés entre deux classes (même s’ils peuvent être généralisés à plusieurs classes). A partir des
vecteurs supports proches de la frontière de décision, une fonction de décision permet de décider
à quelle classe un nouveau point appartient, selon son signe. Le nom francisé des SVMs est
séparateur à vaste marge, en effet la frontière de décision est maximisée lors de l’apprentissage
(fig. 1.7).

Les notions principales de ce classifieur sont résumées enpartieB.4.

1.6 Objectifs

La majorité des outils d’apprentissage de variétés est posée en terme d’une optimisation
quadratique, que cela soit les algorithmes de réduction dedimensionalité, tels que Isomap ou
lesLaplacian Eigenmaps, ou les outils de réduction/régression conjointes, telsque les méthodes
de coordination de modèles locaux (basées sur des modèles gaussiens). Afin de proposer un ap-
prentissage de variété robuste à tout type de bruit (souscondition), une méthode de réduction
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FIG. 1.7: Trois droites de séparation,H1 la frontière avec la plus grande marge,H2 une
séparation non optimale etH3 qui ne sépare pas les deux classes

de dimensionalité robuste au bruit a été développée. Dans l’objectif de permettre une classifica-
tion efficace de nouveaux échantillons, une régression multidimensionnelle non supervisée est
proposée, sans fixer à l’avance le nombre de paramètres n´ecessaires.

Ces outils seront testés et comparés aux outils usuels pr´esentés dans la littérature. De plus,
l’utilité de la réduction de dimensionalité sera établie dans plusieurs domaines tels que l’analyse
de texture ou la classification de formes.
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La première étape de l’apprentissage de variété consiste à représenter les données dans
un espace réduit de dimension réduite. L’objectif de cette représentation peut être multiple :
regrouper les points ou respecter les distances entre les points, pour citer les objectifs usuels.
Selon l’objectif, l’algorithme de réduction de dimensionutilisé pourra être différent : soit des
Laplacian Eigenmapsou un MDS métrique.

Les exemples proposés couvriront des variétés telles que le SwissRoll (fig.2.3) ou le SCurve
(fig. 2.4) qui sont des variétés de dimension 2 dans un espace de dimension 3. La base COIL-20
a été utilisée pour les exemples basés sur des images. Ils’agit d’images de 20 objets distincts.
Pour chacun des objets, 72 images ont été prises, chacune sous un angle différent. A cet effet, les
objets ont été placés sur une table tournante avec un appareil photographique fixe et une image
a été acquise tous les 5 degrés (soit donc une rotation complète de l’objet). Chaque image a été
segmentée pour enlever le fond de l’image et le rendre noir puis mise à l’échelle pour obtenir
des vignettes de taille 128 x 128. Chaque jeu de données étant paramétré par un seul paramètre,
à savoir l’angle de rotation de l’image, il représente unevariété de dimension 1 dans un espace
de dimension 16384.
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2.1 Choix d’un crit ère de ŕeduction

L’approximation choisie sera celle des distances géodésiques. En effet, comme il sera ob-
servé dans la partie sur les résultats (fig.2.4.2), l’utilisation du laplacien ou du hessien du graphe
conduit à une approximation locale dont les résultats ne sont pas adaptés aux besoins exprimés,
à savoir respect de la structure globale et des distances mais aussi visualisation.

Tout comme pour l’algorithme Isomap, les distances géodésiques seront approximées par
les distances aux plus proches voisins puis par la mise en oeuvre d’un algorithme du plus court
chemin dans le graphe résultat. Une telle approximation a les effets suivants :

– les distances aux proches voisins sont sous-estimées parrapport à leurs distances géodésiques,
– les distances de proche en proche seront des surestimations des distances géodésiques

réelles.

Il est donc nécessaire de :
– tenir compte de la sous-estimation des distances entre voisins, qui peuvent de plus être

polluées par du bruit,
– considérer que le coût doit être robuste pour faire faceaux points aberrants, de cette

manière les grandes distances ne deviendront pas prépondérantes sur les autres distances
plus faibles.

Voici la fonction de coût retenue :

SP(Y ,X) = ∑i,j

√
γ + [d1(yi,yj) − d2(xi,xj)]2√

τ 2 + [d1(yi,yj) − d2(xi,xj)]2
τ 2

d1(yi,yj)
σ + d1(yi,yj) (2.1)

avecd1 la distance dans l’espace original, géodésique, etd2 la distance dans l’espace d’arrivée,
généralement euclidienne.

Le premier terme est le terme robuste,γ étant une petite valeur de telle sorte que la racine
carrée reste toujours dérivable. Le second terme permet d’accélérer la convergence de l’algo-
rithme lorsque la distanced2 approche mal la distanced1, le coût devenant alors quadratique
lorsque la différence est supérieure àτ . Enfin, le dernier terme permet de pondérer de manière
faible les faibles distances, sous-estimées ou bruitées, inférieures àσ, contrairement à la fonc-
tion de coût proposée par Sammon (cf1.2) qui propose un poids hyperbolique pour les distances
faibles.

2.2 Optimisation de la fonction

Cette fonction de coût possède un grand nombre de paramètres, le nombre de points mul-
tiplié par la dimension de l’espace réduit. Il existe plusieurs minima locaux. De plus, cette
fonction de coût est insensible aux isométries, il existedonc une infinité de solutions. Afin
d’éviter tout problème numérique (lorsque les coordonnées ont une moyenne très élevée devant
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FIG. 2.1: Allure de la fonction de coût suivant la direction de descente, le point symbolisant le
résultat local de la recherche du minimum.

l’amplitude de leurs variations, les calculs sont quantifi´es et sujets à de grandes erreurs), les
coordonnées réduites seront toujours centrées.

L’optimisation d’une telle fonction de coût est généralement effectuée à l’aide d’une des-
cente de gradient conjugué. Ce genre d’optimisation pour une fonction de coût non convexe
rencontre fréquemment un minimum local. Pour pallier ce problème, plusieurs optimisations
peuvent être effectuées (multi-start) ou une stratégie adaptée à la fonction peut être envisagée.
C’est cette dernière solution qui a été envisagée.

2.2.1 Caract́eristiques de la fonctionà optimiser

Lors d’une initialisation aléatoire, la fonction de coûtle long du gradient est asymptotique-
ment quadratique en fonction de la taille du pas, comme ce quiest attendu (fig.2.1a). Un zoom
sur le graphe indique que la fonction de coût est multimodale et que la direction de descente
ne donne pas lieu au meilleur minimum (fig.2.1b). Cela indique que l’optimisation de cette
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fonction peut facilement rester bloquée dans des minima locaux avec une descente de gradient
classique. On note aussi que le pas nécessaire dans la direction de descente est très faible, la
fonction de coût augmentant rapidement par la suite. En revanche, près du minimum global,
la fonction est robuste (fig.2.1c), indiquant que les distances sont globalement bien estim´ees.
Lors de la dernière itération, le minimum global n’est pasatteint (fig.2.1d). En effet, un pas
faible pourrait permettrait d’obtenir un minimum plus faible, mais la variation de ce minimum
est inférieure au critère d’arrêt.

2.2.2 Optimisation classique

Données: Coordonnées originales (yi, i ∈ 1, . . . I)
Résultat : Cordonnées réduites (x̂i, i ∈ 1, . . . I)
début

Initialiser les points à zéro;
r épéter

Ajouter un petit niveau de bruit à chaquexi;
Optimiser tous lesxi en même temps par une descente de gradient;
Centrer lesxi;

jusqu’ à convergence;
fin

Algorithme 1 : Optimisation classique

Afin d’échapper aux minima locaux, un optimiseur classiqueavec une descente de gradient
est utilisé, avec l’addition avant chaque itération d’unbruit gaussien dont l’amplitude décroı̂t
en fonction de l’indice de l’itération (algorithme1). La variance du bruit est aussi directement
fonction de la valeur de la fonction de coût.

En revanche, cette stratégie ne permet pas d’éviter tous les optima locaux, et une seconde
stratégie plus complexe est proposée.

2.2.3 Optimisation par incorporations successives

Les incorporations successives de nouveaux points permettent de mieux éviter les minima
locaux (algorithme2). En effet, le minimum global peut être facilement atteintpour un faible de
nombre de points pris simultanément. Lorsqu’un nouveau point est ajouté, la contribution de ce
point au coût est important et le déplacer permet d’atteindre un minimum global pour celui-ci.
Une optimisation globale permet de se placer rapidement surle minimum global de la fonction.

2.3 Śelection d’une dimension ad́equate

La sélection de la dimension peut se faire naturellement àl’aide du Scree-test [Cat66]. L’op-
timum de la fonction de coût est calculé pour plusieurs dimensions de l’espace réduit. Lorsque
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Données: Coordonnées originales (yi, i ∈ 1, . . . I)
Résultat : Coordonnées réduites (x̂i, i ∈ 1, . . . I)
début

Choisir un sous-ensemble aléatoire de (typiquement10) points et optimiser en
utilisant l’algorithme1;
tant que il reste des points̀a incorporerfaire

Incorporer un nombre défini de points (par défaut 1, avec des coordonnées
réduites aléatoires);
Optimiser en ne déplaçant que les points nouvellement incorporés (descente de
gradient);
Optimiser tous les points simultanément (descente de gradient);
Centrer lesxi;

fin
fin

Algorithme 2 : Algorithme d’optimisation par incorporations successives

l’augmentation du nombre de dimensions ne permet plus de diminuer de manière significa-
tive l’optimum, la dimension adéquate a été trouvée. Pour le SwissRoll (fig.2.3), ce graphique
est exposé dans la figure2.2apour plusieurs niveaux de bruit différents. Ce graphique montre
qu’au-delà de deux dimensions, le minimum de la fonction decoût ne s’améliore plus, ou très
peu par rapport à l’amélioration lors de l’addition des deux premières dimensions : le SwissRoll
peut donc se modéliser par une variété de dimension 2.

En ce qui concerne certains échantillons de la base COIL-20[NNM96], la figure 2.2b
montre que ces données sont représentables dans un espacede dimension 2, ceci par un cercle
(voir fig. 2.11c).

2.4 Résultats et comparaisons

Les figures2.3et 2.4exposent les deux variétés qui seront principalement utilisées comme
tests. Dans chacun des deux cas, une figure expose la variét´e elle-même et la seconde figure pro-
pose les coordonnées d’origine utilisées pour générerla variété. Seul le SCurve est une variété
dont la transformation entre l’espace de départ et celui d’arrivée est unitaire (le déterminant
du jacobien de la transformation vaut un en tout point de la surface). Cette propriété permet de
créer un test spécifique outre le test visuel de vérification de la structure. En effet, si la réduction
de dimension réduit en dimension 2, il est alors possible decomparer les coordonnées réduites
réelles et les coordonnées réduites à une transformation affine près.

2.4.1 Pŕesentation des ḿethodes utiliśees

La méthode présentée précédemment sera comparée à 4méthodes globales et à 4 méthodes
locales :
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FIG. 2.4: SCurve

– l’ACP [Jol02] étant l’outil usuel pour la réduction de données et la visualisation, une
implémentation de référence a été utilisée afin d’avoir un étalon de comparaison ;

– Isomap [TdSL00] consiste à trouver de manière analytique à l’aide du MDSclassique un
jeu de coordonnées dans un espace euclidien tel que les distances géodésiques estimées
sur la variété sont conservées. La fonction optimisée ´equivalente est :

S ISO(Y ,X) = ∥H(D2

Y −D2

X)H∥F ;

– le Non Linear Mapping [Sam69] consiste à optimiser une fonction

SSAM(Y ,X) = 1∑i,j d1(yi,yj) ∑i,j
[d1(yi,yj) − d2(xi,xj)]2

d1(yi,yj) ,

avecd1 une distance sur la variété (dans le cas présent la distance géodésique approchée)
etd2 la distance euclidienne dans l’espace réduit ;

– CCA [DH97] propose une autre fonction de coût,

SCCA(Y ,X) =∑
i,j

[d1(yi,yj) − d2(xi,xj)]2F (d2(xi,xj)),
avecF (x) = 1 pour ∣x∣ < λ et0 sinon, avecλ bien choisi.
Cette fonction est non convexe et dite récursive car le poids F () qui module le coût as-
socié à une distance permet de ne pas tenir compte lors de l’optimisation des distances
estimées trop grandes (tandis que la fonctionSP utilise les distances géodésiques ap-
prochées). Malheureusement, cela entraı̂ne une non-convexité de la fonction et une diffi-
culté d’optimisation. L’article de référence utilise une optimisation stochastique, mais la
méthode utilisée pour optimiser cette fonction est diff´erente car la méthode initialement
décrite ne permet pas d’obtenir un optimum global acceptable. Une modification de l’al-
gorithme par incorporations successives sera utilisée, `a savoir que lors de l’incorporation,
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un nouveau point sera ajouté et déplacé avec un seuilλ maximum (de sorte à pouvoir
placer le point proche de sa place optimale), puis tous les points sont optimisés avec un
seuilλ décroissant linéairement avec le nombre d’incorporations de points entre 99% des
distances et 5% des distances dans la matrice des distances géodésiques ;

– LLE [RS00] est la première des quatre méthodes locales envisagées. Son principe consiste
à conserver les coordonnées barycentriques entre les points et leurs voisins respectifs (il
s’agit d’une notion de similarité). La matrice des similaritésS est obtenue en résolvant
l’équation pour chaque pointxi par rapport à son voisinageN (xi) :

(xi −X
j∈N (xi)

)(xi −X
j∈N (xi)

)T si = 1.

Une fois la matrice des poids normalisée (la somme des lignes est unitaire), une matrice
symétriqueL est calculée :

L = (I −S)T (I −S).
Par la suite, les vecteurs propres de cette matrice sont calculés et ceux dont les valeurs
propres associées sont les plus faibles (sauf le premier) permettent de définir un espace
réduit ;

– lesLaplacian Eigenmaps(LEM) [BN03] ont pour objectif de calculer le laplacien norma-
lisé du graphe de similarité (avec une similarité mesur´ee à l’aide d’un noyau gaussien par
exemple sur les plus proches voisins, mais cette fois-ci de manière symétrique). La ma-
trice des poidsS est normalisée à l’aide de la matrice diagonaleD contenant la somme
des poids selon les lignes ou les colonnes en la matrice du laplacien normalisé du graphe
L = D−1/2SD−1/2. A partir de ce laplacien normalisé, des coordonnées peuvent être
extraites tout comme pour LLE ;

– lesDiffusion Maps(DM) [CL06] calculent elles aussi le laplacien normalisé du graphe
mais en considérant les similarités entre tous les points;

– lesHessian Eigenmaps(HEM) [DG03] estiment le hessien du graphe plutôt que le lapla-
cien. Pour cela, le voisinage de chaque point est projeté sur l’espace tangent autour du
point, lui-même obtenu à partir du même voisinage (à l’aide d’une analyse en compos-
tantes principales). A partir de ce voisinage, le hessien est estimé selon chaque couple de
directions de l’espace tangent et ceci pour chaque coordonnée de l’espace d’origine. A
l’aide de ces estimations, une matrice symétrique est créée puis décomposée en valeurs
propres et les vecteurs propres dont les valeurs propres nonnulles sont les plus faibles
sont sélectionnés pour définir les coordonnées dans l’espace réduit. L’implémentation de
référence a été utilisée lors des comparaisons.

2.4.2 Ŕesultats etévaluation

Avant toute chose, les paramètres deSP ont été fixés et sont identiques pour tous les essais.
γ a été fixé à10−7, τ à 60% des distances géodésiques estimées etσ à 1% de ces distances.
D’autres algorithmes tels que lesLaplacian Eigenmapsou lesDiffusion Mapsnécessitent de
changer de paramètres selon le jeu de données utilisé pour trouver une solution optimale.
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FIG. 2.5: Evolution du stress pour un point central et évolution de la structure
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FIG. 2.6: Evolution dustresspour un point centraly0 (une couleur foncée représente une forte
différence∣d1(yi,y0) − d2(xi,x0)∣) et évolution de la structure (les couleurs reprennent celles
de la figure2.3, permettant de vérifier la réduction correcte de la variété)
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Avant d’exposer les résultats, les figures2.5 et 2.6 exposent l’évolution du coût (parfois
aussi appeléstressdans la littérature anglaise)∣d1(yi,yj) − d2(xi,xj)∣ entre un pointi du
Swissroll et l’ensemble des autres pointsj ainsi que la structure des points (avec la carte des
couleurs associée au SwissRoll). Une couleur pâle indique une grande adéquation entre les
deux distances. Au départ, les points étant tirés aléatoirement, il y a peu d’adéquation. Très
rapidement, l’espace réduit prend forme de manière adéquate, les points extrêmes par rapport au
point considéré possèdent une distance bien estimée, ce qui n’est pas le cas des points centraux
qui seront déplacés petit à petit lors des itérations suivantes. Lors des dernières itérations, les
points les plus critiques sont proches des zones peu échantillonnées, lorsque la distance entre
plusieurs voisins presque proches est mal estimée.

Deux tests permettent d’évaluer la réduction de dimension.

La première est la comparaison visuelle. Il s’agit de vérifier que la structure de l’espace
réduit correspond à la structure d’origine (exposée fig.2.3bpour le SwissRoll et fig.2.4bpour le
SCurve). Le SCurve a donc été compressé par chacune des 9 méthodes présentées et le résultat
est donné dans les figures2.7pour la version non bruitée et2.8pour la version avec 5% de bruit
(par rapport à la variance totale des coordonnées des points).

Visuellement, seuls l’ACP, LLE ou lesDiffusion mapsne donnent pas un résultat clairement
satisafaisant, tandis que lesLaplacian Eigenmapsrespectent la structure en agglomérant les
points entre eux. LesHessian Eigenmapssemblent donner le résultat le plus régulier, puis la
méthode présentée (moins de trous agrandis dans l’espace réduit) puis CCA,SSAM et Isomap.

En présence de bruit, seuls lesHessian Eigenmapss’effondrent visuellement. Cela se com-
prend car l’approche est complètement quadratique et doncsensible au bruit. En revanche, des
fissures plus nettes apparaissent surSSAM, à cause du côté récursif de la fonction de coût (une
fissure qui est apparue ne peut que s’agrandir).

Les représentations de l’espace réduit pour le SwissRoll(fig. 2.9) entraı̂nent globalement
une conclusion identique à celle pour le SCurve. En revanche, lesLaplacian Eigenmapsne
permettent pas d’obtenir de résultat satisfaisant, ce quise retrouve dans la littérature [LZ08].

Pour le deuxième test (tab.2.1), la différence entre les coordonnées originales et les coor-
données réduites est calculée. Il s’agit de la norme de Frobenius de la matriceX∗ −WX̂ avec
X∗ les coordonnées originales,X̂ les coordonnées réduites estimées etW la matrice de trans-
formation affine minimisant cette erreur. Un bruit gaussienou laplacien est ajouté à la variété
(en pourcentage de la variance des coordonnées de la variété) et un dernier bruit de perturbation
impulsionnel est ajouté à la matrice des distances géod´esiques (le bruit impulsionnel est un bruit
laplacien ajouté à 12.5% des distances dans la matrice, lavariance du bruit étant déterminée par
rapport à la différence des distances géodésiques et euclidiennes dans l’espace réduitd1 − d2 où
d2 a été calculé parSP).

Ce test indique clairement quelles sont les méthodes de compression qui tentent de conserver
les distances géodésiques. Si tel est l’objectif désir´e, seules Isomap,SP, SSAM etSCCA peuvent
être envisagées.SCCA est tout de même très instable du fait de la récursivité de la fonction et
c’est ce qui explique les résultats surprenants avec un bruit gaussien à 5%. Même si lesHessian
Eigenmapsoffrent un résultat très bon en l’absence de bruit, les performances s’effondrent dès
que celui-ci est légèrement présent. Cela est confirmé par la littérature [DG03], même si cette
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FIG. 2.7: Espace réduit pour le SCurve non bruité

Bruit ACP Iso. SP SSAM SCCA LLE LEM DM HEM
Aucun 43.6 3.01 2.29 2.61 3.01 40.1 21.1 67.5 3.05

Gaussien 5% 43.6 8.55 2.94 2.60 6.22 90.2 23.5 67.7 18.6
Laplacien 2% 44.4 7.01 6.46 6.10 4.70 69.2 23.5 67.5 20.5
Impuls. 200% n/a 3.80 2.93 3.22 3.09 n/a n/a n/a n/a

TAB. 2.1: Norme de la matrice entre les coordonnées originaleset les coordonnées réduites
après transformation affine
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FIG. 2.8: Espace réduit pour le SCurve bruité par 5% de bruit gaussien
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FIG. 2.9: Espace réduit pour le SwissRoll non bruité
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(a) Extrait 1 (Canards)

(b) Extrait 11 (Pièces de bois)

FIG. 2.10: Extraits de la base COIL-20

méthode possède l’avantage de ne pas trouer la variété comme les autres méthodes.

Enfin, en ce qui concerne les temps de calcul, les méthodes necalculant pas les distances
géodésiques sont les plus rapides, de l’ordre de la minutepour 2000 points sur le SCurve ou
le SwissRoll. Les méthodes basées sur ces distances en optimisant une fonction de manière
numérique sont plus longues que Isomap (12 minutes pour l’Isomap contre 70 minutes pourSP

avec le premier algorithme ouSSAM, et 36 heures avec l’approche avec incorporations succes-
sives, 48 heures pourSCCA).

La compression d’un exemplaire de la base COIL-20 [NNM96] permet de détecter la manière
de compresser une variété de dimension 1 représentant unangle dans un espace réduit. Cet angle
peut être représenté en 2 dimensions par un cercle. Certains outils de réduction de dimension
ont été testés sur le premier extrait (fig.2.10a) de la base, un canard tournant sur lui-même.
Les résultats (fig.2.11) montrent que les outils respectant la distance géodésique permettent
de retrouver ce cercle, ce qui n’est pas le cas des outils locaux tels que LLE, lesLaplacian
Eigenmapsou lesDiffusion Maps. Un autre extrait (fig.2.10b) permet d’obtenir des résultats
équivalents.

Dans tous les exemples considérés, la distance euclidienne a été utilisée pour approcher la
distance géodésique sur la variété. Selon les jeux de données, cette distance pourra être rem-
placée par une autre distance plus pertinente.



34 CHAPITRE 2. ŔEDUCTION DE DIMENSION

-8000-6000-4000-2000 0 2000 4000 6000 8000-8000

-6000

-4000

-2000

0

2000

4000

6000

(a) ACP

-30000 -20000 -10000 0 10000 20000 30000-30000

-20000

-10000

0

10000

20000

30000

(b) Isomap

-30000 -20000 -10000 0 10000 20000 30000-30000

-20000

-10000

0

10000

20000

30000

(c) SP

-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0-2.0

-1.5

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

(d) LLE

-15 -10 -5 0 5 10 15-15

-10

-5

0

5

10

(e) Laplacian Eigenmaps

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20-20

-10

0

10

20

30

40

(f) Diffusion Maps

FIG. 2.11: Espace réduit pour les canards de la base COIL-20

2.5 Conclusion

Une méthode robuste de réduction de dimension a été présentée avec des comparaisons
avec les méthodes standard actuelles. L’ACP, la méthode généralement utilisée pour résoudre ce
problème, n’est pas capable de reproduire la structure desdonnées dans un espace de dimension
minimale, contrairement aux autres méthodes présentées. Les méthodes travaillant sur le lapla-
cien du graphe ne respectent pas les distances géodésiques sur la variété mais souffrent aussi
d’autres inconvénients critiques tels que la sélection des paramètres ou l’incapacité de trouver
un espace réduit correct pour une variété. En revanche, elles ont comme avantage indéniable la
capacité à travailler sur une matrice creuse et donc à permettre l’utilisation de plusieurs dizaines
de milliers d’échantillons. LesHessian Eigenmaps, si elles présentent un intérêt en l’absence
de bruit, présentent une sensibilité qui empêche leur utilisation sur des variétés réelles.

Les méthodes cherchant à conserver les distances d’un espace à l’autre obtiennent logi-
quement les meilleurs résultats. Isomap permet d’obtenirrapidement un résultat, malgré une
sensibilité aux points aberrants.SCCA est une évolution d’Isomap sans tenir compte des points
éloignés, ce qui la rend très sensible aux problèmes d’optimisation.SSAM quant à elle est une
solution robuste mais augmentant la sensibilité des petites distances. Finalement,SP est une
solution robuste dans toutes les situations, en l’absence de bruit ou en présence de fortes pertur-
bations des distances.
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La régression consiste à définir une fonction d’approximation entre l’espace réduitRd et
l’espace de départRp. La fonction qui sera définie ici est une fonction affine par morceaux.

Contrairement aux techniques mêlant réduction et régression, la régression considérée ici
n’utilise pas les données dans l’espace d’origine une foisle modèle appris. Ceci est aussi la
différence entre une fonction d’approximation et une fonction d’interpolation, cette dernière ne
permettant pas de compresser la variété représentée par ses échantillons.

Un grand nombre d’algorithmes de régression peuvent se séparer enn problèmes de régression
monodimensionnels. L’algorithme présenté ici tire parti de la multidimensionnalité grâce à un
modèle d’erreur global permettant de gérer le nombre de modèles.

Dans un premier temps, une méthode de régression globale entre les deux espaces sera
présentée. Par la suite, une méthode de régression par blocs basée sur la première méthode sera
proposée. Enfin, ces différentes méthodes seront testées sur les jeux de données utilisés pour la
réduction de données.

Afin de simplifier les notations, les coordonnées d’originesont augmentées d’une constante
valant 1 (i.e.,X ≡ (X ,1)).

35
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3.1 Régression globale

Le modèle simple consiste à séparer l’espace de départ en plusieurs régions, chacune d’elles
étant associée à un modèle affine. L’appartenance d’un point à l’un des modèles affines est
décidée par une fonction d’appartenanceI(x). Celle-ci indique quel est le modèle à utili-
ser à l’aide d’une estimation de densité par la méthode des noyaux oukernel-density estima-
tion [DHS00]. La probabilité d’appartenance est donné par un mélange de gaussiennes, chaque
gaussienne ajoutant sa probabilité à celle du modèle auquel elle est associée. Par la suite, on
parlera simplement de mélange de gaussiennes en se rapportant à cette méthode.

Le problème à résoudre peut donc se mettre sous la forme :

K̂,Ŵ 1,...,k, Î() = argmin
K,W 1,...,k,I()∑

j

F (yj −W I(xj)xj) (3.1)

avecW k les équations des modèles affines etK leur nombre total.

Sous l’hypothèse d’un bruit gaussien isotrope commun à tous les modèles linéaires,F ()
est la norme 2 d’un vecteur. L’interêt d’utiliser cette formulation est sa simplicité de mise en
oeuvre et d’optimisation. C’est aussi à cet endroit qu’estintroduite la multidimensionnalité de
l’algorithme, toutes les coordonnées étant modélisées en même temps et non séparément.

3.1.1 Ŕegression simple

Le premier algorithme proposé (Algo.3) est un algorithme stochastique visant à créer une
régression rapidement.

Entr ées: coordonnées originales et réduites (yi, i ∈ 1, . . . I et x̂i, i ∈ 1, . . . I)
Sorties : étiquettes (li), matrices des modèles (W k) et variance du bruit (variance desǫ̂i)
début

tant que il existe un point dont les voisins ne sont pasétiquet́esfaire
Prendre un point au hasard dont les voisins ne sont pas étiquetés;
Calculer la matriceW k décrivant le voisinage1© ;
Mettre à jour les étiquettes et toutes les matrices2©;
Supprimer tout modèle (étiquette et matrice) ayant trop peu de points3©;

fin
fin

Algorithme 3 : Mise en correspondance linéaire par morceaux 1 (Piecewise Linear Mapping
PLM1)

1© SoitY i la matrice composée desyj voisins deyi etX i la matrice correspondante des
xj associés. La matriceW est estimée à partir de l’équationY i ≃WX i par moindres
carrés.
2© Un point est attribué à un modèle linéaire si le carré dela norme de l’erreur de re-

construction est inférieur à un facteur fois la variance associée au modèle linéaire. Les
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étiquettes des points déjà étiquetés sont remises en cause. Après les mises à jour, les
modèles sont recalculés.
3© Si un modèle linéaire a peu de points, la matrice qui le décrit ne peut pas être calculée.

Dans ce cas, le modèle linéaire est supprimé.

Cet algorithme n’optimise pas la fonction de coût de manière explicite et ne permet pas
de choisir un critère d’arrêt basé sur le nombre de modèles ou sur l’erreur résiduelle. De plus,
des points peuvent ne pas être assignés à un modèle, ce qui n’est pas gênant lorsqu’un grand
nombre de points d’apprentissage est donné. En revanche, un tel algorithme est très rapide et
permet donc d’obtenir une première approximation rapidement.

La figure3.1montre l’évolution de l’algorithme. La première colonneexpose dans l’espace
réduit l’évolution des étiquettes associées aux points, une couleur par étiquette, et la couleur
noire indique qu’aucun modèle n’est assigné au point. Lors de la première itération (fig.3.1a),
seule une fraction des points est assignée à un modèle, etdonc seule cette fraction peut être
modélisée (fig.3.1b). Après la création d’un modèle local, celui-ci est propagé pour englober
une partie plus importante des points (fig.3.1d). A la fin de l’apprentissage, la variété n’est
pas modélisée de manière fine (fig.3.1f), un nombre relativement faible de modèles ayant été
générés. Il est aussi à noter qu’il peut rester des points non étiquetés à la fin de l’apprentissage
(fig. 3.1e), si aucun modèle ne peut les décrire correctement et si leurs voisinages ont déjà été
étiquetés.

3.1.2 Ŕegression avec optimisation d’une fonction de côut

Afin d’optimiser de manière explicite le problème3.1, un algorithme basé sur la vraisem-
blance est proposé (algo.4). Contrairement à l’algorithme précédent, tous les points sont tou-
jours assignés à un modèle. La sélection d’un point où sera ajouté un modèle est effectuée
par vraisemblance,i.e., les points qui ont une erreur de modélisation importante (peu vraisem-
blables) sont utilisés pour générer un nouveau modèle.La boucle interne d’optimisation de
la vraisemblance est une version modifiée d’un algorithme EM [GH96]. En effet, la première
étape consiste à supprimer les modèles qui ne pourront pas être mis à jour, puis la phaseExpec-
tation met à jour les modèles et finalement la phaseMaximizationmaximise la vraisemblance,
permettant d’optimiser l’équation3.1.

Cet algorithme permet de contrôler de manière plus fine la qualité de la régression. Un
nombre de modèles maximum peut être spécifié en sélectionnant un critère d’information adéquat,
mais l’optimisation est bien plus longue que celle utilisant l’algorithme 3. La connexité des
modèles est assurée à la fin de la convergence. Si les points assignés à un modèle ne sont pas
connexes (en considérant lesn plus proches voisins), le modèle est découpé et la vraisemblance
est à nouveau maximisée.

Le critère d’information utilisé par la suite sera le critère d’Akaike [Aka74] dont la formule
est AIC() = 2KIJ − 2ln(L) où L est la vraisemblance de la régression,K le nombre de
modèles,I la taille de l’espace d’origine etJ la taille de l’espace d’arrivée.

Enfin, cet algorithme ne trouve pas forcément de meilleur modèle que l’algorithme3 lorsque
peu d’échantillons sont disponibles.
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FIG. 3.1: Evolution de l’appartenance aux modèles et de la régression pour PLM1
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FIG. 3.2: Evolution de l’appartenance aux modèles et de la régression pour PLM2
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Entr ées: coordonnées originales et réduites (yi, i ∈ 1, . . . I et x̂i, i ∈ 1, . . . I)
Sorties : étiquettes (li), matrices des modèles (W k) et variance du bruit (variance desǫ̂i)
début

Créer un modèle linéaire pour décrire tous les points;
r épéter

Déterminer un ensemble de points dont la vraisemblance d’appartenir aux
modèles existants est faible;
Choisir l’un de ces points;
Calculer la matriceW k décrivant le voisinage de ce point;
Assigner chaque point au modèle le plus vraisemblable;
r épéter

Supprimer tout modèle ayant trop peu de points;
Mettre à jour les modèles;
Assigner chaque point au modèle le plus vraisemblable;

jusqu’ à convergence;
Vérifier la connexité des modèles;

jusqu’ à un critère d’information crôıt ;
fin

Algorithme 4 : Mise en correspondance linéaire par morceaux 2 (PLM2)

La figure3.2 montre l’évolution de l’algorithme. Au départ, un modèle (symbolisé par la
couleur rouge) englobe la totalité des points. Un nouveau modèle (représenté par la couleur
verte fig.3.2a) est alors ajouté (fig.3.2b) et englobe une fraction des points. Lors de la maximi-
sation de la vraisemblance du modèle, la connexité du premier modèle (représenté par la couleur
rouge) n’est plus assurée et un troisième modèle est alors créé (fig.3.2cet fig.3.2d). Après maxi-
misation de la vraisemblance du modèle, d’autres modèlespeuvent être ajoutés (représentés par
la multitude de couleurs sur la figure3.2e). Lorsque le critère d’information est satisfait, le
modèle est finalisé (fig.3.2f), et dans le cas présenté, un grand nombre de modèles a pu ˆetre
ajouté aux endroits les moins vraisemblables.

3.1.3 Approximation d’un nouveau point

A partir des coordonnées dans l’espace réduit, il est nécessaire de sélectionner le modèle
adéquat à utiliser pour reconstruire le point dans l’espace original. Le modèle choisi sera le
modèle le plus probable en calculant la probabilité d’appartenance à partir d’un mélange de
gaussiennes dans l’espace réduit. La largeur des gaussiennes sera spécifique à chaque modèle et
sera calculée à l’aide du facteur de Scott [Sco92]. Ce facteur est fonction du nombre de points
n et de leur dimensiond : h = n−1/d

4 . On obtient alors le modèle à utiliser en calculant :

i = argmaxk=1,...,K

1

card{i, I(i) = k} ∑
i,I(xi)=k

N i(xk∣xi,Σk)
avecΣk = h2 cov(xi,I(xi)=k)
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FIG. 3.3: Trois coordonnées dans l’espace d’origine tracéesen fonction de l’angle pour le pre-
mier jeu de données de la base COIL-20, les canards.

3.2 Régression par blocs

Malheureusement, une régression globale ne peut convenirà toutes les variétés. En effet, les
variations des coordonnées dans l’espace d’origine doivent être simultanées, ce qui n’est pas le
cas de manière générale.

3.2.1 Position du probl̀eme

Les coordonnées d’une variété complexe correspondant `a un jeu d’images ne varient pas
forcément ensemble (fig.3.3). La solution consiste à regrouper les coordonnées ayantun com-
portement semblable (ayant une forte similarité) puis à effectuer une modélisation sur chaque
groupe, ou bloc de coordonnées.

D’après la figure3.3, les coordonnées de cette variété ne peuvent pas être expliquées de
manière conjointe. Il est donc nécessaire de trouver quelles sont les coordonnées variant en-
semble afin de les regrouper pour créer une régression pourchaque groupe ou bloc. Par la suite,
l’approximation d’un nouveau point s’effectue comme pour une régression globale, chaque
régression contribuant à approcher une partie des coordonnées.

3.2.2 Partitionnement par corrélation

Le problème à résoudre est celui de la classification spectrale présentée en introduction
(1.5.1). A partir d’une mesure de similarité, les coordonnées proches seront regroupées.

La mesure de similarité retenue ici est la corrélation linéaire. Il ne s’agit pas de la mesure
optimale pour mesurer si deux coordonnées peuvent être d´ecrites par une fonction affine par
morceaux. En effet, si deux variables sont corrélées lin´eairement, elles peuvent être décrites par
la même fonction linéaire par morceaux. En revanche, la r´eciproque est fausse. La solution uti-
lisée ici (algo.5) est une solution basée sur l’algorithme général [BBC04], permettant de ne pas
fixer le nombre d’agrégats (clusters) a priori. Malheureusement, cet algorithme est coûteux en
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temps et nécessite de calculer la corrélation d’un grand nombre de paires de coordonnées (il est
possible de ne pas calculer toutes les corrélations à l’aide d’un algorithme d’évaluation dit pa-
resseux oulazyen anglais). De plus, la corrélation linéaire sous-estimant la mesure recherchée
(la possibilité de reconstruire avec la même fonction parmorceaux), un nombre plus important
que nécessaire d’agrégats est créé.

Entr ées: Corrélations entre les coordonnées originales (corr(yi,yj), (i, j) ∈ [1, . . . I]2)
Sorties : Étiquettes (ci)
début

tant que deux points nońetiquet́esyi etyj existentfaire
Créer un nouvel agrégat à partir deyi;
Assigner à cet agrégat tous les points non étiquetés avec lesquelsyi a une forte
corrélation;

fin
tant que un point nońetiquet́eyi existefaire

Créer un nouvel agrégat à partir deyi;
Assigner à cet agrégat tous les points non étiquetés avec lesquelsyi a une forte
corrélation;

fin
fin

Algorithme 5 : Partionnement dans le graphe

3.3 Résultats

Afin de vérifier le fonctionnement de la régression, chaquepoint d’apprentissage est recons-
truit à partir des coordonnées réduites par compressionet la différence entre le point original
et cette reconstruction est calculée. La variance de cetteerreur de reconstruction permet par la
suite de valider l’apprentissage.

La figure3.1f expose la régression du SwissRoll avec l’algorithme PLM1 (algorithme3)
tandis que la figure3.2f propose l’algorithme PLM2 (algorithme4). Comme cela a été indiqué
dans l’exposé de ces deux méthodes, l’algorithme PLM1 estmoins précis que PLM2, en re-
vanche le temps de calcul pour 2000 points du SwissRoll se compte en minutes contre des
heures pour le second algorithme.

Lors des apprentissages exposés ici, l’erreur moyenne pour chaque coordonnée du Swiss-
Roll est de 20% pour l’algorithme3 et de 2.1% pour l’algorithme4.

Les figures3.4aet 3.4b permettent d’obtenir les mêmes conclusions avec le SCurveque
pour le SwissRoll. L’erreur moyenne pour chaque coordonnée du SCurve est ici de 3.1% pour
l’algorithme3 et de 1.4% pour l’algorithme4.

L’algorithme de réduction de dimensionnalité utilisé aun impact faible sur le résultat de
l’algorithme 4. En revanche, l’utilisation desLaplacian Eigenmapsn’est pas conseillé car la
variété ne peut pas être modélisée, vraisemblablement à cause de la propension de l’algorithme
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FIG. 3.4: Régression du SCurve

à regrouper les points de forte similarité. L’utilisation d’une méthode de réduction de dimen-
sion ne conservant pas les distances géodésiques augmente le nombre de modèles utilisés par
l’algorithme3 principalement. En effet, si les distances géodésiques ne sont pas respectées, la
régression locale par un modèle linéaire n’est pas optimale, peu de points sont alors affectés au
nouveau modèle.

La figure 3.5 représente les échantillons modélisés de deux jeux de données de la base
COIL-20. L’erreur moyenne sur une base d’apprentissage varie entre 2% et 10% (sur toute la
plage de valeurs d’une image) selon la complexité de celle-ci. Les échantillons de la figure3.5
ont respectivement 3.4% et 4.6% d’erreur d’apprentissage.A titre de comparaison, une analyse
en composantes principales avec 2 vecteurs propres engendre une erreur de 14.2% et de 10.5%
respectivement et de 4.8% et de 4.9% pour une analyse avec 15 vecteurs propres.

Lors d’une projection régularisée (par maximuma posterioripar exemple, présentée dans
le prochain chapitre), le terme additionnel peut être la probabilisation de l’espace sous-jacent.
La figure3.6expose la densité de probabilité sur tous les points (cette densité est utilisée pour
une projection sur une régression par bloc par exemple). Certaines zones de la variété semblent
sur-représentées (les zones rouge bordeaux), en revanche la zone d’intérêt (là où les points
d’apprentissage ont été réduits) est toujours bien représentée, ce qui permettra une projection
efficace. Les points d’apprentissage sont affichés par des points noirs sur cette figure.

En ce qui concerne la régression par bloc (fig.3.7), l’erreur de régression pour chaque
coordonnée est de 0.6%, soit une diminution de plus de 50% del’erreur d’apprentissage de
l’algorithme PLM2.

Tout comme pour la régression globale, la régression par blocs engendre une erreur d’ap-
prentissage de 4.5% sur la base des canards (fig.3.8a). Si la qualité au sens quadratique est com-
parable, il n’en est pas de même pour la qualité visuelle. La régression par blocs nécessite donc
un découpage respectant des critères psychovisuels. Malheureusement, la réalisation de tels
critères reste un problème ouvert [HPN02] Enfin, le facteur limitant pour garantir une meilleure
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FIG. 3.5: Modélisations (régressions) de données de la baseCOIL-20

(a)a priori du SCurve (b) a priori pour une série de la base COIL-20

FIG. 3.6: Carte d’a priori (densité de probabilité).
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qualité semble être le nombre d’échantillons, même surun nombre plus restreint de coordonnées
par rapport à l’image globale.

3.4 Conclusion

Une méthode d’estimation d’une fonction de mise en correspondance entre deux espaces
a été présentée. En coordination avec la méthode de réduction de dimensionSP présentée
précédemment, la qualité de cet apprentissage en 2 dimensions est meilleure qu’un appren-
tissage à l’aide de l’ACP avec 15 vecteurs.

L’estimation de plusieurs fonctions de mise en correspondance pour plusieurs fractions des
échantillons de la base d’apprentissage a été introduite. Cette mise en correspondance permet de
diminuer l’erreur d’apprentissage par rapport à une mise en correspondance totale dans certains
cas, mais le facteur limitant la qualité reste le nombre d’´echantillons de la base d’apprentissage.
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vari été
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4.3.1 Qualité de projection. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

4.3.2 Projection avec occlusion. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

4.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

La possibilité de projeter un nouvel élément sur la vari´eté est primordiale dans le test d’un
individu contre une population : elle permet de classer l’individu dans une sous-classe de la
population et surtout d’indiquer les différences entre l’individu et la classe.

4.1 Projection avec une ŕegression globale

Dans le cas présent, la variété a été modélisée et leséchantillons d’origine servant à l’ap-
prentissage ne sont plus disponibles. Dans le cadre d’une r´egression globale, chaque modèle
linéaire représente une mise en correspondance entre unepartie de l’espace réduit et une partie
(inconnue) de l’espace original. En projetant le nouvel échantillon sur chaque modèle linéaire,
il est possible de retrouver le modèle adéquat.

47
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4.1.1 Projection par maximum de vraisemblance

Pour chaque point projeté (un par modèle linéaire), il est possible de calculer sa vraisem-
blance connaissant la loi de l’erreur associée à la régression globale. Dans le cas où celle-ci est
une gaussienne isotrope, une projection orthogonale permet de trouver l’optimum directement,
sinon une optimisation doit être effectuée.

p(y,xk) = p(y −W kxk) (4.1)= N(y −W kxk∣µ,Σ) (4.2)

(4.3)

La probabilitép(y,xk) du projetéxk d’un pointy dépend ainsi de la probabilité de l’erreur
de reconstructiony −W kxk et de la probabilité du pointxk dans l’espace réduit.

Lorsque la vraisemblance de chaque projeté a été calcul´ee à l’aide de la formule4.3 (dans
le cas d’une loi d’erreur gaussienne), il suffit de choisir lavraisemblance la plus grande. En re-
vanche, ce modèle a des limites car le meilleur projeté peut avoir des coordonnées à l’extérieur
de la zone associée à un modèle linéaire. Il est donc pertinent de considérer un terme supplémentaire
d’a priori (qui peut aussi être interprété comme une régularisation).

4.1.2 Projection par maximuma posteriori

A chaque modèle linéaire est associé un ensemble de points dans l’espace réduit provenant
de l’apprentissage. Tout comme pour la fonction de régression, la projection utilisera plusieurs
mélanges de gaussiennes identiques à ceux utilisés pourla régression. Lors de la projection sur
un modèle linéaire, la vraisemblance associée au projeté dans un sous-espace réduit sera ajoutée
à la vraisemblance du terme d’erreur.

p(y,xk) = p(y −W kxk)p(xk)
= N (y −W kxk∣µ,Σ) 1

card{i, I(xi) = k} ∑
i,I(xi)=k

N i(xk∣xi,Σk) (4.4)

Ici, la densité de probabilitép(xk) a une expression spécifique pour le modèlek. Chaque
point dans l’espace réduitxi appartenant au modèle k (I(i) = k) contribue à la probabilité
p(xk).

L’équation4.4 expose cette solution dans le cas où l’erreur est gaussienne. Dans ce cas, il
est possible d’obtenir le maximum de manière analytique, une optimisation avec méthode du
gradient conjugué [NW06] sera utilisée dans le cas général.
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4.2 Projection avec une ŕegression par blocs

Lors d’une régression par blocs, il n’est plus possible de projeter le nouveau point sur chaque
plan ou plutôt sur chaque combinaison de plans (un plan par bloc, ce qui engendre une explo-
sion combinatoire), ceci par maximum de vraisemblance ou par maximuma posteriori(pour
ce dernier, il n’est même plus possible de définir correctement le termea priori). Il est donc
nécessaire de parcourir l’espace réduit pour trouver le projeté le plus pertinent, soit au sens du
maximum de vraisemblance ou du maximuma posteriori.

Il est à noter que l’espace à parcourir est de faible dimension (R2, R3 en général), ce qui fait
qu’un parcours à l’aide d’algorithmes complexes tels que le mean-shift [CM02, VHC07] n’est
pas nécessaire, même s’il peut être utile lorsque la dimension de l’espace augmente.

p(y,xk) = p(y −W I(xk)xk)p(xk)
= N (y −W I(xk)xk∣µ,Σ1)1

n
∑
i

N (xk∣xi,Σ2) (4.5)

L’équation4.5propose la formule de calcul du maximuma posterioridans la régression par
blocs (le maximum de vraisemblance est obtenu en ne considérant pas le second terme dans le
calcul). Pour chaquexk testé, un modèleW I(xk) est constitué par blocs à partir desW i,Ii(xk)

(i étant le bloc utilisé) indiquant la composition des modèles linéaires à utiliser pour estimer
le point dans l’espace d’origine. La probabilisation de l’espace réduit s’effectue avec un seul
mélange de gaussiennes dont la covariance est donnée parΣ2.

4.2.1 Utilisation d’une grille r égulière

A partir des points de l’espace réduit, il est possible de créer une grille régulière (fig.4.1)
et de tester chaque élément sur cette grille. Cette grilledoit englober de manière très large
l’ensemble des points issus de l’apprentissage afin de pouvoir proposer un panel de points très
large.

Malheureusement, cette solution nécessite une grille tr`es fine si la précision souhaitée est
élevée. Cette grille très fine engendre un coût dont la complexité est celle du nombre de dimen-
sions de l’espace réduit (O(N2) pourR2, O(N3) pourR3, ...). Une solution plus adaptée doit
donc être trouvée.

4.2.2 Utilisation d’une grille hiérarchique

L’utilisation d’une grille hiérarchique est une bonne solution initiale de remplacement. A
partir d’un nombre fixé de points intéressants (dont le coˆut est faible), une sous-grille est créée et
un nombre fixe de points d’intérêt est à nouveau récupéré (fig.4.2). Ceci est effectué de manière
itérative jusqu’à ce que la précision voulue (en terme deplacement dans l’espace réduit) soit
atteinte.
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FIG. 4.1: Grille régulière où le point bleu est l’optimum global

FIG. 4.2: Grille hiérarchique, chaque point bleu étant un point autour duquel une recherche plus
fine sera effectuée. Le point vert est le point optimal, maisil ne se situe pas près d’un point bleu
sélectionné.
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FIG. 4.3: Grille adaptative, où chaque point bleu, potentiellement optimal, est déplacé (seul l’un
d’entre eux est montré ici).

Un problème inhérent à cette solution est que le point à un niveaul qui conduirait à l’op-
timum global peut ne pas être sélectionné car il existe unnombre important de points très
vraisemblables. Il est donc nécessaire de sélectionner un nombre important de points à chaque
niveau, ce qui ajoute à la complexité de cette recherche.

4.2.3 Utilisation d’une grille adaptative

En coordination avec une grille hiérarchique, il est possible d’optimiser localement le point
sélectionné. Après la sélection au niveaul des meilleurs points, ceux-ci sont déplacés par op-
timisation (fig.4.3). La fonction n’étant pas nécessairement continue à cause desIi(), une op-
timisation de Nelder-Mead [Rao96], aussi appelée simplexe, permettra d’obtenir une meilleure
solution.

4.3 Résultats

La validation de la projection nécessite plusieurs phases:
– vérifier qu’un nouveau point de la variété se projette bien sur lui-même,
– valider la projection d’un point n’appartenant pas à la variété sur la variété, de sorte que

le point projeté soit proche (en un certain sens) du point original.
Le premier type de validation sera réalisée sur le SwissRoll et le SCurve tandis que le second

sera réalisé sur l’ensemble de la base COIL-20.

4.3.1 Qualit́e de projection

Deux mesures peuvent être effectuées sur la qualité de laprojection :
– Est-ce que le point projeté sur la variété est éloignédu point original ?
– Est-ce que le point projeté dans l’espace réduit se placecorrectement par rapport à son

emplacement théorique ?
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FIG. 4.4: Projection de nouveaux échantillons du SwissRoll

La deuxième question peut être résolue par l’utilisation de la même mesure que dans le ta-
bleau2.1avec le SCurve. En effet, il est possible de calculer les coordonnées réduites associées
à de nouvelles coordonnées grâce à la transformation affine entre l’espace des coordonnées
originales et l’espace des coordonnées réduites (ce qui n’est pas le cas pour le SwissRoll).

La figure4.4expose la projection de 2000 nouveaux échantillons du SwissRoll. Les projec-
tions par maximum de vraisemblance oua posteriorisont visuellement très proches, l’erreur re-
lative sur chaque coordonnée est de 1.1% et de 1.2% respectivement. La différence est logique,
l’erreur relative étant une mesure quadratique minimisée par le maximum de vraisemblance,
contrairement au maximuma posterioriqui propose un terme supplémentaire de régularisation.
En revanche, l’espace réduit correspondant est très différent. De manière générale, la structure
est bien respectée, sauf pour certains échantillons mal réduits. La projection par maximuma
posteriori prend ici tout son sens puisque le nombre de ces échantillons mal réduits est bien
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plus faible que pour la projection par maximum de vraisemblance.

Les conclusions avec le SCurve (fig.4.5) sont identiques, le maximuma posterioripermet
d’obtenir un espace réduit mieux structuré. L’erreur relative est de 0.7% pour le maximum de
vraisemblance et de 0.9% pour le maximuma posteriori. En ce qui concerne l’erreur relative
de réduction, elle est de 13.6% et de 2.1% respectivement. On observe bien l’amélioration
considérable de la qualité des coordonnées réduites entre les deux types de projection. Dans les
expériences menées ici, le maximuma posterioria proposé un espace réduit adéquat pour tous
les points, mais la variété est aussi bien moins courbée que le SwissRoll.

Une régression par blocs a aussi été utilisée pour projeter de nouveaux points sur la variété
(fig. 4.6) à l’aide d’une grille adaptative et en estimant à chaque fois le maximuma posteriori.
Les deux espaces montrent des points mal projetés et réduits, même si l’espace réduit conserve
la structure de la variété (symbolisée par le dégradé de couleur de la figure4.6a). De plus,
le temps de calcul bien plus important qu’une projection surun modèle global ne permet pas
d’utiliser efficacement ce modèle.

4.3.2 Projection avec occlusion

Une occlusion dans une image est une partie masquée de celle-ci (fig. 4.8a). Plusieurs tailles
d’occlusion ont été considérées sur l’ensemble de la base COIL-20 et ces images avec occlu-
sions ont été projetées en utilisant plusieurs algorithmes :

– l’ACP avec deux vecteurs propres ;
– l’ACP avec 15 vecteurs propres ;
– l’ACP avec 15 vecteurs propres et une reconstruction robuste ;
– la compression parSP, une régression par PLM1 ou PLM2 puis une projection par maxi-

muma posteriori.
La reconstruction robuste a été effectuée à l’aide de lafonction de coût de Geman-McClure

comme anti-log-vraisemblance de l’erreur de projection (en lieu et place du coût quadratique
d’une vriable alétoire gaussienne). Pour chaque pixel de l’image à reconstruire, le coût est alors :

f(x) = x2

σ2 + x2
,

avecσ l’écart-type du pixel calculé sur la population d’apprentissage.

La projection par maximuma posteriori utilise quant à elle une hypothèse de variable
aléatoire de Laplace en lieu et place de la variable aléatoire gaussienne utilisée lors de l’ap-
prentissage de l’erreur du modèle. Cette variable aléatoire permet de mieux modéliser le bruit
réel engendré par l’occlusion.

Les projections dites réussies sont les projections où l’image de la base d’apprentissage
la plus proche du projeté est l’image testée sans occlusion. Les projections dites proches sont
quant à elles les projections où l’image de la base d’apprentissage la plus proche du projeté est
une image proche de l’image testée sans occlusion.

Malgré le nombre de projections réussies pour l’ACP, les résultats visuels sont tout de même
en-dessous de la chaı̂ne de traitement présentée. En effet, la figure4.8propose la reconstruction
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FIG. 4.5: Projection de nouveaux échantillons du SCurve.
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FIG. 4.6: Projection de nouveaux échantillons du SCurve.

5 10 15 200

10

20

30

40

50

60

70

h
it

s

PCA 2
PCA 15
Sp/PLM/MAP
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(b) Projections proches sans occlusion
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(c) Projections réussies avec occlusion (40%)
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(d) Projections proches avec occlusion (40%)

FIG. 4.7: Projection d’images avec ou sans occlusion pour chaque jeu de données de la base
COIL-20.
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de chaque élément avec 40% d’occlusion avec l’ACP puis avec l’apprentissage et la projection
présentés. Avec l’ACP, les objets ne sont pas reconnaissables, ce qui n’est pas le cas des autres
éléments reconstruits, même lorsque l’objet n’est pas projeté près de l’élément sans occlusion,
celui-ci reste reconnaissable.

L’estimation de pose est aussi un critère intéressant. Elle consiste à estimer la pose de l’objet
par rapport à sa pose théorique, puis un histogramme des différences peut être tracé (fig.4.9).
Dans les deux jeux de données considérés, les résultatssont semblables :

– l’ACP avec seulement deux vecteurs n’est pas capable d’estimer la pose sans occlusion
et les performances se dégradent fortement avec une occlusion,

– l’ACP avec 15 vecteurs propres est stable, malgré les occlusions, estimant de manière
correcte la pose, même en présence de bruit,

– la chaı̂ne de traitement proposée obtient des résultatscomparables à l’ACP à 15 dimen-
sions, et ceci avec seulement deux dimensions.

En utilisant une variable aléatoire robuste (variable de Laplace), les algorithmes présentés
en deux dimensions sont à la hauteur de l’outil de référence, l’ACP, avec une fonction robuste
(Geman-McClure) dans un espace de dimension 15. Cette diff´erence de dimension permet une
simplification des outils nécessaires à la projection (pas besoin d’un algorithme Mean-Shift mo-
difié [VHC07] pour parcourir l’espace réduit) et ne nécessite pas de fonction de coût robuste et
non convexe, telle qu’une fonction de Geman-McClure. En effet, une fonction robuste convexe
telle que celle associée à une variable de Laplace (la fonction valeur absolue) est suffisante.

Un test leave-one-out[Bis06] a été effectué sur le premier jeu de la base COIL-20, les
canards. 72 tests ont donc été réalisés, en ôtant à chaque fois un élément différent. Un appren-
tissage a été effectué, puis la totalité des échantillons de test (avec et sans occlusion) a été
projetée et classée par rapport aux 72 images d’origine. Par la suite, la moyenne de ces 72 tests
a été effectuée. Les tests sur le jeu de données ont donn´e des résultats identiques aux résultats
précédents (exposés sur la figure4.9).

L’erreur de projection (entre le point projeté et le point non projeté) prouve aussi que la
chaı̂ne de traitement est meilleure que l’ACP à 2 ou 15 vecteurs propres. En effet, sur le
troisième jeu de la base COIL-20, par exemple, l’ACP à 2 dimensions (avec une projection
robuste) présente une erreur de 14.8% sans occlusion à 17.7% avec une occlusion de 40%.
L’ACP avec 15 vecteurs propres quant à lui présente des taux de 8.3% et 20.1% respectivement.
Enfin, la solution présentée obtient 6.9% et 19.0%.

Le tableau4.10reprend l’ensemble des données pour l’ensemble de la base COIL-20 (la
projection n’a pas été effectuée pour tous les jeux de données avec la régression par blocs car
le gain était trop faible par rapport au temps d’exécution). A cause du grand espace à parcourir
en dimension 15, les performances de l’ACP se dégradent tr`es vite, et en présence de fortes
occlusions, l’ensembleSP/PLM/MAP obtient les meilleurs résultats. Sans aucune occlusion,
les deux outils proposent des résultats proches.

Le modèle par blocs a été testé sur le premier jeu de donn´ees de la base COIL-20. Les
résultats sont corrects pour une projection sans occlusion (8.3%) par rapport à l’ACP avec 2
vecteurs propres, mais moins bons que pour les deux autres modélisations. En cas de projection
avec occlusion, les résultats sont plus mauvais que les autres en raison des difficultés d’obtention
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(a) Occlusion sur la base COIL-20

(b) Projection avec ACP et un apprentissage par ACP (2 vecteurs propres)

(c) Projection avec ACP et un apprentissage par ACP (15 vecteurs propres)

(d) Projection avec maximuma posterioriet apprentissage parSP et PLM2

FIG. 4.8: Projection des canards (COIL-20) avec 40% d’occlusion.
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(j) Pièces de bois (40%) : ACP 2

-200 -150 -100 -50 0 50 100 150 2000

5

10

15

20

25

30

35

40
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FIG. 4.9: Estimation de la position des images sans occlusion puis avec 40% d’occlusion
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ACP 2 ACP 15 SP/PLM/MAP
Jeu de données 0% 40% 0% 40% 0% 40%

Jeu 01 14.2% 17.1% 4.8% 17.7% 3.7% 6.7%
Jeu 02 18.6% 21.0% 7.0% 23.8% 4.7% 10.5%
Jeu 03 14.8% 17.7% 8.3% 20.1% 6.9% 19.0%
Jeu 04 14.8% 19.6% 5.9% 22.2% 7.6% 15.9%
Jeu 05 15.7% 19.2% 9.5% 17.7% 8.6% 14.0%
Jeu 06 15.9% 19.1% 9.1% 17.9% 8.2% 19.9%
Jeu 07 11.5% 14.8% 4.5% 19.8% 6.8% 13.9%
Jeu 08 9.3% 12.5% 3.6% 17.9% 3.8% 11.2%
Jeu 09 17.7% 18.7% 11.2% 19.1% 9.6% 12.0%
Jeu 10 12.9% 16.1% 5.9% 17.5% 5.2% 13.8%
Jeu 11 10.6% 17.2% 4.9% 21.4% 4.0% 16.9%
Jeu 12 4.8% 11.7% 2.6% 15.1% 2.9% 15.4%
Jeu 13 14.9% 22.3% 7.1% 23.6% 8.0% 16.6%
Jeu 14 10.4% 11.4% 5.3% 16.9% 6.0% 10.1%
Jeu 15 3.0% 3.9% 1.4% 17.4% 1.8% 7.8%
Jeu 16 3.4% 7.7% 1.4% 19.4% 2.0% 13.7%
Jeu 17 5.2% 14.7% 2.4% 21.5% 3.1% 21.2%
Jeu 18 8.9% 10.6% 4.6% 10.2% 5.5% 7.3%
Jeu 19 12.3% 17.5% 6.6% 17.9% 5.1% 20.7%
Jeu 20 9.2% 10.6% 5.6% 10.8% 6.2% 10.4%

FIG. 4.10: Erreur de projection d’un objet sans et avec occlusion
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d’un bon optimum en utilisant une grille.

4.4 Conclusion

La méthode de projection proposée combinée avec le modèle présenté dans le chapitre
précédent a des résultats au moins aussi bons que l’ACP robuste utilisant 15 vecteurs propres.
Avec seulement deux dimensions, la chaı̂ne de traitement proposée permet de parcourir de
manière simple l’espace réduit, ce qui se traduit par des performances en terme d’erreur de
projection et d’estimation de pose supérieures à l’ACP, avec deux vecteurs propres ou avec
quinze.

La projection sur un modèle par blocs souffre d’inconvénients qui l’empêchent d’être utili-
sable en l’état, notamment son temps d’exécution et son incapacité à trouver un optimum ac-
ceptable pour des données telles que celles de la base COIL-20. De plus, les résultats présentent
des incohérences visuelles, il est donc nécessaire d’utiliser un critère de séparation par blocs
psychovisuel [HPN02].
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Une fois les données réduites à un espace de faible dimension, il est plus aisé de les classer,
puisque la malédiction de la dimension est levée. De plus,la variété étant dépliée, un classifieur
plus simple pourra être utilisé.

Deux méthodes de classification sont envisagées : la première projette tous les échantillons
d’apprentissage avec leur étiquette dans un seul espace r´eduit, la seconde projette les échantillons
dans différents espaces réduits selon leur étiquette.

5.1 Classification dans un seul espace réduit

La classification dans un seul espace permet de comparer directement une classe à une autre.
En effet, un point projeté dans l’espace réduit peut y être déplacé vers l’une ou l’autre classe,
permettant de fait de visualiser dans l’espace d’origine les modifications associées. Naturelle-
ment, l’observation de ces changements n’a pas de sens pour toutes les variétés. Par exemple, si
on considère les 20 jeux de la base COIL-20 comme les échantillons d’une seule variété avec 20
classes différentes, il est difficile de transformer un canard (l’une des classes) en une pièce de
bois (un autre jeu de données). En effet, il n’existe pas de série d’images (de la base) permettant
de passer continuement d’une classe à l’autre.
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Classifieur K-voisins Frontière linéaire SVM à noyau gaussien
Original 99.8% (99.8%, 99.8%) 61.3% (50.5%, 69.7%) 99.9% (99.8%, 100%)

ACP 99.8% (99.8%, 99.8%) 69.6% (87.8%, 55.4%) 99.8% (99.8%, 99.8%)
Isomap 99.8% (99.9%, 99.7%) 99.6% (100%, 99.3%) 99.9% (99.9%, 99.9%)SP 99.8% (100%, 99.6%) 98.6% (99.0%, 98.2%) 99.7% (99.4%, 99.9%)
LLE 99.6% (99.7%, 99.6%) 98.8% (99.4%, 98.3%) 99.1% (98.6%, 99.5%)
LEM 99.9% (99.9%, 99.8%) 90.1% (77.5%, 100%) 99.2% (98.3%, 99.9%)
DM 99.3% (99.3%, 99.4%) 63.0% (54.5%, 69.6%) 99.4% (99.5%, 99.3%)

HEM 99.8% (100%, 99.6%) 99.3% (99.8%, 98.9%) 99.4% (99.8%, 99.0%)

TAB. 5.1: Classification correcte, (vrais positifs, vrais négatifs) en l’absence de bruit (voir2
pour un rappel des significations des acronymes).

5.1.1 D́ecoupage d’une varíeté continue

La figure5.1 présente le SwissRoll découpé en deux classes arbitraires, puis les frontières
de décision de plusieurs algorithmes de classification. Chaque classe est représentée par la cou-
leur bleue ou rouge, la limite de décision étant représentée par la couleur verte lorsque cela
est possible. Dans cet exemple, la frontière entre les deuxclasses est linéaire (fig.5.1a) dans
l’espace des coordonnées utilisées pour générer les données. Lesk-plus proches voisins (k = 10

sur la fig.5.1b) sélectionnent la classe de manière dure (classe 0 ou classe 1) tandis que les
SVMs permettent d’obtenir une probabilité continue d’appartenance à l’une ou l’autre classe
et donc permettent de se déplacer d’une classe à l’autre. Les classifieurs linéaires permettent
de séparer linéairement l’espace réduit (fig.5.1c). Il est donc primordial d’obtenir un espace
réduit aussi fidèle que possible aux distances originales, si la séparation entre les classes à l’ori-
gine était linéaire. En revanche, cette séparation lin´eaire n’est pas généralement pas vérifiée ou
vérifiable. Ainsi, le respect des distances originales n’est plus une nécessité. Les SVMs [Vap98]
sont représentés ici à l’aide d’un noyau gaussien (fig.5.1d). Une des classes englobe l’autre, ce
qui est dû à la prépondérance d’une classe sur l’autre (880 points appartiennent à la classe 0 et
1120 points à la classe 1). En effet, la frontière de décision (symbolisée par la couleur verte) est
concentrée autour de la classe bleue au lieu de s’étendre `a l’infini comme sur la figure5.2d.

Le tableau5.1 recense les résultats de l’apprentissage sur les 2000 points du SwissRoll.
La classification par séparation linéaire ne donne logiquement pas de bons résultats pour les
techniques ne permettant pas de déplier la variété (telles que l’ACP ou lesDiffusion Maps),
mais curieusement, lesLaplacian Eigenmapsne permettent pas non plus d’obtenir un résultat
optimal. Lorsque la variété n’est pas dépliée, il est ànoter que cette classification linéaire peut
prendre un temps largement plus important que lesk-voisins. En ce qui concerne l’utilisation
de SVMs avec noyau gaussien, les résultats sont comparables, avec une préférence pour les
techniques préservant les distances (Isomap,SP, ...) plutôt que les similarités (LLE,Laplacian
Eigenmaps, Diffusion Maps, ...).

La classification de nouveaux échantillons de la variétéest réalisée grâce à la régression
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(a) Répartition des classes sur le SwissRoll (b) Carte de probabilité d’appartenance à une
classe (k-voisins)

(c) Carte de probabilité d’appartenance à une classe
(frontière de décision linéaire)

(d) Carte de probabilité d’appartenance à une
classe (SVM avec noyau gaussien)

FIG. 5.1: Classification sur le SwissRoll en deux classes.
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(a) Répartition des classes sur le SCurve (b) Carte de probabilité d’appartenance à une
classe (k-voisins)

(c) Carte de probabilité d’appartenance à une classe
(frontière de décision linéaire)

(d) Carte de probabilité d’appartenance à une
classe (SVM avec noyau gaussien)

FIG. 5.2: Classification sur le SCurve en deux classes.

construite lors de l’apprentissage. Un nouvel échantillon est projeté dans l’espace réduit et
classé dans celui-ci. L’utilisation de la projection avecmaximuma posterioripermet une amélioration
du taux de bonnes classifications de 6% par rapport à une projection par maximum de vraisem-
blance. La réduction de dimension avec Isomap permet ici d’obtenir des résultats meilleurs
qu’avecSP (98.6% contre 97.4%), et l’utilisation desk-voisins ou d’une frontière linéaire est
plus efficace que l’utilisation de SVMs à noyaux (une différence de 5% en moyenne).

La classification sur le SCurve (fig.5.2a) donne les mêmes résultats que pour le SwissRoll, à
savoir que les compressions avec distances géodésiques obtiennent des résultats élevés (99.8%
de vrais positifs ou négatifs). Dans le cas du SCurve, les deux classes ont le même nombre
d’échantillons, ce qui explique que la frontière de séparation pour les SVM à noyau (fig.5.2d)
n’entoure pas l’une des deux classes. Un fait intéressant est aussi que la frontière de décision
est moins chahutée sur ce jeu de données (fig.5.2b) que sur le SwissRoll (fig.5.1b).

La classification sur la base de test du SCurve est aussi meilleure que celle du SwissRoll,
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(a) Déplacement dans l’espace réduit (b) Déplacement dans l’espace réduit (zoom local)

(c) Déplacement sur le modèle estimé (d) Déplacement sur le modèle estimé (zoom local)

FIG. 5.3: Déplacement d’un point vers une autre classe.

avec des taux de bonnes classifications supérieures à 99.7% pour la réduction avecSP et à 98.9%
avec Isomap. Avec cette variété, les différents classifieurs obtiennent des résultats comparables
(au maximum, une différence de performance de 0.25% a étéobservée) selon la réduction et la
compression utilisée.

Les résultats sont donc contrastés, sur une variété tr`es pliée telle que le SwissRoll, Isomap
serait une meilleure méthode de réduction de dimension que SP, tandis que pour une variété
plus simple telle que le SCurve,SP a un avantage. Il est aussi à noter que la réduction à l’aide
deSSAM obtient des résultats semblables à Isomap.

5.1.2 Différence entre un point et une classe

Pour parcourir l’espace des points d’une classe à une autre, il est nécessaire d’avoir une
fonction de distance, comme la probabilité d’appartenance à la classe. Sans cette notion, le
parcours est aléatoire et il est impossible de sélectionner une direction vers la classe désirée.
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(a) Déplacement dans l’espace réduit (b) Déplacement dans l’espace réduit (zoom local)

FIG. 5.4: Mauvais déplacement d’un point vers une autre classe.

Un point dans l’espace réduit a été déplacé sur le SCurve d’une classe à une autre (fig.5.3).
Son déplacement s’oriente vers la frontière de décisiondans l’espace réduit (marqué par une
couleur verte) et s’arrête à celle-ci. Un zoom sur le déplacement montre bien que le déplacement
n’est pas nécessairement en ligne droite. Le déplacementpeut se traduire en 3D par un parcours
sur plusieurs modèles linéaires. C’est ce qui se produit sur cet exemple.

Lorsque les échantillons ne recouvrent pas tout l’espace,comme c’est le cas pour la base
COIL-20, il est nécessaire d’ajouter une connaissancea priori pour guider la recherche, soit
sous la forme d’une contrainte (il est nécessaire de resterdans des zones vraisemblables) ou à
l’aide d’une régularisation (un terme additionnel dépendant de la vraisemblance de la zone
considérée). Dans les deux cas, la contrainte ou la régularisation devra nécessiter une pa-
ramétrisation particulière.

Ces deux solutions doivent aussi être envisagées pour le parcours sur le SCurve. En effet, le
point se déplace vers la frontière de décision la plus proche. Dans l’exemple proposé, la frontière
s’étend à l’infini. Il est donc possible que le déplacement du point l’entraı̂ne à l’extérieur de
la zone vraisemblable, auquel cas le point final trouvé par cette recherche n’apporte aucune
information pertinente sur la différence entre le point original et la classe considérée (fig.5.4).

5.2 Classification dans plusieurs sous-espaces réduits

La classification à partir de plusieurs sous-espaces consiste à projeter un nouvel échantillon
dans chacun de ces espaces puis de sélectionner le meilleurprojeté au sens d’un certain critère
parmi les différents candidats. Par la suite, si chaque espace correspond à une classe d’appren-
tissage, le meilleur projeté indique aussi la classe à laquelle le point appartient.

Un test a été effectué sur la base COIL-20, avec une variété par jeu de données. Les données
d’apprentissage (1440 images) sont toutes correctement classées (fig.5.5a). En revanche, les



5.2. CLASSIFICATION DANS PLUSIEURS SOUS-ESPACES RÉDUITS 67
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(d) Projection robuste avec 40% d’occlusion

FIG. 5.5: Classification sur la base COIL-20 sans et avec occlusion. Les ordonnées représentent
les classes auxquelles appartiennent les échantillons etles abscisses les classes attribuées par
les algorithmes. Plus la couleur est chaude, plus le nombre d’échantillons classés est important.

tests effectués sur les images avec occlusion montrent qu’une seule classe est de plus en plus
probable à mesure que l’occlusion s’agrandit. La classe enquestion est une image sombre dont
les éléments centraux sont noirs, ce qui explique que les autres classes sont moins probables.

La figure5.5 expose ces résultats. Chaque ligne correspond à un jeu de données projeté.
Plus la couleur est chaude (tirant vers le rouge), plus le nombre d’échantillons projetés dans
cette classe a été important. Une diagonale rouge est doncl’optimum à obtenir. Lorsqu’une
projection robuste est utilisée, les résultats ne sont pas parfaits, même sans occlusion. Pour
10% d’occlusion, deux classes sont très mal classées. A 40% d’occlusion, seuls des éléments
marginaux sont bien classés, les autres sont regroupés dans une seule classe.
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5.3 Conclusion

La réduction de dimension conjuguée à une projection dans un espace réduit permet de
classer efficacement des données. Qu’il y ait un seul espaceréduit dans lequel diverses classes
existent ou autant d’espaces réduit que de classes, cette chaı̂ne de traitement permet de classer
un nouveau point.

L’intérêt d’un espace réduit unique est de pouvoir déplacer un point classé dans une classe
vers une autre classe puis de visualiser la différence entre le point original et le point déplacé.
Plusieurs espaces réduits distincts sont nécessaires lorsque les différentes classes ne sont pas
connectées (le graphe des plus proches voisins n’est pas connexes). Dans ce cas, l’intérêt de
déplacer un point est nul car il n’existe pas de manière de transformer un point en un autre
d’une autre classe.
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Les différents jeux de données illustrant les chapitres précédents étaient des données si-
mulées. Dans ce dernier chapitre, des textures seront analysées, puis des formes synthétiques.
Dans chacun de ces exemples, les échantillons ne seront pasanalysés directement. A la place,
ils seront transformés dans un espace adapté à leur analyse (les matrices de cooccurrence pour
les textures et les champs de déformation pour les formes synthétiques).

6.1 Classification superviśee de textures

L’analyse de texture est un problème de traitement d’imagedont les premières études re-
montent à plus de 30 ans. Une texture n’est pas une image unique, mais un ensemble d’images
qui sont ressenties par le cerveau humain comme étant identiques. Ainsi, des images d’un frag-
ment de tissu constitueront des échantillons d’une même texture qu’il faut caractériser.

L’objectif de cette section est de présenter une méthode d’analyse de textures. Celles-ci
seront caractérisées par un nombre défini de classes et d’échantillons associés à chaque classe
qui serviront de base d’apprentissage. D’autres échantillons serviront d’échantillons de test qui
seront classés.

69



70 CHAPITRE 6. APPLICATIONS

6.1.1 Descripteur de texture

Un échantillon d’une texture est une image. Toute transformation rigide de cette image
donnera un autre échantillon de la texture. Il est donc nécessaire de transformer l’image pour
extraire l’information pertinente. La littérature [Har79] propose d’utiliser la matrice de cooc-
currenceM de l’échantillon analysé. Il s’agit d’estimer une densité conjointe d’ordre deux
sur l’image, ce qui correspond à des statistiques spatiales utilisées par le système visuel hu-
main [Jul62].

Une nouvelle image carréeM est créée et initialisée à0. La taille de cette image est fonc-
tion de l’échantillonnage de l’image traitée, appelée ici I. Par exemple si l’image comporte
32 niveaux de gris, la matrice de cooccurrence est de taille 32x32. Par la suite, un vecteur
déplacement dans l’image est choisi,v = (1,0) par exemple. Pour chaque pointx de l’image,
le pixelM(I(x),I(x + v)) est incrémenté.

Afin de rendre cette transformation à peu près invariante par rotation, une telle image est cal-
culée pour d’autres vecteursv (généralement(0,1), (−1,0) et (0,−1), mais des déplacements
diagonaux sont parfois aussi proposés). L’image finale utilisée est alors la moyenne de toutes
ces images.

Dans le cas d’une texture de couleur, une matrice de cooccurrence est calculée pour chaque
canal, puis pour chaque combinaison de deux canaux [ADBB04]. Ainsi, 6 matrices de cooc-
currence sont formées (les matrices (rouge, bleu) et (bleu, rouge) étant identiques en raison de
l’invariance par rotation de180○ utilisée lors de la moyenne des matrices de cooccurrence).

6.1.2 Apprentissage et classification de textures

Les textures analysées sont extraites de la base Outex [OPM+02]. Une sélection de 68
images de cette base a été choisie, chaque image ayant ét´e prise sous des conditions semblables
(cela n’a un impact que si les images considérées ont une dynamique très différente). Par la suite
chacune de ces images de taille 746x538 a été découpée en20 échantillons de taille 128x128.
Cet ensemble de 20 échantillons constitue une texture unique. Un échantillon sur deux a été
utilisé pour la base d’apprentissage, l’autre pour la basede test, selon un damier.

La figure6.1 montre un échantillon pour les quatre premières textures. A côté de chaque
texture se retrouvent les six matrices de cooccurrence qui seront utilisées comme vecteur de
paramètres de chaque échantillon.

Lors de la phase d’apprentissage, chaque texture bénéficie d’un modèle appris avec notre
chaı̂ne de traitement (SP/PLM2/MAP). Le nombre de proches voisins utilisés est de 6,afin de
garantir un graphe connexe. Avec seulement 10 échantillons, le modèle reste simple (un à deux
plans lors de l’apprentissage).

La figure6.2 expose les résultats tirés de la base d’apprentissage et de la base de test. La
base d’apprentissage est classée correctement à 99.9%, tandis que la base de test l’est à 96.5%.
D’après la littérature [ADBB04], en utilisant une réduction de dimension linéaire à l’aide de
l’analyse factorielle discriminante, suivie d’une classification à l’aide des 5 plus proches voisins,
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(a) Texture 1 (b) Matrice de cooccurrence
de la texture 1

(c) Texture 2 (d) Matrice de cooccurrence
de la texture 2

(e) Texture 3 (f) Matrice de cooccurrence
de la texture 3

(g) Texture 4 (h) Matrice de cooccurrence
de la texture 4

FIG. 6.1: Echantillons de la base Outex et transformées associées.
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FIG. 6.2: Classification sur la base Outex. Les ordonnées repr´esentent les classes auxquelles
appartiennent les échantillons et les abscisses les classes attribuées par les algorithmes. Plus la
couleur est chaude, plus le nombre d’échantillons classés est important.
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le taux de réussite dans la base de test est de 94.9%. La méthode proposée obtient donc de
meilleurs résultats

Contrairement à la transformation qui sera utilisée sur les formes, la création de la matrice de
cooccurrence ne permet pas de visualiser les différences entre un échantillon et une texture sur
ce même échantillon. Dans le cas présent, cet inconvénient n’a pas d’impact sur les traitements,
les différences entre un échantillon et une texture n’étant pas visualisables.

Traditionnellement, la matrice de cooccurrence n’est pas utilisée directement pour décrire
un échantillon d’une texture. On utilise généralement 5des 14 paramètres de Haralick [Har79]
(voir annexeB.3 pour les formules de calcul de ces paramètres). En considérant l’ensemble des
6 matrices, 30 paramètres sont donc extraits par échantillon. Après apprentissage et projection,
le taux de réussite sur la base d’apprentissage est de 97.4%et de 93.1% sur la base de test. Le
score est donc inférieur à la littérature et à l’utilisation de la matrice de cooccurrence comme
paramètre. Ce dernier point s’explique par la perte d’information lors de cette transformation,
sachant que l’étape de réduction de dimension supprime par la suite l’information redondante
dans la matrice.

Une transformation peut donc être utile pour mettre en valeur l’information recherchée.
Dans le cas de la texture, il peut s’agir de la matrice de cooccurrence, qui est semblable à un
critère visuel. En revanche, une transformation qui ne metpas en valeur cette information ou
qui la supprime n’améliore pas les scores de la chaı̂ne de traitement, comme c’est le cas pour
les critères de Haralick pour de l’analyse de texture.

6.2 Analyse de formes

L’analyse de formes est un problème complexe. En effet, il est nécessaire de définir la dis-
tance entre deux formes. Cela n’est pas possible avec une simple norme euclidienne du vecteur
image, car deux formes sont semblables si une translation et/ou une rotation permet de passer de
l’une de l’autre et/ou translatée l’une par rapport à l’autre. L’objectif d’une transformation est
de gommer ces différences et de mettre en valeur les vraies différences entre les formes. Dans
le cas présent, le champ de déformation entre une image et une image de référence est choisi.

6.2.1 Ǵenération de champs synth́etiques

Les formes étudiées ici sont des sphères. Celles-ci sontdéformées en plusieurs points indépendants
sur la sphère (figure6.3). Ces points peuvent être donc considérés comme les paramètres de la
forme. A partir du déplacement de ces points et de points de contrôles (points où le déplacement
est nul), les autres déplacements sont interpolés à l’aide dethin-plates splines[Boo89]. La
première population est caractérisée par deux points (Aet B), et un échantillon correspondant à
ces déplacements est représenté sur la figure6.4b.

Une deuxième population est générée en déplaçant deux autres points (C et D) à l’opposé
des points déplacés dans la première population (figure6.4c). Enfin, la troisième population
contient les déplacements des quatre points considérés(A, B, C et D).
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FIG. 6.3: Points déplacés sur la sphère pour les trois populations.

La sphère originale a 32 voxels de diamètre, l’image totale étant un cube de 64 voxels de
côté. Le champ de déformation est constitué d’un cube de64 voxels de côté contenant en chacun
d’eux 3 composantes. Les points de contrôle sont différents selon la population considérée
(certains points de contrôle pour une population étant positionnés à l’endroit où se trouve l’un
des points déplacés).

Les déplacements considérés sur la première population le sont uniquement selon un axe,
en fonction de deux paramètres aléatoires qui définissent les absisses sur les segments de la
figure6.3. Dans le cas de la deuxième population, lorsque l’un des paramètres dépasse un seuil,
le point déplacé associé se déplace selon deux axes, et non plus un seul (il s’agit de l’axe
perpendiculaire à la vue, donc non visible sur la figure6.3).

Les amplitudes des déplacements ont été choisies majoritairement proches de zéro, avec des
points plus éloignés. Les échantillons de la deuxième population projetés dans l’espace réduit
de la première population doivent se retrouver proches despoints de la première population
dont l’amplitude des déplacements est faible.

Pour chacune des trois populations, 100 échantillons ont ´eté générés. Lors de l’apprentissage
de la première ou de la deuxième variété, 50 échantillons ont été utilisés. L’ensemble des 250
points restants a été utilisé pour tester la projection.

6.2.2 Apprentissage et tests statistiques

Afin de minimiser les temps de calcul, seule une partie des points (une enveloppe autour de
la sphère, représentant environ 5000 sur les 262144 que compte un échantillon) des images a été
considérée. Le champ de déformation généré transforme la sphère en l’image d’arrivée. Ainsi,
en chaque point de la sphère, on définit le vecteur de déplacement pour tous les paramètres
possibles. C’est aussi ce champ qui est estimé dans les outils de recalage utilisés (pour des
raisons d’interpolation de l’image résultat). De plus, lors de l’analyse des résultats, ces données
seront les seules à pouvoir être affichées sur la sphère.C’est donc cet ensemble de points (sur
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(a) Sphère originale (b) Échantillon de la première popu-
lation

(c) Échantillon de la deuxième popu-
lation

FIG. 6.4: Echantillons des différentes populations.

une certaine épaisseur) qui sera utilisé comme attributsde l’image.

La réduction de dimension a été effectuée à l’aide deSP en utilisant les 8 plus proches
voisins. La figure6.5 montre la répartition des paramètres aléatoires utilisés pour générer les
données puis la répartition des points dans l’espace réduit. La structure est donc respectée par
l’algorithme de réduction de dimension. Les points sombres sont ceux dont les déplacements
sont les plus faibles.

Par la suite, la régression a été effectuée à l’aide de l’algorithme PLM2, en considérant les
6 plus proches voisins. Lors de cette phase, au moins 5 modèles linéaires ont été à chaque fois
générés.

La répartition des points de test projetés dans l’espace réduit est intéressante (fig.6.6). La
première population (représentée par des disques) est projetée de manière satisfaisante, selon les
déplacements rencontrés. Les points de la deuxième population (représentés par des losanges
rouges) projetés sur la variété devraient présenter defaibles déplacements. C’est le cas puisque
la figure montre les losanges localisés dans les zones sombres, là où les déplacements sont
les plus faibles, sur une surface très réduite. Enfin, la troisième population qui présente les
quatre déplacements se projette elle aussi de manière satisfaisante dans l’espace réduit des deux
premiers déplacements.

Les figures6.7et 6.8montrent des résultats similaires pour l’apprentissage de la deuxième
population. Ainsi, l’introduction d’un terme non linéaire ne porte pas préjudice à la réduction
de dimension.

L’analyse des différences nécessite le calcul d’unz-score pour chaque point de l’image. Il
s’agit de mesurer la probabilité d’apparition de l’erreurassociée au point. Dans le cas présent,
un point possède 3 coordonnées, il n’est donc pas possiblede calculer analytiquement ce score.
La solution retenue est de comparer la distance entre l’erreur d’un point et la moyenne de la
variable d’erreur à un certain nombre d’échantillons de la variable d’erreur (ici, 10000). On
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FIG. 6.5: Conservation de la structure lors de la réduction de dimension (population 1).
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FIG. 6.6: Conservation de la structure lors des projections surla première population. Les
échantillons de test de la première population sont symbolisés par des disques, ceux de la
deuxième population par des losanges rouges et ceux de la troisième population par des carrés.
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FIG. 6.7: Conservation de la structure lors de la réduction de dimension (population 2).
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FIG. 6.8: Conservation de la structure lors des projections surla deuxième population. Les
échantillons de test de la deuxième population sont symbolisés par des disques, ceux de la
première population par des losanges rouges et ceux de la troisième population par des carrés.
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calcule le nombre d’échantillons dont la distance à la moyenne est inférieure à celle de l’erreur
et on le divise par le nombre total d’échantillons génér´es. On obtient ainsi un score approché.

Un échantillon de chaque population a été projeté sur les deux variétés6.9. L’échantillon
de la première population (fig.6.9a) ne présente pas de variation par rapport à la normalité,
ce qui est attendu, tout comme la projection d’un échantillon de la deuxième population sur
la deuxième variété (fig.6.9d). La projection d’un élément de la deuxième (fig.6.9b) ou de
la troisième population (fig.6.9c) sur la première variété montre des anomalies localisées aux
points déplacés qui ne le sont pas dans la première population. Les projections sur la deuxième
variété (première population sur la fig.6.9eet troisième population sur la fig.6.9f) permettent
aussi une localisation des déformations différentes. Dans le cas d’un déplacement linéaire (la
première population) comme dans le cas d’un déplacement non linéaire (la deuxième popula-
tion), il est possible de repérer des déformations n’appartenant pas au modèle grâce à la chaı̂ne
de traitement proposée.

Cependant, la localisation des différences n’est pas parfaite. En effet, sur la figure6.9c, tout
un hémisphère indique une anomalie, ce qui n’est pas le casen réalité. Il faut se rappeler que les
points de contrôle sont peu nombreux (un peu plus de 300) et que plus de 5000 points ont été
testés. Ces points sont proches des points de contrôle, mais la déformation générée les déplace
de manière anormale par rapport à la population. Comme l’opération de visualisation moyenne
des informations proches, on obtient les différentes images proposées.
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(a) Projection sur la première variété
d’une forme appartenant à la première
population

(b) Projection sur la première variété
d’une forme appartenant à la deuxième
population

(c) Projection sur la première variété
d’une forme appartenant à la troisième
population

(d) Projection sur la seconde variété
d’une forme appartenant à la première
population

(e) Projection sur la seconde variété
d’une forme appartenant à la deuxième
population

(f) Projection sur la seconde variété
d’une forme appartenant à la troisième
population

(g) Carte de couleur desz-score

FIG. 6.9: Localisation des différences lors de projections sur les deux variétés.
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Chapitre 7

Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre final, un résumé de cette thèse et des contributions associées sera proposé.
A titre de conclusion, les perspectives de futurs travaux sont présentées.

7.1 Résuḿe et discussion

Cette thèse et ses contributions ont proposé une modélisation innovante de données et son
utilisation en vue de classifications.

La modélisation comprend une réduction de dimension robuste, permettant de faire face au
bruit et respectant la structure des données dans un espacede dimension réduite. Cette méthode
a été comparée aux méthodes usuelles de la littératureà l’aide de plusieurs jeux de données
(SwissRoll, SCurve, base COIL-20). Par la suite, une méthode de régression linéaire par mor-
ceaux a été exposée, permettant de créer un lien entre l’espace de dimension réduite et l’espace
d’origine. Contrairement aux méthodes présentées dansla littérature, l’approche choisie adapte
le nombre de modèles linéaires nécessaires à la précision de modélisation recherchée.

Grâce à cette modélisation, une projection robuste de nouveaux échantillons sur la variété
a été possible. Cette méthode a permis d’obtenir des résultats d’aussi bonne qualité ou de
meilleure qualité que les approches robustes basées sur l’analyse en composantes principales
qui est la méthode couramment utilisée pour l’apprentissage de variété. Une méthode originale
de classification supervisée a été proposée, en modélisant chaque classe comme une variété puis
en projetant chaque nouvel échantillon sur chacune des variétés et en sélectionnant le meilleur
projeté (au sens d’un certain critère).

Des applications pratiques ont été entreprises sur des données de texture ou sur des formes
synthétiques. Ces applications ont confirmé les performances de l’approche proposée. En effet,
la classification sur les textures est meilleure que les approches proposées dans la littérature et
les tests sur les formes ont permis de détecter des différences localisées sur des formes anor-
males.

Plusieurs bibliothèques de traitement ont été développées et améliorées dans le cadre de
cette thèse. Elles ont été programmées en C++ ou en Python, en utilisant les avantages de
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chaque langage (la vitesse ou l’utilisation des gabarits duC++ pour les calculs ; la souplesse
ou l’encapsulation de Python pour la création des prototypes ou la création d’une bibliothèque
d’optimisation). Enfin, ces bibliothèques ont été misesà disposition dans le logiciel interne
Medimaxet son successeurMediPy.

7.2 Perspectives

Les perspectives d’amélioration des approches exposéesdans cette thèse sont diverses. Elles
concernent principalement la première étape de réduction de dimension. La phase de régression
quant à elle bénéficierait grandement d’une meilleure approche par blocs.

7.2.1 Ŕeduction de dimension

La méthode de réduction de dimension robuste exposée dépend fortement de la qualité de
la sélection des plus proches voisins. Si celle-ci permet la création de court-circuits dans les
données d’apprentissage, l’espace réduit calculé ne sera pas optimal. Plusieurs algorithmes ac-
tuels sélectionnent de manière plus robuste le nombre de voisins et leur position qu’une simple
recherche desk plus proches.

Les efforts se sont portés sur le respect des distances dansl’espace d’origine et dans l’es-
pace réduit. Or les distances sur une variété riemannienne de dimensiond se représentent dans
un espace euclidien de dimension au plus2d + 1 [Gre69]. Cela signifie que la réduction de di-
mension peut ne pas être optimale et qu’il reste des possibilités pour obtenir une représentation
dans un espace de dimensiond. Une possibilité consisterait à rechercher un espace réduit pour
tous les points, puis effectuer une phase de régression. Par la suite, les modèles linéaires obte-
nus définiraient des cartes locales dans lesquelles une nouvelle étape de réduction de dimension
pourrait être effectuée, permettant d’obtenir une cartelocale dansRd.

7.2.2 Ŕegression

La régression par blocs présentée ne permet pas de modéliser de manière convenable des
images. En effet, les artefacts dus au partitionnement des coordonnées reste visible. Une nou-
velle métrique de séparation doit être envisagée, permettant de mieux mesurer si deux attributs
peuvent être reconstruits par la même fonction linéairepar morceaux et permettant un meilleur
rendu visuel.

Enfin, les modèles considérés ont toujours été linéaires, mais il est possible d’envisager des
modèles non linéaires.

7.2.3 Classification

Lorsque l’objectif de la modélisation des données est la classification supervisée, il est
nécessaire de tirer parti de cette information supplémentaire. En effet, lorsque la réduction de
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dimension est effectuée sur la totalité des coordonnéesdes échantillons, les informations perti-
nentes peuvent être absorbées par la variabilité des données. Un algorithme de sélection d’at-
tributs [DL97] peut être couplé à la modélisation. Dans ce cas, une modélisation de la variété
est effectuée sur un jeu restreint de coordonnées puis uneclassification est effectuée. Selon
les résultats de cette classification, le jeu restreint de coordonnées peut être modifié. Ainsi, la
non-linéarité de la variété est introduite dans le processus de sélection des attributs.
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A.1.1 Développement dirigé par les tests (Test-Driven Development) . . . . 86

A.1.2 Orientation objet. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

A.1.3 Design patterns . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
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A.2.5 Limites du modèle. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

A.3 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

Ecrire un algorithme d’optimisation convexe non contraintest un exercice qui peut être com-
pliqué. L’algorithme de base6 est simple et montre un découpage en 3 fonctions principales.

Entr ées: Fonction à optimiser et point de départ
Sorties : Jeu de données optimal pour la fonction
début

tant que le critère n’est pas respecté faire
Recherche d’une direction de descente;
Recherche d’un pas suivant cette direction

fin
fin

Algorithme 6 : Algorithme d’optimisation simple

Malheureusement, la simplicité de cette présentation cache les difficultés de mise en oeuvre
d’une boı̂te à outils dédiée à l’optimisation qui n’estpas limitée à une série de fonctions, comme
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c’est le cas pour Matlab et Scipy1. En effet, il existe dans la littérature des dizaines de fonction-
nalités pouvant être implémentées pour chacune des 3 fonctions principales, chacune d’elles
nécessitant des connaissances différentes. Par exemple, l’utilisation d’une descente de gradient
classique ne nécessite pas la taille du pas précédent, contrairement à une descente de gradient
conjuguée. Ces différences soulignent l’importance d’une conception souple et modulaire pour
une boı̂te à outils d’optimisation. La conception d’un cadre clair nécessite certaines notions de
conception ainsi que de méthodologie.

A.1 Notions d’architecture logicielle

Dans un premier temps, la méthodologie de développement sera présentée. C’est elle qui
gouverne le processus de développement et permet de valider le résultat final, c’est-à-dire cer-
tifier que l’outil correspond à ce qui est attendu. Par la suite, l’orientation objet est introduite.
Ce concept permet d’introduire la modularité, à l’aide del’héritage, du polymorphisme ou de
l’encapsulation des données. Grâce à ce concept, les motifs de conception (design patterns) ont
permis de résoudre des problématiques classiques rencontrées. Enfin, le principe de séparation
permet de découpler des algorithmes des données traitées.

A.1.1 Développement diriǵe par les tests (Test-Driven Development)

La notion de Développement dirigé par les tests (ou TDD) est tirée d’un ouvrage de Ken
Beck [Bec02]. Ken Beck présente une méthodologie simple qui peut être associée à d’autres
méthodes commeeXtreme Programming[BBMW04]2. Contrairement au traditionnel cycle
en V3, l’objectif est de proposer à toute étape du développement un programme répondant
aux besoins de l’utilisateur. Cela est réalisé à l’aide de tests qui sont écrits avant d’implémenter
effectivement l’opération.

Afin d’obtenir à chaque étape un programme fonctionnel, ilest nécessaire de ne pas tout
tester et programmer en même temps. Au départ, un seul testest réalisé, avec le code corres-
pondant. Puis une fois que le test est valide, on effectue uneséance derefactoring4, tradition-
nellement en utilisant desdesign patternspour rendre cette architecture plus souple face aux
autres éléments à ajouter au programme. Dans le cas de cette bibliothèque d’optimisation, la
structure générale est déjà définie. En revanche, la refactorisation permet de réutiliser efficace-
ment des routines existantes ; par exemple pour le calcul d’un gradient conjugué selon plusieurs

1http ://www.scipy.org/
2eXtreme Programmingest une méthodologie de développement souple, basée surplusieurs règles claires et

définies. Le principal objectif de toutes ces méthodologies est de répondre au besoin du client au fur et à mesure,
afin d’être en adéquation avec ses besoins réels.

3Le cycle en V est une ancienne méthodologie de développement où les besoins du clients sont définis en
amont, les tests sont effectués après la phase de programmation, et après cette phase, le client vérifie le produit.
Entre temps, la programmation et/ou l’interprétation desbesoins a pu diverger des besoins réels du client.

4Cette phase de développement a pour but de réorganiser le code afin d’améliorer son architecture et donc sa
souplesse et sa robustesse.
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méthodes, la même structure sera utilisée.

Les tests unitaires utilisés ici existent à plusieurs niveaux :

– pour chaque sous-module, un ou plusieurs test(s) simple(s) permettra(ont) de vérifier si
le module fonctionne correctement,

– une série de fonctions usuelles ainsi que leurs points de départ associés seront utilisés
pour vérifier la convergence d’un optimiseur.

Dans ces tests, aucune part d’aléatoire n’est permis. En effet, il faut être sûr que l’optimisa-
tion réussira avec une certaine précision. Si un départ aléatoire est utilisé, le résultat final n’est
pas garanti et le test n’est plus pertinent.

A.1.2 Orientation objet

La programmation orientée objet repose sur plusieurs techniques, dont l’héritage, le poly-
morphisme et l’encapsulation. Contrairement à la programmation usuelle procédurale, la pro-
grammation orientée objet promeut l’interaction entre des objets. Chaque objet est une instance
d’une certaine classe qui elle-même peut être un objet dans certains langages (comme Python).
Une classe est en réalité un patron décrivant le fonctionnement d’un objet.

L’héritage consiste à demander à réutiliser ce qu’on appelle l’interface d’une classe, comme
les méthodes ou les attributs dits publics (visibles de l’extérieur). Le polymorphisme permet
d’utiliser un type d’objet à la place d’un autre, soit parceque l’un hérite de l’autre, soit parce
que leur interface est identique (on parle de polymorphismedynamique ou statique). Enfin,
l’encapsulation enferme les attributs d’un objet de sorte qu’ils ne soient plus accessibles de
l’extérieur (on parle aussi de responsabilité, seule la classe est responsable des données qu’elle
contient).

Par exemple, il existe plusieurs types de chaı̂nes hi-fi, mais elles partagent toutes une in-
terface commune : un bouton marche/arrêt, un bouton de lecture, d’arrêt, ... (polymorphisme).
Les chaı̂nes hi-fi les plus récentes ont hérité des fonctionnalités de leurs ancêtres (par exemple
le support d’une télécommande a été ajouté par rapportà la génération précédente). L’encapsu-
lation se manifeste par le fait qu’il n’est pas permis ni conseillé de modifier les circuits d’une
chaı̂ne hi-fi. On accède aux attributs de l’objet par des écrans LCD, par divers boutons, mais
rien d’autre ne devrait être accessible. Pour mettre en marche la chaı̂ne hi-fi, on appuie sur
un bouton qui déclenchera le réveil de l’objet, ce n’est pas à l’utilisateur de réveiller chaque
élément interne de la chaı̂ne hi-fi.

De même en informatique, le principe de l’orientation objet permet de créer des objets, de les
utiliser dans de nouveaux objets plus complexes, de changerun objet si celui-ci ne convient pas.
Dans le cas d’une bibliothèque d’optimisation, il s’agit de pouvoir sélectionner avec précision le
critère d’arrêt souhaité, le type de recherche de ligne ou de direction, de sélectionner la manière
de calculer le gradient, de proposer des objets utilitaires, ...
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A.1.3 Design patterns

Lesdesign patternsou patrons/motifs de conception sont des recettes permettant de répondre
à des questions classiques. L’idée des motifs de conception provient de Christopher Alexan-
der [AIS+78], architecte ayant proposé une liste de motifs architecturaux. L’idée sous-jacente
était de ne pas réinventer la roue. Quelques années plus tard, ce principe a été appliqué à l’in-
formatique par leGang of Four[GHJV94].

Voici certains de ces motifs de conception5 :
– Observeur permet à une série d’objets d’observer les changements sur un même objet,
– Stratégie définit des comportements interchangeables,
– Décorateur ajoute des possibilités au comportement d’un objet,
– Composition permet de composer et d’utiliser une hiérarchie complexe d’objets.
Tous lesdesign patternsne sont pas utiles dans le cadre d’une bibliothèque d’optimisation.

Par exemple, le motif Observeur n’est pas utile (ce motif estsouvent utilisé en programmation
événementielle, comme la programmation d’interfaces graphiques). En revanche, la Stratégie
est primordiale. En effet, c’est elle qui est à la base du choix d’un module de recherche de
ligne ou de direction. Le Décorateur servira à modifier et `a affiner une stratégie (par exemple
en permettant d’utiliser la taille du pas précédent commedépart de la recherche de ligne lors
de l’itération suivante). Enfin, la Composition permettant de fusionner des comportements, ce
motif pourra être utilisé dans la sélection d’un critère.

A.1.4 Principe de śeparation

Le principe de séparation [KL04] est généralement antagoniste au principe orienté objet et
plus exactement au principe de responsabilité de ce dernier. L’idée sous-jacente est de séparer
les données du traitement. Ce principe est clairement explicite dans la STL (Standard Template
Library, un sous-ensemble de la bibliothèque standard C++) où lesalgorithmes sur les données
(tels que la recherche dans un conteneur ou le tri) sont séparés dans leur grande majorité des
conteneurs qui sont chargés des données.

Dans le cas d’une bibliothèque d’optimisation, ce principe de séparation est primordial car
les données tournent entre les différents modules principaux. Les données utilisées pour cher-
cher une direction sont utiles aussi pour la recherche du pas. Toutes ces données sont indispen-
sables au critère d’arrêt. C’est pourquoi un dictionnaire contenant l’état courant de l’optimisa-
tion est passé en paramètre à chaque module. Ces modules pourront alors récupérer les données
utiles et mettre à jour d’autres résultats.

En revanche, cela a des conséquences sur l’utilisation de certains motifs de conception.
En effet, l’utilisation d’un décorateur peut être très dangereuse. Si une décoration utilise des
données communes et met à jour le dictionnaire d’état et qu’un décorateur suivant utilise ces
mêmes données dans un autre but, un problème peut en découler.

Par exemple, chaque module de recherche de direction peut initialiser sa recherche de pas
à une valeur donnée dans le dictionnaire. Si une décoration de ce module indique une certaine

5voir http ://conception.developpez.com/cours/#dp pour des explications plus détaillées
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valeur de départ et qu’un autre décorateur modifie à nouveau cette valeur, le premier décorateur
ne sert à rien. Pour corriger ce problème, si le premier décorateur enregistre la donnée dans
un nouveau champ du dictionnaire et que les autres décorateurs modifient cette valeur, com-
ment le premier décorateur saura-t-il qu’il est le premieret qu’il doit créer à nouveau cette
donnée (sachant qu’elle est dans le dictionnaire) ? Il est en effet impossible de vider le diction-
naire à chaque étape puisque les résultats de l’itération précédente peuvent être utiles (direction
précédente de descente, valeurs et position lors de l’it´eration précédente pour le calcul du critère
d’arrêt, ...). C’est aussi là la limite entre la théorie en informatique et l’application pratique des
méthodes.

A.2 Application à la création d’un module d’optimisation

Afin d’être souple et réutilisable, une boı̂te à outils d’optimisation correcte doit présenter
chacun des aspects exposés ci-dessus, tests unitaires, orientation objet et principe de séparation.
Cette bibliothèque a principalement été crée pour l’optimisation de fonctions convexes, même si
diverses extensions peuvent être envisagées pour intégrer l’optimisation convexe avec contraintes.

Outre le module principal d’optimisation avec ses sous-modules, plusieurs modules uti-
litaires sont fournis. Par exemple, une fonction de coût effectuant la somme du carré de la
différence entre des données originelles et une approximation de ces données calculées par une
fonction auxiliaire est proposée, y compris une avec un hessien approché.

A.2.1 Le coeur, la classe Optimizer

Une optimisation repose tout d’abord sur une fonction à optimiser et un point de départ.
Par la suite, l’optimisation convexe repose globalement sur les trois modules présentés au début
de cette annexe : la recherche d’une direction de descente, la recherche d’un pas et un critère
d’arrêt. Dans cet optique de séparation des responsabilités (un autre principe de la programma-
tion modulaire), une classe décrira un optimiseur global (il sera responsable de la fonction et du
point de départ, mais aussi de l’initialisation du dictionnaire contenant l’état de l’optimiseur) et
une classe dérivée représentera l’optimisation convexe elle-même.

La méthode du polytope [NM65], appelée aussi du simplexe,downhill methodou Nelder-
Mead peut aussi être implémentée sous cette forme, la recherche de la direction étant alors la
recherche d’un premier candidat puis la recherche du pas effectue la contraction ou la dilatation
selon le coût au point sélectionné.

Outre l’optimisation simple décrite précédemment, uneautre classe d’optimisation a été
écrite. Celle-ci permet d’effectuer une opération avantchaque itération et une autre après cette
itération.

Enfin, après chaque itération, il est possible de sauvegarder l’état de l’optimiseur, afin de
découvrir les raisons d’éventuels échecs d’optimisation.
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A.2.2 Les différents modules disponibles

Le développement a principalement été orienté vers l’optimisation de fonctions convexes
sans contraines.

Les critères d’arrêt implémentés sont les suivants :
– atteinte de l’itération limite,
– variation absolue du coût inférieure à une limite,
– variation relative du coût inférieure à une limite,
– variation absolue du gradient du coût inférieure à une limite,
– variation relative du gradient du coût inférieure à unelimite.
Ces différents éléments sont composables entre eux, soit avec un ET logique ou avec un OU

logique. D’autres critères plus complexes, dépendant d’autres variables d’état de l’optimiseur
peuvent être conçus et composés avec les critères présentés.

La sélection d’une direction de descente est un problème qui reste très ouvert dépendant de
la fonction recherchée. Voici quelques-unes des directions implémentées :

– direction opposée au gradient,
– direction du gradient conjugué [HS52, FR64, PR69],
– direction de Newton (opposée au hessien multiplié par legradient),
– direction de Newton modifiée [GP67]
– direction de quasi-Newton [Dav59, Bro70, Fle70, Gol70, Sha70],
Les directions par gradient conjugué sont chacune une composition entre la direction précédente

et la direction donnée par le gradient courant. Le poids de chacune donne les différentes tech-
niques existantes. C’est pourquoi toutes ces techniques sont basées sur le même modèle, seul
le poids étant modulé. De plus, des décorateurs permettent de redémarrer le gradient conjugué,
soit périodiquement, soit lorsque deux gradients consécutifs ne sont plus orthogonaux.

Enfin, plusieurs recherches de lignes exactes et inexactes ont été implémentées comme :
– section utilisant le nombre d’or ou la série de Fibonacci [SY06],
– interpolation quadratique ou cubique [SY06],
– recherche utilisant la règle d’Armijo (aussi appeléeBacktracking) [Arm66],
– recherche utilisant les règles de Wolfe-Powell normalesou leur version forte [Wol69,

Wol71],
– recherche utilisant les règles de Goldstein [Gol65],
Des recherches de lignes simples ont aussi été conçues, telles que les recherches amorties

(recherche d’un pas par dichotomie) ou des pas dépendant dunombre d’itérations effectuées.
Des décorateurs ont aussi été mis en place, permettant decommencer la recherche du pas à
partir du pas précédent.

A.2.3 Différentiation automatique

Dans ce nombreux cas, un gradient analytique et à plus forteraison un hessien analytique
ne sont pas disponibles. Il est alors nécessaire de faire appel à une approximation numérique de
ces données. Dans les boı̂tes à outils usuelles, c’est l’optimiseur qui se charge de ces opérations,
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lorsqu’une fonction gradient ou hessien n’est pas fournie.

En raison du principe de responsabilité et par souci de modularité, l’approche proposée
par cette boı̂te à outils est différente. En effet, la décision d’utiliser un gradient analytique ou
numérique revient à l’utilisateur de la fonction. De plus, la sélection du pas de différentiation
est spécifique à une fonction et non à une méthode d’optimisation.

Les deux techniques de différentiation usuelles sont implémentées,Forward Differenceet
Centered Difference[NW06]. Il s’agit de deux classes qui seront utilisées comme classe de
base de la fonction à optimiser. Si un gradient analytique existe, son implémentation sera alors
directement utilisée lors d’un calcul de gradient ou lors du calcul du hessien numérique. De
même, le hessien pourra être implémenté de manière analytique.

A.2.4 Estimation

Lorsqu’un modèle de fonction doit être adapté à des échantillons (par exemple, estimation
des paramètres(a, b) d’une fonction linéairef(c) = ax + b à partir de couples(x, y)), une
fonction d’optimisation générique peut être créée. En effet, ce genre d’optimisation est souvent
effectué en minimisant la somme des carrés des différences(y − f(x)). En créant un objet en-
capsulantf() et calculant ce coût, il est possible d’utiliser l’ensemble des outils d’optimisation
présenté en amont.

Voici la forme générale du problème à résoudre selon les paramètresθ :

minθ∈Rh(θ) =∑ c(y − fθ(x)) (A.1)

Deux coûts usuelsc() ont été implémentés. Le premier est le coût quadratique utilisé tradi-
tionnellement (c(x) = 1

2
∥x∥2).

Un autre coût fréquemment utilisé est une approximationde celui-ci au deuxième ordre,
appelée Gauss-Newton. Ce coût est une approximation au deuxième ordre du coût quadratique.
En effet, l’approximation au deuxième ordreqk(θ) deA.1 donne :

qk(θ) = h(θk) + g(θ)(θ − θk) + 1

2
(θ − θk)T H(θ)(θ − θk) (A.2)

Avec :

r(θ) = [y1 − f(x1), y2 − f(x2) . . . , yn − f(xn)] (A.3)

J(θ) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

δr1

δθ1
(θ) δr1

δθ2
(θ) . . . δr1

δθm
(θ)

δr2

δθ1
(θ) δr2

δθ2
(θ) . . . δr2

δθm
(θ)

. . . . . . . . . . . .
δrn

δθ1
(θ) δrn

δθ2
(θ) . . . δrn

δθm
(θ)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(A.4)

g(θ) = J(θ)T r(θ) (A.5)

S(θ) = ∑
i=1

nri(θ)∇2ri(θ) (A.6)

H(θ) = J(θ)T J(θ) +S(θ) (A.7)
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L’optimum de cette fonction se trouve pour :

θk+1 = θk − (J(θk)T J(θk) +S(θk))−1J(θk)rθk. (A.8)

Si on peut considérerS(θk) ≃ 0, on obtient l’approximation de Gauss-Newton.

A partir de cette approximation, l’algorithme Levenberg-Marquardt [Lev44, Mar63] peut
être construit avec la boı̂te à outils présentée.

A.2.5 Limites du modèle

Le principe de séparation a une influence lourde sur les possibilités d’évolution de la boı̂te à
outils proposée. En effet, il n’est pas possible de chaı̂ner plusieurs décorateurs sur la recherche
de direction ou sur celle de ligne. Cet inconvénient peut être résolu à condition de complexifier
l’état de l’optimiseur. Par exemple, dès qu’un décorateur travaille sur des données, il sauve-
garderait celles-ci dans des listes associées. Le problème survient car il est nécessaire d’avoir
une liste par élément modifié, et que tous les paramètrespossibles ne sont pas connusa priori.
Chaque décorateur doit pouvoir créer cette liste, la vider si besoin est, ce qui complexifie la
création d’un nouveau décorateur.

Une autre limitation du modèle est que plusieurs modules incompatibles peuvent être utilisés
ensemble, l’erreur ne se déclenchant que lors de l’optimisation, et non lors de la construction
de l’optimiseur. Par exemple, il est possible d’utiliser d’utiliser un optimiseur de Newton avec
une fonction qui ne peut pas calculer son hessien de manièreanalytique ou numérique. Un
mécanisme de vérification statique peut être ajouté, àcondition de spécifier pour chaque module
ses besoins et ce qu’il propose.

Enfin, le nombre d’appels à la fonction (elle-même, son gradient ou son hessien) n’est pas
compté et n’est pas non plus optimisé. Cette optimisationen fonction du nombre d’appels peut
être ajoutée à l’état de l’optimiseur à peu de frais. Enrevanche, le fait que les appels eux-mêmes
ne soient pas optimisés (donc qu’il peut exister plusieursappels à la fonction, au gradient ou au
hessien avec les mêmes paramètres) peut être critique dans certains cas. Une amélioration peut
consister à stocker les derniers appels dans la variable d’état de l’optimiseur, mais le coût en
temps gagén pour certaines optimisations difficiles peut ˆetre perdu pour d’autres optimisations
rapides.

A.3 Conclusion

La boı̂te à outils proposée permet de faire face à de nombreux problèmes d’optimisation de
fonctions convexes. Sa modularité permet une adaptation rapide à toute forme de fonctions et
d’implémenter une grande partie des algorithmes usuels d’optimisation sans contrainte.

Malgré tout, elle présente des inconvénients et nécessite des améliorations, comme l’inclu-
sion de contraintes lors des optimisations.
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B.1 Fonction de côut assocíeeà Isomap

Isomap [TdSL00] est une technique analytique pour obtenir un espace réduit à partir d’une
matrice de distances. Après avoir calculé la matrice des distances géodésiques, un MDS clas-
sique est effectué pour obtenir la solution optimale. La fonction de coût associée n’est jamais
calculée explicitement. Il est donc nécessaire de préciser quelle est la fonction de coût mini-
misée afin de connaı̂tre ses caractéristiques.

SoientDY la matrice de distances dans l’espace original,DX celle dans l’espace réduit,
H = I − 1

n
1 la matrice de centrage permettant de calculer une matrice decorrélation à partir

d’une matrice de distances [Tor52]. L’objectif d’une analyse en composantes principales (l’outil
pour obtenir la solution analytique du MDS) est de minimiserla différence entre les matrices
de corrélation deY et deX :

f(X) = ∥Y Y T −XXT ∥F (B.1)= ∥HDY H −HDXH∥F (B.2)

Ici, la matriceY n’est pas connue, mais sa connaissance explicite n’est pas utile, seule
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la matrice des distances est nécessaire. A partir des propriétés de la norme de Frobenius, en
effectuant une décomposition en valeurs singulières :

Y Y T = USSUT (B.3)

et en sélectionnant les plus grandes valeurs propresS1 et les vecteurs propres associésU 1

et posantX =U 1S1, la fonction f(X) est minimisée.

B.2 Équivalence entreLaplacian EigenmapsetDiffusion Maps

Les Laplacian Eigenmaps[BN03] et lesDiffusion Maps[CL06] sont en réalité le même
algorithme. Les premiers consistent à calculer une corrélation à l’aide d’un noyau gaussien
entre un point et ses proches voisins tandis que les derniersproposent d’utiliser une matrice de
probabilités de transition (ou de Markov) basée sur cettemême corrélation entre tous les points.
Dans un second temps, une diagonalisation est effectuée etc’est cette diagonalisation qui est
différente dans la littérature.

En considérant la matriceS de ces corrélations, la matrice diagonaleD contenant la somme
sur chaque colonne ou ligne deS :

L1 =D −S (B.4)

L2 =D−1/2SD−1/2 (B.5)

Dans le cas desLaplacian Eigenmaps, ce sont les plus petites valeurs propres (sauf la plus
petite qui est nulle) de la décomposition en valeurs singulières généraliséeL2f = λDf qui
permettent de résoudre le problème. Dans le cas desDiffusion maps, il s’agit des plus grandes
valeurs propres (sauf la première) de la décomposition envaleurs singulièresL1f = λf . En
réalité, ces deux opérations sont identiques.

En effet, siλ est valeur propre deL1 pour la fonction propref :

L1f = λDf (B.6)(D −S)f = λDf

Sf = (1 − λ)Df

D−1/2Wf = (1 − λ)D1/2f

D−1/2WD−1/2(D1/2f) = (1 − λ)(D1/2f)
L2(D1/2f) = (1 − λ)(D1/2f) (B.7)

(1 − λ) est donc valeur propre deL1 pour la fonction propreD1/2f . Un avantage du cal-
cul deL1 est que les routines de décomposition en valeurs singulières sont plus fréquemment
disponibles pourL1 que pourL2.
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B.3 Paramètres de Haralick

A partir d’une matrice de cooccurrenceM de taille(n,n), Haralick [HSD73] a proposé 14
paramètres. Par la suite, Conners et Harlow [CH80] ont démontré que ces 14 paramètres étaient
corrélés et que seuls 5 coefficients spécifiques étaientsuffisants. Ces paramètres sont calculés à
partir de la matriceM ou de sa version normaliséẽM =M/∑i,j mi,j .

– Homogénéité, aussi appelé moment angulaire d’ordre 2:

E =∑
i,j

m̃2

i,j

– Contraste :
C =∑

k

k2 ∑
∣i−j∣=k

m̃i,j

– Corrélation :

Cor = n∑i,j(ijmi,j) − (∑i,j imi,j)(∑i,j jmi,j)√(n∑i,j i2mi,j) − (∑i,j imi,j)2√(n∑i,j j2mi,j) − (∑i∑j jmi,j)2
– Entropie :

H =∑
i,j

m̃i,jlog(m̃i,j)
– Homogénéité locale :

LH =∑
i,j

m̃i,j

1 + (i − j)2
B.4 Les Śeparateursà Vaste Marge (SVMs)

L’objectif des SVMs [Vap98] est de maximiser la marge entre la frontière de décision et les
points d’apprentissage (fig.1.7). Cela permet d’obtenir une robustesse lors de la généralisation
(la droiteH2 ne permet pas cela car elle est très proche de l’une des classes, donc le taux de
mauvaises classifications peut être plus important).

B.4.1 Position du probl̀eme

Soient{(x1, c1), (x2, c2), ...}, ci = ±1 selon la classe à laquelle le point appartient. Le
problème est alors de chercherw tel queci(w.xi − b) ≥ 1 pour 1 ≤ i ≤ I. La contrainte
supplémentaire du problème est de maximiser la marge entre les deux classes et donc de mini-
miser∥w∥ (fig. B.1). Le problème s’exprime alors sous la forme d’un problèmequadratique :

{ minimiser {w,b}
1

2
∥w∥2

avec ci(w.xi − b) ≥ 1,1 ≤ i ≤ I
(B.8)
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FIG. B.1: Optimisation dew pour maximiser la marge entre les deux classes

Ce problème peut être transformé en un autre, plus simpleà résoudre :

{ maximiser ∑i αi − 1

2
∑i,j αiαjcicjx

T
i xj

avec ∑i αici = 0 et αi ≥ 0.
(B.9)

avecw =∑i αicixi.

La résolution de ce problème est donc la recherche desαi, unαi non nul indiquant quexi

est un vecteur support. Ce problème quadratique peut s’optimiser efficacement à l’aide d’un
algorithmeSequential Minimal Optimization[FCL05] (implémenté dans la bibliothèque uti-
lisée [CL01]). Les points d’apprentissage pour lesquelsαi est nul ne seront pas utilisés lors de la
classification. Ce comportement est la raison de la robustesse des SVMs à un entraı̂nement, car
un nombre important de points d’apprentissage ne modifie pasles vecteurs support sélectionnés.

B.4.2 Extensions

L’intérêt des SVM se situe principalement dans le domainede la classification non linéaire.
En effet, tout comme pour l’ACP à noyau, il est possible de remplacer le produit scalairexi.y

par un noyauk(xi,y) lors du calcul dew.y − b pour un nouveau pointy. Dans ce cas, la
séparation linéaire s’effectue dans un espace de dimension potentiellement infini.

Dans un deuxième temps, il n’est pas toujours possible de s´eparer strictement deux classes.
En effet, il se peut qu’un certain nombre d’éléments d’uneclasse se retrouvent entourés des
éléments de l’autre classe et inversement. Afin d’éviterun surapprentissage, il est possible d’as-
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souplir le problèmeB.8 en introduisant des variables dites ressortξi :

{ minimiser {w,b}
1

2
∥w∥2 +C∑i ξi

avec ci(w.xi − b) ≥ 1 − ξi,1 ≤ i ≤ I
(B.10)

avecC une variable arbitraire contrôlant le compromis entre largeur de marge et le nombre
d’erreur de classement.

B.4.3 Estimation de probabilité d’appartenance

Un élément intéressant de ce classifieur est qu’il est possible de probabiliser l’appartenance
à une classe et donc de se déplacer d’une classe vers une autre. Pour cela, on peut utiliser
une fonction coût qui sera la différence entre la probabilité d’appartenance à une classe et à une
autre (voir fig.5.1dpour une figure utilisant une fonction similaire). A la fin du déplacement, on
obtient alors une différence entre le point et le point le plus proche de l’autre classe [GGSK05]
(voir aussi5.1.2).

S’il existeK classes, l’objectif est d’estimer la probabilité d’appartenance à la classec pour
x :

pk = p(c = k∣x), k = 1, . . . ,K

Dans un premier temps, les probabilités de classe appairées entre la classei et la classej
doivent être calculées :

rkl(x) = p(c = k∣c = k ou l,x)
Ceci est effectué par une amélioration [LLW07] de l’approximation de la probabilitéa pos-

teriori proposée par [Pla00] :

rij ≈ A

1 + eAf(x)+B

avecf(x) la fonction de décision entre la classek et la classel pour le pointx. Les valeursA
etB sont les valeurs optimales du problème suivant :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

minimiser z={A,B} F (z) = −∑i(tilog(pi) + (1 − ti)log(1 − pi))
avec pk = rkl(xi) et ti =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
Nk + 1

Nk + 2
si c(xk) = k

1

Nl + 2
si c(xk) = l

(B.11)

où Nk est le nombre de points assignés à la classel et Nk le nombre de points assignés à la
classel.

Une fois ces termes estimés, il est possible de calculer lesprobabilitéspk pour un échantillon
x. La seconde approche exposée dans [WLW04] a été sélectionnée. Le problème à résoudre
s’écrit sous la forme :

{ minimiser {p1,...,pK} ∑k∑l≠k(rklpk − rklpl)2
avec ∑k pk = 1, pk ≥ 0,∀k (B.12)
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