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INTRODUCTION

L’objet de cette these est l'obtention de résultats uniformes sur
I'image des représentations galoisiennes associées aux points de torsion
des courbes elliptiques possédant une isogénie de degré premier.

Le cadre précis se compose d’un corps de nombres K différent de Q,
d’une courbe elliptique E définie sur K et d’un nombre premier p.

Le module de Tate T,(E) de E en p est un Z,-module libre de rang
2 sur lequel le groupe de Galois absolu Gk de K agit Z,-linéairement.
Cette action fournit donc une représentation p, de G'x dans le groupe
GLg, (T,(E)).

Le groupe E(K)[p] des points de p-torsion de E dans une cloture
algébrique K de K est un F,-espace vectoriel de dimension 2, isomorphe
au quotient T, (E)/pT,(E). L’action de Gk sur T,(E) induit une action
Fy-linéaire de G sur E (K)[p] qui donne une représentation ¢, de G
dans GLyg, (E(K)[p]).

Lorsque des bases compatibles de T,(E) et E(K)[p] sont fixées, on
peut considérer que p, est a valeurs dans GLg(Z,) et ¢, a valeurs dans
GLy(F,) ; ¢, correspond alors a la réduction de p, modulo p.

Dans tout ce texte, on se place dans le cas ou la courbe elliptique E
possede une isogénie de degré p définie sur K. Cela signifie que E possede
un sous-groupe d’ordre p défini sur K. Pour tout la suite on fixe V un
tel sous-groupe.

L’existence d’une isogénie de degré p définie sur K implique que I'image
de la représentation ¢, est incluse dans un sous-groupe de Borel de

GLr, (E(K)[p]) : dans une base de E(K)[p] dont le premier vecteur ap-

partient a V(K), la représentation ¢, est triangulaire supérieure.
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Dans toute la suite du texte on fixe également une telle base de E(K)[p]
et on considere la représentation ¢, comme a valeur dans GLy(F),). Elle

est alors de la forme
A %
0o N

ou A et \ sont deux caracteres de G dans F*. Le caractére \ corres-
p

pond a l'action de G sur V(K); suivant la terminologie de [Maz78|
et [Mom95]|, on I'appelle « caractere d’isogénie ». On sait de plus que
le déterminant de la représentation ¢, est le caractere cyclotomique x, ;
ceci implique que le caractere X' est égal au caractere x,A ™'

On suppose également (a partir de la partie 2.2 et jusqu’a la fin du
texte) que le corps K est galoisien sur Q.

On obtient le résultat suivant (partie 3.2) sur la forme du caractere
d’isogénie A :

Théoréme I. — Il existe un nombre réel Cx ne dépendant que du corps
K et vérifiant : si p est strictement plus grand que Cg, le caractére
d’isogénie est de l'un des deux types suivants.

Type (0) : Le caractére \'* est égal a X3 (dans ce cas, p est congru
a 3 modulo 4) ;
Type (MCQC) : Il existe un corps quadratique imaginaire L vérifiant

— L est contenu dans K ;

— p est totalement décomposé dans L ;

— le corps de classes de Hilbert de L est contenu dans K (en
particulier la norme dans lextension K/L d’un idéal de K est
un idéal principal de L);

— il existe un idéal p;, de L au-dessus de p vérifiant : pour tout
idéal mazimal q de K premier a p, et tout élément aq de Op
générateur de Ni,1(q), Uimage par \** d’un relévement a G
du Frobenius de q est ;> mod py.

On s’attend a ce que le type (0) ne se produise pas lorsque p est « assez
grand » et a ce que le type (MC) provienne de courbes a multiplication
complexe.

Le théoreme I a pour conséquence (partie 3.3) :

Théoréme II. — Un nombre réel Ck satisfaisant le théoreme I vérifie
également : si p est strictement supérieur a Cg, alors l'image de ¢,
contient les homothéties qui sont des puissances douziemes.
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De plus, on détermine de maniere effective un nombre réel Ck satis-
faisant le théoreme I. Les grandeurs associées au corps K qui entrent en
jeu sont les suivantes :

— d le degré de K sur Q;

— h le nombre de classes d’idéaux de K ;

— Ak le discriminant de K ;

— 1 le rang du groupe des unités de K (comme on a supposé 1'exten-

sion K/Q galoisienne, rx est égal a d — 1 si K est inclus dans R et
a ¢ — 1 sinon);
— Rk le régulateur de K ;
— dx un réel strictement positif minorant dIn(h(«)) pour tout élément
non nul a de K qui n’est pas une racine de I'unité, ot h désigne la

hauteur absolue sur K ; on peut prendre (voir partie 2.3 et [BG96))

- , < 1n2 . .
0 égal a moi7 Sid vaut 1 ou 2;

B 4 5 1 1 (lnlnd\3 _: - 4 N
O égal a 3dinied) O 1201 ( I ) si d est supérieur ou égal a 3.

A partir de ces données on définit :

TTK+15—(T’K—1)
Ci(K) =% ; et Cy(K) = exp (12dCy (K )Rk) .

On utilise également une constante absolue (et calculable) A, intervenant
dans une forme effective du théoreme de Chebotarev (voir [LMOT79] et
partie 3.1). On a alors le résultat suivant :

Théoréme I’. — Le maximum des deux quantités

12h

65(312¢ — 1)(24d)° et [(Q(AK)A’““) Co(K) + (2(AK)Ah)6h] N

satisfait le théoreme 1.

Une forme du théoreme I figure déja dans larticle [Mom95] de Mo-
mose, mais sans détermination explicite de la constante C'k ; le théoreme
de Momose présente également un troisieme type, que 'on a ici éliminé
(partie 3.2.1).

Ces résultats s’inscrivent dans le domaine des bornes uniformes sur
I'image des représentations galoisiennes associées aux points de torsion
des courbes elliptiques.

On s’attend a ce que 'image de ¢, soit « asymptotiquement grosse »
au sens du résultat démontré par Serre dans [Ser72] :
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Théoréme (Serre). — On suppose que la courbe elliptique E n’a pas
de multiplication compleze. Alors il existe un nombre réel C(K, E), ne
dépendant que du corps de nombres K et de la courbe elliptique E, qui
vérifie : si p est plus grand que C(K, E) alors la représentation ¢, est
surjective.

Un probleme difficile consiste a s’affranchir de la dépendance en la
courbe elliptique E dans la constante C' (K, E).

Sous I’hypothese que le nombre premier p est non ramifié dans le corps
K, le déterminant x, de la représentation ¢, est surjectif dans F;. Si
I'image de ¢, n’est pas tout GLy(F,), elle est alors incluse dans un
sous-groupe de GLy(F,) d’'un des types suivants : sous-groupe de Bo-
rel, normalisateur d’un sous-groupe de Cartan (déployé ou non déployé)
ou sous-groupe exceptionnel.

Le cas des sous-groupes exceptionnels n’est pas difficile & écarter (voir
par exemple [Maz77]).

Sur le corps Q des rationnels, Mazur a éliminé, a un nombre fini de
nombres premiers pres, le cas d’un sous-groupe de Borel, correspondant
a une isogénie rationnelle de degré p ([Maz78]) :

Théoréme (Mazur). — S’il existe une courbe elliptique définie sur Q
possédant une isogénie de degré premier p définie également sur Q, alors
p est égal a 2, 3,5, 7, 13, 11, 17, 19, 37, 43, 67 ou 163.

Une conséquence de ce théoreme est la classification des groupes pou-
vant apparaitre comme le sous-groupe de torsion du groupe de Mordell-
WEeil d’'une courbe elliptique définie sur Q.

A la suite de Mazur, Merel ([Mer96)) puis Parent ([Par99]) ont ob-
tenu des bornes uniformes pour ’ordre des points de torsion d’une courbe
elliptique sur un corps de nombres quelconque :

Théoréme (Merel). — Sile degré d de K sur Q est strictement plus
grand que 1 et si E posséde un point d’ordre p défini sur K, alors p est
strictement inférieur o d3* .

Dans un texte non publié, Oesterlé montre qu’on peut remplacer « p est
strictement inférieur & d®® » par « p est inférieur ou égal & (14 3%2)2 ».
On pourrait ainsi remplacer 65(312¢ — 1)(24d)® par (1 + 3%¢)2 dans le
théoreme I'.
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Théoréme (Parent). — Si E posséde un point d’ordre p™ défini sur
K, alors on a :

— sip est différent de 2 et 3, p* < 65(3¢ —1)(2d)°;

— sip est égal a 3, 3" < 65(5% —1)(2d)5 ;

— sip est égal a2, 2" < 129(3% — 1)(3d)°.

Dans [Ara08|, Arai démontre qu’il existe un ensemble fini X,
dépendant de p, d’éléments de K, qui vérifie : si 'invariant j de la
courbe E n’appartient pas a X, alors I'image de la représentation p,
contient SLs(Z,). La méthode suivie, qui utilise le théoreme de Mordell
sur la finitude du nombre de points rationnels sur des courbes modulaires
de genre supérieur ou égal a 2, ne donne pas de borne effective sur la
hauteur des éléments dans X.

Sans condition sur I’anneau des endomorphismes de la courbe elliptique
E, il est possible de prouver qu’il existe un nombre réel C'(K, E) ne
dépendant que du corps de nombres K et de E, qui vérifie : si p est plus
grand que C'(K, E), alors I'image de ¢, contient les homothéties IF;.

Dans sa these ([Eck05]), Eckstein démontre le résultat suivant :

Théoréme (Eckstein). — Sip est strictement supérieur
max (AK, (48dh)3(48dh)2> :

alors
— soit [image de la représentation p, contient les puissances douzieme

des homothéties (Z;)u,

— soit la courbe E n’a pas multiplication complexe, elle posséde une
1sogénie de degré p définie sur K et il existe une place de K au-dessus
de p en laquelle EE a potentiellement bonne réduction de hauteur 2,
avec un polygone de Newton ayant deuz pentes distinctes.

Eckstein montre que 1'on ne peut pas se passer de la puissance 12 si
on souhaite une borne indépendante de la courbe elliptique (elle exhibe
un contre-exemple ou la courbe F a multiplication complexe).

Le cas écarté dans son théoreme ne se produit que lorsque 'image de la
représentation ¢, est incluse dans un sous-groupe de Borel de GLy(F)).
Avec le théoreme II, on obtient donc un résultat uniforme (et effectif)
sur les homothéties contenues dans I'image de la représentation ¢,,.

Les méthodes suivies pour démontrer le théoreme I sont celles
développées par Mazur ([MazT78]) puis Momose ([Mom95]); elles
consistent en I’étude du caractere d’isogénie .
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Dans la premiere partie de ce texte, on s’intéresse a la situation locale
aux places finies de K.

Pour les places hors de p, on détermine la restriction du caractere A a un
sous-groupe de décomposition ; a 1'aide de [ST68] on borne notamment
I'image de la ramification. On obtient que la puissance douzieme A2 du
caractere d’isogénie est non ramifiée hors de p et les valeurs possibles de
I'image d’un relevement du Frobenius en fonction du type de réduction
de la courbe elliptique.

Pour les places au-dessus de p, on utilise les résultats de [Ser72] et
un théoreme de Raynaud ([Ray74]|) pour déterminer la restriction de
A au sous-groupe d’inertie. On obtient que le caractére A\'? restreint au
sous-groupe d’inertie en une place p de K au-dessus de p est égal a une
puissance ;" du caractere cyclotomique pour un entier a, valant 0, 4, 6,
8 ou 12.

Dans la deuxieme partie on considere ’application de réciprocité as-
sociée par la théorie du corps de classes globale a I'extension cyclique
du corps K trivialisant le caractere A\'2. Ceci permet d’établir des rela-
tions entre les informations locales obtenues dans la premiere partie. On
constate que pour p « assez grand » par rapport a une place finie q de K
hors de p, le comportement de la courbe en la place q détermine, a travers
la famille des entiers (a,)p, la ramification du caractére A'? aux places
au-dessus de p. La détermination du nombre réel au dela duquel p est
« assez grand » fait intervenir les bornes de Bugeaud et Gyéry ([BG96])
sur la hauteur d’un représentant d’une classe d’entiers de K modulo les
unités.

Dans la troisieme partie, on se ramene a un nombre fini de places
hors de p en utilisant une forme effective du théoreme de Chebotarev
([LMOT9]). Avec les résultats de la deuxiéme partie, on obtient pour p
« assez grand » (« assez grand » ne dépendant plus que du corps K) trois
formes possibles du caractere d’isogénie, dont les deux types du théoreme
I. Le troisieme type, correspondant au cas ou I'un des deux caracteres
A2 ou M2 est partout non ramifié, est éliminé en utilisant les bornes
uniformes sur l'ordre des points de torsion d’une courbe elliptique. On
obtient ainsi ’expression finale du nombre Cx et le théoréeme I; on en
déduit enfin le théoreme II.
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ETUDE LOCALE AUX PLACES FINIES

Dans cette partie, on considere les restrictions aux places finies de K du
caractere d’isogénie \ donnant ’action du groupe de Galois absolu de K
sur le sous-groupe V (K) d’ordre p des points de p-torsion de E (V étant
un sous-groupe d’ordre p de E rationnel sur K fixé dans I'introduction).

On note K* l'extension cyclique de K trivialisant le caractere \ et p
la puissance douzieme de A; c’est encore un caractere de Gk dans F .
Les résultats obtenus sur les formes locales du caractere p sont résumés
a la fin de cette partie (1.3).

Pour toute la suite du texte, on fixe un plongement du corps K dans C
(on considere ainsi K comme un sous-corps de C) ; on suppose également
p strictement plus grand que 5 et non ramifié dans I'extension K/Q (en
particulier p est strictement plus grand que max(5, Ag)).

1.1. Hors de p

Dans cette partie, q désigne un idéal maximal de K premier a p. On
note ¢ la caractéristique de q (c’est un nombre premier rationnel différent
de p), Nqlanorme de q, k4 son corps résiduel (il est fini, de caractéristique
q et de cardinal Nq) et K, le complété de K en q.

On fixe une place q de K au-dessus de q. Le corps résiduel de g est
une cloture algébrique k_q du corps ky. On note Dy le sous-groupe de
décomposition de q dans Gk et I; son sous-groupe d’inertie. Le groupe
D, est isomorphe au groupe de Galois absolu G, de la complétion Ky,
et le quotient Dy/I, est canoniquement isomorphe au groupe de Galois
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absolu Gal(ky/k,) de kq. On fixe également un élément oy de Dy qui
induit sur k, le morphisme de Frobenius de k, (c’est-a-dire I'élévation &
la puissance Nq dans k).

On cherche a déterminer les images dans F; de I, et o4 par A. Les
résultats obtenus dépendent notamment du type de réduction de la
courbe E en g.

1.1.1. Réduction semi-stable. —

Proposition 1.1.1. — Si E a réduction multiplicative en q, alors :
(i) limage de I par A est triviale ;
(i) A(oq) est €gal a la classe de 1, —1, Nq ou —Ngq modulo p;
(iii) les valeurs correspondantes de (xpA\~') (04) sont les classes de Ny,
—Nq, 1 et —1 modulo p.

Démonstration. — D’apres [Sil92] (app. C thm 14.1), il existe une ex-
tension K’ de K, non ramifiée et de degré 2, sur laquelle la courbe E
est isomorphe a une courbe de Tate.

Le groupe de Galois absolu de K’ est un sous-groupe G de Gk,
d’indice 2. Comme l'extension K'/K, est non ramifiée, le sous-groupe
d’inertie Ix» de G+ coincide avec celui I; de Gg,. De plus le corps
résiduel k' de K’ est de degré 2 sur kq (il est donc de cardinal (Ng)?) et
O'g est un élément de G qui induit sur k:_q le morphisme de Frobenius
de K.

Soit x un élément de K’, de valuation strictement positive, tel que F
est isomorphe sur K’ a la courbe de Tate associée a x. Alors ’ensemble
E(K') des points de E sur K’ est isomorphe comme Gy-module au
quotient K’ /2%, L’ensemble E(K)[p] des points de p-torsion de E sur
K’ s’insere donc dans la suite exacte de Gx-modules suivante :

0— MP(F) — E(F)[p] — Z/pZ — 0

ot y1,(K') désigne le groupe des racines p-iemes de I'unité de K’ et Gy
agit trivialement sur Z/pZ.

Le sous-groupe V' de E, d’ordre p et rationnel sur K, donne un sous-
G g-module V(K') d’ordre p de E(K’)[p]. Deux cas sont possibles.

Soit I'intersection p,(K’) NV (K’) est réduite a ’élément neutre. Dans

ce cas V(K’) s’envoie isomorphiquement comme G x-module dans Z/pZ.
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Alors G agit trivialement sur V(K’) donc il en est de méme pour son
sous-groupe I, égal a I, et pour 1'élément 03. Leurs images par A sont
donc égales a 1 dans F ;.

Soit p,(K') et V(K') coincident. Comme p est différent de la ca-
ractéristique résiduelle ¢ de K, le groupe p1,(K') s’identifie, par réduction
modulo I'idéal maximal de K’, donc de mani¢re compatible avec les ac-
tions des groupes Gk et Gy, au groupe up(y) des racines p-iemes de
l'unité dans &’. On obtient alors que I+ agit trivialement sur V (K') et
que A(o7) vaut (Nq)* mod p.

La derniere assertion de la proposition résulte de 1'égalité x,(oq) = Nq
mod p. O

Proposition 1.1.2. — Si E a bonne réduction en q, alors :

(i) l'image de I par X est triviale ;

(ii) le polynome caractéristique Py(X) de laction de o4 sur le module
de Tate de E en p est a coefficients dans 7 ;

(iii) les racines de Py(X) ont méme valeur absolue complexe /Nq; le
corps L% qu’elles engendrent est soit Q soit un corps quadratique
1MagInaire ;

(iv) soit P9 un idéal mazimal de LY au-dessus de p; alors il existe une
racine Bq de Py(X) telle que la classe de 3; modulo P soit dans F), et
y soit égale a A(oq) ; le conjugué compleze ﬁ_q de B4 est lautre racine
de Py(X); sa classe modulo P9 est dans F,, et y vaut (x,A\™1) (0y).

Démonstration. — Par le critere de Néron-Ogg-Shafarevich (ou [ST68|
thm 1)), la représentation ¢, de Gk sur les points de p-torsion de E
est non ramifiée en q. En particulier, I'inertie I, agit trivialement sur le
sous-groupe V (K,) de E(K,)[p).

Les points (ii) et (iii) découlent des conjectures de Weil pour les courbes
elliptiques (voir aussi [ST68] §2 thm 3).

Soit Py(X) = X* — T,X + Nq le polynome caractéristique de P'action
de o4 sur le module de Tate de E en p. Le polynome caractéristique
de ¢,(0q) donnant I'action de o4 sur les points de p-torsion de E vaut
alors X? — (T, mod p)X + (Ng mod p). Comme ¢,(c,) est une ma-
trice triangulaire supérieure (de taille 2) dont les coefficients diagonaux
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sont A(oq) et (xpA ™) (0q), ce polynome caractéristique est aussi égal a
(X = A(0)) (X — (oA (o).

Soient [ et [’ les racines de Py(X). On a dans le corps L9 engendré
par § (ou ') : X* = T,X + Nq = (X — ) (X — /). Soit P? un idéal
maximal du corps L9 situé au-dessus de p. On a alors ’égalité suivante
entre polynomes a coefficients dans le corps résiduel de L9 en P9 :

(X — (8 mod P9)) (X — (8 mod P%)) = X?— (T, mod p)X + (Nq mod p)
(X = Aog)) (X = (xpA™") (09)) -

Ceci prouve le point (iv). O

1.1.2. Réduction non semi-stable. —

Lemme 1.1.3. — Soient { et ' deux nombres premiers rationnels dis-
tincts, avec V' supérieur ou €égal a 5 ; soient L un idéal premier de K
au-dessus de {, K, le complété de K en L et K' une extension finie de
K. On suppose que E posséde un point d’ordre ' défini sur K'. Alors
E n’a pas réduction additive sur K'.

Démonstration. — Les idées de cette démonstration proviennent de
[Maz78] (démonstration du théoreme 4.1 ou §6).

On suppose par I'absurde que F a réduction additive sur K'. Soit Ex
le modele de Néron de E sur K’, Ex sa fibre spéciale, 0 W la composante
neutre de cette fibre spéciale et k’ le corps résiduel de K'. Alors :

(i) le groupe £2, (k') est isomorphe a (K, +)

(ii) le quotient Ex (k') /EY, (k') est un groupe d’ordre au plus 4 ([Sil92]
app. C §15 tableau 15.1) ;

(iii) on dispose d'une application de réduction de E(K') dans Ex (k)
qui est un morphisme de groupes.

Par hypothese, £ (K ") possede un point P d’ordre ¢'. On raisonne selon
image 1 P de P dans EK/(IC ) par Iapplication de réduction.

Soit P appartient a la composante neutre de £ Kz(k:’ ). Alors P est dans
le sous-groupe E°(K') de E(K’) formé des points envoyés dans E2, (k')
par 'application de réduction. Ce sous-groupe est décrit par la suite
exacte de groupes suivante ([Sil92] VII §2 prop. 2.1 et 2.2) :

0 — _/E\K/(mK/) — EO(K/) S kl+ S O,
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ou EK/ désigne le groupe formel associé a une équation de Weierstrass
minimale de F sur 'anneau des entiers Ok de K’ et my: désigne I'unique
idéal maximal de Og.

Comme ¢’ est différent de la caractéristique résiduelle £ de K’, le groupe
Ex (mg) n’a pas de sous-groupe d’ordre ¢ ([Sil92] IV §3 prop. 3.2). Ceci
implique que le sous-groupe engendré par P est envoyé injectivement dans
(k',+). Or le corps (kK', +), de caractéristique ¢, n’a pas non plus de point
d’ordre ¢'. On obtient donc une contradiction.

Soit P n’est pas dans £2,(k'). Alors P engendre dans Ex/ (k') un sous-
groupe d’ordre ¢/ d’intersection triviale avec £2, (k). Ce sous-groupe s’en-
voie donc injectivement dans le quotient Ex/(k')/EY (K'). Ce quotient
étant d’ordre au plus 4, on obtient une contradiction avec le choix de ¢
supérieur ou égal a 5. O]

On rappelle que K* désigne I'extension du corps K trivialisant le ca-
ractere A (c’est donc la plus petite extension de K sur laquelle les points
du sous-groupe V' sont définis).

Proposition 1.1.4. — Si E a mauvaise réduction additive et potentiel-
lement réduction multiplicative en q, alors :

(i) limage de I par X est d’ordre 2 ;
(ii) A(ogq) est €gal a la classe de 1, —1, Nq ou —Ngq modulo p ;
(iii) les valeurs correspondantes de (x,A~') (04) sont les classes de Nq,
—Nq, 1 et —1 modulo p.
(iv) E a réduction multiplicative en toute place de K* au-dessus de q.

Démonstration. — D’apres [Sil92] (app. C thm 14.1), il existe une ex-
tension K’ de K, totalement ramifiée et de degré 2, sur laquelle E est
isomorphe & une courbe de Tate (en particulier, E a réduction multipli-
cative sur K').

Le groupe de Galois absolu de K’ est un sous-groupe G+ de G,
d’indice 2 et son sous-groupe d’inertie [ est un sous-groupe d’indice 2
de I;. Le corps résiduel k' de K’ coincide avec kg et 03 est un élément de
Gk qui induit sur k_q le carré du morphisme de Frobenius commun de &’
et kq.
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Comme dans la démonstration de la proposition 1.1.1, I’ensemble
E(K")[p] des points de p-torsion de E sur K’ est décrit par la suite
exacte de G g-modules suivante :

0 — pp(K") — E(K')[p| — Z/pZ — 0

ot y1,(K’) désigne le groupe des racines p-itmes de I'unité de K’ et G
agit trivialement sur Z/pZ. Deux cas sont possibles pour le sous-G -
module V (K’) d’ordre p de E(K')[p].

Soit I'intersection p,(K’) NV (K') est réduite & 1’élément neutre. Alors
V(K') s’envoie isomorphiquement comme G gs-module dans Z/pZ. Ceci
implique que Gg agit trivialement sur V(K’); il en est de méme pour
Iy et O‘g, qui ont donc une image triviale par .

Soit 11,(K’) et V(K') coincident. Alors I agit trivialement sur V (K’)
et o agit sur V(K’) comme le carré du Frobenius de k" sur ,(k’). Ceci
implique A(02) = (Nq)* mod p.

On obtient ainsi le point (ii) de la proposition et le point (iii) (qui
résulte de 1'égalité x,(0q) = Nq mod p). On a également obtenu que
I'image du caracteére A restreint a I, qui se factorise par I/l est
d’ordre au plus 2.

Si cet ordre est 1, alors le caractere A est non ramifié en q. L’extension
K g‘ de K, qui trivialise I'action de G, sur V(K,) est donc non ramifiée.
Ceci implique que E a le méme type de réduction sur K 5\ que sur Ky,
a savoir réduction additive. Or E possede un point d’ordre p (supérieur
ou égal a 5) rationnel sur K a\ On obtient alors une contradiction avec
le lemme 1.1.3. Ceci prouve que I'image de A restreint a I, est d’ordre
exactement 2.

De plus, I'extension K ;‘ s’identifie & la complétion du corps K* en sa
place au-dessus q induite par la place g de K choisie au début de la partie
1.1. On en déduit que E a réduction multiplicative en cette place de K*.
Le raisonnement étant valable pour tout choix de q au-dessus de ¢, on
obtient le méme résultat pour toutes les places de K* au-dessus de g.
Ceci prouve le point (iv). O

Proposition 1.1.5. — Si E a mauvaise réduction additive et potentiel-
lement bonne réduction en q, alors :

(i) limage de Iy par X est cyclique d’ordre 2, 3, 4 ou 6 ;
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(ii) E a bonne réduction en toute place de K* au-dessus de q ;

(ili) le polynome caractéristique Py(X) de Uaction de o4 sur le module
de Tate en p de E est a coefficients dans Z ;

(iv) les racines de Py(X) ont méme valeur absolue complexe \/Nq; le
corps L% qu’elles engendrent est soit Q soit un corps quadratique
1MagInaire ;

(v) soit P9 un idéal mazximal de LY au-dessus de p; alors il existe une
racine 3q de Py(X) telle que la classe de 34 modulo P9 soit dans F, et
y soit égale a A(oq) ; le conjugué compleze ﬁ_q de B4 est l'autre racine
de Py(X); sa classe modulo P9 est dans F,, et y vaut (x,A\™1) (0y).

Démonstration. — En utilisant le lemme 1.1.3 et avec un raisonnement
similaire a celui de la fin de la démonstration de la proposition 1.1.4,
on montre que la courbe E a bonne réduction sur 'extension K fl‘ de K,
qui trivialise I'action de G, sur V(K,) (et donc en toute place de K*
au-dessus de ) et que cette extension est ramifiée (donc que I'image de
I, par A n’est pas triviale dans IF;)

Le sous-groupe A(/,) de )\ est un groupe cyclique; il est isomorphe au
sous-groupe d’inertie de I'extension K 3 /K4 et donc également au groupe
de Galois de 'extension K a\K iKY, ot KT désigne Iextension maxi-
male non ramifiée de K. Dans le cours de cette démonstration on note
M = K" et M* = K}K}" I'extension de M qui trivialise 'action du
groupe de Galois absolu G, de M sur V(M).

Comme E a bonne réduction sur K ;{\, E a également bonne réduction
sur M*. On note &, 1 la fibre spéciale du modele de Néron de E sur M*;
£ 1 est une courbe elliptique sur le corps résiduel de M?, égal & celui de
M qui est une cloture algébrique k:_q de k.

D’apres [ST68] (§2 démonstration du théoreme 2), le groupe
Gal(M*/M) agit par ksautomorphismes sur Eyr. On obtient ainsi
un morphisme de groupes de Gal(M*/M) dans Aut(Eyn).

Tout k_q-automorphisme de &, > induit un automorphisme du groupe
Expr (kq)[p] des points de p-torsion de Eyr sur kq. Comme la ca-
ractéristique q de k_q est différente de p, 'application de réduction fournit
un isomorphisme de F,-espace vectoriel entre Er (kq)[p] et les points
de p-torsion de E sur Ky, E(K,)[p]. On en déduit un morphisme de
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groupes de Gal(M*/M) dans Aut (E(K)[p]) donné par la composition
d’applications :

Gal(M* /M) — Aut(Eyn) — Aut (EMA (kq) [p]) — Aut (E(K,)[p]) -

La composition de la projection canonique de Gal(M /M) sur
Gal(M*/M) avec ce morphisme coincide avec la représentation ¢y,
donnée par 'action de G, sur les points de p-torsion de E. Le noyau
de cette représentation correspond a l'extension de M engendrée par
les coordonnées des points de p-torsion de E'; cette extension contient
M?* (engendrée par les coordonnées des points de V). Ceci prouve que
la composée des trois applications ci-dessus, allant de Gal(M*/M) dans
Aut (E (Kq) [p]), est injective. On obtient donc que la premiere applica-
tion de cette composition, de Gal(M*/M) dans Aut(E,y), est injective.
Ainsi le groupe (/) s’injecte dans Aut(Eyn).

Les différentes formes possibles pour le groupe Aut(g A2 ) sont connues ;
elles dépendent de la valeur de I'invariant j de la courbe 3 M qui est égal
a la classe modulo q de linvariant j de E, j(E), dans kq. On rappelle
qu’en tant que sous-groupe de F)’, I'image A(/,;) est un groupe cyclique
(non restreint a I’élément neutre). Les cas possibles sont alors les suivants
([Si192] app. A, prop. 1.2 et exercice A.1) :

— si j(E) est différent de 0 et 1728 modulo g, alors Aut(Ey2) est cy-

clique d’ordre 2, donc A(1,) est cyclique d’ordre 2;

— si g est différent de 2 et 3 et j(E) est congru a 1728 modulo g, alors
Aut(gMA) est cyclique d’ordre 4, donc A(/q) est cyclique d’ordre 2
ou4;

— si g est différent de 2 et 3 et j(F) est congru a 0 modulo q, alors
Aut(g ) est cyclique d’ordre 6, donc A(I) est cyclique d’ordre 2, 3
ou 6;

—si g est égal a 3 et j(E) est congru a 0 = 1728 modulo g, alors
Aut(gMA) est d’ordre 12; c’est le produit semi-direct d'un groupe
cyclique d’ordre 3 par un groupe cyclique d’ordre 4 (le deuxieme
agissant sur le premier de I'unique maniére non triviale) ; on vérifie
que les sous-groupes cycliques d'un tel groupe sont d’ordre 2, 3, 4
ou 6;
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— i q est égal a 2 et j(E) est congru a 0 = 1728 modulo g, alors
Aut(gMA) est d’ordre 24; c’est le produit semi-direct du groupe
des quaternions (d’ordre 8) par un groupe cyclique d’ordre 3 (le
deuxiéme agissant sur le premier en permutant les générateurs) ; on
vérifie que les sous-groupes cycliques d’un tel groupe sont également
d’ordre 2, 3, 4 ou 6.

Ceci prouve le point (i).

Enfin, les points (iii) a (v) découlent du théoreme 3 de [ST68] (§2)

comme dans le cas semi-stable. ]

Notations 1.1.6. — Lorsque E a potentiellement bonne réduction en
q (y compris bonne réduction en q) on note FPy(X) le polynome ca-
ractéristique de l'action de o4 sur le module de Tate en p de E. Le
polynome Py(X) est & coefficients dans Z et de la forme X? — T, X + Ng
ou Nq est la norme de q dans I'extension K/Q et T est un entier de
valeur absolue complexe inférieure & 21/Nq.

Le discriminant T 5 — 4Nq est un nombre entier négatif. S’il est nul,
P,(X) a une seule racine double égale a T,/2, qui est un entier relatif. Si
le discriminant est strictement négatif, P;(X) a deux racines distinctes,
conjuguées dans C et de valeur absolue complexe v/Nq; elles engendrent
un corps quadratique imaginaire. Dans les deux cas, on note L9 le corps
engendré par les racines de Py(X).

Remarque 1.1.7. —

(1) Lorsque la courbe E n’a pas bonne réduction en ¢, mais seulement
potentiellement bonne réduction, le polynome P,;(X) (et par suite
ses racines et le corps L9 qu’elles engendrent) ne dépend pas que de
I'idéal q mais aussi du relevement o, du morphisme de Frobenius
choisi au début de la partie 1.1.

(2) Le polynéme caractéristique de ¢,(04) donnant l'action de oy
sur les points de p-torsion de E vaut X? — (T, mod p)X + (Ng
mod p). Comme ¢,(0q) est une matrice triangulaire supérieure,
son polynome caractéristique est scindé dans IF,,. Son discriminant
est donc un carré modulo p. On en déduit que si p ne divise pas
T q2 —4Ngq, alors L% est un corps quadratique imaginaire dans lequel
p est décomposé.
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1.2. Au-dessus de p

Dans cette partie, p désigne un idéal maximal de K au-dessus de p.
On note K, la complétion de K en p et k, son corps résiduel.

On fixe une place p de K au-dessus de p. Le corps résiduel de p
est une cloture algébrique du corps k,. On note D, le sous-groupe de
décomposition de p dans Gal(K/K) et I, son sous-groupe d’inertie. Le
groupe D), est isomorphe au groupe de Galois absolu G, de la complétion
K, et le quotient D, /I, est canoniquement isomorphe au groupe de Ga-
lois absolu Gal(k,/ky) de k.

On cherche a déterminer la forme du caractere A restreint au sous-
groupe d’inertie I,. On rappelle que le nombre premier p est choisi non
ramifié dans le corps K.

1.2.1. Réduction semi-stable. —

Proposition 1.2.1. —

(i) Si E a réduction multiplicative en p, alors le caractére X restreint a
I, est soit trivial soit €gal au caractere cyclotomique x.

(ii) Si E a bonne réduction en p, alors cette bonne réduction est ordi-
naire et X restreint a I, est soit trivial soit €gal a X,.

Démonstration. — Si E a réduction multiplicative en p, alors il existe une
extension K’ de K, non ramifiée et de degré 2, sur laquelle la courbe £
est isomorphe & une courbe de Tate. Le groupe de Galois absolu de K’
est un sous-groupe Gk de G, d'indice 2 et son sous-groupe d’inertie
I+ coincide avec I,,.

D’apres [Ser72] (§1.12 prop. 13), le caractére A restreint au sous-
groupe d’inertie [k est trivial ou se factorise par le caractere fondamental
de niveau 1 de l'inertie modérée de K’. Comme les extensions K'/K, et
K,/Q, sont non ramifiées, ce caractere fondamental de niveau 1 est le
caractere cyclotomique x,. Les sous-groupes Ix et I, étant égaux, on
obtient le point (i) de la proposition.

Si E a bonne réduction en p, on utilise le paragraphe 1.11 de [Ser72].
On suppose d’abord par ’absurde que cette bonne réduction est super-
singuliere. Alors d’apres loc. cit. (§1.11(2) prop. 12), I'image de I, par ¢,
est un groupe cyclique d’ordre p* — 1. Or, par hypothese, I'image de ¢,
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est incluse dans un sous-groupe de Borel de GLy(F,). Un tel sous-groupe,
d’ordre p(p — 1)%, ne contient pas d’élément d’ordre p?> — 1. On obtient
donc que F a bonne réduction ordinaire en p.

Alors d’apres loc. cit. (§1.11(1) corollaire a la proposition 11), le ca-
ractere \ restreint au sous-groupe d’inertie I, est trivial ou se factorise
par le caractere fondamental de niveau 1 de l'inertie modérée de K.
Comme l'extension K,/Q, est non ramifiée, ce caractere fondamental de
niveau 1 est le caractere cyclotomique, ce qui prouve le point (ii). O

1.2.2. Réduction non semi-stable. —

Proposition 1.2.2. — Si E a mauvaise réduction additive et poten-
tiellement réduction multiplicative en p, alors A* restreint a I, est soit
trivial soit égal a X%. En particulier, \'*? restreint a I, est égal a xp° avec
ap €gal a 0 ou 12.

Démonstration. — D’apres [Sil92] (app. C thm 14.1), il existe une ex-
tension K’ de K, totalement ramifiée et de degré 2, sur laquelle E est
isomorphe & une courbe de Tate (en particulier, F a réduction multipli-
cative sur K').

Le groupe de Galois absolu G/ de K’ est un sous-groupe d’indice 2
de Gk, ; son sous-groupe d’inertie /x+ est un sous-groupe d’indice 2 du
sous-groupe Ij,.

D’apres la proposition 13 de [Ser72] §1.12, le caractere A restreint au
sous-groupe d’inertie [x est trivial ou se factorise par (95_/ 1)2, ou Hff_/ 1
désigne le caractere fondamental de niveau 1 de l'inertie modérée de K’
et 2 est 'indice de ramification absolu de K’ (on rappelle que K, est non
ramifié sur Q,).

Alors le caractere (6’5_’ 1)2 est égal au caractere cyclotomique x,.
Comme le sous-groupe I est d’indice 2 dans I,, on obtient que A\?
restreint a I, est soit trivial soit égal & x_. O

Proposition 1.2.3. — Si E a mauvaise réduction additive et potentiel-
lement bonne réduction en p, alors il existe un entier a, dans l’ensemble
{0,4,6,8,12} tel que \'? restreint a I, soit égal a Xp® .
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Démonstration. — Le caractere A restreint au sous-groupe I, est continu
et a valeurs dans F'. Il se factorise donc par un caractere )\fJ du groupe
d’inertie modérée I} de K, encore a valeurs dans F). D’apres [Ser72]

a
§1.7 prop. 5, un tel caractere X; est égal a une puissance entiere (95_'“ 1) ’

du caractere fondamental de niveau 1, 6,°;, de I;. Comme p est choisi
s . K, . . .
non ramifié dans K, le caractere 0, %) est égal au caractere cyclotomique ;

/

. . N , . a . N , . 12a
ainsi A restreint & I, est égal & xp" et A2 restreint & I, est égal & xp '

En suivant un raisonnement semblable a celui de la fin de la
démonstration de la proposition 1.1.5, on montre qu’il existe une
extension finie K’ de K,, d’indice de ramification e égal a 2, 3, 4 ou 6,
sur laquelle £ a bonne réduction.

En effet, soit K’ la plus petite extension de K, sur laquelle les points
d’ordre 5 de E sont définis. Comme p est choisi strictement plus grand
que 5, le lemme 1.1.3 implique que E n’a pas réduction additive sur K.
Comme on suppose que E a potentiellement bonne réduction en p, alors
E a bonne réduction sur K’.

On remarque que l'extension K'/K, est ramifiée. En effet, si elle ne
I'était pas, la courbe F aurait le meéme type de réduction sur K, et sur
K'. Or E a bonne réduction sur K’ alors qu’on suppose qu’elle a mauvaise
réduction sur K.

On cherche donc a déterminer le groupe d’inertie de 'extension K’/ K.
Ce groupe d’inertie est isomorphe au groupe de Galois de l’extension
K'KJ" /K", ot K" désigne I'extension non ramifiée maximale de K.
Dans la suite de la démonstration, on note M = K" et M' = K'K".

La courbe E a encore bonne réduction sur M’ ; on note & w la courbe
elliptique obtenue par réduction, définie sur le corps résiduel de M’ qui
est une cloture algébrique k, de k,. D’aprés [ST68] (§2 démonstration
du théoréme 2), le groupe Gal(M’/M) agit par ky,-automorphismes sur
Eyr. On obtient ainsi un morphisme de groupes de Gal(M’/M) dans
Aut(gM/).

Tout k_p—automorphisme de £y induit un automorphisme de F5-espace
vectoriel des points de 5-torsion de & v. Comme la caractéristique de k_p
est le nombre premier p qui est différent de 5, application induite par
réduction est un isomorphisme de F5-espaces vectoriels entre les points
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de 5-torsion de E sur K,, E(K,)[5], et les points de 5-torsion de Eypr sur
kp, Enrr(ky)[5]. La composée de la suite d’applications

Gal(M'/M) — Aut(Ey) — Aut (é“M, (kp) [5]) — Aut (BE(K,)[5))

avec la surjection canonique du groupe de galois absolu Gj; de M dans
Gal(M'/M) coincide avec l'action naturelle de Gy, sur les points de 5-
torsion de E(K,). Par définition de M’, les points de 5-torsion de F(K,)
sont définis sur M’ ; on obtient donc que la composée de trois applications
ci-dessus est injective. En particulier, la premiere de ces applications est
injective. Ceci implique que le groupe d’inertie de K'/K,, isomorphe au
groupe Gal(M'/M), s’injecte dans le groupe des automorphismes de la
courbe &, M-

Les formes possibles pour ce groupe d’automorphismes ont été dis-
cutées dans la démonstration de la proposition 1.1.5; elles dépendent de
la valeur de l'invariant j de la courbe elliptique éN’M/, qui est 1’élément
de k_p défini par la classe de j(E) modulo p. Le nombre premier p étant
différent de 2 et 3, le groupe Aut(g ) est cyclique, d’ordre 2 (si j(E) est
différent de 0 et 1728 modulo p), 4 (si j(E) est congru a 1728 modulo p)
ou 6 (si j(F) est congru a 0 modulo p). Dans tous les cas, on obtient que
le sous-groupe d’inertie de K'/K, est cyclique d’ordre 2, 3, 4 ou 6.

Comme E a bonne réduction sur K’, le corollaire 3.4.4 de [RayT74]
(ou [Ser72] §1.13) donne qu’il existe un entier ry,, compris entre 0 et
I'indice de ramification absolu de K, tel que le caractere \ restreint au
sous-groupe I se factorise par un caractére de l'inertie modérée It., de
K’ égal a (0{,{' I)Tp, 6;{’ , désignant le caractere fondamental de niveau 1
de It

On note que comme l'extension K,/Q, est non ramifiée, I'indice de
ramification absolu de K’ est égal a I'indice de ramification e de I'exten-
sion K'/K,; il appartient donc a I'ensemble {2, 3,4,6} (en particulier il
divise 12).

Le sous-groupe d’inertie modérée I%, de K’ peut étre vu comme un
sous-groupe de 'inertie modérée I; de K,, sur lequel le caractere fonda-

mental de niveau 1 de K, 0%, vaut (Hfﬁl)e ([Ser72] §1.4). On a ainsi

p—1»
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sur Ik, :

) = () = ()

N / .
Comme le caractére (91{{ , est d’ordre p — 1, on obtient la congruence

ea, =1y [p— 1].

On parcourt alors toutes les valeurs possibles de e et r, (elles sont

en nombre fini); on obtient ainsi des congruences vérifiées par aj, et la

valeur de 12a, modulo p — 1. On détaille quelques cas :

— si ry est égal a 0 alors on a 12a, =0 [p — 1];

— si ry est égal a e alors on a 12a;, = 12 [p — 1];

— si e est pair et 7, est impair, la congruence n’a pas de solutions, p—1
étant pair;

— lorsque le couple (e, ry) appartient a 'ensemble {(3, 1), (6,2)} (resp.
{(3,2),(6,4)}), on obtient 12aj, =4 [p — 1] (resp. 12a, =8 [p — 1]);
ces deux congruences impliquent que 3 ne divise pas p — 1; la seule
congruence possible pour le nombre premier p (strictement supérieur
ab)est p=2[3];

— si e est égal a 4 et ry est égal a 2, alors on a 4ay, =2 [p — 1] et par
suite 12aj, = 6 [p — 1]; on obtient de plus que 4 ne divise pas p — 1
(sinon 4 diviserait 2); la seule congruence possible pour le nombre
premier p est donc p = 3[4].

Le tableau suivant résume les valeurs possibles de la classe de 12aj,

modulo p — 1, ainsi que les informations supplémentaires obtenues sur p

et

croix sont celles pour lesquelles la congruence ea

J(E), en fonction des valeurs de e et r,. Les colonnes comportant des

!/

» =7p [p—1] n’a pas de

solutions. O
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1.3. Résumé

On note p la puissance douzieme du caractere d’isogénie A. L’étude
locale qui précede fournit les informations suivantes sur le caractere u de
G dans F (les notations des parties précédentes restant en vigueur;
voir notamment les débuts de 1.1 et 1.2 et les notations 1.1.6) :

Théoréme 1.3.1. —

(1) Le caractére p est non ramifié aux places finies de K hors de p.
(ii) Si p est un idéal premier de K au-dessus de p, alors il existe un
entier ay, valant 0, 4, 6, 8 ou 12 tel que p restreint a I, est égal au
caractere cyclotomique a la puissance ay.
(iii) Si q est un idéal mazimal de K premier a p, alors on est dans 'un
des trois cas suivants :

(Cas M) : E a potentiellement mauvaise réduction multiplica-
tive (y compris mauvaise réduction multiplicative) en q et

(MO) : p(oq) =1 mod p ou
(M1) : ji(0) = (N@)! mod p;

(Cas B) : E a potentiellement bonne réduction (y compris
bonne réduction) en q; si P9 est un idéal premier de L9
au-dessus de p, alors il existe une racine B, de Py(X) telle
que la classe de 3, modulo P9 soit dans F, et y soit égale a

(o).



CHAPITRE 2

LES TYPES DE FAMILLES (ayp),
POSSIBLES

Dans cette partie, on utilise I'application de réciprocité associée dans
la théorie du corps de classes globale a I’extension du corps K trivialisant
le caractere p pour obtenir des liens entre les informations obtenues lors
de I’étude locale.

On détermine ensuite comment choisir p « assez grand » pour que la
situation en une place finie de K hors de p impose le type de ramification
du caractere p aux places au-dessus de p. On obtient ainsi cing formes
possibles pour la famille d’entiers (ay), (proposition 2.4.2).

2.1. Théorie du corps de classes pour le caractere u

On note K* I'extension du corps K trivialisant la puissance douzieme
v du caractere d’isogénie A allant de G dans F ;. 1 s’agit d’'une extension
cyclique, d’ordre divisant p—1, de K. On note i le morphisme de groupes
injectif du groupe de Galois Gal(K*/K) dans F)* induit par p.

La théorie du corps de classes appliquée a l’extension abélienne de
corps de nombres K* /K fournit un morphisme de groupes r des ideles A ¢
de K dans le groupe de Galois Gal(K*/K). Ce morphisme est continu,
surjectif, et de noyau K* Ngu /i (AIX{M).

Pour toute place (finie ou infinie) v de K, on note K, le complété de
K en v et r, la composée de l'injection de K¢ dans les ideles Aj et
de I'application de réciprocité r introduite ci-dessus. Lorsque v est une
place finie, on note Uk, les unités du corps local K, ; dans ce cas, on
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utilise indifféremment en indice la place v et I'idéal maximal auquel elle
correspond.

En utilisant la définition de ’application de réciprocité dans la théorie
du corps de classes globale, on peut traduire les résultats obtenus au
chapitre 1 dans I'étude locale du caractere p en informations sur les
applications (r,),,.

Si v est une place infinie de K, I’application r, est triviale. En effet, le
caractere A définit également une extension cyclique de K ; on peut donc
lui associer de maniere analogue une application 7/,. Alors r, est égale a
la puissance douzieme de 7/,. Comme v est une place infinie, ’application
!, a pour image un groupe d’ordre divisant 2; ceci implique que 7, est
triviale.

Si g est un idéal maximal de K qui n’est pas au-dessus de p, alors
d’apres I’étude locale (théoreme 1.3.1), 'extension K*/K est non ra-
mifiée en q. Ceci implique que 'application rq est triviale sur les unités
Uk, Le groupe de Galois Gal(K*/K) contient un élément de Frobe-
nius associé & g, uniquement déterminé. Si o, est choisi dans Gal(K /K)
comme au début de la partie 1.1, cet élément de Gal(K*/K) est égal a la
restriction de o4 & K*; on le note 4. En particulier, on a 7i(c4) = p(0oy).
L’application ry envoie toute uniformisante de K sur @,.

Si p est un idéal premier de K au-dessus de p, alors fi o r, coincide sur
les unités Uk, avec la composée d’applications suivante :

Niy /ap U réduction Fx élévation [

Uk b Qp P

modulo p a la puissance —ayp

2.2. Loi de réciprocité pour le caractere p

L’application de réciprocité r possede également la propriété d’étre
triviale sur les ideles principales (c’est-a-dire sur I'image du plongement
diagonal de K dans Ay ). Cette propriété permet de relier les applica-
tions locales r, entre elles.

Pour toute place v de K, on note ¢, 'injection canonique de K dans
le complété K.

Proposition 2.2.1. — Soit a un élément de K non nul et premier a
p; on note aQg = qup q"(@) la décomposition de lidéal fractionnaire
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aQg en produit d’idéaur maximaux de K. Alors on a :

[Tntoa) @ =TTr@E)"™ =TI N /e, (o)™ mod p.

qtp atp plp

Démonstration. — L’image par r de l'idele principale (¢, («)), est tri-
viale. On détermine I'image de ¢, («) par mor, pour les différentes places
vde K :
— si v est une place infinie de K, I'application r, est triviale, donc
mor,(t,(a)) également ;
— si q est un idéal maximal de K premier a p, alors ¢q(cv) est un élément

de K de valuation v4(«) ; son image par 4 est qu(a) et celle par fior,

est 71 (7))
— si p est un idéal maximal de K au-dessus de p, alors, comme «
est supposé premier a p, tp(cr) est une unité dans Ug, ; on a donc
ftorp(tp(a)) = Nk, jq, (tp(a)) ™ mod p.
Finalement on a (tous les produits étant finis) :

= l;[ﬁ(aq)yq(a) x TT (Nk, /g, (tp(@))™™  mod p)

atp plp

= [Ia@)"" x ((H Nk, /0, (Lp(a))a”> mod p) -

Avec I'égalité i (oq) = i (G4) pour tout idéal maximal de K premier a p
on obtient le résultat. ]

Dans toute la suite de cette partie, q désigne un idéal maximal de K
premier & p. On note h le nombre de classes d’idéaux de K. L’idéal g"
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est alors un idéal principal de Ok ; on considere v, un élément de Ok
qui 'engendre. On a alors comme corollaire de la proposition 2.2.1 :

Corollaire 2.2.2. — On a :

()" =1 @)" = ][ Ny, (1p(79)™  mod p.
plp

On a déterminé (partie 1.3) les valeurs possibles de p(og) en terme
de classes modulo p (ou modulo un idéal d’un corps quadratique ima-
ginaire au-dessus de p) d’entiers relatifs (ou d'un corps quadratique
imaginaire). Afin de comparer ces valeurs avec le résultat du corol-
laire 2.2.2, on cherche a exprimer la classe modulo pZ, de 1'élément
[T Vi, /0, (4p(79))™ de Z, comme la classe d’un élément d’un corps
global.

Notations 2.2.3. —
(1) Pour toute la suite du texte, on fixe un idéal py de K au-dessus de
p.
(2) On suppose également pour toute la suite du texte que I'extension
K/Q est galoisienne ; on note G le groupe de Galois de K sur Q.
(3) Pour tout élément 7 de G, on définit le coefficient a, comme I'entier
a, pour l'idéal p = 7~ 1p,.
(4) On note N Plapplication de K dans lui-méme qui envoie un élément
a sur la « norme tordue par les coefficients (a;)rcq » [[ 7(a)®.
TEG
On vérifie alors que I'élément [[,, Nk, /q, (tp(74))" de Z, est I'image
par l'injection canonique ¢y, de K dans son complété K, de I'élément
[1.cc 7(79)* de Ok. On remarque que application N préserve K, O,
et les éléments de K premiers a p.
Avec ces notations, la reformulation globale du corollaire 2.2.2 est la
suivante :

Proposition 2.2.4. — La classe modulo po de l'élément N () de Ok
X h
est dans F) et y vaut pi(og)".

Lorsque la courbe elliptique E a potentiellement bonne réduction en

g, on introduit également les notations suivantes (voir aussi les notations
1.1.6).
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Notations 2.2.5. —

(1) On fixe un idéal pd de KL% au-dessus de py;

(2) on note Py 'unique idéal de L% situé au-dessous de p{;

(3) d’apres les propositions 1.1.2 et 1.1.5, il existe une racine du po-
lynéme Py(X) dont la classe modulo Py est dans F,, et y vaut A(oy);
on note 3, une telle racine.

Remarque 2.2.6. — Comme le corps L7 est soit Q soit un corps qua-
dratique imaginaire, il y a au plus deux choix possibles pour pg (po étant
fixé). Si L9 est inclus dans K, le seul choix possible pour pd est pd = pq.

Avec le théoreme 1.3.1 et la proposition 2.2.4, on obtient finalement :

Proposition 2.2.7. — On est dans l'un des trois cas suivants :

(Cas M) : E a potentiellement mauvaise réduction multiplicative en
qetona
(MO) : N(v4) =1 mod po ou
(ML) : M(7) = (Na)™* mod po
(Cas B) : E a potentiellement bonne réduction en q et on a N'(7q) =
33" mod py.

2.3. Borne pour la hauteur

On veut maintenant choisir le nombre premier p « assez grand » pour
que les congruences de la proposition 2.2.7 deviennent des égalités. Pour
cela, on cherche a controler toutes les valeurs absolues archimédiennes de
I'élément N (4) de Og. Comme on a fixé un plongement de K dans C et
supposé l'extension K /Q galoisienne (voir notations 2.2.3), cela revient a
trouver une borne pour la valeur absolue complexe des éléments 7 (N (v4))
lorsque 7 décrit le groupe de Galois G de K sur Q.

La borne obtenue dépend de la hauteur absolue du générateur -,
définie par (d désignant toujours le degré de K sur Q) :

1/d
h('yq) = (H max (17 ”Yq’y))

ol v parcourt toutes les places de K et avec les normalisations suivantes
pour les valuations :
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— si v est une place réelle, correspondant a un élément 7 de G, on pose
[l =170l
— 8i v est une place complexe, correspondant a un élément 7 de GG, on
pose | - [, = [7()[Z;
— si v est une place finie, correspondant a un idéal maximal I de K,
on pose | - |, = (NI)=or%0),
On remarque que comme 74 est entier dans K, les seules places apportant
une contribution non triviale dans le produit définissant sa hauteur sont
les places infinies.
Le premier résultat obtenu est le suivant :

Proposition 2.3.1. — Pour tout 7 dans G, on a

[ (N (3a))le < hya) ™

Démonstration. — Soit 7 dans G fixé. On a :

) = (I 700 )

T'eG

= I ),

T'eG

les coefficients (a,-1,/),» restant des entiers compris entre 0 et 12. Pour
tout 7" dans GG, on a :

[ (le ™ < (max (L7 (v)le))
< (max (1,7 (3)l¢))

Comme K est galoisien sur Q, soit toutes les places infinies de K sont
réelles, soit elles sont toutes complexes.
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Dans le premier cas, K a exactement d places infinies, correspondant
bijectivement aux éléments de G. On a alors :

TNl = TII70le

T'eG

< (11 mes(up wq)\@))u

T'eG

12
< (H max (17 |’Vq|y)> = h(Vq)le‘
v]oo

Dans le deuxieme cas, le degré d est pair et la conjugaison complexe
induit dans G un élément ¢ d’ordre 2. Le corps K a exactement d/2
places infinies; deux éléments de G définissent la méme place infinie si
et seulement si ils sont égaux ou conjugués complexes 'un de 'autre. On
fixe un systeme G de représentants de G modulo le sous-groupe d’ordre
2 engendré par c. On a alors :

T WOale = TLIT(ale ler'(a)le
i 12

< | IL max (L, |7 ()lc) max (L, fer’ wq)\(c))

T'eG o
< H~ max (1, |7/ (yq)|(c)2>

T'eG

12

< H~ max (1, ad (fyq)|é)>

T'eG

12

< l|_[ max (1, ”yﬂy)) = h(yg) 12

]

On souhaite maintenant une borne qui ne dépende que de 1'idéal q et
du corps K. On cherche donc un générateur de I'idéal g dont la hauteur
soit controlée par des grandeurs ne dépendant que de K et g.

On part pour cela d'un générateur quelconque, qu’on multiplie par une
unité bien choisie de K pour obtenir le résultat voulu. On utilise ici les
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résultats de [BG96]. Les grandeurs associées au corps K qui entrent en
jeu sont les suivantes :
— Rk le régulateur de K ;
— ri le rang du groupe des unités de K (rx est égal a d — 1 si K est
inclus dans R et & ¢ — 1 sinon);
— Jx un réel strictement positif minorant dIn(h(«)) pour tout élément

non nul o de K qui n’est pas une racine de 'unité; si d vaut 1 ou
In2 .
T'K+1 )

si d est supérieur ou égal a 3, on

1 1 (Inlnd)3
53dIn(6d) OW 1201 (")

2, on peut prendre dx égal a

peut prendre dx égal a

Notation 2.3.2. — Avec ces données on définit :

Cy(K) = -

T’K+15;<(7“K*1)
2
On remarque que C;(K) peut s’exprimer uniquement en fonction du
degré d.
Le lemme 2 (partie 3) de [BG96] s’écrit ici :

Lemme 2.3.3. — Pour tout élément non nul o de O, il existe une
unité u de K telle qu’on ait

d
h(ua) < [Nigjg(a)]""" exp (CL(K)Ric) .
On obtient alors le résultat suivant :

Proposition 2.3.4. — Soit

Le nombre réel Cy(K) ne dépend que du degré et du réqulateur du corps
de nombres K.
Il existe un générateur v, de q" satisfaisant pour tout v dans G :

I (N (a))le < (V@)™ Ca(K).

Démonstration. — Etant donné un générateur quelconque de g", on peut
le multiplier par une unité donnée par le lemme 2.3.3 pour obtenir un
générateur 74 qui vérifie

h(7q) < | Nigso(ra)| exp (C1(K)Ric) .
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Comme 7, engendre dans Oy l'idéal ", la norme de v, dans I'extension
K/Q est un entier relatif égal a +(Nq)". D’aprés la proposition 2.3.1, on
a pour tout 7 dans G :

‘T (N@/q))‘(c < h(’Yq)uda

d’ou
TN O)le < [Nijo(ra)|™ (exp (CLE) Ri)) ™

< (Ng)"™exp (12dCy (K)Rk) = (Ng)'*" Co(K).

2.4. Les familles de coefficients (ay), possibles

On fixe comme précédemment g un idéal maximal de K premier a p.
On choisit v, un générateur de I'idéal principal " qui vérifie la borne de
la proposition 2.3.4.

On peut alors choisir p assez grand pour que les congruences de la
proposition 2.2.7 impliquent des égalités entre éléments globaux. Avec
les notations des propositions 2.2.7 et 2.3.4 on obtient :

Proposition 2.4.1. — On pose
Cs(K,q) = ((Nq)"*"Co(K) + (Ng)*")

2d

Si p est strictement plus grand que Cs5(K,q), alors on est dans l'un des
trois cas suivants :

(Cas M) : E a potentiellement mauvaise réduction multiplicative en
qetona
(MO) : N(v,) est égal a1 ou
(M1) : N () est égal a (Nq)'*" ;
(Cas B) : E a potentiellement bonne réduction en q et N'(~yq) est égal
a By,

Démonstration. — On traite successivement les trois cas introduits a la
partie 1.3 et traités dans la proposition 2.2.7.
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Si I'idéal q est de type (MO0), alors I'élément N (y,4) de Ok est congru a
1 modulo I'idéal py de K fixé dans les notations 2.2.3. Comme p est au-
dessus de p, ceci implique que p divise l'entier relatif Ny g (N(v4) — 1).
Par choix de 74 on a pour tout 7 dans G :

T N(a) = Dle < ITWOa)le + 17 (Dle

< (Nq)P'Co(K) +1,
d’ot

|Niejo N (7a) = D]y = |TT 7V () = 1)

T€G C

= 1L ImWN(v) = Dle

TEG

< ((Ng)”"Cy(K) +1)°

S CS(Ka q)

Comme p est supposé strictement plus grand que C3(K,q), 'entier
Ni g (N (74) — 1) est nul, ce qui implique que N (74) est égal a 1.

Si I'idéal g est de type (M1), on raisonne comme dans le cas (MO) :
I'élément N (v,) de Ok est congru & (Nq)'?" modulo I'idéal py de K qui
est au-dessus de p, donc p divise U'entier relatif Ny/q (N (v4) — (Nq)'?").
Or on a :

|NK/Q (N(%) - (Nq)lzh”@ = ]I |7' (N(’Yq) - (Nq)12h) }@

T7eG
< E[G ((Nq)?*"Cy(K) + (Ng)**")

< ((Ng)2"Cy(K) + (Ng)'2)*

S 03(K7 q)

Comme on a supposé p strictement plus grand que C3(K,q), 'entier
Nijg (N (7q) — (Nq)'?") est nul, ce qui implique que N (v4) est égal &
(Nq)12h‘
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Si on est dans le cas (B) alors N(74) et 3}*" sont congrus modulo
l'idéal pd de KL% (voir les notations 2.2.5 pour les définitions de [, et
pg). Ceci implique que p divise I'entier relatif N rq/q (A (v4) — ﬂé%).

On rappelle (voir aussi les notations 1.1.6) que L9 est le corps engendré
par la valeur propre (3, du Frobenius oy ; il s’agit soit de QQ soit d'un corps
quadratique imaginaire; (3, a pour valeur absolue complexe /Nq.

Alors le corps K L7 est galoisien sur QQ, de degré égal a d ou 2d. Tout
élément 7 de Gal(K L9/Q) induit sur K un élément de Gal(K/Q) et sur
L9 un élément de Gal(L9/Q), qui est donc soit 'identité soit la conjugai-
son complexe. On a donc pour tout 7 dans Gal(KL9/Q) :

[T (N () =652 | < | W(ra)) | + [71zs (857"
< (Na)?"Co(K) + (vNg) ™

< (Ng)™®"Co(K) + (Ng)".

D’ou finalement :

[Niczsg N0 =0 = T [r (M) = 557

T€Gal(KL1/Q)
2d
< ((Ng)"*"Cy(K) + (Nq)%")

S C3(K7 q)

Comme p est choisi strictement plus grand que C3(K,q), l'entier
Nk/o (J\/’(vq) —ﬁé%) est nul, ce qui implique que N(74) est égal a
12h' N
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On remarque que 1'élément N(v,4) engendre dans O l'idéal

NewOx = (L vt ) O

Les égalités obtenues dans la proposition 2.4.1 permettent de déterminer
les valeurs possibles pour la famille de coefficients (ay),.

Pour le dernier résultat de cette partie, on suppose que le nombre
premier ¢ est totalement décomposé dans I'extension galoisienne K/Q.
Dans ce cas, la norme de q est égale a ¢, les idéaux 7(q) sont deux a deux
distincts lorsque 7 décrit G et leur produit est I'idéal ¢O.

Proposition 2.4.2. — On suppose q totalement décomposé dans K. Si
p est strictement plus grand que C3(K,q), on est dans l'un des cing cas
sutvants :

(Cas M) : E a potentiellement mauvaise réduction multiplicative en
q et ona
(MO) : tous les entiers a, sont nuls ou
(M1) : tous les entiers a, sont égauz d 12 ;
(Cas B) : E a potentiellement bonne réduction en q et
(B1/2) : tous les entiers a, sont égaux a 6; 3;* = ¢°; LY =
Q(/—q) ; E a potentiellement bonne réduction supersinguliére
en q;
(B10) : L9 est un corps quadratique imaginaire contenu dans
K ; la norme de l'idéal q dans lextension K/L% est l'idéal
BqO0ra ; Uentier a, vaut 12 si T est dans Gal(K/L9) et 0 sinon;
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(BO1) : L9 est un corps quadratique imaginaire contenu dans
K ; la norme de l'idéal q dans Uextension K/L% est l'idéal
BqOra ; Uentier a; vaut 0 si 7 est dans Gal(K /L) et 12 sinon.

Démonstration. — Comme p est supposé strictement plus grand que
C3(K, q), on raisonne selon les différents cas de la proposition 2.4.1.

Dans le cas (MO0), MV (v,) est égal & 1 donc engendre dans Ok l'idéal
Ok lui-méme. L’égalité

Ok = (H T (Cl)aT>

avec h non nul implique alors que tous les coefficients a, sont nuls.
Dans le cas (M1), N(v,) est égal & ¢*?" et on a :

N0k = (¢"") Ok

(I T<q>“f)h — (q0x)™

- (mw)”

ce qui implique que tous les coefficients a, sont égaux a 12.

Dans le cas (B), N(v,) est égal & 5;*" (dans le corps K L%). En parti-
culier, N'(74) est contenu dans L9 et deux sous-cas sont possibles : soit
N (v4) est rationnel, soit N (y,) engendre L9 qui est alors contenu dans
K.

Si NV (7q) est rationnel, alors 3}*" T'est également, donc 5> est égal &

—12h C 0 . o\ s

By - Ceci implique qu’il existe une racine 12h-ieme de 'unité dans L9
telle que 3, est égal a (3. Comme L% est soit Q soit un corps quadratique
imaginaire, ¢ est en fait une racine deuxieme, quatrieme ou sixieme de
I'unité. Ceci implique que 532 est déja rationnel ; comme (3, est un entier
algébrique, ;> est méme un entier relatif. La relation

q= ﬁ_qﬁq = Cﬁ(?

implique dans Oy :

qO1a = (82) Opa = (8,014)°.
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Ainsi, g est ramifié dans L9 et I'unique idéal premier de L9 au-dessus de
q est BqOra. Ceci force notamment L9 a étre différent de Q.

On traite d’abord le cas ¢ = 2. La trace T, (voir notations 1.1.6)
est alors un entier relatif de valeur absolue inférieure & 2v/2 : elle vaut
donc 0, 1, 2, —1 ou —2. Les valeurs correspondantes du discriminant
T? — 4Nq du polynéme Py(X) sont —8, =7, —4, =7, —4. Les entiers
relatifs sans facteurs carrés dont une racine carrée engendre L9 sont alors
respectivement —2, —7, —1, =7, —1. Or, 2 est ramifié dans L9 si et
seulement si ce dernier entier est congru a 2 ou 3 modulo 4. Les valeurs
de Ty qui réalisent cette condition sont 0, 2 et —2.

Lorsque ¢ est impair, le fait qu’il soit ramifié dans L% implique qu’il
divise qu —4Ngq. Comme Ngq est égal a ¢, on en déduit que ¢ divise Tj,.
Alors qu est un carré, multiple de ¢ (nombre premier impair), compris
entre 0 et 4¢g. Ceci implique que soit Ty est nul, soit ¢ est égal a 3 et Tq2
est égal a 9.

On a ainsi montré :

— si ¢ est différent de 2 et 3, alors T;; est nul;

— si g est égal & 2 ou 3, alors T7 est soit nul, soit égal & ¢°.

Dans les deux cas, ¢ divise T}, donc la courbe elliptique sur F, obtenue
par réduction de E en q (si besoin apreés une extension pour obtenir la
bonne réduction) est supersinguliere.

On montre maintenant que 'entier relatif ﬁéQ est égal & +¢°.

Si la trace T est nulle, alors le polynéme P,;(.X) dont 3, est racine est
égal & X? +¢. On a alors 7 égal & —¢, donc [, égal & ¢°. Dans ce cas
le corps L% est Q(1/—q).

Si g est égal & 3 et T} est égal & 9, alors Ty — 4Ngq vaut —3 et il existe
gq valant +1 ou —1 tel qu’on ait

Ty + z'sq\/§
AT
On a alors L9 égal & Q(v/—3) et on vérifie par le calcul que ﬁg est égal a
—3%, donc ;% est égal a 3°.

Si g est égal a 2 et T est égal a 4, alors Ty — 4Ngq vaut —4 et il existe

gq valant +1 ou —1 tel qu’on ait
8, = Ty + 2€qi'
2



2.4. LES FAMILLES DE COEFFICIENTS (a,), POSSIBLES 31

Ceci implique que L% est Q(i) et on vérifie par le calcul que 63 = 22
donc (;* = —2°.

On en déduit qu’on a dans Ok, et pour toutes les valeurs de ¢ :

N0k = Ox

= "0k

(gro) = (n-@)

Ceci qui implique que tous les coefficients a, sont égaux a 6.

On peut alors montrer que le cas ou ¢ = 2, qu =4 et LT=Q(i) ne
se produit pas. En effet, on sait (remarque 1.1.7 (2)) que soit p divise
T? — 4Nq, soit T; — 4Nq est un carré dans F¥. Dans le cas considéré
on a qu — 4Ngq égal a —4. Comme p est choisi strictement plus grand
que 5, ceci implique que —4 et par suite —1 est un carré dans F;. On
en déduit que p est congru a 1 modulo 4. Or, d’apres le tableau dans la
démonstration de la proposition 1.2.3, les coefficients a, ne peuvent valoir
6 que si p est congru a 3 modulo 4. On obtient donc une contradiction.

On vérifie que dans tous les autres cas traités on a bien §;* = ¢° et
19 = Q(y=9).

Enfin, si N(vy,) = ﬁé% engendre L9 qui est un corps quadratique ima-
ginaire, alors L7 est inclus dans K (car N (74) est un élément de K). Le
degré d de K sur Q est pair et le groupe G = Gal(K/Q) contient comme
sous-groupe d’indice 2 le groupe H% = Gal(K/L9).

Comme N (7,) est contenu dans L9 on a pour tout élément p de H% :

N(vq) = (N (7q))



32 CHAPITRE 2. LES TYPES DE FAMILLES (a,), POSSIBLES

d’ou

N(%)O}( = P (N’(Vq)) Ok =p (N(%)OK)

() = o( (o))

- (Iwen <q>af)h

(o)

On obtient donc pour tout p dans H% et tout 7 dans G I'égalité a,, = a,.
Ainsi les coefficients (a,), sont constants sur les classes a gauche modulo
Ha,

Le groupe G possede deux classes a gauche modulo H9 : celle, égale
a HI, de l'identité et celle, égale a H%y, d’un élément v qui induit la
conjugaison complexe sur L% On note que comme H9 est d’indice 2 dans
G, on a H9y = ~H9. On a alors

N(’Yq) = T(7q>aT
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olt N /ra(74) désigne le conjugué complexe de I'élément Ny ra(7q) de L.
Comme Ng/rq(vq) engendre dans Opra I'idéal

Nij1a(19)Ors = Niyra (140k)
= Nisis (a")
= NgjLa (q)h>
alors Nk/ra(7q) engendre I'idéal Ni/rq (q)h et on obtient :

(5%) O = N(79)Ors
(0™ = (Nigus ()0s2)™ (N (3)0ne)
= (Mg @) (N @)

= ((NK/Lq (q))aid (NK/Lq (CI)>%>

Comme on a supposé ¢ totalement décomposé dans 'extension K/Q, ¢

Ay

h

est également totalement décomposé dans les extensions L9/Q et K/L9.
La norme Ng/rq(q) est donc un idéal premier de L% au-dessus de ¢. Or
'égalité ¢ = 3,03, indique que les deux idéaux premiers (distincts) de L¢
au-dessus de g sont 3,0pq et ﬁ_q(’)Lq.

Si Nk jra(q) est égal a 5,01a (cas (B10)), alors la relation

(ﬂqOLq)mh _ ((/BqOLq)(lid (ﬁ_qOLq)M)h

implique a;q = 12 et a, = 0. On en déduit que a, vaut 12 si 7 est dans
H% et 0 sinon.
Si Ni/ra(q) est égal & B,O0rq (cas (BO1)), alors la relation

(5,0 = ((F200)"™ (3,012

implique a;q = 0 et a, = 12. On en déduit que a, vaut 0 si 7 est dans H1
et 12 sinon.
O]






CHAPITRE 3

FORME DU CARACTERE D’ISOGENIE
- HOMOTHETIES

3.1. Une version effective du théoréme de Chebotarev

On utilise ici une forme effective du théoréme de Chebotarev démontrée
par Lagarias, Montgomery et Odlyzko dans [LMO79] (voir aussi
[Ser81]).

Théoréme 3.1.1 (Lagarias, Montgomery, Odlyzko)

1l existe une constante absolue et effectivement calculable A ayant la
propriété suivante.

Soit M un corps de nombres, N une extension finie galoisienne de
M, Ay le discriminant de N, C une classe de conjugaison du groupe de
Galois Gal(N/M).

Alors il existe un idéal premier de M, non ramifié dans N, dont le
symbole d’Artin dans l'extension N/M est la classe de conjugaison C' et
dont la norme dans ’extension M/Q est un nombre premier rationnel
plus petit que 2(Ay)A.

Ce résultat permet d’obtenir un systeme de représentants des classes
d’'idéaux de K formé d’idéaux dont la norme dans l'extension K/Q est
un nombre premier rationnel totalement décomposé dans K et inférieur
a une borne ne dépendant que du corps de base K. On rappelle que h
désigne le nombre de classes d’idéaux de K et A son discriminant.

Proposition 3.1.2. — Soit J l’ensemble des idéaur maximaux de K
dont la norme dans extension K/Q est un nombre premier rationnel
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totalement décomposé dans K et inférieur ou égal a 2(Ax ). Alors toute
classe d’idéaux de K contient un idéal de J.

Démonstration. — On note Hg le corps de classes de Hilbert de K.
Démontrer la proposition est équivalent a montrer que pour tout élément
o du groupe de Galois de l'extension Hg /K, il existe un idéal premier
non nul q de K appartenant a J tel que 1’élément de Frobenius associé
a q dans Gal(Hg/K) par 'application de réciprocité d’Artin est égal a
o.

Comme on a supposé le corps K galoisien sur Q, le corps Hp est
également une extension galoisienne de Q. On va utiliser la version effec-
tive du théoreme de Chebotarev pour les corps N = Hi et M = Q. On
remarque que le discriminant Ay, de Hy est égal & A% et que le groupe
Gal(Hg/K) est un sous-groupe (distingué) du groupe Gal(H/Q).

Soit ¢ un élément de Gal(Hg/K) et C la classe de conjugaison de
o dans Gal(Hg/Q). D’apres le théoreme 3.1.1, il existe un nombre pre-
mier rationnel ¢, non ramifié dans Hy et inférieur ou égal a 2(Ap, )" =
2(A )", tel que la classe de conjugaison formée par ses Frobenius dans
I'extension Hg /Q est égale a C'. 1l existe donc un idéal q de Hy au-dessus
de ¢ tel que le Frobenius Frob(q/q) de q dans I'extension Hg /Q est égal
ao.

Soit q l'idéal de K situé au-dessous de g. Alors la caractéristique de
g est le nombre premier rationnel ¢. Par choix, ¢ est inférieur ou égal a
2(A k)" et non ramifié dans Hy, donc dans K. Le Frobenius Frob(q/q)
de g dans l'extension K/Q est égal a la restriction a K du Frobenius
Frob(q/q) de q dans Hg /Q. Or, Frob(q/q) est égal a o, qui est un élément
de Gal(Hg/K). Ceci implique que Frob(q/q) est 'identité de K, donc
que le degré résiduel de q dans K/Q est 1 et que la norme de q est g.
Comme K est supposé galoisien sur Q, on obtient que ¢ est totalement
décomposé dans K et ainsi que q est dans I’ensemble 7.

Enfin, comme q est de degré 1 dans K/Q, 'élément de Frobenius
Frob(q/q) associé a q dans l'extension Hy /K vérifie

Frob(q/q) = Frob(a/q) = 0.
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On définit

12h

Cre = [ auE) + 2x80")™]

Le nombre C} ne dépend que du corps de nombres K ; d’apres la
définition (notation 2.3.2 et proposition 2.3.4) des constantes C(K) et
Cy(K), C% dépend du degré de K, de son discriminant, de son nombre
de classes, et de son régulateur.

On remarque que le nombre C) est toujours strictement supérieur a
5 et au discriminant Ay ; ainsi, I'hypothese faite au début de la partie 1
que p est strictement plus grand que 5 et non ramifié dans K est vérifiée
des que p est supposé supérieur ou égal a C'.

Si p est strictement supérieur a C, alors tout idéal maximal q dans
J est de caractéristique différente de p, et vérifie que le nombre C3(K, q)
(proposition 2.4.1) est inférieur ou égal a C'; ; on peut donc appliquer la
proposition 2.4.2. On a précisément :

Proposition 3.1.3. — Si p est strictement supérieur a C alors tous
les idéaux de J appartiennent au méme cas de la proposition 2.4.2.

Démonstration. — On rappelle que les entiers (a,), sont définis (nota-
tions 2.2.3) par a, = a,-1,,, pour un idéal premier p, de K au-dessus
de p fixé, et les entiers (ap), par pz, = X' (partie 1.3), pour tout idéal
premier p de K au-dessus de p. En particulier, la famille (a,), ne dépend
que des propriétés de la courbe E aux places de K au-dessus de p.

Soient q et q' deux idéaux dans [J. Comme p est choisi strictement
supérieur & C', p est aussi strictement supérieur a C3(K, q) et C5(K,q');
ceci implique que les cas de la proposition 2.4.2 auxquels appartiennent
q et q déterminent la famille de coefficients (a),.

Or, deux cas différents de la proposition 2.4.2 donnent deux familles
(a;), différentes (on distingue les cas (B10) et (B01) par le fait que dans
le cas (B10), ’ensemble des 7 pour lesquels a, est égal a 12 est un sous-
groupe de G alors que dans le cas (BO1), c’est le complémentaire d’'un
sous-groupe).

Ceci prouve que q et ¢ appartiennent au méme cas dans la proposition
2.4.2. m
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3.2. Deux formes pour le caractere d’isogénie

Le corps K* trivialisant I'action du caractere p est une extension cy-
clique du corps de base K, non ramifiée hors de p. Le théoreme de Chebo-
tarev pour cette extension fournit que tout élément du groupe de Galois
Gal(K*"/K) est de la forme 74 (voir partie 2.1) pour un idéal maximal q
de K premier a p. Pour déterminer le caractere Ji, et par suite le caractere
w, il suffit donc de déterminer la forme de fi() = p(oq) pour ces idéaux.

La proposition 2.2.1 relie la valeur de p(oq) pour un idéal maximal
de q de K premier a p aux entiers (a,), et aux valeurs de p(oy) pour
une famille d’idéaux maximaux ¢’ premiers a p engendrant le groupe des
classes de K.

A Taide de la proposition 2.4.2 et de la partie 3.1, on montre que la
puissance douzieme p du caractere d’isogénie ne peut prendre que deux
formes.

Théoréme 3.2.1. — On suppose que p est strictement supérieur
a max(65(3127 — 1)(24d)%, C%). Alors on est dans l'un des deux cas
sutvants.

Type (0) : Le caractére p est égal a Xg et p est congru a 3 modulo 4.
Type (MCQC) : Il existe un corps quadratique imaginaire L vérifiant

— L est contenu dans K ;

— p est totalement décomposé dans L ;

— le corps de classes de Hilbert de L est contenu dans K (en
particulier, la norme dans ’extension K/L d’un idéal de K est
un idéal principal de L) ;

— 1l existe un idéal py, de L au-dessus de p vérifiant : le caractére
[ est mon ramifié hors de py, ; pour tout idéal q de K premier a
pr et tout élément o de O générateur de Ni/r(q), n(og) est

s \ 12
égal a oy” mod pi.

Une forme de ce théoreme figure déja dans I'article [Mom95] de Mo-
mose, avec un cas supplémentaire. Ce cas supplémentaire correspond aux
cas (MO) et (M1) de la proposition 2.4.2 et & un caractere u respective-
ment trivial ou égal a X;Q. On utilise les bornes uniformes sur la torsion
des courbes elliptiques (Merel ([Mer96]) ou Parent ([Par99]) pour mon-
trer que ces cas ne se produisent pas pour p « assez grand ».
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Le type (0) du théoreme 3.2.1 correspond au cas (B1/2) de la propo-
sition 2.4.2. Le type (MC) réunit les cas (B10) et (BO1).

Dans les sous-parties suivantes, on démontre le théoreme 3.2.1 en trai-
tant successivement les cas apparaissant dans la proposition 2.4.2.

3.2.1. Elimination des cas (MO0) et (M1). —

Proposition 3.2.2. — Si tous les idéaux de J sont de type (MO0), alors
le caractére p est trivial ; si tous les idéauz de J sont de type (M1), alors
le caractere u est égal a X}Dz.

Démonstration. — Si tous les idéaux de J sont de type (MO), alors
d’apres la partie 1.3, u(oy) vaut 1 mod p pour tout q dans J ; d’apres la
proposition 2.4.2, tous les coefficients a, sont nuls.

Soit g’ un idéal maximal de K premier a p. D’apres la proposition
3.1.2, il existe un idéal maximal q dans J et un élément a non nul de K
vérifiant

qq " = aOk.

Alors d’apres la proposition 2.2.1 on a :

(o) pog) " = T Ny, (19(@)) mod p.
plp
Comme tous les coefficients a, sont nuls et que p(oy) vaut 1 mod p, on
obtient
p(og) =1 mod p.
Ceci étant vrai pour tout idéal maximal q’ de K premier & p, on en déduit
que le caractere p est trivial.

Si tous les idéaux de J sont de type (M1), alors d’apres la partie 1.3,
p(oq) vaut (Nq)'? mod p pour tout q dans J; d’aprés la proposition
2.4.2, tous les coefficients a, sont égaux a 12.

Soit q’ un idéal maximal de K premier a p. D’apres 3.1.2, il existe un
idéal maximal q dans J et un élément o de K vérifiant

qq" = aOk.
Alors d’apres la proposition 2.2.1 on a :

piog)p(og)™ =] Ne,/a, (to(@)™ mod p.

plp
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Comme tous les coefficients a, sont égaux a 12 le membre de droite vaut :

1N, 0, (5() mod p = (QNKP/@M(@))) mod p
plp plp

= (NK/@(a))12 mod p.

Or, Ng g (o) est un nombre rationnel égal a Nq'/Nqoua —Ng'/Ng. On
en déduit :

plog) = (Ng)* mod p=x,(oq)".
Ceci étant vrai pour tout idéal maximal q’ de K premier a p, on obtient
que £ est égal & x,°. O

Si la puissance douzieme p du caractere d’isogénie A est triviale, alors
I'extension cyclique K*/K trivialisant le caractere A est de degré inférieur
ou égal a 12. Comme A donne 'action de G g sur le sous-groupe V' d’ordre
p de la courbe elliptique F, on obtient que E possede un point d’ordre p
défini sur K*.

Si p est égal a 12

P )
est trivial. Or, ce caractere de G est le caractere d’isogénie associé au

sous-groupe E/[p]/V rationnel sur K de la courbe E/V qui est isogene a
E. On en déduit que cette courbe possede un point d’ordre p défini sur

alors le caractére x,A~' élevé a la puissance 12

une extension de K de degré inférieur ou égal a 12.

On peut éliminer ces deux cas en utilisant les bornes sur 'ordre des
points de torsion des courbes elliptiques en fonction du degré du corps
de nombres sur lequel ils sont définis.

Théoréme (Merel). — On suppose qu’il eziste une courbe elliptique
définie sur un corps de nombres de degré § strictement plus grand que
1 qui posséde un point d’ordre p défini sur ce méme corps. Alors p est
strictement inférieur o %%

Théoréme (Parent). — On suppose qu’il existe une courbe elliptique
définie sur un corps de nombres de degré 6 qui possede un point d’ordre p
défini sur ce méme corps. Alors p est inférieur ou égal a 65(3° —1)(25)°.
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Corollaire 3.2.3. — On suppose que p est strictement supérieur a
max(65(3'2¢ — 1)(24d)8, C%). Alors les idéaux de J sont tous de type
(B1/2), (B10) ou (B01).

3.2.2. Cas (B1/2). —

Proposition 3.2.4. — Si tous les idéaux de J sont de type (B1/2),
alors le caracteére j est égal a x,‘; et p est congru a 3 modulo 4.

Démonstration. — Si tous les idéaux de J sont de type (B1/2), alors
d’apres la proposition 2.4.2 tous les coefficients a, sont égaux a 6 et la
courbe E a potentiellement bonne réduction en tout idéal de [J. De plus,
le tableau de la proposition 1.2.3 indique que les entiers a, ne peuvent
prendre la valeur 6 que lorsque p est congru a 3 modulo 4.

Soit q un idéal dans J. Alors il existe une valeur propre 3, du Frobenius
oq et unidéal Pj de LT au-dessus de p tels qu’on ait (voir notations 2.2.5) :

u(og) = 53,2 mod Pg.
D’apres 2.4.2, 337 est égal a ¢°, d’ott I'égalité :
p(og) = ¢° mod p=(Nq)°® mod p = x,(0q)°.
Soit ¢’ un idéal maximal de K premier a p. D’apres 3.1.2, il existe un
idéal maximal q dans J et un élément o non nul de K vérifiant
qq " = aOk.
Alors d’apres la proposition 2.2.1 on a :
—1 a
(oq) (o) =[] Nigjq (1(c))™  mod p.
plp
Comme tous les coefficients a, sont égaux a 6 le membre de droite vaut :

IT[NK.,/@,J (tp(@))” modp = (IT[NKp/@p(Lp(Oz))> mod p
plp plp

= (NK/Q(oz))G mod p.

Le nombre rationnel N g (o) étant égal & Nq'/Ng ou a —Ngq'/Ng, on
obtient :
p(og) = (Ng)°® mod p = x,(0q)°.
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Ceci étant vrai pour tout idéal maximal q’ de K premier & p, on en déduit
que £ est égal & xJ. O

3.2.3. Cas (B10) et (B01). —

Proposition 3.2.5. — On suppose que tous les idéaux de J sont de
type (B10) ou (B01). Alors il existe un unique corps quadratique imagi-
naire L inclus dans K vérifiant : pour tout idéal q dans J, L% est égal a
L.

Démonstration. — Si tous les idéaux de J sont de type (B10), alors
d’apres la proposition 2.4.2, I’ensemble des éléments 7 de G tels que a,
est égal a 12 est un sous-groupe d’indice 2 de GG. Pour tout idéal q de 7,
c’est le sous-groupe Gal(K/L9), L9 étant un corps quadratique imaginaire
inclus dans K. Ainsi, le groupe Gal(K/L9), et par suite le corps L9, est
indépendant de l'idéal q dans J. Ce corps quadratique commun fournit
le corps L de la proposition.

Si tous les idéaux de J sont de type (B01), alors d’apres la proposition
2.4.2, 'ensemble des éléments 7 de G tels que a, est égal a 0 est un sous-
groupe d’indice 2 de . Pour tout idéal q de J, c’est le sous-groupe
Gal(K/L%), L9 étant un corps quadratique imaginaire inclus dans K.
Ainsi, le groupe Gal(K /L), et par suite le corps L9 est indépendant de
I'idéal q dans J. Ce corps quadratique commun fournit le corps L de la
proposition. O

Notation 3.2.6. — On note H le groupe de Galois Gal(K/L). Si tous
les idéaux de J sont de type (B10), le coefficient a, vaut 12 si 7 est dans
H et 0 sinon; si tous les idéaux de J sont de type (B01), le coefficient
a, vaut 0 si 7 est dans H et 12 sinon.

Remarque 3.2.7. — Soit q un idéal dans J. Comme le corps L9, égal
a L, est inclus dans K, il n’y a qu’un seul choix possible pour Iidéal pg,
qui est égal a py (voir notations 2.2.3 et 2.2.5 et remarque 2.2.6). L’idéal
P4 est donc I'idéal de L situé au-dessous de po. En particulier, les idéaux
P4 coincident lorsque q varie dans J.
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Lemme 3.2.8. — La norme de tout idéal fractionnaire de K dans l’ex-
tension K/ L est un idéal fractionnaire principal de L ; le corps de classes
de Hilbert de L est contenu dans K.

Démonstration. — La premiere assertion est vraie si et seulement si elle
I'est pour les idéaux maximaux de Ok.

Soit q un idéal dans J. Si tous les idéaux de J sont de type (B10),
alors d’apres la proposition 2.4.2; la norme dans I'extension K /L% de q
est I'idéal 3;0ra. Comme le corps L9 est égal au corps L on obtient

Niyr(q) = 8,0L.

Si tous les idéaux de J sont de type (B01) alors d’apres la proposition
2.4.2, la norme dans l'extension K/L9 de q est I'idéal 3,;0ra. Comme le
corps L9 est égal au corps L on obtient

Nip(q) = 3,0y

Soit q' un idéal maximal quelconque de Ok (g pouvant également
étre au-dessus de p). Alors d’apres la proposition 3.1.2, il existe un idéal
q dans J et un élément o non nul dans K tels qu’on ait :

q':q X (OéOK).

On obtient alors dans le groupe des idéaux fractionnaires de L :
Nig/o(d') = Ngso(a) X N/ (aOk)

= Ngyr(q) x Nk (o) Ok.

La norme N/ (q) étant un idéal principal de Op, on obtient la premiere
assertion de la proposition.

Soit Hp, le corps de classes de Hilbert de L. L’extension K H /K est
abélienne et la théorie du corps de classes fournit le diagramme commu-
tatif suivant :

res iNK/L

Gal(Hy/L) — == A} /L* Ny, 1 (A%,) -
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D’apres la premiere assertion, la fleche verticale de droite est d’image
triviale. Comme la fleche verticale de gauche est injective, les corps K Hy,
et K coincident, ce qui implique que H, est inclus dans K. O

Lemme 3.2.9. — Le nombre premier p est décomposé dans L. 1l existe
un tdéal premier pr, de L au-dessus de p tel qu’on ait : a, vaut 12 si p
est au-dessus de py, et 0 sinon.

Démonstration. — Soit q un idéal dans J fixé. Alors la courbe E a po-
tentiellement bonne réduction en g et le corps quadratique imaginaire L9
engendré par les valeurs propres du Frobenius associé a q est L.

D’aprés la remarque 1.1.7(2), soit p divise 77 — 4Ngq, soit p est
décomposé dans LI. Comme p est choisi en particulier strictement plus
grand que la valeur absolue de l’entier Tf — 4Nq (qui est inférieure a
4Nq), si p divise ce nombre entier, alors il est nul. Or, si Tq2 — 4Nq est
nul, le corps L9 est Q, ce qui induit une contradiction. On en déduit que
p est décomposé dans le corps quadratique L égal a LI.

On rappelle que les entiers a, ont été définis (notations 2.2.3) par :
ar = a,-1y, pour l'idéal py de K au-dessus de p fixé.

Si tous les idéaux de J sont de type (B10), on note p; l'idéal de L
situé au-dessous de po (c’est donc l'idéal Py pour tout idéal q dans J).
Soit p un idéal maximal de K au-dessus de pp. Il existe un élément 7
dans H tel qu'on ait 77'py = p. L’entier a, est donc égal & a,, lui-méme
égal a 12 car 7 est dans H.

Réciproquement, soit p un idéal maximal de K au-dessus de p tel que a,
soit égal & 12. Soit 7 dans G vérifiant 7~ 'py = p. On a alors a, = a, = 12
donc 7 est dans H. Cela implique :

pNOL=(7""p0) NOL=7"(poNOL) =poNOL = py.

Si tous les idéaux de J sont de type (BO1), on note p; le conjugué
complexe de l'idéal de L situé au-dessous de pg (c’est donc le conjugué
complexe de I'idéal Py pour tout idéal q dans 7). Soit p un idéal maximal
de K au-dessus de py. Alors il existe un élément 7 dans G privé de H tel
qu’on ait 7 'pg = p. L’entier a, est alors égal & a,, donc a 12.

Réciproquement, soit p un idéal maximal de K au-dessus de p tel
que a, soit égal a 12. Soit 7 dans G vérifiant 77 'py = p. On a alors
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ar = ap, = 12, donc 7 est dans G privé de H. Alors 7 et 7! induisent
sur L la conjugaison complexe et on obtient :

pNOL=(T""p0) NOL=7"(poNOL) =poNOL = py.
]

Remarque 3.2.10. — Si tous les idéaux de J sont de type (B10),
l'idéal p;, est égal a 'idéal P§ pour tout q dans J; si tous les idéaux
de J sont de type (BO01), I'idéal p; est égal au conjugué complexe de
l'idéal Py pour tout g dans J (voir remarque 3.2.7).

Comme les entiers a,, sont définis (voir partie 1.3) par pj, = x5, le
lemme 3.2.9 montre que le caractere p est non ramifié hors de py.

Soit g un idéal maximal de K au dessus de p mais premier a pr. On
fixe un élément oy de Gk qui induit dans Gal(K*/K) I'élément o, de
Frobenius associé a q (voir les parties 1.1 et 2.1)). La proposition 2.2.1
admet alors la version suivante :

Lemme 3.2.11. — Soit o un élément non nul de K premier a pr. Soit
aOk = qu q" () Punique décomposition de lidéal fractionnaire prin-
cipal aQg en produit d’idéauxr maximaux de K. Alors on a :

H 1 (0q)" " = Niep ()* mod pr.

apL

Démonstration. — Comme tous les coefficients a, sont égaux a 12
pour les idéaux maximaux p au-dessus de py, on obtient, par une
démonstration analogue a celle de la proposition 2.2.1 :

H " (o_q)z/q(a) — Hﬁ(aq)uq(a) — H NKp/Qp (Lp(a))12 mod p.

atpr atpr plpr

Le nombre premier p étant totalement décomposé dans L (lemme
3.2.9), le complété Ly, de L en py, est égal a Q, et on a :

12
I N g, (1())* mod p = (lnNK,,/LpL <Lp<a>>> mod p
PIPL plpr

= (NK/L (Oé))lz mod Pr

ce qui prouve le lemme. L]
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Proposition 3.2.12. — Soit q un idéal maximal de K premier a py, et
aq un générateur de N/ (q). Alors on a

p(oq) = a> mod py.

Démonstration. — 11 existe un idéal ¢’ dans J et un élément « non nul
de K tels qu’on ait :
qg=¢q x (aOk).
Si tous les idéaux de J sont de type (B10) alors py, est égal a l'idéal

Poq/ (remarque 3.2.10), la norme de q’ dans l'extension K/L est Sy0),
(proposition 2.4.2) et on a (notations 2.2.5) :

plog) = 5;,2 mod POI = ﬁ;g mod py.

Si tous les idéaux de J sont de type (BO1) alors py, est le conjugué
complexe de l'idéal Pg, (remarque 3.2.10), la norme de q’ dans K/L est
By Oy (proposition 2.4.2) et on a (notations 2.2.5) :

/ =12
p(og) = By mod P§ = ;7 mod py =By = mod py.
Dans les deux cas, il existe un élément ay de Op générateur de

Ni/r(q') et vérifiant :

p(og) = ay mod pr.

Soit cq dans Op, un générateur de l'idéal Ng/r(q). On a :

NK/L(CI) = NK/L(CI/> X (NK/L(CY)OL) )

ce qui implique que les éléments o et ay Ng/r(a) de L different d'une
unité de L. Comme L est un corps quadratique imaginaire, cette unité
est une racine douzieme de I'unité, ce qui implique

ay = (ag Nisu(a) ™.
Enfin, on a d’apres le lemme 3.2.11 :
p(oq) = plog) x (Ngjz (@) mod py)
d’ou

plog) = (a;? mod p) x (Ng/r () mod pL) = aéz mod py.
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3.3. Homothéties

On remarque qu’on a dans My (F,) I’égalité suivante :
p

a 3 a? paPip3 a? 0 a 0

0 « 0 of 0 of 0 «

Le terme hors diagonale de ¢, n’est donc pas génant dans la recherche
des homothéties. Il suffit de déterminer les éléments F qui sont égaux
a 'image par A d’une part et x,A~' d’autre part d’'un méme élément de
Gg.

Proposition 3.3.1. — Si tous les idéaux de J sont de type (B1/2),
alors l'image de ¢, contient les homothéties (F))°.

Démonstration. — Soit p un idéal maximal de K au-dessus de p. Comme
I'entier a, est égal a 6, le caractere p restreint au sous-groupe d’inertie
I, est égal au caractére cyclotomique a la puissance 6. Alors c’est aussi
le cas pour le caractere (x,A™1)'? égal & Xp

On en déduit que les caracteres diagonaux de gp}f restreints au sous-
groupe d’inertie I, sont tous les deux égaux a x,‘?- Comme on a supposé p
non ramifié dans K, le caractere cyclotomique restreint a I, est surjectif
dans 7, ce qui prouve la proposition. O

Proposition 3.3.2. — Si tous les idéaux de J sont de type (B10) ou
(B01), alors l'image de @, contient les homothéties (F))'2.

Démonstration. — Soit x un élément de ) et p un idéal premier de K
au-dessus de py.

D’apres le lemme 3.2.9, 'entier a, est égal a 12 donc le caractere p
restreint au sous-groupe d’inertie I, est égal au caractere cyclotomique a
la puissance 12. Comme p est supposé non ramifié dans K, le caractere
cyclotomique restreint au sous-groupe d’inertie I, est surjectif dans F}';
il existe donc un élément o de G, appartenant a I,, dont I'image par p
est z12.

Le deuxieme caractere )\ apparaissant sur la diagonale de la
représentation ¢, est égal & x,A~'; sa puissance douzieme est donc
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triviale sur I,. Comme o est choisi appartenant a I,, on obtient que les
termes diagonaux de ¢,?(o) sont (z'2,1).

Soit p’ un idéal premier de K au-dessus de py. D’apres le lemme 3.2.9,
I'entier a, est égal a 0. Le caractere i est donc trivial sur le sous-groupe
d’inertie Iy et le second caractere diagonal X de la représentation ¢,

vérifie :
N2 = (6A )7, = (o)
Ainsi, il existe un élément ¢’ de G, appartenant a I,y, dont I'image par
N2 est 2'?. Les deux termes diagonaux de ¢}*(0”) sont alors (1,z'?).
Enfin, 'image par ¢, du produit oo’ de Gk a pour diagonale (z'?, z'?).
Ceci étant valable pour tout élément x dans F', on en déduit que I'image
de la représentation ¢, contient les homothéties (F))*. O

12

On a ainsi obtenu :

Théoreme 3.3.3. — Sip est strictement supérieur a

02<K) + (Q(AK)Ah)ﬁh} 2d)

alors l'image de la représentation ¢, contient les homothéties qui sont

12h

max (65(312d — 1)(24d)°; [(2(AK)Ah)

des puissances douziemes.
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NOTATIONS

un corps de nombres, supposé plongé dans C et galoisien sur Q
une courbe elliptique définie sur K

un nombre premier rationnel (non ramifié dans K)

le module de Tate de la courbe E en p

une cloture algébrique de K

le groupe de Galois absolu de K

la représentation de G agissant sur T, (F)

les points de p-torsion de E sur K

la représentation de G agissant sur E(K)[p]

un sous-groupe d’ordre p de E défini sur K, fixé

les points de V sur K

le caractere de Gk dans FX donnant 'action de G sur V(K)
le caractere x,A ™!

le caractere cyclotomique de Gk dans F;f

le degré de 'extension K/Q

le cardinal du groupe des classes d’idéaux de K

la hauteur absolue sur K

le discriminant de K

le rang du groupe des unités de K

le régulateur de K

I'extension (cyclique) de K trivialisant A

un idéal maximal de K premier a p

la caractéristique de q (nombre premier rationnel différent de p)
la norme de q dans K/Q

CTTT TR TR TV T TV TVTVTVTVTY DT

. il
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NOTATIONS

le corps résiduel de K en q

le complété de K en q

une place de K au-dessus de q

le corps résiduel de K en q

le sous-groupe de décomposition de q dans G

le sous-groupe d’inertie de D,

un élément de Dy relevant le Frobenius de kg

le corps de décomposition de Py(X)

les racines de Py(X)

I'invariant j de la courbe F

le polynome caractéristique de l'action de o4 sur T, (E)
un idéal maximal de K au-dessus de p

le complété de K en p

une place de K au-dessus de p (fixée dans tout le texte)
le corps résiduel de K en p

le sous-groupe de décomposition de p dans Gg

le sous-groupe d’inertie de D,

le caractere de G dans F¥ égal a A2
I'extension (cyclique) de K trivialisant u
injection de Gal(K*/K) dans [’ induite par p
une place de K

le complété de K en v

les unités de K, (pour v finie)

les ideles de K

I'injection canonique de K dans K,
un idéal maximal de K au-dessus de p, fixé

le groupe de Galois de K sur Q
un élément de G

un idéal maximal de K L% au-dessus de pg, fixé
I'idéal maximal de L% au-dessous de p{
un générateur de I'idéal g
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