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Introduction

Introduction

Sous les effets combinés de 1’accroissement de la population et de
I’intensification des activités polluantes, la préservation des eaux
souterraines est devenue 1’un des défis majeurs des sociétés contem-
poraines. Une gestion réussie de cette richesse exige une connais-
sance assez approfondie des phénomeénes liés a I’écoulement ainsi
qu’au transfert de masse en milieu poreux. Les milieux souterrains
¢tant difficiles d’acces, les simulations numériques basées sur des
modeles mathématiques, constituent un outil intéressant pour mieux
comprendre le phénomene du transfert de polluants dans les aquife-
res. Cependant la modélisation a grande échelle en trois dimensions,
sur une longue période de temps et dans un milieu hétérogene dé-
passe les capacités actuelles des machines de calcul. Afin de repous-
ser les limitations liées a la puissance des ordinateurs, une réflexion
permanente sur le choix et la conception des méthodes numériques
est nécessaire. Le présent travail s’inscrit dans cette optique. Nous
présentons une contribution a quelques méthodes numériques utili-
sées pour la simulation du transport des contaminants en milieu po-
reux saturé.

L’équation qui régit le transport d’un soluté non réactif dans les cou-
ches souterraines est composée d’un terme dispersif et d’un terme
convectif. La technique de séparation d’opérateurs a 1’avantage
d’adapter a chaque phénomeéne physique la méthode de résolution
numérique la mieux appropriée. Dans ce cadre, la dispersion est réso-
lue avec la méthode des Eléments Finis Mixtes Hybrides (EFMH) en
utilisant une discrétisation implicite en temps. Ce schéma permet
d’assurer la continuité de la composante normale du flux dispersif a
travers les interéléments du maillage et de préserver le bilan de masse
dans chaque élément. Les Eléments Finis Discontinus de Galerkin
(EFD) sont utilisés pour résoudre la partie convective de 1’équation
de transport.

Les EFD sont basés sur une approximation polynomiale par mor-
ceaux de la solution au niveau de chaque maille. Afin de supprimer
les oscillations non physiques, une étape supplémentaire de limitation
de pente est nécessaire pour stabiliser la solution. Pour un maillage
quadrangulaire et dans le cadre classique de la théorie des éléments
finis, la solution est approximée dans 1’espace Q; (polynomes quadra-
tiques). Dans ce cas, les degrés de liberté sont les concentrations no-
dales. Cockburn et Shu (1998) proposent une approche plus astu-
cieuse ou les degrés de liberté sont la valeur moyenne de la
concentration et ses gradients dans les différentes directions de
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I’espace. Dans ce cas, la solution est approximée dans 1’espace P,
(polynomes linéaires). Dans la premiere partie de ce travail, ces deux
espaces d’approximation sont considérés. Dans un premier temps,
nous explorons plus en détail les deux approches en les comparant
pour des maillages quadrangulaires structurés et non-structurés. Dans
un second temps, nous appliquons la seconde approche aux maillages
triangulaires non-structurés. Plusieurs techniques de limitation de
pentes sont exposées afin de trouver la procédure de reconstruction la
plus appropriée.

Afin de bien discrétiser les fronts raides de concentration qui caracté-
risent les phénoménes convectifs, les EFD emploient une discrétisa-
tion temporelle explicite en temps. Le choix du pas de temps assurant
la stabilité de la solution est dans ce cas contraint par un strict respect
du nombre de courant CFL. Ce critére dépend du champ de vitesse
ainsi que de la taille des différents ¢léments du maillage. Dans un
probléme de transport de contaminants ou des puits d’injection et/ou
de pompage sont présents par exemple, la vitesse peut varier de plu-
sieurs ordres de grandeur. La condition CFL globale impose dans ce
cas une restriction importante sur le pas de temps a utiliser, ce qui
augmente significativement les temps de calcul CPU. Dans la se-
conde partie de ce travail, nous présentons deux alternatives qui per-
mettent de pallier a cet inconvénient majeur des schémas explicites
traditionnels.

La premicre alternative consiste a étudier I’apport d’une discrétisa-
tion implicite-explicite (8-schéma) pour la résolution de 1’équation de
convection. L’objectif étant de créer un schéma qui permet de
conserver les avantages des schémas explicites tout en leur donnant la
possibilit¢ d’utiliser des pas de temps plus grands a 1’instar des
schémas implicites. La seconde alternative consiste a adopter une mé-
thode de discrétisation explicite en temps basée cette fois sur une
condition de stabilité locale. Le domaine de calcul est découpé en
plusieurs zones et différents pas de temps sont affectés a chaque zone
en fonction des caractéristiques locales de 1’hydrodynamique et du
maillage. Ces pas de temps locaux sont des multiples du plus petit
pas de temps toléré par la condition de CFL globale. Le raccord entre
les différentes zones est réalis¢é de sorte que le schéma obtenu
conserve I’ensemble des propriétés numériques du schéma explicite
classique. Pour les deux alternatives étudiées, plusieurs simulations
sont effectuées pour différentes valeurs du nombre de Péclet, sur des
maillages triangulaires fortement déstructurés.

La troisiéme et derniére partie de ce travail est consacrée a la simula-
tion du transport de solutés avec contraste de masse volumique en
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deux et trois dimensions. Quand la variation de la densité est non né-
gligeable, 1’équation de transport est couplée a celle de I’écoulement
par les équations d’état. Il en résulte alors un systéme difficile a ré-
soudre et une variation continue du champ de vitesse dans le temps.
Les schémas multi-domaines en temps nécessitent dans ce cas une ré-
partition en zones qui évolue au cours de la simulation. Les expérien-
ces du "salt-pool problem" (Oswald, 1998) qui consistent a étudier
I’effet du contraste de masse volumique sur un écoulement dans un
cube sont considérées. Les ¢tudes précédentes montrent que des mail-
lages fins et extrémement denses sont nécessaires afin de réduire les
différences observées entre les solutions numériques et expérimenta-
les. L’utilisation des schémas multi-domaines avec une répartition
dynamique assure des gains énormes en temps de calcul dans ce cas
de figure. Cet avantage permet de comparer différentes configura-
tions de maillages afin d’étudier la sensibilité des simulations numé-
riques par rapport a la discrétisation spatiale utilisée.
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Chapitre 1

Modélisation de I'Ecoulement et du Transport
en Milieux Poreux Saturé

1.1 Le milieu poreux
1.1.1 Définition
1.1.2 La porosité

1.1.3 Théorie de la continuité : le volume élémentaire représentatif
1.2 Modélisation de I’écoulement en milieu poreux saturé
1.2.1 Loi de Darcy

1.2.2 Equation de conservation de la masse

1.3 Modélisation du transport en milieu poreux saturé

1.3.1 La convection

1.3.2 La diffusion moléculaire

1.3.3 La dispersion cinématique

1.3.4 L’équation de convection-dispersion

1.3.5 Convection versus dispersion

1.4 Couplage écoulement-transport en milieu poreux saturé
1.5 Conclusion

Dans ce premier chapitre, nous rappelons brievement quelques no-
tions fondamentales liées a la description d’un milieu poreux (porosi-
té et échelle caractéristique). L’objectif est aussi de définir le cadre
dans lequel sont appliquées les équations aux dérivées partielles
(EDP) que nous allons traiter dans la suite du travail. Ces équations
se réferent d’une part a I’hydrodynamique d’une nappe d’eau souter-
raine et d’autre part au transport de masse en milieu poreux saturé.
L hydrodynamique des écoulements en milieu poreux est décrite par
un systeme d’équations composé de la loi de Darcy et de I’équation
de continuité. Le transport de masse, associé a I’écoulement de I’eau,
est régi par I’équation classique de convection-dispersion.

1.1 Le milieu poreux

1.1.1 Définition

Un milieu poreux est généralement défini comme un ensemble de
grains solides autour desquels subsistent des espaces vides appelés
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pores (Bear, 1979 ; Dagan, 1989 ; Yeh, 1999). Ces pores sont souvent
connectés entre eux et peuvent étre occupés par de I’eau, de I’air ou
d’autres fluides. Le milieu poreux est dit saturé en eau si les pores
sont exclusivement remplis d’eau. Si une phase gazeuse y est égale-
ment présente, le milieu est dit non saturé en eau. Dans notre étude,
nous nous intéressons exclusivement aux milieux poreux saturés en
eau. Avant d’aborder la dérivation des différentes EDP régissant
I’écoulement et le transport dans un tel milieu, nous rappelons quel-
ques notions de base nécessaires pour éetablir de telles relations.

1.1.2 La porosité
La porosité totale ¢ [] d’un milieu poreux est définie comme étant le

rapport entre le volume des vides V,, [L] et le volume total
Vtotal I:LS:I :

Vvide
¢ v (1.1)

total

En milieu poreux saturé, tous les vides sont occupés par de |’eau,
mais une partie peut étre liée (eau de rétention), c'est-a-dire mainte-
nue a la surface des grains par des forces d’attraction moléculaire.
Une autre partie peut étre aussi coincée physiquement dans des bras
morts ou des culs de sacs. Ces volumes morts sont tres importants
quand le milieu poreux est consolidé. Cela nous améne a définir une
autre forme de porosité liée a la circulation du fluide (Bear, 1979). La

porosité cinématique ¢, [-] est définie comme étant le rapport du vo-

lume des vides occupés par le fluide mobile sur le volume total du
milieu poreux. La porosite cinématique ¢ est celle qui intervient

physiquement dans les phénomeénes d’écoulement et de transport.

1.1.3 Théorie de la continuité : le volume élémentaire représentatif

Les milieux poreux naturels sont caractérisés par une extréme com-
plexité de la distribution des pores, irréguliére aussi bien en forme
qu’en taille. Si en théorie il est possible de décrire ce systéeme a
I’échelle du pore, une telle description se révéle utopiste lorsque la
taille du systéme augmente. Par conséquent, il est nécessaire de pas-
ser de I’échelle microscopique ou les lois fondamentales de la physi-
que s’appliquent mais ou les variables sont inaccessibles a la mesure,
a I’échelle macroscopique ou les phénomeénes sont observés.
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Les équations qui gouvernent I’évolution des grandeurs macroscopi-
ques ne sont pas nécessairement de la méme forme que celles
s’appliquant au niveau microscopique. Afin de pouvoir établir de tel-
les équations, nous introduisons la notion du volume élémentaire re-
présentatif (VER) a partir duquel le milieu poreux peut étre considéré
comme un milieu continu (Bear, 1979). Dans cette théorie, le systeme
physique réel discret est remplacé par un systeme continu dans lequel
les propriétés physiques le décrivant varient contindment dans
I’espace. La théorie de la continuité repose sur I’hypothése qu’un sys-
teme physique réel peut étre approximeé par un systeme dans lequel
les variations dans I’espace des propriétés étudiées sont suffisamment
lisses pour permettre I’utilisation de calculs différentiels. L’intérét est
donc de pouvoir formuler les changements dans le systeme en terme
d’équations différentielles décrivant les processus qui ont lieu.

Dans la présentation continue d’un milieu poreux, les variables phy-
siques décrivant le milieu, discontinues a I’échelle microscopique,
sont remplacées par des fonctions continues a I’échelle macroscopi-
que. La valeur de chaque variable physique affectée a un point ma-
thématique dans I’espace continu est obtenue en moyennant la pro-
prieté physique sur un volume élémentaire représentatif (VER). Les
dimensions du VER sont généralement suffisamment grandes par rap-
port a la taille du grain, pour contenir un grand nombre de pores et
pouvoir ainsi définir une propriété moyenne globale avec I’assurance
d’une fluctuation négligeable d’un pore a I’autre ; mais suffisamment
petites pour que les variations du parameétre d’un domaine au domaine
voisin puissent étre approchées par des fonctions continues (De Mar-
sily, 1981).

Le VER peut étre estimé en mesurant la porosité totale ¢ d’une
sphere de rayon r [L] centrée sur un point P. Sa dimension est prise

égale au rayon r, [L] défini par I’apparition d’un palier sur la courbe
reliant la porosité totale du milieu a la taille du volume d’observation
(figure 1.1). Nous adoptons alors comme porosité totale au point P la
valeur ¢ (r,). Pour des spheres de rayon inférieur a r,, ¢ (r) est sen-
sible aux fluctuations microscopiques du milieu poreux et varie aléa-

toirement. La valeur de la porosité peut aussi varier au-dela d’une
certaine valeur de r si le milieu est hétérogene.

Nous nous placerons dans ces conditions de continuité dans la suite
du travail.

10
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Milieu homogéne
----------- Milieu hétérogéne

>

r, (VER) r

Figure 1.1 : Evolution de la porosité totale d’une sphére centrée
en un point P du milieu poreux en fonction de son rayon r.

1.2

Modélisation de I’écoulement en milieu poreux saturé

L’écoulement de I’eau en milieu poreux saturé est décrit par un sys-
teme d’équations composé de la loi de Darcy et de I’équation de
conservation de la masse (ou équation de continuité). La loi de Darcy
est d’ailleurs considérée comme I’analogue pour les milieux poreux
de I’équation de conservation de la quantité de mouvement de la me-
canique des fluides classiques.

1.2.1 Loi de Darcy

L'eau souterraine s’écoule des niveaux d’énergie eleves vers des ni-
veaux d’énergie plus faibles. Cette énergie est essentiellement le ré-
sultat de I’altitude et de la pression. La loi de Darcy en milieux po-
reux exprime la vitesse de filtration en fonction du gradient de
pression et de la gravité. Pour un fluide compressible, la loi de Darcy
s’écrit sous la forme générale suivante (Bear, 1979) :

g=—"(vP+ pgva) (1.2)
Y7,

V: l'opérateur (0/0x,0/ 0y, 0/0z)

11
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q: le vecteur vitesse de Darcy [ LT ]

4 la viscosité dynamique du fluide [ ML'T ]
k : la perméabilité intrinséque du milieu [LZ}
P: la pression [ML‘lT'Z]

p: lamasse volumique du fluide [ ML |

g : l'accélération de la pesanteur [LT'ZJ

z: la cote définie selon un axe vertical ascendant [L |

La loi de Darcy (1.2) peut étre également écrite en fonction de la
charge hydraulique (Huyakorn et al., 1987) :

q=-K(Vh+ 2" oy (1.3)

£o
ou :

P, . lamasse volumique de l'eau [ML‘S}
h=P/p,g+z:lacharge hydraulique [L]

K =229 - |a conductivité hydraulique ou la perméabilité (LT,

y7,

Dans le cas d’un traceur de I’eau ou la présence de soluté n’affecte
pas la densité de I’eau (p = p, ), I’équation de Darcy s’écrit :

q=-KVh (1.4)

Du fait de I’anisotropie du milieu, la perméabilité K est définie par
un tenseur symetrique de la forme :

Kxx ny sz
K=K, K, K, (1.5)
sz Kyz Kzz

En choisissant les axes du repére de maniere a ce qu’ils soient paral-
leles aux directions principales d’anisotropie, K peut s’écrire sous la
forme d’un tenseur diagonal :

12
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o O

K, 0
K=| 0 K, (1.6)
0

0

~

ou K, est le coefficient de perméabilité horizontale et K, le coeffi-
cient de perméabilité verticale (De Marsily, 1981).

La vitesse de Darcy g n’est pas la vitesse réelle du fluide qui
s’écoule dans le milieu poreux. La vitesse réelle V [LT*J du fluide
(ou vitesse moyenne de pore) est donnée par la formule suivante :

v=2 (1.7)

L’équation (1.2) établit une relation linéaire caractéristique des écou-
lements de Stokes dans lesquels les forces visqueuses sont prépondé-
rantes par rapport aux forces d’inertie. Cette hypothese n’est pas vraie
pour des grandes vitesses d’infiltration. Nous définissons alors le
nombre adimensionnel de Reynolds :

(1.8)

ou d [L] est une longueur caractéristiqgue du milieu (prise souvent
comme le diamétre moyen des grains constituant le milieu poreux).

Le nombre de Reynolds s’interpréte comme un rapport entre les for-
ces d’inertie et les forces visqueuses. L’équation (1.2) est valable
pour de faibles vitesses de filtration donc pour des écoulements lami-
naires et de ce fait pour des ecoulements a faible nombre de Reynolds
(Freeze et Cherry, 1979). En plus, en deca d’une certaine valeur de la
taille moyenne de pore, les forces capillaires affectent la circulation
du fluide a I’intérieur de la matrice poreuse. La limite de validité de
I’équation (1.2) est généralement fixée a (Crandall et Majda, 1980 ;
Comiti et al., 2000 ) :

1<Re<10 (1.9)
La loi de Darcy n’est pas aussi valable pour les tres faibles perméabi-

lités ou en cas d’interaction électrostatique entre les ions du fluide et
les parois du solide (Jaquin, 1965).

13
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1.2.2 Equation de conservation de la masse

Le principe de conservation de la masse stipule que la variation de la
masse dans un volume de I’ordre d’un VER pendant un intervalle de
temps dt est égale a la quantité de masse entrante moins la quantité
de masse sortante. Ce principe se traduit mathématiquement par
I’équation différentielle suivante (Bear, 1979):

AL 1. o) = p0 (1.10)

ou Q, [T'l} représente le terme puits/source par unité de volume.

Deux hypothéses sont communément citées dans la littérature (Holz-
becher, 1998) et permettent de simplifier I’équation (1.10) :

- L’approximation d’Oberbeck-Boussinesq ou les variations de la
densité sont négligées. L’équation précédente devient alors :

a; +V-q=Q, (1.11)

- La variation de la densité dans la direction de I’écoulement est
négligeable. Nous obtenons dans ce cas :

A2 pv-g= 0. (1.12)

L’hypothése de Boussinesq a un domaine de validité restreint (Evans
et Raffensperger, 1992 ; Kolditz et al., 1997 ; Younes, 2003) et sera
évitée dans le cadre de ce travail. La seconde hypothése consistant a
négliger le terme Vp-q dans I’équation de conservation de la masse

n’introduit pas de différences significatives (Bear, 1979 ; Ackerer et
al., 2000) et sera adoptée dans la suite.

Nous supposons que la porosité ne dépend que de la pression et que la
densité p du fluide dépend de la pression P, de la fraction massique

du polluant dissous (soluté) C [—] (rapport entre la masse du soluté

et la masse totale du fluide) et de la température T [K]. En négligeant
les effets thermiques au sein du milieu poreux, nous pouvons écrire :
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o(4.p) _ 5¢c+¢65_/0:(p%+ Ca_P)a_H 9P Lo (113
ot o oot P oP)ot toc, o

Soit « [LTZM'l] le coefficient de compressibilité de la matrice po-

reuse et B [ LT°M™] le coefficient de compressibilité du fluide défi-
nis par Bear (1979) :

_1lop gt 00 (1.14)

p 0 6P 1-¢ 0P

L’équation (1.13) devient :

o4.p) _ o P op oC,

o o *ec ot

(1.15)

Avec S [LTZM‘l} I’emmagasinement par unité de volume du milieu

poreux dd a une variation d’une unité de pression et qui est défini par
(Bear, 1979) :

S:a(1_¢c)+¢cﬂ' (116)
L’équation de conservation de la masse (1.10) devient :

oP dp oC
ST g L Z=my 5v.q=pQ.. 1.17
PS— FNE, PV -q=pQ, (1.17)

L’équation (1.17) peut étre également exprimée en fonction de la
charge hydraulique :

Zh dp oC
s+ T 2 2m 4 pV-g=pQ 1.18
ot & oC, ot a ° (1.18)

ou s [L‘ﬂ est I’emmagasinement par unité de volume du milieu po-
reux di a une variation d’une unité de charge, reliéa S par :

S= 0,95 (1.19)

Dans le cas d’un traceur de I’eau, I’équation de conservation de la
masse (1.18) s’écrit alors :
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oh
s—+V-.q= 1.20
p q=Q, (1.20)

1.3 Modélisation du transport en milieu poreux saturé
La phase fluide se déplacant dans la matrice poreuse peut transporter
avec elle un certain nombre de substances dissoutes. Plusieurs phé-
nomenes physiques ou chimiques peuvent intervenir dans le transport
de ces solutés.

Le transport de polluant non réactif en milieu poreux est un processus
relativement complexe qui met en jeu trois mécanismes : la convec-
tion, la diffusion moléculaire et la dispersion cinématique. La section
qui suit décrit brievement I’ensemble de ces phénomenes.

La concentration C [ML‘SJ d’un polluant dissous (soluté) définie par
sa masse totale sur le volume total du fluide vaut :

C=pC, (1.21)

Puisque le fluide ne peut étre situé physiquement que dans les pores,
la quantité caractéristique du soluté a I’échelle du VER est donc égale

a ¢.pC, .

1.3.1 La convection

L’entrainement du soluté par le mouvement moyen du fluide qui se
déplace est le phénomene le plus intuitif de déplacement. L’équation
de transport résultante s’obtient en appliquant la loi de conservation
de la masse sur un volume élémentaire. Nous obtenons alors
I’équation hyperbolique suivante :

%w-(@pczmzo (1.22)

Sur la figure 1.2 (Besnard, 2003), la courbe en noir représente I’effet
de la convection sur la répartition spatiale du panache. La forme du
panache n’est pas modifiée et le soluté avance a la méme vitesse que
celle du fluide.

16



Modélisation de I’Ecoulement et du Transport en Milieu Poreux Saturé
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Figure 1.2 : Effets des principaux processus de transport sur la répartition
spatiale d’un panache a un temps donné (Besnard, 2003).

1.3.2 La diffusion moléculaire

La diffusion moléculaire est un phénoméne physico-chimique qui
peut se dérouler méme en I’absence de I’écoulement, donc indépen-
damment de la convection. Ce phénomene est lié a I’agitation molé-
culaire. Dans un fluide au repos, le mouvement brownien envoie des
molécules dans toutes les directions de I’espace. Si la concentration
dans le milieu n’est pas homogene, c'est-a-dire qu’il existe un gra-
dient de concentration entre deux points voisins, le point ayant la
concentration la plus élevée enverra plus de particules dans toutes les
directions que I’autre point. La résultante sera donc un transfert de
particules des zones a concentration élevée vers les zones a concen-
tration faible selon une loi de Fick :

A) v 4, pm,5C,) (1.23)

ou D, est le tenseur diagonal de diffusion moléculaire dans le milieu
poreux.

Sur la figure 1.2 (Besnard, 2003), la courbe grise représente I’effet de
la diffusion moléculaire pure sur la répartition spatiale du panache.
Le centre de masse du panache est fixe, le panache reste symétrique
mais s’etale a fur et a mesure.

1.3.3 La dispersion cinématique

Du fait de la microstructure du milieu poreux, le champ de vitesse du
fluide est hétérogéne. Cette hétérogénéité qui se retrouve au sein du
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milieu poreux (quelque soit I’échelle d’observation) entraine une di-
lution du soluté appelée dispersion cinématique. Trois processus sont
essentiellement a I’origine de ce phénomene :

- la variation des dimensions des pores entraine une variation de
la vitesse moyenne de propagation d’un pore a I’autre ;

- la fluctuation des lignes de courant autour de la direction prin-
cipale de I’écoulement ;

- le profil des vitesses a I’échelle du pore est parabolique
(maximale au milieu et minimale & la surface solide).

En fonction de la direction principale de I’écoulement, nous distin-
guons :

- la dispersion longitudinale o, [L] qui a lieu suivant la direc-
tion principale de I’écoulement ;

- la dispersion transversale o; [L] qui a lieu suivant un plan or-
thogonal a la direction de I’écoulement.

Le rapport (aL /aT) contréle la forme du panache : plus ce rapport est

petit, plus le panache sera large. Ce rapport varie généralement entre
5 et 100 (De Marsily, 1981). La théorie conventionnelle considere ¢,

et o, comme des propriétés intrinseques du milieu poreux. Pourtant

des expériences (Gelhar et al., 1979 ; Smith et Schwartz, 1980) ont
montré que les dispersions dépendent de la distribution des hétéroge-
néités du milieu ainsi que de I’échelle d’observation. Leur estimation
est donc complexe, ayant fait I’objet de plusieurs études sur le terrain
(tracages et essais de pompages) ou de modélisations statistiques ou
déterministes (Anderson, 1979 ; Dagan, 1987).

Dans la pratique, la diffusion moléculaire et la dispersion cinématique
ne peuvent pas étre dissociées. L’équation de transport par disper-
sion-diffusion est donnée par :

a(¢c§Cm) —V-(¢.pD.VC,)+V-(4,pD,VC, ) (1.24)

ou D, est le tenseur de dispersion cinématique. Son expression géné-

rale est donnée par Bear (1979) en supposant I’hypothése d’isotropie
dans le plan normal & la vitesse d’écoulement (symétrie du tenseur) :
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DC:(aL—aT)\ﬁ+aT V1 (1.25)

Le tenseur de diffusion/dispersion D représente simultanément la
contribution de la diffusion moléculaire et celle de la dispersion ci-
nématique. Il est défini par :

D=D,+D, (1.26)

1.3.4 L’équation de convection-dispersion

En ajoutant un terme puits/source, I’équation du transport d’un pol-
luant conservatif et non réactif dans un milieu poreux saturé, isotrope
et homogene s’écrit (Ogata, 1970 ; Bear, 1979 ; Freeze et Cherry,
1979) :

a(¢c§0m>_:_v-(¢cpcmV)+v-<¢chvcm>+stc; (1.27)

ou C, [-] est la fraction massique du soluté & la source. En dévelop-
pant cette équation, nous obtenons :

o, 40 (2L v (g ) + v v,

ot
=V- (¢chVCm) + stC;

(1.28)

Cette EDP est communément appelée I’équation de convection-
dispersion. Sur la figure 1.2 (Besnard, 2003), la courbe en pointillées
représente I’effet de convection-dispersion sur un transport monodi-
mensionnel. Le centre de masse du panache se déplace a la vitesse du
fluide et le panache s’étale au cours du temps.

La combinaison de cette équation avec I’équation de conservation de
la masse (1.10) donne I’équation de transport dans un milieu poreux
saturé avec prise en compte des variations de masse volumique :

pégtm +pV-VC, =V-(pDVCm)+p%(C;—Cm) (1.29)

c

Dans le cas d’un traceur de I’eau, I’équation (1.29) est écrite avec la
concentration comme inconnue :
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%:—V-(\/CHV—(DVCH%(C*—C) (1.30)

c

ou C* [ML'S] est la concentration du soluté a la source.

1.3.5 Convection versus dispersion

L’importance relative du transport par dispersion et/ou diffusion par
rapport au transport par convection est exprimée a |I’aide du nombre
de Péclet, nombre adimensionnel défini en 1-D par :

pe— M9 (L.31)
D, +D,

Lorsque le nombre de Péclet est nul, I’équation (1.27) se réduit a une
équation de diffusion. C’est le cas par exemple des zones de faibles
perméabilités ou a proximité de points d’eau stagnante. A I’inverse si
le nombre de Péclet tend vers I’infini, le transport par convection est
prépondérant comme c’est le cas, par exemple, des zones de fortes
perméabilités ou a proximité de points influencés (ouvrages de cap-
tage).

1.4 Couplage écoulement-transport en milieu poreux
saturé

Pour les problémes de transport de masse dans les aquiféres ou la pré-
sence de soluté n’affecte pas la densité du fluide, le couplage entre
I’equation de I’écoulement et I’équation de transport se présente de
facon simple (1.32). La résolution de I’équation de I’écoulement
fournit le champ de vitesse qui nous permet de résoudre I’équation de
transport.

Pour la résolution des EDP (écoulement ou transport, avec/ou sans
contraste de masse volumique), les conditions initiales (C.1) et les
conditions aux limites (C.L) doivent étre définies. Elles peuvent étre
soit des flux imposés (conditions de Neumann), soit des charges ou
des concentrations imposées (conditions de Dirichlet).
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oh
S—+V-q=
5V A=Q

g=-KVh
C.L. : charges et/ou flux imposés
C.I.: h(t,) = constante

Lo
@, (1.32)
oC

__v. . Qo
=-V-(VC)+Y (DVC)+¢ (C*-C)

C

C.L. : concentrations et/ou flux dispersifs imposés
C.I.: C(t,) = constante

Quand la variation de densité est non negligeable, I’équation de
transport (1.27) est couplée a celle de I’écoulement par les équations
d’état. Ces équations traduisent la variation de la masse volumique et
de la viscosité en fonction de la fraction massique dans la zone de
mélange et jouent un réle important sur le champ de vitesse. Le plus
souvent, c’est un modele linéaire qui est utilisé pour la densité (\Voss,
1984) et une formulation polynomiale pour la viscosité (Herbert et
al., 1988) :

p=p+(P—po)C,

=ty + aC, (139

avec p, la masse volumique du fluide saturé en soluté, p, la masse
volumique de I’eau douce, u, la viscosité de I’eau douce et a les

coefficients de la formulation polynomiale. D’autres relations reliant
la densite et la viscosité a la fraction massique peuvent également étre
utilisées (Carey et al., 2004 ; Griffol et al., 2005).

Le couplage écoulement-transport devient complexe lorsque la densi-
té varie de facon considérable. Le systéeme a résoudre devient dans ce
cas fortement non linéaire (1.34). En effet, la propagation du soluté
entraine une variation de la densité qui affecte considérablement le
champ de vitesse.
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ch dp OC
S—+¢@d ——+pV-Q=
P " 2C. PV -q = pQ,

q=-K(Vh+ L= yy)
Lo
C.L. : charges et/ou flux imposés

C.I.: h(t,) = constante

PR
A o(C..) (1.34)

#(Cp)

pagtm +/0V ch :V(pDVCm)"_p%(C; _Cm)

C

C.L. : concentrations et/ou flux dispersifs imposés
C.l.: C,(t,) = constante

A chaque instant de la discrétisation temporelle t, la vitesse de
I’écoulement est approchée en résolvant la loi de Darcy et I’équation
de continuité indépendamment du probléme de transport. Cette vi-
tesse est utilisée ensuite pour simuler le transfert du polluant pour ce
méme instant t. Les non-linéarités sont souvent a I’origine de la for-
mation de plusieurs cellules de convection et donc d’un champ de vi-
tesse complexe.

1.5 Conclusion

Les équations de I’hydrodynamique et du transport présentées dans ce
chapitre sont relatives aux milieux poreux saturés en eau. Il s’agit
d’un systéeme d’EDP de plusieurs types (hyperboliques et paraboli-
ques/elliptiques) qui ne se résout analytiquement que dans de tres ra-
res et simples cas. Plusieurs méthodes numériques de résolution, pour
chaque type d’équation, ont eté développées. Le chapitre suivant
passe en revue les différentes méthodes classiques utilisées générale-
ment en hydrogéologie et présente en détail celles qui sont retenues.

22



Résolution numérique des équations de I'’écoulement et du transport

Chapitre 2

Résolution numérique des équations de

|’écoulement et du transport

2.1 Introduction

2.2 Résolution de I’écoulement en milieu poreux saturé

2.2.1 Généralités

2.2.2 Eléments finis mixtes (EFM) et mixtes hybrides (EFMH)

2.2.3 Discrétisation du probléeme d’écoulement a I’'aide des EFMH

2.3 Résolution numérique de I’équation de transport

2.3.1 La méthode de séparation d’opérateurs

2.3.2 Formulation mathématique de la méthode de séparation d’opérateurs

2.3.3 Combinaison des méthodes numériques

2.4 Résolution numérique de I’équation hyperbolique de
conservation par les EFD

2.4.1 Formulation variationnelle

2.4.2 Discrétisation temporelle

2.4.3 Espaces d’approximation

2.5 Limitation de pente

2.5.1 Limitation de pente dans le cas des éléments quadrangulaires

Limitation de pente dans I'espace Q1

Limitation de pente dans I’espace P1

Résultats numériques dans le cas des éléments quadrangulaires
2.5.2 Limitation de pente dans le cas des éléments triangulaires

Le limiteur L-Minmod

Le limiteur de Hoteit et al. (2004)

Le limiteur de Cockburn et Shu (1998)

Le limiteur de Burbeau et al. (2001)

Résultats numériques dans le cas des éléments triangulaires

2.6 Conclusion

2.1

Introduction
Les EDP deécrivant I’écoulement et le transport en milieux poreux saturés
sont généralement résolues soit par des méthodes analytiques (ou quasi-
analytiques), soit par des méthodes numeériques.

Le principal avantage des méthodes analytiques est de fournir quand cela
est possible une solution exacte a I’équation de base. Plusieurs solutions
analytiques ont été développées pour les équations de I’écoulement. Ce-
pendant, la plupart de ces solutions se limite a des problémes hydrauli-
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ques relatifs aux puits impliquant une symétrie radiale (Walton, 1962 ;
Lohman, 1972 ; Reed, 1980). Des solutions analytiques sont établies éga-
lement pour la résolution de I’équation de transport. Ogata et Banks
(1961), Ogata (1964), Sauty (1980) et Van Genuchten (1981), entre au-
tres, ont présenté des solutions analytiques pour des transports monodi-
mensionnels avec des conditions aux limites respectivement de type Diri-
chlet, Neumann et Cauchy. De Josselin de Jong (1958), Fried (1975),
Bear (1979), Wilson et Miller (1978), Batu (1989, 1993) par exemple pré-
sentent des solutions analytiques pour le transport bidimensionnel. Enfin,
Domenico et Robbins (1985), Leij Feike et Dane (1990) parmi d’autres,
se sont intéressés au transport tridimensionnel. Dans certains cas, il
s’avere utile d’utiliser une méthode semi-analytique (Hildebrand, 1962 ;
Zoppou et Knight, 1994 ; Wang et al., 1998). Le probléme est d’abord ré-
solue analytiqguement dans les domaines des transformées de Fourrier ou
de Laplace et la transformée inverse est ensuite calculée numériquement.

L’ application des méthodes analytiques et semi-analytiques nécessite une
"idéalisation", peut étre d’une facon irréealiste, de la géomeétrie, des pro-
priétés physiques et des conditions aux limites du domaine d’étude. Or
dans la plupart des cas reels, les avantages mathématiques d’avoir une so-
lution analytique sont contrecarrés par les erreurs dues aux hypothéses
simplificatrices relatives a I’environnement complexe du terrain et néces-
saires a I’application des méthodes précitées. L’utilisation des méthodes
analytiques est de ce fait limitée a des systemes dont la géométrie est
simple et aux milieux homogenes.

Pour les probléemes en hydrogéologie ou les méthodes précédentes sont
inadaptées, les EDP sont résolues numériquement. Dans ce cas, les varia-
bles physiques continues sont remplacées par des variables discrétes défi-
nies au niveau des mailles ou des nceuds. Ainsi I’équation différentielle
continue qui détermine la charge hydraulique ou la concentration des so-
lutés sur I’ensemble du systéme, est remplacée par un nombre déterminé
d’équations algébriques définissant la charge hydraulique ou la concentra-
tion en des points spécifiques.

Les équations qui décrivent I’écoulement des eaux souterraines et le
transport de masse sont des EDP du second ordre qui sont généralement
classées selon la nature et I’importance de leurs coefficients. Nous distin-
guons trois types d’EDP de second ordre : parabolique, elliptique et hy-
perbolique (Peaceman, 1977) et chaque type d’équations possede ses pro-
pres propriétés mathématiques. Pour obtenir une solution stable et précise,
les méthodes numeriques les mieux adaptées pour la résolution de chaque
type d’équations doivent étre développées et étudiées séparément.
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Deux groupes principaux de méthodes numériques sont communément
utilises pour résoudre les equations de I’hydrogéologie. Il s’agit de la mé-
thode des différences finies/volumes finis et de la méthode des éléments
finis. Nous distinguons ensuite pour chacune de ses methodes un ensem-
ble de sous-classes et de mises en ceuvre alternatives. Des études détail-
lées traitant I’application des techniques classiques de résolution & des
problémes d’hydrogéologie sont présentées dans Remson et al. (1971) et
Wang et Anderson (1982). Chaque approche a ses avantages et ses in-
convénients. Les méthodes des différences finies/volumes finis sont
conceptuellement et mathématiquement plus simples. Les méthodes des
éléments finis nécessitent généralement un recours a des approches ma-
thématiques plus sophistiquées, et peuvent étre pour certains problémes
numériquement plus précises que les méthodes standard différences fi-
nies/volumes finis. L’avantage des éléments finis réside dans la flexibilité
du maillage qui permet une approximation spatiale plus fine des limites
irrégulieres ainsi que des parameétres de I’aquifere.

Dans ce chapitre, nous présentons et étudions en détail les méthodes nu-
mériques que nous adoptons pour la résolution des équations de
I’écoulement et du transport en milieux poreux saturés.

2.2 Reésolution de I’écoulement en milieu poreux saturé

2.2.1 Généralités

Comme nous I’avons vu au chapitre 1, I’écoulement d’un traceur de I’eau
en milieu poreux saturé est régi par les deux équations suivantes :

s%thV-q:Qs sur Qx(0,T |

g=-KvVh  surQx(0,T]

h=h, sur Q (2.1)
h=h, sur'°x(0,T |
q=9q, surFNx(O,T]

Q est le domaine d’étude et T la durée des simulations. Des conditions
aux limites de type Dirichlet sont imposées sur une partie de la frontiere

I'°. La deuxiéme partie de la frontiere T" correspond a des conditions
aux limites de type Neumann avec un flux imposé. h, correspond a la dis-

tribution de la charge dans le domaine a t=0 (conditions initiales).
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L’équation (2.1) est de type elliptique dans le cas d’un régime permanent
(s=0) ou parabolique dans le cas d’un régime transitoire (s # 0).

Un schéma numérique bien adapté a la résolution du probléeme de
I’écoulement doit avoir les propriétés suivantes :

- conservation locale de la masse,

- garantie de la continuité des flux aux interfaces des différents élé-
ments de la discrétisation,

- approximation précise du champ de vitesse en milieu fortement hété-
rogene,

- préservation de la positivité de la solution du schéma monotone,

- capacité a traiter des problémes anisotropes,

- flexibilité dans la manipulation de domaines a géométrie complexe,

- traitement satisfaisant des différents types de conditions aux limites,

- résolution efficace du systéme obtenu.

Pour les problémes purement paraboliques/elliptiques, les méthodes des
volumes finis (VF) ainsi que celle des différences finies (DF) peuvent étre
utilisées. Les deux schémas possedent un nombre d’inconnues égal au
nombre de mailles, la charge hydraulique étant discrétisée spatialement
par une fonction constante par morceau sur chaque maille du domaine. Le
bilan de masse est exact au niveau de chaque élément du maillage. Les
DF et les VF sont faciles a mettre en ceuvre mais présentent toutes les
deux des contraintes sur la discrétisation spatiale. En effet, la méthode des
DF nécessite un maillage rectangulaire et n’est donc pas bien adaptée
pour les domaines a géométrie complexe. Dans le cas d’un maillage
triangulaire, la méthode des VVF nécessite des triangles qui vérifient le cri-
tere de Delaunay. Ce critére est difficile a veérifier dans le cas des tétrae-
dres en 3-D. En plus, ces deux méthodes ne traitent pas d’une fagon ri-
goureuse I’équation de [I’écoulement quand la perméabilité K est
représentée par un tenseur plein discontinu en espace. Ceci est notamment
le cas lorsque le milieu poreux est anisotrope avec des axes d’anisotropie
ne coincidant pas avec les axes de coordonnées.

Une maniére de pallier a cette difficulté est d’utiliser la méthode des élé-
ments finis (EF). La méthode des éléments finis de plus bas degré
consiste a approcher la charge hydraulique par une fonction linéaire sur
I’élément. La vitesse, constante sur chaque élément, est obtenue par diffé-
renciation de la charge hydraulique. Dans le cas d’un écoulement unidi-
rectionnel, la méthode des EF est identique a celle des DF. Les EF per-
mettent de traiter n’importe quel type de géométrie ainsi que de travailler
avec des tenseurs de permeabilités pleins. Le principal inconvénient de
cette méthode provient du fait que la composante normale de la vitesse
n’est pas assurée d’étre continue a travers une interface commune a deux
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éléments du maillage. Ces discontinuités qui apparaissent méme dans un
milieu homogene, engendrent une source d’erreur au niveau du calcul des
flux locaux et posent des problemes pour tracer les lignes de courant ou
lors de la simulation du transport de polluants. C’est pour éviter ce genre
de soucis numériques qu’ont été développées des méthodes plus efficaces
comme la méthode des éléments finis mixtes (EFM) (Chavent et Jaffre,
1986 ; Brezzi et Fortin, 1991).

Nous présentons brievement dans ce qui suit les deux méthodes EFM et
EFMH avant de donner la discrétisation typique du probléme de
I’écoulement avec la méthode des EFMH. La formulation reprend en par-
tie les notations adoptées dans les articles de références de Thomas (1977)
et de Chavent et Roberts (1991).

2.2.2 Eléments finis mixtes (EFM) et mixtes hybrides (EFMH)

Le principe de la méthode des EFM consiste a resoudre simultanément le
couple solution formé de la variable d’état (la charge hydraulique) et de
son gradient (la vitesse). Cette méthode est issue des recherches dans le
domaine de la modélisation en mécanique des structures (Hermann,
1967). Dans le cas de la résolution de I’équation de I’écoulement, la mé-
thode des EFM permet d’assurer un bilan de masse exact au niveau de
chaque élément et aboutit & un champ de vitesse précis (méme ordre de
précision pour h et ¢). Les maillages non-structurés et les tenseurs de

perméabilités pleins discontinus en espace sont aussi efficacement traités.

Plusieurs familles d’éléments mixtes sont proposées dans la littérature.
Parmi les plus connues et les plus employées, nous citons celles de Ra-
viart-Thomas RT (Thomas 1977 ; Raviart et Thomas, 1977), de Brezzi-
Douglas-Marini BDM introduits dans Brezzi et Fortin (1991) ainsi que
celles de Brezzi-Douglas-Fortin-Marini BDMF (Crouzeix et Raviart,
1973 ; Douglas et Wang, 1993). Nous privilégions dans ce travail les mé-
thodes de plus bas degré afin de minimiser le stockage et les temps de
calcul CPU. C’est bien donc dans cette perspective que les éléments finis
de Raviart-Thomas d’ordre zero RT, seront adoptés dans la suite.

La charge h est discrétiseée au moyen d’une fonction constante par maille
et la vitesse ¢ est approximée dans I’espace RT,. Du fait des propriétés

de I’espace d’approximation, le probléme se réduit a un systeme linéaire
d’équations dont les inconnues sont les charges hydrauliques moyennes
par maille et les flux a travers les arétes (ou les facettes en 3-D). La ma-
trice associée a ce systeme est symétrique mais non définie positive. La
résolution d’un tel systéme est difficile avec les méthodes classiques
(Brezzi et Fortin, 1991 ; Chavent et Roberts, 1991).
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Afin de remédier a cet inconvénient, une formulation alternative a été
proposee, il s’agit de la méthode des eléments finis mixtes hybrides
(EFMH). Elle permet de transformer, apres quelques manipulations algé-
briques, le systeme matriciel issu de la méthode des EFM en un systéme
symétrique défini positif. Les inconnues dans ce cas sont des multiplica-
teurs de Lagrange qui correspondent a la charge hydraulique moyenne par
aréte (ou facette en 3-D). La matrice associée a ce systeme est cette fois-
ci symétrique définie positive (Marini, 1985). Le systéme peut donc étre
résolu avec les méthodes classiques. C’est pour cela que la méthode des
EFMH est préférable a celle des EFM.

Différentes études ont été menées afin de comparer les formulations mix-
tes EFM et EFMH aux méthodes numériques classiques DF, VF et EF.
Dans le cas d’un milieu homogéne, Mosé (1990) montre que le champ de
vitesse obtenu par les méthodes mixtes est plus précis que celui obtenu
avec les DF. Kaaschieter (1990) et Mosé et al. (1994) montrent que les
méthodes issues de la formulation mixte sont plus robustes que celles is-
sues des éléments finis classiques.

Nous présentons dans ce qui suit la discrétisation classique du probléme
d’écoulement en régime transitoire a I’aide des éléments finis mixtes hy-
brides (EFMH).

2.2.3 Discrétisation du probléme d’écoulement a |I'aide des EFMH

Le domaine Q est discrétisé a I’aide d’un maillage Y, d’éléments E

triangulaires ou quadrangulaires (h étant la longueur caractéristique du
maillage). Sur un élement E possedant N, arétes, nous definissons

I’aréte I'j celle commune a I’élément E et son élément voisin Ej
(Tj = 0E NOEj). L’espace de Raviart-Thomas de plus bas degré RT,(E)

est généré par les fonctions de base w", i=1,.., N, telles que (Brezzi et

Fortin, 1991 ; Chavent et Roberts, 1991) :

Il

rjwf-qj =0, j=1..N;, (2.2)

ol #; estla normale unitaire a I’aréte I'j dirigée vers I’extérieur et o; est
le symbole de Kronecker. Ainsi les fonctions de base w® de I’espace

RT,(E) sont telles que les flux de @’ a travers les arétes de E sont tous

nuls sauf celui a travers I’aréte T'i qui vaut un. Nous avons également,
grace a la formule de Green et a la définition (2.2), la propriété suivante
qui sera utile dans la suite :
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N
LV'wiEZJZ_;ijiE"h =1 i=1.,N,. (2.3)

Sur chaque élément E, la vitesse de Darcy ¢, est approximée dans

o o —E
I’espace RT,(E) comme une combinaison linéaire de ses flux Q, a tra-
vers chacune des arétes de E :

N -
qe = zQi wiE' (2.4)
i=1
En utilisant la relation (2.3), nous pouvons écrire :
N¢ —E
[[Vae=2Q" (2.5)
i=1

L’expression des fonctions de base du plus bas ordre e étant complexes
sur I’élément réel E, nous transférons le probléme sur un élément de ré-
férence E (figure 2.1 et figure 2.2). Les fonctions de base de I’espace
RTO(E) ainsi que les formules qui permettent de passer de I’élément de

référence a I’élément réel sont présentées dans I’annexe A.

Y1 Yt )
0,9
E r2 I3
r2 '3
E ,
(Xl Y1) Fl (X2 , yz)
u X

(0,0) 1 (L0)

Figure 2.1 : Elément de référence et élément réel pour un maillage
triangulaire.
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V A y A
f2 (xoy) T2 ¥
(O30 (N
F 3 r4
I3 E r4
Cod)d Ty
u R X‘

(0,0) 1 @.0)

Figure 2.2 : Elément de référence et élément réel pour un maillage
quadrangulaire.

En inversant sur un élément E le tenseur K. des perméabilités, la loi de
Darcy se réécrit sous la forme suivante :

K-ElqE =-Vh. (2.6)

Pour obtenir une formulation faible, nous multiplions (2.6) par chacune
des fonctions de base @/ et nous intégrons sur un élément E . En appli-
quant la formule de Green, nous obtenons :

IE K]ElqE 'wiE :_J.EVh'wiE
Nt
= IE hV-wiE —JZ_;J.rjthan)iE 1 2.7)
=h. —thiE, i=1.., N,

ol h. est la charge hydraulique moyenne sur I’élément E et th® la
charge hydraulique moyenne sur I’aréte T'i de I’élément E . En posant :
N 1
B; :J.K;ij-wiE et o =Z(B--E) , (2.8)
E

i ij
j=1

I’équation de Darcy discrétisée peut se réécrire sous la forme suivante :

Ny
Q =afh —Y(BE) thE, i=1...N,. (2.9)

=

Nous en déduisons alors la relation suivante :
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Ne N
>.Q =ach - Y afthf, (210)
i=1 j=1

Nf
avec ap =Y. a;.
j=1

La discrétisation de la premiére équation de (2.1) a I’aide d’un schéma
volumes finis en espace et une discrétisation temporelle implicite donne :

n+1

n Ne o \n+
SE|E|ET;hE+Z(QiE) o) (2.11)
i=1

ou s. est la valeur moyenne du coefficient d’emmagasinement s et

QSE :IEQS'

En combinant I’équation (2.10) a I’équation (2.11), nous pouvons écrire :
Ny n+1
het =355 (thy )~ + e, (2.12)
j=1

avec .

E At 2

|E[scht +QC At
L = .
' At+s |E|

e s v aat

. —E
Les inconnues sont les charges moyennes h_, les flux Q, et les traces de
charges sur les arétes th". Le systéme linéaire mixte hybride, dont les
seules inconnues sont les traces de charges th®, est obtenu en exprimant

—E . .. - "
les h. etles Q; en fonction des th". Il faudra aussi imposer la continuité

des flux et de la charge a I’interface entre deux éléments E et E' du
maillage. Soient alors E et E' deux éléments adjacents, la continuité de
la charge se traduit par :

th* =thjE', (2.13)
Tandis que la continuité du flux se traduit par :

Q +Q, =0. (2.14)
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Les conditions de Neumann (flux ¢, imposé sur une aréte) s’integrent ai-
sément en modifiant I’équation (2.14) comme suit :

Q +4, =0. (2.15)

De méme les conditions de Dirichlet (charge h, imposée sur une aréte)
sont prises en compte en modifiant (2.13) comme suit :

th® =h, . (2.16)

La continuité des flux (2.14) se transforme, grace a (2.9) en :

oo -3 (B (e et Y (BS ) () 0. )
k=1 k=1

L’expression de h?™ donnée par (2.12) est maintenant injectée dans
(2.17) pour obtenir :

N

of (25 ()" ¢ FEJ_Z(B; ()

T ; (2.18)
+af {Z S (the)" + FE.J—Z(BJ.EK' )" (the)" =o.
k=1 =1
En réordonnant, le systéeme final se réécrit :
N Ny
D (&8 = (BE) )™+ (ef ¢ —(BR) )(thy )™
k=1 k=1 (2.19)

_ E E'
=-—a; Fg—a; F.

La matrice associée a ce systeme est symétrique définie positive (Chavent
et Roberts, 1991). Sa resolution peut donc étre effectuée avec la méthode
des gradients conjugués.

Dans le cas de la prise en compte d’un contraste de densite, I’équation de
continuité ainsi que la loi de Darcy sont modifiées ainsi que la formula-
tion discréte de ces équations. Nous éetudierons ce point plus en détail au
chapitre 4.
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2.3

Résolution numérique de I’équation de transport

2.3.1 La méthode de séparation d’opérateurs

En I’absence du terme puits/source et dans le cas du transport d’un tra-
ceur, I’équation de convection-dispersion s’écrit :

==V (10)+V-(DVC) (2.20)

Le caractere mixte de I’équation de transport avec une derivee premiere
exprimant la convection et une dérivée seconde exprimant la diffu-
sion/dispersion rend la reésolution numerique de cette équation plus diffi-
cile que celle de I’hydrodynamique souterraine étudiée dans la section
précedente.

En effet, les propriétés mathématiques de I’équation (2.20) varient en
fonction du terme dominant dans I’équation pour une situation particu-
liere. Quand le transport de soluté est d0i a un transport par convection,
I’équation (2.20) se rapproche d’une équation de type hyperbolique. En
revanche si le systeme est dominé par des flux dispersifs (zones ou les vi-
tesses du fluide sont relativement faibles et les dispersions dans I’aquifere
relativement élevées) alors I’équation (2.20) se rapproche d’une équation
du type parabolique (comme pour I’équation de I’hydrodynamique souter-
raine en régime transitoire (2.1)).

Les méthodes numériques les mieux adaptées pour la résolution des équa-
tions de type parabolique ne sont pas nécessairement celles qui marchent
le mieux pour résoudre les équations de type hyperbolique et inversement.
Ainsi, il n’existe pas de méthode numérique unique et idéale pour
I’ensemble des problémes de transport souterrain susceptibles d’étre ren-
contrés dans la pratique. Cette difficulté est accrue par le fait que sur le
terrain, la vitesse d’écoulement des eaux souterraines varie fortement,
méme si les propriétés de I’aquifere sont relativement homogenes (du fait
de I’influence des conditions aux limites complexes). Ainsi, dans les zo-
nes de faibles perméabilités ou a proximité de points d’eau stagnante, la
vitesse peut étre proche de zéro et le transport sera dominé par des pro-
cessus de dispersion ; dans les zones de fortes perméabilités ou a proximi-
té de points influencés (comme les ouvrages de captage), la vitesse peut
atteindre des valeurs importantes (de I’ordre de plusieurs metres par jour)
et le transport est alors dominé par la convection. En d’autres termes,
pour un méme systéme, I’équation de base peut étre de type hyperbolique
dans une zone donnée (& un moment donné) et de type parabolique dans
une autre partie du domaine (a un autre moment). Par conséquent quelque
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soit la méthode numérique utilisée, elle ne sera pas optimale sur
I’ensemble du domaine considéré, et il se peut que des erreurs numériques
importantes soient introduites quelque part dans la solution.

Comme aucune des méthodes numériques standards n’est idéale pour
I’éventail trés large des problémes de transport, beaucoup de recherches
s’intéressent au développement de méthodes combinées dont le but est de
minimiser les erreurs numériques et d’allier au mieux les meilleures ca-
ractéristiques des approches alternatives courantes : il s’agit de la me-
thode de séparation d’opérateurs (Dawson et Wheeler, 1992 ; Karlsen et
Risebro, 1997 ; Dawson et Aizinger, 1988; Evje et Karlsen,
1999 ; Hundsdorfer et Verwer, 2003). L’ objectif est de séparer I’équation
(2.20) en deux sous-équations qui seront traitées séquentiellement, cha-
cune de facon spécifique. Dans ce cas, les processus physiques mis en jeu,
a savoir la convection et la diffusion/dispersion, sont résolus séparéement
voir successivement. En terme numérique le principal intérét de cette
technique est de pouvoir choisir la méthode numérique la mieux adaptée a
chacun des deux opérateurs physiques qui constituent I’équation de trans-
port, ceci apporte également un grand avantage en terme de modularité
des codes informatiques résultants (Sportisse, 2000).

Nous nous contentons dans cette étude d’une séparation a I’ordre un car
les résultats obtenus avec des techniques de séparation d’opérateurs
d’ordre supérieur ne sont pas convaincants (Sboui, 2007). Dans un pre-
mier temps, seule la partie convective est résolue et dans un second
temps, la partie dispersive est résolue en se servant comme condition ini-
tiale de la concentration déja obtenue par convection. La concentration
calculée a la fin de cette deuxieme étape représente alors la solution nu-
mérique recherchée. Cette approche peut donc créer une erreur due a la
séparation des deux phénomeénes physiques (Karlsen et al., 2001). La mi-
nimisation de cette erreur est cependant rendue possible en fonction du
pas de temps de la discrétisation (Descombes, 2001).

2.3.2 Formulation mathématique de la méthode de séparation
d’opérateurs

La formulation mathématique de la technique de séparation d’opérateurs
peut étre décrite comme suit (Kirby, 2000) :

Soit £,' un opérateur qui permet de résoudre le probléme de convection
pure suivant :

SV (10) =0 (2.21)
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Si C" est la valeur de la concentration au temps t", alors la concentration
obtenue uniquement par convection au temps t"* =t" + At est :

C™ =g¥(C") (2.22)

De la méme fagon, soit &' un opérateur qui permet de résoudre le pro-
bléeme de dispersion pure suivant :

%-v-(ovo) -0 (2.23)

n+l

La concentration au temps t"" obtenue uniquement par dispersion est :

C™=¢g5'(C") (2.24)
La technique de séparation d’opérateurs peut donc étre décrite par :
C™=gllogy(CM) (2.25)

Les problemes (2.21) et (2.23) admettent chacun une solution (qui peut
étre éventuellement faible). Soit C™ la solution numérique obtenue par
(2.25) et C* la solution exacte du probléeme (2.20), Karlsen et al. (2001)

montrent que C"* tend vers C™ lorsque le pas de temps At tend vers

zéro. Dans la pratique, les opérateurs &' et &5 sont remplacés par des
opérateurs discrets, a savoir les schémas numériques que nous utilisons.

Les méthodes numériques utilisées pour résoudre la partie convective sont
généralement explicites en temps alors que celles utilisées pour résoudre
la partie dispersive sont implicites. Ackerer et al. (1999) et Mazzia et Put-
ti (2000) entre autres, proposent dans ce cas d’adopter un pas de temps
différent par opérateur et définissent At, et At, les pas de temps respec-

tifs de &, et ;. Contrairement aux schémas explicites, les schémas im-
plicites sont inconditionnellement stables et At, est généralement choisi
supérieur a At,. Un entier M >1 peut alors étre choisi de sorte que
At, = MAt,. Dans ce cas plusieurs opérations numériques de &, sont ef-
fectuées pour une opération de &, pendant un pas de temps At .

La technique de séparation d’opérateurs peut donc étre reformulée comme
suit :
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Soit £,*(C) I’opérateur représentant la méthode numérique qui permet
de résoudre I’équation hyperbolique de convection avec un pas de temps
At,. La concentration calculée au temps t""'" =t" +iAt, (i=1..,M)

est :

crHM gitA (Cn+(i—1)/M) (2.26)

Au temps t"* =t" + Aty , la concentration C™* calculée par le schéma de
convection pure s’exprime par la forme récursive suivante :

Cn+1 _ gitA (Cn+(M—1)/M )= gﬁtA OgitA (Cn+(|v|—2)/|v| )

e eet (€)= ()" ()

M fois

(2.27)

De la méme fagon, soit £5°(C) I’opérateur représentant la méthode nu-
mérique qui permet de résoudre I’équation purement parabolique de dis-
persion avec un pas de temps At . La concentration au temps t"** s’écrit :

M = g ((g;‘jA )’ (C“)) (2.28)

Cette nouvelle formulation conduit a des gains en temps de calcul puisque
les opérations de diffusion-dispersion sont généralement plus codteuses
que celles de la convection : elles impliquent la résolution d’un systéme
linaire de grande taille.

Plusieurs combinaisons de schémas numériques sont envisageables pour
les opérateurs ¢, et ¢, . Les sections qui suivent passent en revue les dif-

férentes techniques qui existent pour chaque type de probléme et présen-
tent plus en détail celles qui sont retenues.

2.3.3 Combinaison des méthodes numériques

Considérons tout d’abord le terme dispersif. L’équation de diffu-
sion/dispersion (2.23) peut étre réécrite sous la forme mixte suivante :

o (2.29)
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La résolution numérique de cette équation est identique a celle utilisée
pour le systéme (2.1) décrivant I’écoulement en milieu poreux saturé. Les
méthodes des éléments finis (EF) et des éléments finis mixtes (EFM) ont
été employées par Dawson (1991, 1993). Pour assurer la continuité de la
composante normale du flux dispersif a travers les différentes interfaces
et pour préserver le bilan de masse dans chaque élément, nous utilisons la
méthode des EFMH pour résoudre I’équation (2.29). La formulation ma-
thématique est détaillée dans I’annexe B (Siegel et al. 1997 ; Ackerer et
al., 1999).

La résolution numérique du terme convectif est un peu plus délicate. En
effet, les équations de type hyperbolique sont caractérisées par des solu-
tions comportant des discontinuités ou des fronts raides méme si la condi-
tion initiale est réguliére (Lax et Wendroff, 1960 ; Crandall et Majda,
1980). Afin de prendre en compte ces zones a forts gradients, plusieurs
schémas numériques stables et efficaces ont été développés.

Les méthodes Lagrangiennes par exemple (Prickett et al., 1981 ; O’Neill,
1981 ; Mas-Gallic, 1987 ; Sun, 1999) ne requiérent aucun maillage. La
technique la plus fréqguemment utilisée pour résoudre la convection est la
méthode standard de suivi de particules. Le principe consiste a représenter
le nuage de polluants par un grand nombre de particules discretes. Ces
particules se déplacent selon le champ de vitesse local et sont donc sou-
mises & un deplacement déterministe dd a la convection. Cette méthode
est exempte de toute diffusion numérique (contrairement aux méthodes
Eulériennes). Mais son inconvénient majeur est le nombre important de
particules a utiliser surtout en milieu tridimensionnel ce qui implique un
temps de calcul trés important. La dispersion peut étre également prise en
compte (Kinzelbach, 1988) en introduisant dans le modele la notion de
marche aléatoire (ou méthode de marche au hasard). Cependant les solu-
tions obtenues dans ce cas comportent des fluctuations non-négligeables
dues aux déplacements aléatoires des particules. Ces fluctuations empé-
chent tout couplage du modéle avec d’autres processus tels que la chimie
ou le contraste de masse volumique.

Une autre alternative consiste a utiliser des méthodes Eulériennes. La dis-
crétisation de I’équation hyperbolique se fait dans ce cas en utilisant un
maillage fixe. Les dérivées spatiales sont approchées en utilisant les va-
riables définies dans les mailles ou sur les nceuds voisins. Les méthodes
Eulériennes standards (DF, VF et EF) ne sont pas adaptées a la résolution
des équations hyperboliques (2.21). Elles générent souvent des oscilla-
tions non physiques et de la diffusion numérique.

Pour pallier a ce probleme, des schémas d’ordre supérieur plus précis
dans la discrétisation du front ont été établis (Harten, 1983 ; Osher, 1985).
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Ces schémas utilisent une approximation polynomiale discontinue de la
solution. En effet, la solution est approchée par un polynéme d’ordre k
sur chaque élément du maillage mais n’est pas nécessairement continue a
I’interface de deux mailles voisines. 1l s’agit alors en quelque sorte d’une
approche continue par morceaux. L’équation de convection (ou de
conservation) est ensuite intégrée sur chacun maille, ce qui fait apparaitre
des flux aux interfaces. Ces flux numériques aux points de discontinuité
sont approchés numériquement en résolvant un probleme de Riemann
(Alcurdo et Garcia-Navarro, 1993) et peuvent revétir plusieurs formes.
Pour les problemes de convection linéaire c’est souvent un simple décen-
trage amont qui est utilisé. Nous parlons alors de schémas Eulériens
amont. Lorsque les polyndmes utilisés localement ne sont pas constants
(k >1), une étape de limitation de pente (ou de flux) est nécessaire pour

stabiliser la solution qui présente des oscillations dans les zones de choc,
en diminuant ses gradients sur chaque maille (Sweby, 1984 ; Osher et
Chakravarthy, 1984). Le but de cette étape est donc de forcer la solution a
respecter certains critéres (dits entropiques) de maniére a converger vers
la solution physique. Cependant cette étape nécessaire introduit toujours
de la diffusion numérique (Peyret et Taylor, 1983) qui vient dégrader la
précision de la solution dans les zones a forts gradients (zones de chocs).
L’objectif est donc de réduire au maximum cette diffusion numérique.

La méthode des éléments finis discontinus de Galerkin (EFD) est une mé-
thode Eulérienne d’ordre supérieur qui combine astucieusement les avan-
tages des éléments finis (EF) et des volumes finis (VF) (Cockburn et Shu,
1998). La différence principale avec les éléments finis classiques (EF) ré-
side dans le fait que nous n’imposons plus a la solution numérique d’étre
continue a travers les interfaces entre différents éléments du maillage.

Cette méthode a été introduite par Reed et Hill (1973) pour résoudre
I’équation de transport des neutrons. Lesaint et Raviart (1974) montrent
que si la solution est suffisamment réguliére et si les polynémes utilises
sont de degré k, I’ordre de la méthode est k+1 (autrement dit est un
O(h*") ou h est le pas de discrétisation spatiale). Chavent et Salzano
(1982) utilisent les EFD pour la résolution du transport en milieu poreux
et proposent un schéma d’Euler (du premier ordre) explicite en temps uti-
lisant des fonctions affines par morceaux. Chavent et Cockburn (1989)
stabilisent le schéma pour des CFL < 0.5 en rajoutant une étape de limita-
tion de pente de type Van Leer (1977). Le schéma obtenu possede en plus
la propriété TVD (Total Variation Diminishing), propriété clé pour captu-
rer des solutions entropiques (Toro, 1997). Les schémas TVD sont bien
adaptés pour les problémes hyperboliques, mais Goodman et Leveque
(1985) montrent que tout schéma TVD ne peut qu’étre au plus d’ordre un
en espace. Cockburn et Shu (1991) introduisent une discrétisation tempo-
relle d’ordre deux (schéma de Runge-Kutta). Cependant, la combinaison
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des schémas de Runge-Kutta d’ordre k +1 avec une procédure de limita-
tion de pente appliquée sur des polynémes de degré k donne des schémas
qui ne sont plus TVD. Les limiteurs ne parviennent plus a supprimer tota-
lement les oscillations dans les zones a fort gradient mais possedent
néanmoins le caractere plus faible de TVB (Total Variation Bounded). En
d’autres termes, la solution numérique peut éventuellement toujours pré-
senter des oscillations mais celles-ci sont controlées du fait qu’elles sont
bornées. Siegel et al. (1997) montrent la supériorité des EFD par rapport a
la méthode des VF d’ordre supérieur dans le cas d’un maillage fortement
déstructuré. 1l est également démontré dans Lin et Zhou (1993) que,
méme en présence de fortes discontinuités dans la solution exacte, la mé-
thode des éléments finis discontinus de Galerkin converge.

Comme les EFD et les EFMH recherchent des solutions dans les mémes
espaces d’approximation, et comme ils possédent des propriétés de
conservation similaire, leur combinaison a I’aide d’une méthode de sépa-
ration d’opérateurs produit un schéma localement conservatif qui permet
de résoudre efficacement les équations de transport par convection-
dispersion (Siegel et al., 1997 ; Ackerer et al., 1999 ; Kirby, 2000). Cha-
vent et Jaffré (1986) proposent pour la premiére fois I’idée pour résoudre
I’équation de saturation des écoulements diphasiques. La partie convec-
tive est résolue a I’aide des EFD alors que les phénomenes diffusifs due a
la pression capillaire sont résolus par les EFMH. Dawson et Aizinger
(1998) proposent une combinaison des EFD avec différents espaces
d’approximation pour les EFM montrant I’efficacité et la convergence des
schémas obtenus. Siegel et al. (1997) montrent la stabilité des schémas
EFD-EFMH pour des maillages triangulaires fortement déstructurés quel-
que soit la valeur du nombre de Péclet.

Nous détaillons dans la section suivante la formulation mathématique de
la méthode des EFD retenue pour résoudre I’équation hyperbolique (2.21)

2.4 Résolution numeérique de I’équation hyperbolique de
conservation par les EFD

La méthode des EFD présente deux étapes de calcul indépendantes. La
premiére étape fournit une prédiction de la solution numérique obtenue en
utilisant des polynémes discontinus par morceaux incluant une évaluation
des flux numériques sur les arétes de la discrétisation (ou facettes en 3-D).
La seconde étape consiste en une limitation de pente afin de stabiliser la
solution numérique. La présentation qui suit concerne les maillages 2-D
(triangulaires et quadrangulaires) et nécessite I’introduction de quelques
notations inspirées des travaux de Chavent et Salzano (1982) et Cockburn
(2003).
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2.4.1 Formulation variationnelle

La méthode des éléments finis discontinus (EFD) est différente de la mé-
thode des éléments finis classique (EF) par rapport au choix de I’espace
d’approximation de la solution. En effet, la concentration est approchée
dans un espace V, formé des fonctions discontinues par morceaux :

V, ={vel”(Q):v,|ceV(E), VEeY,},

ou Vv (E)est I’ensemble des fonctions d’approximation de la solution sur
un elément E du maillage Y, .

Soit N la dimension de I'espace V (E) et soit {4}, i=1,..,N. une
base de V (E). La solution recherchée C, (x,t) s’exprime donc sur cha-

que maille sous la forme d’une pondération des fonctions #° comme suit :
Ne
Cy(x,t)[:=D CF(t) 67 (x) (2.30)
i=1

ot C7(t), (i=1,.N.) représentent les inconnues du probléme ou les

degrés de liberté. Pour déterminer la solution numérique de (2.21), il suf-
fit alors de trouver I’ensemble des inconnues CF (t).

La formulation variationnelle du probleme est obtenue en multipliant
I’équation (2.21) par chacune des fonctions de base 4" et en intégrant sur
chaque maille E . L’intégration par parties donne :

Ne dCE Ne X
JZ_;‘ dtJ—,[E ¢jE(/ﬁ,E _;IECF¢1E V.Vt +LEC $EV e =0 (2.31)

Le troisieme terme J'GEC%E V -y, correspond a la somme des intégrales
de bord le long de toutes les arétes de I’élément E . La vitesse, définie par

V :l, est approximée dans I’espace de Raviart-Thomas du plus bas de-
C

gré RT,(E) sur chaque élement E par :

V. =3 Qfof (2.32)
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—E

Q.

C

avec QF == (i=1.,N,).

Cette formulation du champ de vecteur vitesse satisfait la relation
suivante :

jn_V-;;j =|rj|V -y, =QF (2.33)
Nous obtenons alors :

* N NQE L
JLCHV e =2 CigfVn, =zﬁ J.Chet (@39
j=1 j=1

ou

Fj| est la longueur de I’aréte T, C;j est la concentration définie sur

I’aréte T'j déterminée en résolvant un probleme de Riemann local (Toro,
1997). Les schémas amonts étant les mieux adaptés aux équations hyper-
boliques linéaires (Godunov, 1959), nous définissons lej par :

C; = 4;C, (Tit) [ +(1- 4] )C, (Ti, ) Ig (2.35)

Sur chaque facette I'j, A est définie par :

AE =

]

1 Si V-n. >0
{ 7, (2.36)

0 Si V-n; <0

Considérons finalement un élément E et ses N, éléments voisins El, le

systeme (2.31) peut étre réécrit suivant la formulation matricielle sui-
vante :

[A]acE =[B]C.-[M']C, —INZ_;[M’]CE, (2.37)

ol C, et Cy (I=1,..,N, ) sont des matrices colonnes de dimension N,
contenant les degrés de liberté de I’élément E et de ses voisins EIl. Les
matrices [A], [B], [M”] et [M’] sont carrées de dimension N x N
définies par :
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A,j = I¢jE¢iE Bi,j = I¢jE v V¢E

0 E er
MY, |n|j¢ s

I _ Qn El
Mi,j—( |ﬂ|j¢ s

Les techniques de calcul des différentes intégrales de surface A ; et B,

ainsi que des intégrales de contour M, et M/, sont détaillées en Annexe
A

2.4.2 Discrétisation temporelle

Pour la discrétisation temporelle (dérivée en temps) de I’équation (2.37),
nous nous contentons dans ce chapitre des schemas explicites classiques
d’ordre un (schéma d’Euler). Des schémas explicites d’ordre supérieur
existent et ont été combinés avec la méthode des EFD pour résoudre
I’équation hyperbolique (Cockburn et Shu, 1991 ; Gowda et Jaffré, 1993 ;
Siegel et al., 1997).

La discrétisation du systeme (2.37) avec un schéma d’Euler explicite en
temps donne :

Co™ = (1+at[4] " [B])cp -at[4] [ m*]c]

N¢ L (238)
_AtZ[A] [MI ]CEI

1=1
ol CI* est le vecteur des degrés de liberté de I’élément E au temps n+1
et C, (I =1..,N, ) les vecteurs des degrés de liberté des éléments voisins

El de E autemps n. Le symbole tilde (~) est utilisé pour identifier les

concentrations inconnues obtenues avant I’étape de limitation de pente.

L’intervalle de temps [0,T] est discrétisé en sous-intervalles de temps de

méme longueur At. Pour les schémas explicites, la valeur du pas de
temps At ne peut pas étre choisie au hasard (contrairement aux schémas
implicites qui seront étudiés en détail ultérieurement). En effet la stabilité
de la solution exige un strict respect du critere CFL. Le nombre CFL est
défini sur chaque maille E pour les problemes multidimensionnels
par Putti et al. (1990) :
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2/l
(CFL), = e At (2.39)

Pour les schémas d’ordre un en temps, la solution est stable si CFL <0.5.
La discrétisation explicite classique impose le choix d’un pas de temps
unique At, pour I’ensemble des mailles du domaine. Ce pas de temps

global est limité par une valeur critique At, définie par :

E|

N

2ol

At, <At = mEin (2.40)

Ce critére de stabilité global peut s’averer tres contraignant dans certains
cas pratiques. En présence d’un maillage localement raffiné, un champ de
perméabilité hétérogene ou encore dans le cas de puits d’injection et/ou
de pompage, la taille des différents éléments du maillage ainsi que
I’intensité du champ de vitesse peuvent varier de plusieurs ordres de
grandeur dans I’ensemble du domaine physique. Il est alors évident que la
restriction (2.40) peut conduire a un pas de temps global At, petit, voire

tres petit, ce qui va augmenter significativement les temps de calcul CPU.
Ce point fait I’objet du chapitre suivant ou des discrétisations temporelles
alternatives sont proposeées et étudiées en détail.

La section suivante traite des différents choix possibles pour les espaces
d’approximation spatiale.

2.4.3 Espaces d’approximation

La méthode des elements finis discontinus de Galerkin est basée sur une
approximation polynomiale par morceaux de la solution en fonction des
degrés de liberté et des fonctions de base de I’espace d’approximation.

Une approche classique genéralement utilisee en éléments finis, consiste a
utiliser les concentrations inconnues aux nceuds (figure 2.3a) comme de-
grés de liberté (Chavent et Jaffré, 1986 ; Siegel et al., 1997 ; Ackerer et
al., 1999). Cockburn et Shu (1998) et Guillot et al. (2002) entre autres,
proposent une approche différente et plus astucieuse, basée sur la valeur
moyenne par maille de la concentration inconnue et de ses gradients dans
les différentes directions de I’espace (figure 2.3b).
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(a)

Figure 2.3 : Différents espaces d’approximation dans le cas des EFD.

Pour la premiére approche, le nombre d’inconnues par maille ainsi que
I’expression mathématique des fonctions d’approximation dépendent du
type de maillage adopté. Par exemple pour des maillages en 2-D, les fonc-
tions de base sont différentes pour les quadrangles et les triangles. Sur

I’élément de référence E (figure 2.2), elles s’expriment pour les qua-
drangles par :

¢1A (u,v)=1-u—-v-+uy, (/ﬁE (u,v)=u-uv, 241)
s (u,v)=uv, ¢ (u,v)=v-uy,

et pour les triangles (figure 2.1) par :
4 )z pe )= (2.42)
g5 (u,v)=v

L’expression de ces fonctions de base dans I’élément réel E est expliquée
dans I’annexe A.

Dans le cas de la seconde approche, les degrés de liberté ainsi que les
fonctions de base ¢° ne dépendent plus de la géométrie de la maille mais

de la dimension de I’espace R" (d=2 ou 3). Pour des maillages en 2-D,

elles sont identiques pour les quadrangles et les triangles et s’expriment
sur I’élément reel E par :
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CE (t)=CF. 4 (x,y) =1
e _ OCp E v

C;(t)= pol ¢ (X, ¥)=X—Xe, (2.43)
E e\ 8ChE £ o

C, (t)— Y ) 5 (X, y)— Y— Ve

ou X. et y. sont les coordonnées du centre de gravité de I’élément E,

C. la moyenne de la concentration discrétisée C, (x,t) sur I’élément E

0CE oCE "y n \ .
et G—W ses dérivées premiéres par rapport a chacune des directions
X

de I’espace.

Sur un elément E particulier, la concentration C, (X,t) s’écrit :

oCF oC*t
. +(y_yE) .

Ch(X,t)|E:C_hE+(X—XE) o oy

(2.44)

Dans le cas des triangles, la solution est cherchée dans I’espace P; (en-
semble des polyndmes linéaires) pour les deux approches. Nous avons
également le méme nombre de degrés de liberté. Pour les quadrangles,
I’approche classique (2.41) recherche des solutions dans I’espace des po-
lynémes bilinéaires Q;, tandis que pour la seconde approche la solution se
trouve localement dans I’espace des polynémes linéaires P;. Le nombre
d’inconnues utilisées par la seconde approche est inférieure (une en
moins) et le systeme (2.38) est un systeme 3x 3. Sa résolution est plus fa-
cile que celle du systéeme 4x4 obtenu dans le cadre de I’approche classi-
que. En 3-D et dans le cas des hexaédres (Guillot et al., 2002), la seconde
approche est beaucoup plus avantageuse car elle ne consomme que 4 in-
connues par maille (au lieu de 8 pour I’approche classique).

Aucune étude comparative entre les deux espaces d’approximation n’est
présentée dans la littérature. Dans ce chapitre, nous explorons plus en dé-
tail les fonctions (2.43) en les :

- comparant avec ceux de I’espace Qi pour des maillages quadrangulai-
res structurés et non structurés,
- appliguant a des maillages triangulaires non structurés.

Avant de traiter ces deux points cités, une étape supplémentaire et finale,
dite de limitation de pente, est nécessaire.
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2.5

Limitation de pente

En utilisant une approximation constante par mailles, la méthode des EFD
se réduit au schéma des volumes finis de Godunov (Godunov, 1959).
Dans ce cas, la diffusion introduite dans le cadre des schémas amonts est
suffisante pour stabiliser la solution. Les EFD d’ordre supérieur en espace
produisent des oscillations non physiques au voisinage des fronts de dis-
continuités. Ces défauts peuvent étre corrigés par une reconstruction des
gradients (Chavent et Cockburn, 1989), qui permet de redistribuer les
concentrations dans un élément afin de supprimer les oscillations.

Dans un premier temps, nous nous intéressons aux maillages quadrangu-
laires. Pour I’espace d’approximation Q;, nous adoptons la technique de
limitation de pente de Chavent et Jaffré (1986). Pour I’espace P;, nous
utilisons la procédure de reconstruction proposée par Cockburn et Shu
(1998).

2.5.1 Limitation de pente dans le cas des éléments quadrangulaires

Limitation de pente dans I'espace Q;

L’idée de base consiste a limiter les pentes sur chaque élément E de fa-
con a ce que la valeur de la concentration sur chaque nceud A (i :1,..,4)
de E soit comprise entre le minimum et le maximum des concentrations
moyennes dans E et dans les éléments voisins ayant A comme nceud

commun. Considérons un élément quadrangulaire E et ses éléments voi-
sins El (1=1,..,4) représentés sur la figure 2.4 :

Figure 2.4 : Une maille quadrangulaire E et ses
quatre mailles voisines E;, E,, Es et Es.
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Sur chaque élément E, nous introduisons pour chaque nceud A les nota-
tions suivantes :
T(A)={F €Y, tel que A estunsommetde F},
Emin,i = mln E,
FeT(A)

Emax,i = maX Cr']: .
FeT(R)

Le probleme de limitation se résume au probléme d’optimisation suivant :

Pour C, :(61,62,63,64), trouver W = (W,,W,,W,,W,) solution du pro-

bléme :

min ”\N -C, H2 satisfaisant les contraintes :

Wev(E)
4 _
lZ‘,Wi = ChE’
44
Emin,i SWi Samax,i, pour i:].,..,4.

La limitation de pente consiste donc a résoudre sur chaque €lément E un
probléme de minimisation de dimension 4. Une méthode de point selle est
utilisée pour la résolution de ce probleme (Chavent et Jaffré, 1986). Un
autre algorithme basé sur la méthode des contraintes actives et décrit dans
Hoteit et al. (2004).

Limitation de pente dans I'’espace P,
L’idée principale est cette fois d’empécher les concentrations reconsti-
tuées aux milieux des arétes de chaque élément de produire de nouveaux
extréma. Cette procédure de limitation a une propriété physique impor-
tante puisqu’elle limite les flux convectifs a travers les interéléments plu-
tot que les valeurs de la fonction sur les sommets.

Dans le cas des eéléments quadrangulaires, I’approche P; permet de trans-
former le probléme bidimensionnel en 2 problémes unidimensionnels
dans chacune des directions de I’espace (Cockburn et Shu, 1998). Dans ce
cas, nous n’avons plus affaire a une véritable limitation en 2-D mais plu-
tot a deux limitations 1-D. La procédure de reconstruction correspond a
une extension multidimensionnelle de la technique utilisée pour les EFD
en 1-D (Chavent et Jaffré, 1986 ; Hoteit, 2002).
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N . : : aCt
La limitation est effectuée successivement sur les gradients hooet

aCt

; la concentration moyenne C© reste inchangée afin de respecter le

principe de conservation de masse.

La concentration (fmi définie au point (xmi,ymi ) milieu de I’aréte T'i (fi-
gure 2.4), est obtenue a partir de I’équation (2.44) :

ém- :C_P:E+ aé: (Xmi - XE)+ ag;/hE (ymi - yE) (245)

' OX

Les oscillations non physiques aux milieux des arétes Ti (i=1,..,4) peu-
vent étre évitées si la concentration moyenne reconstruite C,, est bornée

par les concentrations moyennes des deux mailles voisines ayant comme
arréte commune I'i, c'est-a-dire :

min(C_hEl, C_hE)slesmax( E C_hE)

o o (2.46)
mln(ChE3, ChE)SCmS gmax( e ChE)
mln(?, C_hE)gcm2 Smax(?, C_hE ,

L - (2.47)
mln(ChE“, hE)SCrm, Smax( 4 CE

Le probleme de limitation se résume au probléme d’optimisation suivant :

Tout d’abord, nous reconstruisons séquentiellement les nouvelles concen-
trations moyennes C, et C respectivement selon les directions Ox et

Oy . La reconstruction des autres concentrations moyennes C, et C
est immédiate. En effet, d’aprés la relation (2.45), nous avons :

C, =2CE-C

I (2.48)
C,, =2Cf -C,,

m

Si nous commencons par exemple par la direction Ox, seule

I’information sur les mailles E1 et E3 est nécessaire (Hoteit et al.,
2004) :
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m

C :C_hE—minmod(C_hE—éml, CE-CF, E—C_E), (2.49)
avec la fonction minmod définie par :

) s.min
— <I<
minmod(a,,...,a, ) = 01—'—m sillours

8| si s =signe(a,) = ...= signe(a,) (2.50)

De la méme fagon, nous reconstruisons C, ~dans la direction Oy en ap-
pliquant :
C =C_f—minmod(C_f—C~:m2, cE-c?, E—C_f) (2.51)

m;

Finalement a partir du couple (C,,,C,, ), nous calculons un nouveau cou-

ox oy
deux inconnues (obtenu & partir de (2.44)) suivant :

oCF oC: . . . . . N
ple —= | en résolvant le systeme lineaire de deux équations a

E E S
(X%_XE)%+(ym1_yE)a§; :le_ChE

ACE ACE o (2.52)
(sz _XE)a_Xh"_(ymz - yE) ayh :sz _C:

Cette méthode assure qu’aucun maximum n’est créé aux milieux des qua-
tre arétes.

Nous remarquons que la procédure de limitation de pente associee a
I’espace P; repose sur une méthode directe et non sur une procédure itéra-
tive. Les méthodes directes consomment moins de temps de calcul CPU
que les méthodes itératives. Ceci est un avantage additionnel de
I’approche P;. Il reste maintenant a voir si la diminution du nombre de
degrés de liberté entraine une perte de précision de la solution numérique.
Ce sera I’objet de la section suivante.

Résultats numériques dans le cas des éléments quadrangulaires
Dans cette section, nous abordons la résolution numérique du transport
convectif d’un contaminant non-réactif dans un domaine rectangulaire ou
le champ d’écoulement est uniforme (figure 2.5). Les concentrations ini-
tiales sont nulles et nous considérons une injection permanente du pol-
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luant a I’entrée du domaine, définie par une condition au limite de
type Dirichlet avec :

C(0,y) =0 vy e[0,12]
C(0,y) =1 vy e[12,28]
C(0,y) =0 vy < ]28,40]

| 100 m |

| |
40 T T

Vitesse 40m
28T
Profil longitudinal :

121 y=20
0o L 4

Conditions aux limites de Dirichlet C, =10

Figure 2.5 : Transport d’un contaminant dans un champ d’écoulement
uniforme.

Figure 2.6 : Exemple d’'un maillage quadrangulaire non-structuré
obtenu a partir d’'un maillage structuré avec Ax= Ay=2.0 m.

Afin de tester I’effet du maillage sur les résultats, les expériences numeri-
gues sont menées sur :

- quatre maillages structurés composés d’éléments carrés de cotés
Ax=2[m], Ax=1[m], Ax=0,5 [m] et Ax=0,25 [m].
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- quatre maillages non-structurés (figure 2.6) composé d’éléments qua-
drangulaires quelconques.

Le maillage non-structuré est obtenu en perturbant le maillage structuré
pour un Ax donné : les nceuds du carré sont déplacés aléatoirement au-
tour de leurs positions initiales. Cette perturbation est réalisée de facon a
ce que les quadrangles ainsi obtenus soient tous convexes et non dégéné-
rés.

Nous considérons la solution numérique au temps T =60 [s] Pour la

comparaison, nous utilisons les distributions de concentrations. Les temps
globaux de calcul CPU ainsi que les temps de calcul nécessaires a I’étape
de limitation sont également indiqués dans les tableaux 2.1 et 2.2.

AX = Ay Temps CPU Temps CPU
total limitation Total limitation
2.0 0.14 0,05 0,05 0,02
1.0 1.2 0.38 0.30 0,08
0.5 11.0 3.8 2.5 0.77
0.25 96.0 35.0 19.0 5.8
Espace Q, Espace P,

Tableau 2.1 : Temps CPU obtenus avec les deux espaces P; et Q; dans
le cas de maillages quadrangulaires structurés.

AX = Ay Temps CPU Temps CPU
total limitation total Limitation
2.0 0.31 0.09 0,08 0,02
1.0 1.9 0.7 0.4 0.1
0.5 16 5.2 3.7 1.2
0.25 110 38.0 28.2 8.4
Espace Q; Espace P,

Tableau 2.2 : Temps CPU obtenus avec les deux espaces P; et Q; dans
le cas de maillages quadrangulaires non-structurés.

Les figures 2.6 et 2.7 montrent que le front raide de concentration est bien
approximé en utilisant les deux espaces d’approximation pour les deux
types de maillages traités. En plus, aucune oscillation non physique n’a
été détectée. Cependant, un avantage de I’approche P; mérite d’étre souli-
gné puisqu’un nombre d’inconnues inférieur est utilisé. Le temps de cal-
cul CPU global est, en moyenne, 4 fois moins important, ceci est du éga-
lement (mais en moindre partie) & la technique de limitation de pente
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employée qui est une méthode directe et consomme de ce fait moins de
temps de calcul que la procédure itérative de I’espace Q;.

Les considérations précédentes nous conduisent a porter notre choix sur
I’espace basé sur la moyenne de la concentration et ses dérivées premieres
par rapport & chacune des directions de I’espace. Le cas test étudié met en
évidence qu’il n’est besoin, en toute rigueur, que de connaitre la valeur
moyenne de la concentration inconnue ainsi que ses gradients suivant les
directions x et y. Cet espace sera adopté dans la suite de ce travail pour
la résolution de la partie convective de I’équation de transport et cela
quelque soit le maillage utilise.

40

(a) 20

40

(b) 20

L=

20 40 60 80 100

Figure 2.7 : Distributions de concentrations dans le cas d'un maillage
structuré et Ax=2.0 m obtenus avec (a) I'espace Q; et (b) I'espace P;.

Dans ce qui suit, nous développons cet espace pour les maillages triangu-
laires. Plusieurs techniques de limitation de pente sont comparées afin de
trouver la procédure de reconstruction la plus appropriée.
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0 40 60 80 100

Figure 2.8 : Distributions de concentrations dans le cas d’un maillage
non-structuré et Ax=2.0 m obtenus avec (a) I'espace Q; et (b) I'espace
Pi.

Limitation de pente dans le cas des éléments triangulaires

Plusieurs techniques de limitation de pente pour les maillages triangulai-
res non-structurés sont présentées dans la littérature. Chavent et Jaffré
(1986) par exemple, proposent un limiteur basé sur le limiteur MUSCL
(Monotonic Upstream Centered Schemes for Conservative Laws) de Van
Leer (1979). Cependant, la technique proposée ne reussit pas a éliminer
complétement les oscillations numériques et des valeurs non physiques
peuvent apparaitre aux milieux des arétes des mailles. Pour éviter ce pro-
bléme, une nouvelle technique qui consiste a limiter les concentrations
aux milieux des arétes a été proposée par Hoteit et al. (2004). Les concen-
trations aux nceuds (qui sont les degrés de liberté) sont ensuite recalculées
en utilisant les nouvelles concentrations aux milieux des arétes. Cockburn
et Shu (1998) et Burbeau et al. (2001) proposent d’autres techniques de
limitation appliquée aux maillages triangulaires utilisant comme degrés
de liberté les concentrations aux milieux des arétes.

L’objectif de cette section est de trouver une procédure de limitation effi-
cace dans le cas de I’approximation polynomiale (2.43) que nous désirons
étendre pour les éléments triangulaires déstructurés. Pour cela plusieurs
procédures de reconstruction pour les éléments triangulaires sont présen-
tées et comparées. La meilleure procédure est celle qui supprime les oscil-
lations et introduit le moins de diffusion numérique tout en consommant
un temps de calcul raisonnable.
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N S . aCt . oCt
La limitation est effectuée uniquement sur les gradients 3 et W
X
- . , 0 hE 8ChE
afin d’obtenir les nouvelles valeurs recalculées 8_’_ . La valeur
X

moyenne CS de la concentration sur la maille E reste inchangée afin de
verifier le principe de conservation de la masse a I’échelle locale.

Le limiteur L-Minmod
Ce limiteur, comme son nom I’indique, est basé sur la fonction standard

minmod (2.50). La limitation est effectuée en trois étapes a I’aide d’une
méthode directe (sans itérations) :

Les concentrations aux milieux des arétes Cn, (i=1,..,3) calculées & par-
tir de I’équation (2.45) sont d’abord reconstruites (figure 2.8) :

min(C_hE, C_hE') si Cr, < min(C_hE, C_hE')

C. = max(C_hE, E) si Cn, >max(C_hE, E) (2.53)

Cn sinon

Figure 2.9 : Une maille triangulaire E et ses trois mailles
voisines E;, E; et Es.
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Ensuite a partir de chacun des couples (C, \Ch, i3, j<s.i-j» NOUS calculons

oct

oCE , N
un nouveau couple : W en résolvant le systéme linéaire
ij ij

de deux équations a deux inconnues suivant (obtenu a partir de (2.44)) :

oCE oCy ~E

(xmi —xE)( axh jij +(ymi —yg)( ayh Jij =C, -C/
E E -

(ij _XE)(a;:Xh jij +(ymj —yE)(a;:yh jij :ij _C:

Finalement, pour s’assurer qu’aucun maximum n’est crée aux milieux des
E

E
arétes, [ach %) est obtenu par :

(2.54)

OX

Le limiteur de Hoteit et al. (2004)
Nous étendons le principe de limitation développé par Hoteit et al. (2004)
a la famille des degrés de liberté et des fonctions de base définis par
(2.43).

Les valeurs reconstruites aux milieux des arétes C,,doivent vérifier les
propriétés suivantes :

La concentration moyenne C, doit étre comprise entre C_hE et C_hE' qui

sont respectivement les concentrations moyennes des mailles E et Ei
ayant I'i comme aréte commune.
Les concentrations reconstituées C,, sont tenues le plus proche possible

des concentrations initiales Cm_ .
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Le probléme d’optimisation précédent est équivalent donc a la formula-
tion suivante : pour des concentrations initiales Ce =(C,.C,.C,, ).

trouver Ce =(C,,,C,, .C,,,) solution du probléme :

minH(A:E—éE

satisfaisant les contraintes linéaires :
2

== (2.56)
min( 5 hE')SCmiSmax(C_hE, C_hE') pour i=1,..,3

Le probleme est résolu alors a I’aide d’une procédure itérative (Hoteit et
al., 2004).

Finalement a partir d’un des couples de concentrations moyennes recons-

tituées  (C, Cn,) nous calculons un nouveau couple

oCS oC: . . . (.

= v en résolvant un des systemes linéaires précédents (2.54).
X y

i<3,j<3,i%j"

Le limiteur de Cockburn et Shu (1998)
Le limiteur de Cockburn et Shu (1998) est basé sur I’observation géomé-
trique simple suivante : considérons I’élément triangulaire de la figure
2.8, ou m, est le point milieu d’une des arétes de I’élément E et b, le

centre de gravité de I’élément E1. Nous pouvons établir la relation :
ml_bo =0{1(b1—b0)+0{2(b2—b0) (2.57)

ou «,, «a, sont deux coefficients réels positifs définis uniquement par un
calcul géométrique et b,, b, les centres de gravité des éléments E et E2.
Nous pouvons ainsi écrire pour toute fonction linéaire C, (2.44) :

Ch(ml)_Ch(bO):al(Ch(bl)_ch(bo))+a2 (Ch(bz)_ch(bo))’

or

- 1 .
C, :EIEiCh(X’t):Ch(bi’t)’ pour i =(0,..,3).
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Nous en déduisons alors la relation suivante :

ACh(ml,E)zCh(ml)—Ch(bO):al(C_“El_C_hE) (2.58)
o6 ) |

La quantité AC, (m,,E) peut également s’exprimer différemment & partir

de la relation (2.44) en fonctions des gradients de la concentration dans un
élément E . Nous notons cette deuxiéme notation AC? (m,,E) :

ACﬁ(mpE)—(xmlxE)[‘fX“}(ymlyE)(‘fy“J (2.59)

... oCf . .
Pour calculer les valeurs limitées ah et ayh , hous calculons au départ
X

les valeurs A (i=1,..,3) définies par :
Ai =minmod (AC, (m,,E), vAC{ (m;,E)), (2.60)

ou v est un réel strictement supérieur a 1. Cockburn et Shu (1998) propo-
sent d’adopter la valeur v =1.5. Deux cas se présentent alors :

3 ~

Si ZAi =0, nous resolvons le systeme suivant pour obtenir les gradients
i=1

reconstitués :

oCy oCr) ~ =%
(xml—xE)( ™ j+(yml—yE)[ & ]:Al—Ch
(X, —XE)(aaCX“ ]+(ym2 —yE)[aaCy“ j=52—C_hE

(2.61)

3 ~
Si ZAi # 0, nous calculons les coefficients suivants :
i=1
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pos=>" max(O, Ai ) neg=>" max(O, —Zi)

(2.62)
b min[l,@j, P min@&]
pos neg

Les A, corrigées sont calculées a partir de la relation suivante :
A, = 6" max (0, Ai) -0~ max(0,-Ai). (2.63)

Pour obtenir les gradients reconstitués (ou limités), nous utilisons la rela-
tion (2.61) en remplacant les Ai par les A, .

Le limiteur de Burbeau et al. (2001)
Le limiteur introduit par Burbeau et al. (2001) apporte une amélioration
au limiteur de Cockburn et Shu (1998). En effet, la quantité

AC? (m;,E)=C,(m,E)-C,(b,) est calculée cette fois de deux fagons
différentes :

ou C, (m,E) et C;(m,E) sont les concentrations calculées en m; res-

pectivement a partir de I’élément E et de son élément voisin Ei. Nous
définissons ensuite les variables suivantes :

Aim =minmod(AC, (m;,E), vAC¢ (m,,E
A =m0, (m ) CEmE)
Aimax =minmod (A C¢ (m, E), A'C? (m;, E)),

Les valeurs & limiter A (i=1,..,3) sont définies en introduisant la fonc-
tion maxmod afin de relaxer les effets de la fonction minmod par rapport
a la "régularité” de la solution approchée :

Ai = maxmod(&,m,&,max). (2.65)

avec la fonction maxmod definie par :
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s.max|a| si S =signe =...=signe(a
maxmod (a,,...,a,)=1{ =" | ane(@.) ane(an) (2.66)
0 ailleurs

La reconstruction des gradients est similaire a celle du limiteur précédent
et se fait a I’aide des équations (2.61)-(2.63).

Résultats numériques dans le cas des éléments triangulaires

Nous considérons a présent la simulation du transport bidimensionnel
d’une gaussienne dans le cas d’un champ d’écoulement non-uniforme et
d’un maillage fortement déstructuré comme I’indique la figure 2.10. Ce
probléme représente un cas test pratique pour les schémas numériques
amonts (Kirby, 2000). En effet, il est souvent utilisé pour évaluer la diffu-
sion numerique des nouveaux schémas de résolution des équations hyper-
boliques.

Le domaine est un carré Q =(-0.5,0.5)x(~0.5,0.5) | m? |, le champ de
vitesse tournant est donné par V,(x,y)=-4y [m/s], V,(x,y)=—4x

[m/s], et le temps de simulation est T = z/2 [s] qui correspond & une ro-
tation entiere de la gaussienne. La concentration initiale est donnée par :

Co(X,y)=exp[—(X_XC)2+(y_yC)2J (2.67)

20°?

avec (xc ,yC) et o les coordonnées du centre de gravité et I’écart type de

la Gaussienne. La solution analytique correspondante a ce probléme de
transport est donnée par :

20° (7_X0)2+(7_VC)2
C(x,yt)=—— - 2.68
(X y ) 202 + 4Dt exp[ 20% + 4Dt ( )

avec X = xcos(4t) + ysin(4t) et y =—xsin(4t) + ycos(4t).

Dans les expériences numériques suivantes, nous adoptons les valeurs
suivantes: D =10"° [mzls], X =025 [m], y.=0[m] et

o =0.0447 [mzls] :
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Figure 2.10 : Maillage fortement déstructuré dans le cas du transport d’une

gaussienne.

Le tableau 2.3 donne pour les simulations effectuées avec les différentes
procédures de limitation de pente, la concentration numérique maximale
obtenue apreés un tour complet, I’erreur RMS définie par :

Ne —calculée  —analytique
ErreurRMS:Ni\/Z(CiI _crye (2.69)
e i=1

ou N, est le nombre d’eléments, les temps de calcul CPU globaux et les

temps de calcul consommés par I’étape de limitation. A partir des résul-
tats du tableau 2.3, nous pouvons établir les remarques suivantes :

- L’erreur RMS obtenue par le limiteur de Hoteit et al. (2004) est la
plus faible (9.8 10”°) comparée & celles obtenues par les autres techni-
ques de limitation de pente.

- Les concentrations maximales calculées apres une simulation com-
pléte sont toutes inférieures a la concentration maximale initiale. Ceci
est du a la diffusion numérique développée par les schémas amonts.
Cette diffusion numérique est aussi accentuée dans ce cas a cause du
maillage fortement déstructuré. Cependant, le meilleur résultat (0.74)
correspond au limiteur de Hoteit et al. (2004). C’est donc ce limiteur
qui introduit le moins de diffusion numérique.

- Concernant les temps de calcul CPU totaux et consommés lors de
I’étape de limitation, c’est le limiteur L-Minmod qui est le plus effi-
cace. Nous rappelons que ce limiteur est basé sur une procédure di-
recte. Le limiteur de Hoteit et al. (2004) est par contre basé sur une
procédure itérative. Cependant, les résultats montrent que le temps
CPU consommeé par le second limiteur n’est supérieur que de 7%.
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Se basant sur ces remarques, notre choix sera donc porté sur le limiteur de
Hoteit et al. (2004) pour la résolution du terme convectif dans le cas des

maillages triangulaires.

Limiteur Limiteur de Limiteur de Limiteur de
L-Minmod Hoteit et al. Cockburn et Shu Burbeau et al.
(2004) (1998) (2001)
Erreur RMS 1.7 10" 9.810° 1.7 10* 1.5 10"
Concentration 0.61 0.74 0,59 0,65
maximale
Temps CPU total 191 205 197 211
Temps CPU
limitation 36 53 a4 61

Tableau 2.3 : Résultats obtenus pour les différentes techniques de limitation de
pente dans le cas du transport d’'une gaussienne.

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, la résolution numérique des équations de I’écoulement
et de transport de masse en milieu poreux saturé a été abordée. Le trans-
port d’un polluant non réactif est régit par la somme de deux opérateurs :
la convection et la diffusion/dispersion. Nous utilisons la technique de se-
paration d’opérateurs pour discrétiser I’équation de transport.

L’équation de I’écoulement et la partie dispersive de I’équation du trans-
port sont résolues par la méthode des éléments finis mixtes hybrides
(EFMH). La méthode des éléments finis discontinus de Galerkin (EFD) a
été retenue pour résoudre la partie convective de I’équation de transport.
Les EFD sont basés sur une approximation polynomiale de la solution en
fonction des degrés de liberté et des fonctions de base de I’espace
d’approximation. Deux approches ont été considérees: la premiére
consiste a utiliser les concentrations inconnues aux nceuds comme degrés
de liberté, la seconde est basée sur la valeur moyenne par maille de la
concentration et de ses gradients dans les différentes directions de
I’espace.

Dans un premier temps, nous avons cherché a comparer ces deux espaces
d’approximation pour des maillages quadrangulaires structurés et non
structurés. Les expériences numériques montrent, que méme si les deux
approches sont équivalentes, le second schéma permet des gains en temps
de calcul importants : il utilise moins d’inconnues par maille et repose sur
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une procédure directe de limitation de pente. Dans un second temps, nous
avons developpé cet espace d’approximation pour des maillages triangu-
laires non structurés. Les expériences numériques montrent que le limi-
teur de Hoteit et al. (2004) constitue la méthode de reconstruction la plus
appropriée pour ce type d’espace.

Dans le chapitre suivant, la discrétisation temporelle des EFD est étudiée.
Le choix du pas du temps des schémas explicites classiques est condition-
né par le respect d’un critére de CFL global. Cette condition peut imposer
dans certains cas des pas de temps trés petits ce qui va augmenter de fa-
con significative les temps de calcul CPU. Pour éviter cet inconvénient
majeur des schémas traditionnels, deux alternatives intéressantes sont
étudiées et présentées.

62



Discrétisations temporelles alternatives pour la résolution de la partie hyperbolique de
I’équation de transport

Chapitre 3

Discrétisations temporelles alternatives pour
la résolution de la partie hyperbolique
de I"équation de transport

3.1. Introduction

3.2. Résolution de I’équation de convection par une classe de
schémas implicites et semi-implicites en temps

3.2.1 Généralités

3.2.2 Proposition d’une classe de schémas semi-implicites

3.2.3 Résultats numériques

Transport d’un contaminant dans un champ d’écoulement uniforme

3.3. Résolution de I’équation de convection par une classe de
schémas explicites multi-domaines en temps

3.3.1 Généralités

3.3.2 Formulation mathématique des schémas explicites multi-domaines en
temps

3.3.3 Résultats numériques

Transport d’un contaminant dans un champ d’écoulement uniforme
Le probléme du transport d’une gaussienne

Transport d’un contaminant dans un champ d’écoulement non-
uniforme : cas du double puits (injection et pompage)

3.4 Conclusion

3.1. Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons présenté une méthode de sé-
paration d’opérateurs combinant les méthodes des ¢léments finis dis-
continus et mixtes hybrides pour la résolution de 1’équation de trans-
port. Un des avantages de cette technique est de pouvoir utiliser des
pas de temps différents pour la dispersion et la convection de sorte
que les pas adoptés correspondent a 1’échelle de temps de ces diffé-
rents phénomenes.

Dans ce cadre, la résolution du terme dispersif avec la méthode des
¢léments finis mixtes hybrides (EFMH) se fait a 1’aide d’une discréti-
sation temporelle implicite. A chaque nouveau pas de temps, les
concentrations inconnues sont calculées simultanément par la résolu-
tion d’un seul systéme dont le nombre d’inconnues est proportionnel
au nombre total de mailles. Les schémas implicites étant incondition-
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nellement stables, aucune restriction particuliére concernant le choix
du pas de temps n’est nécessaire dans ce cas.

La partie convective de 1’équation de transport est résolue par les
¢léments finis discontinus (EFD) explicites en temps. L’avantage des
schémas explicites par rapport aux schémas implicites est la simplici-
té de leur mise en ceuvre. Par contre, un probléme se pose pour cette
classe de schémas qui est celui du choix du pas de temps a utiliser
pour la discrétisation temporelle. Pour des raisons de stabilité numé-
rique, ce choix ne se fait pas de facon arbitraire et il est limité par le
critetre CFL. Ce critere de stabilité global peut s’avérer trés contrai-
gnant dans certains cas pratiques. En présence d’un maillage locale-
ment raffiné, un champ de perméabilité hétérogeéne ou encore dans le
cas de puits d’injection et/ou de pompage, la taille des différents ¢lé-
ments du maillage ainsi que 1’intensité du champ de vitesse peuvent
varier de plusieurs ordres de grandeur. Du fait de ces fortes hétérogé-
néités, les pas de temps locaux vont varier de facon considérable
d’une région a une autre (d’une maille & I’autre dans certains cas)
dans I’ensemble du domaine physique.

Afin de garantir la stabilit¢ numérique, la condition de CFL globale
communément utilisée par les schémas explicites traditionnels, exige
de prendre comme pas de temps unique At, le minimum des pas de

temps locaux. Il est alors évident que cette restriction peut conduire a
un At, petit, voire trés petit, ce qui augmente significativement les

temps de calcul CPU. Cette difficulté est également rendue accrue a
cause des échelles d’études et des durées de simulations des écoule-
ments souterrains. Considérons par exemple le cas des déchets nu-
cléaires, 1’échelle d’étude pour le transport des contaminants est typi-
quement de 1’ordre de dizaine de kilométres voire de centaine de
kilometres sur des dizaines ou des centaines de milliers d’années
(Sboui, 2007).

Nous présentons dans ce chapitre deux alternatives intéressantes au
schéma explicite traditionnel. La premiére classe de schémas est celle
des schémas semi-implicites (les €@ —schémas). Nous étudions
I’apport d’un schéma implicite-explicite basé sur les €léments finis
discontinus. Ce schéma permet de s’affranchir du critére de stabilité
du nombre CFL sur les pas de temps et il est alors possible d’utiliser
des pas de temps plus grands que ceux requis par les méthodes expli-
cites classiques. En outre, il gardera les techniques performantes de
limitation de pente et de résolution du probléme de Riemann aux in-
terfaces dans sa partie explicite.
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Dans la deuxiéme partie, nous présentons une méthode de discrétisa-
tion explicite en temps basée cette fois sur une condition de stabilité
locale. Le domaine de calcul est découpé en plusieurs zones et diffé-
rents pas de temps sont affectés a chaque zone en fonction des carac-
téristiques locales de I’hydrodynamique et du maillage. La condition
de CFL n’est plus considérée d’un point de vue global mais local et
chaque cellule peut utiliser un pas de temps qui lui est propre. Le rac-
cord entre les différentes zones est réalisé de sorte que le schéma ob-
tenu conserve 1’ensemble des propriétés numériques du schéma ex-
plicite classique sur lequel il est basé.

3.2. Reésolution de I’équation de convection par une classe
de schémas implicites et semi-implicites en temps

3.2.1 Généralités

La discrétisation temporelle implicite des équations hyperboliques
monodimensionnelles est analysée dans plusieurs travaux (Stoufflet,
1984 ; Steve, 1988). Les ¢études théoriques montrent que le schéma
Eulérien implicite a une diffusion numérique proportionnelle au nom-
bre de CFL, soit au pas de discrétisation temporelle.

Les schémas implicites sont largement utilisés pour la résolution des
équations hyperboliques non-linéaires dans le cas des régimes sta-
tionnaires, notamment les équations d’Euler pour les fluides com-
pressibles. La solution des problémes stationnaires est considérée
dans ce cas comme étant la solution limite aux temps longs d’un pro-
cessus pseudo-instationnaire (Desideri et Hemker, 1990). Il est dé-
montré dans Steve (1988) que la diffusion numérique introduite par
les schémas implicites est sans grande incidence sur la qualité de la
solution stationnaire. L’utilisation de cette classe de schémas pour ce
type de problémes permet une réduction notoire des temps de calcul,
soit une convergence plus rapide vers la solution. Beam et Warming
(1976) ont été parmi les premiers a combiner les schémas implicites
avec la méthode des différences finies. Le schéma proposé aboutit a
une résolution de systémes symétriques définis positifs et tridiago-
naux par blocs en 1-D. La procédure a été également efficacement
¢tendue au cas bidimensionnel par 1’utilisation de la méthode des di-
rections alternées et d’une viscosité appropriée. Lerat (1981) y ap-
porte une amélioration en développant une classe de schémas implici-
tes centrés d’ordre deux. En éléments finis, plusieurs travaux sur le
sujet ont été aussi réalisés. Angrand et al. (1989) proposent une réso-
lution implicite de type Richtmyer des ¢équations d’Euler.
L’adaptation des schémas implicites linéarisés au cas des maillages
non-structurés a été étudiée par Stoufflet (1984). Des solutions sta-
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tionnaires précises a 1’ordre deux et sans oscillations numériques sont
obtenues a 1’aide d’un schéma implicite sans stockage matriciel
(Steve, 1988). Kaddouri (1993) utilise la méthode des ¢léments finis
discontinus pour résoudre les équations d’Euler pour les fluides com-
pressibles. L’intérét des méthodes implicites dans le cas des équa-
tions de Barré de Saint-Venant a été également mis en évidence dans
de nombreux travaux (Alcrudo et al., 1994 ; Delis et al., 2000).

Si les schémas implicites sont efficaces pour la simulation des pro-
blemes hydrauliques de type stationnaire, ils sont néanmoins moins
convenables pour les problémes transitoires (Leveque, 2002). En
plus, pour un méme pas de temps les schémas explicites permettent
une meilleure approximation du front de concentration que les sché-
mas implicites (Siegel, 1995). Cependant un "compromis" consistant
a combiner une discrétisation explicite en temps avec une discrétisa-
tion implicite a été exploré par plusieurs auteurs dans la littérature.
L’objectif étant de créer un schéma temporel qui permet de conserver
les avantages des schémas explicites tout en leur donnant la possibili-
té d’utiliser des pas de temps supérieurs a 1’instar des schémas impli-
cites.

Gjesdal et Teigland (1997) proposent une discrétisation temporelle
dans laquelle le terme de flux est décomposé en une partie explicite
et une autre implicite. La discrétisation spatiale considérée est un
schéma de différences finies de second ordre en espace en 1-D. Le
terme de flux est divisé en deux parties : une premicre partie qui cor-
respond a la discrétisation spatiale amont d’ordre un est traité impli-
citement. La deuxiéme partie, considérée comme une correction du
second ordre, est traitée explicitement. Le schéma obtenu est incondi-
tionnellement stable, mais une étape de limitation de pente est tou-
jours nécessaire pour stabiliser le schéma. Son utilisation est limitée
pour des pas de temps modérés car il introduit de la diffusion numé-
rique pour des pas de temps supérieurs. La diffusion introduite est
équivalente a celle obtenue par les schémas implicites classiques.
L’efficacité de ce schéma est Iégerement améliorée pour des discréti-
sations temporelles d’ordre deux. Dans le cadre des éléments finis
discontinus, 1’idée d’une décomposition temporelle des flux issus de
la formulation variationnelle en deux parties explicites et implicites a
¢té également utilisée pour résoudre 1’équation de transport instation-
naire en 3-D (Guillot et al., 2002). Le maillage adopté est hexaédri-
que avec une famille linéaire de fonctions d’approximation. Les inté-
grales le long des contours horizontaux sont résolues explicitement
alors que celles le long des contours verticaux sont résolues implici-
tement. Cette décomposition spatiale des flux conduit a des systémes
triangulaires par blocs.

66



Discrétisations temporelles alternatives pour la résolution de la partie hyperbolique de
I’équation de transport

Une autre idée qui consiste cette fois a ajouter des termes implicites
artificiels aux termes issus de la formulation variationnelle explicite,
a été explorée par Geijselaers et Huétink (2003). Afin d’étendre la
région de stabilité du schéma explicite classique, la méthode consiste
a introduire une légere diffusion numérique afin d’éliminer les oscil-
lations qui apparaissent pour les pas de temps supérieurs a ceux utili-
sés dans le cadre d’une discrétisation explicite traditionnelle. Les ré-
sultats sont satisfaisants mais pour des valeurs de CFL ne dépassant
pas 0.95.

3.2.2 Proposition d’'une classe de schémas semi-implicites

Dans ce travail, nous explorons la voie d’une discrétisation tempo-
relle hybride explicite-implicite avec la méthode des EFD et un mail-
lage triangulaire pour la résolution de la partie convective de
I’équation de transport. Notre choix est motivé par les résultats d’une
¢tude mathématique d’une classe de €-schémas effectuée dans le cas
des volumes finis 1-D (Stéve, 1988). En effet, cet étude montre que
lorsque #>1/2 le schéma est toujours diffusif quelque soit le CFL
(schéma inconditionnellement stable) et que la diffusion est minimi-
sée dans le cas du schéma de Crank-Nicholson (8=1/2). Cette pro-
priété semble étre intéressante dans la mesure ou la diffusion numéri-
que introduite peut étre moins dépendante de la valeur du pas de
temps pour les & —schémas que pour les schémas implicites.

Dans le cas des EFD, la discrétisation temporelle générale de
I’¢équation (2.37) avec les & —schémas s’écrit :

~ = TN+l ~ n+l1 ~ n+l
1 C]E ClE ClE
~ Al c{ -0[B] c{ +6[M°] c{
CE | o o
3 :IEI n+l 1 CIE n
+0) [M']|CF' | =—[A]|CS (3.1)
1=1 éEI At CE
L3 3
CIE n CIE n . CIEI n
+(1-0)[B]| C; | —(1-0)[M°]|CF | -(1-6)X[M']|C]
CE CE I=1 CEI
| >3 3 3

Pour € =0, nous retrouvons I’équation (2.38), soit le schéma d’Euler
du premier ordre explicite en temps étudié au chapitre précédent.
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Pour @ =1, nous avons le schéma d’Euler du premier ordre implicite
en temps.

Comme nous 1’avons déja vu au chapitre précédent, les EFD requie-
rent une étape de limitation de pente qui permet de stabiliser la solu-
tion numérique. Du fait de leur non-linéarité, les schémas numériques
basés sur des procédures de reconstruction de pente (ou de flux) sont
difficiles a analyser d’un point de vue mathématique (Gjesdal et Tei-
gland, 1997). C’est pour cela, nous nous contentons dans ce chapitre
d’examiner les propriétés des €—schémas a partir des résultats numé-
riques.

Les transports dispersifs sont également étudiés. La résolution de la
dispersion se fait toujours par la méthode des EFMH implicites en
temps. Cependant, une différence se distingue par rapport au cas étu-
di¢ dans le chapitre précédent. Dans le cas d’une discrétisation tem-
porelle explicite pour les EFD et a cause du probléme de stabilité, le
pas de temps At, est inférieur a At, (At,=MAt, telque M >1).

Dans le cas d’une discrétisation semi-implicite (ou implicite) pour le
terme convectif, le critére de stabilité n’est plus un facteur limitant
pour At, et nous pouvons prendre At, =At,. Les deux opérateurs

sont alors discrétisés avec le méme pas de temps (bien que les mé-
thodes numériques soient différentes).

3.2.3 Résultats numériques

Transport d’un contaminant dans un champ d’écoulement uniforme

Pour ce premier cas test, nous considérons le probléme du transport
d’un contaminant dans un champ d’écoulement uniforme étudié au
chapitre 2 (figure 2.5). Un maillage triangulaire composé¢ de 4004
mailles et fortement déstructuré est utilisé (figure 3.1) et différentes
valeurs des paramétres de diffusion, correspondant a différentes va-
leurs du nombre de Péclet, sont considérées afin de prendre en
compte I’effet des phénomenes dispersifs (tableau 3.1).

Une solution analytique bidimensionnelle existe pour cet exemple et
est définie par (Leij Feike et Dane, 1990) :
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xC, ¢ _ a+y a-y
C(x,y,t)y=——22— |7 Jerf | —— |+erf | ——
(167Z'a|_)1/2 'E (4aTT)1/2 (4a_|_’z')1/2
(3.2)

ou :

- C, est la valeur de la concentration imposée (conditions de Diri-
chlet).

- erf estla fonction erreur : erf (x)= %Je"zdr.
7T

a (L) un réel strictement positif, défini tel que : C(0,y,t)=C, pour

y compris entre —a et a.

40

20

0 Fd I
0] 20 40 60 80 100

Figure 3.1 : Le maillage triangulaire fortement déstructuré

Cas a, a, D, Pe
1 0.002 0.0005 0 [101,1467]
2 0.2 0.05 0 [1.01,14.67]
3 2.0 0.5 0 [0.101,1.467]

Tableau 3.1 : Différentes valeurs du nombre de Péclet utilisées pour le
probléme du transport dans un champ d'écoulement uniforme.
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Figure 3.2 : Profils d’isoconcentrations, erreurs et temps de calcul CPU obtenus a I’aide de la méthode EFD_EFMH pour différentes valeurs de € pour Cas 1.
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Figure 3.3 : Profils d’isoconcentrations, erreurs et temps de calcul CPU obtenus a I’aide de la méthode EFD_EFMH pour différentes valeurs de € pour Cas 2.
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Figure 3.4 : Profils d’isoconcentrations, erreurs et temps de calcul CPU obtenus a I’aide de la méthode EFD_EFMH pour différentes valeurs de € pour Cas 3.
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Figure 3.5 : Profils d’isoconcentrations, erreurs et temps de calcul CPU obtenus a I’aide de la méthode VF_EFMH pour différentes valeurs de @ et Cas 1.
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Toutes les simulations sont effectuées en utilisant un solveur direct
basé sur 1’algorithme unifrontal/multifrontal (Davis et Duff, 1997).
Ce solveur est inclus dans la librairie UMFPACK?2.2. Les résultats

des simulations effectuées a T =60 [s] avec =0, =06 et 6=1.0

sont comparés avec ceux de la solution analytique (3.2) et cela pour
différentes valeurs du nombre de Péclet.

Pour I’ensemble des simulations effectuées, nous adoptons successi-
vement différents pas de temps (At,=0.4s, 5At, et 25At ) afin de

mieux comprendre le comportement de la classe des schémas semi-
implicites et implicites. Les résultats obtenus sont représentés dans
les figures 3.2-3.4. Ces figures donnent également le temps de calcul
CPU et I’erreur relative Erreur L; définie par :

Ne —calculée  —analytique
ZEi Ci —Ci
Erreur L, == R (3-3)
z E.Ci

i=1

Le tableau 3.2 donne les concentrations maximales des simulations
numériques :

0=0 06=06|6=1.0 06=0 0=0061]60=1.0 06=10 0=0061]60=1.0

At = At, 1.00 1.02 1.04 1.00 1.00 1.01 1.00 1.00 1.00
At=35 At - 1.05 1.06 - 1.02 1.02 - 1.00 1.00
At=25 At, - 1.08 1.09 - 1.03 1.03 - 1.00 1.00

Cas 1 2 3

Tableau 3.2 : Concentrations maximales obtenues a |'aide de la méthode des
EFD_EFMH pour différentes valeurs de 6.

Nous déduisons que :

- Les trois schémas (0=0, =0,6 et =1) donnent de bons résul-

tats ainsi que de faibles erreurs quand le plus petit pas de temps
est employé (At =At,).

- Les deux schémas temporels semi-implicite (6 =0.6) et implicite

(6 =1) ne dépendent pas du critere de CFL global. Cependant, ils

génerent de la diffusion numérique pour de grands pas de temps.
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Cette diffusion numérique est mise en évidence pour le premier
cas dominé par la convection.

- Les deux schémas (6=0.6) et (¢=1) consomment des temps de

calcul CPU similaires. Par contre le schéma semi-implicite
(6=0.6) est moins diffusif que le schéma implicite (0 =1). Nous

remarquons dans ce sens que l’erreur introduite par le schéma
semi-implicite est, dans la majorité des cas, inférieure a celle in-
troduite par le schéma implicite.

- Le schéma semi-implicite utilisé avec un pas de temps égal a SAt,

donne des profils d’isoconcentrations similaires au schéma expli-
cite (6=0) utilisé avec un pas de temps égal a At=At, . Les er-

reurs obtenues sont également I¢gerement inférieures. Concernant
les temps de calcul, ils sont réduits par un facteur 4.
- Dans le cas ou le pas de temps est égal a 25At_, les résultats obte-

nus par le schéma semi-implicite sont moins satisfaisant que ceux
obtenus dans le cas précédent pour le premier et le second cas.
Pour le troisiéme cas, ou la dispersion physique devient prépondé-
rante, les profils d’isoconcentrations sont identiques a ceux obte-
nus dans le cas explicite. Le temps de calcul est réduit par un fac-
teur 10 dans ce cas. Nous concluons alors que pour les schémas
semi-implicites, le pas de temps a adopter résulte d’un compromis
précision-temps de calcul.

La concentration maximale des solutions numériques est notée dans
le tableau 3.2. Nous remarquons que malgré I’utilisation de la techni-
que de limitation de pente pour les schémas semi-implicite et impli-
cite, de légeres oscillations apparaissent pour les pas de temps 5At, et

25At,. Quand elles sont présentes, ces oscillations sont du méme or-

dre de grandeur pour les deux schémas et leurs amplitudes sont inver-
sement proportionnelles a la valeur de la dispersion physique. Dans le
cas dispersif (cas 3), la dispersion physique permet de lisser la solu-
tion numérique obtenue. Ceci permet donc de compenser la perte de
monotonicité caractérisant la combinaison des EFD avec la classe des
schémas semi-implicites.

Une formulation volumes finis du modé¢le précédent peut étre facile-
ment obtenue en supprimant la seconde et la troisiéme équations du
systéme (3.1) pour chaque élément du maillage. Dans ce cas particu-
lier, le probléme est résolu avec une seule inconnue globale qui est la
concentration moyenne par ¢lément. Nous obtenons alors le schéma
des volumes finis amonts standard utilisé pour la résolution du terme
convectif. Le cas convectif (cas 1) est simulé¢ a 1’aide du schéma
VF_EFMH. Les comparaisons entre les figures 3.2 et 3.5 montrent
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que, et contrairement a la méthode EFD_EFMH, les VF_EFMH in-
troduisent une diffusion numérique plus importante pour les trois va-
leurs de 6.

Nous concluons alors que le schéma semi-implicite (6 =0.6) utilisé

avec la méthode des EFD constitue une alternative intéressante aux
schémas explicites traditionnels pour des maillages triangulaires for-
tement déstructurés. Les expériences numériques montrent que cette
classe de schémas permet de s’affranchir du critére de stabilité du
nombre de Courant sur les pas de temps. En plus la diffusion numéri-
que introduite reste largement inférieure a celle développée par les
schémas implicites. Cependant pour des pas de temps relativement
grands, de légeres oscillations non-physiques peuvent toujours appa-
raitre malgré 1’utilisation d’une procédure de limitation de pente.
Pour les transports dispersifs, la dispersion physique a tendance a ve-
nir compenser la diffusion numérique en lissant la solution. Les oscil-
lations non-physiques sont de ce fait supprimées et I’erreur introduite
dans ce cas est moins importante.

Nous présentons dans la section suivante une autre classe de discréti-
sation temporelle qui permet de réduire le temps de calcul CPU tout
en supprimant les oscillations numériques méme pour des transports
convectifs purs.

3.3. Reésolution de I’équation de convection par une classe
de schémas explicites multi-domaines en temps

3.3.1 Généralités

Dans cette section, nous explorons une deuxiéme classe de schémas
temporels. Jusqu’a présent, nous avons toujours considéré des sché-
mas Eulériens explicites, implicites ou semi-implicites pour lesquels
le pas de temps adapté est le méme dans 1’ensemble du domaine phy-
sique. Nous nous intéressons dans cette partie aux schémas multi-
domaines en temps. L’idée principale consiste a utiliser des pas de
temps différents dans différentes régions de 1’espace et cela en fonc-
tion des conditions locales (dimensions du maillage et conditions hy-
drodynamiques).

Hughes et Liu (1978) sont parmi les premiers a avoir combiner les
schémas multi-domaines en temps avec la méthode des ¢léments finis
dans le cas de la dynamique des structures. Le domaine physique est
alors partagé en deux sous-domaines dont 1’un est explicite en temps
et autre implicite en temps : selon un schéma de type prédiction-
correction, les éléments appartenant a la zone explicite sont calculés
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plusieurs fois au départ et les valeurs obtenues a 1’issue de 1’étape de
correction sont utilisées par la suite comme conditions initiales par la
procédure implicite agissant sur le reste des ¢léments (Liu et Belyts-
chko, 1982 ; Liu et al., 1984).

Une autre catégorie de schémas multi-domaines en temps est celle
des schémas explicites a pas de temps local largement utilisée dans
des applications diverses en ingénierie. L’idée principale consiste a
considérer la condition CFL d’un point de vue local plutdét que d’un
point de vue global. En électronique par exemple, Fumeaux et al.
(2004) proposent un schéma intéressant pour la modélisation des
équations de Maxwell en 2-D. L’idée consiste a découper le domaine
en régions qui nécessitent des pas de temps locaux et qui sont en
puissance de 2 du plus petit pas de temps. Il s’agit ensuite de résou-
dre I’équation de transport dans chaque région avec le pas de temps
local correspondant. Cette procédure permet un gain en temps de cal-
cul trés important. Les schémas explicites multi-domaines sont utili-
sés aussi pour résoudre des problémes de conservation en régime sta-
tionnaire. Les expériences numériques, (Zhou et Zhu, 1983 ; Frink,
1992) par exemple, montrent que le fait de permettre a chaque élé-
ment du maillage de prendre un pas de temps local accélere la
convergence vers la solution stationnaire.

Pour les solutions transitoires de 1’équation linéaire de convection,
une discrétisation multi-domaines optimale doit non seulement amé-
liorer le temps de calcul mais aussi maintenir les propriétés numéri-
ques du schéma sur lequel elle est basée (stabilité, conservation de la
masse et bonne approximation du front de discontinuité). La particu-
larit¢ des flux numériques amonts doit &étre également prise en
compte. Osher et Sanders (1983) sont les premiers a proposer une
discrétisation temporelle explicite basée sur la condition de CFL local
pour 1’équation linéaire de convection. La stabilité et la convergence
du schéma sont démontrés théoriquement dans le cas monodimen-
sionnel en utilisant une discrétisation spatiale de type volumes finis
de premier ordre. Dawson (1995) présente une amélioration de la
technique précédente en 1’appliquant a des schémas volumes finis
d’ordre supérieur et en y intégrant des corrections a 1’aide des limi-
teurs de pentes. Une discrétisation temporelle explicite d’ordre deux
en temps y est €galement examinée (Dawson et Kirby, 2001). Le
principe du maximum discret est démontré (Kirby, 2001) et les résul-
tats numériques montrent la stabilité et la robustesse du schéma pro-
posé en une et deux dimensions (Kirby, 2000).

Nous proposons dans cette section un schéma explicite multi-
domaines en temps compatible avec les EFD en 2-D pour la résolu-
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tion de 1’équation de convection linéaire. Nous présentons plusieurs
expériences numériques permettant d’évaluer les performances de
cette procédure dans le cas d’¢éléments triangulaires fortement dés-
tructurés.

Signalons enfin que d’autres techniques de raffinement en temps sont
développées pour les EFD. En 1-D, nous citons particulierement la
méthode de décomposition de domaines espace-temps (Lowrie et al.,
1998) qui se base sur une formulation variationnelle mixte en temps
et en espace. Cependant, cette méthode n’a pas €té examinée dans le
cadre de notre étude car son extension en dimensions supérieures
n’est pas intéressante a cause d’une part du besoin important en mé-
moire informatique, et d’autre part de la génération plus complexe
d’un maillage espace-temps. En 2-D, Flaherty et al. (1997) proposent
un schéma a pas de temps local pour les écoulements transitoires des
fluides parfaits compressibles basé¢ sur un processus d’interpolation.
Cette technique ne peut pas étre appliquée a I’équation linéaire de
convection car elle n’est pas conservative (Kirby, 2000).

3.3.2 Formulation mathématique des schémas explicites multi-domaines
en temps

Dans ce qui suit, nous exposons la formulation pour un maillage
triangulaire. La discrétisation spatiale de I’équation de convection se
fait avec la méthode des EFD et la famille des fonctions de base défi-
nies par (2.43). Les inconnues du probléme sont la moyenne de la
concentration dans 1’¢lément E et ses gradients dans les différentes
directions de 1’espace (Ox et Oy).

Nous rappelons que le CFL est défini sur chaque maille E en 2-D par
(Putti et al., 1990) :

3

o
-

2[E|

ou QjE sont les flux d’eau a travers chacune des facettes I'j et |E| la

At (3.4)

surface de la maille E.
La combinaison des EFD avec une discrétisation temporelle explicite

du premier ordre (schéma d’Euler) donne des solutions stables si
CFL<0.5. Les schémas explicites classiques adoptent un pas de

78



Discrétisations temporelles alternatives pour la résolution de la partie hyperbolique de
I’équation de transport

temps unique At, dans I’ensemble du domaine de calcul. Ce pas de

temps global est limité par une valeur critique At, définie par :

E|

2[of

At, <At, = min (3.5)

Il est évident d’apres 1’équation (3.5), que dans des cas pratiques ou
le maillage est raffiné localement et/ou les vitesses sont importantes,
de tres faibles valeurs de At, sont alors nécessaires.

Les schémas explicites multi-domaines se basent sur le principe
d’une redistribution des éléments du maillage en différentes zones ou
différents pas de temps locaux sont utilisés en respectant cette fois
une condition de stabilité locale (3.6) :

(3.6)

Les concentrations inconnues des différentes mailles E sont alors
calculées en utilisant des incréments de pas de temps différents. La
procédure explicite a pas de temps local que nous présentons dans
cette section est bien adaptée aux schémas numériques amonts. Elle
constitue une extension au travail présenté dans Osher et Sanders
(1983) pour les EFD.

Au départ nous illustrons la méthode pour deux sous-domaines en
temps. Le domaine physique Q est divisé en deux zones distinctes

Z, et Z,. Soit At, (k=1,..,2) le pas de temps local qui satisfait la
contrainte de CFL local dans la zone Z,. Nous supposons I’existence

d’un entier positif L tel que At =LAt,, et nous construisons la sé-

quence {nk}:) définie par :

7,=0

3.7
ho= s kel L) G-7
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Soit p le nombre d’¢léments voisins d’un élément E appartenant a la
méme zone que celle de 1’élément E (méme pas de temps local). Les
¢léments de la zone Z, (zone avec le plus petit pas de temps local)

sont au départ calculés L fois avec leur propre pas de temps At,

comme suit :

appliquer la méthode des EFD (2.38) modifiée suivante :

Co =(1+at [A]'[B])ciz ' —aL[A]'[M* Jciz

Eez,

. 3 _ .
—Atzzpl:[A]l [MI]cyn -t > [A] [mi]cs,,
=

j=p+1

(3.8)

calculer les nouvelles valeurs C{* en limitant les valeurs

SN+ 13 ~ N+77
moyennes Cg 7 et en utilisant les valeurs moyennes Cg7¢ et

—-n
C Eez,

< = —n
n+n _ < N+ N+,
CEez2 = ‘S(CEEZZ ’CEEZZ ,Ceez,) (3.9)

ou J est ’opérateur de limitation de pentes.

Les concentrations inconnues de la zone Z, sont calculées comme

suit :

appliquer la méthode des EFD :

Ct, =(1+a4[A]"[B])Ci,

p .
—At [A]” [M 0]02621 ~At > [A] [M ']C,gjezl (3.10)
j=1
3 1 . 1 L-1 .
a3 (A7 [ g can |
j=p+l1 k=0

calculer les nouvelles valeurs C,';jzl en limitant les valeurs

—n+

~ i1 .
moyennes CE?Z1 et en utilisant les valeurs moyennes Cecz, et

—n+1

Ceez,

Cisy, = 3(Ces,.Cls Gl (3.11)

Eez,°> ~EeZ,
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Pour résumer, la procédure proposée consiste a calculer au départ les
inconnues des ¢léments utilisant le plus petit pas de temps (L fois).
Ces valeurs sont ensuite moyennées le long des facettes séparant
deux régions différentes, puis utilisées d’une maniere appropriée par
les ¢léments utilisant le plus grand pas de temps afin d’assurer la
conservation du schéma numérique.

Dans le cas des éléments finis discontinus de Galerkin, nous remar-
querons que deux points majeurs les différencient du schéma standard
volumes finis présenté dans Sboui et Jaffré (2006) et Sboui (2007) :

- un terme supplémentaire (le second terme) apparait dans la formu-
lation variationnelle (2.31) ;
- Dintégrale (2.34) le long de la facette I'j (la facette commune aux

¢léments E et Ej) est différente selon que la formulation varia-
tionnelle est appliquée sur la maille E ou la maille Ej.

La procédure détaillée ci-dessus pour deux zones peut étre générali-
sée pour plusieurs zones. Pour cela nous commengons par fixer le pas
de temps total At,. Ce pas de temps est celui utilisé par la méthode

de résolution de la partie diffusive de I’équation de transport qui est,
rappelons le, implicite en temps.

Le plus petit pas de temps At, est défini par : (i) At; est plus petit ou
égal au pas de temps critique At, défini par (3.5) et (ii) At est le plus
grand pas de temps tel que Aty est un K-multiple entier de At;:

At, <At

At :max( Aty j (3.12)

m>0 | K m-1

Le pas de temps local dans chaque élément E sera alors un K-
multiple de At;:

At = KAt (3.13)

avec />0 le plus grand entier qui satisfait localement la relation sui-
vante :
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(3.14)

Les éléments sont ensuite regroupés dans Z, zones différentes utili-

sant chacune son propre pas de temps local K" 'At.. Pour éviter un

contraste énorme entre les différents pas de temps, nous adoptons
K =2 (Fumeaux et al., 2004).

Une fois ce regroupement effectué, un ordonnancement des différen-
tes zones est nécessaire afin de définir la séquence de calculs qui va
conditionner I’ensemble des ¢léments du maillage. Un ordonnance-
ment pour les écoulements transitoires des fluides parfaits compressi-
bles a été proposé par Remacle et al. (2001) et est basé sur des pro-
cessus d’interpolation. Une autre construction a été présentée dans
Piperno (2006) utilisant une discrétisation explicite basée sur un
schéma de type leap-frog. La séquence présentée est compatible avec
des flux centrés pour résoudre les équations d’ondes en électroma-
gnétisme. Cependant, ces deux procédures ne sont pas conservatives
dans le cas du transport convectif des contaminants en milieu poreux.
La technique que nous présentons dans ce qui suit est conservative.
Elle inclut des coordinations appropriées entre les différentes zones
et évite toute sortes d’interpolation.

(a) (b) (c)

[ +4Afr,

t+ AL - - --1-

t’ - - -
Z, Z, Z,

Figure 3.6 : Séquence d’ordonnancement d’un schéma a pas de temps local
pour £ =3,

A titre d’exemple, considérons le cas de 3 zones différentes
Z, (I :1,..,3). Le plus grand pas de temps local est alors égal a 4At,
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pour la zone Z,. Les concentrations des éléments de la zone Z, sont
tout d’abord calculées en deux fois (K =2) avec leur pas de temps
local At,. Les concentrations des €¢léments appartenant a la zone Z,
sont ensuite calculées en utilisant les valeurs de la zone Z, (figure

3.6a) ainsi que les valeurs au temps t de la zone Z,. Cette méme pro-

cédure est répétée encore une fois (figure 3.6b) et finalement les
concentrations des éléments de la zone Z, sont déterminées (figure

3.6¢). Pour résumer, la séquence finale qui permet de réordonner
I’ensemble des zones entre tet t +4At, est donc :

S,=1{2,,2,,2,,2,,2,,Z,,Z,}, (3.15)
en notant que S, ={Z,,Z,,Z,}.

Cette suite est exprimée par récurrence pour N zones par :

S, =2,
S, ={Sy.S.1,Z,}, avec oy (3.16)

3.3.3 Résultats numériques

Les avantages d’une combinaison des EFD amonts avec une discréti-
sation temporelle explicite multi-domaines sont illustrés a travers une
série de trois cas tests. Des maillages triangulaires fortement déstruc-
turés sont utilisés dans tous les exemples suivants. Les expériences
numériques montrent que le schéma a pas de temps local permet de
réduire le temps de calcul CPU de facon significative tout en conser-
vant les principaux avantages du schéma traditionnel notamment la
stabilité, la précision et la conservation de la masse.

Transport d’un contaminant dans un champ d’écoulement uniforme
Dans ce premier cas test, nous considérons le probléme du transport
de contaminants dans un champ d’écoulement uniforme (figure 2.2).
Le maillage triangulaire raffiné localement (figure 3.1) est utilisé et
les trois types de transport différents (tableau 3.1) sont étudiés.

Pour [I’ensemble des simulations effectuées, nous avons
At, =0.0375 [s] et Aty =0.6 [s]. Pour la discrétisation temporelle ba-

sée sur le schéma explicite global, tous les ¢léments prennent un pas
de temps unique At, pour la partie convective. Pour la discrétisation
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temporelle basée sur le schéma explicite local, les éléments sont re-
groupés d’aprés les relations (3.12)-(3.14) dans cinq zones suivant
leur pas de temps local (figure 3.7). Chaque élément du maillage
adoptera alors soit le pas de temps At_, soit un autre pas de temps qui

sera selon les conditions locales 2°,2',....2* plus important.

WL L | ;
'V‘ “4
- s, 4
0
80 100

Figure 3.7 : Regroupement des éléments en 5 zones différentes dans le
cas d’un champ d’écoulement uniforme.

Nous nous intéressons a la solution calculée a I’instant T =60 [s]

Les résultats obtenus avec les deux schémas explicites global et local
sont comparés avec ceux de la solution analytique. Le transport est
convectif dominant dans le premier cas. La figure 3.8 montre que le
front de discontinuité est bien approximé avec les deux schémas qui
ne présentent pas d’oscillations non physiques. Les profils longitudi-
naux de la figure 3.9 a y=15 [m] montrent que paradoxalement, le
schéma global développe plus de diffusion numérique que le schéma
local. Ce point est étudi¢ plus en détail dans le cas test suivant. No-
tons finalement que pour le deuxieme et le troisieme cas (la disper-
sion physique devient relativement prépondérante par rapport a la
convection), les distributions des concentrations ainsi que les profils
longitudinaux a y=15 [m] et transversaux a x=40 [m] des solutions
analytiques et numériques sont identiques (figures 3.10-3.13).
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(a)

R

(b)

Ay~ Gimay

0O 20 40 60 80 100

Figure 3.8 : Distributions de concentrations obtenues par le schéma
EFD_EFMH et une discrétisation explicite (a) globale et (b) locale
pour Cas 1.

Conc

0,8 4

0,6

Conc

(b)

0 20 40 60 80 100
X

——Analytic -=-Global time stepping scheme -+ Local time stepping scheme

Figure 3.9 : Profils transversaux (a) et longitudinaux (b) obtenus par le
schéma EFD_EFMH et une discrétisation explicite globale et locale pour
Cas 1.
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0 20 40 60 80 100

(b) 20

0

0 20 40 60 80 100

Figure 3.10 : Distributions de concentrations obtenues par le schéma
EFD_EFMH et une discrétisation explicite (a) globale et (b) locale
pour Cas 2.

0,8 1

0,6 -

Conc

0,4

(b)

0,2

80 100

X

—— Analytic —= Global time stepping scheme - Local time stepping scheme

Figure 3.11 : Profils transversal (a) et longitudinal (b) obtenus par le
schéma EFD_EFMH global et local pour Cas 2.
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(a)

(b)

0 20 40 60 80 100

Figure 3.12 : Distributions de concentrations obtenues par le schéma
EFD_EFMH et une discrétisation explicite (a) globale et (b) locale
pour Cas 3.

Conc

Conc

(b)

0 20 40 60 80 100
X

——Analytic -=- Global time stepping scheme - Local time stepping scheme

Figure 3.13 : Profils transversal (a) et longitudinal (b) obtenus par le
schéma EFD_EFMH global et local pour Cas 3.
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Erreur RMS Erreur Max. Gain en temps

CPU

- GT 1.60 107 0.55

8 T 1.66 107 0.53 3.8

~ GT 3.01 10" 0.18

S LT 3.80 10 0.18 38

e GT 6.81 107 9.45 10

S LT 7.83 107 9.02 107 3.7

GT: Schéma explicite global
LT: Schéma explicite local

Tableau 3.3 : Erreurs et temps CPU obtenus dans le cas du transport dans
un champ d’écoulement uniforme.

Le tableau 3.3 montre que les erreurs obtenues avec les deux discréti-
sations explicites sont approximativement du méme ordre. Les deux
schémas numériques sont conservatifs car ils assurent un bilan de
masse exact. Nous rappelons que I’erreur max. est donnée par :

—calculée  —analytique
Erreur max. = max |C; —-Ci (3.17)
I

Le gain en temps de calcul CPU qui constitue la propriété essentielle
des schémas explicites multi-domaines est également étudi¢ pour ce
cas test. Ce gain peut étre estimé en fonction du nombre de calculs
effectués pendant un pas de temps de dispersion complet Atp. Pour

le schéma explicite global, le nombre total de calculs Ng est:

Ng =nNg avec  Ng :Z NE; (3.18)
[

ou Ngj le nombre d’éléments dans la zone Z; et n un entier qui sa-
tisfait Aty =nAty (Atg étant le plus petit pas de temps défini par
(3.12)).

Pour le schéma explicite local, le nombre total de calculs N est:
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N =n> Ngi/K' (3.19)
i

avec K =2 dans notre cas (voir (3.12) a (3.14)).

Le gain théorique en temps de calcul de la méthode a pas de temps
local est défini alors par :

E_f:ZNEi/iZ(NEi/KH) (3.20)

Le gain réel par contre n’est autre que le quotient des deux temps de
calcul obtenus respectivement par les deux discrétisations explicites
globale et locale. Le gain réel ne peut qu’étre inférieur au gain théo-
rique. Idéalement ces deux gains sont égaux, ceci dépend essentiel-
lement de I’efficacité du code de calcul écrit. Le tableau 3.3 donne le
gain réel en temps de calcul obtenu avec le schéma explicite local
avec 5 zones différentes. Le grain réel moyen pour les 3 cas simulés
est de 3.76 ; le gain théorique étant égal a 4.1 pour cet exemple.

Nous nous sommes intéressés également a 1’évolution du gain réel en
fonction du nombre de zones. La figure 3.14 montre une amélioration
continue du gain en temps de calcul quand le nombre de zones aug-
mente. Une augmentation du nombre de zones est plus significative
au départ, I’avantage du schéma explicite local est plus important
quand nous passons de 2 a 3 zones que si nous passons de 4 a 5 zo-
nes. Nous remarquons enfin que ce gain converge. Pour le cas test
étudié, le gain maximum que nous pouvons atteindre avec une discré-
tisation explicite multi-domaines est égal a 4. Il est atteint avec 4 zo-
nes.

Les expériences numériques effectué¢es dans le cadre de ce premier
cas test avec un maillage localement raffiné montrent que la combi-
naison des schémas amonts avec une procédure explicite locale en
temps produit un schéma qui est stable, efficace et conservatif. Ce
schéma permet de réduire les temps de calcul CPU et son efficacité
est validée pour un large intervalle du nombre de Péclet.
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4,0

1 2 3 4 5
Number of zones

Figure 3.14 : Gain réel en temps CPU obtenu dans le cas du transport
dans un champ d’écoulement uniforme.

Ce probleme a dé¢ja été traité dans la section précédente avec les
schémas semi-implicites. Nous avons alors montré que le schéma

semi-implicite avec (6?:0.6) utilisé avec un pas de temps égal a 5

fois At; constituait une alternative intéressante au schéma explicite

\ r

global. Nous cherchons a présent a comparer le schéma a pas de
temps local avec le schéma semi-implicite (49:0.6). Pour cela, les

profils longitudinaux a y=15 [m] des deux schémas numériques sont
comparés avec ceux de la solution analytique (figure 3.15). L’erreur
maximale, [’erreur RMS, la concentration maximale ainsi que les
temps de calcul CPU sont présentés dans le tableau 3.4 :

D’aprés ces résultats, nous pouvons établir les remarques suivantes :

- Le schéma explicite local diffuse moins numériquement pour le
cas convectif dominant que le schéma semi-implicite. Pour les au-
tres cas, la dispersion physique domine la diffusion numérique et
les trois profils sont alors identiques.

- Pour ’ensemble des cas simulés, le schéma a pas de temps local
ne présente pas d’oscillations non physiques (tableau 3.4) contrai-

rement au schéma semi-implicite (6’ = 0.6).

- Les temps de calcul CPU consommés par les deux schémas, bien
qu’ils soient du méme ordre de grandeur, sont toujours légérement
inférieurs pour les schémas a pas de temps local. Notons aussi que
les schémas multi-domaines en temps présentent un avantage ma-
jeur : en fonction du nombre de mailles dans chaque sous-
domaines le gain en temps de calcul CPU peut étre prévu ap-
proximativement a I’avance d’apres 1’équation (3.20) et la solu-
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tion numérique conserve exactement les qualités de la solution
obtenue avec le schéma explicite traditionnel.

- Notons finalement que les erreurs des deux schémas numériques
sont similaires.

0,8 A
0,6 A

(@) °,,]

0,2 -

Conc

0 20 40 60 80 100

0,8 -

0,6 A

Conc

(b)

0,4 A

0,2 A

100

Conc

(c)

—~—Analytic - Semi-implicit scheme - Local time stepping scheme

Figure 3.15 : Profils longitudinaux obtenus par le schéma EFD_EFMH et une
discrétisation semi-implicite et explicite local (a) Cas 1 (b) Cas 2 (c) Cas 3.
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Erreur Max. Erreur RMS C. Max Temps de calcul

CPU
— SI 0.56 1.86 10 1.05 10.9
S LT 0.53 1.66 107 1.00 10.5
~ SI 0.18 3.81 10" 1.02 12.6
S LT 0.18 3.80 10 1.00 10.7
o SI 9.0510° 7.80 107 1.00 14.6
S LT 9.02 107 7.83 107 1.00 11.7

SI: Schéma semi-implicite (6 = 0.6)
LT: Schéma explicite local

Tableau 3.4 : Comparaison entre les schémas semi-implicite et explicite local dans
le cas du transport dans un champ d’écoulement uniforme.

Nous préconisons alors 1’utilisation des schémas explicites multi-
domaines pour la discrétisation temporelle de 1’équation de convec-
tion.

Le probléme du transport d’une gaussienne
Ce probléme a été également étudié dans le chapitre précédent. Ce
test est, rappelons le, souvent utilisé¢ dans la littérature scientifique
pour évaluer la diffusion numérique des nouveaux schémas amonts de
résolution des équations hyperboliques. Nous ['utilisons alors pour
mieux quantifier la diffusion introduite par les schémas multi-
domaines en temps.

Pour ce cas test, un maillage trés fortement déstructuré est adopté (fi-
gure 3.16) ainsi qu’un champ de vitesse hétérogeéne dans 1’espace.
Cette vitesse est, rappelons le, minimale au centre du domaine et
augmente avec la distance du centre. En fonction de ces deux caracté-
ristiques, les mailles sont regroupées suivant 7 zones différentes
comme l’indique la figure 3.16. Ce regroupement met en évidence
deux zones particulieres : la zone 1 (en bleu) regroupant les mailles
utilisant le plus petit pas de temps et la zone 7 en rouge regroupant
les mailles utilisant le plus grand pas de temps.
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Figure 3.16 : Maillage fortement déstructuré et regroupement des éléments en 7
zones différentes dans le cas du transport d’'une gaussienne.

Les résultats des différentes simulations sont représentés dans la fi-
gure 3.17. Le tableau 3.5 donne la valeur maximale de la concentra-
tion (calculée aprés un tour de révolution complet), I’erreur RMS et
I’erreur maximale pour les schémas explicites local et global.

Cmax  Erreur RMS  Erreur RMS  Gain en temps CPU

Schéma explicite global 0.74 9.8 x 10™ 0.25

Schéma explicite local  0.83 1.2 x 10 0.32 4.0

Tableau 3.5 : Résultats obtenus dans le cas du transport d’'une gaussienne.

La concentration initiale définie par 1’équation (2.66) a une valeur
minimale égale a 0 et un maximum égal a I’unité. Comme le coeffi-
cient de dispersion est négligeable, la solution analytique doit donc
étre confondue avec la solution initiale et doit avoir un maximum
égal a 'unité (sa valeur calculée est égale a 0.9998). Les concentra-
tions maximales obtenues avec les deux schémas aprés une rotation
compléte sont inférieures a celle obtenue par la solution analytique.
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(b)

Figure 3.17 : Profil de la gaussienne aprés une rotation compléte
obtenus a l'aide du schéma explicite (a) local et (b) global.

Ceci est du a la présence de diffusion numérique qui caractérise
I’ensemble des méthodes eulériennes. Le tableau 3.5 montre que la
valeur de la concentration maximale obtenue avec le schéma local est
supérieure a celle obtenue par le schéma global. Nous concluons donc
que les schémas explicites basés sur la condition CFL local sont
moins diffusifs que ceux basés sur la condition globale. Cette pro-
priété est due au nombre d’opérations numériques requises pour ob-
tenir la solution finale. En effet, les EFD introduisent une légere dif-
fusion numérique au niveau du front de discontinuités. Cette
diffusion numérique est proportionnelle au nombre d’opérations nu-
mériques effectués. Pour le cas test étudié, la méthode des EFD com-
binée avec un schéma explicite local nécessite moins d’opérations
numériques que le schéma classique. Ceci explique le fait que les ré-
sultats obtenus soient meilleures que ceux obtenus avec les schémas
classiques. Notons finalement que pour ce cas test, le gain réel en
temps de calcul est d’environ 4 (le gain théorique étant égal a 4.9).
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Transport d’'un contaminant dans un champ d’écoulement non-uniforme : cas du
double puits (injection et pompage)

Les problémes de transport de contaminants impliquant des puits
d’injection et/ou de pompage sont généralement caractérisés par un
raffinement de la discrétisation spatiale au voisinage de ces puits
pour obtenir une bonne approximation du champ de vitesse. Ce
champ généré peut varier de plusieurs ordres de grandeur dans
I’ensemble du domaine physique. Ces deux facteurs créent une varia-
tion spatiale considérable des pas de temps locaux, ce qui rend ce
type de transport une "proie idéale" pour les schémas multi-domaines
en temps.

Nous considérons a présent un probléme de transport d’un contami-
nant du a un écoulement entre une source d’injection et un puits de
pompage dans un milieu homogéne (figure 3.18). Le domaine physi-

que est un carré Q=(0,1)x(0,1) [mz} avec une source d’injection si-
tuée au point d’origine (0,0) et un puits de pompage situé au point
(1,1). Les débits de la source et du puits sont égaux en valeur absolue
Q, =+0.1 [m3/j0ur] et la perméabilité uniforme est égale 8 K =107

[rn/jour] .

Pour ce probléme de transport, le pas de temps dispersif a été fixé a
Aty =0.0125 [jours] alors que le pas de temps convectif est égal a

At, =4.9x107 [jours]. Dans le cas du schéma a pas de temps local,

les ¢léments sont regroupés dans 7 zones différentes (tableau 3.6).

A cause des petites mailles et des vitesses importantes au voisinage
des puits, de tres petits pas de temps sont nécessaires dans ces ré-
gions (figure 3.18). Le plus petit pas temps At est utilisé uniquement
par les deux mailles contenant les puits d’injection/pompage (tableau
3.6). Les autres mailles du domaine utilisent des pas de temps locaux
qui sont, au moins, 2 fois plus grands. Les simulations sont réalisées

a Pinstant T =2.5 [jours]| pour différentes valeurs du nombre de Pé-
clet (tableau 3.7).
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Figure 3.18 : Maillage fortement déstructuré et regroupement des
éléments en 7 zones différentes dans le cas du double puits.
Index de la zone 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Ki—l 1 2 4 8 16 32 64 128 256
Ng; 2 12 38 132 233 412 480 203 1170

Tableau 3.6 : Nombre d’éléments par zone dans le cas du double puits.

En I’absence d’une solution analytique pour le probléme abordé, les
résultats du schéma explicite local sont comparés avec ceux du sché-
ma explicite global. La figure 3.19 montre que les profils de concen-
tration dans les trois cas €étudiés sont similaires. La différence maxi-
male entre les deux schémas n’excede pas les 1% dans la norme L1.

Cas a, e, D, Pe
1 0.002 0.0001 0 [0.004,0.299]
2 0.02 0.001 0 [0.04,2.99]
3 0.2 0.01 0 [0.4,29.9]

Tableau 3.7 : Différentes valeurs du nombre de Péclet utilisées pour
le probléme du double puits.

96



Discrétisations temporelles alternatives pour la résolution de la partie hyperbolique de
I’équation de transport

(a) (b)

Cas 1

AR
—,
k.

¢

S

Figure 3.19 : Résultats obtenus par le schéma EFD_EFMH et une discrétisation
explicite (a) globale et (b) locale dans le cas du double puits.
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Figure 3.20 : Gain réel en temps CPU obtenu dans le cas du
double puits.

Le gain réel moyen en temps de calcul CPU est de 22 en utilisant 6
zones différentes. En augmentant le nombre de zones, le gain réel en
temps de calcul est amélioré et atteint une valeur égale a 33 (figure
3.20). Cet exemple met en évidence |’efficacité importante de la com-
binaison des schémas amonts EFD avec une procédure temporelle
multi-domaines pour des problémes de transport ou plusieurs puits
d’injection et/ou de pompages sont présents. Ces résultats permettent
d’espérer des gains en temps de calcul importants dans des situations
complexes en 3D. C’est I’objet du chapitre suivant.

3.4 Conclusion
Dans des cas hydrauliques courants, les conditions hydrodynamiques
locales peuvent varier de fagon considérable. La condition de CFL
global impose dans ces situations une restriction importante sur le pas
de temps a utiliser, ce qui augmente significativement les temps de
calcul. Nous avons proposé dans ce travail quelques solutions qui
permettent d’éviter cet inconvénient majeur des schémas explicites,
tout en conservant les propriétés de stabilité et de conservation de la
masse.

Dans un premier temps, nous avons présenté un schéma temporel qui
permet de s’affranchir du critére de stabilit¢ du nombre de Courant
sur les pas de temps. La méthode consiste a utiliser une discrétisation
semi-implicite pour la résolution de 1’équation de convection. Avec
cette classe de schémas, il est possible d’utiliser des pas de temps
plus grands que ceux requis par les méthodes explicites. Les expé-
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riences numériques montrent que le schéma semi-implicite 6=0.6
introduit une diffusion numérique limitée, mais de légeres oscilla-
tions numériques persistent dans le cas de transports convectifs do-
minants.

Dans un second temps, nous avons utilisé une méthode de discrétisa-
tion explicite en temps basée sur une condition de stabilité locale. Le
domaine de calcul est découpé en plusieurs zones et différents pas de
temps sont affectés a chaque zone en fonction des caractéristiques lo-
cales de I’hydrodynamique et du maillage. Ces pas de temps locaux
sont des multiples du plus petit pas de temps toléré par la condition
de CFL globale et permettent de diminuer considérablement le temps
de calcul. Les expériences numériques montrent que ces schémas
multi-domaines en temps :

- conservent les principaux avantages de la formulation explicite
classique a savoir la stabilité, la précision et la conservation de la
masse,

- sont plus efficaces que les schémas semi-implicites présentées
dans la section précédente. En effet, ils introduisent moins de dif-
fusion numérique pour des gains en temps de calcul équivalents.

Le chapitre suivant est consacré a la simulation du transport de solu-
tés avec contraste de masse volumique. Il en résulte alors une varia-
tion du champ de vitesse dans le temps. L’utilisation des EFD multi-
domaines en temps requiert dans ce cas un découpage dynamique du
domaine physique au cours de la simulation. L’objectif est de montrer
comment 1’utilisation des schémas multi-domaines dans ce genre de
situations complexes en deux et trois dimensions permet de garantir
des gains en temps de calcul énormes.
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Chapitre 4

Application des schémas multi-domaines en

temps pour la résolution des
eécoulements densitaires

4.1 Introduction

4.2 Modéle mathématique des écoulements densitaires

4.3 Résolution numeérique

4.3.1 Résolution de I'’équation de I'écoulement

4.3.2 Résolution de I'’équation de transport

4.3.3 Procédure itérative de couplage des équations non-linéaires

4.4 Résultats numériques

4.4.1 Probléme de I'intrusion saline avec présence d'un puits de pompage

4.4.2 Expériences d’Oswald (3D)

4.5 Conclusion

4.1

Introduction

La salinisation des aquiferes cotiers est un risque hydrogéologique
majeur touchant les régions littorales, souvent densément peuplées et
fortement tributaires des eaux souterraines. Dans le cas d’un pom-
page dans une réserve connectée avec I’eau de mer, |I’eau salée peut
migrer jusqu’a atteindre les ressources d’eau potable qui deviennent
alors contaminées et inutilisables. Le maintien de la pérennité et de la
qualité de la ressource nécessite alors une gestion efficace qui de-
mande une compréhension particuliere des phénomeénes mis en jeu.

Dans le cas d’une intrusion saline, la propagation du soluté entraine
une variation de la densité qui affecte considérablement le champ de
vitesse. Le systeme résultant est donc difficile a résoudre a cause du
couplage non-linéaire de deux phénomeénes physiques : le transport
d’un soluté par convection-dispersion et I’écoulement densitaire. Les
non-linéarités sont souvent a I’origine de la formation de plusieurs
cellules de convections et donc d’un champ de vitesse complexe.

La modélisation numérique est actuellement le seul outil qui permet
de bien comprendre et de prévoir la propagation d’un polluant quand
les concentrations en sel sont élevées. Elle constitue de ce fait, un
puissant outil de gestion (Oude Essink, 2001). Il est a noter égale-
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ment que la modélisation des écoulements densitaires suscite un inté-
rét particulier pour la récupération assistée des hydrocarbures dans
I”industrie pétroliére ou bien encore pour évaluer les risques liés aux
dépbts radioactifs ou toxiques localisés dans les démes de sel (You-
nes, 1998).

Beaucoup de modéles numériques plus ou moins adaptés a la simula-
tion des écoulements densitaires ont été développés et sont présentés
dans la littérature scientifique (Diersch et Kolditz, 2002). Bien qu’en
pratique les écoulements avec fort contraste de densité soient généra-
lement tridimensionnels, ils sont le plus souvent résolus avec des
modeles numériques bidimensionnels (Voss, 1984 ; Reeves et al.,
1986 ; Essaid, 1990 ; Konikow et al., 1996). En effet, les simulations
3-D consomment un temps de calcul élevé mettant en jeu des mailla-
ges immenses (de I’ordre de millions de nceuds) méme pour des simu-
lations & des échelles de laboratoire (Johannsen et al., 2002).

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a un code de calcul 2-D/3-D
utilisé pour la résolution des équations de transport avec contraste de
densité. Il s’agit du logiciel TRACES (Transport RéActif de Conta-
minants dans les Eaux Souterraines) développé au sein de I’Institut
de Mécanique des Fluides et des Solides de Strasbourg (IMFS). Ce
modéle numérique emploie la méthode des EFMH pour résoudre
I’équation de I’écoulement et la partie dispersive de I’équation de
transport. La méthode des EFD stabilisée avec des limiteurs de pentes
multidimensionnels est utilisée pour la résolution de la partie convec-
tive de I’équation de transport.

Dans sa version 2-D, les propriétés numériques du code TRACES ont
été validées dans plusieurs travaux impliquant des cas tests classiques
et d’autres largement exploités dans la littérature (Ackerer et al.,
1999; Younes et al. 1999). Les expériences numériques ont montré
que le modele implémenté est efficace pour résoudre les équations de
I’écoulement et du transport avec fort contraste de masse volumique.

Bien que le code TRACES soit basé sur une procédure de séparation
d’opérateurs et de "time splitting™ pour la résolution de I’équation de
transport, la discrétisation temporelle explicite traditionnelle de la
partie convective nécessite des temps de calcul importants (voir cha-
pitre 3). Dans sa version 3-D, le modele a été utilisé pour modéliser
les expériences du "salt-pool problem™ (Oswald, 1998 ; Oswald et
Kinzelbach, 2003). Le maillage utilisé est basé sur des éléments
hexaédriques structurés et I’espace d’approximation Q; pour la réso-
lution de la convection (Ackerer et al., 2000 ; Younes, 2003). Cette
version du modele consomme un temps de calcul important : en effet
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pour un simple maillage composé de 2700 éléments, la simulation du
"salt-pool problem™ (Oswald , 1998) demande plus d’une journée de
calcul (Ackerer et al., 2004). En plus, les résultats obtenus avec ce
nombre de mailles ne sont pas satisfaisants. Un maillage plus fin est
nécessaire pour modéliser correctement ce type d’expérience, ce qui
induira nécessairement des temps de calcul beaucoup plus importants.

Dans ce chapitre, nous apportons deux améliorations intéressantes
afin d’augmenter I’efficacité en temps de calcul du code TRACES.
Ces améliorations ont été examinées au chapitre précédent et concer-
nent la discrétisation spatiale et temporelle de la partie convective de
I’équation de transport. Elles consistent :

- d’une part a adopter pour les EFD I’espace d’approximation basé
sur la moyenne de la concentration et de ses gradients dans les
différentes directions de I’espace (chapitre 2),

- d’autre part a implémenter un schéma explicite multi-domaines en
temps pour la discrétisation temporelle de I’équation hyperbolique
de conservation (chapitre 3).

Ce chapitre est structuré comme suit : dans un premier temps, nous
rappelons les équations mathématiques établies au chapitre 1 régis-
sant les phénomeénes d’écoulement et de transport avec fort contraste
de densité. Ensuite, nous présentons les schémas numériques du code
TRACES qui permettent de résoudre les équations précédentes. Pour
ce type de probleme, le champ des vitesses évolue a chaque itération.
Nous expliquons comment une procédure multi-domaines en temps
peut étre efficacement intégrée afin de prendre en compte cette évolu-
tion durant une simulation.

Finalement, pour tester la validité du modéle numérique modifié et
vérifier qu’il conserve les performances et propriétés numériques du
schéma d’origine sur lequel il est basé, nous étudions un probleme
d’intrusion saline avec présence d’un puits de pompage en 2-D. Nous
utilisons ensuite le modéle numérique dans sa version 3-D pour com-
parer différentes configurations de maillage afin d’améliorer les ré-
sultats des simulations numeériques du "salt-pool problem”.

4.2 Modele mathématique des écoulements densitaires
Les équations décrivant le transport de masse avec variation de la
densité ont eté décrites en détail au chapitre 1, elles traduisent :

- la conservation de la masse du fluide (eau et soluté) :
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oh dp OC
S 4+ —L—— "4 HV.g= 4.1
pS— ¢°acm - TPV PQ, (4.1)

- laloi de Darcy géenéralisee :

g=-Kvh+L=F oy (4.2)

o

- la conservation de la masse de soluté (équation de transport) :

P =V-(pD-VCm)+p%(C:; _C,) (43

Nous rappelons que ces équations sont couplées par les équations
d’état reliant la densité et la viscosité a la fraction massique.

4.3 Résolution numérique
Au chapitre 2, nous avons détaillé I’écriture des méthodes EFD et
EFMH dans le cas de I’écoulement et du transport d’un traceur de
I’eau ou la présence de soluté n’affectait pas la densité du fluide.
Dans cette section nous rappelons brievement la mise en ceuvre de
ces deux méthodes numériques aux équations caractérisant les écou-
lements et les transports couplés avec fort contraste de densité.

4.3.1 Résolution de I'’équation de I’écoulement
La loi de Darcy (4.2) est réécrite sous la forme suivante :

(P—,Do)
Po

K'g=-Vh- \% 3 (4.4)

La formulation variationnelle de I’équation précédente utilisant les
fonctions de Raviart-Thomas o (i =1., Nf) du plus bas ordre RT,

comme fonctions de pondération aboutit a :

[(Kg).0f =(he —thF)+%(zE ~7.,) (4.5)

ou h. est la charge hydraulique moyenne sur I’élément E, z. la
coordonnée selon I’axe des z du centre de gravité de E, th® la
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charge hydraulique moyenne sur la facette I'i de I’élément E et z
la coordonnée selon I’axe des z du milieu de la facette T'i.

Les flux Q° sur chaque facette Ti, (i=1,..,N,) d’un élément E sont
alors définis par :

Ny

QF =afh. = (BF) " (thf +ef), (4.6)
avec :
Bf = [0f ‘K™ 0f, aof :i(B..E)_l, ef=Pe"Po(z 7)) @7
E j=1

L’équation de conservation de la masse du fluide (4.1) (eau+soluté)
est discrétisée en utilisant une formulation volumes finis en espace et
une discrétisation temporelle implicite d’ordre un en temps :

n+l n
hE — hE

s|E| +3(QF) " =[ Q-4 Iljg O;Ct (4.8)

Les flux sont remplacés dans I’équation (4.8) par leurs valeurs obte-
nues a I’aide de I’équation (4.6). Les charges moyennes hl™ peuvent

alors s’exprimer en fonction des thF :

n+l _ n+l ¢ /B£+l 8p ~n+l
hE (1 ﬂ ) erl anrl ac (Cm E _Cm E)
(4.9)

n+l N

+an+1 ((th )n+l ( e )nﬂ)(}/, )n+1 §E+1 M

E i=1

ou:
N,

z (o) =3 (e

=t

n Ae n
= %E ﬁE: > FE :.[EQS’

n)
S+ Ag
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gl —n+1 R . .
et Cme, Cme les fractions massiques moyennes sur I’élément E res-
pectivement aux temps n et n+1.

Le systéeme d’équations (4.1) et (4.2) peut étre réduit a une seule
équation avec les th, (i :1,..,Nf) comme seules inconnues (Chavent
et Roberts, 1991). La technique d’hybridation est identique a celle
exposée dans le chapitre 2 et la matrice associée au systeme

d’équations obtenu est symétrique définie positive. Sa résolution est
effectuée a I’aide des méthodes classiques.

4.3.2 Résolution de I'équation de transport
D’apres Kolditz et al. (1997) et Younes et al., (1999) entre autres,

nous supposons que Vp < p. L’équation (4.3) s’écrit alors dans ce
cas :

RV VG, =V-(D-VC,)+ (G, ~Cy). (4.10)

C

La technique de séparation d’opérateurs est appliquée a I’équation de
transport précédente pour donner :

n+l conv,n+1 conv,n+1 n
C, -C. +C, -C,

At

+V-VC, ZV-(D-VCm)
(4.11)
+%(Cr’; _Cm)’

C

ou C¥™™ est la fraction massique calculée par convection au pas
n+1 selon I’équation :

conv,n+1 n
Cm — C:m

_ v Qe
=V vcm+¢ (C:-C,). (4.12)

C

Afin d’économiser du temps de calcul, nous adoptons I’espace P
(ensemble des fonctions de base linéaires) pour approximer la
concentration inconnue de I’équation (4.12). Dans le cas des eléments
hexaédriques en 3-D (Guillot et al., 2002), nous avons :
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Cre(®=Cne, g (X y,2)=1
Cielt) =25, G2 (0 .2) =X,
oc, (4.13)
Cocl(t)= é'y’E , g (X, Y.2)=Y— Ve,
oC
C;,E (t) mE ¢é(X, y,Z):Z—ZE,

avec (X, Ve z¢) le centre de gravité de I’élément E, Cne la

moyenne de la concentration massique sur I’élément E et

oC,eg 0C,¢ oC o - X
mE _ME _TE ses dérivées premiéres par rapport a chacune des

x oy | oz

trois directions de I’espace.

Pour cet espace, nous avons 4 degrés de liberté en moins par maille
par rapport a I’espace d’approximation Q. Pour la limitation de
pente, nous utilisons la procédure directe présentée au chapitre 2 pour
les quadrangles : son extension aux hexaédres structurés est en effet
triviale. Nous avons montré que dans le cas des quadrangles, I’espace
P1 n’entrainait en aucun cas une perte de la précision et de la stabilité
de la solution numérique. Dans le cadre des éléments finis structurés,
I’extension des algorithmes 2-D aux équations 3-D n’apporte pas des
différences majeures tant sur la décomposition des flux, la précision
de la solution obtenue, la stabilité, etc. (Steve, 1988). Les eléments
hexaédriques permettent de conserver exactement, par analogie, les
propriétés des quadrangles en 2-D (Kirby, 2000).

Pour la partie dispersive de I’équation (4.11), nous avons :

n+l conv,n+1
Co ~Co _Aim =Vv-(D-VC,). (4.14)

La discrétisation de cette équation avec les EFMH est détaillée dans
I’annexe B.

4.3.3 Procédure itérative de couplage des équations non-linéaires

Les trois equations difféerentielles (4.1)-(4.3) sont linéarisées grace a
la méthode du point fixe et résolues a I’aide d’une procédure itérative
présentée dans Ackerer et al. (2004). L’intérét est de séparer les mo-
deles de convection-dispersion et d’écoulement. L algorithme général
de résolution s’écrit :
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Premiére étape : Résolution de la partie convective de I’équation du
transport a I’aide d’un schéma a pas de temps local :

En fonction du champ de vitesse V" a I’itération k et du pas de

temps global de simulation At" utilisé pour résoudre I’écoulement et
la dispersion, nous calculons les pas de temps convectifs locaux pour
chacun des éléments du domaine physique selon la technique exposée
au chapitre 3. L’équation (4.12) est ensuite résolue localement dans
chaque zone :

C conv,n+1 _ n
m

m kv C _Q C:—-CM). 4.15
A m ¢c( n—Cn) (4.15)

Deuxiéme étape : résolution de la partie dispersive de I’équation de
transport :

n+1,k+1 conv,n+1
Cm — Cm

_ . n+1,k n+1,k+
NG =V (D" Vet (4.16)

Troisieme étape : utilisation des équations d’état :

—n+1,k+1 —n+1,k+1

pn+l,k+l _ f(Cm ) : lun+l,k+l — g(Cm ) (417)

Quatrieme étape : résolution des équations de I’écoulement :

hn+1,k+1 _ hn
Spn+l,k+l At +pn+l,k+lvlqn+l,k+l — pn+l,k+lQS
n+lk+l —n+lk+l —n (418)
y op 1 1Cm1k1_cm
‘L oC, At
avec :
pn+1,k+l _p
qn+l,k+l — _K[th+1,k+1 + 0 sz (419)
Po

ou n est le pas de temps et k I’itération.

Cinquieme étape : Test de convergence et fin des itérations si :
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—n+lk+l —n+lk

Cn —Cn hn+l'k+1 - hn+l'k < &, (420)

<g. et

Finalement, la gestion du pas de temps At" est réalisée d’une maniére
adaptative en fonction du nombre d’itérations nécessaires pour assu-
rer la convergence du probléme précédent :

si k<4 A" =1.2At"
si 5<k<8 At"™ =1.0At" (4.21)
si 9<k At =0.9At"

Si la convergence n’est pas atteinte au bout de 20 itérations, le pas de

temps At" est alors divisé par 2. La partition spatiale et dynamique
des éléments en fonction du pas de temps local est variable :

- d’une itération a I’autre en fonction du champ d’écoulement cal-
culé a chaque itération a I’issue de la quatrieme étape,

- d’un pas de temps a I’autre du fait de la gestion adaptative définie
par (4.21).

4.4 Résultats numériques
L’ objectif dans la derniere section de ce chapitre est de valider numé-
riquement I’intégration des schémas multi-domaines en temps ainsi
que I’espace d’approximation (4.13) au code de calcul TRACES des
écoulements densitaires.

Nous désignons par TRACES v2 la version du code TRACES modi-
fiée. La version classique est notée TRACES v1. Nous étudierons un
probléme d’intrusion saline avec présence d’un puits de pompage en
2-D ainsi que les expériences tridimensionnelles du "salt-pool pro-
blem".

4.4.1 Probleme de I'intrusion saline avec présence d’un puits de
pompage

Un probleme simplifié d’intrusion saline dans un aquifére cotier en
présence d’un puits d’extraction est étudié en premier lieu. Ce cas
correspond au déplacement d’un front salin dans un aquifére rectan-
gulaire supposé homogeéne, isotrope et saturé. Le milieu est initiale-
ment chargé par de I’eau douce. Les conditions aux limites sont celles
du probléeme d’Henry standard (Henry, 1964 ; Voss et Souza, 1978) et
correspondent a une pression hydrostatique le long de la frontiere

droite et une densité pour I’eau saline égale & p, =1025kg/ m®. Un
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flux constant égal 8 Q =6.6x10°m*/s d’eau douce de densité égale a
P, =1000kg / m® est imposé le long de la frontiére gauche, ce qui
donne lieu a une variation totale de la densité de 2,5%.
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Figure 4.1 : Maillage localement raffiné au voisinage
du puits d’extraction.

Un puits de pompage (point d’extraction) est localisé au point
(Im,0.3m) et I’eau est pompée & un débit constant Q, =10"*m’/s. Les

valeurs des parameétres physiques et hydrauliques sont résumées dans
le tableau 4.1. Le domaine rectangulaire est discrétisé a I’aide d’un
maillage triangulaire fortement déstructuré composé de 1631 nceuds
et 3142 éléments (figure 4.1). Un raffinement de la discrétisation spa-
tiale est nécessaire au voisinage du puits de pompage pour obtenir un
champ de vitesse précis. La durée totale de la simulation est fixée a
T =4000s.

La température du milieu est considérée constante de sorte que seule
la concentration en sel influe sur la densité du fluide. Comme le
champ des vitesses est fortement influencé par les variations de
masse volumique, la distribution spatiale des pas de temps locaux
n’est plus constante dans le temps (figure 4.2). Nous avons alors re-
cours a une partition dynamique des différentes zones au cours de la
simulation. Le nombre total de zones dans lesquelles seront regrou-
pées les différentes mailles varie entre 5 et 11 pour ce cas test. Du
fait du raffinement du maillage et des modules de vitesse importantes
au voisinage du puits de pompage, des pas de temps relativement pe-
tits sont alors nécessaires pour les mailles situées dans cette région.
Le plus petit pas de temps local At, est utilisé uniquement pour

I’élément contenant le point d’extraction. Les autres pas de temps lo-
caux, qui sont au minimum deux fois plus importants, sont adoptés
par les autres éléments du domaine physique (figure 4.2).

109



Application des schémas multi-domaines en temps pour la résolution des écoulements densi-

taires

Perméabilité
Porosité
Coefficients de dispersion

Coefficient de diffusion moléculaire
Conditions aux limites pour I’écoulement

k, =k, =1.0204x10"m’

¢=0.35

a, =a, =0m

D =3772x10°m’ 5"

Pression hydrostatique sur le coté droit

Conditions aux limites pour le transport

Flux constant le long du coté gauche:
Q =6.6x10"kg/m’

Pas d’écoulement suivant les cotés supérieurs
et inférieurs

p, =1000kg / m® sur le coté gauche
p, =1025kg /m’ sur le coté droit
Gradient de concentration nul suivant

les cotés supérieurs et inférieurs

Tableau 4.1 : Parametres physiques et conditions aux limites pour le probleme de

I'intrusion saline avec présence d’'un puits de pompage.
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Figure 4.2 : Répartition dynamique des différents éléments pour (a) T=1500 s et (b)

T=4000 s.

Aucune solution analytique n’existe pour ce cas test. Nous utilisons
alors comme solution de référence le code TRACES_v1 avec comme
maillage celui de la figure 4.1 et un pas de temps initial

At®=At _ =10s. Les profils des fractions massiques C_ obtenus

avec la version TRACES v2 sont identiques a ceux obtenus avec la
version TRACES vl (figure 4.3). La différence entre les deux sché-
mas numériques est de I’ordre de 0.6% dans la norme L1. Tout au
long de la simulation, aucun probléme de stabilité numérique n’a été
détecte et les masses de sel introduites ont été exactement conservées
pour les deux schémas. Le schéma numérique basé sur une discrétisa-
tion temporelle explicite locale est plus efficace que le schéma tradi-
tionnel, le gain en temps de calcul étant de 20 pour ce cas test.
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Figure 4.3 : Fractions massiques obtenues a l'aide des
schémas (a) TRACES_v1 et (b) TRACES_v2.

Ce premier résultat en 2-D met en évidence I’intérét de I’utilisation
des schémas multi-domaines en temps au sein d’un code de résolution
des écoulements densitaires. Pour ce probléme non-linéaire, le champ
des vecteurs vitesse évolue a chaque itération. Dans ce cas, une parti-
tion dynamique et "fidéle™ a cette évolution (nombre de zones et re-
partition des éléments suivant les zones) peut étre implémentée pour
assurer la stabilité du schéma numérique. Dans ce qui suit, nous al-
lons nous intéresser a un problemes plus complexe de transport salin
tridimensionnel.

4.4.2 Expériences d’Oswald (3D)

Des séries d’expériences effectuées au laboratoire ont été proposees
par Oswald (1998) a I’ETH de Zurich pour mesurer I’effet du
contraste de masse volumique sur I’écoulement en milieu poreux. Ces
expériences impliquent dans un premier temps I’équilibre d’une cou-
che stable d’eau salée située en dessous d’une autre couche d’eau
douce. Un débit additionnel d’eau douce vient ensuite perturber
I’équilibre précédent causant une déstabilisation transitoire du front
salin. L’importante variation des gradients de masse volumique qui
en découle s’avere avoir une influence significative sur les lignes de
courant a cause des effets de gravité (Oswald et al., 2002).
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Figure 4.4 : Dispositif expérimental (Oswald, 1998).

Les expériences du "salt-pool problem" représentent un banc d’essai
intéressant pour la modélisation des écoulements densitaires (Johann-
sen et al., 2002), et constituent un défi pour la communauté scientifi-
que (Younes, 2005). En effet, les résultats expérimentaux correspon-
dent a une distribution tridimensionnelle des concentrations. En plus,
les résultats présentés sont tres précis vu que les concentrations sont
visualisées par RMN (spectrométrie de résonnance magnétique nu-
cléaire) (Oswald et al., 1997).

[ t'(s) c (%) [ t'(s) c. (%) i t'(s) c (%)
0 0 0.00000 9 2550 0.03765 18 5280 0.02144
1 150 0.00162 10 3000 0.03414 19 5700 0.01988
2 570 0.03498 11 3255 0.03230 20 5955 0.01910
3 795 0.04600 12 3510 0.03046 21 6255 0.01821
4 1035 0.05035 13 3765 0.02879 22 6510 0.01754
5 1290 0.05052 14 4080 0.02701 23 6840 0.01671
6 1635 0.04762 15 4380 0.02539 24 7140 0.01604
7 1995 0.04383 16 4725 0.02384 25 7500 0.01526
8 2310 0.04055 17 4995 0.02261

Tableau 4.2 : Valeurs de la fraction massique mesurée a la sortie pour le cas
Saltp-L (C. =1%).

Dans ce qui suit nous rappelons le processus expérimental utilisé. Un
cube de coté L est rempli par un milieu poreux homogene et isotrope
de porosité ¢,. Cing ouvertures sont utilisées pour I’injection et I’ex-
traction d’eau douce et/ou d’eau salée durant les différentes phases de
la simulation. Ces ouvertures sont repérées sur la figure 4.4.
L’ expérience compléte se déroule en trois étapes distinctes. Pendant
la premiere phase de période T,, une eau salée de fraction massique
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C.. donnée est injectée a travers I’ouverture du bas dans le cube ini-

tialement rempli par de I’eau douce. Cette injection a pour effet une
extraction de I’eau douce par les autres ouvertures du haut. Deux cas
sont considérés (Oswald, 1998) : Saltp—L dont la fraction massique

C, est de 1.0% et Saltp—D dont la fraction massique C, est de

m
10.0%. Pendant la seconde étape de I’expérience de période T,, tou-
tes les ouvertures sont fermées jusqu’a ce que I’équilibre entre les
deux couches (eau saline et eau douce) soit atteint. Cet équilibre cor-
respond a une distribution (presque) horizontale du sel impliquant
une zone de mélange trés réduite. Durant la troisieme et derniére
étape, le cube est rechargé par de I’eau douce a travers une ouverture
du haut (figure 4.4) et un débit constant egal & Q, pendant une durée

T,. A travers I’autre ouverture diagonalement opposée, I’eau salée est
extraite avec une fraction massique c_(t) variable au cours du temps.

Cette fraction massique a été mesurée a 26 instants différents (tableau
4.2) pour Saltp—L et a 31 instants différents pour Saltp—D (tableau

4.3).

[ t'(s) ¢ (%) [ t'(s) c. (%) i t'(s) ¢ (%)
0 0 0.00000 11 2850 0.02232 22 6510 0.02325
1 240 0.00014 12 3120 0.02243 23 6840 0.02331
2 465 0.00443 13 3375 0.02248 24 7170 0.02331
3 705 0.01106 14 3705 0.02259 25 7530 0.02342
4 945 0.01562 15 3960 0.02265 26 7830 0.02342
5 1185 0.01886 16 4245 0.02281 27 8145 0.02347
6 1515 0.02062 17 4575 0.02276 28 8565 0.02353
7 1800 0.02139 18 4845 0.02292 29 9090 0.02355
8 2040 0.02177 19 5190 0.02303 30 9495

9 2340 0.02204 20 5520 0.02314

10 2610 0.02221 21 5955 0.02309

Tableau 4.3 : Valeurs de la fraction massique mesurée a la sortie pour le cas

Saltp— D (c; - 10%) .
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Figure 4.5 : Les différents maillages A, B, C et D.
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L’ensemble des paramétres géometriques, physiques et hydrauliques
relatifs a I’écoulement et au transport utilisés dans les différentes
phases de I’expérience sont indiqués dans le tableau 4.4.

Dans un premier temps, nous comparons les résultats numériques ob-
tenus par les deux codes TRACES vl et TRACES v2. Pour cela,
nous considérons le maillage A composé de 2700 éléments (figure
4.5).

& Exp. Saltp-L
—A—EXxp. Saltp-D
-8 TRACES_v1 Saltp-L
—4- TRACES_v2 Saltp-L
0,12 -a- TRACES_v1 Saltp-D
-4 TRACES_v2 Saltp-D

0,10
0,08

0,06

Cm [%)]

0,04

0,02

0,00
0 20 40 60 80 100 120
t [min]

Figure 4.6 : Courbes de restitution expérimentales et numériques
obtenues par les deux codes TRACES_v1 et TRACES_v2.

La figure 4.6 montre qu’il n’y a pas une grande différence entre les
différentes courbes de restitution (breakthrough curves) obtenues par
les deux versions du code pour les deux simulations Saltp—L et
Saltp—D. Les valeurs obtenues par la version TRACES v2 sont
néanmoins légerement inférieures mais I’écart avec les résultats expé-
rimentaux reste cependant important. La distribution de la fraction
massique simulée par le code TRACES_v2 a I’intérieur du cube a la
fin de la premiere étape (t:10 min), la fin de la seconde étape

(t=45 min) et durant la troisiéme étape (t=63 min) est également

représentée sur la figure 4.7 Cette distribution est similaire a celle
simulée par le code TRACES_v1 (Younes, 2003). Il est a noter éga-
lement que I’ancienne version du code consomme un temps CPU
moyen par simulation de I’ordre de 30 heures, alors que la version
TRACES_v2 n’en consomme que 32 minutes !
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Figure 4.7 : Distribution de la fraction massique pour le "salt-pool problem" (iso-surfaces : 0.05, 0.5,
0.8) simulée a I'aide du code TRACES_v2.
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Cet avantage est du en grande partie a I’implémentation des schémas
multi-domaines en temps mais aussi a la discrétisation spatiale du
terme convectif de [I’équation de transport dans I’espace
d’approximation P;. Ce premier essai montre que I’utilisation des
schémas multi-domaines basés sur un découpage dynamique du do-
maine physique, permet des gains intéressants en temps de calculs
dans ce genre de situations complexes en trois dimensions.

Dans un second temps, nous utilisons cet avantage pour comparer
d’autres configurations de maillages afin d’améliorer les résultats des
simulations numériques précédentes. Trois maillages plus fins sont
alors utilisés : le maillage B composé de 17496 mailles, le maillage C
compose de 42875 mailles et le maillage D composé de 81356 mail-
les (figure 4.5). A cause des erreurs de mesures qui peuvent affecter
les divers parametres physiques mesurés (tableau 4.4), Johannsen et
al. (2002) proposent d’utiliser les valeurs modifiées suivantes pour la
perméabilité, la porosité et la dispersion transversale :

K® =1194K, n® =0.962n, o =0.360c,. (4.22)

Nous désignons par Siml les simulations effectuées avec le jeu de pa-
rameétres initiale (tel indiqué dans le tableau 4.4) et par Sim2 celles
réalisées avec le jeu de paramétres modifiés (4.22). Les résultats sont
synthétisés dans les figures (4.8) et (4.9). Nous remarquons tout
d’abord que pour les deux expériences Saltp—L et Saltp—D, plus le

maillage est dense et plus I’écart entre les courbes simulées et expé-
rimentales est réduit. Pour le maillage le plus grossier (A), les cour-
bes de restitution obtenues a I’aide des deux jeux de parameétres sont
similaires pour les deux expériences. Pour les autres maillages, les
courbes obtenues a I’aide des parameétres (4.22) sont meilleures. Pour
I’expérience Saltp—L, le raffinement du maillage B n’apporte pas

d’amélioration supplémentaire, contrairement au cas Saltp—D ou un

raffinement du maillage est toujours nécessaire pour réduire I’écart
entre la courbe simulée et la courbe expérimentale. Ce point est éga-
lement souligné dans Johannsen et al. (2002). En effet, pour le pre-
mier cas, un maillage relativement grossier est suffisant afin de pren-
dre en compte les effets de la convection et de la dispersion
longitudinale, alors que la simulation du second cas nécessite un
maillage plus dense pour mieux prendre en compte I’effet de la dis-
persion transversale.

Finalement, une confrontation entre les résultats expérimentaux et

numeériques obtenus avec les codes de calcul SALTFLOW (Molson et
Frind, 1994), FEFLOW (Trefry et Muffels, 2007) et TRACES_v2 est
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effectuée. Toutes les simulations réalisées donnent lieu a des résultats
différents et montrent une surestimation de la fraction massique
maximum a la sortie pour Saltp—L (figure 4.10) et Saltp—D (figure
4.11). Le modele TRACES v2 donne les résultats numériques les
plus satisfaisants.

B -x- Exp. Saltp-L
-+ Sim1 Maillage A
0,08 r . .
- Sim2 Maillage A
[ -4 Sim1 Maillage B
0,06 - Sim2 Maillage B
g | -+ Sim1 Maillage C
c | - Sim2 Maillage C
o 0,04
0,02 | |
0,00 =&
0 20 40 60 80 100 120
t [min]
Figure 4.8 : Simulation de I’expérience Saltp—L (cas 1) avec
le code TRACES_v2.
-<- Exp. Saltp-D -4 Sim1 Maillage A
- Sim2 Maillage A -+ Sim1 Maillage B
012 - - Sim2 Maillage B -+ Sim1 MaillageC
H -=- Sim2 MaillageC -=- Sim2 MaillageD
0,10 r
0,08 r
é L
0,06 -
£
o L
0,04 r
0 02 L x /X,—><r><l><f><7><7><f><fXJX*XfX7XrXfX7X'Xfo><V
il X/
L x~
5
0,00 E—x—
0 20 40 60 80 100 120
t [min]

Figure 4.9 : Simulation de I'expérience Saltp— D (cas 2) avec
le code TRACES_v2.
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Saltp—L, cas 1 Saltp — D, cas 2 Unité
min. max. min. max.
C. 1 10 %
T, 720 717 723 714 711 717 S
T, 2010 2009 2011 2076 2075 2077 S
T, 8412 8410 8414 9594 9592 9596 S
Q 1.20 1.1916 1.2084 1.26 1.2516 1.2684 10°m3s?
Q, 1.89 1.872 1908 1.83 1.802  1.848 10°m®s?
4, 0.372 0370  0.375 0.372 0.370  0.375 -
D, 10 7 12 10 7 12 10" m?s™
K 10 8.9 11 10 8.9 11 100 m?
a, 1.2 0.6 1.5 1.2 0.6 1.5 10°m
a, 0.12 003 025 0.12 003 025 10°m
L 200 199 201 200 199 201 10°m
2, 998.23 998.23 Kgm?
P, — P, 758.65 733.70 Kgm?
4, 1.002 0.93 1.02 1.002 0.93 1.02 10°kg m*s*

Tableau 4.4 : Parameéetres géométriques et physiques du "salt-pool problem®".

-~ Exp. Saltp-L
- FEFLOW
-4 SALTFLOW

- TRACES_v2

20

40

60 80
t [min]

100

120

Figure 4.10 : Simulation de I'expérience Saltp—L (cas 1) avec

différents codes de calcul.

119



Application des schémas multi-domaines en temps pour la résolution des écoulements densi-
taires

- Exp. Saltp-D -=- FEFLOW v.1
0,30 r
= FEFLOW v.2 = FEFLOW v.3
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Figure 4.11 : Simulation de I'expérience Saltp—D (cas 2)
avec différents codes de calcul.

4.5 Conclusion

Dans ce quatrieme chapitre, la simulation du transport de solutés avec
contraste de masse volumique en deux et trois dimensions est étudiée.
Quand la variation de la densité est non négligeable, I’équation de
transport est couplée a celle de I’écoulement par les équations d’état.
Il en résulte alors une variation continue du champ des vitesses dans
le temps. Apres avoir rappelé les équations de base d’un code de ré-
solution des écoulements densitaires (TRACES), nous avons montré
comment une procédure multi-domaines en temps pouvait étre effica-
cement intégrée au sein de ce code afin de prendre en compte
I”évolution du champ des vecteurs vitesses.

La nouvelle version du code de calcul est tout d’abord validée en 2-D
pour un probléme d’intrusion saline avec présence d’un puits de
pompage. Nous montrons particulierement comment I’utilisation des
schémas multi-domaines basés sur un découpage dynamique du do-
maine physique permet des gains importants en temps de calcul, tout
en conservant les propriétés numériques du schéma d’origine.

Dans un second temps, les expériences du "salt-pool problem" ont été
étudiées. Les simulations numériques montrent que des maillages fins
et denses sont nécessaires afin de réduire les différences observées
entre les solutions numériques et expérimentales pour ce genre de si-
tuations complexes en trois dimensions. Une confrontation entre les
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résultats numériques obtenus avec d’autres codes de calcul est égale-
ment effectuée. Le modéle TRACES dans sa version modifiée donne
les résultats numériques les plus satisfaisants.
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Conclusion Générale et Perspectives

Le travail présenté dans ce mémoire s’intéresse a la modélisation du
transport de polluant en milieu poreux saturé. Ce phénomene est régi
mathématiquement par une équation composée d’un terme hyperboli-
que (convection) et d’un terme parabolique (dispersion). L approche
de séparation d’opérateurs est utilisée pour la résolution de I’équation
de transport. Son avantage est qu’elle permet d’adopter a chaque
terme la méthode numérique la plus adéquate. Dans ce cadre, la mé-
thode des éléments finis mixtes hybrides (EFMH) est employée pour
résoudre la partie parabolique. La partie hyperbolique est résolue a
I’aide de la méthode des éléments finis discontinus de Galerkin
(EFD). Les EFD sont basés sur une approximation polynomiale par
morceaux de la solution et une étape de limitation de pente est néces-
saire afin de supprimer les oscillations non-physiques. Une discrétisa-
tion temporelle explicite est généralement utilisée afin de bien ap-
proximer les zones a forts gradients caractérisant les transports
convectifs dominants. Les schémas explicites sont conditionnés par
un critére de stabilité globale qui peut aboutir a des temps de calcul
importants dans certains cas pratiques. Dans ce travail, nous avons
proposé des solutions qui permettent d’ameliorer I’efficacité des
schémas EFD.

Dans la premiere partie, la discrétisation spatiale est étudiée. Classi-
quement, les inconnues ou degrés de liberté sont les concentrations
nodales pour chaque élément. Nous avons considéré un second espace
d’approximation basé sur la valeur moyenne de la concentration et de
ses gradients dans les différentes directions de I’espace. Le nombre
d’inconnues est inférieur dans ce cas et ne dépend pas de la nature du
maillage mais de la dimension de I’espace R®. La comparaison des
deux approches pour des maillages quadrangulaires montre que la
diminution de degrés de liberté n’entraine pas une perte de précision
de la solution numérique et assure des gains en temps de calcul im-
portants. Le second espace d’approximation a été egalement dévelop-
pé pour les maillages triangulaires non-structurés. Une comparaison
entre différentes techniques de limitation de pente nous a permis de
trouver la méthode de reconstruction la plus appropriee.

Dans la seconde partie de ce travail, la discrétisation temporelle des
EFD est abordée. Deux alternatives au schéma traditionnel explicite
sont présentées :

- La premiére idée consiste a utiliser une discrétisation semi-
implicite. Nous avons montré qu’avec cette classe de schémas, il
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est possible d’utiliser des pas de temps supérieurs a ceux requis
par les schémas explicites. La diffusion numérique développée est
inférieure a celle des schémas implicites. Cependant, de légéres
oscillations numériques persistent dans les cas convectifs domi-
nants malgré I’utilisation des limiteurs de pente.

- La seconde idée consiste a utiliser une discrétisation explicite en
temps basée sur une condition de stabilité locale. Le domaine de
calcul est découpé en plusieurs zones et différents pas de temps
sont affectés a chaque zone en fonction des caractéristiques loca-
les de I’hydrodynamique et du maillage. Les résultats montrent
que les schémas multi-domaines en temps conservent les princi-
paux avantages des schemas explicites classiques et introduisent
moins de diffusion numérique. Nous avons montré que dans des
cas hydrauliques pratiques, le schéma explicite a pas de temps lo-
cal permet de diminuer considérablement le temps de calcul.

Dans la troisieme partie de ce travail, la résolution des écoulements
densitaires est abordée. Quand la variation de la masse volumique est
non négligeable, les équations de I’écoulement et du transport sont
couplees. Il en résulte alors une variation continue du champ de vi-
tesse dans le temps. Nous avons montré comment une procedure ex-
plicite multi-domaines peut étre efficacement implémentee afin de
prendre en compte I’évolution du champ hydrodynamique. Le schéma
est tout d’abord validé en 2-D pour un probleme d’intrusion saline
avec presence d’un puits de pompage. Les expériences 3-D du "salt-
pool problem" sont ensuite étudiées. Les simulations numériques
montrent que des maillages fins et un calage de certains paramétres
physiques sont nécessaires afin de réduire les différences observées
entre les solutions numériques et expérimentales. Une confrontation
avec les simulations obtenues avec d’autres codes de calcul est éga-
lement effectuée. Le modele basé sur le schéma explicite local donne
les résultats les plus satisfaisants.

Dans la suite de ce travail, différentes pistes peuvent étre envisagées :

- Le développement des schémas explicites multi-domaines d’ordre
supérieur (Runge-Kutta d’ordre deux par exemple).

- L’application des schémas multi-domaines explicites a une straté-
gie de raffinement de maillage spatio-temporel (raffine-
ment/déraffinement dynamique).

- L’utilisation des &#-schémas adoptant un paramétre d’"implicite”
@ variable. Une discrétisation semi-implicite sera considérée par
exemple dans des régions ou le nombre de CFL local est grand
(vitesses importantes, maillage fin) et ou les gradients de concen-
tration sont inférieurs a une tolérance fixée a priori. Dans les au-
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tres régions, un schéma explicite sera implémenté afin de bien ap-
proximer les fronts de concentrations les plus raides.

- L’intégration des schémas multi-domaines au sein de codes de
calcul du transport réactif. Les phénomeénes liés a la chimie seront

pris en compte a I’aide d’une technique de séparation d’opérateurs
appropriee.
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Annexe A :

Formules de passage entre I'élément

de référence et I'élément réel

Afin de simplifier la définition analytique des éléments réels de forme complexe, la notion

d’élément de référence a été introduite. Un élément de référence E est un élément de forme
plus simple, repéré dans un espace de référence, qui peut étre transformé en chaque élément
réel E par une transformation géométrique F . Cette transformation définit les coordonnées

X=(X,y) de chaque point de I’élément réel a partir des coordonnées )A(:(u,v) du point
correspondant de I’élément de référence :
F:E>E

x> x=F(¥) (Ad)

A.l. L’élément triangulaire (2D) :

La transformation F est définie dans le cas d’un maillage triangulaire (figure 2.1) de ma-
niere unique par :

(0,0)——(%.y:)

1,0)—>(%,.Y,)

(01)——(%;.Y5)
Les expressions analytiques de x(u,v) et y(u,v) sont les suivantes :

X
X (u,v)=(N;,N,, N, )| x, (A2)
X3

Y1

y(U,V)=<N1,N2,N3> Y> (A3)
Ys
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Les fonctions de base géométriques sont :

N,=1-u-v
N, =u (A4)
N, =v

Nous définissons par DF (;() la matrice jacobéenne de la transformation F définie par :

OX OX
N U ov d d
DF(X): au 8V — 1 2 (A5)
Y o 9 4,
ou ov

avec: d, =x,—-x, d,=%x,—-x, d;=y,-y, etd, =y, -y,
Le déterminant de DF (>A<) est noté J. (>A<)

Les fonctions de base des éléments finis mixtes hybrides sont définies sur I’élément de réfé-
rence E de la facon suivante :

of=ly) A=) el ()
v-1 v \;

A.2. L’élément rectangulaire (2D) :

La transformation F est définie dans le cas d’un maillage quadrangulaire (figure 2.2) de
maniére unique par :

Les expressions analytiques de x(u,v) et y(u,v) sont les suivantes :
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x(u,v)

(N;,N,,N;, N, ) iz (AT)

y(u,v)=(N;,N,,N;,N, ) (A8)

Les fonctions de base géométriques sont :

N, =1-u-v+uv

N, =u-uv

(A9)
N, =uv
N, =v-uv

Les fonctions de base des éléments finis mixtes hybrides sont définies sur I’élément de réfé-
rence E de la fagon suivante :

g u g u-1 g 0 g 0
) ) 4l e

A.3 Passage de I’élément réel & I’élément de référence pour les différents types de cal-
cul :

Les différentes opérations sont présentées pour I’élément bidimensionnel triangulaire. Ces
opérations sont identiques pour les éléments quadrangulaires et hexaédriques. Les intégrales
contenant exclusivement des fonctions de base de I’élément E sont évaluées analytiquement

sur un élément de référence E. Les autres intégrales faisant intervenir également des fonc-
tions de base des éléments voisins sont calculées en utilisant la formule d’approximation de
Simpson.

A.3.1 La transformation d’un vecteur

Considérons par exemple le cas d’une des fonctions de base des éléments mixtes hybrides, la
transformation d’un vecteur s’écrit :

J. (§<)

o (X,y)= DF()?)wF(u,v) (A11)
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A.3.2 La transformation d’une intégrale de surface

Le passage de I’élément réel a I’élément de référence pour I’intégrale de surface d’une fonc-
tion scalaire s’écrit :

jE f (x, y)dxdy = jﬁ f(x((u,v), y(u,v)) 3¢ (u,v)dudv (A12)
Cette propriété nous permet de calculer les différents termes de la matrice A ; définis par :
1 lI-u = =
A*j - J.E ¢jE¢iE - Iu:OIv:O ¢JE¢'E (A].S)

avec par exemple dans le cas d’un élément triangulaire :

¢ (u,v)=1
o (uv)=x+du+dyy-X, (Al4)

m>

¢y (u,v)=y, +du+dy-¥,.
Nous pouvons également calculer les différents de la terme de la matrice Bi'j définis par :

—u

B;; = J.E HVVE = Ll:o Jio ¢JE f}'v¢iﬁ

avec :

e (0 e (4 e (0
V¢1 :[Oj V¢2 :[Oj V¢3 :(d ) (A15)

A.3.3 La transformation d’une intégrale de contour
js f(x,y)dS = jé f(s)J.ds (A16)

ou s est I’abscisse ou I’ordonnée de contour (qui est en général u ou v) et J_ est définie
de la fagon suivante :

3 :\/(6x(s)]2 +(6y(s)j2 (ALT)
0s oS

Cette propriété nous permet de calculer les différents termes de la matrice ij définis par :
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0 _ EQ_rEl E ,E EQrEz E JE EQ_rE3 E /E
I\/Ii,j - 1|r1| jr1¢' ¢j + 2|r2|.[r2¢| ¢j + 3|r3| L3¢i ¢j (A18)

Considérons par exemple, I’intégrale IF1¢2E ¢3E . Sur I’élément de référence, la facette I'l est

caractérisé par v=0. En utilisant les expressions (A14) pour ¢2E et ¢3E, nous obtenons pour
v=0:

. (A19)
¢3E (u): Y, +du—Ve
et J, =+/d7 +dZ . L’intégrale _[quﬁf ¢ devient alors :
E e _ [* - - 2, 42
[ 85 o5 =], (0 +du =% )(y, +dsu— Ve )/d; +didu (A20)

A.4 Intégrales calculées en utilisant I’approximation de Simpson

Soit f une fonction continue sur [a,b], la méthode de Simpson consiste a approcher

b
I’intégrale J. f (x)dx . Elle donne des résultats exacts pour des polyndmes de degré inférieur
a

ou égal a trois et s’exprime par :
j:f(x)olx_b6 [f(a) 4f(azbj f(b)} (A21)

Cette propriété nous permet de calculer les différents termes des matrices M}
définis par :

M2 et Mi‘f’j

ij!? (]

)& o
Mllj :(1—2«;51 |I-,l;|iL| -[F1¢ ¢ MiZJ :( |F1"22|'[ ¢ ¢
Q (A22)
IVlis,j :( |r‘1§| Irs¢ ¢E3
En effet, considérons par exemple Iintégrale IM%E ¢ sur la facette I'L, nous avons :
.[r1¢2 ;=
(A23)

e - 257 ) 225 o))
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Annexe B

Résolution de I'equation de dispersion
par la méethode des EFMH

Nous adoptons une discrétisation temporelle implicite :

Cn+1 _C

n+l
= =(v-(D-vC)) (B1)

Le flux dispersif q, défini par :
g, =-D-VC (B2)

est écrit sous une formulation variationnelle en utilisant les @" comme fonctions de pondé-
ration :

Zde,JL“’iE'(D'El'wF)ﬂ ZI (o -n;) (B3)
j=1 i

ou les Q,; sont les flux dispersifs a travers les facettes I'i de I’élément E . L équation (B3)
peut étre sous la formulation matricielle suivante :

Ny

af C - Z( &) TCE, (B4)

_E - - 7 7 - -
ou C est la fraction massique moyenne sur I’élément E, TCJ.E est la fraction massique
moyenne sur la facette I'i de I’élément E, et

BdE,ij - IE o; -Dg 'ij' Z By i (BS)

Comme dans le cas de I’équation de I’écoulement, nous écrivons la continuité des flux dis-
persifs entre deux éléments adjacents E et E' :
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=

(BE,) TCE+af,C"
' (B6)

—Z( dlk) TCE =0,

k=1

E E' E~
Qui +Qd,j =a,,C -

=~
Il

L’équation (B1) est réécrite en utilisant une discrétisation volumes finis en espace :

L [ v(p-ve)= ZQd., ®7)

E Ot
et une discrétisation d’Euler implicite en temps :
Ny

~mlooSn Ny —E n+1
|E|ﬁzz(o¢ji(c ) -3 (BE;) TC! J (B8)

At i=1 j=1

La concentration moyenne dans I’équation (B6) est remplacée par son expression obtenue a
partir de I’équation (B8). Nous obtenons alors un systeme de N équations dont les incon-

nues sont les TC” ot N étant le nombre total de facettes.
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ELEMENTS FINIS DISCONTINUS MULTI-DOMAINES EN TEMPS POUR LA MODELISATION
DU TRANSPORT EN MILIEU POREUX SATURE

RESUME :

Ce travail s’'intéresse a la modélisation du transport de polluants en milieu poreux.
L’équation hyperbolique caractérisant le transport convectif est résolue a l'aide de la
méthode des éléments finis discontinus de Galerkin. La discrétisation spatiale est
étudiée dans un premier temps et deux espaces d’approximation sont comparés pour
des maillages déstructurés en 2-D. La discrétisation temporelle est abordée dans un
second temps et deux alternatives au schéma explicite classique sont présentées
afin de s’affranchir de la condition CFL: le schéma semi-implicite et le schéma
explicite multi-domaines ou différents pas de temps peuvent étre utilisés localement.
La derniere partie de ce travail porte sur la simulation des problemes de transfert
avec prise en compte du contraste de densité. L'égquation de transport est alors
couplée a celle de I'hydrodynamique. La discrétisation temporelle multi-domaines est
implémentée en 3-D et s’avere redoutablement efficace dans ce genre de situations.

Mots clés : transport en milieu poreux, équation de conservation, séparation d’opérateurs,
éléments finis discontinus, discrétisation multi-domaines en temps, écoulements densitaires.

LOCAL TIME STEPPING AND DISCONTINUOUS GALERKIN SCHEMES FOR SOLVING THE
TRANSPORT EQUATION IN POROUS MEDIA

ABSTRACT:

This work treats the modeling of mass transport in porous media. The advective part
of the transport equation is solved using the discontinuous Galerkin (DG) finite
element method. In the first part, the discretization of the spatial operator is
considered and two approximation spaces are studied and compared for
unstructured meshes in 2-D. The temporal discretization is tackled in the second part
of this study. Two alternatives to the traditional explicit scheme are presented : a
class of semi-implicit schemes and an explicit local time-stepping procedure which
allows spatially varying time steps. Finally, the last part of this work consists of using
the developed numerical tools to simulate density coupled flow and transport in
porous media. The local time procedure is implemented in a 3-D numerical code and
numerical experiments show that the model gives accurate results being highly
efficient for this kind of problems.

Key words: transport in porous media, conservation equation, operator splitting,
discontinuous finite element method, local time-stepping, density driven flow.





