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4.3.3 Modèle faiblement non–linéaire pour les régimes tridimensionnels . . . 89
4.3.4 Régimes tridimensionnels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
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Chapitre 1

Introduction

Dans la nature aussi bien qu’à travers les applications industrielles, les écoulements de
fluides ne transportant aucun objet ou ne contenant aucune inclusion sont plutôt rares.
Les phénomènes de transport de particules solides, de gouttelettes ou de bulles par des
fluides et celui de l’interaction fluide/solide sont en effet omniprésents. Qui plus est, dans de
nombreux cas, ces phénomènes sont accompagnés par un transfert de chaleur auquel s’ajoute
parfois un transfert de masse. Parmi les nombreux exemples de l’industrie ou de la nature
illustrant le phénomène d’interaction entre des particules et un fluide dans des conditions
anisothermes, on peut citer le cas des particules de combustible dans les moteurs thermiques,
le cas des particules dans les réacteurs chimiques, les phénomènes de condensation, le séchage,
l’absorption et l’évaporation, ainsi que la fusion (transport de particules solubles dans des
milieux liquides).

Cette multiplicité de situations et leur importance scientifique et industrielle explique
l’intérêt des études portant sur la trajectoire et le sillage des corps solides en mouvement
dans un fluide newtonien initialement au repos, avec un échange thermique et massique.
Bien que ce travail de thèse se limite à l’étude des corps sphériques, sa portée reste grande :
en effet, on peut constater que la plupart des particules faisant l’objet des exemples cités
ci-dessus ont une forme sphérique ou quasi-sphérique. Nous pouvons même aller jusqu’à dire
que, la géométrie sphérique étant un cas à la fois général et omniprésent dans la nature et
l’industrie, elle occupe une place particulière dans la physique des fluides.

L’approche théorique ne peut être utilisée que dans des cas d’une extrême simplicité, bien
souvent trop éloignés des vraies situations industrielles ou des phénomènes complexes de la
nature.

L’approche expérimentale permet plus souvent de s’approcher des situations industrielles,
mais pas toujours des phénomènes naturels ou académiques. Le cas de l’étude du sillage d’une
sphère fixe placée dans un écoulement infini est par exemple académiquement simple à définir,
mais très difficile à reproduire fidèlement à travers une expérience. Parmi les problèmes que
suscite une telle étude expérimentale, on peut citer celui de la fixation de la sphère (qui
peut perturber l’écoulement), celui des conditions aux limites (l’écoulement doit en effet être
nécessairement confiné), celui de la mesure des grandeurs physiques (il est en effet très difficile
et souvent coûteux d’accéder à la mesure de toutes les grandeurs physiques en tout point de
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2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

l’espace, à tout instant, et ceci de façon non–intrusive) etc. Dans d’autres cas, il peut être
difficile de respecter les échelles ou les nombres sans dimension gouvernant la physique du
problème réel étudié.

L’approche numérique, même si elle présente également un certain nombre d’inconvé-
nients (conditions aux limites, effets d’échelles, discrétisation) nous a semblé la mieux adap-
tée à l’étude du sillage d’une sphère chauffée. En effet, les écoulements dans ou autour de
géométries axisymétriques peuvent être analysés dans un contexte bidimensionnel grâce à
l’invariance de l’opérateur aux rotations autour de l’axe. L’efficacité exceptionnelle de la
méthode numérique développée, inspirée par la théorie non-linéaire de la brisure de l’axisy-
métrie, permet alors, sur des stations de travail courantes, d’obtenir une précision inégalée
et un outil d’analyse numérique particulièrement bien adapté à l’étude des phénomènes aussi
complexes qu’un déplacement des particules sphériques en convection mixte et en fusion dans
un fluide newtonien. Il nous a donc été possible de mener aisément de larges études paramé-
triques et d’étudier l’effet de chaque paramètre (plus de 6000 simulations, parmi lesquelles
plus d’une moitié de simulations pleinement tridimensionnelles et instationnaires, ont été
effectuées dans le courant cette thèse).

L’étude du transfert de chaleur et de masse d’une sphère avec 6 degrés de liberté étant
un sujet d’une extrême complexité, nous avons décidé de procéder par étape.

Le point de départ de ce travail a été une thèse réalisée au laboratoire sur l’étude de
la transition au chaos du sillage d’une sphère fixe, sans effet thermique. Nous sommes donc
partis d’un problème à un seul paramètre de contrôle et 0 degré de liberté.

La première étape de cette thèse a donc consisté à prendre en compte des effets thermiques
dans l’écoulement autour d’une sphère fixe. Nous verrons par la suite que la convection
naturelle, engendrée par les effets de flottabilité, ainsi que la convection forcée, influencent
d’une manière essentielle le sillage de la sphère. Ce problème de sphère fixe en convection
naturelle et forcée comporte 2 (convection naturelle) ou 3 (convection mixte) paramètres de
contrôle.

En libérant la sphère sans effet thermique, on ajoute 6 degrés de liberté, et on passe à
l’étude de la trajectoire et de la transition du sillage d’une sphère libre dans un fluide. Ce
problème, qui comporte 2 paramètres de contrôle et 6 degrés de liberté, a lui aussi donné
lieu à une thèse réalisée au laboratoire.

Il nous a permis de passer à la seconde étape de ce travail de thèse : l’étude de la
trajectoire et de la transition du sillage d’une sphère en convection naturelle et forcée. Ce
problème comporte alors, au minimum, 4 paramètres de contrôle et 6 degrés de liberté.
L’étude a très vite montré que la dynamique d’une particule immergée dans de l’eau est très
significativement influencée par la variation de la viscosité en fonction de la température. Une
meilleure prise en compte des propriétés du fluide porteur allant au delà de l’approximation
de Boussinesq finit par porter le nombre de paramètres à 8. Une étude paramètrique devenant
ainsi impossible, le travail se concenre au cas spécifique de l’eau.

Enfin, nous avons terminé ce travail de thèse en prenant en compte un transfert de masse
et un changement de taille de la particule initialement sphérique.

Les objectifs détaillés de la thèse et l’organisation du travail sont présentés à la fin du
chapitre, après une synthèse et une mise au point des résultats bibliographiques.
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1.1 Transition au chaos du sillage d’une sphère fixe sans effet
thermique

Bien que la transition du sillage d’une sphère fixe sans effets thermiques ne soit pas
l’objet de ce travail de thèse, sa connaissance permet de se faire une idée, au-moins qualita-
tivement, de la forme que peuvent prendre les trajectoires d’une sphère libre, avec ou sans
effet thermique, en fonction des différents régimes de transition.

Les premières étapes du scénario de transition du sillage d’une sphère fixe font à présent
l’objet d’un large consensus au sein de la communauté scientifique, grâce aux nombreux
travaux qui ont contribué à le préciser. Un seul paramètre sans dimension, le nombre de
Reynolds (Re), provenant de l’adimensionnalisation des équations de Navier–Stokes, suffit à
la description du problème. Il est défini par

Re =
v∞d

ν
, (1.1)

où v∞ est la vitesse de l’écoulement extérieur uniforme, d est le diamètre de la sphère et
ν est la viscosité cinématique du fluide. A bas nombres de Reynolds, le sillage est axisy-
métrique, comme la géométrie le suggère intuitivement, et l’action du fluide sur la sphère
se limite alors à une force de trâınée. Alors que pour Re ≤ 20 (voir Bouchet et al., 2006),
l’écoulement ne présente aucun détachement de la couche limite, une zone de recirculation
axisymétrique ayant la forme d’un tore apparâıt en aval de la sphère à partir de Re = 20.
Puis, au–delà d’une certaine valeur critique du nombre de Reynolds Re1, des observations
expérimentales (voir Goldburg & Florsheim, 1966; Achenbach, 1974; Nakamura, 1976; Or-
mières, 1999, par exemple) montrent que le sillage change de forme. En effet, l’axisymétrie
est brisée et tout en restant stationnaire, le sillage admet un plan de symétrie sélectionné
au hasard des perturbations initiales à l’origine de l’instabilité (voir Provansal & Ormières,
1997).

Les premières étapes du scénario de transition du sillage de la sphère fixe ont été étudiées
à partir des observations expérimentales de la chute libre d’objets sphériques comme des
gouttes (voir Magarvey & Bishop, 1961b) ou des sphères rigides (voir Magarvey & MacLat-
chy, 1965). Achenbach (1974) et Sakamoto & Haniu (1990) fixent la sphère dans l’écoulement
par une tige placée dans la direction de la vitesse amont. Ormières (1999), qui utilise plusieurs
types d’attaches pour fixer la sphère (tige, câbles), montre que les attaches de la sphère in-
fluent significativement sur les résultats expérimentaux. Cela explique sans doute en grande
partie la dispersion des résultats expérimentaux.

Les premières observations (voir Magarvey & Bishop, 1961a) ont conduit à une classifi-
cation des différents régimes rencontrés (voir Levi, 1980). Le régime axisymétrique disparâıt
à partir d’une valeur critique du nombre de Reynolds Re1, au–delà duquel le sillage axisy-
métrique devient asymétrique, mais reste tout de même stationnaire, comme le montrent
d’autres études (voir Magarvey & Bishop, 1961a; Provansal & Ormières, 1997, par exemple).
Il présente en outre deux filaments, visibles en injectant un colorant, qui apparaissent au–
dessus du seuil Re1. Magarvey & Bishop (1961a) trouvent un seuil Re1 = 210, mais ne
l’interprètent pas comme une brisure d’axisymétrie. La valeur de ce seuil est estimée ex-
périmentalement dans un intervalle compris entre 150 (voir Provansal & Ormières, 1997;
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Fig. 1.1 – Isosurfaces de la vorticité axiale à Re = 250, mettant en évidence deux filaments
contrarotatifs dans le sillage d’une sphère avec une symétrie plane. Simulation numérique
directe de Tomboulides & Orszag (2000).

Ormières & Provansal, 1999) et 190 (voir Nakamura, 1976). Ormières & Provansal (1999)
donnent l’intervalle 180 < Re1 < 200. Les observations expérimentales permettent donc de
montrer l’existence d’un seuil Re1, au–delà duquel l’axisymétrie du sillage est remplacée
par une symétrie plane, le sillage restant stationnaire. L’instabilité primaire brise donc la
symétrie axiale du sillage ; l’aspect du sillage tridimensionnel stationnaire est montré dans
Fig. 1.1.

A cause des perturbations expérimentales, la valeur du seuil de l’instabilité primaire ne
peut être que située dans un intervalle assez large de nombres de Reynolds. La simulation
numérique permet de s’affranchir des perturbations dues aux fixations de la sphère, res-
ponsables de la sous–estimation de la valeur du nombre de Reynolds critique. Natarajan &
Acrivos (1993), qui sont les premiers à élucider la nature de la bifurcation régulière, res-
ponsable de la brisure de l’axisymétrie, et à déterminer numériquement avec précision la
valeur critique du nombre de Reynolds correspondant, donnent Re1 = 210. Cette valeur est
retrouvée plus tard par Johnson & Patel (1999). La valeur du seuil communément admise au-
jourd’hui, Re1 = 212, se retrouve à travers un panel de simulations numériques Tomboulides
et al. (1993); Ghidersa & Dušek (2000); Tomboulides & Orszag (2000). La faible différence, de
l’ordre de 1%, avec la valeur précédente est imputable à la précision des schémas numériques
utilisés, confortant ainsi la valeur admise.

A partir de ce seuil, la sphère est soumise, en plus de la force de trâınée, à une force de
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Fig. 1.2 – Allée des tourbillons à fer à cheval dans le sillage d’une sphère à Re = 345. (a) Vu
du haut, (b) et (c) vu du côté. Reproduction d’une visualisation de Schouveiler & Provansal
(2002).

portance et à un moment. Les forces s’exercent dans le plan de symétrie et l’axe du moment
est perpendiculaire au plan. On imagine alors assez bien que si la sphère est rendue libre
et si le nombre de Reynolds basé sur sa vitesse de chute dépasse le seuil de la bifurcation
primaire, la trajectoire ne peut plus être rectiligne et verticale. Elle devrait être déviée dans
le plan de symétrie du sillage, c’est–à–dire dans une direction sélectionnée au hasard des
perturbations initiales. De plus, le moment devrait mettre en rotation la sphère, mais sans
pour autant faire sortir la trajectoire du plan de symétrie.

Par la suite, le sillage de la sphère fixe devient instationnaire mais conserve son plan
de symétrie comme l’observent déjà Magarvey & Bishop (1961b) sur des photographies.
D’autres travaux, expérimentaux et numériques, viennent confirmer cette constatation (voir
Achenbach, 1974; Sakamoto & Haniu, 1990; Provansal & Ormières, 1998; Ghidersa & Dušek,
2000). Dans les visualisations expérimentales, les filaments du sillage se mettent d’abord à
osciller à une seule fréquence avant de faire apparâıtre une allée de tourbillons en forme de fer
à cheval (voir Levi, 1980; Schouveiler & Provansal, 2002, par exemple). Une représentation
de cette allée est montrée dans Fig. 1.2. Pour caractériser la fréquence f , il est classique
d’utiliser le nombre de Strouhal (St), défini par

St =
fd

v∞
, (1.2)

où f est la fréquence du détachement tourbillonnaire dans le sillage. Avec des valeurs du
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nombre de Strouhal comprises entre 0.07 et 0.15 pour Re = 300 (légèrement au-dessus du
seuil d’instationnarité), les travaux expérimentaux s’accordent qualitativement sur le même
ordre de grandeur Ormières (1999); Sakamoto & Haniu (1990); Magarvey & Bishop (1961b).
Les études numériques ont permis d’affiner la valeur du nombre de Strouhal, leurs résultats
étant très proches les uns des autres. Tomboulides et al. (1993) obtiennent numériquement
la valeur St = 0.136, Johnson & Patel (1999) St = 0.137 et Ghidersa & Dušek (2000)
St = 0.135. Il est donc possible de prendre ces valeurs comme une référence fiable, d’autant
que les résultats expérimentaux sont parfaitement compatibles avec ces nombres de Strouhal
obtenus par simulation numérique.

Le seuil de la bifurcation de Hopf, responsable de l’instationnarité du sillage de la sphère
fixe, ne peut plus se déterminer à l’aide d’une analyse de stabilité linéaire prenant pour
écoulement de base le sillage axisymétrique, comme cela a été fait par exemple dans Natarajan
& Acrivos (1993). L’instabilité instationnaire se développe en effet alors que l’instabilité
primaire est pleinement développée (le seuil de la bifurcation de Hopf obtenu à partir de
l’écoulement de base axisymétrique se trouve légèrement supérieur à celui obtenu à partir de
l’écoulement non–axisymétrique). Natarajan & Acrivos (1993) prévoient une valeur propre
complexe instable à partir de Re2 = 277.5 en utilisant une analyse linéaire. Ce seuil est
très proche de celui, Re2 = 273, obtenu expérimentalement (voir Provansal & Ormières,
1997) ou numériquement (voir Ghidersa & Dušek, 2000). Cette dernière valeur, qui peut être
considérée comme la plus exacte, est en parfait accord avec les simulations en différences
finies de Johnson & Patel (1999) qui situent le seuil dans l’intervalle 270 < Re2 < 280 et la
méthode spectrale de Tomboulides et al. (1993) qui fournit 250 < Re2 < 285. La valeur
du nombre de Strouhal au seuil de la bifurcation de Hopf, responsable de l’instationnarité,
est St = 0.127 (voir Ghidersa & Dušek, 2000).

L’apparition de la bifurcation de Hopf dans le sillage d’une sphère fixe suggère que la
trajectoire d’une sphère libre, après avoir été déviée de la verticale par la bifurcation régulière,
devienne oscillante. Cependant, l’extrapolation des résultats de la sphère fixe sur la sphère
libre n’est pas aussi triviale, à cause notamment du couplage entre le sillage de la sphère et
sa trajectoire.

La suite du scénario de transition au chaos du sillage de la sphère fixe n’est plus aussi
bien établie. Une instabilité tertiaire a été observée dans les simulations numériques de Mittal
(1999) et Ghidersa & Dušek (2000) au–delà de Re = 300 et dans le travail expérimental de
Ormières (1999) à Re ≈ 390. Elle correspond à une perte de périodicité accompagnée, selon
Mittal (1999), d’une perte de symétrie plane et une transition au chaos. Néanmoins, Bouchet
et al. (2006) ont montré que cette instabilité tertiaire, qui s’installe à Re3 ≈ 325 et qui
correspond à une bifurcation de Hopf, rend certes l’écoulement apériodique, mais toujours
plan. La nouvelle fréquence sous-harmonique est environ trois fois moins élevée que celle
de l’instabilité secondaire. Sakamoto & Haniu (1990); Ormières (1999) considèrent que le
sillage devient turbulent vers Re = 800. Cependant, les récents travaux numériques effectués
à l’IMFS de Strasbourg et portant sur le comportement du sillage de la sphère fixe au-delà
de Re = 325, ont permis de montrer qu’une série de bifurcations de Hopf apparaissait entre
Re = 325 et Re = 363, et rendait le sillage chaotique déjà à partir de Re = 363.
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Fig. 1.3 – Schéma de la convection purement naturelle (a) et de la convection purement
forcée (b).

1.2 Ecoulement autour d’une sphère fixe avec convection na-
turelle ou mixte

La convection naturelle désigne un écoulement engendré par les forces de flottabilité
pour lesquelles le changement de masse volumique au sein du fluide est dû à une différence
de température. Un schéma d’écoulement engendré par une convection naturelle pure est
montré dans Fig.,1.3a. La convection forcée désigne un écoulement où les forces de flottabilité
sont inexistantes ou négligeables (Fig.,1.3b). Finalement, la convection mixte désigne un
écoulement où les deux types de convection sont présents. Dans le dernier cas, l’angle entre
le vecteur de la vitesse de l’écoulement extérieur et le vecteur gravité est d’une grande
importance pour la dynamique du système. Dans la littérature, trois configurations sont
distinguées : écoulement assistant (”assisting flow”, ”co-flow” ou ”aiding flow”), pour lequel
les deux vecteurs sont parallèles, mais pointent dans des directions opposées (Fig.,1.4b) ;
écoulement opposant (”opposing flow”, ”opposed flow” ou ”counter flow”), pour lequel les
deux vecteurs sont parallèles et pointent dans la même direction (Fig.,1.4c) ; écoulement
croisé (”cross flow”), pour lequel les deux vecteurs sont perpendiculaires (Fig.,1.4a).

La formulation mathématique la plus courante du problème de la convection naturelle
est basée sur l’approximation de Boussinesq Gray & Giorgini (1976). Elle comporte deux
paramètres sans dimension : le nombre de Grashof (Gr) et le nombre de Prandtl (Pr).
Le nombre de Grashof, représentant le rapport entre les forces de flottabilité et les forces
visqueuses, est défini par

Gr =
βg(TS − T∞)d3

ν2
, (1.3)

où β est le coefficient d’expansion volumique du fluide, g la valeur de l’accélération gravi-
tationnelle, TS − T∞ la différence de température entre la sphère et le fluide, d le diamètre
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Fig. 1.4 – Schéma de la convection mixte en écoulement (a) croisé, (b) assistant et (c)
opposant.

de la sphère et ν la viscosité cinématique du fluide. Le nombre de Prandtl, représentant le
rapport entre la diffusion visqueuse et la diffusion thermique, est défini par

Pr =
ν

κ
=

νρcp

λ
, (1.4)

où ρ est la masse volumique du fluide, cp la chaleur spécifique et λ la conductivité ther-
mique. Dans la littérature, une importance particulière est donnée à deux valeurs du nombre
de Prandtl : Pr ≈ 0.7 – valeur approximative correspondant à l’air à 0◦C sous pression
atmosphérique, et Pr ≈ 7 – valeur approximative correspondant à l’eau à 20◦C.

Le problème de la convection mixte comporte un paramètre supplémentaire traduisant
l’importance de la convection forcée, i.e. de l’inertie de l’écoulement extérieur. Ce paramètre
est le nombre de Reynolds, défini dans la section précédente. En combinant le nombre de Gra-
shof et le nombre de Reynolds, on obtient un nouveau paramètre, le nombre de Richardson,
défini par

Ri =
βg(TS − T∞)d

v2
∞

. (1.5)

Ce paramètre est très courant dans les études de convection mixte et caractérise le rapport
entre les forces de flottabilité (correspondant à la convection naturelle) et les forces d’inertie
(correspondant à la convection forcée). Dans la littérature, par convention, le cas de l’écou-
lement assistant est représenté par le signe ′+′ devant le nombre de Richardson et le cas
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de l’écoulement opposant par le signe ′−′. La combinaison la plus souvent utilisée dans la
littérature parmi les 4 paramètres (Re,Gr,Ri et Pr), dont seulement 3 sont indépendants,
est constituée du nombre de Reynolds, du nombre de Richardson et du nombre de Prandtl.

Avant de commencer la synthèse de la littérature portant sur le sillage d’une sphère
en convection mixte, il est nécessaire de faire deux remarques essentielles concernant les
simulations numériques effectuées et présentées dans les différents articles évoqués dans la
présente section.

Premièrement, toutes les simulations ont été menées de façon axisymétrique. Or, si l’on
tient compte des conclusions des travaux présentés dans la section 1.1, il est fort probable que
certains résultats de la littérature se trouvent en dehors de la limite de stabilité de l’écou-
lement axisymétrique. Ainsi, malgré le fait que tous les travaux portant sur l’écoulement
assistant rapportent un effet stabilisant de la convection naturelle (en terme de stabilisation
de la couche limite et de diminution de la zone de recirculation lorsque le Ri augmente),
impliquant une augmentation du seuil de la transition à la tridimensionalité par rapport au
cas d’une sphère non-chauffée (Re1 = 212), il nous a semblé nécessaire en premier lieu d’éta-
blir les limites de stabilité de l’écoulement axisymétrique en fonction de Ri afin de pouvoir
valider les résultats obtenus dans la littérature en écoulement axisymétrique. Cette nécessité
est encore plus forte en écoulement opposant, qui, contrairement à l’écoulement assistant, a
un effet déstabilisant. A notre connaissance, il n’existe aucsans douteune étude dans la litté-
rature portant sur la stabilité de l’écoulement autour d’une sphère fixe en convection mixte.
L’approche par analyse de stabilité linéaire, utilisant l’hypothèse d’écoulements parallèles
(voir Riley & Tveitereid, 1984) ou faisant l’hypothèse d’une source de chaleur ponctuelle
(voir Wakitani, 1985, 1980) n’est pas adaptée aux écoulements fortement non-parallèles, tels
que le sillage d’une sphère. Aussi, établir les limites de la stabilité des écoulements axisy-
métriques en fonction du nombre de Richardson a été le premier objectif de la présente
thèse.

Deuxièmement, toutes les simulations de la littérature utilisent l’approximation de Bous-
sinesq, prenant ainsi en compte une variation linéaire de la masse volumique du fluide avec
la température dans le membre des forces volumiques des équations de Navier-Stokes, et
considérant les autres propriétés du fluide (ν, λ, cp, β) constantes. Les limites de validité d’un
tel modèle sont discutées dans le Chapitre 2.

1.2.1 Convection naturelle

Le premier à mener des expériences dans de l’air avec des particules sphériques chauffées
a été Yuge (1960). Il a étudié la convection naturelle jusqu’à Gr = 105 et a présenté la
courbe de dépendance du nombre de Nusselt total (Nu) en fonction du nombre de Grashof,
le nombre de Nusselt total étant défini (la définition s’applique à tous les (Nu) de la synthèse
bibliographique) par

Nu =
αd

λ
, (1.6)

où α est le coefficient de transfert de chaleur, d le diamètre de la sphère et λ la conductivité
thermique du fluide. Il a observé une croissance du transfert convectif de la chaleur avec Gr
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et a également fourni une expression empirique correspondante.
Les premiers travaux numériques sur la convection naturelle ont tiré l’avantage des équa-

tions simplifiées de la couche limite (voir Brown & Simpson, 1982; Kurdyumov & Liñán,
1999). Dans leur travail, Brown & Simpson (1982) ont étudié la singularité au pôle nord de
la sphère en convection naturelle, où la couche limite thermique se détache en un panache
thermique. Kurdyumov & Liñán (1999) ont décrit la convection naturelle d’une source de
chaleur ponctuelle et autour d’une sphère pour de très faibles Gr, le nombre de Prandtl
étant considéré égal à 0.72 et 7. Néanmoins, comme pour les sillages, l’approche par les
équations parabolisées n’est pas adaptée à l’étude des écoulements près du point d’arrêt aval
ni à l’obtention des caractéristiques globales, comme le coefficient de trâınée et le nombre de
Nusselt.

Potter & Riley (1980) ont étudié l’écoulement autour d’une sphère fixe en convection
naturelle pour des Gr élevés et Pr = 0.72, en résolvant numériquement les équations de
Navier-Stokes parabolisées. Ils ont obtenu une solution de la couche limite entre les points
d’arrêt amont et aval de la sphère. En aval de la sphère, où les équations de la couche limite ne
sont pas valides, ils ont résolu l’écoulement d’un panache thermique généré par une source
de chaleur ponctuelle. Ils ont présenté les profils de vitesse en focntion de la distance au
point d’arrêt aval. Ces profils comportent une accélération du fluide près de la surface de la
sphère typique typique pour la plupart des travaux portant sur la convection naturelle due
à l’accélération du fluide chaud par les forces de flottabilité.

Les premiers à résoudre numériquement les équations de Navier-Stokes non-parabolisées
(néanmoins stationnaires) couplées à l’équation de la chaleur sont Geoola & Cornish (1981).
Ils ont présenté des valeurs de la force de trâınée adimensionnée (CD), défini par

CD =
ρFnat

µ2
, (1.7)

où Fnat est une force de trâınée induite par la convection naturelle, ρ la masse volumique
et µ la viscosité dynamique du fluide ; ils ont également présenté des valeurs du nombre de
Nusselt en fonction du nombre de Grashof entre 0.05 et 50 (Gr étant basé cette fois-ci sur
le rayon de la sphère R). Les nombres de Prandtl considérés étaient 0.72, 10 et 100. Dans
leur papier suivant (voir Geoola & Cornish, 1982), ils ont présenté des résultats montrant le
développement de l’écoulement pour des Gr allant jusqu’à 12500 pour les mêmes nombres
de Prandtl. Ils ont constaté que le coefficient de trâınée, ainsi que le nombre de Nusselt,
croissent avec le nombre de Grashof et que les profils de vitesse présentent un “overshoot”,
similaire à celui observé par Potter & Riley (1980).

Dudek et al. (1988) ont présenté des résultats à la fois numériques et expérimentaux (en
utilisant une balance électrodynamique) pour de faibles nombres de Grashof (basé sur le
rayon R), 4× 10−4 ≤ Gr ≤ 0.5 et pour Pr = 0.72. Leurs observations sont quasi-identiques
à celles de Geoola & Cornish (1981) et Geoola & Cornish (1982).

Jia & Gogos (1996) ont mené une vaste étude pour un grand intervalle de nombres de
Grashof (101 ≤ Gr ≤ 108) et pour Pr = 0.72 et Pr = 7. Ils ont observé une zone de
recirculation en aval de la sphère à partir de Gr = 107 pour Pr = 0.72. Cette zone de
recirculation a été rapportée comme s’élargissant avec le nombre de Grashof.
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1.2.2 Convection mixte – Ecoulement croisé

Une attention particulière a été portée dans la littérature à l’étude de l’effet de la convec-
tion mixte sur la dynamique d’un cylindre horizontal placé dans un écoulement croisé. Même
si au premier abord l’étude d’un cylindre en convection mixte peut parâıtre éloignée du cas
d’une sphère en convection mixte, la ressemblance des géométries des deux problèmes, en
particulier si l’on s’arrête au cas axisymétrique de l’écoulement autour de la sphère, implique
que certaines conclusions issues du cylindre peuvent être étendues à la sphère.

La plupart des travaux de la littérature sont expérimentaux(voir Lecordier et al., 1991;
Michaux-Leblond & Bélorgey, 1997; Wang et al., 2000; Wu & Wang, 2007). Tous les auteurs
rapportent un effet stabilisant du chauffage du cylindre, ce qui se traduit par une augmenta-
tion du nombre de Reynolds critique de l’apparition de l’allée de Von Kármán dans le sillage
du cylindre avec le nombre de Grashof. Le nombre de Prandtl est en général fixé à 0.72 ou
7 – les expériences se faisant dans l’eau ou l’air. Des travaux à la fois expérimentaux et nu-
mériques ont été effectués par Ren et al. (2004). Ils ont constaté que, pour Ri ≈ 1 (effets de
la convection naturelle comparables à ceux de la convection forcée), un panache thermique
vertical, dû à la convection naturelle, apparâıt et modifie de façon drastique la dynamique
du sillage du cylindre.

Des expériences avec des sphères en écoulement croisé ont été effectuées par Yuge (1960).
Dans son travail, une augmentation du nombre de Nusselt avec le nombre de Richardson
pour un Re constant a été constaté.

Ziskind et al. (2001) ont effectué des expériences avec de petites particules (Re ≤ 0.5 et
Gr ≤ 0.01), chauffées par un laser, maintenues en place par une force électrique dans une
chambre électrodynamique, et placées dans un écoulement croisé. Ils ont étudié la dynamique
de l’écoulement autour de la sphère pour Ri << 1 (suppression du panache thermique de la
convection naturelle), Ri ≈ 1 (le panache thermique coexistant avec l’écoulement extérieur)
et Ri >> 1 (le panache thermique dominant l’écoulement autour de la sphère).

1.2.3 Convection mixte – Ecoulement assistant

Parmi les premiers à étudier l’effet conjugué de la convection naturelle et de la convection
forcée dans la configuration d’un écoulement assistant autour d’une sphère, on trouve Hieber
& Gebhart (1969). Ils ont employé la méthode de développement asymptotique, en se plaçant
dans le cas d’une convection mixte dominée par la convection forcée (Ri << 1) pour de
petites valeurs de Gr et Re, Pr étant de l’ordre de 1. Ils ont fait une constatation que
l’on retrouve dans la plupart des travaux portant sur l’écoulement assistant : l’effet de la
convection naturelle, même négligeable, superposée à la convection forcée est d’augmenter la
force de trâınée s’exerçant sur la sphère.

Les premières expériences avec des particules sphériques dans de l’air (Pr ≈ 0.7) ont été
menées par Yuge (1960). Il a présenté des graphes du nombre de Nusselt en fonction de Re
pour différents Gr. Il a trouvé que, pour un Re constant, le transfert de chaleur dû à la
convection crôıt avec le nombre de Grashof. Néanmoins, pour des Re élevés (petits Ri), les
courbes des différents Gr se superposent – la convection forcée domine.

Dans de récentes expériences sur les sphères en écoulement assistant (voir Katoshevski
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et al., 2001; Bar-Ziv et al., 2002; Mograbi et al., 2002; Mograbi & Bar-Ziv, 2005a), une
chambre électrodynamique a été utilisée. De très petites particules (≈ 100µm) sont mainte-
nues en lévitation en soufflant par le bas, compensant ainsi la force de pesanteur. La particule
est ensuite chauffée par un faisceau de laser et un champ électrique additionnel est utilisé
pour maintenir la particule en équilibre dynamique. La charge nécessaire pour maintenir la
particule en lévitation diminue avec la puissance du laser (chauffage de la particule) pour
un flux constant, ce qui indique une augmentation de la force de trâınée avec le nombre
de Richardson. Un papier consécutif à celui de Mograbi & Bar-Ziv (2005a) a porté sur une
analyse paramétrique de la contribution de la convection naturelle et de la convection forcée
sur la force de trâınée (voir Mograbi & Bar-Ziv, 2005b).

Les premiers à étudier numériquement (par la méthode des différences finies) l’écoulement
assistant autour d’une sphère en convection mixte ont été Chen & Mucoglu (1977). Ils ont
utilisé l’approximation de la couche limite (valable pour de grands Gr et Re) et ont imposé
une température superficielle constante. Ils ont mené une étude pour Pr = 0.7 et pour
des nombres de Richardson allant de 0 (convection purement forcée) à l’infini (convection
purement naturelle). Ils ont trouvé que les effets dus à la convection naturelle deviennent
prédominants à partir de Ri = 1.67. Pour un Re constant, le nombre de Nusselt et le
coefficient de trâınée, défini par

CD =
FD

1
2ρv2

∞
πd2

4

, (1.8)

avec FD la force de trâınée, ρ la masse volumique du fluide, v∞ la vitesse de l’écoulement
extérieur uniforme et d le diamètre de la sphère, ont été rapportés comme augmentant avec
Ri, le point de décollement se rapprochant du point d’arrêt aval – l’effet de la convection
naturelle a été ainsi trouvé stabilisant. Ceci a été expliqué par l’effet favorable des forces
d’Archimède près de la sphère et du gradient de pression sur l’axe de l’écoulement. Ils ont
constaté également que les profils de vitesse présentent un “overshoot” près de la paroi de la
sphère, ce qui n’est pas le cas des écoulements sans effet de flottabilité. Qualitativement, les
mêmes résultats ont été retrouvés dans leur papier suivant (voir Mucoglu & Chen, 1978), où
la condition de température constante sur la surface de la sphère a été remplacée par un flux
de chaleur constant.

L’étude numérique d’une gouttelette d’eau sphérique avec un flux de chaleur constant,
placée dans de l’air (Pr ≈ 0.7), a été présentée par Antar & El-Shaarawi (2002) pour Gr = 0
et Gr = 107, Re ≤ 5000 et pour trois valeurs du rapport entre la viscosité dynamique de l’air
et celle de l’eau (µair/µeau). Les conclusions sont très similaires à celles de Chen & Mucoglu
(1977).

Wong et al. (1986) ont résolu les équations de Navier-Stokes complètes, couplées avec
l’équation de l’énergie par la méthode des éléments finis pour Pr = 0.7, 0 ≤ Gr ≤ 80000 et
0 ≤ Re ≤ 100 (0 ≤ Ri ≤ 10). Ils ont trouvé que l’augmentation de Ri maintient l’écoulement
attaché pour des nombres de Reynolds plus élevés que pour une sphère non–chauffée ; de
plus, à partir de Ri ≥ 2, le détachement de la couche limite n’existe plus quel que soit Re.

Nguyen et al. (1993) ont élargi les résultats numériques précédents par une prise en
compte de la résistance thermique à l’intérieur de la sphère (problème conjugué) et en trai-
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tant le problème instationnaire. Ils sont arrivés à la conclusion que, pour que la convection
naturelle affecte soit le Nu soit le CD, la valeur absolue du nombre de Richardson (pour
l’écoulement assistant et opposant) doit être supérieure à 10.

Nazar et al. (2002) ont mené une étude très similaire à celles de Chen & Mucoglu (1977)
et de Mucoglu & Chen (1978), mais ont étendu les résultats à un autre nombre de Prandtl
– Pr = 6.8. Ils ont rapporté qu’à même Ri et même Re, le nombre de Nusselt est plus élevé
au nombre de Prandtl 6.8 qu’au nombre de Prandtl 0.7 et que l’écoulement correspondant à
l’eau (Pr = 6.8) est plus instable en terme de séparation de la couche limite.

Mograbi & Bar-Ziv (2005a) ont mené une étude très détaillée, à la fois numérique et
expérimentale (chambre électrodynamique) pour de faibles Re et Gr, présentant des régimes
avec la convection naturelle dominante (Ri >> 1), la convection forcée dominante (Ri << 1)
et la convection avec les deux effets comparables (Ri = O(1)). Ils ont présenté des résultats
sous la forme de courbes du coefficient de trâınée en fonction du nombre de Reynolds. Ils
ont rapporté que le CD augmente avec Gr pour un Re constant, mais que les courbes se
superposent aux grands Re (petits Ri). Ils ont également proposé une expression qualitative
du coefficient de trâınée, où une fonction Φ(Ri) contrôle la contribution de la convection
naturelle et de la convection forcée au coefficient de trâınée.

Dans un papier récent, Bhattacharyya & Singh (2008) ont étudié l’écoulement autour
d’une sphère dans la configuration d’un écoulement assistant pour un intervalle 1 ≤ Re ≤ 200
et 0 ≤ Ri ≤ 1.5. Ils ont observé une diminution de la taille de la zone de recirculation,
accompagnée par un rapprochement du point de décollement de la couche limite vers le
point d’arrêt aval lorsque le Gr augmente pour un Re constant, avec une éventuelle suppres-
sion totale du tore de recirculation et l’apparition d’un panache thermique. Ils ont observé,
conformément aux autres travaux cités ci–dessus, une augmentation du nombre de Nusselt
et du coefficient de trâınée avec le Gr pour un Re constant.

1.2.4 Convection mixte – Ecoulement opposant

La plupart des auteurs cités dans la section 1.2.3 ont également étudié l’écoulement
opposant. C’est pour cette raison que certains détails de leurs travaux, déjà cités dans la
partie précédente, seront omis dans cette section et seuls les résultats concernant l’écoulement
opposant seront cités.

Dans leur travail analytique, Hieber & Gebhart (1969) ont trouvé que dans la configu-
ration de l’écoulement assistant, la superposition de la convection naturelle à la convection
forcée fait augmenter le coefficient de trâınée. En écoulement opposant, c’est l’inverse qui
se produit. Néanmoins, pour de faibles Ri (Re2 >> Gr), ils ont constaté que la convection
naturelle est totalement supprimée par la convection forcée.

Dans ses expériences avec des sphères chauffées dans de l’air en écoulement opposant,
Yuge (1960) a observé un comportement différent de celui observé en écoulement assistant
– les courbes représentant la variation du Nu en fonction du Re à Gr constants, présentent
un minimum local pour Ri ≈ −2.5. Néanmoins, à l’instar de l’écoulement assistant, pour des
Ri assez petits (convection forcée dominante), l’effet de la convection naturelle n’est guère
visible et les courbes pour différents Gr se superposent.

Koizumi (2004) a effectué des expériences avec des sphères isothermiquement chauffées
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(Gr = 3.3×105) placées dans un courrant d’air (Pr ≈ 0.7) vertical, allant du haut vers le bas
(Re ≤ 1800). Trois différents types d’écoulement ont été observés : l’écoulement chaotique
pour Ri ≤ −5.7, l’écoulement stationnaire et axisymétrique pour −5.7 < Ri < −1.32 et
l’écoulement tridimensionnel et périodiquement oscillant pour Ri ≥ −1.32. L’écoulement
chaotique a été supposé être dû au fort panache thermique qui rencontre un écoulement
extérieur beaucoup plus faible. Cet écoulement ne présente pas de point de décollement et
prend la forme, près de la sphère, d’un écoulement purement dû à la convection naturelle.
En diminuant la valeur absolue du nombre de Richardson (autrement dit en augmentant
le Re pour un Gr constant), l’écoulement se stabilise et un point de décollement apparâıt
au pôle nord de la sphère. Ce point se déplace vers le bas sur la surface de la sphère au
fur et à mesure que le nombre de Reynolds augmente. L’écoulement est stationnaire et
axisymétrique. Finalement, pour Ri ≥ −1.32, la convection forcée domine la convection
naturelle et l’écoulement oscille.

Chen & Mucoglu (1977) ont étudié l’écoulement opposant dans l’intervalle −3 ≤ Ri ≤ 0
et pour Pr = 0.7. Ils ont constaté que les profils de vitesse présentent une forme en “S”
(contrairement à l’“overshoot” trouvé en écoulement assistant), ce qui est dû à la décéléra-
tion de l’écoulement près de la sphère chauffée à cause de l’effet opposant de la convection
naturelle. Le point de décollement de la couche limite s’éloigne du point d’arrêt aval de la
sphère lorsque le Gr augmente pour un Re constant, ce qui indique un effet déstabilisant de la
convection naturelle dans cette configuration. Contrairement à l’écoulement assistant, le CD

et le Nu décroissent avec Gr pour un Re constant. De la même façon que pour l’écoulement
assistant, un seuil, en terme de Ri, a été fixé pour délimiter la région d’influence prédo-
minante de la convection naturelle : Ri ≤ −1.33. Ce seuil, en valeur absolue, est inférieur
à celui de l’écoulement assistant (Ri = 1.67), ce qui montre que, en écoulement opposant,
la convection naturelle doit être plus faible que la convection forcée pour qu’un panache
thermique apparaisse.

Leur papier suivant (voir Mucoglu & Chen, 1978), où la condition de température constante
sur la surface de la sphère a été remplacée par un flux de chaleur constant, a montré des
résultats qualitativement très similaires à ceux de Antar & El-Shaarawi (2002), qui ont étu-
dié une gouttelette d’eau sphérique avec un flux de chaleur constant, placée dans de l’air
(Pr ≈ 0.7) pour Gr = 0 et Gr = −107, Re ≤ 5000 et trois valeurs du rapport des viscosités
µair/µeau.

Dans une étude de Nazar et al. (2002), très similaire à celle de Chen & Mucoglu (1977),
un deuxième nombre de Prandtl – Pr = 6.8 a été introduit. A part des conclusions similaires
à celles de Chen & Mucoglu (1977), Nazar et al. (2002) ont montré que pour les deux
valeurs du nombre de Prandtl, il existe un Ri limite en dessous duquel apparâıt un panache
thermique qui va dans la direction opposée à celle de l’écoulement forcé. Les valeurs du
nombre de Richardson critique sont, respectivement, Ri = −9 pour Pr = 0.7 et Ri = −16
pour Pr = 6.8. Néanmoins, aucune étude de stabilité de l’écoulement inversé n’a été établie,
ce qui laisse planer des doutes sur le sens physique des simulations axisymétriques d’un tel
écoulement, sans doute fortement instable.

Dans le travail expérimental et numérique de Mograbi & Bar-Ziv (2005a), il a été montré,
pour de grands nombres de |Ri| et faibles nombre de Reynolds, que la convection naturelle
domine la convection forcée, ce qui se traduit par une force de trâınée opposée à l’écoulement
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Fig. 1.5 – Chute de la force de trâınée qui devient négative (signe d’un panache thermique
inversé) pour Ri ≈ −1 – la courbe de Gr = 10−2. Une augmentation de l’importance de
la convection naturelle – augmentation de |Ri| – se traduit par une diminution de Re à Gr
constant. Résultat d’une simulation numérique de Mograbi & Bar-Ziv (2005a).

forcé – la particule est entrâınée par le panache thermique inversé qui se forme près de la
sphère et qui transperce l’écoulement extérieur du fluide froid. Ils ont montré que, en aug-
mentant l’écoulement extérieur, ce panache thermique est supprimé et l’écoulement autour
de la sphère s’approche de celui d’une sphère non-chauffée. Ces observations ont été confir-
mées par des simulations numériques et une situation, particulièrement intéressante, a été
observée : quand le nombre de Richardson dépasse légèrement Ri = −1 lorsqu’on augmente
la convection naturelle, la valeur de la force de trâınée chute brusquement vers des valeurs
négatives (voir Fig. 1.5), indiquant ainsi un panache thermique inversé. Ce phénomène est
accompagné par l’apparition d’une immense zone de recirculation en aval de la sphère, dont
le rayon à Ri = −1.23 atteint déjà 200 diamètres de la sphère (contre ≈ 0.3 diamètre à
Ri = −1.05). L’évolution de la taille de la zone de recirculation est montrée dans Fig. 1.6.
Pour Ri < −1.05, la sphère est totalement noyée dans la zone de recirculation. Ce résul-
tat montre également la nécessité d’utiliser d’énormes domaines de calcul. La présente thèse
vise, entre autres, à démontrer que, pour Re ≥ 1, une telle recirculation ne peut exister qu’en
forçant l’axisymétrie de l’écoulement et en empêchant le panache thermique de se retourner
d’une manière tridimensionnelle.

Les mêmes conclusions que dans la partie expérimentale de l’article de Mograbi & Bar-
Ziv (2005a) ont été trouvées dans les travaux expérimentaux de Mograbi et al. (2002) et
Bar-Ziv et al. (2002).

Tang & Johnson (1990) ont mené des expériences avec une sphère chauffée (Gr = 9×105),
placée dans un écoulement d’air vertical, allant du haut vers le bas, et saturé avec de la
fumée afin de réaliser des visualisations. Les nombres de Reynolds considérés ont atteint
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Fig. 1.6 – Evolution de la taille d’une zone de recirculation en aval de la sphère (l’écoulement
allant du haut vers le bas) d’après Mograbi & Bar-Ziv (2005a). ζ est un paramètre de la
convection mixte, introduit par Mograbi & Bar-Ziv (2005a), et défini par ζ = 1/|Ri|.

Re = 1100. Il ont montré que les forces d’inertie l’emportent sur les forces d’Archimède pour
Ri > −0.74, où l’écoulement est très similaire à celui de la convection forcée (Fig. 1.7a).
A un autre extrême, pour Ri < −140, le panache thermique est si fort que l’écoulement
forcé n’atteint même pas la surface de la sphère et l’écoulement est celui de la convection
purement naturelle (Fig. 1.7c). Finalement, pour Ri ≈ −10, les effets des deux types de
convection s’équilibrent et une région de fluide stagnant autour de la sphère (Fig. 1.7b) a
été observée. Ce régime correspond au minimum sur la courbe Nu = f(Re) pour un Gr
constant. La même constatation a déjà été faite par Yuge (1960).

En conclusion, on note une extrême disparité de régimes régimes considérés ainsi que de
données présentées ce qui rend les conaissances sur la convection mixte très fragmentées.

1.3 Transition au chaos de la trajectoire d’une sphère libre
sans effet thermique

Les configurations“sphère fixe”et“sphère libre”ne se rejoignent que lorsque l’état asymp-
totique de la chute d’une sphère libre correspond au sillage axisymétrique d’une sphère fixe.
La brisure de l’axisymétrie du sillage d’une sphère fixe permet de conclure que la trajectoire
d’une sphère libre ne peut plus suivre une droite verticale lorsque sa vitesse de chute lui fait
dépasser le seuil à partir duquel la symétrie axiale se brise. Pour décrire le comportement
d’une sphère libre, on ne peut donc pas se baser sur le comportement d’une sphère fixe : il
faut observer directement une particule sphérique en chute ou ascension libre.

Puisque la vitesse de chute ou d’ascension d’une sphère libre n’est uniforme que dans le
cas particulier d’un sillage axisymétrique (la vitesse asymptotique ne devant pas dépasser la
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(a) Gr = 9× 105, Re = 1100 (Ri = −0.74) (b) Gr = 9× 105, Re = 300 (Ri = −10)

(c) Gr = 9× 105, Re = 80 (Ri = −140)

Fig. 1.7 – Visualisation de l’écoulement autour d’une sphère chauffée dans de l’air, saturé
avec de la fumée (le courant allant du haut vers le bas). (a) La convection forcée domine et
supprime le panache thermique, (b) la convection forcée est en équilibre avec la convection
naturelle, (c) le panache thermique domine l’écoulement. Images reproduites de l’étude de
Tang & Johnson (1990).

vitesse critique déclenchant l’instabilité primaire), un paramètre sans dimension autre que le
nombre de Reynolds doit être défini pour caractériser les états asymptotiques de la sphère
libre. En utilisant pour échelle de vitesse

√
|ρs/ρf − 1|gd, où ρs et ρf sont, respectivement,

la masse volumique de la sphère et celle du fluide, g l’accélération gravitationnelle et d le
diamètre de la sphère, on obtient, après avoir adimensionnalisé les équations de Navier-Stokes,
un nouveau paramètre sans dimension, appelé nombre de Galilée (G) et défini par

G =

√
|ρs/ρf − 1|gd3

ν
(1.9)
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avec ν la viscosité cinématique du fluide. On peut écrire une expression reliant le nombre de
Galilée au nombre de Reynolds, applicable dans le cas d’un régime asymptotique stationnaire
de la sphère

CD(Re) =
4G2

3Re2ν
. (1.10)

Le deuxième paramètre sans dimension, décrivant avec le nombre de Galilée un unique état
asymptotique de chute ou d’ascension d’une sphère libre, est le rapport des masses volumiques
du solide et du fluide (ρs/ρf ).

Les travaux portant sur une sphère libre sont bien plus rares que ceux portant sur une
sphère fixe. Il en existe tout de même quelques uns. Pour des raisons pratiques et afin d’étudier
le sillage d’une sphère qui se déplace à vitesse constante, Magarvey & Bishop (1961b) étudient
l’allée tourbillonnaire qui se développe en aval d’inclusions liquides tombant dans un autre
liquide non–miscible avec un nombre de Reynolds limite Re = 350, soit G =

√
Ar ≈ 250 et

1 < ρs/ρf < 1.6 (où Ar est le nombre d’Archimède). Ils observent un nombre de Strouhal
St = 0.12 très proche de celui d’une sphère fixe. Le parallèle avec une sphère rigide n’est plus
possible dès que l’inclusion est trop grande et qu’elle se déforme. De plus, la condition limite
de non–glissement à la surface de l’inclusion n’est pas garantie. Des expériences similaires
sont réalisées avec des sphères solides (ρs/ρf = 1.12) par Goldburg & Florsheim (1966) qui
concluent qu’à Re = 300, c’est–à–dire

√
Ar ≈ 220, le sillage instationnaire admet une basse

fréquence St ≈ 0.07. De même, Magarvey & MacLatchy (1965) lâchent des sphères pour
observer leur sillage et ils constatent que la sphère est déviée de la direction verticale quand
le sillage est supercritique. Une bulle dont la surface est contaminée, ce qui est généralement le
cas, peut être considérée, si elle ne se déforme pas, comme une sphère solide (voir Duineveld,
1995). Lunde & Perkins (1997) observent une bulle sphérique qui suit une trajectoire en
zigzag (dans un plan) puis hélicöıdale. Wu & Gharib (2002) observent expérimentalement
deux types de bulle. Le premier type est une bulle sphérique et, dans ce cas, la trajectoire
suit un zigzag plan. La trajectoire hélicöıdale n’est observée par Wu & Gharib (2002) que
quand la bulle se déforme en ellipsöıde. Les simulations numériques effectuées par Mougin &
Magnaudet (2002b,a) montrent qu’une bulle rigide avec un rapport de forme (rapport entre
le grand diamètre et le petit) χ = 2.5 suit une trajectoire en zigzag qui se transforme en
spirale, caractérisée par une basse fréquence lorsque le nombre de Galilée augmente, l’état
asymptotique étant alors comparable à celui qu’observent Wu & Gharib (2002). Dans un
travail récent de Bonometti & Magnaudet (2007), des simulations numériques, utilisant la
méthode de la capture de l’interface, ont été effectuées sur l’étude d’une bulle avec évolution
de sa forme et sur l’interaction entre deux bulles et leur éventuelle fusion. Les informations
apportées par ces travaux sont trop lacunaires pour compléter un scénario de transition mais
elles montrent, tout de même, l’importance du couplage entre le sillage d’une sphère fixe ou
d’une bulle et la trajectographie d’une sphère libre.

De récents travaux numériques (voir Jenny, 2003; Jenny et al., 2003, 2004; Jenny &
Dušek, 2004), utilisant un code spectral–éléments spectraux couplé avec un maillage mobile,
ont permis de balayer le plan des paramètres et de mettre en évidence différents régimes
pour un grand nombre de combinaisons du rapport des masses volumiques (0 < ρs/ρf < ∞)
et du nombre de Galilée (150 < G < 350). Un diagramme des états asymptotiques, dont la
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Fig. 1.8 – Diagramme des états asymptotiques (Jenny, 2003). Chaque symbole indique une
simulation : + régime oblique et stationnaire, ∗ régime oblique et oscillant à basse fréquence
(0.045 ≤ f ≤ 0.068), × régime oblique et oscillant à haute fréquence (f ≈ 0.180), © régime
périodique en zigzag (0.023 ≤ f ≤ 0.35) et � régime 3D chaotique. Le domaine de coexistence
de deux solutions distinctes, l’une périodique et l’autre chaotique, est délimité par une ligne
en pointillé.

reproduction est montrée dans Fig. 1.8, a été établi.

1.4 Problème d’une particule (sphérique ou non–sphérique)
avec transfert de chaleur et de masse

La plupart des études portant sur le problème conjugué du transfert de chaleur et de
masse, sont des travaux expérimentaux dans lesquels les auteurs s’intéressent à la convec-
tion naturelle ou mixte autour d’un solide fixe (initialement sphérique ou cubique) dans des
conditions anisothermiques. Le solide est souvent un glaçon, plongé dans de l’eau (ou éven-
tuellement dans un autre fluide), où l’expansion anomale de l’eau s’ajoute à la complexité
du problème. Les travaux utilisant la simulation numérique sont assez rares et très souvent
simplifiés (géométrie 2D, aucun transfert de masse, convection purement naturelle...), s’éloi-
gnant ainsi du problème initial assez complexe. A notre connaissance, aucun résultat sur une
sphère libre en convection mixte avec ou sans transfert de masse n’a encore été publié.
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Fig. 1.9 – Aspect d’une sphère solide en cire en fusion dans de l’eau chaude, d’après McLeod
et al. (1996).

Dans le travail de Schenk & Schenkels (1968), des expériences sur la fonte d’une surface
sphérique glacée (constituée par une couche de 3 mm d’eau gelée sur une sphère en cuivre d’un
diamètre de 3.2 cm, fixée sur une tige) ont été menées dans de l’eau de température comprise
entre 0◦C et 10◦C, c’est-à-dire pour 0 < Gr < 2 × 105 et Pr ≈ 10. Grâce à l’expansion
anomale de l’eau (la masse volumique de l’eau crôıt entre 0 et 4◦C et décrôıt pour t > 4◦C),
trois régimes d’écoulement qualitativement différents ont été observés autour de la sphère.
Pour une température ambiante de l’eau comprise entre 0 et 4◦C, un écoulement vers le haut
du fluide moins dense situé au voisinage de la sphère est observé. Le nombre de Nusselt local
(Nul) est plus élevé au pôle sud de la sphère, là où l’épaisseur de la couche limite est plus
petite, et décrôıt de façon monotone en se rapprochant du pôle nord. Pour des températures
de l’eau supérieures à 6◦C, l’écoulement descend vers le bas, grâce au coefficient d’expansion
volumique (β) de l’eau qui est positif presque partout dans la cuve. Cette fois-ci, le nombre
de Nusselt local décrôıt avec la distance angulaire mesurée à partir du pôle nord de la sphère.
Enfin, l’intervalle le plus intéressant est celui des températures comprises entre 4◦ et 6◦C, où
deux types d’écoulement ont été observés : un écoulement vers le haut du fluide très proche
de la sphère (β étant négatif pour 0 < t < 4◦C) et un écoulement vers le bas plus loin de la
sphère. Pour une température de 5.3◦C, une région de fluide stagnant a été trouvée autour
de la sphère, ce qui correspond au minimum sur la courbe du nombre de Nusselt total (Nu)
en fonction de la température ambiante de l’eau.

McLeod et al. (1996) ont mené des expériences avec des sphères fixes en cire, immergées
dans de l’eau chaude. Ils ont observé deux types de fonte qualitativement différents : sur
l’hémisphère nord de la sphère, une couche uniforme de liquide froid fondu a été observée
et la forme sphérique (à part un léger aplatissement au pôle nord indiquant un nombre de
Nusselt local plus élevé) est conservée. Un aspect différent a été observé sur l’hémisphère sud
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(a) Re ≈ 215, Tw = 4◦C (|Ri| ≈ 0.019)

(b) Re ≈ 316, Tw = 30◦C (|Ri| ≈ 68)

Fig. 1.10 – Ecoulement autour d’un glaçon dans de l’eau à différentes températures. Visua-
lisation de Hao & Tao (2001).

de la sphère – le fluide fondu ne forme plus une couche uniforme et se détache de la surface
de la sphère sous la forme des filaments, créant ainsi une surface rugueuse et aplatie. Dans
cette région, le transfert de chaleur est favorisé. Les filaments présentent un aspect laminaire
près de la surface, mais deviennent turbulents en s’éloignant de la sphère. L’aspect de la
fusion est montré dans Fig. 1.9.

Des expériences avec un glaçon sphérique soumis à un écoulement horizontal ont été
menées par Hao & Tao (2001) dans de l’eau à 4◦C et à 30◦C. La température Tw = 4◦C a
été choisie afin d’éliminer les effets de flottabilité (à cette température, la masse volumique
de l’eau atteint son maximum – ρ = 1000 kg/m3) ; la température Tw = 30◦C a été choisie
afin de favoriser les effets de la convection naturelle et d’étudier ainsi la convection mixte.
Des résultats quantitatifs, acquis à l’aide d’un système de PIV, ont été complétés par des
résultats qualitatifs obtenus en utilisant un glaçon coloré afin de visualiser l’aspect du sillage.
Malgré une géométrie légèrement modifiée par la fonte non-sphérique du glaçon, le régime
stationnaire non-axisymétrique, présentant 2 filaments de vorticité et une symétrie plane, a
été observé à Re ≈ 215 et, puisque la température de l’eau a été fixée à 4◦C, à un nombre
de Richardson négligeable (voir Fig. 1.10a). Des visualisations ont été poursuivie jusqu’à
Re ≈ 2150, où le sillage est déjà clairement turbulent. Des expériences menées dans l’eau
à Tw = 30◦C ont montré un écoulement à Re ≈ 316 dominé par la convection naturelle
(|Ri| ≈ 68) et entrâınant le sillage vers le bas, où il est brisé en rencontrant la paroi de la cuve
(Fig. 1.10b). L’effet de la convection naturelle a été rapporté comme étant non-négligeable
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pour |Ri| > 0.682, son effet étant de raccourcir ou, éventuellement, faire disparâıtre la zone
de recirculation. La fonte du glaçon a été observée comme étant non-sphérique – en aval, où,
dans la zone de recirculation turbulente, le glaçon fond plus vite qu’en amont où la couche
limite reste attachée. Le glaçon acquiert ainsi une forme aplatie (Fig. 1.10).

Dans un autre de leurs papiers (Hao & Tao, 2002), l’attention a été focalisée sur les
caractéristiques du transfert de chaleur et de masse, en se plaçant dans les mêmes conditions
expérimentales que Hao & Tao (2001). Les mêmes tendances ont été trouvées pour le taux
de transfert de chaleur et de masse – en aval de la sphère, dans la zone de recirculation, où le
nombre de Nusselt local présente un pic, le glaçon fond plus rapidement, acquérant ainsi une
forme aplatie. Le changement de forme (par rapport à la forme initialement sphérique) est
de plus en plus marqué au fur et à mesure que la taille du glaçon diminue, ce qui s’explique
par l’apparition de vortex, générés à l’endroit où la forme du glaçon cesse d’être sphérique.
La conduction de chaleur à l’intérieur de la sphère a été notée comme négligeable, sauf sur
une période très courte au début de la fonte.

Quarini & Chang (2002) ont étudié expérimentalement et numériquement la convection
naturelle d’un cube de glace, soit flottant, soit immergé dans de l’eau ou dans une solution
saline. Des temps de fonte très différents ont été relevés lorsqu’on laisse le cube flotter, soit
à la surface de l’eau, soit à la surface de la solution saline, et lorsqu’on l’immerge, soit
dans de l’eau, soit dans une solution saline, ce qui a été expliqué par l’action des forces de
flottabilité : dans le cas du glaçon flottant à la surface de l’eau, le fluide fondu est plus dense ;
il descend donc dans l’eau et le glaçon est toujours entouré par un fluide chaud. Dans le cas
d’un glaçon flottant à la surface d’une solution saline, le fluide fondu est moins dense que la
solution et il reste donc à la surface, entourant ainsi le glaçon d’un un fluide froid. Un glaçon
flottant dans de l’eau fond alors plus vite qu’un glaçon flottant dans la solution saline.
L’inverse a été constaté pour un glaçon immergé dans de l’eau et dans la solution saline,
respectivement. L’observation expérimentale a été vérifiée par une simulation numérique,
utilisant, néanmoins, une approximation de Boussinesq.

Kahraman (2002) a étudié expérimentalement et numériquement la fonte d’un glaçon
rectangulaire chauffé par une plaque de cuivre en contact avec sa surface supérieure. La
simulation numérique, effectuée en 2D et prenant en compte l’expansion anomale de l’eau, a
été en bon accord avec l’expérience et a souligné la nécessité d’utiliser la dépendance réelle
de la masse volumique de l’eau en fonction de la température pour étudier les problèmes de
convection naturelle.

Gan et al. (2003a) ont effectué des simulations numériques bidimensionnelles sur la sédi-
mentation de particules cylindriques chaudes (écoulement assistant) ou froides (écoulement
opposant) dans un fluide avec une approximation de Boussinesq. Les valeurs absolues du
nombre de Grashof considéré ont été variées entre 0 (effets de flottabilité non pris en compte)
et 104, le rapport des masses volumiques solide/fluide (ρs/ρf ) a été pris légèrement supérieur
à 1 et le nombre de Prandtl a été fixé à Pr = 0.7. Les résultats ont été présentés en termes de
nombre de Reynolds asymptotique, variant entre 0 (la convection naturelle d’une particule
chauffée induisant un écoulement vers le haut, compensant ainsi le poids de la sphère et la
maintenant en lévitation (écoulement assistant)) et 30 (la convection naturelle d’une sphère
froide induisant un écoulement vers le bas et accélérant ainsi le mouvement de la particule
(écoulement opposant)). Dans les deux configurations de la convection mixte, il a été trouvé
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que le régime rectiligne, existant aux bas nombres de Reynolds, fait place à un régime oscil-
lant. Le seuil de l’instabilité instationnaire a été trouvé plus bas pour l’écoulement opposant,
confirmant l’observation générale qu’un écoulement opposant est déstabilisant. Une interac-
tion entre deux particules a également été simulée, et il a été montré que leur comportement
dépend du nombre de Grashof. Dans un papier suivant (voir Gan et al., 2003b), un change-
ment de forme a été pris en compte pour simuler la fusion. Néanmoins, l’aplatissement des
cylindres (puisqu’il s’agit de simulations 2D) a été mentionnée comme ayant peu d’incidence
sur les régimes asymptotiques trouvés.

1.5 Objectifs et organisation du travail

La présente thèse vise en premier lieu à étudier numériquement la transition au chaos
du sillage d’une sphère fixe en convection mixte, dans les configurations de l’écoulement
assistant et de l’écoulement opposant. Cela consiste donc, avant tout, à déterminer les seuils
des bifurcations primaire (Re1), secondaire (Re2) et tertiaire (Re3) en fonction du nombre
de Richardson ou, éventuellement, à mettre en évidence un autre type de transition que celui
observé dans le cas de la sphère fixe sans effet thermique.

En second lieu, les connaissances acquises en étudiant la dynamique du sillage d’une
sphère fixe en convection mixte seront utilisées afin de décrire le comportement d’une parti-
cule sphérique libre, sous l’effet conjugué de la convection naturelle et de la convection forcée.
Une comparaison entre quelques régimes asymptotiques de la sphère libre sans et avec effets
thermiques sera faite.

Enfin, les trajectoires d’un glaçon de température homogène 0◦C et de différents diamètres
initiaux, plongé dans de l’eau à 4◦ et à 20◦C seront calculées, en considérant la fonte comme
sphérique et en modélisant les propriétés réelles de l’eau.

Les chapitres de ce mémoire de thèse sont organisés de la façon suivante : la formulation
mathématique des différents problèmes est présentée dans Chapitre 2, la méthode numérique
et le code de calcul sont décrits dans Chapitre 3, Chapitre 4 porte sur la sphère fixe en
convection mixte, Chapitre 5 sur la sphère libre en convection mixte et sur un glaçon en
fusion. Les concluions sont tirées dans Chapitre 6.
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Chapitre 2

Formulation mathématique

2.1 Sphère fixe sans effet thermique

On considère une sphère fixe de diamètre d placée dans l’écoulement d’un fluide newtonien
de vitesse uniforme v∞ (voir Fig. 2.1). L’écoulement du fluide incompressible autour de la
sphère est décrit par le système d’équations de continuité et de Navier–Stokes

∇.v = 0, (2.1)
∂v
∂t

+ (v · ∇)v = −1
ρ
∇p + ν∇2v. (2.2)

Le champ de pression dynamique est noté p (la pression hydrostatique est soustraite à la
pression totale p̃ = p + ρgz), ρ est la masse volumique du fluide et ν représente la viscosité
cinématique. L’opérateur ∇ est défini dans un système de coordonnées cartésiennes par
∇ = [∂./∂x, ∂./∂y, ∂./∂z], où (x, y, z) sont les coordonnées cartésiennes de l’espace.

Les équations de Navier-Stokes peuvent être adimensionnalisées pour mettre en évidence
les paramètres indépendants qui gouvernent l’écoulement autour d’une sphère fixe. Pour cela,
la valeur de la vitesse de l’écoulement extérieur v∞ est prise comme vitesse de référence, le
diamètre de la sphère d comme longueur de référence, ρv2

∞ comme pression de référence et
le rapport d/v∞ comme temps de référence. Après avoir adimensionnalisé les quantités des
équations (2.2) par les échelles de référence, les équations de Navier-Stokes adimensionnées
s’écrivent (en omettant le symbol ∗ qui désigne habituellement les quantités sans dimension)

∂v
∂t

+ (v · ∇)v = −∇p +
1

Re
∇2v, (2.3)

où Re est le rapport entre les forces d’inertie et les forces de viscosité, appelé nombre de
Reynolds et défini par

Re =
v∞d

ν
. (2.4)

Le problème de l’écoulement d’un fluide incompressible autour d’une sphère fixe comporte
donc un seul paramètre sans dimension, le nombre de Reynolds (Re).

25
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Fig. 2.1 – Schéma de l’écoulement autour d’une sphère fixe sans effet thermique.

2.2 Sphère fixe avec effets thermiques

On considère ici une sphère fixe de température de surface constante, immergée dans un
écoulement de fluide newtonien incompressible froid, le tout soumis à un champ de pesanteur.
Les schémas des deux situations de convection mixte que nous avons traitées (“assisting
flow” ou écoulement assistant et “opposing flow” ou écoulement opposant) sont présentés
respectivement dans Fig. 2.2a et b. Afin de réduire la dimension de l’espace des paramètres,
les effets de flottabilité sont pris en compte, en accord avec tous les travaux numériques de
la section 1.2, par l’approximation de Boussinesq. Cette dernière consiste à supposer que
toutes les propriétés du fluide sont constantes à l’exception de la masse volumique qui varie
linéairement en fonction de la température. Cette situation est mathématiquement décrite par
un système d’équations de continuité et de Navier–Stokes, couplées à l’équation de l’énergie :

∇.v = 0, (2.5)
∂v
∂t

+ (v · ∇)v = −1
ρ
∇p + ν∇2v + g, (2.6)

∂T

∂t
+ (v · ∇)T = κ∇2T. (2.7)

La masse volumique s’écrit

ρ ≈
(

ρ0 +
dρ

dT
∆T

)
, (2.8)

où ρ0 est la masse volumique du fluide à une température de référence Tref et ∆T est la
variation locale de la température par rapport à Tref (∆T = T − Tref ). Dans le cadre de
l’approximation de Boussinesq, le coefficient d’expansion thermique

β = − 1
ρ0

dρ

dT
(2.9)
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(a) Ecoulement assistant (Ri > 0)
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(b) Ecoulement opposant (Ri < 0)
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Fig. 2.2 – Schéma de l’écoulement autour d’une sphère fixe en convection mixte. (a) Ecoule-
ment assitant (les forces d’Archimèdes étant superposés à l’écoulement extérieur), (b) Ecou-
lement opposant (les forces d’Archimèdes étant opposés à l’écoulement extérieur).

est supposé constant et le produit β ∆T petit devant l’unité. Ainsi, 1/ρ ≈ (1 + β∆T )/ρ0.
Nous pouvons maintenant réécrire l’équation (2.6) sous la forme

∂v
∂t

+ (v · ∇)v = − 1
ρ0
∇p + ν∇2v − β(T − T∞)g, (2.10)

où nous avons pris pour température de référence la température T∞ du fluide loin de la
sphère chauffée. On peut noter que l’équation (2.10) permet de prendre en compte aussi bien
les écoulements assistants que les écoulements opposants.

Si l’on considère des fluides tels que l’air ou l’eau, l’approximation de Boussinesq reste
suffisamment précise tant que la différence de température (typiquement entre la sphère et
le fuilde), responsable de la convection naturelle, ne dépasse pas quelques degrés. Ferziger &
Perić (1997)[p. 15] donnent une erreur acceptable (inférieure à 1%) pour une différence de
température de moins de 2◦C dans l’eau et de moins de 15◦C dans l’air. De leur côté, Gray
& Giorgini (1976) limitent l’utilisation de l’approximation de Boussinesq dans des conditions
normales (température ambiante de 15◦C, pression atmosphérique) à une différence de tem-
pérature de 1.25◦C pour l’eau et 28.6◦C pour l’air. De façon pratique, et à l’extrême, de
très petites particules ou, pour le même nombre de Richardson, des particules très chaudes,
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ne seront pas couvertes par cette approximation. Mais de façon générale, on peut noter que
dans le cas de l’eau et de l’air, l’approximation de Boussinesq peut être utilisée assez large-
ment, c’est-à-dire pour des conditions expérimentales très raisonnables. Ainsi, dans le cadre
de cette thèse, nous nous sommes limités à des nombres de Reynolds inférieurs à 1500 et des
nombres de Richardson inférieurs à 0.7, ce qui correspond, à titre d’exemple, à une sphère
de diamètre 11 cm placée dans un courant d’air d’une différence de température de 8◦C et
d’une vitesse 0.2 m.s−1.

Comme nous allons le voir juste après, l’approximation de Boussinesq permet donc de
réduire la dimension de l’espace des paramètres à trois nombres sans dimension, chacun des
nombres dépendant des propriétés du fluide (la masse volumique ρ, la viscosité cinématique
ν, la conductivité thermique λ, la chaleur specifique cp et le coefficient d’expansion ther-
mique β) et des caractéristiques de l’écoulement (vitesse uniforme de l’écoulement extérieur
v∞, température du fluide à l’infini T∞ et température de la surface de la sphère Ts). Les
équations (2.6) et (2.7) peuvent être adimensionnalisées en utilisant les quantités de référence
suivantes : le diamètre de la sphère pour la longueur, la vitesse v∞ pour la vitesse, le rapport
d/v∞ pour le temps et ρv2

∞ pour la pression. La température sans dimension est définie par
T ∗ = (T − T∞)/(Ts − T∞). En omettant le symbol ∗ pour désigner les quantités sans
dimension, les équations (2.5), (2.6) et (2.7) s’écrivent alors

∇ · v = 0, (2.11)
∂v
∂t

+ (v · ∇)v = −∇p +
1

Re
∇2v + RiT i, (2.12)

∂T

∂t
+ (v · ∇)T =

1
Re.Pr

∇2T, (2.13)

où i = −g/|g| désigne un vecteur unité, orienté vers le haut (la gravité pointant vers le
bas). Les trois paramètres sans dimension sont le nombre de Reynolds (Re), le nombre de
Richardson (Ri) et le nombre de Prandtl (Pr), définis respectivement par

Re =
v∞d

ν
, (2.14)

Ri =
βg(Ts − T∞)d

v2
∞

, (2.15)

Pr =
ν

κ
=

νρcp

λ
. (2.16)

Comme on peut le trouver de façon classique dans la littérature, le cas de l’écoulement
assistant correspond à Ri > 0, celui de l’écoulement opposant à Ri < 0.
La combinaison des deux premiers nombres aboutit au nombre de Grashof (Gr) défini par

Gr = Ri.Re2 =
βg(Ts − T∞)d3

ν2
. (2.17)

qui caractérise une convection naturelle pure.
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Fig. 2.3 – Schéma d’une sphère libre sans effet thermique dans un repère en translation par
rapport au repère fixe.

2.3 Sphère libre sans effet thermique

Une sphère plongée dans un milieu infini de fluide newtonien dans un champ de gravité
est soumise à la poussée d’Archimède et à la réaction du fluide au déplacement de la sphère.
L’écoulement du fluide incompressible autour de la sphère est décrit par les équations de
continuité et de Navier–Stokes que l’on écrit en considérant la vitesse absolue v du fluide
projetée dans un repère en translation (voir Fig. 2.3) avec le centre de masse de la sphère qui
se déplace à la vitesse u (ici en grandeurs dimensionnelles) :

∇.v = 0, (2.18)
∂v
∂t

+ [(v − u) · ∇]v = − 1
ρf
∇p + ν∇2v. (2.19)

Le champ de pression est noté p, ρf est la masse volumique du fluide et ν représente la
viscosité cinématique. Le choix de projeter les vecteurs sur un repère en translation est
justifié par l’objectif de conserver un domaine inchangé dans les simulations numériques.
De plus, les vitesses projetées étant absolues, elles tendent vers zéro à grande distance de
la sphère. Les vitesses du fluide sont donc quasiment nulles au bord du domaine numérique
utilisé, ce qui simplifie le traitement des conditions limites dans la partie numérique et facilite
l’interprétation des résultats.

Le mouvement de la sphère est déterminé par les équations du mouvement d’un corps
solide écrites au centre de masse :

ρs
du
dt

=
6

πd3
Ffl(v, p) + (ρs − ρf )g (2.20)

ρs
dΩ
dt

=
60
πd5

Mfl(v, p) (2.21)
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où ρs est la masse volumique de la sphère de diamètre d, Ffl la force globale qu’exerce
le fluide environnant sur la sphère et Mfl le moment par rapport au centre de la sphère
induit par les contraintes du fluide sur la surface de la particule sphérique. La force et le
moment exercés par le fluide dépendent de l’écoulement autour de la sphère ce qui implique
un couplage entre les équations du mouvement (2.20) et (2.21) et les équations de Navier–
Stokes (2.19) et (2.18). La force Ffl et le moment Mfl sont le résultat de l’intégration des
contraintes élémentaires f du fluide sur la surface S de la sphère (2.22) et (2.23).

Ffl(v, p) =
∫

S
fdS (2.22)

Mfl(v, p) =
∫

S
rs × fdS. (2.23)

Les composantes fi des contraintes élémentaires dépendent directement de l’écoulement du
fluide :

fi = 2µSijnj − pni, (2.24)

où n est le vecteur unitaire normal à la surface de la sphère au point courant et [Sij ] est le
tenseur des contraintes défini par :

Sij =
(

∂vi

∂xj
+

∂vj

∂xi

)
. (2.25)

Le problème est donc entièrement décrit par l’ensemble des relations (2.18)–(2.25) qui
doivent encore être adimensionnalisées pour mettre en évidence les paramètres indépendants
qui définissent le mouvement d’une sphère libre. Il existe de nombreuses adimensionnalisa-
tions possibles, mais elles ne sont pas toutes pertinentes. Le nombre de Reynolds Re, défini
grâce à la vitesse limite de chute (ou d’ascension), pourrait être un paramètre sans dimension
du problème si cette vitesse limite était connue. Cette dernière étant cependant inconnue a
priori, une autre échelle de vitesse doit être définie. Les équations du mouvement (2.20) et
(2.21) font apparâıtre une accélération de référence (ρs/ρf − 1)g qui permet de définir une
vitesse et un temps de référence :

U =

√∣∣∣∣ ρs

ρf
− 1
∣∣∣∣ gd (2.26)

τ =

√
d

|ρs/ρf − 1| g
(2.27)

En utilisant ces grandeurs pour unités de vitesse et de temps, les équations sans dimension
du problème obtenues à partir des équations (2.18) et (2.19) s’écrivent :

∇.v = 0 (2.28)
∂v
∂t

+ [(v − u) · ∇]v = −∇p +
1
G
∇2v (2.29)
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Tous les termes étant adimensionnés, les équations de Navier–Stokes font ainsi apparâıtre un
paramètre sans dimension, le nombre de Galilée (G), qui fait office de nombre de Reynolds.
Son expression est :

G =

√
|ρs/ρf − 1| gd3

ν
. (2.30)

Le nombre de Galilée est la racine carrée du nombre d’Archimède, défini par Karamanev et al.
(1996). Il représente le rapport entre la poussée d’Archimède qui met la sphère en mouvement
et les forces visqueuses qui s’opposent à son déplacement. G représente une caractéristique
équivalente au nombre de Reynolds si le mouvement n’est pas accéléré ; en effet, le terme de
gauche des équations du mouvement de la sphère étant nul, seules subsistent les équations
de Navier–Stokes. Dans ce cas, une relation bijective entre les deux paramètres, uniquement
valable dans le cas d’un régime asymptotique (t →∞) stationnaire, peut être établie :

CD(Re∞) =
4G2

3Re2
∞

(2.31)

L’adimensionnalisation des équations du mouvement (2.32) et (2.33) fait apparâıtre le
rapport des masses volumiques de la sphère et du fluide ρs/ρf en tant que second paramètre
du problème :

ρs

ρf

du
dt

=
6
π
Ffl(v, p) + kfix, (2.32)

ρs

ρf

dΩ
dt

=
60
π

Mfl(v, p) (2.33)

avec kfix = sign(ρs/ρf − 1)g/|g| le vecteur unité vertical qui pointe dans la direction de
l’accélération résultante de la gravité et de la poussée d’Archimède (vers le haut si ρs/ρf < 1
et vers le bas si ρs/ρf > 1, le vecteur gravité pointant vers le bas).

Il apparâıt donc que deux paramètres sans dimension indépendants sont nécessaires à
la description de la chute libre d’une sphère. Ces paramètres, le nombre de Galilée (G) et
la densité de la particule (ρs/ρf ), sont entièrement définis par des grandeurs connues et
ajustables avant l’observation du mouvement, soit par une simulation numérique, soit par
un essai expérimental. Ainsi, l’étude de la trajectoire d’une sphère libre sans effet thermique
se fait dans l’espace bidimensionnel formé par G et (ρs/ρf ).

2.4 Glaçon sphérique en ascension libre et en fusion dans de
l’eau à température ambiante

2.4.1 Caractéristiques physiques de l’eau

On se propose de modéliser la fonte d’un glaçon initialement sphérique au cours de son
ascension dans de l’eau initialement au repos.
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Fig. 2.4 – Représentation graphique des caractéristiques physiques de l’eau en fonction de la
température : (a) masse volumique ρ, (b) viscosité dynamique µ, (c) conductivité thermique
λ, (d) chaleur spécifique cp.

La dépendance de la température sur la masse volumique ρ, la viscosité dynamique µ, la
conductivité thermique λ et la chaleur spécifique cp est représentée dans Fig. 2.4.

On peut constater, d’une part, que la masse volumique est approximativement une fonc-
tion quadratique de la température, et que, d’autre part, la viscosité dynamique diminue
presque de moitié entre 0 et 20◦C.

Ainsi, compte tenu de la dilatation thermique anomale de l’eau ainsi que de la forte
dépendance de sa viscosité en fonction de la température, l’approximation de Boussinesq ne
peut être utilisée pour modéliser de façon réaliste les lois de comportement de l’eau dans un
intervalle de température s’étendant de 0 à 20◦C. Il faut donc proposer une approximation
adaptée à l’eau pour une telle gamme de températures.
Dans la suite de l’étude, la température du glaçon Ts (s – sphère) sera supposée être celle de
sa fusion (Ts = 0◦C). Si Tf est la température de l’eau loin du glaçon, on considèrera comme
température de référence la température Tref = (Tf + Ts)/2.
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2.4.2 Formulation mathématique exacte

Le modèle couplant le mouvement d’une sphère immergée dans un fluide newtonien avec
celui du fluide ambiant, développé au cours de la thèse de Mathieu Jenny, est brièvement
décrit dans la section 2.3 (voir Jenny, 2003; Jenny & Dušek, 2004, pour plus de détails). Nous
avons gardé le même principe de modélisation du couplage sphère – fluide mais nous avons
été amenés à généraliser la description au cas d’un fluide ayant des propriétés dépendant
de la température. De plus, nous avons bien entendu enrichi la modélisation en ajoutant
l’équation de transport de la chaleur.

Le modèle résultant comporte ainsi les équations de continuité et de Navier–Stokes,
l’équation d’advection et de diffusion de la température et les équations du mouvement
de la sphère. La masse volumique ρ, la viscosité dynamique µ et la conductivité thermique
λ dépendent, à travers la température, de la position spatiale x, ce dont il faut tenir compte
dans la formulation exacte des équations. La vitesse du fluide est mesurée dans un référentiel
au repos : la vitesse asymptotique du fluide est donc supposée nulle à l’infini v∞ → 0. Le vec-
teur position x est en revanche rapporté à un référentiel mobile lié à la sphère. Le maillage,
également lié à la sphère, est donc mobile. Ce formalisme engendre une vitesse d’entrâıne-
ment u égale à la valeur de la vitesse du maillage au point x par rapport au référentiel fixe.
Les équations ont alors la forme :

∇ · v = 0, (2.34)

∂v
∂t

+ [(v − u) · ∇]v = −1
ρ
∇p +

1
ρ
∇ · (µ∇v) + g, (2.35)

∂T

∂t
+ [(v − u) · ∇]T =

1
cpρ

∇ · (λ∇T ), (2.36)

où g est le vecteur d’accélération gravitationnelle. La condition d’adhérence du fluide à la
paroi se traduit par la condition aux limites sur la surface de la sphère

v|s = us + Ω× r|s (2.37)

qui transmet le mouvement de la sphère vers le fluide. Le mouvement de la sphère elle-même
est décrit dans le reférentiel fixe par les équations :

ρs
du
dt

=
6

πd3
Ffl(v, p, µ) + ρsg, (2.38)

ρs
dΩ
dt

=
60
πd5

Mfl(v, p, µ), (2.39)

où d est le diamètre de la sphère et V = πd3/6 est son volume. Dans le cas présent, la force
comporte également la poussée d’Archimède (les effets hydrostatiques).
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∆ρ/ρ ∆µ/µ ∆λ/λ ∆cp/cp

0.0017 0.56 0.064 0.0083

Tab. 2.1 – Variations relatives des propriétés de l’eau sur l’intervalle [0, 20]◦C. Les variations
sont obtenues en divisant la différence par la moyenne des valeurs extrêmes (par exemple :
∆ρ/ρ = 2|ρ(20◦)− ρ(0◦)|/(ρ(20◦) + ρ(0◦))).

2.4.3 Modèle considéré

Pour une représentation fiable de la situation envisagée, il n’est pas nécessaire de consi-
dérer les équations (2.35, 2.36) telles quelles. Il suffit d’adopter un bon compromis entre
l’approximation de Boussinesq et la formulation exacte. On remarque que les variations re-
latives des 4 propriétés physiques de l’eau, figurant dans les équations, sont très disparates
(cf. Tab. 2.1).

Si nous nous fixons l’objectif d’une erreur maximale de 1%, nous pouvons considérer la
chaleur spécifique cp constante, égale à cp,ref ≡ cp(Tref ). De même, la masse volumique ρ peut
être considérée constante (ρ = ρref ≡ ρref ) sauf dans le terme de pression où sa variation
rend compte des effets de flottabilité. Une fois approximé par une constante, le facteur 1/ρ
peut être commuté avec l’opérateur divergence dans le terme visqueux de l’équation (2.35).
On peut faire de même pour le facteur 1/(cpρ). En ce qui concerne le terme de pression, nous
poserons

ρ(T ) = ρref (1 + γ(T )) (2.40)
1
ρ

≈ 1
ρref

(1− γ(T )) (2.41)

car γ(T ) est petit devant l’unité. Dans le même temps, en retirant de la pression totale

p = ρrefg · x + p̃ (2.42)

sa partie hydrostatique et isotherme ps = ρref g · x, nous obtenons

−1
ρ
∇p + g ≈ − 1

ρref
∇p̃ + γ(T )g. (2.43)

Les équations (2.35) et (2.36) s’écrivent alors :

∂v
∂t

+ [(v − u) · ∇]v = − 1
ρref

∇p̃ +∇ · (ν∇v) + γ(T )g, (2.44)

∂T

∂t
+ [(v − u) · ∇]T = ∇ · (κ∇T ), (2.45)

où nous avons introduit la viscosité cinématique ν et la diffusivité thermique κ, définies par
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ν =
µ

ρref
, (2.46)

κ =
λ

cp,ref ρref
. (2.47)

Nous extrayons, de plus, la pression hydrostatique de la force hydrodynamique de l’équation
(2.38) qui sera calculée à l’aide de l’équation :

(Ffl)i (v, p, µ) =
∫

S

(
2µ

(
∂vi

∂xj
+

∂vj

∂xi

)
nj − p̃ ni

)
dS, (2.48)

où l’indice i désigne la i–ième composante cartésienne. L’équation (2.38) comportera alors
le terme d’Archimède :

ρs
du
dt

=
6

πd3
Ffl(v, p, µ) + (ρS − ρref )g. (2.49)

En limitant la modélisation mathématique des lois de comportement à l’essentiel, nous
pouvons écrire :

γ(T ) =
1

ρref

(
dρ

dT
(Tref ) (T − Tref ) +

1
2

d2ρ

dT 2
(Tref ) (T − Tref )2

)
(2.50)

ν(T ) = νref

(
1 +

1
νref

dν

dT
(Tref ) (T − Tref )

)
(2.51)

κ(T ) = κref

(
1 +

1
κref

dκ

dT
(Tref ) (T − Tref )

)
(2.52)

Les valeurs des constantes contenues dans ces équations sont données dans Tab 2.2 pour deux
températures de référence : 10◦C et 2◦C.

Nous avons également pris en compte le changement de phase glace/eau. La masse vo-
lumique de la glace ρs (à 0◦C) et la chaleur latente ` (à la pression de 1 bar) sont reportées
dans Tab 2.2.

2.4.4 Adimensionnalisation des équations

L’adimensionnalisation suivra la démarche adoptée pour une sphère libre. L’échelle de
vitesse utilisée pour la sphère fixe sera remplacée par l’échelle de vitesse liée à l’accélération
due à la gravité et à la poussée d’Archimède. Les autres échelles seront reprises du cas de la
sphère fixe. Le résumé des échelles d’adimensionnalisation est donné dans Tab. 2.3.

Les équations adimensionnées prennent alors la forme :

∇ · v = 0 (2.53)
∂v
∂t

+ [(v − u) · ∇]v = −∇p̃ +∇ · (ν(T )∇v) + γ(T )i (2.54)

∂T

∂t
+ [(v − u) · ∇]T = ∇ · (κ(T )∇T ), (2.55)
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Tref=10◦C
coefficient [unité SI] valeur
ρref [kg/m3] 999.772
dρ
dT (Tref ) [kg/m3.K] -0.0788
1
2

d2ρ
dT 2 (Tref ) [kg/m3.K2] -0.0072

νref [m2/s] 1.31e-06
dν
dT (Tref ) [m2/s.K] -4e-08
κref [m2/s] 1.38e-07
dκ
dT (Tref ) [m2/s.K] 4e-10

Tref=2◦C
coefficient [unité SI] valeur
ρref [kg/m3] 999.94
dρ
dT (Tref ) [kg/m3.K] 0.045
1
2

d2ρ
dT 2 (Tref ) [kg/m3.K2] -0.0079

νref [m2/s] 1.68e-06
dν
dT (Tref ) [m2/s.K] -5.6e-08
κref [m2/s] 1.34e-07
dκ
dT (Tref ) [m2/s.K] 4e-10

Changement de phase
coefficient [unité SI] valeur
ρs [kg/m3] 916.7
` [J/kg] 3.34e05

Tab. 2.2 – Caractéristiques physiques de l’eau.

grandeur adimensionnalisation
accélération a∗ = a/(|ρs/ρref − 1|g)

vitesse v∗ = v/(|ρs/ρref − 1|gd)1/2

pression p∗ = p̃/(ρref |ρs/ρref − 1|gd)
température T ∗ = (T − Tf )/(Ts − Tf )

force F∗
fl = Ffl/(ρrefV |ρs/ρref − 1|g)

moment de force M∗
fl = Mfl/(ρrefV |ρs/ρref − 1|gd)

Tab. 2.3 – L’adimensionnalisation (les grandeurs adimensionnées sont notées avec un asté-
risque).

ρs

ρref

du
dt

=
6
π
Ffl(v, p, ν(T )) + kfix (2.56)

ρs

ρref

dΩ
dt

=
60
π

Mfl(v, p, ν(T )). (2.57)

où nous avons omis les astérisques. Le vecteur unité i = g/|g| pointe dans la direction du
sillage. kfix = −i est le vecteur unité de l’axe vertical dans le référentiel fixe. Les fonctions
adimensionnées γ(T ), ν(T ) et κ(T ) s’écrivent :
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Tf = 20◦C
paramètre valeur

Pr 9.4928
Ri 1.8972e-02

ρS/ρref 0.91691
[12

d2ρ
dT 2 (Tref )/ dρ

dT (Tref )](Ts − T∞) -1.8274
1

νref

dν
dT (Tref )(Ts − T∞) 0.61069

1
κref

dκ
dT (Tref )(Ts − T∞) -0.072464

`/(cp,ref (Ts − T∞)) -3.976

Tf = 4◦C
paramètre valeur

Pr 12.54
Ri -2.16e-03

ρS/ρref 0.91676
[12

d2ρ
dT 2 (Tref )/ dρ

dT (Tref )](Ts − T∞) 0.702
1

νref

dν
dT (Tref )(Ts − T∞) 0.1333

1
κref

dκ
dT (Tref )(Ts − T∞) -0.01194

`/(cp,ref (Ts − T∞)) -19.83

Tab. 2.4 – Valeurs des 7 paramètres pour le problème du glaçon dans de l’eau à 4◦C et 20◦C,
respectivement.

γ(T ) = Ri (T − 1
2
)

[
1 +

1
2

d2ρ
dT 2 (Tref )
dρ
dT (Tref )

(Ts − T∞) (T − 1
2
)

]
(2.58)

ν(T ) =
1
G

(
1 +

1
νref

dν

dT
(Tref ) (Ts − T∞) (T − 1

2
)
)

(2.59)

κ(T ) =
1

G Pr

(
1 +

1
κref

dκ

dT
(Tref ) (Ts − T∞) (T − 1

2
)
)

(2.60)

où le nombre de Galilée G, le nombre de Prandtl (Pr) et le nombre de Richardson (modifié)
Ri sont définis comme suit :

G =

√(∣∣∣ ρs

ρref
− 1
∣∣∣ gd3

)
νref

(2.61)

Pr =
νref

κref
(2.62)

Ri =
dρ
dT (Tref ) (Ts − Tf )

ρref

∣∣∣ ρs

ρref
− 1
∣∣∣ (2.63)

Le modèle obtenu présente 7 paramètres (G, Pr,Ri, ρs/ρref et les 3 constantes sans di-
mension des équations (2.58), (2.59) et (2.60)). Une étude paramétrique complète n’est donc
pas envisageable. Dans la suite de la thèse, nous n’avons gardé qu’un seul paramètre (G)
que nous avons fait varier pour tenir compte des différents diamètres de la sphère (glaçon).
Tab. 2.4 résume les valeurs des autres paramètres maintenus fixes.
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2.4.5 Fonte sphérique du glaçon

La fonte du glaçon est modélisée en faisant l’hypothèse que la forme sphérique initiale
est conservée ce qui permet de réduire la modélisation du transfert de masse au bilan global.
Le flux de chaleur à travers la surface de la sphère est donné par l’intégrale

Q̇ = −
∫

S
λ

dT

dn
dS, (2.64)

n étant la normale extérieure de la sphère. Ce flux a donc une valeur négative. Il entrâıne
une diminution de masse par unité de temps dm/dt = Q̇/`, où ` est la chaleur latente de
fusion de la glace. Il en résulte une diminution du diamètre d de la sphère

dd

dt
=

2
πρrefd2`

Q̇. (2.65)

En grandeurs adimensionnées, le flux Q̇∗ s’exprime par

Q̇∗ = −
∫

S∗
κ∗

dT ∗

dn∗
dS∗, (2.66)

où nous avons temporairement réintroduit le symbôle ∗ pour désigner les grandeurs sans
dimension. La surface S∗ est une sphère de rayon 1/2. Ce flux adimensionné est positif,
compte tenu de la formule de l’adimensionnalisation de la température reportée dans Tab. 2.3.
En comparant les équations (2.64) et (2.66), nous obtenons

Q̇ = cp,refρref (Ts − Tf )d5/2
√
|1− ρs/ρref |g Q̇∗. (2.67)

sachant que κ =
√
|1− ρs/ρref |gd3 κ∗.

Compte tenu de l’adimensionnalisation du temps t = t∗
√

d/(|1− ρs/ρref |g), on obtient la
dérivée logarithmique du diamètre de la sphère par rapport au temps adimensionné t∗ :

1
d

dd

dt∗
=

2
π

cp,ref (Ts − Tf )
`

Q̇∗. (2.68)

La constante `∗ = `/(cp,ref (Ts−Tf ) peut être considérée comme une chaleur latente adimen-
sionnée. Sa valeur est incluse dans Tab. 2.4 et représente le 8–ième paramètre.



Chapitre 3

Méthode numérique

3.1 Résumé de la méthode

La méthode de discrétisation spatiale utilisée est basée sur une décomposition en éléments
spectraux dans le plan (z, r) (plan contenant l’axe de l’écoulement, voir Fig. 3.1) et sur une
décomposition spectrale dans la direction azimutale θ afin de pouvoir traiter les écoulements
tridimensionnels. L’intérêt de la décomposition azimutale est de pouvoir effectuer de façon
très directe des tests de stabilité linéaire, et de fournir une discrétisation spatiale très efficace
pour des problèmes à géométrie axisymétrique tels que le sillage d’une sphère. L’efficacité
de cette méthode pour des écoulements en régimes transitoires a été vérifiée dans le cas de
l’étude du sillage d’une sphère tout d’abord fixe (voir Ghidersa & Dušek, 2000) puis libre
(voir Jenny et al., 2004).

L’espace physique infini est représenté par un domaine cylindrique (voir Fig. 3.1). La
taille de celui–ci ainsi que l’ordre des polynômes dans chaque maille ont été systématiquement
testés. Nous avons en particulier vérifié qu’une extension de la distance en amont de la sphère,
en aval et radialement n’avait plus d’incidence sur l’écoulement (notamment sur la valeur de
la force de trâınée et le nombre de Nusselt, ainsi que sur le seuil de l’instabilité primaire). Un
exemple d’un tel test, effectué à un nombre de Prandtl 0.72 et à grands nombres de Reynolds
et de Richardson dans un écoulement assistant (régime nécessitant un maillage très raffiné),
est montré en annexe A.

Chaque régime d’écoulement étant spécifique par ses paramètres (nombre de Reynolds,
nombre de Richardson, nombre de Prandtl, écoulement assistant ou opposant), nous avons
dû utiliser (et donc valider) différents types de maillages afin d’optimiser pour chaque régime
la discrétisation spatiale.

Par exemple, les simulations en écoulement assistant à Pr = 7, pour lequel la couche
limite thermique est très fine, ont nécessité un raffinement du maillage dans le voisinage de
la sphère, faisant ainsi augmenter dans une forte proportion le nombre total d’éléments dans
le maillage. C’est en particulier pour cette raison que nous avons dû restreindre le domaine
des paramètres étudiés à Pr = 7 (0 ≤ Ri ≤ 0.3 et 0 ≤ Re ≤ 600) par rapport au domaine à
Pr = 0.72 (0 ≤ Ri ≤ 0.7 et 0 ≤ Re ≤ 1400).

Les simulations en écoulement opposant ont dû tenir compte du fait que la transition

39
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I
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Fig. 3.1 – Exemple d’un maillage typique de 230 éléments avec une définition du système de
coordonnées du domaine cylindrique. Une division d’une maille en 6×6 points de collocation
est schématiquement représentée en haut à gauche.

intervient à des nombres de Reynolds plus bas qu’en écoulement assistant. De plus, pour des
nombres de Richardson élevés (Ri < −1), nous verrons plus tard qu’ un panache thermique
se forme subitement de l’aval vers l’amont, nous obligeant ainsi à étendre le domaine et à
améliorer la discrétisation spatiale en amont de la sphère (par rapport aux situations où la
couche limite reste collée sur la face amont de la sphère, ce qui est le cas pour les écoulements
assistants et les écoulements opposants à faible nombre de Richardson). Ces deux aspects
nous ont donc conduit à utiliser des domaines plus vastes avec néanmoins une possibilité de
limiter en partie les coûts de calcul par un relâchement du maillage dans la couche limite.

En conséquence, une grande variété de domaines de calcul a été mise en oeuvre et testée.
Tab. 3.1a–f somment les paramètres pertinents de tous les domaines utilisés dans la présente
thèse. Les critères du choix d’un maillage pour un écoulement autour d’une sphère fixe
chauffée sont le nombre de Prandtl, le nombre de Reynolds et, éventuellement, le nombre de
Richardson. Le critère du choix d’un maillage pour la sphère libre est, dans le cadre de cette
thèse, le nombre de Galilée.

La plupart des simulations a été effectuée avec 4 modes azimutaux (modes 0− 3), ce qui
s’est avéré être un choix suffisant pour des écoulements à bas nombres de Reynolds (pour
tous les régimes de l’écoulement opposant) et à nombres de Reynolds modérés (pour les
régimes de l’écoulement assistant jusqu’à Re ≈ 400). Cependant, pour des régimes avec une
dynamique riche (les régimes à grands Ri et Re en écoulement assistant), le nombre de modes
azimutaux a dû être augmenté à 7 (modes 0−6). En effet, les tests effectués sur le nombre de
modes azimutaux ont montré qu’un nombre de modes supérieur à 7 n’avait plus d’incidence
sur l’écoulement. Dans le cas d’une sphère libre, et pour tous les nombres de Galilée étudiés,
nous avons montré qu’il était nécessaire d’utiliser systématiquement 7 modes azimutaux.

Le choix des conditions aux limites du domaine de calcul a été fait de façon à rendre les
simulations indépendantes du maillage.

Dans toutes les simulations de la sphère fixe avec effets thermiques, des conditions de
Dirichlet v = v∞ et T = T∞ ont été imposées sur la face amont et sur la surface latérale
du domaine de calcul cylindrique. A la sortie du domaine (sur la face aval), des conditions
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(a) Ecoulement assistant (Pr = 0.72)

Re I
d

O
d

R
d NE NP

[50, 100[ 50 60 52 230 6
[100, 200[ 25 60 25 212 7
[200, 400[ 12 25 8 169 8
[400, 1000[ 12 25 8 169 10
[1000, 1400] 12 24 8 230 12

(c) Ecoulement opposant (Pr = 0.72)

Re I
d

O
d

R
d NE NP

[50, 100[ 25 64 25 270 6
[100, 200[ 12 25 8 169 7
[200, 350] 12 25 8 169 8

(e) Ecoulement opposant (Re = 100,
Pr = 0.72)

|Ri| I
d

O
d

R
d NE NP

[0, 0.4[ 12 25 8 169 7
[0.4, 1.5[ 25 64 25 270 8
[1.5, 3] 49 30 25 282 8

(b) Ecoulement assistant (Pr = 7)

Re I
d

O
d

R
d NE NP

[50, 100[ 50 60 52 312 7
[100, 200[ 25 60 25 270 8
[200, 400[ 12 24 8 295 8
[400, 600] 12 24 8 295 10

(d) Ecoulement opposant (Pr = 7)

Re I
d

O
d

R
d NE NP

[50, 100[ 25 64 25 270 7
[100, 200[ 12 25 8 169 8
[200, 350] 12 24 8 295 8

(f) Sphère libre

G I
d

O
d

R
d NE NP

[140, 200[ 12 25 8 169 6
[200, 400[ 12 25 8 169 8
[400, 500] 12 25 8 169 10

Tab. 3.1 – Paramètres du domaine de calcul pour différents régimes d’écoulement en fonction
de Re, Ri, Pr et G : étendue en amont (I/d), en aval (O/d) et latéralement (R/d), nombre
total d’éléments dans le maillage (NE) et ordre des polynômes d’approximation dans les
mailles (NP).

de Neumann ∂v
∂n = 0 et ∂T

∂n = 0 ont été imposées dans le sens faible afin de permettre
l’évacuation de la vorticité et du panache thermique produits par le sillage de la sphère
chauffée. Ces conditions nous permettent de maintenir les bords du domaine de calcul à une
distance raisonnable de la sphère, sans influencer la solution de l’écoulement. A la surface de
la sphère, la condition de non–glissement v = 0 et celle d’une température constante T = Ts

ont été imposées.
Concernant la sphère libre avec effets thermiques, des conditions de Dirichlet v = 0 (fluide

stagnant) et T = T∞ ont été imposées sur la face amont du domaine de calcul cylindrique.
Sur la surface latérale et à la sortie du domaine, des conditions de Neumann ∂v

∂n = 0 et
∂T
∂n = 0 ont été imposées dans le sens faible. La condition de non–glissement sur la surface de
la sphère s’écrit, dans le cas d’une sphère libre (système de coordonnées fixe), v = u+Ω×r|s.

Dans le cas de la sphère fixe (respectivement libre) sans effet thermique, nous avons
utilisé les mêmes conditions aux limites sur les vitesses que dans le cas de la sphère fixe
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(respectivement libre) avec effets thermiques.

3.2 Etat de développement de la méthode numérique avant
le début de la thèse

Le code de calcul a été développé progressivement au cours des thèses précédentes, notam-
ment celles de Bradut Ghidersa et de Mathieu Jenny, en fonction des thématiques étudiées.
Lors de la thèse de Bradut Ghidersa (Ghidersa & Dušek (2000)), la version bi-dimensionnelle
de la méthode de discrétisation par éléments spectraux a été extraite du code Nekton (Patera
(1984)) pour mettre en place une version tridimensionnelle adaptée à la simulation d’écoule-
ments dans des configurations géométriquement axisymétriques. Parmi plusieurs versions de
discrétisations temporelles proposées par le code, le choix s’est porté sur la méthode de pas
de temps fractionné (time splitting) globalement de l’ordre de précision 1 mais traitant les
termes non-linéaires (advectifs) explicitement à l’ordre 3 par la méthode d’Adams-Bashforth.
Il s’avère que pour des rapports nombre de Reynolds/pas de temps adimensionné grands,
c’est de loin la précision du traitement des termes advectifs qui est décisive, alors que la
précision au premier ordre de la méthode implicite du traitement des termes diffusifs ne
dégrade en rien la précision finale. Or, ce rapport dépasse toujours un millier et atteint 106

dans nos simulations. Ceci s’explique, d’une part, par le critère de stabilité CFL qui devient
très contraignant dès que la discrétisation spatiale devient fine (ce qui est toujours le cas en
présence de couches limites nécessitant une finesse de résolution proportionnelle au nombre
de Reynolds) et, d’autre part, par des nombres de Reynolds relativement élevés.

La méthode de discrétisation spatiale combine une discrétisation par développement de
Fourier dans la direction azimutale avec la discrétisation par éléments spectraux dans le plan
axial–radial. La technique de la décomposition azimutale s’appuie sur des travaux d’Ors-
zag, Patera, Tomboulides et Karniadakis (S.A. Orszag (1983); Tomboulides et al. (1993))
ayant résolu d’une manière rigoureuse le traitement de la singularité géométrique à l’axe.
La pertinence de la décomposition azimutale pour la simulation des écoulements subissant
une brisure de l’axisymétrie a été démontrée dans Ghidersa & Dušek (2000). La réflexion
théorique de l’article Ghidersa & Dušek (2000) permet de comprendre l’efficacité numérique
de la méthode dans ce contexte.

La thèse de Mathieu Jenny a eu pour objectif principal de simuler l’interaction du sillage
de la sphère avec les degrés de liberté d’une sphère libre afin de représenter le mouvement
d’une sphère en chute ou en ascension libre dans un milieu fluide infini. Le développement
numérique a porté essentiellement sur la prise en compte des degrés de liberté de la sphère.
Les détails de la méthode sont décrits dans l’article Jenny & Dušek (2004).

3.3 Apports de la thèse au développement algorithmique

L’objectif fixé par le sujet de la thèse consistant à effectuer une étude paramétrique
des effets convectifs sur la transition dans les sillages, le développement numérique s’est
porté dans un premier temps sur l’ajout de l’équation de la température à la méthode de
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décomposition azimutale. De plus, l’expérience de l’exploitation de la version précédente au
cours de la thèse de Mathieu Jenny a montré deux faiblesses du code.

La divergence du champ de vitesse présentait des pics importants à l’interface d’éléments
spectraux de grande taille. Cette imprécision était, certes, maintenue sous contrôle par des
tests numériques de sorte que, par un raffinement local du maillage, on obtenait toujours
une bonne convergence numérique des solutions. Néanmoins, hormis la nécessité de raffiner
le maillage et donc d’augmenter les coûts de calcul, la divergence non nulle avait pour effet
d’exciter des instabilités numériques dues au traitement explicite des termes non-linéaires.

Le temps CPU essentiel était consommé à la résolution de l’équation de la pression (équa-
tion de Poisson) résolue par la méthode des gradients conjugués. Or, l’équation de Poisson
est notoirement caractérisée, quelle que soit la discrétisation, par une matrice mal condi-
tionnée. Le préconditionnement utilisé compensait, certes, les défauts de conditionnement
dus à un maillage très inhomogène, néanmoins, plus le nombre de degrés de liberté de la
discrétisation devenait grand, plus le coût relatif de la résolution de l’équation de pression
devenait important.

Compte tenu de la perspective d’une nécessité de mener un très grand nombre de simu-
lations en vue d’une étude paramétrique, il était indispensable d’éliminer ces deux défauts.
Le premier limitait la robustesse des calculs entrâınant des pertes de temps CPU en cas
de divergence numérique intempestive et des pertes de temps humain dépensé aux modi-
fications du maillage. Le second risquait d’être un facteur limitant non seulement pour le
nombre de simulations pratiquement réalisables mais également du point de vue des nombres
de Reynolds atteignables au cours du travail numérique prévu.

Une analyse détaillée (dont les lignes principales sont données dans l’annexe B) a per-
mis de remonter à l’origine des défauts de résolution de l’équation de continuité. Il s’est
avéré que la matrice de discrétisation de l’équation de pression ne tenait pas correctement
compte du fait que, dans le cadre de la formulation variationnelle sur laquelle la méthode
des éléments spectraux est basée, cette matrice doit être construite comme un produit de
matrices discrétisant la divergence et le gradient. Une fois ce défaut corrigé, une amélioration
spectaculaire de la précision de la résolution de l’équation de continuité a été obtenue. Nous
avons même testé une version de l’algorithme de pas de temps fractionné garantissant une
divergence discrétisée exactement nulle mais, compte tenu des nombres de Reynolds élevés
pris en considération, l’apport de cette modification sur la qualité des résultats était imper-
ceptible. Par contre, la matrice de discrétisation ainsi obtenue s’est avérée encore moins bien
conditionnée et moins creuse, ce qui a très considérablement aggravé les coûts de la méthode
itérative utilisée pour son inversion.

En conséquence, nous avons opté pour une méthode d’inversion directe. Compte tenu de
la symétrie de la matrice, la méthode LDL (voir Cuthill & McKee, 1969; Gibbs et al., 1976;
Ng & Peyton, 1993; Espostio et al., 1998) a été retenue. La matrice à inverser est générée
explicitement sous la forme d’une matrice creuse. La méthode de sa génération n’ayant pas
été optimisée, nous profitons du fait que la matrice ne dépende que du maillage. Ainsi, il
suffit de la générer et de la stocker une seule fois pour un maillage donné. La décomposition
LDL ne s’effectue qu’une seule fois au début de la simulation. Elle est optimisée, ne prend que
quelques secondes au maximum et fournit une décomposition minimale en terme de nombre
d’éléments de la matrice triangulaire L de la décomposition. L’inversion–même, effectuée à
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chaque pas de temps, présente un coût inférieur à celui de la résolution des équations des
vitesses. A l’état actuel du développement du code, la combinaison des gradients conjugués
pour la résolution des équations des vitesses avec le solveur direct de l’équation de pression
semble répartir de manière optimale les exigences sur la rapidité du processeur et la capacité
RAM disponible. L’accélération par rapport à la version initiale comportant le solveur de
pression inexact utilisant l’inversion par gradients conjugués préconditionnés atteinte dans les
conditions des maillages et des nombre de Reynolds de la thèse de Mathieu Jenny représente
un facteur 10 environ. dues à la méthode C’est ainsi que le nombre de simulations effectuées
(comprenant également de nombreux tests et essais en partie infructueux) est de l’ordre de
plusieurs milliers (6000−7000) alors que la rapidité des processeurs disponibles au cours des
4 dernières années n’a été multipliée que par un facteur 2.

Enfin, les modifications du code actuel dues au traitement du problème du glaçon en fu-
sion dans de l’eau initialement au repos avec des propriétés variables sont également détaillées
dans l’annexe B.



Chapitre 4

Résultats – sphère fixe

Ce chapitre présente les résultats sur la transition au chaos du sillage d’une sphère fixe
chauffée, soumise à l’écoulement extérieur froid d’un fluide newtonien (avec une vitesse uni-
forme) dans deux configurations de convection mixte – écoulement assistant et opposant.
Dans les deux cas, le nombre de Prandtl a été fixé à Pr = 0.72 (valeur approximative de
l’air) et à Pr = 7 (valeur approximative de l’eau), limitant ainsi l’espace des paramètres
indépendants au plan nombre de Richardson–nombre de Reynolds (Ri − Re). La même at-
tention a été portée au cas de l’air et de l’eau ; néanmoins, pour des raisons discutées dans
le Chapitre 3, le plan des paramètres à Pr = 7 est plus restreint qu’à Pr = 0.72.

L’investigation des différents régimes d’écoulement dans les plans (Ri−Re) a été poursui-
vie de la manière suivante : pour un nombre de Richardson fixé (c’est-à-dire pour un rapport
donné entre les forces d’Archimède et les forces d’inertie), des simulations axisymétriques
avec un nombre de Reynolds systématiquement croissant ont été effectuées jusqu’à ce qu’on
tombe sur le seuil de l’instabilité primaire (transition à la tridimensionalité de l’écoulement).
Le seuil de l’instabilité primaire, Re1, a été trouvé en effectuant des analyses de stabilité
linéaire sur l’écoulement de base (axisymétrique et stationnaire). Ensuite, au–dessus du seuil
de la tridimensionalité, des simulations pleinement tridimensionnelles ont été effectuées et
différents régimes d’écoulement ont été observés. Le nombre de Reynolds a été augmenté
jusqu’à ce qu’on trouve un régime chaotique ou jusqu’à ce que les exigences de raffinement
du maillage deviennent excessives (Re = 1400 à Pr = 0.72 et Re = 600 à Pr = 7).

4.1 Convection naturelle

En début de thèse, nous avons effectué des simulations de convection naturelle autour
d’une sphère chauffée. Il s’est avéré qu’un tel type d’écoulement était extrêmement dépendant
du domaine de calcul et que chaque changement, soit de dimension, soit de précision sous-
maille du maillage, changeait de façon drastique les résultats. En conséquence, beaucoup de
temps CPU et de temps humain a été dépensé à concevoir d’immenses maillages et à tester
différentes conditions aux limites. Initialement, en fonction de ces paramètres, la valeur la
plus basse du seuil de l’instabilité primaire a été trouvée à Gr1 = 10. Cependant, des études
plus profondes ont montré que cette instabilité était d’origine numérique. En effet, plus nous

45
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raffinions le maillage (au-delà de ce qui nous semblait raisonnable en ce début de thèse),
plus le seuil apparaissait à des Gr élevés. Finalement, nous avons conclu que, à l’instar de
certains jets, le panache axisymétrique de la convection naturelle autour d’une sphère ne
présente pas d’instabilité linéaire et que sa turbulence éventuelle est due à la réceptivité aux
perturbations. A notre connaissance, il n’existe dans la littérature aucune autre étude de
stabilité d’un écoulement en convection naturelle autour d’une sphère, ni expérimentale ni
numérique.

Les résultats des simulations axisymétriques de convection naturelle à Pr = 0.72 ont
servi à la validation du code modifié par l’ajout de la partie thermique. Afin de traiter le
cas de la convection naturelle, quelques modifications supplémentaires ont été apportées à
la formulation mathématique du cas de la sphère fixe en convection mixte (cf. section 2.2).
Nous avons choisi de ne les présenter qu’ici (et non dans la section 2.2) car le sujet principal
de la thèse était l’étude de l’écoulement en convection mixte. Pour adimensionnaliser les
équations (2.5), (2.7) et (2.6), une vitesse définie par

√
βg(Ts − T∞)d a été choisie comme

échelle de vitesse. En conséquence, le nombre de Reynolds Re est remplacé par la racine carrée
du nombre de Grashof

√
Gr dans les équations (2.12) et (2.13). Les conditions aux limites

étaient celles de la sphère fixe en convection mixte. Néanmoins, la condition de Dirichlet à
l’entrée du domaine et sur la surface latérale prend dans ce cas la forme v = 0 (à la place
de v = v∞). La taille du domaine de calcul était celle du Tab. 3.1a, où, pour le nombre de
Reynolds, il faut considérer le nombre de Reynolds effectif, défini par Reeff =

√
Gr pour la

convection naturelle.
Fig. 4.1a montre la dépendance du nombre de Grashof sur le coefficient de trâınée CD.

Les résultats obtenus par notre code sont comparés aux résultats des travaux numériques de
Dudek et al. (1988); Geoola & Cornish (1981); Jia & Gogos (1996). Pour la définition du
coefficient de trâınée, celle de Dudek et al. (1988) et Geoola & Cornish (1981) a été retenue.
Elle suit

CDud
D =

FD

ρν2
, (4.1)

où FD est la force de trâınée, ρ la masse volumique et ν la viscosité du fluide. On peut noter
ici que Jia & Gogos (1996) utilisent une autre définition du coefficient de trâınée

CJia
D =

FD

1
2ρv2

char
πd2

4

, (4.2)

où FD est la force de trâınée, ρ la masse volumique, d le diamètre de la sphère et vchar

la vitesse caractéristique de la convection naturelle (vchar =
√

βg(Ts − T∞)d). Les deux
coefficients sont alors liés par la formule

CDud
D = CJia

D

πGr

8
. (4.3)

Pour les faibles nombres de Grashof (Gr ≤ 10), la dispersion des résultats est assez
significative. Ceci peut s’expliquer par la forte dépendance de la taille du domaine numérique
sur l’écoulement. Pour Gr > 10, nous obtenons un parfait accord avec les résultats de Jia &
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Fig. 4.1 – (a) Coefficient de trâınée et (b) nombre de Nusselt pour le cas de la convection
naturelle pure. Les résultats sont comparés aux travaux numériques d’autres auteurs.

Gogos (1996). Ceux de Geoola & Cornish (1981) semblent sous-estimer le CD pour les faibles
Gr, mais sont en accord avec ceux de Jia & Gogos (1996) à Gr = 103.

Une des caractéristiques importantes de la convection naturelle est le nombre de Nusselt
(Nu), mesurant l’efficacité du transfert de chaleur par convection. Le nombre de Nusselt est
défini comme le rapport entre le flux de chaleur total Q̇ et le flux de chaleur par conduction
Q̇cond,th. Pour une sphère dans un domaine fluide infini, le flux de chaleur par conduction
s’écrit

Q̇cond,th = 2πλ(TS − T∞)d. (4.4)

Dans la plupart des papiers de la littérature, la définition du nombre de Nusselt suit

Nu =
αd

λ
=

Q̇

πλ(TS − T∞)d
= 2

Q̇

Q̇cond,th

. (4.5)

Nous retiendrons par la suite le facteur 2 pour faciliter les comparaisons. Il faut noter que, en
raison de la taille finie du domaine numérique, le flux de chaleur conductif numérique Q̇cond

est différent du flux de chaleur conductif théorique Q̇cond,th. Par exemple, dans un domaine
optimisé pour des Gr élevés, nous obtenons dans la limite Gr = 0, Q̇cond = 0.809 Q̇cond,th,
alors que, dans un domaine élargi optimisé pour les faibles Gr, le rapport Q̇cond/Q̇cond,th

est de 0.985. Afin d’obtenir une valeur asymptotique égale à 2 pour Gr = 0 et afin d’être
cohérent avec la définition fondamentale, nous avons utilisé le flux conductif numérique à la
place du flux conductif théorique pour les très faibles nombres de Grashof (Gr ≤ 1).

Fig. 4.1b montre la dépendance du nombre de Grashof sur le nombre de Nusselt et fait
la comparaison entre nos résultats et les résultats de Dudek et al. (1988); Geoola & Cornish
(1981); Jia & Gogos (1996). Nous avons obtenu un accord parfait avec les résultats de Dudek
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et al. (1988) (Gr ≤ 5) et Jia & Gogos (1996) (Gr ≥ 80), les valeurs de Nu de Geoola &
Cornish (1981) étant sous–estimées pour les faibles Gr et sur–estimées pour les grands Gr.

On peut conclure que le bon accord trouvé entre nos résultats et les résultats numériques
les plus récents de Jia & Gogos (1996) signifie que notre méthode numérique est précise et
fiable.

4.2 Ecoulement assistant

Le cas de l’écoulement assistant est schématiquement décrit dans Fig. 2.2a du Chapitre
2. Le plan des paramètres est restreint à 0 ≤ Ri ≤ 0.7 et 50 ≤ Re ≤ 1400 pour Pr = 0.72 et
à 0 ≤ Ri ≤ 0.3 et 50 ≤ Re ≤ 600 pour Pr = 7.

4.2.1 Ecoulement axisymétrique

Dans le cas des sillages sans effet de flottabilité, l’apparition d’une zone de recirculation
est considérée comme étant un signe précurseur de la transition (voir Yang & Zebib, 1989, le
cas du sillage d’un cylindre). Dans le cas d’une sphère fixe non–chauffée, le détachement de
la couche limite apparâıt relativement tôt (Rerec = 20, (voir Bouchet et al., 2006)), tandis
que la transition à la tridimensionalité (via une bifurcation régulière) n’arrive qu’à Re = 212.
A Re = 20, une recirculation en forme de tore apparâıt en aval de la sphère, sur l’axe de
l’écoulement, et crôıt avec le nombre de Reynolds, l’écoulement restant axisymétrique jusqu’à
Re1 = 212.

Dans le cas d’une sphère chauffée en écoulement assistant, le panache thermique généré
sur la partie aval de la sphère et autour de l’axe de l’écoulement a tendance à accélérer
l’écoulement extérieur et à repousser ainsi l’apparition de la séparation de la couche limite à
des Re plus élevés. Dans les diagrammes d’état de la Fig. 4.3, l’écoulement avec une couche
limite attachée (sans zone de recirculation en aval de sphère) est représenté par le symbole
“∗”. Le nombre de Reynolds minimal des simulations étant Re = 50, le symbole“∗”n’apparâıt
qu’à partir de Ri = 0.4 (Pr = 0.72) et Ri = 0.2 (Pr = 7). Néanmoins, nous avons représenté
par des traits noirs fins la tendance de l’évolution du seuil d’apparition du décollement de la
couche limite dès Ri = 0, ces traits noirs délimitant la région de l’écoulement attaché. On peut
ainsi constater que l’écoulement se détache à un nombre de Reynolds qui crôıt avec le nombre
de Richardson, à partir de la valeur Rerec = 20 pour Ri = 0 (à Pr = 0.72, mais également à
Pr = 7 – le nombre de Prandtl ne jouant aucun rôle dans la dynamique du sillage pour Ri =
0). Par exemple, pour les Ri élevés, la couche limite reste encore attachée à la surface de la
sphère à Re = 700 et Ri = 0.7 (Pr = 0.72) et à Re = 150 et Ri = 0.3 (Pr = 7). On peut donc
conclure que, plus le rapport “effets d’Archimède/effets d’inertie” est grand, plus longtemps,
en terme de Re, l’écoulement reste attaché à la surface de la sphère. Si l’on considère que
l’apparition de la zone de recirculation est un signe précurseur de la transition, on peut
donc affirmer que le chauffage de la sphère en écoulement assistant a un effet stabilisant
sur l’écoulement. L’exemple d’un écoulement attaché est montré dans Fig. 4.2a. Tous les
écoulements se trouvant en–dessous des traits noirs fins délimitant les régimes de l’écoulement
attaché dans Fig. 4.3 et représentés par le symbole “∗” ont qualitativement le même aspect.
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Les écoulements présentant une zone de recirculation en aval de la sphère et sur l’axe
de l’écoulement sont représentés par le symbole “+” dans les diagrammes de la Fig. 4.3. Ce
tore axisymétrique apparâıt à Re ≥ 20 pour Ri = 0 et existe pour Ri ≤ 0.55 à Pr = 0.72
et pour Ri au-moins égal à 0.3 à Pr = 7. Ce régime est délimité par le bas (en terme de
Re) à l’aide d’un trait fin et par le haut à l’aide d’un trait gras. Fig. 4.2b montre l’aspect
typique d’un écoulement avec un tore en aval de la sphère sur l’axe de l’écoulement. Tous les
régimes de la Fig. 4.3 représentés par le symbole “+” ont le même aspect, seule la longueur
de la recirculation et l’angle de décollement de la couche limite changeant : à Ri = const.
(y compris pour une sphère non–chauffée), la longueur de la zone de recirculation crôıt avec
Re, ainsi que l’angle de détachement de la couche limite, mesuré à partir du point d’arrêt
aval. Pour un Re = const. et Ri croissant, on observe le contraire.

Un nouveau régime d’écoulement présentant une recirculation en forme de tore hors de
l’axe de l’écoulement (correspondant à un détachement de la couche limite puis à son re-
collement avant d’atteindre le point de stagnation arrière) a été observé à Pr = 0.72 pour
Ri > 0.4. Ce régime est représenté par le symbole “×” dans le diagramme de la Fig. 4.3 (uni-
quement pour Pr = 0.72) et l’aspect typique pour ce régime est montré dans Fig. 4.2c. Dans
ce régime, une compétition entre les forces d’inertie déstabilisantes (un nombre de Reynolds
élevé) et les forces d’Archimède stabilisantes (un nombre de Richardson relativement élevé)
se traduit par l’apparition d’une zone de recirculation qui ne touche pas l’axe de l’écoule-
ment, créant ainsi un “anneau” axisymétrique de fluide recirculant en aval de la sphère. Ce
phénomène est clairement dû au panache thermique ; en effet, l’écoulement étant accéléré par
le panache en aval de la sphère et autour de l’axe, il empêche le fluide recirculant d’approcher
l’axe.

4.2.2 Perte d’axisymétrie

Des analyses de stabilité linéaire ont été effectuées afin de trouver le seuil d’apparition
de l’instabilité primaire Re1 en fonction de Ri pour les deux nombres de Prandtl considérés.
L’implémentation de la théorie de stabilité linéaire dans le code de calcul, ainsi que l’arrière
plan théorique ont déjà été largement expliqués dans la thèse de Bradut Ghidersa et peuvent
être trouvés dans (Ghidersa & Dušek, 2000, par exemple). Cependant, un rappel très succinct
est donné ici.

La solution axisymétrique du champ d’écoulement (V, P ) qui vérifie les équations de
Navier–Stokes (2.5), (2.6) et (2.7) écrites en coordonnées cylindriques (z, r, θ) est indépen-
dante de θ. On considère alors le champ perturbé :

v = V + v′, (4.6)
p = P + p′, (4.7)
t = T + t′, (4.8)

où V ≡ (Vz, Vr, Vθ)T et t désigne la température (la température a été noté T jusqu’à présent ;
cependant, pour des raisons de notations, on va momentanément la noter en minuscule). v′,
p′ et t′ étant des perturbations infinitésimales, on peut les exprimer à partir des fonctions
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Fig. 4.2 – Différents aspects de l’écoulement axisymétrique à Pr = 0.72. Lignes de courant à
(a) Ri = 0.5, Re = 200 – écoulement attaché, (b) Ri = 0.5, Re = 600 – zone de recirculation
sur l’axe de l’écoulement, (c) Ri = 0.5, Re = 400 – tore hors de l’axe.

propres complexes Φ, Π et Θ, associées à la valeur propre λ :

v′ = αeλτΦ + c.c., (4.9)
p′ = αeλτΠ. + c.c., (4.10)
t′ = αeλτΘ. + c.c. (4.11)

où τ désigne le temps et α est une constante complexe arbitraire de petite amplitude. Le
complexe conjugué est noté c.c. (la solution est réelle). La perturbation est donc amplifiée
ou, au contraire, atténuée suivant le signe de la partie réelle de λ qui dépend du problème
aux valeurs propres :

∇ ·Φ = 0, (4.12)

λ

[
Φ
Θ

]
+ Lν [V, T ]

[
Φ
Θ

]
+
[
∇Π
0

]
= 0, (4.13)

qui est obtenu par linéarisation des équations de Navier–Stokes et de l’énergie par rapport au
champ axisymétrique. Ainsi, on fait apparâıtre l’opérateur linéaire Lν [V, T ] et qui commute
avec ∂./∂θ car les champs V et T sont indépendants de θ. Les fonctions propres de ces deux
opérateurs sont alors de la forme :

Φ(z, r, θ) = σ(m)φm(z, r) e−imθ, (4.14)
Π(z, r, θ) = πm(z, r) e−imθ, (4.15)
Θ(z, r, θ) = θm(z, r) e−imθ, (4.16)
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Fig. 4.3 – Diagrammes d’état pour les deux nombres de Prandtl considérés. Le trait en
gras représente le seuil de l’instabilité primaire (bifurcation régulière) et correspond, respec-
tivement, au mode le plus instable dans le sous–espace m = 1 (trait bleu), m = 2 (trait
turquoise) et m = 3 (trait violet). Dans le domaine plus restreint des paramètres à Pr = 7,
le mode le plus instable correspond toujour au sous–espace m = 1. Les symbols se trouvant
en–dessous de ces traits représentent des régimes axisymétriques (“∗” écoulement attaché,
“+” zone de recirculation sur l’axe et “×” tore de recirculation hors de l’axe). Les différents
symboles se trouvant au–dessus des traits gras représentent qualitativement différents ré-
gimes tridimensionnels, décrits en détail dans section 4.2.4. Les traits fins représentent des
frontières approximatives entre différents régimes.
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où σ(m) = diag(1, 1,−isgn(m)), m est un entier qui représente le nombre d’onde azimutal
et φm(z, r) ≡ (φm,z, φm,r, φm,θ)T est le tableau des composantes azimutales de la vitesse du
fluide suivant les directions axiale, radiale et azimutale. Le problème aux valeurs propres
(4.12) et (4.13) se décompose alors en une séquence de problèmes indépendants dans les
sous–espaces azimutaux :

∇|m| · φm = 0, (4.17)

λm

[
φm

θm

]
+ Λν,m[V, T ]

[
φm

θm

]
+
[
∇|m|πm

0

]
= 0. (4.18)

Les valeurs propres λm dépendent de m et l’instabilité primaire correspond alors à la première
valeur propre qui traverse l’axe imaginaire.

Les investigations entreprises sur la stabilité des écoulements de base ont montré que
la transition à la tridimensionalité se passe via une bifurcation régulière (Im(λ) = 0) pour
les deux Pr considérés et pour tous les Ri investigués. Néanmoins, pour Pr = 0.72, une
différence essentielle dans la façon dont l’écoulement devient instable a été observée. Pour
Ri < 0.6, le premier mode à devenir instable correspond au nombre d’onde azimutal m = 1,
alors que pour 0.6 ≤ Ri ≤ 0.7 et Ri > 0.7, le premier mode instable apparâıt, respectivement,
dans le sous–espace m = 2 et m = 3. Plus précisément, les modes avec les nombres d’onde
azimutaux correspondant à m = 1 et m = 2 deviennent simultanément instables à Ri = 0.59
et Re = 991.4, les modes avec les nombres d’onde azimutaux correspondant à m = 2 et
m = 3 deviennent simultanément instables à Ri = 0.714 et Re = 1309. Il est probable que
le nombre d’onde azimutal du premier mode instable continue à augmenter avec Ri au–
delà de Ri = 0.75. Cependant, faute de moyens informatiques suffisants, nos simulations ne
dépassent pas Ri = 0.75.

La raison de l’augmentation du nombre d’onde azimutal de l’instabilité primaire est le
changement de l’aspect de l’écoulement de base au seuil de l’instabilité primaire lorsque Ri
augmente. Le tore de recirculation hors de l’axe, qui apparâıt pour la première fois à Ri ≈ 0.4
et Re ≈ 180, disparâıt à un Re légèrement supérieur – le point de recollement de la couche
limite atteignant le point d’arrêt aval, l’écoulement prend alors l’aspect du régime avec la
zone de recirculation sur l’axe de l’écoulement. La plage d’existence du tore hors de l’axe, en
terme de Re, augmente avec Ri. Néanmoins, pour Ri ≈ 0.6, le point de recollement atteint
le point d’arrêt aval (créant ainsi une zone de recirculation sur l’axe) avant Re1 (seuil qui
correspond à la brisure de l’axisymétrie). Le mécanisme de brisure de l’axisymétrie est donc,
dans ce cas, qualitativement le même que celui du cas d’une sphère non–chauffée. Cependant,
pour Ri ≥ 0.6, le tore hors de l’axe n’atteint pas le point d’arrêt aval avant que l’écoulement
devienne tridimensionnel. Ainsi, on peut dire que, pour Ri < 0.6, où l’écoulement de base
au seuil de l’instabilité présente une zone de recirculation dont le diamètre est comparable
au diamètre de la sphère, l’écoulement est plus réceptif aux perturbations avec un nombre
d’onde azimutal m = 1, tandis que, pour Ri ≥ 0.6, où l’écoulement de base au seuil de
l’instabilité présente un tore de recirculation hors de l’axe dont la taille est plus petite que
celle de la sphère, l’écoulement est plus réceptif aux perturbations avec un nombre d’onde
azimutal supérieur à m = 1. Le tore hors de l’axe devenant de plus en plus fin au seuil de
l’instabilité pour un Ri croissant, c’est la perturbation appartenant au sous–espace m = 3 qui
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(a) (b)

(c)

Fig. 4.4 – Différents aspects de l’écoulement axisymétrique à Pr = 0.72, juste au-dessus du
seuil de l’instabilité primaire. Lignes de courant à (a) Ri = 0.55, Re = 800 – recirculation sur
l’axe de l’écoulement, le premier mode instable correspond à m = 1, (b) Ri = 0.6, Re = 1020
– tore hors de l’axe, le premier mode instable correspond à m = 2 et (c) Ri = 0.75, Re = 1420
– très fin tore hors de l’axe, le premier mode instable correspond à m = 3.

devient instable en premier à partir de Ri = 0.7. Fig. 4.4 montre des aspects de l’écoulement
juste au–dessus du seuil de l’instabilité primaire à différents Ri, où le premier mode instable
correspond à un nombre d’onde azimutal, respectivement, m = 1, m = 2 et m = 3.

A Pr = 7, à cause du domaine limité des paramètres, nous n’avons pas trouvé de régime
présentant un tore hors de l’axe. Ainsi, l’écoulement de base au seuil de l’instabilité primaire
présentant toujours une zone de recirculation sur l’axe de l’écoulement, le mode responsable
de la brisure de l’axisymétrie est toujours le mode appartenant au sous–espace m = 1 (pour
Ri ≤ 0.3 et Re ≤ 600).

Le seuil de l’instabilité primaire, Re1, est représenté dans les diagrammes d’état de Fig. 4.3
par le trait gras qui connecte les points pour lesquels le seuil de l’instabilité primaire a été
investigué. Les différentes couleurs correspondent au nombre d’onde azimutal le plus instable :
bleu – m = 1, turquoise – m = 2 et violet – m = 3. Les régimes se trouvant en–dessous des
traits gras sont des régimes axisymétriques stationnaires, les régimes au–dessus sont des
régimes tridimensionnels et seront décrits dans la section 4.2.4. Les valeurs de Re1 (avec
le nombre d’onde correspondant au mode azimutal le plus instable) en fonction de Ri sont
rappelées dans Tab. 4.1.

A la lecture des diagrammes de la Fig. 4.3 et de Tab. 4.1, on remarque que le nombre
de Prandtl influence relativement peu le seil de l’instabilité.On peut noter, néanmoins, une
différence, en terme de stabilité, entre un écoulement à Pr = 0.72 et à Pr = 7 : pour un
Ri = const., l’instabilité primaire s’installe à un Re moins élevé à Pr = 7 qu’à Pr = 0.72.
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Pr = 0.72

Ri Re1 m

0 212.0 1
0.1 257.1 1
0.2 316.4 1
0.3 397.7 1
0.4 512.0 1
0.5 679.4 1
0.55 786.9 1
0.59 991.4 1,2
0.6 1012 2
0.65 1118 2
0.7 1272 2

0.714 1309 2,3
0.75 786.9 3

Pr = 7

Ri Re1 m

0 212.0 1
0.05 225.1 1
0.1 240.0 1
0.15 261.3 1
0.2 287.5 1
0.25 324.1 1
0.3 382.3 1

Tab. 4.1 – Seuils de l’instabilité primaire (bifurcation régulière) Re1 et mode le plus instable
m en fonction du nombre de Richardson pour Pr = 0.72 et Pr = 7. Deux valeurs du mode
azimutal le plus instable signifient que ces deux modes deviennent instables en même temps
(à ce Ri et ce Re (cas limites)).

Aurement dit, pour un Re = const., l’instabilité primaire disparâıt plus tôt (en terme de Ri)
à Pr = 0.72 qu’à Pr = 7.

4.2.3 Modèle faiblement non–linéaire pour les régimes tridimensionnels

Dans les prochaines sections, différents régimes tridimensionnels, caractérisant la transi-
tion au chaos du sillage d’une sphère chauffée fixe en écoulement assistant, vont être présentés.
Afin de bien comprendre la dynamique de la transition, une théorie faiblement non–linéaire
de l’axisymétrie a été développée pour modéliser de façon mathématique le comportement de
certains régimes (en fait, cette modélisation n’est applicable qu’aux régimes à bas et moyens
nombres de Richardson et de Reynolds). Comme nous le verrons par la suite, la plupart des
régimes intervenant dans la transition sont fortement non–linéaires, rendant toute modélisa-
tion mathématique, même qualitative, très compliquée, voire impossible. Néanmoins, comme
nous allons le voir, la modélisation faiblement non–linéaire permet de comprendre en partie
la dynamique compliquée des régimes fortement non–linéaires.

Un développement faiblement non-linéaire a été utilisé par (Herbert (1983); Dušek et al.
(1994)) afin d’obtenir la forme normale de la bifurcation de Hopf (modèle de Landau) sous
la forme d’un développement à l’ordre 3, considérant la perturbation comme une fonction
analytique de l’amplitude de l’instabilité. La même approche a été utilisée afin d’obtenir une
forme normale de 3ème ordre, faiblement non–linéaire, d’une bifurcation régulière, caracté-
risant la brisure de l’axisymétrie du sillage d’une sphère (voir Ghidersa & Dušek, 2000) et
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de 5ème ordre, aidant à éclaircir le scénario de la brisure de l’axisymétrie via une bifurcation
de Hopf (voir I. Danaila, 1998). Dans le cas de la brisure de l’axisymétrie du sillage d’une
sphère, un effet conjugué de la bifurcation régulière et de celle de Hopf est observé, même
si les nombres critiques de leurs apparitions respectives, Re1 et Re2, sont plutôt éloignés
(Re1 = 212 et Re2 = 274). La dynamique des premières étapes de la transition – sillage
tridimensionnel stationnaire avec une symétrie plane, puis sillage périodique – peut être mo-
délisée en supposant qu’une valeur propre réelle et une paire de valeurs propres complexes
deviennent simultanément instables et que l’interaction entre la bifurcation régulière et celle
de Hopf obéit à la théorie de bifurcation de Golubitsky & Stewart (1988). Récemment, cette
approximation a été appliquée avec succès aux sillages des disques et des sphères (voir Fabre
et al., 2008).

Dans le contexte d’une sphère en convection mixte, où, en raison de la présence des
effets thermiques, la dynamique devient encore plus compliquée que celle d’une sphère non–
chauffée, un modèle considérant une interaction entre une valeur propre réelle et deux paires
de valeurs propres complexes doit être considéré. Il est évident qu’en introduisant d’avantage
de valeurs propres, le modèle, d’une complexité plus grande, permettrait de décrire d’avantage
de régimes, à la dynamique extrêmement complexe. Cependant, il est également évident que
ce modèle deviendrait rapidement trop compliqué et nous nous sommes abstenus de nous y
égarer au cours de la présente thèse.

Ghidersa & Dušek (2000) ont montré que l’axisymétrie d’un écoulement en transition
permet d’exprimer le problème aux valeurs propres en tant que somme des problèmes dans
des sous–espaces azimutaux de nombre d’onde m. Dans la section précédente, il a été montré
que c’est toujours un mode correspondant à un sous–espace m donné qui est responsable
de la brisure de l’axisymétrie du sillage. Cependant, afin de pouvoir modéliser l’interaction
entre plusieurs valeurs propres à l’aide d’un modèle faiblement non–linéaire, il est nécessaire
de considérer que plusieurs valeurs propres sont responsables du comportement dynamique
du sillage. En considérant que toutes les valeurs propres sont au seuil de l’instabilité, on peut
écrire l’approximation linéaire de la brisure de l’axisymétrie sous la forme

Ψ =
nr∑
i=1

AiΦi +
nc∑

j=1

(
Bj,+Φj + Bj,−Φj

)
+ c.c., (4.19)

où la première expression du membre de droite est la somme des modes propres Φi, i =
1, . . . nr associés aux valeurs propres réelles γ1, . . . γnr et la deuxième expression du membre
droite est la somme des modes propres Φj , j = 1, . . . nc associés aux valeurs propres com-
plexes λ1, λ1,. . . , λnc , λnc . En général, différentes valeurs propres peuvent appartenir aux
différents sous–espaces m. Les coefficients complexes Ai définissent les amplitudes des modes
stationnaires, alors que les coefficients Bj,± sont les amplitudes des modes hélicöıdaux avec
différentes hélicités (voir I. Danaila, 1998, par exemple, pour une représentation spatiale de
tels modes). “c.c.”désigne le complexe conjugué. Il faut rappeler que même les modes propres
associés aux valeurs propres réelles sont complexes, car, si nous considérons l’approximation
linéaire en tant que termes principaux des séries de Fourier, le mode propre Φi associé à un
sous–espace m et correspondant à une valeur propre γi contient le facteur e−imθ.

Aucune littérature portant sur le couplage non–linéaire des modes associés aux différents
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nombres d’onde azimutaux n’étant disponible, nous avons dû nous contenter d’assimiler le
modèle de Fabre et al. (2008), légèrement généralisé, à notre problème. Dans ce modèle,
nous considèrons le couplage, dans un même sous–espace m, entre une valeur propre réelle
d’amplitude A et deux paires de modes complexes d’amplitude Bj,±, j = 1, 2. Le modèle
s’écrit

dA

dt
= γA − (c|A|2 + B′

+dB+ + B′
−dB−) A + (B′

−hB+)A (4.20)

dBj,+

dt
= λjBj,+ − (Gj |A|2 + B′

+EjB+ + B′
−FjB−) Bj,+ +

(KjA
2 + B′

−LjB+)B− (4.21)
dBj,−

dt
= λjBj,− − (Gj |A|2 + B′

−EjB− + B′
+FjB+) Bj,− +

(KjA
2 + B′

+LjB−)B+ (4.22)

où B± représente le vecteur (B1,±, B2,±)T , c,Gj et Kj sont, respectivement, une constante
réelle et des constantes complexes, d, h sont des matrices diagonales réelles et Ej ,Fj ,Lj sont
des matrices diagonales (2×2) complexes, L1 ayant seulement le deuxième élément diagonal
non–nul (et vice versa pour L2). “′” désigne la transposée et conjuguée complexe.

Des exemples de solutions des équations (4.20), (4.21) et (4.22) pour un choix ad hoc
des constantes sont montrés dans Fig. 4.5 (le choix des constantes n’est pas totalement ar-
bitraire, mais vise à reproduire certains régimes observés dans les simulations). La solution
est représentée dans le plan complexe

z(t) = A(t) +
∑

j=1,2

(Bj,+ + Bj,−), (4.23)

en traçant, soit une dépendance real(z) v.s. t, soit la fonction z(t) dans un plan complexe.
Qualitativement, les tracés représentent la projection de la force de portance sur le plan
perpendiculaire à l’axe de l’écoulement.

La première ligne montre l’importance des termes de couplage entre les modes (réécrits
seulement pour une paire de modes propres) hB−B+A, KjA

2B− et KjA
2
B+. Sans ces termes

de couplage, la direction de la déviation stationnaire ainsi que la direction des oscillations
seraient arbitraires et indépendantes (déterminées par les conditions initiales) alors qu’en
réalité les oscillations se font toujours dans un plan sélectionné par le mode réel.

Dans la ligne du milieu, où les constantes de couplage ne sont pas nulles (elles sont choisies
en fonction de la stabilité des oscillations dans un plan contenant l’axe de l’écoulement), on
obtient une solution observée dans le sillage d’une sphère non–chauffé et d’une sphère chauffée
à faibles Ri – les oscillations périodiques restent dans le plan sélectionné par l’instabilité
primaire. Un couplage faiblement non–linéaire entre une valeur propre réelle et une paire de
valeurs propres complexes ne modélise pas les autres régimes de la section suivante, à part
celui caractérisé par des oscillations planes.

L’étape suivante de la transition d’une sphère sans effet thermique, ou à bas et moyens
nombres de Richardson (bifurcation régulière, suivie d’une bifurcation de Hopf), est l’ap-
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parition d’une deuxième fréquence dans les oscillations planes du sillage – une fréquence
sous–harmonique. On a constaté que le seul moyen de faire intervenir la fréquence sous–
harmonique est d’ajouter une deuxième paire de valeurs propres complexes au couplage,
même si nous n’avons pas trouvé de rapport direct entre les deux fréquences et les fré-
quences des valeurs propres les plus instables obtenues par analyse de stabilité linéaire. Ce
décalage de fréquence est certainement dû aux effets fortement non–linéaires. La dynamique
quasi-périodique est montrée sur la troisième ligne de la Fig. 4.5.

Malgré l’extension du modèle du 3ème ordre à deux paires des valeurs propres complexes,
il prédit que les oscillations de la force de portance se font systématiquement dans un plan
contenant l’axe de l’écoulement. Or, il a été observé que la symétrie plane est à son tour
brisée à un autre stade de la transition. Il semble que cette brisure de symétrie soit due
à un déséquilibre entre deux modes hélicöıdaux. L’explication selon laquelle deux modes
hélicöıdaux avec des amplitudes différentes peuvent apparâıtre est donnée par I. Danaila
(1998). Un tel modèle permettant la brisure de la symétrie comporte nécessairement des
termes du 5ème ordre. Afin de modéliser fidèlement la brisure du plan de symétrie sans
compliquer le modèle davantage, nous avons donc entrepris d’imposer différentes valeurs aux
constantes E,F dans les équations (4.21) et (4.22) pour que les amplitudes à la saturation
soient différentes. Les constantes qui fixent le plan de symétrie restent inchangées. L’effet de
la dissymétrisation des constantes E,F est visible dans Fig. 4.6, où les tracés sont réalisés
dans le plan complexe.

Malgré le fait que cette modélisation d’ordre élevé ne réussisse pas à reproduire fidèlement
certaines simulations réalisées en écoulement assistant et opposant sans plan de symétrie,
elle permet néanmoins de prouver que la brisure de la symétrie est associée à des effets non-
linéaires d’ordre élevé. La rotation lente (voir la section suivante) du plan de symétrie est un
résultat du couplage entre des termes de liaison qui, dans un modèle de 3ème ordre, assurent
la symétrie plane.

Il n’est pas non plus possible de trouver des constantes permettant de décrire les tran-
sitoires car, malgré un accord qualitatif entre le modèle et certains régimes asymptotiques,
les effets non–linéaires sont tellement forts que les ’constantes’ ne sont pas, en réalité, tout
à fait constantes.

4.2.4 Régimes tridimensionnels

La classification des différents régimes de la Fig. 4.3 a été inspirée par le modèle fai-
blement non–linéaire de la section précédente. Les trois critères pour le choix des symboles
identiques regroupant des régimes qualitativement ressemblants ont été (a) le nombre d’onde
azimutal du mode le plus amplifié, (b) le nombre de valeurs propres instables qui dominent
la dynamique du sillage et (c) l’ordre maximal du modèle faiblement non–linéaire pouvant
reproduire (qualitativement) les résultats observés dans les simulations. Le dernier critère
est lié à la présence ou à l’absence du plan de symétrie. Le comportement chaotique du
sillage est toujours coûteux à obtenir, en terme de CPU, car l’état asymptotique d’un régime
chaotique nécessite des simulations très longues. L’état chaotique du sillage est représenté
par le symbole “?” dans Fig. 4.3.

Les trois couleurs différentes des régimes tridimensionnels (les régimes axisymétriques
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Fig. 4.5 – Exemples des trajectoires du modèle faiblement non–linéaire de 3ème ordre. real(z)
vs. t (colonne de gauche), tracé dans un plan complexe (colonne droite). Ligne du haut :
solution périodique sans symétrie plane (j = 1, h = K1 = 0). Ligne du milieu : solution
périodique avec un plan de symétrie arbitraire (j = 1, h > 0, K1 réelle positive). Ligne du
bas : deux paires de modes propres complexes (j = 1, 2).
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Fig. 4.6 – Trajectoires hypothétiques d’un modèle d’ordre élevé. A gauche : une paire de
valeurs propres complexes. A droite : deux paires de valeurs propres complexes.

étant marqués par la couleur noire) déterminent le nombre d’onde du mode azimutal do-
minant dans l’écoulement. Ce critère n’est pas limité aux régimes ayant un mode azimu-
tal dominant m accompagné de ses harmoniques (ce qui limiterait l’application du critère
seulement aux régimes stationnaires), mais s’applique également aux régimes oscillants, où
plusieurs modes azimutaux sont présents, mais où, néanmoins, le mode m reste dominant :
de tels régimes sont ainsi colorés avec la même couleur. Les couleurs utilisées sont le bleu
(le nombre d’onde azimutal dominant étant m = 1, équivalant à la périodicité de 2π dans
la direction azimutale θ), le turquoise (m = 2, périodicité π) et le violet (m = 3, périodicité
2π/3).

Les différents symboles de la Fig. 4.3 divisent les régimes en fonction du nombre de
valeurs propres dominant l’écoulement. Il faut remarquer que ce critère ne peut pas être mis
en liaison directe avec le nombre de valeurs propres instables trouvées par analyse de stabilité
linéaire effectuée à partir de l’écoulement de base (axisymétrique stationnaire). Natarajan
& Acrivos (1993) ont trouvé que, dans le cas d’une sphère non–chauffée, la première paire
de valeurs propres complexes devient instable à Re = 277.5, alors qu’il est généralement
admis que la bifurcation secondaire (de Hopf) s’installe plus tôt (à Re < 275) – le calcul
précis donne, respectivement, Re = 279.3 et Re = 273. Ce décalage devient encore plus
marquant lorsqu’une fréquence secondaire s’installe dans un écoulement déjà instationnaire,
où les effets non–linéaires sont déjà significatifs. Les symboles (I), (II) et (III) désignent
des régimes en–dessous du seuil de la bifurcation secondaire (de Hopf), i.e. des régimes
tridimensionnels et stationnaires. Les symboles (IV), (V) et (VI) désignent des écoulements
au–dessus de la bifurcation secondaire. La dynamique de ces régimes peut être modélisée
par la version tri–dimensionnelle (j = 1) du modèle (4.20), (4.21) et (4.22). Les symboles
(VII) et (VIII) désignent des régimes dont la dynamique est due à l’interaction entre une
valeur propre réelle et deux paires de valeurs propres complexes, i.e. des écoulements qui ont
subi une bifurcation de Hopf tertiaire et présentent ainsi une dynamique quasi–périodique
(j = 1, 2 dans les équations (4.20), (4.21) et (4.22)). Les symboles (IX) et (X) désignent des
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régimes périodiques sans symétrie plane (des régimes tournants). Les symboles (XI), (XII)
et (XIII) sont utilisés pour des régimes non–périodiques, sans symétrie plane et qui n’ont
pas encore été identifiés en tant que chaotiques. Finalement, le symbole (XIV) représente un
régime chaotique. Dans ce qui suit, nous décrivons les régimes plus en détail.

Régimes tridimensionnels stationnaires

Dans la section 4.2.2, il a déjà été constaté qu’à Pr = 0.72, le nombre d’onde du mode
azimutal le plus instable au seuil de l’instabilité primaire (brisure de l’axisymétrie par une
bifurcation régulière) varie en fonction de Ri entre m = 1 et m = 3. Au–dessus du seuil
de l’instabilité primaire et en avançant dans la région des régimes tridimensionnels, d’autres
modes azimutaux deviennent significatifs (en plus de celui qui a brisé l’axisymétrie) et la
distinction entre le mode dominant et les autres modes devient de plus en plus délicate à
faire. Comme le couplage intrinsèque entre plusieurs modes azimutaux n’a été observé qu’à
Pr = 0.72, la présente section porte essentiellement sur le nombre de Prandtl correspondant
à l’air.

(I) – Ecoulement stationnaire avec deux filaments de vorticité contrarotatifs et
un plan de symétrie A l’instar de la sphère non–chauffée, un sillage avec deux filaments
de vorticité contrarotatifs, décalés par rapport à l’axe de l’écoulement et ayant un plan de
symétrie est le premier aspect que présente l’écoulement après la brisure de l’axisymétrie.
L’allure du sillage présentant deux tourbillons est due au nombre d’onde azimutal m = 1 du
mode le plus instable au seuil de l’instabilité, car le changement de signe de la vorticité axiale
est la conséquence d’une périodicité 2π. Le sous–espace m = 1 est le plus instable jusqu’à
Ri = 0.59 pour Pr = 0.72 et pour tous les Ri ≤ 0.3 à Pr = 7. Un tel écoulement présente
un coefficient de portance non–nul, défini par

CL =
FL

1
2ρv2

∞
πd2

4

, (4.24)

où FL désigne la force de portance. L’aspect de l’écoulement est montré dans Fig. 4.7a (iso-
surfaces de la vorticité axiale) pour Ri = 0.2, Re = 400 et Pr = 0.72. La vorticité axiale
étant nulle dans les écoulements axisymétriques, cette quantité convient bien pour détecter
la brisure de l’axisymétrie du sillage. Une isosurface de la température de l’écoulement aux
mêmes paramètres est montrée dans Fig. 4.7b : le décalage du sillage dans la plan de symétrie
y est bien visible.

(II) – Ecoulement stationnaire avec quatre filaments de vorticité et deux plans
de symétrie perpendiculaires (Pr = 0.72) Si le nombre d’onde du mode azimutale le
plus instable est m = 2 (0.590 ≤ Ri ≤ 0.714), l’écoulement présente alors 4 filaments de
vorticité et deux plans de symétrie perpendiculaires. La périodicité de l’écoulement dans la
direction θ est π, ce qui impose à la force de portance d’être, cette fois-ci, nulle (la force de
portance résulte de l’intégrale du mode m = 1 (voir Jenny & Dušek, 2004)). L’aspect d’un
tel écoulement est montré dans Fig. 4.8 pour Ri = 0.6 et Re = 1100. Le mode instable étant
très faible, il n’affecte presque pas la distribution de température dans le sillage. De la même
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(a) (b)

Fig. 4.7 – (a) Isosurfaces de la vorticité axiale (ωz = ±0.1), (b) isosurface de la tempéra-
ture (T = 0.3) à Ri = 0.2, Re = 400 et Pr = 0.72. Le sillage présente deux tourbillons
contrarotatifs, décalés par rapport à l’axe et ayant un plan de symétrie.

manière, la vorticité axiale est très faible (le niveau dans Fig. 4.8a est dix fois moins élevé
que dans Fig. 4.7a).

(a) (b)

Fig. 4.8 – (a) Isosurfaces de la vorticité axiale (ωz = ±0.01), (b) isosurface de la température
(T = 0.3) à Ri = 0.6, Re = 1100 et Pr = 0.72. Le sillage présente quatre tourbillons et deux
plans de symétrie perpendiculaires ; néanmoins, le mode instable est assez faible.

(III) – Ecoulement stationnaire avec six filaments de vorticité et trois plans de
symétrie (Pr = 0.72) L’instabilité dans un sous–espace m = 3 (Ri ≥ 0.714) a pour
conséquence l’apparition d’un sillage avec six tourbillons et trois plans de symétrie. Les
régimes pour lesquels les modes azimutaux m = 2 ou m = 3 dominent s’étendent dans
une direction parallèle à l’axe Ri. Ainsi, il a été observé qu’en augmentant le Re pour un
Ri = const., le régime avec 4 filaments de vorticité (mode m = 2 dominant) fait place à un
régime avec 6 filaments (mode m = 3 dominant). L’écoulement est périodique de périodicité
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(a) (b)

Fig. 4.9 – (a) Isosurfaces de la vorticité axiale (ωz = ±0.001), (b) isosurface de la température
(T = 0.3) à Ri = 0.7, Re = 1300 et Pr = 0.72. Le mode azimutal de nombre d’onde m = 3
présente six tourbillons et trois plans de symétrie ; néanmoins, il est très faible.

2π/3 dans la direction azimutale et la force de portance résultante est encore nulle. Un sillage
avec 6 filaments de vorticité à Ri = 0.7 et Re = 1300 est montré dans Fig. 4.9a. Le mode
instable avec un nombre d’onde azimutal m = 3 étant encore plus faible que le mode instable
avec un nombre d’onde azimutal m = 2, le niveau de la vorticité axiale dans Fig. 4.9a a
encore baissé d’un facteur dix par rapport au niveau de la Fig. 4.8a.

Régimes stationnaires tridimensionnels fortement supercritiques Les régimes re-
présentés dans Figs. 4.7,4.8 et 4.9 sont des cas typiques, présentant 1 seul mode instable ac-
compagné de faibles modes harmoniques. Par exemple, l’écoulement à Ri = 0.6 et Re = 1100
à Pr = 0.72 (Fig. 4.8) ne contient aucun mode impair, seuls les modes m = 2 et leurs har-
moniques sont présents. De façon similaire, l’écoulement à Ri = 0.2 et Re = 400 à Pr = 0.72
(Fig. 4.7) ne contient que de faibles harmoniques du mode azimutal m = 1 (ces harmoniques,
dont l’existence n’est due qu’à des couplages non–linéaires avec le mode m = 1, ne présentent
pas de dynamique propre). Même si l’on tente de les représenter avec un niveau de vorticité
axiale plus bas, les modes m > 1 sont invisibles dans Fig. 4.10a, alors qu’un écoulement
fortement supercritique à Ri = 0.3 et Re = 1000 à Pr = 0.72 présente plusieurs tourbillons
(Fig. 4.10b).

Les difficultés de compréhension du comportement des modes tridimensionnels fortement
supercritiques (mais tout de même stationnaires) proviennent du fait qu’il n’existe pas de
distinction claire entre les harmoniques d’un mode instable du sous–espace m = 1 et les
interactions de ce mode avec les modes (presque) instables des sous–espaces m > 1. Le
seul cas où cette interaction est évidente est celui d’un écoulement présentant seulement des
multiples du mode m > 1 et qui subit une bifurcation (spatiale) sous–critique, déclenchant
ainsi l’apparition des modes manquants. Ce type de bifurcation a été observé à Pr = 0.72
pour Ri = 0.6 en passant de Re = 1100 à Re = 1200 et pour Re = 1300 en passant de
Ri = 0.65 à Ri = 0.6. Dans ces deux cas, l’installation des nombres d’onde azimutaux
inférieurs dans l’écoulement est accompagnée par l’apparition d’oscillations. Par exemple,
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si on ne considère pas les modes impairs dans la décomposition de Fourier à Ri = 0.6 et
Re = 1200, les oscillations n’apparaissent pas.

Afin d’étudier plus en détail les couplages non–linéaires entre le mode instable dominant
et d’autres modes azimutaux, des tests ont été effectués en ne considérant que des modes
pairs (m = 0, 2, . . ., cas 1) ou les modes m = 0, 1 (cas 2) dans la décomposition azimutale.
Dans les deux cas, les équations réduites restent non–linéaires. Dans le cas 1, seules les
perturbations du sous–espace azimutal m = 2 (et leurs harmoniques) sont autorisées, tandis
que, dans le cas 2, seule la perturbation m = 1 est autorisée. Ces tests ont été effectués sur les
points du plan de paramètres (Ri−Re) correspondant aux régimes stationnaires ((0.2, 550),
(0.3, 500), (0.3, 1000) et (0.45, 1300)) et aux régimes instationnaires ((0.2, 700), (0.4, 1050) et
(0.5, 1100)).

Ri = 0.2, Ri = 0.3, Ri = 0.3, Ri = 0.45,
Cas Re = 550 Re = 500 Re = 1000 Re = 1300
1 axisym. axisym. oscillations périodiques oscillations périodiques

avec un plan de sym. avec un plan de sym.
2 stationnaire stationnaire stationnaire oscillations périodiques

non–axisym. non–axisym. non–axisym. sans plan de sym.

Tab. 4.2 – Résultats des tests sur l’influence du tronquage de la décomposition azimutale
sur 4 régimes tridimensionnels et stationnaires. Cas 1 – seuls les modes pairs sont retenus.
Cas 2 – les modes azimutaux sont tronqués à m = 1.

Les résultats des 4 régimes stationnaires sont montrés dans Tab. 4.2. Les régimes tridi-
mensionnels stationnaires à Ri = 0.2, Re = 550 et Ri = 0.3, Re = 500 disparaissent lorsque
que seuls les modes azimutaux pairs sont retenus, et sont très légèrement modifiés lorsque les
modes azimutaux sont tronqués à m = 0 et m = 1. Ce résultat confirme que ces deux régimes
sont des régimes correspondant à un mode instable du sous–espace m = 1, prédits par le mo-
dèle de la section 4.2.3. La stabilité du régime stationnaire à Ri = 0.45, Re = 1300 peut-être

(a) (b)

Fig. 4.10 – Isosurfaces de la vorticité axiale (ωz = ±0.01) à Pr = 0.72. (a) Ri = 0.2,
Re = 400 – seul le mode azimutal m = 1 est visible (avec ses harmoniques), (b) Ri = 0.3,
Re = 1000 – des tourbillons correspondant aux modes m > 1 sont clairement distingués.
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(a)

0 50 100 150 200
0.04

0.045

0.05

0.055

0.06

0.065

t

C
L

(b)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
 -20

 -15

 -10

 -5

0

5

St
lo

g
[F

F
T

(C
L
)]

  

Fig. 4.11 – (a) Evolution temporelle du coefficient de portance des oscillations périodiques
planes à Ri = 0.1, Re = 400 et Pr = 7, (b) transformation de Fourier correspondante. Le pic
dominant correspond au nombre de Strouhal St = 0.142, les pics secondaires correspondent
aux fréquences supérieures des harmoniques.

expliquée par un équilibre entre les modes instables correspondant aux sous–espaces m = 1
et m = 2 : si la décomposition azimutale contient seulement les modes pairs, les oscillations
correspondant au mode instable du sous–espace m = 2 (oscillations des 4 filaments de vor-
ticité dans un plan avec une valeur moyenne de la force de portance nulle) sont retrouvées,
alors que si on ne retient que les modes m = 0 et m = 1, des oscillations non–physiques sans
plan de symétrie sont trouvées. A Ri = 0.3, Re = 1000, l’écoulement n’est pas affecté par
la présence des modes pairs en considérant les 7 premiers modes azimutaux, malgré le fait
que seuls les modes pairs soient instables et oscillants – le couplage entre le mode instable
stationnaire appartenant au sous–espace m = 1 et les modes pairs instables instationnaires
stabilise l’écoulement et le rend stationnaire.

Régimes périodiques avec plan de symétrie

A Pr = 0.72, nous avons observé trois types de régime avec des oscillations périodiques
dans un plan de symétrie, alors qu’à Pr = 7, seul le détachement tourbillonnaire, caractéris-
tique du sillage d’une sphère non–chauffée pour des nombres de Reynolds compris entre 273 et
325, a été observé du fait des nombres de Richardson restreint à Ri ≤ 0.3. A Pr = 0.72, le dé-
tachement tourbillonnaire caractéristique d’une sphère non–chauffée existe pour Ri < 0.3. A
Ri = 0.3, le régime tridimensionnel stationnaire à Re = 1000 devient directement chaotique
lorsque le nombre de Reynolds atteint la valeur Re = 1100. Les deux autres types d’oscilla-
tions planes n’existent que sur des “̂ıles” dans le plan (Ri − Re) : à Ri = 0.4, Ri = 0.58, et
Ri = 0.6. Ils présentent des caractéristiques fondamentalement différentes.
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(IV) – Détachement tourbillonnaire périodique à haute fréquence avec plan de
symétrie Pour de faibles nombres de Richardson (Ri < 0.3), le scénario de la transition
est similaire à celui d’une sphère non–chauffée pour les deux nombres de Prandtl considérés.
La bifurcation secondaire, de type Hopf, s’installe à Re2 et rend l’écoulement périodique,
tout en conservant le plan de symétrie sélectionné au moment de la brisure de l’axisymé-
trie. Ce comportement peut être très bien décrit par le modèle faiblement non–linéaire de
la section 4.2.3, ce qui indique que l’instabilité a son unique origine dans le sous–espace
azimutale m = 1. Cette hypothèse est confirmée par les tests de la section précédente. Le dé-
tachement tourbillonnaire (allée de Von-Kármán) est caractérisé par une alternance du signe
de la vorticité axiale dans les deux filaments. Les filaments stationnaires étant décalés par
rapport à l’axe de l’écoulement dans le régime stationnaire, ces derniers oscillent également
autour d’une position moyenne qui ne se trouve pas sur l’axe de l’écoulement. Ceci induit
que la valeur moyenne de la force de portance n’est pas nulle. L’évolution temporelle du
coefficient de portance, défini par l’équation 4.24, est montrée dans Fig. 4.11a. Elle présente,
tout comme d’autres quantités dans le sillage, le comportement caractéristique d’un cycle
limite. La transformation de Fourier correspondante est tracée dans Fig. 4.11b : elle présente
l’aspect typique d’un signal périodique avec une décroissance exponentielle des harmoniques.
L’aspect de l’écoulement est montré dans Fig. 4.11, où les isosurfaces de la vorticité axiale
(Fig. 4.11a et b) et les structures tourbillonnaires obtenues par la méthode de visualisation
de Jeong & Hussain (1995) (généralement connue sous le nom de Q–définition, Fig. 4.11c et
d) sont affichées à deux instants qui diffèrent d’une demi–période pour Ri = 0.1 et Re = 400
à Pr = 7.

La valeur du nombre de Strouhal, défini par

St =
fd

v∞
, (4.25)

où f est la fréquence des oscillations périodiques du sillage, crôıt avec Re à un Ri = const.
et Pr = const. et, de façon similaire, crôıt avec Ri à un Re = const. et Pr = const.. A
Ri = const. et Re = const., St décrôıt avec Pr. Tab. 4.3 montre les nombres de Strouhal pour
tous les régimes périodiques et quasi–périodiques (dans le cas des régimes quasi–périodiques,
on considère le pic le plus haut). Il est utile de rappeler que, au seuil de l’instabilité secondaire
d’une sphère non–chauffée, à Re2 = 272, la valeur du nombre de Strouhal est de 0.127 (voir
Johnson & Patel, 1999; Bouchet et al., 2006).

Des tests numériques consistant à ne considérer, soit que des modes azimutaux impairs,
soit que les modes m = 0, 1, effectués sur le régime à Ri = 0.2, Re = 700 et Pr = 0.72,
montrent que le tronquage des mode azimutaux à m = 1 ne modifie que très peu la dynamique
du sillage. L’écoulement avec des modes azimutaux m = 0 et m = 1 oscille également dans un
plan de symétrie, mais avec une amplitude plus petite et une valeur moyenne du coefficient de
portance plus élevée. Ceci explique le bon accord entre les simulations et le modèle faiblement
non–linéaire appliqué au sous–espace azimutal m = 1.

L’effet de la convection naturelle (Ri croissant) n’est pas seulement d’augmenter le seuil
de l’instabilité secondaire, mais d’élargir également, en terme de Re, l’existence du régime
avec des oscillations périodiques planes, avant que celui-ci ne disparaisse brusquement à
Ri = 0.3.
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(a)

(b)

(c)

(d)

Fig. 4.12 – Aspect de l’écoulement à deux instants qui diffèrent d’une demi–période à Ri =
0.1, Re = 400 et Pr = 7. (a,b) Isosurfaces de la vorticité axiale (ωz = ±0.1), (c,d) structures
tourbillonnaires (Q–définition au niveau Q = 0.001). Le sillage présente un plan de symétrie
et une allée de Von-Kármán avec une alternance du signe de la vorticité dans chacun des
filaments.

(V) – Oscillations périodiques à basse fréquence de deux filaments de vorticité
dans un plan de symétrie (Pr = 0.72) Les signes majeurs qui distinguent les régimes
oscillants à Ri = 0.4 des régimes avec un détachement tourbillonnaire périodique, décrits
dans la section précédente, sont la vorticité axiale qui ne change pas périodiquement de signe
(l’allée de Von-Kármán n’est pas établie) et la période des oscillations qui est environ 4 fois
plus grande que celle du régime périodique à Ri < 3. L’aspect de l’écoulement (isosurfaces
de la vorticité axiale) est montré dans Fig. 4.13, où deux images de l’écoulement à deux
instants qui diffèrent d’une demi–période sont représentées. Les tourbillons présentent une
très légère ondulation, à peine visible dans la figure. L’amplitude des oscillations du coefficient
de portance est environ deux fois plus petite qu’à Ri = 0.2 et Re = 700 (CL,a;0.4,1000 =
5.8× 10−3 contre CL,a;0.2,700 = 9.3× 10−3). La valeur moyenne du coefficient de portance est
également plus petite (CL,m;0.4,1000 = 3.3×10−2 contre CL,m;0.2,700 = 4.8×10−2). Le nombre
de Strouhal est beaucoup plus petit que celui mesuré aux régimes présentant un détachement
tourbillonnaire (voir Tab. 4.3).

Une autre caractéristique de ce régime est la présence de relativement forts filaments de
vorticité, correspondant au sous–espace azimutale m = 2. Des tests numériques de la pré-
sence de différents modes azimutaux ont révélé que, étonnamment, une solution stationnaire
axisymétrique est retrouvée si seuls les modes pairs sont retenus dans la décomposition azi-
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Pr Ri Re St

0.72 0 300 0.135
0.72 0 350 0.130
0.72 0.1 400 0.163
0.72 0.1 450 0.167
0.72 0.1 500 0.168
0.72 0.1 550 0.164
0.72 0.2 600 0.201
0.72 0.2 650 0.202
0.72 0.2 700 0.206
0.72 0.2 750 0.207
0.72 0.2 800 0.208

Pr Ri Re St

0.72 0.2 850 0.218
0.72 0.4 1000 0.058
0.72 0.4 1050 0.060
0.72 0.4 1000 0.058
0.72 0.4 1050 0.060
0.72 0.4 1100 0.059
0.72 0.4 1200 0.058
0.72 0.5 1000 7.98e-3
0.72 0.5 1100 8.02e-3
0.72 0.5 1200 8.19e-3
0.72 0.5 1300 8.35e-3

Pr Ri Re St

0.72 0.55 1000 7.26e-3
0.72 0.58 1200 0.038
0.72 0.58 1300 0.043
0.72 0.6 1200 0.037
0.72 0.6 1300 0.044
7 0 300 0.135
7 0 350 0.130
7 0.1 400 0.149
7 0.1 450 0.149
7 0.1 500 0.141
7 0.2 600 0.169

Tab. 4.3 – Nombres de Strouhal pour les régimes périodique (en régulier) et quasi–périodique
(en italique) pour les deux nombres de Prandtl considérés.

(a) (b)

Fig. 4.13 – Isosurfaces de la vorticité axiale (ωz = ±0.3) à deux instants qui diffèrent d’une
demi–période à Ri = 0.4, Re = 1000 et Pr = 0.72. Les deux tourbillons oscillent lentement
avec une petite amplitude et la vorticité ne change pas de signe – l’écoulement ne présente
pas d’allée de Von-Kármán. Le mode instable du sous–espace m = 2 commence à être bien
visible.

mutale. Si seuls les modes m = 0 et m = 1 sont retenus, une rotation lente des filaments
de vorticité (décrite en tant que nouveau régime dans le paragraphe (IX)) est observée. Les
résultats des tests confirment la nécessité du couplage entre les modes m = 1 et m = 2 pour
l’apparition des oscillations. Le mode m = 1 reste tout de même dominant dans l’écoulement.
Contrairement aux régimes faisant apparâıtre un détachement tourbillonnaire, la bifurcation
de Hopf dans le présent cas se développe à partir d’un écoulement pleinement tridimension-
nel et non–linéaire et n’a aucun rapport avec les valeurs propres de l’écoulement de base
(axisymétrique stationnaire).

(VI) – Oscillations périodiques à basse fréquence de quatre filaments de vorticité
dans un plan de symétrie (Pr = 0.72) Contrairement aux oscillations observées à
Ri = 0.4, les régimes périodiques observés à Re = 1200 et Ri = 0.58 et 0.6 présentent une
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(a) (b)

Fig. 4.14 – Isosurfaces de la vorticité axiale (ωz = ±0.02) à deux instants qui diffèrent d’une
demi–période à Ri = 0.6, Re = 1200 et Pr = 0.72. Les deux paires de tourbillons oscillent
dans un plan et perpendiculairement à l’autre plan de symétrie, tous deux créés au seuil de
l’instabilité primaire.

valeur moyenne de la force de portance nulle. La force de portance, elle–même, n’est pas
nulle et oscille autour de la valeur moyenne dans un des deux plans de symétrie créé lors
la brisure de l’axisymétrie via le mode azimutal m = 2. Une paire de tourbillons devient
plus forte que l’autre durant une demi–période, les deux paires étant égales en moyenne.
L’aspect de l’écoulement (isosurfaces de la vorticité axiale) est montré dans Fig. 4.14 à deux
instants qui diffèrent d’une demi–période. Des tests numériques ont montré que l’allure du
mode m = 2 n’est pas affectée par l’absence des modes impairs, à part la disparition des
oscillations. Un tronquage aux modes m = 0, 1 et 2 n’affecte pas l’écoulement, ce qui signifie
que le mode m = 2 est dominant dans l’écoulement mais que, néanmoins, une interaction
avec le mode m = 1 est nécessaire pour l’apparition des oscillations. L’interaction avec le
sous–espace m = 3 a un effet négligeable. L’amplitude des oscillations est comparable à celle
du régime (V) (CL,a;0.6,1200 = 6.4 × 10−3) et le nombre de Strouhal est plus petit que celui
du régime (V) (St0.6,1200 = 0.037).

Régimes quasi–périodiques avec plan de symétrie

Deux types de régimes quasi–périodiques qualitativement différents avec une symétrie
plane ont été observés – ils sont le prolongement des régimes (IV) et (V) après l’instal-
lation d’une deuxième fréquence (sous–harmonique) via une deuxième bifurcation de Hopf
(instabilité tertiaire).

(VII) – Détachement tourbillonnaire quasi–périodique à haute fréquence avec
plan de symétrie Nous avons systématiquement observé que les régimes faisant appa-
râıtre un détachement tourbillonnaire périodique pour Ri < 0.3 et les deux nombres de
Prandtl considérés subissaient une deuxième bifurcation de Hopf, imposant ainsi une fré-
quence sous–harmonique dans l’écoulement, caractéristique d’une dynamique de tore limite
(le domaine des paramètres n’étant pas assez étendu à Pr = 7, le régime avec détachement
tourbillonnaire quasi–périodique à Ri = 0.2 n’a pas été observé). Le plan de symétrie reste
conservé et le modèle faiblement non–linéaire (4.20), (4.21) et (4.22) étendu à j = 1, 2 peut
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Fig. 4.15 – (a) Evolution temporelle du coefficient de portance d’un régime quasi–périodique
à Ri = 0.1, Re = 500 et Pr = 7, (b) spectre correspondant. Le nombre de Strouhal dominant
est 0.141, la fréquence sous–harmonique la plus importante correspond à St = 0.041.

être qualitativement appliqué. Fig. 4.15a montre une évolution temporelle du coefficient de
portance, Fig. 4.15b son spectre à Ri = 0.1, Re = 500 et Pr = 7. Fig. 4.16 montre l’aspect de
l’écoulement correspondant, où le domaine de calcul a été élargi à O/d = 60 afin de contenir
l’échelle de longueur la plus grande de l’écoulement. Une extinction des tourbillons peut être
observée vers z/d = 25 en aval de la sphère, ce qui est le résultat de l’extinction du coefficient
de portance visible dans Fig. 4.15a avec une périodicité de ≈ 50 unités de temps.

(VIII) – Oscillations quasi–périodiques à basse fréquence de deux filaments de
vorticité dans un plan de symétrie (Pr = 0.72) La différence entre ces régimes et
les régimes périodiques à Ri = 0.4 et aux nombres de Reynolds plus bas est la présence
d’une deuxième fréquence, sous–harmonique, correspondant à une bifurcation de Hopf se-
condaire. L’aspect de l’écoulement est très similaire à celui de la Fig. 4.13, seule l’ondulation
des tourbillons étant amplifiée. Néanmoins, l’alternance du signe de la vorticité n’est toujours
pas présente. Une propriété commune aux régimes quasi–périodiques avec plan de symétrie
est que la fréquence principale des oscillations quasi–périodiques est celle des régimes pério-
diques, la fréquence sous–harmonique étant environ trois fois plus petite.

Régimes ordonnés sans plan de symétrie

Dans la section 4.2.3, il a été montré que des effets non–linéaires d’ordre élevé ont ten-
dance à briser la symétrie plane qui résulte de l’instabilité primaire et est conservée après
l’apparition des instabilités secondaire et tertiaire. Cette brisure de symétrie est très rapide en
terme de Re pour de faibles Ri et se traduit par une transition directe au chaos, visible dans
les diagrammes de la Fig. 4.3 (sur une grille grossière dans la direction Re). A Pr = 0.72, une
riche variété de régimes, plus ou moins ordonnés, a été observée pour Ri ≥ 0.4. A Ri = 0.5
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Fig. 4.16 – Isosurfaces de vorticité axiale (ωz = ±0.02) vues du haut (parallèlement au
plan de symétrie) et de côté (perpendiculairement au plan de symétrie) à Ri = 0.1, Re =
500 et Pr = 7. Le plan de symétrie est conservé par rapport au régime à plus bas Re
(régime périodique), mais l’écoulement présente cette fois–ci des extinctions de la vorticité,
qui correspondent aux extinctions visibles dans Fig. 4.15a.

et 0.55, une rotation lente du sillage autour de l’axe de l’écoulement a été trouvée pour des
nombres de Reynolds entre 1000 et 1300 et un autre régime oscillant, dominé par le mode
azimutal m = 3, a été observé à Ri = 0.58 et 0.6 et à Re = 1300. D’autres régimes présentant
une dynamique plus ou moins compliquée définissent la dernière étape de la transition au
chaos.

(IX) – Rotation lente de deux filaments de vorticité (Pr = 0.72) A Ri = 0.5 et
1000 ≤ Re ≤ 1300 et à Ri = 0.55 et Re = 1000, les deux filaments de vorticité tournent
très lentement autour de l’axe de l’écoulement, formant ainsi une spirale qui correspond
aux rotations lentes du plan de symétrie initial. En conséquence, la projection du coefficient
de portance sur le plan perpendiculaire à l’axe de l’écoulement fait apparâıtre des cercles
coaxiaux (voir Fig. 4.17a). Le cercle est parfait juste au–dessus du seuil d’apparition des
rotations à Re = 1000 ; néanmoins, à Re plus élevés, sa forme commence à être modulée
par des harmoniques (à Re = 1200). Le nombre de Strouhal est extrêmement faible (voir
Tab. 4.3) – la période (un tour complet) est 25 fois plus grande que la période des régimes avec
détachement tourbillonnaire et 6 fois plus grande que la période des régimes périodiques sans
détachement tourbillonnaire. Pendant longtemps, nous n’avons pas eu d’explication claire de
ce comportement. Un indice a été découvert en effectuant des tests numériques (en tronquant
les modes azimutaux) à Ri = 0.4 et Re = 1050. Le régime de rotation obtenu en tronquant
l’expansion azimutale à m = 0 et m = 1 présente absolument les mêmes caractéristiques
que les régimes dont un exemple est montré dans Fig. 4.17a (pour une comparaison entre
un régime avec 7 modes azimutaux (0 − 6) à Ri = 0.5 et Re = 1100 et un régime avec les
modes azimutaux m = 0 et m = 1 à Ri = 0.4 et Re = 1050, voir Fig. 4.18). Cette observation
implique que la rotation lente a pour origine le sous–espace m = 1 et qu’un tel comportement
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Fig. 4.17 – (a) Projection du coefficient de portance sur le plan perpendiculaire à l’axe de
l’écoulement à Pr = 0.72, Ri = 0.5 et Re = 1100, (b) isosurfaces de la vorticité axiale
(ωz = ±0.1) pour les mêmes paramètres. Les deux filaments sont tordus en raison de leur
rotation.

devrait pouvoir être modélisé en utilisant le modèle faiblement non–linéaire d’ordre élevé de
la section 4.2.3. Malheureusement, une telle version du modèle n’a pas encore été trouvée.
La rotation lente ressemble à la rotation de l’ellipse de la Fig. 4.6, due au couplage d’ordre
élevé entre les modes stationnaires et instationnaires. On peut donc conclure que le couplage
entre les modes m = 1 et m = 2 a pour effet de repousser l’apparition du régime de rotation
vers les Ri plus élevés.

(X) – Régime périodique avec le mode m = 3 dominant (Pr = 0.72) Ce régime,
observé à Ri = 0.58 et Ri = 0.6 à Re = 1300, est le résultat du couplage entre le régime
périodique avec 4 filaments de vorticité et symétrie plane et le mode instable du sous–espace
m = 3. Le régime présente 6 tourbillons de différentes intensités. Durant une période, les
filaments ne tournent pas autour de l’axe de l’écoulement (comme le sillage dans le paragraphe
précédent), mais l’intensité de la vorticité dans les tourbillons est modulée par une fréquence
qui est proche de celle des oscillations périodiques du sillage plan (St0.6,1200 = 0.037 – régime
périodique avec 4 filaments oscillants dans un plan de symétrie, St0.6,1300 = 0.044 – régime
présent ; la fréquence croissante avec Re est consistante avec les observations générales).
Ce régime est représenté dans Fig. 4.19a par un cycle limite (projection du coefficient de
portance sur un plan perpendiculaire à l’axe de l’écoulement) et dans Fig. 4.19b,c et d, où
une séquence de l’écoulement pendant une période est illustrée (isosurfaces de la vorticité
axiale à trois instants qui diffèrent de T/3).
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Fig. 4.18 – (a) Projection du coefficient de portance sur le plan perpendiculaire à l’axe de
l’écoulement obtenu à partir d’une simulation à Pr = 0.72, Ri = 0.4 et Re = 1050 tronquée
aux modes m = 0 et m = 1 ; la phase transitoire (avant d’atteindre un état asymptotique) est
également représentée. (b) Comparaison de la période de rotation du régime de la Fig. 4.17a
avec celui du cas (a) de la présente figure. Ligne pleine : Cx, ligne interrompue : Cy. Les cas
sont notés Ri = 0.4 (simulation tronquée) et Ri = 0.5 (simulation complète – 7 modes).

(XI, XII et XIII) – Régimes non–périodiques en rotation (Pr = 0.72) Ces régimes
représentent la dernière étape de la transition au chaos. Ils se distinguent des régimes chao-
tiques par l’absence de structures chaotiques dans le sillage (jusqu’à la distance O/d = 25 en
aval de la sphère, où la plupart des domaines numériques s’arrêtent) et par la présence de la
quasi–périodicité dans le sillage (visible sur l’évolution temporelle du coefficient de portance).
On observe plusieurs tourbillons dans le sillage, dont la dynamique est déterminée par celle
du régime ordonné stable le plus proche. Là où le plan de symétrie existait, il n’existe plus ;
là où un comportement périodique était présent, la périodicité est brisée. Par exemple, le
régime à Ri = 0.4 et Re = 1300 (Fig. 4.20a) présente un sillage quasi–périodique dont le
plan de symétrie tourne lentement autour de l’axe de l’écoulement, alors que le régime à un
Re plus bas (Re = 1200), à Ri = 0.4, présente un sillage quasi–périodique avec un plan de
symétrie fixe. Les régimes dans Fig. 4.20b,c et d ont pour origine des régimes ayant déjà perdu
leur plan de symétrie, la distinction se faisant au niveau de la disparition de la périodicité.

(XIV) – Régimes chaotiques

Les régimes chaotiques présentent à la fois des structures chaotiques dans le sillage et
une projection désordonnée du coefficient de portance sur un plan perpendiculaire à la di-
rection de l’écoulement. L’exemple d’un écoulement chaotique se trouvant à environ 400
unités de Re au–dessus du seuil de la transition au chaos (à Ri = 0.1) est montré dans
Figs. 4.21a,b et c. L’investigation exhaustive des régimes chaotiques est difficile et très coû-
teuse en terme de CPU, particulièrement juste au–dessus du seuil de la transition au chaos.
Figs. 4.21d,e et f montrent un écoulement chaotique à environ 50 unités de Re au–dessus du
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Fig. 4.19 – (a) Projection du coefficient de portance sur un plan perpendiculaire à l’axe de
l’écoulement à Pr = 0.72, Ri = 0.6 et Re = 1300. (b),(c),(d) Isosurfaces de vorticité axiale
(ωz = ±0.01) à trois instants d’une période qui diffèrent de T/3.

seuil de la transition au chaos. Cette simulation correspond à environ 160 périodes du régime
périodique (au même Ri et à 600 ≤ Re ≤ 700) La projection du coefficient de portance
montre que la dynamique de ce régime comporte de très grandes échelles de temps. Malgré
cette difficulté, tous les régimes (XIV) ont été systématiquement testés. Un scénario inverse
pourrait éventuellement se produire – quelques régimes limites parmi les régimes considérés
comme ordonnés (XI, XII et XIII) peuvent finir par devenir chaotiques. Comme le panache
thermique pousse très certainement l’apparition du chaos vers les nombres de Reynolds très
élevés, aucun régime chaotique n’a été observé pour Ri > 0.3.

4.2.5 Coefficient de trâınée et de portance, nombre de Nusselt

Le coefficient de trâınée et le coefficient de portance (caractérisant la dynamique de la
sphère chauffée en écoulement assistant), ainsi que le nombre de Nusselt (caractérisant les
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Fig. 4.20 – Projection du coefficient de portance sur un plan perpendiculaire à l’axe de
l’écoulement à Pr = 0.72.

performances thermiques) sont des caractéristiques de grande importance dans l’ingénierie
mécanique et thermique. Les valeurs de ces coefficients en fonction du Ri, du Re et du
Pr sont présentées dans cette section. Une question essentielle peut se poser : comment les
régimes tridimensionnels, stationnaires ou instationnaires, modifient les courbes de CD, de
CL et de Nu ? La présente section apporte une réponse à cette question.

Coefficient de trâınée

Fig. 4.22 montre les courbes du coefficient de trâınée CD, défini par
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Fig. 4.21 – (a,d) Projection du coefficient de portance sur un plan perpendiculaire à la
direction de l’écoulement à Pr = 0.72, Ri = 0.1 et Re = 1000 (colonne de gauche) et à
Pr = 0.72, Ri = 0.2 et Re = 900 (colonne de droite), (b,e) isosurfaces de vorticité axiale
(ωz = ±0.15) et (c,f) structures tourbillonnaires (Q = 0.001).
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CD =
FD

1
2ρv2

∞
πd2

4

, (4.26)

où FD est la force de trâınée, en fonction de Re à Pr = 0.72 et 7 pour plusieurs Ri. Pour
les régimes instationnaires, nous avons considéré la valeur moyenne du coefficient. Aucun
changement de pente n’est visible sur les courbes de la Fig. 4.22 lorsque l’on passe des régimes
axisymétriques aux régimes tridimensionnels, alors que Bouchet et al. (2006) constatent un
changement de pente à chaque bifurcation dans le cas d’une sphère non–chauffée. L’écart
RMS de la force de trâınée étant dans toutes nos simulations inférieur à 1%, nous n’avons
pas tracé sa dépendance en fonction du Re.

En comparant les mêmes régimes d’écoulement aux mêmes paramètres Ri et Re pour les
deux nombres de Prandtl considérés, il s’avère que le coefficient de trâınée à Pr = 0.72 est
légèrement supérieur à celui à Pr = 7 (par exemple, à Ri = 0.3 et Re = 500, les coefficients
de trâınée sont, respectivement, CD = 0.6934 et 0.667 à Pr = 0.72 et 7).

Coefficient de portance

Dans Fig. 4.23, la valeur moyenne du coefficient de portance, définie par

CL =
√

< Cx >2 + < Cy >2, (4.27)

où < Cx > et < Cy > sont, respectivement, les moyennes temporelles de la projection du
coefficient de portance CL (4.24) sur l’axe x− et y−, est tracée en fonction de Re pour tous
les Ri. Seuls les régimes où une telle valeur n’est pas nulle sont considérés. Le coefficient de
portance moyenne des régimes chaotiques (XIV) et des régimes non–périodiques en rotation
(XI, XII et XIII), où le plan de symétrie a déjà été brisé, est nul et n’est donc pas tracé dans
les graphes de la Fig. 4.23. Deux aspects typiques d’une projection du coefficient de portance
sur un plan perpendiculaire à la direction de l’écoulement d’un régime chaotique sont montrés
dans Fig. 4.21a. Cette figure nous permet de conclure que, même si la valeur moyenne semble
ne pas être nulle sur de courtes échelles temporelles, elle est nulle aux échelles temporelles
suffisamment longues. La valeur moyenne de CL est également nulle aux régimes stationnaires
avec 4 (II) et 6 (III) filaments de vorticité, ainsi qu’aux régimes instationnaires périodiques
avec un plan de symétrie (régime VI –4 filaments oscillants) et sans plan de symétrie (régime
IX – sillage avec deux tourbillons tournants et régime X – sillage de 6 tourbillons tournants).
Contrairement au coefficient de trâınée, les courbes de CL (correspondant à Ri = const.)
présentent un changement de pente significatif à chaque changement de régime. La tendance
globale est que la valeur moyenne de CL diminue avec Ri.

Il est difficile de comparer les valeurs moyennes de CL pour les deux nombres de Prandtl
considérés, le nombre de régimes identiques étant insuffisant. Néanmoins, pour les mêmes
paramètres de Ri et de Re et pour le même régime d’écoulement, la moyenne du coefficient
de portance à Pr = 7 parâıt être légèrement inférieure à celle à Pr = 0.72 (par exemple, à
Ri = 0.3 et Re = 500, les valeurs moyennes du coefficient de portance sont, respectivement,
CL = 3.24× 10−2 et 2.53× 10−2 à Pr = 0.72 et 7).
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La description du coefficient de portance serait incomplète si les valeurs indiquant l’am-
plitude des oscillations n’étaient pas fournies. L’écart type RMS, défini par

RMS(CL) =
√〈

(Cx− < Cx >)2
〉

+
〈
(Cy− < Cy >)2

〉
, (4.28)

où <> signifie là aussi une moyenne temporelle, est tracé dans Fig. 4.24 pour tous les régimes
tridimensionnels instationnaires, à l’exception des régimes chaotiques (XIV) et des régimes
ordonnés non–périodiques (XI, XII et XIII), ces derniers n’étant pas inclus dans la Fig. 4.24
faute de simulations suffisamment longues (statistiquement convergées). Une tendance glo-
bale est que les fluctuations croissent avec Re pour un Ri constant. Un changement de pente
des courbes est visible lorsqu’une fréquence sous–harmonique s’installe – les fluctuations sont
amplifiées. Contrairement à cette observation, les fluctuations s’atténuent avec Ri pour un
Re = const.

A l’instar de la valeur moyenne de CL, il apparâıt que les fluctuations du coefficient
de portance sont plus importantes à Pr = 0.72 qu’à Pr = 7 (par exemple, à Ri = 0.2 et
Re = 600, les RMS du coefficient de portance sont, respectivement, RMS(CL) = 3.66×10−3

et 2.38× 10−3 à Pr = 0.72 et 7).

Nombre de Nusselt

Pour finir cette section présentant l’écoulement assistant, la variation du nombre de
Nusselt (défini par l’équation (4.5)) en fonction du nombre de Reynolds est tracée dans
Fig. 4.25 pour quelques Ri sélectionnés. Aucun changement de pente sur les courbes n’est
visible pour Pr = 0.72. Le Nu crôıt avec Ri pour un Re constant et vice versa. Néanmoins,
les courbes ne se croisent pas.

La situation est différente à Pr = 7 où, comme il a déjà été montré dans Kotouč et al.
(2008), la valeur du nombre de Nusselt est sensible au régime d’écoulement. En conséquence,
avant l’apparition de la recirculation en aval de la sphère, les dépendances du Re sur le
Nu sont également des fonctions de Ri – pour un Re constant, Nu crôıt avec Ri, comme
à Pr = 0.72. Après l’apparition de la zone de recirculation en aval de la sphère et lorsque
l’écoulement est axisymétrique, les courbes du Nu ne sont plus fonctions que du Re, et non du
Ri – les courbes à différents Ri se superposent. Cependant, la transition à la tridimensionalité
change la pente des courbes – elle devient moins raide. Ceci explique l’allure des courbes dans
Fig. 4.25 à Pr = 7, où seuls les Ri extrêmes (Ri = 0 et Ri = 0.3) ont été considérés. Les deux
courbes tendent à se superposer quand, à Ri = 0.3 et Re = 200, la recirculation en aval de la
sphère apparâıt (cette zone existe déjà sur la courbe de Ri = 0), en accord avec l’observation
donnée précédemment. Cependant, à cet instant, un régime tridimensionnel apparâıt sur la
courbe de Ri = 0, ce qui diminue la pente de la courbe et éloigne les deux courbes qui se
croisent seulement à un Re plus élevé (à l’instant où la tridimensionalité apparâıt sur la
courbe de Ri = 0.3).

La différence entre les deux nombres de Prandtl, en terme de transfert convectif de
chaleur, est fondamentale : à Pr = 7, les nombres de Nusselt sont environ deux fois plus
élevés qu’à Pr = 0.72.
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Variation extrême du nombre de Prandtl

Afin d’étudier l’effet d’une variation extrême du nombre de Prandtl sur le coefficient de
trâınée et sur le nombre de Nusselt, des simulations entre Pr = 0.1 et Pr = 100 à Ri = 1
et Re = 100 ont été effectuées. Le régime à bas Re et Ri relativement élevé a été choisi afin
d’être sûr que le régime (écoulement axisymétrique sans détachement de la couche limite)
reste inchangé pour tous les Pr.

Fig. 4.26a montre le coefficient de trâınée en fonction du Pr. La force de trâınée est
pratiquement constante à partir de Pr ≈ 20, mais ne tend pas vers la valeur CD = 1.1
d’une sphère sans effet thermique. Ceci est très probablement dû à une résolution spatiale
insuffisante (les épaisseurs des couches limites à Pr élevés sont extrêmement faibles).

Fig. 4.26b montre la variation du Nu en fonction du Pr. Il a été constaté que le flux
de chaleur totale décrôıt asymptotiquement vers zéro comme Pr−1. Plus précisément, la
dépendance de 1/Q̇ (Q̇ étant le flux de chaleur adimensionné) vs. Pr pour Pr ≥ 40 suit la
loi

1
Q̇

= 18.90 + 0.72 Pr, (4.29)

ce qui signifie que le nombre de Nusselt suit

Nu =
Re

π

Pr

18.90 + 0.72 Pr
(4.30)

aux grands nombres de Prandtl.
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Fig. 4.22 – Valeurs du coefficient de trâınée en fonction de Re à Ri = 0, 0.1, 0.3, 0.5 et 0.7
(Pr = 0.72) et à Ri = 0, 0.1, 0.2 et 0.3 (Pr = 7). Les symboles différents, utilisés également
dans Figs. 4.23, 4.24 et 4.25, représentent les points où les valeurs de CD ont été calculées
et correspondent aux régimes définis dans la légende de la Fig. 4.3. Les valeurs de CD sont
connectées par un trait noir afin de faciliter l’association des différents points correspondant
à Ri = const.
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Fig. 4.23 – Valeurs moyennes du coefficient de portance en fonction de Re à tous les Ri
considérés (à l’exception des régimes ayant une valeur moyenne de CL nulle).
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Fig. 4.24 – Ecart type RMS de tous les régimes tridimensionnels instationnaires (à part X,
XI, XII et XIII).
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Fig. 4.25 – Nombre de Nusselt (valeur moyenne en régimes instationnaires) en fonction de
Re pour Ri = 0, 0.1, 0.3, 0.5 et 0.7 à Pr = 0.72 et pour Ri = 0 et 0.3 à Pr = 7.
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Fig. 4.26 – (a) Coefficient de trâınée, (b) nombre de Nusselt en fonction de Pr (0.1 ≤ Pr ≤
100) ; Ri = 1 et Re = 100.
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4.3 Ecoulement opposant

Le cas de l’écoulement opposant est schématiquement décrit dans Fig. 2.2b du Chapitre
2. Les nombres de Richardson et de Reynolds varient entre −0.25 ≤ Ri ≤ 0 et 50 ≤ Re ≤ 350
pour les deux nombres de Prandtl considérés (0.72 et 7).

4.3.1 Ecoulement axisymétrique

Contrairement à l’effet stabilisant du panache thermique en écoulement assistant, ce
qui se traduit par l’augmentation du nombre de Reynolds critique Rerec de l’apparition
de la zone de recirculation axisymétrique en aval de la sphère, la convection thermique en
écoulement opposant a un effet déstabilisant. L’exemple d’un écoulement axisymétrique avec
une longue zone de recirculation en aval de la sphère est montré dans Fig. 4.27 à Ri = −0.1,
Re = 175 et Pr = 0.72. L’apparition du tore axisymétrique en aval de la sphère sur l’axe
de l’écoulement à été trouvé à Rerec = 20 par Bouchet et al. (2006) pour une sphère non–
chauffée. Cette valeur décrôıt avec l’augmentation de la valeur absolue de Ri en écoulement
opposant. Néanmoins, une étude détaillée de la influence du Ri sur le Rerec pour un Pr
fixé n’a pas été faite, en raison des exigences trop élevées sur les dimensions du domaine de
calcul (les faibles Re nécessitent un domaine élargi). Cependant, on a trouvé que la zone de
recirculation en aval de la sphère, à Pr = 0.72, existe dès Re = 10, 5 et 1 respectivement à
Ri = −0.3, −0.6 et −0.9. Il a été également trouvé que, pour ces faibles nombres de Reynolds
et ces |Ri| relativement élevés, si l’on continuait à diminuer le nombre de Richardson pour
un Re = const., l’écoulement devenait soudainement à la fois tridimensionnel et chaotique.
Cette transition est accompagnée d’un renversement du panache thermique (et donc d’une
disparition du point de décollement à la surface de la sphère – ce point se situe alors dans
l’écoulement en amont de la sphère). L’étude de ce comportement à bas Re et bas Ri est le
sujet de la section 4.4.

A part la grande zone de recirculation en aval de la sphère, aucun autre type de recir-
culation (comme, par exemple, le tore hors de l’axe mis en évidence en aval de la sphère en
écoulement assistant) n’a été observé en écoulement opposant. L’effet d’une augmentation de
|Ri| sur la taille de la zone de recirculation pour un Re = const. (Re = 50) est montré dans

−1 0 1 2 3 4
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1

z

r

Fig. 4.27 – Aspect de l’écoulement à Ri = −0.1, Re = 175 et Pr = 0.72, présentant une
zone de recirculation axisymétrique sur l’axe de l’écoulement en aval de la sphère.
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Fig. 4.28 – (a) et (c) – Influence du nombre de Richardson sur la longueur de la zone de
recirculation (Lr/d) et sur l’angle de séparation de la couche limite (Φs est mesuré à partir
du point d’arrêt aval) à Re = 50 ; (b) et (d) – les mêmes quantités en fonction du nombre
de Reynolds à Ri = −0.1. L’écoulement à Pr = 0.72 présente, en général, une zone de
recirculation plus grande qu’à Pr = 7.

Fig. 4.28a et c. De façon similaire, l’effet d’une augmentation de Re pour un Ri = const.
(Ri = −0.1) est montré dans Fig. 4.28b et d. L’écoulement à Pr = 7 présente, pour tous les
paramètres, une zone de recirculation plus petite que l’écoulement à Pr = 0.72. Cette obser-
vation confirme le fait que l’apparition d’une zone de recirculation est un signe précurseur de
la transition – le seuil de l’instabilité primaire à Pr = 0.72 se trouve à un Re plus petit qu’à
Pr = 7 pour un Ri = const. ou, de façon similaire, à un |Ri| plus petit pour un Re = const.

Un régime axisymétrique présentant une zone de recirculation en aval de la sphère sur
l’axe de l’écoulement est représenté par le symbole “+” (comme pour l’écoulement assistant)
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Pr = 0.72

Ri Re1 St

0 212.0 0
-0.1 180.1 0

-0.119 175.2 0
-0.133 171.6 0, 8.42e-2
-0.153 160.4 7.99e-2
-0.172 149.9 7.61e-2
-0.2 127.2 7.28e-2
-0.3 75.72 5.16e-2
-0.4 46.33 2.48e-2
-0.5 29.40 1.54e-2

Pr = 7

Ri Re1 St

0 212.0 0
-0.05 201.2 0
-0.098 185.4 0
-0.1 183.6 4.33e-3
-0.13 173.6 5.03e-3
-0.15 167.8 5.57e-3
-0.156 166.3 5.92e-3, 8.79e-2
-0.2 144.2 8.58e-2
-0.3 92.04 8.12e-2
-0.4 61.61 7.64e-2

Tab. 4.4 – Seuils de l’instabilité primaire et nombres de Strouhal correspondants (≡ la partie
imaginaire des valeurs propres instables est divisée par 2π.)

dans les deux diagrammes d’état de Fig. 4.29.
Il est important de remarquer ici que l’écoulement axisymétrique ne présente aucun chan-

gement qualitatif à Ri ≈ −0.13, où l’instabilité primaire change de type (la bifurcation
régulière fait place à une bifurcation de Hopf pour Ri ≥ −0.13, c.f. la section suivante).

4.3.2 Perte d’axisymétrie

Dans la section 4.2, il a été montré que, jusqu’au nombre de Richardson Ri = 0.59, la
première valeur propre instable d’une sphère en écoulement assistant faisait partie du sous–
espace azimutal m = 1 (comme pour une sphère non–chauffée). Pour des Ri supérieurs à
0.59, la première valeur propre à devenir instable appartient au sous–espace azimutal m = 2
et, à partir de Ri = 0.714, c’est le mode azimutal de nombre d’onde m = 3 qui est le plus
instable. Ce comportement est dû à l’effet du panache thermique qui modifie, d’une manière
essentielle, la zone de recirculation en aval de la sphère dans les régimes axisymétriques. La
zone de recirculation des écoulements de base aux seuils de l’instabilité primaire a la forme
d’un tore sur l’axe de l’écoulement jusqu’à Ri ≈ 0.7, mais, à partir de ce Ri, le tore se détache
de l’axe et forme ainsi un anneau axisymétrique en aval de la sphère. Un tel écoulement est
plus réceptif aux modes azimutaux avec un nombre d’onde m > 1. Lorsque ce tore hors de
l’axe devient encore plus fin (avec Ri), l’écoulement de base voit son axisymétrie brisée par
le mode azimutal m = 3.

Dans la section précédente, il a été montré qu’un seul type de recirculation existait en
écoulement opposant pour les deux nombres de Prandtl considérés – une zone de recirculation
sur l’axe de l’écoulement en aval de la sphère. Il faut donc s’attendre à ce que le mode le
plus instable provienne toujours du sous–espace azimutal m = 1. Une autre supposition peut
être faite : l’apparition d’une recirculation étant un signe précurseur de la transition, l’effet
déstabilisant (en terme d’élargissement de la zone de recirculation) du |Ri| en écoulement
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Fig. 4.29 – Diagrammes d’état pour les deux nombres de Prandtl considérés. Le trait en gras
représente le seuil de l’instabilité primaire, correspondant à une valeur propre instable du
sous–espace m = 1. La valeur propre est réelle (trait continu), complexe, à haute fréquence
(trait interrompu) ou complexe, à une basse fréquence (trait “.−”, seulement à Pr = 7). Les
symboles “+” se trouvant en dessous de ces traits représentent des régimes axisymétriques
avec une zone de recirculation sur l’axe de l’écoulement. Les différents symboles se trouvant
au–dessus des traits en gras représentent qualitativement différents régimes tridimensionnels,
décrits en détail dans section 4.3.4. Les traits fins représentent les frontières approximatives
séparant les différents régimes.
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Fig. 4.30 – Evolution d’une paire de valeurs propres complexes se transformant en une
paire de valeurs propres réelles après collision. Les paramètres du tracé sont Ri = −0.1 et
Re ∈ [180, 190]. Les points obtenus par analyse de stabilité linéaire sont représentés par des
cercles avec le nombre de Reynolds correspondant.

opposant va accélérer la transition.
Les seuils de l’instabilité primaire sont indiqués dans Tab. 4.4 et, de façon similaire à

l’écoulement assistant, sont représentés dans les diagrammes d’état de la Fig. 4.29 par des
traits gras.

A Pr = 0.72, il a été trouvé qu’à Ri = −0.133, la valeur propre la plus instable n’est plus
réelle, mais complexe. Cela signifie que la bifurcation régulière fait place à une bifurcation de
Hopf. Ce changement de type d’instabilité primaire a des conséquences sur les régimes de la
transition, ce qui est illustré dans la section 4.3.4. Le trait gras continu dans le diagramme
concernant Pr = 0.72 de la Fig. 4.29 connecte les points où l’instabilité primaire est une
bifurcation régulière, tandis que le trait gras interrompu dans le diagramme concernant
Pr = 7 connecte les points où l’instabilité primaire est une bifurcation de Hopf.

Une situation encore plus intéressante a été observé à Pr = 7. Lorsque le nombre de Rey-
nolds est progressivement augmenté à partir d’une certaine valeur sous–critique à un nombre
de Richardson fixe (−0.156 ≤ Ri ≤ −0.098), une paire de valeurs propres conjuguées traverse
l’axe imaginaire, donnant la naissance à une bifurcation de Hopf. Néanmoins, lorsqu’on aug-
mente encore légèrement le Re, cette paire entre en collision et se transforme en une paire
de valeurs propres réelles. En conséquence, cette bifurcation de Hopf, caractérisée par un
très faible nombre de Strouhal, est liée à la même valeur propre que la bifurcation régulière,
la valeur propre réelle devenant complexe en entrant en collision avec une deuxième valeur
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propre réelle, plus stable. Fig. 4.30 illustre les détails de cette collision de valeurs propres à
Ri = −0.1 et pour Re ∈ [180, 190], obtenus en effectuant l’analyse de stabilité linéaire. A
Re = 180, une paire de valeurs propres complexes conjuguée existe. Ces valeurs propres sont
stables (le point Ri = −0.1, Re = 180 se trouve en dessous du seuil de l’instabilité primaire).
Le seuil de l’instabilité primaire à Ri = −0.1 se trouve à Re1 = 183.5, i.e. les deux paires
croisent l’axe imaginaire entre Re = 180 et Re = 185. L’instabilité primaire correspond alors
à une bifurcation de Hopf. A Re = 189, les deux paires entrent en collision dans le demi–plan
real(λ) > 0. Le produit de cette collision est une paire de valeurs propres réelles, initialement
instables, dont une se déplace vers la gauche et une vers la droite lorsque Re augmente. A
Re = 190, la valeur propre réelle de gauche est déjà stable. La paire des valeurs propres
complexes conjuguées a une partie imaginaire nulle au moment de la collision. Au seuil de
l’instabilité primaire, la partie imaginaire vaut environ 0.0027, ce qui correspond au nombre
de Strouhal 4.33e− 3. Cette fréquence est de plus d’un ordre de grandeur plus petite que la
fréquence caractéristique de la bifurcation de Hopf à Pr = 0.72.

Si l’on se déplace le long de la ligne en gras de la Fig. 4.29 représentant le seuil de
l’instabilité primaire pour un |Ri| croissant à partir de 0, pour Ri > −0.1, la valeur propre la
moins stable est une valeur propre réelle, accompagnée d’une deuxième valeur propre réelle,
plus stable. A Ri = −0.1, les deux valeurs propres réelles se rencontrent et se transforment
en une paire de valeurs propres complexes, correspondant à la valeur propre la plus instable
pour Ri < −0.1. Cette valeur propre de basse fréquence correspond à la lente bifurcation
de Hopf pour −0.156 ≤ Ri ≤ −0.098. A Ri = −0.156, la valeur propre de haute fréquence
(St ≈ 0.1) devient plus instable que celle de basse fréquence et une bifurcation de Hopf du
même type qu’à Pr = 0.72 pour Ri < −0.13 s’installe. La paire de valeurs complexes de
basse fréquence est directement visible dans le scénario de transition, mais seulement sur une
plage de paramètres très étroite juste au–dessus de la ligne “.−” de la Fig. 4.29.

Les valeurs du seuil de l’instabilité primaire ne dépendent que très légèrement du nombre
de Prandtl, ce qui s’applique également aux frontières entre les différents régimes observés
sauf au voisinage du contact entre les deux types de bifurcations primaires.

4.3.3 Modèle faiblement non–linéaire pour les régimes tridimensionnels

Dans la section 4.2.3, un modèle faiblement non–linéaire d’ordre 3 (équations (4.20),
(4.21) et (4.22)) a été utilisé en prenant en compte une valeur propre réelle avec une amplitude
A et deux paires de valeurs propres complexes avec des amplitudes complexes (B1,±, B2,±)T .
Il a été démontré qu’un tel modèle représente fidèlement des oscillations à la fois périodiques
mais également quasi–périodiques, dans un plan de symétrie (déterminé par l’instabilité
primaire) autour d’une valeur moyenne non–nulle du coefficient de portance (Fig. 4.5). De
tels comportements ont été modélisés en considérant trois valeurs propres, couplées avec des
constantes.

Si, comme c’est le cas en écoulement opposant à Ri < −0.133 pour Pr = 0.72 et à
Ri < −0.098 pour Pr = 7, la bifurcation de Hopf s’installe avant la bifurcation régulière, le
mode correspondant à la valeur propre réelle peut être négligé. Si, seule une paire de valeurs
propres complexes conjuguées est retenue, on retrouve le modèle bidimensionnel du type de,
par exemple, I. Danaila (1998). La seule différence serait que dans le présent cas, les modes
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Fig. 4.31 – Trajectoires obtenues par le modèle faiblement non–linéaire. (a) Oscillations
planes (avec un transitoire) avec une valeur moyenne de FL nulle, (b) tracé dans le plan
complexe (perpendiculaire à l’axe de l’écoulement) pour le même régime. (c) Oscillations
planes quasi–périodiques avec la valeur moyenne de FL nulle, (d) modélisation d’une paire
de valeurs propres complexes conjuguées présentant deux modes hélicöıdaux inégaux contra-
rotatifs, (e) modélisation de deux paires de valeurs propres complexes conjuguées avec deux
modes hélicöıdaux inégaux contrarotatifs.
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hélicöıdaux sont en équilibre (|B+| = |B−|). Dans le modèle, l’équilibre des modes hélicöıdaux
est assuré par le choix approprié, basé sur un calcul analytique de stabilité des modes, des
constantes de couplage. Une solution transitoire, où le mode associé à la valeur propre réelle
disparâıt exponentiellement, est montré dans Fig. 4.31a (évolution temporelle de la force de
portance) et Fig. 4.31b (projection de la force de portance sur un plan perpendiculaire à la
direction de l’écoulement). L’état asymptotique présente des oscillations périodiques avec
une valeur moyenne de la force de portance nulle. En modélisant une bifurcation de Hopf
secondaire par un l’ajout d’une deuxième paire de valeurs propres complexes conjuguées, on
obtient une solution quasi–périodique, toujours avec une valeur moyenne nulle (Fig. 4.31c).
Un état asymptotique avec des modes hélicöıdaux de différentes amplitudes aboutit à une
disparition du plan de symétrie et à une hélicité non–nulle. Un modèle bidimensionnel de
type Landau (équations (4.21) et (4.22), avec A = 0 et j = 1) peut être facilement résolu
afin de démontrer que des amplitudes inégales ont pour conséquence des fréquences d’oscil-
lations différentes, ce qui se traduit par une ellipse en rotation, montrée dans (Fig. 4.31d).
Finalement, si on prend en compte une deuxième paire de valeurs propres complexes conju-
guées, chaque paire ayant une rotation différente, on obtient le tracé plutôt compliqué de la
Fig. 4.31e. Malgré la complexité apparente, une telle solution n’est pas encore chaotique.

4.3.4 Régimes tridimensionnels

Les diagrammes de la Fig. 4.29 représentent la continuité des diagrammes d’état de l’écou-
lement assistant (Fig. 4.3). Comme dans le cas de l’écoulement assistant, l’investigation des
différents régimes (par augmentation de Re à un Ri constant) a été arrêtée lorsqu’un régime
chaotique a été trouvé. Compte tenu de l’effet déstabilisant de l’écoulement opposant, les
régimes chaotiques sont observés pour des nombres de Reynolds de moins en moins élevés.
La limite supérieure du nombre de Reynolds dans les deux diagrammes de la Fig. 4.29 est
donné par l’apparition d’un régime chaotique à Ri = 0 pour Re > 350 (à Re = 350, le
régime étant encore quasi–périodique avec un plan de symétrie, le régime chaotique à Ri = 0
n’est pas montré dans les diagrammes d’état). Il résulte de ceci une différence importante
entre les échelles des diagrammes d’état des Figs. 4.3 et 4.29 ; c’est la raison pour laquelle ces
diagrammes sont montrés séparément, même si la continuité entre eux existe réellement.

4 régimes tridimensionnels parmi ceux de la configuration de l’écoulement assistant ont
été retrouvés en écoulement opposant et ont gardé (sur les diagrammes d’état) la même
numérotation. Le dernier régime (écoulement chaotique) dans Fig. 4.3 ayant le numéro XIV,
les nouveaux régimes en écoulement opposant sont numérotés à partir du chiffre XV. Malgré
le grand effort que nous avons tenté de faire pour classer les régimes le plus simplement
possible, 7 nouveaux régimes sont apparus, portant ainsi le nombre total de régimes en
écoulement assistant et opposant à 22 ( !).

Régimes de faibles |Ri|

Dans cette section, nous décrivons les régimes de la transition apparaissant dans l’inter-
valle de Ri où la bifurcation est toujours de type régulière. Le régime chaotique est décrit
dans une section se trouvant un peu plus loin dans le texte, là où tous les régimes chaotiques
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sont rassemblés.

(I), (IV) et (VII) – Régimes de la sphère non–chauffée Les régimes ’écoulement
tridimensionnel stationnaire avec plan de symétrie et deux filaments de vorticité contrarota-
tifs’ (I), ’écoulement périodique avec détachement tourbillonnaire et plan de symétrie’ (IV)
et ’écoulement quasi–périodique avec détachement tourbillonnaire et plan de symétrie’ (VII)
ont été retrouvés dans la région des faibles Ri négatifs. A Pr = 0.72, ces régimes existent
dans un triangle presque parfait, dont le premier coin est déterminé par l’intersection de la
bifurcation régulière avec celle de Hopf à Ri = −0.133 et Re = 171.6. Le deuxième coin
est déterminé par le seuil de la bifurcation régulière à Ri = 0 et Re = 212 et le troisième
par le seuil de la transition au chaos à Ri = 0 et Re ≈ 370. A Pr = 7, la forme de cette
région est plus compliquée en raison de l’apparition d’une paire de valeurs propres complexes
conjuguées surgissant après la collision de deux valeurs propres réelles, comme décrit dans
la section 4.3.2. Ces trois régimes sont qualitativement les mêmes que ceux observés pour
une sphère non–chauffée et pour des nombres de Richardson modérés en écoulement assis-
tant. De faibles évolutions de certains paramètres, notamment du nombre de Strouhal et des
coefficients de trâınée et de portance, sont néanmoins observées en passant des Ri positifs
aux Ri négatifs pour un Re = const. (tout en étant dans le même régime d’écoulement). Il
apparâıt que le nombre de Strouhal diminue avec la diminution de Ri. Tab. 4.5 donne les
valeurs de St pour tous les régimes périodiques plans observés en écoulement opposant. Le
coefficient de trâınée diminue avec la diminution de Ri, contrairement à la fluctuation du
coefficient de portance (c.f. section 4.3.5).

Malgré le fait que ces trois régimes soient qualitativement identiques à ceux précédemment
décrits dans la section 4.2, leurs aspects sont montrés dans Fig. 4.32.

(XV) – Régimes oscillants avec un plan de symétrie lentement tournant (Pr = 0.72)
En écoulement opposant, la perte du plan de symétrie apparâıt à des nombres de Rey-
nolds moins élevés qu’à Ri = 0 (sphère non–chauffée). A un nombre de Prandtl modéré
(Pr = 0.72), le plan de symétrie est brisé (par des effets d’ordre élevé) avant l’installation
de la bifurcation de Hopf secondaire. A Pr = 7, le plan de symétrie est plus robuste et le
régime quasi–périodique avec un plan de symétrie existe tout le long de la limite supérieure
du régime périodique plan.

Fig. 4.6a montre la solution obtenue par une modélisation de 3ème ordre de l’interaction
entre un mode correspondant à une valeur propre réelle et deux modes hélicöıdaux contra-
rotatifs correspondant à une paire de valeurs propres complexes conjuguées. Cette solution
a été obtenue par une dissymétrisation artificielle des équations (4.20), (4.21) et (4.22), afin
d’éviter une prise ne compte du modèle d’ordre 5 et de ses constantes. En écoulement assis-
tant, aucun régime ayant ce type de comportement n’a été trouvé. En écoulement opposant
et à Pr = 0.72, trois exemplaires d’un tel régime ont été trouvés juste au–dessus de la li-
mite supérieure du régime périodique plan IV – à Ri = −0.07 et Re = 270, Ri = −0.08
et Re = 250 et à Ri = −0.1 et Re = 220, ce qui prouve que cette combinaison pure entre
une valeur propre réelle et seulement une paire de valeurs propres complexes conjuguées est
difficile à trouver. Une projection du coefficient de portance sur un plan perpendiculaire à la
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(a)

(b)
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Fig. 4.32 – Isosurfaces de vorticité axiale (colonne de gauche), Q–définition (colonne de
droite). (a) Régime stationnaire avec deux filaments de vorticité contrarotatifs et plan de
symétrie à Ri = −0.05, Re = 212 et Pr = 0.72 (ωz = ±0.015, Q = 1×10−5). Les tourbillons
présentent une faible vorticité car ce régime se trouve juste au–dessus du seuil de l’instabilité
primaire. (b) Régime périodique avec deux filaments de vorticité qui changent de signe (allée
de Von-Kármán) et un plan de symétrie à Ri = −0.05, Re = 270 et Pr = 7 (ωz = ±0.1,
Q = 0.005). (c) Régime quasi–périodique avec un détachement tourbillonnaire et un plan de
symétrie à Ri = −0.05, Re = 300 et Pr = 7 (ωz = ±0.1, Q = 0.001).
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Pr Ri Re St

0.72 0 300 0.135
0.72 -0.03 290 0.126
0.72 -0.05 240 0.115
0.72 -0.05 270 0.119
0.72 -0.05 290 0.115
0.72 -0.07 250 0.109
0.72 -0.07 260 0.107
0.72 -0.08 240 0.106
0.72 -0.09 212 0.102
0.72 -0.09 220 0.103
0.72 -0.09 230 0.102
0.72 -0.1 200 9.41e-2
0.72 -0.1 210 9.83e-2
0.72 -0.11 200 9.33e-2

Pr Ri Re St

0.72 -0.11 210 9.33e-2
0.72 -0.12 185 8.82e-2
0.72 -0.12 200 9.05e-2
0.72 -0.13 175 8.48e-2
0.72 -0.13 185 8.77e-2
0.72 -0.13 200 8.96e-2
0.72 -0.15 170 8.40e-2
0.72 -0.2 140 7.90e-2
0.72 -0.2 170 7.98e-2
0.72 -0.2 190 9.37e-2
0.72 -0.23 170 9.17e-2
0.72 -0.25 100 6.84e-2
0.72 -0.25 125 7.99e-2
0.72 -0.25 150 8.79e-2

Pr Ri Re St

7 0 300 0.135
7 -0.05 240 0.119
7 -0.05 270 0.127
7 -0.1 210 0.105
7 -0.1 230 0.113
7 -0.11 220 0.108
7 -0.11 230 0.112
7 -0.15 175 9.38e-2
7 -0.15 190 0.100
7 -0.17 190 9.69e-2
7 -0.2 150 8.90e-2
7 -0.2 170 9.47e-2
7 -0.2 180 9.54e-2
7 -0.25 125 8.43e-2
7 -0.25 150 9.22e-2

Tab. 4.5 – Nombres de Strouhal de tous les régimes périodiques pour les deux nombres
de Prandtl considérés. Les nombres de Strouhal des régimes plans quasi–périodiques et tri-
dimensionnels sont proches des valeurs des régimes périodiques plans se trouvant dans le
voisinage de ces régimes dans le plan (Ri−Re) de la Fig. 4.3.

direction de l’écoulement est montrée dans Fig. 4.33a. Si une deuxième fréquence s’installe,
ce qui correspond à une interaction entre une valeur propre réelle et deux paires de valeurs
propres complexes conjuguées (c.f. Fig. 4.6b), la projection du coefficient de portance a l’as-
pect montré dans Fig. 4.33b. Figs. 4.33c et d montrent des isosurfaces de vorticité axiale des
régimes des Figs. 4.33a et b, où une perte du plan de symétrie est visible, ainsi que la torsion
des structures due à la rotation du sillage. Le régime combinant une valeur propre réelle à
une paire de valeurs propres complexes est représenté par un cercle plein dans Fig. 4.3 (à
Pr = 0.72) ; le régime avec une deuxième paire de valeurs propres complexes est représenté
par un cercle blanc avec un cercle plus petit plein à l’intérieur.

Régimes de |Ri| élevés

A Pr = 0.72 et pour Ri ≤ −0.2, les scénarios de transition au chaos ne varient plus avec
Ri (l’écoulement présente toujours les mêmes régimes lorsqu’on augmente le Re pour un
Ri = const.). Une observation similaire a été faite à Pr = 7 pour Ri ≤ −0.5. Une description
des différents régimes d’écoulement à Ri = −0.2 et à Pr = 0.72 est présentée dans les deux
paragraphes suivants.

(XVI) – Détachement tourbillonnaire périodique avec un plan de symétrie et une
valeur moyenne de CL nulle Dans un sous–espace du plan de paramètres (Ri−Re) juste
au–dessus du seuil de l’instabilité primaire correspond à une bifurcation de Hopf rapide, la
valeur propre réelle (ou la paire des valeurs propres complexes conjuguées provenant de la
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Fig. 4.33 – Colonne de gauche : projection du coefficient de portance sur un plan perpen-
diculaire à l’axe de l’écoulement ; colonne de droite : aspect de l’écoulement (isosurfaces de
vorticité axiale à ωz = ±0.2). (a,c) Ri = −0.1, Re = 220, Pr = 0.72, (b,d) Ri = −0.08,
Re = 260, Pr = 0.72.
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(a) (b)

Fig. 4.34 – Détachement tourbillonnaire périodique avec un plan de symétrie et une valeur
moyenne de CL nulle. (a) Ri = −0.25, Re = 125 et Pr = 0.72 (ωz = ±0.3), (b) Ri = −0.2,
Re = 150 et Pr = 7 (ωz = ±0.1).

collision de deux valeurs propres réelles) n’a plus d’influence sur la dynamique du sillage.
Le modèle (4.20), (4.21) et (4.22) décrit parfaitement cette situation lorsqu’une seule paire
de valeurs propres complexes conjuguées de même amplitude B1,± est retenue. L’écoulement
présente des oscillations périodiques avec un détachement tourbillonnaire dans un plan de
symétrie, déterminé par les conditions initiales. Puisque la valeur propre réelle est absente, la
valeur moyenne de la force de portance est nulle, contrairement au régime IV. Deux aspects
d’un tel écoulement sont présentés dans Fig. 4.34. Les nombres de Strouhal sont donnés dans
Tab. 4.5. En général, le nombre de Strouhal ne varie que très peu. Alors que la valeur du St
est d’environ 0.1 dans les régimes périodiques avec la force de portance non–nulle, elle est
d’environ 0.08 dans les présents régimes.

(XVII) – Détachement tourbillonnaire avec un plan de symétrie tournant et une
valeur moyenne de CL nulle (Pr = 0.72) A Pr = 0.72, le scénario détaillé de la tran-
sition entre un régime périodique plan (XVI) et le chaos (XIV) à un nombre de Richardson
constant (Ri = −0.2) est illustré dans Fig. 4.35 (à Pr = 7, le scénario qualitativement iden-
tique de la transition au chaos d’un plan périodique via des régimes tournants a été retrouvé
pour Ri ≤ −0.5). En augmentant le Re, la projection du coefficient de portance sur le plan
(Cx, Cy) évolue d’une dynamique similaire à celle de la Fig. 4.31d à Re = 200 (une ellipse en
rotation lente) vers une dynamique très légèrement modulée par l’apparition d’une deuxième
fréquence à Re = 210. A l’étape suivante (Re = 220), l’ellipse, caractérisée par un nombre
de Strouhal basique St ≈ 0.1, se met à osciller (au lieu de tourner). A Re = 230, l’ellipse
recommence à tourner et la projection ressemble alors à la solution de la Fig. 4.31e. Les deux
dernières figures présentent des ellipses en rotation de plus en plus désordonnées. Elles ne
permettent pas de trancher de façon irréfutable entre état ordonné et état chaotique.

Afin de déterminer l’endroit où placer la frontière entre régimes ordonnés et régimes
chaotiques, des simulations de très longue durée ont été effectuées. Dans Fig. 4.36, la colonne
de gauche montre les évolutions temporelles de la projection du coefficient de portance sur
l’axe x (Cx), la colonne de droite représente les transformations de Fourier correspondantes.
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Fig. 4.35 – Pr = 0.72, Ri = −0.2 : projections du coefficient de portance sur un plan
perpendiculaire à l’axe de l’écoulement aux nombres de Reynolds indiqués au–dessus des
figures.
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La première ligne (Re = 200) aide à interpréter les résultats de l’analyse spectrale. Le
mouvement du sillage est contrôlé par deux fréquences dont une correspond aux oscillations
sur une ellipse (le pic dominant dans le spectre – St = 0.1) et l’autre correspond à la rotation
lente des ellipses (période d’environ 500 unités de temps, ce qui correspond à St = 0.002 –
distance entre les deux pics). A Re = 250 (la deuxième ligne), le pic dominant est situé à
St = 0.104 et il est entouré de pics secondaires. La distance entre eux est St = 0.006, ce
qui correspond, à nouveau, à la rotation du plan de symétrie instantané autour de l’axe de
l’écoulement. Cette rotation est visible dans le tracé temporel de Cx par des atténuations
vers t = 730 et t = 900, ce qui correspond à la position verticale de l’ellipse de la figure
à Re = 250 dans Fig. 4.35. Le changement le plus important entre le spectre à Re = 200
et Re = 250 est le nombre de pics secondaires, lié à la modulation du signal. Si les pics
secondaires sont isolés et bien distincts, la dynamique peut être considérée comme quasi–
périodique, voire périodique. A Re = 270, la partie du spectre vers les basses fréquences n’est
plus composée de pics distants de St = 0.006 (ce qui est toujours la distance entre les deux
plus grands pics du spectre). Ceci peut être expliqué par une absence de répétition de motif
dans le tracé de Cx vs. t de la troisième ligne de la Fig. 4.36, qui correspondrait normalement
à une période T ≈ 170. Il est évident que la distinction entre un régime ordonné et un
régime chaotique est coûteuse en terme de CPU et que la transition est plutôt progressive.
Néanmoins, on peut conclure qu’un régime chaotique s’installe entre Re = 250 et 270 à ce
nombre de Richardson (Ri = −0.2) et de Prandtl (Pr = 0.72). La nature chaotique d’un
écoulement est alors le résultat d’une perte de périodicité sur des échelles temporelles très
grandes, ce qui fait qu’aucune différence n’est visible sur la Fig. 4.35 entre la projection du
coefficient de portance sur le plan (Cx, Cy) à Re = 250 et Re = 270.

Représenté en 3D, l’aspect de l’écoulement sans plan de symétrie à Re = 200 est indis-
cernable de celui à Re = 190, où le plan de symétrie est présent. Ceci peut être expliqué
par une faible hélicité du sillage à Re = 200, ce qui est mis en évidence sur la Fig. 4.35 –
l’ellipse oscille beaucoup plus vite qu’elle ne tourne. Il semble alors que l’écoulement garde
son plan de symétrie fixe (voir Fig. 4.37a), même si, en réalité, ce dernier tourne lentement
autour de l’axe de l’écoulement (ce qui est bien visible sur une animation de l’écoulement).
A Re = 270 (Fig. 4.37b), l’hélicité est déjà pleinement développée et aucun reste du plan de
symétrie n’est visible sur la figure en 3D. De petites structures tourbillonnaires commencent
également à apparâıtre dans le sillage lointain, malgré le niveau de vorticité élevé dans la
figure (ωz = ±0.3).

On peut donc conclure que, à |Ri| élevé, la transition au chaos commence par une perte de
symétrie plane du régime avec des oscillations périodiques et une valeur moyenne de CL nulle.
Cette rotation est accélérée et une deuxième fréquence s’installe. Finalement, l’écoulement
finit par perdre toute périodicité sur de grandes échelles temporelles. A Pr = 7, le même
scénario a été trouvé pour Ri = −0.5. Enfin, pour les deux nombres de Prandtl considérés,
le même scénario a été observé à Re = 100 en diminuant le Ri de −0.25 à Ri ≤ −1.

(XIV) – Régimes chaotiques

Les régimes chaotiques, malgré leur complexité, sont similaires pour tous les nombres de
Richardson et les deux nombres de Prandtl considérés. Figs. 4.38 et 4.39 montrent quatre
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Fig. 4.36 – Evolution temporelle de la projection du coefficient de portance sur l’axe x
(colonne de gauche), et transformée de Fourier correspondante (colonne de droite) ; Pr =
0.72, Ri = −0.2, les nombres de Reynolds sont indiqués sur la figure.
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(a) (b)

Fig. 4.37 – Isosurfaces de la vorticité axiale (ωz = ±0.3) à Pr = 0.72, Ri = −0.2 et (a)
Re = 200 (faible hélicité), (b) Re = 270 (hélicité importante).
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Fig. 4.38 – Projections du coefficient de portance sur le plan (Cx, Cy) (ligne du haut) et
structures tridimensionnelles (isosurfaces de vorticité axiale, ligne du bas) à Pr = 0.72 et (a)
Ri = −0.03, Re = 340 (ωz = ±0.1), (b) Ri = −0.2, Re = 300 (ωz = ±0.3).

projections de CL sur le plan (Cx, Cy) et les aspects 3D correspondants. La première figure
correspond à deux simulations dans l’air (Pr = 0.72), la seconde à deux simulations dans l’eau
(Pr = 7), avec, dans les deux cas, les nombres de Richardson correspondant aux extrémités
de l’intervalle investigué. Puisque le seuil de l’apparition du comportement chaotique décrôıt
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Fig. 4.39 – Projections du coefficient de portance sur le plan (Cx, Cy) (ligne du haut) et les
structures tridimensionnelles (isosurfaces de vorticité axiale au niveau (ωz = ±0.2), ligne du
bas) à Pr = 7 et (a) Ri = −0.05, Re = 330 et (b) Ri = −0.2, Re = 300.

avec |Ri|, les nombres de Reynolds sont moins élevés vers la limite Ri = −0.25 que vers la
limite Ri = 0. Malgré le fait que les régimes ordonnés les plus proches de chacun des quatre
cas soient qualitativement très différents, aucune différence fondamentale n’est pas visible
dans ces figures. Les 4 cas présentent tous un plan de symétrie brisé, la valeur moyenne du
coefficient de portance presque nulle et des structures hélicöıdales. Ceci dit, en regardant d’un
peu plus près, certains motifs des régimes ordonnés les plus proches peuvent être observés.

Régimes de transition à |Ri| modérés

Plusieurs phénomènes intéressants ont été observés dans la région des nombres de Ri-
chardson modérés, où l’instabilité primaire change de type – la bifurcation régulière est rem-
placée par une bifurcation de Hopf. A Pr = 0.72, le régime des oscillations périodiques planes
avec une valeur moyenne de CL nulle (XVI) pénètre profondément (en terme de Ri) dans
la région où l’instabilité primaire est du type régulière. Par exemple, pour un Ri > −0.13
(Ri = −0.11), et lorsque l’on augmente le Re, le sillage passe tout d’abord par deux étapes
faisant partie de la transition caractéristique d’une sphère non–chauffée (écoulement tridi-
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mensionnel stationnaire avec deux filaments de vorticité contrarotatifs et un plan de symétrie
(I), et oscillations périodiques dans le même plan (IV)) ; par la suite, la valeur moyenne non–
nulle du CL disparâıt et le régime XVI, caractéristique des |Ri| plus élevés, apparâıt. Ceci
s’explique par l’observation déjà mentionnée que le couplage entre le sous–espace associé à la
valeur propre réelle et celui associé aux valeurs propres complexes conjuguées a tendance à
atténuer l’amplitude du mode propre stationnaire et à amplifier celle des modes hélicöıdaux.
Dans le modèle faiblement non–linéaire ((4.20), (4.21) et (4.22)), réduit à une seule paire
de valeurs propres complexes (j = 1), la constante de couplage d1 est positive et G1 a sa
partie réelle négative. Pour une sphère non–chauffée, ce type de couplage explique le fait
que la bifurcation de Hopf s’installe à un Re moins élevé que celui prédit par l’analyse de
stabilité linéaire effectuée sur l’écoulement de base. Près du point de changement de type de
bifurcation, le couplage stabilise le mode stationnaire et seuls les modes oscillants restent vi-
sibles. L’étape suivante (oscillations quasi–périodiques avec une valeur moyenne de CL nulle)
sera décrite ultérieurement ; elle a été trouvée pour les deux Pr, mais à des paramètres Ri
et Re différents. Comme il a été constaté dans la section 4.3.2, à Pr = 7, une bifurcation
de Hopf, qui fait suite à une bifurcation régulière et qui apparâıt après collision entre deux
valeurs propres réelles moins stables, existe dans la plage de Ri entre −0.098 et −0.156.
Cette bifurcation de Hopf est caractérisée par une faible valeur de la partie imaginaire de
la valeur propre instable (inférieure à 0.003), ce qui correspond à des oscillations de période
supérieure à 300 unités de temps (c.f. Tab. 4.4). Malgré le fait que des oscillations avec une
telle période ne soient stables que dans une région très étroite se trouvant juste au–dessus
du seuil de l’instabilité primaire, la dynamique des régimes plus lointains est également in-
fluencée par cette bifurcation de Hopf lente. Etonnamment, des régimes similaires ont été
trouvés à Pr = 0.72.

(XVIII) – Régimes liés à la bifurcation de Hopf lente (Pr = 7) Dans Fig. 4.40, le
résultat d’une simulation effectuée à Ri = −0.13 et Re = 180 prouve la stabilité du régime
associé à la valeur propre complexe à partie imaginaire très faible. Deux simulations avec
des conditions initiales différentes ont été lancées à Ri = −0.13 et Re = 180 : une simulation
démarrant d’un régime asymptotique à Ri = −0.13 et Re = 190, où des oscillations rapides
coexistent avec des rotations lentes du plan de symétrie (régime XIX, c.f. le paragraphe
suivant), et une simulation démarrant d’un régime asymptotique à Ri = −0.15 et Re = 190,
où des tourbillons se détachent périodiquement (et symétriquement par rapport à l’axe de
l’écoulement) dans un plan de symétrie (régime XVI). Dans les deux cas, les oscillations
rapides (St ≈ 0.1) tendent à disparâıtre. Dans le premier cas (montré dans Fig. 4.40), la
force de portance tourne autour de l’axe de l’écoulement, décrivant ainsi des cercles presque
parfaits, prouvant ainsi l’existence d’un seul mode hélicöıdal associé à la paire de valeurs
propres complexes conjuguées lente et instable. Dans le deuxième cas, la solution contient
deux modes hélicöıdaux lents de même amplitude, ce qui fait apparâıtre des oscillations très
lentes dans le plan de symétrie déjà existant. La théorie faiblement non–linéaire n’autorise
pas l’existence que d’une seule solution si le couplage non–linéaire entre les modes hélicöıdaux
est présent. Près du seuil, ce couplage est très faible et une simulation extrêmement longue
serait nécessaire pour faire disparâıtre les conditions initiales instables et arriver à l’état
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Fig. 4.40 – Simulation à Pr = 7, Ri = −0.13 et Re = 180, démarrant d’un régime avec des
oscillations rapides et une rotation lente du sillage à Ri = −0.13etRe = 190. (a) Evolution
temporelle des composantes du coefficient de portance Cx (bleu) et Cy (vert), (b) projection
du CL sur le plan (Cx, Cy).

asymptotique de la Fig. 4.40. Néanmoins, la simulation présente des oscillations de la force
de portance dans un plan perpendiculaire au plan de symétrie initial, qui croissent très vite,
prouvant ainsi l’instabilité de la solution plane.

Une visualisation en 3D n’a pas d’intérêt pour le présent régime en raison des oscillations
très lentes – le sillage ressemblerait à celui du régime I (la faible hélicité ne serait pas visible
dans un domaine numérique d’une longueur de 25d en aval de la sphère).

(XIX) – Sillage avec oscillations rapides et plan de symétrie tournant (Pr = 7)
Très près du seuil de la bifurcation de Hopf lente, entre Re = 180 et 185 à Ri = −0.13, les
oscillations rapides qui décroissent dans Fig. 4.40 deviennent instables et atteignent un état
saturé, créant ainsi un nouveau régime montré dans Fig. 4.41. Ce régime est le résultat de la
superposition de deux modes hélicöıdaux, un lent (provenant de la valeur propre complexe
lente, décrite dans la section précédente) et un rapide (qui correspond à la valeur propre
complexe rapide qui apparâıt au seuil de l’instabilité primaire pour Ri < −0.156). Le nombre
de Strouhal des oscillations rapides est environ St = 0.1, la période des oscillations lentes
est d’environ 400 unités de temps (St = 0.0025). L’aspect hélicöıdal du mode lié à la valeur
propre rapide est visible dans Fig. 4.41c, où des structures de vorticité, ayant la forme d’une
hélice, sont montrés. Il faut remarquer que malgré une ressemblance entre les Figs. 4.33a
et Fig. 4.41b, les origines des régimes XV et XIX sont différentes. Dans le régime XV, les
rotations du plan de symétrie résultent du couplage entre les modes stationnaires et oscillants,
ce qui se confirme par le fait que dans le modèle faiblement non–linéaire, aucune valeur
propre lente n’a été envisagée. De plus, en comparant les structures des représentations
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Fig. 4.41 – Régime avec deux modes hélicöıdaux (rapide et lent) à Ri = −0.13, Re = 190
et Pr = 7. (a) Evolution temporelle des composantes du coefficient de portance Cx (bleu)
et Cy (vert), (b) projection du CL sur le plan (Cx, Cy) et (c) isosurfaces de vorticité axiale
(ωz = ±0.1).

tridimensionnelles de la Fig. 4.33c,d et de la Fig. 4.41c, le régime XV présente un plan de
symétrie (qui tourne lentement), alors que le régime XIX est clairement hélicöıdal.

(XX) – Sillage oscillant latéralement (Pr = 7) Ce régime assure la transition entre
le régime plan avec détachement tourbillonnaire et valeur moyenne de CL nulle (existant
dans les Ri plus négatifs) et le régime oscillant autour d’une valeur moyenne de CL non–
nulle (existant dans les Ri moins négatifs). Dans le plan (Cx, Cy), la projection du coeffi-
cient de portance a la forme d’ellipses (voir Fig. 4.42b), caractérisées par la fréquence rapide
(St ≈ 0.1), ellipses dont le rapport d’aspect des deux axes principaux change et qui oscillent
latéralement dans une plage de certains angles (elles ne font plus de rotations complètes
autour de l’axe de l’écoulement). Aux moments où l’ellipse est “mince” (un grand rapport
d’aspect des deux axes principaux), le sillage présente un plan de symétrie approximatif (voir
Figs. 4.42c).

La fréquence lente dans le sillage évolue entre la fréquence de la bifurcation de Hopf lente
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Fig. 4.42 – Simulation à Ri = −0.15, Re = 210 et Pr = 7. (a) Evolution temporelle
des composantes du coefficient de portance Cx (bleu) et Cy (vert), donnant une idée de la
période longue dans l’écoulement (deux périodes sont affichées), (b) projection du CL sur
le plan (Cx, Cy) et (c) isosurfaces de vorticité axiale (ωz = ±0.15) présentant une symétrie
plane temporaire.

(la fréquence de St ≈ 0.003 dans les régimes XVIII et XIX), visible dans Fig. 4.42a, et une
fréquence de St ≈ 0.01 (une période trois fois plus courte), visible dans Fig. 4.43a à droite.
Pour certains paramètres Ri et Re, les projections du CL sur le plan (Cx, Cy) ressemblent
aux motifs des figures de Lissajous (c.f. Fig. 4.43b à droite).

Sur le bord situé en haut et à gauche du sous–domaine d’existence du régime XX, une
deuxième fréquence, se trouvant entre celle de la bifurcation de Hopf lente et celle des oscil-
lations rapides, apparâıt et la projection du coefficient de portance se remet à tourner (voir
Fig. 4.44b). Ceci est clairement la dernière étape avant le régime chaotique. Néanmoins, l’as-
pect quasi–périodique de l’évolution temporelle de Cx et Cy de la Fig. 4.44a nous empêche
de classer ce régime en tant que chaotique. La nouvelle fréquence est visiblement compa-
rable à la fréquence sous–harmonique observée dans les régimes VII et XXII (voir la section
suivante).
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Fig. 4.43 – Simulation à Pr = 7 et Ri = −0.15, Re = 220 (colonne de gauche), Ri = −0.13,
Re = 240 (colonne de droite). (a) Evolution temporelle des composantes du coefficient de
portance Cx (bleu) et Cy (vert), (b) projection du CL sur le plan (Cx, Cy) et (c) isosurfaces
de vorticité axiale (ωz = ±0.1).
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Fig. 4.44 – Simulation à Ri = −0.1, Re = 270 et Pr = 7. (a) Evolution temporelle des
composantes du coefficient de portance Cx (bleu) et Cy (vert), (b) projection du CL sur le
plan (Cx, Cy).

(XXI) – Sillage oscillant latéralement (Pr = 0.72) A Pr = 0.72, des régimes similaires
aux régimes XX (régimes caractérisés par une période extrêmement longue) ont été trouvés
dans une région restreinte du plan Ri−Re (notamment, à Ri = −0.1 et Re = 230 et 240). A
Re = 230, la période atteint 1100 unités de temps en raison du basculement du coefficient de
trâınée entre les demi–plans Cx > 0 et Cx < 0 (voir Fig. 4.45). A Re = 240, ce changement de
demi–plan prédominant n’existe plus, la période s’établie alors à environ 550 unités de temps.
Malgré une ressemblance marquante avec les régimes XX à Pr = 7, il n’est pas évident que
l’origine des deux dynamiques soit la même.

(XXII) – Détachement tourbillonnaire quasi–périodique avec un plan de symétrie
et une valeur moyenne de CL nulle) A Pr = 0.72, ce régime n’a été trouvé que dans
une région de Ri modérés, entre Ri = −0.09 et Ri = −0.17, tandis que, à Pr = 7, la
région d’existence d’un tel régime est décalée vers les nombres de Richardson plus négatifs
(entre Ri = −0.17 et Ri = −0.4). Ce régime est similaire au régime périodique avec une
symétrie plane et une valeur moyenne de CL non–nulle (VII). L’aspect de l’écoulement est
montré pour les deux nombres de Prandtl dans Fig. 4.46 (à comparer avec la Fig. 4.32b),
l’évolution temporelle du coefficient de portance avec le spectre correspondant sont montrés
dans Fig. 4.47a et b, respectivement. La fréquence rapide est celle du régime périodique
(St ≈ 0.1) ; la première fréquence sous–harmonique correspond à St ≈ 0.03 et une deuxième
fréquence sous–harmonique, visible dans le spectre de la Fig. 4.47b et correspondant à une
période de 70 unités de temps (c.f. Fig. 4.47a), est caractérisée par un St = 0.012.
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Fig. 4.45 – Simulation à Ri = −0.1, Re = 230 et Pr = 0.72. (a) Evolution temporelle des
composantes du coefficient de portance Cx (bleu) et Cy (vert), (b) projection du CL sur le
plan (Cx, Cy).

(a) (b)

Fig. 4.46 – Détachement tourbillonnaire quasi–périodique avec une valeur moyenne de CL

nulle à (a) Ri = −0.15, Re = 200 et Pr = 0.72, (b) Ri = −0.2, Re = 200 et Pr = 7,
représenté en terme d’isosurfaces de vorticité axiale à un niveau ωz = ±0.2.

4.3.5 Coefficient de trâınée et de portance, nombre de Nusselt

Comme dans la section 4.2.5, concernant l’écoulement assistant, la présente section porte
sur les caractéristiques dynamiques de l’écoulement (coefficients de trâınée et de portance)
et thermiques (nombre de Nusselt).



4.3. ECOULEMENT OPPOSANT 109

(a)

200 250 300 350 400 450 500
−0.06

−0.04

−0.02

0

0.02

0.04

0.06

t

C
L

(b)

0 0.05 0.1 0.15 0.2
0

50

100

150

200

250

St

a
b
s
[F
F
T
(C

L
)]

Fig. 4.47 – (a) Coefficient de portance (dans le plan des oscillations) vs. temps à Pr = 0.7,
Ri = −0.2 et Re = 200, (b) transformation de Fourier correspondante.

Coefficient de trâınée

Fig. 4.48 montre l’influence du nombre de Reynolds sur le coefficient de trâınée CD, dé-
fini par l’équation (4.26), pour certaines valeurs de Ri. Contrairement au cas de l’écoulement
assistant, le CD décrôıt avec |Ri| pour un Re constant en écoulement opposant. Ce com-
portement est dû aux forces de flottabilité près de la sphère qui ont tendance à compenser
les forces d’inertie et à diminuer ainsi la chute de pression, responsable de la trâınée. Aux
mêmes paramètres Ri et Re, le coefficient de trâınée est plus faible à Pr = 0.72 qu’à Pr = 7.
Le changement de pente sur les courbes lorsqu’un écoulement subit une bifurcation régulière
(au seuil de l’instabilité primaire) est presque invisible, contrairement au cas où c’est une
bifurcation de Hopf qui brise l’axisymétrie – le coefficient de trâınée est renforcé par rapport
au régime axisymétrique. Au seuil de la bifurcation de Hopf secondaire, le changement de
pente est à nouveau presque négligeable. Les changements de pente sont visibles dans les
détails des deux graphes de la Fig. 4.48.

Coefficient de portance

Fig. 4.49 montre l’influence du nombre de Reynolds sur la valeur moyenne du coefficient
de portance pour certaines valeurs de Ri. Le coefficient de portance est défini par l’équation
(4.27). Par cette définition, la valeur moyenne de CL des régimes XVI et XX est nulle, ainsi
que celle des régimes chaotiques et tournants (ces régimes ne sont donc pas tracés dans
Fig. 4.49). Tandis qu’à Pr = 0.72, la valeur moyenne de CL décrôıt avec |Ri|, le contraire
est observé à Pr = 7. Le maximum est atteint, pour les deux nombres de Prandtl, à un Re
légèrement supérieur à Re2 (seuil de la bifurcation de Hopf).

Afin de compléter les caractéristiques de la portance, la valeur de l’écart RMS du co-
efficient de portance, défini par l’équation (4.28), est montrée dans Fig. 4.50. La tendance
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globale est que la valeur de l’écart RMS de CL crôıt avec le Re pour un Ri constant.

Nombre de Nusselt

L’influence du nombre de Reynolds sur le nombre de Nusselt (défini par l’équation (4.5))
pour certains Ri sélectionnés est tracée dans Fig. 4.51. Par souci de clarté, seuls deux cas
extrêmes ont été tracés dans les graphes (Ri = 0 et Ri = −0.2). On peut remarquer que la
variation du Nu en fonction du Ri pour un Re = const. est plus importante à Pr = 0.72
qu’à Pr = 7. A Pr = 7, le transfert de chaleur par advection est beaucoup plus important
qu’à Pr = 0.72, où la diffusion de la chaleur joue un rôle non–négligeable. A Pr = 0.72,
le nombre de Nusselt dépend du régime d’écoulement – d’un régime à l’autre, l’épaisseur
de la couche limite change et influence ainsi la conduction de la chaleur. Contrairement au
cas de l’écoulement assistant, le nombre de Nusselt décrôıt avec |Ri| pour un Re constant,
la raison étant que les forces de flottabilité ont tendance à augmenter l’épaisseur la couche
limite et à défavoriser ainsi le transfert thermique par conduction (ce comportement est juste
mentionné ici car il n’est visible qu’à Pr = 0.72). Aucun changement important de pente
n’est visible près de la frontière entre les régimes axisymétriques et tridimensionnels (une très
légère baisse de la pente du nombre de Nusselt pour un Re > Re1 est néanmoins perceptible
dans les graphes).
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Fig. 4.48 – Valeurs du coefficient de trâınée en fonction de Re à Ri =
0,−0.05,−0.1,−0.15,−0.2 et −0.25 pour les deux nombres de Prandtl considérés. Les détails
dans le coin en haut à droite montrent le changement de pente lorsqu’une instabilité primaire
de type bifurcation de Hopf s’installe. Les flèches indiquent un |Ri| croissant.
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Fig. 4.49 – Valeurs moyennes du coefficient de portance en fonction de Re aux nombres de
Ri sélectionnés.
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Fig. 4.50 – Valeurs RMS du coefficient de portance.
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Fig. 4.51 – Nombre de Nusselt en fonction de Re pour Ri = 0 et −0.2 pour les deux nombres
de Prandtl.



4.4. ECOULEMENT OPPOSANT – GRANDS |RI| 115

4.4 Ecoulement opposant – grands |Ri|

Dans une investigation numérique récente, Mograbi & Bar-Ziv (2005a) ont étudié l’écou-
lement autour d’une sphère fixe chauffée en écoulement opposant pour de très faibles nombres
de Reynolds et des nombres de Richardson inférieurs à −1. Les simulations axisymétriques
ont révélé une zone de recirculation en amont de la sphère (c.f. Fig. 1.6) qui, semble-t-il,
remplit tout le domaine numérique, indépendamment de sa taille. L’écoulement près de la
sphère est un écoulement de convection naturelle pure (la direction des forces de flottabilité
étant opposée à celle de l’écoulement forcé) ; le panache thermique étant renversé, la force
de trâınée devient négative.

Dans la présente section, nous présentons des simulations pleinement tridimensionnelles
réalisées à Re = 1 et Ri < −1 afin de démontrer qu’en abandonnant l’hypothèse restrictive
de l’axisymétrie, l’écoulement devient tridimensionnel et présente une zone de recirculation
de taille physique. Le phénomène du retournement de l’écoulement près de la sphère est
également étudié pour d’autres nombres de Reynolds, la méthode utilisée consistant à se
placer à un Re constant (correspondant à une vitesse d’écoulement extérieur constante) et à
augmenter progressivement le chauffage (ce qui se traduit par une augmentation de la valeur
absolue du nombre de Richardson). Les nombres de Reynolds considérés sont Re = 1, 10 et
100, le nombre de Prandtl était celui de l’air (Pr = 0.72).

4.4.1 Re = 1

Malgré la valeur extrêmement faible du nombre de Reynolds, il a été montré qu’en aug-
mentant le nombre de Richardson vers |Ri| > 1, l’écoulement devient tridimensionnel (via
une bifurcation de Hopf) lorsque le panache thermique inverse le sens de l’écoulement près
de la sphère. La valeur du coefficient de trâınée devient brusquement négative. Néanmoins,
comme la chute du CD a été observée alors que l’écoulement était encore axisymétrique, le
changement de signe du coefficient de trâınée et l’apparition d’un panache thermique inversé
par rapport à la direction de l’écoulement extérieur, sont donc deux phénomènes indépen-
dants.

Afin de capter le moment où le CD devient négatif, une plage de Ri entre Ri = −0.9
et Ri = −1 a été balayée avec un pas ∆Ri = 0.01. Pour mettre en évidence un éventuel
phénomène d’hystérésis, la plage de Ri a été balayée dans les deux sens – de Ri = −1 vers
Ri = −0.9 et vice versa. L’évolution du CD en fonction de |Ri| est tracée dans Fig. 4.52a (au-
cun phénomène d’hystérésis n’a été observé ici). Le changement de signe du CD est brusque,
apparâıt alors que l’écoulement est encore axisymétrique et est accompagné par la formation
d’une zone de recirculation en aval de la sphère, dont la longueur Lr/d en fonction de |Ri|
est tracée dans Fig. 4.52b. Fig. 4.52c montre l’évolution de l’angle de séparation Φs, mesuré
à partir du point d’arrêt aval. A Ri = −1, la longueur de la zone de recirculation atteint
déjà plus de 20 diamètres de la sphère ; c’est à ce moment que la couche limite commence
à se détacher de la surface amont de la sphère (à Ri = −0.99, l’angle de séparation vaut
encore 178.7◦, alors que, à Ri = −1, le panache inverse existe déjà. Fig. 4.53a et b montrent,
respectivement, un profil de vitesse axiale adimensionnée u et de pression adimensionné p
sur l’axe de l’écoulement pour Ri = −0.9 et Ri = −1. A Ri = −0.9, la couche limite est
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Fig. 4.52 – (a) Coefficient de trâınée en fonction de la valeur absolue du nombre de Richard-
son, (b) évolution de la longueur de recirculation en aval de la sphère et (c) évolution de
l’angle de séparation de la couche limite en fonction de |Ri|. Dans toutes les simulations,
Re = 1.

encore attachée et une petite zone de recirculation en aval de la sphère apparâıt. A Ri = −1,
la vitesse axiale devient négative même en amont de la sphère, ce qui signifie que la sphère
est noyée entièrement dans la zone de recirculation. La pression sur la face aval de la sphère
est élevée à cause du fluide recirculant et le gradient négatif de la pression est responsable
du coefficient de trâınée négatif.

La taille de la zone de recirculation en amont de la sphère crôıt rapidement avec |Ri| et,
à Ri = −1.2, sa longueur atteint déjà 78 diamètres. Le maximum de la vitesse axiale est de
1.46 v∞ sur l’axe de l’écoulement (la vitesse ayant la direction opposée à celle de la vitesse
uniforme extérieure v∞). Le coefficient de trâınée aux mêmes paramètres vaut CD = −35.
L’écoulement axisymétrique à Ri = −1.2 est toujours stable ; néanmoins, à Ri ≈ −1.35,
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Fig. 4.53 – Profils de vitesse axiale (a) et de pression (b) sur l’axe de l’écoulement à Ri = −0.9
(à gauche) et à Ri = −1 (à droite).

l’écoulement subit une bifurcation de Hopf (celle de l’instabilité primaire pour Ri < −0.133
à Pr = 0.72 et pour Ri < −0.098 à Pr = 7). Les évolutions temporelles des composantes
du coefficient de portance Cx et Cy sont montrées dans Fig. 4.54a, celle du coefficient de
trâınée est montrée dans Fig. 4.54b. Les oscillations du CL sont quasi–planes ; néanmoins,
une composante très faible du coefficient de portance perpendiculaire au plan de symétrie
(approximativement) est présente et ne s’atténue pas avec le temps. La valeur moyenne du
CD est supérieure à celle de l’écoulement axisymétrique (marqué par un trait interrompu dans
Fig. 4.54b). A part une symétrie plane imparfaite, la différence principale entre la bifurcation
de Hopf décrite dans les sections 4.2.2 et 4.3.2 et celle à Ri ≈ −1.35 et Re = 1 concerne le
nombre de Strouhal qui est très faible (la période de l’écoulement de la Fig. 4.54 est de 327
unités de temps, ce qui correspond à St = 0.0031).
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Fig. 4.54 – Evolution temporelle de Cx et Cy (a) et de CD (b) à Ri = −1.5 et Re = 1. La
ligne interrompue représente le coefficient de trâınée d’une simulation axisymétrique.

En traçant l’isosurface de vitesse axiale u = 0 en régime axisymétrique et en régime
tridimensionnel, Figs. 4.55a et b représentent la taille de la recirculation autour de la sphère,
respectivement, à Ri = −1.5 et Re = 1. La taille de la zone de recirculation en amont a été
divisée approximativement par 2 en passant d’une simulation axisymétrique à une simulation
tridimensionnelle. Les dimensions de la sphère sont négligeables par rapport à la taille de la
zone de recirculation : la sphère joue donc le rôle d’une simple source de chaleur ponctuelle.
Une observation intéressante a été faite : si l’on multiple le nombre de Strouhal (St = 0.0031)
par 50, ce qui est la taille transversale de la zone de recirculation, on obtient le nombre de
Strouhal St = 0.155 qui est du même ordre que le nombre de Strouhal au seuil de l’instabilité
primaire à Ri = −0.15 et Re = 170 (brisure de l’axisymétrie due à l’inertie de l’écoulement
extérieur). Comme il a déjà été constaté dans les sections précédentes, la présence de vorticité
axiale est un bon indicateur de la tridimensionalité de l’écoulement. Fig. 4.56 montre des
isosurfaces de la vorticité axiale à Ri = −0.15 et Re = 170. L’écoulement présente, avec ces
paramètres, un détachement tourbillonnaire à très grande échelle spatiale.

A Ri = −1.5, l’extension de la zone de recirculation en amont de la sphère dans les
simulations tridimensionnelles est pratiquement constante (c.f. Figs. 4.55b). A Ri = −2, la
recirculation s’étend plus loin en amont de la sphère mais, cette fois–ci, elle oscille entre les
valeurs −120 d et −60 d.

A un nombre de Reynolds aussi bas, la diffusivité thermique est importante et la chaleur
est transférée principalement par conduction. Le nombre de Nusselt est donc indépendant
du régime d’écoulement et reste proche de Nu = 2.1 dans toutes les simulations à Re = 1 et
Ri entre −0.9 et −2. La forme des isosurfaces de la température est donc sphérique avec le
centre qui cöıncide avec celui de la sphère.
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(a)

(b)

Fig. 4.55 – Isosurface de vitesse axiale au niveau u = 0 à Ri = −1.5 et Re = 1. (a)
Ecoulement axisymétrique, (b) deux figures distantes d’une demi–période d’une simulation
tridimensionnelle.

Fig. 4.56 – Isosurfaces de la vorticité axiale au niveau ωz = ±0.02 à Ri = −1.5 et Re = 1.
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Fig. 4.57 – Deux branches de la solution axisymétrique stable à Re = 10.

4.4.2 Re = 10

A Re = 10, l’investigation du changement de signe du coefficient de trâınée et du retour-
nement du panache est effectuée entre Ri = −0.5 et Ri = −1. La solution axisymétrique
a été obtenue pour des nombres de Richardson entre −0.5 et −0.8 avec un pas ∆Ri = 0.1.
Un phénomène d’hystérésis a été observé, ce qui se traduit par la coexistence de deux solu-
tions axisymétriques stables à Ri = −0.5,−0.6 et −0.7 (voir Fig. 4.57). La branche du haut
cesse d’être stable entre Ri = −0.7 et Ri = −0.8, i.e. la solution, instable même en forçant
l’axisymétrie du problème, rejoint la solution axisymétrique de la branche du bas. L’analyse
de stabilité linéaire montre que les solutions se trouvant sur la branche du haut sont toutes
stables, même par rapport aux perturbations du sous–espace azimutal m = 1. La branche
du bas a été trouvée stable jusqu’à Ri− 0.8, où une analyse de stabilité linéaire donne une
valeur propre complexe instable dans le sous–espace m = 1. Les solutions se trouvant sur la
branche du haut sont caractérisées par l’existence d’une zone de recirculation en aval de la
sphère et par une couche limite attachée (le coefficient de trâınée étant alors positif), alors
que les solutions sur la branche du bas présentent un détachement de la couche limite avant
même le point d’arrêt amont et une large zone de recirculation allant jusqu’à 84 diamètres
en amont de la sphère à Ri = −0.5 et 114 diamètres à Ri = −0.8. Le coefficient de trâınée
est négatif sur la branche de bas. Le phénomène d’hystérésis dans le sous–espace m = 0 peut
être décrit de la façon suivante. Si, pour une solution démarrant de la branche du haut (par
exemple à Ri = −0.5), la valeur absolue du nombre de Richardson est augmentée, la solution
reste stable jusqu’à un certain Ri qui se trouve dans l’intervalle (−0.8,−0.7). A ce Ri, la so-
lution rejoint la solution de la branche du bas. De la même manière, une solution démarrant
de la branche du bas restera stable en diminuant le |Ri| jusqu’à un certain Ri, légèrement
supérieur à Ri = −0.5. A partir de ce moment, la solution rejoint la branche du haut. La
transition entre les deux branches se passe d’une manière très rapide et est caractérisée par
un front de u = 0 se déplaçant rapidement suivant l’axe z.
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Fig. 4.58 – Isocontours de la pression (a) et de la vitesse axiale dans le plan radial–axial à
Ri = −0.7 et Re = 10.

Cependant, en raison des effets tridimensionnels, ni le phénomène d’hystérésis, ni la
grande zone de recirculation remontant jusqu’à 114 diamètres en amont de la sphère ne sont
physiques. En effet, en effectuant des simulations tridimensionnelles, il s’avère que la solution
de la branche du haut reste axisymétrique jusqu’à Ri = −0.7. A ce nombre de Richardson,
le coefficient de trâınée commence à être négatif, ce qui est dû (comme dans le cas de
Re = 1) à la grande zone de recirculation, où le fluide recirculant augmente la pression
sur la face aval de la sphère. A Ri = −0.7, l’écoulement est tout de même attaché à la
surface amont de la sphère. Des isocontours de la pression ainsi que de la vitesse axiale juste
avant la transition à la tridimensionnalité sont montrés dans Fig. 4.58. Avec une nouvelle
augmentation de |Ri| (à Ri = −0.8, par exemple), la solution de la branche du haut à
tendance à rejoindre la solution du bas, présentant une grosse recirculation en amont de la
sphère. Cette solution étant, néanmoins, instable, la zone de recirculation crôıt tout d’abord
vers l’amont, mais avant d’atteindre la distance de 114 diamètres, elle est défléchie d’une
manière tridimensionnelle de l’axe de l’écoulement et finit par être advectée vers l’aval.
Cette action se répète périodiquement et, à Re = 10 et Ri = −0.8, on obtient un écoulement
avec une alternance presque parfaitement périodique entre une solution axisymétrique avec
une croissance de la zone de recirculation et une solution tridimensionnelle d’advection de
cette zone vers l’aval de la sphère. Un tel cycle est représenté sous forme d’une séquence de
6 figures tridimensionnelles (isosurface de u = 0) dans Fig. 4.59, les instants correspondant
aux figures étant indiqués sur les tracés de l’évolution temporelle du coefficient de trâınée
(Fig. 4.60a) et du coefficient de portance (Fig. 4.60b).
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(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

Fig. 4.59 – Cycle représentant le développement axisymétrique de la zone de recirculation et
son advection tridimensionnelle en terme d’isosurfaces de la vitesse axiale nulle à Ri = −0.8
et Re = 10. Les figures 1 à 6 correspondent aux instants représentés dans Fig. 4.60, i.e. à
t = 1164, 2160, 2316, 2513, 2678 et 2802, respectivement.

Sur la figure (1), le sillage vient d’être advecté vers l’aval (des restes sont encore vi-
sibles vers la sortie du domaine) et une recirculation en aval de la sphère commence à se
développer. La solution est proche de la branche du haut de la solution axisymétrique et
le coefficient de trâınée est relativement faible. Durant cette phase du développement de la
zone de recirculation, l’écoulement est axisymétrique et le coefficient de portance est donc
nul. Au point (2), la recirculation atteint presque la sortie du domaine et la recirculation en
amont de la sphère commence à se développer à son tour (point 3). Le coefficient de trâınée
atteint sont maximum (en valeur absolue). Au point (4), la recirculation en aval de la sphère
se détache de la sphère et est advectée vers la sortie du domaine. La recirculation en amont
atteint sa distance maximale d’environ 40 diamètres. Jusqu’à ce point, l’écoulement reste
axisymétrique. Entre les points (4) et (5), la recirculation en amont de la sphère commence
à se défléchir de façon tridimensionnelle, les fluctuations dans la direction radiale atteignant
leurs maxima au point (5). La zone de recirculation amont s’éloigne de l’axe de l’écoulement
(où elle se trouvait maintenue en place par le panache thermique du fluide chaud remontant
vers l’amont) avant d’être advectée vers l’aval (6). Ensuite, le cycle recommence.

La répétition des “éclats” tridimensionnels n’est pas exactement périodique, comme le
montre la Fig. 4.61a où plusieurs éclats sont affichés au cours d’une longue simulation. Le
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Fig. 4.60 – Coefficient de trâınée (a) et coefficient de portance (b) tracés dans un intervalle
de t correspondant à l’intervalle de la Fig. 4.59. Les instants où les clichés de la Fig. 4.59 ont
été pris sont marqués par des cercles numérotés de 1 à 6.
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Fig. 4.61 – Ri = −0.8, Re = 10. (a) Evolution temporelle de la composante Cx du coefficient
de portance, (b) projection de CL sur un plan perpendiculaire à l’axe de l’écoulement pendant
la durée du dernier éclat de (a). La simulation commençant avec une perturbation symétrique
par rapport au plan zOy, seule la composante Cx du coefficient de portance est visible au
début de la simulation. Néanmoins, progressivement, le plan de symétrie devient instable
et la force de portance évolue librement dans un plan perpendiculaire à la direction de
l’écoulement.

temps entre deux éclats varie légèrement, ainsi que la forme même des éclats. Pendant un
éclat, l’écoulement ne présente aucun plan de symétrie (voir Fig. 4.61b où la projection du
coefficient de portance sur le plan (Cx, Cy) est tracée pour le dernier éclat de la Fig. 4.61a).
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Fig. 4.62 – (a) Evolution temporelle de la composante Cx du coefficient de portance, (b)
celle du coefficient de trâınée à Ri = −1 et Re = 10.

Finalement, une simulation a été effectuée à Ri = −1. Malgré des forces de flottabilité
plus importantes (par rapport à Ri = −0.8), la recirculation en amont de la sphère atteint
une distance maximale de seulement 30 diamètres environ. L’écoulement est déjà clairement
chaotique et tridimensionnel en permanence, comme le montrent les évolutions temporelles du
coefficient de trâınée et de portance dans Fig. 4.62. Fig. 4.63 montre l’aspect tridimensionnel
de l’écoulement au moment où la recirculation en amont de la sphère est advectée vers l’aval.

Les longues échelles temporelles et spatiales dans l’écoulement prouvent que la sphère
continue à jouer le rôle d’une source de chaleur ponctuelle.

(a)
(b)

Fig. 4.63 – (a) Isosurface de vitesse axiale au niveau u = 0, (b) isosurfaces de vorticité axiale
au niveau ωz = ±0.06 à l’instant t = 1481 de la Fig. 4.62.
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4.4.3 Re = 100

Contrairement aux cas Re = 1 et Re = 10, les premières étapes de la transition à
Re = 100 sont dues à l’inertie de l’écoulement extérieur. Cependant, les effets de flottabi-
lité continuent à influencer de manière significative le scénario de transition. A Re = 100,
l’axisymétrie est brisée via une bifurcation de Hopf à Ri ≈ −0.25, le nombre de Strou-
hal au seuil de l’instabilité primaire valant St ≈ 0.07. Entre Ri = −0.25 et Ri = −0.6,
l’écoulement oscille périodiquement avec un plan de symétrie, déterminé par les conditions
initiales, et présente un détachement tourbillonnaire (une allée de Von-Kármán est établie).
A Ri = −0.4, le sillage est dominé par une fréquence correspondant au nombre de Strouhal
0.0732. L’écoulement étant devenu tridimensionnel via une bifurcation de Hopf, la valeur
moyenne de la force de portance est nulle. Ce régime correspond qualitativement à celui
décrit dans la section 4.3.4 et numéroté IV. A Ri = −0.6, le plan de symétrie est brisé et
une deuxième fréquence, 5.5 fois plus petite que celle des oscillations primaires (St = 0.063
à Ri = −0.6), s’installe dans l’écoulement. Ce régime a été numéroté XVII dans la section
4.3.4 et a été caractérisé comme étant la dernière étape avant que l’écoulement ne devienne
chaotique. Fig. 4.64 montre la dépendance de certaines quantités, caractérisant la dynamique
du sillage (la valeur moyenne et la valeur RMS du coefficient de trâınée, la valeur RMS du
coefficient de portance), en fonction de |Ri|.

A Ri = −0.8, l’écoulement devient chaotique. Le coefficient de portance est toujours
dominé par la fréquence correspondant à St ≈ 0.07 ; cependant, la projection de CL sur
un plan perpendiculaire à l’axe de l’écoulement révèle un comportement chaotique sans
aucune périodicité (c.f. Fig. 4.65a). Les fluctuations du coefficient de trâınée augmentent
et une périodicité d’environ 300 unités de temps commence à être visible sur l’évolution
temporelle de CD (c.f. Fig. 4.65b), ce qui indique un effet croissant de la convection naturelle.
L’écoulement reste néanmoins attaché à la surface de la sphère (c.f. Fig. 4.66a) et le sillage
présente des structures chaotiques, amplifiées par la convection naturelle (Fig. 4.66b).

A Ri = −1.1, les fluctuations du coefficient de portance ont légèrement diminué par
rapport à Ri = −0.8 (c.f. Fig. 4.64c), alors que les fluctuations du coefficient de trâınée
ont considérablement augmenté (c.f. Fig. 4.64b). L’échelle de temps caractéristique des fluc-
tuations de CD a diminué à 120 unités de temps, environ. La projection du coefficient de
portance sur le plan (Cx, Cy) est montrée dans Fig. 4.67a, et l’évolution temporelle du co-
efficient de trâınée est montrée dans Fig. 4.67b. Le coefficient de trâınée, grâce aux grandes
fluctuations, franchit parfois légèrement l’axe CD = 0 ; néanmoins, sa valeur moyenne reste
positive (c.f. Fig. 4.64a). Ce comportement est dû aux forces de flottabilité qui deviennent de
plus en plus grandes et induisent une grande zone de recirculation en aval de la sphère. Le
fluide recirculant dans cette zone “tape” la face aval de la sphère, ce qui a pour conséquence
de diminuer la trâınée. L’écoulement reste toujours attaché à la surface de la sphère, même
pendant les “excursions” du CD vers les valeurs négatives (voir Fig. 4.68).

A Ri = −1.2, la valeur moyenne du coefficient de trâınée devient enfin négative, ce qui
est accompagné par un changement important au sein de l’écoulement – les forces de flotta-
bilité sont suffisamment fortes pour inverser le sens de l’écoulement près de la sphère et un
panache thermique en amont de la sphère apparâıt (la couche limite n’est plus attachée à la
surface de la sphère). Néanmoins, ce panache thermique est très instable vis–à–vis de l’écou-
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Fig. 4.64 – (a) Valeur moyenne du coefficient de trâınée, (b) valeur RMS du coefficient de
trâınée et (c) valeur RMS du coefficient de portance en fonction de |Ri| pour Re = 100.

lement extérieur et est périodiquement advecté vers l’aval, ce qui est accompagné par une
nette augmentation des fluctuations des coefficients de trâınée et de portance (c.f. Figs. 4.64b
et 4.64c). Fig. 4.69a montre la projection du coefficient de portance sur le plan (Cx, Cy),
Fig. 4.69b l’évolution temporelle du coefficient de trâınée. On observe de longues périodes de
faibles fluctuations d’une amplitude comparable aux cas des |Ri| inférieurs déjà présentés
interrompues, d’une manière irrégulière et assez rarement, par des pics de valeurs signifi-
cativement négatives. Fig. 4.70 montre l’isosurface de la vitesse axiale nulle à deux instants
correspondant aux fluctuations extrêmes du coefficient de trâınée. Le régime à Re = 100 et
Ri = −1.2 peut être alors considéré comme une transition entre les régimes ne présentant
pas de détachement de la couche limite et les régimes avec un panache thermique en amont
de la sphère (qui peut, néanmoins, être advecté vers l’aval, c.f. le prochain paragraphe). Le
caractère intermédiaire est également visible sur les courbes de la Fig. 4.64.
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Fig. 4.65 – (a) Projection du coefficient de portance sur le plan (Cx, Cy), (b) évolution
temporelle du coefficient de trâınée à Ri = −0.8 et Re = 100.

A Ri = −1.4, la formation périodique de la zone de recirculation en amont de la sphère
est déjà bien fréquente. Les fluctuations du coefficient de trâınée atteignent leur maximum
et les amplitudes des fluctuations du coefficient de portance sont comparables à celles de CD

(voir Fig. 4.71). La périodicité des grandes fluctuations du coefficient de trâınée a diminué
pour atteindre environ 100 unités de temps. Afin de décrire en détail le cycle de formation
du panache thermique en amont de la sphère et son advection en aval, une séquence de
figures avec des isosurfaces de vitesse axiale nulle prises à différents instants de la simulation
à Ri = −1.4 est montrée dans Fig. 4.72. Cette séquence correspond à la dernière grande
fluctuation du coefficient de trâınée de la Fig. 4.71b. Les numéros des figures sont affichés
également dans Figs. 4.73a et b aux instants t appropriés.

La première étape de la séquence (entre le début de l’animation et le point (1) dans
Fig. 4.73) correspond à une diminution rapide du coefficient de portance et à une augmen-
tation du coefficient de trâınée pendant une durée de 2.3 unités de temps. Dans la figure
(1), le coefficient de trâınée est maximal et les structures de vitesse axiale négative sont en
train d’être advectées vers la sortie du domaine (la sphère est presque entièrement visible).
La figure (2) montre une étape de décroissance continue de CD, la force de portance étant
quasi–nulle à cet instant (l’écoulement est presque axisymétrique près de la sphère). Une zone
de recirculation est en train de se former en aval de la sphère, la face amont de la sphère
étant toujours visible, ce qui indique une absence de recirculation en amont. La dernière est
en train de se développer dans la figure (3), ce qui induit une forte décroissance du coefficient
de trâınée entre les points (3) et (4). Simultanément, le panache thermique est dévié de la
direction axiale, ce qui induit une augmentation du coefficient de portance. Dans la figure
(4), la recirculation atteint sa distance maximale en amont de la sphère. Cette distance est
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Fig. 4.66 – (a) Isosurface de la vitesse axiale au niveau u = 0, (b) isosurfaces de vorticité
axiale au niveau ωz = ±0.15 à l’instant t = 1667 de la Fig 4.65.
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Fig. 4.67 – (a) Projection du coefficient de portance sur le plan (Cx, Cy), (b) évolution
temporelle du coefficient de trâınée à Ri = −1.1 et Re = 100.

néanmoins assez modérée (2 diamètres approximativement). Le coefficient de trâınée atteint
son minimum. Dans la figure (5), la bulle de recirculation se trouvant à l’aval de la sphère est
advectée, ce qui correspond à une augmentation momentanée de CD dans Fig. 4.73b. Néan-
moins, une autre recirculation est en train de se former (plus petite que la première) autour
de la sphère et le coefficient de trâınée rechute(6). Cette bulle de recirculation secondaire
finit également par être advectée vers la sortie. Figure (7) montre les restes des structures
de vitesse axiale négative advectées vers la sortie du domaine et le cycle (non–périodique)
recommence dans la figure (8), où une zone de recirculation en aval de la sphère, presque
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(a) (b)

Fig. 4.68 – Isosurface de vitesse axiale nulle à l’instant (a) t = 1063 (CD minimal), (b)
t = 1964 (CD maximal) de la simulation de la Fig. 4.67b.
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Fig. 4.69 – (a) Projection du coefficient de portance sur le plan (Cx, Cy), (b) évolution
temporelle du coefficient de trâınée à Ri = −1.2 et Re = 100.

axisymétrique, est en train de se former.
Fig.4.74 aide à interpréter les structures de la Fig. 4.72 délimitées par l’isovaleur de la
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(a) (b)

Fig. 4.70 – Isosurface de vitesse axiale nulle à l’instant (a) où CD est minimal (négatif), (b)
où CD est maximal (positive) dans la simulation de la Fig. 4.69b.
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Fig. 4.71 – (a) Projection du coefficient de portance sur le plan (Cx, Cy), (b) évolution
temporelle du coefficient de trâınée à Ri = −1.4 et Re = 100.

vitesse axiale nulle. Dans Fig.4.74, une isosurface de u = 0 (a) est montrée à côté de l’isosur-
face de température T = 0.03 (b), ce qui correspond à 3% de la valeur de la température sur
la surface de la sphère. Les structures dans les deux figures se ressemblent, ce qui indique
que l’isosurface de vitesse axiale nulle délimite, approximativement, la région du fluide chaud
(un panache thermique).

La dynamique du panache thermique à Ri = −1.4 est chaotique et relativement com-
pliquée ; néanmoins, l’extension des régions de vitesse axiale négative ne dépasse jamais 2



4.4. ECOULEMENT OPPOSANT – GRANDS |RI| 131

diamètres en amont de la sphère et 3 diamètres dans la direction radiale. Dans ce cas, un
domaine s’étendant à 25 diamètres en amont de la sphère et 25 diamètres latéralement est
largement suffisant, ce qui est prouvé dans Fig. 4.75 par l’affichage de l’isosurface u = 0.9
(correspondant à 90% de la vitesse à l’entrée du domaine).

A Ri = −3, la valeur moyenne du coefficient de trâınée est déjà négative et ses fluctuations
sont moins importantes qu’à Ri ≈ −1.5. L’écoulement est plus chaotique qu’à Ri = −1.4 et la
répétition du cycle, illustrée dans Fig. 4.77, est moins évidente (voir Fig. 4.76). Une séquence
de figures avec des isosurfaces de vitesse axiale nulle durant un intervalle qui correspond
approximativement à un cycle de formation–advection d’un panache thermique est montrée
dans Figs. 4.77 et 4.78.

Les effets turbulents empêchent la formation du panache thermique sur l’axe de l’écou-
lement et ce dernier s’étend alors latéralement jusqu’à une distance de 6 diamètres de l’axe
de l’écoulement. A cette distance, les effets convectifs n’ont plus d’influence et les structures
de recirculation isolées sont facilement advectées vers l’aval. En raison de cette dispersion
spatiale des structures convectives, le panache thermique remonte à seulement 8 diamètres
en amont de la sphère malgré le fait que, à Ri = −3, les effets dus à la convection naturelle
soient trois fois plus importants que ceux liés à l’inertie de l’écoulement extérieur. En com-
parant le cliché (4) de la Fig. 4.77 avec la Fig. 4.79, on remarque que le front de la convection
thermique est très raide. I.e., la distance séparant les isosurfaces de vitesse axiale u aux ni-
veaux 0.9 et 0 est seulement de 3 diamètres sur l’axe en amont de la sphère. En conséquence,
les structures convectives atteignent au maximum une distance de 10 diamètres en amont de
la sphère.
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Fig. 4.72 – Isosurfaces de vitesse axiale nulle aux instants t = 343, 363, 386, 392, 405, 419, 442
et 459 de la simulation à Ri = −1.4, Re = 100. Ces instants sont numérotés et représentés
dans Fig. 4.73.
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Fig. 4.73 – (a) Projection du coefficient de portance sur le plan (Cx, Cy), (b) évolution
temporelle du coefficient de trâınée à Ri = −1.4 et Re = 100. Les numéros correspondent
aux instants où les clichés de la Fig. 4.72 ont été pris.

(a) (b)

Fig. 4.74 – (a) Isosurface de vitesse axiale nulle, (b) isosurface de température T = 0.03
(3% au–dessus de la température du fluide extérieur) à Ri = −1.4 et Re = 100 à l’instant
t = 419.
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Fig. 4.75 – Isosurface de vitesse axiale au niveau u = 0.9 à Ri = −1.4 et Re = 100 à l’instant
t = 419.
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Fig. 4.76 – (a) Projection du coefficient de portance sur le plan (Cx, Cy), (b) évolution
temporelle du coefficient de trâınée à Ri = −3 et Re = 100.
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Fig. 4.77 – Isosurfaces de vitesse axiale nulle aux instants t = 203, 206, 219, 230, 234 et 241
de la simulation à Ri = −3, Re = 100. Ces instants sont numérotés et représentés dans
Fig. 4.78.
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Fig. 4.78 – (a) Projection du coefficient de portance sur le plan (Cx, Cy), (b) évolution
temporelle du coefficient de trâınée à Ri = −3 et Re = 100. Les numéros correspondent aux
instants où les clichés de la Fig. 4.77 ont été pris.

Fig. 4.79 – Isosurface de vitesse axiale au niveau u = 0.9 à Ri = −3 et Re = 100 à l’instant
t = 230.



Chapitre 5

Résultats – sphère libre

Comme nous l’avons vu dans le chapitre 2, le problème d’une sphère libre de température
Ts 6= Tf est régi, sous l’approximation de Boussinesq, par 4 paramètres indépendants : le
nombre de Galilée (G), le nombre de Richardson (Ri), le nombre de Prandtl (Pr) et le
rapport des masses volumiques ρs/ρf . Les moyens de calcul nécessaires à une étude dans
un espace de paramètres à 4 dimensions étant hors de notre portée, nous avons consacré
nos efforts à l’étude d’un cas particulier, à la fois atypique, par les propriétés du milieu
considéré, et présent dans la vie de ’presque’ tous les jours : la trajectoire et la fonte d’un
glaçon immergé dans de l’eau. Section 2.4 a montré l’existence d’une difficulté supplémentaire
lorsque l’on veut modéliser le déplacement d’une sphère de température T = 0◦C dans de
l’eau à température ambiante : la forte dépendance de la température sur les propriétés de
l’eau. Nous avons donc été conduits à introduire un modèle prenant en compte la dépendance
non–linéaire de la température sur la masse volumique de l’eau ρ, et les dépendances linéaires
de la température sur la viscosité cinématique ν et la diffusivité thermique κ, faisant ainsi
passer le nombre de paramètres indépendants de 4 à 7. Enfin, la prise en compte de la fonte
sphérique du glaçon introduit un 8ième paramètre : une constante liée à la chaleur latente `
de la glace.

Les deux sections suivantes présentent le comportement d’un glaçon de température uni-
forme Ts = 0◦C immergé dans de l’eau à Tf = 20◦ et à Tf = 4◦C, tout d’abord sans fusion,
puis avec une fonte qui, pour des raisons pratiques, a été maintenue sphérique. La section
concernant la sphère sans fusion a pour but d’évaluer l’effet des paramètres individuels de
la modélisation des propriétés réelles de l’eau et de voir en quoi les effets thermiques mo-
difient la trajectoire et la transition d’une sphère libre. La section concernant la sphère en
fusion présente les temps de fonte et les trajectoires suivies par un glaçon en fonction de son
diamètre initial.

Comme nous nous intéressons à présent à un cas concret (glaçon plongé dans de l’eau),
les résultats sont présentés dans la suite avec des grandeurs physiques dimensionnées (◦C
pour la température, m et mm pour les distances et les longueurs et cm/s pour la vitesse).
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5.1 Glaçon sans fusion immergé dans de l’eau ambiante

Nous nous intéressons ici à la trajectoire et à la transition d’une sphère libre de tempé-
rature uniforme Ts = 0◦C, sans fusion, immergée dans de l’eau ambiante pour laquelle nous
avons considéré deux températures différentes : une température élevée de Tf = 20◦C et une
température basse de Tf = 4◦C. En effet, en raison de l’expansion anomale de l’eau, nous
verrons que ces deux températures haute et basse changent de façon essentielle le régime
d’écoulement autour de la sphère.

Une sphère de glace à température Ts = 0◦C est plus légère que l’eau de température
Tf = 20◦C dans laquelle elle est immergée : elle a donc un mouvement ascendant tout en
étant soumise à un écoulement assistant. En effet, le fluide à 0◦C environnant la sphère
étant plus dense que le fluide ambiant à 20◦C (voir Fig. 2.4a), il descend vers le bas. Ceci
dit, dans la région comprise entre la surface de la sphère et une isosurface de température
Tf = 4◦C, la situation est un peu plus compliquée. En effet, à T = 4◦C, la masse volumique
de l’eau atteint son maximum. Ainsi, le fluide se trouvant entre cette isosurface et la sphère
est plus léger et se déplace vers le haut. Néanmoins, cette région (dans laquelle l’écoulement
est du type opposant) est négligeable par rapport à la configuration entière, et le cas d’une
sphère à Ts = 0◦C immergée dans de l’eau à Tf = 20◦C peut ainsi être considéré comme un
écoulement assistant.

La situation est différente dans le cas d’une sphère à Ts = 0◦C immergée dans de l’eau à
Tf = 4◦C. L’eau ambiante est plus dense que l’eau se trouvant au voisinage de la sphère et
dont la température est comprise entre 0 et 4◦C. Ainsi, au voisinage de la sphère, le fluide
est en ascension et la configuration est donc celle d’un écoulement opposant.

5.1.1 Glaçon sans fusion immergé dans de l’eau à 20◦C

Le seul paramètre indépendant sur lequel nous pouvons agir dans le cas d’un glaçon sans
fusion immergé dans de l’eau est le nombre de Galilée. Le faire varier revient à faire varier
le diamètre de la sphère. Tab. 2.4 montre les valeurs des 6 autres paramètres.

Afin d’évaluer l’influence de la convection mixte sur la trajectoire d’une sphère libre sans
effet thermique, différents tests ont été effectués à G = 200 (ce qui correspond à d = 4.38 mm).
Nous avons commencé par simuler la trajectoire d’une sphère sans effet thermique. Dans une
seconde étape, les effets de flottabilité ont été modélisés par une approximation de Boussinesq.
Enfin, la dépendance de la température sur les trois propriétés de l’eau a été prise en compte.
Pour ce chapitre, afin d’alléger la notation nous introduisons les symbôles suivants pour les
constantes introduites au chapitre 2 (section 2.4) afin de représenter la dépendance de la
densité de la viscosité et de la conductivité thermique en fonction de la température.
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ρ2 =
1
2

d2ρ
dT 2 (Tref )
dρ
dT (Tref )

(Ts − Tf ) (5.1)

ν1 =
1

νref

dν

dT
(Tref )(Ts − Tf ) (5.2)

κ1 =
1

κref

dκ

dT
(Tref )(Ts − Tf ) (5.3)

Chacun des paramètres ρ2, ν1 et κ1 a été introduit séparément afin d’en évaluer l’impact
sur l’écoulement. Dans le cas de la viscosité cinématique, sa dépendance en fonction de la
température a été augmentée progressivement. Finalement, une simulation complète, prenant
en compte simultanément les trois propriétés non–constantes de l’eau, a été effectuée.

Toutes les simulations ont été réalisées à G = 200 avec les paramètres correspondants
(Pr = 9.4928, Ri = 1.8972 × 10−2 et ρs/ρf = 0.91691). La condition initiale utilisée a été
dans tous les cas le régime en zig–zag établi d’une sphère sans effet thermique (voir Fig. 5.2).

Sphère sans effet thermique

A G = 200 et ρs/ρf = 0.89, Jenny (2003) rapporte un régime en zig–zag dont la trajectoire
moyenne est une ligne verticale et dont le sillage oscille périodiquement dans un plan (voir le
diagramme de la Fig. 1.8). Notre simulation à G = 200, ρs/ρf = 0.91691 sans effet thermique
a permis de retrouver le même régime. Les vitesses horizontales de la sphère ux et uy oscillent
périodiquement autour d’une valeur moyenne nulle (voir Fig. 5.1a), la vitesse d’ascension uz

oscille légèrement autour d’une valeur moyenne non–nulle (voir Fig. 5.1b), ce qui se traduit
par la trajectoire montrée dans Fig. 5.2. La trajectoire moyenne est donc une droite verticale.
Lorsque la sphère traverse cette ligne imaginaire, ses vitesses ux et uy sont maximales et la
vitesse d’ascension uz est minimale. La situation s’inverse aux extrémités de la trajectoire,
où la sphère monte avec une vitesse maximale et où les vitesses transversales sont nulles.

La séquence des 4 figures de Fig. 5.3 présente l’écoulement au cours d’une période, le
numéro des figures correspondant aux numéros inscrits à l’aide de petits cercles dans Figs. 5.2
et 5.1a. L’aspect de l’écoulement sur le cliché (1) correspond au moment où la sphère monte
verticalement – l’absence de vorticité axiale près de la sphère signifie que l’écoulement est
momentanément axisymétrique. Le cliché (2) correspond à l’instant où la vitesse transversale
est maximale, ce qui est dû au sillage tridimensionnel asymétrique. Le sillage de la sphère
montant verticalement est montré sur le cliché (3) (absence de structures tourbillonnaires
près de la sphère, les structures en aval de la sphère étant des restes de la vorticité advectée
vers la sortie). Le cliché (4) ressemble au cliché (2) : la direction du mouvement de la sphère
y est néanmoins opposée.

Approximation de Boussinesq

En considérant un nombre de Richardson Ri = 1.8972×10−2 (correspondant à un glaçon
dans de l’eau à 20◦C) et en modélisant les effets de flottabilité par l’approximation de Bous-
sinesq faisant intervenir le coefficient de dilatation de l’eau à 10◦C, on obtient une évolution
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Fig. 5.1 – (a) Vitesses horizontales ux (bleu) et uy (vert) vs. t, (b) vitesse d’ascension uz vs.
t à G = 200 et pour ρs/ρf = 0.91691, en ne considérant aucun effet thermique.
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Fig. 5.2 – Trajectoire en zig–zag.

temporelle des vitesses de la sphère comme le montre Fig. 5.4a,b et c. La trajectoire corres-
pondante est montrée dans Fig. 5.4d. L’effet de la modélisation de l’expansion volumique de
l’eau par une droite est ainsi stabilisant, car la trajectoire – en zig-zag inclinée – présente une
amplitude légèrement plus petite que la trajectoire en zig–zag verticale d’une sphère non–
chauffée. Par comparaison au régime ’zig–zag’, la particularité du comportement observé
consiste dans le fait que la vitesse n’oscille pas dans un plan fixe. Tout se passe comme si,
pendant la phase où l’écoulement redevient temporellement axisymétrique et la trajectoire
verticale, le système perdait la mémoire du plan de symétrie. En conséquence, la vitesse ho-
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(1)

(2)

(3)

(4)

Fig. 5.3 – Séquence illustrant l’écoulement dans le sillage d’une sphère non–chauffée (iso-
surfaces de vorticité axiale au niveau ωz = ±0.2). Les clichés sont pris aux instants indiqués
dans Figs. 5.2 et 5.1a. G = 200 et ρs/ρf = 0.91691.
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Fig. 5.4 – (a) Vitesses horizontales ux (bleu) et uy (vert) vs. t, (b) vitesse d’ascension
uz vs. t, (c) projection des vitesses transversales sur un plan horizontal et (d) trajectoire
correspondante à G = 200. Les effets de flottabilité sont modélisés par une approximation
de Boussinesq, le coefficient d’expansion volumique β étant une tangente à la fonction de la
Fig. 2.4a à Tref = 10◦C. ∆T = 20◦C.

rizontale forme un angle inférieur à 180 degrés ce qui fait que la trajectoire, tout en restant
en ’zig–zag’ présente une dérive horizontale. L’effet stabilisant sur l’écoulement en utilisant
l’approximation de Boussinesq est en accord avec la constatation que, pour une évolution
linéaire de la masse volumique de l’eau avec la température (une décroissance), l’écoulement
est assistant. Or, dans le cas d’une sphère fixe, nous avons constaté que l’écoulement assistant
avait un effet stabilisant.
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Effet de la modélisation de ρ(T )

En modélisant la dépendance de la température sur la masse volumique de l’eau par une
parabole, on obtient une différence de masse volumique entre Tf = 0◦ et Tf = 20◦C infé-
rieure à celle que l’on obtenait en utilisant l’approximation de Boussinesq (l’approximation
de Boussinesq ne tient pas compte de l’expansion anomale de l’eau ; ainsi, à Tf = 0◦C,
elle prévoit une masse volumique supérieure à celle du modèle parabolique). Les effets
de flottabilité ont ainsi encore moins d’incidence sur l’écoulement autour d’une sphère
qu’en utilisant l’approximation de Boussinesq. Un effet déstabilisant aurait pu éventuelle-
ment être observé du fait que, près de la sphère, l’écoulement est du type opposant alors
que, plus loin, il est du type assistant. Néanmoins, pour une variation de ρ aussi petite
(∆ρ/ρ = (999.82− 998.29)/999.82 = 1.53× 10−3), ces effets ne sont pas visibles.

Effet de la modélisation de κ(T )

La situation est différente lorsqu’on modélise, par une fonction linéaire, l’influence de
la variation de la température sur la diffusivité thermique (non prise en compte par l’ap-
proximation de Boussinesq). En effet, cette dernière change d’environ 10% dans l’intervalle
de températures 0 ≤ Tf ≤ 20◦C. Figs. 5.5a et b montrent, respectivement, les isosurfaces
de température T = 10◦C et T = 16◦C. A l’extérieur de ces régions, le fluide a une tem-
pérature supérieure à 10◦ et 16◦C, respectivement. La région de fluide froid est visiblement
très confinée au voisinage immédiat de la sphère. Dans cette région le nombre de Prandtl
local est plus élevé que la valeur de référence prise à 10o C alors qu’à l’extérieur elle est
moins élevée. Compte tenu de la sensitivité de la transition au nombre de Prandtl et d’une
variation non-négligeable de la valeur locale de ce dernier on peut s’attendre à un effet per-
ceptible de l’enlenchement du paramètre κ1 auquel on impose directement la valeur rélle
κ1 = −0.072464. Fig. 5.7 montre la trajectoire correspondante. Au début de la simulation,
la trajectoire est en zig–zag mais, cette trajectoire, caractéristique de la sphère sans effet
thermique, est assez rapidement significativement modifiée. On remarque un zig-zag oblique
assez proche des observations expérimentales de Jenny et al. (2003) qui ont été attribuées à
une imperfection des sphères utilisées dans l’expérience.

Nous concluons, pour ce paragraphe, que l’effet de la conductivité variable est non-
négligeable.

Effet de la modélisation de ν(T )

Puisque la viscosité de l’eau est le paramètre qui change le plus dans l’intervalle de
températures 0 ≤ Tf ≤ 20◦C, la valeur du paramètre ν1 a été augmentée progressivement –
la valeur physique de 0.61069 a été atteinte en 5 étapes (ν1 = 0.05, 0.1, 0.2, 0.4 et 0.61069).
Fig. 5.8 montre l’évolution temporelle des vitesses horizontales de la sphère pour les 5 valeurs
de ν1 et Fig. 5.9 montre la projection des vitesses transversales de la sphère sur un plan
horizontal. Les trajectoires correspondantes sont montrées dans Fig. 5.10. (Les conditions
initiales correspondent à une calcul préliminaire avec seulement 4 modes azimutaux, elle ne
présentent donc plus de trace du régime ’zig-zag’ de la sphère sans effets thermiques.)
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(a) (b)

Fig. 5.5 – Isosurface de température au niveau (a) T = 10◦C et (b) T = 16◦C. L’aspect de
l’écoulement correspond à la fin de la simulation de la Fig. 5.7. Les deux isosurfaces montrent
la région de température basse, très confinée autour de la sphère.
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Fig. 5.6 – (a) Vitesses horizontales ux (bleu) et uy (vert) vs. t, (b) vitesse d’ascension uz vs.
t à G = 200. Le paramètre prenant en compte la dépendance linéaire de la température sur
la diffusivité thermique vaut κ1 = −0.072464. ∆T = 20◦C.

Les figures en haut et à gauche dans Figs. 5.8, 5.9 et 5.10 montrent les vitesses et la
trajectoire de la sphère lorsqu’on impose une légère variation de la viscosité cinématique
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Fig. 5.7 – Trajectoire en zig–zag (la moyenne est une droite verticale) jusqu’à t = 18 s,
puis trajectoire oblique avec des restes du motif zig–zag. La condition initiale est le régime
asymptotique d’une sphère sans effet thermique ; ce régime est instable.

avec la température (ν1 = 0.05). On constate que même une valeur aussi faible suffit à
changer complètement l’allure de la trajectoire par rapport à celle d’une sphère sans effet
thermique – une trajectoire en zigzag, dont la moyenne est une droite verticale, se transforme
en une trajectoire oblique oscillante. Imposer ν1 = 0.05 revient à augmenter légèrement la
viscosité du fluide à T < 10◦C, et à diminuer légèrement celle du fluide à T > 10◦C par
rapport à la viscosité νref à Tref = 10◦C (νref = 1.31 × 10−6). En augmentant la viscosité
près de la sphère, cette faible valeur du paramètre ν1 a un effet stabilisant. A G = 200, on
trouve ainsi un régime qui existait à des valeurs moins élevées du nombre de Galilée dans le
diagramme d’état d’une sphère sans effet thermique. Néanmoins, en continuant à augmenter
ν1, le mouvement de la sphère devient de moins en moins périodique et la trajectoire cesse
d’être plane (voir Fig. 5.9e). Pour ν1 = 0.4, une deuxième fréquence s’installe dans le sillage
(voir Fig. 5.8d) et à ν1 = 0.61069, la trajectoire devient complètement tridimensionnelle et
chaotique. L’explication de ce comportement provient encore de la Fig. 5.5. Le fluide qui
a une viscosité supérieure à νref se trouve à l’intérieur de la région de la Fig. 5.5a. Cette
région de viscosité élevée (correspondant à un nombre de Galilée plus petit) est fortement
non-axisymétrique et amplifie la perte d’axisymétrie de l’écoulement.

Modélisation de ρ(T ), κ(T ) et ν(T )

Fig. 5.11 montre les résultats (évolution temporelle des vitesses de la sphère, projection
des vitesses transversales sur un plan horizontal et trajectoire de la sphère) d’une simulation
à G = 200 avec prise en compte des trois propriétés réelles de l’eau. L’écoulement autour
de la sphère est chaotique, ce qui se traduit par une trajectoire chaotique. Compte tenu
des résultats précédents, on peut dire que la variation thermique de la viscosité et de la
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Fig. 5.8 – Vitesses horizontales ux (bleu) et uy (vert) vs. t pour différentes valeurs du
paramètre ν1, indiquées au–dessus des figures. G = 200, ∆T = 20◦C.
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Fig. 5.9 – Projection des vitesses transversales sur un plan horizontal pour différentes valeurs
du paramètre ν1. G = 200, ∆T = 20◦C.
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Fig. 5.10 – Trajectoires correspondant aux différentes valeurs du paramètre ν1. G = 200,
∆T = 20◦C.
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Fig. 5.11 – (a) Vitesses horizontales ux (bleu) et uy (vert) vs. t, (b) vitesse d’ascension
uz vs. t, (c) projection des vitesses transversales sur un plan horizontal et (d) trajectoire
correspondante à G = 200, ρ2 = −1.8274, κ1 = −0.072464 et ν1 = 0.61069. ∆T = 20◦C.

conductivité sont des paramètres incontournables pour obtenir ce comportement à ce nombre
de Galilée.

Simulations à G = 120, 140, 160, 180, 190, 200 et 240 en tenant compte des valeurs
physiques de ρ2, κ1 et ν1

La présente section présente les résultats des simulations qui tiennent compte de tous les
paramètres du Tab. 2.4 (colonne de gauche – Tf = 20◦C) à l’exception de la chaleur latente
(la fusion n’étant toujours pas prise en compte).
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Fig. 5.12 – (a) Vitesses horizontales ux (bleu) et uy (vert) vs. t, (b) vitesse d’ascension uz

vs. t d’une sphère dans de l’eau aux propriétés réelles, G = 140, ∆T = 20◦C.

G = 120 (d = 3.12 mm) A G = 120, l’écoulement est encore axisymétrique et la trajectoire
est une droite verticale. Ce régime d’écoulement autour d’une sphère libre correspond au ré-
gime d’écoulement autour d’une sphère fixe pour Re < Re1 (avant l’apparition de l’instabilité
primaire). Ce n’est que pour ce régime asymptotique que l’équation (1.10) est applicable.

G = 140 (d = 3.46 mm) Entre G = 120 et G = 140, l’écoulement subit une bifurcation
régulière, ce qui se traduit par l’apparition d’une force de portance constante. Cette dernière
pousse la sphère à s’écarter de la trajectoire rectiligne verticale, pour adopter une trajectoire
rectiligne inclinée. Fig. 5.12 montre les vitesses transversales et la vitesse d’ascension, toutes
trois asymptotiquement constantes (au début, la simulation ayant été lancée à partir d’un
régime oscillant, on observe un transitoire avec une atténuation rapide des oscillations) ;
Fig. 5.13 montre la trajectoire correspondante. L’aspect de l’écoulement est montré dans
Fig. 5.14. Le sillage présente deux filaments de vorticité contrarotatifs stationnaires. Leur
position, hors de l’axe vertical, est responsable de l’apparition d’une force de portance.

G = 160 (d = 3.78 mm) Comme dans le cas du sillage d’une sphère fixe, le sillage d’une
sphère libre subit une deuxième bifurcation (de type Hopf). Cette instabilité secondaire
s’installe entre G = 140 et G = 160. Fig. 5.15 montre les oscillations périodiques des vitesses
transversales et de la vitesse d’ascension, Fig. 5.16 montre la trajectoire correspondante qui
est une ligne oblique avec des oscillations (la trajectoire se trouve dans un plan vertical).
Fig. 5.14 montre l’aspect de l’écoulement à deux instants distants d’une demi–période – le
détachement périodique a pour conséquence une ondulation de la trajectoire. La fréquence
des oscillations est f = 0.986.
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Fig. 5.13 – Trajectoire rectiligne inclinée d’une sphère dans de l’eau aux propriétés réelles,
G = 140, ∆T = 20◦C.

G = 180 (d = 4.09 mm) A G = 180, la trajectoire est toujours oblique oscillante et
ressemble beaucoup à celle de la Fig. 5.16. Néanmoins, en traçant l’évolution temporelle des
vitesses de la sphère (voir Fig. 5.18), on voit apparâıtre une fréquence sous–harmonique d’une
période environ deux fois plus longue que celle des oscillations de base. Une telle fréquence
a déjà été observée à G = 200 en imposant la valeur ν1 = 0.4 à la constante qui modélise
la dépendance linéaire de la température sur la viscosité de l’eau (la valeur physique réelle
étant ν1 = 0.61069). Cette observation indique que le fait de ne pas imposer la valeur de
ν1 à 0.61069 mais à une valeur inférieure revient qualitativement à faire une simulation
à un nombre de Galilée moins élevé. Ceci confirme l’observation que le paramètre ν1 est
déstabilisant.

G = 190 (d = 4.24 mm) A G = 190, la trajectoire est toujours plane mais la dynamique
du sillage ne présente plus de comportement quasi–périodique (voir Fig. 5.19). Le sillage plan
avec une dynamique complexe est la dernière étape avant la transition au chaos.

G = 200 (d = 4.38 mm) La simulation à G = 200 a déjà été présentée dans cette section
5.1.1 à la fin du paragraphe portant sur la modélisation de ρ2, κ1 et ν1 et l’influence de la
convection mixte sur la trajectoire de la sphère. Les résultats de ce régime chaotique ont été
présentés dans Fig. 5.11.

G = 240 (d = 4.95 mm) A G = 240, la trajectoire de la sphère est déjà complètement
chaotique (voir Fig. 5.20). La simulation de la Fig. 5.20 a été lancée à partir d’un régime
établi avec un sillage plan, ce qui explique la trajectoire plane du début de la simulation à
G = 240. Fig. 5.21 montre l’aspect de l’écoulement à la fin de la simulation de Fig. 5.20.

Nous concluons que la dépendence de la viscosité et de la conductivité de la température
change complètement le scénario de transition en comparaison avec une sphère ayant la même
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Fig. 5.14 – Aspect du sillage (isosurfaces de vorticité axiale au niveau ωz = ±0.1) présentant
deux filaments de vorticité stationnaires. Sphère libre dans de l’eau aux propriétés réelles,
G = 140, ∆T = 20◦C.

température que le fluide ambiant. En particulier, le régime présentant une trajectoire en
zig-zag est totalement absent.

5.1.2 Glaçon sans fusion immergé dans de l’eau à 4◦C

Comme nous l’avons déjà constaté, l’écoulement autour d’une sphère à Ts = 0◦C moins
dense que l’eau, immergée dans de l’eau à température Tf = 4◦C, est du type écoulement
opposant. Cependant, le nombre de Richardson correspondant ne dépasse pas Ri = −2.16−3

(voir Tab. 2.4), ce qui représente une valeur négligeable. Pour cette différence de tempéra-
tures, on s’attend donc à ce que l’écoulement ne soit que très faiblement influencé par les
effets de flottabilité. De plus, la viscosité entre T = 0◦C et T = 4◦C change beaucoup moins
que dans l’intervalle de températures 0 ≤ T ≤ 20◦C de la section précédente. L’effet dé-
stabilisant de la viscosité décroissante est donc supposé inférieur au cas ∆T = 20◦C. Les
trajectoires de la sphère aux mêmes nombres de Galilée sont donc attendues plus stables
pour ∆T = 4◦C que pour ∆T = 20◦C.

Pour cette différence de températures, nous n’avons pas effectué les tests d’influence de
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Fig. 5.15 – (a) Vitesses horizontales ux (bleu) et uy (vert) vs. t, (b) vitesse d’ascension uz

vs. t d’une sphère dans de l’eau aux propriétés réelles, G = 160, ∆T = 20◦C.

−150
−100

−50
0

0

100

200

0

0.5

1

1.5

2

x [mm]
y [mm]

z 
[m

]

Fig. 5.16 – Trajectoire oblique oscillante d’une sphère dans de l’eau aux propriétés réelles,
G = 160, ∆T = 20◦C.

chacun des paramètres ρ2, κ1 et ν1 étant donné que l’étude précédente a démontré leurs
rôles respectives. Toutes les simulations ont été lancées avec les 7 valeurs appropriées des
paramètres indépendants (voir Tab. 2.4, colonne de droite).

A G = 140, l’écoulement est encore axisymétrique (pour ∆T = 20◦C et au même nombre
de Galilée, le sillage de la sphère était déjà tridimensionnel et stationnaire). L’écoulement
subit une bifurcation régulière entre G = 140 et G = 160 et une bifurcation de Hopf entre
G = 160 et G = 180. A G = 200, la trajectoire est toujours plane mais oscillante (au même
nombre de Galilée, l’écoulement était déjà chaotique pour ∆T = 20◦C). L’écoulement devient
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Fig. 5.17 – Aspect du sillage oscillant (isosurfaces de vorticité axiale au niveau ωz = ±0.2)
à deux instants distants d’une demi–période. Tourbillons attachés (à gauche), tourbillons
détachés (à droite). Sphère dans de l’eau aux propriétés réelles, G = 160, ∆T = 20◦C.

chaotique entre G = 200 et G = 220. Figs. 5.22, 5.23 et 5.24 montrent l’évolution temporelle
des vitesses transversales, de la vitesse d’ascension et des trajectoires aux nombres de Galilée
160 ≤ G ≤ 260.

5.1.3 Caractéristiques du transfert de chaleur

Fig. 5.25 trace la dépendance du nombre de Galilée sur le nombre de Nusselt, obtenu
par la définition (4.5), pour les deux différences de températures considérées. L’échange
thermique par convection est plus prédominant dans le cas d’une sphère immergée dans de
l’eau à 4◦C, ce qui est dû au nombre de Prandtl plus élevé (12.54 pour ∆T = 4◦C contre
9.49 pour ∆T = 20◦C). Les changements de régime de l’écoulement autour de la sphère sont
quasi-invisibles sur les courbes. Néanmoins, il semble que pour ∆T = 4◦C, l’apparition du
régime oscillant favorise l’échange thermique par convection. Pour ∆T = 20◦C, le nombre de
Nusselt ne crôıt pas aussi vite à partir de G = 240.
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Fig. 5.18 – (a) Vitesses horizontales ux (bleu) et uy (vert) vs. t, (b) vitesse d’ascension uz

vs. t d’une sphère dans de l’eau aux propriétés réelles, G = 180, ∆T = 20◦C. Une fréquence
sous–harmonique apparâıt dans le sillage de la sphère.
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Fig. 5.19 – (a) Vitesses horizontales ux (bleu) et uy (vert) vs. t, (b) trajectoire plane oblique
oscillante, G = 190, ∆T = 20◦C.

5.2 Glaçon en fusion immergé dans de l’eau ambiante

En modélisant la fonte sphérique d’un glaçon, le nombre de Galilée (qui, rappelons-le,
est le seul paramètre de contrôle ajustable), n’est plus constant mais évolue avec le temps
au cours de la simulation, au fur et à mesure que le glaçon fond. Nous pouvons donc juste
imposer le nombre de Galilée initial Ginit ou, ce qui revient au même, le diamètre initial du
glaçon dinit. Toutes les simulations ont été lancées avec, comme condition initiale, le fluide
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Fig. 5.20 – (a) Vitesses horizontales ux (bleu) et uy (vert) vs. t, (b) vitesse d’ascension
uz vs. t, (c) projection des vitesses transversales sur un plan horizontal et (d) trajectoire
correspondante, G = 240, ∆T = 20◦C.

au repos (ce qui correspond à un glaçon lâché dans de l’eau initialement au repos) et ont été
stopées lorsque le diamètre du glaçon avait diminué d’un facteur 4 par rapport au diamètre
initial. Deux cas ont été considérés : un glaçon dans de l’eau chaude (Tf = 20◦C) et un
glaçon dans de l’eau froide (Tf = 4◦C).

5.2.1 Glaçon en fusion immergé dans de l’eau à 20◦C

Les simulations ont été effectuées à Ginit = 200, 300, 400 et 500, ce qui correspond,
respectivement, à dinit = 4.38, 5.74, 6.96 et 8.07 mm. Les 7 paramètres de la colonne de
gauche du Tab. 2.4, parmi lesquels figure un nouveau paramètre – la chaleur latente de fusion
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Fig. 5.21 – Aspect du sillage (isosurfaces de vorticité axiale au niveau ωz = ±0.3) à la fin de
la simulation à G = 240 et ∆T = 20◦C. Le sillage présente des extinctions correspondant aux
parties droites de la trajectoire et des lâchés tourbillonnaires correspondant aux changements
de direction de la trajectoire.

adimensionnalisée `∗ = −3.976, ont été imposés dans toutes les simulations. Figs. 5.26, 5.27,
5.28 et 5.29 montrent, respectivement, l’évolution du diamètre du glaçon (et du nombre de
Galilée), de la vitesse d’ascension et des vitesses transversales au cours des simulations, ainsi
que la trajectoire parcourue par le glaçon.

La caractéristique commune aux 4 simulations est le fait que la trajectoire, au début de la
simulation ainsi qu’à sa fin, est une ligne droite verticale (l’écoulement étant axisymétrique,
ce qui est confirmé par les vitesses transversales nulles au début et à la fin des simulations).
Ceci est dû aux faibles vitesses d’ascension au départ des simulations (le glaçon étant lâché
à partir d’une vitesse initiale nulle) et aux faibles nombres de Galilée à la fin de toutes les
simulations (le régime asymptotique à ces valeurs de G étant un écoulement axisymétrique).
En raison de l’évolution rapide du nombre de Galilée au cours des simulations, le glaçon
n’atteint les régimes, présentés dans les sections précédentes, que pour de très courtes durées.
Les trajectoires, à part celles pour Ginit = 200 (une trajectoire plane et quasi–droite) et
Ginit = 300 (une trajectoire quasi–plane et oblique oscillante dans la partie du milieu),
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Fig. 5.22 – Vitesses horizontales ux (bleu) et uy (vert) vs. t pour différents nombres de
Galilée. Sphère à Ts = 0◦C immergée dans de l’eau à Tf = 4◦C. Modélisation correcte de ρ2,
κ1 et ν1.
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Fig. 5.23 – Vitesse verticale uz vs. t pour différents nombres de Galilée. ∆T = 4◦C.
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Fig. 5.24 – Trajectoire oblique droite (G = 160), oblique oscillante (G = 180 et 200) et
chaotique (G = 220, 240 et 260). Sphère à Ts = 0◦C immergée dans de l’eau à Tf = 4◦C.
Modélisation correcte de ρ2, κ1 et ν1.
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Fig. 5.25 – Nombre de Nusselt en fonction du nombre de Galilée pour les deux différences
de températures considérées.

ont un aspect chaotique. Ceci est dû à l’existence des régimes asymptotiques chaotiques à
G > 200. La mise en mouvement du glaçon est très rapide : la vitesse d’ascension atteint son
maximum entre 1 et 2 s après le lâché du glaçon dans toutes les simulations. L’évolution de
l’écoulement autour du glaçon est décrite en détail pour les deux cas extrêmes (Ginit = 200
et Ginit = 500) dans les deux paragraphes suivants.

A G = 200, le régime asymptotique de l’écoulement autour d’une sphère de température
Ts = 0◦C plongée dans de l’eau à Tf = 20◦C est déjà chaotique, comme cela a été montré
dans la section 5.1.1. Néanmoins, un glaçon à Ginit = 200, lâché du repos dans de l’eau,
a une vitesse d’ascension initiale nulle et il ne peut donc pas atteindre immédiatement le
régime chaotique. De plus, en raison de sa fonte, le glaçon perd rapidement de la masse et
le nombre de Galilée diminue. La trajectoire du glaçon ne peut alors être que faiblement
défléchie de sa direction verticale avant d’atteindre le régime d’écoulement axisymétrique
(G ≤ 120). Les vitesses horizontales, qui existent au moment où l’écoulement est tridimen-
sionnel (2 ≤ t ≤ 6 s), sont très faibles et ont pour conséquence un déplacement transversal
du glaçon de l’ordre de seulement quelques dixièmes de millimètres (à noter les unités des
axes x, y et z dans Fig. 5.26d). La séquence des trois figures de Fig. 5.30 montre le glaçon
au début de la simulation (dinit = 4.38 mm), pendant le mouvement transversal (deux très
faibles filaments de vorticité hors de l’axe z, responsables d’une force de portance et du dé-
placement transversal du glaçon, sont visibles) et à la fin de la simulation (d = 1.10 mm).
Les numéros au–dessus des figures correspondent aux points notés dans la Fig. 5.26d.

A Ginit = 500, le glaçon parcourt une distance beaucoup plus importante qu’à Ginit = 200
(la fonte dure également deux fois plus longtemps) et la trajectoire ressemble, par endroits, à
celle en zig–zag, oblique oscillante et chaotique (voir Fig. 5.29d). Les numéros dans la même
figure correspondent aux instants où l’aspect de l’écoulement autour du glaçon est montré
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dans Fig. 5.29d. Le glaçon est défléchi de son ascension verticale au moment qui correspond
au numéro (1) – la vorticité axiale, signe de la tridimensionnalité de l’écoulement, appa-
râıt dans le sillage. La trajectoire du glaçon devient pour un moment en zig–zag, avant que
l’écoulement dans le sillage du glaçon ne devienne chaotique pour 5 ≤ t ≤ 10 s. Deux aspects
de l’écoulement, aux points (2) et (3), montrent un sillage avec des structures hélicöıdales –
à cet endroit, où la trajectoire change brusquement de direction, le sillage tourne autour de
l’axe de l’écoulement. La rotation des filaments de vorticité est accompagnée par un grand
lâché de tourbillons (bien visible sur le cliché (3)). La trajectoire devient ensuite oblique
oscillante. Le cliché (4) montre un lâché tourbillonnaire ; néanmoins, le niveau de vorticité
est déjà très faible. Finalement, à partir du moment où le sillage redevient axisymétrique, la
trajectoire est une droite verticale.

Les caractéristiques de la fonte des glaçons pour les 4 diamètres initiaux testés, telles que
le temps de fonte, la distance parcourue, la vitesse d’ascension maximale, sont rassemblées
dans Tab. 5.1.

5.2.2 Glaçon en fusion immergé dans de l’eau à 4◦C

Comme pour ∆T = 20◦C, les simulations ont été réalisées à Ginit = 200, 300, 400 et 500
(correspondant, respectivement, à dinit = 5.17, 6.78, 8.21 et 9.52 mm) avec les 7 paramètres de
la colonne de droite du Tab. 2.4. Les mêmes caractéristiques que pour ∆T = 20◦C (l’évolution
du diamètre du glaçon (et du nombre de Galilée), de la vitesse d’ascension et des vitesses
transversales ainsi que la trajectoire parcourue par le glaçon) sont présentées, respectivement,
dans Figs. 5.32, 5.33, 5.34 et 5.35. Les résultats sont également présentés sous la forme d’un
tableau (voir Tab. 5.2). Seules les simulations à Ginit = 200 et 300 ont finis après avoir atteint
le critère que le diamètre de la sphère doit diminuer de trois quarts au moment du dépôt du
mémoire pour diffusion.

La différence principale par rapport aux simulations avec un ∆T = 20◦ est le fait que le
glaçon fond beaucoup plus lentement (le gradient de température étant moins élevé, l’échange
thermique est réduit dans le cas ∆T = 4◦). En conséquence, le glaçon passe plus de temps
dans les plages de G correspondant aux régimes asymptotiques étudiés dans la section pré-
cédentes. Ces régimes peuvent donc être distingués sur la trajectoire du glaçon en fusion. A
partir de Ginit = 400, le glaçon parcourt une longue trajectoire chaotique.
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Fig. 5.26 – Ginit = 200 (dinit = 4.38 mm), ∆T = 20◦C. (a) Evolution du diamètre du glaçon
et du nombre de Galilée, (b) évolution de la vitesse d’ascension, (c) évolution des vitesses
transversales et (d) trajectoire parcourue par le glaçon.
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Fig. 5.27 – Ginit = 300 (dinit = 5.74 mm), ∆T = 20◦C. (a) Evolution du diamètre du glaçon
et du nombre de Galilée, (b) évolution de la vitesse d’ascension, (c) évolution des vitesses
transversales et (d) trajectoire parcourue par le glaçon.
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Fig. 5.28 – Ginit = 400 (dinit = 6.96 mm), ∆T = 20◦C. (a) Evolution du diamètre du glaçon
et du nombre de Galilée, (b) évolution de la vitesse d’ascension, (c) évolution des vitesses
transversales et (d) trajectoire parcourue par le glaçon.
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Fig. 5.29 – Ginit = 500 (dinit = 8.07 mm), ∆T = 20◦C. (a) Evolution du diamètre du glaçon
et du nombre de Galilée, (b) évolution de la vitesse d’ascension, (c) évolution des vitesses
transversales et (d) trajectoire parcourue par le glaçon.
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(1) t = 0.19 s (2) t = 3.82 s (3) t = 9.33 s

Fig. 5.30 – Simulation de la fonte d’un glaçon à Ginit = 200 (dinit = 4.38 mm) et pour
Tf = 20◦C. Isosurfaces de vorticité axiale au niveau ωz = ±0.02 aux instants correspondant
aux points (1), (2) et (3) de la Fig. 5.26d.
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(1) t = 1.87 s (2) t = 9.13 s (3) t = 9.44 s (4) t = 14.7 s

Fig. 5.31 – Simulation de la fonte d’un glaçon à Ginit = 500 (dinit = 8.07 mm) et pour
Tf = 20◦C. Isosurfaces de vorticité axiale au niveau ωz = ±0.5 aux instants correspondant
aux points (1), (2), (3) et (4) de la Fig. 5.29d.
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Ginit [–] 200 300 400 500
dinit [mm] 4.38 5.74 6.96 8.07
Gfin [–] 25.0 37.5 50.0 62.5
dfin [mm] 1.10 1.44 1.74 2.02
t0.25d [s] 9.33 12.7 16.3 19.9
z0.25d [m] 0.527 0.898 1.35 1.87
x0.25d [mm] 0.527 8.68 41.0 46.3
y0.25d [mm] 0.281 35.1 36.4 38.0
uz,max [cm/s] 8.21 10.6 12.7 14.4

Tab. 5.1 – Caractéristiques de la fonte des glaçons à 4 différents nombres de Galilée initiaux
Ginit : le diamètre initial dinit, le nombre de Galilée à la fin de la simulation Gfin, le diamètre
à la fin de la simulation dfin, le temps qu’il a fallu pour faire diminuer le diamètre du
glaçon d’un facteur 4 t0.25d, la distance verticale parcourue z0.25d, les distances horizontales
parcourues x0.25d et y0.25d et la vitesse d’ascension maximale uz,max. Glaçon de température
Ts = 0◦C dans de l’eau de température Tf = 20◦C.

Ginit [–] 200 300
dinit [mm] 5.17 6.78
Gfin [–] 25.0 37.5
dfin [mm] 1.29 1.69
t0.25d [s] 54.3 74.6
z0.25d [m] 3.23 5.70
x0.25d [mm] 60.1 87.3
y0.25d [mm] 37.2 75.9
uz,max [cm/s] 9.18 12.0

Ginit [–] 400 500
dinit [mm] 8.21 9.52
Gfin [–] 163 262
dfin [mm] 4.51 6.18
dinit/dfin [–] 1.82 1.54
tfin [s] 61.2 56.0
zfin [m] 6.54 7.04
xfin [mm] 45.8 60.8
yfin [mm] 117.5 32.6
uz,max [cm/s] 14.3 16.0

Tab. 5.2 – Caractéristiques de la fonte des glaçons à 4 différents nombres de Galilée initiaux
Ginit, Tf = 4◦C. Seuls les simulations à Ginit = 200 et 300 ont finis après avoir atteint un
diamètre qui fait 25% du diamètre initial. Les caractéristiques des simulations à Ginit = 400
et 500 sont donnés à la fin de ces simulations, mais avant que le diamètre du glaçon diminue
de 75%.
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(a)

0 10 20 30 40 50 60

2

4

t [s]

d 
[m

m
]

0 10 20 30 40 50 60

100

200

G

(b)

0 10 20 30 40 50 60
0

2

4

6

8

10

t [s]

u z [c
m

/s
]

(c)

0 10 20 30 40 50 60
−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

t [s]

u x, u
y [c

m
/s

]

(d)

0
20

40
60 0

20
40

0

1

2

3

y [mm]
x [mm]

z 
[m

]

Fig. 5.32 – Ginit = 200 (dinit = 5.17 mm), ∆T = 4◦C. (a) Evolution du diamètre du glaçon
et du nombre de Galilée, (b) évolution de la vitesse d’ascension, (c) évolution des vitesses
transversales et (d) trajectoire parcourue par le glaçon.
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Fig. 5.33 – Ginit = 300 (dinit = 6.78 mm), ∆T = 4◦C. (a) Evolution du diamètre du glaçon
et du nombre de Galilée, (b) évolution de la vitesse d’ascension, (c) évolution des vitesses
transversales et (d) trajectoire parcourue par le glaçon.
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Fig. 5.34 – Ginit = 400 (dinit = 8.21 mm), ∆T = 4◦C. (a) Evolution du diamètre du glaçon
et du nombre de Galilée, (b) évolution de la vitesse d’ascension, (c) évolution des vitesses
transversales et (d) trajectoire parcourue par le glaçon.
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Fig. 5.35 – Ginit = 500 (dinit = 9.52 mm), ∆T = 4◦C. (a) Evolution du diamètre du glaçon
et du nombre de Galilée, (b) évolution de la vitesse d’ascension, (c) évolution des vitesses
transversales et (d) trajectoire parcourue par le glaçon.
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Chapitre 6

Conclusion et perspectives

Ce travail de thèse a exploré un domaine mal connu de la transition au chaos du sillage
d’une sphère fixe chauffée soumise à un écoulement extérieur froid en configuration d’écou-
lement assistant et d’écoulement opposant. Une étude paramétrique, très riche en résultats
(22 régimes différents d’écoulements tridimensionnels ont été explorés), a été menée dans
le plan de paramètres “nombre de Richardson – nombre de Reynolds” (Ri− Re) pour deux
valeurs du nombre de Prandtl (Pr = 0.72 et 7). Une attention particulière a été portée au cas
Re = 100, Pr = 0.72 et de grandes valeurs de |Ri| en écoulement opposant, où un retourne-
ment du panache thermique, accompagné par des effets tridimensionnels et chaotiques, a été
observé. Les mêmes investigations du retournement du panache thermique ont été effectuées
pour deux autres valeurs du nombre de Reynolds – Re = 10 et Re = 1. L’expérience acquise
et les résultats obtenus au cours de plus de 6 mille simulations numériques de l’écoulement
autour d’une sphère fixe nous ont permis de libérer la sphère et d’étudier sa trajectoire. Le
cas d’une sphère libre avec effets thermiques présentant un nombre de paramètres indépen-
dants trop élevé pour effectuer une étude paramétrique complète, nous avons pris la décision
de nous intéresser au cas concret d’un glaçon immergé dans de l’eau. Afin de coller le plus
possible à la réalité physique, la dépendance de la température sur la masse volumique, sur
la viscosité cinématique et sur la conductivité thermique de l’eau a été fidèlement modélisée.
Les trajectoires d’un glaçon à 0◦C plongé dans de l’eau à 4◦ et à 20◦C, tout d’abord sans
prendre en compte la fusion, puis en supposant une fonte sphérique, ont été étudiées pour
quelques nombres de Galilée (G) choisis.

Pour le cas d’une sphère fixe en écoulement assistant, nous avons mené des simulations
jusqu’à Ri = 0.7 et Re = 1400 pour le fluide correspondant à l’air (Pr = 0.72) et jusqu’à
Ri = 0.3 et Re = 600 pour le fluide correspondant à l’eau (Pr = 7). Pour ces deux nombres
de Prandtl, l’effet de la coexistence de la convection naturelle et de la convection forcée
en écoulement assistant est de stabiliser l’écoulement, ce qui se traduit par un recul de
l’apparition de la recirculation axisymétrique en aval de la sphère et de la transition à la
tridimensionalité. Une zone de recirculation axisymétrique en aval de la sphère, différente
de celle qui apparâıt dans le sillage d’une sphère fixe sans effet thermique à Re = 20, a été
observée pour Ri ≥ 0.4 à Pr = 0.72 et pour Ri ≥ 0.25 à Pr = 7. La couche limite se détache
de la surface de la sphère et s’y rattache avant d’atteindre le point d’arrêt aval, créant ainsi

175



176 CHAPITRE 6. CONCLUSION ET PERSPECTIVES

une zone de recirculation hors de l’axe. Cette zone de recirculation est due à un fort panache
thermique se formant à partir de la face aval de la sphère, autour de l’axe, et qui empêche
la zone de recirculation d’approcher l’axe. A Pr = 7 et Ri ≤ 0.2, le scénario de la transition
du sillage vers une dynamique chaotique est qualitativement le même que celui d’une sphère
non–chauffée. Les premières étapes de la transition ont été modélisées avec succès par un
modèle faiblement non–linéaire du troisième ordre en prenant en compte une valeur propre
réelle et deux paires de valeurs propres complexes conjuguées. A Pr = 0.72 nous avons pu
explorer le cas des nombres de Richardson plus élevés. La situation y est alors différente. Le
scénario de transition est celui d’une sphère non–chauffée seulement pour Ri ≤ 0.2. Pour
des nombres de Richardson supérieurs, la dynamique du sillage de la sphère est contrôlée
non seulement par des valeurs propres instables provenant du sous–espace azimutal m = 1,
mais également par des valeurs propres instables provenant des sous–espaces m > 1. Cette
observation est soutenue par le fait qu’à partir de Ri = 0.59, la valeur propre la plus instable,
tout en étant réelle, fait partie du sous–espace azimutal m = 2 et, à partir de Ri = 0.714,
du sous–espace azimutal m = 3. Cette augmentation de la longueur d’onde azimutal de la
valeur la plus instable avec Ri est due à la zone de recirculation hors de l’axe (la zone de
recirculation étant un signe précurseur de la transition), qui devient de plus en plus mince
(et donc de plus en plus réceptive aux longueurs d’onde azimutales élevées) au seuil de
l’instabilité primaire.

En écoulement opposant, nous avons présenté des simulations jusqu’à Ri = −0.25 et
Re = 350 pour les deux nombres de Prandtl considérés. Contrairement à l’écoulement
assistant, la convection naturelle a un effet déstabilisant sur le sillage, ce qui se traduit par
une baisse du seuil d’apparition de l’instabilité primaire. L’effet d’une augmentation du |Ri|
sur un écoulement axisymétrique est d’élargir la zone de recirculation, cette recirculation
ayant la forme classique de “tore sur l’axe” observée dans le cas de la sphère sans effet
thermique (une recirculation sous forme d’un tore hors de l’axe n’ayant pas été observée en
écoulement opposant). L’écoulement étant plus réceptif aux perturbations de nombre d’onde
azimutal m = 1 en présence d’une zone de recirculation sur l’axe, la valeur propre la plus
instable en écoulement opposant provient toujours du mode azimutal m = 1. Néanmoins, à
Pr = 0.72, la bifurcation change de type – au seuil de l’instabilité primaire, une valeur
propre complexe devient plus instable que la valeur propre réelle la plus instable. Pour
Ri < −0.133, l’axisymétrie de l’écoulement est alors brisée via une bifurcation de Hopf. A
Pr = 7, la situation est encore plus intéressante. Pour −0.156 < Ri < −0.098, au seuil de
l’instabilité primaire, la valeur propre la plus instable est complexe, mais avec une partie
imaginaire d’un ordre de grandeur plus petite que celle de la valeur propre complexe la plus
instable à Ri < −0.156. Cette valeur propre complexe “lente” est le résultat d’une collision
entre les deux valeurs propres réelles les plus instables à Ri = −0.098. La dynamique des
régimes de transition qui se trouvent près de l’intersection de la branche de la bifurcation
régulière avec celle de Hopf dans les diagrammes Ri−Re est contrôlée, dans le cas Pr = 7,
par une interaction entre la valeur propre réelle, la valeur propre complexe rapide et la
valeur propre complexe lente. Cette interaction non–linéaire entre 3 valeurs propres a été
modélisée par un modèle faiblement non–linéaire et des régimes plans périodiques ou quasi–
périodiques, ainsi que certains régimes tridimensionnels, ont ainsi été reproduits. Dans la
région des nombres de Richardson proches de 0, le scénario de transition ressemble à celui
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d’une sphère non–chauffée. Les régimes de transition pour les nombres de Richardson les
plus négatifs sont caractérisés par les oscillations planes de deux filaments de vorticité avec
la valeur moyenne de la force de portance nulle, ce qui est le premier régime tridimensionnel
après la brisure d’axisymétrie. Les régimes qui suivent sont un régime plan quasi–périodique
(Pr = 7) et des régimes tridimensionnels tournants périodiques, quasi–périodiques ou non–
périodiques (Pr = 0.72).

La compétition entre les forces d’inertie et les forces de flottabilité aux nombres de Ri-
chardson de l’ordre de −1, se traduisant par un retournement du panache thermique accom-
pagné par une chute du coefficient de trâınée dans des valeurs négatives, a été étudiée pour
Pr = 0.72 et trois ordres de grandeur du nombre de Reynolds – Re = 1, 10 et 100. Pour
toutes ces trois valeurs du nombre de Reynolds, même celle égale à l’unité, les effets tridi-
mensionnels apparâıssent d’une importance fondamental. A Re = 1, le seuil de l’instabilité
primaire a été trouvé à Ri ≈ −1.35. A Ri = −1.5, une grande zone de recirculation consti-
tuée d’un fluide chaud, s’étendant en amont et en aval de la sphère, oscille autour de l’axe
de l’écoulement avec une longue période (T ≈ 330 unités de temps). La longueur maximale
de la zone de recirculation en amont de la sphère, obtenue par une simulation tridimension-
nelle, est environ deux fois plus courte que celle obtenue par une simulation axisymétrique.
Néanmoins, elle atteint une valeur d’environ 60 diamètres de la sphère, ce qui signifie qu’à
un tel nombre de Reynolds, la sphère joue le rôle d’une source de chaleur ponctuelle. A
Re = 10, la formation du panache thermique en amont de la sphère est accompagnée par un
effet d’hystérésis si uniquement le modèle axisymétrique est retenu. Cependant, la branche
des coefficients de trâınée négatifs, correspondant à un panache thermique en amont de la
sphère, n’est pas linéairement stable. Dans les simulations tridimensionnelles, une intermit-
tence entre la formation axisymétrique du panache thermique en amont de la sphère et son
advection tridimensionnelle vers l’aval est observée à Ri = −0.8. La taille de la zone de recir-
culation demeure sans commune mesure avec la dimension de la sphère mais reste limitée. A
Re = 100, le sillage devient chaotique à Ri ≈ −0.8 (pour −0.25 > Ri > −0.8, l’écoulement
est tridimensionnel périodique avec un plan de symétrie et une valeur moyenne de la force de
portance nulle). En augmentant le |Ri|, les fluctuations du coefficient de trâınée augmentent
et le CD devient momentanément négatif. A Ri = −1.2, un détachement de la couche limite
en amont de la sphère apparâıt pour la première fois. En continuant à augmenter le |Ri|,
on constate que le coefficient de trâınée fluctue avec une grande amplitude entre des valeurs
positives et négatives. Les fluctuations du coefficient de trâınée et celle de la portance de-
viennent comparables. A ce nombre de Reynolds, la taille de la zone de recirculation redevient
du même ordre de grandeur que la taille de la sphère. En raison de la faible diffusivité, les
structures de vitesse axiale négative sont très instables vis–à–vis de l’écoulement extérieur
et sont facilement advectées vers l’aval de la sphère. Ainsi, la distance maximale du panache
thermique en amont de la sphère ne dépasse jamais 10 diamètres de la sphère même pour
le nombre de Richardson de −3. Le chaos rend la création d’un panache adverse permanent
impossible.

La trajectoire d’une sphère libre en convection mixte a été étudiée pour certaines valeurs
du nombre de Galilée (120 ≤ G ≤ 500), les autres paramètres indépendants étant fixés par
le choix de modéliser un glaçon d’eau de température Ts = 0◦C immergé dans de l’eau à
Tf = 4◦ et à Tf = 20◦C. Les tests effectués à G = 200 (ce qui correspond à une sphère
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de diamètre d = 4.38 mm) en modélisant un glaçon sans fusion se déplaçant dans de l’eau
à 20◦C ont montré que, en raison d’une faible valeur du nombre de Richardson (de l’ordre
O(10−2)), le changement de masse volumique avec la température n’influençait pas les ré-
gimes d’écoulement par rapport au cas d’une sphère sans effet thermique (la dépendance
ρ(T ) a été approximée tout d’abord par une fonction linéaire (approximation de Boussinesq)
puis par une parabole reproduisant fidèlement l’expansion anomale de l’eau). L’effet de l’in-
fluence de la température sur κ(T ) est de déstabiliser l’écoulement, la trajectoire en zig–zag,
originellement plane, devenant oblique et présentant un changement de direction aléatoire.
La modélisation de la variation de a viscosité cinématique en fonction de la température
est apparue essentielle à la trajectoire de la sphère, car ν est le paramètre qui varie le plus
dans l’intervalle de températures 0 ≤ Tf ≤ 20◦C (rapport environ égal à 2). L’impact de la
modélisation de ν(T ) sur la dynamique du sillage est déstabilisant, car la viscosité, en raison
d’une température élevée, est faible presque partout sauf dans une région très confinée près
de la sphère. Des trajectoires rectilignes verticales, obliques rectilignes, obliques oscillantes et
chaotiques ont été observées pour le glaçon aux différents nombres de Galilée, la trajectoire
en zig–zag, dont la moyenne est une droite verticale, n’a pas été observée en modélisant la
dépendance des trois paramètres de l’eau en fonction de la température. En raison de la
variation moindre des paramètres ρ, κ et ν dans l’intervalle de températures 0 ≤ Tf ≤ 4◦C
que dans l’intervalle 0 ≤ Tf ≤ 20◦C, la trajectoire du glaçon plongé dans de l’eau à Tf = 4◦C
est plus stable que celle du glaçon plongé dans de l’eau à Tf = 20◦C aux mêmes nombres de
Galilée, cependant, le scénario reste essentiellement le même.

Des simulations faites dans l’hypothèse d’une fonte sphérique du glaçon ont montré que,
indépendamment du nombre de Galilée initial, la trajectoire d’un glaçon lâché depuis une
position au repos commence et finit par une droite verticale, correspondant à un sillage axi-
symétrique. L’écoulement axisymétrique au début des simulations est dû à la faible vitesse
d’ascension et, à la fin des simulations, au faible diamètre du glaçon fondu, plaçant le nombre
de Galilée à des valeurs sous–critiques. En raison de l’évolution rapide du nombre de Galilée
pendant les simulations, le glaçon ne reste pas assez longtemps dans les plages du nombre de
Galilée correspondant aux régimes ordonnés et présente une trajectoire aléatoire, correspon-
dant au régime chaotique. La différence de vitesse de fusion du glaçon avec le même diamètre
initial est très importante entre un glaçon immergé dans de l’eau à Tf = 4◦ et à Tf = 20◦C.

Une étude numérique de la convection mixte autour d’une sphère fixe et libre (avec un
diamètre constant ou en fusion sphérique) a montré une richesse extraordinaire de régimes
d’écoulement, constituant des scénarios de transition au chaos parfois beaucoup plus com-
plexes que celui d’une sphère non–chauffée. Une possible amélioration des simulations du
glaçon en fusion dans de l’eau consisterait à considérer une fonte non–sphérique (maillage
déformable) du glaçon et à prendre en compte la conduction de chaleur à l’intérieur du
glaçon. Le montage d’un dispositif expérimental (sans aucun doute complexe) permettrait
de valider les résultats, pour la plupart originaux, de cette étude numérique. La difficulté
de réalisation d’une telle expérience consisterait à fixer de façon non–intrusive la sphère, à
contrôler la température de la sphère, à accéder à la mesure des paramètres de l’écoulement
(vitesse, pression, température, trâınée, portance, Nusselt. . .), à fabriquer un glaçon d’une
sphéricité parfaite et d’une température uniforme de 0◦C – de quoi offrir du travail pour
encore quelques années.



Annexe A

Test d’indépendance du maillage

Tab.A.1a,b,c et d présentent l’exemple d’un test d’indépendance numérique du maillage.
Chaque régime d’écoulement ayant des exigences particulières en terme de taille de domaine
et de raffinement de maillage, nous avons dû effectuer de tels tests pour systématiquement
tous les régimes étudiés.

Par exemple, pour des nombres de Reynolds élevés, une résolution fine de la couche limite
est primordiale et les points dans le maillage doivent ainsi être concentrés près de la paroi
de la sphère et dans le proche sillage en aval, alors que les dimensions du maillage peuvent
être réduites en amont et en aval ; en revanche, à bas nombres de Reynolds, les dimensions
du domaine en amont, en aval et latéralement sont des paramètres qui sont susceptibles de
confiner l’écoulement et d’influencer les résultats.

Nous présentons ici des tests sur la taille et la finesse du maillage pour un régime à grand
nombre de Reynolds (Re ≈ 1500) et à grand nombre de Richardson (Ri = 0.7), ce qui cor-
respond à un régime très exigeant au niveau de la finesse du maillage. Le nombre de points
de collocation dans chaque maille, ainsi que l’étendue du domaine en amont, en aval et laté-
ralement sont variés et les résultats, en terme de coefficient de trâınée, de nombre de Nusselt
et de seuil pour la bifurcation primaire sont rassemblés dans Tab.A.1. Le maillage typique
de 230 éléments de la Fig. 3.1 a été utilisé en tant que maillage de base. Pour l’extension
de ses dimensions, des rangées d’éléments ont été ajoutées de manière régulière. Les valeurs
présentées dans les tableaux permettent de se faire une idée de l’importance des différents
paramètres et des efforts qu’il faut consentir à faire pour atteindre l’indépendance numérique
du maillage. Pour l’obtention de la valeur du seuil de la bifurcation régulière, une analyse
de stabilité linéaire a été effectuée dans le sous–espace azimutal m = 1 (m étant le mode
azimutal). En réalité, nous nous sommes aperçu après-coup qu’à Ri = 0.7, le mode azimutal
le plus instable lorsqu’on augmente le Re n’appartient pas au sous–espace m = 1 mais au
sous–espace m = 2. Cependant, l’évolution du résultat obtenu pour m = 1 en changeant le
maillage a été vérifiée pour m = 2.
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(a) Effet du nombre de points de collocation

NP 8 10 12 14
CD 0.55424 0.55521 0.55546 0.55516
Nu 23.330 24.243 24.056 24.028
Re1 1479.3 1473.8 1470.6 1470.3

(b) Effet de la dimension en amont

I/d 8 12 16 24
CD 0.55564 0.55546 0.55536 0.55539
Nu 24.056 24.056 24.055 24.055
Re1 1469.1 1470.6 1472.6 1472.3

(c) Effet de la dimension en aval

O/d 16 24 32 48
CD 0.55539 0.55546 0.55539 0.55539
Nu 24.055 24.056 24.055 24.055
Re1 1472.4 1470.6 1471.9 1472.1

(d) Effet de la dimension latérale

R/d 4 8 12 20
CD 0.55646 0.555546 0.55544 0.55554
Nu 24.063 24.056 24.055 24.056
Re1 1452.3 1470.6 1472.4 1471.4

Tab. A.1 – Tests de la dépendance des résultats (en terme de CD, Nu et Re1) en fonction
des propriétés du maillage : (a) nombre de points de collocation NP , (b) taille en amont I/d,
(c) taille en aval O/d et (d) taille latérale R/d. Les différents maillages sont une extension
(ou un raccourci) du maillage de base de 230 éléments avec I/d = 12, O/d = 24 et R/d = 8,
représenté dans Fig. 3.1. Le régime se trouve à l’extrémité droite et en haut du plan de
paramètres Ri − Re (Ri = 0.7, Re = 1470) pour Pr = 0.72 (voir Fig. 4.3). Les seuils de
l’instabilité primaire Re1 ont été calculés en interpolant (ou, dans deux cas, en extrapolant)
entre deux valeurs du taux de croissance γ (à Re = 1470 et à Re = 1490).



Annexe B

Détails de la méthode numérique

B.1 Décomposition azimutale

Les équations de continuité et de Navier-Stokes (2.11) et (2.12) couplées avec l’équation
d’advection et de diffusion de la température (2.13) s’écrivent en coordonnées cylindriques
(z, r, θ) de la manière suivante :
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où z est l’abscisse sur l’axe de l’écoulement infini amont, r la distance radiale et θ l’angle
azimutale.
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Les composantes u, v, w de la vitesse de l’écoulement sont les composantes cylindriques stan-
dard, u représentant la composante axiale, v la composante radiale et w la composante
azimutale. Le terme de Boussinesq est supposé parallèle à l’axe O ; les équations (B.1), (B.2)
et (B.3) décrivent ainsi le cas spécifique des écoulements assistant (Ri > 0) et opposant
(Ri < 0).

Les équations (B.1), (B.2) et (B.3) ont l’inconvénient de présenter un problème de singu-
larité lorsque r → 0. De plus, pour la discrétisation spatiale, on perd le découplage commode
des composantes dans les termes diffusifs permettant, en coordonnées cartésiennes, de réduire
le calcul des vitesses à la résolution d’un problème elliptique scalaire. De nombreuses astuces
approximatives (voir Verzicco & Orlandi, 1996, par exemple) ont été proposées. S.A. Orszag
(1983) a développé une méthode permettant de réduire les singularités à des singularités
apparentes faciles à éliminer. Cette méthode, qui s’appuie sur une décomposition azimu-
tale, nous a paru être la méthode de discrétisation la plus naturelle dans le contexte des
coordonnées cylindriques.

Le découplage des composantes de vitesses dans les termes diffusifs et un comportement
au voisinage de l’axe des modes azimutaux bien défini s’obtiennent en introduisant les com-
posantes complexes des vitesses :

ṽ± = v ± iw (B.4)

correspondant au passage de la représentation O(2) du groupe des rotations à la représen-
tation U(1) (cf. Jenny & Dušek, 2004). Tant que les composantes v, w sont réelles, il suffit
de retenir une seule des deux composantes v+ ou v−. En le faisant, nous serions cependant
contraints à utiliser une décomposition azimutale complexe comportant tous les modes m
entiers relatifs. Au lieu de cela, nous allons nous limiter à m ≥ 0, quitte à garder les deux
composantes v±. Pour une notation vectorielle compacte, nous allons utiliser le symbole

v = (u, v−, v+)T . (B.5)

La décomposition azimutale des champs intervenant dans les équations (B.1), (B.2) et (B.3)
sera définie par

p(z, r, θ, t) =
+∞∑

m=−∞
pm(z, r, t) e−imθ, (B.6)

v(z, r, θ, t) =
+∞∑

m=−∞
vm(z, r, t) e−imθ, (B.7)

T (z, r, θ, t) =
+∞∑

m=−∞
Tm(z, r, t) e−imθ, (B.8)

Etant donné que les grandeurs p, T, u, v, w sont réelles, on a :

p−m = pm, vz,−m = vz,m, v±,−m = v∓,m, T−m = Tm, (B.9)
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ce qui permet de limiter le calcul des modes à ceux qui correspondent à m ≥ 0. Selon
S.A. Orszag (1983), les modes des scalaires pour la rotation autour de l’axe ont le compor-
tement :

um |r=0∼ rm, pm |r=0∼ rm, Tm |r=0∼ rm, (B.10)

alors que les composantes v±,m se comportent comme :

v−,m |r=0 ∼ rm+1, (B.11)

v+,m |r=0 ∼ r|m−1|. (B.12)

Décomposées en modes de Fourier, les équations (B.1), (B.2) et (B.3) prennent la forme :
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où ∇†
m· est l’opposé de l’opérateur de divergence dans le sous–espace m. Le signe “produit

scalaire” (“·”) dans l’équation (B.13) tient compte du fait qu’en composantes U(1) (B.5), on
écrit

A ·B ≡ Az Bz + (A+B+ + A−B−)/2 ≡ A†DB (B.16)

où † signifie “conjugué complexe et transposé” et où D = diag(1, 1/2, 1/2). Ainsi, conformé-
ment à cette notation :
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∇m représente l’opérateur gradient agissant sur la pression dans les équations (B.14)
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Compte tenu de la définition du produit scalaire A ·B ci-dessus, l’opérateur laplacien s’écrit
aussi :
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∇2
m2 = ∇†

m · ∇m. (B.19)

Les termes F̂m, . . . représentent les modes azimutaux des termes non–linéaires (et, dans
l’équation (B.14a), le terme F̂m,z inclue aussi le mode m du terme de Boussinesq). Ils sont
calculés directement dans l’espace spectral :
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Dans les équations (B.20), les produits scalaires (v̂k · ∇̂m−k) sont considérés en coordonnées
standard O(2) :
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L’approximation consiste à tronquer les sommes et à ne prendre en compte que les modes
m = 0, . . . , Mmax. Les sommes finies obtenues sont calculées suivant la procédure décrite
dans l’appendix de l’article Ghidersa & Dušek (2000).

B.2 Discrétisation temporelle

Les valeurs des termes non–linéaires (et du terme de Boussinesq) sont extrapolées à
partir des valeurs calculées aux pas précédents par la méthode explicite d’Adams-Bashforth
du 3eme ordre. Les équations (B.14a) à (B.15), auxquelles nous donnerons une forme plus
générale afin de tenir compte d’une viscosité et d’une diffusivité qui peuvent être variables
dans l’espace tout en restant axisymétriques, sont discrétisées schématiquement :
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où F(n)
m représente les termes pris en compte explicitement (désignés par (n) car connus au

pas de temps n+1) F(n)
m = (F (n)

m,z,F (n)
m,−,F (n)

m,+)T . Lm désigne l’opérateur des termes visqueux

Lm = diag(∇†
m · ν∇m,∇†

m+1 · ν∇m+1,∇†
m−1 · ν∇m−1). (B.25)

Il s’agit d’une discrétisation implicite au premier ordre des termes diffusifs. Ce choix assure
un maximum de stabilité numérique. Le premier ordre n’influe pas sur la précision effective,
compte tenu des grands nombres de Reynolds et d’un pas de temps très court imposé par le
critère CFL du traitement explicite des termes advectifs.

B.3 Discrétisation dans le plan axial–radial par éléments spec-
traux

B.3.1 Eléments spectraux

Le calcul des champs v(n+1)
m , p

(n+1)
m et T

(n+1)
m revient à résoudre le système (pour alléger

la notation, l’indice m indiquant le sous-espace azimutal est omis dans la notation) :
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∇m · v = 0, (B.27)
Tm

∆t
= −∇†

m · κ∇m Tm + h, (B.28)

avec v = (u, v−, v+)T . Ce problème peut être reformulé sous la forme variationnelle en tant
que recherche du minimum de la fonctionnelle, écrite, pour simplifier, dans l’hypothèse de
conditions aux limites de Dirichlet

v|∂Ω = w. (B.29)
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avec Ω un domaine du plan (z, r) du type représenté dans Fig. 3.1 et dΩ = rdrdz .
La discrétisation revient à choisir une intégration approchée des intégrales figurant dans

la fonctionnelle (B.30). La méthode des éléments spectraux consiste à décomposer le domaine
en N éléments Ωk, k = 1, . . . , N , Ω = ∪N

k=1Ωk. Les éléments Ωk ont la topologie des carrés et
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sont paramétrés par deux variables locales (q, s) ∈ [−1, 1]2. La transformation locale s’écrit
sur chaque élément :

z(k) = z(k)(q, s), (B.31)
r(k) = r(k)(q, s). (B.32)

Chaque point P (k)(i, j) de coordonnées z et r situé dans l’élément (k) sera numéroté par des
indices locaux (i, j) et par celui de l’élément (k). Les coordonnées du point s’écrivent donc

z
(k)
i,j = z(k)(qi, sj),

r
(k)
i,j = r(k)(qi, sj). (B.33)

En conséquence, par exemple, l’intégrale
∫
Ω (T h) dΩ s’écrit :

∫
Ω

T h dΩ =
∑

k

∫ 1

−1

∫ 1

−1
T h rJ dqds +

∑
k′

∫ 1

−1

∫ 1

−1
T h

r

(s + 1)
J dq(s + 1)ds. (B.34)

On distingue les éléments touchant l’axe en les numérotant par l’indice k′. La paramétrisation
locale de ces éléments se fait de sorte que l’intersection de l’axe avec l’élément soit paramétrée
par s = −1. On remarque également que le facteur r

(s+1) est non–singulier. Les fonctions T, h
sont maintenant considérées comme fonctions des variables locales et J est le jacobien de la
transformation locale :

J (k)(r, s) =

∣∣∣∣∣D
(
z(k), r(k)

)
D(q, s)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ ∂z(k)

∂q
∂z(k)

∂s
∂r(k)

∂q
∂r(k)

∂s

∣∣∣∣∣ . (B.35)

La paramétrisation est construite de sorte que J (k)(r, s) > 0.
Sur chaque élément spectral ne touchant pas l’axe de symétrie, les intégrations sur l’in-

tervalle [−1, 1] sont approchées par la formule de Gauss–Lobatto–Legendre :∫ 1

−1
f(x)dx ∼=

n∑
i=1

f(xi)wi, (B.36)

où x1 = −1, xn = 1 et xi, i = 2, . . . , n − 1 sont racines des dérivées des polynômes de
Legendre de degré n−1 : P ′

n−1(xi) = 0 xi, i = 2, . . . , n−1. Ce choix permet le raccordement
aux interfaces des éléments spectraux.
L’approximation (B.36) revient à approcher la fonction f(x) par la formule d’interpolation :

f(x) ∼= f̂(x) =
n∑

i=1

f(xi)hi(x), (B.37)

où
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hi(x) =
pn(x)

(x− xi)p′n(xi)
, (B.38)

avec

pn(x) =
n∏

i=1

(x− xi). (B.39)

En conséquence :

hi(xj) = δi,j . (B.40)

Sur les éléments touchant l’axe, la quadrature de Gauss-Lobatto-Jacobi tient mieux
compte de la présence du facteur s + 1 s’annulant sur l’axe. La formule (B.36) est alors
remplacée par

∫ 1

−1
f(s)(s + 1)ds ∼=

n∑
i=1

f(s(J)
i ) w

(J)
i , (B.41)

les noeuds à l’intérieur de l’intervalle i = 2, ..., n−1 étant maintenant racines de P
(1,0)
n−1

′
(s(J)

i ) = 0,
P (1,0) étant les polynômes de Jacobi P (α,β) avec α = 1 et β = 0. Au final, l’intégrale (B.34)
prend la forme

∫
Ω

ThdΩ =

=
∑

k

∫ 1

−1

∫ 1

−1
T (k)(z(k)(q, s), r(k)(q, s))h(k)(z(k)(q, s), r(k)(q, s)) Ĵ (k)(q, s)dqds =

=
∑

k

n∑
i=1

n∑
j=1

T
(k)
ij h

(k)
ij w

(k)
i w

(k)
j Ĵ

(k)
ij , (B.42)

où Ĵ = rJ dans les éléments ne touchant pas l’axe et Ĵ = r/(s + 1)J dans les éléments
touchant l’axe. Les indices i, j désignent les valeurs des fonctions concernées aux noeuds de
l’élément, par exemple T

(k)
ij ≡ T (k)(z(k)(qi, sj), r(k)(qi, sj)). La somme discrète (B.42) s’écrit

sous forme matricielle : ∫
Ω

ThdΩ = T̃ T Mh̃, (B.43)

où T̃ et h̃ sont les vecteurs – colonnes arrangés de la manière suivante :
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T̃ =
{

T
(k)
ij

}k=1...N

i,j=1...n



T
(1)
11
...

T
(1)
nn

T
(2)
11
...

T
(2)
nn
...

T
(N)
11
...

T
(N)
nn



. (B.44)

La matrice des masses M est diagonale

M = diag
({

w
(k)
i w

(k)
j Ĵ

(k)
ij

}k=1...N

i,j=1...n

)
=


w

(1)
1 w

(1)
1 J

(1)
11 0 . . . 0

0 w
(1)
2 w

(1)
1 J

(1)
21 . . . 0

...
...

. . .
...

0 0 . . . w
(N)
n w

(N)
n J

(N)
nn

 .

(B.45)

B.3.2 Discrétisation des opérateurs différentiels

Dérivées partielles

Les champs étant tous, au départ, fonctions des variables z, r, il faut d’abord exprimer leurs
dérivées en fonction des variables locales avant d’introduire la formule d’interpolation de
Lagrange (B.37). Par exemple, la dérivée d’un champ scalaire u par rapport à z s’écrit :(

∂u

∂z

)
=

∂u

∂q

∂q

∂z
+

∂u

∂s

∂s

∂z
. (B.46)

Sur l’élément Ωk, la fonction u(k)(r, s) s’exprime

u |Ωk
= u(k)(q, s) ≈

∑
ij

u
(k)
ij hi(q)hj(s). (B.47)

Sa dérivée par rapport à q au point d’indices [o, p] s’écrit

(
∂u

∂q

)(k)

o,p

≈ ∂

∂q

∑
ij

u
(k)
ij hi(q)hj(s)

∣∣∣∣∣∣
q=qo,s=sp

=
∑
ij

u
(k)
ip h′i(ro). (B.48)

h′i(ro) est une matrice n× n que nous allons noter :
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h′j(ri) = Di,j , {Di,j}i,j=1,...,n =


h′1(r1) h′2(r1) . . . h′n(r1)
h′1(r2) h′2(r2) . . . h′n(r2)

...
...

. . .
...

h′1(rn) h′2(rn) . . . h′n(rn)

 . (B.49)

D’une manière similaire, on exprime la dérivée par rapport à s. La matrice qui intervient
dans l’expression pour la dérivée par rapport à s est la même, sauf dans les éléments touchant
l’axe. Pour ne pas compliquer la notation, nous ne faisons pas apparâıtre cette distinction.
De plus, les matrices locales D sont les mêmes dans tous les éléments. Eq. (B.48) devient(

∂u

∂z

)(k)

o,p

≈
(

∂r

∂z

)
o,p

Do,iu
(k)
i,p +

(
∂s

∂z

)
o,p

u
(k)
oj DT

j,p. (B.50)

Dans la formule B.50, nous avons introduit la convention d’Einstein (sommation sur l’indice
qui se répète) et nous avons fait apparâıtre les multiplications matricielles sous la forme
intervenant dans le code. En notation matricielle globale (B.44), l’opérateur différentiel ∂/∂z
est ainsi remplacé par la multiplication matricielle :({

∂u

∂x

}(k)

o,p

)k=1...N

o,p=1...n

≈ Dz.ũ. (B.51)

D’une manière similaire, on obtient la matrice Dr approchant l’opérateur ∂/∂r.

Opérateur gradient ∇m

Pour obtenir la version approchée de la fonctionnelle (B.30), il suffit, en principe, d’écrire
l’approximation matricielle de l’opérateur gradient (B.18). La composante z se réduit à la
multiplication matricielle par la matrice Dz. Les composantes + et − comportent la multipli-
cation par la matrice Dr à laquelle se rajoute le terme exigeant le traitement de la singularité
dans l’axe r → 0. Les relations (B.10,B.11,B.12) permettent de voir que les seuls cas où les
champs auxquels on applique l’opérateur gradient ne s’annulent pas dans l’axe correspondent
à l’absence du terme singulier. Ainsi, les singularités sont toutes apparentes. Le principe de
leur suppression repose sur le remplacement de la valeur de la fraction f(r)/r par la dérivée
en r = 0.
L’approximation des composantes − et + du gradient d’un champ u supposé s’annuler sur
l’axe dans le sous-espace m > 0

(
∂u
∂r ±

mu
r

)
se fait donc de deux façons suivant que le point

se trouve ou non sur l’axe :

rij 6= 0 =⇒
(

∂u

∂r
± mu

r

)(k)

ij

=
(

∂u

∂r

)(k)

ij

± m

rij
(u)(k)

ij , (B.52)

rij → 0 =⇒
(

∂u

∂r
± mu

y

)(k)

ij

= (1±m)
(

∂u

∂r

)(k)

ij

. (B.53)
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En notation matricielle, on aura :

(
∂u

∂r
± mu

r

)(k)

ij

≈ (D∓,mũ)(k)
ij ≡ (Drũ)(k)

ij ± m

rij
(u)(k)

ij , (rij 6= 0), (B.54)(
∂u

∂r
± mu

r

)(k)

ij

≈ (D∓,mũ)(k)
ij ≡ (1±m)

(
∂u

∂r

)(k)

ij

, (rij = 0). (B.55)

Les trois matrices Dz et D∓,m définissent la matrice du gradient

Gm =

 Dz

D−,m

D+,m

 , (B.56)

associant à l’opérateur ∇m la multiplication matricielle

∇mu → Gm ũ. (B.57)

Approximation de la fonctionnelle J

La version discrète du gradient (B.57) et l’intégration approchée (B.43) permettent
d’écrire la version discrète da la fonctionnelle (B.30) sous la forme

J(v, p, T ) ≈ J̃(ṽ, p, T ) =

=
1
2

[
ṽ†Mṽ

∆t
+

+ ũ†G†
mMν̃Gmũ +

+
1
2

(
ṽ†−G†

m+1Mν̃Gm+1ṽ− + ṽ†+G†
m−1Mν̃Gm−1ṽ+

)
+

+ T̃ †G†
mMκ̃GmT̃

]
+

+ ṽ†MGmp̃ − T̃ †Mh̃ − ṽ†Mf − ˜(w · n)|†∂ΩA p̃|∂Ω (B.58)

où M est la matrice de masse vectorielle

M = diag
(

M,
1
2
M,

1
2
M

)
, (B.59)

les “˜” désignent les tableaux discrets de valeurs aux points du maillage et A est la matrice
des masses (diagonale et réelle, de même que la matrice M) à la surface où les conditions
de Dirichlet sur les vitesses sont imposées. La viscosité ν̃ et la diffusivité thermique κ̃ repré-
sentent une multiplication de chaque composante du gradient par le même champ de valeurs
prises aux points de collocation du maillage. Il s’agit donc, en toute rigueur, de la multipli-
cation par la matrice diagonale ν̃ ≡ diag(ν̃, ν̃, ν̃. Les matrices notées en gras agissent sur les
trois composantes discrétisées des vitesses. Introduisons, de plus, la matrice
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Lm = diag(G†
mMν̃Gm,

1
2
G†

m+1Mν̃Gm+1,
1
2
G†

m−1Mν̃Gm−1) (B.60)

et la matrice

Km = G†
mMκ̃Gm. (B.61)

Cela permet de simplifier d’avantage l’écriture de la fonctionnelle discrétisée :

J̃(ṽ, p, T ) =
1
2

(
ṽ†Mv

∆t
+ ṽ†Lmṽ + T̃ †KmT̃

)
+ ṽ†MGmp̃ − T̃ †Mh̃ − ṽ†Mf̃ − ˜(w · n)|†∂ΩA p̃|∂Ω. (B.62)

Les champs discrétisés étant complexes, ce sont les adjoints au sens d’Hermite (†) qui inter-
viennent. Nous utilisons cependant le même symbole pour les matrices réelles telles que G
où il s’agit d’une simple transposition.

Equations discrétisées

La continuité des champs discrétisés à l’interface des éléments exige que les valeurs dis-
crètes aux points physiquement identiques représentent une seule variable indépendante. Par
exemple, si le maillage n’est constitué que de deux éléments ayant chacun 6 × 6 points de
collocation, il y a 6 points communs de multiplicité 2 à l’interface des deux éléments. Le code
n’introduisant pas de numérotation globale, la multiplicité des points du maillage est prise
en compte par des contraintes supplémentaires du type u

(k)
i,j = u

(k′)
i′,j′ exprimant le fait que le

point d’indices locaux i, j de l’élément k est identique au point d’indices locaux i′, j′ de l’élé-
ment k′ (la multiplicité maximale des points du maillage dans Fig. 3.1 est 6). Le minimum
de la fonctionnelle discrétisée (B.62) correspond alors aux conditions :

∇̃ũJ̃ = 0, ∇̃p̃Ĵ = 0 et ∇̃T̃ Ĵ = 0, (B.63)

où ∇̃ũ est le gradient par rapport aux variables indépendantes du tableau ũ. Si deux points
sont physiquement identiques, i.e. u

(k)
i,j = u

(k′)
i′,j′ , c’est-à-dire, après une renumérotation avec

un seul indice ` parcourant la totalité des points de collocation du tableau u, u` = u`′ , on a
alors

∂

∂u`
=

∂

∂u`
+

∂

∂u`′
. (B.64)

En pratique, on calcule donc le gradient ∇ũ en ne tenant pas compte des multiplicités et
on remplit les valeurs du champ u aux points à multiplicité supérieure à 1 par la somme
des valeurs obtenues dans les éléments différents mais associés au même point physique.
Cette opération est appelée ’direct stiffness sum’ dans le formalisme des éléments finis. Elle
correspond à la multiplication du tableau ∇ũJ̃ par une matrice de la forme (en cas de
multiplicité 2) :
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S =



1
. . .

1 . . . 1
...

. . .
...

1 . . . 1
. . .

1


. (B.65)

Le tableau de valeurs (d’un champ scalaire) ũ comporte également les points où les conditions
de Dirichlet sont imposées aux frontières. Les valeurs en ces points étant imposées de l’exté-
rieur, elles ne font pas l’objet du calcul des variations. Les dérivées partielles par rapport à
ces valeurs doivent donc être considérées comme nulles. Cela revient à appliquer à ces valeurs
un ’masque’ imposant la valeur nulle à la composante respective du gradient ∇̃ũ. Le masque
est une matrice diagonale Iũ avec des valeurs diagonales unité partout sauf aux points où
les conditions de Dirichlet sont imposées et où la valeur diagonale vaut 0. Chaque champ
ayant ses propres conditions aux limites, les matrices – masques sont notées avec un indice
indiquant le champ concerné. Comme les conditions aux limites des champs dépendent du
sous-espace, les masque dépendent de m sans que cela apparaisse dans la notation allégée.
Finalement, on peut donc écrire :

∇̃ũJ̃ = IũS∇ũJ̃ . (B.66)

Remarquons encore que la matrice S commute avec une matrice diagonale à condition que
les éléments diagonaux satisfassent déjà la condition de continuité à l’interface des éléments.
En effet :

SA =



1
. . .

1 . . . 1
...

. . .
...

1 . . . 1
. . .

1





a1

. . .
ak

. . .
al

. . .
an


=

=



a1

. . .
ak . . . al
...

. . .
...

ak . . . al

. . .
an


(B.67)
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AS =



a1

. . .
ak . . . ak
...

. . .
...

al . . . al

. . .
an


(B.68)

Donc ak = al ⇔ AS − SA = 0.
Afin de garder la notation compacte de l’équation (B.62), introduisons le masque du

champ vectoriel ṽ composé des masques des composantes ũ, ṽ± : Iṽ = diag(Iũ, Iṽ− , Iṽ+).
Etant donné que la maillage est identique pour toutes les composantes, la version vectorielle
de la matrice S est tout simplement égale à la somme directe de trois matrices scalaires S
identiques : S = diag(S, S, S). Les équations matricielles discrètes (B.63) s’écrivent alors :

∇̃ṽJ̃ = 0 ⇔ IṽS
(

1
∆t

Mṽ + MGmp̃ + Lmṽ
)

= IṽSMf̃ , (B.69)

∇̃p̃J̃ = 0 ⇔ Ip̃SG†
mMṽ = Ip̃SA ˜(w · n)|∂Ω, (B.70)

∇̃T̃ J̃ = 0 ⇔ IT̃ S

(
1

∆t
MT̃ + KT̃

)
= IT̃ SMh̃. (B.71)

Une prise en compte du couplage entre les équations (B.69) et (B.70) par la méthode
d’Uzawa est coûteuse et inutile dès que la fraction Re/∆t prend des valeurs suffisamment
élevées. Dans notre cas, elle est toujours supérieure à 1000 même pour des nombres de
Reynolds de l’ordre de l’unité. La méthode de pas fractionné consiste à obtenir d’abord le
champ à divergence nulle ṽ∗ et à calculer ensuite la pression p en ignorant le terme diffusif

v∗

∆t
+∇mp = f , (B.72)

∇m · v∗ = 0. (B.73)

Le terme diffusif pour les vitesses est pris en compte et le champ de température est calculé
ensuite en résolvant les équations

v
∆t

+ Lmv = −∇mp + f , (B.74)

Tm

∆t
+ ∇†

m · κ∇m Tm = h. (B.75)

Bien entendu, le champ final n’est plus exactement à divergence nulle, mais l’erreur est
négligeable, ce qui a pu être testé en inversant l’ordre de résolution des problèmes (B.72),
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(B.73) et (B.74). La version discrète des équations (B.72) et (B.73) est représentée par
l’équation matricielle (cf. Eqs. (B.69)) :

IṽS
(

1
∆t

Mṽ∗ + MGmp̃
)

= IṽSMf̃ (B.76)

complétée par l’équation de continuité discrétisée (B.70) :

Ip̃SG†
mMṽ∗ = Ip̃SA ˜(w · n)|∂Ω. (B.77)

L’équation permettant de calculer le tableau p̃ s’obtient de la manière suivante. Tout d’abord,
on remarque que le champ ṽ∗ doit satisfaire la condition de continuité à l’interface des
éléments. Ainsi, si u est une de ces composantes vectorielles, k et ` deux indices aux points
physiquement identiques, alors uk = u`. Par contre, la matrice diagonale des masses M
est constituée d’éléments diagonaux tenant compte de la géométrie des éléments distincts
auxquels appartiennent les points k et `. En conséquence, si m` sont ces éléments diagonaux,
mk 6= m`. On a, pour une composante ũ du champ vectoriel ṽ∗ :

(SMũ)k = (SMũ)` = (m` + mk)uk = (m` + mk)u`, (B.78)

donc

SMũ = diag(Sm)ũ = M̃ũ, (B.79)

où nous avons noté M̃ la matrice des masses ayant subi la ’direct stiffness sum’. On notera,
en accord avec (B.59) M̃ = diag(M̃, 1

2M̃, 1
2M̃). Le terme IṽSMṽ∗ s’écrit donc d’une manière

équivalente :

IṽSMṽ∗ = M̃Iṽṽ∗ = M̃ṽ∗, (B.80)

étant donné que les deux matrices (diagonales) Iṽ et M̃ commutent et que le champ ṽ∗

est déjà supposé nul aux points où les conditions de Dirichlet sont imposées Iṽṽ∗ = ṽ∗.
L’équation (B.76) peut dons être mise sous la forme :

ṽ∗

∆t
+ M̃−1IṽSMGmp̃ = M̃−1IṽSMf̃ . (B.81)

En multipliant l’équation (B.81) par la matrice Ip̃SG†
mM, nous obtenons, compte tenu de

l’équation de continuité (B.77)

Ip̃SG†
mMM̃−1IṽSMGmp̃ = Ip̃SG†

mMM̃−1IṽSMf̃ +
1

∆t
Ip̃SA ˜(w · n)|∂Ω. (B.82)

Il s’agit du système linéaire

Bmp̃ = r̃, (B.83)
Bm = Ip̃SG†

mMM̃−1IṽSMGmSIp̃ (B.84)
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Mode m Taille de matrice Nombre d’éléments non-nuls
0 8469 1267844
1 8307 1231617
2 8307 1231629
3 8307 1231633

Tab. B.1 – Tailles et nombre d’éléments non-nuls dans le triangle supérieur de la matrice
pour les matrices de pression m = 0, 1, 2, 3 du maillage à 169 éléments avec 8 points de
collocation par direction spatiale.

dont la matrice est manifestement symétrique et définie positive car la matrice M̃−1IṽS l’est
aussi. Par contre, la matrice Bm est loin d’être la matrice de discrétisation du laplacien sca-
laire ∇m2 qu’on obtiendrait en résolvant formellement le problème continu (B.72) et (B.73),
cette dernière étant égale à Cm = Ip̃SG†

mMGmSIp̃. L’introduction de ce traitement exact de
l’équation de la pression a permis d’obtenir un champ à divergence nulle avec une précision
machine. Le reste du calcul consiste à résoudre les versions discrétisées des équations de la
vitesse et de la température (B.74) et (B.75) :

IṽS
(

1
∆t

Mṽ + Lmṽ
)

= −MGmp̃ + IṽSMf̃ , (B.85)

IT̃ S

(
1

∆t
MT̃ + KT̃

)
= IT̃ SMh̃, (B.86)

qui sont définies par des matrices symétriques très bien conditionnées. Leur résolution par la
méthode des gradients conjugués ne nécessite que quelques itérations et reste peu coûteuse
même si on souhaite réduire le résidu par un facteur correspondant à la précision machine.

B.3.3 Inversion directe de la matrice de pression

La matrice (B.84) s’avère être très mal conditionnée. Par exemple, pour des maillages
fins, avec des éléments comportant au-moins 8 points de collocation par direction spatiale,
le nombre d’itérations de la méthode des gradients conjugués atteint plusieurs milliers (au
lieu de centaines pour la matrice C). Nous avons donc eu recours à une méthode d’inversion
directe. La matrice Bm est alors générée dans un format de matrice creuse en numérota-
tion globale, c’est-à-dire en prenant des points physiquement identiques aux interfaces des
éléments pour un seul point dans chaque sous–espace m utilisé dans calcul. I.e., si la dé-
composition azimutale comporte Mmax + 1 modes, on génère et stocke Mmax + 1 matrices.
Comme le nombre de différents maillages est relativement réduit, on stocke les matrices avec
les maillages. Au lancement d’une simulation, les matrices Bm (m = 0, . . . ,Mmax) sont lues
à partir d’un fichier. Une idée de la taille des matrices et du nombre de leurs éléments non–
nuls peut être obtenue à partir du Tab.B.1. La structure de la matrice Bm pour m = 1 est
représentée dans Fig. B.1.
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Fig. B.1 – Structure de la matrice de pression pour le maillage Tab.B.1 et le mode m = 1.
Un point représente une valeur non–nulle. Uniquement la moitié supérieure de la matrice est
stockée.

Au lancement de la simulation, les matrices lues sont décomposées par la décomposition
LDL (voir Cuthill & McKee, 1969; Gibbs et al., 1976; Ng & Peyton, 1993; Espostio et al.,
1998). Elle permet d’obtenir une factorisation Bm = LT

mDmLm où Lm est triangulaire
inférieure, avec des éléments diagonaux unité, et Dm est diagonale. L’algorithme utilisé limite
considérablement le nombre d’éléments non–nuls du facteur Lm. Le nombre de ses éléments
est, dans nos calculs, de l’ordre de 3 fois le nombre d’éléments non–nuls de la matrice de
départ. La décomposition dure quelques secondes au maximum et n’est effectuée qu’au début
du calcul. Le temps CPU de résolution du problème factorisé LT

mDmLmx = f est inférieur
au temps des itérations par gradients conjugués des équations (B.85) et (B.86).
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B.4 Traitement numérique du glaçon en fusion

B.4.1 Dépendance de la température sur la viscosité, la diffusivité ther-
mique et le terme de flottabilité

Les coefficients ν et κ dans les équations (2.54) et (2.55) ne permettent pas l’application
directe de la décomposition azimutale à ces équations car ils dépendent de la température
dont le champ est lui–même non–axisymétrique. Pour retrouver la décomposition azimutale
(B.14) et (B.15), nous décomposerons ν et µ en leur partie axisymétrique

ν0 = ν(T0), (B.87)
κ0 = κ(T0) (B.88)

et leur partie non–axisymétrique

ν1 = ν(T ′), (B.89)
κ1 = κ(T ′), (B.90)

où T0 est le mode m = 0 (valeur moyenne azimutale) de T et

T ′ =
Mmax∑
m=1

Tm e−imθ + c.c., (B.91)

’c.c.’ désignant les termes conjugués complexes. Les termes contenant les parties non–axisymétriques
seront rajoutés aux termes traités explicitement. De plus, on tient compte de la non–linéarité
du terme (2.58) remplaçant celui de Boussinesq dans l’équation (B.20)a. Les équations (B.20)
deviennent :

Fm,z =
+∞∑

k=−∞
(v̂k · ∇̂m−k)um−k − (γ(T ))m − (∇ · ν1∇u)m (B.92a)

Fm,− =
+∞∑

k=−∞
(v̂k · ∇̂m−k+1)v−,m−k − (∇ · ν1∇u)−,m (B.92b)

Fm,+ =
+∞∑

k=−∞
(v̂k · ∇̂m−k−1)v+,m−k − (∇ · ν1∇u)+,m (B.92c)

Fm,T =
+∞∑

k=−∞
(v̂k · ∇̂m−k)Tm−k − (∇ · κ1∇T )m (B.92d)

alors que les équations (B.14) et (B.15) ne changent que pour tenir compte de la dépendance
des parties axisymétriques des coefficients de la position dans le plan axial–radial :
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∂um

∂t
+ F̂m,z = −∂pm

∂z
−∇†

m · ν0∇m um, (B.93a)

∂v−,m

∂t
+ F̂m,− = −

(
∂pm

∂r
−m

pm

r

)
−∇†

m+1 · ν0∇m+1 v−,m, (B.93b)

∂v+,m

∂t
+ F̂m,+ = −

(
∂pm

∂r
+ m

pm

r

)
−∇†

m−1 · ν0∇m−1 v+,m, (B.93c)

∂Tz,m

∂t
+ F̂m,T + ∇†

m · κ0∇m vz,m = 0. (B.94)

Les termes additionnels au second membre des équations (B.92) sont calculés en pas-
sant de l’espace spectral dans l’espace physique et de retour. A cet effet, nous introdui-
sons un maillage virtuel (car uniquement utilisé pour le calcul des termes non–linéaires) de
2Mmax +1 points en direction azimutale θj = 2πj/(2Mmax +1), j = 0, . . . , 2Mmax. Le terme
(∇ · ν1∇u)m, par exemple, est calculé en effectuant l’opération différentielle ∇mum dans l’es-
pace spectral pour m = 0, . . . ,Mmax. Les modes azimutaux du gradient ∇u ainsi obtenus
sont recomposés dans l’espace physique (aux points θj) (cf. Eq. B.7) et donnent les valeurs
réelles du gradient. Le résultat est multiplié par la partie non–axisymétrique de viscosité
cinématique ν1 calculée à partir de la partie non–axisymétrique du champ de température
(B.91). Le produit ainsi obtenu est décomposé en modes azimutaux et l’opération −∇· est
appliquée aux modes azimutaux ainsi obtenus sous la forme de l’opérateur ∇†

m·. Le calcul
du terme (∇ · κ1∇T )m est exactement identique. En ce qui concerne les termes analogues
apparaissant dans les équations (B.92b et c), on utilise la décomposition complexe complète
en modes m = −Mmax, . . . ,Mmax de la composante complexe v+, sachant que v+,m = v−,−m.
Le terme de Boussinesq généralisé (γ(T ))m est calculé d’abord dans l’espace physique à par-
tir du champ de température recomposé à l’aide de la formule (2.58) avant d’être décomposé
en modes azimutaux à son tour. Le passage de l’espace spectral dans l’espace physique se
fait sur les tableaux entiers obtenus par la discrétisation dans le plan axial–radial et sa vec-
torisation est parfaite. La mémoire utilisée est immédiatement libérée après le calcul. En
conséquence, l’opération demande peu de ressources. Quant aux équations (B.93) et (B.94),
elles se ramènent, après la discrétisation temporelle, aux équations (B.22), (B.23) et (B.24),
dont le traitement a été expliqué dans la section B.2.

B.4.2 Prise en compte du diamètre variable de la sphère

Les équations du mouvement de la sphère adimensionnées par le diamètre de la sphère
gardent leur forme quel que soit le diamètre réel. La variation du diamètre se répercute dans
le calcul de deux manières :

1) Le nombre de Galilée devient variable. Sa variation relative à chaque pas de temps ∆t∗

s’écrit :

∆G

G
=

3
2

∆d

d
=

3
π

cp,ref (Ts − T∞)
`

Q̇∗ ∆t∗. (B.95)
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2) Le maillage se déplace non seulement en translation en suivant le mouvement du centre
de la sphère, mais il se rétrécit en fonction de la diminution de l’échelle d. La vitesse
(adimensionnée) normale à la surface de la sphère est

v∗n =
1
d

∆d

∆t∗
=

2
π

cp,ref (Ts − T∞)
`

Q̇∗. (B.96)

Pour que le maillage garde sa forme, il faut déplacer chaque point du plan (z, r) à la
vitesse v(m) représentant un champ axisymétrique avec les composantes (l’indice zéro
indique le mode m = 0) :

v
(m)
z,0 = v∗nz, (B.97)

v
(m)
+,0 = v

(m)
−,0 = v∗nr. (B.98)

La vitesse d’entrâınement du maillage u dans l’équation (2.12) est donc égale à la
somme de la vitesse de la sphère us et de la vitesse de déformation locale v(m) :

u = us + v(m). (B.99)

B.4.3 Modification du traitement implicite des équations du mouvement
de la sphère

Le traitement pleinement implicite des équations de mouvement de la sphère (2.56) et
(2.57) ne peut plus être maintenu tel quel sous peine d’une augmentation drastique des coûts
de calcul. Ce traitement, décrit dans l’article Jenny & Dušek (2004), profite d’une manière
astucieuse du fait que la viscosité est constante en temps et uniforme dans l’espace. Ni l’une
ni l’autre de ces propriétés n’est plus vérifiée dans le cas présent. La méthode de Jenny
& Dušek (2004) consiste à évaluer la matrice A (cf. la formule (64) de l’article Jenny &
Dušek (2004)) liant la force et le moment agissant sur la sphère suite à une accélération
en translation et en rotation. Il s’agit donc (à un facteur près) d’une matrice de masses et
moments d’inerties ’ajoutés’ qui tient compte, de façon exacte, du maillage numérique (en
particulier, puisque le domaine n’est ni infini ni sphérique, les masses ajoutées correspondant
aux accélérations suivant deux directions différentes, par exemple suivant l’axe Oz et l’axe
Ox perpendiculaire à l’écoulement, ne valent pas exactement 0.5 et ne sont pas égales). La
matrice A, permettant de calculer directement la correction des vitesses de la sphère à partir
du résidu des équations du mouvement, peut être calculée avec une bonne approximation
(assurant la stabilité du calcul) avec une viscosité uniforme dans l’espace égale à valeur
1/G ≡ ν∗(T = 1/2). La correction tenant compte de la valeur exacte de la viscosité est prise
en compte sous forme de termes explicites. De plus, afin de ne pas recalculer la matrice A
à chaque pas de temps, la valeur de G est maintenue fixée à une valeur G0 tant qu’elle ne
s’écarte pas d’un certain pourcentage de la valeur exacte. Une mise à jour espacée à chaque
fois que l’écart atteint 1% représente un événement rare au cours d’une simulation tout en
conservant la stabilité et la précision de l’algorithme. La discrétisation des équations (2.56)
et (2.57) peut être résumée comme suit :
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ρs

ρref

u(n+1)
S − u(n)

S

dt
=

6
π
Ffl(v(n+1), p(n+1), 1/G0) + kfix +

6
π

∆F(n)
fl , (B.100)

ρs

ρref

Ω(n+1) −Ω(n)

dt
=

60
π

Mfl(v(n+1), p(n+1), 1/G0) +
60
π

∆M(n)
fl , (B.101)

les termes correcteurs étant calculés à la fin du pas de temps précédent :

∆F(n)
fl = Ffl(v(n), p(n), ν(T (n)))− Ffl(v(n), p(n), 1/G0), (B.102)

∆M(n)
fl = Mfl(v(n), p(n), ν(T (n)))−Mfl(v(n), p(n), 1/G0). (B.103)
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