
No d’ordre: 00000

THÈSE

présentée en vue de l’obtention du grade de
DOCTEUR DE L’UNIVERSITÉ de STRASBOURG

devant l’Université de Strasbourg

pour obtenir

le grade de : Docteur de l’Université de Strasbourg

Mention Science de la Terre

par

Alexandre ABELLAN

Équipe d’accueil : IMFS
École Doctorale : Institut de Mécanique des Fluides de Strasbourg

Composante universitaire : Strasbourg

Titre de la thèse :

Construction de fonctions objectifs

&

Modélisation a priori de l’apport de mesures en géosciences :

une approche statistique

À soutenir le 14 Décembre 2009 devant la commission d’examen

M. : Ghislain De Marsily Président
MM. : Frédérick Delay Rapporteurs

Michel Cara

MM. : Benoît Nœtinger Examinateurs
M. : Philippe Ackerer Directeur de thèse



Remerciements

Mes plus vifs remerciements vont aux personnes qui ont contribué au bon déroulement
et à l’aboutissement de cette thèse. En premier lieu, je tiens à exprimer ma gratitude
à Benoit Nœtinger, Professeur et directeur associé à l’IFP et à Philippe Ackerer, direc-
teur de Recherche du LHyGeS qui m’ont donné la chance et l’opportunité de réaliser
ces travaux et de les mener à bien dans des conditions exeptionnelles. Je retiens leurs
expériences ainsi leurs conseils avisés et la disponibilité constante dont ils ont toujours
fait preuve.

Mes remerciements et ma profonde gratitude vont également aux membres du Jury.
J’exprime ainsi toute ma reconnaissance à Monsieur G. De Marsily, Professeur émérite
et membre de l’Académie des Sciences de Paris pour avoir accepté d’examiner mon
travail et le remercie pour pour sa lecture attentive et toutes ses critiques ainsi que de
l’intérêt réel et sincère qu’il a manisfesté sur la teneur de ce rapport.

Je suis très honoré que Monsieur F. Delay, Professeur de l’université de Poitier et
Monsieur M. Cara, directeur de l’École et Observatoire des Sciences de la Terre, aient
accepté d’être rapporteur de ce travail.

C’est avec sincèrité que je salue les membres du département Ingénierie de Réservoir
et Simulation des écoulements en milieux poreux et tout particulièrement F. Roggero
pour son acceuil et ses conseils avisés, Y. Gautier pour toutes nos longues discussions
interessantes, I. Zabalza pour son soutien et sa collaboration scientifique fructueuse, M.
Feraille pour ses idées et remarques fort instructives.

Il me serait impossible de ne pas saluer Mme et M. Knossow et ma famille pour le
soutien immense et les encouragements qu’ils n’ont cessé de me prodiguer tout au long
de cette entreprise.

Enfin, je remercie ma femme, Myriam pour l’écoute, l’engagement et la patience
qu’elle a du acquérir pendant ces trois années. Ce travail de thèse lui est dédié.



ii Remerciements



Résumé

La caractérisation de réservoir ainsi que la quantification des incertitudes sont des
enjeux majeurs en ingénierie de réservoir. L’une des difficultés vient de l’impossibilité
pratique de disposer d’une description exhaustive des roches souterraines, ce qui impose
une analyse probabiliste du réservoir. Dans un premier temps, il est donc indispensable
de déterminer un cadre théorique et un cadre pratique permettant d’estimer au mieux les
paramètres du modèle tout en fournissant des outils de calcul efficaces. Dans un second
temps, l’intégration de données observées dynamiquement ou calage d’historique se fait
au moyen d’une fonction objectif qui mesure l’écart entre les données de production
simulées par le modèle numérique de réservoir et les données réelles mesurées sur le
terrain. Sa minimisation aboutit à l’estimation des paramètres du modèle sans pour
autant être en accord avec la géologie présente. Pour éviter toute inconsistence, on
intègre avant l’étude, toute l’information a priori disponible, dans la fonction objectif.
Le cadre bayésien retenu permet de définir cette nouvelle fonction objectif de façon
naturelle. Dans un troisième temps, l’introduction de la notion d’entropie en probabilité
et de la divergence de Kullback-Leibler permettent de donner un sens précis à la notion
d’information contenue dans les mesures. Ainsi, l’étude des variations par rapport au
nombre d’observations permet de quantifier le gain d’information sur la caractérisation
du réservoir. Des tests ont été effectués dans le cadre du krigeage, de l’interprétation
des essais de puits et de l’écoulement diphasique montrant la pertinence de l’approche.

Mots clés : Théorie bayésienne, information de Fisher, divergence de Kullback-Leibler,
entropie de Shannon, optimisation non-linéaire, calage d’historique, problème inverse.
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Résumé Étendu

Construction de fonctions objectifs
&

Modélisation a priori de l’apport de mesures en Géosciences :
une approche statistique

À la différence de nombreux domaines industriels où les ingénieurs définissent les
systèmes sur lesquels ils travaillent, en ingénierie de réservoir pétrolier ceux-ci leur sont
imposés. Un gisement d’huile ou de gaz n’est pas un objet dont tous les éléments ont
été assemblés. De plus, les dimensions du réservoir de l’ordre du kilomètre carré en
surface et de l’ordre du mètre en profondeur en rendent la caractérisation très difficile.
Actuellement, un des défis en ingénierie pétrolière est d’arriver à donner de meilleures
descriptions de l’architecture interne des réservoirs afin d’en prévoir le comportement
dynamique et ainsi, d’obtenir des prévisions de production fiables ce qui permet la mise
en place de stratégies optimisant la récupération d’hydrocarbure à moindre risque et à
moindre coût.

En pratique, l’ingénieur de réservoir recourt à des simulations numériques d’écou-
lement qui, pour différents ensembles de paramètres décrivant un état initial ou état
a priori du réservoir, fournissent les profils de production correspondant. Les données
réelles observées telles que la pression ou les débits au puits d’huile, de gaz, d’eau sont le
résultat d’un processus physique complexe dont la description implique la modélisation
des écoulements polyphasiques en milieu poreux. Ce processus est décrit à l’aide d’un
système d’équations de transport non-linéaires fortement couplées. Prises en des lieux
fixes et à des instants donnés de l’évolution du gisement, ces données sont disponibles
car directement reliées à l’objet même de l’exploration pétrolière. Le comportement
du réservoir apparaît généralement comme une boîte noire et ces données apportent
une information importante qu’il faut judicieusement analyser et intégrer dans la ca-
ractérisation du réservoir. Elles permettront l’estimation des paramètres du modèle de
simulation gouvernant le phénomène physique et par la suite de construire un ou plu-
sieurs modèles prédictifs.

L’ingénieur de gisement est donc amené à modifier progressivement son modèle ini-



vi Résumé Étendu

tial afin de le calibrer à l’ensemble des données disponibles. Cette opération est très
coûteuse en temps, et repose bien souvent sur une approche empirique faisant large-
ment appel à l’expérience de l’ingénieur. Des techniques permettant d’automatiser ce
processus font l’objet de recherches très actives. On cherche ainsi à caractériser le ré-
servoir en estimant les paramètres à partir des données observées et on parle alors de
résolution de problèmes inverses. Celle-ci est difficile et délicate car l’analyse de ces
données nécessite un post-traitement complexe avant leur utilisation. Il existe de plus
un problème dit de support de mesures. En effet, en caractérisation de réservoir, les
observations sont faites à plusieurs échelles. On peut noter par exemple que l’échelle
d’observation de la pression aux puits est différente de celle d’une perméabilité obser-
vée en laboratoire. Le choix de cette échelle d’observation sera à prendre en compte
comme un paramètre extérieur au phénomène physique. Enfin, la non-linéarité et la
non-inversibilité des opérateurs mathématiques accentuent la difficulté de résolution du
problème inverse.

C’est dans ce contexte d’incertitudes que nous cherchons à mettre en place un forma-
lisme théorique permettant d’inférer les paramètres explicatifs du modèle et de quantifier
l’apport des observations sur cette inférence.

Le formalisme bayésien est particulièrement bien adapté pour prendre en compte
à la fois les notions de problème inverse et d’incertitudes. On suppose que le réservoir
peut être décrit à l’aide de M paramètres regroupés dans le vecteur m ∈M ⊆ R

M .
Si l’on dispose d’une information dite a priori sur ces paramètres avant même d’ef-

fectuer une mesure et qu’il est possible de définir à l’aide de cette information une
distribution de probabilité a priori notée π(m), alors un choix peut être fait de repré-
senter les paramètres du modèle à l’aide de cette distribution 1.

On suppose alors que l’on effectue des mesures physiques sur le système (observations
de pressions aux puits, débits de production, diagraphies...). On dispose alors d’un
vecteur d ∈ D ⊆ R

N de dimension N collectant ces observations.
Enfin, on suppose l’existence d’une fonction F deM→D qui à tout vecteur m ∈M

associe le vecteur d ∈ D. Soit encore de façon mathématique :

M 7−→ D
m −→ d = F [m]

Cette fonction permet alors de définir un modèle paramétrique, c’est-à-dire une relation
reliant les réponses d du modèle aux paramètres m. Il est alors possible d’expliciter la
distribution de probabilité des observations conditionnellement aux paramètres. Cette
distribution désignée par la fonction de vraisemblance ρ(d|m) contient l’information
théorique disponible apportée par le modèle.

1. En effet, c’est un choix subjectif de représenter les paramètres du modèle par des variables m,

par une valeur moyenne 〈m〉 ou par une distribution π(m) sachant que ces variables sont observées par

une réponse moyennée sur une fenêtre temporelle avec des conditions initiales peu précises.
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La distribution a posteriori définie par la formule de Bayes s’interprète alors comme
la combinaison entre l’information a priori et l’information théorique. Cette distribution
est définie par la formule suivante :

ρ(m|d) =
ρ(d|m)π(m)

∫

M
ρ(d|m)π(m)dm

L’intérêt de notre approche est de déterminer si cette nouvelle distribution de probabilité
permettant d’estimer les paramètres m du modèle après avoir effectué les observations
d est différente de la distribution a priori. Le problème revient à quantifier l’apport des
observations d sur la distribution a posteriori. Cet apport d’information contenue dans
l’observation sur les paramètres est défini en mesurant l’écart entre les distributions
a posteriori et a priori. On calcule la quantité d’information transmise entre l’état a
priori du système et son état a posteriori :

π(m) −→ ρ(m|d)

Selon cet écart, on pourra déterminer si l’observation d est significative ou non dans
l’étude. C’est-à-dire, si les paramètres à estimer seront modifiés par l’intégration de
cette observation.

Le critère d’information permettant de calculer la distance entre les deux distribu-
tions est basé sur la notion d’entropie mutuelle qui mesure la dépendance statistique
entre variables aléatoires. On peut quantifier l’apport d’information d’une nouvelle me-
sure en évaluant l’entropie de la distribution de probabilité a posteriori relative à la
distribution de probabilité a priori. La divergence de Kullback-Leibler calcule cette
entropie relative et est définie par :

K(ρ(m|d)‖π(m)) =

∫

M
ρ(m|d) log

ρ(m|d)

π(m)
dm (1)

Puisque l’on s’intéresse à l’apport potentiel d’un processus de mesure et donc que les
observations ne sont pas disponibles au préalable, il convient de définir un critère d’in-
formation moyenne. Pour ce faire, on prend l’espérance mathématique de la divergence
de Kullback-Leibler sur l’espace des observations. Le critère d’information moyenne est
alors défini par la fonctionnelle de Zellner :

〈I(π(m))〉 =

∫

D
σ(d)

∫

M
ρ(m|d) log

ρ(m|d)

π(m)
dmdd (2)

où la distribution marginale σ(d) est définie par :

σ(d) =

∫

M
ρ(d|m)π(m) dm (3)

Dans le cadre bayésien, on peut redéfinir le critère d’information moyenne à l’aide de
l’entropie de Shannon E telle que :

〈I(π(m))〉 = E{σ(d)} − E
π[E{ρ(d|m)}] (4)
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On peut interpréter l’information moyenne comme la différence entre l’information four-
nie par la distribution des observations et l’information théorique moyenne espérée a
priori.

Si il est possible de linéariser l’opérateur F , alors on obtient une relation (linéaire)
simple entre les observations et les paramètres du système telle que :

d = F ·m + ν (5)

où ν symbolise l’erreur faite sur l’évaluation des observations. Généralement, on suppose
que ν suit une loi gaussienne de moyenne nulle et de covariance Cd telle que ν ∼
N (0,Cd). La matrice F est considérée indépendante de m et de l’inférence. On suppose
généralement que le paramètre m représentant par exemple la perméabilité du milieu
suit une loi gaussienne de moyenne mp et de covariance Cp connues a priori. Celle-ci
est dite conjuguée à la distribution de vraisemblance d|m. La distribution a posteriori
est alors gaussienne de moyenne mq et de covariance Cq telle que m|d ∼ N (mq,Cq).
Ces considérations nous permettent de définir explicitement le critère d’information
moyenne :

〈I(π(m))〉 =
1

2
log
|Cp|
|Cq|

=
1

2
log

∣

∣

∣

∣

Cp ·C−1
q

∣

∣

∣

∣

(6)

Cette dernière expression représente un rapport entre les volumes de corrélations obte-
nus avant et après avoir effectué une mesure. Le calcul de cette quantité peut devenir
important lors de l’inversion de la matrice de covariance a posteriori. Il existe une bi-
jection entre l’espace des paramètres et l’espace des observations et on préfère exprimer
ce critère dans l’espace des observations. Après calculs algébriques, on montre que le
critère est égal à :

〈I(π(m))〉 =
1

2
log

∣

∣

∣

∣

IN + C−1
d ·FCpF

t

∣

∣

∣

∣

(7)

où IN est la matrice identité d’ordre N , avec N représente le nombre total de mesures.
C’est cette formule que nous allons utiliser par la suite. Dans les différents exemples

que nous avons traités, l’opérateur de modélisation permet d’estimer le champ de per-
méabilité.

Dans le premier exemple, nous étudions le cas de l’estimation du champ de per-
méabilité lorsque celui-ci est modélisé par krigeage. Ainsi, cherchons nous à définir
l’échantillon spatial optimal des observations permettant d’estimer au mieux le champ
de perméabilité. Dans notre deuxième exemple, l’estimation de la perméabilité est ob-
tenue par la perméabilité apparente qui sera calculée au moyen d’un essai de puits
(observation de la pression au puits). Notre but est alors de définir l’échantillon tempo-
rel optimal d’aquisition de pression. Enfin, dans notre dernier exemple, nous estimons
la perméabilité à l’aide d’acquisition sismique. Pour simplifier le traitement des cubes
de données sismiques, nous étudions l’évolution des lignes de courant. Dans le cadre
diphasique, nous avons cherché à définir un échantillon spatio-temporel optimal. Nous
allons présenter plus en détail ces trois exemples.
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Exemple I

Le premier exemple considéré est celui du krigeage, qui est une méthode d’interpolation
spatiale issue de la géostatistique. On procède à des mesures en différents emplacements
de l’espace (en pratique des puits) et les techniques de krigeage permettent d’interpoler
linéairement les données spatiales en des positions autres, fournissant ainsi une estima-
tion de l’ensemble du champ de perméabilité.

Le nombre d’observations étant nettement inférieur au nombre de paramètres, on
exprime dans ce cas l’information moyenne dans l’espace des observations. On suppose
lesN observations indépendantes. On suppose que la fonction de covariance d’erreurs sur
les observations est définie par Cd = σ2

d·IN où σ2
d est la variance d’erreur des observations

supposée connue. On considère le variogramme gaussien pour la covariance a priori de la
perméabilité, le problème étant alors de déterminer les N positions optimales x1, ...,xN

des observations maximisant le critère d’information moyenne :

〈I(π(m))〉 =
1

2
log

∣

∣

∣

∣

IN +
σ2

0

σ2
d

F ·
(

exp−
(

xi − xj

λc

)2 )

i,j

·Ft

∣

∣

∣

∣

i, j ∈ [1,N ] (8)

où l’opérateur F ∈ R
N×M est défini tel que Fij = δij , λc la longueur de corrélation et σ0

la variance du champ de perméabilité considéré. Des résultats numériques sont donnés
pour différentes longueurs de corrélation.

On a aussi pu quantifier la notion de redondance des mesures. Dans le cas du kri-
geage, lorsque les mesures sont indépendantes, ce qui veut dire en pratique que les
puits d’observation sont espacés d’au moins deux longueurs de corrélation, la quantité
d’information varie linéairement avec le nombre de puits. En augmentant le nombre
de mesures, on comprend intuitivement qu’il existe un nombre d’observations tel que
l’ajout d’une nouvelle information a un apport moyen marginal. L’information moyenne
〈I〉 devient proportionnelle à ln(N), N étant le nombre total de mesures. Ainsi l’ap-
port d’une mesure est inversement proportionnel au nombre total de mesures prises en
compte.

Exemple II

Les résultats du krigeage étant cohérent avec les résultats connus, nous avons étendu
notre approche à l’interprétation des essais de puits, sous l’hypothèse classique de fluide
faiblement compressible. En se donnant un budget de N mesures de pression au puits
sur une fenêtre temporelle fixée, on cherche l’échantillonnage maximisant le critère d’in-
formation moyenne. L’équation de diffusion au puits déduite de la loi de Darcy modélise
l’écoulement monophasique d’un fluide faiblement compressible et fournit l’évolution de
la pression au cours du temps sous l’effet d’un terme source Q. La pression P est ici la
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seule inconnue du problème direct d’évolution. Le système est donné par :










φµ c
T
∂tP (r, t) = ∇ · (k(r)∇P (r, t)) +Q

µ

h
δ(r− rw)H(t)

∀r, P (r, t = 0) = 0
∀t, P (r → +∞, t) = 0

où µ est la viscosité du fluide, φ la porosité du milieu, c
T

la compressibilité totale du
fluide, δ(r − rw) est la fonction de Dirac au puits en rw et H(t) est la fonction de
Heaviside en temps. Les spécialistes de l’interprétation des essais de puits déduisent des
observations de la pression des propriétés du champ de perméabilité k(r).

De façon à simplifier la formulation du problème, il est utile d’introduire la perméa-
bilité apparente du milieu par la relation suivante :

kapp(t) =
µQ

4πhtdP (r=rw,t)
dt

(9)

où P (r = rw, t) est la pression au puits à l’instant t. Après linéarisation du problème,
on définit explicitement le critère d’information moyenne à l’aide d’un noyau pondérant
la perméabilité. La fonction de covariance des perméabilités entre deux temps d’obser-
vations t et τ est définie par :

< kapp(t), kapp(τ) >=

∫

R2

dξ
G(ξ, τ)

2πD0τ

∫

R2

dr
G(r, t)

2πD0t
< k(r), k(ξ) > (10)

où G est le noyau pondérateur défini par Oliver et :

< k(r), k(ξ) > = k2
G · exp









1

2

σ2
0

exp
r2

ℓ2c

I0
(

r2

ℓ2c

)

+
1

2

σ2
0

exp
ξ2

ℓ2c

I0
(

ξ2

ℓ2c

)









·









exp









σ2
0

exp
r2 + ξ2

2ℓ2c

I0
(

rξ

ℓ2c

)









− 1









avec I0 la fonction de Bessel modifiée d’ordre 0. On obtient des résultats numériques
cohérents avec l’intuition. En effet, il apparait que les temps d’observations optimaux
se concentrent aux temps courts et sont de plus en plus éloignés aux temps longs ce qui
reflète que l’essentiel de l’information fournie par un essai de puits est surtout concentrée
au puits.
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Exemple III

On a finalement cherché à appliquer cette approche à l’intégration de données de sis-
mique 3D. Il est important de disposer de techniques permettant de planifier au départ
l’organisation des campagnes d’acquisition, eu égard aux investissements réalisés par les
compagnies dans le domaine.

Pour simplifier le problème, et ne pas avoir à traiter les aspects strictement sis-
miques, on suppose que l’on est capable d’acquérir N cartes de saturation à N temps
différents. L’inconnue cherchée est encore le champ de perméabilité hétérogène du mi-
lieu. On a utilisé les approches lagrangiennes au premier ordre pour la simulation des
fronts de saturation afin de déterminer, dans une approche 4D, la fréquence optimale
d’acquisition. L’approche perturbative nous fournit l’approximation au premier ordre
de l’évolution du front de saturation dans un milieu supposé hétérogène.

On suppose que le champ de vitesse u est stationnaire et constant en espace. On
suit l’hypothèse selon laquelle la perturbation de la vitesse locale est la somme de deux
fluctuations qui dérivent d’une part du couplage visqueux et d’autre part de l’hétéro-
généité propre du milieu. Ainsi, avons nous relié la perturbation du front de saturation
à la perturbation de la vitesse, elle-même exprimée en fonction de la fluctuation de la
perméabilité et de la fonction de Green associée à notre problème. On obtient dans
l’espace de Fourier, l’évolution d’un mode α de perturbation de position du front xα de
saturation au temps t. Elle est donnée par :

δxα(t) =
f ′(Sf )

φ
eA|α|t

∫ t

−∞
dτ e−A|α|τδubxα(cτ) (11)

où f est le flux fractionnaire total, Sf la saturation au front, c la vitesse du front de
saturation dans un milieu homogène, A un coefficient dépendant de la mobilité 2, φ la
porosité du milieu et δubxα un mode de la perturbation de la vitesse.

En considérant un champ de perméabilité isotrope et pour des temps suffisamment
longs 3, on déduit de ce qui précède la fonction de covariance entre deux fronts de
saturation à deux temps différents dans l’espace réel :

C(h,∆t) =
k0ℓ

2
c

4

∫ 1

0
dβ βd/2−2e−θβ

(

1 +A2

1−A2
(fℓ2c/4(β)− 1)− gh,∆t(β)

)

(12)

où h est la distance entre les deux fronts, ∆t la différence entre les temps d’acquisition,

f et g sont deux fonctions définies chapitre 8. La quantité k0ℓ2c
4 est définie en fonction de

la fonction de covariance du champ de perméabilité dans l’espace de Fourier. Le choix de
la fonction de covariance est dépendant de l’approche de linéarisation du problème. On
note que dans une approche stochastique permettant de calculer les moments longitu-
dinaux du déplacement du front de saturation, nous avons obtenu une forme différente

2. Le coefficient A est négatif dans le cas stable.

3. L’analyse est faite aux temps longs car cela permet de négliger la zone de raréfaction due au

caractère diphasique immiscible de l’écoulement.
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et plus complexe de la fonction de covariance.

Conclusions et perspectives

La théorie de l’information nous est apparue comme un outil indispensable permettant
de quantifier, puis d’optimiser la stratégie de mesure. Les premiers résultats relatifs au
krigeage ont été concluants et nous ont permis d’aborder des domaines moins intuitifs
comme notamment ceux de l’essai de puits et de l’acquisition sismique. En fonction d’un
nombre fini d’observations spatiales ou temporelles, nous avons pu définir un échantillon
optimal grâce à la maximisation de l’information moyenne.

Dans notre étude, nous avons linéarisé les opérateurs mathématiques en les pertur-
bant et utilisé une formulation analytique. Une perspective immédiate serait d’étudier
l’évolution de l’information (ou de l’information moyenne) avec les opérateurs non-
linéarisés. On pourrait envisager de définir une fréquence d’acquisition pour surveiller
l’évolution d’un système plus complexe (triphasique) ou l’évolution de l’injection de
CO2 dans un réservoir.
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Chapitre 1

Introduction

L’étude des réservoirs à hydrocarbures a pour objectif l’exploitation d’un réservoir de
pétrole ou de gaz à moindre coût et à moindre risque. Les gisements les plus rentables
économiquement sont les gisements les plus facilement accessibles et les plus simples
à exploiter. Mais ces champs s’épuisent et sont de moins en moins nombreux. Dans
les zones géopolitiquement sûres, ceux restant à exploiter sont souvent dans des zones
d’accès difficile, comme par exemple, sous la mer à de grandes profondeurs. Leurs ex-
ploitations demandent des technologies très sophistiquées et coûteuses. De ce fait, la ca-
ractérisation est d’importance croissante en ingénierie puisqu’elle permet une meilleure
gestion des risques dans les prises de décision.

Si dans de nombreux domaines industriels les ingénieurs définissent les systèmes sur
lesquels ils travaillent, en ingénierie de réservoir, ces systèmes leur sont imposés. Un
gisement d’huile ou de gaz n’est pas un objet dont tous les éléments ont été assemblés.
De plus, les dimensions du réservoir de l’ordre du kilomètre en longueur et de l’ordre du
mètre en profondeur rendent la caractérisation très difficile. Actuellement, un des défis
en ingénierie pétrolière est d’arriver à donner de meilleures descriptions de l’architecture
interne des réservoirs afin d’en prévoir le comportement dynamique et ainsi, d’obtenir
des prévisions de production fiables. Ceci peut permettre la mise en place de stratégies
optimisant la récupération à moindre risque.

En pratique, l’ingénieur de réservoir recourt à des simulations numériques d’écou-
lement qui, pour différents ensembles de paramètres décrivant un état initial ou état
a priori du réservoir, fournissent les profils de production correspondant. Les données
réelles observées telles que la pression sont le résultat d’un processus physique (à savoir
des écoulements polyphasiques en milieux poreux) dont le mécanisme non-linéaire reste
complexe. Prises en des lieux fixes et à des instants donnés de l’évolution du gisement,
ces données sont disponibles car directement reliées à l’objet même de l’exploration pé-
trolière. Le comportement du réservoir apparaît généralement comme une boîte noire
et ces données apportent une information importante qu’il faut judicieusement analyser
et intégrer dans la caractérisation du réservoir. Elles permettront l’estimation des para-
mètres gouvernant le phénomène physique et par la suite de construire un ou plusieurs
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modèles prédictifs.

On met ainsi en place un processus itératif qui permet de caractériser le réservoir
en estimant les paramètres à partir des données observées. On parle alors de résolu-
tion de problèmes inverses. Ce problème inverse est difficile et délicat car ces données
nécessitent souvent un post-traitement avant leur utilisation. De plus, il existe un pro-
blème dit de support de mesures où l’échelle d’observation d’une pression aux puits
est différente de celle d’une perméabilité observée en laboratoire et de celle utilisée
lors de la simulation. Le choix de l’échelle d’observation est un paramètre extérieur au
phénomène physique qu’il faudra prendre en compte. Enfin, la non-linéarité et la non-
inversibilité des opérateurs mathématiques accentuent la difficulté de résolution. C’est
dans ce contexte d’incertitudes que nous cherchons à mettre en place un formalisme
théorique permettant d’inférer les paramètres explicatifs du modèle.

Pour ce qui est de la résolution de problèmes inverses, le cadre bayésien s’est imposé
comme un outil particulièrement pertinent dans nos travaux. Supposons que l’on dispose
d’un vecteur d ∈ D de dimension N symbolisant les observations et considérons que
ces observations sont décrites grâce à M paramètres regroupés dans le vecteur m ∈M.
Ainsi, supposons nous l’existence d’une fonction F de M → D qui à tout vecteur m

associe le vecteur d.

M 7−→ D
m −→ d = F [m]

Si l’on dispose d’une certaine information dite a priori sur ces paramètres avant
même d’effectuer une mesure et qu’il est possible de définir à l’aide de cette information
une distribution de probabilité a priori notée π(m), alors on peut choisir de représenter
les paramètres du modèle à l’aide de cette distribution 1.

De plus, disposant d’un modèle paramétrique, c’est-à-dire d’une relation reliant les
réponses d du modèle aux paramètres m, il est possible d’expliciter la distribution
de probabilité des observations conditionnellement aux paramètres. Cette distribution
désignée par la fonction de vraisemblance ρ(d|m) contient l’information disponible ap-
portée par le modèle.

En combinant l’information a priori et l’information théorique, nous pouvons construire
la distribution a posteriori ρ(m|d) à l’aide de la formule de Bayes :

ρ(m|d) ∝ ρ(d|m)π(m)

où ∝ désigne l’égalité au facteur de normalisation près.

1. En effet, c’est un choix subjectif de représenter les paramètres du modèle par des variables m,

par une valeur moyenne 〈m〉 ou par une distribution π(m) sachant que ces variables sont observées par

une réponse moyennée sur une fenêtre temporelle avec des conditions initiales peu précises.
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Il est possible de quantifier l’apport d’information contenue dans l’observation d

sur les paramètres m en mesurant l’écart entre les distributions a posteriori et a priori
et de savoir par conséquent si cet apport d’information est significatif. On calculera
alors la quantité d’information transmise entre l’état a priori du système et son état a
posteriori :

π(m) −→ ρ(m|d)

Selon l’écart entre les deux distributions, on pourra déterminer si une observation
est significative ou non dans l’étude et si le jeu de paramètres se voit modifié par l’in-
tégration de cette observation.

Le critère d’information permettant de calculer la distance entre les deux distribu-
tions est basé sur la notion d’entropie. Cette fonction mathématique correspond à la
quantité d’information contenue par une source et quantifie l’incertitude liée à un évène-
ment aléatoire. On parle alors d’entropie d’une loi de probabilité. Initialement, la notion
d’entropie fut définie dans le cadre discret. Le passage au cas continu n’est pas simple
car il faut utiliser une définition de l’entropie qui prend en compte la notion d’état de
non-information où l’entropie est nulle. La notion d’entropie, tout comme la vitesse,
n’est plus absolue mais relative à un état a priori. En d’autre termes, on est informatif
soit par rapport à un état de non-information, soit par rapport à un état de référence.
L’apport d’information d’une nouvelle mesure revient à évaluer l’entropie de la distri-
bution de probabilité a posteriori relative à la distribution de probabilité a priori. La
divergence de Kullback-Leibler calcule l’entropie relative entre les deux distributions de
probabilité telle que :

K(ρ(m|d)‖π(m)) =

∫

M
ρ(m|d) log

ρ(m|d)

π(m)
dm (1.1)

Dans la mesure où les observations ne sont pas disponibles a priori, il convient de
définir un critère d’information moyenne. On prend alors l’espérance mathématique de
la divergence de Kullback-Leibler sur l’espace des observations. L’information moyenne
est alors définie par la mesure de l’information de Lindley [1] :

〈I(π(m))〉 =

∫

D
σ(d)

∫

M
ρ(m|d) log

ρ(m|d)

π(m)
dmdd (1.2)

où la distribution des observations est définie par la distribution marginale σ(d) telle
que :

σ(m) =

∫

M
ρ(d|m)π(m) dm (1.3)

Dans le cadre bayésien, le critère d’information moyenne est exprimé à l’aide l’entropie
de Shannon E tel que :

〈I(π(m))〉 = E{σ(d)} − E
π[E{ρ(d|m)}] (1.4)

Le critère d’information moyenne peut être alors exprimé autant dans l’espace des pa-
ramètres que dans l’espace des observations. Selon le problème posé, ces espaces sont
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de grande taille et le calcul du critère d’information devient conséquent. Il faudra alors
choisir la formulation adéquate. Dans notre étude, nous avons considéré une approxi-
mation au premier ordre.

En linéarisant l’opérateur F , on obtient une relation simple entre les observations
et les paramètres du système :

d = F ·m + ν (1.5)

où ν symbolise l’erreur faite sur l’évaluation des observations. Généralement, on sup-
pose que ν suit une loi gaussienne de moyenne nulle et de covariance Cd telle que
ν ∼ N (0, Cd).

Dans les différents exemples que nous avons traités, l’opérateur de modélisation F
permet d’estimer le champ de perméabilité. Dans le premier exemple, nous étudions le
cas de l’estimation du champ de perméabilité lorsque celui-ci est modélisé par krigeage.
Ainsi, cherchons nous à définir l’échantillon spatial optimal des observations permettant
d’estimer au mieux le champ de perméabilité. Dans notre deuxième exemple, l’estima-
tion de la perméabilité est obtenue par la perméabilité apparente qui sera calculée au
moyen d’un essai de puits (observation au la pression au puits). Notre but est alors de
définir l’échantillon temporel optimal d’aquisition de pression. Enfin, dans notre dernier
exemple, nous estimons la perméabilité à l’aide d’acquisition sismique. Pour simplifier
le traitement des cubes de données sismiques, nous étudions l’évolution des lignes de
courant. Dans le cadre diphasique, nous avons cherchon à définir un échantillon spatio-
temporel optimal. Nous allons présenter plus en détail ces trois exemples.

Dans le chapitre 6, le premier exemple considéré est celui du krigeage, qui est une
méthode d’interpolation spatiale issue de la géostatistique. En différentes positions de
l’espace, typiquement aux puits, des mesures de perméabilité sont faites et permettent
d’estimer linéairement les données spatialisées. On comprend intuitivement qu’il existe
un nombre d’observations tel que l’ajout d’information n’apporte plus rien sur l’esti-
mation. On suppose généralement que le paramètre m représentant la perméabilité du
milieu suit une loi gaussienne de moyenne mp et de covariance Cp connues a priori. Le
nombre d’observations étant nettement inférieur au nombre de paramètres, on exprime
l’information moyenne dans l’espace des observations. On suppose que les observations
sont indépendantes et on pose Cd = σ2

d · IN . En considérant un variogramme gaussien
pour la covariance a priori de la perméabilité, le problème est alors de déterminer les
N positions x1, ...,xN des observations maximisant le critère d’information moyenne :

〈I(π(m))〉 =
1

2
log

∣

∣

∣

∣

IN +
σ2

0

σ2
d

F ·
(

exp−
(

xi − xj

λc

)2 )

i,j

· Ft

∣

∣

∣

∣

i, j ∈ [1,N ] (1.6)

où λc est la longueur de corrélation et σ0 la variance du champ de perméabilité considéré.

Au cours du chapitre 7, cette approche a été étendue à l’intégration de données
d’essai de puits où l’on cherche à obtenir l’échantillonnage temporel maximisant le critère
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d’information moyenne. L’équation de diffusion au puits déduite de la loi de Darcy
modélise l’écoulement monophasique d’un fluide faiblement compressible, en l’occurence
l’huile lourde. Elle modélise l’évolution de la pression au cours du temps sous l’effet d’un
terme source Q, lié au débit de production. La pression est la seule inconnue du problème
d’évolution. Le système est donné par :







φµ c
T
∂tP (r, t) = ∇ · (k(r)∇P (r, t)) +Qµ

hδ(r)H(t)
∀r, P (r, t = 0) = 0
∀t, P (r→ +∞, t) = 0

En prenant la définition de la perméabilité apparente du milieu et en développant en
série le terme de pression, on définit explicitement le critère d’information moyenne à
l’aide d’un noyau pondérant la pérméabilité. La fonction de covariance des perméabilités
entre deux temps d’observations t et τ est définie par

< kapp(t), kapp(τ) >=

∫ +∞

0

G(ξ, τ)

2πD0τ

∫ +∞

0
< k(r), k(ξ) >

G(r, t)

2πD0t
drdξ (1.7)

où G est le noyau pondérateur défini par Oliver et la covariance des perméabilités est
définie par :

< k(r), k(ξ) > = k2
G · exp









1

2

σ2
0

exp
r2

ℓ2c

I0
(

r2

ℓ2c

)

+
1

2

σ2
0

exp
ξ2

ℓ2c

I0
(

ξ2

ℓ2c

)









·









exp









σ2
0

exp
r2 + ξ2

2ℓ2c

I0
(

rξ

ℓ2c

)









− 1









où I0 est la fonction de Bessel modifiée d’ordre 0. Ainsi après la résolution du problème
inverse, il apparaît que les temps d’observations optimaux se concentrent aux temps
courts et sont de plus en plus éloignés aux temps longs. Ceci reflète que l’information
d’un essai de puits est concentrée au puits et permet ainsi de caractériser les propriétés
du réservoir aux abords du puits.

De la même manière, dans le chapitre 8, on a cherché à utiliser les approches lagran-
giennes au premier ordre pour la simulation des fronts de saturation afin de déterminer
les temps d’acquisition optimaux pour des observations répétées de sismique 3D. On
utilise pour cela une approche perturbative de l’évolution du front de saturation dans
un milieu supposé hétérogène. On suppose que le champ de vitesse u est stationnaire
et constant en espace. On suit l’hypothèse selon laquelle la perturbation de la vitesse
locale est la somme de deux fluctuations dépendant d’une part du couplage visqueux
et d’autre part de l’hétérogénéité du milieu. On relie ainsi la perturbation du front de
saturation à la perturbation de la vitesse, elle-même exprimée en fonction de la fluctua-
tion de la perméabilité et de la fonction de Green du problème associé. Dans l’espace
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de Fourier, l’évolution d’un mode de perturbation de position du front xα au temps t
est donnée par :

δxα(t) =
f ′(Sf )

φ
eA|α|t

∫ t

−∞
e−A|α|τδubxα(cτ)dτ (1.8)

où f est le flux fractionnaire total en fluide injecté, c la vitesse constante du front de
saturation dans un milieu homogéne, A < 0 un coefficient de stabilité dépendant de la
mobilité 2, φ la porosité du milieu et δubxα la fluctuation de la vitesse pour le mode de
Fourier α.

De cette formule, on obtient en utilisant la propriété d’isotropie du champ de perméa-
bilité, la fonction de covariance entre deux fronts de saturation à deux temps différents
dans l’espace réel et aux temps longs 3 :

C(h,∆t) =
k0ℓ

2
c

4

∫ 1

0
dβ βd/2−2e−θβ

(

1 +A2

1−A2
(fℓ2c/4(β)− 1)− gh,∆t(β)

)

(1.9)

où h est la distance entre les deux fronts, ∆t la différence entre les temps d’acquisition,
f et g sont deux fonctions définies chapitre 8. La quantité k0ℓ2c

4 est définie en fonction de
la fonction de covariance du champ de perméabilité dans l’espace de Fourier. Le choix de
la fonction de covariance est dépendant de l’approche de linéarisation du problème. On
note que dans une approche stochastique permettant de calculer les moments longitu-
dinaux du déplacement du front de saturation, nous avons obtenu une forme différente
et plus complexe de la fonction de covariance.

Nous concluons par un chapitre récapitulant nos résultats ainsi que les perspectives
associées. La théorie de l’information nous est apparue comme un outil indispensable à
l’optimisation. Cela nous a permis dans un premier temps de redécouvrir des résultats
admis intuitivement. Dans le cas de sismique 3D répétée, dans la mesure où l’acquisi-
tion sismique représente une part importante dans le budget d’étude, il nous est apparu
indispensable d’établir un formalisme servant à définir l’échantillonnage optimal d’ac-
quisition.

Nous aimerions que nos travaux soient étendus au cas d’un calage d’historique des
débits de production, polyphasique et plus généralement au cadre de distributions de
probabilité diverses.

Avant de définir le contexte de résolution des problèmes inverses en ingénierie de ré-
servoir, ainsi que l’importance significative de l’apport d’information, nous consacrerons
le chapitre suivant à une présentation concise du métier et des enjeux de l’ingénierie de
réservoir.

2. Le coefficient A est négatif dans le cas stable

3. L’analyse est faite aux temps long car cela permet de négliger la zone de raréfaction
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Dans ce premier chapitre, nous donnons une vue d’ensemble des intérêts et des
enjeux de l’ingénierie et de la caractérisation de réservoir.

L’étude des réservoirs à hydrocarbures a pour objectif l’exploitation d’un réservoir de
pétrole ou de gaz à moindre coût et à moindre risque. Les gisements les plus rentables
économiquement sont les gisements les plus facilement accessibles et les plus simples
à exploiter. Mais ces champs s’épuisent et sont de moins en moins nombreux. Dans
les zones géopolitiquement sûres, ceux restant à exploiter sont souvent dans des zones
d’accès difficile, comme par exemple, sous la mer à de grandes profondeurs. Leurs ex-
ploitations demandent des technologies très sophistiquées et coûteuses. De ce fait, la ca-
ractérisation est d’importance croissante en ingénierie puisqu’elle permet une meilleure
gestion des risques dans les prises de décision.

1 Ingénierie de réservoir : Objectifs et enjeux

Un gisement pétrolier est formé d’un ou plusieurs réservoirs souterrains, poreux et
contenant des hydrocarbures sous forme liquide et/ou gazeuse. Un réservoir est une
roche comportant un grand nombre de micro-cavités inter-connectées appelées pores
(∼ 10−8 m), dans laquelle la circulation des fluides est possible. On dit alors de la roche
réservoir qu’elle est poreuse et perméable. La structure du gisement ou du réservoir est
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limitée par des barrières imperméables qui piègent les hydrocarbures.

L’étude d’un gisement permet d’élaborer un schéma de développement. L’ingénieur
cherche alors à définir dans une stratégie donnée un scénario de production optimisant
la récupération des hydrocarbures. Le schéma de développement détermine par exemple
le nombre et l’emplacement des puits. Nous entendons par scénario de production les
conditions possibles de production parmi les différentes options telles que le type de
récupération (injection d’eau ou de gaz, production primaire sous l’effet d’un aquifère
actif), débits de production et d’injection, contraintes de fonctionnement de puits etc.

Pour optimiser la récupération, l’ingénieur doit améliorer sa connaissance du gi-
sement et adapter son schéma de développement aux nouvelles acquisitions d’informa-
tions. La mise en place d’une telle étude va permettre de prendre des décisions optimales
pour le développement.

Durant toute la durée de vie du champ, les différentes caractéristiques du gisement
sont étudiées afin d’élaborer un modèle géologique et un modèle d’écoulement. Ces mo-
dèles sont construits en utilisant toute la connaissance disponible, à savoir les données
géologiques et les interprétations des experts sur ces données. Mais celles-ci sont par
nature incertaines, du fait des erreurs de mesure. De plus, elles sont généralement in-
suffisantes pour représenter complètement les hétérogénéités présentes dans le gisement.

A ceci s’ajoute un grand nombre de possibilités de développement ou de production
d’un réservoir. Par conséquent, pour étudier le comportement d’un gisement pétrolier
de manière précise, une démarche scientifique adaptée et rigoureuse est requise.

2 Modélisation physique des écoulements

2.1 Modélisation statique du réservoir : modèle géologique

La modélisation statique du réservoir est réalisée pendant la phase de délinéation
et au fur et à mesure de l’acquisition des données lors du développement du champ.
Le modèle décrit les propriétés du réservoir avant la mise en production, c’est-à-dire
lorsque le réservoir est à l’équilibre hydrostatique et thermodynamique. Cette modélisa-
tion est imprécise du fait de l’importance des coûts relatifs à l’acquisition des données.
La difficulté est renforcée par le fait que le spécialiste dispose uniquement d’informations
quantitatives sur une partie du gisement. Ces informations proviennent généralement de
mesures sur carottes ou de diagraphies. D’autres sources d’information existent comme
la sismique qui, quant à elle, fournit une information sur l’ensemble des réservoirs. Le
géologue et l’ingénieur réservoir doivent donc extrapoler ces données ponctuelles à la
totalité du champ.

La construction de ce modèle géologique est réalisée en trois grandes étapes :
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Construction d’un modèle structural : Cette première modélisation provient prin-
cipalement de la sismique associée aux mesures aux puits. Elle permet d’obtenir
une image des différentes couches sédimentaires de réservoir, d’estimer l’empla-
cement des réservoirs dans le gisement en localisant les fonds et couvertures des
réservoirs, de caractériser les principaux évènements de fracturation, à savoir les
failles principales, et enfin les contacts entre les fluides, notamment le contact
huile-eau.

Construction d’un modèle stratigraphique : Ce modèle est une discrétisation du
modèle structural sur un maillage cartésien fin.

Construction d’un modèle en faciès : Ce modèle détermine la géométrie et les pro-
portions de chaque faciès et leur attribue des propriétés pétrophysiques. Il est ob-
tenu à partir de la sismique, des mesures aux puits et des propriétés des carottes.
Rappelons qu’un faciès caractérise les conditions sédimentaires et environnemen-
tales du sous-sol, chaque faciès ayant des propriétés spécifiques (type de roche,
perméabilité, porosité, etc.).

Remarque 2.1 Il existe une différence de plusieurs ordres de grandeur entre l’échelle
d’observation des données sismiques, typiquement de l’ordre de la dizaine de mètres,
l’échelle d’observation des mesures sur carottes de l’ordre de quelques centimètres et
enfin la taille des mailles du modèle de l’ordre de 200 à 300 mètres horizontalement.
Par conséquent l’utilisation conjointe des données sismiques et des mesures sur carottes
impose des choix susceptibles d’introduire des incertitudes sur le modèle.

La construction d’un modèle de réservoir revient donc à déterminer, entre autres,
la structure géologique du sous-sol (hétérogénéité), les limites du réservoir, le type de
sédimentation (éolien, fluvial), le type de piège (faille), etc. La caractérisation du réser-
voir est dans un premier temps statique et ne prend pas en considération ces propriétés
dynamiques. Le modèle ainsi construit devra être mis à jour lors de futures phases
de développement ou lors d’acquisitions de nouvelles données, ce qui impose de savoir
modéliser le réservoir de façon dynamique.

2.2 Modélisation dynamique

Une étude des propriétés des fluides et de leurs types de déplacement est nécessaire
lors de la mise en production du gisement par simple déplétion. Dans un gisement,
il peut y avoir un écoulement simultané d’une ou plusieurs phases fluides : eau, huile
et gaz. En début de production, il n’y a parfois qu’un seul fluide produit – l’huile, et
lorsque l’on injecte de l’eau et/ou du gaz, deux ou trois phases fluides peuvent se dé-
placer dans la roche. Déterminer le type d’écoulement dans un réservoir est donc une
tâche complexe. Ainsi, devons-nous nous intéresser à l’écoulement polyphasique dans
un milieu poreux. Pour une description physique complète des phénomènes, on pourra
se reporter notamment aux ouvrages de K. Aziz et A. Settari [2] ou D.-W. Peaceman [3].
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La simulation numérique nécessite de résoudre des équations aux dérivées partielles
faisant intervenir des grandeurs pétrophysiques dépendant de la nature des roches. Hor-
mis dans quelques cas très simples, les systèmes d’équations régissant les modèles ma-
thématiques n’ont pas de solutions explicites. Il faut donc faire appel à des méthodes
d’approximation numériques. L’accroissement des performances informatiques (vitesse
de calcul) et l’amélioration des algorithmes de résolution des systèmes linéaires ont
grandement contribué au développement de la simulation numérique pour l’étude des
réservoirs pétroliers.

Un facteur important pour la modélisation d’écoulement est la taille du maillage. Il
est toujours préférable de travailler sur une grille de simulation aussi fine que possible
afin de prendre en compte les hétérogénéités du réservoir. Cependant, pour des raisons
pratiques évidentes, il convient de faire un compromis entre la finesse de la modélisation
et les temps de calculs raisonables. Ainsi, les simulations d’écoulement sont générale-
ment effectuées sur une grille dont la dimension des mailles est plus grande que celle du
maillage géologique. On parle alors de maillage grossier.

Pour ce faire, on fait appel à des techniques de mise à l’échelle pour calculer les
valeurs caractéristiques équivalentes du réservoir sur ces mailles. Il faut noter que ce
changement d’échelle augmente l’incertitude sur la description du réservoir.

Il est ainsi possible de construire un modèle dynamique en étudiant les propriétés
dynamiques des fluides présents et de fournir des prévisions de production basées sur la
simulation du phénomène qu’il faut désormais comparer aux vraies données issues de
la production.

3 Caractérisation des réservoirs par problèmes inverses

Le modèle dynamique présenté dans le paragraphe précédent tient uniquement
compte des propriétés du réservoir et de l’écoulement des fluides. Cependant, il est
nécessaire de prendre en considération les données de production.

3.1 Calage d’historique

Les décisions des ingénieurs ne peuvent être basées sur des modèles numériques
n’ajustant pas les données de production déjà observées. L’intégration de ces données
dans le modèle numérique d’écoulement est désignée sous le terme de calage d’historique.
Ainsi cherche-t-on à calibrer le modèle numérique aux données observées. Le modèle
calibré restitue donc l’historique de production du gisement ainsi que son comportement
en estimant les paramètres du gisement.

L’estimation des paramètres de ce modèle est un problème d’optimisation. On cher-
chera à minimiser l’écart entre l’historique réel de production et les estimations obtenues
par le simulateur.
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Remarque 2.2 Le calage d’historique aboutit généralement à une mise à jour du mo-
dèle géologique, mais ceci est loin d’être systématique. Dans certains cas, celui-ci peut-
être incompatible avec les données géologiques, ce qui impose alors une remise en ques-
tion plus profonde de la modélisation.

3.2 Identification des paramètres et problème inverse

La fiabilité de la réponse du simulateur est fortement conditionnée par les valeurs
initiales des paramètres du modèle, les conditions limites, etc... Dans un cadre idéal, les
valeurs de production mesurées sur le terrain doivent coïncider avec la solution obtenue
par le simulateur. En pratique, ce résultat est loin d’être atteint car les systèmes d’équa-
tions aux dérivées partielles impliqués sont résolus à l’aide de schémas numériques et ne
donnent qu’une approximation du résultat souhaité. De plus, les conditions aux limites
sont difficiles à déterminer précisément.

Notre but est d’estimer ces paramètres à l’aide de l’information disponible. Les don-
nées dynamiques constituent une information importante renseignant sur le comporte-
ment du gisement. Pour ce faire, il faut commencer à exploiter le gisement. Dès lors que
celui-ci est en phase de production, il convient de procéder à un calage de l’historique de
production pour contraindre les paramètres du modèle numérique d’écoulement. Une
fonction coût ou fonction objectif est alors associée aux contraintes du reservoir. Sa
minimisation permet alors de mettre à jour, au cours de l’exploitation du gisement, les
paramètres. On intègre les nouvelles données de production pour ainsi aboutir à une
meilleure compréhension des caractéristiques du réservoir. On représente schématique-
ment le processus de calage d’historique en figure 2.1.

Figure 2.1 – Représentation simplifiée d’un calage d’historique

Dans un premier temps, le modèle géologique est construit à l’aide de l’information
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disponible ou donnée par les géologues. Modulo des techniques de mises à l’echelle et le
modèle initial construit, il est possible d’utiliser un simulateur de réservoir dans le but
de modéliser la production du modèle initial. Dans un second temps, on confronte via
la fonction objectif les données réelles de production et les productions simulées. Les
données réelles de production dont on dispose permettent ainsi de juger si le modèle
initial doit être mis à jour ou non. Le processus de calage d’historique converge alors
vers un système de paramètres optimal (par rapport à la fonction objectif) reproduisant
au mieux les données de production. Nous voyons par construction que le système
de paramètres ainsi construit ne sera pas unique et donc, que ces différents modèles
fourniront des prévisions et des scenarios de production différents.
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Nous présentons dans ce chapitre une vue d’ensemble de la caractérisation de réser-
voir par problème inverse en définissant dans sa version formelle la fonction objectif.
Après avoir rappelé brièvement les difficultés rencontrées lors de la résolution de pro-
blèmes inverses, nous terminons par la présentation de son formalisme dans un contexte
probabiliste.

1 Formalisation du problème inverse déterministe

La construction d’un modèle de réservoir prédictif est obtenue par la résolution
d’un problème inverse. Ces problèmes demeurent difficiles à résoudre, essentiellement en
raison de leur forte non-linéarité. Les méthodes de résolution les plus classiques reposent
sur l’estimation par la méthode des moindres carrés, mais présentent l’inconvénient
majeur de conduire à des problèmes de minimisation possédant de nombreux minima
locaux.
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1.1 Fonction objectif et optimisation

Le calage d’historique de production permet de déterminer la valeur de certains pa-
ramètres caractéristiques du gisement en tenant compte de l’historique des mesures :
débits et pressions aux puits, données sismiques 2D, 3D et 4D, etc. L’objectif de cette
approche est de restituer le comportement dynamique d’un gisement sur la durée totale
de l’acquisition des données par ajustement des paramètres pétrophysiques.

La méthode des gradients développée par Anterion et al.[4] permet de calculer les
sensibilités des grandeurs observées par rapport aux paramètres caractérisant le réser-
voir. L’ingénieur sait alors qu’une variation de la valeur d’un paramètre de très faible
gradient ne saurait permettre une meilleure restitution des observations.

Le calage opère par la minimisation d’une fonctionnelle appelée fonction objectif ou
fonction coût. Cette minimisation est généralement réalisée en utilisant des techniques
d’optimisation et de contrôle optimal. On pourra consulter Chavent [5]. Cette optimi-
sation nécessite la définition d’un état adjoint. On consultera Roggero et Guérillot [6].
La formulation générale du problème d’optimisation est :











min
m∈M

J (m) = R(dobs,F [m])

c(m)

où l’on désigne par dobs le vecteur des vraies observations et F [m] le vecteur des ob-
servations simulées. La fonction R est définie comme une fonction risque qui devra être
explicitée, et enfin, c(m) représente les contraintes imposées sur le paramètre m.

1.2 Spécificités des problèmes inverses en ingénierie de réservoir

Les problèmes inverses tels que le calage d’historique présentent de nombreuses
difficultés liées à leurs non-linéarités, leurs grandes tailles, peu de données de départ
(paramétrisation difficile), ce qui entraine un coût important en temps de calcul. De
plus, ces problèmes sont généralement mal posés 1 : la solution du problème inverse ne
dépend pas de façon continue des données. En effet, une faible variation sur les données
d peut induire d’importantes variations sur l’inférence de m.

Lors de la formulation et de la résolution d’un problème inverse, une attention
particulière doit être portée aux points suivants :

Choix de la formulation : suivant l’expression du critère à minimiser (choix des pa-
ramètres à estimer, prise en compte d’a priori, choix du coefficient de régularisa-
tion) le problème de minimisation associé est plus ou moins bien posé. Une bonne
compréhension du problème physique est alors nécessaire pour effectuer de bons
choix.

1. Au sens d’Hadammard
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Choix de la paramétrisation : le choix de la représentation discrète des paramètres
à estimer est un problème non trivial. Ce choix a aussi une influence sur le condi-
tionnement du problème de minimisation associé.

Identifiabilité : la question qui se pose toujours, que ce soit de façon théorique ou
pratique, est de savoir si les mesures sont suffisantes pour estimer les paramètres
d’intérêt et comment l’incertitude sur les mesures se répercute sur leurs estima-
tions.

Les choix de la formulation et de la paramétrisation sont essentiels car ils impactent
la résolution du problème inverse et de fait les prévisions de productions.

L’identifiabilité montre le besoin croissant de quantifier l’apport d’information d’une
nouvelle mesure sur l’estimation des paramètres. Il convient de définir avant toute simu-
lation, le nombre effectif de degrés de liberté du problème. Cette nouvelle mesure sera
intrinsèquement liée à l’échelle d’observation du phénomène. En effet, si N observations
permettent d’estimer M >> N paramètres, alors on sera en mesure de prendre une
décision sur une nouvelle campagne d’acquisition de données, ou alors de contraindre la
modélisation à M paramètres.

2 Formalisation du problème inverse probabiliste

L’information disponible ne permet pas de caractériser les propriétés du modèle de
manière unique. Une approche stochastique de la caractérisation du réservoir permet
de contrôler et de modéliser les incertitudes permanentes présentes dans le reservoir.
Les méthodes stochastiques permettent alors de construire plusieurs modèles de réser-
voir en conservant les propriétés statistiques relatives à la structure spatiale des corps
géologiques.

2.1 Principe et intérêt de la Géostatistique

La Géostatistique fut formalisée par Matheron [7] comme l’application du formalisme
des fonctions aléatoires à la reconnaissance et à l’estimation de phénomènes naturels.
La complexité des réservoirs ainsi que l’impossibilité de représenter toutes les hétérogé-
néités ont amené naturellement à une description stochastique des réservoirs pétroliers.
Les paramètres des fonctions aléatoires tels que l’espérance, le type de variogramme ou
encore la loi de distribution permettent de décrire les structures géologiques complexes
ayant des distributions spatiales semblables pour la taille des corps (géologiques) ou la
disposition dans l’espace et pour la propriété physique des différentes roches.

On suppose que le réservoir est décrit par une fonction aléatoire y(r). Cette variable
peut représenter une propriété de la roche qui peut être mesurée directement et locale-
ment sur le champ ou en laboratoire telle que la porosité ou la perméabilité. Supposons
qu’en r la valeur de y est y(r).
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Le problème est de caractériser et de modéliser la variabilité de y(r) en espace.
Celle-ci servira à estimer la valeur en une position différente r′ de y(r′) où la mesure n’a
pas encore été réalisée. Cette méthode géostatistique est le krigeage et fut développée
empiriquement par Krige et formalisée par Matheron. Elle permet l’estimation de valeurs
locales en considérant l’organisation spatiale des variables étudiées.

Ainsi, la Géostatistique consiste-t-elle en l’interprétation de chaque valeur y(ri)
comme une représentation particulière d’une variable aléatoire. De cet ensemble de
variables aléatoires, on construit une fonction aléatoire notée Y (r) = {y(ri)}. Cette
fonction construite est généralement fortement erratique et possède de nombreuses dis-
continuités et anisotropies.

Pour caractériser la variabilité spatiale de y(r), on définit la corrélation entre les
différentes variables aléatoires y(ri). Celle-ci dépend à la fois de la nature de la variable
considérée et de la distance séparant les emplacements des mesures. La Géostatistique ne
fait pas appel à la Statistique descriptive qui développe des techniques permettant une
meilleure compréhension du type d’information disponible mais à la Statistique inféren-
cielle. Celle-ci permet de tirer des conclusions fiables à partir de données d’échantillons
statistiques.

2.2 Distribution de probabilité

La fonction de densité de probabilité ou simplement densité de probabilité caractérise
la probabilité dF (y) qu’une variable aléatoire prenne une valeur entre y et y + dy. Ici,
F est la fonction de répartition de y. Soit :

proba(v ∈ [y,y + dy]) = dF (y) (3.1)

Si de plus la fonction de répartition est différentiable, la densité de probabilité p de y
est alors définie par :

dF (y) = p(y)dy (3.2)

Dans la cas où la variable est continue, la densité de probabilité décrit le comporte-
ment et l’évolution de la variable aléatoire. C’est une fonction positive, nécessairement
inférieure à 1 et normalisée de sorte que :

∫

p(y)dy = 1 (3.3)

Il existe une multitude de densités de probabilité. En géostatistique, la distribution nor-
male multi-variée et la distribution log-normale multi-variée jouent des rôles importants.
La densité de probabilité normale ou gaussienne multi-variée de y est définie par :

∀y ∈ R
N , p(y) = ((2π)N |C|)−1/2 exp

(

− 1

2
(y − 〈Y〉)tC−1(y − 〈Y〉)

)

(3.4)

où 〈Y〉 et C sont respectivement la moyenne et la covariance de y.
Dans le cas continu, la matrice de covariance C est définie par :

Cij = 〈yi,y〉 (3.5)
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On dit que x suit une distribution log-normale de paramètres 〈y〉 et C si et seulement
si y = log x suit une distribution normale de paramètres 〈Y〉 et C. La densité de
probabilité est définie par :

p(x) = ((2π)|C|)−N/2
i=N
∏

i=0

1

xi
exp

(

−1

2
(log x− 〈y〉)tC−1 (log x− 〈y〉)

)

(3.6)

2.3 Réalisation de champs géostatistiques

Traditionnellement, les champs aléatoires Gaussiens sont générés à l’aide de la dé-
composition de Cholesky de la matrice de covariance du champ aléatoire. Rappelons
les bases de la méthode de Cholesky. Considérons la matrice de covariance C. Alors, on
peut décomposer cette dernière comme le produit d’une matrice triangulaire inférieure
et de sa transposée.

C = LLt (3.7)

Si on considère un champ gaussien aléatoire Y de moyenne m et de matrice de covariance
C, alors on peut écrire à l’aide d’un bruit blanc gaussien (vecteur aléatoire gaussien
centré-réduit non corrélé) z :

Y = m+ L · z (3.8)

Le coût de la décomposition dépend directement de la taille de l’échantillon à générer.
Pour un champ aléatoire comportant N points, la matrice de covariance sera de dimen-
sionN×N . La décomposition de Cholesky est envisageable en optimisation stochastique
pour des champs d’un millier de points au maximum. Or, en ingénierie pétrolière, la
taille des champs aléatoires est de l’ordre du million. Il faut donc une méthode rapide
et efficace qui permette de contourner ce problème.

La méthode de la moyenne mobile a été développée initialement pour les champs
gaussiens stationnaire 1D [8] et a été étendue aux dimensions supérieures 2D et 3D
par Oliver [9]. Pour la génération de champ aléatoire, nous utilisons l’algorithme FFT-
MA 2 développé à l’IFP [10]. Le champ Y (r) est considéré comme un processus gaussien
stationnaire et on considère sa représentation dans l’espace des fréquences à l’aide de la
transformée de Fourier :

Y (q) =

∫

eiq·rY (r)dr (3.9)

On a la relation inverse suivante :

Y (r) =
1

(2π)D

∫

eiq·rY (q)dq (3.10)

Le processus gaussien Y (r) étant stationnaire, on montre que le processus Y (q) est
aussi gaussien tel que :

〈Y (r)〉 = 0 =⇒ 〈Y (q)〉 = 0 (3.11)

〈Y (r), Y (r)〉 = C(r− r′) =⇒ 〈Y (q), Y (q)〉 = (2π)DC(q)δ(q − q′) (3.12)

2. Fast Fourier Transform Moving Average
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où C est la fonction de covariance associée au processus Y . On donne une réprésentation
d’un champ de perméabilité log-normal figure (3.1) contruit par la méthode FFTMA.

Figure 3.1 – Représentation d’un champ de perméabilité log-normal

2.4 Fonction objectif et optimisation

La résolution du problème inverse doit permettre l’estimation des paramètres pé-
trophysiques à l’aide des données d’observations. Du fait qu’il existe conjointement des
erreurs de modélisation et des erreurs sur les observations, il devient naturel de proposer
une approche du problème inverse sous un angle probabiliste.

On peut noter les deux principaux avantages à utiliser une méthode probabiliste
pour résoudre les problèmes inverses. Premièrement, il est possible d’estimer à la fois
l’incertitude et la valeur des paramètres inconnus. Les modèles étant construits, on
pourra quantifier l’erreur sur les prévisions au sens des probabilités. Nous pouvons
schématiser le processus d’inversion par la figure 3.2

Après calage des données de production, plusieurs modèles sont construits et four-
nissent différents scénarios de production. On peut alors quantifier les incertitudes des
différents modèles en vue de les réduire. Dans notre étude, nous utilisons le formalisme
bayésien afin de résoudre notre problème inverse. Ce formalisme est décrit en annexe A.

Nous venons de présenter dans ce chapitre une vue d’ensemble des problèmes in-
verses en ingénierie de résevoir. La fonction objectif est alors centrale dans l’estimation
des paramètres pétrophysiques et géologiques. Or, ces différents paramètres sont diffé-
rents par nature et parfois ne sont pas représentés à la même échelle (pressions, cubes
sismiques et perméabilité par exemple). Un problème serait alors de devoir normali-
ser ces mesures avant d’optimiser la fonction objectif. Nous montrons dans le chapitre
suivant qu’introduire la théorie de l’information permet d’optimiser nos paramètres en
fonction du gain d’information que ceux-ci nous apportent.
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Figure 3.2 – Représentation simplifiée de l’analyse des incertitudes a posteriori des
différents modèles après le processus de calage
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Dans ce chapitre, nous définissons notre mesure de l’information et exposons son
utilisation pour définir notre gain d’information. Ces deux critères seront en effet déter-
minants afin d’optimiser le processus de caractérisation de réservoir, notamment pour
proposer un meilleur échantillonnage spatial ou temporel des mesures.

En ingénierie pétrolière, la caractérisation de réservoir correspond en particulier à
l’estimation des propriétés pétrophysiques telles que la perméabilité et la porosité du
milieu. Ces quantités ne peuvent généralement pas être mesurées directement sur l’en-
semble du gisement. L’ingénieur dispose seulement de quelques mesures de perméabilité
sur le gisement, ou alors de mesures indirectes de pression et de débit aux puits.

L’information disponible sur le milieu n’est donc pas connue continûment dans l’es-
pace et dans le temps. De plus, les mesures sont généralement entachées d’un bruit, le
plus souvent supposé gaussien et stationnaire. Le problème n’est donc pas seulement de
prédire une évolution de la production ou encore un scénario exceptionnel, mais avant
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tout de pouvoir estimer les paramètres explicatifs afin de disposer d’un modèle de si-
mulation d’écoulement robuste.

Le problème inverse consiste donc à estimer des variables pétrophysiques telles que
la perméabilité et la porosité au vu d’observations telles que les débits et les pressions
aux puits. Ce problème se reformule en un problème d’optimisation.

Les variables d’observations et les variables pétrophysiques sont considérées comme
des variables aléatoires sur un espace probabilisé et ne sont plus considérées comme
des inconnues du problème. Notre problème inverse se redéfinit comme la caractérisa-
tion d’une distribution de probabilité pour le couple de variables d’observation et de
paramètres.

L’introduction de la théorie de l’information dans les problèmes inverses en géos-
ciences a été initialement faite par Tarantola [11]. Il postule que la solution du problème
inverse peut être interprétée comme le résultat d’une conjonction d’états d’information
comme nous le verrons plus en détails.

L’estimation de la perméabilité et de la porosité par inférence bayésienne fut in-
troduite par Gavalas et Shah [12]. Ils considèrent un réservoir 1D et les observations
proviennent des mesures des pressions au puits. Ils ajoutent à la fonction objectif l’infor-
mation a priori disponible dans le réservoir. Ce processus de régularisation statistique
contraint ainsi les paramètres du modèle à ne pas trop s’écarter des valeurs moyennes
du modèle.

1 États d’information du système

Il est important en inversion de comprendre la relation entre le modèle dynamique
et les observations résultantes. Si nous disposons d’un modèle direct nous permettant
d’obtenir, en différents lieux de l’espace, des observations (simulées) à un temps donné
et ceci depuis une idée a priori des valeurs des paramètres, alors on peut se demander
a posteriori de quelles valeurs de paramètres proviennent les observations.

En production, les ingénieurs disposent de données réelles et la résolution du pro-
blème inverse doit donc permettre l’intégration de ces observations dans le modèle théo-
rique. Généralement, l’intégration de ces observations se fait par la minimisation d’une
fonction coût ou fonction objectif mesurant l’écart entre les observations réelles et les
observations simulées.

1.1 Problème direct

Le problème continu direct peut être exprimé à l’aide de la fonctionnelle F qui à
tout champ m(x) ∈M associe le vecteur d’observations d∗ ∈ D tel que :

M 7−→ D
m −→ d∗ = F [m] (4.1)
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Nous avons vu au chapitre précédent qu’il n’était pas possible de reproduire exactement
les observations et de ce fait, on ajoute une erreur ou bruit η aux observations simu-
lées. On suppose implicitement que les observations simulées ne sont en réalité qu’une
moyenne de ce que l’on observerait réellement. On traduit généralement cette supposi-
tion en considérant η comme un bruit blanc gaussien stationnaire, indépendant de m

et de F .

Remarque 4.1 Définir l’erreur η comme une erreur gaussienne stationnaire est une
hypothèse forte. C’est en effet une hypothèse d’école qui est le reflet d’une situation
idéale asymptotique. Ces considérations permettent dans un premier temps de donner
des résultats analytiques puis numériques.

On définit alors la relation entre les observations réelles dobs et les paramètres m

par un modèle de régression général tel que

dobs = F [m] + η (4.2)

Pour obtenir m, il suffirait dans un cadre idéal d’inverser l’opérateur F . Mais dans
la majorité des cas, l’inversion n’est pas possible directement ou explicitement et le
problème revient à construire un estimateur convenable G de F−1 tel que

D 7−→M
dobs −→ m̃ = G[dobs] = G[F [m] + η] (4.3)

De plus, considérant des distributions de probabilité sur les observations et les pa-
ramètres du système, il est possible à l’aide de l’entropie de définir plusieurs états d’in-
formation. Tarantola [11] a initialement introduit en Géosciences l’état d’information
disponible dans le système et donne un schéma général pour la résolution du problème
inverse dans le cadre probabiliste.

1.2 Résolution du problème inverse dans le cadre probabiliste

La résolution du problème inverse dans le cadre probabiliste est très largement traitée
par Tarantola [11] et K. Mosegaard & Tarantola [13]. Cette résolution consiste en trois
étapes, pour lesquelles une distribution de probabilité est définie, et une estimation de
l’information est réalisée. Les 3 étapes de la résolution sont :

Paramétrisation du système : on cherche l’ensemble minimal des paramètres du
modèle susceptible de permettre l’explication des observations du système tout en
conservant la description géologique du milieu.

Problème direct : on décrit les lois physiques permettant de prédire les résultats
de mesure de paramètres d’observations. Ici, dans le cas de l’ingénierie de réser-
voir, nous pouvons recourir à l’utilisation d’un modèle numérique de simulation
d’écoulement polyphasique en milieu poreux.

Problème inverse : utilisation des quantités d’information précédentes, ainsi que les
observations pour estimer les valeurs des paramètres.
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2 Cadre probabiliste

Comme nous venons de le voir, la résolution du problème inverse peut se faire au
moyen de distributions de probabilité. Considérons la variable (d,m) ∈ X = D ×M
dans l’espace joint des observations et des paramètres et définissons les différentes distri-
butions de probabilité qui permettront de résoudre le problème inverse comme solution
d’une conjonction d’informations.

2.1 Conjonction d’informations

Le résultat de mesure d peut être défini par une densité de probabilité ρ(d). Nous
pouvons dans un premier temps considérer que l’information a priori disponible est
exogène des observations, c’est-à-dire qu’elle n’est pas définie en fonction de d. Ainsi,
la distribution dans l’espace X décrite par la distribution jointe ρ(d,m) est exprimée
par :

ρ(d,m) = ρ(d)ρ(m)

Nous pouvons de même définir la distribution p(d,m) qui représente l’information dite
théorique sur la corrélation entre les observations et les paramètres. Elle contient l’in-
formation du modèle. En établissant la conjonction entre ces deux états d’informations,
Tarantola [11] définit l’état d’information résultant par la distribution suivante :

σ(d,m) = k
ρ(d,m) p(d,m)

µ(d,m)
(4.4)

où la distribution µ(d,m) est une distribution non-informative représentant l’état d’in-
formation homogène et k est une constante de normalisation.

2.2 Gain d’information et apprentissage

Dans une approche bayésienne, nous définissons l’ensemble X = D × M comme
le produit de l’ensemble des observations et l’ensemble des paramètres. Nous portons
l’inférence sur le couple (d,m). Il faut donc définir une distribution a priori sur X .

La solution du problème inverse est donc la distribution marginale sur les paramètres
de la distribution jointe définie en 4.4 telle que :

σ(m) =

∫

M
σ(d,m) dm (4.5)

L’égalité 4.4 est en réalité la version généralisée de la formule de Bayes [14].

Définition 4.1 Soit une observation d ∼ ρ(d|m) de D. Si l’on dispose d’une distribu-
tion de probabilité a priori π(m) sur le paramètre m ∈M. Alors, le théorème de Bayes
permet de construire la distribution a posteriori ρ(m|d) :

ρ(m|d) =
ρ(d|m)π(m)

∫

M
ρ(d|m)π(m) dm

(4.6)
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En théorie de l’information, le gain d’information peut être calculé à l’aide de la diver-
gence de Kullback-Leibler entre les distributions a posteriori et a priori. Il existe d’autres
types de divergence, on pourra se référer à [15, 16] pour la définition des f−divergence
introduites par Csiszár. Comme nous l’avons vu au Chapitre 2, cette quantité définit
l’apport d’information transmise d’un état pré-mesure à un état post-mesure. C’est-à-
dire :

D(d) = K(ρ(m|d)‖π(m)) =

∫

M
ρ(m|d) log

ρ(m|d)

π(m)
dm (4.7)

La quantité d’information apportée par une mesure est l’espérance a posteriori de

log
ρ(m|d)

π(m)
. Nous aimerions avoir un critère d’information avant d’effectuer toutes me-

sures. Ainsi, il convient de prendre la moyenne sur l’ensemble des observations possibles.

Définition 4.2 On peut définir désormais la quantité d’information moyenne par :

〈I〉 = IM (π(m)) =

∫

D
D(d) σ(d) dd (4.8)

En reprenant l’égalité σ(d,m) = ρ(d|m)π(m), l’information moyenne peut être aussi
définie à l’aide de la divergence de Kullbak-Leibler. Ainsi,

〈I〉 =

∫

D

∫

M
σ(d)

ρ(d|m)π(m)

σ(d)
log

ρ(d|m)π(m)

σ(d)π(m)
dm dd

=

∫

X
ρ(d,m) log

ρ(d,m)

σ(d)π(m)
d(d,m)

〈I〉 = K

[

ρ(d,m) ‖ σ(d)π(m)

]

(4.9)

L’information moyenne est donc la divergence entre la distribution du modèle joint et
la distribution du modèle indépendant. Ainsi les observations et les paramètres sont in-
dépendants et le modèle joint est égal au modèle indépendant. L’information moyenne
est nulle et une observation supplémentaire n’apporte donc aucune information.

L’entropie de Shannon permet de donner une définition de l’information moyenne en
fonction de l’entropie de la distribution de vraisemblamce et l’entropie de la distribution
des observations.

Proposition 1 Soit d ∈ D un vecteur d’observations de distribution σ(d). On sup-
pose qu’il existe un vecteur de paramètres m ∈ M pouvant expliquer le phénomène
observé d. On suppose que la distribution de vraisemblance ρ(d|m) connue et nor-
malisée. On note m(d,m) la distribution non-informative sur X et on suppose que
m(d,m) = µ(dobs)̺(m) où µ et ̺ sont respectivement les distributions non-informatives
sur D et M.
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Alors, l’information moyenne apportée est exprimée par :

〈I〉 = Ed{σ} − E
π
[

Ed|m{ρ}
]

(4.10)

Preuve On reprend la définition de l’information moyenne apportée par une observa-
tion d de distribution de probabilité σ(d).

〈I〉 =

∫

D

∫

M
ρ(d,m) log

ρ(d,m)

σ(d)π(m)
dm dd (4.11)

On introduit la distribution non-informative dans l’expression précédente,

〈I〉 =

∫

D

∫

M
ρ(d,m)

[

log
ρ(d,m)

µ(d)̺(m)
− log

σ(d)π(m)

µ(d)̺(m)

]

dm dd (4.12)

En développant la distribution jointe à l’aide de la distribution σ(d) des observations,
on a la relation suivante :

ρ(d,m) = ρ(m|d)σ(d) = ρ(d|m)π(m) (4.13)

on obtient :

〈I〉 =

∫

D

∫

M
ρ(d|m)π(m) log

ρ(d|m)

µ(d)

π(m)

̺(m)
dm dd (4.14)

−
∫

D

∫

M
ρ(d,m) log

σ(d)

µ(d)

π(m)

̺(m)
dmdd (4.15)

=

∫

M
π(m)

∫

D
ρ(d|m) log

ρ(d|m)

µ(d)
dddm

+

∫

M
π(m) log

π(m)

̺(m)

∫

D
ρ(d|m)dddm

−
[
∫

D

∫

M
ρ(d,m) log

π(m)

̺(m)
dmdd

+

∫

D

∫

M
ρ(d,m) log

σ(d)

µ(d)
dmdd

]

(4.16)

On reconnait l’expression de l’entropie de Shannon. En simplifiant l’expression et en
développant la distribution jointe, on obtient :

〈I〉 = −
∫

M
π(m) Ed|m{ρ} −

∫

D

∫

M
ρ(m|d)σ(d) log

σ(d)

µ(d)
dm dd (4.17)

= −
∫

M
π(m) Ed|m{ρ} −

∫

D
σ(d) log

σ(d)

µ(d)

∫

M
ρ(m|d) dm dd (4.18)

Enfin, en utilisant le fait que la distribution ρ(m|d) est normalisée, on obtient le résultat
souhaité :

〈I〉 = Ed{σ} − E
π
[

Ed|m{ρ}
]

(4.19)
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L’information moyenne est donc définie comme la différence entre l’incertitude sur
la distribution des observations et ce que l’on attend a priori de l’incertitude sur la
distribution de vraisemblance - information apportée par le modèle.

L’égalité est obtenue dans l’espace des observations, ce qui permet de réduire consi-
dérablement les dimensions des matrices de covariances mises en jeu.

Nous disposons d’un résultat théorique pour le gain d’information moyenne. On
pourra alors maximiser ce critère par rapport à l’information a priori permettant de
définir et de construire un échantillonnage optimal pour les observations.

Nous voyons que les premières difficultés seront de calculer l’entropie des différentes
distributions de probabilité. Nous pouvons, dans le cas des distributions gaussiennes,
calculer analytiquement ces entropies.

3 Comportement asymptotique de l’information moyenne

3.1 Fonctionnelle d’information

La fonctionnelle d’information que nous avons définie appartient à une famille plus
large. Dans cette section, nous introduisons la famille de fonctionnelle d’information
proposée par Venegas-Martinez [17]. Pour simplifier, on considère le cas où le paramètre
m est un réel, M = 1. L’extension au cas multidimensionnel dans le cas de mesures de
l’information amène des difficultés conceptuelles discutées dans [18], [19], [20] et [21].

On suppose que le paramètre m ∈M ⊆ R est de probabilité Pm dont il est possible
d’observer le vecteur d et on suppose que cette probabilité a une distribution ρ(d|m)
au sens de la dérivée de Radon-Nykodym par rapport à une mesure dominante σ-finie
λ sur R pour tout m ∈M ⊆ R :

∀m ∈M ⊆ R,
dPm

dλ
= ρ(d|m) (4.20)

Nous avons vu que l’approche bayésienne consiste en la définition d’une distribution a
priori π(m) décrivant l’information initiale disponible sur la vraisemblance de la valeur
du paramètre m. On pose alors que cette distribution est une distribution σ-finie par
rapport à une mesure dominante µ sur R. Une fois la distribution a priori définie,
le théorème de Bayes nous permet de mettre à jour les paramètres du modèle par
l’intégration des observations via la distribution a posteriori. Venegas-Martínez définit
un système de fonctionnelles d’intérêt noté Vγ,α,δ et défini par :

Vγ,α,δ(π) =
1

1− γ

∫

M
π(m)Gγ,α,δ(I(m), E{d|m})dµ(m) (4.21)

où I(m) est l’information de Fisher définie en (A.6) et Ed|m{ρ} est la neg-entropie 1 de

1. Entropie négative
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Shannon de la distribution ρ(d|m) et :

Gγ,α,δ(I(m), Ed|m{ρ}) =

log





exp
(

(

Ed|m{ρ}/I(m)
)1−δ

(I(m))
1−γ
1+α − δ (I(m))1−α

)

π(m)1−γ





(4.22)

3.2 Critères d’information

La fonctionnelle (4.21) permet de construire plusieurs critères d’information. On
remarque que :

V0,0,1(π(m)) = −
∫

M
π(m) log π(m)dµ(m) (4.23)

est la mesure d’information de Shannon ou la fonctionnelle de Jaynes.

V1,1,1(π(m)) = lim
γ→1
Vγ,1,1(π(m)) = −

∫

M
π(m) log

π(m)

(I(m))1/2
dµ(m) (4.24)

est la cross-entropie négative de Good dans son approche MEP (Minimax Evidence
Priors) qui peut être réécrite à l’aide de l’information de Shannon et on obtient alors :

V1,1,1 = V0,0,1 +

∫

M
π(m) log (I(m))1/2 dµ(m) (4.25)

Le cas asymptotique où (γ, α, δ) → (0, 0, 0) définit la fonctionnelle suivante :

V0,0,0(π(m)) =

∫

D
σ(d)

∫

M
log

ρ(d|m)

π(m)
dµ(m)dλ(d) (4.26)

Cette fonctionnelle est le critère d’information définit par Zellner [22] dans son approche
MDIP (Maximal Data Information Priors). Cette dernière fonctionnelle peut se réécrire
facilement avec la mesure d’information de Shannon. On obtient alors :

V0,0,0(π(m)) = V0,0,1(π(m)) + E
π{ρ(d|m)} (4.27)

La méthode développée par Zellner a été proposée dans le but de choisir une distribution
qui maximise l’information moyenne de la distribution de vraisemblance par rapport à
l’information contenue dans la distribution a priori.

Ce dernier critère peut être modifié en supposant que l’information de Fisher fournie
par le modèle d’échantillonnage est significative. On définit le critère d’information
suivant :

V0,1,0(π(m)) =

∫

D
σ(d)

∫

M
ρ(m|d) log

ρ(d|m)I(m)1/2

π(m)
(4.28)

Ces différentes fonctionnelles introduites par Venegas-Martínez permettent de don-
ner un résultat important dans le cas unidimensionnel pour le critère d’information
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moyenne défini en (4.7). Ce dernier a été introduit par Bernardo [23] pour contour-
ner la difficulté dans la définition de l’a priori de Jeffrey dans le cas multidimen-
sionnel et développé par la suite par Berger et Bernardo [24],[25],[26] et [27]. Ils dé-
finissent la notion d’information manquante sur le paramètre m lors d’une expérience
et construisent un a priori de référence. L’information manquante est quantifiée par
(4.7) où l’espérance est prise par rapport à la distribution marginale sur les observa-

tions σ(d) =

∫

M
ρ(d|m)π(m).

3.3 Cas d’un paramètre unidimensionnel

Supposons désormais que l’on dispose d’un échantillon d = (d1, ..., dN ) de N obser-
vations indépendantes de distribution Pm,m ∈M ⊆ R. On a alors :

dPm

dλ
= ρ(d|m) =

k=N
∏

k=1

ρ(d1, ..., dN |m) (4.29)

pour tout m = (d1, ..., dN ) et tout Pm,m ∈M ⊆ R.
Venegas-Martínez donne un résultat asymptotique de (4.7) dans le cas unidimen-

sionnel. Ce critère, appelé aussi mesure d’information de Lindley [1], est l’information
moyenne sur le paramètre m du modèle d’échantillonnage ρ(d|m) fourni par un échan-
tillon d de taille N . On suppose que la distribution a priori sur m est π(m). On donne
explicitement le critère défini plus haut tel que :

〈I〉N (π) =

∫

D
σ(d)

∫

M
ρ(m|d) log

ρ(m|d)

π(m)
dµ(m)dλ(d) (4.30)

où µ et λ sont des mesures de Lebesgue sur R. On suppose par la suite que toutes
les densités considérées sont Lebesgue-mesurables par rapport à m et d. Le théorème
montre que l’essentiel du modèle statistique ρ(d|m) change lorsque la taille des échan-
tillons augmente. Pour montrer cela, Venegas-Martínez réécrit (4.30) à l’aide des critères
d’information définis plus haut. Ainsi :

〈I〉N (π) = Vγ,0,1(π) + log
√
N (4.31)

−
∫

M

∫

D
log

(
∫

TN (w)WN (w)dµ(w)

)

ρ(d|m)π(m)dµ(m)dλ(d) (4.32)

où

TN (w) =
ρ(d|m + w√

N
)

ρ(d|m)
(4.33)

et

WN (w) =
m + w√

N

m
(4.34)

En supposant des conditions standards de régularité sur l’information de Fisher et des
propriétés de convergence pour TN et WN , Venegas-Martínez montre que la convergence
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en loi est telle que :

TN (w)
L−→ exp

(

w
√

I(m)

(

Z − 1

2
w
√

I(m)

))

(4.35)

où Z ∼ N (0, 1). Ceci implique la convergence en loi :

log

(
∫

TN (w)WN (w)dµ(w)

)

L−→ log
√

2π/I(m) +
1

2
Z2 (4.36)

Ce qui permet d’obtenir au premier ordre le cas asymptotique :

〈I〉(∞)(π)− V1,1,1(π) = −V0,0,1(ϕ) + log
(

C
√
N
)

+ o(1) (4.37)

où ϕ(z) est la distribution de Z ∼ N (0, 1) et :

C =

(
∫

√

I(m)dµ(m)

)−1

(4.38)

Le résultat montre la dépendance de l’information moyenne avec l’entropie croisée de
Good définie par (4.24) qui est quant à elle indépendante du nombre de mesures N .
Le cas asymptotique illustre le comportement logarithmique de l’information moyenne
apportée par les mesures lorsque celles-ci augmentent.

3.4 Cas d’un paramètre multidimensionnel

Dans le cas multidimensionnel, le développement asymptotique de l’information
moyenne se complique et les conditions de régularité sur les distributions ainsi que sur
les limites sont plus fortes. Ghosal [28] donne une approximation au premier ordre pour
le cas asymptotique N →∞ de 〈I〉 dans le cas multidimensionnel. Reprenant les travaux
initiaux de Bernardo [23], Ghosal calcule, dans le cas d’un ouvert compact K sur l’en-
semble des paramètres, cette approximation. Il sépare l’espace des paramètres en deux
sous-espaces tels queM =M0 ×MM et tel que m = {m0} ∪ {m : m = (m1, ..,mM )}
et il suppose que la densité ρ(·|m0,m) par rapport à la mesure de Lebesgue sur R

est régulière par rapport à m et non-régulière par rapport à m0. Ainsi, la fonction
d → ρ(d|m0,m) est supposée continue pour tout m à m0 fixé et discontinue en des
points dépendants seulement de m0. Les propriétés asymptotiques de ce genre de famille
de distributions ont été étudiées par Ghosal et Samanta [29] utilisant la théorie déve-
loppée par Ibragimov et Has’minskii [30] et Smith [31]. Ghosal suppose que la densité
ρ(d|m0,m) est à support sur l’intervalle S(m0) = [a1(m0), a2(m0)]. On peut avoir la
situation où a1 = −∞ ou a2 = +∞ mais pas de façon simultanée et Ghosal suppose
que les deux cas limites suivants existent :

Pour tout (m0;m) ∈M0 ×MM ,

p(m0,m) = lim
m0↓a1(m0)

ρ(d|m0,m), q(m0,m) = lim
m0↑a2(m0)

ρ(d|m0,m) (4.39)
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En choisissant :

c(m0,m) = a′1(m0)p(m0,m)− a′2(m0)q(m0,m) > 0 (4.40)

le critère d’information moyenne défini comme l’espérance de la divergence de Kullback-
Leibler entre la distribution a posteriori et la distribution a priori, admet un dévelop-
pement au premier ordre.

En supposant que pour toute distribution a priori π(·) positive, continue et dense
sur un sous-ensemble compact K tel que K ⊂M0 ×MM , 〈I〉 a alors lorsque N →∞,
le développement asymptotique suivant :

〈I〉 = log
N

e
+
d

2
log

N

2πe

+

∫

K
π(mo,m) log

(

c(m0,m)|I(m0,m)|1/2

π(m0,m)

)

dm0dm + o(1) (4.41)

où |I(m0,m)|1/2 est le déterminant de la matrice de Fisher pour le paramètre (m0,m).
La démonstration est donnée par Ghosal dans [28].

Ghosal montre dans le cas multidimensionnel, que le terme dominant de l’ordre de
logN est indépendant de la distribtion a priori. Le résultat précédent montre bien le
comportement logarithmique de l’information moyenne dans le cas multidimensionnel.

Dans notre cas, plus général, où la distribution sur le paramètre m n’est pas supposée
à support borné, les résultats de convergence ne peuvent pas être utilisés directement.
Nous allons expliciter le critère d’information moyenne dans les chapitres suivants.
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Chapitre 5

Modèle linéarisé Gaussien
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Dans ce chapitre nous donnons une définition de l’information moyenne lorsque le
modèle est linéarisé. Nous supposons que les erreurs sur les observations sont gaus-
siennes.

En ingénierie pétrolière, les opérateurs de modélisation sont très sensibles aux condi-
tions initiales et rendent la modélisation délicate. Dans le cadre bayésien, les distri-
butions a priori jouent un rôle déterminant dans la construction de la distribution
a posteriori ainsi que dans la mise à jour et l’estimation des paramètres du modèle.
On cherchera donc à réduire l’influence de la non-linéarité des opérateurs mathéma-
tiques mis en jeu en les linéarisant autour de la moyenne a priori ou du maximum de
vraisemblance. De plus, la distribution a priori sur le modèle de paramètres 1 est géné-
ralement considérée normale ou log-normale, ce qui permet d’expliciter la distribution
a posteriori résultante. Ainsi, le modèle linéarisé Gaussien est utilisé fréquemment en
première approximation car il permet d’obtenir directement des résultats analytiques
pratiques ainsi que des résultats numériques en optimisation. Nous allons décrire briè-
vement celui-ci dans un premier temps, et dans un second temps, nous expliciterons ces
critères d’optimisation.

1. On considère ici comme paramètres la perméabilité ou la porosité du milieu
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1 Modèle de régression

Reprenons le modèle général tel que :

dobs = F [m] + η

où dobs ∈ D ⊆ R
N et m ∈M ⊆ R

M .
On considère le cas où les erreurs du modèle sont supposées gaussiennes centrées, de
matrice de covariance Cd :

η ∼ NN(0,Cd) (5.1)

De plus, on suppose que η est stationnaire. Ces hypothèses sont couramment utilisées
mais il faut noter qu’elles sont fortes.

Le cas stationnaire impose que la covariance des erreurs entre deux points d’obser-
vations est fonction de leur distance, c’est-à-dire qu’elle est invariante par translation :

∀x,y ∈ D, Cd(x,y) = ψ(|x− y|)
Si de plus, on prend la distance euclidienne sur l’espace des observations, alors on

se trouve dans le cas isotrope. Dans le cas contraire, on pourra toujours appliquer une
transformation linéaire nous permettant de nous rapprocher du cas isotrope.

Ayant définit η gaussien, on déduit que la variable aléatoire dobs|m est gaussienne
de loi :

dobs|m ∼ NN(F [m],Cd) (5.2)

La distribution de vraisemblance est donc :

ρ(dobs|m) = ((2π)N |Cd|)−1/2 exp

[−1

2
(dobs −F [m])t C−1

d (dobs −F [m])

]

= ((2π)N |Cd|)−1/2 exp
−1

2
‖dobs −F [m]‖

C
−1
d

(5.3)

où ‖x‖2A = xtAx.

2 Noyau de covariance

La matrice de covariance est définie positive et permet de construire une distance
sur l’espace des observations. Lorsque l’on choisit le noyau de covariance, on impose im-
plicitement la régularité du processus aléatoire. Ainsi si la covariance admet des dérivées
d’ordre 2 alors le processus sera différentiable en moyenne quadratique. Si le phénomène
physique admet des dérivées à tout ordre, il faudra choisir un noyau indéfiniment diffé-
rentiable. Il faudra donc adapter le noyau de covariance à notre phénomène physique.

Une classe générale de noyaux admissibles est la classe de Matérn définie pour toute
dimension de l’espace des observations par :

C(h) =
σ2

2ν−1Γ(ν)

(

2ν1/2h

ρ

)ν

Kν

(

2ν1/2h

ρ

)

(5.4)
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où h est la distance Euclidienne, σ2 est la variance du processus, alors que ρ et ν sont
respectivement la largeur du noyau (ou longueur de corrélation) et sa régularité. Kν(·)
est la fonction de Bessel modifiée de seconde espèce 2.

3 Résolution du problème inverse linéarisé

La résolution du problème inverse dans le cadre bayésien passe par la définition d’une
distribution a priori sur l’espace des paramètresM. Les premiers résultats sont donnés
dans un cadre informatif, c’est-à-dire le cas où une information a priori est disponible.

3.1 Définition de la distribution a priori

En pratique, il est fréquent de choisir la distribution a priori π(m) gaussienne, de
paramètres mp et Cp respectivement moyenne et fonction de covariance. Soit m de loi :

m ∼ NM(mp,Cp) (5.5)

La distribution est définie comme suit :

π(m) = ((2π)M |Cp|)−1/2 exp[
−1

2
(m−mp)

tC−1
p (m−mp)]

= ((2π)M |Cp|)−1/2 exp[
−1

2

∥

∥m−mp

∥

∥

2

C
−1
p

] (5.6)

Remarque 5.1 La définition de la distribution a priori est subjective et donc très dis-
cutée en inversion bayésienne. Dans notre première approche, nous avons défini une
distribution a priori de la même famille (gaussienne) que la distribution de vraisem-
blance et par conséquent la distribution a posteriori résultante sera également définie
dans la même famille. On parle alors d’a priori conjugué [32].

3.2 Linéarisation autour du maximum de vraisemblance

On peut linéariser l’opérateur F autour du maximum de vraisemblance m̃ à l’aide
du développement de Taylor à l’ordre 1 :

F [m] = F [m̃] +H · (m− m̃) (5.7)

où H =

(

∂F
∂m

)

m=m̃

est le gradient de l’opérateur F en m̃.

Le problème de régression est alors :

dobs − (F [m̃]−H · m̃) = H ·m + η (5.8)

2. Kν(x) =
π

2

I−ν(x) − Iν(x)

sin(πν)
où Iν =

„

x

2

«ν ∞
X

k=0

1

k! Γ(ν + k + 1)

„

x

2

«2k
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Soit en posant d = dobs − (F [m̃]−H · m̃), on obtient le problème linéaire suivant :

d = H ·m + η (5.9)

Alors, m̃ est solution du problème de minimisation :

m̃ = arg min
m∈M

‖d−H ·m‖2
C

−1

d

= (HtC−1
d H)−1HtC−1

d d (5.10)

On remarque que la distribution de la variable aléatoire dobs|m est égale à la distri-
bution de la variable aléatoire d|m :

ρ(dobs|m) = ((2π)N |Cd|)−1/2 exp
−1

2
‖ dobs −F [m] ‖2

C
−1
d

(5.11)

= ((2π)N |Cd|)−1/2 exp
−1

2
‖ d−H ·m ‖2

C
−1
d

= ρ(d|m) (5.12)

En posant π la distribution a priori sur le paramètre m, on calcule la distribution a
posteriori par :

ρ(m|d) ∝ π(m)ρ(d|m) = π(m) ((2π)N |Cd|)−1/2 exp
−1

2
‖d−H ·m‖2

C−1
d

(5.13)

On remarque que :

‖d−H ·m‖2
C

−1
d

= ‖d−H · m̃‖2
C

−1
d

+ ‖m̃−m‖2Ht C
−1
d H (5.14)

Par substitution de (5.14) dans l’expression précédente (5.13), on observe que la distri-
bution a posteriori peut être exprimée comme le produit de deux distributions gaus-
siennes :

ρ(m|d) ∝ π(m) |Ht C−1
d H|1/2 Nd(H · m̃,C−1

d )⊗Nm(m̃,Ht C−1
d H) (5.15)

On peut enfin noter que |Ht C -1
d H| est le déterminant de la matrice d’information

de Fisher de la variable d|m dans le cas linéaire. La linéarisation autour du maximum
de vraisemblance ne donne pas directement une distribution a posteriori gaussienne.
Pour plus de simplicité, nous décidons de linéariser l’opérateur autour de la moyenne a
priori mp comme nous allons le voir.

3.3 Linéarisation autour de la moyenne a priori

On reprend la distribution de vraisemblance dans le cas linéaire :

ρ(d|m) = ((2π)N |Cd|)−1/2 exp
−1

2

∥

∥d−H ·m
∥

∥

2

C
−1
d

(5.16)

où dans le cas de la linéarisation autour de la moyenne a priori :

d = dobs − (F [mp]−H ·mp) (5.17)
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et H =

(

∂F
∂m

)

m=mp

.

Si nous considérons la distribution de vraisemblance gaussienne comme précédem-
ment et la distribution a priori gaussienne, alors il en résulte une distribution a poste-
riori gaussienne de moyenne et covariance données par [11] :







mq = mp + Ct
H (HCpHt + Cd)

−1(d−H ·mp)

Cq = Cp −CpHt (HCpHt + Cd)
−1HCp

4 Quantité d’information

On mesure la quantité d’information en calculant la divergence de Kullback-Leibler
entre la distribution a posteriori et la distribution a priori.

4.1 Apport d’information

On montre que l’information apportée par une mesure gaussienne d’a priori gaussien
(cf. Annexe C) est telle que :

I(π(m)) =
1

2
log | C-1

q Cp |+
1

2
‖d−H ·mp‖2H−

1

2
tr

[

Ht (HCpHt +Cd)
−1HCp

]

(5.18)

où H = (HCpHt + Cd)
−1H CpHt (HCpHt + Cd)

−1

On remarque que le premier terme de l’expression est le rapport de deux détermi-
nants, respectivement les déterminants de la matrice de covariance a priori et de la
matrice de covariance a posteriori. Dans le cas particulier des distributions gaussiennes,
cela correspond à la différence d’entropie entre ces deux distributions.

Le deuxième terme de l’expression est plus familier puisqu’il représente l’écart entre
les observations et l’approximation faite au 1er ordre. Il correspond à la norme au carré
de l’erreur du modèle numérique.

La dernière expression renvoit à la modélisation et aux considérations faites sur les
matrices de covariance a priori et des covariances d’erreurs d’observations.

4.2 Apport d’information moyenne

On peut déduire de (5.18) la quantité moyenne d’information apportée par une
mesure gaussienne d’a priori gaussien en calculant l’espérance par rapport à la mesure
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σ(d) des observations. C’est-à-dire :

〈I〉 = E[ I | d] =

∫

D
I(π(m)) σ(d)dd

=
1

2
E

[

log | C−1
q Cp |+ ‖d−H ·mp‖2H − tr

[

Ht (HCpHt + Cd)
−1HCp

] ∣

∣

∣

∣

d

]

=
1

2
log | C−1

q Cp|+
1

2
E

[

‖d−H ·mp‖2H
∣

∣

∣

∣

d

]

− tr
[

Ht (HCpHt + Cd)
−1HCp

]

=
1

2
log | C−1

q Cp|+
1

2
tr

[

H E

[

‖d−H ·mp‖2
∣

∣

∣

∣

d

]]

− 1

2
tr

[

Ht (HCpHt + Cd)
−1HCp

]

En remarquant que :

E

[

‖d−H ·mp‖2
∣

∣

∣

∣

d

]

= Cd +HCpHt (5.19)

on obtient après simplification que la quantité moyenne d’information est :

〈I〉 =
1

2
log | C−1

q Cp| (5.20)

On retrouve simplement la différence d’entropie entre les distributions a priori et a
posteriori dans le cas gaussien. D’un point de vue géométrique, le calcul de l’informa-
tion moyenne définit un rapport de volume de corrélation dans l’espace des paramètres.
Sachant que la matrice de covariance a posteriori est exprimée par rapport à la matrice
de covariance a priori, il est possible de définir un design maximisant le critère de l’in-
formation moyenne avant toute optimisation.

En ingénierie de réservoir, le nombre de paramètres à estimer peut être très impor-
tant. L’inversion de la matrice a posteriori devient ainsi une contrainte. Pour contourner
ce problème, il serait plus utile de donner une expression de l’information moyenne non
plus dans l’espace des paramètres mais dans l’espace des observations.

En reprenant l’égalité (5.20), on explicite l’information moyenne 〈I〉 telle que :

2〈I〉 = log | C−1
q Cp| = − log | C−1

p Cq| (5.21)

= − log |IM −F t(FCpF t + Cd)
−1FCp| (5.22)

= − log |IN −FCpF t(FCpF t + Cd)
−1| (5.23)

= − log |Cd (Cd + FCpF t)−1| (5.24)

= log | Cd + F CpF t | − log |Cd| (5.25)

Après calculs algébriques et en utilisant l’égalité de Schur (Annexe D), on obtient l’éga-
lité obtenue en (4.10)

〈I〉 = Ed{σ} − E
π

[

Ed|m{ρ}
]

〈I〉 =
1

2
log | IN + C−1

d · F CpF t | (5.26)
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La taille de la matrice est alors de l’ordre du nombre d’observations. La seule la matrice
à inverser est la matrice Cd ∈ R

N×N .

Ainsi peut on directement utiliser cette mesure de l’apport d’information pour pro-
poser un plan d’acquisition de mesures. Par exemple, pour améliorer la caractérisation de
la perméabilité aux abords d’un puits, à quel fréquence faudrait-il réaliser une nouvelle
mesure de pression ? Dans les chapitres suivants, nous allons présenter trois cas d’appli-
cations dans lesquels l’estimation de la perméabilité est obtenue grâce à un interpolateur
linéaire puis une pression au puits et enfin une acquisition de données spatio-temporelles
de sismique 3D répétées.
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Chapitre 6

Optimisation du nombre de
mesures : cas de l’estimation d’un
champ de perméabilité à partir de
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Dans ce chapitre, nous présentons notre approche dans le cas du krigeage. En ef-
fet, le krigeage est très souvent utilisé en ingénierie pétrolière pour estimer un champ
de perméabilité en tout point du réservoir, par interpolation des données obtenues par
carottes et diagraphies aux puits.

Nous allons appliquer les résultats précédents dans un cadre linéaire simple. Le but
est de déterminer la répartition spatiale optimale du nombre de mesures et ainsi défi-
nir un seuil au delà duquel l’ajout d’une nouvelle mesure n’influe pas sur la quantité
d’information déjà présente. On suppose alors que le champ de perméabilité peut être
représenté par un processus aléatoire. La distribution sous-jacente doit représenter au
mieux les hétérogénéités du milieu. On suppose que l’on accorde un bugdet permet-
tant d’effectuer un nombre fini N ∈ N de mesures locales. On cherche alors à définir
l’influence du nombre N⋆ de volumes de corrélation c’est-à-dire le nombre de volumes
indépendants présents en fonction des propriétés statistiques du champ de perméabilité
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ainsi construit. Les observations ainsi obtenues servent à réduire les incertitudes. Nous
allons expliciter deux techniques communément utilisées qui permettent de réduire ces
incertitudes. La première, le krigeage, est largement utilisée en ingénierie pétrolière. La
seconde, l’analyse bayésienne, donne un cadre plus général lorsque l’on travaille avec
des distributions de probabilité. Le but est alors de déterminer une stratégie optimale
d’acquisition de mesures et il faudra définir un critère d’optimisation exogène aux ob-
servations.

Le spatial design est un champ de recherche très actif et mature dans la littérature.
Cressie [33] définit une approche complète en construisant un modèle aléatoire lui ser-
vant pour la prédiction de la concentration d’un polluant à des lieux où les observations
ne sont pas disponibles. Il définit un échantillonnage optimal en minimisant la variance
de krigeage ainsi qu’une mesure moyenne et une mesure maximum de l’erreur de prédic-
tion. Il montre ainsi que celle-ci diminue lorsque l’on ajoute un site d’observation. Une
approche plus récente utilisant le formalisme bayésien et la théorie de l’information a
été proposé par Zideck [34]. Il calcule la quantité d’information apportée par la mesure
de jauges. La méthode prend en compte les hyperparamètres, soient les paramètres des
distributions de probabilité des inconnues, dans le processus d’estimation. Il considère
un vecteur gaussien dont la covariance admet une distribution de Wishart. L’entropie
est fonction des hyperparamètres de la matrice de Wishart et d’une fonction générique.

Dans notre étude, le variogramme est connu et ses paramètres sont estimés selon des
considérations géologiques. Marchant [35] utilise une approche par krigeage classique à
l’aide d’un variogramme d’ordre 1 (variogramme dit sphérique) pour la définition d’une
fonction objectif en prenant en compte l’inverse de la matrice d’information de Fisher
dans le but de construire un shéma optimal d’échantillonnage. La fonction objectif est
similaire à (4.30). Dans un cadre complètement bayésien, Fuentes [36] utilise l’entropie
de Shannon pour définir un réseau optimal tel que la perte d’information statistique est
minimale.

Dans notre cas, les approches recherchant le maximum d’entropie ne convergent
pas nécessairement vers une formation géologique réaliste et nous préférons utiliser la
divergence de Kullback-Leibler. Dans ce cas, l’essentiel de l’information statistique est
contenu dans notre modèle a priori et respecte donc l’information géologique.

1 Estimateurs du champ de perméabilité

Le krigeage est une méthode d’interpolation spatiale à base de noyaux. En modéli-
sant la réponse du simulateur comme la réalisation d’un processus aléatoire, le krigeage
permet de construire une prédiction du comportement du système simulé en des points
où nous ne disposons pas d’observations.

Dans ce cas, l’expression de F peut être modélisée à l’aide de la fonction de Dirac.
On attribue la valeur 1 aux points d’observations de coordonnées xi i = 1, ..,N et 0
sinon. Les erreurs dues aux observations seront alors des erreurs de mesures.
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La relation entre les observations et le processus de mesure peut être définie par la
relation suivante :

d = F ·m + η (6.1)

avec d ∈ D ⊆ R
N et m ∈M ⊆ R

M .
Dans le cas du krigeage, l’erreur vient des mesures et on prend généralement la distri-
bution de η gaussienne centrée de covariance diagonale. Soit :

η ∼ NN(0, σ2
d · IN ) (6.2)

où σ2
d est défini comme la variance d’erreur d’observation.

On considère alors les deux problématiques suivantes :

(1) Étant donné un budget de N mesures, comment doit-on répartir ces N mesures
afin qu’elles maximisent l’information moyenne disponible ?

(2) Étant donné un champ contenant N − 1 puits, où doit-on placer le N -ème puits
afin qu’il maximise le critère d’information moyenne ?

Nous présentons maintenant deux techniques d’estimation de la perméabilité à partir
d’observations : le cokrigeage simple et le maximum a posteriori.

1.1 Estimation par cokrigeage simple

Le krigeage est défini, nous l’avons vu, comme une méthode d’interpolation spa-
tiale. Ainsi résoud-on un problème classique d’estimation d’une fonction en un point
particulier à partir de valeurs connues de cette fonction mais en d’autres points.

Dans le cas d’un processus stationnaire m, l’estimation par cokrigeage simple sup-
pose connue la valeur du premier moment tel que :

Em = mp (6.3)

Le krigeage produit une estimation m⋆ de m sur une cible comme illustré figure 6.1.
Le krigeage s’intéresse alors à l’erreur :

η = m−m⋆ (6.4)

En géostatistique linéaire, le krigeage obéit à des contraintes. Considéré comme un
estimateur, le krigeage est tel que l’erreur d’estimation est :

(1) une combinaison linéaire des données,
(2) d’espérance nulle (nonbiais),
(3) de variance minimale (optimalité).
Le krigeage postule que l’estimation de m est obtenue par la combinaison linéaire

suivante :
m⋆ =

∑

α

λαmα + mp (6.5)
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Figure 6.1 – Illustation du krigeage ponctuel

où les pondérateurs λα sont les inconnues du problème. On cherche alors à minimiser
la variance de l’erreur η.

On a alors les relations suivantes :

d = F ·m + η







Cov(d) = Cov (F ·m + η) = FCpF t + Cd

Cov(dm) = F ·Cp

L’estimation m⋆ de m par cokrigeage simple donne alors :

m⋆ = mp + Λt · (d−F ·mp) (6.6)

avec Λ = Cov(d)−1 · Cov(dm).

On pourra reprocher au modèle précédent le fait qu’il n’est pas général car il sup-
pose un comportement raisonablement linéaire de F . Nous allons à présent utiliser le
formalisme bayésien pour l’estimation du paramètre m.

1.2 Estimation par maximum a posteriori

Dans le cas où la distribution de probabilité des erreurs d’observation est considérée
comme une distribution gaussienne, le modèle précédent :

d = F ·m + η (6.7)

est remplacé par la loi de probabilité gaussienne multidimensionnelle :

d ∼ NN (F ·m, Cd) (6.8)

où nous le rappelons, NN symbolise la loi multi-gaussienne de dimension N et Cd est
la fonction de covariance des erreurs d’observations.
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Dans le cadre bayésien, une méthode d’estimation des paramètres du modèle consiste
à déterminer l’ensemble des paramètres m maximisant la distribution a posteriori. Dans
le cas où la dimension de l’espace des paramètres est grande, cette méthode peut devenir
coûteuse.
On cherche ainsi mMAP tel que :

mMAP = arg max
m∈M

ρ(d|m)π(m)
∫

M
ρ(d|m′)π(m′)dm′

(6.9)

Le dénominateur de la distribution a posteriori ne dépend pas de m et ne joue pas
ici un rôle dans la maximisation. On remarque que l’estimation par MAP coïncide
avec l’estimation par maximum de vraisemblance lorsque la distribution a priori est
uniforme.

Lorsque les distributions sont supposées gaussiennes, l’estimation par MAP revient
au problème suivant :

mMAP = arg min
m∈M

{

‖d−F ·m‖2
C

−1
d

+ ‖m−mp‖2C−1
p

}

(6.10)

Ainsi dans le cas linéaire, l’estimateur MAP est donné par :

mMAP =
(

F tC−1
d F + C−1

p

)−1 ·
(

F tC−1
d · d + C−1

p ·mp

)

(6.11)

Dans le cas linéaire défini en (6.1), on pourra remarquer que l’estimation par cokrigeage
simple donne le même résultat que l’estimation par maximisation a posteriori :

mMAP = m⋆ (6.12)

Contrairement au krigeage, l’estimation par maximum a posteriori reste toujours pos-
sible lorsque F est non-linéaire. On bénéficie de plus du formalisme probabiliste et d’une
quantification des incertitudes dans le cas de l’estimation des modèles prédictifs. La mé-
thode MAP apparait alors comme une méthode de régularisation dont la pénalité est
− log(π(m)).

Le noyau de covariance a priori est généralement pris gaussien et ainsi l’expression
de la fonction de covariance est alors :

Cp(xi,xj) = σ2
0 · exp−

(

xi − xj

λc

)2

i, j ∈ [1,M ] (6.13)

où λc ∈]0,+∞[ est défini comme la longueur de corrélation entre xi et xj et σ2
0 est

la variance du champ de perméabilité. Avec ces considérations, l’information moyenne
s’écrit explicitement :

〈I〉 =
1

2
log

∣

∣

∣

∣

IN +
σ2

0

σ2
d

F ·
(

exp−
(

xi − xj

λc

)2 )

i,j

· F t

∣

∣

∣

∣

i, j ∈ [1,M ] (6.14)
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2 Optimisation de l’information

2.1 Cas asymptotique

Pour simplifier l’écriture, on pose µ2 = σ2
0/σ

2
d comme le rapport entre la variance

a priori du paramètre m et la variance d’erreurs sur les observations. Dans le cadre
du krigeage simple, l’information moyenne est bornée par les deux cas asymptotiques
suivants. Le cas où la longueur de corrélation est nulle et le cas où elle est infinie. On
explicite l’information moyenne définie par :

〈I〉λc→0 = lim
λc→0

1

2
log

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 + µ2 µ2 exp −‖x1−x2‖2

λ2
c

µ2 exp −‖x1−x3‖2

λ2
c

... ...

µ2 exp −‖x2−x1‖2

λ2
c

1 + µ2 µ2 exp −‖x2−x3‖2

λ2
c

... ...

µ2 exp −‖x3−x1‖2

λ2
c

µ2 exp −‖x3−x2‖2

λ2
c

1 + µ2 ... ...
...

. . .

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(6.15)
L’information moyenne asymptotique est directement calculée gràce à cette dernière
formule.

λc → 0 〈I〉 =
1

2
log

∣

∣

∣

∣

IN + µ2 · IN

∣

∣

∣

∣

=
N

2
log(1 + µ2) (6.16)

λc → +∞ 〈I〉 =
1

2
log

∣

∣

∣

∣

IN + µ2 · 1N

∣

∣

∣

∣

=
1

2
log

∣

∣

∣

∣

1 +N · µ2

∣

∣

∣

∣

(6.17)

où l’on note 1N la matrice pleine dont tous les coefficients sont égaux à 1.

2.2 Maximisation de l’information moyenne

Dans le cas général, on cherche la répartition des N observations telle que la distri-
bution résultante maximise l’information moyenne. Deux approches différentes d’opti-
misation peuvent être envisagées : séquentielle ou globale. On représente figure (6.2) un
champ de perméabilité de variogramme gaussien.

2.2.1 Méthode séquentielle

La méthode séquentielle peut être utilisée pour deux problèmes différents. Dans un
premier temps, on peut supposer qu’il existe au préalable des observations provenant
de puits d’observations existants. Le problème revient alors à optimiser l’emplacement
a priori d’une nouvelle observation à l’aide du critère d’information moyenne.

Dans ce cas, on cherche à optimiser l’emplacement xN de la N−ième observation
sachant les N − 1 observations précédentes.

xN = arg max
x∈M

〈I(x|x1, . . . ,xN−1)〉

Dans un deuxième cas, on utilise la méthode séquentielle pour optimiser a priori les
N observations en choisissant la première observation aléatoirement. On obtient alors
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Figure 6.2 – Génération du champ de perméabilité de variogramme gaussien

le problème suivant. On cherche l’emplacement de N observations tel que :

x0 pris aléatoirement dansM (6.18)

pour i = 1,N

xi = arg max
x∈M

〈I(x|x1, . . . ,xi−1)〉 (6.19)

fin

L’expression 〈I(x|x1, . . . ,xi−1)〉 est formulée par rapport à i− 1. On a alors :

〈I(x|x1, . . . ,xi−1)〉 =
1

2
log

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

IN + C−1
d F ·











x1,i

Ci−1
...

xi−1,i

xi,1 . . . xi,i−1 xi,i











· F

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

où Ci−1 est la matrice de covariance a priori pour i− 1 mesures.

Le problème d’optimisation est alors un problème unidimentionnel toujours indé-
pendant du maillage. On suppose initialement que l’on dispose de Ni observations et
que l’on cherche à optimiser l’emplacement de N observations.

Dans l’exemple suivant, Ni est égal à 5 et N est égal à 10. Les carrés bleus sont les
emplacements initiaux des observations. On cherche alors à optimiser (6.19). Le cercle
rouge symbolise l’emplacement aléatoire du point courant xi. Quant au carré noir, il
symbolise l’emplacement optimal. Le résultat pour i = 10 est représenté figure (6.6).
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Figure 6.3 – i = 1, Optimisation de N =
10 points d’observation - Méthode itérative.
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Figure 6.4 – itération i = 2 - Optimisation
de N = 10 points d’observation.
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Figure 6.5 – itération i = 3 - Optimisation
de N = 10 points d’observation.
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Figure 6.6 – itération i = 10 - Optimisa-
tion de N = 10 points d’observation.

Que se passe-t-il lorsque nous augmentons le nombre d’observations ? Existe-t-il un
seuil où l’information moyenne n’évolue plus linéairement avec le nombre d’observa-
tions ? On représente l’évolution de la valeur de l’information moyenne en fonction du
nombre d’observations figure (6.7).

2.2.2 Méthode globale

La méthode séquentielle est une méthode de résolution élégante et fort adaptée au cas
des gisements en cours de production pour lesquels des puits existent donc. Cependant
après la phase d’exploration un premier plan de développement du champ comprenant
le forage de plusieurs puits simultanément est mis en place.

Cependant, lorsqu’un scénario de production est défini, le nombre d’observations N
est choisi et il convient de définir le placement de tous les points au préalable. Pour
N observations, d × N paramètres sont à optimiser, d = 1, 2, 3 étant la dimension de



2 Optimisation de l’information 49

0 10 20 30 40 50

4
6

8
10

12
14

Nombres d’observations

In
fo

rm
at

io
n 

M
oy

en
ne

 M
ax

im
al

e

Figure 6.7 – Évolution de l’information moyenne en fonction du nombre d’observations
- Longueur de corrélation ℓc = 5 - Taille du domaine Lx = 20 et Ly = 20.

l’espace. Le problème d’optimisation est le suivant : on cherche l’emplacement des N
observations tel que :

x = x1, · · · ,xN pris dansM
x⋆ = arg max

x∈M
〈I(x)〉 (6.20)

L’optimisation globale est réalisée à l’aide de l’algorithme L-BFGS-B (Limited Broyden-
Fletcher-Goldfarb-Shanno Bounded) de type quasi-Newton. Cette méthode permet de
résoudre notre problème non-linéaire de grande taille en construisant par la méthode
BFGS une approximation de l’inverse de la matrice Hessienne de la fonction 〈I(x)〉
en analysant les différents gradients successifs. On pourra consulter [37],[38] pour les
détails mathématiques de la méthode de descente ainsi que son implémentation. Pour
différentes valeurs de N , on représente dans les figures suivantes les résultats.
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Figure 6.8 – ℓc = 5 - Optimization de 16
points d’observation
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Figure 6.9 – ℓc = 5 - Optimization de 20
points d’observation
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Figure 6.10 – ℓc = 5 - Optimization de 40
points d’observation
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Figure 6.11 – ℓc = 5 - Optimization de 80
points d’observation

Il apparaît clairement ici que la maximisation de l’information moyenne revient à
une répartition très uniforme des points dans l’espace. Ce résultat est tout à fait en
ligne avec l’intuition physique puisque nous considérons ici un champ isotrope.

Nous représentons figure (6.12) l’évolution de l’information moyenne 〈I〉 en fonction
du nombre de mesures avec différentes longueurs de corrélation. On constate que l’aug-
mentation de points permet un meilleur recouvrement. Selon la longueur de corrélation,
il faudra plus d’observations pour faire décroître l’information moyenne.

La courbe de l’évolution de l’information moyenne figure (6.12) n’est plus asymp-
totique au maximum d’information à partir d’un nombre N∗ de l’ordre du nombre de
volumes de corrélation présents dans le domaine. Ceci permet de conclure sur la redon-
dance de l’information. En effet, ce nombre N∗ constitue donc un seuil à partir duquel
l’information ajoutée par une nouvelle mesure décroit.

Il est clair qu’il n’est pas nécessaire d’effectuer plus de mesures sachant que ces me-
sures vont être corrélées. Le nombre N∗ varie en fonction de la longueur de corrélation.
On comprend intuitivement ce résultat sachant que si la longueur de corrélation est
faible alors il faudra nécessairement plus de mesures pour expliciter le milieu.
Dans le cas du krigeage, on conjecture que N∗ est le nombre effectif de degrés de liberté.

2.3 Concentration des observations

Lorsque les mesures sont proches et que l’on considère que géologiquement le niveau
d’hétérogénéité est raisonnable, on peut envisager de faire coïncider un certain nombre
de points qui seront corrélés. Le problème est ici présenté en figure (6.13)

Du fait de l’aggrégation, la répartition des observations est alors changée, ce qui se
traduit directement dans le calcul du déterminant utilisé dans le critère de l’information
moyenne. Le calcul est laissé en Annexe E.
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Figure 6.12 – Evolution de l’information moyenne en fonction du nombre de mesures
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On remarque, qu’au point d’aggrégation, le poids sur la covariance des mesures est alors
multiplié par le nombre de mesures en question.

3 Conclusion

Dans ce chapitre nous nous sommes intéressés à une méthode d’estimation de la
perméabilité basée sur l’intégration de données statiques : le krigeage. Sa formulation
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Figure 6.13 – Évolution de l’information moyenne en fonction du nombre de mesures

dans le cadre bayésien, nous a permis de définir un critère d’information moyenne. En
optimisant celui-ci, nous avons défini un design optimal a priori pour l’estimation du
champs de perméabilité. Nous avons pu montrer qu’en fonction de la longueur de cor-
rélation a priori du milieu, il existe une limite en dessous de laquelle, l’information
apportée par une nouvelle mesure est redondante. Il est important de noter que cette
limite est proportionnelle aux volumes de corrélation présents dans le domaine.

Ici, nous avons donc présenté une approche optimale pour l’intégration de données
statiques. Qu’en est-il de l’intégration de données dynamiques ? Dans le chapitre suivant,
nous utilisons les observations de pression aux puits et nous nous posons la question de
savoir s’il existe, comme dans le cas spatial, une limite temporelle en dessous de laquelle
toute acquisition en pression n’est pas informative.
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Dans ce chapitre, nous présentons une application de notre approche de maximisa-
tion de l’information pour planifier la fréquence d’acquisition de mesures de pression au
cours d’un essai de puits.

1 Principe

Le but d’un essai de puits est d’obtenir des renseignements sur un puits et sur le
réservoir. Les essais de puits sont largement utilisés en ingénierie de réservoir pour ob-
tenir des propriétés dynamiques des formations à une échelle plus grande que celle des
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analyses de carottes effectuées en laboratoire. Pendant des années, l’interprétation a été
limitée aux essais de puits des réservoirs de géométrie simple se comportant comme un
réservoir homogène. Plus récemment, les conditions d’interprétation ont été élargies en
traitant des réservoirs plus particuliers ayant par exemple des fractures naturelles.

Le principe de l’essai de puits consiste à mesurer dans un puits une valeur de pression.
Des variations de débit sont effectuées. Elles ont pour but de provoquer une perturbation
du régime des pressions existant. Les mesures de pression sont alors effectuées après
perturbation. Ces mesures sont effectuées pendant la production ou lors d’une période
d’arrêt du puits. En pratique, seule la période à débit nul est exploitable. L’évolution de
la pression est ensuite interprétée pour dégager des informations sur l’écoulement et les
propriétés du réservoir, comme classiquement la perméabilité. Dans le cas de l’essai de
puits, notre fonction F est alors le plus souvent représentée par des modèles analytiques
simplifiés et des modèles numériques du problème d’écoulement monophasique en milieu
poreux.

2 Équation d’état

L’équation de diffusivité au puits déduite de la loi de Darcy modélise l’écoulement
monophasique d’un fluide faiblement compressible, en l’occurence l’huile. Elle modélise
l’évolution de la pression au cours du temps sous l’action d’un terme source Q. La
pression P est la seule inconnue du problème. Le système est donné par :







φµ c
T
∂tP (r, t) = ∇ · (k(r)∇P (r, t)) +Qµ

hδ(r)H(t)
∀r, P (r, t = 0) = 0
∀t, P (r → +∞, t) = 0

L’équation d’état intègre des paramètres géologiques tels que φ la porosité du milieu
supposée constante en espace et en temps, µ la viscosité du fluide, cT la compressibilité
totale du système roche-fluide et k le tenseur de perméabilité. Le puits de débit constant
Q est considéré par un point et est caractérisé à l’aide de la fontion de Dirac δ(r) et
de la fonction de Heavyside H. La condition aux limites du problème impose au cours
du temps une condition de flux nul, c’est-à-dire un domaine supposé imperméable à
l’écoulement. On retrouve cette condition dans la fonction de Dirac δ. Pour les grandes
distances i.e r→ +∞, nous supposerons que la variation de pression P est nulle.

3 Solution analytique et linéarisation

Nous rappelons ici la solution homogène de l’équation de diffusivité à l’aide de la
transformée de Fourier-Laplace.

3.1 Solution en milieu homogène

Le problème homogène considère la diffusivité comme constante. On pose alors dans
ce cas D(r) = D0. La solution du problème homogène est obtenue en calculant la
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fonction de Green associée au problème. L’équation de la dérivée de la pression P0 dans
le cas homogène est gouvernée par l’équation différentielle suivante :

∂tP
′
0(r, t) = D0∇2P ′

0(r, t) + δ(r)δ(t) (7.1)

On remarque que la dérivée de la pression est la fonction de Green du problème en
milieu homogène, i.e.G0 = P ′

0. La transformée de Fourier-Laplace appliquée à l’équation
précédente donne la solution analytique dans l’espace des fréquences :

P ′
0(q, s) =

1

s+D0q2
(7.2)

Il reste alors à appliquer la transformée de Fourier-Laplace inverse et à intégrer par
rapport au temps. On obtient la solution analytique classique suivante de la pression en
tout point du réservoir différent du puits :

∀r 6= 0, P0(r, t) =
1

4πD0

∫ +∞

r2

4πD0t

dv
e−v

v
(7.3)

C’est de cette relation que découle la formule de base de l’interprétation classique des
essais de puits en milieu homogène :

P (r→ 0, t) =
1

4πD0

(

−γ − ln

(

r2

4D0

)

+ ln (t)

)

(7.4)

où γ est la constante d’Euler. En dérivant cette relation par rapport au logarithme du
temps, on obtient le hk du réservoir en milieu homogène tel que :

hk0 =
µQ

4π dP (r=0,t)
d ln(t)

(7.5)

D’autres études faites par Daviau [39], Bourdarot [40] relatives à l’évolution de la pres-
sion en milieu homogène permettent d’estimer certains paramètres relatifs à l’écoule-
ment comme l’épaisseur du skin, les effets de capacité, les limites du réservoir, etc.

3.2 Approximation et solution numérique en milieu hétérogène

En milieu hétérogène, l’équation de diffusivité n’admet pas de solution analytique
simple et implémentable facilement. Une approximation est nécessaire. Le réservoir
est maillé de façon cartésienne et on suppose que les propriétés pétrophysiques sont
constantes sur chaque maille. La discrétisation est faite par volumes finis en espace. La
description mathématique utilisée est celle définie dans le simulateur d’écoulement mo-
nophasique 3D développé à l’IFP. On considère un réservoir comportant un puits situé
au milieu de la maille mw. La formule suivante synthétise les considérations précédentes.
Pour une maille m, on obtient :

φVmµ cT

Pn+1
m − Pn

m

tn+1 − tn =
∑

v∈V(m)

Tm→v ·
(

Pn+1
v − Pn+1

m

)

+Q
µ

h
δm,mwH(tn+1) (7.6)
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où Vmφ est le volume poreux de la maille m et δm,mw est le symbole de Kronecker qui
vaut 1 sim = mw et 0 sinon. La résolution de l’équation de diffusivité aboutit à la résolu-
tion d’un système linéaire dont l’inconnue est la pression sur chaque maille du réservoir.
On a pris comme approximation de la pression Pn

m = P (rm, tn) = P ((iδx, jδy, kδz), nδt)
où δx, δy, δz et δt sont respectivement les pas de discrétisation en espace et en temps.
Par simplicité, on prend δx = δy = δz. Le scalaire Tm→v représente la transmissivité
entre la maille m et la maille v ∈ V(m). C’est un facteur de proportionnalité entre le
flux sortant de la maille m et la différence de pression entre la pression calculée en m
et la pression calculée en v. L’ensemble V(m) contient toutes les mailles voisines ayant
une face commune. Dans le cas 1D, V contient 2 éléments ; dans le cas 2D, 4 éléments
et dans le cas 3D, 6 éléments. Dans la mesure où la discrétisation est cartésienne, nous
avons utilisé une pondération harmonique pour calculer la transmissivité. Soit encore,
en posant k(r) = ki,j,k, on obtient particulièrement pour la maille voisine (i+ 1, j, k) :

Tm→(i+1,j,k) = 2(k−1
i,j,k + k−1

i+1,j,k)
−1 (7.7)

Le principe du calcul de la transmissivité est illustré figure (7.1).

Figure 7.1 – Transmissivité pour un maillage cartésien 2D (δx = δy)

On peut alors simuler l’évolution de la pression dans le réservoir. On représente figure
(7.2) le champ de perméabilité utilisé pour la simulation de l’évolution de la pression
et en figure (7.3) on représente la pression à deux temps différents. Le puits producteur
est situé au centre du réservoir. On choisit des temps relativement courts pour être dans
les conditions de validité du modèle et ainsi considérer le réservoir comme infini.

On illustre l’évolution de la pression dans le cas d’un five-spot. Le puits producteur
est situé au centre du reservoir, et les 4 puits injecteurs aux coins. On représente une
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Figure 7.2 – Logarithme du champ de perméabilité. NXmaille = 100,NYmaille =
100, NZmaille = 10

Figure 7.3 – Évolution de la pression à deux temps différents

coupe de la pression au niveau Z = Lz/2 ainsi que ses isovaleurs en figure (7.4).
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Coupe de Pression dans le reservoir en z=Lz/2

Figure 7.4 – Représentation d’une coupe de la pression à Z=Lz/2. Pression initiale
P0 = 100.

4 Essai de puits en milieu hétérogène

Dans le cas où la diffusivité n’est plus considérée comme constante, on redonne la
définition de la notion de perméabilité apparente du milieu à partir de la pression au
puits par la formule suivante :

kapp(t) =
µQ

4πh dP (t)
d ln(t)

(7.8)

Cette relation généralise la notion de perméabilité apparente en milieu homogène. La
perméabilité apparente varie au cours du temps lorsque que le milieu est hétérogène. On
définit le rayon d’investigation comme étant la zone influant sur la pression au puits. On
introduit la définition du rayon d’investigation en utilisant la perméabilité apparente
par la formule suivante :

R2
app(t) =

t kapp(t)

φµcT
(7.9)
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Pour des réservoirs de type radial, stratifié ou encore de type fracturé à double porosité,
il existe des solutions analytiques pour l’évolution de la pression. On pourra consulter
Streltsova [41] pour plus de détails. Plusieurs exemples montrent la dépendance de la
pression au puits et la perméabilité du milieu. Dans le cas d’un réservoir fissuré, on
pourra se référer à Daviau [39] et Bourdarot [40]. La perméabilité varie fortement en
espace et ces considérations renforcent sa description stochastique. Dans ce contexte
probabiliste, l’équation de diffusivité n’a pas de solution analytique simple exploitable
et est résolue par des méthodes numériques types volumes finis ou différences finies.

4.1 Propriétés stochastiques de la perméabilité apparente

En utilisant un développement en perturbation à tous les ordres de l’équation de
la diffusivité, on établit une relation avec la perméabilité du milieu. L’utilisation de
la transformée de Fourier-Laplace, voir Indelman [42] ou encore, en utilisant les dia-
grammes de Feynman, voir Gautier [43], aboutit à une équation intégro-différentielle
gouvernant l’espérance mathématique de la pression. De cette équation, on établit les
propriétés asymptotiques aux temps courts et aux temps longs de l’espérance mathé-
matique de la perméabilité apparente. Il apparaît qu’aux temps courts, l’espérance de
la perméabilité apparente tend vers la moyenne harmonique de la perméabilité proche
du puits. En notant kw cette perméabilité, on obtient :

lim
t→0
〈kapp(t)〉 =

4πh

µQ

〈

1

dP (t)

d ln(t)

〉

=
1

〈

1

kw

〉 (7.10)

Remarque: Si on considère que l’essai de puits est principalement sensible à la per-
méabilité au niveau du puits, alors la perméabilité apparente tend vers la perméabilité
d’un milieu homogène. La moyenne de la perméabilité apparente ne tend plus comme
précédemment vers la moyenne géométrique mais vers la moyenne arithmétique des
perméabilités. Ce résultat diffère suivant que l’on choisit comme variable la perméabi-
lité apparente ou la dérivée logarithmique de la pression au puits pour le calcul de la
moyenne. On pourra consulter Gautier [43] pour plus de détails.

Nœtinger et al. [44] mettent en évidence la propriété d’auto-moyennage de la per-
méabilité apparente et montre qu’aux temps longs, celle-ci moyenne un grand nombre
d’événements indépendants considérant ainsi l’essai de puits comme un processus d’ho-
mogénéisation. En effet, ils considèrent la perméabilité apparente comme une moyenne
pondérée des perméabilités à petite-échelle dans le disque de rayon R(t) ∼= (2D0t)

1/2

autour du puits. Après une période transitoire, le nombre N(t) ≈ πR2(t)/ℓ2c représente
le nombre d’événements indépendants au temps t. Le théorème central-limite donne
alors directement la variance de la perméabilité apparente qui est égale à 1/N(t) ≈ 1/t.

Mathématiquement, on montre que la perméabilité apparente converge, presque sur-
ement vers une valeur de perméabilité constante et intrinsèque au milieu que l’on appelle
la perméabilité effective du milieu. On pourra consulter Goldenfeld [45], et Jikov [46]
pour plus de détails sur l’homogénéisation des opérateurs différentiels. Soit encore, en
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notant keff la perméabilité effective du milieu :

lim
t→∞
〈kapp〉 = keff (7.11)

Gautier et Nœtinger [47] montrent que la perméabilité apparente est en moyenne pro-
portionnelle à 1/t :

〈

kapp(t)− keff

〉

∝

1

t
(7.12)

Dans un milieu infini 1D, il existe une relation analytique entre les paramètres
du variogramme de la perméabilité et les deux premiers moments de la perméabilité
apparente. Romeu [48] et Yortos [49] obtiennent ce résultat par un développement en
perturbation à l’ordre 2 par rapport à la perméabilité de l’équation de diffusivité.

4.2 Approche perturbative de l’équation de diffusivité

Dans le paragraphe suivant nous exposons le calcul d’une approximation de la per-
méabilité apparente, qui nous sera ensuite utile pour définir la fonction de covariance
de la permeabilité apparente entre deux temps d’acquisition de pression.

On considère la fonction de Green G0(r, ζ; t, τ) du problème en milieu homogène
solution de l’équation différentielle suivante :

∂tG0 = D0∇2G0 + δ(t− τ)δ(r − ζ) (7.13)

et la dérivée de la pression en milieu homogène obéissant à l’équation différentielle
suivante :

∂tP
′
0(t, r) = D0∇2P ′

0 + δ(t)δ(r) (7.14)

où l’on définit P ′
0 = ∂tP0.

On suppose qu’il est possible de développer en puissance du logarithme de la variance
de la perméabilité, les termes de diffusivité et de pression :

D(r) = D0 + σℓnD1(r) + σ2
ℓnD2(r) + ... (7.15)

P (r, t) = P0(r, t) + σℓnP1(r, t) + σ2
ℓnP2(r, t) + ... (7.16)

Reprenons l’équation de la dérivée de la pression en milieu hétérogène décrite par :

∂tP
′ = ∇ · (D(r)∇P ′) + δ(r)δ(t) (7.17)

En utilisant le développement en perturbation de la pression, on généralise cette dernière
équation à l’ordre n telle que :

∂tP
′
n = ∇ · (

n
∑

j=0

Dj(r)∇P ′
n−j) (7.18)
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On applique la transformée de Laplace à cette dernière équation et on la multiplie par
la fonction de Green en milieu homogène. En intégrant sur le domaine, on obtient la
nouvelle équation :

∫

R2

sP ′
nG0 −D0∇2(P ′

n)G0 dζ =

∫

R2

∇ · (
n
∑

j=1

Dj(ζ)∇P ′
n−j)×G0 dζ (7.19)

En appliquant le théorême de Green, on obtient du fait des conditions de bord nulles :
∫

R2

(sG0 −D0∇2G0)× P ′
n dζ = −

∫

R2

(

n
∑

j=1

Dj(ζ)∇P ′
n−j) · ∇G0 dζ (7.20)

Soit encore, d’après l’équation (7.13) appliquée à la transformée de Laplace :

P ′
n(r, s) = −

∫

R2

(

n
∑

j=1

Dj(ζ)∇P ′
n−j) · ∇G0 dζ (7.21)

On réécrit ce dernier résultat en explicitant le terme de diffusivité ainsi que la fonction
de Green du problème en milieu homogène. Soit, au puits r = 0 :

P ′
n(r = 0, s) = −

∫

R2





n
∑

j=1

kj(ζ)

φµcT
∇P ′

n−j(ζ, s)



 · ∇P ′
0(ζ, s) dζ (7.22)

On reprend l’expression de la dérivée de la pression en milieu homogène et on applique
la transformée de Fourier inverse. On obtient :

P ′
0(ζ, s) =

∫

R2

dqe−iζ·q P ′(q, s) (7.23)

=

∫

R2

dq
e−iζ·q

s+D0q2
(7.24)

En utilisant la représentation de Schwinger, on obtient :

P ′
0(ζ, s) =

∫ +∞

0
dt

∫

R2

dqe−iζ·qe−t(s+D0q2) (7.25)

=

∫ +∞

0
dt e−st

∫

R2

dqe
−i(q

√
D0t)·ζ/

2
√

D0t
−(q

√
D0t)2

(7.26)

On reconnait au facteur près une intégrale de Poisson en dimension 2. Et donc :

P ′
0(ζ, s) =

∫ +∞

0
dt e−st e

−ζ2/4D0t

4πD0t
(7.27)

On remarque par identification que cette dernière relation est la transformée de Laplace
de P ′

0(ζ, t). Elle a une expression analytique (on pourra consulter Abramowitz [50]) telle
que :

P ′
0(ζ, s) =

1

2πD0
K0

(

ζ

√

s

D0

)

(7.28)
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De cette expression, on calcule l’expression de son gradient par rapport à ζ :

∇P ′
0(ζ, s) =

−1

2πD0

√

s

D0
K1

(

ζ

√

s

D0

)

(7.29)

On utilise ce dernier résultat pour expliciter la dérivée de la pression à l’ordre 1 que
l’on injecte dans l’expression (7.22).

Pour n = 1, l’expression de la dérivée de la pression au puits est alors :

P ′
1(r = 0, s) = −

∫

R2

dζ
k1(ζ)

φµcT

(

1

2πD0

)2 s

D0
K2

1

(

ζ

√

s

D0

)

(7.30)

En remarquant de plus que P ′(r, s) = sP (r, s), la relation précédente devient :

P1(r = 0, s) = −
∫

R2

dζ
k1(r)

φµcT

(

1

2πD0

)2 1

D0
K2

1

(

ζ

√

s

D0

)

(7.31)

Finalement, l’expression analytique P1(r = 0, t) est donnée en calculant la transformée

de Laplace inverse de K2
1

(

ζ
√

s
D0

)

. On pourra consulter l’annexe de Oliver, [51] pour

le détail du calcul. On obtient alors, à l’ordre 1 l’expression de la dérivée de la pression
au puits :

P1(r = 0, t) =

∫

R2

dζ
k1(ζ)

φµcT

(

1

2πD0

)2 −1

2D0t
e

−ζ2

2D0tK1

(

ζ2

2D0t

)

(7.32)

On dérive maintenant par rapport au temps t l’expression précédente et on obtient
ainsi :

P ′
1(r = 0, t) =

∫

R2

dζ
k1(ζ)

φµcT

(

1

2πD0

)2 −1

4D0t2
W (ζ, t) (7.33)

où W est le noyau pondérateur des perméabilités de Oliver [51] défini par :

W (ζ, t) = W (z) = ze−z(2K1(z)(1 −
1

z
) +K0(z) +K2(z)) (7.34)

où z = ζ2

2D0t . On notera l’analogie entre z et la variable réduite de Boltzman.
On reprend la définition de la perméabilité apparente en explicitant la pression à

l’aide de son développement et on donne son expression au premier ordre. Soit :

kapp(t) =
µQ

4πht (P ′
0 + σlnP

′
1 + ...)

=
1

4πhtP ′

0
µQ + 4πht

µQ σlnP
′
1 + ...

(7.35)

On reconnaît l’expression de k0. L’expression de kapp devient au premier ordre :

kapp(t) = k0 − k2
0

4πht

µQ
σlnP

′
1(0, t) (7.36)
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On prend la définition de k0 telle que k0 = D0 · φµcT
et le fait que

Q

φcT h
= 1. Après

simplification dans l’expression de P ′
1(0, t), on obtient :

kapp(t) = k0 +
σln

2πD0t

∫

R2

dr k1(r)G(r, t) (7.37)

où G(r, t) = 1
2W (r, t).

Soit encore, en utilisant la propriété telle que :
∫

R2

dr G(r, t) = 1 (7.38)

on obtient l’approximation au premier ordre de la perméabilité apparente suivante :

kapp(t) =

∫

R2

dr k(r)G(r, t) (7.39)

avec k(r) = k0 +
σln

2πD0t
k1(r).

Cette approximation va nous permettre de définir la fonction de covariance de la per-
méabilité apparente entre deux temps d’acquisition de pression.

4.3 Fonction de covariance de la perméabilité apparente

Disposant d’une approximation de la perméabilité apparente, nous pouvons définir
au premier ordre la fonction de covariance de la perméabilité apparente entre deux
temps d’acquisition.

On reprend l’expression de la perméabilité apparente en utilisant le fait qu’au pre-
mier ordre :

σlnk1(r) = k(r)− k0 (7.40)

et on obtient :

kapp(t)− k0 =
1

2πD0t

∫

R2

dr (k(r) − k0)G(r, t) (7.41)

On utilise cette dernière relation pour définir la fonction de covariance de la perméabilité
apparente au premier ordre :

〈kapp(t)− k0, kapp(τ)− k0〉 =

〈∫

R2

dr (k(r) − k0)
G(r, t)

2πD0t
,

∫

R2

dξ (k(ξ)− k0)
G(ξ, τ)

2πD0τ

〉

(7.42)
En considérant que k0 et que le noyau de pondération G sont constants par l’opérateur
de la moyenne spatiale, nous obtenons l’expression suivante :

〈kapp(t), kapp(τ)〉 =

∫

R2

dr
G(r, t)

2πD0t

∫

R2

dξ
G(ξ, τ)

2πD0τ

〈

k(r), k(ξ)
〉

(7.43)

L’expression de la fonction de covariance de la perméabilité apparente au premier ordre
est reliée au calcul de la fonction de covariance des perméabilités 〈k(r), k(ξ)

〉

. En pra-
tique, la perméabilité est considérée comme une fonction constante par morceau et
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〈k(r), k(ξ)
〉

est alors la fonction de covariance des perméabilités entre deux couronnes
respectivement de rayon r et ξ.

Remarque: Nous utilisons la moyenne géométrique pour représenter la perméabilité
sur une couronne afin d’être cohérent avec le comportement asymptotique de la perméa-
bilité apparente. En effet, l’expression (7.41) de la perméabilité apparente caractérise
une moyenne harmonique pondérée sur des couronnes dont le rayon augmente et dont
la valeur des perméabilités fluctue de moins en moins autour de la moyenne considérée.

On choisit de représenter le champ de perméabilité sur l’ensemble du domaine par
une fonction aléatoire Gaussienne Y centrée (i.e. 〈Y (u)〉 = 0) de u, caractérisée par sa
fonction de covariance C(u,u′) = 〈Y (u), Y (u′)〉 telle que :

k(r) = kG · expY (r) (7.44)

où kG est la moyenne géométrique des perméabilités telle que kG = exp〈log k(r)〉. On se
place dans un cadre cartésien et on définit la perméabilité sur une couronne Cr à l’aide
de sa moyenne géométrique par :

k(r) = exp

{

1

|Cr|

∫

Cr

log ks ds

}

= kG · exp

{

1

|Cr|

∫

Cr

Y (s) ds

}

(7.45)

On peut voir la quantité k(r) comme étant une moyenne spatiale orthoradiale de la
log-perméabilité et ainsi :

k(r) = exp

{

1

2π

∫ 2π

0
dθ log(k(r · cos(θ), r · sin(θ)))

}

(7.46)

= kG · exp

{

1

2π

∫ 2π

0
dθ Yr(θ)

}

(7.47)

où Yr(θ) = Y (r · cos(θ), r · sin(θ)). Nous choisissons de nouveau une représentation de
la perméabilité à l’aide d’un variogramme gaussien de longueur de corrélation ℓc et de
variance σ2

0 connues. L’expression de la fonction de covariance de la perméabilité entre
deux couronnes est alors explicitée par :

〈k(r), k(ξ)〉 = k2
G · exp









1

2

σ2
0

exp
r2

ℓ2c

I0
(

r2

ℓ2c

)

+
1

2

σ2
0

exp
ξ2

ℓ2c

I0
(

ξ2

ℓ2c

)









×









exp









σ2
0

exp
r2 + ξ2

2ℓ2c

I0
(

rξ

ℓ2c

)









− 1









où I0 est la fonction de Bessel modifiée d’ordre 0. On donne les détails du calcul en
Annexe G.
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On retrouve la propriété d’une fonction de covariance telle que :

〈k(r), k(ξ)〉 = 〈k(ξ), k(r)〉 (7.48)

Blanc et al. [52] montrent que la perméabilité apparente est une moyenne des perméabi-
lités locales pondérée par un noyau dont la taille du support est le rayon d’investigation
de l’essai de puits R(t) ∼= (2D0t)

1/2. Pour le calcul de la fonction de covariance, on
utilise l’approximation suivante du noyau d’Oliver :

G(r, t)

2πD0t
∼ δ(r−

√

2D0t · er) (7.49)

où er est un vecteur unitaire tel que er
2 = 1.

On représente ainsi la perméabilité apparente par :

kapp(t) ≈ δ(r−
√

2D0t · er) · k(r) (7.50)

On reprend l’expression de la covariance (7.43) et l’expression (7.48), et on obtient
l’approximation de la fonction de covariance de la perméabilité apparente :

〈kapp(t), kapp(τ)〉 ≈ k2
G · exp









1

2

σ2
0

exp t
2D0

ℓ2c

I0
(

t
2D0

ℓ2c

)

+
1

2

σ2
0

exp τ
2D0

ℓ2c

I0
(

τ
2D0

ℓ2c

)









×









exp









σ2
0

exp(t+ τ)
D0

ℓ2c

I0
(√

t · τ 2D0

ℓ2c

)









− 1









On donne une représentation graphique de la fonction (t, τ) → 〈kapp(t), kapp(τ)〉
figure (7.5).

5 Optimisation

On cherche la fréquence optimale des temps d’acquisition dans le cas d’un essai de
puits décrit par le système (2). On cherche alors à déterminer le vecteur t = (t1, ..., tN ) ∈
T des temps qui maximise l’information moyenne apportée par l’observation de la per-
méabilité apparente. Soit encore, le problème d’inférence suivant :

kapp(t) = F [t, k(r)] + η (7.51)

où η symbolise l’erreur faite sur les observations. Celles-ci sont supposées indépendantes
deux à deux et caractérisées par un bruit blanc gaussien centré de variance σd connue.
On utilise la linéarisation au premier ordre définie précédemment et on obtient :

kapp(t) =

∫

R2

dr k(r)G(r, t) + η (7.52)
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Figure 7.5 – Représentation de la fonction de covariance

On reprend l’approximation faite sur le noyau d’Oliver (7.49) et on obtient le problème
linéaire suivant :

kapp(t) = k(
√

2D0t) + η (7.53)

où k est exprimé par la moyenne spatiale orthoradiale (7.47). On pose alors le vecteur
des observations d de N composantes tel que :

d = (kapp(t1), ..., kapp(tN )) (7.54)

On reprend la définition de l’information moyenne 〈I〉 et on définit le critère moyen
suivant :

〈I〉(t1, ..., tN ) =
1

2
log

∣

∣

∣

∣

IN + 〈kapp(ti), kapp(tj)〉1≤i,j≤N

∣

∣

∣

∣

(7.55)

Soit encore en prenant l’approximation (7.53) :

〈I〉(t1, ..., tN ) =
1

2
log

∣

∣

∣

∣

IN +
〈

k(
√

2D0ti), k(
√

2D0tj)
〉

1≤i,j≤N

∣

∣

∣

∣

(7.56)

où l’expression de la covariance est celle calculée en (7.51).

Le problème d’optimisation est alors le suivant :
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Déterminer l’échantillon temporel de la pression t⋆ = (t1, ..., tN ) tel que :

t⋆ = argmax

(t1, ..., tN ) ∈ T N

1

2
log

∣

∣

∣

∣

IN +
〈

k(
√

2D0ti), k(
√

2D0tj)
〉

1≤i,j≤N

∣

∣

∣

∣

où T est la période d’étude de l’essai de puits.

6 Résultats numériques

Supposons que l’on dispose d’un budget permettant d’effectuer N = 20 mesures de
pression au puits. On cherche alors l’échantillon temporel t⋆ = (t1, ..., t20) qui maxi-
mise l’expression (7.56) de l’information moyenne. De même que pour l’optimisation
précédente, deux cas peuvent être envisagés : optimisation séquentielle ou globale.

6.1 Optimisation séquentielle

Dans cette approche, on cherche quel sera le temps tn+1 de la prochaine mesure
de pression au puits qui sera la plus informative sachant que t1, ..., tn mesures ont
déjà été effectuées. Ce nouveau temps d’acquisition est estimé en optimisant le critère
d’information moyenne. On définit alors tn+1 par :

tn+1 = argmax
tn+1 ∈ T

〈I〉(tn+1|t1, ..., tn)

On prend un intervalle d’étude suffisamment large pour que les N points puissent
être représentés. En effet, la période d’étude de l’essai de puits devient une contrainte et
un problème numérique pour l’optimisation. Lorsque celle-ci est courte et que la taille
de l’échantillon est importante, les temps d’acquisition auront tendance à prendre les
valeurs extrêmes.

On prend la valeur initiale t0 = 0 et on optimise les N−1 temps restants. On illustre
le résultat de l’optimisation figure (7.6). En abscisse, on représente la répartition tem-
porelle de l’échantillon et en ordonnée l’indice correspondant au temps de l’acquisition.

On constate l’évolution logarithmique de la répartition de l’échantillon. Nous ob-
servons clairement que l’information contenue dans l’essai de puits est plus importante
aux temps courts, c’est-à-dire lors des premières acquisitions alors qu’aux temps longs
le processus d’auto-moyennage donne une information moins significative. Cette répar-
tition rend bien compte du phénomène physique et de la caractérisation de l’essai de
puits.

6.2 Optimisation globale

Dans cette approche, nous traitons directement l’échantillon dans sa globalité. Contrai-
rement à l’approche précédente, la problématique est posée lorsque l’on cherche à pla-



68 Optimisation des temps d’acquisition de mesures

0 50 100 150 200 250
0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20

Figure 7.6 – Optimisation séquentielle a priori des N mesures temporelles de pression
au puits.

nifier un échantillon temporel dans un budget. On se donne un intervalle d’acquisition
et on répartit aléatoirement les N temps dans cet intervalle. L’optimisation est réali-
sée à l’aide de la méthode L-BFGS-B [38] que nous avons utilisée précédemment pour
l’optimisation de la répartition spatiale de données (cf chapitre 6). Le problème d’opti-
misation est alors de définir le vecteur t⋆ = (t0, ..., tN−1) qui maximise le critère (7.56)
de l’information moyenne. On retrouve le problème suivant :

t⋆ = argmax
t = (t0, ..., tN−1) ∈ T

〈I〉(t0, ..., tN−1)

En figure (7.7), nous illustrons la répartition initiale de l’échantillon temporel et en
figure (7.8) le résultat de l’optimisation.

Comme pour l’optimisation séquentielle, nous constatons que la répartition tempo-
relle de mesure de pression est concentrée aux temps courts et plus espacée aux temps
longs. Cela caractérise les propriétés stochastiques de l’essai de puits. La répartition
des temps d’acquisition reflète l’évolution temporelle de l’information moyenne conte-
nue dans un essai de puits. Le premier avantage que nous constatons est que le temps
final ne limite pas le nombre d’acquisitions. En effet, l’optimisation globale permet de
répartir l’ensemble des temps d’acquisitions sur l’intervalle entier et d’optimiser ainsi la
densité de la répartition, ce qui n’était pas possible avec la méthode séquentielle.
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Figure 7.7 – Optimisation globale a priori des N = 20 mesures temporelles de pression
au puits. Iteration initilale
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Figure 7.8 – Optimisation globale a priori des N = 20 mesures temporelles de pression
au puits.
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Comme dans le chapitre précédent, nous représentons en figure (7.9) l’évolution de
l’information moyenne en fonction de la longueur de corrélation. Nous constatons que
l’information moyenne évolue logarithmiquement en fonction du nombre d’observations.
Comme dans le cas précédent, plus la longueur de corrélation est importante, plus l’in-
formation moyenne est petite. Inversement, plus la longueur de corrélation est petite,
et plus l’information moyenne est grande.
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Figure 7.9 – Évolution de l’information moyenne en fonction du nombre de mesures
en pression.

7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons appliqué le critère de l’information moyenne dans le
cas d’un essai de puits et nous avons cherché à optimiser la répartition temporelle de
l’échantillon.

Dans notre étude, nous avons choisi le cas monophasique car la linéarisation des
opérateurs mathématiques était possible. Nous avons pu ainsi obtenir une formulation
analytique exploitable.

Nous avons utilisé l’expression de la perméabilité apparente pour estimer la per-
méabilité du milieu en fonction de la pression au puits. L’expression de la perméabilité
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apparente nous a alors permis de quantifier l’apport d’information moyenne sur une
nouvelle mesure en fonction de la fonction de covariance des perméabilités.

Une approximation de la fonction de covariance a été réalisée en remplaçant le
noyau de pondération d’Oliver par une fonction de Dirac. L’optimisation prend ainsi en
compte le paramètre de diffusion D0 dans le milieu homogène. Nous avons pu montrer
que l’information moyenne contenue dans un essai de puits est essentiellement située
aux abords du puits. En effet, le caractère d’auto-moyennage de l’essai de puits ne
permet pas d’obtenir une bonne estimation de la perméabilité apparente lorsque les
temps d’acquisition sont longs. Il en est de même pour l’estimation des paramètres
pétrophysiques. Il existe ainsi une zone d’investigation où l’information de l’essai de
puits permet de bien restituer les paramètres du milieu. Il devient alors illusoire de
vouloir estimer pleinement les paramètres pétrophysiques au delà de cette limite.

Nous avons simplifié la modélisation en ne prenant pas en compte des modifications
de la perméabilité au niveau même du puits (skin effect). Une perspective directe se-
rait donc de définir deux zones de perméabilité. La première serait proche du réservoir
(modélisant un skin) et la seconde serait juxtaposée à la première (représentant la per-
méabilité du réservoir).

Dans le chapitre suivant, nous avons étendu notre approche à l’optimisation des
temps d’acquisitions dans un cas diphasique. Comme dans ce chapitre, nous allons
présenter le développement mathématique de la linéarisation ainsi que la recherche de
la fonction de covariance qui permettra de définir notre critère d’information.
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Dans ce chapitre, nous étudions l’intérêt de notre formulation de l’information
moyenne pour l’optimisation des temps d’acquisition de sismiques 3D.

Les résultats précédents nous ont amenés à déterminer si dans le cadre de la sis-
mique 3D répétée, l’information moyenne permet de définir un échantillonnage optimal
des fréquences d’acquisition. L’acquisition sismique traite des volumes de données im-
portants pouvant aller jusqu’au tera giga d’octets d’information. Malgré des moyens
de plus en plus puissants dédiés aux post-traitements de cette information, les temps
de calculs et les techniques impliqués pour l’acquisition jouent un rôle de plus en plus
important dans les stratégies visant à la récupérations des hydrocarbures. On cherche
alors à définir cette stratégie optimale de mesure.

Au lieu de travailler directement avec les cubes d’acquisition sismique, on simpli-
fie le problème en travaillant avec l’évolution du front de saturation. Pour ce faire, on
considère l’injection d’un fluide 1 dans un milieu poreux hétérogène, balayant le milieu
initialement saturé en fluide 2. La direction de l’écoulement est selon la direction x.
Enfin, on suppose le milieu hétérogène seulement en perméabilité absolue et on suppose
que les courbes de perméabilités relatives et la distribution de la porosité sont connues
ainsi que leurs caractéristiques statistiques.
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Le milieu poreux réel est par nature hétérogène à différentes échelles variant du
millimètre au kilomètre et influe considérablement sur le comportement du déplacement
du fluide. Utilisant le résultat de King et Dunayevsky [53], Nœtinger [54] et Artus
[55],[56] ont proposé un modèle de déplacement de front au premier ordre en utilisant
une approche perturbante et retrouvent le critère de stabilité obtenu par Hagoort [57]
et King et Dunayevsky [53]. Ils ont souligné le fait que dans le cas diphasique le tenseur
des vitesses dépend de manière non linéaire de la distribution de la saturation via les
fonctions de perméabilités relatives.

1 État du problème

Les travaux de Saffman et Taylor [58], et Chuoke et al. [59] sont une référence pour
l’étude 2D du déplacement de deux fluides immiscibles, incompressibles, de viscosités
différentes dont le déplacement est considéré sans résidu. La largeur de la zone de transi-
tion entre les deux fluides est considérée fine par rapport aux dimensions caractéristiques
du domaine. Ils montrent que le rapport entre les deux viscosités des fluides permet de
définir si le front de saturation est instable ou non à l’aide de l’équation de continuité
de la pression et de la composante normale du champ de vitesse au front. Lorsque le
front est instable, celle-ci augmente avec le temps en créant des structures géométriques
complexes, souvent désignées sous le nom de "fingers". On pourra consulté Homsy [60]
pour plus de détails.

Lorsque le milieu n’est plus considéré comme homogène, la perméabilité du milieu
ainsi que la perméabilité relative des fluides ont un rôle dans l’instabilité du déplacement
du front. En pratique, les courbes de perméabilités relatives sont données expérimenta-
lement et n’ont pas de représentation non-linéaire. Lorsque nous cherchons à résoudre
l’équation hyperbolique décrivant l’évolution de la saturation, la non-linéarité de la per-
méabilité relative fait apparaître des chocs dans la solution. Buckley et Leverett [61]
ont souligné l’importance de ces chocs sur le comportement du front de saturation et
de l’écoulement du fluide.

Hagoort [57] prend en compte les effets de la perméabilité relative dans les écoule-
ments diphasiques 2D. Il montre que la stabilité du front est dépendante d’un rapport
de mobilité (dépendante de la perméabilité relative) que nous définirons plus tard.

2 Modèle Analytique

On suppose que la gravité est négligée. L’écoulement de chaque fluide i = o,w
dans le milieu poreux est décrit par la loi de Darcy-Muskat généralisé aux écoulements
diphasiques, dont la vitesse u en r est définie à l’aide du gradient de pression pi par :

u(r)i = −kri(Si, r)
K(r)

µi
∇pi(r, t) (8.1)

où K est un tenseur de second ordre représentant la perméabilité du milieu en r, νi

est la viscosité de la phase i et pi est la pression de la phase i en r ; kri représente la
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perméabilité relative de la phase i à la saturation Si en r. La saturation d’un fluide
en milieu poreux est définie comme le rapport entre le volume de pores occupé par ce
fluide et le volume de pores du volume élémentaire représentatif du milieu poreux. Pour
des fluides incompressibles, la conservation du volume permet d’écrire pour les deux
fluides :

∑

i=o,w

Si = 1. (8.2)

Par soucis de simplification des notations, on notera par la suite S = Sw la saturation
du fluide injecté (i.e alors So = 1− Sw). La loi de Darcy est généralisée par la relation
suivante :

u(r, t)i = −λi(r, Si)∇pi(r, t) (8.3)

où λi est la mobilité de la phase i en r, définie par :

λi(r, Si) = kri(Si, r)
K(r)

µi
(8.4)

On suppose qu’à notre échelle d’observation, la dispersion due à l’hétérogénéité du
milieu poreux est plus significative que celle induite par les effets capillaires, et donc
que ceux-ci peuvent être négligés [62],[63]. On a alors :

po = pw = p (8.5)

En l’absence d’effets capillaire, la loi de Darcy pour le système peut alors se réécrire :

u(r, t) =
∑

i

u(r, t)i = −λ∇p (8.6)

où λ est la mobilité totale du fluide, définie par :

λ =
∑

i

λi(r, Si) (8.7)

= K(r)

(

kro(So, r)

µo
+
krw(Sw, r)

µw

)

(8.8)

On note que la perméabilité absolue assimilée à un champ hétérogène est supposée
isotrope. Ainsi, sa valeur est donc une fonction scalaire des coordonnées. Les courbes
des fonctions de perméabilité relative sont généralement déduites du modèle de Corey
[64] et elles sont fonctions de la saturation telles que :

krw(Sw) = S2, kro(So) = (1− S)2 (8.9)

En l’absence de pression capillaire, l’équation de conservation de la masse pour la phase
i est pour un volume de pore élémentaire traduite par :

∂

∂t
(φρiSi) +∇ · (ρiui) = 0 (8.10)
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où ρi est la densité du fluide i et où φ est la porosité du milieu poreux supposée constante.
En supposant les fluides et la roche incompressibles, les équations de conservation de la
masse sont exprimées comme suit :

φ
∂Sw

∂t
+∇ · uw = 0 (8.11)

φ
∂So

∂t
+∇ · uo = 0 (8.12)

La condition d’incompressibilité est alors traduite par la relation suivante :

∇ · u = 0 (8.13)

On reprend l’équation de Darcy pour le fluide injecté et on utilise la loi de Darcy pour le
système diphasique. Avec la relation telle que ∇p0 = ∇pw = ∇p, on obtient facilement
l’expression de la vitesse du fluide injecté en fonction de la vitesse totale du système :

uw =
λw(S)

λ(S)
u =

λw(S)

λw(S) + λo(S)
u = f(S)u (8.14)

où la fonction f , dépendante des perméabilités relatives est définie comme le flux frac-
tionnaire de Buckley-Leverett du fluide injecté [65]. On reprend maintenant l’équation
de conservation de la masse pour le fluide injecté et on utilise la propriété d’incompres-
sibilité. On obtient ainsi :

φ
∂S

∂t
+∇ · uw = 0 (8.15)

→ φ
∂S

∂t
+∇ · (f(S)u) = 0 (8.16)

→ φ
∂S

∂t
+ f ′(S)u · ∇S = 0 (8.17)

Cette équation connue sous le nom d’équation de Buckley-Leverett est une équation dif-
férentielle de type hyperbolique. Cette formulation montre la relation entre la saturation
en fluide injecté et la vitesse totale, mettant un peu plus en évidence le couplage des
équations. Ce couplage dit visqueux a un rôle significatif dans l’écoulement diphasique.
En particulier, pour un écoulement selon la direction x, elle se réécrit pour le fluide
injecté :

∂S

∂t
+ v · ∂S

∂x
= 0 (8.18)

où la vitesse v dépend de la saturation en fluide injecté et est définie par :

v(S) =
u

φ

df

dS
(8.19)

Lorsque le milieu est homogène, cette dernière équation peut être résolue avec la
méthode des caractéristiques. La solution contient un choc (discontinuité). La vitesse v

caractérise la vitesse constante de propagation des fronts de saturation. L’écoulement
est alors purement convectif et les fronts évoluent linéairement en temps. L’analyse
mathématique de l’équation hyperbolique permet de définir 3 zones distinctes dans la
distribution de la saturation :
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• une zone de raréfaction où la saturation diminue avant d’atteindre le front,

• une zone de saut à l’interface entre la saturation en fluide injecté 1 et la saturation
2,

• une zone en amont du front où la saturation en fluide injecté 1 n’a pas atteint le
fluide 2.

Finalement, on obtient une dernière équation en pression grâce à la définition de la
mobilité totale :

∇ (λ(r, S)∇p(r, t)) = 0 (8.20)

3 Linéarisation du modèle et dynamique du front

La linéarisation consiste en l’introduction d’une petite perturbation dans les équa-
tions d’états décrites plus haut. Nous chercherons alors à étudier l’évolution de cette
perturbation.

Dans un milieu supposé homogène, les fronts de saturation suivent simplement
l’équation de Buckley-Leverett. De plus, le champ de vitesse u est stationnaire et
constant en espace. Il peut être défini par ses deux composantes telles que :

ux = u0 (8.21)

uy = 0 (8.22)

Chaque front de saturation se déplace à la vitesse v constante définie par :

v =
f ′(S)

φ
u (8.23)

où la fonction f , définie avec l’équation (8.14), est le flux fractionnaire en fluide 1. Dans
notre étude, nous supposons que f ′ conduit à la formation d’un choc au front xf de
saturation Sf et à une onde de raréfaction en amont. En milieu homogène, le front de
saturation est défini au cours du temps par :

x0(t) =
f ′(S)

φ
u0t = ct (8.24)

où

c =
f ′(S)

φ
u0 (8.25)

On se place désormais dans un milieu hétérogène et on suppose que le front de saturation
subit une perturbation δx autour de sa position théorique x0 en milieu homogène.
L’expression du front de saturation s’exprime au premier ordre par :

x(y, t) = x0(t) + δx(y, t) (8.26)

On réécrit cette perturbation dans le domaine fréquentiel le long de la composante y,
et on obtient :

x(y, t) = x0(t) +
1

(2π)d−1

∫ +∞

−∞
δx(q, t) · eiq·y dq (8.27)
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où d est la dimension de l’espace. La perturbation exprimée dans le domaine fréquentiel
permettra de raisonner en terme de filtrage et d’approximation hautes fréquences.

On représente la position du front de saturation à différents temps figure (8.2).

Figure 8.1 – Représentation d’un champ de perméabilité (log-normal) en d=3

Figure 8.2 – Représentation de l’évolution d’un front de saturation à deux instants
distincts

L’analyse de la stabilité du front joue un rôle dans la construction du modèle li-
néaire. Lorsque l’on cherche à optimiser et à assister la récupération des hydrocarbures,
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il est nécessaire de comprendre les effets de stabilité du front. Lorsque celui-ci est in-
stable, il apparaît naturellement une digitation dans l’avancée du front de saturation
qui a pour conséquence de modifier radicalement les temps de percée, et in fine, de
diminuer le volume d’huile à récupérer. Un modèle important dans l’étude des insta-
bilités du front est celui de Saffman et Taylor [58]. Ils considèrent le déplacement de
deux fluides immiscibles, dont le front de saturation sépare le domaine en deux régions :
l’une complètement saturée en fluide injecté et l’autre complètement en fluide en place.
Ils montrent dans ce cas particulier où les effets capillaires sont négligés que le rapport
des mobilités pilote l’instabilité du front. Lorsque la mobilité du fluide injecté est plus
importante que celle du fluide en place, alors il y a instabilité.

Dans le cas d’un milieu poreux, l’évolution du front est décrite par 3 phénomènes
comme nous l’avons vu plus haut et il faut alors considérer le couplage des équations dans
l’étude des perturbations. Nous donnons ici le résultat majeur de King et Dunayevsky
[53]. En prenant en compte les effets de la zone de raréfaction et en négligeant les effets
capillaires, ils donnent l’évolution δx(q, t) de la perturbation du front en fonction de la
perturbation de la vitesse δu(q, t) liée au couplage pour des petites longueurs d’ondes
q par le système d’équations suivant :

∂tδx(q, t) = ξδu(q, ξ), ξ = x/t

où

δu(q, ξ) = |q|Mf − 1

Mf + 1

√

λ(ξ)

λ(c)
exp (−p(c− ξ)) δx(q, ξ) +

λ(ξ)

t

dλ−1

dξ
δx(q, ξ) (8.28)

Ici p = |q|t est le nombre d’onde adimensionnel. Aux temps longs (t→ +∞), au niveau
du front, on retrouve le résultat de Hagoor [57] tel que :

∂tδx(q, t) = cA|q|δx(q, t) (8.29)

où

A =
Mf − 1

Mf + 1
(8.30)

où Mf est le rapport des mobilités totales au passage du front tel que :

Mf =

∑

i λ
(i)(Sf )

∑

i λ
(i)(Smin)

(8.31)

avec Smin la saturation irréductible en fluide injecté.
Dans le champ hétérogène, le couplage des équations en pression et en saturation a

la conséquence suivante : la perturbation du champ de perméabilité implique de même
une perturbation du champ de pression et de saturation. Ainsi, peut-on supposer que le
front de saturation est dépendant des perturbations liées au champ de perméabilité et au
couplage visqueux. Nous prenons ici l’hypothèse de Nœtinger et al. [66] qui considèrent
que la perturbation de vitesse locale est la somme de deux fluctuations distinctes. En
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2D, ils utilisent le résultat de King et Dunayevsky [53] dans leur approximation au
premier ordre de l’analyse de stabilité des fronts de saturation. La première fluctuation,
noté δua, est liée au couplage visqueux tandis que la seconde perturbation, noté δub,
est directement liée à l’hétérogénéité du milieu poreux. On pose alors que :

δu(x,y, t) = δua(x,y, t) + δub(x,y, t) (8.32)

En intégrant le résultat de Hagoort aux considérations précédentes, Artus montre que
l’évolution d’un mode particulier de perturbation des plans de saturation résout l’équa-
tion suivante :

∂tδx̂(t) = c|q|Aδx̂(t) +
f ′(Sf )

φ
δûb(xf , t)

∂tδx(q, t) = c|q|Aδx(q, t) +
c

u0
δub(xf ,q, t) (8.33)

Dans un cadre purement stochastique, la perturbation δxα est un exemple de pro-
cessus Gaussien à variance liée. Le processus stochastique est alors considéré comme un
processus d’Ornstein-Ulhenbeck [67] unique solution de l’équation de Langevin. L’ex-
pression de ub(x,q, t) représente l’influence des perturbations de perméabilité sur le
champ de vitesse, lorsque les profils des cartes de saturation sont solutions des équations
de Buckley-Leverett, c’est-à-dire que les profils sont non-perturbés en milieu homogène.
On linéarise au premier ordre la perméabilité K, la pression P et l’hétérogénéité ub du
champ de perméabilité sur le champ de vitesse et on exprime ces perturbations en mode
de Fourier le long de la direction y. On obtient alors :

K(x,y) = K0 +
1

(2π)d

∫ +∞

−∞
dqdq1 δK(q1,q)eiq·yeiq1·y (8.34)

p(x,y, t) = p0(x,y, t) +
1

(2π)d−1

∫ +∞

−∞
dq δp(x,q, t)eiq·y (8.35)

ub(x,y, t) = u0 +
1

(2π)d−1

∫ +∞

−∞
dq δu(x,q, t)eiq·y dq (8.36)

Par simplicité d’écriture, on notera lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité δp̂(x, t) = δp(x,q, t)
la transformée de Fourier selon y de p(x,y, t).

On injecte le développement précédent à l’approximation de la loi de Darcy au
premier ordre et nous exprimons les composantes du vecteur de la perturbation δu de
la vitesse u en fonction de la perturbation de la perméabilité et de la perturbation de
la pression.

u = −λ∇p (8.37)

u0 + δu = −κ(S) (K0 + δK)∇p = −λ∇ (p0 + δp) (8.38)

u0 + δu = −κ(S)K0∇p0 − κ(S)δK∇p0 − λ∇δp (8.39)

On remarque que la loi de Darcy pour u0 = −κ(S)K0∇p0 émerge de la linéarisation.
On obtient alors une expression pour la perturbation de la vitesse :

δu = −κ(S)δK∇p0 − λ∇δp (8.40)

δu = u0K
−1
0 δK − λ∇δp (8.41)
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On reprend l’expression de la perturbation δp de la pression dans le domaine de Fourier
telle que :

∇δp = ∇ ·
(∫

Rd−1

dq

(2π)d−1
δp̂(x, t)eiq·y

)

=

∫

Rd−1

dq

(2π)d−1
(iqδp̂ + ∂xδp̂) e

iq·y

λ∇δp =

∫

Rd−1

dq

(2π)d−1
(iqλδp̂ + λ∂xδp̂) e

iq·y (8.42)

Soit encore, plus schématiquement, avec l’opérateur de la transformée de Fourier en y :

F [λ∇δp] = iqλδp̂ + λ∂xδp̂ (8.43)

On obtient ainsi dans le domaine fréquentiel, la partie réelle et la partie imaginaire de
la perturbation δû de la vitesse dans le domaine de Fourier :

R[δû] =
u0

K0
δK̂ − λ∂xδp̂ (8.44)

I[δû] = λδp̂ (8.45)

On applique alors la condition d’incompressibilité. On obtient alors :

∇ · δu = u0K
−1
0 ∇δK −∇λ∇δp = 0 (8.46)

On applique alors la transformée de Fourier F à cette dernière relation :

u0K
−1
0

(

iqδK̂(x) + ∂x · δK̂(x)
)

− (iqF [λ∇δp] + ∂x · F [λ∇δp]) = 0 (8.47)

On injecte ce résultat dans l’équation (8.47). On obtient alors, l’expression des parties
réelle et imaginaire :

I[F [∇ · δu]] = u0K
−1
0 δK̂(x) + λ∂xδp̂+ ∂x (λδp̂) (8.48)

R[F [∇ · δu]] = u0K
−1
0 ∂xK̂(x)− ∂xλ∂xδp̂ + q2λδp̂ (8.49)

On obtient dans l’espace de Fourier une équation différentielle partielle dont l’inconnue
est la perturbation de la pression et dont le terme source est une perturbation de la
perméabilité. En prenant la partie réelle de cette dernière équation, nous avons :

∂xλ∂xδp̂− q2λδp̂ =
u0

K0
∂xδK̂ (8.50)

Cette équation différentielle est linéaire, non-homogène à coefficients variables. On re-
connaît l’équation de Helmholtz avec terme source. Pour obtenir une expression de
δu = δub, il faut résoudre cette dernière équation différentielle. On utilise pour cela une
fonction de Green G définie par :

G(x, x′,q) =
1

|W|
(

p1(x)p2(x′)H(x′ − x) + p1(x′)p2(x)H(x− x′)
)

(8.51)
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où H est la fonction de Heaviside, p1, p2 sont les solutions de l’équation homogène et

W =

(

p1 p2

−λ∂p1

∂x −λ∂p2

∂x

)

Pour les détails des calculs des fonctions p1,p2 et de la fonction de Green, on pourra
consulter M.J. King et V.A.Dunayevsky ([53]). On obtient alors formellement :

δp̂(x, t) =

{

∫ xf

−∞
+

∫ +∞

xf

}

dx′ G(x, x′,q)
u0

K0

∂δK̂

∂x′
(8.52)

où xf est la position du front. L’évolution d’un mode de perturbation de position du
front dans l’espace de Fourier est solution au premier ordre de l’équation différentielle
partielle suivante :

∂tδx(q, t) = c|q|Aδx(q, t) +
c

u0
δûb(xf ) (8.53)

où

δû(xf ) =
u0

K0

∫ ∞

−∞
Γ(xf , x,q)δK̂(x)dx (8.54)

Γ(xf , x,q) = δ(xf − x) + λ(Sf )
∂G(xf , x,q)

∂(xf )∂x
(8.55)

Il est possible de représenter la fluctuation δub(xf ,y) de la vitesse au front xf dans
le domaine de Fourier complet pour les variables (x,y) directement en fonction de la
perméabilité K(x,y). On utilise ici le résultat de Pavel [68],[69], telle que l’expression
de la perturbation de la vitesse dans le domaine de Fourier est exprimée par la relation
suivante :

c

u0
δub(q1,q) = q2

∫ +∞

−∞

dq1
2π

eiq1·xf

q21 + q2

(

1 +
iAq1
q

)

K(q1,q) (8.56)

La position du front xf peut être exprimée à l’aide de la vitesse du front c. On a alors
la relation simple xf = ct. On reprend l’équation de la dynamique du front 8.33 et on
applique la transformée de Fourier en temps. On obtient ainsi :

− iwδx(q, w) = cAqδx(q, w) + q2
∫ +∞

−∞
dteiwt

∫ +∞

−∞

dq1
2π

eiq1·(ct)

q21 + q2

(

1 +
iAq1
q

)

K(q1,q)

= cAqδx(q, w) +

∫ +∞

−∞

dq1
2π

q2

q21 + q2

(

1 +
iAq1
q

)

K(q1,q)2πδ(w + cq1)

(8.57)

Soit encore,

− iw
c
δx(q, w) = A|q|δx(q, w) +

q2

(w/c)2 + q2

(

1− iAw

qc

)

K(−w
c ,q)

c

δx(q, w) =
−q2

(iw/c +Aq) ((w/c)2 + q2)

(

1− iAw

qc

)

K(−w
c ,q)

c
(8.58)
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Grâce à ce résultat, il est alors possible de calculer la fonction de covariance entre
deux fronts de saturation à deux temps différents. Cette dernière sera alors utilisée pour
le calcul de l’information moyenne.

4 Calcul de la fonction de covariance

Reprenons l’expression de la perturbation du front dans le mode de Fourier-Laplace.
En reprenant l’expression de q1 = −w/c, on obtient l’expression suivante, pour la per-
turbation du front de saturation :

δx(q, w) =M(q1,q)
K(q1,q)

c
(8.59)

où

M(q1,q) =
−q2

(Aq − iq1)
(

q2 + q21
)

(

1 + i
Aq1
q

)

(8.60)

Il est alors possible de définir une fonction de covariance entre deux fronts de saturation
notée C et définie par :

C(y, t; ξ, τ) = 〈x(y, t), x(ξ, τ)〉 (8.61)

Soit encore en explicitant l’expression du front :

C(y, t; ξ, τ) = x0(t)x0(τ) + 〈δx(y, t), δx(ξ, τ)〉 (8.62)

En utilisant le fait que la perturbation soit en moyenne nulle, 〈δx〉 = 0, on obtient la
relation suivante :

C(y, t; ξ, τ) = x0(t)x0(τ) + 〈δx(y, t) · δx(ξ, τ)〉 (8.63)

On applique les transformées inverses afin de calculer l’expression de la moyenne dans
le domaine de Fourier-Laplace. On obtient alors :

〈δx(y, t) ·δx(ξ, τ)〉 =

∫

dw

2π

dq

(2π)d−1

dw′

2π

dq′

(2π)d−1
eiy·q+iξ·q′〈δx(q, w) ·δx(q′ , w′)〉eiwt+iw′τ

(8.64)
On reprend alors l’expression (8.58) et on exploite les propriétés isotropiques statistiques
du champ de perméabilité telles que :

〈K(q1,q)K(q′1,q
′)〉 = D(q1,q)(2π)dδ(q1 + q′1)δ(q + q′) (8.65)

où D est la fonction logarithme de la perméabilité. On obtient alors :

〈δx(q, w) · δx(q′, w′)〉 =M(q1,q)M(−q1,−q)D(q1,q) (8.66)

La fonction de covariance est alors exprimée par :

〈δx(y, t) · δx(ξ, τ)〉 =

∫

dq1
2π

dq
(2π)d−1

M(q1,q)M(−q1,−q)D(q1,q)eiq·(~y−ξ)eiq1c(t−τ)

(8.67)
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Dans notre étude, nous avons choisi une fonction gaussienne pour l’expression de D.
Le calcul analytique de la fonction de covariance est donné en Annexe I. On aboutit à
l’expression suivante :

〈δx(y, t) · δx(ξ, τ)〉 =
k0ℓ

2
c

4

∫ 1

0
dβ βd/2−2e−θβ

(

1 +A2

1−A2
(fℓ2c/4(β) − 1)− g~u,∆t(β)

)

(8.68)

où on définit u = y − ξ, ∆t = t− τ et θ =
u2 + (c∆t)2

ℓ2c
. Avec :

fm,∆t(β) =
1

A

e−
(c∆t)2β

4m
(A2/(1−(1−A2)β)−1)

√

1− (1−A2)β

g~u,∆t(β) =
u2

u2 + (c∆t)2
+ (1− β)

(

d

2

(

1− u2

u2 + (c∆t)2

)

− 1

2

)

La fonction de covariance caractérise les propriétés d’un champ stationnaire et isotrope.
Soit encore,

〈δx(y, t), δx(ξ, τ)〉 = C(y − ξ; t− τ)
On peut ainsi illustrer cette dernière fonction 〈δx(y,t)·δx(ξ,τ)〉

k0ℓ2c/4
sur les axes adimensionnels

(u/ℓc) et (c∆t/ℓc). Nous définissons aussi son variogramme :

γ(u,∆t) =
k0ℓ

2
c

2

∫ 1

0
dβ βd/2−2e−c∆tβ/ℓ2c (1−e−u2β/ℓ2c )

(

1 +A2

1−A2
(fℓ2c/4(β)− 1)− g~u,∆t(β)

)

(8.69)
Nous réprésentons le variogramme figure (8.4) Une fonction d’information moyenne est
alors exprimée à l’aide de la fonction de covariance. En reprenant les considérations des
chapitres précédents, on définit le critère de l’information moyenne par :

〈I〉(t1, ..., tn) =
1

2
log |Mij | (8.70)

où

Mii = 1 + x2
0(ti) + 〈δx(y, ti) · δx(ξ, ti)〉

∀i > j,Mii = x0(ti)x0(tj) + 〈δx(y, ti) · δx(ξ, tj)〉

5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons utilisé les lignes de courant pour suivre l’évolution du
front de saturation. Nous avons défini notre critère d’information moyenne pour ainsi
définir une fréquence temporelle optimale.
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Figure 8.3 – Représentation de la fonction de covariance entre deux fronts de saturation
(d=3)

Une perspective directe serait de définir une stratégie cherchant à observer l’évo-
lution d’un système. La formule que nous obtenons pour l’information moyenne est
plus difficile à manier pour l’optimisation et ne permet pas de donner des résultats nu-
mériques directs comme dans les chapitres précédents. En définissant une méthode de
calcul rapide et efficace de l’information moyenne, il est possible de définir aisément une
stratégie optimale. Nous remarquons aussi que l’optimisation sera possible si et seule-
ment si, les fronts de saturation sont stables (A < 0). On note aussi que le paramètre

qui pilote la covariance est le paramètre θ =
u2 + (c∆t)2

ℓ2c
. On a ainsi un rapport de

deux distances : l’une représentant la distance entre les deux fronts de saturation et
l’autre représentant la longueur de corrélation. Lorsque les deux fronts de saturation se
distancent d’au moins une longueur de corrélation, alors ceux-ci seront indépendants.

Une perspective à long terme serait de pouvoir estimer et ainsi de définir une stra-
tégie permettant de suivre l’évolution du front en fonction du temps de percée d’un
fluide.
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Figure 8.4 – Représentation de variogramme (normalisé) entre deux fronts de satura-
tion (d=3)



Conclusion

Initialement introduites par Tarantola en géosciences, les probabilités en problème
inverse permettent de mieux prendre en compte les incertitudes et sont désormais in-
contournables dans le processus d’intégration de données statiques et dynamiques ainsi
que pour la mise à jour du modèle de réservoir. Cette dernière se fait naturellement par
la formule de Bayes.

Ainsi contruit-on une distribution de probabilité dite a posteriori à partir d’une dis-
tribution a priori sur les paramètres du modèle et de la distribution de vraisemblance
qui, grâce au modèle théorique de simulation, fournit une distribution de probabilité
idéalisée des observations. La distribution a posteriori sur les paramètres permet donc
la conjonction de toutes les informations disponibles du système étudié.

Dans notre étude, nous avons cherché à définir des stratégies optimales en maxi-
misant un critère d’information. La théorie de l’information suggère de nombreux ou-
tils pour caractériser et quantifier l’information à partir d’une distribution de proba-
bilité. Pour comparer deux distributions entre elles, nous avons utilisé la divergence
de Kullback-Leibler. Pseudo-distance très utilisée en statistiques, elle nous a permis de
définir un critère d’information dont la maximisation conduit à la construction d’un
design a priori des mesures.

Dans notre étude, nous avons utilisé des distributions gaussiennes pour représenter
idéalement les hétérogénéités. Pour obtenir un critère d’information exploitable, nous
avons linéarisé nos opérateurs mathématiques. Le modèle ainsi linéarisé, nous avons
explicité la divergence de Kullback-Leibler entre la distribution a posteriori et la dis-
tribution a priori. Afin d’effectuer la moyenne mathématique sur les observations, nous
avons calculé la distribution de probabilité des observations à l’aide de la distribution
de vraisemblance (le modèle mathématique) et la distribution a priori. Dans le cas li-
néaire gaussien, cette distribution est une distribution gaussienne dont la moyenne et
la matrice de covariance peuvent être explicitées. Le critère d’information est ensuite
moyenné à l’aide de la distribution des observations. Nous définissons alors un critère
d’information moyenne sur toutes les observations possibles avant toute optimisation.
C’est ce critère qui nous permet d’optimiser a priori l’apport de nouvelles mesures.

Dans le cas des distributions gaussiennes, le critère d’information moyenne est dé-
fini par le déterminant du rapport des matrices de covariance a priori et a posteriori
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sur les paramètres. Dans nos exemples, le paramètre considéré est la perméabilité et la
taille de la matrice de covariance est alors de l’ordre du million. L’inversion est alors
fortement coûteuse en temps de calculs. Pour contourner ce problème, nous utilisons
la bijection qui existe entre l’espace des paramètres et l’espace des observations. Grâce
à la formule de Bayes, nous avons défini un critère d’optimisation moyenne dans l’es-
pace des observations. Ce nouveau critère s’exprime avec les matrices de covariance sur
les observations et la taille des matrices est alors réduite. Cette bijection est possible
car les distributions sur les observations sont clairement explicitées et ne découlent pas
d’une optimisation ou d’une approximation par un algorithme du type de type MCMC
(Monte Carlo Markov Chain), SVM (Support Vector Machine) ou encore filtre bayésien
particulaire.

Les trois exemples que nous traitons sont associés à la détermination du champ de
perméabilité à partir de trois types de mesures : des mesures statiques, des données
d’essai de puits et des données de sismique 3D. Dans le premier cas, l’estimation est
statique en espace et modélisée grâce au krigeage, dans le deuxième cas elle est dyna-
mique en temps et dans le dernier cas, elle est spatio-temporelle.

Pour le krigeage, l’opérateur mathématique est une simple fonction de Dirac et le
critère d’optimisation est immédiat. Son expression permet de comprendre intuitivement
les résultats. Nous avons mis en évidence une limite statistique en dessous de laquelle
une nouvelle mesure ne fait pas croitre a priori significativement l’information moyenne.
Cette limite s’exprime en fonction du nombre de volumes de corrélation présents dans
le réservoir.

On montre que la répartition optimale des observations est uniforme dans le réser-
voir. La nouvelle observation se placera dans une zone dont le volume est de l’ordre du
volume de corrélation. Lorsque le nombre de volumes de corrélation est égal au nombre
d’observations, l’information moyenne décroit et de ce fait, l’information apportée par
de nouvelles mesures est redondante. On montre que si l’on choisit d’agréger un nombre
p d’observations corrélées, alors la variance de cette observation sera divisée par p. Les
résultats concluants obtenus pour le krigeage ont justifé l’hypothèse d’une limite en
dessous de laquelle l’information apportée par une nouvelle mesure ne fait pas croître
l’information moyenne.

Nous nous sommes alors intéressés à l’intégration de données dynamiques pour l’es-
timation de la perméabilité. Les observations temporelles de la pression au puits per-
mettent à l’aide de la définition de la perméabilité apparente d’estimer en moyenne la
perméabilité. Le modèle d’écoulement est alors celui d’un système monophasique de
porosité constante et la perméabilité est définie comme un processus aléatoire isotrope
et stationnaire. Nous avons linéarisé nos opérateurs mathématiques en utilisant l’opéra-
teur de Fourier-Laplace (resp. Fourier-Laplace inverse). La perméabilité apparente est
alors explicitée à l’aide d’un produit de convolution entre le noyau pondérateur de Oli-
ver et la perméabilité sur une couronne, considéré comme une moyenne ortho-radiale
de la log-perméabilité. Nous avons alors donné une définition de la covariance de la
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perméabilité apparente. Nous avons introduit ce résultat dans le critère d’information
moyenne. Il nous a alors été possible d’optimiser un échantillon temporel optimal en
maximisant ce critère. Nous avons constaté que l’optimisation préconise de concentrer
les acquisitions aux temps courts et de les espacer aux temps longs. Ceci met en évidence
le caractère d’auto-moyennage de l’essai de puits. En effet, plus les acquisitions en pres-
sion sont prises aux temps longs, plus l’information fournie par celles-ci sera moyennée.
Il est alors normal de constater que l’échantillon a priori qui maximise l’information a
des temps concentrés aux temps courts. Comme dans le cas du krigeage, la longueur
de corrélation a une influence sur les courbes d’information moyenne. L’information
moyenne décroit lentement en fonction de la longueur de corrélation. Il faut beaucoup
plus de temps d’acquisition en pression pour estimer a priori le champ de perméabi-
lité lorsque la longueur de corrélation est petite. L’intégration de données dynamiques
dont le résultat sur l’optimisation est moins intuitif que pour le cas du krigeage est
obtenue par l’approximation de la fonction de covariance. Une perspective directe serait
alors d’utiliser la fonction complète de la covariance à proprement parler, plutôt qu’une
approximation, ce qui aboutirait à estimer une intégrale double sur tout le réservoir.

D’autres applications peuvent être envisagées. On peut représenter les deux profiles
de l’évolution de l’inforamtion moyenne, calculée sur toutes les observations disponibles,
et l’évolution de l’information. Si la courbe de l’évolution de l’information révèle une
grand déviation par rapport à celle de l’information moyenne, cela signifierait que une
anomalie lors de l’intégration des données dynamiques. L’étude de l’évolution de ces
deux courbes pourrait alors nous amener à repenser le modèle de réservoir choisi a
priori.

Nous avons étudié l’intégration de données sismiques 3D répétées. Celles-ci prennent
une part de plus en plus importante dans le budget d’une étude. Définir une stratégie a
priori d’intégration de ces données en fonction d’un critère d’information devient de ce
fait crutial. Nous avons utilisé un modèle d’écoulement diphasique et nous avons consi-
déré le champ de perméabilité comme un processus stochastique gaussien stationnaire
et isotrope. La linéarisation du modèle a nécessité des hypothèses sur le couplage des
équations en pression et en saturation. De plus, nous supposons que les deux fluides
sont séparés directement par un front. On a négligé la zone de raréfaction présente
derrière ce front. De plus, on suppose que le déplacement du front est stable et qu’il
ne présente pas de digitation trop importante. Nous avons alors défini une expression
de la covariance entre deux fronts de saturation à deux temps différents. Cette expres-
sion, initialement de quatre variables, s’exprime simplement par une fonction de deux
variables : la différence entre les deux temps d’acquisition et la distance entre les deux
fronts. Nous avons alors défini l’expression de l’information moyenne. Difficile à opti-
miser, nous donnons son expression théorique. Nous notons qu’à la distance entre les
deux fronts de saturation s’ajoute le terme de la vitesse de propagation multiplié par
le temps entre les deux fronts. Cette vitesse est celle de la vitesse de propagation du
front dans un milieu homogène. La somme de ces deux termes est divisée par la lon-
gueur de corrélation du champ de perméabilité. Ceci donne une idée de la répartition
des temps d’acquisition pour le cas de la sismique : si le champ de perméabilité était
supposé homogène alors chaque profil de saturation apporterait la même information.
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Dans notre cas, pour que l’information apportée par une nouvelle acquisition ne soit
pas redondante, il faut que l’espace entre les fronts de saturation soit supérieur à la
longueur de corrélation. L’optimisation du critère d’information que nous avons défini
permet alors de surveiller l’avancement d’un front. Lorsque l’on injecte du CO2 dans un
réservoir, il faut avant tout assurer l’étanchéité du site de stockage sur des dizaines ou
des centaines d’années. L’optimisation de l’information moyenne permettra de définir
un échantillon temporel pour la surveillance de l’évolution du panache de CO2.



Annexe A

Théorie de l’Information et
Formalisme Bayésien

La théorie de l’information a été introduite par Shannon [70] sous l’influence des
théoriciens de l’informatique tels Turing [71], von Neumann ou encore Wiener. Le pro-
blème est alors celui de la communication entre une source et un récepteur : la source
émet un message que le récepteur lit. On voudrait quantifier l’« information » que
contient chaque message émis. Par exemple, dans le cas de la communication, il est
clair que si l’émetteur dit toujours la même chose, la quantité d’information apportée
par une répétition supplémentaire est nulle.

La mesure du contenu d’information peut s’effectuer à l’aide de grandeurs définies
sous différents angles théoriques : entropie de Von Neumann en théorie quantique, com-
plexités algorithmiques ou complexités de Kolmogorov ou encore quantité statistique
d’information. C’est cette dernière que nous allons brièvement présenter.

Dans l’approche bayésienne, nous utilisons l’information contenue dans le système
étudié afin de construire différentes distributions de probabilités.

Entropie

Le terme entropie fut utilisé par Shannon dans sa théorie de l’information, par
analogie à la notion d’entropie existante en thermodynamique. L’entropie d’une source
possède ainsi des propriétés similaires, comme notamment l’extensivité.

Entropie de Shannon

L’entropie de Shannon est une fonction mathématique qui correspond à la quantité
d’information contenue ou délivrée par une source d’information. La définition de l’en-
tropie d’une source selon Shannon est telle que plus la source est redondante, moins elle
contient d’information.

Intuitivement, elle peut être vue comme mesurant la quantité d’incertitude liée à un
évènement aléatoire. Une autre manière de voir est de définir la quantité d’information
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portée par le signal : l’information fournie par chaque évènement est fonction de son
incertitude.

Il existe plusieurs définitions de l’entropie suivant que la variable aléatoire se trouve
dans un espace discret ou continu.

Définition A.1 Dans le cas discret, l’entropie d’une variable aléatoire discrète X, avec
n états possibles de probabilité P dans un espace X est définie par

EP (X)) = −
∑

x∈X
P (X = x) lnP (X = x) (A.1)

Utilisant la définition de l’espérance sur un espace discret, on a comme valeur de l’en-
tropie

EP (X)) = EP [− lnP (X = x)] (A.2)

Il s’agit de l’information moyenne qu’on obtient si on tire un élément x de X . En théorie
de l’information IP = − lnP (X = x) est définie comme l’information propre de X et
par conséquent l’entropie est vue comme la valeur moyenne de l’information propre.

Il faut noter que la quantité d’information dépend de la distribution P plus que d’un
élément x particulier et on parle alors d’entropie d’une loi de probabilité.

À la différence du cas discret, l’entropie ne reste pas invariante par changement de
variables dans le cas continu. Dans le cas discret, le passage à la limite ne permet pas
directement d’obtenir l’expression de l’entropie continue et on a besoin d’une mesure
de référence. On définit alors l’entropie comme suit.

Définition A.2 Considérons la variable aléatoire continue X à valeur dans X de den-
sité de probabilité p. L’entropie de p est exprimée à l’aide de la divergence de Küllback-
Leibler par rapport à la loi uniforme µ sur X par

Ep = −
∫

X
p(x) ln

p(x)

µ(x)
dx = Ep

[

− ln
p

µ

]

(A.3)

On interprète cette mesure en théorie de l’information comme la quantité qui doit
être fournie pour passer d’une distribution µ à la distribution p.

Remarque A.1 La divergence de Küllback-Leibler aura un rôle particulier dans notre
processus d’inversion. En effet, en calculant la divergence de la distribution a posteriori
par rapport à la distribution a priori, on verra qu’il est possible de définir un critère
permettant de quantifier l’information apportée par une mesure.

Exemple 1 Si on prend le cas d’une variable gaussienne de moyenne m et variance
σ2, alors l’entropie est donnée par :

EP (X)) = −EP

[

ln
{

(2πσ2)−1/2 exp
−1

2

(X −m)2

σ2

}

]

=
1

2
ln(2πσ2) +

1

2
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Exemple 2 Dans le cas d’un vecteur X gaussien N -dimensionnel tel que X ∼ NN (m,C),

EP (X)) = −EP

[

ln
{

((2π)N |C|)−1/2 exp
−1

2
(X−m)⊤C−1(X−m)

}

]

=
1

2
ln(2π)N |C|+ N

2

L’entropie d’une loi de probabilité est interprétée comme une mesure de dispersion ou
une mesure du volume de corrélation. Elle est maximale quand toutes les possibilités
sont équiprobables.

Remarque A.2 Le principe général de maximum d’entropie, énoncé par Jaynes [72]
, consiste à dire que la loi de probabilité à choisir parmi un ensemble de loi lors d’une
modélisation doit être celle qui maximise l’entropie. Les contraintes proviennent alors
des informations dont on dispose. Par exemple, sous contrainte de support, on choisira
une loi uniforme, sous contrainte de moyenne, on choisira une loi exponentielle, sous
contrainte de variance, on considérera une loi gaussienne, etc.

Les distributions de probabilité nous permettent de définir les différentes quanti-
tés d’information du système étudié. Nous donnons dans le paragraphe suivant leurs
définitions.

Théorie de l’information

Selon la théorie de l’information, des données contiennent de l’information lorsque
celles-ci ne sont que peu compressibles et qu’elles sont complexes.

Kullback est l’un des premiers à établir les nombreux liens qui existent entre la théo-
rie de l’information et la statistique mathématique [73],[74]. Dans un cadre statistique,
parmi un ensemble d’événements, une information désigne un ou plusieurs événements
possibles. En théorie, l’information diminue l’incertitude. En pratique, la quantité d’in-
formation peut saturer et empêcher la prise de décision 1.

Information de Shannon

Soit X et Y deux variables aléatoires respectivement de loi p et q. L’information
conjointe désigne l’entropie de la loi jointe. L’information de Shannon représente la
quantité d’information présente en double dans X et dans Y. On définit l’information
de Shannon par :

IM(X,Y ) = Ep(X) + Eq(Y )− E(X,Y ) (A.4)

On peut définir de la même manière l’entropie relative des mesures. On cherche alors
à quantifier l’information : l’élément n’est plus tiré selon la loi q mais selon la loi p.

1. En théorie de la décision, on considère qu’il faut appeler information seulement ce qui est sus-

ceptible d’avoir un effet sur nos décisions.
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L’entropie relative appelée aussi divergence ou discrimination est alors :

E(p|q) = E [ ln
p

q
] (A.5)

Une autre quantité d’information très utilisée en statistique est l’information de Fisher.

Information de Fisher

L’information de Fisher est une notion statistique introduite par R.A. Fisher qui
quantifie l’information relative à un paramètre contenu dans une distribution. Considé-
rons la variable d’observation d permettant d’estimer le paramètre inconnu m. On se
place dans un modèle paramétrique (E,Pm,m ∈M).

• Il existe une mesure λ dite dominante σ-finie sur le modèle. On peut ainsi choisir
la densité des lois Pm par rapport à cette mesure dominante, pour tout m

d Pm

dλ
(d) = ρ(d|m)

et on suppose que cette densité est strictement positive.

• M est un ouvert de R
N

• Pour λ-presque pour tout d ∈ E, l’application d→ ρ(d|m) est différentiable sur
M.

• On peut dériver l’application m→
∫

ρ(d|m)dλ(d) et sa dérivée est obtenue par

interversion des signes intégrale et dérivée :

∂mj

∫

ρ(d|m)dλ(d) =

∫

∂mjρ(d|m)dλ(d)

Sous ces hypothèses, on appelle matrice d’information de Fisher, la matrice

I(m) = E

[

∇m⊤ log ρ(d|m) · ∇m log ρ(d|m)

∣

∣

∣

∣

m

]

Lorsque l’application d → ρ(d|m) est deux fois dérivables, alors on peut définir la
matrice d’information de Fisher à l’aide de la matrice Hessienne. On obtient ainsi

I(m) = −E

(

∂2

∂mi ∂mj
log ρ(d|m)

∣

∣

∣

∣

m

)

1≤i,j≤M

(A.6)

La notion d’information de Fisher dans la statistique est liée à la définition de la notion
de score du modèle.
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Score

Le vecteur score est le gradient du logarithme de la fonction de vraisemblance du
modèle. On le définit comme suit :

Sm = ∇m ln ρ(d|m) =

(

1

ρ(d|m)

∂

∂mi
ρ(d|m)

)

1≤i≤M

C’est un vecteur centré, c’est-à-dire que

E

(

∇m ln ρ(d|m)

∣

∣

∣

∣

m

)

= 0

On remarque ainsi que la matrice d’information de Fisher est la matrice de variance-
covariance du vecteur score.

La fonction score mesure la qualité de discrimination entre les différents paramètres
du modèle au vu des observations et quantifie la qualité du modèle.

Remarque A.3 L’information de Fisher ainsi que la fonction de score ont un intérêt
lorsque l’estimation des paramètres par la formule de Bayes fait intervenir des hyperpa-
ramètres qui pilotent les distributions utilisées. Lorsque les hyperparamètres sont connus,
la matrice d’information de Fisher est constante et ne joue donc pas un rôle significatif
dans le processus d’inférence.

Le formalisme bayésien

Il existe deux écoles de Statistique. La première regroupe des théoriciens de l’échan-
tillonnage, ou plus généralement des probabilistes fréquentistes, qui cherchent à avoir
des méthodes fonctionnant à chaque fois, en ayant le moins d’hypothèses possibles. La
deuxième école, celle des Bayésiens, font de l’inférence qui prend en compte toute l’in-
formation disponible. Ils essaient de répondre à une question particulière sachant un
ensemble particulier de données.

La théorie de l’échantillonnage est la méthode la plus largement utilisée en Sta-
tistique, et il est fréquent de voir chez beaucoup d’auteurs les quantités telles que les
intervalles de confinement, les p-valeurs, etc. Bien que dans beaucoup de cas, l’approche
bayésienne des probabilités et l’approche fréquentiste sont assez similaires, on peut
aussi trouver des cas, où il existe des différences significatives, où l’approche fréquen-
tiste échoue devant l’approche bayésienne.

Dans ce paragraphe, nous donnons le formalisme bayésien qui permettra de définir
et de construire la distribution de probabilité a posteriori.

Définition A.3 On appelle modèle statistique bayésien tout modèle statistique (D, (Pm)m∈M)
tel que l’espace des paramètres M soit muni d’une loi de probabilité π, dite loi a priori
(une tribu T étant fixée sur M).
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Distribution de vraisemblance

La distribution de vraisemblance donne la répartition des observations sachant un
modèle. Son entropie donne l’incertitude du modèle courant et ainsi l’information conte-
nue dans ce modèle.

Définition A.4 On dit qu’un modèle statistique est dominé s’il existe une mesure σ-
finie µ sur D telle que, pour tout m ∈M, la loi soit absolument continue par rapport à
µ. Dans un tel cas, on dit que µ est une dominante du modèle et on appelle vraisemblance
du modèle toute application ρ de D ×M dans R

+ telle que, pour m ∈M, l’application
partielle ρ( · ,m) de D dans R

+ soit une densité de Pm par rapport à µ.

Dans notre étude, nous abordons seulement le cas paramétrique. Nous supposons que les
observations d1, d2, ..., dN proviennent de lois de probabilité paramétrique, c’est-à-dire
que chaque di a une distribution de densité ρi(di|mi, d1, ..., di−1). Le modèle est défini
synthétiquement par la notation suivante d ∼ ρ(d|m).

Distribution a priori

La distribution a priori représente l’information disponible sur le paramètre m,
c’est-à-dire préalable à l’observation d. Il faut pouvoir déterminer la distribution a
priori π de sorte qu’elle maximise le gain d’information.

Remarque A.4 La définition de la distribution a priori dans l’analyse statistique bayé-
sienne est importante car elle est la meilleure façon de résumer l’information (et ainsi le
manque d’information) sur le paramètre m ainsi que l’incertitude résiduelle. Elle permet
implicitement l’incorporation de cette information inexacte dans le processus d’inversion
ou de décision.

Distribution a posteriori

La distribution de vraisemblance et la distribution a priori définies, il est alors pos-
sible de construire complètement le modèle bayésien. Celui-ci construit une distribution
dite a posteriori de la variable aléatoire m|d définie par le théorème de Bayes telle que

σ(m|d) =
ρ(d|m)π(m)

∫

M
ρ(d|m)π(m) dm

(A.7)

En terme statistique, la distribution a posteriori actualise l’information contenue dans
la distribution a priori sur le paramètre m en extrayant l’information contenue dans la
distribution de vraisemblance de l’observation d. On peut réécrire l’égalité précédente
synthétiquement

posterior =
vraisemblance × prior

évidence
(A.8)
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Distributions résultantes

Il est possible de définir différentes distributions autres que la distribution a poste-
riori.

(i) Distribution jointe de (d,m) :

σ(d,m) = ρ(d|m)π(m) (A.9)

(ii) Distribution marginale de d :

σ(d) =

∫

M
ρ(d|m)π(m) dm (A.10)

(iii) Distribution prédictive de df , où df ∼ g(df |d,m) :

σ(df |d) =

∫

M
g(df |d,m)σ(m|d) dm (A.11)

La théorie de l’information et le formalisme bayésien apparaissent comme des ou-
tils incontournables pour la quantification des incertitudes. La définition de l’entropie
d’une variable aléatoire permet de mesurer l’incertitude associée à cette variable via
sa distribution de probabilité. La formule de Bayes met à jour le modèle a priori via
la distribution de vraisemblance et permet ainsi d’estimer un paramètre sachant les
observations.
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Annexe B

Calcul de la distribution a

posteriori dans le cas linéaire
gaussien

Considérons le modèle linéaire suivant :

d = F ·m + η (B.1)

où F est déterministe et η est indépendant de m. On considère le vecteur d ∈ R
N de

N observations, et le vecteur m ∈ R
M des paramètres inconnus. On suppose que η est

un processus gaussien centré de covariance Cd. En supposant que notre distribution a
priori π sur nos paramètres m est gaussienne de moyenne mo et covariance Co, alors,
on peut expliciter la distribution a posteriori :

ρ(m|d) ∝ f(d|m)π(m) (B.2)

où f est notre distribution de vraisemblance telle que :

f(d|m) = ((2π)N |Cd|)−1/2 exp
−1

2
‖d−F ·m‖2

C
−1
d

(B.3)

où l’on a défini la norme ‖x‖2A = xt Ax. Alors,

ρ(m|d) ∝ f(d|m)π(m)

∝ exp
−1

2
‖d−F ·m‖2

C
−1
d

· exp
−1

2
‖m−m0‖2

C
−1
0

∝ exp
−1

2

{

‖d−F ·m‖2
C
−1
d

+ ‖m−m0‖2
C
−1
0

}

∝ exp
−1

2

{

‖d‖2
C
−1
d

+ ‖m0‖2
C
−1
0

+ ‖F ·m‖2
C
−1
d

+ ‖m‖2
C
−1
0

− 2mt(F tC−1
d d + C−1

0 m0)

}

∝ exp
−1

2

{

‖m‖2Ft C−1
d F+C−1

0
− 2mt(F tC−1

d d + C−1
0 m0)

}
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On pose C̃ = F t C−1
d F + C−1

0 . Et donc,

ρ(m|d) ∝ exp
−1

2

{

‖m‖2
C̃
− 2mt(F tC−1

d d + C−1
0 m0)

}

∝ exp
−1

2

{

‖m− C̃−1(F tC−1
d d + C−1

0 m0)‖2C̃ − ‖C̃
−1(F tC−1

d d + C−1
0 m0)‖2C̃−1

}

∝ exp
−1

2

{

‖m− C̃−1(F tC−1
d d + C−1

0 m0)‖2C̃
}

On reconnaît une distribution gaussienne de moyenne a posteriori :

m = (F t C−1
d F + C−1

0 )−1(F tC−1
d d + C−1

0 m0)

= (F t C−1
d F + C−1

0 )−1(F tC−1
d d + C−1

0 m0 + F tC−1
d F(m0 −m0))

= m0 + (F t C−1
d F + C−1

0 )−1F tC−1
d (d−F ·m0)

et la covariance a posteriori

C = (F t C−1
d F + C−1

0 )−1 (B.4)

Et prenant l’égalité matricielle de Woodburry :

(BCD +A)−1 = A−1 −A−1B(C−1 +DA−1B)−1DA−1

et en remarquant l’égalité :

F tC−1
d (F C0F t + Cd) = F tC−1

d F C0F t + F t

= (F tC−1
d F + C−1

0 )C0F t

On obtient,

m = m0 + C0F t(F C0F t + Cd)
−1(d−F ·m0) (B.5)

C = C0 −C0F t(F C0F t + Cd)
−1FC0 (B.6)



Annexe C

Calcul de l’information apportée
par une mesure gaussienne

Soit la distribution conditionnelle des observations sachant les paramètres m :

ρ(d|m) = ((2π)N |Cd|)−1/2 exp
−1

2
‖d−H ·m‖2Cd

et la distribution a priori sur m :

ρ(m) = ((2π)M |C0|)−1/2 exp
−1

2
‖m−m0‖2C0

La distribution a posteriori est aussi gaussienne définie par :

ρ(m|d) = (2π)M |Cq| exp
−1

2
‖m−mq‖2Cq

où mq et Cq sont respectivement la moyenne et la covariance a posteriori définies par :

mq = m0 + C0Ht (HC0Ht + Cd)
−1(d−H ·m0)

Cq = C0 −C0Ht (HC0Ht + Cd)
−1HC0

Par définition, l’information I apportée par une mesure gaussienne d’a priori gaussien
est donnée par la divergence de Kullback-Leiber entre les distributions a posteriori et
a priori :

I = I(ρ(m)) =

∫

M
ρ(m|d) log

ρ(m|d)

ρ(m)
dm

=
1

2
log
|C0|
|Cq|

+
1

2
tr
[

C−1
0 Cq

]

+
1

2
‖mq −m0‖2C−1

0
− M

2
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On peut expliciter et simplifier l’écriture de I en reprenant les définitions de mq et de
Cq. Ainsi, on obtient :

1

2
tr[C−1

0 Cq] =
1

2
tr

[

IM −Ht (HC0Ht + Cd)
−1HC0

]

=
M

2
− 1

2
tr

[

Ht (HC0Ht + Cd)
−1HC0

]

‖mq −m0‖2C−1
0

= (mq −m0)
t C−1

0 (mq −m0)

= (mq −m0)
tHt (HC0Ht + Cd)

−1(d−H ·m0)

= (C0Ht (HC0Ht + Cd)
−1(d−H ·m0))

tHt (HC0Ht + Cd)
−1(d−H ·m0)

= (d−H ·m0)
t (HC0Ht + Cd)

−1H C0Ht (HC0Ht + Cd)
−1(d−H ·m0)

= ‖d−H ·m0‖2H

où H = (HC0Ht + Cd)
−1H C0Ht (HC0Ht + Cd)

−1

De même,

1

2
log
|C0|
|Cq|

=
−1

2
log
|Cq|
|C0|

=
−1

2
log |C−1

0 Cq|

=
−1

2
log | IM −Ht (HC0Ht + Cd)

−1HC0 |

=
−1

2
log | IN −HC0Ht (HC0Ht + Cd)

−1 |

en utilisant l’égalité de Schur.

Et donc, on obtient :

1

2
log
|C0|
|Cq|

=
−1

2
log | Cd (Cd +HC0Ht)−1 |

=
1

2
log | Cd +HC0Ht | − 1

2
log |Cd|

On exprime donc l’information I :

2I = log | Cd +HC0Ht | − log |Cd|+ ‖d−H ·m0‖2H − tr
[

Ht (HC0Ht + Cd)
−1HC0

]



Annexe D

Formule de Schur

La formule de Schur permet de décomposer le déterminant d’une matrice partition-
née en un produit à l’aide de ses éléments. Supposons que la matrice A1 est de taille
(m×m) et A4 de taille (n×n), alors, on établit la relation, en supposant que la matrice
A1 est non singulière.

∣

∣

∣

∣

A1 A2

A3 A4

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

Im 0

−A3A
−1
1 In

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

A1 A1

A3 A4

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

A1 A2

0 A4 −A3A
−1
1 A2

∣

∣

∣

∣

=
∣

∣A1

∣

∣

∣

∣A4 −A3A
−1
1 A2

∣

∣

On établit de même, en supposant que A4 est non singulère,
∣

∣

∣

∣

A1 A2

A3 A4

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

Im −A2A
−1
4

0 In

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

A1 A1

A3 A4

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

A1 −A3A
−1
1 0

A3 A4

∣

∣

∣

∣

=
∣

∣A4

∣

∣

∣

∣A1 −A2A
−1
4 A3

∣

∣

En choisissant, astucieusement A1 = Im et A4 = In, on a l’égalité

∣

∣

∣

∣

Im A2

A3 In

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

Im −A2A
−1
4

0 In

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

A1 A1

A3 A4

∣

∣

∣

∣

=
∣

∣Im

∣

∣

∣

∣In −A3I
−1
m A2

∣

∣ =
∣

∣In

∣

∣

∣

∣Im −A2I
−1
n A3

∣

∣

Soit encore,

∣

∣In −A3A2

∣

∣ =
∣

∣Im −A2A3

∣

∣
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Annexe E

Calcul du déterminant après
agrégation de p points

On considère le déterminant de la matrice suivante :

M = |IN +C−1
d ·FC0F t| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 + σ11 σ12 . . . . . . . σ1p σ1p+1 . . . σ1N

σ21
. . .

... σ2p+1 . . . σ2N
...

. . . σp−1p
...

...
σp1 . . . σpp−1 1 + σpp σpp+1 . . . σpN

σp+11 . . . σp+1p−1 σp+1p 1 + σp+1p+1 σp+1N
...

...
...

...
. . .

...
σN1 . . . σNp−1 σNp σNp+1 σNN

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

On suppose que l’on regroupe les p premiers points de la matrice et donc que les
indices {1, 2..., p − 1} sont égaux à p. On obtient alors la matrice suivante :

M =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 + σpp σpp . . . . . σpp σpp+1 . . . σpN

σpp
. . .

... σpp+1 . . . σpN
...

. . . σpp
...

...
σpp . . . σpp 1 + σpp σpp+1 . . . σpN

σp+1p . . . σp+1p σp+1p 1 + σp+1p+1 σp+1N
...

...
. . .

...
σNp . . . σNp σNp σNp+1 σNN

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣
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Calculons M et évaluons le poids au point p.

Ci ←− Ci − Cp, i < p

M =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 . . . σpp σpp+1 . . . σpN

0
. . .

... σpp+1 . . . σpN
...

. . . σpp
...

...
−1 . . −1 1 + σpp σpp+1 . . . σpN

0 . . 0 σp+1p 1 + σp+1p+1 . . . σp+1N
...

...
...

...
. . .

...
0 . . 0 σNp σNp+1 . . . σNN

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

On additionne les p− 1 premières lignes à la ligne Lp :

Lp ←− Lp + Li, i < p

M =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 . . σpp σpp+1 . . . σpN

0
. . .

... σpp+1 . . . σpN
...

. . . σpp
...

...
0 . . 0 1 + pσpp pσpp+1 . . . pσpN

0 . . 0 σp+1p 1 + σp+1p+1 . . . σp+1N
...

...
...

...
. . .

...
0 . . 0 σNp σNp+1 . . . σNN

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣
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On multiplie par p les p− 1 premières lignes, et on leur retranche la ligne Lp :

Ci ←− pCi, i < p

M =

(

1

p

)p−1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

p 0 . . pσpp pσpp+1 . . . pσpN

0
. . .

... pσpp+1 . . . pσpN
...

. . . pσpp
...

...
0 . . 0 1 + pσpp pσpp+1 . . . pσpN

0 . . 0 σp+1p 1 + σp+1p+1 . . . σp+1N
...

...
...

...
. . .

...
0 . . 0 σNp σNp+1 . . . σNN

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Li ←− Li − Lp, i < p

M =

(

1

p

)p−1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

p 0 . . −1 0 . . . 0

0
. . .

... 0 . . . 0
...

. . . −1
...

...
0 . . 0 1 + pσpp pσpp+1 . . . pσpN

0 . . 0 σp+1p 1 + σp+1p+1 . . . σp+1N
...

...
...

...
. . .

...
0 . . 0 σNp σNp+1 . . . σNN

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Soit encore, en factorisant :

M =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 . . −1 0 . . . 0

0
. . .

... 0 . . . 0
...

. . . −1
...

...
0 . . 0 1 + pσpp pσpp+1 . . . pσpN

0 . . 0 σp+1p 1 + σp+1p+1 . . . σp+1N
...

...
...

...
. . .

...
0 . . 0 σNp σNp+1 . . . σNN

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣
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On termine en additionnant les p− 1 premières colonnes à la colonne p,

M =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 . . 0 0 . . . 0

0
. . .

... 0 . . . 0
...

. . . 0
...

...
0 . . 0 1 + pσpp pσpp+1 . . . pσpN

0 . . 0 σp+1p 1 + σp+1p+1 . . . σp+1N
...

...
...

...
. . .

...
0 . . 0 σNp σNp+1 . . . σNN

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Et ainsi :

M =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 + pσpp pσpp+1 . . . pσpN

σp+1p 1 + σp+1p+1 . . . σp+1N
...

...
. . .

...
σNp σNp+1 . . . σNN

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



Annexe F

Linéarisation autour du maximum
de vraisemblance

Plaçons nous dans un cadre bayésien où toutes les distributions sont gaussiennes.
Considérons le problème de régression général suivant.

Soit d|m ∼ NN(F ·m,Cd) une observation sur l’espace D ⊆ R
N . Considérons le

paramètre inconnu m de M⊆ R
M de distribution a priori π(m) et posons la relation

suivante :

d = F ·m + η (F.1)

où η ∼ NN(0,Cd) est un bruit gaussien.

En posant la distribution a priori gaussienne :

π(m) = ((2π)M |C0|)-1/2 exp
-1
2
‖m−m0‖2C-1

0
(F.2)

on peut déduire la distribution a posteriori :

ρ(m|d) =
ρ(d|m)π(m)

∫

M
ρ(d|m)π(m) dm

=
ρ(d|m)π(m)

σ(d)
(F.3)

Dans un premier temps, nous explicitons la distribution σ(d).

σ(d) =

∫

M
ρ(d|m)π(m) dm (F.4)

σ(d) = ((2π)N |Cd|)-1/2((2π)M |C0|)-1/2

∫

M
exp

-1
2

[

‖d−F ·m‖2
C-1

d
+ ‖m−m0‖2C-1

0

]

dm

(F.5)
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En développant, on obtient :

‖d−F ·m‖2
C-1

d
+ ‖m−m0‖2C-1

0
= ‖d−F ·m0 −F · (m−m0)‖2C-1

d
+ ‖m−m0‖2C-1

0

(F.6)

= ‖d−F ·m0‖2C-1
d
− 2(d−F ·m0)

tC-1
d F · (m−m0)

(F.7)

+ ‖m−m0‖2C-1
0 +FtC-1

d F

Soit, en remplaçant dans F.4, on obtient :

σ(d) = ((2π)N |Cd|)-1/2((2π)M |C0|)-1/2 exp
-1
2
‖d−F ·m0‖2C-1

d
×

∫

M
exp

-1
2

[

‖m−m0‖2C -1
0 +FtC -1

d F + (d−F ·m0)
tC -1

d F · (m−m0)

]

dm

(F.8)

= ((2π)N |Cd|)-1/2((2π)M |C0|)-1/2 exp
-1
2
‖d−F ·m0‖2C -1

d
×

∫

M
exp

-1
2
‖m−m0‖2H + bt · (m−m0)dm (F.9)

où l’on a posé H = C -1
0 + F tC -1

d F et bt = (d−F ·m0)
tC -1

d F .
Alors, puisque H est symétrique

σ(d) = ((2π)N |Cd|) -1/2((2π)M |C0|)-1/2((2π)M |H|-1)+1/2×

exp
-1
2
‖d−F ·m0‖2C-1

d
exp

+1

2
‖bt ·H-1 · b‖ (F.10)

= (2π)−N/2(|Cd| · |C0| · |H|)-1/2×

exp
-1
2

[

‖d−F ·m0‖2C-1
d
− ‖bt ·H-1 · b‖

]

(F.11)

Or,

bt ·H-1 ·b = (d−F ·m0)
tC-1

d F · (C -1
0 + F tC -1

d F)-1 · F tC- 1
d (d−F ·m0) (F.12)

= ‖d−F ·m0‖2C-1
d F·(C -1

0 +FtC -1
d F)-1·FtC- 1

d
(F.13)

Donc,

σ(d) =(2π)−N/2(|Cd| · |C0| · |H|)-1/2×

exp
-1
2
‖d−F ·m0‖2C- 1

d −C-1
d F·(C -1

0 +FtC -1
d F)-1·FtC- 1

d
(F.14)

Avec l’identité de Woodburry, on obtient directement pour la matrice de covariance :

C- 1
d −C-1

d F · (C -1
0 + F tC -1

d F)-1 · F tC- 1
d = (Cd + FCoF t)−1 (F.15)
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On utilise cette même identité pour le calcul de H−1. Soit :

H−1 =(C -1
0 + F tC -1

d F)−1 = C0 −C0F t(Cd + FC0F t)−1FC0 (F.16)

=C0(IM −F t(Cd + FC0F t)−1FC0) (F.17)

On obtient, en utilisant l’égalité de Schur :

|C0|−1|H|−1 =| IM −F t(Cd + FC0F t)−1FC0| (F.18)

=| IN −FC0F t(Cd + FC0F t)−1| (F.19)

=| IN −F t(C -1
0 + F tC -1

d F)−1FC -1
d | (F.20)

Finalement,

|Cd|−1|C0|−1|H|−1 =| C -1
d −C -1

d F t(C -1
0 + F tC -1

d F)−1FC -1
d | (F.21)

=|Cd + FC0F t|−1 (F.22)

La distribution σ est donc gaussienne, indépendante de m,

σ(d) = ((2π)N |Cd + FC0F t|)−1/2 exp
-1
2
‖d−F ·m0‖2(Cd+FC0Ft)−1 (F.23)

Nous reprenons la distribution a posteriori. On remarque que :

-1
2
‖d−F ·m‖2

C -1
d

=
-1
2
‖d−F · m̃‖2

C -1
d

+
-1
2
‖m− m̃‖2FtC -1

d F (F.24)

où m̃ est obtenu au maximum de vraisemblance, c’est-à-dire,

m̃ = arg min
m∈M

‖d−F ·m‖2
C -1

d
= (F tC -1

d F) -1F tC -1
d d (F.25)

Si on intègre ce résultat dans la distribution a posteriori, on obtient :

ρ(m|d)

π(m)
= ((2π)N |Cd|) -1/2 exp

-1
2
‖d−F·m̃‖2

C -1
d

exp
-1
2
‖m−m̃‖2FtC -1

d F×
1

σ(d)
(F.26)

Calculons à présent l’information contenue dans une mesure.

Nous avons :

log
ρ(m|d)

π(m)
= log((2π)N |Cd|) -1/2 − 1

2
‖d−F · m̃‖2

C -1
d
− 1

2
‖m− m̃‖2FtC -1

d F − log σ(d)

(F.27)

Nous obtenons l’information contenue dans une mesure en calculant l’espérance sachant
m de l’expression précédente. Soit,

I(π(m)) =E

[

log
ρ(m|d)

π(m)

∣

∣

∣

∣

m

]

(F.28)

= log((2π)N |Cd|) -1/2 − 1

2
‖d−F · m̃‖2

C -1
d
− log σ(d)

− 1

2
E

[

‖m− m̃‖2FtC -1
d F

∣

∣

∣

∣

m

]

(F.29)
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Le calcul de E

[

‖m − m̃‖2FtC -1
d F

∣

∣

∣

∣

m

]

fait intervenir la moyenne et la covariance a

posteriori que nous noterons respectivement mq et Cq. Explicitons le calcul. Soit,

E

[

‖m− m̃‖2FtC -1
d F

∣

∣

∣

∣

m|d
]

= E

[

tr

(

F tC -1
d F · ‖m− m̃‖2

) ∣

∣

∣

∣

m|d
]

(F.30)

= tr

(

F tC -1
d F · E

[

‖m− m̃‖2
∣

∣

∣

∣

m|d
])

(F.31)

= tr

(

F tC -1
d F · E

[

‖m−mq − (m̃−mq)‖2
∣

∣

∣

∣

m|d
])

(F.32)

= tr

(

F tC -1
d F ·

(

E

[

‖m−mq‖2
∣

∣

∣

∣

m|d
]

+ ‖m̃−mq‖2
))

(F.33)

Or, E

[

‖m−mq‖2
∣

∣

∣

∣

m|d
]

≡ Cq par définition. Donc,

E

[

‖m− m̃‖2FtC -1
d F

∣

∣

∣

∣

m|d
]

= tr

(

F tC -1
d F ·

(

Cq + ‖m̃−mq‖2
))

(F.34)

= tr

[

F tC -1
d F ·Cq

]

+ ‖m̃−mq‖2FtC -1
d F (F.35)

On obtient la valeur de l’information contenue dans une mesure gaussienne,

I(π(m)) = log((2π)N |Cd|) -1/2 − 1

2
‖d−F · m̃‖2

C -1
d
− log σ(d)

− 1

2
tr

[

F tC -1
d F ·Cq

]

− 1

2
‖m̃−mq‖2FtC -1

d F (F.36)

De même, à l’aide du calcul explicite de la distribution σ(d), on peut déduire la
valeur moyenne du contenu d’information en calculant l’espérance sachant d de I(π).

Ainsi, l’information moyenne est :

< I >= E

[

I(π)

∣

∣

∣

∣

d

]

(F.37)

= log((2π)N |Cd|) -1/2 − 1

2
tr

[

F tC -1
d F ·Cq

]

− 1

2
‖m̃−mq‖2FtC -1

d F

− 1

2
E

[

‖d−F · m̃‖2
C -1

d

∣

∣

∣

∣

d

]

+ E

[

− log σ(d)

∣

∣

∣

∣

d

]

(F.38)

On reconnaît la définition de l’entropie de Shannon telle que :

E

[

− log σ(d)

∣

∣

∣

∣

d

]

≡ Ed{σ} =
1

2
log(2π)N |Cd + FC0F t|+ N

2
(F.39)
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On explicite l’autre terme d’espérance en introduisant sa moyenne F ·m0 calculé plus
haut.

1

2
E

[

‖d−F · m̃‖2
C -1

d

∣

∣

∣

∣

d

]

=
1

2
tr

(

C -1
d · E

[

‖d−F · m̃‖2
∣

∣

∣

∣

d

])

(F.40)

=
1

2
tr

(

C -1
d · ·E

[

‖d−F ·m0 −F · (m̃−m0)‖2
∣

∣

∣

∣

d

])

(F.41)

=
1

2
tr

(

C -1
d ·

(

E

[

‖d−F ·m0‖2
∣

∣

∣

∣

d

]

+ ‖F · (m̃−m0)‖2
))

(F.42)

=
1

2
tr

(

C -1
d (Cd + FC0F t)

)

+ tr

(

C -1
d · ‖F · (m̃−m0)‖2

)

(F.43)

=
1

2
tr

(

IN + C -1
d FC0F t

)

+
1

2
‖m̃−m0‖2FtC -1

d F (F.44)

On conclut que l’information moyenne apportée par une mesure d est

< I >=
1

2
tr

(

IN + C -1
d FC0F t

)

+
1

2
‖m̃−m0‖2FtC -1

d F

+ log((2π)N |Cd|) -1/2 − 1

2
tr

[

F tC -1
d F ·Cq

]

− 1

2
‖m̃−mq‖2FtC -1

d F

+
1

2
log(2π)N |Cd + FC0F t|+ N

2
(F.45)

=
1

2
log |IN + C -1

d FC0F t|

+
1

2
tr

(

IN + C -1
d FC0F t

)

− 1

2
tr

[

F tC -1
d F ·Cq

]

(F.46)
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Annexe G

Fonction de covariance de la
perméabilité apparente

A l’ordre n = 1, la perméabilité apparente est définie par :

kapp(t) =
1

2πD0t

∫

R2

k(r)G(r, t) dr (G.1)

On suppose que G est à l’ordre 1 constant par l’opérateur de la moyenne spatiale. Par
conséquent, la moyenne spatiale de la perméabilité apparente s’exprime directement en
fonction de la moyenne spatiale de la permeabilité pondérée par le noyau d’Oliver G,
soit la relation suivante :

< k ∗G(r, t) >=< k > ∗G(r, t) (G.2)

L’expression de la fonction de covariance de la perméabilité entre deux temps d’obser-
vation t et τ est alors exprimée simplement par la fonction suivante :

< kapp(t), kapp(τ) > = G(r, t) < k(r), k(ξ) > G(ξ, τ)

=

(

1

2πD0

√
t·τ

)2 ∫∫

R2

< k(r), k(ξ) > G(r, t)G(ξ, τ) drdξ (G.3)

Dans la mesure où nous choisissons une réalisation lognormale de la perméabilité, un
choix particulier de sa définition peut-être choisi. En effet, dans le cas d’une réalisation
lognormale de la perméabilité, Sagar a montré numériquement qu’en effectuant une
moyenne géométrique des perméabilités sur une couronne, son estimation était . Ma-
theron a montré dans le cas cartésien que la perméabilité est exprimée en moyennant
par :

k(r) = kG · exp

{

1

|Cr|

∫

Cr

log k(s) ds

}

(G.4)

Par simplicité d’écriture, on pose kG = 1 et on définit la variable aléatoire Zr par

Zr =
1

|Cr|

∫

Cr

log k(s) ds (G.5)
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Par construction, la variable aléatoire Zr est normale supposée centrée. Par conséquent,
expZr est une variable aléatoire log-normale et on obtient alors :

< k(r), k(ξ) > =< expZr, expZξ > (G.6)

=< expZr · expZξ > − < expZr >< expZξ > (G.7)

=< exp(Zr + Zξ) > − < expZr >< expZξ > (G.8)

= exp
1

2
< (Zr + Zξ)

2 > − exp
1

2
< Z2

r > · exp < Z2
ξ > (G.9)

Soit encore :

< k(r), k(ξ) >= exp
1

2
(< Z2

r > + < Z2
ξ >)

(

exp < ZrZξ > −1

)

(G.10)

On définit la variable aléatoire Y par :

Y (s) = log
k(s)

kG
(G.11)

On a d’après la définition de Zr :

Zr =
1

|Cr|

∫

Cr

log k(s) ds =
1

|Cr|

∫

Cr

Y (s) ds (G.12)

Ainsi,

< Z2
r >=

1

|Cr|2
∫∫

Cr

< Yr(s)Yr(s
′) > ds ds′ (G.13)

Par stationnarité, cette dernière égalité s’exprime seulement par une intégrale simple à
l’aide de la fonction de covariance C telle que :

< Z2
r > =

1

|Cr|2
∫∫

Cr

C(|rs − rs′ |) ds ds′ (G.14)

=
1

|Cr|

∫

Cr

C(|rs − r0|) ds (G.15)

En choisissant la fonction de covariance gaussienne, on peut expliciter la dernière égalité
comme suit,

< Z2
r >=

1

|Cr|

∫

Cr

σ2
0 · exp

−1

2

( |rs − r0|
ℓc

)2

ds (G.16)

En paramétrant la courbe Cr par (r0 cos(θ), r0 sin(θ)), avec θ ∈ [0, 2π], on obtient par
changement de variable :

< Z2
r > =

1

2πr0

∫ 2π

0
σ2

0 · exp
−1

2

(

((r0 cos θ − r0)2 + r20 sin2 θ

ℓ2c

)

r0 dθ

=
1

2π

∫ 2π

0
σ2

0 · exp
−1

2

(

2r20(1− cos θ)

ℓ2c

)

dθ

= σ2
0 · exp

(−r20
ℓ2c

)

1

2π

∫ 2π

0
exp

(

r20
ℓ2c
· cos θ

)

dθ

= σ2
0 exp

(−r20
ℓ2c

)

I0
(

r20
ℓ2c

)
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Et donc,

< Z2
r >= σ2

0 exp

(−r20
ℓ2c

)

I0
(

r20
ℓ2c

)

(G.17)

De la même manière, en paramétrant la courbe Cξ par (ξ0 cos θ, ξ0 sin θ), avec θ ∈ [0, 2π],
on obtient :

< Z2
ξ >= σ2

0 exp

(−ξ20
ℓ2c

)

I0
(

ξ20
ℓ2c

)

(G.18)

Le calcul de < ZrZξ > est plus délicat. En reprenant (G.12), on obtient sur deux
couronnes Cr et Cξ, la covariance croisée :

< ZrZξ >=
1

|Cr||Cξ|

∫

Cr

∫

Cξ

C(|rs − ξu|) ds du (G.19)

En reprenant le paramétrage des deux courbes comme précédemment, on obtient l’éga-
lité suivante :

< ZrZξ > =
1

2πr0

1

2πξ0

∫∫ 2π

0
exp
−1

2

|rs − ξu|2
ℓ2c

dθ dϕ

=
1

(2π)2
1

r0ξ0

∫∫ 2π

0
σ2

0 exp
−1

2

(r cos θ − ξ cosϕ)2 + (r sin θ − ξ sin θ)2

ℓ2c
r0dθ ξ0dϕ

=
σ2

0

(2π)2

∫∫ 2π

0
exp
−1

2

r2 + ξ2 − 2rξ cos(θ − ϕ)

ℓ2c
dθ dϕ

En posant t = θ − ϕ, avec t ∈ [−ϕ, 2π − ϕ], on obtient :

< ZrZξ > =
σ2

0

(2π)2

∫ 2π

0
exp

(−1

2

r2 + ξ2

ℓ2c

)∫ 2π−ϕ

−ϕ
exp

(

rξ

ℓ2c
cos t

)

dt dϕ

Du fait de la périodicité de t→ exp

(

rξ

ℓ2c
cos t

)

, on obtient

< ZrZξ > =
σ2

0

(2π)2

∫ 2π

0
exp

(−1

2

r2 + ξ2

ℓ2c

)∫ 2π

0
exp

(

rξ

ℓ2c
cos t

)

dt dϕ

=
σ2

0

(2π)2
exp

(−1

2

r2 + ξ2

ℓ2c

)∫ 2π

0
dϕ

∫ 2π

0
exp

(

rξ

ℓ2c
cos t

)

dt

=
σ2

0

2π
exp

(−1

2

r2 + ξ2

ℓ2c

)∫ 2π

0
exp

(

rξ

ℓ2c
cos θ

)

dθ

= σ2
0 exp

(−1

2

r2 + ξ2

ℓ2c

)

I0
(

rξ

ℓ2c

)

(G.20)

Finalement,
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< k(r), k(ξ) > = k2
G · exp









1

2

σ2
0

exp
r2

ℓ2c

I0
(

r2

ℓ2c

)

+
1

2

σ2
0

exp
ξ2

ℓ2c

I0
(

ξ2

ℓ2c

)









·









exp









σ2
0

exp
r2 + ξ2

2ℓ2c

I0
(

rξ

ℓ2c

)









− 1









On retrouve la propriété de la covariance telle que :

< k(r), k(ξ) >=< k(ξ), k(r) > (G.21)

On peut calculer les cas limites suivants. Sans difficultés, on a :

< k(r), k(r) > = V ar(k(r)) = lim
ξ→r

< k(r), k(ξ) >

= k2
G · exp









σ2
0

exp
r2

ℓ2c

I0
(

r2

ℓ2c

)

















exp









σ2
0

exp
r2

ℓ2c

I0
(

r2

ℓ2c

)









− 1









(G.22)

De même, on a :

< k(r0), k(∞) > = lim
r→r0

lim
ξ→∞

< k(r), k(ξ) >

= lim
ξ→∞

lim
r→r0

< k(r), k(ξ) > (G.23)

= lim
ξ→∞

k2
G · exp









1

2

σ2
0

exp
r20
ℓ2c

I0
(

r20
ℓ2c

)

+
1

2

σ2
0

exp
ξ2

ℓ2c

I0
(

ξ2

ℓ2c

)

















exp









σ2
0

exp
r20 + ξ2

2ℓ2c

I0
(

r0
ℓ2c
ξ

)









− 1









(G.24)

= 0 (G.25)

Reprenons le calcul de la corrélation entre les perméabilités aux temps t et τ .

< kapp(t), kapp(τ) >=
1

(

2πD0

√
tτ
)2

∫∫

R2

< k(r), k(ξ) > G(r, t)G(ξ, τ)drdξ (G.26)

où G(r, t) = G(z) = ze−z (2K1(z)(1 − 1/z) +K0(z) +K2(z)) avec z =
r2

2D0t
.
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On réécrit cette dernière intégrale en scindant les deux termes. Et on obtient,

< kapp(t), kapp(τ) >=

∫ +∞

0

G(ξ, τ)

2πD0τ

∫ +∞

0
< k(r), k(ξ) >

G(r, t)

2πD0t
drdξ (G.27)

Dans un premier temps, on peut approximer le noyau de pondération d’Oliver G
par un dirac en

√
D0t de telle manière que

G(r, t) ≈ δ(r2 −
√

D0t) (G.28)

Ainsi, une approximation de la corrélation entre les perméabilités apparentes est :

< kapp(t), kapp(τ) > ≈< k(
√

D0t), k(
√

D0τ) > (G.29)

= exp









1

2

σ2
0

exp

(

t
D0

ℓ2c

)I0
(

t
D0

ℓ2c

)

+
1

2

σ2
0

exp

(

τ
D0

ℓ2c

)I0
(

τ
D0

ℓ2c

)









×









exp









σ2
0

exp

(

(t+ τ)
D0

ℓ2c

)I0
(

(t+ τ)
D0

ℓ2c

)









− 1









(G.30)
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Annexe H

Simulateur d’essai de puits
monophasique 3D

On fait l’hypothèse que la variation de pression suit l’équation de diffusivité classique
[Daviau 1986, Romeu 1994] :

φµcT∂tP (r, t) = ∇(k(r)∇P (r, t)) +
Q

h
χr−rw

Le réservoir est discrétisé sur un maillage cartésien régulier. Les propriétés pétro-
physiques sont supposées constantes sur chaque maille. La résolution de l’équation de
diffusité se fait par volumes finis.

On obtient pour chaque maille (ijk) :

φcTVijk

Pn
ijk − Pn−1

ijk

∆t
=

1

µ

∑

ϑ(ijk)

T
(ijk)→ϑ(ijk)

(

Pn
ϑ(ijk)

− Pn
ijk

)

+
Q

hµ
χ(ijk),iw (H.1)

où Vijk est le volume de la maille (ijk), cT la compressibilité totale du fluide et Pn
ijk =

P (xijk, tn) = P ((iδx, jδy, kδz), n∆t). ϑ(ijk) représente les indices du voisinage de la
maille (ijk). On définit les transmissivités inter-blocs par T

(ijk)→ϑ(i)
, où

T(ijk)→(i+1,jk) = 2(k−1
ijk + k−1

i+1,jk)
−1

avec kijk la perméabilité en la maille (ijk).

Explicitons le système linéaire permettant la résolution de (H.1).
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φcTVijkP
n
ijk −

∆t

µ

∑

ϑ(ijk)

T(ijk)→ϑ(ijk)

(

Pn
ϑ(ijk) − Pn

ijk

)

= cTVijkφP
n−1
ijk +

∆t

hµ
Qχ(ijk),iw

φcTVijkP
n
ijk +

∆t

µ

∑

ϑ(ijk)

T(ijk)→ϑ(ijk)P
n
ijk −

∆t

µ

∑

ϑ(ijk)

T(ijk)→ϑ(i)P
n
ϑ(ijk) = cTVijkφP

n−1
ijk +

∆t

hµ
Qχ(ijk),iw

(

φcTVijk +
∆t

µ

∑

ϑ(ijk)

T(ijk)→ϑ(ijk)

)

Pn
ijk −

∆t

µ

(

Ti,i−1P
n
i−1,jk + Ti,i+1P

n
i+1,jk +

+Tj,j−1P
n
i,j−1,k + Tj,j+1P

n
i,j+1,k + Tk,k−1P

n
ij,k−1 + Tk,k+1P

n
ij,k+1

)

= cTVijkφP
n−1
ijk +

∆t

hµ
Qχ(ijk),iw

où pour simplifier l’écriture, Ti,i+1 = T(i••)→i+1,••.

On se place dans le repère cartésien, où q = i + jN + kNM représente la position
en (ijk).

(

φcTVijk +
∆t

µ

∑

ϑ(ijk)

T(ijk)→ϑ(ijk)

)

Pn
ijk −

∆t

µ

(

Ti,i−1P
n
i−1,jk + Ti,i+1P

n
i+1,jk +

+Tj,j−1P
n
i,j−1,k + Tj,j+1P

n
i,j+1,k + Tk,k−1P

n
ij,k−1 + Tk,k+1P

n
ij,k+1

)

= cTVijkφP
n−1
ijk +

∆t

h
Qχ(ijk),iw

(

φcTVq +
∆t

µ

∑

ϑ(q)

Tq→ϑ(q)

)

Pn
q −

∆t

µ
〈Tloc, P

n
loc〉 = cTVqφP

n−1
q +

∆t

h
Qχq,qw

où Tloc = [Tq,q±1 Tq,q±N Tq,q±N∗M ] et Pn
loc = [Pn

q±1 P
n
q±N Pn

q±N∗M ]

On suppose connue la matrice k des perméabilités en tout point de l’espace Ω. On
définit le produit matrice-vecteur. ∀q ∈ Ω :

y[q] + = (φcTVq +
∆t

µ
α) x[q] −

∆t

µ
〈Tloc, xloc〉

où α =
∑

Tloc et xloc = [ x[q±1] xx[q±N ] x[q±N∗M ] ]

le second membre est défini par :

b[q] = φcTV[q]P
0
[q] +

∆t

h
Qχ[q−qw]

où P 0
q est la pression initiale dans le réservoir.



Annexe I

Fonction de covariance du front de
saturation

On rappelle ici l’expression de la perturbation δx du front dans l’espace de Fourier-
Laplace telle que :

δx(q, w) =
−q2

(Aq − q1) ((q1)2 + q2)

(

1 + i
Aq1
q

)

K(q1,q)

c
(I.1)

On calcule explicitement la fonction de corrélation entre deux fronts de saturation
à deux temps différents. On pose :

C(~y, t;~ξ, τ) =

∫

dq1
2π

d~q
(2π)d−1

|M(q1, ~q)|2K(q1, ~q)ei~q·(~y−
~ξ)eiq1c0(t−τ) (I.2)

oú K(q1, ~q) est exprimée par sa mesure spectrale telle que :

K(q1, ~q) =

∫ +∞

0
dm ρ̂(m)e−m(q2

1+~q·~q) =

∫ +∞

0
dm ρ̂(m)e−m(q2

1+q2) (I.3)

et

|M(q1, ~q)|2 =
1 +A2

1−A2

(

1

q21 +A2q2
− 1

q21 + q2

)

− q2

(q21 + q2)2
(I.4)

La fonction de covariance dépend de la variation entre les fronts de saturation ~y et
~ξ, respectivement situés aux temps t et τ . On pose ~u = ~y−~ξ et ∆t = t−τ et on obtient

C(~u;∆t) =

∫ +∞

0
dmρ̂(m)

∫

dq1
2π

d~q
(2π)d−1

1 +A2

1−A2

(

1

q21 +A2q2
− 1

q21 + q2

)

ei~q·~ueiq1c∆te−m(q2
1+q2)

−
∫ +∞

0
dmρ̂(m)

∫

dq1
2π

d~q
(2π)d−1

q2

(q21 + q2)2
ei~q·~ueiq1c∆te−m(q2

1+q2) (I.5)

On exprime cette dernière intégrale par la différence entre l’intégrale :

I1 =

∫ +∞

0
dmρ̂(m)

∫

dq1
2π

d~q
(2π)d−1

1 +A2

1−A2

(

1

q21 +A2q2
− 1

q21 + q2

)

ei~q·~u−mq2
eiq1c∆t−mq2

1
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et l’intégrale :

I2 =

∫ +∞

0
dmρ̂(m)

∫

dq1
2π

d~q
(2π)d−1

q2

(q21 + q2)2
ei~q·~u−mq2

eiq1c∆t−mq2
1 (I.6)

Calculons successivement ces deux intégrales. On utilise la propriété de la distribution
Gamma telle que :

1

q21 +A2q2
=

∫ +∞

0
dα e−α(q2

1+A2q2),
1

q21 + q2
=

∫ +∞

0
dα e−α(q2

1+q2) (I.7)

pour obtenir une intégrale d’exponentielles. L’intégrale I1 peut se réécrire alors :

I1 =

∫ +∞

0
dmρ̂(m)

∫ +∞

0
dα

1 +A2

1−A2

∫

d~q
(2π)d−1

ei~q·~u−(αA2+m)q2

∫

dq1
2π

eiq1c∆t−(α+m)q2
1

−
∫ +∞

0
dmρ̂(m)

∫ +∞

0
dα

1 +A2

1−A2

∫

d~q
(2π)d−1

ei~q·~u−(α+m)q2

∫

dq1
2π

eiq1∆t−(α+m)q2
1 (I.8)

On reconnaît aux facteurs près les intégrales de Poisson,

I1 =

∫ +∞

0
dmρ̂(m)

∫ +∞

0
dα

1 +A2

1−A2

1

(4π)(d−1)/2

e−u2/4(αA2+m)

(αA2 +m)(d−1)/2

× 1

(4π)1/2

e−(c∆t)2/4(α+m)

(α+m)1/2
(I.9)

−
∫ +∞

0
dmρ̂(m)

∫ +∞

0
dα

1 +A2

1−A2

1

(4π)(d−1)/2

e−u2/4(α+m)

(α+m)(d−1)/2

× 1

(4π)1/2

e−(c∆t)2/4(α+m)

(α+m)1/2
(I.10)

Dans la première intégrale, on effectue le changement de variable α → α/A2. La
deuxième intégrale restant inchangée, on obtient :

I1 =

∫ +∞

0
dmρ̂(m)

∫ +∞

0

dα/A2

(4π)d/2

1 +A2

1−A2

e−u2/4(α+m)

(α+m)(d−1)/2

e−(cA∆t)2/4(α+A2m)

1
A(α +A2m)1/2

−
∫ +∞

0
dmρ̂(m)

∫ +∞

0

dα

(4π)d/2

1 +A2

1−A2

e−u2/4(α+m)

(α+m)(d−1)/2

e−(c∆t)2/4(α+m)

(α+m)1/2
(I.11)

=

∫ +∞

0
dmρ̂(m)

∫ +∞

0

dα

(4π)d/2

1 +A2

1−A2

1

A

e−u2/4(α+m)

(α+m)(d−1)/2

e−(cA∆t)2/4(α+A2m)

(α+A2m)1/2

−
∫ +∞

0
dmρ̂(m)

∫ +∞

0

dα

(4π)d/2

1 +A2

1−A2

e−u2/4(α+m)

(α+m)(d−1)/2

e−(c∆t)2/4(α+m)

(α+m)1/2
(I.12)
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En regroupant les deux intégrales, on obtient après factorisation :

I1 =

∫ +∞

0
dmρ̂(m)

∫ +∞

0

dα

(4π)d/2

1 +A2

1−A2

e−u2/4(α+m)

(α+m)d/2

×
(

1

A

(

α+m

α+A2m

)1/2

e
− (cA∆t)2

4(α+A2m) − e−
(c∆t)2

4(α+m)

)

(I.13)

On effectue le changement de variable α→ mα qui nous donne :

I1 =

∫ +∞

0
dmρ̂(m)

∫ +∞

0

mdα

(4π)d/2

1 +A2

1−A2

e−u2/4m(α+1)

md/2(α+ 1)d/2

×
(

1

A

(

α+ 1

α+A2

)1/2

e
− (cA∆t)2

4m(α+A2) − e−
(c∆t)2

4m(α+1)

)

(I.14)

=

∫ +∞

0
dm

mρ̂(m)

(4mπ)d/2

∫ +∞

0
dα

1 +A2

1−A2

e−u2/4m(α+1)

(α+ 1)d/2

×
(

1

A

(

α+ 1

α+A2

)1/2

e
− (cA∆t)2

4m(α+A2) − e−
(c∆t)2

4m(α+1)

)

(I.15)

On simplifie cette dernière intégrale en effectuant le changement de variable β →
1/(1 + α). L’intégration se fait sur l’intervalle [0, 1].

La mesure d’intégration est alors dα = −β−2dβ.
L’expression de I1 devient donc :

I1 =

∫ +∞

0
dm

mρ̂(m)

(4mπ)d/2

∫ 1

0
dβ β−2 1 +A2

1−A2
βd/2e−u2β/4m

×







1

A

e
− (cA∆t)2β

4m(1−(1−A2)β)

√

1− (1−A2)β
− e−

(c∆t)2β
4m






(I.16)

=

∫ +∞

0
dm

mρ̂(m)

(4mπ)d/2

∫ 1

0
dβ βd/2−2 1 +A2

1−A2
e−(u2+(c∆t)2)β/4m

×





1

A

e−
(c∆t)2β

4m
(A2/(1−(1−A2)β)−1)

√

1− (1−A2)β
− 1



 (I.17)

=

∫ +∞

0
dm

mρ̂(m)

(4mπ)d/2

∫ 1

0
dβ βd/2−2 1 +A2

1−A2
e−(u2+(c∆t)2)β/4m (fm,∆t(β)− 1)

(I.18)

où fm,∆t(β) =
1

A

e−
(c∆t)2β

4m
(A2/(1−(1−A2)β)−1)

√

1− (1−A2)β
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Calculons à présent l’intégrale I2 en effectuant successivement les différents change-
ments de variables effectués plus haut. Reprenons I2 telle que :

I2 =

∫ +∞

0
dmρ̂(m)

∫

d~q
(2π)d−1

q2ei~q·~u−mq2

∫

dq1
2π

eiq1c∆t−mq2
1

(q21 + q2)2
(I.19)

Avec la définition de la distribution Gamma telle que :

1

(q21 + q2)2
=

∫ +∞

0

dα

Γ(2)
α e−α(q1+q2) =

∫ +∞

0
dα α e−α(q1+q2) (I.20)

l’intégrale I2 peut se réécrire à l’aide d’une intégrale de Poisson. Soit :

I2 =

∫ +∞

0
dmρ̂(m)

∫ +∞

0
dα α

∫

d~q
(2π)d−1

q2ei~q·~u−(α+m)q2
∫

dq1
2π

eiq1c∆t−(α+m)q2
1(I.21)

=

∫ +∞

0
dmρ̂(m)

∫ +∞

0

dα

(4π)1/2
α

×
∫

d~q
(2π)d−1

q2ei~q·~u−(α+m)q2 e−(c∆t)2/4(α+m)

(α+m)1/2
(I.22)

=

∫ +∞

0
dmρ̂(m)

∫ +∞

0

dα

(4π)1/2

α

(α+m)1/2
e−(c∆t)2/4(α+m)

×
∫

d~q
(2π)d−1

q2ei~q·~u−(α+m)q2
(I.23)

Pour le calcul de l’intégrale vectorielle, on peut comme précédemment se ramener à celui
d’une intégrale de Poisson en introduisant la dérivée suivant m de m→ ei~q·~u−(α+m)q2

.
Et ainsi,

q2ei~q·~u−(m+α)q2
= −∂me

i~q·~u−(α+m)q2
(I.24)

Les signes de la dérivée et de l’intégrale peuvent s’intervertir et on obtient alors la
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nouvelle expression telle que :

I2 =

∫ +∞

0
dmρ̂(m)

∫ +∞

0

dα

(4π)d/2

α

(α+m)1/2
e−(c∆t)2/4(α+m)

× ∂m

(
∫ −d~q

(2π)d−1
ei~q·~u−(α+m)q2

)

(I.25)

=

∫ +∞

0
dmρ̂(m)

∫ +∞

0

dα

(4π)1/2

α

(α+m)1/2
e−(c∆t)2/4(α+m)

× ∂m

(

−1

(4π)(d−1)/2

e−u2/4(α+m)

(α+m)(d−1)/2

)

(I.26)

=

∫ +∞

0
dmρ̂(m)

∫ +∞

0

dα

(4π)d/2

α

(α+m)1/2
e−(c∆t)2/4(α+m)

× ∂m

(

−e−u2/4(α+m)

(α+m)(d−1)/2

)

(I.27)

=

∫ +∞

0
dmρ̂(m)

∫ +∞

0

dα

(4π)d/2

α

(α+m)1/2
e−(c∆t)2/4(α+m)

×e−u2/4(α+m)

(

d− 1

2
(α+m)−1 − u2

4
(α+m)−2

)

(α+m)−
d−1
2 (I.28)

Comme précédemment, on effectue le changement de variable α → mα pour avoir
l’intégrale simplifiée suivante :

I2 =

∫ +∞

0
dm

mρ̂(m)

(4mπ)d/2

∫ +∞

0
dα

α

(α+ 1)d/2
e−(c∆t)2/4m(α+1)

×e−u2/4m(α+1)

(

d− 1

2
(α+ 1)−1 − u2

4m
(α+ 1)−2

)

(I.29)

Il nous reste à effectuer le dernier changement de variable β = 1/(α + 1) pour obtenir
une formule équivalente à l’intégrale I1. Ainsi,

I2 =

∫ +∞

0
dm

mρ̂(m)

(4mπ)d/2

∫ 1

0
dβ βd/2−2e−(c∆t)2β/4m

× e−u2β/4m(1− β)

(

d− 1

2
− u2

4m
β

)

(I.30)

=

∫ +∞

0
dm

mρ̂(m)

(4mπ)d/2

∫ 1

0
dβ βd/2−2e−(u2+(c∆t)2)β/4m

×
(

d− 1

2
−
(

d− 1

2
+
u2

4m

)

β +
u2

4m
β2

)

(I.31)

On remarque que le polynôme β → βd/2−2(1 − β)(d−1
2 − u2

4mβ) admet des zéros en 0
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et 1 respectivement de multiplicité d/2 − 1 et 1. On effectue plusieurs intégrations par
partie successivement afin de conserver seulement le monome βd/2−1. Soit :

I2 =

∫ +∞

0
dm

mρ̂(m)

(4mπ)d/2

d− 1

2

∫ 1

0
dβ βd/2−2(1− β)e−(u2+(c∆t)2)β/4m

−
∫ +∞

0
dm

mρ̂(m)

(4mπ)d/2

u2

∫

1

0

dβ βd/2−14m(1 − β)e−(u2+(c∆t)2)β/4m

=

∫ +∞

0
dm

mρ̂(m)

(4mπ)d/2

∫ 1

0
dβ βd/2−2e−(u2+(c∆t)2)β/4mg~u,∆t(β) (I.32)

où

g~u,∆t(β) =
u2

u2 + (c∆t)2
+ (1− β)

(

d

2

(

1− u2

u2 + (c∆t)2

)

− 1

2

)

(I.33)

Nous avons donc une expression analytique de la covariance entre deux fronts de satura-
tion à deux temps donnés. On peut spécifier la covariance dans le cas où le variogramme
est Gaussien, de variance globale k0 et de longueur de corrélation ℓc. La mesure spectrale
ρ̂(m) est alors exprimée par un Dirac (voir annexe J) :

ρ̂(m)

(4mπ)d/2
= k0δm−ℓ2c/4 (I.34)

Dans ce cas, les intégrales I1 et I2 se simplifient et on obtient les nouvelles expressions
suivantes avec θ = u2+(c∆t)2

ℓ2c

I1 =
k0ℓ

2
c

4

∫ 1

0
dβ βd/2−2e−θβ 1 +A2

1−A2
(fℓ2c/4(β) − 1)

I2 =
k0ℓ

2
c

4

∫ 1

0
dβ βd/2−2e−θβg~u,∆t(β) (I.35)

Finalement, on exprime analytiquement la fonction de covariance C :

C(~u;∆t) = I1 − I2

=
k0ℓ

2
c

4

∫ 1

0
dβ βd/2−2e−θβ

(

1 +A2

1−A2
(fℓ2c/4(β)− 1)− g~u,∆t(β)

)

(I.36)



Annexe J

Calcul de la mesure spectrale

Lorsque le champ de champ de perméabilité est considéré loi log-normal, sa fonction
de corrélation est alors :

K(u) = K0 exp

(−u2

ℓ2c

)

(J.1)

où u2 = u · u et ℓc est la longueur de corrélation du champ. La transformée de Fourier
de K fait appel à l’intégrale de Poisson. La transformée de Fourier de K est alors,

K̂(q) =

∫

Rd

du exp

(−u2

ℓ2c

)

exp (−iq · u) (J.2)

On obtient l’expression dans l’exponentielle à l’aide d’un carré remarquable,

−u2

ℓ2c
− iq · u = − (u/ℓc − iqℓc/2)2 − q2ℓ2c/4 (J.3)

On obtient :

K̂(q) = K0 exp
(

−q2ℓ2c/4
)

∫

Rd

du exp− (u/ℓc − iqℓc/2)2 (J.4)

On effectue alors le changement de variable v = u/ℓc− iqℓc/2 avec dv = du/(ℓc)
d. Soit

encore :
K̂(q) = K0(ℓc)

d(π)d/2 exp
(

−q2ℓ2c/4
)

(J.5)

Ainsi, si l’on cherche ρ̂(m) tel que :

K̂(q) =

∫ +∞

0
dmρ̂(m) exp(−mq2) (J.6)

alors, on obtient :
ρ̂(m) = K0 · (4πm)d/2δ

(

m− q2ℓ2c/4
)

(J.7)
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