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Réesumé

L’objectif scientifique de ce travail de these &sigestion hydraulique de I'inondation dans la
ville. La maitrise des volumes et hauteurs génpegsles événements pluvieux passe par une
connaissance fine des carrefours. En effet, legsdétnt se distribuer au sein de la ville a traver
ces nceuds. Le travail concerne tout particulieréniétude de la résolution numérique des
équations bidimensionnelles de I'hydraulique a ameflibre (équations de Barré de Saint
Venant).

L’outil privilégié pour répondre aux demandes des/ises techniques des agglomérations est la
simulation numérique, seul outil permettant de efades prévisions pour des événements
exceptionnels. L'objectif est ainsi de mettre ainpan outil de simulation robuste permettant de
faire des choix en fonction d’objectifs. Le schémuanérique considéré est de type éléments finis
discontinus de Galerkin associés a une limitatiempente. Le travail vise tout particulierement a
mette en ceuvre ce type de schéma et a étudieblatesse et la stabilité de ce nouveau schéma
de discrétisation notamment lors de I'utilisatiom mhaillage non-structuré des carrefours de la
ville a partir d’éléments triangulaires.

Dans un premier temps, le schéma numérique est ar@mijavorablement par rapport a un
schéma volume fini mis en ceuvre avec les mémesriptép sur differents problémes
hydrauliques transitoire et stationnaire. Un balesshi numérique est effectué montrant I'intérét
du schéma développé.

Dans un deuxieme temps, le schéma numérique espatémpar rapport a I'approche
unidimensionnelle pour la prédiction des écouleméhtviaux, torrentiels et transcritiques a
travers les jonctions.

Nous terminons ce mémoire en Vvérifiant les capacité schéma numérique a simuler les
écoulements qui se développent au sein des carsefde la ville, dans les conditions
expérimentales étudiées par Mignot et al. (2008lmsi, les résultats prédits par le schéma
numérique sont comparés avec les caractéristigoesspondantes des écoulements mesurés

expérimentalement ainsi qu’'avec les résultats [géuir la méthode des volumes finis 2D et un
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logiciel basé sur la méthode des volumes finis p@uésolution des équations tridimensionnelles
de Navier Stokes (FLUENT 3D).

Mots clés: Equations de Saint Venant ; Méthode des volufims; Méthode discontinue de

Galerkin ; Jonction des canaux ; Inondations udmin
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Abstract

The scientific objective of this work of thesis is the hydraulic management of the flood in the
city. The control of volumes and water depths generated by the rainy events passes by a fine
knowledge of the crossroads. In fact, the flows will be distributed within the city through these
nodes. The work concerns particularly the study of the numerical resolution of the two-
dimensional equations of hydraulics at open channel (Saint Venant equations).

The tool privileged to answer to the requests of the engineering departments of the
agglomerations is the numerical simulation, only tool making it possible to make forecasts for
exceptional events. The objective is thus to develop a tool for simulation robust making it
possible to make choices according to objectives. The considered numerical scheme is based on
the discontinuous Galerkin finite elements method associated with a slope limitation. The work
will aim particularly to implements this type of scheme and to study the robustness and the
stability of this new scheme of discretization in particular during the use of unstructured mesh of
the crossroads of the city starting from triangular el ement.

In the first time, the numerica scheme is favourably compared to a finite volume scheme
implemented with the same properties on various hydraulic problems transient and steady.
Numerical results of several flow problems show the interest of the devel oped method.

In the second time, the numerical scheme is compared to the one-dimensional approach for the
prediction of the subcritical, supercritical and transcritical flows through the junctions.

We finish this memory by checking the capacities of the numerical scheme to simulate the flows
which develop within the crossroads of the city, under the experimental conditions studied by
Mignot et a. (2008b). Thus, the results predicted by the numerica scheme are then compared
with the corresponding characteristics of the flows measured in experiments as well as with the
results predicted by a 2D finite volume method and a software based on the finite volume method

for the resolution of the three-dimensional equations of Navier stokes (FLUENT 3D).

Key words: Saint Venant equations; Finite volume method; Discontinuous Galerkin method;

Open channel junction; Urban flooding.
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Abréviations et notations
principales

= Liste des abréviations principales

RKDG Runge-Kutta Discontinuous Galerkin

CFD Computational Fluid Dynamics

CFL Courant-Friedrich-Levy Condition

HLL Harten Lax Van Leer Riemann solver

MUSCL Monotone Upstream-centered Schemes for Ceasen Laws
EDO Equation Différentielle Ordinaire

TVB Total Variation Bounded

TVD Total Variation Diminishing

VF Volume Fini

= Liste des notations principales

(a3 ,a) sommets du triangle

(al,aZ ,;j) valeurs propres de la matrice jacobierne
A matrice de masse

A section mouillée

b centre de gravité du triangle

B largeur du canal

Cc celérité de 'onde

C,, coefficient de forme du déversoir

C constante de Chézy (frottement au fond)
C, coefficient de deébit

11
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lignes des caractéristiques

longueur de |

vecteurs propres de la matrice jacobiedpe

vecteurs flux

estimateur de qualité de prédiction de répartitierdébit
estimateur de qualité de prédiction des débits temnkranches aval
estimateur de qualité de la prédiction de la haul&au

somme des forces extérieures
nombre de Froude
accélération de la pesanteur
hauteur d’eau

énergie spécifique

matrice jacobienne

degré du polynéme

ordre du schéma numeérique

coefficient (de frottement au fond) de Strickler

coOté de la maille
longueur du canal
fonction minmod

points milieux des arrétes du triangle

fonction TVB minmod

vecteur normal unitaire

coefficient de Manning

nombre de parois déversantes
pression

périmetre mouillé

espace des polyndmes de degré k
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Abréviations et notations principaux
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(X, y)

N N <

débit par unité de largeur

débit

Distance entre les centres de gravité de deubemapisines
fonction résiduelle

invariant de Riemann

rayon hydraulique

vecteur source

pentes énergétiques dans les deux directions x ety
pentes du canal dans les deux directions x ety

coordonnée temporelle
tenseur de contrainte
triangle

en 2D, vitesse selon I'axe Ox

en 3D, vecteur vitesse (de coordonnégs
fonction linéaire

vecteur d’écoulement ou vecteur des variablebyhhv)
vitesse selon 'axe Oy
espace des solutions

espace d'éléments finis discontinus

hauteur de la créte

poids de I'eau dans le volume de contrble

variable adimensionnelle de hauteur de créte

coordonnée spatiale

variable adimensionnelle de distance suivarahglieur du déversoir
variable adimensionnelle de hauteur d’eau

cote de la surface libre

cote du fond

coefficient de limitation de pente
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Abréviations et notations principaux
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P
¢
W,
w(P
Q
r

facteurs de correction de I'énergie

coefficients de pondération pour le schéma de Roe

coefficients de correction de la quantité du mooeet

symbole de Kronecker

angle de jonction
Angle associé au changement longitudinal de largeu
pas de temps

pas d’espaces dans les deux directions x ety
viscosité
Viscosité turbulente

Masse volumique de I'eau
fonction test

effet de la vitesse latérale et de sa direction
effet de 'entonnement du déversoir

domaine de calcul

bord du volume de contrble

» Liste des indices principaux

w WS - a o

c

entrée du canal

Frontiére aval de la jonction

frontiére latérale de la jonction

A l'interface de 2 mailles, désigne la face gaaich
Indice du temps discrétisé

A l'interface de 2 mailles, désigne la face droit
sortie du canal

frontiere amont de la jonction
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Introduction générale

La mécanique des fluides numérigque ou CFD (Comipmat Fluid dynamicsdans la
terminologie anglo-saxonne) est un outil indispbelesgour les ingénieurs hydrauliciens. Son
utilisation permet d’'obtenir des prévisions dééai concernant I'écoulement au sein de cours
d’eau dans différentes configurations, sans awirdcessité de prendre de nombreuses mesures
de terrain, qui sont nécessairement colteusesuetngades en temps. A une échelle globale, ce
qui se produit dans les fleuves et les mers a yaatnfondamental sur I'environnement et donc
sur la société toute entiere. Au sein de la commiigniaydraulicienne, la plupart des applications
en CFD sont concentrées sur I'évaluation des imciee environnementale de projets spécifiques.
Les applications de I'hydraulique sont extrémemeiverses mais on peut dire que les
applications typigues en hydrauligue concernentéades impliquant les ruptures de barrage,
les schémas visant la diminution des inondati@ssptévisions morphologiques en milieu fluvial

et cotier.

Le besoin d’un logiciel robuste et précis pouvaaiter les problémes abordés par les ingénieurs
hydrauliciens a conduit au développement de nombdes commerciaux de simulation
numérique. Mais il existe encore de nombreux doawmilu les techniques numériques
rencontrent des difficultés lorsqu’elles sont aqupéies aux problémes des écoulements dans les
canaux ou riviéere a surface libre. Ainsi les géaiegtfortement irréguliéres des fleuves peuvent
conduire a des problemes dans l'obtention d’'undlegphysique capable de représenter la
structure de ceux-ci. L'occurrence de régions dléooent ou apparaissent des ressauts

hydrauliques liés a la transition d’un écoulememtentiel a un autre fluvial, méene aussi a des

15
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difficultés telles que de nombreuses méthodes rnigoes fournissent des résultats « pauvres »

au voisinage de ces discontinuités ou méme neikaamt pas de solution du tout.

Un certain nombre de modéles numériques existembrtiennent pour la modélisation des

écoulements dans les canaux a surface libre ‘éilenslent du modele régi par les équations de
Barré de Saint Venant 1D jusqu’au modele régi ealquations de Navier Stokes 3D. Tous sont
fondés sur les mémes principes physiques fondampe(tanservation de la masse, théoréme des
quantités de mouvement) et le choix le plus appéopépendra du probleme réel considéré et
notamment de la nature des résultats attendusépadeé. Dans notre travail de recherche, nous
considérons le modele de Barré de Saint Venamn Que le modéle de Barré de Saint Venant
soit relativement plus simple que celui de Naviek8s, celui-ci permet d’obtenir suffisamment

d’informations pour l'ingénieur hydraulicien derain.

Classiquement, pour la résolution des problemewdiierie, trois aspects doivent étre pris en

considération :

a) le probleme physique pratique a résoudre ebldehe physique associe,
b) le modéle mathématique qui représente le prablanravers le systéme d'équations
aux dérivées partielles,

c) la méthode numérique pour résousseejuations aux dérivées partielles.

1.1. LE PROBLEME PHYSIQUE PRATIQUE A RESOUDRE

La gestion durable et la protection des ressouecesau est un des principaux problémes du
21°™ sigcle. Pendant de nombreuses années, la seuliiltéssi'étudier ces phénoménes

physiques était fondée sur des approches expéatesntmais dans de nombreux cas, cette
approche expérimentale est trés difficile voire raémpossible en raison de I'extension du
domaine physique de I'étude considérée ou de I'snjindlité de reproduire les conditions réelles

en laboratoire. Par ailleurs, les colts financeesl’approche expérimentale peuvent étre trés

16
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élevés. Dans ces situations, les méthodes numérigpeésentent une véritable alternative pour
prédire I'évolution de phénoménes physiques. L'appe de la simulation numérique appliquée
a lindustrie ou lingénierie améliore l'efficacitéle la production, et réduit le temps de
conception technique et les colts financiers. Catfgoche fondée sur la simulation numérique
est aussi utilisée par les institutions de serpidalic pour créer des plans d’'urgence ou des plans
de prévention des risques en cas d’'inondationgsacdurs d’eau, les tsunamis ou les ruptures du
barrage.

Ma thématique de recherche porte ainsi sur la nsati&n numérique des écoulements a surface
libre appliquée a la propagation des inondationss@in des carrefours dans la ville et tout

particulierement sur le développement de schémaenques robustes et stables.

1.2. LE MODELE MATHEMATIQUE

Nous nous intéressons ici a la résolution des @nsatle Barré de Saint Venant. Les équations
non linéaires de Barré de Saint Venant régissenttmulements a surface libre en eau peu
profonde et sont déduites des équations de Navmke§ a l'aide de certaines hypothéeses
simplificatrices. Ecrites sous forme vectoriellenservative, ces équations (Barré de Saint
Venant) représentent un modéle mathématique d’xtrénee importance qui permet de prévoir

le comportement de I'écoulement dans les réseadrabliques naturel ou artificiel, et dans de

nombreuses autres applications comme le domainetinm@r les avalanches de neige, la

climatologie, la météorologie...

Dans le contexte de la modélisation des inondatiams les réseaux d’assainissement et le calcul
d’'ouvrages en milieu urbain, la simulation de dspfs hydrauliques peut étre traitée avec

différentes approches :

e Soit par une approche unidimensionnelle dans lesndles couplée a des

formulations analytiques de nature semi-empirigpesmettant de traiter les

17
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jonctions. Cette méthodologie est généralement rapagnée d'une phase
expérimentale permettant de valider les relatioemi€mpiriques traitant la

répartition des deébits a la jonction.
 Soit par une approche complete bidimensionnelleédealements.

» Soit par une approche bidimensionnelle de I'écoel@naans la jonction en utilisant
les équations de Barré de Saint Venant 2D coupléeuna approche

unidimensionnelle dans les branches.

» Soit par une approche tridimensionnelle de I'écmglet basée sur la résolution des

équations de Navier Stokes.

Dans le cadre d'une simulation de [inondation erlieon urbain étendu, I'approche
tridimensionnelle est inenvisageable. Les resssuir®rmatiques actuelles sont incompatibles
avec de telles simulations. Elle ne peut étre cgmée qu’'a une échelle tres locale, comme par

exemple un ouvrage spécifique du réseau.

Lorsque I'écoulement inondant les rues est en rédiavial durant la totalité de I'événement, il
semble (Garcia-Navarro et al., 1992) que le modeldimensionnel couplée a la solution semi-
empirique de la jonction soit adapté a la simufatie I'événement. Le modéle unidimensionnel
calculant I'écoulement dans les rues est alors lsiignt complété par deux équations valables
aux carrefours des rues : une équation de congmrvages débits entre les branches arrivant et
partant de la jonction et une équation d’égalité dizeaux d’eau aux extrémités des branches
bordant cette jonction. Par contre, si I'écoulemamtsein du réseau de rues tend a passer en
certains points en régime torrentiel, I'égalité dasteurs d’eau n’est plus valide. On trouve alors
dans la littérature (Hager 1989b ; Gurram et &971; Hsu et al., 1989a et 1998b ; Shabayek et
al., 2002 etc) des expressions plus complexes tmgisurs semi-empiriques permettant de traiter
la jonction. Ces expressions découlent des équatierconservation de la masse et de continuité

de la charge utilisant un coefficient empirique pete de charge dans la jonction a caler en
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fonction de 'urbanisme local. Dans ce cas, on gaitl est nécessaire de caler un coefficient qui
limite ainsi 'opérationnalité de la méthodologie par la méme occasion, on voit l'intérét de

I'approche 2D de la jonction, qui est plus “univadhs”.

Dans ce travail, nous utilisons ainsi un modélenihsionnel résolvant les équations de Barré
de Saint Venant. Les raisons de ce choix sont dyanela possibilité de représenter les structures
urbaines ou obstacles, explicitement présents eudgela topographie de la zone urbaine, et
d’autre part, la possibilité de calculer directeimies écoulements dans les jonctions, ce qui ne
nécessite plus d’équations supplémentaires. Rauia) les résultats des calculs bidimensionnels

sont plus précis et plus informatifs, et permettBétablir des cartes de risque plus détaillées.

1.3. LA METHODE NUMERIQUE

Dans la conception de telles méthodes numeériquas nous trouvons face a, au moins, trois
difficultés majeures :

a) la conservation, une condition essentielle et alliyje de facon que la présence des
discontinuités hydrauliques soit prise en compteraatiquement dans la solution,

b) la non génération d’oscillations parasites auxinaiges des forts gradients,

c) le traitement convenable des termes sources afpréderver la haute précision du modele
numérique dans la résolution des problémes impligudes termes sources pouvant
admettre essentiellement des fonctions non difféxleles (comme par exemple un lit
irrégulier).

Quel que soit la nature de la méthode numériqueldppée, chacune de ces difficultés est, a elle
seule, difficile a résoudre ; la résolution simo#éa des trois difficultés évoquées ci-dessus est
une tache redoutable dans I'analyse numeérique ided® conservation hyperbolique. A I'heure
actuelle, il existe plusieurs approches pour lastroction de schémas numériques qui tentent de
surmonter ces difficultés. La classe des méthodesériques de type Godunov (1959) est

souvent considérée comme une des plus efficaces Baadre de ce travail, nous nous sommes
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intéressés a la conception d’'un schéma numeérigilisant I'approximation spatiale de type
élément fini de Galerkin couplé a une discrétisatiemporelle de Runge-Kutta. Ce schéma
numérique sera désigné par I'acronyme RKDG (coomdant a Runge-Kutta Discontinuous
Galerkin). Il conserve toutes les propriétés awgeuaes des méthodes numériques de type
Godunov (1959). Cette méthode résout les systémdypd hyperboliques non linéaires avec
terme source s’écrivant sous forme conservativpeemet donc la capture des chocs dans le
cadre de la solution numeérique. Les méthodes RKD@& songues avec une procédure de
limitation de pente qui permet d’éviter la génédmatde fausses oscillations aux voisinages des
forts gradients. Ainsi, I'avantage essentiel detyge de méthodes numériques est qu’elles
meénent a un résultat numérique de bonne qualité awgins d'effort informatique dans le
traitement des termes sources et avec un nombeelldées de calcul plus réduit que les autres
classes traditionnelles de schémas numériques (2hal, 2001). En outre, les approximations
spatiales de type élément fini de Galerkin sontllex; et quel que soit I'ordre désiré de la
méthode concgue, le schéma numérique ne recourtixjurdormations des cellules de calcul
voisines. Contrairement aux méthodes de type volfimeet différence fini, cette derniere
propriété constitue un avantage essentiel danseriexte de la programmation parallele et dans
les traitements des problemes hydrauliques impfiuies conditions aux limites internes et

externes.

1.4. PLAN DE LA THESE

Dans la suite de ce chapitre introductif, je vaié&cgser la structuration de ce travail.

Ainsi la premiéere partie de cette recherche estntée vers le développement de meéthodes
numériques. Le but de notre travail consiste a logper une méthode numeérique dordre
supérieur pour la résolution numérique des systéhygerboliques de lois de conservation

englobant en particulier le systeme de Barré detSa@nant.
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La deuxiéme partie de ce travail est plus orientées I'aspect pratique (et sa déclinaison
numeérique associée) en génie hydraulique. En noondaht sur une littérature récente en
hydraulique, nous nous intéressons a la modélisatés inondations dans les milieux urbains.
L’échelle de ce travail concerne I'échelle localans notre étude, nous avons limité notre
spectre d’application aux réseaux admettant destigprs simples de canaux (confluence,

déffluence) et des croisements en croix.
Je vais maintenant détailler le plan de chacunelees parties de ce travail.

Ainsi la premiere partie est abordée aux chapie3 et 4 de ce mémoire. Au chapitre 2 sont
présentées les équations de I'écoulement a suibtaee Nous nous intéressons aux équations de
Barré de Saint Venant ainsi qu'a la formulation smwative de cette derniére. Nous

commencgons par indiquer comment a partir des anstie Navier Stokes, sont obtenues les

équations de Barré de Saint Venant.

Au chapitre 3, nous présentons une méthode volumé\F) du second ordre en temps et en
espace pour la résolution des équations de Barfaa Venant 2D. On détaille également les
aspects mathématiques de cette méthode. Cette dwvethhoété choisie comme élément de

comparaison pour le schéma numérique développterests finis.

Le chapitre 4 expose une méthode éléments fires@hitlerkin Discontinue du second ordre pour
la résolution du systeme de Barré de Saint Ver@ette méthode utilise une approximation

spatiale de type élement fini de Galerkin coupléma discrétisation temporelle de type Runge-
Kutta. Ce schéma numérique sera désigné par I'gererRKDG (correspondant & Runge-Kutta
Discontinuous Galerkin). Nous présentons aussi @anshapitre une nouvelle formulation du

limiteur de pente, qui consiste a limiter la sauatiaux points d'intégration de sorte que celle-ci
soit « encadrée » par les solutions moyennes dddes voisines, sans avoir recours a un
coefficient « empirique » de limitation, qui esépent dans les limiteurs « habituels ».
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La seconde partie de mon travail (dévolue aux aspaas applicatifs) est abordée dans les
chapitres 5, 6, 7, 8 et 9. Dans le chapitre 5, moansparons les solutions obtenues par la méthode
VF et celles obtenues par la méthode RKDG, du pgnvue qualitatif et quantitatif. Les deux
schémas sont mis en ceuvre avec les mémes techrfigéese traitement des conditions aux
limites, méme limiteur de pente, méme solveur denfdnn,...). Les deux schémas numériques
sont validés a travers un banc d’essai numériqydiqoant des problémes stationnaires et
transitoires avec des écoulements fluvial, toregret mixte (tous possédant une solution de

référence ou des résultats expérimentaux).

Dans le chapitre 6, nous présentons une synthéfiedgoaphique sur les écoulements a travers

les jonctions (de type confluence ou bifurcation).

Dans le chapitre 7, nous présentons les probléoegtige la modélisation 1D de la jonction et
nous comparons les résultats obtenus par cett®apmpravec ceux obtenus par I'approche 2D.
Des problemes hydrauliques de confluence sont idééh simulés pour comparer les deux
approches 1D et 2D et les résultats sont illugicks de hombreux choix d’angles de jonction et

différents régimes hydrauliques.

Dans le chapitre 8, nous nous intéressons a lacticdd de la séparation de I'écoulement a
travers une déffluence de canaux formant un angle@’. Pour la modélisation 1D, nous
introduisons explicitement le modéle mathématiqueseluil latéral dans le terme source de la
forme conservative du systéme de Barré de SainanelD (la bifurcation de I'écoulement étant
représentée en considérant une hauteur de crdeepuur le modele du déversoir latéral). Les
comparaisons sont effectuées pour des bifurcataaérales en régime torrentiel, transcritique et

fluvial.

Le chapitre 9 s’inscrit dans la problématique dentzdélisation d’inondations urbaines au sein
des carrefours. L'échelle de ce travail conceréeheélle locale. Suite a I'établissement d’'une
typologie des inondations en ville, le choix desreements a étudier spécifiguement s’est porté

sur les inondations violentes ayant lieu dans defours. Les résultats obtenus par la méthode
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VF, par la méthode RKDG ainsi que ceux obtenusidd’ du logiciel FLUENT 3D (qui résout
les équations de Navier Stokes tridimensionnelleent comparés avec les résultats
expérimentaux de Mignot et al. (2008b).

Le mémoire s’acheve par une conclusion sur legsatra effectués ainsi que sur une vision
prospective des recherches numériques dans le derdeas écoulements a surface libre en milieu
urbain

Ce travail de recherche a débouché sur un certaimbre d’articles et présentations a divers

colloques dont la liste synoptique est présent&essous.

1.5. LISTE SYNOPTIQUE DES PUBLICATIONS

Revues spécialisées a comité de lecture 9 (+3 soumis)
Collogues internationaux avec actes et présentatime 6

Colloques sans acte ou a diffusion restreinte 1

Revues spécialisées a comité de lecture et ouvrages

Ghostine R Kesserwani G, Mose R, Vazquez J, Ghenaim A, Grégh “A confrontation
of 1D and 2D RKDG numerical simulation of transitad
flow at open channel junction”.International Journal for Numerical Methods in Flui ds,
Accepted inNovembre 2008 DOI: 10.1002/fld.1977.

Ghostine R Kesserwani G, Vazquez J, Nicolas R., Ghenaim Mose R., 2009

“Simulation of supercritical flow in crossroads: nfmntation of 2D and 3D numerical
approaches to experimental resulS8dmputers and Fluids 38(2): 425-432.

23



1. Introduction générale

T ——

Ghostine R Kesserwani G, Mose R, Vazquez J, Ghenain2@Q9 “An improvement of
classical slope limiters for high-order discontinadGalerkin method”International Journal
for Numerical Methods in Fluids, 59(4): 423-442.

Ghostine R Kesserwani G, Vazquez J, Mose R, Ghenaim 2807 *“Simulation

bidimensionnelle de I'écoulement a travers lestjions”. La Houille Blanche, 5:107-112.

Ghostine R Mose R, Vazquez J, Grégoire C, Ghenaim A. “Disiomous Galerkin
method for shallow water equations: comparison witlite volume method on sub- and

supercritical flow”. Article soumis darGomputers and Fluids

Ghostine R Kesserwani G, Abdallah M, Mose R, Vazquez J, &&iN. “Discontinuous
Galerkin finite-element method for simulation obdd in crossroads”. Article soumis avec

révision dangournal of Hydraulic Engineering.

Ghostine R Mose R, Vazquez J, Grégoire C, Ghenaim A. “Twoatisional simulation of
subcritical flow at a combining junction: luxury aecessity”. Article soumis avec révision dans

Journal of Hydraulic Engineering.

Kesserwani GGhostine R Vazquez J, Mose R007 “One Dimensional Free Surface
flow Simulation by Means of a TVD numerical schemih an Implicit and an Explicit Time
Integrations”.La Houille Blanche, 5, 101-106.

Kesserwani G,Ghostine R Vazquez J, Mose R, Abdallah M., Ghenaim 2Q08
“Simulation of subcritical flow at open channel gtion”. Advances in Water Resources31(2):
287-297.

Kesserwani GGhostine R Vazquez J, Ghenaim A, Mose RQ08 “Application of a
second order Runge-Kutta discontinuous Galerkiresehfor the shallow water equations with

source terms’Iinternational Journal for Numerical Methods in Flui ds, 56(7): 805-821.
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Kesserwani GGhostine R Vazquez J, Ghenaim A, Mose R)08 “Riemann Solvers with
Runge Kutta Discontinuous Galerkin schemes forlibeShallow Water EquationsJournal of
Hydraulic Engineering, 134(2): 243-255.

Kesserwani GGhostine R Vazquez J, Ghenaim A, Mose RQ08 “One-dimensional
simulation of supercritical flow at a confluence tmgans of a nonlinear junction model applied
with the RKDG2 method”International Journal for Numerical Methods in Fluids, 57(12):
1695-1708.

Colloques internationaux avec actes (a comité deckeire)

Ghostine R Kesserwani G, Vazquez J, Mose R, Ghenaim A. “Caompn of one and two
dimensional simulation of subcritical flow througtombining junction”.32" International
congress of IAHR, Harmonizing the Demands of Art ad Nature in Hydraulics, Venice
(Italy) July2007.

Ghostine R Vazquez J, Ghenaim A, Kesserwani G, Mose R. “@me two dimensional
simulation of subcritical flow at a combining juiwet”. 9" International Conference on Fluid
Control, Measurements, and Visualization Integrating Technologies for Advancements in

Fluid Applications for Multiple Scales, Tallahassee, Florida (USA) SeptemB@éo?.

Ghostine R Vazquez J, Ghenaim A, Kesserwani G, Mose R. ‘@hiauous Galerkin
finite-element method for simulation of flood in amban area”Water down under 2008
Adelaide (Australia) Aprik008

Ghostine R Kesserwani G, Vazquez J, Riviere N, Ghenaim As®éI&. “Simulation of

supercritical flow in crossroads: confrontation af 2D and 3D numerical approaches to
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experimental results'lV International Symposium on Transboundary Waters Management
Thessaloniki (Greece) Octoh2008

Kesserwani GGhostine R Vazquez J, Mose R, Ghenaim A. “RKDG2 schemeliertD
open channel flow”. Numerical Modelling of Hydrodynamics for Water Resairces,

International Workshop, Zaragoza (Spain) Ju2®07.
Kesserwani GGhostine R Vazquez J, Ghenaim A, Mose R. “Simulation of sitloal

flow at a combining junction"6°™ Conférence Internationale sur les techniques etrsttégies

durables pour la gestion des eaux urbaines par terspde pluie Lyon (France) Jun2007.

Collogue sans acte ou a diffusion restreinte

Ghostine R Kesserwani G, Vazquez J, Mose R, Ghenaim A. “&itian
bidimensionnelle de I'écoulement & travers les fions”. 2°™ Journées Doctorales de
I'Hydrologie Urbaine, Nantes (France) Octob2®06
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Les équations des écoulements

a surface libre

Les équations de Barré de Saint Venant 2D sonindest a prédire I'évolution temporelle et
spatiale d’'un écoulement majoritairement bidimemse, c'est-a-dire dont les vitesses verticales
sont faibles par rapport aux vitesses dans le gizontal. La principale simplification apportée
dans les équations de Barré de Saint-Venant pporagux eéquations de Navier Stokes provient
en effet de I'hypothese d’une répartition hydragtag des pressions dans I'écoulement. Cette
hypothése simplificatrice est valable pour des Egoants horizontaux sous certaines conditions
que I'on supposera vérifiees dans I'ensemble desléments étudiés. Ces conditions sont des
accéléerations verticales faibles devant la pesantls hauteurs d’eau grandes par rapport aux
irrégularités du fond, des rayons de courburesligegs de courant dans un plan horizontal
importants, des faibles pentes de la surface Ebrane vitesse supposée constante dans toute
section verticale. Les équations de Barré de Sé&nant sont alors obtenues en intégrant sur la

verticale les équations de Navier Stokes avecypethéses précédentes.
Je commencerai par indiqguer comment, a partir deaténs de Navier Stokes, sont obtenues

les équations bidimensionnelles puis je détailléeapassage de ces derniéres équations aux

équations unidimensionnelles.
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2.1. ETABLISSEMENT DES EQUATIONS
BIDIMENSIONNELLES

Dans toute I'étude, je considere que le seul flumelélisé est de I'eau, autrement dit, je suppose
que les matieres contenues dans I'eau n’ont auafinence sur I'écoulement. Dans ce cadre, les
équations de base sont les équations de NavieeStdur un fluide newtonien incompressible
(Versteeg et Malalasekera, 1995) :

div(u)=0

2.1
%+div(u)D u+% grad(P FvA u+ f 2.1)

ou u est le vecteur vitessep est la masse volumique de I'ed®,est la pressiony est la
viscosité ef représente les forces extérieures (volumiques)dguis le cadre qui nous intéresse,
d’'un référentiel lié a la terre, peuvent étre réshia la force de pesanteur et la force de Cariolis
Compte tenu des relativement faibles vitesses digefl (au maximum quelques m/s), nous
négligeons aussi la force de Coriolis devant lapesur.

Le systeme d’équations (2.1) peut aussi s’écrisdagement sous la forme suivante :

3 Ju.
o (2.2)
=t 0%,
. 393(uu 3,97
ou £y (uy )+£E—V26 =y poui =1, 2,3 P

o S ox  pox Fok

Lorsqu’on ne s’intéresse pas aux phénomenes delémde, on integre les équations précédentes
sur une échelle de temps microscopique corresporadanfluctuations turbulentes afin de se

ramener aux équations sur des valeurs moyennesbtint alors des équations de méme type
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que les précédentes. Toutefois, il apparait dese®grde turbulence a I'écoulement moyen ; on
remplacera le termergrad(u) par vgrad(u )+ y O y ol u représente maintenant la valeur

moyenne de la vitesse, la fluctuation de vitesse turbulente par rappdé @oyenne et le signe

" " ]a moyenne obtenue par intégration sur I'échedidadturbulence (on a donE =0) ; cette
somme peut étre écrite sous la forme d’'un tensewodtraintes de termé§ (Paquier, 1995)

d’ou la nouvelle expression de (2.3) :

- S o(uu, 3 0T
% 5 oY), 10P_1550T poui =1, 2, 3 (2.4)
ot = 0x pOx  piF0X
Les équations de base sont donc maintenant (2.2).4X ou les variables sont des valeurs
moyennes qui ne prennent plus en compte la turbejecette derniere apparaissant au second
membre.

Les mouvements que nous cherchons a modéliser sontgénéral, dans les problémes
d’hydraulique fluviale, horizontaux ce qui amenesimplifier la troisieme équation (2.4). La
simplification la plus couramment utilisée est plaghése de pression hydrostatique qui consiste
a négliger dans cette équation, I'ensemble desetesauf la pression et la force de gravité. On

obtient donc I'équation :

1opP =-g ce qui donne en intégranP.= B — pg(x— z ou B, est la pression atmosphérique,

P 0%

g I'accélération de la pesanteurzda cote de la surface libre.
Cette hypothese de pression hydrostatique impose(tih, 1991) :

» des accélérations verticales faibles devant larpesa
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« des rayons de courbure verticaux des lignes deanbumportants ce qui impose, en
particulier, des rayons de courbures de I'écoulérdans un plan horizontal importants et
des hauteurs d’eau grandes devant les aspéritémndu

* une faible pente de la surface libre.

Les termesig—P dans les 2 équations (2.4) restantes s’écrivens glg—z.
P 0% X

L’intégration des équations ainsi obtenues sureldicale (entre le fond de cofeet la surface

libre z) permet d’éliminer la vitesse verticale g@i nous intéresse pas (Paquier, 1995). Pour une
d(hA) . 0z

+n 2 p 2

) — 17 t 0A
variable quelconqudé,, on poseraA=—| Adx, et on aura| —dx, =——
quelcong p - i X i o 5= o o

(méme type d'expression en remplagant par t) ou A, et A sont les valeurs de A

respectivement au fond et a la surface libre. @margue, en outre, que, en I'absence d'apports,
. , L 0Z & 0Z R , L
la vitesse verticale au fond est egalea—ta+z u, ™ (méme type d’expression a la surface
= %X )

libre) et que la hauteur d’edwest égale a2 — Z L’équation (2.2) devient alors :

—+i(h—:)=0 (2.5)

2 | hT. 2 2
ol T, est 'expression suivanteZ%{'l'i3 2T :—ZJ ‘(Ts 2.7 E] :
= 0% = 0% ' f
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Dans I'équation (2.6), quatre termes sont a explici

o o)y ) ay)
e t1) le terme lié & la dispersion des vitesses a;uvertlcalez 3
=1 X

]

—2
a(tihUi )
est habituellement modélisé sous la forme de lans®rde deux termes———~-~

0
6u_
DI ———= out et D, sontdes coefficients constants dans le temps.

i= X

et

[

o(hT;)

2
* t2) le terme lié aux contraintes a l'intérieur duide (viscosité, turbulenc e&Z
o)

= OX
a{ha“i}
2 0x;

est remplacé par un terniz >

=1 an

]

ou D, est une constante dans le temps.

2,_0Z , .
* t3) le terme de frottement au fond—( 3 Z —J est classiqguement remplaceé par
f

=1 OX
une formule de type Chezy—g Ui
égale aK_h''® ol K, est le coefficient dit de Strickler, constant démsemps pour la

ou C est une constante dans le temps (ou est

formule Manning-Strickler).
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2
T,:->.T, :721 noté r,, qui, lorsqu’il s’agit de
1 /s

* t4) le terme de frottement a la surf L
P =1

I'action du vent, peut étre estimé par différerftasules (Raspopin et Kovalyov, 1989 ;
Falconer et al., 1991).

En écartant les cas duest nul (car alors il n'y a pas d’écoulement),effectue le changement
de variables suivan, = hu, et q, = hu, et les coordonnées horizontales sont renomméey.

L’équation (2.5) s’écrit alors :

oh, g, , % _ (2.7)
ot ox ady
et les équations (2.6) deviennent :
2
pdlarh),  ofarn,  o(ary otarn), or
ot 0x oy 0Xx 0 X
2+ 2
(00 2[00/, o arn))_  eea)
ox ox ay ay CH "
(2.8)
p2a/h), olary  olary ofuarh), or
ot 0X ay 0Xx ay
(o) 2[ 2@/, of 2la ) ]
ox ax ay ay (ol v

Qui s’écriront, en ajoutant (2.7) multiplié pay / h (respectivement pag, / h), en écrivant

D,+D,=D,+D,=D et en négligeant le coefficiett:
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%+a(qf/h)+6(qqu/h)+gh%:

ot 0x oy 0Xx
) (2.9)
Di d(a, / h) L0 d(q /h - o g, +a, ‘7
ox ax ay ay CH "
aqy+6(qqu/h)+6(q§/h)+ghg:
ot 0x oy oy
(2.10)
d(q, /h d(q /h ;o
D i hM +i hm — ng+r
ox ox oy oy CH v

Le second membre des équations (2.9) et (2.10)gmetrbuver sous des expressions légerement
différentes en fonction des problémes posés.

Les équations (2.7), (2.9) et (2.10) constituerfotanulation la plus classique des équations de
Barré de Saint-Venant bidimensionnelles (en coecoe avec une formulation équivalente

faisant intervenir la hauteur et les vitesses).Damémoire, on utilise la formulation suivante :

o, dhu, ohv_ (2.11)
ot ox ody
ohu, d(n'+otf /3 o(huy) oz,
ot 0x oy g 0
Nz (2.12)
nZu/(u
R R
ox\ dax) oy\ ay H
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ahv+a(huv)+a(hv2+ gtt /2 L
2 2 VZ .
, (g( ,.a(v)Ji[ “MD (V)
ox| ox ) oyl ay H'?

avec (1, V) sont les composantes de la vitesse dans lesdiectionsx ety, respectivementn,,

est le coefficient de Manning et est la viscosité turbulente.

C’est la résolution de ce systéme d’équations e studiée dans les chapitres 3 et 4.

2.1.1. Forme conservative

Les équations de Barré de Saint-Venant (2.11)-J2@&uvent étre récrites sous la forme

conservatrice suivante :

N ok=s (2.14)
ot
avec :
h
U =| hu |, le vecteur d’écoulement ou le vecteur des valm@oennues.
hv
hu
2 hv
F=(E,G)avecE=| h& +97 etG= huv sont les vecteurs flux.
2
huv hV2 +ﬂ
2
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0 QE 0 u
S= - Q)tv| — +— est le vecteur source.
5.~ 3) [6x( 6xj 6y( ayj
oh(s, - §,)+v of ov)),a( a(v
Y ox\ ox ) ayl oy
_ 0z _ 0z L
avec be——& et Sby__a_y sont les pentes du canal dans les deux directord v,

respectivementS, et S, sont les pentes eénergetiques qui tiennent congxtdrdttements dans

le canal. Elles sont données soit par la relatoidnning-Strickler :

MW+ V MWW+ V

Siy e Sy T s (2.15)
soit par la relation de Chézy :
WU+ V WU+ V
S, =———, S, =———— (2.16)
" hC? Y hc?

ou C est le coefficient de frottement de Chézy.

Les propriétés mathématiques du systéme hyperl@lige nous traitons incluent I'existence

d’une matrice jacobiennel,, du flux normal a l'interfacg F.n) défini comme suit :

J :—a(F'n):E +a_G‘

2
"aU axnX ayny 12
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avecn :(nx, r1/) est le vecteur normal extérieur a l'interface.a0agéut étre exprimé en termes

des variables conservées comme suit :

0 n n,

J,=| (@-Uw)n-uvy  2upr \n yn
-uvn + (¢ - vV )n g um 2y

avecc =./gh est la célérité d’'onde.
Les valeurs propres d&, sont une représentation des vitesses caractégstiq
a'=un +vn+c
a’ =un +vn (2.18)

a’=un +vn - ¢

Les vecteurs propres correspondants sont :

1 0 1
e=lutcn|, €=|-cn |, e€=lu-cp (2.19)
v+cr1/ cn, v—cn/

De ces vecteurs propres, deux matridset P™ peuvent étre construites. Elles diagonalisent

bien sdr la matrice jacobiennk,.

J, = PAP? (2.20)
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ou A estla matrice diagonale constituée par les valpropres. Les matrices de passage sont
données par :

1 0 1
P=|u+tcn - cn o cp
v+en, cn v an

-(un+vn)+c o op
P‘1=2iC 2(uq—vq) -2p  2n
un, +vn, +c -n -

2.1.2. Formule de frottement utilisée

Les écoulements étudiés dans ce mémoire sont @maégrbulent rugueux du fait du fort
nombre de Reynolds et des grandes tailles carstifies des aspeérités au fond. Ainsi, les
coefficients de frottement de Manning et de Chézy €tC dans les équations (2.15) et (2.16))
sont considérés constants durant la totalité detliément quelles que soient les caractéristiques

de I'écoulement et ne dépendent que des caraméastdu fond (lit de riviére, rue ...).

2.1.3. Formule de diffusion turbulente utilisée

Nous avons vu que le terme de diffusion utilisésdas équations (2.12) et (2.13) fait appel a un
coefficient de diffusion (ou de viscosité turbulenv,. Ce terme a pour vocation de rendre
compte principalement de la diffusion (ou viscositébulente) induite par la turbulence qui se

développe au sein de I'’écoulement et de maniérendaore de la diffusion provenant de

I'intégration des équations de Navier Stokes swel#icale.

Il reste désormais a déterminer la méthode de rdétation de ce coefficient. Il existe en effet

dans la littérature plusieurs modeéles de turbuledeecomplexités différentes allant de la
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viscosité turbulente constante (utilisée dans Ugatt des calculs présentés dans ce mémoire) a
des modelek-¢ plus colteux en temps de calcul. Le concept densig turbulente constante

sur 'ensemble de I'écoulement consiste donc aidérey le coefficienty, constant en espace et
en temps. Dans ce travail, comme nous sommes danggime turbulent rugueuxy, est

approximée par la formule de frottement de Manmihde Chézyi, etC).

2.2. ETABLISSEMENT DES EQUATIONS
UNIDIMENSIONNELLES

On suppose (pour simplifier les expressions) Bue 0 et 7,, =0 dans les équations (2.9) et

(2.10) et on s’intéresse a un écoulement unidinoangl selon I'axe des

z
Ao z cote de la suface libre

vertical

L largeur

h
hauteu d'eau

——————————— £ cote du fond

Axe des abscisses Axe des abscizsses transversales ¥
longitudinales

ou axe d'écoulement

s

Figure 2.1: Schématisation d’une section en travers darécanlement unidimensionnel.

Si on intégre (2.7) entrg, et y,, on obtient :
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aA ay, 9y, aQ oy, _ 2+
——=—-h —=—=+— =( 2.21
at ot ot ax % X ~ 4% 0Xx 9" %= ( )

ou A est la section mouillée (aire de la partie dedetien en travers située au-dessous de la
surface libre et au-dessus du fondQele débit (selon I'axe d’écoulement I'axe dgsentre les

abscisses transversalgset y, ou les hauteurs d’eau sont respectiventerdt h, .

Si on négligeq, et q, perpendiculaires a I'écoulement et si on néglegddbit d'apport lateral

L x Oy oy, oy. oy, )
égalah 22 -h 22 +uy —22- 1 on obtient alors :
g h, ot n ot g 0x Yox ox

9A,0Q_, (2.22)
ot o0x

Si on intégre (2.9) entrg, et y,, on obtient de méme :

0_Q i Y2 (2__2) i _2)’2 aZYZ
at+ax(£hu u dyj+ax(uyjl hd+%_y[ hd
_ équ\/tﬁwi dy

c?n’

(2.23)

Y1

ou on a introduit la différence entre le carré aleitesse moyenne sur la verticalet le carré de

la vitesse moyenne sur la sectian(égale aQ/A). Cette différence, de la méme facon gu’avait
été traitée la dispersion des vitesses sur unealerttermetl de I'équation (2.6) au paragraphe

(2.1), est habituellement modélisée par la somneeda termes :

e unterme comprenant des dérivées secondes quaégligerons et
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.y 0 A - -
e un terme exprimé sous la formé,l((ﬁ—l)%j ou £ est un coefficient supérieur ou
X

égal & 1. Dans la suite on prends le cas partrooligs =1.

QZ

Le terme de frottement est réécrit sous la for1°fg=)TzPe ou P, est le périmetre mouillé
CA

(longueur du périmétre du fond de la section méeill), le coefficientC n'étant strictement

égal aC que pour une largeur infinie ; en général, danpnabléme de dimension 1, on préfere
remplacer cette expression de type Chézy par umession de type Strickler aver= K.R'®
en utilisantR, le rayon hydraulique égal A/ P, et K, le coefficient de Strickler constant dans

le temps.

L’équation obtenue est alors :
(2.24)

Le systeme d'équations (2.22) et (2.24) constituerd formulation des équations de Barré de

Saint-Venant unidimensionnelles.

Pour un canal prismatique de section rectangulegg,équations peuvent aussi s’écrire sous la

forme conservative suivante :

‘Z_L:J,w:g(u) (2.25)
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Q
A
ou U :( j est le vecteur écoulemerft,(U)=| g2  a? | est le vecteur fluxB est la largeur
Q = +go
A 2B
0

du canal etS(U) ={gA( S-s

)J est le vecteur source.

2.2.1. Intégration de lois d’ouvrages

Dans les applications pratiques, il est souventossjble d’utiliser les équations de Barré de
Saint Venant unidimensionnelles pour modéliser dmiare convenable I'écoulement sur la
totalité du linéaire d’un canal ou d’'une rivieren Rarticulier, le probleme d’'un autre type de
modélisation se pose en présence d’ouvrages (@msstiseuils, vannes). Classiquement, la
modélisation de I'écoulement au droit d’ouvragepose sur un ensemble de formules
essentiellement empiriqgues qui ont été établieségime permanent et sont extrapolées en
régime transitoire. La plupart de ces formules ois Id'ouvrages sont associées a une

représentation unidimensionnelle de I'écoulement.

Dans le cas des jonctions, chague branche peutcétreidérée comme modélisable par les
équations unidimensionnelles et la zone de la jonaloit étre traitée soit avec une formulation
analytigue essentiellement empirique lorsque ceala possible soit avec une modélisation
bidimensionnelle. Ce point particulier concernantriaitement des jonctions sera examiné aux

chapitres 7 et 8.

2.3. CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons présenté I'obtentiogydteme de Barré de Saint de Venant sous
forme intégrale et conservative a partir des équatide Navier-Stokes. Ce systeme décrit les
écoulements gravitaires a surface libre avec I'tiypse de faible profondeur. Nous avons aussi

discuté les formules de certains parametres ditisds ce travail.
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Comme il est classiquement présenté dans la fiti€raen ce qui concerne la modélisation
hydrodynamique, la forme conservative du systemeéBde Saint Venant est une bonne
formulation pour le calcul des solutions numérigapprochées des équations de conservation de
type hyperbolique. Dans ce contexte, nous préserdans les deux Chapitres suivants une étude
bibliographique concernant les méthodes numérigeesnous détaillerons deux schémas
numériques (le premier de type volume fini et leosel de type élément fini discontinu de
Galerkin) pour la simulation des équations hypedo@s correspondant aux lois qui contrélent

les écoulements a surface libre.
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Présentation des méthodes de

discrétisation numerique :

la méthode des volumes finis

La recherche des méthodes numériques les plus éada@t la simulation des problémes
d’écoulement de l'eau a surface libre est I'un degts les plus actifs en mathématiques
appliquées, mécanique des fluides et hydrauliques¢h, 1990 ; Toro, 2001 ; Guinot, 2003 et
2008). En utilisant la simulation et l'analyse nuigée de quelques modeles simplifiés
appropriés, les scientifigues obtiennent de nondgaeuinformations significatives pour les
phénomeénes complexes associés aux ecoulementdaaeslibre. Ces dernieres années tout
particulierement, de nombreux résultats numéricqurésété publiés dans le cadre de problémes
bidimensionnels et tridimensionnels, ces simulaidavant étre a la fois fiables et répondre aux

exigences des services techniques.

De facon schématique, les simulations numériquescé&es aux equations de Barré de Saint
Venant bidimensionnelles peuvent étre obtenueslgmrquatre méthodes suivantes: (1) la
méthode des éléments finis (Akanbi et Katopode88)19(2) la méthode des différences finies

(Fennema et Chaudhry, 1990) et (Garcia et Kahad®®) ; (3) la méthode des caractéristiques
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(Katopodes et Strelkoff, 1978) ; et (4) la méthads volumes finis (Zhao et al., 1994, 1996),
(Yoon et Kang, 2004) et Zhou et al., 2004).

La méthode des caractéristiques peut étre seuleampliquée aux équations aux dérivees
partielles de type hyperbolique et impligue de miéfiles caractéristiques le long de la
propagation des perturbations (Cunge et al., 198%) caractéristiques peuvent étre considérées
comme des lignes dans le plan espace-temps, le desguelles (par définition) certaines

propriétés sont constantes.

La méthode des différences finies classiques estméthode bien connue dans le cadre de
I'hydraulique urbaine. Cette méthode consiste arddéner les valeurs de la fonction recherchée
notée f en quelques points particuliers. Dans gdmla résolution des équations de Barré de

Saint Venant, on commence par quadriller le pbany( ) afin d’obtenir des mailles de taille

(Ax, Ay, At) ou (Ax, Ay) sont les pas d’espace selomty, respectivement et est le pas de

temps. Les méthodes de type différences finies smries basées sur les développements de
Taylor des fonctions continues et dérivables. Loesigs pas de temps et d’espace sont « petits »,
les développements limités sont « proches » desursl exactes. Selon le type de
développements limités utilisés, on obtient desresgions difféerentes des dérivées qui

engendrent trois types de schémas (centré, praigf@sslit aval) ou régressif (ou dit amont)).

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés amxadees méthodes de discrétisation, a
savoir, la méthode des volumes finis et celle déménts finis et plus particulierement la

méthode des éléments finis discontinus de GaléRKDG) appliquées aux équations de Barré
de Saint Venant. Nous commencgons par présenteétlaoete des volumes finis utilisée dans ce
travail. Cette méthode qui est du second ordreeenp$ et en espace est choisie pour la

comparaison avec la méthode développée (RKDG).

3.1 LAMETHODE DES VOLUMES FINIS
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3.1.1 Synthese bibliographique

Dans les dernieres années, la méthode des volumesaf attiré une large attention de la
communauté des numeériciens et a obtenu une ségeates incontestables dans la simulation

numérique des problemes hydrauliques bidimensisransurface libre.

En utilisant les solveurs de Riemann (Roe, 198%he@ 1982, HLL (Harten Lax Leer), 1983),
Zhao et al. (1982), Alcrudo et Garcia-Navarro (1)998nastasiou et Chan (1997), Hu et al.
(1998), Chan et Anastasiou (1999), Tseng (1999)ngMet Lui (2000), Caleffi et al. (2003),
Yoon et Kang (2004) ont développé des schémas \asufimis de type Godunov-MUSCL
(Monotonic Upstream-centered Schemes for Conservataws), HLL-MUSCL, Roe-Upwind a
haute résolution sur des maillages triangulaires styucturés et ont apporté des résultats

impressionnants pour les écoulements graduellevaeigs a surface libre.

Les méthodes volumes finis ont plusieurs avantagesapport aux deux approches différences
finies et éléments finis. Les méthodes volumessfioombinent la simplicité des méthodes
différences finies avec la flexibilité géométriqdes méthodes éléments finis. La méthode des
volumes finis peut étre considérée comme une méthdterences finies appliquée a la forme
différentielle conservative des lois de conservagaprimées dans des géométries irrégulieres.
Ainsi cette méthode peut étre appliquée en utitisanmaillage non structuré comme la méthode
des éléments finis. Mais généralement la méthodemas finis a besoin de moins d'effort

informatique que la méthode des éléments finis.

Les méthodes de type volume fini sont basées dorrze intégrale des équations conservatives.
Ainsi un schéma basé sur cette forme conservaguefpcilement étre construit pour capturer les
chocs (propriété de capture des chocs). Par laétisation de la forme intégrale des équations
conservatives, la masse et la quantité de mouvedemeurent conservés (Hirsch, 1988). Le
probleme principal dans les méthodes volume findéstimer le flux normal aux interfaces des
différentes cellules. Il y a différents algorithmpsur estimer ce flux. Différents solveurs

approchés de Riemann ont été développés pour ealeulux numérique au lieu des solveurs de
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Riemann exacts car ces derniers sont mathématigquerae difficiles a traiter et sont associés a
des temps de calcul prohibitifs. Différents chetobeen aérodynamique ont développé des
solveurs approchés de Riemann pour les équatidiged qui peuvent étre appliquées aux
problemes hydrauliques. Les solveurs approchés wend®n les plus efficaces ont été
développés par Roe (1981), Van Leer (1977, 198ajted (1983), Osher & Solomon (1982), et
ont été adaptés plus tard a I'hydraulique par @&Raid988), Alcrudo et al. (1992), Alcrudo &
Garcia Navarro (1993), Nujic (1995) parmi tant dras.

Les méthodes les plus récentes de type volumes(fiei type Godunov) fournissent une solution
d’ordre supérieur a 1, en reconstruisant les danaég interfaces des cellules et en utilisant des
limiteurs de flux ou de pente pour préserver la atonicité. Ainsi la reconstruction linéaire par
morceaux basée sur le schéma monotone amont dd.-&an(Van Leer, 1973) conduit a un

schéma du second ordre (Alcrudo & Garcia-Navargd3).

3.1.2. Discrétisation spatiale volume fini

La méthode volume fini est basée sur I'écriture desiations mathématiques en forme
d’intégrale sur un volume de contrdle élémentadtegaque volume élémentaire est représenté par
une cellule du maillage, utilisée pour la discedtn du domaine simulé (Hirsch, 1988 ; Alcrudo
et Garcia-Navarro, 1993 ; Liggett, 1994). Afin denglifier le développement d'un schéma
numérique du second ordre sur des géométries lieégg; une grille non structurée, composée

par des cellules triangulaires, est adoptée.

La moyenne des variables conservées est stock@erdre de chaque maille et les cotés de

chaque maille définissent un volume de controantgyulaire.

En integrant I'équation (2.14) sur un volume de tdie T, ou T, est un triangle, nous

obtenons :
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j("a_‘tJJrDFdei = [ sdT (3.1)

En supposant que; est la valeur moyenne sur la mailleaffectée en son centre, et en utilisant

le théoreme de Gauss I'équation (3.1) devient :

%|Ti|+j9 F.nd™ = [ sdT (3.2)
ot T, T
ou Ti| et dT, représentent respectivement l'aire et le conteutadmailleT,, i est le vecteur

normal unitaire extérieur a l'interface éff est la différentielle du contour.

L’équation (3.2) peut étre discrétisée en approchiamiégrale de contour par une somme du

vecteur flux sur chagque cété du volume de cont@teobtient alors :

pFndr = i F 1 df (3.3)

=

ou I, estle "™ coté de la mailldT;, dI; est la longueur du cot¢ et F, est le flux numérique a

travers le cotd,; . L'équation (3.3) devient :

W, __ 1y

= F njd| +S 3.4
at |Ti|i:1 IJn] ‘J +$ ( )

La difficulté de cette discrétisation réside ewdiiation des flux numériques aux interfaces.

A l'interface |.

ij?

selon Godunov (1959), le probleme peut étre démngicomme un probleme de

Riemann unidimensionnel local dans la directiommade au cotd. , et ainsi le flux numérique

ij

pourrait étre obtenu par un solveur approché dm&ia tel que :
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F=F ((UL )ij '(UR)ij ) (35)

ol F’ est un solveur approché de Riemafis, ), et (Uy), sont les valeurs dé & gauche et &

droite du cotél, . Plusieurs méethodes peuvent étre obtenues esantildifférents solveurs de

Riemann.

3.1.3. Probleme de Riemann associé au systeme der8ae Saint Venant

Le probléme de Riemann centré ex;t,), est un probléme aux valeurs initiales disconsnue

composé de deux états constants (figure 3.1).ruatate de la solution de ce probléme appliqué
au systeme de Barré de Saint de Venant, est complesé&ois états constants séparés par deux
ondes élémentaires : une onde de raréfaction gageant vers la gauche, et une onde de choc
se propageant vers la droite. Godunov (1959), eluéss équations de type hyperbolique en

supposant que le probléme est constitué par ureedsproblémes de Riemann locaux.

Ugl) 4 U

*g %

Figure 3.1: Représentation du probléme de Riemann.

U si x ¥
3.6
U (3.6)

U(X’to):UO(X):{

e SI X ¥

3.1.4. Les solveurs de Riemann
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Les flux aux interface$ sont calculés numériquement selon chaque schémxiste plusieurs
solveurs permettant de calculer les flux aux imiggE. Ces schémas sont connus sous le nom de
solveur de Riemann ou tout simplement schéma ded&ie. Les schémas de Riemann sont
attractifs pour les ingénieurs hydrauliciens, puesges méthodes sont simples a implémenter, de
hautes résolutions pouvant capturer les chocsseprént la monotonie et vérifient la condition
d’entropie. Dans ce paragraphe, nous citons quelgalreurs de Riemann existant dans la

littérature.

Solveur de Lax-Friedrich
Le solveur de Lax-Friedrich est le solveur de Riemé& plus simple. Il satisfait la propriété
d’entropie désirée et est en méme temps simpletiienen ceuvre. Il dépend uniquement de la

celérité de 'onde locale la plus rapide et sa foeat donnée par :

1

F (UL’UR)'n :E[( F( UL) +F( LL)).I‘]— Qnax( ua_ uL)] (3-7)

Ou a,,, = ma>(‘ é‘ ‘ é‘ ‘ é‘) et les a sont les valeurs propres de la matrice jacobiehne

définie dans I'équation (2.17).

Solveur de Roe

Roe (1981) a résolu le probleme de Riemann de meamigprochée en remplagant la matrice
jacobienne exacte par une matrice jacobienne apgeod.e probléme consiste donc a construire

une jacobienne approchék en terme daJ, et U, a chaque l'interface. Le flux numerique

selon Roe est donné par :

F (Ub)n= 3] (FU)+ F U)o S

‘ekﬂ (3.8)
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. ~k ~k o . o
ou a et e sontles valeurs et vecteurs propres de la mg&oobienne approchég, .

Avec :
~1 - ~ ~ ~2 - ~ ~3 - - ~
a =unx+v.ng  a =d.nx+veta =d.nx+v.nx ¢ (3.9
et
1 0 1
~1 ~ o~ ~2 ~ ~3 ~ o~
e =| ut+c.nx/, e =| —c.ny| ete =| u- c.nx (3.10)
v+c.ny c.nx v-c.ny

Les valeurs des coefficients de pondération intitsdpar la projection du vecteur écoulement
dans la base des vecteurs propres, les vitessesnmes/ de Roe (1981) et v, ainsi que la

célérité moyennes sont données par :

. Ah 1 .

at =71Z[A(hu)@+A(hv)q—( Uy A K (3.11)
et

L 1 - .

G —Z{[A(hv)—\ﬂh] n-[A(hu) " b ;} (3.12)
ol A=(k =0,
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Les valeurs moyennas, v et c sont données selon Roe (1981) par :

5 UJ_+UJ_ - v\/_+V\/_ g(hﬁh) 13)
Frordn T e

Solveur HLL
Harten et al. (1983) ont proposé le solveur HLIn @ calculer le flux numérique aux interfaces.
Ce solveur suppose |'existence de deux ondes d¢itéés, et § ou les indices et R

représentent le coté gauche et droit de I'arétetisment. Le flux calculé a I'interface s écrit de

la fagon suivante :

F(U_)n sig@ S
F (U, Ug).n= SFUDMS P $ 8 W Y siss & S (3.14)
ST
F(Ug)n Sik@ ;S

Les célérites d'onde§ et S, sont données par :

S = min(u,v) -y gh U=y gh ) ety max((uVr{ Rgh+ydh ) (3.15)
Avec :

\/g_h 1(\/9h+9|a) ((u,vF) A (uy) h et*u:—;( (uy)+n (u) A Jogh —\gh,

(3.16)

3.1.5. Schéma du second ordre
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Pour un schéma du premier ordre, les valeurs désbles a gauche et a droite de l'interfice

du volume du controle sontU, =U;, U, =U,. U, etU,; sont les solutions de I'état U pour les

volumes de contréleetj, respectivement (affectées au centre de gravite).

Figure 3.2: Les cellules et les notations utilisées pouetzonstruction.

P . - . I P . ~n
Dans les schémas d'ordre supérieur, la reconsirudgU, sur la maille, dénotée pati (X,y)

est supposée étre une fonction linéaire en esdawaife ou d’ordre supérieur). Le profil
reconstruit considéré ici est un profil linéaireemant & un schéma numérique du second ordre en
espace (Van Leer, 1977 et 1979).

Le profil de la reconstruction sur la maiileau pas de temps, Uin(x,y), doit satisfaire les

contraintes suivantes :

(1) La valeur moyenne olEin( X,y ) dans la maillé doit étre égale a la valeur moyerigg :

ﬁ_fﬁ?(x,y)dT= Ui (3.17)

(2) La valeur deUin(x,y) doit étre aussi proche que possible des moyehiesies mailles

voisines;
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Ui(x,y,)0U" O 0 N) 18)

ou N(i) dénote I'ensemble de mailles voisines a la miille

. .. - . ~n . . P
Une reconstruction linéaire bidimensionndlle d'une variable donndé sur une maille donnée

i est cherchée. La reconstructith’ deU dans la maillé au pas de tempsprend la forme :

Ur(x,y)= (x= x )a+ (y y Yot ¢ (3.19)

ou x et y sontles coordonnées du centre de gravité deailem La reconstructionU; est
déterminée a partir de la valeur moyenne condflede U au pas de temps et des valeurs

moyennes connued dans chacune des mailles voisines. On explique asuite comment

déterminer une telle reconstructioh qui satisfait les contraintes (3.17) et (3.18).

En remplagant I'équation (3.19) dans I'équatioril {B on aboutit a la condition suivante sur

c=U" (3.20)

Les valeursa et b sont déterminées en minimisant le carré de laanist entre les valeurs

connues et reconstruites. Ceci est fait en minimisafonctionR définie par :

R(a.b)= D [U”Df Y r l,PT (3.21)

JON(T)
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Les valeurs optimales da et by sont celles pour lesquelles les dérivéR /da et oR /db

sont nulles. En remplacant les équations (3.19)20) dans I'équation (3.21) et en différenciant

R par rapport & eth, on obtient les conditions suivantes :

S (x-%Fa+(x-x)y-ybr (x— x)U-U ¥ | (3.22)

JONC()

Y)Yy -ylat(y-yIbr (y- .y )U- U ¥ (3.23)

iONGi)
Ce systeme de deux équations a deux inconnues donne

> (Ur-us 2 (y) - Z(Ur-u)y 2 oxy

- — AONG) JON(i) JONCi) JONCI) (3)24

h — JON(i) JON() JONCI) JON() (3)2

Ou A est le déterminant :

> (x) X %y

P jiONGi) . ©)2
D XY, > ( Y)Z
NG S

De I'equation (3.19), on peut calculer les valedrset U, a l'interfaceij comme suit :
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(3.27)

N

. _ a
our est le vecteur du centre de la maildu centre de la mailjeet U :(bj.

3.1.6. Limitation de pente

Les schémas d'ordre supérieur produisent souverdasit#liations non physiques au voisinage des
discontinuités ; il est donc nécessaire de les rsmep en limitant la pente des variables
reconstruites. D’apres Barth et Jesperson (1989)péntes sont limitées de sorte que la solution
aux points d'intégrationx ,y ) sur le bord de la mailliesoit comprise entre la solution minimale
et maximale dans les mailles voisines.

La solution modifiée est :

Ul (x,y)=U"+a((x-x) a+(y- y) D (3.28)
Avec
a=min maxa; ,Q 14 K (3.29)
% it U(x.y)- M>0
a = % it U(x.y)- m o0 (3.30)
1, otherwise
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Ko est le nombre de points d'intégration sur le bieda maillei, m etM sont respectivement

les valeurs minimale et maximale depour les mailles voisines de

3.1.7. Discrétisation temporelle

L'équation (2.14) est une équation différentielldimaire et peut étre intégrée par des méthodes

b

standards. Une approche simple consiste a emplieyeschéma d’Euler explicite comme
intégrateur en temps :

3 . n
Uin+1 :Uin _ﬁ__‘](z Fij Ni le J +At$n (331)
i i=1

Cependant, Chavent et Salzano (1982) ont montrécetie approche est inconditionnellement
instable pour les schémas numériques d’ordre 2diserétisation temporelle du second ordre

peut étre réalisée en calculant les variables ar d&@pes (technique de Runge-Kutta d'o&jre

L . o . JAY N .
Dans la premiére étape, les variables sont calkudédinstantt” l’Z:t”+? a partir des

variables a l'instant” . Les flux numériques et le terme source sont avadués avec les valeurs

deU at"™2 pour finalement obtenty & t"™*.

. oAt (& - ) At
Ui 12 :Ui _ﬁ(; Fij nijd'j j +_2$n (332)
At 3 ~ n+1/2
U :Ui”—m(z F hid] j FALS™? (3.33)
i i=1

3.1.8. Stabilité du schéma
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Pour tous les schémas numériques de nature egpdieitpose le probléme du choix du pas de
temps a utiliser pour la résolution. De ce chobpeat@l la stabilité du schéma numérique
consideéré. Dans le cas de I'étude du systeme dé Ba Saint Venant bidimensionnel, le pas de

temps sera donné par la relation CFL (Courant-Fdled_evy) suivante

T

> diabs( mir( unx vy c)’
j

At, =CFL

avec X CFk . (3.34)

Ici u, v etc sont évalués au centre de la maille pour des raidersimplicité.

3.1.9. Conditions aux limites

Les conditions aux limites sont imposées a l'irdeef des mailles aux bords du domaine et les
valeurs des variables conservées a l'interface exinapolées du centre de la maille. D’apres la
théorie des caractéristiques (Daubert et Graff&719%Katopodes et Strelkoff, 1978 ; Hirsch,
1990 ; Cunge et al., 1980), les invariants de Rienp@our les équations de Barré de Saint Venant
unidimensionnelles sont :

R =u+2c, R=u 2 (3.35)

En plus,ona:

—(u-2¢)=0 sur —= o 3.36
dt( ) dt ( )
E(u+2c):0 sur = g (3.37)
dt dt
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Donc u+ 2c est constant le long de+ c, respectivement. Les invariants de Riemdginet R
représentent respectivement |'état a droite etuzlgade l'interface. Puisque le coté droit de
l'interface est en dehors du domaine au niveauwa dienlte, la conditiorR™ est remplacée par la
condition a la limite elle-méme. Pour les équatidasBarré de Saint Venant bidimensionnelles,

la conditionR™ est donnée par :
(uyv), n+2/gh=(uy & ¢ gh (3.38)

ou les indices * et désignent respectivement les variables a l'interé au centre de la maille.

L’équation(3.38, combinée avec les conditions aux limites, perth@btenir une solution pour

u, V. eth.Levecteur flux a travers les interfaces peutsaftre calculé comme suit :

h(uy. n

F'n=| hu(u\, .m% gh n (3.39)

hv (u,v, .n+% gfi n

D’aprés la théorie des caractéristiques (Hirsctg019Cunge et al., 1980), une condition aux
limites est nécessaire quand le régime de I'écaréemst fluvial. Pour un écoulement fluvial, la
hauteur d'eau, le débit unitaire ou la vitesse &od imposé.

Dans le cas ou la vitesse d’eéu,v)* nest imposéeh est calculé en modifiant I'équation

(3.39.
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Dans le cas ou la hauteur d’eau est impo:éée\()* .n est calculé directement par I'équation

(3.39.

En supposant que la vitesse tangentielle a l'iaterfest égale a celle de la maille, la composante

tangentielle de la vitesse a I'interface est dorpa#e

(u,v) 1= (u,v) (3.40)

Une fois (u,v), .net(u,v), tconnus,u etv. sont calculés de la fagon suivante :

n - u,v) .n
(LL j (e n)((uv) 3.41)
v n 0 Jjl(uv), t
Enfin, le vecteur flux est calculé en injectantVageurs obtenues dans I'équati@39).

Dans le casu une condition débit est imposée :

g =h(u,v)n (3.42)
L’équation (3.42) combinée avec la relatioch= gh et I'équation (3.38) donne :

2¢-(y +2¢) é+ gg= ( 3.43)

L’équation (3.43) peut étre résolu itérativemenuma. , et le vecteur flux est calculé par

I'intermédiaire de I'équation (3.41).
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Dans le cas d'un écoulement torrentiel & I'amaots tconditions aux limites sont imposées, de

sorte queu. , V. et h sont directement donnés et le vecteur flux esinaést obtenu.

Dans le cas ou I'écoulement est torrentiel a I'at@ltes les variables physiquas, v. et h a

l'interface sont les mémes que les variables atree® la malille.

Et une ultime condition est appliquée pour « lessmy a savoir que la composante normale de la

vitesse a l'interface est ici égale a zéro (noterfrontiere fermée) :

(uv).n=0 (3.44)

3.2. CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons présenté une méttobaimer fini de second ordre en temps et en
espace a capture de chocs pour la résolution degiéqgs de Barré de Saint Venant 2D. Afin de
permettre le développement d'un schéma numériquesedtond ordre sur des géométries
irrégulieres, une grille non structurée, compossredes cellules triangulaires, est adoptée. Nous
avons détaillé les discrétisations spatiale et taelje ainsi que les conditions de stabilité et les
conditions aux limites pour ce type de maillageniéthode est basée sur I'écriture des équations
mathématiques sous forme intégrale sur un volumeamérole éléementaire. Chaque volume
élémentaire est représenté par une cellule duagaillutilisée pour la discrétisation du domaine
simulé. Cette méthode sera comparée a une méthdDE& Rdétaillée dans le chapitre suivant)

dans le chapitre 5.
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A

Présentation des méthodes de

discrétisation numerique :

la méthode des élements finis
discontinus a discrétisation
temporelle de Runge Kutta (RKDG)

Le succés des méthodes Galerkin discontinues ermamnt des problemes physiques divers
(notamment les systemes hyperboliques des loisodsecvation) a attiré la communauté des
ingénieurs hydrauliciens dans I'exploration desnéages de cette approche (Cockburn et al.,
1989 ; Cockburn et Shu, 1998a et 1998b; Schwamgnee Harms, 2004). Une propriété
favorable des méthodes Galerkin discontinues esflem conservent la masse au niveau de
I'élément. Par ailleurs, elles héritent de la ke des éléments finis en manipulant les
géométries complexes et exigent un traitement snpolur les conditions aux limites et les
termes sources pour notamment obtenir des schétoelred supérieur. La méthode est trés
largement répandue pour le calcul numérique deatisns des lois de conservation, en

particuliers les équations de Barré de Saint Vendious présentons dans ce chapitre une
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adaptation de cette méthode au systéme de Bai®@ideVenant. L'équation hyperbolique sans

terme source s'écrit :

%u +0OF(U)=0 sur@x[ 0T (4.1)

ou Q est un ouvert deR® .

La méthode Galerkin discontinue a été introduite peed et Hill (1973) pour la résolution de
I'équation du transport de neutrons. Une analysthanaatique a été menée par LeSaint et
Raviart (1974), Johnson et Pitkaranta (1986), Ric(it988) ainsi que Peterson (1991) (pour les
cas scalaires hyperboliques linéaires).

Cockburn et al. (1989, 1990) et Cockburn et Shi8919991a et 1991b, 1998a et 1998b) ont
développé et étendu cette méthode aux autres fod¥desiations et systémes non linéaires

(advection, dynamique des gaz...etc).

L'idée de base est de choisir un espace d'élénfiengs discontinusV,* ou les solutions

M
approchées sont des polyndomes de degér chaque volumg tel que 2 :(/'I'i . La solution
i=1

approchée est calculée a partir d'une formulatdvid du probléme a résoudre. Pour se faire, on

multiplie 'équation (ou le systéme) par une fomcttestv(Xx)0V;, et on intégre sur chaque

volumeT,.

Dans le cas unidimensionnel € 1), ou T, est un segment, on choisit comme fonctions téss,

éléments d'une base locale (sur chague segmengfiretd'obtenir une matrice de masse
diagonale, on peut choisir comme base les polyna@edsegendre. A partir du nombre de degrés
de liberté fixé, on choisit une formule de quadmatappropriée pour calculer les diverses

intégrales.
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Le passage au cas multidimensionnel n'est pasltrivotamment pour le choix des fonctions de
base et des formules de quadrature. Si on prexehiigle du cas bidimensionnel, il est plus aisé
de trouver des formules de quadrature sur desgteaargue sur n'importe quel autre polygone.
Ainsi, le choix du volume d'intégration n'est pabitaaire. Quant a l'intégration en temps, on
utilise un schéma de Runge-Kutta d'ordtel(), la méthode est ainsi globalement d'ordk€l]
(pour les démonstrations voir (Chavent et Cockbl®8,7 ; Cockburn et Shu, 1991b)).

La méthode présente des propriétés de parallélisatiéressantes (étudiées par plusieurs auteurs
dont Biswas et al. (1994)). La méthode a été étendux équations de Navier-Stokes
compressibles par Bassi et Rebay (1997), aux é@mqsatie convection-diffusion par Cockburn et
Shu (1998a).

4.1. APPROXIMATION NUMERIQUE

La méthode RKDG est trés largement répandue pocaltall numérique des solutions des lois
de conservation, en particulier les équations deéBde Saint Venant. Elle permet de traiter de
facon naturelle et robuste les lois de conservatqreut s’appuyer sur des structures a géométrie
complexe. Cette méthode utilise une approximatiotyrmiale d’ordrek discontinue de la
solution. Le principe consiste alors a intégreralement les équations de conservation sur
chaque élément, ce qui fait apparaitre des fluxiatetfaces. Ces flux sont ensuite approchés
numeériguement en résolvant un probléeme de Riemanidinoensionnel aux points de

discontinuité (Toro, 1997 ; Hirsch, 1990).

M
Nous considérons ici une discrétisation de typenéfés finis du domaine de calc@? :[/Ti
i=1

ou T, estun triangle.

Nous décrivons ci-dessous les approximations dpsatet temporelles, et rappelons les résultats

de stabilité.
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4.1.1. Discrétisation en espace

Soit V = LZ(QX[O,oo[) I'espace des solutions du probleme (2.14), et ksdpace approché

V<OV défini par :
vi={vOv/ viOP = 1,..M, (4.2)

ol P* est I'espace des polynémes de ddg@é = 1, 2, ..). Les solutions sont ici discontinues

d’'un triangle a un autre. Dans toute la suite, imerd k = 1. Afin de construire une solution

U, OV, on multiplie le systeme (2.14) par une fonctielstw(x,y)D\ﬁ, et on intégre sur

chaque triangldl; . Le systeme obtenu s’écrit pouy, =U /, :

%Iuh(x’y’t)ﬂx'” dT+ [0 Y( xy ) e )/G'T:f S0 xyp( Ry 4.3)

T T

et aprées intégration par parties, on obtient :

S UL (xy98(xy) aT=] A Y(xy)0p( xy 4

T T

- Z J‘a'ri/)a-rj F(Uh(x’y’t)) Q¢( X’)) d_+%[ $ U( X’y))¢( X,)y d (4.4)

JON()

N(i) est constitué par les indices des mailles voisthesiangleT;, n, est la normale extérieure

unitaire (dirigée del; versT,).

Les fonctions de base

On construit une base local® sur chaque triangle comme suit :
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Soit un triangleT, de sommets, , a, et a,. On notem,, m, et m, les points milieux des arrétes

(figure 4.1) K le triangle de sommetsy, m, et m, d’aire |K|, et on note :

m, My, m,
= , = , et 4.5
v () el “9

Figure 4.1: Les degrés de liberté'.

Soientg, (I = 1,..3) les fonctions de base (linéaires), telle am(amj ) =g ,00:

; :{1 sil=j 4.6)

0 sil# |

Alors les fonctiong(¢, ), sont données par :

¢1=ﬁ{(mzz-rw3) xH(m,- m) ¥ mym-

1
¢2=m{(ng-mz0 xt(me-m) ¥ mm- m 4.7)
¢3:ﬁ{(mzl_n‘52) xH(m,- m) ¥ mms m
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Une fonctionU, de V,f peut s’écrire pouiX =(x,y)0 T, en fonction des éléments de la base

locale (g,), :

Up (X.8) =2 Un(m 94 ( X) (.8

ouU, (m ,t) représentent les degrés de liberté de la solappnochée.

Calcul des intégrales
Nous allons approcher les différentes intégralela dermulation faible (4.4). On note deux types
d’intégrales :

Les intégrales sur le triangle

et l'intégrale sur le bord

Pour approcher :
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%juh(x,tm(x) dT

T

on écrit d’abordJ,, en fonction des éléments de la base, et on agplagtormule de quadrature

de Gauss a trois points donnés par :

JF () dT:@i F( m) 19)

T =

(qui est exacte pour les polynémes de degré 2plfiant ainsi :

; ; U,(m,.1)
S Un (08 (X)dT=— A U(m ) (4.11)
[ U, (m, .1

Ou A est la matrice de masse. La base locale étanbgmtiale, la matrice de masse est par
conséquent diagonale :

| 100

A:?‘ 010 (4.12)
001

et pour

[F (U, (X.1))0¢ (X) dT

T

on utilise la formule de quadrature (4.10).
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Quant a I'intégrale de bord :

F (Uh(X t)) ng (X) d-
0TinaT;
lapproximation se fait en deux étapes ; dans emyer temps, on approctie(U, (X t)) ry par
un flux échangéF (Ui U, ) n entreT, et T,. Ce flux peut étre calculé de différentes facois :

est basé sur la résolution locale d’'un problemRidenann (solveur de Riemann).

L'approximation du flux numérique pour la méthod€®Rs est identique a la solution approchée
d'un probleme de Riemann pour les méthodes VF.tHisant une résolution linéaire (ou plus
élevée pour des méthodes RKDG d'ordre supérieerschéma numérique RKDG est moins
sensible au choix du flux numérique que pour lethodes VF. Ainsi, un simple flux de Lax-

Friedrich donne de bons résultats.

Ensuite, nous appliquons une formule de quadrader&sauss. On se ramene d’'abord a une

intégrale suv[—l,]] par le changement de variable suivant :

& fran] =[]

F o= 2r=r,—r,
r,—r

a

ol [r,,r,] estun segment quelconque.

La formule de quadrature sfi1,1] est donnée par :
i F(x)dx= f(_—lj+ f(—lj (4.13)
% V3 J3) '
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(qui est exacte pour les polynémes de degré trois).

Apres I'approximation en espace et l'inversion aariatrice de masse, on obtient une E.D.O de

la forme :
U R

%Uﬁ - Al R |. (4.14)
u? R,

Ou R dénote la partie a droite de I'équation (4.4).

4.1.2. Discrétisation temporelle

Puisque nous avons choisi une discrétisation dpatibase de polyndmes de degré 1 (ordre 2 en
espace), nous devons choisir une discrétisatiopdegtie d ordre 2. Ainsi, le choix du schéma
de Runge Kutta d"ordre 2 est convenable:

Soit U" la solution a I'instanh, et U™ la solution a I'instanh+1, le schéma de Runge Kutta

d"ordre 2 pour un systéme d"équations différeetetirdinaires de la form%% = L(U)est de la

forme :
U® =y +dtL(un) (4.15)
u :%(u "+U D +dt.L(U)) (4.16)

Aprés les discrétisations spatiale et temporelleriths précédemment, on obtient une solution

approchéeU, OV.*. Elle approche la solutiod du probléme (2.14) a l'ordre deux (Chavent et
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Cockburn (1987) et Cockburn et Shu (1991b)). Lebikt& impose unCFL<1/3. Cette

condition est assez restrictive comparée aux autréthodes. Par exemple la méthode des

différences finies (schéma de Yee) est d'ordre gemw un CFL<+/2/2, et la méthode des
volumes finis est d'ordre deux pour @FL<1. Cette condition de stabilit¢ pour la méthode
RKDG se traduit par un surcolt en temps de caleldtivement important a discrétisation

Spatiale identique.

4.2. LIMITATION DE PENTE

En utilisant des approximations constantes paredd méthode RKDG se réduit a une méthode
volumes finis (Toro, 1997 ; Hirsch, 1990) sur desillages non structurés et au schéma des
différences finies de Godunov (1958)r les maillages structurés. La méthode RKDG dérd
supérieur en espace produit des oscillations aimpitéxdes discontinuités (Chavent et Cockburn,
1987 ; Chavent et Salzano, 1982), ce qui peut meeless instabilités numeériques de la solution.
Méme si les oscillations sont moins graves, elleslgisent des solutions non-physiques, telles
que des hauteurs d’eau négatives, ce qui est ipiixde. En ce cas, I'utilisation d'un limiteur de

pente est cruciale pour assurer la stabilité dérseh

Dans le cas d'un probleme unidimensionnel en espmoeéthode RKDG est interprétée comme
une généralisation des schémas de type différeities de Godunov (Godunov, 1959 ; Van
Leer, 1974 ; Van Leer, 1977 ; Van Leer, 1979). €esemas de résolution d'ordre supérieur
(k=1) sont, en général, stabilisés en employant detelins de pentes assurant le caractere
TVD (Total Variation Dominated), (voir Toro, 199'Hjrsch, 1990), pour que les oscillations non

physiques puissent étre évitées sans détruireasprn de I'approximation.

Chavent et Salzano (1982) ont construit une versiquticite de la méthode RKDG pour la loi de
conservation scalaire unidimensionnelle. lls orgraphé la solution en utilisant des polynbmes
discontinus et linéaires par morceaux. L'opéraggutemps est discrétisé en utilisant le schéma

d'Euler explicite. Cependant, cette méthode etaldfes quel que soit le pas de temps.
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Afin de la stabiliser, Chavent et Cockburn (19889 adapté un limiteur de pente en suivant l'idée
de Van Leer (1979). En respectant un critere de®@dCFL, le schéma obtenu est stable, et de

plus il vérifie la propriété TVD. Par contre, cdnéma est d'ordre un en temps et en espace.

Dans un espace multidimensionnel, la méthode desetits finis discontinus fait toujours face a

des difficultés pour atteindre le méme degré deveence que dans le cas unidimensionnel,
particulierement sur des maillages non structuraartie délicate concerne la construction des
limiteurs de pentes multidimensionnels qui présarvordre supérieur de la convergence.

Néanmoins, il a été montré que n'importe quel sehéombiné avec une limitation de pente qui

vérifie la propriété TVD est au plus du premierrerde convergence (Goodman et LeVeque,
1985). Par conséquent, de nombreux efforts ontéatiésés pour la construction de limiteurs de

pentes multidimensionnels qui peuvent éliminerdssillations non physiques sans ajouter une
viscosité numérique excessive. Une approche sidgmhs le cas d'une discrétisation cartésienne
est d'employer la méthode des éléments finis disumavec des polyndmes d'approximations

linéaires (P1) au lieu de polynémes quadratiqueld (@owda et Jaffré, 1993). Cette approche

est considérée comme une technique de séparatimnsionnelle (Toro, 1997). Dans ce cas, la
reconstruction du gradient peut étre effectuée mpliquant une limitation unidimensionnelle

séquentiellement dans chaque direction.

Chavent et Jaffré (1986) ont présenté un limitepdnte multidimensionnel. Ce limiteur est
considéré comme une généralisation du limiteur MUSEVan Leer (1979).

Dans le cas unidimensionnel, Gowda (1988) et Gostdiaffré (1993) ont analysé ce limiteur et
prouvé la stabilité de la méthode des éléments filiscontinus avec la propriété TVD. Shu
(1987), Cockburn et al. (1989), Cockburn et Shu8@9ont fait une extension du limiteur
MUSCL de Van Leer (1979) a un limiteur de penteggalisé ou une exactitude d'ordeel est
réalisée dans les régions lisses en utilisant ladé Galerkin discontinue avec des polynémes
de degré pour la discrétisation spatiale et une méthoddi@eRunge-Kutta d'ordr&+1 pour

la discrétisation temporelle. Le limiteur de pergénéralisé n'élimine pas totalement les
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oscillations prés des chocs, mais il préserve ditxae du schéma dans les régions lisses. Ainsi,
le schéma résultant n'est pas TVD, mais il satisfaé propriété TVB (Total Variation Bounded).

Hoteit et al. (2004) ont constaté que I'extensimppsée par Chavent et Jaffré (1986) et Gowda
et Jaffré (1993) du limiteur MUSCL dans un espacitidimensionnel ne donne pas de résultats
satisfaisants. Les auteurs ont notamment déteeti§ups cas avec des maillages triangulaires et
rectangulaires ou l'opérateur de limitation ne séysas a éliminer completement les oscillations
non physiques. L'origine de cet inconvénient estali fait que la reconstruction de la solution
aux sommets du maillage n'interdit pas de valeors physiques aux milieux des arétes des
mailles. En conséquence, cette approche ne shfisaile principe du maximum (Hubbard,
1999). Hoteit el al. (2004) ont concentré leurs efforts & limiteur de pente présenté par
Chavent et Jaffré (1986) et ont proposé une anaditor de la technique de limitation, qui prend
désormais en compte les moyennes de la solutiorlesuarétes. L'idée principale de cette
nouvelle technique de reconstruction et de limotatsuit une approche bien connue ou le
principe du maximum local est défini en imposamtaiees contraintes sur la reconstruction de la

solution, comme la conservation de la masse.

Nous détaillerons dans la suite deux limiteurs eletg: le limiteur de Cockburn et Shu (1998b)
et le limiteur de Hoteit et al. (2004) et nous présns une amélioration du limiteur de Cockburn
et Shu (1998b) pour des discrétisations triangesaafin d’éviter 'utilisation d’'une constante de
limitation qui parfois semble difficile & estimeark certains problémes hydrauliques. Le limiteur
ainsi modifié ameéliore I'exactitude de la soluti@himine les oscillations non-physiques au sein
des discontinuités et préserve I'ordre supériewsahiéma numeérique.

4.2.1. Limiteur de Cockburn et Shu

Pour décrire le limiteur, nous utilisons les mémetations que dans Cockburn et Shu (1998b).

Pour un triangle arbitrair@, et ses voisins]., i = 1..., 3,les notationdy, i =0..., 3etm,i=
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1..., 3désignent respectivement les centres de graviéraengles et les milieux des c6tés du

triangle T, (voir la figure 4.2).

Figure 4.2: lllustration de la limitation de pente pour Eéments

triangulaires.

Choisissant n'importe quel milien,, on obtient :

m-h=a,(b-h)+a,( - k), pour certaingr,, a, 1R* . ®1

Alors pour n'importe quelle fonction linéaitg, on peut définir :

un(m T) = u(m)- y(B=a(u( §- W B)+af { b= { P=o (umj  (418)

Pour décrire I'opérateur de limitation de pentf], , nous considérons n'importe quelle fonction
linéaire par morceaux),. En utilisant les fonctions de bage, u, peut étre exprimeé suf,
comme suit :

3 _ 3
b ()= u(ma(xy=u+d ¢ mJs( x) (4.19)
1 i=1
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D'abord, nous calculons les quantités :
A, :ﬁ(ﬁq(m T vdy m O'I)) pour certaing’ > 1, (4.20)

ol m est la fonction TVB minmod définie par :

. _{ai sj s MA X

m(a.3)= . (4.21)
m(a.,a)  sinon
ou M est une constante positive donnéemest la fonction minmod, définie par :
smi Si s=si = sign
m(a,3) ={ lorez| 8 . oh 4= signf (4.22)
0 sinon
Par conséquent, la reconstruction est effectuéa $e$ deux cas suivants :
3
1.Si ) A =0, onimpose :
i=1
_ 3
/ll-lhuh:uTo+ZAi¢i(X’”' .48)
i=1
3
2.Si> A #0, on calcule :
i=1
3 3
pos=>» maxX @), neg=> max 0:4,), (4.24)
i=1 i=1

et on définit ;
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" = min( ,”ﬂ’j, g = min(l,pﬁs’j. (4.25)
pos neg

Ensuite, on impose :

AT Uy = U, +i&¢i(x,30, 28)
ou
A =6'max( 04, )-8 mak G4, ). (4.27)

Puisque les équations de I'’écoulement a surface Gbnstituent un systeme d’équations et non

pas une équation scalaire, la limitation doit éffectuée dans la base caractéristique des vecteurs
propres dans la direction du vecteur- ky. Les variables sont donc transformées par dans

la base caractéristique, dlest la matrice des vecteurs propres de la jacobisunivante :

0, (E(U(n)).G(U(h))) ﬁ (4.28)

4.2.2. Limiteur de Hoteit et al.

Pour décrire la procédure de ce limiteur, on ca@rsidin €élément triangulain€, entouré par ses

voisins T, i =1,...,3. (figure 4.2). Le but est de reconstruire les maﬁemoyennesﬂh(m) aux

milieux des arétes. Une condition indispensabledqit étre satisfaite, est la conservation de la

masse sur chaque élément. Pour vérifier le prindipemaximum, quelques contraintes sont
imposées pour assurer que chaque reconstruttjpm) est effectuée entre les concentrations

moyennes sur les deux éléments adjacents. Pour amei limitation moins restrictive, les
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reconstructionst, (M) sont tenues le plus proche possible des valeialés us(m). Le

probléme d'optimisation résultant a résoudre est do

Pour des concentrations initiale(ﬁh(m) h(m) u( rgl)) trouver U, (ky) comme étant la

solution du probléme suivant :

minHW—  ( lg)” , en satisfaisant les contraintes :
\ 2

w(b)=<(u(m)+ u(m) W m)= | d (.29

Oa0[0,1,

(1-a)in(b)+a mi(u(b) u( B)< w n)s( 2a) w( pra mix( Jo ol b

(1-a)tn(B)+a miu(b) u( B))< w B=( 2a) W pra mbx( o nf )b

(1-a)tn(B)+a mi{u(b) u( B))< w W=( 2a) w dra mfx( Jo nfu )b

(4.30)
Dans Hoteit et al. (2004) la solution de ce proldéest completement détaillée. Les auteurs

prouvent que le limiteur de pente élimine compléemles oscillations pourr =1. Il faut

remarquer qu’ici le limiteur n’a été abordé que pane équation scalaire.

4.2.3. Limiteur de pente modifié

Nous avons vu que les limiteurs de pente décritiessus dépendent de certains nombres positifs
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constants. Le choix de ces nombres dépend de ldisoldu probleme et du maillage du
domaine. Ceux-ci peuvent rendre difficile le chdix ces nombres pour éliminer les oscillations
non-physiques et préserver en méme temps l'ordpérisur du schéma dans les régions
« lisses ». Dans cette section, nous présentonsnaadication simple dans la fonction TVB
minmod définie dans I'équation (4.21) pour évitatilisation du nombre constant. Ainsi les
pentes sont limitées de sorte que la solution dieuniles arrétes soit encadrée par les solutions
moyennes des mailles voisines :

—min —m

Un <u,(m)<Ur ,pouri=1,2,3 (4.31)

—min

N —max . . . .
ou Uy, , Uy, sont le minimum (respectivement le maximum) desitems moyennes des

mailles voisines de la maill§ .

Un =min(y,(h) u(B) 4( 1) et Ur =maxy(h) .y(b) 4 §) et la quantité

définie dans I'équation (4.20) sera exprimée coranie

A - u,(m)-y(R) si tU< pu)m U 4:32)

T m(u(m)- w(0) e mP)  aileurs

Par conséquent, le limiteur de pente modifié dépmdement des solutions dans les mailles
voisines et n'exige pas le choix d’'une constante faolimitation, comme dans le cas du limiteur
de pente de Cockburn et Shu (1998b) et du limdeysente de Hoteit et al. (2004).

4.3. CHOIX DU LIMITEUR DE PENTE

Cette partie est consacrée a la comparaison désuins de pentes présentées dans la section

précédente. Celle-ci est faite sur différents mrotds hydrauliques possédant des solutions
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analytiques ou associés a des résultats expérimentd dont la solution contient des
discontinuités. Cette partie du travail a été publans International Journal for Numerical
Methods in Fluids’ vol. 59(4): 423—-442. Les résultats numeériquest gopasentés dans la liste
des publications “An improvement of classical sldpaiters for high-order discontinuous
Galerkin method”.

4.4, CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons présenté un schémgriqumutilisant I'approximation spatiale de
type élément fini discontinu de Galerkin couplére wliscrétisation temporelle de type Runge-
Kutta appliqué aux équations de Barré de Saint MeR2B. Les solutions obtenues sdnt par
morceaux, et approchent la solution exacte a Bod#iux en temps et en espace. Le caractere
discontinu de la méthode et I'utilisation des gias comme volume d'intégration, nous permet
de traiter des problemes avec des géométries quples. La méthode RKDG est congue avec
une procédure de limitation de pente qui permeti#ela génération de fausses oscillations aux
voisinages des forts gradients. Deux limiteurs date ceux de Cockburn et Shu (1998b) et
Hoteit et al. (2004) sont aussi présentés et t#taiUne modification du limiteur de pente de
Cockburn et Shu (1998b) est proposée pour desétisations triangulaires afin d’éviter
l'utilisation d’'une constante de limitation qui fuas semble difficile a estimer dans certains
problémes hydrauliques. En se basant sur les aésulé la comparaison des différents limiteurs
(liste des publications “An improvement of classislape limiters for high-order discontinuous
Galerkin method”), nous constatons que le limitewdifié améliore la précision de la solution,
élimine les oscillations non-physiques au seindissontinuités et préserve I'ordre supérieur du
schéma numérique. En plus, il évite la difficulté choisir une constante spécifique pour la
limitation qui existe dans les autres limiteurs plente. On verra dans le chapitre 5 une
comparaison de cette méthode avec la méthode vdinnaecrite dans le chapitre précédent du

point de vue qualitatif et quantitatif.
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Comparaison des méthodes
numeériques sur des problemes
hydrauligues stationnaires et

transitoires

Dans ce chapitre, nous validons et comparons leénsgs numériques décrits dans les deux
chapitres 3 et 4, et ceci sur différents problemmgdrauliques transitoires et stationnaires : le
premier test est un probleme transitoire concerhiéobulement de I'eau dans un canal lors de la
rupture d’un barrage. Le deuxieme est un probleenupture partiel de barrage dans un canal
rectangulaire. Le troisieme cas est un problemestaaire concernant I'’écoulement transitionnel
passant du régime torrentiel au régime fluvial jogbléme sera dénommeé dans la suite sous le
nom du probleme du ressaut hydraulique oblique)yuagrieme essai est un probleme transitoire
dans un canal convergent-divergent lors de la raptlun barrage. Le cinquiéme test est un
probléme stationnaire concernant I'écoulement densanal a lit concavée sixieme cagst un
probléme stationnaire concernant I'écoulement 8ugians un canal convergent-divergent. Enfin
le septieme tesest un probléme stationnaire concernant un écoumemexte (fluvial et
torrentiel) et un écoulement torrentiel. Le cho&xaks problemes pour la comparaison des deux

schémas numeériques se justifie pour les raiSONSUSIES :
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D

Probleme Solution | Terme source Données 1D Ressaut Stationnaire
analytique ou ou 2D hydraulique | ou transitoire
résultats
expérimentaux
Barrage idéal Analytique Non 1D Oui Transitoir
Rupture
partielle d’un| Expérimentaux Non 2D Non Transitoire
barrage
Ressaut
hydraulique Analytique Non 2D Oui Stationnaire
oblique
Rupture d’'un
barrage dang
un canall Expérimentaux Oui 2D Oui Transitoire
convergent
divergent
Ecoulement
dans un canal Analytique Oui 1D Oui Stationnaire
a lit concave
Ecoulement
fluvial dans
un canal Expérimentaux Oui 2D Non Stationnaire
convergent
divergent
Ecoulement
mixte et
torrentiel Expérimentaux Oui 2D Oui Stationnaire

dans un cang

convergent

Tableau 5.1: Caractéristiques des différents cas tests.
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» Ces probléemes admettent des solutions analytiqueksposent des résultats expérimentaux,

ce qui permet de comparer la solution simulée &veolution exacte ou mesurée.

» Certains problemes sont de type transitoire, ou Vasables de |"écoulement varient

évidemment dans le temps, tandis que les autrédgpnes sont de type stationnaire.
» Les solutions de ces problemes contiennent desatales discontinuités.

Pour plus des détails voir tableau 5.1.

5.1. PROBLEME DU BARRAGE IDEAL

Dans ce probléme nous considérons un canal hoalzdatlargeurB = 10 m et de longueut, =

200 m. Le lit du canal est lisse (au sens ou il ne gémas de frottement sur I"écoulement de
I'eau). Le barrage se trouve au milieu du canag Einstantt = 0O, le barrage est totalement

supprimé et I'eau se relache sous forme de deunesd une se dirige vers I'amont et |"autre

vers l'aval (figure 5.1).

Dans ce probleme, on s’intéresse a la simulatianémigue de I'écoulement de I'eau lors de la
rupture du barrage. Les conditions initiales dedidgement sont formées d"un débit partout nul
dans le canal, et une hauteur d”eau discontinugagage. La hauteur a I"'amont du barrage est
fixee a h,,,=10m, et la hauteur a l'aval du barrage varie pour gharla nature de
I"écoulement. Puisque le canal est fermé, I'écoategrest donc « réflectif » a 'amont et a l'aval,
c'est-a-dire, pour les conditions aux limites astahmont, la hauteur d"eau est égale a celle du

nceud voisin, mais le débit est I'opposé de celuiaud voisin.

Deux cas sont considérés afin de montrer la robsistdes schémas numériques : Dans le premier

cas, I'écoulement est partout fluvial, et le nomédeeFroude est donc inférieur a 1. Dans ce cas,
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la hauteur aval doit étre choisie de sorte queparth,, / h, . Soit supérieur ou égal a 0.5 m.
Dans ce travail, la hauteur aval est choisie égalé,, =5m. Dans le deuxieme cas,

I'écoulement est graduellement varié, il passe ddmaégime fluvial au régime torrentiel et

inversement. Dans ce cas, la hauteur aval doitcéwisie de sorte que le rappdyt, / h,,, Soit

inférieure a 0.5 m. Dans ce travail, la hauteut astchoisie égale i, =1 m.

Mur amont Barrage Mur aval
h 'y

amont

h aval

L 3

0 100 200 X
Figure 5.1: Conditions initiales du probléeme de barrage.

Le domaine du probleme est discrétisé en 672 raditlangulaires. Nous illustrons dans cette
simulation la hauteur d’eau 3 secondes aprés deptare du barrage. La figure 5.2 montre, les
résultats de la simulation numérique du problemebdrrage idéal avec les deux schémas
numériques RKDG et VF pour les deux cas (fluvial tetrentiel). Pour les deux types
d’écoulement, on remarque que les solutions agaigt du probléme dans les régions lisses sont
correctement capturées par les deux méthodes. G@amteon peut remarquer que la formulation

RKDG est plus précise dans les régions ou il ysadigcontinuités.

Comme le probléme du barrage admet une solutioytanee, une vérification du schéma
numeérique avec les différents solveurs de Riemanfiaé en comparant la solution simulée

numériquement et la solution analytique. Dans dermus calculons I'erreur en nornkg entre
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la solution analytique et la solution humeériquett€aorme est calculée de la fagon suivante : Si

f, :(fol; 2. fON) représente la solution analytique dans le canaldifférents centres des

mailles(1;2;..;N), et f :(fl; f2.. fN) la solution simulée, alors I'erreur en norrog entref

et f, est égale a :

IF =t =(( = ) (62 - 17) e (10 - 1 N)Z)l/2 (5.1)
et I'erreur relative sera définie par :

”f B fo”
E=——2 (5.2)
[ foll,

" Exact 12y

Exact

Hauteur d'eau (m)
Hauteur d'eau (m)

0 a0 100 150 200 1] a0 1 IjD 1 5IIII 2IIIIEI
a) Distance (m) i) Distance {m)
Figure 5.2: Hauteur d’eau exacte et simulé par les deux odéth ; a) cas fluvial, b) cas

torrentiel.

Le tableau 5.2 donne, pour les deux cas (fluviabeentiel), les erreurs relatives en normge

entre la hauteur exacte et les hauteurs simuléelepaeux méthodes VF et RKDGe schéma
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RKDG donne de meilleurs résultats dans les deusstypécoulement. Le schéma VF donne des

résultats satisfaisants mais avec une erreur léggreplus grande que celle obtenue par le
schéma RKDG.

Méthodes Cas fluvial Cas torrentiel
RKDG 0.94 % 211 %
VF 1.84 % 3.68 %

Tableau 5.2: Les erreurs relatives en norrhg du probléme de barrage.

L !
A
Réservoir Bassin d'inondation
9B
5E ©
a0 o
L] o4
2m — - - — - - — - O — - - — - O — B - — - — - — - — - — - — - — - — - — - —
B4 34 0 44 g4 104
0
AR ©
C
¥
Y >
1m am
Location Stations

-5A | -3A | -3D| -4B C| O 4 4A 8A | 10A| 5B 9B
X (m) |0.18/0.58/0.58(0.155/0.48| 1| 1 | 1.322 1.722|2.02| 1.454| 1.802
Y (m) | 1.00/1.001.20f 0.50| 0.40, 1 |1.16/ 1 1 1 1.25| 1.45

Figure 5.3: Disposition expérimentale du réservoir et dusbad’inondation (Fraccarollo et
Toro, 1996).
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5.2. RUPTURE PARTIELLE D’'UN BARRAGE

Les deux schémas numeériques (volume fini et élédn@indiscontinu) sont validés par rapport a
des données expeérimentales concernant la propagéimondation dues a une rupture partielle
d’un barrage (Fraccarollo et Toro, 1996).

Le réservoir et le bassin d’'inondation expérimextsant présentés en figure 5.3 avec les stations
d'observation (les noms des stations sont les m@uesians Fraccarollo et Toro (1996)). Le
réservoir est de 1 m de longueur et de 2 m deuargdors que le bassin d'inondation est de 3 m
de longueur et de 2 m de largeur. Les frontierepaksin d'inondation sont toutes ouvertes. La
rupture partielle de 0.4 m est localisée au milieubarrage. Le lit du canal est horizontal. La
hauteur initiale dans le réservoir a 'amont durdge est de 0.6 m. Le bassin d'inondation est
initialement seclLes valeurs de la hauteur d’eau ont été obtennesoevertissant des lectures
d'indicateur de pression. En outre, quelques statant été également equipées d'une lecture
directe des mesures de hauteur. On trouvera dasdfollo et Toro (1996) tous les détails sur
les données expérimentales.

Les schémas numeériques présentés dans ce travaduvent pas considérer une hauteur d’eau
absolument nulle (celle qui existe au début darsaksin d’'inondation). Nous considérons ainsi
une hauteur d’eau de 0.00001 m dans le bassinmdiatmn au début de la simulation. Bien que
le schéma RKDG fonctionne correctement dans cettdiguration, le schéma VF du second
ordre a des difficultés a simuler les fonds se@sdeérnier ne fonctionne pas si le rapport de la
hauteur d’eau dans le bassin d’inondation sur l#eha d’eau dans le réservoir est inférieur a
0.005 (Jha et al., 1995). Cette restriction signifue le schéma VF du second ordre ne peut pas
étre appliqué tant que la hauteur d’eau dans tmaile n'’excede pas 0.003 m. Ainsi nous
appliquons le schéma VF du premier ordre tant queauteur d’eau reste inférieure a 0.003 m

puis nous appliquons le schéma VF du second otddela de cette hauteur.

Le réservoir et le bassin d'inondation sont dissést en 1400 mailles triangulaires. Les figures

5.4 et 5.5 comparent les hauteurs d’eau (resp@ctintles vitesses) calculées dans le réservoir
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avec les données observées. D’apres les figurext 5.8, il apparait que les hauteurs d’eau et les
vitesses simulées sont en bon accord avec les demx@érimentales. L'évolution de la hauteur
d’eau et de la vitesse est assez bien décrite lagedeux schémas numériques, avec un léger

avantage pour la méthode RKDG.

Ce qui précede démontre clairement que les moggtssentés dans ce mémoire reproduisent
correctement la profondeur et les vitesses obsemdigant la rupture d'un barrage.
Les modeles sont encore vérifiés afin de testardapacité a prédire la variation de la surface

libre sur des autres problémes hydrauliques dasisite de ce chapitre.

0.7¢ 4B 077 54
0.6 0.6
E 05r E 05r
= =
& 04 & 04
= =
= 0.3} = 0.3}
= =
[ [
T 02t T 02t
0.1 01
a ! 0
a 2 4 a] B 10 a 2 4 a] g 10
Temps (=) Temps (=)
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Figure 5.4: Hauteurs d’eau calculées et observées surffésatites stations: RKDG ; --

VF ; 0 observée.

88



5. Comparaison des méthodes numériques

e

O4dr
-30

0} &

= £

= =

o o

2 2

= £

01a,
-3D0
o 0.4}

w 01f )
= E

= =

ak] ek}

o o

o o
2 2z
= 005} =

O : . : : ! O :
a 2 4 5] & 10 a 2 4 5] & 10
Ternps (s) Ternps (s)

Figure 5.5: Vitesses calculées et observées sur certaiagsng. — RKDG ; -- VF ; 0

observée.

5.3. RESSAUT HYDRAULIQUE OBLIQUE

Le ressaut hydraulique oblique est induit au mogé@me interaction entre un écoulement
torrentiel et un mur convergent dévié selon un amgkE 8.95°. L'onde du choc est formée avec

un angle 3. La définition du domaine physique du problémeiretdiagramme schématique de
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l'onde du choc sont présentés en figure 5.6a. Lmadwe est discrétisé en 1200 mailles

triangulaires (Figure 5.6b).

Les conditions initiale et amont sont la hautewwad’' h, =1 m, les vitessesy, =8.57 m/s et

v, =0 nVs (correspondant a un nombre de Froude de 2.74).c@editions aux limites sont

appliquées a I'amont du canal. Une sortie librarapbsée a I'aval et une vitesse normale égale a

0 est imposée sur les « murs » du canal. L'écoulestationnaire résultant doit étre divisé en

deux régions séparées par un ressaut hydraulidiggielsous un anglg = 30° avec la direction
amont de I'écoulement. A I'aval de ce ressaut,olati®on exacte est donnée phar=15 met

V| =7.9556 m/s (Alcrudo et al., 1992).

mx
25|
0 —m "
_ W W —
E 15 1 2 / 1 E1s
= =
107 Choc frontal 10
5 5
]
/|
0 : : : 0
0 10 20 30 40 0 10 20 a0 40
) ¥ () ki ¥ ()

Figure 5.6: a) Définition du probléme du ressaut hydrauligb&que ; b) le maillage non-

structuré du probléme.
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18, 88,

Hauteur d'eau {m)
Yitesse (mss)

0.8 - - : - 78 - - - -
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40

) Distance (m) b Distance (m)

Figure 5.7: a) Hauteurs d’eau exactes et simulées ; b)sggeexactes et simulées.

Les comparaisons du profil de la hauteur d'eaueeladvitesse suivant la ligne longitudinale
(‘CD’ montrée dans la figure 5.6b) sont représenténs bies figues 5.7a et 5.7b respectivement.
De facon analogue au probléme de rupture du bartegerésultats obtenus par la méthode
RKDG sont légérement « supérieurs » que ceux obtpaula méthode VF surtout au niveau des
chocs et discontinuités ou on peut remarquer I'gmnde la méthode RKDG pour la capture du
ressaut hydraulique. On constate aussi que damédems « lisses », les deux méthodes donnent

des résultats similaires. La comparaison quantéadies erreurs relatives en norrog entre les

résultats simulés et la solution analytique sonttné@s dans le tableau 5.3.

Méthodes Hauteur d’eau Vitesse
RKDG 1.69 % 0.15%
VF 3.25% 0.45 %

Tableau 5.3: Les erreurs relatives en norrhg du probléeme du ressaut hydraulique oblique.

5.4. RUPTURE D'UN BARRAGE DANS UN CANAL
CONVERGENT DIVERGENT
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Ce cas test ainsi que les données expérimentatestérfourni par Bento (1996). Dans cet
exemple, une propagation d’onde due a une rupterdalrage dans un canal convergent-
divergent est étudiée. L'onde se propageant vavarit est partiellement reflétée par les murs de
la contraction produisant une onde « douce » aal'aw canal. Des écoulements fluviaux et
torrentiels sont produits le long du canal. La gétiim du domaine est détaillée sur la figure 5.8.

Elle se compose d'un canal rectangulaire (de lamgl@ 3 m, de largeur 0.5 m).

0.5m  Dam
514 =2 $53
. e S 3 T et -
B.1m 7.7m 0.2m  1Im  02m
- -
19.3m

Figure 5.8: La géométrie du modéle physique.

Le barrage est localisé 6.1 anl’aval de la premiere section du canal. La preengection de la
contraction est située a 7.7 m a I'aval du barragecontraction est de 1 m de longueur et de 0.1

m de largeur et forme un angle de 45° avec les ohwianal. Le lit du canal est horizontal.
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Figure 5.9: Comparaison entre les données expérimentales gisultats numériques
obtenus 10 s apreés la rupture du barrage : a) iatiggdw mesure S1, b) au point de mesure S2,

C) au point de mesure S3.

Les conditions initiales consistent en un écouldrs&ationnaire avec une hauteur d’eau de 0.3 m
a I'amont du barrage et de 0.25 m a I'aval. Lesd@@ns aux limites sont des conditions de type
murs partout excepté a la sortie qui est considége Le coefficient de frottement de Manning
est de 0.01. Le maillage utilisé est formé de 10%a8les triangulaires.
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La figure 5.9 montre la comparaison entre les desmxpérimentales et les résultats numériques
concernant I'évolution temporelle de la hauteuad'pendant 10 s aux trois poil8s X et S3.
Comme montré dans la figure 58, est situé avant la contraction et nous observansviée
d’'une onde provoquée par la rupture du barragéueednde réfléchie produite par les murs de
la contraction 2 est a l'intérieur du réservoir et la nous pouvesisiement voir l'arrivée d'une

onde « lisse » et enfild3 est situé apres la contraction. Les erreurs velsiten normel, entre

les résultats obtenus par les deux schémas nuraérigti les données expérimentales sont

présentées dans le tableau 5.4.

Méthodes Point de mesurePoint de mesure Point de mesure
(S1) (S2) (S3)

RKDG 0.65 % 0.76 % 0.34 %

VF 1.92 % 1.86 % 0.88 %

Tableau 5.4: Les erreurs relatives en norrhg du probleme de la rupture du barrage dans un

canal convergent-divergent.

Comme on 'observe en figure 5.9, la méthode Vaeu plus de mal a bien représenter les
fortes discontinuités et l'ordre supérieur du schéniest pas préservé au niveau des
discontinuités. Au contraire, la méthode RKDG dor@emeilleur accord avec les données
expérimentales. Elle élimine les oscillations auenu des chocs et discontinuités et garantit
I'exactitude et I'ordre supérieur du schéma dasségions.

5.5. ECOULEMENT DANS UN CANAL A LIT CONCAVE

Dans cette section, nous considérons le problémkédeulement dans un canal prismatique
rectangulaire ou le lit posséde une forme géomerigpn réguliére. Le lit du canal est concave,

il a la forme d’une bosse comme I'indique la figbr&0.
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— Lit du canal

i i
0 500 1000

Figure 5.10: Lit concave du canal.

La longueur du canal est de 1000 m, et sa larggut en. Dans cet exemple, il n"y a pas d effets
de frottements. La bosse du lit commence er125m et se termine enx=875m.
L expression algébrique du lit est donnée par :

Z(x) :4.755in2(x_125 nj

(5.3)

Hauteur d'eau (m)

a 200 400 &OO 800 1000
Distance (m)

Figure 5.11: Comparaison entre les hauteurs d’eau simulélesselution analytique.

Ou z représente le niveau du lit par rapport a undudki constante fixe, et la distance

longitudinale.Dans cet exemple, I"écoulement démarre en régimagaf] atteint son régime
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critique au sommet de la bosse, passe en régimenti@l et se termine en régime fluvial a

travers un ressaut hydraulique localisé juste aheaiim de la bosse.

Méthodes Hauteurs d’'eau
RKDG 0.54 %
VF 221 %

Tableau 5.5: Erreurs relatives en normg du probleme du canal a lit concave.

Pour les conditions aux limites, nous imposons éitd = 20 m*/s a I'amont du canal et une

hauteur d’eauh=7 m a l'aval du canal. Le domaine physique est dig®#étn 3422 mailles
triangulaires. Les profils des hauteurs d’eau défcle long de la ligne centrale du canal sont
comparés a la solution analytique du probleme (@aavarro et al. 1992) sur la Figure 9. Dans

le tableau 5.5, les erreurs relatives en notmales deux schémas numériques sont listées. On

peut remarquer que les solutions simulées se camiphbien a la solution exacte et qu’elles sont
de méme qualité dans les régions lisses. Cependaremarque que le schéma RKDG s’est
montré capable de bien représenter la discontindééla solution (au niveau du ressaut

hydraulique) ot on peut notamment apprécier lasoni® de RKDG par rapport au VF.

5.6. ECOULEMENT  FLUVIAL DANS UN  CANAL
CONVERGENT DIVERGENT

Dans ce paragraphe, la qualité des schémas nuregreuw sein d’'un écoulement fluvial est
vérifiee en les comparant aux mesures disponibteSallis (1997). Un tel écoulement a été
développé dans une canalisation convergente-dinergEigure 5.12 montre la vue schématique
dans le plan et la géométrie de la canalisatiomexee. Dans la région amont de I'écoulement, la
largeur est égale a 0.25 m. Ensuite la canalisatiowerge (a une distance axiale de 0.5 m) et a
la distance axiale de 1.15 m la largeur prend ldiénde la valeur a I'entrée c’est a dire 0.125 m

avec un angle de contraction de 10.88°. La rég@namtraction a une longueur de 0.30 m ou la
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largeur garde une valeur constante de 0.125 m.eAdistance axiale de 0.95 m a partir du point
de la convergence initiale, la paroi latérale deatiaation diverge avec un angle d'expansion de
21.037°. Par la suite, & 1.275 m du point de laveagence initiale, la largeur reprend de nouveau
la valeur de 0.25 m. La valeur du coefficient dgtément de I'écoulement (coefficient de Chezy)
est fixée a 120.0. Un maillage de 1200 maillegidaires a été utilisé pour la simulation de la
géométrie de la canalisation, avec des conditionxslianites correspondant a des écoulements

fluviaux.
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Figure 5.12: Géométrie du canal convergent-divergent avetigass de mesures 2 et 5.

Un débit de 20.58 L/s a été appliquée a I'amowtrsatjue la hauteur d'eau a I'aval est de 0.286 m
et les pentesS,, S, sont nulles. Les vitesses et les hauteurs d'ealeténmesurées dans
différentes positions dans tout le champ d'écoutgr{oulis (1997)). Dans les figures 5.13 et

5.14, les résultats calculés des hauteurs d'edesetitesses axiales le long des lignes 2 et 5,

respectivement, sont comparés aux résultats expétaux.
La comparaison est satisfaisante en particulies dmpartie convergente de la canalisation aussi

bien que dans la région étroite de I'écoulemenbre, les résultats numeériques obtenus par les

deux méthodes VF et RKDG se calent bien avec mdteds expérimentaux (a la fois en hauteurs
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d’eau et en vitesses). Il n’y a qu’une petite défice entre les deux méthodes car il n'y a pas de
grandes discontinuités dans ce probleme.

0.4 08¢ ..
2 Expérimental © E}{KpDegmental
kDG

_ D35 — —vF 06}
E w
2 E
2k}
= > 04
2 2
= S
T st 02}

02 - - - - - 0 - - - - -

0 0.5 1 1.5 2 2.5 n 0.5 1 1.5 2 2.5

3 Distance (m) b) Distance (m)

Figure 5.13: Comparaison entre les résultats expérimentalesetsultats simulés le long de

ligne 2 ; a) hauteur d’eau ; b) vitesse.
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Figure 5.14: Comparaison entre les résultats expérimentalesetsultats simulés le long de

ligne 5 ; a) hauteur d’eau ; b) vitesse.
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Le tableau 5.6 liste les erreurs relatives en nerinepour les deux méthodes comparées aux

résultats expérimentaux. On remarque que les errealculées pour les deux méthodes sont
faibles pour les hauteurs d’eau et aussi pour iEesses. Cependant, on peut noter aussi que
I'erreur produite par la méthode RKDG est plus|taib

Méthodes Hauteur d’eau Vitesse Hauteur d’eau Vitesse
(ligne 2) (ligne 2) (ligne 5) (ligne 5)

RKDG 0.45 % 1.27 % 0.59 % 2.70 %

VF 1.08 % 3.45% 1.21 % 5.23%

Tableau 5.6: Erreurs relatives en normg du probleme d’un écoulement fluvial dans un canal
convergent-divergent.

5.7. ECOULEMENT MIXTE ET TORRENTIEL DANS UN
CANAL CONVERGENT

Dans cette section, un écoulement torrentiel eéaoulement mixte (fluvial et torrentiel) dans

une contraction sont étudiés. L'écoulement mixtdlaegial (Fr =0.32) a 'amont et dans toute

la partie majeure de la contraction ; cependanta &ortie I'écoulement est « faiblement »
torrentiel. Le cas de I'écoulement torrentiel estipulierement intéressant de part la formation

de vagues au sein du canal.

Les données expérimentales utilisées pour valeeimodeles numériques ont été obtenues par
Coles et Shintaku (1943) a l'université de Lehlghont obtenu les profondeurs d’eau dans une
contraction droite-murée et ont présenté leurs desisous forme de contours en hauteurs d’eau ;
malheureusement, les vitesses dans le canal réasnétg mesurées. Les données, présentées en
figures 5.16 et 5.17, ont été obtenus pour un @ocoemt mixte (fluvial et torrentiel) et pour un
écoulement torrentiel dans une contraction resgmutient. Le canal est composé de deux
sections rectangulaires droites de longueur 1.48imlives avec une contraction droite-murée.

L’angle des parois latérales de la contractiordest®. La section amont est de 0.629 m de large,
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et la section aval est de 0.314 m de large. Lesepedu canalS, et S, sont nulles. La

géomeétrie et le maillage du canal sont illustréssda figure 5.15.
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Figure 5.15: Géométrie et maillage du canal convergent.

Les conditions d'écoulement incluent un débit dimment Q =0.0451 m®/ s, des tirants d'eau
amont et aval constants =0.1762 m, h, =0.1132 m, respectivement. Coles et Shintaku (1943)

n'‘ont pas fourni le coefficient de rugosité de Ghpour la contraction du canal. Cependant,
Molls et Chaudhry (1995) aprés une expérimentatiamérique ont trouvé une valeur optimale
de 84.1. Pour la simulation du probléeme, un maglldg 1252 cellules a été utilisé.

La figure 5.16 montre la hauteur d’eau le long ddigne centrale par rapport a la distance
longitudinale du canal. En comparant les résuéiafserimentaux et calculés du probléme dans le
cas de I'écoulement torrentiel et de I'écoulemeitten(fluvial et torrentiel) dans la contraction,

il apparait que les solutions calculées par lex aeéthodes ressemblent étroitement aux données

expérimentales. La hauteur d'eau est constantavar$r le canal et décroit dans la direction
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longitudinale. Dans ce cas, il n'y a pas de didooités le long de la ligne centrale et on
remarque que les résultats calculés par les detixoaes sont similaires : on remarque toutefois

que le profil simulé par la méthode RKDG est maille

018
018 ¢

0]
017+
016
015t
014

' Experimentaux
Q13+ — —F

Hauteur d'eau (m)

012} —RKDG

011

I:I'] 1 1 1
0 0.5 1 15 2
Distance (m)
Figure 5.16: Profil des hauteurs d’eau mesurées et calclddesg de la ligne centrale

(Ecoulement mixte).

Le tableau 5.7 présente les erreurs relatives anasiL, pour les deux méthodes comparées aux

résultats expérimentaux.

Méthodes Hauteurs d’'eau
RKDG 1.11%
VF 2.10 %

Tableau 5.7: Erreurs relatives en nornmig du probleme de I'écoulement torrentiel et mixte
dans un canal convergent.

Le cas torrentiel est plus complexe que I'écouldmerte dU a la formation de vagues a travers

la contraction du canal. De la frontiere amontgpraximativement, le milieu de la contraction
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(x=1.3m), l'accord entre les données expérimentales etléals est satisfaisant. Cependant, au
voisinage de la fin de la contraction, les réssletpérimentaux et calculés différent.

La figure 5.17 compare les résultats expérimentaiuxeux obtenus par les deux méthodes
RKDG et VF. Celles-ci produisent des résultats dables a I'amont (et dans la plupart de la
partie) de la contraction; cependant, la méthod€D® est plus proche des données

expérimentales au niveau de la paroi latérale aipité de la contraction (et de la sortie du
canal).
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Figure 5.17: Profil des hauteurs d’eau mesurées et calculéeke long de la paroi latérale ;

b) le long de la ligne centrale (Ecoulement tolieght

Les erreurs relatives en normels, pour les deux methodes comparées aux résultats

expérimentaux sont présentées dans le tableau 5.8.

Méthodes Ligne centrale Parois latérale
RKDG 4.09 % 471 %
VF 5.96 % 8.59 %

Tableau 5.8: Erreurs relatives en normig du probleme d’un écoulement torrentiel dans un
canal convergent.
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5.8. CONCLUSION

Les deux méthodes VF et RKDG ont été confrontées ¢k cadre de différentes applications,
qu'il s'agisse aussi bien du calcul des hauteuwraudgque des vitesses, notamment dans des
problémes présentant des discontinuités dues eedsauts hydrauliques. Des comparaisons a la
fois d'ordre quantitatives et qualitatives montrgme les deux méthodes donnent des résultats de
bonne qualité. Bien que la formulation VF soit neaodteuse du fait d'une condition CFL moins
restrictive, la méthode RKDG est supérieure notantrdans des problemes avec chocs et fortes
discontinuités (pour un maillage identique). Daes tégions « lisses », on remarque que les
résultats obtenus par les deux méthodes sontitndaiges. Il est donc intéressant de poursuivre
le développement de I'approche RKDG, notammentiaean du temps de calcul (utilisant par
exemple un pas de temps local (Local Time Steppogy réduire le temps de calcul et peut
également de se pencher sur la méthode des ligpes giscrétiser en temps I'équation
différentielle ordinaire obtenus (une fois les égques de Barré de Saint Venant discrétisées en
espace avec les éléments finis discontinus) avesageurs dédiés (tels que DASPK (Brown et
al., 1994, 1998)). La méthode RKDG permet de camsidplus naturellement des phénomenes
incluant des chocs et des ressauts hydrauliquesddition, cette méthode a besoin moins de
mailles que la méthode VF pour donner des résuttasssatisfaisants (Zhou et al., 2001). Nous
verrons dans la suite une autre comparaison esgrddux méthodes sur les inondations urbaines

au sein des carrefours.
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Synthese bibliographique

sur les jonctions

Les jonctions de canaux se retrouvent tres fréquamhians la nature : par exemple au sein des
réseaux sanguins ou hydrographiques, auxquelsugdab les jonctions de canaux artificiels
utilisés depuis fort longtemps dans des domainissqige I'irrigation, employée en agriculture
depuis des millénaires. Deux types de jonction sodistinguer de par les formes d’écoulement
tres difféerentes qui y ont lieu (figure 6.1es confluences correspondant a deux canaux ageont
réunissant dans un méme canal aval (tres courardiseau hydrographique ou tout autre systeme
de collecte au sein d’'une zone étendue vers unt peimregroupement) et les séparations (ou
déffluence) d’'un canal amont vers deux canaux @elqui se trouve par exemple en irrigation

ou dans le réseau des vaisseaux sanguins) paydiEsnes de distribution.

—> = = =

; Confluence Bifurcation

A

y

Figure6.1: Schéma simple d’'une confluence et d’'une bifuooat

Bien que les jonctions dans les canaux a surfdme koient présentes dans de nombreux

systemes hydrauliques, une recherche limitée &ag&sur ce sujet. Dans ces dernieres années,
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plus d'importance a été donnée au probleme de c@isonns de jonction. Les études précédentes
se sont concentrées sur l'approximation mathémeasuplifiée (les équations de Barré de Saint
Venant unidimensionnelles) de différentes carastiries d’écoulement a travers les jonctions

avec des données expérimentales pour valider ldele®théoriques de jonction.

La difficulté liée au probléme de la jonction estiloy a de nombreux facteurs qui influencent les
caracteristiques de I'écoulement a travers lestiome Un premier ensemble de variables peut
étre envisageé pour décrire la géométrie, telleslguaille, la forme, la pente, et I'angle entrg le
branches. De nombreuses combinaisons de ces quaatables sont possibles. Un deuxiéme
ensemble est constitué par les variables de I'éowrit, telles que le nombre de Froude dans la
branche aval, la rugosité du canal, le rapport @hitcentre les différentes branches. Il est tout a
fait évident qu'un modele mathématique simplifié €0 incapable de décrire complétement les
conditions complexes de I'écoulement dans une inctLa difficulté & bien décrire ces
écoulements avec les modéles mathématiques si@ésplifib nous conduite a envisager
I'utilisation d’'un code 2D pour décrire ces écoudats.

Dans ce chapitre, nous présentons une synthesegodphique sur les écoulements a travers les
jonctions (de type confluence ou bifurcation). Ndésaillerons les travaux des différents auteurs

sur trois types d’écoulements (fluvial, transcrigcgt torrentiel).

6.1. ETUDE BIBLIOGRAPHIQUE

6.1.1. Confluencefluviale

Une confluence fluviale génere un écoulement fludans les trois canaux renfermant la
jonction. Les premieres études concernant les wenfles ont d'ailleurs été menées pour cette
configuration. L’'une des premieres études rép&msriconcernant la confluence est due a Taylor
(1944) qui considére les hypothéses suivantes :

I. Les largeurs des trois branches sont égales.

ii. La pente du canal est nulle.
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iii. Les frottements sont négligeables.

iv. La répartition des pressions est hydrostatifua distribution des vitesses est uniforme.
v. Les lignes de courants sont paralléles aux pdatérales autour du volume de contréle.
vi. Les hauteurs d’eau sont égales dans les brarashent et latérale.

vii. Les forces de pression latérales sont néghitpsa

Taylor (1944) utilise le principe fondamental dedgnamique selon lequel la variation de la
guantité de mouvement d’'un élément de fluide eateég la somme des forces qui agissent sur
celui-ci. Il développe un modeéle permettant de rdéfie comportement de I"hydraulique a la
confluence. Taylor vérifie ce modele expérimentaetn La corrélation des résultats
expérimentaux avec la théorie est correcte pouangle de confluence de 45° mais s’'avere
mauvaise pour un angle de 135°. Il montre queilapldications iii et vi sont vérifiées et que
I'erreur provient en premier lieu de la simplificat v. Taylor conclut que la généralisation des
résultats est impossible et qu’on ne peut pas espértel traitement mathématique applicable a
tous les types de jonctions de canaux.

Webber et Greated (1966) ont étudié égalementrigodement d’'un écoulement a la jonction

de deux canaux rectangulaires en fluvial. lls &endes résultats obtenus par Taylor (1944) en
considérant trois autres angles de jonction etyapat I'effet d’'une confluence de forme

arrondie. lls utilisent la méme relation que celldisée par Taylor et observent une bonne
corrélation entre les résultats expérimentaux ébriques dans le cas de petits angles de
confluence et d’'un petit rapport débit amont susitdaval. En général, le rapport des hauteurs
d’eau observées (hauteur amont sur hauteur auahféseur au rapport calculé. Le décalage est
attribué a une mauvaise prise en compte de laiodadti mur. Un facteur correctif empirique a

été proposé qui procure une meilleure corrélatittneethéorie et expérience. Les configurations
ont été étudiées pour des nombres de Froude inférée0.6 et un rapport entre le débit dans le

canal amont et celui du canal aval compris enge)

Milano et Sassoli (1977) ont considéré une jonctitangle 60° avec trois canaux de largeurs

différentes. Les résultats obtenus ont montré ufifereince entre les hauteurs d'eau a la jonction.
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Lin et Soong (1979) ont étudié la perte de |"émegitravers une confluence d’angle 90°. En
utilisant la relation de Manning, ils ont concluegla perte de I"énergie et la perte due aux
frottements sont du méme ordre.

Carballada et al. (1981) ont étudié I'ecoulememisdas jonctions symeétriques de forme Y. En

supposant que les hauteurs d'eau aux points @adéign pour les deux branches sont égales et
que le coefficient de correction de la quantiténdeuvement dans la branche a |'aval de la
jonction soit de 1.15, leur approche est en acevat les observations et I'effet du nombre de

Froude s'est avéeré important.

Best et Reid (1984) ont analysé expérimentalenergéomeétrie de la zone de séparation au
niveau de la jonction. Les résultats ont inclus desnées pour la longueur et la largeur
maximale de la zone de séparation. lls ont trouve lg largeur et la longueur de la zone de
séparation augmentent avec l'augmentation de kamg jonction et le débit de la branche
latérale. Lindicateur de la forme de la zone deasétion a été défini comme un rapport de la
largeur maximale de la zone de recirculation esaéongueur. Pour un écoulement de jonction
droite, l'indicateur de forme a approximativemeatrhéme valeur pour différents rapports de
débits avec une valeur moyenne de 0.19.

En discutant I'approche expérimentale de Best et @884), Hager (1987) a présenté un modele
simple dans lequel la distribution de pressionlayraroi latérale et la contribution latérale de la
quantité de mouvement ont été prises en considardtia cherché a prédire la largeur de la zone

de séparation par une approche unidimensionnelle.

Ramamurthy et al. (1988) ont étudié les écoulemaritavers les jonctions droites en se basant
sur le transfert de la quantité de mouvement arphetla branche latérale a la branche principale.
lIs ont appliqué les équations de la quantité davement séparément pour I'écoulement dans les
branches latérales et principales. lls ont trouué tp contribution latérale de la quantité de
mouvement augmente comme le rapport du débit lstérde débit aval.
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Gurram et al. (1997) ont étudié les caractérissqie I'écoulement latéral et de la contraction de
I’écoulement et ont déterminé des expressions [goooefficient de correction de la quantité de
mouvement et la force de pression latérale surde bine équation pour le rapport des hauteurs

d'eau amont-aval a été également fournie.

Hsu et al. (1998a et 1998b) ont appliqué la corsiem de la masse et de I'énergie dans la
jonction et la conservation de la quantité de mmes@ sur deux volumes de contrble dans la
jonction et ont calculé un coefficient de pertendigie et le rapport des hauteurs d’eau. Toutes
ces études sont considérées pour des écouleméatgeds des jonctions ou les branches ont la

méme largeur et en supposant I'égalité des haulas amont et latérale a la jonction.

Plus récemment, Shabayek et al. (2002) ont dévélapp modele de jonction théorique
unidimensionnel en appliquant le principe de laseomation de la quantité de mouvement sur
deux volumes de contrdle dans la jonction et leqipe de conservation de la masse. Ce modele
est formé de deux équations, fonction de plusiparametres hydrauliques et géométriques ainsi
que de deux paramétres empiriques qui sont leicieeff de cisaillement et le coefficient de la
zone de séparation. Ce modéle a été validé expéaieenent par comparaison aux résultats
expérimentaux existant dans la littérature.

6.1.2. Confluencetorrentielle

bY

Dans les coursiers a pente importante ou dans dedudes de vidange de fond, on peut
rencontrer des jonctions dans lesquelles I'écoutenest torrentiel dans les trois branches.
Comparé a un écoulement fluvial dans la conduitgppfoche, I'écoulement torrentiel fait
apparaitre des ondes croisées sur des courbegidiares. Cette forte variation de la hauteur
d’eau peut engendrer de gros problemes dans lekiites fermées en raison de I'apparition de
phénoménes tels que les pulsations, I'entrainerdiaint la transition vers une mise en charge ou
'apparition de ressauts hydrauliques. Les configans qui font apparaitre un ressaut

hydraulique dans la confluence sont a éviter esoradu risque d’érosion considérable.

108



6. Synthése bibliographique sur les jonctions

e

C’est Bowers (1950) qui le premier analyse un émmeint torrentiel dans une jonction de
canaux. En fonction de la géométrie de la jonceibde la valeur du nombre de Froude dans le
canal amont, un ressaut hydraulique apparait oudams I'un des confluents. Dans le cas ou
aucun ressaut n'est présent, des ondes croiséefairgm a celles présentes dans les
rétrécissements apparaissent. Dans tous les casver80 (1950) conseille pour le
dimensionnement d’adopter des hauteurs de canamxphis grandes que les hauteurs usuelles
pour dimensionner ce genre de confluences.

Une autre étude associée aux écoulements est Gobratter et al (1955). Elle a étudié une
configuration dans laquelle I'angle de la jonctest pratiquement nul mais pour laquelle la
branche latérale a une pente tres forte. Il comdtaprésence d’ondes croisées trés fortes dans la
branche aval qui sont encore amplifiées dans l@gdss deux branches amont ont des nombres
de Froude différents. Néanmoins, l'installationrdimur de séparation, dont I'une des extrémités
se situe au niveau du point de confluence, permetadte quasiment disparaitre les ondes

croisées.

Behlke et Pritchett (1966) ont effectué une anatiese écoulements torrentiels dans les jonctions
avec des branches trapézoidales et rectangula@ivesips angles des jonctions de 15°, 30° et 45°
et nombres de Froude s'étendant entre 2 et 7ntloloservé deux ressauts obliques dont les
origines se trouvent au niveau de la jonction. dillet de ces deux ressauts a proximité du point
de la jonction est la méme. lls ont supposé gtfeti'de la branche latérale sur I'écoulement dans
la branche principale est comparable a la pertiofgbrovoquée par la présence d'un mur
oblique. Ainsi, ils ont déterminé les angles dessaeits comparés a la direction principale de

I'écoulement mais ils n'ont pas essayé de déterdar@auteur maximale de ces ressauts.

Gildea et Wong (1967) ont présenté des directivescalcul de dimensionnement. lls ont
recommandé un écart de hauteur d'eau entre lexhHamne plus faible possible et une
configuration dans lesquelles I'angle d'incidenes lofanches n'excéde pas 12°. En supposant que
I'angle est nul, on dimensionne la branche de spréela largeur au niveau de la jonction soit

égale a la somme des largeurs des confluences atégrde I'épaisseur du mur de séparation.
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Un modele pour la prévision de I'angle de la vagpilecipale dans une jonction simple est dd a
Greated (1968) qui a étudié un écoulement danganution horizontale avec un angle de 60°

pour des nombres de Froude variant entre 6 etBr.supposant une vitesse uniforme et une
distribution hydrostatique de pression, Greate®8)%rouve une relation entre les hauteurs d’eau
amont et latérale.

Rice (1985) a étudié l'influence des divers paraesegiéomeétriques et les caractéristiques des
écoulements sur l'angle du plan de séparation ldajosction. Il a développé des critéres pour
prévoir la hauteur maximale de la surface de lasms le secteur de la jonction et le profil de la
surface de l'eau dans la branche aval.

Hager (1989a) a présenté une étude théorique étimgntale d'une jonction de deux branches

de largeur égale avec des écoulements torreritialsteur a suggéré un critére pour la formation

d'un ressaut hydraulique a la jonction. Ses résuttgoérimentaux ont été faits pour des angles de
jonction de 45° et de 22.5°.

Christodoulou (1993) a présenté quelques résutgigrimentaux pour des angles de jonction
égaux a 90° et a 17°, dun écoulement fluvial densbranche latérale et d'écoulement
« |égérement » torrentiel dans la branche amorgc(an nombre de Froude amont s'étendant de
1.5 a 2). Il fournit un critere général pour larff@tion du ressaut hydraulique dans une jonction

avec des branches rectangulaires quand I'écouleammanit est torrentiel.

Dans le cadre d'une étude des écoulements totsedies une jonction de conduites fermées,
Gisonni et Hager (2002) prouvent que quatre graypokss d'écoulement peuvent avoir lieu : 1)
écoulement complétement torrentiel dans les branah®nt et latéral, 2) écoulement torrentiel
dans la branche principale et fluvial dans la binentatérale, 3) écoulement fluvial dans la
branche principale et écoulement torrentiel darigdache latérale et 4) écoulement fluvial dans
les deux branches amont et latérale.
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6.1.3. Confluencetranscritique

Une confluence transcritique est une confluencd @pulement est fluvial dans les canaux
situés avant la jonction, suivi d'une transitiomsvan écoulement torrentiel dans le canal situé
aprés la jonction. On trouve trés peu d’études eorant le probleme de la confluence dans ce

cas transitionnel.

Ramamurthy et al. (1988) ont étudié les deux typésoulement, fluvial et transcritique, a

travers une confluence pour un angle de jonctiait.dre modele de jonction développé dans ce
travail est basé sur le transfert de la quantitthdevement du canal latéral au canal principal. Ils
ont appliqgué séparément les équations de la qéatgitmouvement pour I'écoulement dans les

canaux latéral et amont.

Hager (1989b) a montré que I'écoulement transagtjgeut exister si le débit latéral est au moins
égal a 15 % du débit total. Il a effectué une étagpérimentale détaillée avec une analyse
théorique unidimensionnelle de I'écoulement tréomsilel avec des angles de jonction égaux a
90°, 45 et 22.5. Hager (1989b) définit une équation pour le coedfit de contraction de la zone
de séparation. Il a ainsi développé un modele [@janction définissant le rapport des hauteurs
d'eau a la jonction, en fonction des deébits etatggle de jonction. La validation expérimentale de
ce modeéle est cependant moins satisfaisante poangie de jonction égal a 9Que pour les

autres angles.

Gurram (1994) a prouveé que certaines hypothesesd#ées par Hager ne sont pas acceptables
et il développe un modele pour la jonction qui ogjuit plus fidélement les résultats

expérimentaux de Hager.

6.1.4. Bifurcation

La premiére étude expérimentale détaillée des éomaiits a travers une bifurcation dans un

canal a surface libre a été faite par Taylor (19D8ns son étude, la branche principale et la
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branche latérale sont de méme largeur. |l étudigrdbleme de la division de I'écoulement en
analysant des données expérimentales et proposslut®n graphique pour des cas spécifiques

de jonction a angles droits.

Milne-Thomson (1949), Tanaka (1957) et Murota ()9%%& résolu le probléme de la bifurcation
analytiquement et ils ont trouvé que |"hypotheseladdauteur d’eau constante dans tous les

canaux rend I"'usage de leur modele peu réaliste ldgratique.

Grace et Priest (1958) ont observé la division'émulement pour différents angles de jonction
et différents rapports de largeur du canal et oésgnté leurs données sous forme de graphique
en utilisant des parameétres adimensionnels. Leorapies hauteurs aval et amont et le rapport
des hauteurs latéral et amont sont presque égbunita. lls ont aussi remarqué que les rapports
de hauteurs diminuent modérément, tandis que gsores de débits augmentent. Cependant, la
supposition d’'une hauteur d'eau constante dansdolés branches rend peu réaliste cette

formulation pour un usage pratique.

La division des écoulements avec un écoulementiallusdans la branche principale et un
écoulement torrentiel dans les branches latéragsc(pente) a été également étudiee par
différents auteurs (Pattabhiramiah, 1960 ; Krisipaapt Seetharamiah, 1963 ; Lakshmana et
Sridharan, 1967 ; Rajaratnam, 1967). Dans ces gtlideoulement dans la branche latéral est
traité comme traversant un déversoir latéral detehaunulle afin d’obtenir un coefficient

experimental.

Des investigations analytiques et expérimentaledesprobléeme de la division des écoulements
dans les jonctions a angles droits ont été faisgsLaw et Reynolds (1966). lls ont conclu que
I'équation de la conservation de la quantité devament, avec une supposition appropriée sur la

force de pression hydrostatique décrit correcterfésdgulement.

Pemaiah (1977) a présenté un traitement mathénegtiqur le comportement de I'écoulement a

travers une bifurcation. Négligeant I'effet de istribution non uniforme des vitesses, il rapporte
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le probléeme au cas unidimensionnel. Il supposeiayss la distribution de la pression est

hydrostatique, et il obtient un modele permettantalier les hauteurs d’eau a la jonction.

Ramamurthy et Satish (1988) ont étudié le probldméa bifurcation dans des canaux a surface
libre avec des branches courtes, ou le nombre aledérdans la branche latéral est supérieur a
0.35. Ramamurthy (1990) développe un modéle dedaifion, pour une jonction a angle droit.

Ce modeéle est fonction du rapport des débits avaind, du nombre de Froude dans la branche

amont, et du rapport des hauteurs amont-aval.

Hager (1989) a obtenu une expression pour le ciefti de perte d’énergie a travers une
bifurcation. Il simplifie I'écoulement dans la zode contraction et conclut que le coefficient
latéral du débit dans la branche latérale est gimeht une fonction de nombre de Froude amont

et du rapport des débits aval amont.
Chocat (1997) a fait des études sur I'hydrologlemure et sur les réseaux d’assainissement.

Hsu et al. (2002) proposent une relation hautebit @ un coefficient de perte d’énergie pour un
écoulement fluvial dans les canaux de méme largeur un angle de jonction droit. Avec des
débits amont et latéral et une hauteur aval conausauteur amont est déterminée a partir de
considérations énergétiques. Le coefficient deepd'@nergie di a la division de I'écoulement est
exprimé en fonction du nombre de Froude amontagpart des débits aval amont et du rapport
des hauteurs d’eau amont aval. Le coefficient detraotion est déterminé en utilisant des

mesures de vitesse.
Récemment, Lhomme (2006) a cherché a transposeodeéle de bifurcation a des carrefours en

X, puis a développer des relations empiriques gartéion des débits au niveau des carrefours

en X.
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Plus récemment, Riviéere et al. (2007) ont étudi® éesoulements transcritiques dans les
bifurcations et ont développé des modeles unidiansls pour la prédiction de la répartition
du débit amont dans les branches aval.

6.2. CONCLUSION

Dans ce chapitre, on a rassemblé un certain noméreonnaissances disponibles dans la
littérature concernant les écoulements dans lestigors de canaux a surface libre. Ceux-ci

peuvent étre considérés comme étant similaireséaoxlements qui se développent dans les
carrefours de rue lors de crues urbaines. La plujesr études portent sur les jonctions mettant en
jeu trois canaux, soit en confluence soit en bidtion. Ces configurations sont tres répandues
naturellement ou artificiellement pour ce qui caneeles rivieres, les systemes d’irrigation, de

collecte d’eaux usées ainsi que les réseaux sagainexemple. Cependant tres peu d’études

traitent des configurations de jonction a quatemnbhes ou plus (Riviére et al., 2006).

Dans ce contexte, nous présentons dans les dewitreBasuivants une étude numérigue
concernant les écoulements a travers les jonctidogs comparons les résultats obtenus par les
deux approches 1D et 2D avec ceux obtenus partdesséexpérimentales menées par différents

auteurs que nous avons trouvées dans la littérature
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Simulation numérique des

confluences

Dans la conception des écoulements dans les résebaixns, un des problemes hydrauliques les
plus importants est l'analyse des conditions diéoeent dans les jonctions a surface libre. Des
exemples typiques de ces jonctions se produisers léa réseaux urbains, les canaux d'irrigation
et de drainage, et les réseaux hydrographiquesetaile surface. La plupart des problemes en
ressources en eau, en hydraulique environnemestaje la description précise des parametres
caracteristiques du régime d'écoulement de ceaursesurface libre.

Un systeme de réseau a surface libre peut se cem@om certain nombre de branches jointives
reliées ensemble par un certain nombre de jonctPosr le cas monodimensionnel, la présence
de jonctions internes dans un tel systeme poséditfesiltés dans la résolution numérique parce

que ces jonctions agissent en tant que conditiordimites internes pour chaque canal jointif &

une jonction (Yen, 1979). Les valeurs des paramméitécoulement (hauteur et vitesse) a ces

nceuds internes sont une fonction de la solutioellet changent avec le temps.

Comme le rappelle (Buyer, 2002), I'étude de diggsdiydrauliques peut avoir lieu suivant deux

axes :
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» soit par une approche monodimensionnelle adaptéague configuration d’écoulement,
empirique et/ou analytiqgue. Cette méthode est gém@ent accompagnée d’'une phase

expérimentale permettant de valider les relatibgsriques.

e soit par une approche prenant en compte le caeatieimensionnel de I'écoulement
dans la jonction en utilisant les équations de &ae Saint Venant bidimensionnelles

résolues numériquement pour décrire le comportethesystéme.

La simulation unidimensionnelle d'écoulement dassréseaux a surface libre est beaucoup plus
complexe que la simulation dans un canal simpligoéierement pour les systemes de réseaux a
grande échelle (Akan et Yen, 1981 ; Yen et Osm& 6L Le systeme entier est considéré
comme un ensemble de branches dans lesquelleqqlediahs de Barré de Saint Venant
unidimensionnelles sont appliquées et liées paééreifits modeles hydrauliques de jonction. Les
conditions hydrauliques a une jonction peuvent gtoelélisées par I'équation de la conservation
de la masse et I'équation de conservation de fEneu I'équation de la conservation de la
quantité de mouvement a la jonction. Différents élesl de jonction existent dans la littérature,
et sont développés pour relier les variables diéocment a la jonction. Ces modeles sont de
nature empirique car certains parametres associény donnés grace a des résultats

expéerimentaux et ils présentent souvent un chanyalidité réduit.

Dans ce chapitre, nous simulons et comparons 6appr unidimensionnelle aux résultats
numériques obtenus par la résolution numérique épsations de Barré de Saint Venant
bidimensionnelles. Pour ['étude unidimensionneles équations de Barré Saint Venant
unidimensionnelles couplées a un modele de jonatoa la méthode des caractéristiques sont
utilisées pour trouver la solution dans le réseésw.contraire, pour le cas bidimensionnel, le
systeme entier (les branches et la jonction) essidéré comme un seul systeme et discrétisé
avec des cellules triangulaires formant un maillagm structuré. Ainsi, nous appliquons
simplement les équations de Saint Venant bidimengites sans recours a des équations

supplémentaires semi-empiriques. Les résultatsnabtesont montrés dans la simulation de
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I'écoulement a travers les jonctions et comparés ragultats expérimentaux existant dans la

littérature pour trois types d’écoulement (fluvimgnscritique et torrentiel).

7.1. TYPES D’ECOULEMENTS DANS UNE CONFLUENCE

Dans la simulation de I'écoulement a travers undlaence, divers types d'écoulements peuvent
exister & la jonction et ces types sont caractqis# les trois nombres de Froude calculés aux
points de jonction dans les trois canaux. Les sa% possibles selon les conditions de
I'écoulement sont liés au type d’écoulement dars danaux, amont, latéral et aval

respectivement :

1. L’écoulement est entierement fluvial dans lesstbranches respectivement amont, latéral et
aval (FLUV-FLUV-FLUV).

2. L'écoulement est fluvial dans les branches anwiniatérale et devient torrentiel a I'aval
(FLUV-FLUV-TOR).
3. L’écoulement est torrentiel dans I'une des bnascamont ou latérale, et est fluvial dans la

branche aval (FLUV-TOR-FLUV).

4. L’écoulement est fluvial dans 'une des brancae®nt ou latérale mais devient torrentiel a
l'aval (FLUV-TOR-TOR).

5. L'écoulement est torrentiel dans les branchesnanet latérale et devient fluvial dans la
branche aval (TOR-TOR-FLUV).

6. L'écoulement est torrentiel dans les trois bhas TOR-TOR-TOR).
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Dans ce travail, on va s’intéresser aux cas 162pelisqu’ils existent des résultats expérimentaux
correspondant a ces trois cas qui nous permettterdcomparer les résultats obtenus avec les

résultats de la simulation numérique.

7.2. MODELISATION UNIDIMENSIONNELLE

Il est bien connu que les équations de Barré det S&nant unidimensionnelles ne sont pas
applicables aux points correspondant a la joncto@aj étant due au caractére essentiellement
bidimensionnel de la jonction. Par conséquent, pétude unidimensionnelle, les jonctions sont
considérées comme des conditions aux limites iateet un traitement spécial est nécessaire.
Pour trouver la solution dans un réseau, les émmtide Barré de Saint Venant
unidimensionnelles sont appliquées dans les branehkées par un modéle de jonction basé sur
la conservation de la conservation de la quangténduvement ou d'énergie. Différents modéles
de jonction ont été développés pour relier lesédiffites variables d'écoulement a la jonction.
L'inconvénient de ces modeéles est qu'ils sont daraaempirique et ils présentent souvent un
champ de validité réduit. Par exemple, ils sontetliypés pour un écoulement fluvial (ou
transitionnel ou torrentiel) et pour un systemeéteau composé de trois branches rectangulaires

liées par une jonction.

Nous citons ici quelques modeles :
» Modele d'égalité des hauteurs d’eau
* Modele de Taylor (1944)
* Modele de Ramamurthy et al. (1988)
* Modele de Hage1989a et 1989b)
* Modele de Rice (1985)
* Modeles de Gurram et al. (1994, 1997)
* Modeles de Hsu et al. (1998a et 1998b)
* Modéle de Shabayek et al. (2002)
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Plus de détails sur ces modeles sont proposes eexarp.

7.2.1. Couplage dans le cas d'une confluence

Pour trouver la solution aux points internes engerimla jonction, nous devons trouver six

variables d'inconnus : la hauteur d'eau et le dglvaval de la branche située avant la jonction

(h,, Q). la hauteur d'eau et le débit a 'aval de la bnariatérale(h , Q ) et la hauteur d'eau et

le débit a I'amont de la branche située aprés tection (h,, Q) (voir figure 7.1). Par

conséquent, nous avons besoin de six équationg@snudre le probleme de la jonction en 1D.

Eranche hy | _ ‘i'hd Eranche
armont » QUT Jonction " Qg * aval
i *w |
Angle de jonction &
_ Zone de
hLL‘ separation
QL s
Branche
latérale

Figure 7.1: Probleme de la jonction.

Description dans le cas d’'une confluence fluvial

Nous disposons, dans le cas ou I"écoulement esalfldans les trois branches de la confluence,

de trois relations provenant des caractéristiques @nnexe 1). Ces trois relations son€;

dans la branche amor@,” dans la branche latérale@] dans la branche aval.
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Figure 7.2: Ligne des caractéristiques dans le plan (Edhulement fluvial dans les trois
branches renfermant la confluence.

Ces trois relations relient le débit de I'’écouletreamme une fonction de la hauteur d’eau :
Qu = Ku Buhn+ Cu

Q =KBh+CG (7.1)
Q; = KyB;h, + G

La conservation de la masse a la jonction donne :

Q+Q =Q (7.2)

Les deux autres équations sont dérivées d’'un modeélgonction. Dans ce mémoire, nous
utilisons le modele de Shabayek et al. (2002) quieemodeéle le plus précis dans le cas d’'une

confluence fluviale.

Le systeme de ces six équations est non linéasa etsolution est obtenue par une méthode de
Newton-Raphson.

Déscription dans le cas d’'une confluence transcriue
Nous disposons, dans le cas ou |I"écoulement dardelex branches amont et latérale est fluvial,

mais devient torrentiel dans la branche aval, dx delations provenant des caractéristiques. Ces

deux relations sontC; dans la branche amont@{ dans la branche latérale.
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Figure 7.3: Ligne des caractéristiques dans le plan (Edpulement fluvial dans les

branches amont et latérale et torrentiel dansdadbre aval.

Les deux équations provenant de la méthode destéastiques sont :

=K,B,h,+ C
{Qu u UhJ u (73)
Q =KBh+G
La conservation de la masse a la jonction donne :
Q+Q =Q (7.4)

En supposant que I'écoulement est critique a &erde la branche aval (passant du régime fluvial

en régime torrentiel), on aura le nombre de Frawd égal a 1 :

Q4
=1 7.5
gBi (79

Les deux autres équations sont dérivées d’'un matlenction. Nous utilisons le modele de

Gurram et al. (1994) qui est le modéle le plusigrdans le cas d’'une confluence transcritique.

Déscription dans le cas d’une confluence torrentikd
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Nous disposons, dans le cas ou |"écoulement estntml dans les trois branches de la

confluence, de quatre relations provenant des gaistiques. Ces quatre relations soi@Z;: et

C, dans la branche amor@,’ et C_ dans la branche latérale.

Canal u 4t Canal L at t ry Canal d
# F'1 # F'z F.S [ ]
ct,7 ct, 7
J ll' o / 'f -
] !
i 1l i (- | ’

Figure 7.4: Forme des caractéristiques pour le cas d'unié&oaunt torrentiel dans les trois

branches.

Les quatre équations provenant de la méthode dastédstiques sont :

QU = KUBUhJ+ CLI
QU = K‘uBth+ CU

(7.6)
Q =KBh+G
Q =KBh+G
La conservation de la masse a la jonction donne :
Q+Q =Q (7.7)

La derniére équation est dérivee d’'un modéle detijom. Nous utilisons le modele de Rice
(1985).

7.3. RESULTATS NUMERIQUES ET DISCUSSION
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Dans ce paragraphe, nous donnerons les résultdssitaulation numérique unidimensionnelle
et bidimensionnelle des équations de Barré de Sé&intint a travers les jonctions. Pour la
modélisation unidimensionnelle, le systeme ent¢icensidéré comme un ensemble de branches
dans lesquelles les équations de Barré de SaimnvdiD sont appliquées et liées par un modeéle

de jonction (Kessewani et al., 2008).

Au contraire pour le cas bidimensionnel, le systeanéer (les branches et la jonction) est
considéré comme un seul systeme qui est discenigellules triangulaires formant un maillage
non structuré. Nous appliquons ainsi simplemengétpgtions de Barré de Saint Venant 2D, qui
sont résolues par la méthode RKDG. Les résultaggrearentaux obtenus par des différents
auteurs (Hsu et al.,, 1998a et 1998b ; Hager, 1889889b ; Rice, 1985) sont utilisés pour
valider et comparer les deux approches 1D et 23 ttagimulation des écoulements a travers les

confluences.

7.3.1. Confluence fluviale

Dans cette section, les résultats expérimentaugnabt par Hsu et al. (1998a et 1989b) sont
utilisés pour la comparaison et la validation desxdapproches (1D et 2D). Les expériences ont
été effectuées dans une canalisation rectanguéaies, un lit horizontal et lisse. La canalisation
principale et la branche latérale sont de 12 mt et de longueur, respectivement. Les trois
branches sont de méme larg@ur55 m avec des angles de jonctiod, égaux a 30°, 45°, 60° et
90°. Pour I'angle de 90°, la canalisation prinogpet la branche latérale sont respectivement de 6

m et 1.5 m de longueur.

Les parois de la jonction sont « lisses » afinéthiire les effets de frottement aux frontieresade |
canalisation ; le lit et les murs latéraux de laat@ation expérimentale ont été enduits d'une
feuille de plastique. Le débit d'eau a été régtédeax réservoirs amont munis de vannes, qui ont
été calibrées avec un réservoir aval. La figure mdntre une disposition schématique de
I'installation expérimentale avec les sections dssune (AB, CD et EF) pour les angles 30°, 45°

et 60° et la figure 7.6 pour I'angle 90°.
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Figure 7.5: Schéma de l'installation expérimentale pourdegles 30°, 45° et 60°.

B m
+ >
A E
Qy Qq
— —- Junction > —
Déhit g " Déhit

F
B Iza Tq, F
[ o]

1.8m
TDéhit
L J

Figure 7.6: Schéma de l'installation expérimentale pourdl@00°.

Dans toutes les simulations, chaque branche estrédsee en 20 mailles pour le cas
unidimensionnel. Tandis que pour le cas bidimensgre domaine physique est discrétisé en

1314 mailles triangulaires, formant un maillage stmicturé (figure 7.7).
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QK

Figure 7.7: Le maillage 2D non-structuré de la jonction.

Connaissant les debits amo@, latéral Q et la hauteur d’eau avdi,, le rapport entre la
hauteur d’eau amont et la hauteur d’eau af/a¢t le rapport entre la hauteur d’eau latéraleet |
hauteur d’eau avaY¥, sont calculés en utilisant les deux approches t1PDeet sont compares

aux données expérimentales de Hsu et al. (199800@8b). Les différents parametres de
I'écoulement pour les quatre angles (30°, 45°,680890°) sont énumérés dans les tableaux 7.1,

7.2, 7.3 et 7.4, respectivement.

Débit amont| Deébit latéral | Deébit aval Hauteur Hauteur Hauteur
Q, (I/s) Q. (/s) Q, (I/s) amont latérale aval

h, (cm) h (cm) h, (cm)

0.48 5.35 5.83 8.74 8.83 8.08
1.13 4.86 5.99 9.09 9.17 8.24
1.82 4.41 6.23 9.54 9.57 8.43
2.56 3.98 6.54 9.82 9.85 8.515
3.31 3.56 6.87 10.06 10.095 8.73
4.12 2.98 7.10 10.41 1041 9.115
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4.62 2.18 6.80 10.02 10.08 8.875
5.21 1.34 6.55 9.58 9.58 8.65
5.61 0.60 6.21 8.95 8.94 8.35

Tableau 7.1: Parametres des écoulements (d’aprés Hsu dt98184)) pour I'angle 30°.

Débit amont| Deébit latéral | Deébit aval Hauteur Hauteur Hauteur
Q, (I/s) Q. (I/s) Q, (I/s) amont latérale aval
h, (cm) h (cm) h, (cm)
0.56 5.27 5.83 8.93 9.00 8.05
1.16 491 6.07 9.23 9.30 8.14
1.89 4.41 6.30 9.61 9.66 8.35
2.50 3.93 6.43 9.87 9.93 8.52
3.43 3.43 6.86 10.155 10.269 8.77
4.11 2.98 7.09 10.49 10.49 9.11
4.73 2.16 6.89 10.11 10.18 8.89
5.33 1.36 6.69 9.62 9.69 8.59
5.63 0.57 6.20 8.84 8.93 8.24

Tableau 7.2: Parametres des écoulements (d’aprés Hsu di98184)) pour I'angle 45°.

Débit amont| Débit latéral | Débit aval Hauteur Hauteur Hauteur
Q, (I/s) Q. (/s) Q, (I/s) amont latérale aval
h, (cm) h (cm) h, (cm)
0.52 5.27 5.79 9.26 9.21 8.09
1.05 4.92 5.97 9.53 9.43 8.18
1.85 4.25 6.10 9.83 9.78 8.36
2.45 3.99 6.44 10.05 9.98 8.54
3.28 3.43 6.71 10.25 10.23 8.73
4.04 2.99 7.03 10.52 10.48 9.00
4.60 2.17 6.77 10.16 10.15 8.78
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5.19

1.40

6.59

9.694

9.70

8.638

5.65

0.61

6.26

9.115

9.05

8.51

Tableau 7.3: Parametres des écoulements (d’apres Hsu di98I184)) pour I'angle 60°.

Débit amont| Débit latéral | Débit aval Hauteur Hauteur Hauteur
Q, (I/s) Q. (I/s) Q, (I/s) amont latérale aval
h, (cm) h (cm) h, (cm)

0.386 3.443 3.829 7.10 6.91 5.70
0.863 3.443 4.306 7.61 7.45 6.01
1.821 4.249 6.07 9.89 9.82 7.52
2.218 3.327 5.545 8.97 9.02 7.08
3.327 3.327 6.654 9.93 10.02 7.99
3.677 2.451 6.128 9.28 9.43 7.56
3.884 1.665 5.549 8.73 8.79 7.50
3.552 0.881 4.433 7.09 7.15 6.10
4.702 0.522 5.224 7.78 7.83 7.00

Tableau 7.4: Parametres des écoulements (d’aprés Hsu di981810)) pour I'angle 90°.

Les figures 7.8, 7.9, 7.10 et 7.11 présentent lighan des rapports de hauteur d’e¥qpet Y,

mesurés et calculés, pour les quatre angles dedton (30°, 45°, 60° et 90&n fonction du

rapport des débitg =

Q.

d
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------- Apprache 1D ------- Approche 1D
Apprache 2D Approche 2D

1.1} 11}
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a) ’ Ty : : b) . o
Figure 7.8: Comparaison des résultats simulés et mesuréduaet al. (1998a) (angle 30°) : a)

Y, en fonction du débit amont, ¥) en fonction du débit amont.

Nous pouvons constater que pour I'angle 30°, mdtats de I'approche 1D sont acceptables et un
tres bon accord entre les résultats de I'approdhesles données expérimentales est obtenu.
Pour l'angle 45°, une différence comparable est exhibée entrerbapp 1D et les résultats

expérimentaux. L'écart entre cette approche etd@mées expérimentales augmente pour les
angles de 60° et 90° et devient trés significaifs résultats obtenus par le modéle 2D de Barré
de Saint Venant sont toujours supérieurs aux @@suliD et se superposent de facon remarquable

aux données expérimentales.

128



7. Simulation numérique a travers les confluences

e

12r O Mesure 1.2y
------- Approche 10
Apprache 2D
1.15 115
"fu YL
1.1 I
1 ; 2 Mesure
------- Apprache 10
2 Approche 2D
1.04 L . " " ' 1.05 . L L L '
1] nz2 0.4 0.G na 1 1] n.z 0.4 0.6 ns 1
a) q b q

Figure 7.9: Comparaison des résultats simulés et mesurddquaet al. (1998a) (angle 45°) : a)

rapport du débit amori, , b) rapport du débit latéra] .
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Figure 7.10: Comparaison des résultats simulés et mesurdsqueet al. (1998a) (angle 60°) :

a) rapport du débit amont , b) rapport du débit latéra .
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Figure 7.11: Comparaison des résultats simulés et mesurdsqueet al. (1998b) (angle 90°) :

a) rapport du débit amont , b) rapport du débit latéra .

Pour une étude plus précise de la préevision degorep des hauteurs d'ea( et Y,, nous

introduisons un estimateur de qualie défini comme suit :

E, =100. ma{% (7.8)

m

ou Y, et Y, sontles rapports des hauteurs d’eau calcul@estirés, respectivement.

Ange  E, (ID) E, (2D) E, (ID) E, (2D)

30° 1.32 0.62 1.81 0.79
45° 4.17 0.45 4.26 0.75
60° 6.51 0.64 7.55 0.99
90° 7.26 0.91 8.18 1.26

Tableau 7.5 :Erreurs calculées d’'apres I'équation (#£8jre les résultats mesurés par Hsu et

al. (1998a et 1998b) et simulés par les deux apeso€lD et 2D).
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Le tableau 7.5 montre les erreurs par I'équatioB)(@ntre les deux approches 1D et 2D et les

données expérimentales.

Dans tous les cas étudiés, l'approche 2D donne dé#lear accord avec les données
expérimentales. L'erreur de cette approche estailesrde 1 % dans tous les cas. Par ailleurs, ces
résultats ont été obtenus avec un effort raisoenabdonc un temps de calcul raisonnable. Au
contraire, pour I'approche 1D, l'erreur est acddptpour I'angle de 30°, mais celle-ci augmente
avec l'angle de jonction et atteint 7.55 % poungla 90°.

7.3.2. Confluence transcritique

Dans ce paragraphe, nous présentons les résudtatstieg simulation numeérique d'un écoulement
transcritique a travers une jonction obtenus mad&x approches 1D et 2D.

Les données expérimentales obtenues par Hager )L988nt comparées aux résultats
numériques obtenus par les deux approches.

Les observations ont été conduites dans des brarmrizontales et lisses. Il n’ y a donc pas
d’effet de frottements dans linstallation. Les aax ont une largeur de 0.096 m et trois angles de
jonction de 0=22.5°, 0=45°, et 0=90° ont été étudiés. Le debit total de I'ecoulement

varie entre 0.002 et 0.0118° /s, et le rapport du débit amont sur le débit avaievantre O et 1.
En supposant que I'écoulement est critique a &erde la branche aval, cela conduit & un nombre
de Froude égal a 1. Une fois qu’un certain d€litest en place, la distribution du déQif peut

étre changée pour la valeur désiréeqje&. Les hauteurs d'ealy,, et h , ont été mesurées.
d

Les auteurs ont constaté que les hauteurs d'eaulelbranches amont et latérale sont presque
égales.
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Pour la simulation numérique, les débits de I'éamaint sont fixés dans les deux branches amont

et latérale. Puisque I'’écoulement passe en régimentiel dans la branche aval, une sortie libre

est considérée.

Tableau 7.6: Parametres des écoulements (d’apres Hager, 1988bl'angle 22.5°.

Débit amont Débit latéral Débit aval
Q, (/s) Q. (I/s) Q, (Is)
0 7.8 7.8
0.3845 7.4155 7.8

0.1170 1.8830 2
0.7059 7.0941 7.8
0.2390 1.7610 2
1.1099 6.6901 7.8
1.9956 9.6544 11.65
1.6567 6.1433 7.8
1.8938 5.9062 7.8
2.5108 5.2892 7.8
4.2289 7.4211 11.65
3.0560 4.7440 7.8
3.2815 4.5185 7.8
5.1679 6.4821 11.65
5.7516 5.8984 11.65
1.0726 0.9274 2
1.2032 0.7968 2
7.5038 4.1462 11.65
5.4389 2.3611 7.8
8.5476 3.1024 11.65
6.1136 1.6864 7.8
6.5036 1.2964 7.8
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Les tableaux 7.6, 7.7 et 7.8 listent les différggasameétres de I'écoulement pour les trois angles
22.5°, 45° et 90°, respectivement.

Débit amont Débit latéral Débit aval
Q, (/s) Q. (I/s) Q, (Is)
0 4.9 4.9
0.3034 7.4966 7.8
0.5413 7.2587 7.8
1.4797 6.3203 7.8
2.1676 5.6324 7.8
2.7604 5.0396 7.8
3.6137 4.1863 7.8
4.0646 3.7354 7.8
1.1182 0.8818 2.0
1.3338 0.6662 2.0
1.4280 0.5720 2.0
3.6696 1.2304 4.9
3.9891 0.9109 4.9
1.7040 0.2960 2.0
7.1200 0.6700 7.8

Débit amont Débit latéral Débit aval
Q, (I1s) Q. (Ifs) Q, (Ifs)
0 5.9 5.9
0.6084 7.1916 7.8
0.6786 7.1214 7.8
0.8213 6.9787 7.8
1.4915 4.4085 5.9

Tableau 7.7: Parametres des écoulements (d’aprés Hager @08Bb) pour I'angle 45°.
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2.0779 5.7221 7.8
3.6535 4.1465 7.8
2.9695 2.9305 5.9
5.4764 2.3236 7.8
4.4374 1.4626 5.9
6.6706 1.1294 7.8
6.8827 0.9173 7.8
7.0364 0.7636 7.8
7.3663 0.4337 7.8

Tableau 7.8: Parametres des écoulements (d’aprés Hager 08Bb) pour I'angle 90°.

L'étude est organisée autour de la prédiction gpad entre les hauteurs d’eau amont et aval

u

Y :% dans la jonction. Connaissant le débit amont delat latéral de I'écoulement, le rapport

des hauteurs d’ealy, est calculé en utilisant les deux approches 1RDetet comparé aux

données expérimentales de Hager (1989b).

La comparaison entre les données expérimentalks etsultats numériques obtenus avec les
deux approches 1D et 2D est montrée. La figure iepBsente les rapports des hauteurs d’eau

Y, en fonction du rapport des débgtpour les trois angles d'intersection (22.5°, 4308). Les

résultats expérimentaux sont bien reproduits pappfoche 2D. Les figures indiquent un
excellent accord entre les données expérimentalies eésultats obtenus par I'approche 2D. La
prédiction de cette approche se correle bien aseadbnnées mesurées et donne de meilleurs
résultats que ceux fournis par I'approche 1D. Umtgemarquable entre les résultats obtenus par
I'approche 1D et les données expérimentales estwabs
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Figure 7.12: Comparaison des résultats simulés par les dgproahes et les résultats mesurés
par Hager (1989b) : a) angle 22.5 °, b) angle 48) angle 90°.

Le tableau 7.9 présente les erreurs comme défoees I'équation (7.8) entre les donneées

mesurees et le rapport des hauteurs d’eau calesiézux approches 1D et 2D.

Selon le tableau 7.9, et dans tous les cas étu@ipproche 2D donne le meilleur accord avec les
données expérimentales. L'erreur de cette appreshe’environ 2 % dans tous les cas. Au
contraire, I'erreur de I'approche 1D est envirorvd® et augmente avec I'angle de la jonction.

Cette erreur atteint 8 % pour I'angle de 90°.
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Angle E, (1D) E, (2D)
22.5° 7.06 1.43
45° 6.55 2.19
90° 8.03 2.21

Tableau 7.9: Erreurs calculées d’apres I'équation (&8)re les résultats mesurés par Hager
(1989b) et simulés par les deux approches (1D gt 2D

7.3.3. Confluence torrentielle

Les résultats expérimentaux obtenus par Rice (1988) utilisés pour la validation des deux
approches 1D et 2D durant un écoulement torredéiet les trois branches. Les deux approches
1D et 2D ont été utilisées pour évaluer leurs cégma@ prédire les hauteurs d'eau au sein d’'une

confluence torrentielle.

Les mesures de la hauteur d’eau ont éte prisedesixrstations : la station aval a la jonctidg X

c'est-a-dire a I'amont de la branche aval et lostasituée a I'extrémité de la branche ava) (

Pour chaque cas, la géométrie de chaque branchieésstpente, largeur...). Les écoulements
tests sont réalisés et des conditions d'écoulenmd le systéme sont imposées pour atteindre
I'équilibre. Des mesures ont été prises pour détemmles hauteurs d'eau. En général, les
procédures des cas tests consistent a : fixer bib giéncipal a I'amont du systéme ; prendre les
lectures et les observations appropriées ; intredun faible débit latéral (en répétant les lecture
et les observations) ; augmenter les débits latépasgu'a ce que les données désirées soient
obtenues. Une valeur constante du coefficient derlig (égal a 0.0086) est fixée et trois angles
de jonction ont été étudiés (30°, 60° et 90°). diéerentes caractéristiques de I'écoulement pour
les trois angles (30°, 60° et 90°) sont énumeéréamss des tableaux 7.10, 7.11 et 7.12,

respectivement, olg, et S sont les pentes de la branche principale et deaache latérale,

respectivement.
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L'étude est organisée autour de la prédiction desers d'eatn, et h,. Pour les conditions aux
limites, les débits amont et latéral sont conntide® hauteurs d'ealy, et h, sont calculés en

utilisant les deux approches 1D et 2D. Les réesuttdtenus sont ensuite comparés aux données
expérimentales de Rice (1985).

Q, (1s) | h, (em) | Q (fs) | h (cm)| B, (cm)| B (cm) | B, (cm)| S, S

11.3 3.63 2.3 3.63 20.42 20.42 30.48 0.0198 0.0105
11.3 3.6 5.7 2.62 20.42 20.472 30.48 0.0198 0.0105
33.9 8.56 6.8 9.20 20.42 20.42 30.48 0.0198 0.0105
11.2 3.66 8.6 3.44 20.42 20.42 30.48 0.0198 0.0105

42.4 10.33 12.7 12.62 20.42 20.4 30.48 0.0198 08.01

21.1 5.88 17.4 6.43 20.42 20.42 30.48 0.0198 0.0105
42.6 14.17 25.5 15.30 20.42 20.12 30.48 0.0198 08.01
42.5 14.36 29.8 16.98 20.42 20.12 30.48 0.0198 08.01

Tableau 7.10: Caractéristiques des ecoulements étudiés par(R835) pour I'angle 30°.

NJ

Q, (Is) | h, (em) | Q (Is) | h (cm)| B, (cm)| B (cm)| B, (cm)| S, S

11.3 3.57 14 3.44 20.42 20.12 30.48 0.0198 0.0?887
11.3 3.75 2.8 4.79 20.42 20.12 30.48 0.0198 0.0?887
11.3 3.72 5.7 5.58 20.42 20.12 30.48 0.0198 0.0?887
2.12 7.99 8.6 8.38 15.24 20.12 30.48 0.0198 0.00887

4.23 13.62 10.6 11.95 15.24 20.1
3.42 11.25 14.1 13.59 20.4: 20.1 30.48 0.0198 88100
4.23 14.26 17.0 14.69 15.24 20.1 30.48 0.0198 88100

Tableau 7.11: Caractéristiques des écoulements étudiés par(R&85) pour I'angle 60°.

NJ

30.48 0.0198 88100

™
NJ

NJ

Q s) [ h em[Q )| h em)| B, em)| B (em)[ B, em)| S, | S
42.3 6.43 3.5 7.32 20.42 30.48 30.48 0.0198 0.0105
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42.4 10.12 6.9 10.79 20.42 30.48 30.48 0.0498 6.010
42.0 10.24 12.4 14.63 20.47 30.48 30.48 0.0198 06.01

Tableau 7.12: Caractéristiques des écoulements étudiés par(R885) pour I'angle 90°.

Les figures 7.13, 7.14 et 7.15 comparent les hasi@aau mesurées et calculdgset h, par les

deux approches pour les trois angles de jonctianggpport au débit latéral.

014, 012, -
o
012 09t
0.1
. . nnogr
£ nos} =
= = D06}
0.06 2 Mesure O Mesure
— — Approche 10 0.04 — — Apprache 10
004 — Approche 2D | — Approche 20
0.0z . . ! 0.0z . . !
a 0.01 0.02 0.03 o 0.01 0.0z 0.03
3
a) oy [m3fs]| k) G (ms)

Figure 7.13: Comparaison des résultats simulés et mesurés paB85) (angle 30°) : a)

hauteur a 'amont de la branche atgl b) hauteur a I'extrémité de la branche aval
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Figure 7.14: Comparaison des résultats simulés et mesurés parF985) (angle 60°) : a)

hauteur a 'amont de la branche afgl b) hauteur a I'extrémité de la branche akal
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Figure 7.15: Comparaison des résultats simulés et mesurés parF985) (angle 90°) : a)

hauteur a 'amont de la branche atgl b) hauteur a I'extrémité de la branche alal

Nous pouvons constater que lI'approche 1D ne doasdqujours des résultats acceptables. On
observe une différence nette qui est plus impatante dans les autres types d’écoulement

(fluvial et transcritique), notamment pour I'angie 90°. Nous pouvons voir également que
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I'écart entre I'approche de 1D et les données erpétales augmente avec l'angle de jonction.
Cependant un trés bon accord entre I'approche 28setonnées expérimentales est trouvé. Cette
approche s’est montrée capable de prédire correcieles hauteurs d’eau et ceci bien mieux que

I'approche 1D.

Pour une étude plus précise de la prédiction dealdeur d'eath, et la hauteur d'eab,, nous
présentons dans les tableaux 7.13 et 7.14 I'eeremormel, entre les données mesureées et les

hauteurs d'eat, et h,, respectivement, calculées par les deux approches.

Approche Angle 30° Angle 60° Angle 90°
1D 8.60 % 10.64 % 14.16 %
2D 3.36 % 4.62 % 3.57%

Tableau 7.13: Erreur en normé., entre les résultats simulés et mesurés de lauraditsauh, .

Approche Angle 30° Angle 60° Angle 90°
1D 6.30 % 10.86 % 12.92 %
2D 2.17 % 3.78% 4.78 %

Tableau 7.14: Erreur en normé., entre les résultats simulés et mesurés de ladraditsauh, .

Pour le cas torrentiel, le comportement est globald le méme. L'approche 2D donne le
meilleur accord avec les données expérimentalesellr de cette approche est de moins de 5 %
dans tous les cas. L'approche 1D n'est pas toujaoceptable, I'erreur de cette approche

augmente avec l'angle de la jonction et atteint en&h16 % pour I'angle 90°.

7.4. CONCLUSION

Au cours des dernieres années, la recherche suéclmslements au sein de jonction s’est
focalisée sur des approches monodimensionnelleamh@ndes développements théoriques et de
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nombreuses études expérimentales. En utilisar¢ cetinaissance théorique et expérimentale,
nous avons manipulé les conditions aux limitesrirge afin de propager linformation de

['écoulement dans toutes les branches.

Dans ce chapitre, la simulation numérique de I'émment de I"eau dans les confluences, et ceci
pour plusieurs types d"écoulement (fluvial, traitisgre et torrentiel), a été présentée pour les

deux approches 1D et 2D et validée par des mesupEsimentales.

Dans la simulation numérique unidimensionnelle desulements a travers les jonctions, la
plupart des modélisateurs utilisent le concept aliég des hauteurs d’eau a la jonction ou des
modéles non-linéaires basés sur la conservatiota dguantité de mouvement pour obtenir
I'ensemble du traitement des conditions aux limiBes modéles peuvent étre acceptables dans le
cas d'un écoulement fluvial mais sont plus probléguas dans d’autres types d’écoulement
(transcritique et torrentiel). Ces modéles sone#at développés sous certaines hypothéses et
simplifications. On peut ainsi dire que ces mod&est de nature empiriqgue due aux certains
parametres fournis par I'expérience et ils présgrmseuvent un champ de validité réduit. Ces
modeles sont couplés aux équations de Barré d¢ Banmant unidimensionnelles pour résoudre
le probléme de la jonction. Au contraire, pour ks didimensionnel, le systeme entier (les
branches et la jonction) est considéré comme uh setieme et discrétisé avec des cellules
triangulaires formant un maillage non structuré.udlavons ainsi appliqué simplement les
équations de Barré de Saint Venant bidimensiomeBans recours a des équations

supplémentaires empiriques.

Les résultats de la simulation numérique montrer@ tppproche 1D est acceptable pour des
petits angles de jonction et un faible nombre driée (écoulement fluvial). Une fois que I'angle
de jonction et le nombre de Froude augmententr{régianscritique ou torrentiel), on remarque
un écart net entre cette approche et les résudtgiérimentaux. Au contraire, I'approche 2D
fonctionne « bien » pour tous les types d’écouldnetnles différents angles de jonction. En
conclusion, il apparait clairement que le traiteméidimensionnel de la jonction est

indispensable notamment dans le cas de réseatesi@numilieu urbain ou la multiplication des

141



7. Simulation numérique a travers les confluences

.

carrefours rend l'erreur inacceptable dans le camadimensionnel. Le prix a payer est

évidemment un certain codt informatique.

Dans le chapitre 8, une comparaison similaire age fpour des écoulements a travers une
bifurcation d’angle 90° ou I'on s’intéresse cettésfci a la répartition du débit amont dans les
branches aval.
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Simulation numérique a travers les

bifurcations

Ce chapitre porte sur la modélisation des écoul&rietravers une déffluence de canaux formant
un angle de 90° avec une comparaison entre legapgs 1D et 2D. Pour la modélisation 1D, les
modéles existants sont de nature empirique, dépémigala nature du régime d’écoulement, et
donc peu pratigue dans le cas transitoire. D'goarg, les modeles théoriques de bifurcation sont
fortement non linéaires, ce qui peut poser problEaredu couplage avec le modele de Barré de
Saint Venant. En introduisant explicitement le mled@athématique du seuil latéral dans le
terme source de la forme conservative du systenmBate® de Saint Venant, la bifurcation de
I’écoulement peut étre aussi représentée en caoasidéne hauteur de créte nulle pour le modele
du déversoir latéral. Par cette approche, la fatoreservative 1D du systeme de Barré de Saint
Venant permet de simuler la séparation d’écoulerseipeut gérer le comportement transitoire
(et discontinue) des propagations. L'approximatnumeérique du modéle est effectuée par un
schéma implicite Upwind du premier ordre (Delisakt 2000) et testée a travers un probléeme
hydraulique pour illustrer l'effet du déversemerdtékal. Au contraire, la modélisation
bidimensionnelle est effectuée simplement par késge de Barré de Saint Venant 2D qui ne
nécessite pas l'utilisation d’équations supplémeggani bien sar du concept de seuil latéral. Les
résultats de la technique proposée (1D avec saaiidl) sont comparés a I'approche 2D et sont
validés par des données expérimentales. Les coispasasont effectuées pour des bifurcations

en régimes fluvial, transcritique et torrentiespectivement, montrant l'intérét de I'approche 2D

143



8. Simulation numérique a travers les bifurcations

e

dans la jonction. Nous nous intéressons dans cettgaraison a la répartition du débit amont

dans les branches aval.

8.1.LEMODELE MATHEMATIQUE 1D

L'écoulement a travers les déversoirs latérauxl'estdes écoulements les plus complexes a
simuler dans une analyse unidimensionnelle. Undisal analytique compléte pour les équations
régissant les écoulements au niveau d'un dévdaséral (Durgo, 2008 ; Lee et Holly, 2008) est
tres complexe. Dans les applications réelles, mpartement hydraulique des débordements
latéraux rencontre fréquemment une évolution discoa de la ligne d’eau (avec la présence
d'un ressaut hydraulique) avec des évolutionsréygisles du regime d'écoulement. Nous croyons,
ainsi, que l'utilisation de la forme conservativarsitoire 1D du systéeme hyperbolique de Barré
de Saint Venant associée avec le modeéle latérdédersoir de Hager (1987) avec une hauteur de
créte nulle fournit un outil efficace et simple pda simulation dans une bifurcation d’angle

droit. Ainsi le modéle proposé prend la forme anie :

U +F =S (8.1)
avec :
- A _ Q _ Qdev
0o} FOgma) 30 us- 5o 02
ou :
dQ

Qv = Tdx est le terme d’apport qui, pour nous, correspandébit déversé par I'intermédiaire
X

du déversoir latéral. Ce terme de déversement>gsdicée par la relation de Hager (1987).
L’établissement du débit latéral est basé sur testadation que les profils d’écoulement sur un
déversoir frontal et sur un déversoir latéral ssermblables. Souvent, on utilise la relation de

Poléni, qui est valable pour le déversoir fronGlle-ci est donnée par :
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ou w est la hauteur de la créte @}, appelé coefficient de débit, dépend de la hauteule la

forme de la créte.

u
u (]
V ~
<— Créte Créte

Figure8.1: Comparaison des profils d’écoulement sur un d@refrontal et latéral

Ainsi, le déversoir latéral est considéré comme suteession de déversoirs latéraux de longueur
dx. Hager a travaillé sur les déversoirs latéraux établi une loi de déversement basée sur la loi
de Poléni (Hager, 1987). Celui-ci I'a corrigé pdenir compte du déversement latéral. Hager
(1987) a adapté cette relation au cas du dévdeténal en affectant a la loi de Poléni une série
de coefficients qui permettent de tenir compteeaféets de :

» La pente de fond du déversoir

= De la vitesse latérale)(

» De la direction de la vitesse latérat®) (

= De l'effet d’'un entonnement éventuel dans le deviers
On utilise donc une formule de type Poléni et autg des coefficients permettant de prendre en

compte l'effet de la vitesse latérale, de sa dioectw,), ainsi que de I'effet d’'entonnement du
déversoir (o).
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Qdev:—%:—o_fin* QN/ gH (y- Wﬁ’zxwuxa)w (8.4)

Apres quelques approximations (Buyer, 2002), lati@h du débit déversé est donnée par la

relation :
dQ (1w 3(E y)
ZX = 0.6n*c +/ gH® (v- W¥2x |—— " x| | 2= 7 8.5
dx G gH' (- W) 3—2y—W{ ( y—Wj } (8.5)
Avec:yzﬂ,W:ﬂ.

H H

X : Variable adimensionnelle de distance suivattrigueur du déversoir.
y : Variable adimensionnelle de hauteur d’eau.

@: Angle associé au changement longitudinal deelarg

W : Variable adimensionnelle de hauteur de créte.

H : Energie spécifique.

c, : coefficient de forme du déversor £ 1 dans le cas ou le déversoir a une paroi mince)

n :nombre de parois déversantes € 1 dans ce travail).

8.2. EVALUATION ET DISCUSSION

Dans cette section, les deux approches 1D et 2D ddisées pour traiter les écoulements a
surface libre a travers des bifurcations. La situta unidimensionnelle est utilisée en

considérant simplement une hauteur de créte égakra Les résultats représentés des deux
approches numeériques 1D et 2D sont validés a I'diefe résultats expérimentaux obtenus a
I'INSA de Lyon. Toutes les branches sont rectanggdade méme longueur (2.54 m) et méme

largeur (0.3 m). La répartition du débit amont dessbranches latérale et aval est étudiée. En
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supposant la continuité du débit de I'écoulemerttasers la jonction, on obtient I'égalité

suivante :

Qu= QL+ Qu. (8.4)

Figure 8.2 : Vue schématique du pilote expérimental a I'ilN&ALyon.

Le pilote expérimental utilisé pour représenterdesnées expérimentales est illustré sur la figure
8.2. Les débits sont mesurés par des sondes éhagjneétigues avec une erreur de mesure de
moins de 1%. Pour des raisons techniques, le oneiseest non pas un carré de 300 x 300 mm,
mais une croix, de 370 x 370 mm comme montré sfiglee 8.3. Il y a également une rupture

de pente du fond dans les régions de l'intersectiomme noté sur la figure 8.3. L'ensemble des
trois mesures est effectué afin d'examiner les daspproches 1D et 2D en considérant des
ecoulements fluviaux, transcritiques et torrentigéss une bifurcation. Dans la sous-section
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suivante, les deux approches numériques sont @sktéles résultats numériques obtenus sont

compareés avec les résultats expérimentaux.

“Yue de dessus

*I 300 rm “I‘
N “3?Dmm _________________ Q(, ........... a
- ‘ b )

300 mm i

Rupture de pente

370 mm

Coupe A8

Figure 8.3 : Vue de dessus de l'installation expérimentale.

Dans tous les cas, dans la simulation numériqueedeobléme, nous avons déecomposeé le canal

en 31 nceuds de calcul pour I'approche 1D et 160fesé&iangulaires pour I'approche 2D.
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8.2.1. Ecoulement torrentidl

L'écoulement torrentiel est maintenu a 'amontaadl et & la sortie latérale (figure 8.4). Trois
cas de base sont considérés correspondants actioig divers de pente de lit égaux,

respectivement, a 1 %, a 3 % et a 5.75 %. La mientrale est a pente nulle.

Les parois sont en verre et I'écoulement est hjiditeament lisse. Cependant, on peut considérer

un coefficient de Strickler équivalert K, =120 (n, =1/K,). Puisque I'écoulement est
torrentiel, une hauteur d’edy et un débit d'écouleme, sont imposeés a I'amont. Pour chaque

cas de pentes de lit, un choix des variables ddentle I'é€coulement (énumérées dans le tableau

8.1) est considéré. Ainsi le nombre de Froude vamtee 1.70< Fy, < 2.0C, 3.17< Fy, < 3.55, et

4.19< F, < 4.9Z pour les trois configurations de pente, 1%, 3%.€5%, respectivement.

Fr=1
.-"JX.

fone séche

0.3 m

Fr<1 Fr=1

0.3 m

d

Figure 8.4 : Ecoulement torrentiel dans la bifurcation.

Le tableau 8.1 récapitule tous les cas tests cérésidet présentent les débits sortants obtenus
expérimentalement et numeériquement (par les appsodid et 2D). Pour une compréhension
informative du modéle de I'écoulement, les figuBed, 8.5 et 8.6nontrent I'évolution du jet
torrentiel a travers l'intersection.
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Pente | Q, (I/s) | h,(cm) | Q (I/s) | Q, (Is) | Q_(IIs) | Q, (I/s) | Q. (/s) | Q, (I/s)
mesuré| mesuré| 1D 1D 2D 2D
1% 2.014 1.166 0.2934 1.7206 0.417 1.597 0.31927052.
1% 2.993 1.483 0.4114 2.5816 0.587 2.406 0.442 6325
1% 4.02 1.773 0.543 3.477 0.7¢ 3.26 0.5687 3.464
1% 4.99 2.022 0.676 4.314 0.92 4.069 0.6869 2316
1% 9.123 2.916 1.146 7.977 1.57 7.544 1.1558 4B.96
3% 3.498 1.113 0.256 3.242 0.4005 3.0975 0.28482205.
3% 4.003 1.207 0.294 3.709 0.4491 3.5539 0.31946913.
3% 4512 1.297 0.313 4.199 0.4974 4.0146 0.354 664.1
3% 5.012 1.382 0.352 4.66 0.5445 44675 0.3878 324.6
3% 5.491 1.459 0.386 5.10% 0.5886 4.9024 0.4197 08 5
5.75% 4.047 0.971 0.194 3.853 0.328 3.719 0.24118113
5.75 % 5 1.101 0.238 4.762 0.39p 4.608 0.2884 2718
S
7

[

©

5.75% 7.03 1.35 0.339 6.691 0.52 6.505 0.3874 526.6
5.75% 8.48 1.63 0.46 8.02 0.67 7.803  0.4933 A992
5.75% | 10.65 1.94 0.569 10.081  0.868 9.782  0.5650.0862

Tableau 8.1 : Mesures des débits dans la branche amont et IssHa® aval de la bifurcation

pour les différentes configurations de pente 1 9% 8t 5.75 % (écoulement torrentiel).
Les figures 8.7, 8.8 et 8.9 montrent la distributte débit dans les branches aval pour les trois
configurations de pente, respectivement. Ces figaomfirment que la distribution de débit est

correctement prédite par I'approche 2D. Cependapgproche 1D ne donne pas toujours des

résultats satisfaisants. On remarque que les daitsparfois mal estimés par cette approche.

Pour une comparaison quantitative, on introduistifeateur de qualitéE,, (estimateur de

qualité de prédiction de répartition de débit) auiv:

Eor =100*may ab$ Q- Q) /0 (8.5)
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ol Q, est le débit calculéQ), est le débit mesuré €, est le débit total mis en jd@, = Q,).

Le tableau 8.2 liste les erreurs entre les valsimulées et les valeurs expérimentales suivant

I’équation (8.5).

\

Figure8.5: Photo du modele d'écoulementFigure 8.6 : Zone seche et occurrence de ressaut

torrentiel dans une bifurcation. hydraulique.

L’erreur moyenne de I'approche 1D pour les difféesnconfigurations de pente est de 4.35 %
avec un minimum de 2.56 % et un maximum de 6.1ARfs que pour I'approche 2D, I'erreur

moyenne est négligeable et n'atteint méme pas 0.66 @6) avec un minimum de 0.04 % et un
maximum de 1.28 %. On peut conclure que les rdsudtatenus par I'approche 2D sont trés bons

avec des erreurs « trés faibles ».
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Figure 8.7 : Comparaison des débits mesurés et calculéslesapproches 1D et 2D pour la

configuration de pente 1 % (écoulement torrentia)) débits latéral, b) débits aval.

07y 857
— Mesure y
oGl *  Approche 10 o ) Aesureh -
' ¢ Approche 2D * PRrOENE
- ¥ = 2 Approche 20
- 05y » E‘ 4.5
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G 04r = o = S gl
@_' [ @B
o
031 4 357
*
0.2 ' : ! 3 ' ' ' . !
0.25 0.3 0.35 0.4 3 3.5 4 4.5 5 5.5

a) G Mesuré (I/s) ) G, Mesuré (I/s5)

Figure 8.8 : Comparaison des débits mesurés et calculésles@approches 1D et 2D pour la
configuration de pente 3 % (écoulement torrentia) débits latéral, b) débits aval.
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Figure 8.9 : Comparaison des débits mesurés et calculéslesapproches 1D et 2D pour la

configuration de pente 5.75 % (écoulement torréntie) débits latéral, b) débits aval.

Pente 1 % Pente 3 % Pente 5.75 %

Approche | Eq; Eor B | B | Ex | Ex
1D 6.14 4,75 413 3.69 3.31 2.56
2D 1.28 0.04 0.91 0.44 1.16 0.05

Tableau 8.2 : Valeurs des indicateurs de qualité de répantitio débit par les deux approches

1D et 2D pour le cas torrentiel en fonction degédéntes configurations de pente des canaux.

8.2.2. Ecoulement transcritique

L'écoulement est fluvial dans les branches amoavatt On a une section critique dans le canal
latéral qui fait passer I'écoulement de fluviabéréntiel. L'écoulement reste en revanche fluvial
selon l'axe X). Pour cette expérience, les pentes des branchestat aval sont égales a zéro
aussi bien que la pente latérale du déversoir. petmettre un meilleur contrdle a la fin de la

branche aval, un déversoir frontal réglable de leng w, est placé a 2.54 m apres l'intersection

des branches (figure 8.10).
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u
Ressaut oblique

Fr=1

B Fr=1
0.3 m

-

¥ T Seul

Il:':II{I réglable

Figure 8.10 : Ecoulement transcritique dans une bifurcation.

En raison de la nature fluviale de I'écoulemeng oandition au limite amont(,) est fixée a

I'amont et une condition au limite avat,() doit étre supposé a la sortie de la branche (d@yg!

Plusieurs cas test sont considérés, avec un nodebferoude fluvial a 'amont qui varie entre

0.49< F, < 0.9z La condition au limite amont(,) a été placée selon les valeurs éenumeérées
dans le tableau 8.3.a condition au limite aval I{;) est fixée selon la formule suivante

(correspondant a la loi d'un déversoir submergé) :

Qd 1/3 Wd 0731
=w+| 2| |1+0793 % 8.6
vl oot oo

Q, est le débit aval, qui est mis a jour numeériqueneety, correspond a la largeur du fond du

canal aval.
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Le tableau 8.3 récapitule tous les cas tests cérésdavec les valeurs expérimentales et les

valeurs calculées d@, et Q, par les deux approches 1D et 2D.

Q, (I1s) W, Q (rs) | Q, (Is) | Q. (Ils) | Q, (IIs) | Q, (Ifs) | Q, (Ifs)
(mm) | mesuré| mesuré| 1D 1D 2D 2D

17.03 99.6 15.51 1.52 16.52 0.51 15.9858.0444
14.03 85.3 12.6 1.43 13.41 0.62 12.9772.052
18.02 99.6 16.12 1.9 17.256 0.766 16.6349.3751
19.03 99.6 16.6 2.43 17.927  1.103 17.1706.8493
19.99 99.6 17.15 2.84 18.51 1.4796 17.63183579

13 75 11.16 1.84 12.018 0.982 11.5108.4902
16.03 85.3 13.617 2.413 14696 1.334 13.9432.086
15.08 75 12.14 2.94 13.16551.9145 | 12.4952 2.5844
18.03 85.3 14.63 34 15.95 2.08 15.0412.9876

17 75 13 4 13.99 3.01| 13.46673.5327

Tableau 8.3 : Valeurs des débits dans la branche amont et lesthea aval de la bifurcation

pour un écoulement transcritique.

La figure 8.11 montre la distribution de débit désbranches aval par les deux approches dans

le cas d’'un écoulement transcritique. Les résufieédsentés montrent que, de maniere générale,

la répartition de débit est raisonnablement prédée I'approche 2D. Au contraire, un écart

important s'observe entre les résultats de l'apmeodD et les mesures expérimentales.

tableau 8.4 indique les valeurs des indicateursjuddité de répartition du débit par les deux

approches 1D et 2D. L'erreur moyenne de |'approdbe est de 6.55 %, alors que pour

I'approche 2D, I'erreur moyenne est de 2.52 %.
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Figure8.11 : Comparaison des débits mesurés et calculéslesapproches 1D et 2D

(écoulement transcritique) ; a) débits latérallddits aval.

Approche Eor Eor,
1D 7.32 5.77
2D 3.00 2.04

Tableau 8.4 : Valeurs des indicateurs de qualité de répantitio débit par les deux approches

1D et 2D pour le cas transcritique.

8.2.3. Ecoulement fluvial

L'écoulement est fluvial dans toutes les brancResr cette expérience, les pentes des branches

amont et aval sont égales a zéro ainsi que la petét@le du déversoir. Deux déversoirs frontaux

sont fixés a la fin de la branche latérale et knbhe aval permettant de régler I'écoulement dans

le canal principal et au niveau de la sortie laééffigure 8.12). Les déversoirs sont placés a 2.54

m apres l'intersection avec des hauteurs reglaflest w; .
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Figure8.12 : Ecoulement fluvial dans une bifurcation.

Les conditions aux limites de I'écoulement dandrknche principale sont semblables au cas
précédent. Le débit latéral est déduit numériquént&ependant, puisque dans ce cas hous avons

un écoulement submergé au-dessus d’'un déverséialate débit latéral), est calculé par la

relation de Brater et King (1976) :

. ) ﬂ 1510385
ol .

Ou h_est la hauteur I'eau a I'aval de la branche |iértest exactement calcule comme dans

I'équation (8.6). Dans le but de développer la gammaximale des conditions aux limites, deux

ensembles d'essais sont effectués, avec notammenty, et w, # w, .

Le tableau 8.5 liste les différents cas testsetdsultats de la simulation numérique obtenus par

les deux approches 1D et 2D et les expériencesysoécoulement fluviaLes débits aval), et

Q, prédits par les calculs sont comparés aux débdtisraesurés expérimentalement sur la figure
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8.13. Les résultats présentés sur la figure 8.18tm@ot que la répartition des débits dans les
branches aval est correctement prédite par les dppxoches 1D et 2D pour le cas d'un
écoulement fluvial. Le tableau 8.6 indique les uededes indicateurs de qualité de répartition du
débit par les deux approches 1D et 2D (calculésnsitquation (8.5)). L’erreur moyenne de
I'approche 1D est de 3.63 %, alors que pour I'appeo2D, I'erreur moyenne est de 1.29 %. On
remarque que les erreurs sont faibles avec ungstittage pour I'approche 2D. Ces erreurs sont
moins significatives que celles obtenues pour ks dautres types d’écoulement (torrentiel et
transcritique).

Q rs) | w W, | Q (ls)| Q (ls) | Q (Fs) | Q(ls) | Q (Ifs) | Q, (Ifs)
(mm (mm) | mesuré| mesure| 1D 1D 2D 2D

2.02 120.4 120.4 0.965 1.028 1.004 1.016 0.9814 191.0

5.016 120.4 120.4 2.064 2.971 1.9442 3.0718 1.96759869

18.96 120.4 120.4 7.2 11.76 6.86 12.1 6.9921 18970

9.66 120.4 120.4 3.276 6.366 2.7828 6.87172 2.98121008

4.004 120.4 120.4 1.3 2.7 1.1796 2.8244 1.2445 63.76

6.008 49.3 70.2 1.369 4.65 1.1429 4.8651 1.2Y86 405.7

6.01 35.2 12.17 4.099 1.897 3.902 2.108  3.9522 6B94

10.07 35.2 15 5.55 4.47 5.1727 4.89Y3 5.3874 4.6423

10.05 35.2 18.1 5.37 4.66 5.0295 5.0205 5.2088 09.83

9.976 60.2 12.6 8.197 1.794 7.7966 2.1794 8.018297089.

Tableau 8.5 : Mesures des débits dans la branche amont et lesias aval de la bifurcation

pour écoulement fluvial.
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Figure8.13: Comparaison des débits mesures et calculés avappesches 1D et 2D

(écoulement fluvial) ; a) débits latéral, b) délaitsl.

Approche Eor Eor,
1D 1.96 5.30
2D 0.82 1.77

Tableau 8.6 : Valeurs des indicateurs de qualité de répantitio débit par les deux approches

1D et 2D pour le cas fluvial.

8.3. CONCLUSION

Au cours des derniéres années, la compréhensida gtodélisation de I'hydraulique des
jonctions ont fait des avancées. Comparées awestadr les problemes de confluence, les
études sur la division d'écoulement et la bifumatont moins nombreuses. La plupart de ces
études sont concentrées sur les modeles théoritpede division d'écoulement dans une
jonction d’angle 90°, sur des relations empiriquss, des études expérimentales et récemment
sur des simulations numériques 3D. Typiquemertplilement dans une bifurcation peut étre
prédit par des formules empiriques qui, malheumnmese, dépendent du régime d'écoulement et

qui sont, par conséquent, peu pratiques. D'auttte gdopter les modéles de division théoriques
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1D, avec la forme caractéristiqgue des équatiorBaitee de Saint Venant 1D, pour la gestion des
conditions aux limites internes peut également én@loyé. Cependant, la plupart des modéles
de division, sont développés pour une jonction glarf0°, et sont limitées aux écoulements

fluviaux. En outre, une procédure itérative poworére des équations non-linéaires est exigée.

Dans ce chapitre, nous proposons une technique riguaéunidimensionnelle pour estimer la

distribution d'écoulements dans une bifurcatiomgia 90°. Le modele mathématique est basé
sur la forme conservatrice des équations a sulfa couplées explicitement avec le modele
latéral du déversoir de Hager (1987), en considéna@ hauteur de créte nulle pour le modéle du
déversoir latéral comme outil pour tenir compte dtversement latéral. L'avantage de cette
méthode provient du fait qu'il permet le calcul muigue direct des distributions d'écoulement
dans une bifurcation pour les différents régimesalilement. La discrétisation du modeéle

proposé a été effectuée avec un schéma impliciteindpbde premier ordre (Delis et Skeels,

2000).

D’autre part une comparaison entre les approchestl?D est aussi réalisée. Au contraire, la

modélisation bidimensionnelle est effectuée tompéement par le systéme de Barré de Saint de
Venant 2D qui ne nécessite pas I'utilisation dasaéiqns supplémentaires ni le concept du seuil
latéral. Les résultats des deux approches 1D esdD validés par des données expérimentales
effectuées a 'INSA de Lyon. Les comparaisons sfieictuées pour des bifurcations latérales en

régimes fluvial, transcritique et torrentiel, resfpeement.

Les résultats numériques ont été évalués et comparé données expéerimentales concernant la
répartition de débit amont dans les branches &ealrésultats représentés confirment 'avantage
de I'approche 2D qui parvient a des résultats singé aux données expérimentales dans tous les
types d’écoulement. L'erreur maximale de cette agpe est de 3 %, alors que l'erreur de
'approche 1D est satisfaisante pour le cas fluetadevient de plus en plus significative et

remarquable pour les deux types d’écoulement (trditgie et torrentiel) et atteint 7.32 %.
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Simulation numérique des
iInondations a travers les

carrefours

Lors des fortes inondations en zone urbaine (figuig, I'eau dans les rues peut atteindre une
hauteur de un metre ou plus, causant des perte®magues énormes voire des pertes en vies
humaines. Nous devons donc prédire la propagatinondiation dans les zones urbanisées, afin
de créer une protection appropriée (probablemerirggeant les eaux inondées vers des zones
sacrificatoires précédemment identifiées) et dégmdo une planification réaliste des secours. Il

est alors crucial de connaitre les hauteurs atilesses de I'eau pour le contréle des inondations
et la réduction de dommages. En raison de la codqt@ldu probléme, et du grand nombre de

situations qui doivent étre considérées, l'apprdahmus appropriée est la simulation numérique,

habituellement par la résolution des équationsaeéBle Saint Venant. En général, les équations
de Barré de Saint Venant 1D fournissent un mod&konnable pour les écoulements dans les
rues, mais elles ne s'appliquent pas a I'écouledsrg des intersections de rue ou I'écoulement
est fortement bidimensionnel ou tridimensionnels iersections représentent le point le plus

délicat pour la simulation numérique et I'approamemérique choisie doit obligatoirement

modéliser convenablement les écoulements dansatesf@urs.

Pour ce qui concerne les travaux rencontrés dangtéaature traitant de la modélisation
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numérique d’écoulements dans des jonctions de gamaurface libre, les principales références
disponibles semblent concerner des écoulementségime fluvial dans des jonctions ou
bifurcation a trois branches. Ainsi, Khan et aD{Q) et Shettar et Murthy (1996) utilisent des
modeles numeériques résolvant les équations de Bar®aint Venant 2D associées a différents
modéles de turbulence afin de calculer les écoulesnau sein des jonctions. Ces auteurs
montrent alors que les codes de calcul permetterttieh représenter la répartition des débits
dans les branches aval en bifurcation, les vitesesgnnées sur la verticale, les dimensions des
zones de recirculation mesurés expérimentalemerger@ant, des erreurs apparaissent lors du
calcul de la distribution de la vitesse dans lanbn@ latérale. Pour leur part, Huang et al. (2002)
utilisent un modele tridimensionnel afin de mod#lies écoulements mesurés dans une jonction
a angle droit et montrent que la majorité des te@ées structures d’écoulements sont bien
représentées par le code de calcul. Riviere €2@06) se sont concentrés sur la distribution du
débit dans une intersection a quatre branches, lablaba un carrefour dans une ville. Les
auteurs ont développé un modeéle simple pour prdaidistribution du débit dans l'intersection.
Une comparaison avec les données expérimentalasgoue ce modele fonctionne bien pour la
gamme limitée dans les conditions expérimentalediéts. Récemment, Mignot et al. (2008a)
ont utilisé le code Rubar20 (2D) développé par Raq1995) pour modéliser les inondations
dans les milieux urbains. Le code est basé surmgthode volume fini sur un maillage non
structurée et utilise un schéma explicite de Vaerldu second ordre en temps et en espace. Ce
code de calcul a ensuite été utilisé pour modélsaenériquement (Mignot et al., 2008a) les
écoulements dans les carrefours en régime tortéttidiés expérimentalement par Mignot et al.
(2008b). Les résultats se sont avérés satisfaisar@sie si certaines caractéristigues de

I’écoulement, telle la largeur des ressauts ob8gune sont pas finement représentées.
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Figure 9.1 :Ecoulement de I'’eau en ville suite & une pluieriage

L'objectif de ce chapitre est de vérifier les cafir de la méthode RKDG (résolvant les
équations de Barré de Saint Venant 2D et présentéapitre 4) a simuler les écoulements qui se
développent au sein des carrefours de la villesdas conditions expérimentales étudiées par
Mignot et al. (2008b). Suite a I'établissement &uopologie des événements d’'inondation en
ville, le choix des événements a étudier spécifiger@ s’est porté sur les inondations violentes
ayant lieu dans des zones fortement urbaniséete @aification s’organise alors autour de trois
aspects : la prédiction des structures d’écoulernbrervees, le calcul des champs de hauteur
d’eau dans la jonction et enfin le calcul de répart des débits dans les branches aval. La
comparaison des écoulements calculés par la métR&d¥G avec les écoulements mesurés
expérimentalement dans des conditions maitrisée$ods au niveau de la géométrie du domaine
et des conditions hydrauliques (conditions aux tksyi frottement au fond...) est en effet
particulierement adaptée afin de caractériser pgéuent les capacités de la méthode a modéliser
les écoulements. Les champs de hauteur d’eaupéatitéon des débits dans les branches aval
prédits par la méthode sont alors comparés aveccadesactéristigues correspondantes des
écoulements mesurées expérimentalement. Cette caisga est aussi menée avec la méthode
VF détaillée dans le chapitre 3 et FLUENT 3D (Fi2002).

Le code de calcul FLUENT est un logiciel CFD auxuwoes finis 3D résolvant les équations
dites dans le jargon anglo-saxon de Reynolds Aegfrddavier Stokes (RANS). Le modele de

turbulence le plus classiquement utilisé pour lHaydique est de typ& —¢& (Kouyi et al., 2005
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et Vazquez et al., 2006). La détection de la serfdme se fait par I'utilisation du modéle de la
fraction volumique (VOF) (Versteeg et Malalaseké&@95).

9.1. DESCRIPTION DE L'ETUDE EXPERIMENTALE

L'installation expérimentale mise en place au LMfAboratoire des Mécaniques de Fluides et
Acoustiques) a Lyon afin d'étudier les écoulemeatsx carrefours (figures 9.2 et 9.3) est
similaire a celle utilisée précédemment par Nartiaale (2004) avec des dimensions plus
restreintes. Le modeéle du LMFA est en effet compdséguatre canaux identiques de méme
largeurB = 30 cm et de longueut = 2 m. Les canaux sont en verre, ce qui permet un acces
optique par les cotés, le dessus et le fond desugarChacun des canaux se termine par un
réservoir qui peut servir soit a I'alimentation eswu, soit a la récupération des débits en sortie.
Ces réservoirs sont montés sur des chassies ibesgui permettent de faire varier la pente de
chacun des canaux indépendamment entre -5 % et #& %entre du dispositif, les canaux se

rejoignent en une jonction carrée horizontale der@@le coté.

Figure 9.2: Photo de l'installation expérimentale au LMFA.

Une pompe puise I'eau dans le réservoir du labiveaét fournit les deux tuyaux d’alimentation.

Une vanne ainsi qu’un débitmétre électromagnétsure situés sur chacun de ses tuyaux afin de
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pouvoir régler les deux débits d’entrée de maniedépendante. Les alimentations sont alors
reliées au réservoir de deux canaux amont. Poar B tuyaux remplissent les bacs réservoirs
par le bas, ce qui fait monter les niveaux d'eansdas réservoirs et les débits débordant sont
dirigés vers les entrées des deux canaux amont.gdie en nid d’abeille est positionnée a
I'entrée de chaque canal amont perpendiculaireraesin axe afin de stabiliser I'écoulement.
Enfin, une vanne guillotine est positionnée justawal de la grille de stabilisation afin de régle

la hauteur d’eau amont requise. Les deux ecoulenzenontQ,, et Q, s'écoulent alors dans les
canaux amont, se rejoignent a la jonction et réssbpar les deux canaux av@}, et Q,, (figure

9.4). A l'aval de chacun des canaux de sortieul'est récoltée au sein d’'un bac de réception qui
se vide a travers un tuyau partant du bas de celibeux débitmetres électromagnétiques
identiqgues aux débitmetres d’entrée sont utilisésr pnesurer les débits sortant des bacs de

réception; I'eau est ensuite renvoyée vers le végegénéral du laboratoire.

Figure 9.3 : Schéma du modéle physique.
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Pour une configuration d’écoulement, les deux détdientrée sont fixés grace aux vannes des
tuyaux d’alimentation. Les vannes guillotine a tiée des canaux amont sont alors réglées pour

obtenir une hauteur amont égale a la hauteur nerdeal’écoulement dés I'amont du canal.

Figure 9.4 : Disposition schématique du carrefour.

Indices

x et y sont les directions du plan
e correspond a une entrée

s correspond a une sortie

Q correspond a un débit
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h correspond a une hauteur d’eau

Une vérification de la hauteur d’eau est de pldsctfiée en utilisant un limnimetre a affichage
digital (précision+0.15 mm). Par ailleurs, pour I'établissement desogaaphies de hauteur
d’eau sur le domaine, une sonde résistive esséilpour mesurer en chaque point la hauteur
d'eau. Le déplacement de cette sonde est assuménparariot roulant sur des rails le long des
canaux et pouvant se déplacer perpendiculairententanaux. Des regles graduées accolées aux
canaux permettent alors de déterminer la positigtige de la sonde. La sonde est reliée au
logiciel LABVIEW et pour chaque mesure, le positiement de la sonde est noté manuellement.
L'incertitude due a la mesure de hauteur incluarfbimation d’un sillage, la présence éventuelle
de bulles d’air et la perpendicularité des tigasesimée a+ 0.15 mm. Par ailleurs, la distance
entre les deux tiges de la sonde est d’environ dichincertitude liée a sa position dans le plan
est estimée & 1 mm.

En outre, les quatre débitmetres sont reliés a rdimateur. L'acquisition de ces débits est
effectuée en continu a une fréquence de 100 Hesetdleurs de débit sont communiquées a un

logiciel d’acquisition de mesures LABVIEW.

9.2. DESCRIPTION DES TYPES D’ECOULEMENT

Du fait des pentes et débits fixés expérimentalémes écoulements uniformes amont sont en
régime torrentiel et devraient le rester jusqu’axirémités aval des canaux si aucune singularité
n'était introduite. Cependant, en atteignant lacfmm, les deux écoulements se rencontrent et se
devient I'un l'autre soudainement par rapport ar ldirection initiale, créant deux ressauts
hydrauliques qui peuvent étre obliques et confitess la jonction ou droits et détachés dans les
branches amont. Des zones de recirculation appardisu sein de chacun des canaux aval. Par
ailleurs, des ondes gravitationnelles apparaistams les branches aval et se réfléchissent sur les
parois des canaux de sorties jusqu'a l'extrémitécds canaux. Enfin, apres une distance
importante a l'aval de la jonction, les écoulemetdgadent a redevenir unidimensionnels.

Plusieurs formes d’écoulement peuvent apparaitrometion des pentes et des débits utilisés :
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ces écoulements peuvent étre séparées en 3 typedelg premiers types (Type | et Type Il) ont
été répertoriés par Nania et al. (2004) et leigoie (Type Ill) par Mignot et al. (2008b).

t r r

|
J
|
J
|

ﬁ a) ﬁ b) ﬁ c)

Figure 9.5 : Présentation de Tydéa), Type li(b), Type lli(c).

Type | : il correspond a un écoulement avec un ressait an sein de chaque branche amont
(figure 9.5a). Les écoulements qui sont en régionentiel a I'entrée du dispositif (systeme),
passent alors en régime fluvial au sein des cadantrée. L'écoulement au sein de la jonction
est en régime fluvial mais les écoulements tenderdtrouver le régime torrentiel au sein des

branches aval.

Type Il : il correspond & un écoulement pour lequel un tgsd®it a lieu au sein de la branche
aval minoritaire et un ressaut oblique a lieu an sie la jonction (figure 9.5b). L’écoulement
majoritaire atteint donc la jonction en régime ¢otiel alors que I'écoulement minoritaire atteint
la jonction en régime fluvial. A l'aval du ressaablique, I'écoulement majoritaire reste
généralement en régime torrentiel mais peut deveniral en fonction de la déviation et du
nombre de Froude amont. Dans les branches avakgieme des deux écoulements tend a

redevenir torrentiel.

Type Ill : c’est un type d’écoulement pour lequel deux ressabliques apparaissent dans la
jonction (figure 9.5c). Les deux écoulements amattéignent donc la jonction en régime
torrentiel et deux ressauts obliques y apparaisdargt écoulements a l'aval de ces ressauts

restent généralement torrentiels.
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Figure 9.7: détail d'un écoulement en Type Il (Mignot et 2008b).
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9.3. DONNEES EXPERIMENTALES DISPONIBLE

Lors de I'étude expérimentale globale ayant eu dauLMFA entre les années 2001 et 2004,
deux groupes de configurations ont été étudiés: abmfigurations comprenant deux canaux
d’entrée et deux canaux de sortie (Mignot et @08b) et des configurations considérant un
canal d’entrée et trois canaux de sortie provedastravaux de Riviere et Perkins (2004).
Dans ce travail, nous nous intéressons a des cwafigns comprenant deux canaux d’entrée et
deux canaux de sortie et deux groupes de donnéesdisponibles :

1. 6 champs de hauteurs mesurés et présentés auut&bleaorrespondant aux différents

types d’écoulement observés expérimentalement.
2. un grand nombre de mesures de répartition de débis les deux branches aval pour

plusieurs configurations de pentes.

Cas Q. (I/9) h.. (cm) Q, (I9) h, (cm) Pentes
C, 350 1.10 355 111 1%
C., 5.16 1.15 3.49 0.92 5%
C, 5.00 1.15 2.00 0.66 5%
Cx 5.11 1.15 1.01 0.44 5%
C,, 5.02 1.15 3.99 1.00 5%
C, 2.09 0.55 2.15 0.57 0%

Tableau 9.1 :Les caractéristiques des 6 cas d’écoulement.

Les figures 9.8, 9.9, 9.10, 9.11, 9.12 et 9.13gmtent les champs de hauteur d’eau mesurés pou

ces 6 cas.

170



9. Simulation numérique des inondations a travers | es carrefours

—_
o
o

y (mm)
=)

—_
o

0

-200¢

-300¢

-400 ' :
-400 -200 0 200
X (mm)

Figure 9.8: Champ de hauteur d’eau mesuré pour le cas Cdn@iet al., 2008b).
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Figure 9.9: Champ de hauteur d’eau mesuré pour le cas Cfn(i¥let al., 2008b).
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Figure 9.10: Champ de hauteur d’eau mesuré pour le cas CRh@¥let al., 2008b).
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Figure 9.11: Champ de hauteur d’eau mesuré pour le cas CEh(@vlet al., 2008b).
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Figure 9.12: Champ de hauteur d’eau mesuré pour le cas CRin(¥let al., 2008b).
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Figure 9.13: Champ de hauteur d’eau mesuré pour le cas CRh@¥let al., 2008b).
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9.4. QUALITE DE PREDICTION DE LA REPARTITION DES
DEBITS DANS LES BRANCHES AVAL DU CARREFOUR

Afin de comparer les différentes méthodes de sitinlgVF, RKDG et FLUENT 3D) et étudier
leurs capacités a prédire la répartition des délaits les branches aval du carrefour, chacune des
configurations expérimentales est modélisée a daiks trois méthodes. La liste des
configurations expérimentales étudiées est présatdns le tableau 9.2. Ces configurations sont
calculées numériquement en utilisant la méthode &Kddr 1920 mailles, la méthode VF sur
2740 mailles et FLUENT sur 82440 mailles.

Pentes amont Pentes ava Nombres de configurationg ypes d’écoulements
observés
1% 1% 8 Types letll
3% 3% 10 Types |, Il et Il
5% 5% 10 Types Il et 11l
7.4 % 3.5 % 8 Type llI

Tableau 9.2: Liste des configurations expérimentales sélaaées pour lesquelles la répartition

des débits dans les branches aval est comparééeavaodeles numeériques.

Les debits avalQ, et Q, predits par les calculs sont comparés aux débis Qy et Q,,

respectivementmesurés expérimentalement pour chaque configaraties résultats présentés
sur les figures 9.14 et 9.15 en fonction des valalgs pentes des canaux montrent que la
méthode RKDG donne les meilleurs résultats. Lartiéjoen des débits est correctement prédite

par cette méthode pour chacune des pentes étudiées.
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Figure 9.14: Comparaison des débits aw@| calculés et mesurés par configurations de

pente:a)1%-1%,b)3%-3%,c)5%-5%)et.d% - 3.5 %.

débits dans les branches aval) comme suit :

Afin d’étudier plus finement les qualités de préidic de la répartition des débits a la jonction par

les différentes methodes, nous introduisons detimaeurs de qualité E,, (estimateur de

qualite de prédiction de répartition de débit) &}, (estimateur de qualité de prédiction des

Eor = abs[ﬁj avec Q, le débit sortant suivant l'axe X, €tant le débitQ, calculé

t

etQ, le débitQ, mesuréQ est le débit total mis en jd@ =Q, +Q, ).
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Figure 9.15: Comparaison des debits aval minoritai@s calculés et mesurés par

configurations de pente:a) 1 % -1 %, b) 3% ; 8Y6 % - 5% et d) 7.4 % - 3.5 %.

En appliquant les deux indicateurs précédentsrsdimble des écoulements étudiés puis en les

moyennant pour les 4 configurations de pente, plaagit que I'erreur moyenne ne dépend que
peu des pentes des canaux (tableau 9.3). En &éetur moyenne de la méthode RKDG
Eor =1.15%, celle de la methode VF €2{78 % et celle de FLUENT es2.29 %. En ce qui

concerne l'erreur d'estimation des débits dansbiesiches avalE,,,, du fait de la formule

utilisée, la valeur de cette erreur est fortemesgneentée par rapport By, car le debit aval
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minoritaire Q,, - est plus faible que le débit tot@} . L'erreur moyenne de la méthode RKDG
Eoxw =7.35 %, celle de la méethode VF est 15.04 % et celle dgBENT est 11.52 %. Les deux

estimateurs de qualité montrent clairement que &hade RKDG est capable de prédire
correctement la répartition des débits amont dasbtanches aval (et ceci étant mieux réalisé

gu'avec les deux autres méthodes).

RKDG FLUENT VF

Pentes Eor Eox Eor Eoxv Eor Eoxv
1%-1% 116%| 366% 3.19% 925% 4.80|% 12008
3%-3% 153%| 13.15% 2.29% 17.799%2.95% | 22.70 %
5%-5% 0.97 %| 8.40 % 155% 11.13|% 2.15(% 1%27

74%-35% 096% | 4.19%| 2149 793% 158% 6.12/%

Tableau 9.3: Valeurs des indicateurs de qualité de répantities debits par les différentes

méthodes en fonction des configurations de perdeaeaux.

Comme déja observé par Mignot et al. (2008b), emight les valeurs des moyennes des
indicateurs de qualité de prédiction de répartiierdébit par type d’écoulement (tableau 9.4), on
note que les erreurs les plus importantes concetegnypes d’écoulement pour lesquels le (ou
les) angle(s) de ressaut sont primordiaux (Types Mypes 1ll). En revanche, la répartition des
écoulements dans les configurations ou les ressdlitpues n’ont pas lieu (Type 1), est mieux

prédite par les différentes méthodes.

RKDG FLUENT VF
TWPe | By | Eov | B | Eor | Eor | Eoo
Type | 0.98 % 1.17% 1.13% 2.26 % 1.28 %0 2.91%
Type Il 1.03% 9.86 % 1.599 13.16 0 2.01% 16.59 %
Type llI 1.79% 7.43 % 334% 1052% 4.12% 1384

Tableau 9.4: Valeurs des indicateurs de qualité de répantities débits par les différentes

méthodes en fonction des types d’écoulement.
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9.5. CAPACITES DE LA METHODE RKDG A CALCULER LES
CHAMPS DE HAUTEUR D’EAU MESUREE

L'objectif de cette partie est de vérifier la cap@acde la méthode RKDG a simuler les
écoulements qui se développent au sein des carseiGatte vérification s’organise alors autour
de deux aspects : le calcul des champs de haugau dans la jonction et le calcul de répartition

des débits amont dans les branches aval.

Les résultats expérimentaux obtenus par Mignot let(2008b) sont utilisés pour vérifier
I'exactitude et la robustesse de la méthode a smliécoulement torrentiel avec la jonction. En
outre, une comparaison entre les résultats obteauta méthode RKDG et ceux obtenus par la
méthode VF et par FLUENT en ce qui concerne lartiéjpm des débits aval (lorsqu’elles sont

disponibles) est aussi faite.

Les 6 cas du tableau 9.1 sont calculés numériguetnéaide des 3 méthodes (RKDG, VF et
FLUENT) avec les mémes maillages que précédemniemteefois le régime permanent obtenu,
les répartitions des débits prédits sont compang&srépartitions des débits mesurés. La figure
9.16 présente les champs de hauteur d’eau calculésaparéthode RKDG pour ces 6 cas,
respectivement. Les figures 9.17, 9.18, 9.19, 9271 et 9.22 montrent les cartes des vecteurs

vitesse des 6 cas, respectivement.

Il apparait sur la figure 9.1¢ue I'ensemble des structures observées expérilaprdat (voir les
figures 9.2 & 9.7) peut étre reproduit numériquentem effet, a la fois les ressauts droits dans les
branches amont, les ressauts obliques au seinrtefaia ; les bourrelets a I'approche du coin
aval du carrefour et les zones de recirculationt stairement identifiés avec les résultats du
calcul numérique. La localisation de ces structuess par ailleurs satisfaisante et I'on peut
conclure que la méthode RKDG est capable de sinfidiélement les écoulements ayant lieu au

sein des carrefours.
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Figure 9.16: Champs de hauteurs d’eau calculés avec la métREIDG ; a) cas C1, b) cas
C21, c) cas C22, d) cas C23, e) cas C31, f) cas C32

De plus, les différences de répartition des détetss les branches aval entre les calculs et les
valeurs mesurées (lorsqu’elles sont disponibles) gresentées sur le tableau 9.5. Et les valeurs
des indicateurs de qualité de répartition des déiar les différentes méthodes sont présentées

sur le tableau 9.6. En se basant sur les table&ust 9.6, on peut remarquer que, comme dans les
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Figure 9.17: Carte des vecteurs vitesse : cas C1.
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Figure 9.22: Carte des vecteurs vitesse : cas C32.
Mesure VF RKDG FLUENT
Cas | Q. (I/s) Q, (9 | Q. (g | Q, (Il | Q, (Il | Q, (/) | Qy (I/s) | Q, (I/s)
- 6.26 0.71 6.40 0.60 6.22 0.76 6.15 0.82
C, 5.73 0.39 5.83 0.31 5.75 0.36 5.76 0.35
C, 5.42 3.59 5.73 3.28 5.59 3.50 5.70 3.37

Tableau 9.5: Valeur des débits aval mesurés (Mignot e aD8B) et calculés avec les 3

méthodes pour les 6 cas étudiés.
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VF RKDG FLUENT

C as EQT EQXY EQT EQXY EQT EQXY
C, | 201% | 1549% 0.57 % 7.04% 1.58% 15.49 %

C, | 455% | 2051% 033% 7.69% 049% 10.26%

C, | 344% | 864%| 1899% 251% 311% 6.13%

Tableau 9.6: Valeurs des indicateurs de qualité de répantities débits par les différentes
méthodes.

9.6. CONCLUSION

Dans ce chapitre, le travail a été inscrit dangrblématique de la modélisation d’'inondations
urbaines dans les carrefours. Suite a I'établisaédiane topologie des événements d’'inondation
en ville, le choix des événements a étudier s’estépsur les inondations violentes ayant lieu
dans des zones fortement urbanisées. Dans cedesagcoulements en régime torrentiel peuvent
avoir lieu et lorsquiils se rejoignent aux carreules formes d’écoulements observées
deviennent particulierement complexes. Une étugeraxentale a été menée au laboratoire des
Mécanique de Fluides et Acoustiques a Lyon (Migetoal., 2008b) afin de mieux comprendre
les processus d’écoulement qui se développenhgndection de deux ecoulements torrentiels

perpendiculaires dans une jonction en croix.

La résolution des équations de Barré de Saint \te2iarpar les deux méthodes VF et RKDG et
la résolution des équations de Navier Stokes 3DFpRENT sont proposées afin de simuler de
tels événements et comparées avec les résultaésimentaux de Mignot et al. (2008b). Une
comparaison entre les trois méthodes utilisées (BKIDF et FLUENT) et les résultats mesurés
est effectuée afin de vérifier les capacités detmds méthodes a modéliser des écoulements
torrentiels au sein des carrefours. Cette vérificats’organise autour de trois aspects: la
prédiction des structures d’écoulement observéesalcul des champs de hauteur d’eau dans la

jonction et enfin le calcul de répartition des deblians les branches aval.
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La comparaison des écoulements calculés et medandsdes conditions parfaitement maitrisées
a la fois en ce qui concerne la topographie du duenet les conditions aux limites amont et aval
montre que les trois méthodes sont aptes a repeésgm maniére satisfaisante I'ensemble des
structures d’écoulements observées expérimentatenterdéveloppement du jet torrentiel, les
ressauts droits et obliques, la ligne de séparatemécoulements, le bourrelet au coin aval ou
dans une des branches aval et les zones de rativosl Les champs de hauteurs d’eau calculés
se sont donc avérés en accord avec ceux mesur@snegptalement.

Concernant la distribution des débits amont dasbtanches aval, nous avons montré que les
modeles sont aptes a prédire de maniere satisfaidaa répartitions des débits mesurées
expérimentalement pour les différentes configuratiode pente et les différents types
d’écoulement étudiés. On note cependant que legdtatss de la méthode RKDG donnent de

meilleurs résultats (que ce soit en terme de hasitBaau ou de répartition des débits).

En conclusion, on peut déduire d’aprées les companmai faites dans ce chapitre que la méthode
RKDG est une trés bonne méthode pour modélisenteglations au sein des carrefours. Cette
méthode s’est montrée capable de prédire I'ensedsestructures d’écoulements observées
expérimentalement et ceci mieux que les autresadéthsurtout en ce qui concerne la répartition

des débits dans les branches aval ou on peut raprangttement I'avantage de cette méthode.
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Nous nous sommes intéressés dans cette thesedé It différentes méthodes numériques pour
la résolution des équations bidimensionnelles deéBie Saint Venant et tout particulierement la
méthode des éléments finis discontinus de GaleRan.ailleurs, nous avons focalisé une partie
de notre recherche sur I'application de cette ndhi la simulation des écoulements a surface
libre au sein des carrefours dans la ville. La attigdes schémas que nous avons considérés sont
basés sur une intégration spatiale locale et aitbidn représenter les géométries irrégulieres,

nous avons choisi un maillage triangulaire nonestmé comme volume d’intégration.

Nous avons tout d'abord implémenté et testé unbadétde volumes finis ; celle-ci est basée sur
une discrétisation de type Upwind en espace efntggration temporelle de type Runge-Kutta.
Cette méthode permet d'obtenir des schémas d'ételvé et nous avons constaté qu'elle était

bien adaptée a la résolution de notre probleme.

Nous avons également adapté une méthode de typerékefinis Galerkin discontinus (RKDG)
associée a une limitation de pente. Notre schémaies basée sur une discrétisation de type
éléments finis discontinus de Galerkin en espaagnetintégration temporelle de type Runge-
Kutta. Cette méthode permet également d'obtenirsdeémas d'ordre élevé basés sur le choix
d'une base locale et des formules de quadratureméthode RKDG est congue avec une
procédure de limitation de pente qui permet d'éVitegénération de fausses oscillations aux
voisinages des forts gradients. Deux limiteurs datg ceux de Cockburn et Shu (1998b) et
Hoteit et al. (2004) sont aussi présentés et t#taiUne modification du limiteur de pente de
Cockburn et Shu (1998b) est proposée pour desétisations triangulaires afin d'éviter
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l'utilisation d’'une constante de limitation qui fmas semble difficile a estimer dans certains
problemes hydrauliques. Les différents cas testsnmmtré que cette méthode répondait aux
attentes. En effet, nous avons retrouve les résutttenus expérimentalement ou encore les

résultats analytiques.

Nous avons par ailleurs comparée le schéma RKDiG@Ethode volumes finis dans le cadre de
plusieurs problemes hydrauliques stationnairesesitoires admettant des solutions analytiques
ou des résultats expérimentaux. Nous avons congtetédans les régions « lisses », les deux
méthodes donnent des résultats similaires. Cepératampeut remarquer que la formulation
éléments finis discontinus de Galerkin est pluscipeé dans les régions ou il y a des

discontinuités.

Néanmoins, une différence réside dans le tempsaldeld CPU) ou nous avons constaté que la
méthode volumes finis est moins colteuse que lehadét Galerkin discontinu, mais cette
derniére a l'avantage d'obtenir des bons réswltets moins de mailles que la méthode volumes

finis.

Nous nous sommes ensuite intéressés a la simulatioérique des écoulements a travers les
jonctions (soit confluence ou bifurcation). Une g@araison entre la modélisation
unidimensionnelle et la modélisation bidimensioleetst ainsi faite. Les résultats de la
simulation numérique montrent que l'approche 1D asteptable pour des petits angles de
jonction et un faible nombre de Froude (écoulenfiental). Une fois que I'angle de jonction et
le nombre de Froude augmentent (régime transceitmu torrentiel), on remarque un écart net
entre cette approche et les résultats expérimentAuxcontraire, I'approche 2D fonctionne
« bien » pour tous les types d’écoulement et [#érdnts angles de jonction. Bien que les temps
de calcul de I'approche 2D sont plus importants por 'approche 1D, cette derniére présente
d’'une part la possibilité de représenter les simest urbaines ou obstacles explicitement présents
au sein de la topographie de la zone urbaine aetti® part, la possibilité de calculer directement

les écoulements dans les jonctions, ce qui ne siéegius d’équations supplémentaires. De plus,
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les résultats des calculs bidimensionnels sont phégis et plus informatifs, et permettent

d’établir des cartes de risque plus détaillées.

Finalement, nous avons Vérifié les capacités adeddnode RKDG a simuler les écoulements qui
se développent au sein des carrefours de la diles les conditions expérimentales étudiées par
Mignot et al. (2008b). Une comparaison « sur largfon des débits aval » est aussi menée avec
la méthode VF et FLUENT 3D (Fluent, 2002). D’aptes comparaisons faites, nous avons
constaté que la méthode RKDG est une tres bonneodetpour modéliser les inondations au
sein des carrefours. Cette méthode s’est montrgabtea de prédire I'ensemble des structures
d’écoulements observées expérimentalement et decixngue les autres méthodes surtout en ce
qui concerne la répartition des débits dans leadhies aval ou on peut remarquer nettement

I'avantage de cette méthode.

L'une des perspectives de ce travail est de pauesie développement de I'approche RKDG,
notamment au niveau du temps de calcul (en uttlipanexemple un pas de temps local (Local
Time Stepping) pour réduire le temps de calcul.pOurra aussi se pencher sur la méthode des
lignes pour discrétiser en temps I'équation dififéiedle ordinaire obtenue (une fois les équations
de Barré de Saint Venant discrétisées en espaaelevetléments finis discontinus) avec des
solveurs dédiés (tels que DASPK (Brown et al., 1982998)), ce qui devrait aboutir a des

diminutions importantes du temps de calcul.

Ce travail montre aussi que l'idée de coupler ypeaeche 1D dans les branches a une approche
2D pour les jonctions dans une situation pratiggteuae bonne méthodologie quand nous avons
observé la qualité des résultats de la simulatidmignsionnelle. Par conséquent, un futur travail
consiste a développer un code basé sur le cougkgyéquations de Barré de Saint Venant 1D a
appliquer dans les branches et dgsations de Barré de Saint Venant 2D a appliquesein des

jonctions.
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Annexe 1

La méthode des caractéristiques

La question de ce qu'a faire aux calculs des vi@sabux bords fait appel a la théorie des
caracteristiques. Toutes les caractéristiques mfueet dans le domaine devraient déja avoir des
valeurs prescrites sur elles. En conséquencet iésessaire de fournir ces informations d'une
facon quelconque, ou bien le probléeme n'est pas p@sé. A la frontiére aval, toutes les
caractéristiques partant du domaine devraient oontanformation des variables d'écoulement
par l'intermédiaire de la solution numérique. Eésultat est celui pour n'importe quelle frontiere,
le nombre d'informations qui doivent étre indiquéesrelient au nombre de caractéristiques

entrant/sortant cette région.

Considérons la frontiere amont. Si I'écoulement featial, une des variables d'écoulement
(typiguementQ) doit étre spécifiee, dont une valeurA@eut étre calculée a l'aide de la théorie
caractéristique. Si I'écoulement est torrentied Maleurs dé\ et Q doivent étre indiquées. Pour la
frontiere aval, I'écoulement fluvial exige la sgieition d'une variable (généralemextcomme
dans le cas amont. Si I'écoulement est torredéiglyariables aux bords sont les mémes que les
valeurs de la maille avant. Réciproquement, unetigce de mur peut étre imposée par lequel
I'écoulement ne puisse pas continuer a I'aval itrsftété en arriére dans la direction amont. Une
condition de transmission peut étre appliquée. i@aavarro et Saviron (1992) ont donné des
détails comment appliquer la théorie de caractguss aux conditions aux limites des problemes

d'écoulement de I'eau dans des canaux a surfaee tibmme mentionnés ci-dessous.

Les équations de Barré de Saint Venant 1D pour amalcprismatique écrites en forme

caractéristique sont données par :
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.

0Q + a_Q —u+ a_A + a_A = -
E+(u_c)ax+( u_c)[at+(u_c)ax} 0A(S-S). (A1)

Dénotons parC* et C~ les équations des ondes propageant vers |'aval'aatont,

respectivement, ces équations sont définies par :

o :%:u+c
(A2)

C‘:%:
dt

Notons parA', Q, A, etQy, la section mouillée et le débit d'écoulemenk meoeudsl etN au

pas de temps, et A", Q"', A" etQ™, au pas de tempst+1. La figure A1 montre les
caractéristiques dans le cas d’'un 'écoulementdluaiu les variables des nceuds 1 et N sont

influencées par ceux des poirRRset L dans le canal. Une estimation de la positiog est

obtenue a partir :

Xg X1_(u_c):At (A3)
X

N _(U_C):l At

X

Supposant quex, < x; <X,, les valeurs d&) et A aux pointsR et L sont trouvés en utilisant

I'interpolation linéaire :

n n n _XR n n n _XR
A;=AZ—(AZ—A)(X2A—X) QR=QZ—(QZ—QI)% )

AL:ATI_(ATI_ATI—l)(XN_XL) QL:Q:J_(QITI_QITI—l)(XN_XL)
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Figure Al : Calcul des valeurs aux bords.

De I'équation (Al), les variables aux poifitstN au pas de temps-1 etles variables aux points

R etL au pas de temps sont reliées par les expressions suivantes :

py)

I -Qh+(~u—c)y (A - AY) = ot 0A(S, - S ) |

n

. (A5)
nt-Ql +(-u +c)L (AT -

>
I
>
1
(@]
2
M
|
w

Par conséquent, a I'amont et a I'aval du canalcésactéristiques permettent de trouver les

variables inconnues, prennent la forme suivante :

n+1l - K n+1l +C
{ 1 lA‘l 1 (A6)

n+l _ n+l
N _KNA\I +CN

avec

192



A.1 La méthode des caractéristiques

-~

n

K, =(u+c), Clepne‘(UJrC);AgJ“At[gA(SO_Sf ):|R (A7)

n

Ky =(u-c), Cy =Qf—(U‘C):An+At[9A(Sb_Sf )]

L
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Annexe 2

Les modeles de jonctions

INTRODUCTION

Les modeles de jonctions qui sont dérivés dangttérdture sont basés sur le principe de la
conservation de la quantitté de mouvement et sucolsservation de la masse, ou sur la
conservation de I"énergie, mais, les différentaupatres complexes et inconnus de la jonction,
rendent difficile a dériver ces modeéles d une fat@orique. Tous les modéles de jonctions sont

donc de nature empirique et plusieurs parametrgsestimés expérimentalement.

Dans cette annexe, nous décrivons le principe deraervation de la quantité de mouvement qui
s’applique au voisinage de la jonction, les difiésgarametres inconnus qui interviennent, et les

différents modeles dérivés dans la littérature pa@onfluence et la bifurcation.

A2.1. DESCRIPTION ET NOTATION DE LA JONCTION DANS
LE CAS D'UNE CONFLUENCE

Dans cette section, nous définissons les différpatametres utiles pour la compréhension de
différents modéles dérivés pour la confluenceeet dans le cas de trois canaux rectangulaires.
Nous désignons par le canal u, le canal princigaés I"'amont de la jonction, le canal L, le

canal latéral a la jonction et le canal d, le cagmadcipal situé a I"aval de la jonction. Nous mso
parh,, h eth, ;Q, Q etQ,; B, ,B etB,;u,,u etu, ;P ,R etk ;8,5 etg,;

Q.

u )

a eta, ; Fr

u )

Fr_ et Fr, les hauteurs d'eau, les débits, les largeursyitesses de
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I'écoulement, les forces de pression hydrostatiggessant sur le volume de contréle ; les
coefficients de correction de la quantité du mouseim les facteurs de correction de I'énergie,
les nombres de Froude respectivement dans lepsgstbisines a la jonction des trois canaux

L etd. Soit §, ; J, eta, les angles que font respectivement les canauxiaatdatéral avec la
direction de I'écoulement et I"angle du canal gpatavec |"horizontalew, R et P, désignent

respectivement, le poids de I'eau dans le volumeardle, la réaction exercée par le mur du
canal latéral dans la direction amont et la réntdtale toutes les forces de frottement dans la

jonction.

A2.1.1. Principe de la conservation de la quantitde mouvement a la jonction

Le principe de conservation de la quantité de moerd, connu sous le nom de la deuxieme loi
de Newton, s"énonce pour les mouvements de la fgoante : La variation, dans un volume de
controle, de la quantité de mouvement pendant tervialle de temps unitaire, est egale a la
somme des forces extérieures agissant sur ce voliemeontrole. La figure A2.1, montre les
forces agissant sur le volume de contrdle a latjoncLa résultante de toutes les forces agissant

dans la direction horizontale est donnée par :

> F.,. =P cosg, +P, cosd, +Wsina-P, =P, -R (A2.1)
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Figure A2.1 : Les différents parametres d’'une agarice.

La variation de la quantité du mouvement dansraction horizontale est donnée par :
Variation,, = ,Q,uy —B,Q,u, cosd, — B, Q. u, cosd, (A2.2)

En égalisant les équations (A2.1 et A2.2), nougrmdnts le modéle de la jonction basé sur le

principe de la conservation de la quantité de mmerg :
(R +B.Qu,)cosd, +(R.+B.Qu, ) cosd, +Wsinag - P, —R=PF, + 5,Quu, (A2.3)

L équation (A2.3) est le modeéle théorique qui paédrire une confluence, mais I'impossibilité

de définir théoriguement les différents paramettese modéle le rend un modele inutilisable
dans le domaine de I"hydraulique fluvial. Tous hesdéles développés dans la littérature, et
basés sur le principe de la conservation de latgaate mouvement, sont développés avec des

suppositions de simplification.
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A2.2. LES MODELES DE CONFLUENCE

Un modéle de confluence est un systeme d"équapemsettant de coupler les hauteurs d'eau

h,, h et h,. Dans la suite, nous allons citer les difféerentxléles basés sur ce principe. Ces

modéles sont de nature empirique due a certainamadres donnés a partir des résultats

expérimentaux.

A2.2.1. Le modele de I'égalité des hauteurs d'eau

Le modele le plus facile pour simuler la conflugrest le modéle de I'égalité des hauteurs d'eau a
la jonction. Ce modele est employé par plusieudiegtions dans la technologie hydraulique.

Dans ce modele, les hauteurs amont, latérale esamtisupposées égales comme suit :

(A2.4)

h

Egalité des hauteurs d'eau a la jonCti%El’: h:
L

A2.2.2. Les modeéles de confluence fluviale

Une confluence fluviale est une confluence ou lémment est partout fluvial dans les trois
canaux renfermant la jonction. Les modeles dévéspgt les plus utilisés pour la confluence
fluviale sont : Taylor (1944), Ramamurthy et al988), Gurram et al. (1997), et Hsu et al.

(1998a et 1998b). Les notations suivantes sonség$ dans ces modéléﬁ.:%, deésigne le

h )
rapport des hauteurs d’eau amont et a\)@:,i le rapport des hauteurs d’eau latérale et aval ;

Y=Y, =Y, :% :% quandh, =h_; q, :%, le rapport des débits amont et ava| ;:&, le

d d

rapport des débits latéral et aval ;est I'angle de la confluence, gtest 'angle aérodynamique

tel quey:gé. Pour chaque hauteur d’eau avgl les hauteurs latérale et amont sont solutions
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d’'un polynébme de troisieme degré. Les modéles ddomT#1944), de Gurram et al. (1997), de
Hsu et al. (1998a) et de Ramamurthy et al. (1988) s

h, =h
Modele de Taylor< . - ) ol (A2.5)
Y —(1+ 2Fr, )Y + Fr, (qu +q, cosJ) =0
h=h
Modele de Ramamurthy : 2 A2.6
Y3—(1+ 2P Frdij+2—Frd g, =0 (A2.9)
ad ad
: h=h
Modele de Gurrams_ ) ol (A2.7)
Y —(1+ 2Fr, )Y+Frd (qu +0, cosy) =0
h=h
(A2.8)

Modele Hsu :
Y? —(1+ 2P Frdij +2Pu Fr? (qﬁ + cosd(l— qj)) =0
ad ad

Une valeur moyenne de, et B, pour le modéle de Hsu es}, =1.27 et 5, =1.12. Les valeurs

de a, et B, dépendent de plusieurs facteurs, tels que |'ategjenction, le rapport de débit.

Un modele plus général conduit par Shabayek ¢2@02) ne suppose pas I'égalité des hauteurs
d'eau des canaux amont a la jonction, ni I'égatigs largeurs. Shabayek et al. (2002) a
développé un modéle théorique unidimensionnel pesrécoulements fluviaux en appliquant le

principe de la conservation de la quantité de mmerg a deux volumes de contréle dans la

jonction. Les notations suivantes sont utiliséassdze modele w; :E” le rapport des largeurs
d

B . S
amont et aval w, :B—L le rapport des largeurs latérale et av§ iest la pente longitudinal de la
d

jonction ; C est le coefficient adimensionnel de Chéay, et L, sont les longueurs externes des
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deux volumes de controld” est le coefficient de cisaillemeni;est le coefficient de la zone de
séparation. En utilisant aussi la conservation algdantité de mouvement deux volumes de
contrdle, Shabayek a dérivé deux équations, qui femctions de plusieurs paramétres définis

précédemment. Ce modele est donné par :

qf 1 2 _ 2 2 2_
Qu _W Edz[wl(gYu ZYuYL YL)-l'qu(Yu +2{uYL +YL 4):|
2 2

1 LS | O a
| 2B |(wY, +q,) F K| || ((Y, +Y)[2
2Fd2( hd J(Wl ’ qU) [|:W1Yu:| |:W2YL:| J( ’ L)[ quU]

L ( B, ]
+ 1+_qu =0
B,C* hy
(A2.9)

_ qz 1 2 w2 2 2

O WLYL @[WZ(SYL 2Y,Y, Yu)+qL(YL+2\(UYL+Yu 4)}
2 2

1 (LS . (o} q.
— Y +q )-K || —| -|—=| (Y, +Y)[2
2Fd2( hy ](WZ -ra) H\WJ |:W2YL:| J( ol

3

e 1+ﬁqL +KA -9

B,C? hy WY,
Les valeurs d&K™ etK sont données par :

K" =-0.00150 +0.

0.00156 +0.3 (A2.10)

K =0.00920 -0.1855

A2.2.3. Modéles de confluence transcritique

Les modéles développés pour la confluence transigite sont le modele de Hager (1989) et de
Gurram (1994). Ces modéles assument I'égalité aleelrs d'eau dans les canaux situés avant la

jonction, et I'égalité des largeurs des canaux.eH&#989b) a dérivé deux équations a deux
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inconnus : le coefficient de contractignet le rapport des hauteurs d’€duen termes du débit

g, et l'angle de jonction. Le modele de Hager (1989b) est :

h,=h
(1-cosd)Y® +3(cosd - u)Y +24°q;
Modele de Hager +20055(,u2 (1—qu)2)—(1—2qu +2qj) =0 (A2.11)

u=(2v?-3)Y +2(1-2q, +2¢2)Y"
hy =h,

avech, la hauteur critique.

h,=h
Modeéle de Gurram{Y® -3Y + 2(q§ +q, cosJ) =0 (A2.12)
hy =h,

A2.2.4. Modeles de confluence torrentielle

Une confluence torrentielle est une confluence éaoulement est partout torrentielle dans les

trois canaux renfermant la jonction. Le modéle aR1985) prend la forme suivante :

2 2 2 2 2
(Buhi 2 jcoséu + gIth cosd, - Bh __Q g (A2.13)

A2.3. LES MODELES DE BIFURCATION

Les notations utilisées dans cette section sonlasigs a celles de la section précédente. Les
modéles développés pour la bifurcation sont cogsaér la bifurcation fluviale, c est-a-dire,

lorsque I"écoulement qui arrive a la jonction &stiél, et se divise aprés en deux écoulements de
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type fluvial. Les modéles développés et utiliséasdae travail sont : le modéle de Pemaiah
(1977), de Ramamurthy et al. (1988), Ramamurtta}.€1990), et de Hsu et al. (2002).

A2.3.1. Modeles de bifurcation fluviale

Ces modeles sont :

h,=h
Modéle de Pemaiahs: A2.14
Y—13+2(Fru2&—2Fru2Jl+2Frd2(1—&J:O ( )

u u

Modele de Ramamurthy (1988) :

h=h
2
A2.15
\& —4i(1+Y)ZY—(2FrU2 +1)(1—1JY+2Fr5(1—iJ =0 (A2.15)
h,=h
Modeéle de Ramamurthy (1990} Y* + 2Y*Fr? (1— k&j -1-2Fr? =0 (A2.16)
2
K _5_Fn
40
h,=h
Modele de Hsu : (A2.17)

2
% —(1+1 Frdijz wFr o
2 2
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An improvement of classical slope limiters for high-order
discontinuous Galerkin method
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SUMMARY

In this paper, we describe some existing slope limiters (Cockburn and Shu’s slope limiter and Hoteit’s
slope limiter) for the two-dimensional Runge—Kutta discontinuous Galerkin (RKDG) method on arbitrary
unstructured triangular grids. We describe the strategies for detecting discontinuities and for limiting
spurious oscillations near such discontinuities, when solving hyperbolic systems of conservation laws by
high-order discontinuous Galerkin methods. The disadvantage of these slope limiters is that they depend
on a positive constant, which is, for specific hydraulic problems, difficult to estimate in order to eliminate
oscillations near discontinuities without decreasing the high-order accuracy of the scheme in the smooth
regions. We introduce the idea of a simple modification of Cockburn and Shu’s slope limiter to avoid
the use of this constant number. This modification consists in: slopes are limited so that the solution at
the integration points is in the range spanned by the neighboring solution averages. Numerical results are
presented for a nonlinear system: the shallow water equations. Four hydraulic problems of discontinuous
solutions of two-dimensional shallow water are presented. The idealized dam break problem, the oblique
hydraulic jump problem, flow in a channel with concave bed and the dam break problem in a converging—
diverging channel are solved by using the different slope limiters. Numerical comparisons on unstructured
meshes show a superior accuracy with the modified slope limiter. Moreover, it does not require the choice
of any constant number for the limiter condition. Copyright © 2008 John Wiley & Sons, Ltd.
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1. INTRODUCTION

The success of the discontinuous Galerkin methods in approximating various physical prob-
lems, notably hyperbolic systems of conservative laws, has attracted the hydraulic engineering
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communities to explore the benefits of this approach [1-4]. One favorable property of the discon-
tinuous Galerkin methods is that they conserve mass at the element level in a finite element
framework. Consequently, they inherit the flexibility of finite elements in handling complicated
geometries and require a simple treatment of boundary conditions and source terms to obtain
high-order accuracy.

First-order schemes are the only approaches that maintain a monotonic solution structure at
discontinuities. Moreover, numerical diffusion due to upwinding is big enough to keep the scheme
stable [5—7]. Unfortunately, these schemes represent the solution with an excessive amount of
dissipation. High-order numerical schemes produce spurious oscillations near discontinuities, which
may lead to numerical instabilities and unbounded computational solutions. Even if the oscillations
are less severe, they produce non-physical solutions, such as negative water depths, which is
unacceptable. In such a case, the use of an appropriate slope limiter is crucial to ensure the stability
of the method.

In one-dimensional space, discontinuous finite elements can be interpreted as a generalization of
high-order Godunov finite differences [8—11]. Such high resolution schemes are usually stabilized
using some form of TVD limiters [12, 13] so that spurious oscillations can be avoided without
destroying the high-order accuracy of the schemes. One commonly used technique is the Van
Leer’s MUSCL slope limiter [11].

In multi-dimensional spaces, the Runge—Kutta discontinuous Galerkin (RKDG) method is still
facing difficulties to attain the same degree of accuracy as in the one-dimensional case, especially
on unstructured meshes. The troublesome part is the construction of appropriate multi-dimensional
slope limiters that preserve the accuracy of the scheme. Consequently, a great deal of effort has
been oriented for the construction of genuine multi-dimensional slope limiters that can eliminate
unphysical oscillations without adding excessive numerical viscosity.

Cockburn and Shu [1, 2, 14, 15] extended the Van Leer’s MUSCL slope limiter to the so-called
generalized slope limiter where a (k4 1)th-order of accuracy is achieved in smooth regions by
using the DG method with polynomials of degree k for the spatial discretization and a special
(k+1)th-order explicit Runge—Kutta method for temporal discretization. The generalized slope
limiter does not totally smear oscillations near shocks, but it preserves the accuracy of the scheme
in smooth regions. Thus, the resulting scheme is not TVD; however, it satisfies a TVB property.

Hoteit [16] and Hoteit et al. [17] concentrated on a genuinely multi-dimensional slope limiter in
the sense that it does not require any operator splitting. This slope limiting operator was introduced
by Chavent and Jaffré [18] as a generalization of Van Leer’s MUSCL limiter [11]. The main idea
of this new reconstructing and limiting technique follows a well-known approach where local
maximum principle is defined by enforcing some constraints on the reconstruction of the solution,
as the mass conservation.

In this work, we introduce a simple modification of Cockburn and Shu’s slope limiter for the
solution to the two-dimensional shallow water equations on arbitrary unstructured triangular grids.
The main idea of this modification and limiting technique is to change the limiter condition to avoid
the use of a constant positive number, which can be difficult to fix for specific hydraulic problems.
Therefore, slopes are limited so that the solution at the integration points is in the range spanned
by the neighboring solution averages. Numerical tests on the idealized dam break problem, the
oblique hydraulic jump problem, flow in a channel with concave bed and the dam break problem
in a converging—diverging channel show that the modified slope limiter can eliminate unphysical
oscillations and that the high order of the scheme is preserved in the smooth regions.

Copyright © 2008 John Wiley & Sons, Ltd. Int. J. Numer. Meth. Fluids 2009; 59:423-442
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The outline of the remainder of the paper is as follows. In Sections 2 and 3, we describe the
mathematical model and the numerical scheme, respectively. Section 4 presents some existing
slope limiter and the modified slope limiter. Computational results on a variety of test cases are
presented in Section 5 with conclusions following in Section 6.

2. MATHEMATICAL MODEL

The two-dimensional depth-integrated shallow water equations are obtained by integrating the
Navier—Stokes equations over the flow depth with the following assumptions: uniform velocity
distribution in the vertical direction, incompressible fluid, hydrostatic pressure distribution and
small bottom slope. The continuity and momentum equations are

oU O0E 0G
R T T 1
ot o0x Oy M
in which
h hu hv
U=|hu|, E=|hi+gh*)2]|, G= huv
hv huv hv2+gh2/2
and
0 0
S=So+Sr=| ghSox | +| —8ghSyx is the source term
ghSoy —ghSyy

where u and v are the velocity components in the x and y directions, respectively; & is the water
depth; g is the acceleration due to gravity; (Sox, Soy) are the bed slopes in the x and y directions
and (S¢x,Syry) are the friction slopes in the x and y directions, respectively. In this study, the
friction slopes are estimated by using Manning’s formula:

nﬁ,[u«/uz—i—vz nﬁ/lv\/uz—i—vz
Sfx= I’l4/3 ) Sf}7:7h4/3

where ny; is Manning’s roughness coefficient.

3. NUMERICAL APPROXIMATION

We consider a finite element discretization of the field of calculation Q= Uf‘il K;,where K; is atrian-
gular element. We describe the space and temporal approximations below, and the results of stability.

Copyright © 2008 John Wiley & Sons, Ltd. Int. J. Numer. Meth. Fluids 2009; 59:423-442
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3.1. Space discretization

Let V=L*(Qx[0,00[) be the space of the solutions of Equation (1), and let the approximate
space V}f‘ C V be defined by

Vi={veV//rePk i=1,...,M}

where PX is the space of the polynomials of degree k (k=1,2,...). Consequently, the solutions
v are discontinuous from a triangle to another. Subsequently, we will fix k=1. In order to build a
solution Uj, € Vhl, we multiply Equation (1) by a test function v (x, y) € Vhl, and we integrate on
each triangle K. The obtained system is written for Uy, =U /g

d
o Up(x,y,Hvp(x,y) dK+/ VFUp(x,y,t))vp(x,y)dK
K K

Z/KS(Uh(x,y,t))vh(x,y)dK @)

where F=(E, G) and after integration by parts, we obtain

d
d_ Uh(x’y’t)vh()(:?y)dl(:/ F(Uh(x,y,t))vvh(x,)’)dl(
tJk K

—ﬁK F(Up(x, y.1)).nun (x. y)dT

+/I<S(Uh(x,y,t))vh(x,y)d1< 3

Here ny=(ny,ny) is the unit vector outward normal to the element boundary I' of the finite
element K.

The approximated variable Uy, can be expressed as a sum of the products of discrete variables
U; and shape functions ¢;

Uh(x»J’)ZZUiQDi(Ly) (4)

Using the standard Galerkin approach, shape functions and test functions are identical. Rewriting
Equation (3), the discontinuous Galerkin space discretization can be summarized by a system of
ordinary differential equations as

iMUh=Lh,U(Uh) )
dr
where M is the mass matrix and Ly is an operator describing the spatial discretization.

By using orthogonal shape functions, the mass matrix M in the linear equation system (5)
becomes diagonal. For triangular elements, a linear shape function can be obtained by choosing a
function that takes the value of 1 at the midpoint m; of the ith edge of a triangle and the value
of 0 at the midpoints of the other two edges. Thus, the diagonal mass matrix can be expressed as
follows:

M=|K|diag(3, 1. %) (6)

Copyright © 2008 John Wiley & Sons, Ltd. Int. J. Numer. Meth. Fluids 2009; 59:423-442
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The integrals are approximated by a three-midpoint rule for the triangles and a two-point Gauss
integration for the line integrals [19].

3.2. Numerical flux

The approximation of the numerical flux for the discontinuous Galerkin method is identical to
the approximated solution to a Riemann problem according to finite-volume methods. By using
linear or higher subcell resolution for higher-order discontinuous Galerkin methods, the scheme
gets less sensitivity to the choice of the numerical flux than the Godunov-type methods. In that
case, a simple Lax—Friedrich flux gives good results:

F(UL,UR)-n=3[(F(UL)+F (UR)) n—amax(Ur — UL)] (N
where amax =max(|a'], |a2|, |a3]), and a¥ (k=1,...,3) are the eigenvalues of the Jacobian matrix:
0 Ny ny
A= 0(2’(;1) = (cz—uz)nx—uvny 2uny +vny uny
(cz—uz)ny —UVNy VR uny+2vny

and c=./gh is the wave celerity.

3.3. Time integration

The second-order accurate, two-stage TVD Runge—Kutta schemes of Cockburn and Shu [2] are
employed in this work. An optimal second-order TVD Runge—Kutta method is given by

U} = UM +dt- Ly (U] )
Ut = Lup+ Ul 4-de- Ly (UD)

Since the TVD Runge—Kutta method is an explicit scheme, the time step d must be selected based
on the Courant-Friedrich-Lewy stability criterion. The maximum allowable time step is limited
in this paper by the following criteria:

K
dr =CFL X )
ijlljmin(u~nx+vony—c,0)

where /; is the length of the edge of the cell K and 0<CFL<1 is the Courant number.

4. EXISTING SLOPE LIMITERS

In this section, we briefly review two slope limiters introduced by Cockburn and Shu [2] and by
Hoteit [16] and Hoteit ez al. [17] for triangular grids. We restrict the presentation for P! piecewise
approximation functions on triangular elements. The degrees of freedom are the state values at the
midpoints of the grid edges.

Copyright © 2008 John Wiley & Sons, Ltd. Int. J. Numer. Meth. Fluids 2009; 59:423-442
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Figure 1. Slope limiting for triangular elements.

4.1. Slope limiter of Cockburn and Shu

To describe the limiter, we use the same notations as in Cockburn and Shu [2]. For an arbitrary
triangle K¢ and its surrounding neighbors K;, i=1,..., 3, the notations b;, i =0,...,3, and m;,

i=1,...,3, refer, respectively, to the barycenters of the triangles and the midpoints of the edges
within Ko (Figure 1).

Choosing any edge midpoint m1, we obtain

my—bo=01(b1 —bg)+02(ba —bo)

for some o, 0p € RT? (10)
For any linear function uj, the mean gradient can be expressed as
Au(my, Ko) =01 (un(br) —up(bo)) + o2 (up (b2) —un(bo)) (1D
By using the basis functions ¢;, u, can be expressed over Ko as follows:
3
up(x, y):,-; wup(mi)p; (x, y) =un(bo)+

3
Zl(uh(mi) —up(bo))@; (x,y)

First, we compute the quantities:

(12)

A, =mi(up(m;)—up(bo), vAu(m;, Ky)) for some v>1

(13)
where v is a positive constant number equal to 1.5 and 7 is the TVB minmod function defined as
follows:

_ a if a1 | <M (Ax)?
m(ay,az) =

) (14)
m(ay,ap) otherwise
Copyright © 2008 John Wiley & Sons, Ltd.
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where M is a given positive constant; and m is the minmod function, defined as follows:

s min |a,| if s=sign(a)=sign(as)
m(a,a)=4 "< (15)
otherwise

Consequently, reconstruction is carried out according to the following two cases:

1. If 21‘3:1 A; =0, the new midpoint value is given by

3
up(mi)=up(bo)+ 3 Aig;(x,y) (16)

i=1

2. If 21‘3:1 A; #0, we compute

3 3
pos= > max(0,A;), neg=) max(0,—A;) (17)
i=1 i=1
and define
9+=min<l,g>, 0_=min(1,@> (18)
pos neg
Finally, the new midpoint value is given by
3 .
up(mi)=up(bo)+3_ Aip;(x,y) (19)
i=1
where
/A\,- =0T max(0, A;) — 0™ max(0, —A;) (20)

Since the shallow water equations are a system of equations, the limiting must be performed in
the local characteristic variables in the direction of vector m| —bg. The variables are therefore
transformed by 7! into the characteristic space, where T is the matrix of right eigenvectors of
the following Jacobian:

i—b
ou(EWU(bo)). G(U (by))) - =20

21
|m; — bol

4.2. Modified slope limiter of Cockburn and Shu

We have seen that the TVB minmod function defined in Equation (14) depends on the constant
positive number M. The choice of this number depends on the solution to the problem and the
mesh of the domain. This can make it difficult to choose this number to eliminate unphysical
oscillations and preserve the high-order accuracy of the scheme in the smooth regions. In our
work, we introduce here a simple modification in the TVB minmod function to avoid the use of
the constant number M. Slopes are limited so that the solution at the midpoints of the edges is in
the range spanned by the neighboring solution averages:

U <up(mp)<UR™ fori=1,2,3 (22)

where U‘}(‘;“, U™ are the minimum and maximum element averaged solution on the elements
sharing faces with the cell Ky, respectively.

Copyright © 2008 John Wiley & Sons, Ltd. Int. J. Numer. Meth. Fluids 2009; 59:423-442
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Ug)“:min(uh(bl),uh(bz),uh(b3)) and U™ =max(uy (b1), up(b2), up(b3)) and the quantity
A; defined in Equation (13) is expressed as follows:
A= wp(mi) —up(bo) if Uy <up(m)<Ug” 3
m(up(m;)—up(bg), vAu(m;, Ky)) otherwise

Therefore, the modified slope limiter depends only on the solutions at the neighboring cells and
does not require any choice of specific constant for the limitation, as it is the case in Cockburn
and Shu [2].

4.3. Slope limiter of Hoteit et al.

To describe the slope limiting procedure, let us consider a triangular element K¢ surrounded by
its neighborhoods K;, i=1,...,3 (Figure 1). The aim is to reconstruct the average values 1y, (m;)
at the midpoints of the edges. An indispensable condition that must be satisfied is the local mass
conservation. To obey a local maximum principle, some constraints are imposed to ensure that
each reconstruction uy (m;) is between the cell averages of the two adjacent elements. To have a
less restrictive limiting, the reconstructions uj (m;) are kept as close as possible to the initial state
values 1y, (m;, Ko). The resulting optimization problem to solve is therefore as follows.

For given initial state values (i1, (m1), iy (m2), iy (m3)), find uy (bo) the solution to the problem:

miny || W —uj, (bo)||2, subject to the linear constraints:

W (bo) = § (up (my) +up(m2), up(m3)) =up (bo) (24)

(1—o)ity, (bo)+omin(iiy (by), i (b)) < up(m1)<(1—)iip (bo)-+omax iy (b1), iy (bo))
(1—o)ity, (bo)+omin(iiy, (b2), iy, (bo)) < up(mz) <(1—a)iiy (bo)+omax iy (b2), uh(bo))  (25)
(1= (bo)+omin(iy, (b3), (b)) < up(m3)<(1—a)ity (bo)+omax iy (b3), iy (b))

See Hoteit et al. [16, 17] for the solution to this problem. The author shows that the slope limiter
eliminates completely spurious oscillations with minimal numerical smearing for o =1.

5. NUMERICAL RESULTS

In this section, we validate and compare the different slope limiters described in the previous
section and this on four hydraulic flow problems: the first and the fourth problems are transient
problems in a channel during the break of a dam. The second and the third are steady problems,
which pass from supercritical flow to subcritical flow through a hydraulic jump. The choice of these
four problems for the comparison of the various slope limiters is justified by the following reasons:

e The four problems admit analytical solutions or have experimental data, which makes it
possible to compare the simulated solution with the exact solution or the experimental data
of the problem.

e The flow in the dam break problems is transient; therefore, the variables vary in time, whereas
the flow in the other two problems is steady.

e The solution to these problems contains shocks and discontinuities.
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Figure 2. Definition of the dam break problem.

5.1. Test case 1: dam break problem

We consider a horizontal channel of width B=10m and length L =200m. The bed of the channel
is smooth; therefore, there is no friction effect on the flow. The dam is located at the middle of the
channel, and at instant ¢ =0, the dam is completely removed and water is slackened in the form of
two waves; one moves upstream and the other towards the downstream (Figure 2). The problem
domain was triangulated into 672 cells and the computational model was run up to 3s after the
dam break.

In this problem, we are interested in the simulation of the flow during the break of the dam. The
initial conditions of the flow are zero flow discharge everywhere in the channel, and a discontinuous
water depth at the dam. The water depth at the upstream of the dam is fixed at Zypsgream =10m,
and the water depth at the downstream of the dam varies in order to change the nature of the
flow. Since the channel is closed, the flow is reflective at the upstream and the downstream of the
channel.

Two cases are considered in order to show the robustness of the slope limiters. In the first case,
the flow is subcritical everywhere and therefore the Froude number is lower than 1. In this case,
the downstream water depth must be selected so that the depth ratio Zdownstream/ Aupstream 1 €qual
to or greater than 0.5 m (hgownstream =3 m). Figure 3 shows the water depth results obtained by
the different slope limiters.

In the second case, the flow is gradually varied; therefore, it passes from subcritical flow to
supercritical flow and inversely. In this case, the downstream water depth must be selected so that
the depth ratio Zdownstream/ Aupstream 18 lower than 0.5 m (hgownstream = 1 m). Figure 4 shows the
water depth results obtained by the different slope limiters.
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Figure 3. Water depth predicted for the dam break problem (subcritical case): (a) Cockburn and Shu’s
slope limiter and (b) Hoteit’s slope limiter and the modified slope limiter.

Table I shows the relative error in L2 norm between the solutions obtained by the different
slope limiters and the exact solution for the two cases (subcritical and supercritical). According to
Figures 3 and 4, we note that the different slope limiters give similar results in the smooth regions,
but notable differences in accuracy are exhibited between these limiters in the regions where the
solution is discontinuous. Regarding the results obtained by Cockburn and Shu’s slope limiter, it
appears that it is not easy to estimate the constant parameter M for the limitation in order to obtain
high-order accuracy of the scheme. For a small value of M (M =0.01) the slope limiter eliminates
oscillations without preserving the high-order accuracy of the scheme. While for a large value of
M (M =1) the solution is in good agreement in the smooth regions, oscillations appear in the
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Figure 4. Water depth predicted for the dam break problem (supercritical case): (a) Cockburn and Shu’s
slope limiter and (b) Hoteit’s slope limiter and the modified slope limiter.

discontinuity regions. For M =0.1, the slope limiter gives better results. On the other hand, the
modified slope limiter performs almost as well. It eliminates the oscillations near discontinuities
and preserves the high-order accuracy of the scheme. Moreover, it avoids the difficulty of choosing
a constant parameter for limitation. The slope limiter of Hoteit et al. gives satisfactory results.

5.2. Test case 2: oblique hydraulic jump problem

The oblique hydraulic jump is induced by means of an interaction between a supercritical flow
and a converging wall deflected through an angle «=8.95°. The shock wave is formed with
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Table I. Test case 1: L2 relative errors of water depth.

L2 error in %

Slope limiter Subcritical case Supercritical case
Cockburn’s limiter (M =0.01) 2.29 3.81
Cockburn’s limiter (M =0.1) 1.26 241
Cockburn’s limiter (M =1) 1.68 2.66
Hoteit’s limiter 1.93 3.56
Modified limiter 0.94 2.11
W
\\& ]
I\'|IZ
—
20l Y
Shock Front
0k
{a) o o ' 0 ' k] I an

by °

Figure 5. (a) Definition of problem domain for oblique hydraulic jump and (b) the unstructured
mesh for oblique hydraulic jump.

Copyright © 2008 John Wiley & Sons, Ltd. Int. J. Numer. Meth. Fluids 2009; 59:423-442
DOI: 10.1002/fid



IMPROVEMENT OF CLASSICAL SLOPE LIMITERS 435

Table II. Test case 2: L2 relative errors of water depth and velocity.

L2 error in %

Slope limiter Water depth Velocity
Cockburn’s limiter (M =0.01) 4.15 0.61
Cockburn’s limiter (M =0.1) 2.12 0.26
Cockburn’s limiter (M =1) 2.42 0.39
Hoteit’s limiter 3.20 0.42
Modified limiter 1.69 0.19

an angle f. The definition of the problem domain and a schematic diagram of the induced
shock front appear in Figure 5(a). The computational domain was triangulated into 1200 cells
(Figure 5(b)).

The initial and inflow conditions are the height 4o =1m, velocity up=8.57m/s and vo=0m/s
(corresponding to a Froude number of 2.74). Fixed boundary conditions are applied at the upstream
boundary. Transmissive boundary conditions are imposed at the downstream boundary and slip
no-pass boundary conditions at the channel walls. The resulting steady-state flow should be purely
supercritical and divided into two regions by an oblique hydraulic jump at an angle of f=30°
to the upstream flow. Downstream of this jump, the exact solution is given by h=1.5m, |V|=
7.9556m/s [20].

The quantitative comparison of relative errors in L2 norm between the computed results and
the analytical solution is shown in Table II. The comparisons of water surface profile and velocity
plot along the longitudinal section line (‘CD’ shown in Figure 5(b)) are represented in Figures 6
and 7, respectively. In the same manner as for the dam break problem, the results indicate that
Cockburn and Shu’s slope limiter requires a good estimation of the constant parameter M in order
to obtain high-order accuracy. On the other hand, the results obtained by the modified slope limiter
are slightly better than the others. Moreover, the modified slope limiter avoids the difficulty of
choosing any constant parameter.

5.3. Test case 3: flow in a rectangular channel with concave bed

In this section, we consider a hydraulic problem of a flow in a rectangular prismatic channel where
the bed has a non-regular geometrical form. The bed of the channel is concave; it has the shape
of a bump as indicated in Figure 8.

The length of the channel is 1km and its width is 1 m. In this example, there are no friction
effects. The bump of the bed starts at x=125m and finishes at x =875m. The mathematical
expression of the bed is given by

125
2(x)=4.75sin? [ = n (26)
750

where z represents the level of the bed compared with a fixed constant altitude, and x is the
longitudinal distance. In this example, the flow is subcritical at the upstream, reaches its critical
mode at the top of the bump, passes to supercritical mode and finishes in subcritical mode through
a hydraulic jump just before the end of the bump.
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Figure 6. Comparison of the water depth profiles along the longitudinal section line
(‘CD’ shown in Figure 5): (a) Cockburn and Shu’s slope limiter and (b) Hoteit’s
slope limiter and the modified slope limiter.

For the boundary conditions, we imposed a flow discharge Q =20m?/s at the upstream of the
channel and a water depth 2#=7m at the downstream of the channel. The physical domain is
discretized into 3422 triangular cells. The calculated steady-state water surface profiles along the
channel centerline are compared with the analytical solution to the problem [21] in Figure 9. In
Table III, the relative errors in L2 norm of the different slope limiters are compared.

The different slope limiters give similar results in the regions where the solution is smooth but
a notable difference in accuracy is exhibited between these limiters in the discontinuity regions.
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Figure 7. Comparison of the velocity profiles along the longitudinal section line (‘CD’ shown in Figure 5):
(a) Cockburn and Shu’s slope limiter and (b) Hoteit’s slope limiter and the modified slope limiter.

For Cockburn and Shu’s slope limiter, the constant parameter M is difficult to choose in order
to obtain good results. In this example, we can see that Cockburn and Shu’s slope limiter does
not give good results for M =0.1 as in the above examples. The high order of the scheme is not
preserved in the discontinuity regions. It is also quite the same case for the slope limiter of Hoteit
et al. For M =1, the results obtained by Cockburn and Shu’s slope limiter are very close to the
analytical solution to the problem. The slope limiter eliminates oscillations near discontinuities and
preserves the high-order accuracy of the scheme. By choosing M too large (M =2), oscillations
appear in the discontinuity regions. The results obtained by the modified slope limiter are also in
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Figure 8. Concave bed of the channel.

good agreement with the analytical solution. The advantage of this modified slope limiter is that
it gives high-order accuracy and does not require the estimation of any constant number.

5.4. Test case 4: dam break in a converging—diverging channel

In this example, a dam break wave propagation through a channel constriction is studied. The
advancing front is partially reflected by the walls of the contraction producing a smooth front
downstream of the channel. Subcritical and supercritical flows are produced along the channel.
The geometry of the model is detailed in Figure 10. It consists of a rectangular channel (19.3 m
long, 0.5 m wide). The dam is located 6.1 m downstream of the first section of the channel. The
first constriction section is situated 7.7 m downstream of the dam. The constriction is 1 m long and
0.1 m wide and forms a 45° angle with the channel walls. The bottom is flat.

Initial conditions are still water steady state with 0.3 m water depth upstream the dam and
0.25 m downstream. Boundary conditions are solid walls except at the outlet that is considered
free. Manning coefficient is 0.01. The mesh uses 10578 triangular cells.

Figure 11 shows the comparison between the experimental data and the numerical results of
the water depth time evolution during 10s at the three gauging points S1, S2 and S3. As shown
in Figure 10, S1 is situated before the constriction and we will see the arrival of the dam break
front and the reflected front produced in the walls of the constriction. S2 is at the middle of the
constriction and there we can only see the arrival of a smoother front and finally S3 is after the
constriction. The relative errors in L2 norm between the results obtained by the different slope
limiters and the experimental data are listed in Table IV.

According to Figure 11, the slope limiter of Cockburn and Shu is not able to deal with strong
discontinuities for a small value of M (M =0.1) and the high order of the scheme is not preserved.
By choosing M =1, we find that the results are in good agreement with the experimental data. For
large value of M (M =2), oscillations appear in the discontinuity regions. However, the modified
slope limiter gives the best agreement compared with the experimental data. It is clear that the
results obtained by the modified slope limiter are also close to those obtained by Cockburn and
Shu’s slope limiter for the value of M equal to 1, but as said previously, the advantage of this
limiter is that it avoids the difficulty of choosing the constant parameter M. The slope limiter of
Hoteit et al. eliminates oscillations without preserving the high-order accuracy of the scheme as
the modified slope limiter does.
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Figure 9. Comparison between the analytical solution and the numerical solution of the water depth:
(a) Cockburn and Shu’s slope limiter and (b) Hoteit’s slope limiter and the modified slope limiter.

Table III. Test case 3: L2 relative errors of water depth.

Slope limiter L2 error in %
Cockburn’s limiter (M =0.1) 3.68
Cockburn’s limiter (M =1) 0.77
Cockburn’s limiter (M =2) 1.63
Hoteit’s limiter 2.42
Modified limiter 0.54
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Figure 10. Geometry of the physical model.

Table IV. Test case 4: L2 relative errors of water depth at
the three gauging points S1, S2 and S3.

L2 error in %

Slope limiter S1 S2 S3
Cockburn’s limiter (M =0.1) 3.26 3.31 1.39
Cockburn’s limiter (M =1) 0.93 0.88 0.46
Cockburn’s limiter (M =2) 1.29 1.48 1.48
Hoteit’s limiter 2.19 2.45 1.08
Modified limiter 0.65 0.76 0.34

6. CONCLUSION

In this paper, two existing slope limiters for a two-dimensional, high-order RKDG method on
unstructured triangular meshes (Cockburn’s slope limiter and Hoteit’s slope limiter) are described.
The disadvantage of these slope limiters is that the limiter condition depends on a constant number.
The choice of this number is sometimes not simple to completely eliminate oscillations near discon-
tinuities and preserve the high-order accuracy of the scheme. A simple modification of Cockburn’s
slope limiter is introduced to avoid the use of this number. Therefore, the limiter condition depends
only on the neighboring solution averages. Four hydraulic problems of discontinuous solutions of
two-dimensional shallow water are solved by the RKDG method with the different slope limiters
quoted above. Verifications of all the numerical results are made by comparison with analytical
solutions or experimental data. Based on solving the idealized dam break problem, the oblique
hydraulic jump problem, flow in a channel with concave bed and the dam break problem in a
converging—diverging channel, it can be concluded that the results of the different slope limiters
perform almost well in the regions where the solution is smooth but a remarkable difference in
accuracy is exhibited between these limiters in the discontinuity regions. On the other hand, it is
not easy to choose the constant number needed in the limitation for Cockburn and Shu’s slope
limiter in order to obtain good results. We have seen that this limiter and the modified slope limiter
perform equally well for such specific value of M. However, if M is chosen too small, Cockburn
and Shu’s slope limiter eliminates oscillations without preserving the high-order accuracy of the
scheme; however, if M is chosen too large, oscillations will appear. In the meantime, the presented
modified slope limiter gives almost the best results, avoids all oscillations and preserves the

Copyright © 2008 John Wiley & Sons, Ltd. Int. J. Numer. Meth. Fluids 2009; 59:423-442
DOI: 10.1002/fid



IMPROVEMENT OF CLASSICAL SLOPE LIMITERS

441

04 04r
Experimental - Experimental
M=01 < Modified-limiter
| M=1 - I x  Hoteitfimiter
- M= r@—\\ Aﬂ\
- L .
! ! . , =
| o f \\
]
0341 | \ 034F | N
q N 1 N
I | * 1 N
= L : = - 5 P
E E S
£ * - ! 5 ’
= g
3 3
a r a F
028} 0.28|
L c L .
e
¥
022 \ \ \ . ; . L L \ ) 022 L . \ . L . L L ; ;
0 1 2 3 4 5 B 7 8 8 10 o) 1 2 3 4 5 6 7 8 8 10
S1 (a) Time (s} S1 (b) Time (5)
038 038
+ Experimental Experimental
M=01 O Modified-limiter
* M=1 * Hoteit-limiter
L N L
I
! ey
i !
034 i 0.341 i
\ )
H |
\\ {
£ : £ !
£ = &
£ o03f b £ o3f |
g : g |
8 | @ |
a § o b
*\ &
" AN
026k N - _ 026} ke R
- e T8
T 5 T
!
022 . , . . ; . . . . , 022 . . , . . . , . . ;
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Sz (a) Time (s} S2 (b) Time (s}
032 032
Experimertal Experimental
N M=01 & Modified-lim:ter
r ¥ M=1 r x  Hoteit-limiter
+ M=2 .
03F 03fF w 8 ®
; !
: - j . /
N 4 &
SIS T
R e - Y- ET
028 028}
E E
ST £ T
5 &
a a
026 028
»
"
0241 021
022 . , , . ; , . . , . 022 . . . . . . . . : :
0 4 5 6 7 8 9 1 0 3 4 5 6 7 8 g 10
Time Tme (s}
J(a 2
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high-order accuracy of the scheme. Moreover, it avoids the difficulty of choosing a specific constant
for the limitation, as it is the case with the other slope limiters.
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This work deals with the modeling of a flood in an urban environment. Among the various types of urban
flood events, it was decided to study specifically the severe surface flooding events, which take place in
highly urbanized areas. This work concerns particularly the numerical resolution of the two-dimensional
Saint Venant equations for the study of the propagation of flood through the crossroads in the city. A dis-
continuous finite-element space discretization with a second-order Runge-Kutta time discretization is
used to solve the two-dimensional Saint Venant equations. The scheme is well suited to handle compli-
cated geometries and requires a simple treatment of boundary conditions and source terms to obtain
high-order accuracy. The explicit time integration, together with the use of orthogonal shape functions,
makes the method for the investigated flows computationally more efficient than comparable second-
order finite volume methods. The scheme is applied to several supercritical flows in crossroads, which
are investigated by Mignot. The experimental results obtained by the author are used to verify the accu-
racy and the robustness of the method. The results obtained are compared to those obtained by a second-
order finite volume method (Rubar20 (2D)) and by FLUENT (3D). A very good agreement between the
numerical solution obtained by the Runge-Kutta discontinuous Galerkin (RKDG) method and the exper-
imental measured data were found. The method is then able to simulate the flow patterns observed
experimentally and able to predict well the water depths, the discharge distribution in the downstream
branches of the crossroad and the location of the hydraulic jumps and other flow characteristics more

than the other methods.
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1. Introduction

As population and urbanization processes rapidly increase,
more and more people and properties are being concentrated in
floodplains, which results in the decreasing capacities of transpor-
tation and the adjustment of rivers. In addition, over-exploitation
of natural resources has brought about imbalances originally exist-
ing among the environmental, ecological and other resources. As a
result, abnormal weather conditions occur leading to the emer-
gence of natural disasters varying not only in their frequencies
but also in their scales. As for the severity of flooding, Berz [2] gave
us general ideas in his worldwide statistic reports of natural disas-
ters in recent years. He reports that the number of flooding that
occurred from 1990 to 1998 had been more than the total from
1950 to 1985; that economic losses increased more than seven
times reaching 199.6 billion US dollars, in which China suffered
31.0 billion US dollars in losses due to the flooding in 1998; and
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that people who died from catastrophic flood numbered approxi-
mately 230 thousands.

It is very important to know the inundated water depths and
velocities for flood control and damage mitigation. Through an
analysis of the characteristics of flooding waves, we can find out
that area of flooding is generally much larger than the inundated
water depth, that the variations of flooding waves in the vertical
direction can be ignored, and that the water pressure is hydro-
static, i.e., the flooding wave has the characteristics of shallow
water waves [19]. Therefore, 2D shallow water equations were
used to describe the transportation of flooding waves in the tem-
poral and in the spatial domains.

In general, numerical simulations of 2D shallow water equa-
tions can be carried out by the following four methods: (1) fi-
nite-element method [1]; (2) finite difference method [4] and
[6]; (3) characteristic method [10]; and (4) finite volume method
[22-25]. The finite volume method is widely used to solve the
2D shallow water equations and to simulate the flood in an urban
environment. Recently, Mignot [12] used the code Rubar20 (2D)
developed by Paquier [14] for modeling the flood in urban area.
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Nomenclature

A flux Jacobian

a eigenvalue of the flux Jacobian
B channel width

b barycenter of a triangle

c wave celerity

CFL Courant number

dt time step

(E, G) flux vector

Eqr, Eqxy estimators of quality

gravity acceleration

water depth

triangle

order of shape function

channel length

length of an edge

operator of spatial discretization
element mass matrix

total variation bounded parameter
minmod function

midpoint on an edge

total variation bounded corrected minmod function

3133§§;~1~w>\:0q

n unit vector outward to the boundary
ny Manning’s roughness coefficient

P* space of the polynomials of degree k
Q flow discharge

R, R" Riemann invariants

S vector of source terms

Si,» S, friction slope in the x and y direction

0., So, bed slope in the x and y direction
matrix of right eigenvectors

t time

U vector of conserved variables

(u,v) velocity in the x and y direction

Up linear function

Vv space of solutions

Vh arbitrary smooth test function

x,5) Cartesian coordinates

o1, p  Non-negative parameters

@i element shape function

r boundary of the finite element

AlTn slope limiting operator

Q field of calculation

The code is based on a finite volume method on unstructured grid
and uses an explicit scheme of Van Leer with second-order accu-
racy in time and space.

Schwanenberg and Harms [15] were the first who applied the
Runge-Kutta discontinuous Galerkin (RKDG) method on the shal-
low water equations. The authors studied especially different dam
break problems and flow in channel contraction. The authors did
not test the method for hydraulic problems with oblique jumps
and discharge distribution. The method retains the advantages
of the finite-element method, e.g., easy implementation of bound-
ary conditions and source terms. Based on comparisons with
unstructured 2D grids, the high-order RKDG methods are at least
as efficient as the state-of-the-art finite volume schemes [16]. Re-
cently, Xing and Shu [20,21] developed a well-balanced high-or-
der discontinuous Galerkin method for solving hyperpolic
systems, which is non-oscillatory, well-balanced (satisfying the
exact C-property) for still water, and genuinely high order in
smooth regions. Typical example considered extensively in the
literature for balance laws is the shallow water equations with
a non-flat bottom topology. In our work, the bottom topology is
flat and does not require a special treatment in order to have a
well-balanced scheme. Therefore, traditional RKDG method gives
very good results.

Concerning the 3D simulation, many codes exist, which solve
the Reynolds-averaged Navier-Stokes (RANS) equations. The most
classical approach for this kinds of codes is a 3D finite volume
method associated with a k — ¢ turbulence model [11,17]. In our
work, the code FLUENT [5] is used with a calculation of the free
surface by the volume of fluid (VOF) model [18].

In this paper, we present the RKDG method in order to study the
propagation of flood through the crossroads in the city. The study
is organized around three aspects: the prediction of the water
depths, the location of the right and oblique hydraulic jumps in
the crossing and especially the distribution of the flow discharges
in the downstream branches. The idea is to compare a very compli-
cated 3D model, which takes into account more variables (pressure
and turbulence model for examples) with a 2D approach and to
show that we can obtain very good results with a 2D approach
based on the RKDG method. Therefore, a comparison between
the results obtained by this RKDG model and those obtained by a

comparable second-order finite volume method Rubar20 (2D mod-
el) and by FLUENT (3D model) is also done. The experimental re-
sults obtained by Mignot [12] are used to compare and validate
the different calculations.

2. Mathematical model

The two-dimensional depth integrated shallow water equations
are obtained by integrating the Navier-Stokes equations over the
flow depth with the following assumptions: uniform velocity dis-
tribution in the vertical direction, incompressible fluid, hydrostatic
pressure distribution, and small bottom slope. The continuity and
momentum equations are

U OE G

ot Tox Ty M)
in which

h hu hv
U=|hu|, E= hu2+gh2/2 , G= huv

hv huv hv* + gh® /2
and

0 0

S=So+Sr=| ghSo, | + | —ghSg, | is the source term,

ghS, —ghS;,

where u and v are the velocity components in the x and y directions,
respectively; h is the water depth; g is the acceleration due to grav-
ity; (Sox Soy) are the bed slopes in the x and y directions, and (Sx,Sp)
are the friction slopes in the x and y directions, respectively. In this
study, the friction slopes are estimated by using the Manning's
formula:

S nduvu? +v2 _ ngvvu? +v2
fx = h4/3 ) fy = h4/3 )

where ny, is the Manning’s roughness coefficient. In our work, as we
are in a rough turbulent flow, the viscosity (turbulence) and the bed
roughness are approximated by the empirical Manning formula
with Manning’s roughness coefficient ny,.
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3. Numerical approximation

We consider a finite-element discretization of the field of calcu-
lation Q = Uf‘i]K,v where K; is a triangle. We describe the space and
temporal approximations below, and the results of stability.

3.1. Space discretization

Let V=L%(Q x [0,00[) be the space of the solutions of Eq. (1), and
let the approximate space Vﬁ c V defined by

Vi ={veV/v/ P},

where P¥ is the space of the polynomials of degree k (k=1,2,...).
Consequently, the solutions v are discontinuous from a triangle to
another. Subsequently, we will fix k = 1. In order to build a solution
Uy, € V., we multiply Eq. (1) by a test function v, (x,y) € Vi, and we
integrate on each triangle K. The obtained system is written for
Un = UK

& [ Unixy.om e dK+ [ TFU 3. 0mxy)dK
JK JK

- /K S(Un(x., B))Va(x.y) dK, )

where F = (E,G) and after integration by parts, we obtain

St [ Unixy.om e dK = [ FUNXy.0) iy (x)dK
K K

— | F(Un(x,y,t)).mvn(x,y)dl’

oK

+ 8 S(Un(x,y,t))vh(x,y)dK. 3)

Here ny = (n,,n,) is the unit vector outward normal to the element
boundary I' of the finite element K.

The approximated variable Uy, can be expressed as a sum over
the products of discrete variables U; and shape functions ¢;,

Un(x.y) = Z Uig;(x.y). (4)

Using the standard Galerkin approach, shape functions and test
functions are identical. Rewriting Eq. (3), the discontinuous Galer-
kin space discretization can be summarized by a system of ordinary
differential equations as

d MUy, = Ly y (U 5
qMUn = nu(Un), (3)
where M is the mass matrix and L;, is an operator describing the
spatial discretization.

By using orthogonal shape functions, the mass matrix M in the
linear equation system (5) becomes diagonal. For triangular ele-
ments, a linear shape function can be obtained by choosing a func-
tion that takes the value of 1 at the midpoint m; of the ith edge of a
triangle, and the value of 0 at the midpoints of the other two edges.
Thus, the diagonal mass matrix can be expressed as follows:

. 111
M~ IKiding 5.5 ). 6)

The integrals are approximated by a three-midpoint rule for the tri-
angles and a two-point Gauss integration for the line integrals.

3.2. Numerical flux

The approximation of the numerical flux for the RKDG method
is identical to the approximated solution of a Riemann problem
according to finite volume methods. By using linear or higher sub-
cell resolution for higher-order RKDG methods, the scheme gets

less sensitivity to the choice of the numerical flux than the Godu-
nov type methods [8]. In that case, a simple Lax-Friedrich flux
gives good results.

1
F(U.,Ug).n = 5 [(F(Up) + F(UR)).n — Gmax(Ug — UL)], (7)
where ay,. = max(|a'],|a?|,|a®|), and d* (k=1,...
values of the Jacobian matrix

, 3) are the eigen-

0 My ny
i o(F.n) 2 _ 2 2
=57 = (¢* —u®)ny —uvny, 2uny +vn, un,
(c? —u)n, — uvny vy uny + 2vn,

and ¢ = \/gh is the wave celerity.
3.3. Time integration

The second-order accurate two-stage TVD Runge-Kutta
schemes of Cockburn and Shu [3] is employed in this work. An
optimal second-order TVD Runge-Kutta method is given by

Up = Up +de.Lyy(Up),

n+1 1 n 1 1 (8)
Uy = i( n + Uy +dtLyy(Up)).
Since the TVD Runge-Kutta method is an explicit scheme, the time
step dt must be selected based on the Courant Friedrich Lewy stabil-
ity criterion. The maximum allowable time step is limited in this
paper by the following:

K]

dt = CFL — - ,
> i [imin(u-ny+v-n, —c,0)

9)

where ; is the length of the edge of the cell Kand 0 < CFL < 1 is the
Courant number.

4. Slope limiter

By using constant approximations by triangle, the RKDG meth-
od is reduced to the finite volume method on unstructured grids
and to the finite difference method of Godunov [8] on structured
grids. The discontinuous finite-element method of a higher order
in space produces non-physical oscillations. In this work, we con-
centrate on the limiting presented by Cockburn and Shu [3].

To describe the limiter, we use the same notations as in Cock-
burn and Shu [3]. For an arbitrary triangle Ky and its surrounding
neighbors K;, i=1,...,3, the notations b; i=0,...,3 and m;
i=1,...,3 refer respectively to the barycenters of the triangles
and the midpoints of the edges within Ky (see Fig. 1).

Fig. 1. Slope limiting for triangular elements.
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Choosing any edge midpoint m;, we get
—bo = o1 (b1 — bo) + 02(b2 — bo),

Then, for any linear function u,, we can write

for some o, € R2. (10)

Un(my, Ko) = un(my) — un(bo)

= o1 (Un(b1) — un(bo)) + o2 (un(b2) — un(bo))

= Au(m;,Ko). (11)
To describe the slope limiting operator A[[h, we consider any

piecewise linear function u,. By using the basis functions ¢; up
can be expressed over Kj as follows:

3 3
un(%,y) = > un(mi)e;(x,y) = un(bo) + > (m;, Ko)gi(x.y).  (12)
i=1

i=1

First, we compute the quantities:
A; = m(uy(my, Ko), vAu(m;, Ky)), for some v > 1, (13)
where m is the TVB minmod function defined as follows:
a if |ai| < M(Ax)?,

) (14)
m(a;,a;) otherwise,

m(ay,a;) = {

where M is a given positive constant; and m is the minmod function,
defined as follows:

smin |a,| if s =sign(a;) = sign(ay),
m(a;,a;) =< 1512 (15)
0 otherwise.
Consequently, reconstruction is carried out according to the follow-
ing two cases:

1. If 27, A = 0, we set:

2. If Y2 A0, we compute:

3 3
pos = Z max(0,4;), neg= Z max(0, —4;) (17)
i P
and define:
0" = min (1,@), 0~ = min (1 pos> (18)
pos neg

Finally, we set:

3
AHuh_uh (bo) +>_ 4ip (19)

i=1

where
A; = 0" max(0, 4;) — 6 max(0, —4;). (20)

Since the shallow water equations are a system of equations, the
limiting must be performed in the local characteristic variables in
the direction of the vector m; — by. The variables are therefore
transformed by T~! into the characteristic space, where T is the ma-
trix of right eigenvectors of the following Jacobian

m; — by

0u(E(U(bo)), [m;—bo|

G(U(bo)))- (21)

5. Boundary conditions

Boundary conditions are imposed at the face of the cell and the
values of the conserved variables at the face are extrapolated from
the cell center. According to the theory of characteristics [9], the
Riemann invariants of the one-dimensional shallow water equa-
tions are

AHuh—uh (bo) +ZA,¢>1xy (16) R =u+2c, R =u-2c (22)
i=1
ﬂ Qdy, hdy
F 3
2m
F2 F1
! \ /
X
= 03m — >
r
[« W E N Qux> Dy
F4 F3
y
< >
X 0.3m 2m
o

ﬂ Quy’ huy

Fig. 2. Schematic layout of the crossroad.
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which are conserved along dx/dt=u+c and dx/dt=u + c, respec-
tively, when the contribution of the source terms are neglected.
R~ and R* denote the state to the right and left of a face, respec-
tively. Since the right side of a boundary is outside the domain,
the R~ condition is replaced by the boundary condition itself. For
two-dimensional shallow water equations the R* condition is given
as

(), +24/gh, = (u,v),.n+2,/gh,, (23)

where the subscripts ¥ and ‘L’ denote the variables at the boundary
and the left side, respectively. Eq. (23) is combined with the bound-
ary condition to compute the normal flux at the boundary. The nor-
mal flux at the boundary is given as

h*(u7 V)*‘n

Fon=| hu(uv),.n+ighn |. (24)

hov.(u,v),.n + 3 gh’n,

According to the theory of characteristics [9], two boundary
conditions are needed when the flow regime is subcritical. For a
subcritical flow, a boundary condition is imposed in the form of
flow depth, unit discharge, or velocity.

In the case of a depth boundary condition, h" is given and
(u,v)".n is computed directly from Eq. (23).

In the case of a velocity boundary condition, (u,v)".n is given and
h" is computed by modifying Eq. (23).

Finally, the normal flux in Eq. (24) can be computed by using h’,
u and v".

In the case of a supercritical flow, three boundary conditions are
needed, so that k", u” and v" are directly given and the normal flux is
readily obtained.

In the case of free outfall condition, which makes waves pass
the boundary without reflection, all physical variables h", u” and
v" at the boundary face are the same as the internal variables.

A free slip condition is applied at the solid boundary, i.e., the
normal velocity component at the face is set to zero.

(u,v),.,n=0 (25)
and h" is computed by using Eq. (23).

6. Numerical results and discussion

In this section, the experimental results obtained by Mignot
[12] are used to verify the accuracy and the robustness of the RKDG
method to simulate supercritical flow in crossroads. In addition, a
comparison between the results obtained by the method and those
obtained by Rubar20 and FLUENT is done.

We consider a system including four identical branches of the
same width B=0.3 m and length L = 2 m (two entries and two ex-
its) as indicated in Fig. 2. Qux Quy. hux and hyy are the flow dis-
charges and the water depths at the upstream branches,
respectively. Qdx, Qay, hax and hgy are the flow discharges and the
water depths at the downstream branches, respectively.

Due to the slopes and the experimental fixed flow discharges,
the uniforms flows are in supercritical mode and should remain
it until the ends of the downstream branches if any singularity
was introduced. However, by reaching the junction, the two flows
meet and deviate suddenly each other compared to their initial
direction creating two hydraulic jumps which can be oblique and
confined in the junction or right and can be located in the up-
stream branches. Zones of recirculation appear within each of the
two downstream branches. In addition, gravitational waves appear
in the downstream branches and reflect on the walls of the output
branches until the end of these branches. Several forms of flow can
appear according to the slopes and of the flow discharges used.

These flows can be separate in three types already indexed by Gis-
onni and Hager [7] in junctions of conduits. Concerning junctions
at open channels, only two types were observed by Nania et al.
[13]. The three types are named Type I, Type II and Type III in
Fig. 3.

Type I corresponds to a flow with a right hydraulic jump
within each upstream branch (Fig. 3a). The flows, which
are in supercritical mode at the entry of the system, pass
then in subcritical mode within the input branches. The
flow within the junction is subcritical but the flows tend
to find the supercritical mode within the downstream
branches.

corresponds to a flow for which a right hydraulic jump
takes place in the upstream branch minority and an
oblique hydraulic jump takes place within the junction

) t

Type 1l

v

—>
I
4
—> —>
I
©
—> —>

{

Fig. 3. Presentation of Type I (a), Type II (b) and Type III (c).

Table 1
Characteristics of the three types of flow
Qux (I/s)  hux(cm)  Quy (I/s) hyy (cm)  Slopes of the branches [%]
Type 1 4.52 1.99 1.96 1.19 1
Type I.1  4.98 1.16 1.99 0.66 5
Type 1.2 5.11 1.15 1.01 0.44 5
Type Il 5.02 1.15 3.99 1.00 5
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Fig. 4. Contour plots of water depth calculated by the RKDG method: (a) Type I; (b)

Type I1.1; (c) Type 11.2; (d) Type IIL

(Fig. 3b). Thus, the majority flow reaches the junction in
supercritical mode whereas the minority flow reaches
the junction in subcritical mode. At the downstream of
the oblique hydraulic jumps, the majority flow generally
remains in supercritical mode but can become subcriti-
cal according to the deviation and the upstream Froude
number. In the downstream branches, the two flows
tend to become again supercritical.

Type Il is a type of flow for which two oblique hydraulic jumps
appear in the junction. The two upstream flows reach
the junction in supercritical mode and two oblique
hydraulic jumps appear there (Fig. 3c). The flows at
the downstream of these jumps remain generally
supercritical.

The characteristics of these flows are presented in Table 1.

The three types of flow are calculated numerically using the
RKDG method on 1920 cells, the finite volume method (Rubar20)
on 2740 cells and FLUENT (3D) on 52,560 cells. The study is orga-
nized around three aspects: the prediction of the water depths, the
location of the right and oblique hydraulic jumps in the crossing
and especially the distribution of the flow discharges in the down-
stream branches.

Fig. 4 presents the contour of the water depth calculated by the
RKDG method for the three types quoted above. The comparisons
of water surface profiles along the longitudinal section lines
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Fig. 5. Water surface profiles along the longitudinal section lines for the Type IL.1:
(a)x=0; (b)y=0.
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(x=0"and ‘y = 0’) for the Type IL.1, Type I11.2 and Type III are pre-
sented in Figs. 5-7, respectively. The L? errors norm for the water
depths are shown in Table 2.

According to Figs. 5-7, the water depth predicted by the RKDG
method and the location of the hydraulic jump are in close agree-
ment with the experimental results obtained by Mignot [12]. The
figures demonstrate excellent applicability of the method on
supercritical flow in crossroads.

Concerning the flow discharges, the differences in the distribu-
tion of the flow discharges in the downstream branches between
measured and predicted values are presented in Table 3. For a
more accurate study of the distribution of the flow discharges in
the downstream branches, we introduce two estimators of quality
Eqr and Eqxy defined as follows:

EQT _ Qch - Qde

) (26)
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Fig. 6. Water surface profiles along the longitudinal section lines for the Type I1.2:
(@)x=0; (b)y=0.
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Table 2
L? Error of water depth

Type of flow RKDG (2D) [%] FLUENT (3D) [%] Rubar20 (2D) [%]
Type 1.1 2.98 5.73 8.75

Type 11.2 4.47 9.62 12.51

Type III 4.29 8.06 13.53

Table 3

Values of the downstream flow discharges measured and calculated

Measure RKDG (2D) Rubar20 (2D) FLUENT (3D)

Qax Qdy Qax Qdy Qax chy Qux Qdy

Type I 3.92 2.56 3.84 2.61 3.71 2.79 3.77 2.72
Type II.1 6.26 0.71 6.22 0.76 6.40 0.60 6.13 0.79
Type 11.2 5.73 0.39 5.75 0.36 5.83 0.31 5.76 0.35
Type I1I 5.42 3.59 5.59 3.50 5.73 3.28 5.70 3.32

Table 4
Values of the indicators of quality of the distribution of the flow discharges in the downstream branches for the three types of flow
Type of flow Abs(Eqr) Eoxy
RKDG (2D) [%] Rubar20 (2D) [%] FLUENT (3D) [%] RKDG (2D) [%] Rubar20 (2D) [%] FLUENT (3D) [%]
Type 1 1.23 3.10 2.31 2.04 8.98 6.25
Type 1.1 0.58 2.01 1.86 7.04 14.06 11.27
Type 11.2 0.33 1.64 0.49 7.69 20.51 10.25
Type 11 1.88 3.44 3.11 3.13 8.63 7.52
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where Qq, is the downstream discharge in the x direction, Qg4 being
the calculated discharge and Qg,,, the measured discharge. Q; is the
total upstream flow discharge (Q; = Qux + Quy).

Eqxy = max <abs <M>; abs <M>> (27)

dxm dym

The values of the indicators Abs(Eqr) and Eqxy are given in Table 4.
The test cases indicate an excellent performance of the RKDG
method to predict also well the distribution of the flow discharges
in the downstream branches and show the advantage of this
method via Rubar20 and FLUENT. Moreover, the RKDG method
requires notably less computational cells than the other two
methods require.

7. Conclusions

A high-order Runge-Kutta discontinuous Galerkin finite-ele-
ment scheme is proposed for the two-dimensional simulation of
supercritical flow in an urban area. The test cases indicate an excel-
lent performance of the scheme.

The comparison between the flows calculated and those mea-
sured by Mignot under conditions perfectly controlled at the same
time with regard to the topography of the field and the boundary
conditions upstream and downstream shows that the scheme is
able to represent satisfactorily the set of the flow structures ob-
served in the experiments: the prediction of the water depths,
the location of the right and the oblique hydraulic jumps, the line
of separation of the flows, and zones of recirculation. We then
showed that the scheme is able to predict satisfactorily the distri-
butions of the flow discharges measured in experiments for the
various configurations of slope and the various studied types of
flow. A comparison between this RKDG model and a comparable
second-order finite volume scheme Rubar20 (2D) and FLUENT
(3D) is also done. The results show a superior accuracy of the
method to predict well the different flow characteristics more than
the two other methods. Moreover, the method needs less compu-
tational cells to obtain high-order accuracy.

References

[1] Akanbi AA, Katopodes ND. Model for flood propagation on initial dry land. ]
Hydraul Eng ASCE 1988;114(7):689-706.

[2] Berz G. Flood disaster: Lessons from the past-worries for the future. ] Water
Maritime Eng 2000;142(1):1-10.

[3] Cockburn B, Shu CW. The Runge-Kutta discontinuous Galerkin method for
conservative laws V: multidimentional systems. ] Comput Phys 1998;141:
199-224.

[4] Fennema RT, Chaudhry MH. Explicit methods for 2D transient free-surface
flow. ] Hydraul Eng ASCE 1990;116(11):1013-4.

[5] Fluent. Fluent user’s guide. USA: Fluent Inc.; 2002.

[6] Garcia R, Kahawita RA. Numerical solution of the St. Venant equations with
Maccormack finite difference scheme. ] Numer Methods Fluids
1986;6:507-27.

[7] Gisonni C, Hager WH. Supercritical flow in the 90° junction manhole. Urban
Water 2002;4:363-72.

[8] Godunov SK. A difference method for the numerical calculation of
discontinuous solutions of hydrodynamic equations. Matemsticheskly
Sboraik 47 (US Joint Publications Research Service); 1959.

[9] Hirsch C. Numerical computational of internal and external flows. In
computational methods for inviscid and viscous flows. Chichester: Wiley;
1990.

[10] Katopodes ND, Strelkoff R. Computing two-dimensional dam-break flood
waves. ] Hydraul Div 1978;104(9):1269-88.

[11] Kouyi GL, Vazquez ], Poulet JB. Methodology of using 3D modelling of storm
overflows for self-monitoring. La Houille Blanche 2005;6:59-67.

[12] Mignot E. Experimental and numerical study of a flood in an urban area:
Specific analysis of the flows in the crossroads. PhD thesis submitted at
Cemagref, Lyon; 2005.

[13] Nania LS, Gomez M, Dolz ]. Experimental study of the dividing flow in steep
street crossings. ] Hydraul Res 2004;42(4):406-12.

[14] Paquier A. Modelling and simulating the propagation of dam-break wave. PhD
thesis submitted at Jean Monnet University, Saint Etienne; 1995.

[15] Schwanenberg D, Harms M. Discontinuous Galerkin finite-element method for
transcritical two-dimensional shallow water flows. ] Hydraul Eng ASCE 2004;
130(5):412-21.

[16] Shu CW. High order finite difference and finite volume WENO schemes and
discontinuous Galerkin methods for CFD. Int ] Comput Fluid Dyn 2003;
17:107-18.

[17] Vazquez ], Kouyi GL, Zug M. Modelling and instrumentation of the storm
overflows of the combined sewer system of Sélestat. Urban Water 2006;3(2):
91-110.

[18] Versteeg HK, Malalasekera W. An introduction to computational fluid
dynamics, the finite volume method. Prentice-Hall; 1995. 257 p.

[19] Weiyan T. Computational shallow water hydrodynamics. Beijing: Tsinghua
University Press; 1998 [in Chinese].

[20] Xing Y, Shu CW. High order well-balanced finite volume WENO schemes and
discontinuous Galerkin methods for a class of hyperbolic systems with source
terms. ] Comput Phys 2006;214:567-98.

[21] Xing Y, Shu CW. A new approach of high order well-balanced finite volume
WENO schemes and discontinuous Galerkin methods for a class of hyperbolic
systems with source terms. Commun Comput Phys 2006;1:100-34.

[22] Yoon TH, Kang SK. Finite volume method for two-dimensional shallow water
flows on unstructured grids. ] Hydraul Eng ASCE 2004;130(7):678-88.

[23] Zhao DH, Shen HW, Tabios GQ, Lai JS, Tan WY. A finite volume two-
dimensional unsteady flow model for river basins. ] Hydraul Eng ASCE
1994;20(7):863-83.

[24] Zhao DH, Shen HW, Lai JS, Tabios GQ. Approximate Riemann solvers in FVM for
2D hydraulic shock wave problems. ] Hydraul Eng ASCE 1996;122:692-702.

[25] Zhou ]G, Causon DM, Mingham CG, Ingram DM. Numerical prediction of dam-
break flows in general geometries with complex bed topography. ] Hydraul
Eng ASCE 2004;130(4):332-40.



INTERNATIONAL JOURNAL FOR NUMERICAL METHODS IN FLUIDS
Int. J. Numer. Meth. Fluids (2009)
Published online in Wiley InterScience (www.interscience.wiley.com). DOI: 10.1002/f1d.1977

A confrontation of 1D and 2D RKDG numerical simulation
of transitional flow at open-channel junction

R. Ghostinel’*’T, G. Kesserwanil, R. Mosél, J. Vazquezl, A. Ghenaim?
and C. Grégoire®

VIMFS, UMR 7507 UDS-ENGEES-CNRS, 2 rue Boussingault, 67000 Strasbourg, France
2INSA de Strasbourg, 24 boulevard de la Victoire, 67084 Strasbourg cedex, France
3LHYGES, UMR 7517 UDS-ENGEES-CNRS, 1 rue Blessig, 67084 Strasbourg cedex, France

SUMMARY

In this study, a comparison between the 1D and 2D numerical simulation of transitional flow in open-
channel networks is presented and completely described allowing for a full comprehension of the modeling
water flow. For flow in an open-channel network, mutual effects exist among the channel branches joining
at a junction. Therefore, for the 1D study, the whole system (branches and junction) cannot be treated
individually. The 1D Saint Venant equations calculating the flow in the branches are then supplemented
by various equations used at the junction: a discharge flow conservation equation between the branches
arriving and leaving the junction, and a momentum or energy conservation equation. The disadvantages of
the 1D study are that the equations used at the junction are of empirical nature due to certain parameters
given by experimental results and moreover they often present a reduced field of validity. On the contrary,
for the 2D study, the entire network is considered as a single unit and the flow in all the branches and
junctions is solved simultaneously. Therefore, we simply apply the 2D Saint Venant equations, which are
solved by a second-order Runge—Kutta discontinuous Galerkin method. Finally, the experimental results
obtained by Hager are used to validate and to compare the two approaches 1D and 2D. Copyright ©
2009 John Wiley & Sons, Ltd.
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1. INTRODUCTION

The junction of two open channels is a common occurrence in many hydraulic structures ranging
from wastewater treatment facilities to fish passage conveyance structures. While open-channel
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junctions are present in many hydraulic systems, only limited research has been conducted
on the topic. In recent years more focus has been given to the combining open-channel junc-
tion problem. Prior studies have focused on simplified 1D mathematical approximation of
different junction flow characteristics with limited data collected to validate the theoretical
models.

The difficulty in addressing the problem theoretically is that there are numerous factors that
influence flow characteristics at the junction of two open channels. One set of variables can be
described as geometry variables, such as the size, shape, slope, and angle between the combining
branches. Many combinations of these four variables are possible. A second set are flow variables,
such as the Froude number in the downstream flow, the channel roughness, the ratio of discharge
between the two tributary branches, and the variation of fluid properties. It is readily apparent that
a simplified 1D mathematical model is incapable of fully describing the complex flow conditions
present at a junction. The difficulty of adequately describing this flow with simplified mathematical
models leads to the possibility of using a 2D code to describe the flow conditions in a combining
open-channel junction.

In this work, we simulate and compare the 1D approach with the numerical results obtained by
the 2D Saint Venant equations. For the 1D study, the presence of internal junctions in such a system
poses difficulties in numerical solution and routing of unsteady flow through the system because
these junctions act as internal boundary conditions for each channel joined at the junction [1].
Therefore, 1D flow simulation in open-channel network is much more complicated than single
channel solutions, especially for large-scale network systems [2, 3]. The whole system is considered
as a set of branches in which the 1D Saint Venant equations are applied and linked by different
hydraulic models of junction. The hydraulic conditions at a junction can be modeled by the mass
conservation equation and either the energy conservation equation or the momentum equation. In
this work, we use the model developed by Gurram [4]. While for the 2D case, the whole system
(branches and junction) is considered as one system and discretized into triangular cells forming
an unstructured computational mesh. Therefore, we simply apply the 2D Saint Venant equations,
which are solved by a second-order Runge—Kutta discontinuous Galerkin (RKDG) method [5-7].
The experimental results obtained by Hirsh [8] are used to validate and to compare the two
approaches 1D and 2D in simulation of transitional steady flow through the combining junction.

The objective of this paper is to show that the 1D approximation is not acceptable in all cases and
that with a 2D approach we can obtain very accurate results with a reasonable space discretization
and therefore a reasonable CPU time.

The organization of this paper is as follows. In Section 2, we present the review of literature.
In Sections 3 and 4, we describe in detail the equations and the numerical methods used for the
two approaches 1D and 2D. In Section 5, we provide numerical examples to compare the two
approaches. Concluding remarks are given in Section 6.

2. REVIEW OF LITERATURE

Previous studies on combining open-channel flows proposed theoretical approaches based on the
mass and momentum conservation for determining the upstream-to-downstream depth ratio. Taylor
[9] presented the first study on junction flow and referred to the complexity of the problem. He

Copyright © 2009 John Wiley & Sons, Ltd. Int. J. Numer. Meth. Fluids (2009)
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conducted experiments in horizontal rectangular channels of junction angles 45 and 135°. For
a given downstream flow depth 24 and upstream-to-downstream discharge ratio g = Qy/Qg, he
derived an equation for the relative upstream flow depth Y =h,/hq. A comparison with data
showed fair agreement for 6 =45° and poor agreement for 6 =135°. A second systematic study
on junction flow was presented by Webber and Greated [10]. A small model with junction angles
0=30°, 0=60°, and 6 =90° was used. Modi et al. [11] investigated open-channel junction using
conformal mapping (based on a complex variable theory) and therefore did not take into account
energy losses. Best and Reid [12] analyzed experimentally the geometry of the separation zone at
sharp-edged open-channel junctions. The results included data for the length and the maximum
width of the separation zone. They found that both the width and length of the separation zone
increase with an increase in junction angle and discharge of the lateral channel. The shape index
of the separation zone was defined as the ratio of the maximum recirculation width and its length.
For a right-angled junction flow, the shape index has approximately the same value for various
discharge ratios with a mean value of 0.19. By discussing the experimental approach of Best and
Reid [12], Hager [13] introduced a simple model in which the pressure distribution on the lateral
sidewall and the lateral momentum contribution were taken into account. He aimed at predicting
the width of the separation zone by a 1D approach. Ramamurthy et al. [14] studied combining
open-channel flow at right-angled junction based on the momentum transfer from the lateral to main
branch. He applied separate momentum equations for the flow in the lateral and main channels.
The lateral momentum contribution was found to increase as the lateral discharge ratio increases.
Gurram et al. [15] studied the characteristics of the lateral flow and the flow contraction in the
tail water channel and determined expressions for the momentum correction coefficient and the
lateral wall pressure force. An equation for the ratio of flow depths in the lateral and upstream
branches was also provided. Hsu et al. [16, 17] applied overall mass and energy conservation to
the junction and momentum conservation to two control volumes in the junction and computed an
energy loss coefficient and the depth ratio. All these studies were for equal-width junction flows
and equality of the upstream flow depths was assumed. Recently, Shabayek et al. [18] developed
a 1D model providing the necessary internal boundary equations for combining subcritical open-
channel junctions. The advantage of this model is that it does not assume equal upstream flow
depths. The model is based on the momentum principle together with mass continuity through the
junction.

Very few studies concerning the problem of the junction in the transitional case is found.
Ramamurthy et al. [14] studied the two types of flow, subcritical and transitional, through a
junction for a right-angled junction. The model of junction developed in this work is based on the
conservation of the momentum of the lateral branch to the main channel. It separately applied the
equations of the momentum for the flow in the lateral and upstream branches.

Hager [19] showed that the transitional flow can exist if the discharge lateral flow is at least
equal to 15% of the total flow. The author carried out a detailed experimental study with a 1D
theoretical analysis of the transitional flow with angles of junction equal to 90, 45 , and 22.5°.
Hager derived an equation for the coefficient of contraction of the zone of separation. The author
thus developed a model for the junction defining the water depths ratio at the junction, as a function
of the flow discharge and the junction angle. The experimental validation of this model was less
satisfactory for an angle of junction equal to 90° than for the other angles.

Gurram [4] proved that certain assumptions considered by Hager are not acceptable, and he
developed a model for the junction which reproduces more accurately the experimental results of
Hager [19].

Copyright © 2009 John Wiley & Sons, Ltd. Int. J. Numer. Meth. Fluids (2009)
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3. 1D STUDY

It is well known that the 1D Saint Venant equations are not available at the points enclosing the
junction due to the 2D phenomenon of the junction. Therefore, for the 1D study, the junction acts
as an internal boundary condition and a special treatment is necessary. To find the solution in a
network system, the 1D Saint Venant equations are applied in branches and linked by a junction
model based on momentum or energy conservation. Different junction models are developed in
the literature to relate the different flow variables at the junction. The inconvenience of these
models is that they are of empirical nature due to certain parameters given by the experimental
results and they often present a reduced field of validity. For example, they are developed in case
of subcritical or transitional or supercritical flow and for a network system composed of three
rectangular branches linked by one combining junction.

3.1. 1D junction model

To describe briefly the 1D junction model used in this work, let us consider a network system
composed of three rectangular branches of same width B and linked by one combining junction. We
note by branch u, branch L and branch d, the main channel located before the junction, the lateral
channel branching to the main channel and the main channel located after the junction, respectively
(Figure 1). The water depths and discharges at the upstream, lateral and downstream points to the
junction are denoted by hy, hy, hq, Qu, Q1 and Qq. The junction angle is denoted by o.

The developed model for transitional flow junction and used in this work is Gurram’s model [15].
This model assumes the equality of the water depth in the upstream branches and critical flow at
the entrance of the downstream branch.

The model derived by Gurram et al. [15] is:

hoy=hr
3 5 ey
Y°=3Y42[qg"+(1—g)cosé] =0
|
Upstream h 1 Downstream
branch u h branch
- > Q [ ] Junction .Q" [
d
Junction angle '
Separation
zone
Lateral /
branch
Figure 1. 1D junction problem.
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3.2. Coupling the channel solution with the junction model

To find the solution at the internal points enclosing the junction, we have to find six unknown
variables: the water depths and the flow discharges at the downstream of the branches located
before the junction, the water depth and the flow discharge at the upstream of the branch located
after the junction (Figure 1). Therefore, we need six equations to solve the 1D junction problem.

Since the flow is subcritical in the upstream branches, only two equations come from the
branches’ solutions through the characteristic equations. These equations relate the flow discharge
as a function of the water depth:

Qu = fu(hu)
2
QL= fr(hr)

For more information about the method of characteristics, see [8].
The conservation of mass gives at the junction is given as follows:

Ou+01=04 3)

Critical flow at the entrance of the downstream branch indicates that the downstream Froude
number is equal to 1:

0i _
3=
gBZhd

4)
The last two equations come from the model quoted above (Equation (1)).

The system of these six equations is non-linear and its resolution is obtained by a Newton—
Raphson method.

4. 2D STUDY

4.1. 2D Saint Venant equations

The unsteady, 2D Saint Venant equations can be written in the following conservative form as:

v + °E + %G _g ©))
ot 0x 0Oy
in which
h hu hv
U=|hu|, E=|hi*+gh*)2|, G= huv
hv huv hv2+gh2/2
and
0 0
S=So+Sr=| ghSox | +| —ghSsx | is the source term
ghSoy —ghSyy
Copyright © 2009 John Wiley & Sons, Ltd. Int. J. Numer. Meth. Fluids (2009)
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where u and v are the velocity components in the x and y directions, respectively; & is the water
depth; g is the acceleration due to gravity; (Sox, Soy) are the bed slopes in the x and y directions
and (Syy,Sfy) are the friction slopes in the x and y directions, respectively. In this study, the
friction slopes are estimated by using Manning’s formula:

nlzvlu u? 4?2 nlzvlv u? 4?2
Sfx: h4/3 9 Sfy:7h4/3

where ny1 is Manning’s roughness coefficient. In our work, as we are in a rough turbulent flow, the
viscosity (turbulence) and the bed roughness are approximated by the empirical Manning formula
with Manning’s roughness coefficient ny;.

4.2. Numerical method

The DG finite element formulation is written for each element K. Equation (5) is first multiplied
with test function vy, (x, y) and the flux integrals are further integrated by parts. The whole process
yields:

d
— Uh(x,y,t)vh(x,y)dK=/ FUp(x,y,1))-Vop(x,y)dK
dr Jx K

_/ F(Uh(x»yat))‘”kvh(x»)’)dr
0K

+/I(S(Uh(x,y,t))vh(x,y)d1< (6)

where FF'=(E, G) and ny = (ny,ny) is the outward unit normal of the element boundary surface.

In this paper, linear triangular elements are used to discretize the 2D spatial domain. Hence,
the solution at any point in each element can be represented in terms of the midpoint solutions U;
and the shape functions ¢; at each midpoint:

Un(x,y) =Y Uig;(x, ) @)

Using the standard Galerkin approach, shape functions and test functions are identical. Rewriting
Equation (6), the discontinuous Galerkin space discretization can be summarized by a system of
ordinary differential equations as follows:

d

EMUhZLh,U(Uh) (8)

where M is the mass matrix and Lj, is an operator describing the spatial discretization.

By using orthogonal shape functions, the mass matrix M in the linear equation system (8)
becomes diagonal. For triangular elements, a linear shape function can be obtained by choosing a
function that takes the value of 1 at the midpoint m; of the ith edge of a triangle, and the value
of 0 at the midpoints of the other two edges. Thus, the diagonal mass matrix can be expressed as
follows:

M=|K|diag(3. 3. 3) ©)
The integrals are approximated by a three-midpoint rule for the triangles and a two-point Gauss

integration for the line integrals [18].

Copyright © 2009 John Wiley & Sons, Ltd. Int. J. Numer. Meth. Fluids (2009)
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4.3. Numerical flux

The approximation of the numerical flux for the discontinuous Galerkin method is identical to the
approximated solution of a Riemann problem according to finite-volume methods. By using linear
or higher subcell resolution for higher-order discontinuous Galerkin methods, the scheme gets less
sensitive to the choice of the numerical flux than the Godunov [20] type methods. In that case, a
simple Lax—Friedrich flux gives good results.

F(UL,UR)-n=3[(F(UL)+F(Ug)) n—amax(Ug —UL)] (10)
where amax =max(|a'l, |2, |a3]), and a* (k=1,...,3) are the eigenvalues of the Jacobian matrix:
0 Ny ny
A= O(é’l}n) =| (& —u®)ny—uvny 2un,+uvn, uny
(cz—uz)ny—uvnx VN uny+2vn,y

and c=./gh is the wave celerity.

4.4. Slope limiter

The following slope limiter is presented for a scalar quantity uj. Its extension to systems is

outlined. For further information, see Cockburn and Shu [5]. To describe the limiter, we use the

same notations as in Cockburn and Shu [5]. For an arbitrary triangle K¢ and its surrounding

neighbors K;, i =1,...,3, the notations b;, i =0,...,3 , and m;, i=1,...,3 , refer, respectively,

to the barycenters of the triangles and the midpoints of the edges within Ky (Figure 2).
Choosing any edge midpoint m, we obtain:

m1—bo=0u1(b1 —bg)+ay(br —by) for some ocl,oczeR+2 (1n

Figure 2. Slope limiting for triangular elements.
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For any linear function uj,, the mean gradient can be expressed as:
Au(mi, Ko) =o1(un(b1) —up(bo)) + oz (up(b2) —up (bo)) (12)
By using the basis functions ¢;, u, can be expressed over K¢ as follows:
3 3
uh(x,y)=i§1 up(m;)Q; (x,y)=uh(bo)+i§1(uh(mi)—uh(bo))%(x,y) (13)
First, we compute the quantities:
A =m(up(m;) —up(bo), vAu(m;, Ko)) for some v>1 (14)

where v is a positive constant number equal to 1.5 and m is the TVB minmod function defined as
follows:

- aj if |a1| <M (Ax)?
m(ay, az) = . (15)
m(ay,ap) otherwise
where M is a given positive constant; and m is the minmod function, defined as follows:

s 1r<nir<12 lan| if s=sign(a;)=sign(as)
m(a,ap)=4 "5 (16)
0 otherwise

Consequently, reconstruction is carried out according to the following two cases:
1. If 21'3:1 A; =0, the new midpoint value is given by:
3
up(mi) =up(bo)+_ Aig;(x,y) (17)
i=1

2. If Z?:l A; #0, we compute:

3 3
pos= )Y max(0,A;), neg=) max(0,—A;) (18)
i=1 i=1
and define:
H+=min<l,%), 9—=min(1,@> (19)
pos neg
Finally, the new midpoint value is given by:
3 .
up(mi) =upbo)+ Y Aig;(x,y) (20)
i=1
where

Ai =0 max(0, A;) — 0~ max(0, —A;) 1)
Copyright © 2009 John Wiley & Sons, Ltd. Int. J. Numer. Meth. Fluids (2009)
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Since the shallow water equations are a system of equations, the limiting must be performed in
the local characteristic variables in the direction of the vector m| —bg. The variables are therefore
transformed by 7! into the characteristic space, where T is the matrix of right eigenvectors of
the following Jacobian:

n; —b

v (E(U (by)), G(U (bg))) - ——= (22)
lm; —bo|

4.5. Time integration

The second-order accurate two-stage TVD Runge—Kutta schemes of Cockburn and Shu [5] is
employed in this work. According to Cockburn and Shu [5], the optimal two-stage, second-order
accurate TVD Runge—Kutta scheme is expressed as:

Uy = UM -At- Ly (U

(23)
Ut = L+ Ul + ALy y (U)))
The time step for a 2D element i is determined according to [RKDG formulation], namely,
K.
At =CFL K] (24)

Zj:llj min(u-ny+v-ny,—c,0)

Here u, v and ¢ are evaluated at the barycenter of the element, j is the index of the faces surrounding
the element, /; is the length of the face and 0<CFL<1 is the Courant number.

5. NUMERICAL RESULTS

In this section, we present the results of our numerical simulation of transitional flow at a combining
junction obtained by the two approaches 1D and 2D. For the 1D simulation, we use the 1D Saint
Venant equations in branches and linked by Gurram’s model [4], the characteristics equations and
the conservation of the flow discharge equation to calculate the flow variables at the junction
(Figure 3). Oppositely, for the 2D simulation, the whole system (branches and junction) is consid-
ered as one system and we simply apply the 2D Saint Venant equations on unstructured triangular
grids (Figure 4). Therefore, these equations do not require complementary equations to treat the
junction as it is in the 1D case.

The experimental data obtained by Hager [19] will be compared with the computational results
obtained by the two approaches. The data were analyzed, and information was developed that
provides guidance for the design of open channel junctions with transitional flows. The 1D and
2D approaches were applied to evaluate its ability to predict flow depths in open-channel junctions
with transitional flows.

The observations were conducted in a 0.5 m wide, horizontal rectangular branch of which one
side had a glass wall. Three angles of confluence, 6 =22.5°, §=45°, and §=90° , were used.
The width of each branch amounted to B =0.096. The total flow discharge Q4 ranged between
0.002 and 0.013m3/s, and the upstream to downstream discharge ratio ranged between 0 and 1.
Assuming critical flow at the entrance of the downstream branch leads to a Froude number equal
to 1. Once a certain discharge Qg4 was set, the discharge distribution could be varied to the desired

Copyright © 2009 John Wiley & Sons, Ltd. Int. J. Numer. Meth. Fluids (2009)
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Gurram's model +
Characteristics equations + 1D SVE
Discharge conservation +

Critical condition

1D SVE

1D 8VE

Figure 3. Treatment of the junction problem for the 1D case.

Figure 4. Definition of problem domain and the unstructured mesh for the 2D case.

value of ¢g. The flow depths h, and h; were measured. It is found that the flow depths in the
upstream and the lateral branches are nearly equal.

For the numerical simulation, flow discharges are fixed at the upstream branches and a free
outfall condition is considered at the downstream branch, which makes waves pass the boundary
without reflection. A free slip condition is applied at the solid boundary, i.e. the normal velocity
component at the face is set to zero. The different flow parameters for the three angles (22.5, 45
and 90°) are listed in Tables I-III, respectively.

The study is organized around the prediction of the upstream to downstream depth ratio Y at
the junction. Under a known upstream and lateral flow discharges, the upstream to downstream
depth ratio Y is computed using the 1D approach and the 2D approach and compared with the
experimental data of Hager [19].

Copyright © 2009 John Wiley & Sons, Ltd. Int. J. Numer. Meth. Fluids (2009)
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Table 1. Flow parameters for the angle §=22.5°.

Main channel inflow

Branch channel inflow

Main channel outflow

Discharge ratio ¢ QOu (L/s) Q1 (L/s) Qq (L/s)
0 0 7.8 7.8
0.0493 0.3845 7.4155 7.8
0.0585 0.1170 1.8830 2
0.0905 0.7059 7.0941 7.8
0.1195 0.2390 1.7610 2
0.1423 1.1099 6.6901 7.8
0.1713 1.9956 9.6544 11.65
0.2124 1.6567 6.1433 7.8
0.2428 1.8938 5.9062 7.8
0.3219 2.5108 5.2892 7.8
0.3630 4.2289 7.4211 11.65
0.3918 3.0560 4.7440 7.8
0.4207 3.2815 4.5185 7.8
0.4436 5.1679 6.4821 11.65
0.4937 5.7516 5.8984 11.65
0.5363 1.0726 0.9274 2
0.6016 1.2032 0.7968 2
0.6441 7.5038 4.1462 11.65
0.6973 5.4389 2.3611 7.8
0.7337 8.5476 3.1024 11.65
0.7838 6.1136 1.6864 7.8
0.8338 6.5036 1.2964 7.8

Table II. Flow parameters for the angle 0 =45°.

Main channel inflow

Branch channel inflow

Main channel outflow

Discharge ratio ¢ QOu (L/s) 01 (L/s) Qq (L/s)
0 0 4.9 4.9
0.0389 0.3034 7.4966 7.8
0.0694 0.5413 7.2587 7.8
0.1897 1.4797 6.3203 7.8
0.2779 2.1676 5.6324 7.8
0.3539 2.7604 5.0396 7.8
0.4633 3.6137 4.1863 7.8
0.5211 4.0646 3.7354 7.8
0.5591 1.1182 0.8818 2.0
0.6669 1.3338 0.6662 2.0
0.7140 1.4280 0.5720 2.0
0.7489 3.6696 1.2304 4.9
0.8141 3.9891 0.9109 4.9
0.8520 1.7040 0.2960 2.0
0.9141 7.1200 0.6700 7.8

Copyright © 2009 John Wiley & Sons, Ltd.
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Table III. Flow parameters for the angle 6 =90°.

Main channel inflow Branch channel inflow  Main channel outflow

Discharge ratio g Ou (L/s) Qr (L/s) Qq L/s)
0 0 5.9 59
0.0780 0.6084 7.1916 7.8
0.0870 0.6786 7.1214 7.8
0.1053 0.8213 6.9787 7.8
0.2528 1.4915 4.4085 59
0.2664 2.0779 5.7221 7.8
0.4684 3.6535 4.1465 7.8
0.5033 2.9695 2.9305 59
0.7021 5.4764 2.3236 7.8
0.7521 4.4374 1.4626 59
0.8552 6.6706 1.1294 7.8
0.8824 6.8827 0.9173 7.8
0.9021 7.0364 0.7636 7.8
0.9444 7.3663 0.4337 7.8
161
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Figure 5. Comparison of water depth ratio ¥ as a function of the discharge flow ratio g
for the junction angle (6=22.5°).

Comparison between experimental data and numerical results obtained with the 1D approach
and the 2D approach is shown. Figures 5-7 represent, respectively, the water depth ratios Y plotted
against the discharge ratios for the three angles of intersection (22.5, 45 , and 90°) that Hirsh [§]
investigated. Experimental results are well reproduced by the 2D approach. The figures indicate an
excellent agreement between the experimental data and the results obtained by the 2D approach.
The 2D approach’s prediction correlates well to the measured data and gives better accuracy than
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Figure 6. Comparison of water depth ratio Y as a function of the discharge flow ratio ¢
for the junction angle (6=45°).
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Figure 7. Comparison of water depth ratio Y as a function of the discharge flow ratio ¢
for the junction angle (6=90°).

the ones provided by the 1D approach, which does not always achieve a very good agreement.
A notable deviation between the results obtained by the 1D approach and the experimental data is
found.
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Table IV. Errors of the water depths as defined in Equation (25).

Angle (deg.) 1D error in % 2D error in %
0=22.5 7.06 1.43
0=45 6.55 2.19
0=90 8.03 2.21
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®imj

Figure 8. Contour of water depths in channel junction.

For a more accurate study of the water depth ratios’ prediction, we introduce an estimator of
quality defined as follows:

Yp—Ym

E=100-max|—
min(Yy,)

(25)

where Y, and Yy, is the predicted and measured water depth ratios, respectively.

Table IV presents the errors as defined in Equation (25) between the measured data and the
water depth ratio predicted by the two approaches 1D and 2D.

According to Table IV, and in all the investigated tests, the 2D approach gives the best agreement
with the experimental data. The error of this approach is about 2% in all cases. Moreover, these
good agreements were obtained with a reasonable effort. Whereas, the error with the 1D approach
is not sufficiently acceptable and reaches 8%.

In spite of the fact that the computing time for the 2D approach is much more significant than
for the 1D approach, the reasons of this choice are on the one hand the possibility of representing
the different urban structures, and on the other hand, the 2D approach allows to directly calculate
the flows in the junctions. Thus, they do not have recourse to additional empirical equations.
Moreover, the results of the 2D calculations are more accurate and more informative.

The following example illustrates the 2D computational procedure of transitional flow at open-
channel junction: Consider a junction of two channels at a confluence angle 6 =90°. The upstream
and lateral bottom slopes are Sop=0.001, the downstream bottom slope is Sp=0.01, and the
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Figure 9. 2D ploy of velocity field in channel junction.

roughness coefficient according to Manning’s formula amounts to 0.012. Find the upstream flow
depths i, and hy for a downstream discharge Qq=4 L/s if the channels are L =2m length and
B =0.3m wide, and the lateral discharge Q; =2L/s.

The contour of water depths and the vectors of horizontal flow velocities are shown in Figures 8
and 9, respectively. The uniform flow depth in the downstream channel is Ay =0.0155m, whereas
the critical flow depth is ~. =[0.0042/(9.81.0.3%)]'/3 =0.0263 m>hy. Therefore, supercritical flow
establishes in the downstream branch. In the upstream branches hny=0.03m>h,=0.0165m, so
subcritical flow takes place in the upstream branches. This example indicates that the following
conditions are satisfied: subcritical inflow and supercritical flow immediately downstream of the
junction. Therefore, transitional flow from subcritical flow in the upstream branches to supercritical
flow in the downstream branch will be established as assumed.

6. CONCLUSION

In this study, a 1D and 2D approach has been applied for steady transitional flow at open-channel
junction.

For the 1D study, the 1D Saint Venant equations coupled with the method of characteristics and
a junction model based on momentum conservation are used to find the solution in the network
system (branches and junction). While for the 2D case, the whole system is discretized into
triangular cells forming an unstructured computational mesh. Therefore, we simply apply the 2D
Saint Venant equations, which are solved by a second-order RKDG method. The numerical results
have been validated by comparison with experimental data. In all the considered cases, the 2D
approach gives the best agreement with respect to the experimental data. The 1D approach does
not achieve a very good agreement, while the 2D approach performs almost well in all the cases
and for the different junction angles that Hager had investigated. Moreover, these good agreements
were obtained with a reasonable space discretization and therefore a reasonable CPU time.
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This work shows therefore that the idea of combining a 1D approach in branches to a 2D
approach for the junctions in practical situation is fully satisfied when we observed the quality of
the 2D simulation results. It is clear that in certain complex flows such as supercritical flow in
which hydraulic jumps may occur, the coupling of the 1D and 2D models may not be so simple.
Therefore, the use of TVD schemes with shock capturing when solving the 1D and 2D Saint
Venant equations is necessary to correctly represent the hydraulic jumps. Future work will focus
on this point and will consist of developing a framework based on coupling:

e The 1D Saint Venant equations to be applied in branches.
e The 2D Saint Venant equations to be applied at the junction area.
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Contribution & la résolution numérique des équation s de Barré de Saint Venant
bidimensionnelle par une méthode de type éléments f  inis discontinus : application a la
simulation des écoulements au sein des carrefours d ans la ville

Résumé: L’objectif scientifique de ce travail de thése est la gestion hydraulique de I'inondation dans la ville. La
maitrise des volumes et hauteurs générés par les événements pluvieux passe par une connaissance fine des
carrefours. En effet, les débits vont se distribuer au sein de la ville a travers ces noeuds. Le travail concerne tout
particulierement I'étude de la résolution numérique des équations bidimensionnelles de I'hydraulique a surface
libre (équations de Barré de Saint Venant).

L’outil privilégié pour répondre aux demandes des services techniques des agglomérations est la simulation
numeérique, seul outil permettant de faire des prévisions pour des événements exceptionnels. L'objectif est ainsi
de mettre au point un outil de simulation robuste permettant de faire des choix en fonction d'objectifs. Le schéma
numeérique considéré est de type éléments finis discontinus de Galerkin associés a une limitation de pente. Le
travail vise tout particulierement & mette en ceuvre ce type de schéma et a étudier la robustesse et la stabilité de
ce nouveau schéma de discrétisation notamment lors de I'utilisation de maillage non-structuré des carrefours de
la ville a partir d’éléments triangulaires.

Dans un premier temps, le schéma numérique est comparé favorablement par rapport a un schéma volume fini
mis en ceuvre avec les mémes propriétés sur différents problémes hydrauliques transitoire et stationnaire. Un
banc d’essai numérique est effectué montrant I'intérét du schéma développé.

Dans un deuxiéme temps, le schéma numérique est comparé par rapport a I'approche unidimensionnelle pour la
prédiction des écoulements fluviaux, torrentiels et transcritiques a travers les jonctions.

Nous terminons ce mémoire en vérifiant les capacités du schéma numérique a simuler les écoulements qui se
développent au sein des carrefours de la ville, dans les conditions expérimentales étudiées par Mignot et al.
(2008b). Ainsi, les résultats prédits par le schéma numérique sont comparés avec les caractéristiques
correspondantes des écoulements mesurés expérimentalement ainsi qu'avec les résultats prédits par la méthode
des volumes finis 2D et un logiciel basé sur la méthode des volumes finis pour la résolution des équations
tridimensionnelles de Navier Stokes (FLUENT 3D).

Mots clés : Equations de Saint Venant ; Méthode des volumes finis ; Méthode discontinue de Galerkin ; Jonction
des canaux ; Inondations urbaines.

Contribution to the numerical resolution of the two -dimensional Saint Venant equations
with a method of type discontinuous finite element: application to the simulation of flows
within the crossroads in the city

Abstract: The scientific objective of this work of thesis is the hydraulic management of the flood in the city. The
control of volumes and water depths generated by the rainy events passes by a fine knowledge of the crossroads.
In fact, the flows will be distributed within the city through these nodes. The work concerns particularly the study
of the numerical resolution of the two-dimensional equations of hydraulics at open channel (Saint Venant
equations).

The tool privileged to answer to the requests of the engineering departments of the agglomerations is the
numerical simulation, only tool making it possible to make forecasts for exceptional events. The objective is thus
to develop a tool for simulation robust making it possible to make choices according to objectives. The considered
numerical scheme is based on the discontinuous Galerkin finite elements method associated with a slope
limitation. The work will aim particularly to implements this type of scheme and to study the robustness and the
stability of this new scheme of discretization in particular during the use of unstructured mesh of the crossroads of
the city starting from triangular element.

In the first time, the numerical scheme is favourably compared to a finite volume scheme implemented with the
same properties on various hydraulic problems transient and steady. Numerical results of several flow problems
show the interest of the developed method.

In the second time, the numerical scheme is compared to the one-dimensional approach for the prediction of the
subcritical, supercritical and transcritical flows through the junctions.

We finish this memory by checking the capacities of the numerical scheme to simulate the flows which develop
within the crossroads of the city, under the experimental conditions studied by Mignot et al. (2008b). Thus, the
results predicted by the numerical scheme are then compared with the corresponding characteristics of the flows
measured in experiments as well as with the results predicted by a 2D finite volume method and a software based
on the finite volume method for the resolution of the three-dimensional equations of Navier stokes (FLUENT 3D).

Key words: Saint Venant equations; Finite volume method; Discontinuous Galerkin method; Open channel
junction; Urban flooding.
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