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C i
x(xi) = Cj
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����3� = �� 9�92��	� 
� �	>� ������ �2� �:�3������ ? �,�:�%

9�������� =

���� ���	���	 � ��	�� �	 ,������� x > 0 ��	�����	� �	 ,��/����	
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n∑
i=1

C i(xi) 
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� Cx(x)& .	 ��R� 	
� �4�����

,��
 ���� ��	 �	 ��	�� �4���
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 ��	 ���
��	 �� ,������� 4	
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x∗ = argmin
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C(x) +D(x)
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x∗ / − Cx(x) = Dx(x) M"&?N
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x∗
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� � ���� �����	�	� ��	
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��,�
	�� 7 �	��	 �	��%�	 �	 �$��
�� �� ������� �	 ,������� l∗ ��� ��-���
	 ;

B(l)− C(l) M"&>IN

.	��	 
������ ���� 
���
����	 �� ������� �	 ,�	��	� ����	 
�����	 ;

Bl(l
∗) = Cl(l

∗) M"&>PN

#4����	 ,���� �� 6��	 �$��
�� �� ������� �	 ,������� ��� ��-���
	 
�

,��6� ;

max
l

p l − C(l) M"&>KN

����	�	� ��� �� ������� ��� ����6	 ;

p = Cl(l
∗) M"&"ON

�4�Y �	 M"&>PN 	� �	 M"&"ON� � ������ ;

p = p∗ ≡ Bl(l
∗) = Cl(l

∗) M"&">N
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� ,��6� p∗l − C(l) �� �	 6-	� l∗ 	� ����	� �	 ,������	�� 7 ��-���
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p l∗ − C(l∗)& .	��	 �������	�	 4	
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�	 	� 4	 ���C� ��	 �4	
,����	� Eθ[C(x, θ)]&

(� 	 	
� �	 �9�	 ,��� �� ������ �	 5��6�	 B(x, η) ��� ��,	� �4�	

�����5�	 ��������	 η& .	��	 ������ 	
� ���	 �	 �� 6��	 	� �� ��
����+

�	�� ���
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,����	 Eη[B(x, η)]&

 ���
 ��

� ��	 �	
 ����	��
 ��� �Z�	� �� ������ �	 ��R� 	 
�� ,�
 ���+

�	�	� �	
 �9�	
 ��	 �	�- ��� �Z�	� �� ������ �	 5��6�	& (� 	
� 
�,,�
�

��	 �	
 �	�- �����5�	
 θ 	� η 
�� ���,	����	� ��
���5��	
&

)	 ,��5�%�	 �� ��/����	�� 	
� �	 �$��
�� �	 ��	�� �	 ,�������� ���

��-���
	 �4	
,����	 �	 5��6�	 	��	 �	
 ��R�
� ����
 ��	 �� 6��	 �$	��$	

7 ��-���
	� 
� ,��6�& )4�,,������� �4� �
����	� ����� �	 ��/������ �	


���

��
 ��,	� �	 θ 	� η& ��
�� �� ������� �,�����	 x∗(θ, η) 	� �	 ,��-

p∗(θ, η) 	� �
�	 ,	��	���� �	 ���	���� �	� �
����	� 
���
��� ;

Bx

(
x∗(θ, η), η

)
= Cx

(
x∗(θ, η), θ

)
M"&""N

= p∗(θ, η)
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������� �	 ,�������� �� ��,�
	���� 7 �� 6��	 �4��	���	 �� ������� x̂ �	��	

��	 ;

x̂ = argmax
x

E
[
B(x, η)− C(x, θ)

]
M"&"LN

)� ������� x̂ 
���
���� �� .�' 
�����	 ;
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E
[
Bx(x̂, η)

]
= E

[
Cx(x̂, θ)

]
M"&"DN

'�� �	 ��/����	�� ,	�� ���	���	 �	� �53	���� 	 
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��	�� 	H	���� �	 ,������� ;

x = h(p, θ)
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� ,��6� 7 p 	� θ ���
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��� �/�� 7 
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����
 ;

[
p h(p, θ)− C(h(p, θ), θ)

]
= max

x

[
p x− C(x, θ)

]
M"&"QN

.	��	 ������� ��� ��,	� �� ,��- 	� �	 �� ���	�� ,��
	 ,�� θ ����6	 ;

Cx

(
h(p, θ), θ

)
= p M"&"?N
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	 �� ��H��	�	 	
,���	 	��	 �	 5��6�	 	� �	 ��R� ���,�	 �	�	 �	 ��

������ �	 ������� h(p, θ) ;

E
[
B
(
h(p̆, θ), η

)
− C

(
h(p̆, θ), θ

)]
= max

p
E
[
B
(
h(p, θ), η

)
− C

(
h(p, θ), θ

)]

.	 ,��- p̆ 
���
���� �� .�' ;

E
[
Bx

(
h(p̆, θ), η

)
.hp(p̆, θ)

]
= E

[
Cx

(
h(p̆, θ), η

)
.hp(p̆, θ)

]
M"&"IN
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p̆ =
E
[
Bx(h(p̆, θ), η).hp(p̆, θ)

]
E
[
hp(p̆, θ)

] M"&"PN
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x̆(θ) ≡ h(p̆, θ) M"&"KN
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Δ = E
[(

B(x̆(θ), η)− C(x̆(θ), θ)
)
−
(
B(x̂, η)− C(x̂, θ)

)]
M"&LON
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�
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!�5��	 E � F �����
� ,��� 	-,���	� �	 E �,,��-������ �����	 F �	 
���	

��	 �	
 ������
 �	 ��R� 	� �	 5��6�	 �� �	 ����	 ����������	 �� ���
�+

�/	 �	 x = x̂& )4����	 Δ ,	�� 9��	 ���	��,,� 	 �����
�� �	 ���	��,,	�	�

������ �	
 ������
 �	 5��6�	 B 	� �	 ��R� C 7 �4����	 2 	 x&

' � ;

C(x, θ) � a(θ) +
[
Cx + α(θ)

]
(x− x̂) +

1

2
Cxx . (x− x̂)2 M"&L>N

B(x, θ) � b(η) +
[
Bx + β(η)

]
(x− x̂) +

1

2
Bxx . (x− x̂)2 M"&L"N

�	��
 ������	
 ,�	��%�	
 �	
,	����	
 ,�� ��,,��� 7 x 
�� ;

∂C

∂x
(x, θ) � Cx + α(θ) + Cxx . (x− x̂) M"&LLN

∂B

∂x
(x, η) � Bx + β(η) +Bxx . (x− x̂) M"&LDN

��	� α(θ) M�	
,& β(η)N �	 ������ �	 �� �����5�	 ��������	 θ M�	
,& ηN

�	
���� �� �������� �� ��R� M�	
,& 5��6�	N ���/��� �� ,��� x̂&

��	4	2�	� "5� @A��B9�� �-C!D

����������	
 �� ���
��� �	������ ��� ���� ��� ��� ��
����� ���� ����

������ �	��� �

Δ � σ2(Bxx + Cxx)

2C2
xx

M"&LQN
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 �����
���	


�Y �� ��,������� 	
� ��
���5��	 	��	 �	
 6��	
 �	 ��T� 7 �����
	� �	 ��R�&

��
�� ��
 ����
 ,�� ��6���� ;

C
(
x, θ

)
=

n∑
i=1

C i
(
xi, θ

)
M"&L?N

�	�� �	 
!
�%�	 ,��,�
� ,�� �`�� �	 ��/����	�� ��	� �	 ������� 6�	

�	 ,	���
 l ��4�� �	� ��- 6��	
 
�� � ����$�& )� 6��	 i ,	�� �������� �	

������� �	 ,	���
 li ,��� ,������ ��	���	 �	
 ,������
& �	 
�5�	���

������	 s 	
� �	�
�	 ��- 6��	
 ,��� �$���	 ,	���
 � �����
�& G �4��	�
	�

�� 6��	 ,	�� 9��	 ������
�	 7 ��	���	 ,��
 �	 ,������� ��!	�� �	 ��-	

������	 t� 
4�� 
4��%�	 ��	 �� ������� �	 ,	���
 ��4	��	 ����	� 	 ��� ,	��	�

U ?I U



���� �� ������ �� ���� ������

,�
 �	 ������� �� �������� �	 
	
 ���

��
& ��-	
 	� 
�5�	���
 
	��� ��
�

��5���
�	
 
� �4��������� �����	 l 	 ,	���
 	 ����	
,�� ,�
 7 �4���������


�����	�	� �,�����	 �� ���� �4�	 ������
	 	
������� �	
 ��R�
 �4�5��+

�	�	� �	
 6��	
& ��
�� 
� �	
 ��R�
 
�� 
��	
����
� �� 
�5�	��� ������

�	 �������� 
�,,���	����	 7 �� ��,�������& � �	���$	� 
� �	
 ��R�
 ��	�



4��%�	� ,��
 ��	��
 ��	 �	�- 	
����
� �� ��-	 ,	�� ����	� �	 Z��5�	 ��

,��- �	
 ,	���
&

)	 ,��5�%�	 �� ��/����	�� 	
� �	 �$��
�� � 
!
�%�	 �	 ��/������ �	

�� ,������� ��� �����
	 �	
 ��R�
 �����- 	
,���
 ��	� f(θ) �� ������ �	

�	
��� �	 θ& )	
 ��R�
 �����- 	
,���
 
�� ;

T =

∫ [
D(x) + C(x, θ)

]
f(θ) dθ M"&LIN

= E
[
D(x) + C(x, θ)

]

���� p �	 ,��- �	 ����$� �	
 ,	���
& (� 	
� ���	���� ,�� ����������

�	 �� �	���	 	� �	 �4�H�	 	 ,	���
 
�� �	 ����$� �	
 ,	���
& #4�,�%
 �	


!
�%�	� �� 6��	 i � �	 �$��- 	��	 ��,����	� 	 �����
�� 
� ,��,�	 �	�$���/�	

�� �������� �	
 ,	���
 ��,�%
 �� ��/����	�� �� ,��- p& �	 ��-	 �� �	


�5�	��� 	
� ,����	 ���
��	 �� ������� �	 ,	���
 �����
 	 ����	
,�� ,�


	-���	�	� ��- 5	
��
 �	 �� 6��	 	 ���

�� �	 ,������& ��
�� �	 ��R�

����� �	 �� 6��	� ��� CT i� 
4����� ����	 ;

CT i =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

C i(xi, θ) + p li − s(li − xi) 
� xi ≤ li (∗)

C i(xi, θ) + p li + t(xi − li) 
� xi ≥ li (∗∗)

)� 6��	 i �$��
�� xi 	� li ��� �����
	� �	 ��R�& G �4������5�	� ��
 ���
 ;

n∑
i=1

li = l

U ?P U



���� �� ������ �� ���� ������

)	 ����$� �	
 ,	���
 	 
4����	 ��4�	 
	��	 ���
 ,��� ��
���5�	� �4����+

����� ������	 	 ,	���
& �	 ���
 �	��	 ��������� �$��
�	� �	 ����$� 
	 �	��	

	� ���� ��$�/	 	 
	�� ,�

�5�	 	
���	&

������
 ����	�� �	
 ,��,�����
 �	 �4������5�	 ;

��,,�
�
 ��	 p < s& �	�� (∗) �	
 6��	
 ,	��	� ��$	�	� �6��	�
�	
 ,	���
 �� ,��- p ,��� �	
 �	�	��	 �� ��/����	�� 	 ����	,����	 �	 s�

(CT i
li
< 0� 	� li(p) = ∞)& ��
�� �4������5�	 	 ,	�� 	-�
�	� ��
 �	 ��
&

���
 
� ��
 
�,,�
�
 ��	 p > t� ����
 �4�,�%
 (∗∗) �	
 6��	
 �,�	���
,��� �	 ,��	�	� �	 �� ��-	 t 	� 4��$%�	��� ,�
 �	 ,	���
 
�� �	 ����$� ��

,��- p� (CT i
li
> 0� 	� li(p) = 0)& )4������5�	 	 ,	�� ,�
 � ,��
 	-�
�	� ��


�	 ��
 ��

�&

��� ��
���	�� �4������5�	 	
� �	� ��	 s ≤ p ≤ t&

#�
 �4���,	 
�����	� � ����	 ��47 �4�,����� C i
x(xi, θ) 	
� ���3���


�/��	 7 −p ��	���	 
��� i& ����	�	� ���� �	
 �$��- �������	�
 �	
 6��	
 	

����%�	 �4���

�� M	� ��� �	 ��,�������N 
�� �	�
 ��	 ���
 �	��
 ��R�


���/���- �	 ��,������� 
�� �/��- 	��	 	�-&

G �4������5�	� �	 ��R� �4�5���	�	� ��H%�	 
	�� �	
 ����
 ��
 
�����
 ;

�5 (�2 	E p = s =

#�
 �	 ��
� �� 6��	 ,	�� ���3���
 ��$�/	� �	
 ,	���
 � �����
�
 ����	

�	 
�5�	��� �� �9�	 ,��- ��	 �	��� �� ,	���
& ��
�� �� ������� �	 ,	���


��$	��	 ,�� �� 6��	 	
� �	��	 ��	 xi ≤ li B 	� �� 6��	 ��,����	�� 3�
��47 �	

��	 
� ��R� �4�5���	�	� ���/��� �/���
	 �	 ,��- �� ,	���
� �4	
�+7+���	 
� ;

C i
xi
(xi, θ) = −s

= −p

U ?K U



���� �� ������ �� ���� ������

"5 (�2 	E s < p < t =

)� 6��	 �$��
�� �4��$	�	� �� ������� �	 ,	���
 ������� 	-���	�	�


� 5	
�� 	 ���

�� B xi = li ��� �N 
� 	��	 ��	����� ,��
� 	��	 ������ 7

��$	�	� �	
 �����
 
�,,���	����	 �� ,��- t > p� ��N 
� 	��	 ��	����� ���
�

	��	 	 ����,%�	���� ��	 s < p ,��� �$���	 ,	���
 � �����
�& ��
�� �4�,�%


((∗), (∗∗))� �� 6��	 ��,����	�� 3�
��4� �	 ��	 
� ��R� �4�5���	�	� �/���
	
�	 ,��- �� ,	���
 ;

C i
xi
(xi, θ) = −p

'5 (�2 	E p = t =

)� 6��	 	 ,��	 ,�
 �	 ,��- 
�,,���	����	 
�� 
	
 ���

��
 ��,�

��


� ��������� ��$	��	 	 ,	���
 ; � � ����
 xi ≥ li& ��
�� 	��	 �	����� 9��	

���H��	�	 	��	 ��$	�	� �	
 ,	���
 �� ,�!	� �	 ��-	 ��� ��4	��	 ��	� ,��


��	 �	 ��	 ��� ������
	 
� ��������� 	 ,	���
& ���	 ��,����	�� 3�
��47 �	

��	 
� ��R� �4�5���	�	� ���/��� �/���
	 �	 ,��- �� ,	���
 	� �	 ���- �	

�� ��-	 ;

C i
xi
(xi, θ) = −t

= −p

#�
 �	
 ����
 ��
� �4�,����� 	
� �	� ��	 C i
xi
(xi, θ) = −p ,��� ����	 6��	

i& ��
�� � ���� 6��	�	� ;

C i
x(xi, θ) = Cj

x(xj , θ); ∀ i, j

)� ��,������� 	
� ����
 	J���	�	� ��
���5��	 	��	 �	
 ,����	��
& ��

6��	�	�� ����	 ��
 �� 
	���� "&"� �	 ����2�	 �	 �� ,������� 
	�� �

���

�� �����	 ��R� ;

U IO U



���� �� ������ �� ���� ������

Cx(x, θ) = −p M"&LPN

����	��� ��
 ����
 ���� ����	� �	 ��	�� x 	
� ���	���� 	 ���+

��� �	 p 	� s& ����
 ��
 
�� 	��
�/	�5�	
 ;

#4�5���� 
� s < p < t� ����
 xi = li ,��� ���� i� �4�Y x = l& )� �������

M"&LPN �	��	� ����
 ;

s < −Cx(l, θ) = p < t M"&LKN

.	��	 ��/����� 
	�� �����	� ����6�	 ,��� �	
 �!,	
 �	 6��	
 7 ��R�


���/���- �	 ��,������� −Cx ��	��������	
&

�
���	� 
� �	
 ��R�
 �	 ��,������� 
�� ��%
 ��	��
� ����
 �	 ,��- �	
 ,	�+

��
 p 
	�� ��	� �� ��	�� �	 �� ��-	 t& G �	 ,���� ��
 ���
 �� ��	 �	


���

��
 ��,�

	��� �� ������� �	 ,	���
 ; x > l& G �4������5�	 ��
 ���


Cx(x, θ) + t = 0 	� Cx(l, θ) + t < 0&

�6� 
� �	
 ��R�
 
�� ���5�	
� �	 
���	 ��	 Cx(l, θ)+ s > 0� ����
 x < l 	�

p = s& )	 ��	�� �4���

�� ��	��	�	� ���	�� 	
� ��� ,�� Cx(x, θ)+s = 0&

.	
 ��
�����
 ,	��	� 9��	 ��
���
 ��
 �� ,��,�
���� 
�����	 ;

��	4	2�	� "5"

 
 ������� ���������	
 ���
� �	���
��	
 ���!������ �	

� ���� " ��	��

���������� �	������� �� ������� �	��� �� �	
��� � ����� #�#� �
� ��	!

�������	
 ��� ����� �
 ��	�� ����� �

�$ %
� ���� �� ���� θB �	
� � ��
���� ��������	
 ��� �!����	�� �� �	


��	���	
 �
 ������ xi < li �� �	
� �� �	�� ����
� ��������
� ���

�
������� � ��� �� � �����
��	
�

��$ %
� ���� �� ���� θH �	
� ��� ������	
� 
� �	
� �� �	�����
� �	�!

������ �� �	
 ��	���	
 �
 ������ xi > li �� ���  �
 �	�� ����
�

��������
� ��������� � ��� �� � ����

U I> U



���� �� ������ �� ���� ������

���$ %
� ���� �� ���� θI �	
� ����	���	
 �
 ������ �	���� �������
� ���

������	
� xi = li & �	
 �	�� ����
� ��������
� ��� �	�
� �� �� ���

�� �����
��	
 �� �� ����� �� � ����

������ "&" U �����������
�� �� ����� �� ���
� �����

����	�	�� �`� ����	� 	���	 ��	 �	 
!
�%�	 $!5���	 ,	��	� �4�����

�	 �9�	 ��	�� �4���

�� ��	 �	��� ��4� ,	�� �5�	�� 
� �� ��,������� 	
�

�	�����
�	 M��
�� �	
 6��	
N 	� 
� �� 6��	 �	,��
	�����	 ���� ���	 7 �	

������ �	 ,������ ������	 ,�� ����	��- P (x) ��� � �� ����	 ;

P (x) = s x+ t max(x− l, 0) M"&DON

� ��,�
	 7 �	��	 ������� �� 6��	 ���/�� ,�� �� �����
���� �	 ��

������ �	 ��R� 
�����	 ;

min
x

P (x) + C(x, θ) M"&D>N

��
�� 	��	 �$��
�� 
� ��	�� �	 ,������� �	� ��	 x ;

U I" U



���� �� ������ �� ���� ������

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x = l 
� s < −Cx(l, θ) < t

−Cx(x, θ) + s = 0 	� x < l 
� − Cx(l, θ) < s

−Cx(x, θ) + t = 0 	� x > l 
� − Cx(l, θ) > t

M"&D"N

)	 
!
�%�	 $!5���	 
	 ������ 7 � 
!
�%�	 ,��	 ��-	 
� s = t� 	� 7 �


!
�%�	 ,�� ,	���
 
� s = 0 	� t = +∞& .���	 �	
 �	�- 
!
�%�	
 ��-	 	�
,	���
 ��
����	� �	
 ��
 ,��������	�
 �� 
!
�%�	 $!5���	� �	 �	��	� ,	��	�

�4�,,���$	� �	 ,��
 ,�

�5�	 �	 ��	�� �,����� ��	 �	
 ����	
 �	�- 
!
�%�	
&

��� ��
���	�� �� �	�� 	
� ��/���	�	� 
�,���	��&

� ����	� �	 
!
�%�	 ,	��	� �4�,,��-��	� �� ������ �� �����/	 	
+

,��� D(x) ,�� �	 ������ �	 ,������ ������	 ,�� ����	��- M6/&"&LN& '

,	�� ���� �	 �9�	 ��
����� ��
 M6/&"&DN �Y �	 
!
�%�	 �,,��-��	 �	��	 ���


�	 �����/	 ���/��� ,�� �	 ������ 	 	
����	�&

������ "&L U �����
�� �
���
��

��� ��������� ����� � ��� �����

������ "&D U �����
�� �� �����

�
��� ����� � ��� �����

U IL U



���� �� ������ �� ���� ������

������ "&Q U �����
�� � ��
������ ����� � ��� �� !!

)� ������ �	 ,������ P (x) 	 ����	
,�� ,�
 	-���	�	� �� ,��	�	�

�	 �� 6��	& )	 ,��	�	� 	H	���� �	 �	��	+�� ��,	� �	 θ 	� ,�
 ����	�	�

�� ��	�� 6�� �4���

�� x& ��
�� ����	 ����
��� 
�� �� 6/��	 M6/&"&QN� ��

6��	 �	T��� �� ��/����	�� �	 
�5�	��� s ,�� ���� 
� �	
 ��R�
 
�� ,��


���5�	
 ��	 ,����
 Mx < lN 	� ,��	 7 �	���+�� �	 ��-	 t ,�� ���� 
� �	
 ��R�



�� ,��
 ��	��
 ��	 ,����
 Mt > lN&

)	 ��/����	�� ,	�� 
	 ����,	� �4	
������� �� ��R� �4�5���	�	� �	


6��	
 ���
 ��	� �	 
!
�%�	 � �����	 7 �,,��-��	� �� ������ �	 �����/	


�
 ���C��	 �	
 ����
 �!,	
 �	 6��	
& ��,,	��
 ��4�� 	 
4�/�� ,�
 �4�

,��5�%�	 �4���
��	���� �Y �	
 �!,	
 
�� 
	
�
 9��	 ,������	�	� ���
�

��� �	 ��/����	�� ���C� ��� �	
 �!,	
&

+�7�+ 3�� '<�� �)�&���������� �� �%/�'�����

)	 ��/����	�� ��
,�
	 �	 ����
 �����5�	
 �	 ����
�� 7 
����� ; s� p 	� l& ��

�53	���� 	
� �	 �����
	� �	 ��R� 
����� 	
,��� �	 �� ,������� ��� 	
� ��
�����

�� �����/	 ���
� ,�� �	
 ���

��
 	� �� ��R� �	 ��,�������& ���� �	


��	��- ���
 �	 �	
 ����
 �����5�	
� � ���� �	�- ��	��- �������	
 �� ��R�

���	����
 ,�� ��H��	�
 ,����%��	
 θ& )	 ,�	��	�� θ1� 	
� �	� ��	 ;

Cx(l, θ1) + s = 0 M"&DLN

U ID U



���� �� ������ �� ���� ������

#�
 �	 ��
� �	 ��R� �4�5���	�	� ���/��� 	
� �/�� 7 �� 
�5�	��� �4���

��

���� x = l& )	 �	�-�%�	 θ2 > θ1 	
� ��6� ,�� ;

Cx(l, θ2) + p = 0 M"&DDN

(��� �	 ��R� ���/��� 	
� �

	8 ��	�� ,��� ��	 �	
 ���

��
 	-�%�	� �4��+

������� 	 ,	���
&

���� [0, b] �	 
�,,��� �	 �� ��
���5���� f(θ)&  ��
 ��6�

�
 x1(θ, s) 	�

x2(θ, t) ,�� ;

Cx

(
x1(θ, s), θ

)
+ s = 0 M"&DQN

	�

Cx

(
x2(θ, t), θ

)
+ t = 0 M"&D?N

#�����
 M"&DQN ,�� ��,,��� 7 s� ��
 ������
 ;

d2C
(
x1(θ, s), θ

)
dx2

.
dx1

(
x1(θ, s), θ

)
ds

+ 1 = 0 M"&DIN

	� ������
 ��

� M"&D?N ,�� ��,,��� 7 t� ��
 ������
 ;

d2C
(
x1(θ, t), θ

)
dx2

.
dx1

(
x1(θ, t), θ

)
dt

+ 1 = 0 M"&DPN

��� ����	��
� �	 ��R� ����� 	
,��� �	 �� ��,������� 	
� ;

U IQ U



���� �� ������ �� ���� ������

T
(
s, t, l

)
=

∫ θ1

0

[
D
(
x1(θ, s)

)
+ C

(
x1(θ, s), θ

)]
f(θ)dθ M"&DKN

+

∫ θ2

θ1

[
D
(
l
)
+ C

(
l, θ

)]
f(θ)dθ M"&QON

+

∫ b

θ2

[
D
(
x2(θ, t)

)
+ C

(
x2(θ, t), θ

)]
f(θ)dθ M"&Q>N

.	 ��R� 	
,��� 	
� �����
� ���
��	 �	
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Ts = E
[
Ds

(
x1(θ, s)

)
+ Cs

(
x1(θ, s), θ

)
| θ ≤ θ1

]
= 0 M"&Q"N

Tl = E
[
Dl

(
l
)
+ Cl

(
l, θ

)
| θ1 ≤ θ ≤ θ2

]
= 0 M"&QLN

Tt = E
[
Dt

(
x2(θ, t)

)
+ Ct

(
x2(θ, t), θ

)
| θ ≥ θ2

]
= 0 M"&QDN

#��	��,,�
 �	
 �������
 ;

E
[
D′

(
x1(θ, s)

)
.
∂x1

∂s

(
θ, s

)
+ Cx

(
x1(θ, s), θ

)
.
∂x1

∂s

(
θ, s

)
| θ ≤ θ1

]
= 0 &��>>(

E
[
D

′
(l) + Cx(l, θ)| θ1 ≤ θ ≤ θ2

]
= 0 &��>?(

E
[
D′

(
x2(θ, t)

)
.
∂x2

∂t

(
θ, t

)
+ Cx

(
x2(θ, t), θ

)
.
∂x2

∂t

(
θ, t

)
| θ ≥ θ2

]
= 0 &��>:(
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 ;

E
[D′

(x1)− s

Cxx(x1, θ)
| θ ≤ θ1

]
= 0 M"&QPN

E
[
D

′
(l) + Cx(l, θ)| θ1 ≤ θ ≤ θ2

]
= 0 M"&QKN

E
[D′

(x2)− t

Cxx(x2, θ)
| θ ≥ θ2

]
= 0 M"&?ON
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∗
i �	 ,	���
 ��4	��	 ��$%�	

������	�	� 
�� �	 ����$� �	
 ,	���
& #4�,�%
 ML&"N 	� ,��� l = l∗i � �	 �����

�,����� x∗
i ����6	 ;

∂C i(x∗
i , θ)

∂xi
= tz−i (z

∗
i ) ML&LN

= q

� �� lim
zi→0

tz−i
(zi) ≤ q ≤ lim

zi→0
tz+i

(zi) ;

U PP U
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#�
 �	 ��
� �� 6��	 �$��
�� �	
 �������
 �	��	
 ��	 l∗i = x∗
i 	�

−∂C i(l∗i , θ)
∂xi

= q ML&DN

 ���
 ��	 
� �� ������ t(z) 	
� ��H��	���5�	 	 8���� � � ����


lim
zi→0

tz−i
(zi) = lim

zi→0
tz+i

(zi) ML&QN

= tzi(0)

� �� lim
zi→0

tz+i (zi) < q ;

(� 	-�
�	 ����
 � ��	�� z∗i > 0 �	� ��	 tz+i (z
∗
i ) = q& )� 6��	 	
� �	��+

�	�
	 �	 �����
 7 �4�,����� ; l∗i < x∗
i ��	� x

∗
i ��� 
���
����

−∂C i(x∗
i , θ)

∂xi
= tz+i (z

∗
i ) ML&?N

= q

 �
 ��
�����
 
�� ��
���
 ��
 �� ,��,�
���� ��� 
��� 	� ����
���
 ,�� ��

6/��	 L&>&

��	4	2�	� '5�

�	����� �� ��������� 
� �	

0� �� ��������
� � ��������� ��� ��)���
���

�	
���	
� �� �	�� ��������
�� �� ���
���� ����
������ ����� ���1�!

��������� ������ �
� ����������	
 �.��� ��� ������
�� � ���
 �� �

�	�����	
 ��� ����� �

−∂C i(x∗
i , θ)

∂xi

= −∂Cj(x∗
i , θj)

∂xj

∀ i, ∀ j ML&IN

.	��	 ,��,�
���� 	
� �	 /������
���� �� ��
����� �	 �`� M>KI?N �� ��


� ������	 �	 �� ������ �	 ���
�	��& )4�/����� ML&IN ������	 ���	��	�	�

�	 �4�/����� ML&?N&

U PK U
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������ L&> U "��
�� �� #����
�� � ����
� �

$ �� #����
�� � �����#��� ��� ��� �
���
��%


$ t

z+
i

= 0 �
 zi = 0%




$ t
z+i

> 0 �
 zi > 0%


&$ t
z+i

< 0 �
 zi < 0 �&�� |t
z+i

| > |t
z−i

|�

�	 ��
���	�	 ���	��	 �	 �� ,��,�
���� L&> 	
� ��	 �	 ��/����	�� 4�

5	
�� �4	
���	� ��	 �	
 ��R�
 �����- �	 ��,�������� C(x, θ) =
∑

C i(x∗
i , θ)

��	� x =
∑

x∗
i � 	� ��� �	 �����	� l∗& )	
 6��	
 �����
	� 	
���	 �	��

��R� �������	� �	
,	���� 	 �$��
�

�� l∗i 	� x∗
i & ����	���
� ����	 �	 ��R�

����� ��,	� �	
 �!,	
 θ �	
 6��	
� �	 ��/����	�� 	 ,	�� 	 �5�	�� ��4�	

	
������� ,��
 �� ���
 ,����
	& (� ���� ��
� �����	� �4� ��	�� �/��/� l∗

�	 ,	���
 7 �	���	 
�� �	 ����$� 
�� �� 5�
	 �	 �	��	 	
������� 	� ,	�� 
	

����,	�& ' �5��	� 6��	�	� �� ,��,�
���� 
�����	 ;

��	4	2�	� '5"

�� �	���� (x, q)� " ������������ ������ �

��� −∂C(x,θ)
∂x = q

U KO U
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����

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x = l �� lim
z→0

tz−(z) ≤ q ≤ lim
z→0

tz+(z) �� lim
z→0

tz−(z) ≤ −∂C(l, θ)

∂x
≤ lim

z→0
tz+(z)

x > l �� q = tz+(z) �� − ∂C(l, θ)

∂x
≥ tz+(z)

x < l �� q = tz−(z) �� − ∂C(l, θ)

∂x
≤ tz−(z)

)� ������� M�N 	
� �	 ��
���	�	 ���	��	 �	 �� ,��,�
���� L&>& )	 ��+

/����	�� 6-	 � ��	�� �	 ,	���
 ��� �/���
	 �	 ��R� ���/��� �/��/� 	
����

�� ,��- q �� ,	���
& )	
 6��	
 �����	� 	
���	 �	 �	��
 ���

��
 x∗
i �	

�	��	 
���	 ��	 �� 
���	 �	 �	��
 ���

��
 �������	��	
 �5����� 7 � ��	��

�4���

�� �/��/� ��� �/���
	 �	 ���� ��R� ���/��� �/��/� �� ,��- �� ,	���
&

�� �4	
������� 	
� ,������	� ����
 �	
 6��	
 4��	����� � ,��
 � ���
 ��	

�� ������� �/��/�	 	 ,	���
 l∗& ��� �� �������	� �4	
������� 4	
� ,�
 ,��+

����	� �	 
	��� �� �	 ����
�%�	 ��
 �� ,��� M��N ,������& �����
��	�� 
� �	

��/����	�� � 
��
+	
���� �	
 ��R�
 �	 ��,������� 	 6-�� �	 ��5�	 l∗ �	

,	���
 ������	�	� ��
,��5�	
 7 � ��	�� ���, ���5�	� �	 
���	 �	
 ���

��


	� �	
 ,	���
 
	�� ,�
����& )	 ������5�	 ��R� ���/��� �/��/� �	 ��,�������

������ 	 l∗ ���� ,��
 ��	�� ��	 
� 	
������� ����	 ,�� �	 ��/����	��� �	


���

��
 x∗ 
	��� 
�,���	��	
 ��- ,	���
 l∗ ��
 
�� �	 ����$�&

G �4��	�
	� �	 
��	
������� �	
 ��R�
 �	 ��,������� ������ 7 �	 
�+

������ �Y �	
 6��	
 ��,����	� ,��
 ��	 �	 ��� 	
� ������	�	� ,���� ,�� �	

��/����	�� ; x∗ < l∗&

��� ����	��
� �	 ���%�	 ,	��	�� ����	 ��
 ��5	��
 	� �,	�	 M>KI?N�

�	 �	,������	 �	 
������ ���	�����
�	 M�$���	 6��	 �$��
�� 
	
 ���	��
 x∗
i

	� l∗i N 	 
������ �	�����
�	 ; �	 6��	 �	,��
	�����	 M�� ��
�����	 �	 ��

��
�� �	 ����	
 �	
 6��	
N �$��
�� �	
 ,����%��	
 ��� �%	� 7 �4������5�	

x∗ =
∑

x∗
i 	� l

∗
i =

∑
l∗i & �� �	 ��/����	�� 	
���	 ����	��	�	� �	 ��R� �/��/��

�4������5�	 �%	�� 7 �4�,����� 
�����& �� �	 4	
� ,�
 �	 ��
� �4����������

�4�	 ������ �	 ���
�	�� t(z) ���� ,	��	���	 �	 
4	 ��,,���$	�&

U K> U
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#�
 �� 
	���� ��� 
���� ��
 ��
 ����	

	��
 �� ,��/����	 �� ��/�+

���	�� 	� 7 �� ��,������� �	 �� ������ �	 �����/	 
����� ,�� �� ������

�	 ���
�	��&  ��
 �	��
 �����	� ��6�� �	
 ���- �	 ���
�	��
 ,��� �	


�H�	
 	� �	
 �	���	
 	��	
 �	 ,	���
 ���
��	 �4	
������� �	
 ��R�
 �/��/�


4	
� ,�
 ,������	&

��� +�	��������	 ��� ��*�� ��� �� ����������

)	 ��/����	�� ���� �$��
�� �� ����	 �	 �� ������ �	 ���
�	�� t(z) ��
�

��	 �	 �����	 �	 ,	���
 l 7 ��������	 ������	�	� 
�� �	 ����$�& �� �5+

3	���� 	
� �� �����
���� �	
 ��R�
 �����- 	
,���
 �	 �4���

�� �	 ,������



��$�� ��4�� 	 ���C� ,�
 �	
 ��R�
 �	 ��,������� �	
 6��	
 ���
 4	 �

��4�	 	
�������&

(� ,	��� �����
� ,�	��	 	 ��
�������� �	 ���� ��	 �	
 6��	
 7 5�


��R�
 �	 ��,������� 
	��� �H�	�
	
 	��	
 �4���

�� ����
 ��	 �	��	
 �!��

�	
 ��R�
 �	 ��,������� �	
 ,��
 ��	��
 
	��� �	���	�
	
 �4���

��& (�

	-�
�	 ��
� �	 ����/���	 �	 6��	
 7 ��R� ��	��������	 ��� ��	����� 	-��+

�	�	� �� ������� �	 ,	���
 ��4	��	
 ����� ������ �4�������� ������	�	�&

����	��	�	�� 
�,,�
�
� ����	 �`� M>KI?N� ��	 �	
 �!,	
 θ 
�� ��
���5��



�� � ��	�����	 [0, θ̄] 	� ���
 f(θ) �� ������ �	 �	
��� �

����	& )	
 �+

���	
 �	
 �����5�	
 ��� �����	�	� ���� 7 � �!,	 ��� �	 6��	
 	� � 7 �	


	��	 6��	& (� ,	�� ��
� 	-�
�	� ,��
�	��
 6��	
 �	 �9�	 �!,	 θi& #�6�

�


θ1 	� θ2 �	
 ��	��- ��� 
���
��� ;

−∂C(l, θ1)

∂x
= lim

z−→0
tz−(z)

−∂C(l, θ2)

∂x
= lim

z+→0
tz+(z)

 ���
 ��	 
� �� ������ �	 ���
�	�� 	
� ��H��	���5�	 	 z = 0� � ����

θ1 = θ2& ' � ����
 x∗ < l ,��� ���� θ < θ2 	� x∗ > l ,��� ���� ��R� �	

�!,	 θ > θ2& � ���� 	���	 x1(θ, tz−(z1)), x2(θ, tz+(z2)), z1 = x1 − l 	�

z2 = x2 − l �	
 ������
 ��� 
���
��� ;

U K" U
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−∂C(x1(θ, tz−(z1)), θ)

∂x
= tz−(z1) ML&PN

−∂C(x2(θ, tz+(z2)), θ)

∂x
= tz+(z2) ML&KN

)	
 ��R�
 �����- 	
,���
 
4�����	� ;

C(tz+ , tz−, l) =

∫ θ1

0

[D(x1(θ, tz−(z1))) + C(x1(θ, tz−(z1)), θ)]f(θ) dθ ML&>ON

+

∫ θ2

θ1

[D(l) + C(l, θ)]f(θ) dθ ML&>>N

+

∫ θ̄

θ2

[D(x2(θ, tz+(z2))) + C(x2(θ, tz+(z2)), θ)]f(θ) dθ ML&>"N

)	
 �������
 �	 ,�	��	� ����	 �� ,��/����	 �	 �����
���� �	
C(tz+ , tz−, l) ,�� ��,,��� 7 x1, x2 	� l 
4�����	� ;

x∗1 / E(D
′
(x∗1) +

∂C(x∗1, θ)
∂x

| θ ≤ θ1) = E(D
′
(x∗1)− tz−(z

∗
1) θ ≤ θ1) = 0 ������

l∗ / E(D
′
(l∗) +

∂C(l∗, θ)
∂x

| θ1 ≤ θ ≤ θ2) = 0 ������

x∗2 / E(D
′
(x∗2) +

∂C(x∗2, θ)
∂x

| θ ≥ θ2) = E(D
′
(x∗2)− tz+(z

∗
2) θ ≤ θ2) = 0 ������

�� �4��������� 
�� �	 ��R� ����� C(x, θ) ����� ,������	� �	 ��/����	�� ,���+

���� ����
 �����	� �� ��	�� �/��/� �,����� �4���

�� x∗∗ ��� ����6	���� ;

Dx(x
∗∗) + Cx(x

∗∗, θ) = 0 ∀ θ ML&>?N

' ������ ����
 �	 ������ �,�����	 x∗∗(θ) ��� �����
	 �	
 ��R�
 
�+

����- 	
,���
 �	 �� ,�������& (� 
4�/�� �	 �4�,����� �	 ,�	��	� ��/&

)��
��	 �4��������� 	
� ��,������	� �	 
�� �	
 �������
 �	 ,�	��	�

����	 ML&>LN �� ML&>QN ��� ,�����	�& )� ������ �	 �����/	 ���/���D
′
(x)

U KL U
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���� ���	 �� ��/����	�� 	� ���,	���	 �	 θ M
	�� 
� ��/��	� 	 ��+

,	�N� �	 ��/����	�� ,	�� ����
 ��,����	� �� ������ �	 �����/	 ���/���

��	� �� ������ �	 ���
�	�� ��� 	 ��,	� ,�
 � ,��
 �	 θ& �� θ 	
� �	

5�	 	
������� �	
 ��R�
 �����-� ����
 �� ��,������� 
	�� ,������	 ,�� ��,+

,��� 7 �� ������5�	 ������ �	 �����/	& �� �4	
������� 4	
� ,�
 ,������	�

�� ������ �	 ���
�	�� ��,����	�� �� ������ �	 �����/	 	
����	 D(x(θ))

	� �	
 �/	�
 �3�
�	��� �	�� ������� 	 ,	���
 	 
4���	

�� �� ��/����	��&

' ���� ����
 x > l �� x < l 
	�� ��	 �	
 ��R�
 ����� ��� 
��
+	
����
 ��


��	
����
&

������ L&" U ���������� � ��  �!�  ��!���� ��� �� �������� �� ����"���� t(z)

����	�	�� 	 ��
������ �� �+�������� �	 �� ������ �	 ���
�	���

��
 
���	
 	 �	
��	 �	 ��,����	� �� ������ �	 �����/	 ���/��� ,���

���� θ 	
���� 	� �	 ��
 �,,���$	� �	 �4�,����� �	 ,�	��	� ��/� ����	

�	 �4���	���	 
� �4	
������� 	
� ,������	& .	
 ��
�����
 
�� �5�	�
 	 ���+

U KD U



!���������� �������� ������ �����"���

������� 
�� �	 	
������� �	 �� ������ �	 ��R�
 �/��/�
 	� � ,�
 
�� �	


������
 �������	��	
&

G �4���	 �	 �� 6/��	 L&"� ��
 �������
 �� ������� �	 �� 6��	 7 �4��,�
�+

��� �4�	 ��-	� 7 �4��$�/	 �	
 ,	���
 	� 7 �4�
����	� $!5���	& .���	 �	

��/����	�� 	 ���C� ,�
 ��	� �	������	 �	 ��R� �	 ��,������� �	 �� 6��	� ��

,	�� 
��
 	
���	� �� 
��	
���	� �	 ��R� �	 �� ��,������� �	 �� 6��	& ��
��

�� ��,�
	� 
	�� �	 ��
� �	
 ��	��- �4���

�� z̄ �� z ��- ,��- �4���

��

M��-	 �� ,��- �	 ,	���
N �	
,	����	�	� �������	�
 ��- Ĉ
′
(z) 	� Ĉ

′
(z)& .	


��	��- �4���

�� 
�� 
��� ,��
 ��	��
� 
��� ,��
 ���5�	
 ��	 �	 ��	�� �4���
+


�� �,����� �	 �� 6��	 z∗ = 0&

)� ���5���
� �	 �� ��-	 	� �� ,	���
 ,	��	� �4����	� �� �$��	 �� �4	+

����	 �� ,��- �4���

�� ��
 �	 ��
 �4�	 ������
	 ����

��	 �	
 ��R�


�	
 6��	
& ��
�� 
� �	 ��R� �	 ��,������� 	
���� ,�� �	 ��/����	�� 	
� ,��


��	�� ��	 �	 ,��- �,������ �� ������� �	 ,	���
 ���
	 	
� ,��
 ��	��	 ��	

�� ������� 	J���	� �	 ��� 	����	 �	 �$��	 �� ,��- �	 ,	���
& ����	���
�

	 ,����!�� � ���
�	�� �������	 t(z) �	�
 �� 6��	� �	 ��/����	�� �

��	

��	 �	 ,��- �� ,	���
 	 ,	�� ���5	� ��+�	

��
 �	 �	 ���
�	�� ,��
��	 ��

6��	 ���� ���3���
 ����9� 7 �	��	 �� ��/����	�� 
	
 ,	���
 � �����
�
&

�� �������	� 
� �	 ��/����	�� 
��
 	
���	 �	 ��R� �	 ��,������� �	 �� 6��	�

�� 6-	�� � ��	�� �	 ��,������� 
��%�	 ��� ,������	�� �	 $��

	 �	 ,��-

�	
 ,	���
& ���
� /�W�	 7 �� ������ �� ���
�	��� �� 6��	 ,	�� ��	���	 �	

������� ,��
 ��	��	 ��!	�� � ���
�	�� ,�!� �� ��/����	�� 
�� 
	
 ���
+


��
 
�,,���	����	
& #�
 �	 ��
� �	 ��/����	�� ����	 ��	 �	 ,��- �� ,	���



��� ,��
 ��	�� ��	 �	 ���
�	�� ��� �� 	
� �����	� �	 ,�!	� �	
 ,	���
 �� ,��-

t(z) ,���2� ��	 �	 �	
 ��$	�	� 
�� �	 ����$�& ����	�	�� �	 
!
�%�	 $!5���	

,	��	� �	 �����	� �	
 ���

��
 7 � ��	�� ,��
 ,���$	 �� ��	�� �,�����&

����	�	� ���� �� ������ t(z) ,	��	� �	 ��	�- �,,��-��	� �� ������ ��

�����/	 ��4�	 ��-	 �� ,	���
 
	��
 M�� ����5	 C2 �� ��	� �	
 ����5	
 C1

	� C3N&
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���5��	 	 �	�- �!,	
 h 	� b �����
�� �	�-

�	�$���/�	
 ��H��	�	
 ; �	 ,��,����� π M�	
,	����	�	� 1−πN �	 6��	
 �	

�!,	 h M�	
,	����	�	� bN ,�

���� �	 �	�$���/�	 �	 ��R� �	 ��,�������

��	�� M�	
,	����	�	� ���5�	N&

)	 ��/����	�� ��
���5�	 �	 ������� l �	 ,	���
 ��- 6��	
 ,��� ��	

�	��	
+�� ��	����
	� �	
 	H	�
 �/����
 �	 �	�� ,���	

�
 �	 ,��������& )	

��R� �4�5���	�	� �	 �� 6��	 i� i = h, b� 	
� ��� Ci(li)� ��	� li ∈ [0, l[ ����


� ��	�� �������	� �4���

��& )� 6��	 i ���� ��$	�	� � ,	���
 ,���

�$���	 ���� �4���

�� ; li 	
� ��

� �� ������� �	 ,	���
 ��4	��	 ��$%�	&

)� 
�������	 �	 ��R� i 	
� �	 ����

��	 �����	&  �����
� ��
 ��

����
�%�	 
	���� �� ,��
	� �$�,���	 �	 ��/����	�� 4���� ����	 ���������


�� ����	��	 �	
 6��	
 	
� �	 �!,	 h M�	
,	����	�	� bN&

��
 ����	 �%/�	�	����� 	����	�	���	� �� 	
� ���3���
 
�,,�
� ��	

����	
 �	
 6��	
 ���,�	� �	 �9�	 ��	�� �4���

��� 7 
����� li = l 	� ��	

�	 ��	�� ����� � ��R� �4�5���	�	� �/�� 7 8��� ; Ci(l) = 0& #	 ,��
� ��


��T�
 �	
 $!,��$%
	
 ���
��5�	
 
�����	
 ;
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��������!����# ������ �$�������� �� ��""����!������ �������� ���
����

0F4	�8;2� !5�

Ci(li) ≥ 0, Ci(l) = 0, C
′
i(.) < 0, C

′′
i (.) > 0 i = h, b

��� ����	��
� �	
 6��	
 �	 �!,	 h �� ���3���
 � ��R� ���/��� �4�5���	�	�

,��
 ��	�� ��	 �	
 6��	
 �	 �!,	 b&

0F4	�8;2� !5"

2	�� ����	�	
� ��� C ′
h(l) < C ′

b(l) ∀ l ∈ [
0, l

[
�

�	 ��
���	�	 ���	��	 �	
 $!,��$%
	
 D&> 	� D&" 	
� ��	 �	
 6��	
 �	

�!,	 h �� ���3���
 � ��R� ����� �4�5���	�	� ,��
 ��	�� ,��� � ��	��

��� �4���

�� ��	 �	
 6��	
 �	 �!,	 b&

������ D&> U #�$�  ��!���� �� �%�������� �&�� lh > lb

)� 6/��	 D&> ����	 �	
 �	�- ������
 �	 ��R� ���/��� �	 ��,�������&

 ���
 ��	 �	 ��R� ���/��� 	
� �/���� ��
 ���	 ����	 ; �4	
� �	 ��R� �	 ��+

,������� �4�	 ���� 
�,,���	����	 �	 ,������� 	 ������ �	
 ���

��
&

U >O? U



��������!����# ������ �$�������� �� ��""����!������ �������� ���
����

 ��
 ��,,	��
 ��	 �4	
� �4����� ,��
 ��J���	 �	 ��,����	� ��	 �	 ��	��

�4���

�� 	
� ���5�	 M�# �$�,���	 "N& ����	�	� ��� �	 ��R� �	 ��,�������

�4�	 ���� �������	��	 ������� ��	� �	 ��	�� �4���

��&

����	�	�� �� ������� �����	 �	 ,������
 ���
	 ,�� ����	
 �	
 6��	


	
� ;

l = πlh + (1− π)lb.

���	 ,������	 ,��� �� 
������ � �����/	 	����	�	��� �	,��
	�� ,��

�	 ������ D �	 l ����

��	 	� ���	-	 ;

D ≡ D(l), D
′
(.) > 0, D

′′
(.) > 0

.	��	 ������ �	 �����/	 
����� 	
� �	 ����

��	 �����	& )	 ��R�


����� ����� �	 ,������� 
4����� ;

Cs(l, lh, lb) = π Ch(lh) + (1− π)Cb(lb) +D(l) MD&>N

)� �$�����/�	 �	
 ����
��
 	
� ����	 
��� ; #4�5���� �	 ��/����	�� 6-	

�	 ��	�� ����� �	 ,	���
 l ��4�� �����	 ��- 6��	
� 
��$�� ��	 �	
 �������
 lh
	� lb ��� 
�� �	��	
 ��- ��H��	�
 �!,	
 ��,	���� �	 l& ���
� �� ���	���	

�4��������� �,�����	 	��	 �	
 �	�- �!,	
 �	 6��	
 	� �	
 ,��- �,�����-& )	


�������
 li� i = h, b� �����
	� �	 ��R� ,���� �	 �$���	 �!,	 �	 6��	� ����


��	 �	
 ,��- �����
	� �	
 ��R�
 �4�5���	�	� �����-& �6� �	 ��/����	��

	
� ��,�5�	 �	 ,��,�
	� � �	� �	 ������
 ��- ��H��	�
 �!,	
 �	 6��	
&

7�0�� ��2��� �&����' �/�%/% �� &�����

)	 ��/����	�� ���� ���	���	� �	 ��	�� �	 ,	���
 l∗ ��� �����
	 �	 5�	+

9��	 
�����& ����	��	�	�� �	�� ���,�	 �	
 ������
 �	 �	���	 l∗h = l∗h(l)

	� l∗b = l∗b (l)� �	 ,��/����	 
4����� ;

Min
l

Cs(l, l∗h(l), l
∗
b(l)) = πCh(l

∗
h(l)) + (1− π)Cb(l

∗
b (l)) +D(l) MD&"N


&�& l = πl∗h(l) + (1− π)l∗b (l)

U >OI U



��������!����# ������ �$�������� �� ��""����!������ �������� ���
����

)� ������� �	 ,�	��	� ����	 	
� �	��	 ��	 ;

∂Cs(l)

∂l
= 0 ⇔ 0 = π.l∗

′
h (l).C

′
h(l

∗
h) + (1− π).l∗

′
b (l).C

′
b(l

∗
b ) +D

′
(l)

#	 MD&LN ��
 ���
 πl∗
′

h (l) + (1− π)l∗
′

b (l) = 1� �	 ��T� ��	

l∗
′

h (l) =
1−(1−π).l∗

′
b (l)

π
&

��
� ;

D
′
(l∗) = (1− π)l∗

′
b (l)

(
C

′
h(l

∗
h)− C

′
b(l

∗
b (l)

)
− C

′
h(l

∗
h(l)) MD&LN

(� 	
� ����	

�� �	 ��	� ��	 �	 ��
����� �	
�	 ����5�	 �9�	 
� �	 ��+

/����	�� 4	
� ,�
 	 �	
��	 �4�

���	� � �!,	 7 �$���	 6��	� �����	�

���
��4�� 	
� ������� 7 � ,��5�%�	 �4���
��	����& � 	H	�� �	��	 �������

	-�/	 
	��	�	� ��4�� ����

	 ,������	�	� �� 
�������	 �	 ��R� �	 ��,��+

����� �	 �$���	 �!,	� ���
 ,�
 ��	

���	�	� ��4�� 
��$	 ��� 	
� ���& �	

��,������� ��,�����	 �4� �	� ��
����� 	
� ��	 �	 ��	�� �,����� �	 ,	���


����� l∗ ��� ���� 9��	 ������ 7 �4������	 	 
	�� ,�
 ��H��	� �	 �	��� �	 ��


	���� D&D& )	
 ��R�
 �4�/	�	 	� �	
 ��������
 7 �� ��������� �� �!,	 
	���

,��
 	 ���,�	 ,�� �	
 ,��-&

7�0�+ �''������� �&����'� ��� &�����

����	��� �	 ��/����	�� ���� �����	� �	 �� ��T� �	 ��,����� �� �������

������	 �����	 l 	��	 �	
 �	�- �!,	
& )� ��,������� �,�����	 ���� �����
	�

�	
 ��R�
 ,����
 �	 �$���	 �!,	 �	 6��	& ��
�� �	 ��/����	�� ���� ,�	��	 	

��
�������� �	 ,��/����	 �	 �����
���� 
����� ,��� �	 �!,	 i = b, h ;

Min
li

Ci(li) + pi.li MD&DN


&�& l = πlh + (1− π)lb

)	 ��/��/�	 Li 
4����� ;

Li = Ci(li) + pi.li + λ
(
πlh + (1− π)lb − l

)

U >OP U



��������!����# ������ �$�������� �� ��""����!������ �������� ���
����

)� ������� �	 ,�	��	� ����	 �	 �� 6��	 h 	
� ;

∂Lh

∂lh
= C

′
h(lh) + ph + λπ = 0

⇔ λ = −
(
C

′
h(lh) + ph

)
π

MD&QN

)� ������� �	 ,�	��	� ����	 �	 �� 6��	 b 	
� ;

∂Lb

∂lb
= C

′
b(lb) + pb + (1− π)λ = 0

⇔ λ = −
(
C

′
b(lb) + pb

)
(1− π)

MD&?N

#	 MD&QN 	� MD&?N ��
 �5�	�
 ;

C
′
b(lb) =

(1− π)

π

(
C

′
h(lh) + ph

)
− pb MD&IN

��	4	2�	� !5�

-	�� ��� ���� �	

�� ph �� pb �� �	�� �
� ��	���	
 �
����� ��� ������ �	

��

l∗� ��� ����������	
� 	������� l∗h �� l
∗
b �
��� ��� ����� �	
� ��� �	
���	
� ��

���
�� lh(ph, pb, l∗) �� lb(ph, pb, l∗) ��� �����	
� �

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

l∗ = πl∗h + (1− π)l∗b

C
′
b(l

∗
b ) = − (1−π)

π

(
C

′
h(l

∗
h) + ph

)
− pb

7�0�0 
%����������� ��� &��1 = ')�&����� �� &������

���/

 ���
� ,��� �	��	 
��
+
	���� D&L&L� pFB
b 	� pFB

h �	
 ,��- �	
 ,	���
 �	


6��	
 7 �4�,����� �� ,�	��	� ��/ MFB ,��� ������+	��N&

)4�53	���� �� ��/����	�� 	
� �	 �	���	 	 S���	 �� ,�������	 ��/�	�	+

����	 7 � ��R� ������ ,��� �� 
������& ��
�� �� ��
���5���� ���� �	

��
���	�	 �� ��	�� ������ �,����� �	 �4��������� l� �� ���� ����	��
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��������!����# ������ �$�������� �� ��""����!������ �������� ���
����

���	���	� �	
 ,��- ��-��	�
 �	
 ,	���
 ����	� 9��	 �	��
& #�
 � ����	

�4��������� ���,�%�	� �	
 ,��- 	 
�� ,�
 �����
�
 ,��� ��	� �	
 ���+

�����
 ��- 6��	
 ,��
��	 �	 ��/����	�� 	
� ��,�5�	 �4�5
	��	� �	 �!,	 �	

�$���	 6��	 	�� ����
� �	 ��� ,��,�
	� �	
 ������
 �������
 (li, p
FB
i )& )	


,��- �,�����- 
�� �	�- ��� �����
	� 
��,�	�	� �	 ��R� ����� �	 �� ,���+

����	 ��/�	�	����	& ����	��	�	�� �	 ��/����	�� ���� ��
����	 �	 ,��/����	


����� ;

Min
ph,pb

π
(
Ch(l

∗
h) + ph.l

∗
h

)
+ (1− π)

(
Cb(l

∗
b) + pb.l

∗
b

)
MD&PN

��	4	2�	� !5"

 
 �
�	����	
 �	���3��� ��� ���� �� ������� �
� �����	
� �

⎧⎪⎨
⎪⎩

pFB
h = −C ′

h(l
∗
h)/(1− 1/|εh|) (i)

pFB
b = −C ′

b(l
∗
b)/(1− 1/|εb|) (ii)

MD&KN

��� εi ����������� �� � ���
�� l∗i �� ���	�� � pi� i = h, b�

����3� =

)	
 �������
 �� ,�	��	� ����	 �� ,��/����	 MD&PN 
�� ;

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

π
(
C ′

h(l
∗
h) + pFB

h

)
.
∂l∗h
∂ph

+ πl∗h = 0

(1− π)
(
C ′

b(l
∗
b ) + pFB

b

)
.
∂l∗b
∂pb

+ (1− π)l∗b = 0

⇔

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

pFB
h = −C ′

h(l
∗
h)− l∗h

∂l∗h/∂ph

pFB
b = −C ′

b(l
∗
b )− l∗b

∂l∗b/∂pb

� �����,���� �	 �	��	 �	 �����	 �	 �� ,�	��%�	 M�	
,	����	�	� 
	���	N

������� ,�� pFB
h

pFB
h

M�	
,	����	�	� ,�� pFB
b

pFB
b
N� ��
 �5�	�
 �	
 �������


MD&K&�N 	� MD&K&��N& )� ���,�
���� D&" 	
� �������	& �
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��������!����# ������ �$�������� �� ��""����!������ �������� ���
����

)	 ��
����� �	 �� ,��,�
���� D&" 	
� �5�	� 
�
 ����	 �������	 
�� ��

���	�� �	 �4���
������ �	 �� �	���	&  �����
� �	
 ,��- �	��		� �/����



� |εi| 	
� �����	�� 7 � 	� ��
 ����	� 9��	 ��	�,����
 ����	 �	
 
�5�	���

��
 �	
 ��
& ����	���
� �� 	
� ���
��5�	 �	 
�,,�
	� ��	 �4���
������ �	 ��

�	���	 �	 �� 6��	 b 	
� ,��
 ��	��� 	 ���	�� �5
���	� ��	 �	��	 �	 �� 6��	

h& ����	�	� ���� �� �	���	 �	 �� 6��	 b 	 ,	���
 	
� ,��
 
	
�5�	 ��-

��������
 �	 ,��- �	 ,	���
 ��	 �4	
� �� �	���	 �	 �� 6��	 h ,��
��	� ���+

,��� 7 �� 6��	 h� �� 	
� ���
 �$	� ,��� �� 6��	 b �	 ��,����	� ��	 �4��$	�	�

�	
 ,	���
& �6� ����
 ��
 ,	��	� 9��	 	��
�/�
& (�
 
�� ��
���
 ��
 ��

,��,�
���� D&L ��+�,�%
&

��	4	2�	� !5'

 
 ������	
 ���
�	����	
 �	���3��� ��� ���� �� ������� �
� �� �����
���
�

���	
 ��� ��	�� ������	
� ����
��� �

*�$ '� |εh| > 1 �� |εb| > 1� ��� ���� �
� ��� ���� �	
���� ��	�	��� �	
�

�	������� �����!"!���� ��� �	��� ���� ��� �	
���
�� �� ���� �	�� �	��

��� ������ ��������	
�

*��$ '� |εh| < 1 �� |εb| < 1� ��� ���� �
� ��� ���� �	
���� �	
� 
�������

4�
��� ��������� �� ���	�����	
 ��� �����
��	

�� �� �� ��������� �
!

����
����
� �� ���� �� � �����

*���$ '� |εh| < 1 �� |εb| > 1� ��� ����� �� ���� h �	
� �����
��	

��� �	��

���	����� �
��� ��� ��� ����� �� ���� b �	���
� ���� �	�� �	������

����3� ;

�� ,�	��	 	
� ��������	 7 ,����� �� ��
����� �	 �� ,��,�
���� D&" 	� 
��


�4$!,��$%
	 ��	 |εh| < |εb| . �

�9�	 
4�� 4! � ,�
 �	 �������	 �	 ,������,����� �	
 6��	
 �� �	 �$��-

�	 �	

	� �	�� ��������& ��
�� �	
 6��	
 �	 ,	���	
 ���
������
 ������
�� �	


��R�
 �	 ��,������� ��	��
 ����	� 9��	 
�5�	����	
 ,��� �	�� �������� �	

��,�������& #�
 �4����	
 ��
� �	
 ,��- ,	��	� 9��	 ,�
����
 	� �	
 6��	


����	� ��$	�	� �	
 ,	���
 ,��� �$���	 ���� �	 ,������� ���
	 	 ���
�

�	 �	�� �������� �	 ,��������&
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��������!����# ������ �$�������� �� ��""����!������ �������� ���
����

����	��� ��
 
���	
 	 �	
��	 �	 ���,��	� �	
 ,��- 	� �	
 �������


	��	 �	
 �	�- �!,	
 7 �4�,����� �	 ,�	��	� ��/& #�
 �	 ��� 
���� ��


��
�����
 ��	 �4���
������ 	
� �����	��	 7 �4���� �� �	 ��� ����	
,�� �� ��


�Y �4�������� �	 ��,������� 	
� 
�5�	����	 ,�� �	 ��/����	��& .	��	 ���!
	

,	�� 9��	 �����	�	� ���	��,,�	 ��
 �	
 �	�- ����	
 ��
 �	 �� ,��,�
����

D&L&

��	4	2�	� !5!

'���	�	
� ��� ����������� �� � ���
�� ��� �
�������� " 1 �
 ����� ��	���

�� �	
�����	
� ��� ������� δ �� γ ���� ��� δ = 1
4
. |εb|−|εh|(

1−|εb|+|εh|
2

) �� γ = 1
2
. |εb|−|εh|
|εb|+|εh| �

�� ��
� �� �	
���� �� ������� �
�
{(

pFB
h , l∗h

)
,
(
pFB
b , l∗b

)}
������� �


��� ��	�� �� ����
�� �

*�$ '� π < 0.5− δ� �	�� l∗b < l∗h �� p
FB
b > pFB

h �

*��$ '� 0.5− δ ≤ π ≤ 0.5 + γ� �	�� (l∗b − l∗h) ��� �
�������
� �� p
FB
b > pFB

h �

*���$ '� 0.5 + γ ≤ π � �	�� (l∗b − l∗h) ��� �
�������
� �� p
FB
b < pFB

h �

�	�� �� 4���3� 
� �� 4�	4	2�	� !5!+ @3	� ����<� �D5�

)� ,��,�
���� D&D 
����/	 �4��,�����	 �	 �� ���,�
���� �	 �� ,�,�+

�����& � 	H	�� 
� �	
 6��	
 7 ���5�	 ��R� 
�� �

	8 ��5�	�
	
� 	��	
 �5+

��		� �	
 ,��,�����
 �������	��	
 	 ,	���
 �����	��	
 7 �	�� ���������

�����	 (1− π).lb& ���
 �� �	��	� ,��
 ��R�	�- ,��� 	��	
 �	 ��,����	� M��,,	+

��
 ��	 ��
 �5�	�
 �	 ��
����� ��	� −C ′
b(lb) > −C ′

h(lh)N& )	 ��/����	��

,	�� 6-	� � ,��- �	
 ,	���
 ,��
 ��	�� ,��� 	��	
 �6 �	 ��,���	� �4	
	�5�	

�� 
��,��
� �4�Y �4	-,������� �	 pb > ph �� ,��� M�N&

�� �������	� 
� π 	
� ��	��� �� ���� �	�	�� ,��
 ��R�	�- �	 ,����	� M,��

��,,��� ��- ��
 M�N ,��� �	
 6��	
 �!�� �	
 ��R�
 ��	��
� �4�Y ph > pb& .	��

,	�� ������	 7 � ��	�� �����	�� �	 ,	���
 ,��� �$���	 �	
 6��	
� ���


�� +�������� ��� �������
�
�� � �� ����� � �� 1	�� ��� ����� � ����
��) ���� #��� 
	�
��� �
 �� �	
� � ��	�
� �������� � 10%) ���	� �� ����� � �� 1	�� �� ��	�
� ��
��� �
�/�� ����������� %���� ��
��� 	�W �� ����
 ����������
�� � �� �����
�� � �������
�� �
�� 1	�� ��
 ��� ����� � 10%� '� ����� ��	 ������ �� �� �������
�� �#
��� ���� ��E�����
�� 0�	 �� � ����	� ����� ������� (C ′(x) < 0)) ���	� �� ����� � ��	�
� �� ��
���	� ���
� �� �/�� �	���	�
�� ��� �����������
�� � �	
�� <
��
) 
� ��� 	�
�������� � �������	
��� �������
�
�� ��� 
�0�	
��	 � ����
���

U >>" U
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����

�	 4	
� ,�
 
!
��������	& � 	H	�� ��
 �	����
 ��
� �	
 6��	
 7 ��R� ��	��

,���%�	� ,�!	� � ,��- ��	�� ,��� �5�	�� �	
 ,	���
 ,���2� ��	 �	 ��,��+

��	� ,��
 ��	 �	
 6��	
 7 ���5�	
 ��R�
& ��
�� lh ,	�� 9��	 
��� 
�,���	�� ��

�����	�� 7 lb& (� 
4�/�� �� ,��� M���N&

�6� ��
 �	 ��
 ��	��������	 M��N� lh − lb 	
� ����	����	� ���
 �� ,�+

,������ 	
� 
�J
���	� ���	�
�6�	 ,��� �5�	�� �	 ��
����� pb > ph&

����	�	�� �	
 �,���� 	 
�� ,��
 �	
 ������5�	
 
!
��������	
 ����

�	
 ���������
 
�� �	
 �!,	
 �	 ��R� �	��		� ��,������	
&

 � 0	����������	 �� ���������	� �� ���#

.�
�����
 ����	�� �	 ��
 �	 �4���
��	����& )	 ��/����	�� 	 ,	��

,��
 6-	� �	
 ,��- �/��- ��- ,�����	�
 ,���	 ��4� �!,	 �	 6��	
� 7 
�����

b� ���� �	����	
 ��������
 7 �	��� 	� 7 ���	� ��4�� 	
� � �!,	 h&

7�7�� &����� �� ������ ���/

)4�������� 7 �	��� ,	�� 9��	 �	��	 	 �$��
�

�� �	 ��H��	������

�������	 �	
 ,��-& ����	��	�	�� �	 ��/����	�� ���� ,�	��	 	 ���,�	 �	


�	�- �������	
 �4�������� �

����	
 7 �$���	 �!,	 �	 6��	&  �����
�

����	 	-,����� ��
 �� 
	���� D&"� �	
 �%/�	
 ��/�	�	����	
 
�� ��R�	�
	


,��� �	
 6��	
 	� �� 4	
� ,�
 ��$��	� �4�����	 ��	���	
 �������	
 �	 ,��+

����,����& �� 	��	
 ����	� �	 �$��-� �	
 6��	
 �����	���	� ���3���
 �	 	 ,�


,������,	� 7 ���	 ����	 
������	& )� ������ �53	���� 	
� �� �9�	 ��	 ��


�� 
	���� ,�����	�	 ; �	 ��/����	�� �	�� �5��/	� �	
 6��	
 7 ��	����
	� ��

,�������� ��	 7 �	��
 ��������
� ��- ,��- ��� �����
	� �	 ��R� 
����� �����

�	 ��,�������&

#4�,�%
 �	 ���
�	�	�� �	 ,��/����	 �� ��/����	�� 
4���	 ����	


��� ;
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��������!����# ������ �$�������� �� ��""����!������ �������� ���
����

Min
ph,pb

π (Ch(l
∗
h) + ph.l

∗
h) + (1− π) (Cb(l

∗
b) + pb.l

∗
b) MD&>ON


&�& (Ch(l
∗
h) + ph.l

∗
h)− (Ch(l

∗
b ) + pb.l

∗
b ) ≤ 0 MD&>>N

(Cb(l
∗
b ) + pb.l

∗
b) − (Cb(l

∗
h) + ph.l

∗
h) ≤ 0 MD&>"N

)	
 �������	
 MD&>>N 	� MD&>"N ,�����	� ��	 �	
 ,��- ����	� 9��	 ������


�	 ��T� 7 �	 ��4����	 6��	 �4� �!,	 ��� 4��� ����9� �	 �$��
�� �	

������ ��� � ��� ��T� ,��� �4����	 �!,	&

 ���
 λ1 	� λ2 �	
 �����,�����	��
 �	 ��/��/�	 �

����
 7 MD&>>N 	�

MD&>"N& ����
 ��
 ����	� 9��	 ��
�����
&

(�2 �5 ��2 
��< �	�������2 2	�� 2������2 ? �,	4�9�95

��
� ��
 �	��
 ����� 
��������	� ;

Ch (lh) + ph.lh − Ch (lb)− pb.lb = 0

Cb (lb) + pb.lb − Cb (lh)− ph.lh = 0

� �	
 
������ ��
 �5�	�
 ;

Ch (lb)− Cb (lb) = Ch (lh)− Cb (lh) ,

��	� lh �= lb� � �	�� 4	
� ,�
 ,�

�5�	 7 ���
	 �	 �4$!,��$%
	 "& ����	�	��

�	
 �	�- �������	
 	 ,	��	� ,�
 9��	 
��������	� 
�����	
 7 �4�,�����

	� �	 ��
 λ1 > 0 	� λ2 > 0 ���� 9��	 ��
 �	 �2��&

(�2 "& ������ 
�2 �	�������2 �,�2� 2������5

.	 ��
 
�/�6	���� ��	 ����	
 �	
 6��	
 4�� 3����
 ,�
 ����9� 7 �	���

�� 
�3	� �	 �	�� �!,	& ����	 �4	��	
 	 ����$	�� 	� �4�,����� �� ,�	��	�

��/ 
4�,,����	&  ��
 ���
 �� ��+�	

��
 ��	 �	 4	
� ,�
 ,�

�5�	 ��
 �	

��
 �	 �4���
��	����& )	 ��
 �Y λ1 = λ2 = 0 ���� 9��	 ������&

�� +
 ��� �����
��� ���
��� ������) ������ ��� 1	��� ���
�
	�
��� ��� ����	��� ��� ��
��
���	��

U >>D U



��������!����# ������ �$�������� �� ��""����!������ �������� ���
����

(�2 '& ���+ �� 2����9��� ���+ �	������� �2� 2������5

����	 ��	 �� 6��	 b 	
� �	 �!,	 ��� � � �	���� ����9� 7 �	���� ��

�������	 �4�������� 
�����	 	
� MD&>"N& �� �� �������	 MD&>>N 	 ���� ,��


9��	 ��
�����	 ��
 �	 ,��/����	& ���	 
	�� ���3���
 
���
����	 7 �4�,�����

M�	 
	��� ��/N&

��� ��
���	�� ��
 �	��
 ������	� ;

Min
ph,pb

π
(
Ch(l

∗
h) + ph.l

∗
h

)
+ (1− π)

(
Cb(l

∗
b) + pb.l

∗
b

)

&�&

(
Cb(l

∗
b ) + pb.l

∗
b

)
−

(
Cb(l

∗
h) + ph.l

∗
h

)
= 0

MD&>LN

� �	�,��T�� �� �������	 ��
 �� ������ �53	���� 	� 	 ������� ,��

��,,��� 7 ph� �� ������� �	 ,�	��	� ����	 ,��� �� 6��	 �	 �!,	 h ��	 ;

ph = −π C ′
h(l

∗
h)− (1− π) C ′

b(l
∗
h)− l∗h/

∂l∗h
∂ph

⇔ ph =
−C ′

h(l
∗
h)

1− 1/ |εh| + a, MD&>DN

��	� a =
(1−π).

(
C′

h(l
∗
h)−C′

b(l
∗
h)

)
1−1/|εh| > 0&

����	��� 	 �
���� ph.lh ��
 �� �������	 �� ,��/����	 MD&>LN� 	

�	�,��T�� ��
 �� ������ �53	���� 	� 	 �� ������� ,�� ��,,��� 7 pb ��


����
 ;

pb =
−C ′

b(l
∗
b )

1− 1/ |εb| MD&>QN

��	4	2�	� !5.

'���	�	
� ��� �� ��������� �	

0� � ��������� �� �	�� �� ���� h �� ��

���� b� ��� ����� 
���� �� ����� �� �	

0��� �� ���� ���
� ���� �	

���

��	������ �� ���	
� �
� ��� ��� ����� 	)�� ���� �	
����� ��� ��� ����

�
������ �� ������ ��)���
����� (l∗i , pi); i = h, b� ��� 
����� �� ������ l∗i ��

��� ���� �
������ ��	���� pi �	
� �������
�� �� *5�6$� *5�7$� *5�,5$ �� *5�,6$�

8�� �	
� ���� ��� �
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����

*�$ ��� ����� �� ���� h ������
� l∗h �� �13��
� �� �	���� �������
� �


������ � ���� ph�

*��$ ��� ����� �� ���� b ������
� l∗b �� �13��
� �� �	���� �������
� �


������ � ���� pb�

*���$ ����������� �������� ��� ��� ��� ph > pFB
h �� pb = pFB

b �

����3� =

���� ��� ��	 � �	
 �53	����
 ,����
 MD&D+D&QN �	
 6��	
� � �4�53	����


����� �� �$�/� MD&L+D&LN� �	
 �������
 �	 
	��� ��/ 
�� �	��	
 �5�	�	


��
 �	 ��
 �� ,�	��	� ��/ l∗i = l∗i (l), i = h, b& � ���,���� �	
 ,��- �5�	�


��
 �� ,��,�
���� D&" ��	� MD&>DN 	� MD&>QN� ��
 ���
 �	 ,��� M���N& �6�

�	
 ������
 �� ��� ��
�����
 �	 ��T� ��4���� �!,	 4��� ����9� 7 �	���&

��
�� �$���	 �!,	 �$��
�� �	 ������ ��� ��� � ��� �	
��� M,���
 M�N 	� M��NN&�

����	� ��� �	
 ,��- ,	��	� 9��	 �/����
 
� �	
 ���
������
 �	 �� �	���	


�� �����	��	
 7 �4����&  �����
� �� ,��� M���N �	 �� ,��,�
���� D&Q� ��

	
� ,�

�5�	 ��	 �	
 �	�- 6��	
 ,�!	� � ,��- ,�
���� ,��� �$���	 ���� �	

,�������� ����
 ��	 ��
 �	 ����	 �4��������� ���,�%�	 
	�� �	 E 5� F �!,	

� ��� ��
 �	��	 
������� ,��
��	 �� 6��	 �	 �!,	 h 	
� 
�5�	����	& ��
��

�	 ��	� a� 
�����	�	� ,�
����� ,	�� ������	 7 � ,��- ,�
���� ph �9�	 
� pFB
h

	
� �/���� ��
 �	 ��
 �Y |εh| < 1&

.���	 ��
 � ���%�	 ���

���	 �	 �4���
��	����� �	 �	�	 	
� ���	

�� E 5�E �!,	 �	 ��T� 7 ����	� �� ����$	& ����	���
� �	��	 �	�	 4	
� ,�


	-,�����	�	� ��,����	 ,�� �	 ,��- ������	 �	
 ,	���
 ,�!�
 ,�� �	
 6��	


�	 �!,	 b& � ����� 	��	 	
� 
�,,����	 ,�� �	 �!,	 �	 ��R� ��	�� 	� 	��	 ��



� ,��- ������	 ����	 � ����� ��4�� ���� ,�!	� 	 ,��
 �� ,��- �	 ,�	+

��	� ��/& � �	� ��
����� 	
� �5�	� ,���	 ��	 �� 4! � ,�
 �	 �������	

�	 ,������,���� 7 ��
����	� ��
 ���	 ���	-�	� ����	 	-,����� ,��
 $���

M
	���� D&"N&  �����
� �	
 ,����,��	
 ���������
����	
 �4� ������5�	 
�+

,����	��� ��	� �	 �	�	 �/����	 ,��� �	
 6��	
 �� E ������
 F �!,	� 
��

���3���
 �����	
 ; �	
 �������
 	 
�� ,�
 
�J
��	
 ,��� 
�,��	� �	
 �!,	
&

)� ��H��	������ �	
 ,��- 	
� �/��	�	� ��	

���	 	� �	 �	�	 �	����� 9��	

�������	 �� E 5� F �!,	 �	 ��T� 7 ����	� �� ����$	& (��� ����	
 �	
 ��
���
��



�� ��,����	
 ,�� �	
 ,��- 	� �	
 �������
 
�� �	��	
 ��� �����
	� �	 ��R�


����� �	 �� ,�������&
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 �% &�	������	

#�
 �	 �$�,���	� ��
 ���
 ������ �	 �� ��/������ �	
 ���

��
 �	 ,��+

����� 	 ,��
	�	 �4���
��	����& .	 ,��5�%�	 ����
��	 ,������	�	�� ����	

��
 �4���
 �� ��
 �	 �$�,���	 >� � 	-	�,�	 �4�
!�����	 �4���������

	��	 �� 6��	 	� �	 ��/����	�� ; 
	��	 �� 6��	 ���C� 
� ,��,�	 ��R� �	

��,�������& )	 ��/����	�� 4	
� ,�
 	 �	
��	 �	 ��
��/�	� �	
 6��	
 
	+

�� �	�� ��R� �	 ��,������� �9�	 
4�� 	
� 
�,,�
� ��	 �	���+�� ���C� ���


�	
 ��R�
 �	 ��,������� ,�

�5�	
 �� 
	��	��& ����	�	� ���� �	 ��/����	��


��� E �	 ��� 
	 ���� F� �4	
�+7+���	 ��4�� ���C� ���
 �	
 �!,	
 �	 6��	
 ��


	��	��& ���
� �� 	 
��� ,�
 E ��� ���� ���� F� �4	
� 7 ���	 ��4�� 	
� ���,�5�	

E �4�����	�	� F �	
 6��	
 
	�� �	�� ��R�&

 ��
 ���
 ��
����� � 
	��	�� �4�������� ���,�
� �	 �	�- �!,	
 �	

6��	
 ; �	
 6��	
 �	 �!,	 h 7 ��R� �	 ��,������� ��	��� �	
 ����	
 
�� �	

�!,	 b ��� �	�� ��R� �	 ��,������� 	
� ���5�	& ���
 �	
 �������
� �� 6��	

�	 �!,	 b � �	���� ����9� 7 
	 ����	 ,�

	� ,��� �	 6��	 �	 �!,	 h ,���

�����
	� �	 ��R� �	 ��������� �

���� 7 �� ��/�	�	�����&  ��
 �����
�


�	
 �����
 �	 �� �$����	 �	
 ��������
 �6 �	 ��
�����	 � �����
�	 �	

��/������ �	
 ���

��
 ��	� �	��	� �	
 �!,	
 �	 6��	
 ,������	� 9��	 ������
&

 ���
 ��	 �	 ��/����	�� 4�

��	 ,�
 �	 ,��6�
 ������
 ��- 6��	


,��� /������ �	�� ,������,���� 7 �� ��/������� ��� �	�� 	
� �������	 ��

,����,	 ,����	��+,�!	�� ��	 ��
 �	�	�
& � 	H	�� �� ��/�	�	����� �	 ��

,������� ��/�	�	�� 
!
��������	�	� �	 ��R� �	 �� 6��	&  ��
 
�,,�
�
�

����
� ��	 �	 ��/����	�� ,	�� �
	� �	 
� �������� ,��� �5��/	� �	
 6��	
 7

,������,	� 7 �4	H��� �	 ��,�������&

� ,��
	�	 �4���
��	����� �	
 6��	
 7 ��R� ��	�� ,��	� �	
 ,	���
 7

� ,��- ,��
 ��	�� ��	 �	��� �� .��� �	�� & )	
 6��	
 7 ��R� ���5�	 ,��	� �	
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�%�	 ���,	� 	 �,,������� �	 �� ,�������	 	����	�	���	�

�$���	 6��	 �����	�� �	 �	�$���/�	 ,��,�	 	� �$��
�� �	 ��	�� �4���

��

��� �����
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�
 7 �� ��,������� 	� �/���
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6��	 	 ������
�� �� ������ �	 ,�������� 7 8���&  ��
 ���
 n 6��	


�	 ��R�
 �	 ��,������� ��H��	�
� �� ��,������� �	 �� 6��	 i � � ��R� ���

Ci(xi) ��� �	,��
	�	 �	 ��R� �	 ��,������� �4� ��	�� ��-���� x̄i M�5�	�


�
 ��/�	�	�����N 7 � ��	�� �4���

�� ,��
 ���5�	 xi ∈ [0, x̄i]& .	 ��R�

����6	 �	
 ,��,�����
 
�����	
 ; Ci(xi) > 0� −Cxi
> 0� 	� Cxixi

> 0 ,��� ����

xi < x̄i 	� Ci(xi) = 0 ,��� ���� xi ≥ x̄i& � ����	� �	 ��/����	�� �5
	��	 �	

��	�� �4���

�� �	
 6��	
 ��
 �� 
	���� Q&L� ���
 	 �4�5
	��	 ,�
 ��


�� A������ &���>) ���� � ��� � ���� .) ���::(
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!
�%�	 ��-�	 ��� 
	

���%�	 ,��
 	J���	 ,��� ��/��	� �� ,������� ��	 �� ��-	 �� �	
 ,	���
 ���,��



�,����	� M��5	��
 	� �,	�	� >KI?N&

 ��
 
�,,�
�
 	���	 ��	 �	
 ���

��
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	� �	
 ��R�
 ���/���- �	 ����	
 �	
 6��	
& ���� ����
��	� ���	 ,��,�
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�,,�
�
 ��	 �	 ��/����	�� �$	��$	 7 ���	���	 �	 ������� �	 ,������� ��+

���	 x& #	 ,��
� 
�,,�
�
 ��	 �	 ��/����	�� ��
���5�	 �4	H��� �	 ��,�������

	��	 �	�- 6��	
 �	 �	��	 ��T� ��4�	 6��	 ��� � ��R� ���/��� �	 ��+

,������� ,��
 ��	�� ��	 �4����	& .	��	 
������� 4	
� ,�
 	J���	 ��� �	 ��R�

�/��/� �	 ��,������� ,	�� 9��	 ������ ������/	 
�
 ������	 �� ������� �	

��,������� �����	& � ����� �	 ��R� ,	�� 9��	 ������ ����	�	� 	 �������

�4�	 ���� �� ������� ��,�����	 ,�� �� 6��	 ��� � � ��R� �	 ��,�������

��	�� ���� 	 ��/�	��� �4�	 ���� �� ������� ��,�����	 ,�� �� 6��	 ���

� �	 ��R� �	 ��,������� 5�
& ��
�� 	 ��	��� �	 ���
�	�	� ,��� ����	


�	
 6��	
� �	��	 ����� ,	�� 9��	 ��,���	 ����� �	 ���
 ��	 ��	

���	 3�
��4

7 �4�/���
���� �	
 ��R� ���/���- �	 ��,������� �	
 �	�- 6��	
� � ����
 � ;

C i
xi
(xi) = Cj

xj
(xj) ∀ i, j MQ&>N

#	 �	 ����� ��
 ,����
 �	,��
	�	� ����	
 �	
 6��	
 �� 
	��	�� ,������

,�� �	 6��	 �	,��
	�����	  	� ��
�����
� �	
 i 	 ����	 �� 	 	-,�
��

�� %� 	������� � ��� �����	� 0�	��������� ��� �� ����
�	� �
�� �� �	��� �� � ����	����
�� ���� /�	� 	����� ��	 ����
���
�� ���� ���	���� ��	

���#�	����� &D��
�) �9:�Q M���0 �� B�����) �9*�(� 5���	 � ����� ���	����) �� ���� ���-
����	 ��� ��� 0����
��� � ��E�� �� 1	��� Ci(xi) ���� 
��	����� ��
� ��
 ���� 
��	
�����
�����	 ���� 0����
�� 	��	�������
#� �
���
	� C(x) ����������� '� 0�
���� ���	� �� ����	�

� 1	��� #�	� ��
�1�
) �� �
n∑

i=1

Ci(xi) ≈ nC(x)) ���		��	 ��� ����
���� ����� �� ���� /�	�
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�� �� ,������ ,������	 � �����/	 	����	�	��� �	,��+


	�� ,�� �	 ������ ������

��	 	� ���	-	 �	
 ���

��
&

D = D(x), Dx > 0, Dxx > 0

	
� �	 ����

��	 �����	&

)� ������ �53	���� �� ��/����	�� 	
� �	 ������ �	 ��R� 
����� �	 ��+

,�������� ���	 Cs� ��6�	 ����	 �� 
���	 �	
 ��R�
 �	 ��,������� ,����


�	
 6��	
 	� �� �����/	 �/��/�& ���	 
4����� �	 �� ��T� 
�����	 ;

Cs(x) = C(x) +D(x) MQ&"N

)� ���	-��� �	 Cs(x) 	
� �	 ��
���	�	 �	 �� ���	-��� �	 C(x) 	� �	

D(x)� �4�Y �4	-�
�	�	 �4� ��	�� �4���

�� ��� �����
	 �	 ��R� 
�����& .	

��	�� ����6	 ;

x∗ = ��/�� Cs (x) ⇔ −Cx(x) = Dx(x) MQ&LN

)4������� MQ&LN ����	 ��	 �	 ��/����	�� �$��
�� �	 ��	�� �	 ��,�������

��� �/���
	 �	 5��6�	 ���/��� �	 ��,������� 
����� 	� �	 �����/	 ���/���


�����&

��,,�
�
 ��4���� �4��	
��

	�	�� �� 6��	 �	,��
	�����	 ��
,�
	 �4�	

�	�$���/�	 ���	���	��	 �	,��
	��	 ,�� �	 ��R� ����� �	 ��,�������−C0(x)�

��	� C0
x(x) 
� ��R� ���/��� �	 ��,�������

�& )4���,��� �4�	 �	�$���/�	

,��,�	� �	,��
	��	 ,�� �	 ��R� ����� −C1(x) 	� �	 ��R� ���/��� C1
x(x)� ,	�+

�	� 7 �� 6��	 �	 ������	 
� ��R� ���/��� �	 C0(x) 7 C1(x) ,��� � ��	��

�4���

�� ��� x ��	� ;

����
����
�� �� −C0

x(x) �
 �� 	�
����� �� ��	�� � ����1�� �� �������
� ��	�
���� � ������-
�
��
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−C1
x(x) < −C0

x(x) ,��� ���� x < x̄0

� ����	� �4���,��� �	 �� �	�$���/�	 ,��,�	 	���C	 � ��R� 6-	 F > 0

M�	 ��R� �4�
�������� ,�� 	-	�,�	N&  ��
 ��
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 ��� 7 �4���,��� �	 ��

�	�$���/�	& .	��	 ��	
��� 	
� ������	 ��
 �	 ����	 �4� ���%�	 �4������5�	

,����	�& )4�������� �� �$�/	�	� �	�$���/���	 	
� ������
�	 ,�� �	 /��

�������	� ���� �� ,��- 	� �� �����	 �4���

�� ����
���
 ,�� �	 ,�

�/	

�	 �� �	�$���/�	 ���	���	��	 7 �� �	�$���/�	 ,��,�	& ���� � ,��- �	

����$� �4���

�� q ��� ,	�� 9��	 � ,��- �	 ,	���
 �� �	 ��-	� �4��������

	-,����	 	 �	 ��� ���	�	 �	 5��6�	 	� �	 ��,������� 
4����� ;

B = −

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
∫ x̄0

x0(q)

C0
x(x) dx +

∫ x0(q)

x1(q)

q dx

︸ ︷︷ ︸
���� ����� �&�� ���*� !

−
∫ x̄1

x1(q)

C1
x(x) dx︸ ︷︷ ︸

���� ����� �&�� ���*� �

− F

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
MQ&DN

��
�� �� 6��	 4� ����9� 7 ��	
��� ,��� ���,�	� �� ���	��	 �	�$���/�	

��	 
� B > 0&

� �5
	�	 �	 ��/�	�	����� �	
 ��������
 ,������	
� �� 	
� ���
��5�	

�4�J��	� ��	 �	
 6��	
 	 �$	��$	� ,�
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��	 �	 �$�/	�	� ��/�	�	 �	�� ,�����������&  ��
 ���
 ������ ,��
�	��


�
����	�
 �����
�
 ,��� ��/��	� �� ,�������� �����	� �	
 �
����	�


��������	
&  ��
 
���
 	 ,��������	� ��	 ���
��	 �4��������� 	
� ,��+

����	� �	
 
!
�%�	
 �	 ��-	 M�� �	 
�5�	���N 	� �	 ,	���
 
�� �������	�
�

�� ���
 7 ����� �	��	 ,��� �� 
�5�	���& #�
 �� 
	���� 
�����	� ��
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����
 �� ��,����� �	 �� ��-	 	� �� ,	���
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���/���	&
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���	�� �� ��/������ ,�� ��-	 �� ,��

,	���
 �5����� �� �9�	 ��	�� �	 ��,������� ��� ����	
,�� 7 �4�,�����


�����&

>�0�� �%/�'����� �� '� &�''����� &�� ��� ��1�

)� ��/������ �	 �� ,������� ,�� �	 ��-	 M����	 ,�� �	
 ,	���
N �

�4�����/	 �4����	� 7 �� ��,������� �� �����	 ��R� M�$�,���	 >N& ��� �� 6/&

MQ&>N� �� ����5	 C0
x �	,��
	�	 �	 ��R� ���/��� �	 �� 6��	 ���
��4	��	 ���+

��
	 �	 �	�$���/�	 ���	���	��	& ��
 ����	 ��/������ �	
 ���

��
 �	

,�������� �� 	
� ���
 ��R�	�- ,��� �� 6��	 �	 	 ��	 ��,	
	� M7 �� ���/	N

,��� ��,����	�& ����	�	� ��� �� 6��	 �$��
�� �	 ��	�� �4���

�� x̄0&

)	 ��/����	�� ���C� ,������	�	� �	 ��R� �	 ��,������� �	 �� 6��	 
��

�� 5�
	 �	 �� �	�$���/�	 ���	���	��	& ��
�� 	 �,,������� �	 
� ,�������	

�	 ��/������ �	 ,�������� �	���+�� ���	 �	 ��-	 t0 �6 �4��,���	�	�

�	 ��	�� �4���

�� �,����� x∗
0& #�
 �� 
���	� ��
 ��	��
 x

∗
0(t0) ; �	 �+

�	�� �$��
� ,�� �� 6��	 ���
��	 �	 ,��- �	
 ���

��
 	
� t0& .	 ��	�� �/���
	

�	 ��R� ���/��� 
����� C0
x(x) �� �����/	 ���/��� 
����� �	 ��,��������

Dx(x)& .4	
�+7+���	� �	 ��/����	�� �������� ��	 �� 6��	 �	,��
	�����	 ��,��+

��	 �� ������� (x̄0 − x∗
0(t0))&

)4���,��� �	 �� �	�$���/�	 ,��,�	� 7 ������� �	 
����� ��$�/�	� 	
�


����	 ,�� �� 5��

	 �� ��R� ���/��� �	 ��,������� ��� �	��	� C1
x(x)& .	��	

5��

	 
	 ������� ,�� � ��,���	�	� $���8���� �	 �� ����5	 �	�
 �4���/�	�

�	 5��

	 �� ��	�� �	 ��,������� ��-���� 	� �� ��	�� �	 ��,�������
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�����	�	� �,����� ��� �	��		� �	
,	����	�	� x̄1 	� x∗
1(t1)& ���$�� ��	
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����� �	 �� 5��

	 �	


���

��
 ���,	����	� �	 �� ,�������	 �	 ��/������ ��
	 	 ,���	& .	��	

������	 	
� �	 ��
����� ���	�� �	 �4�����
���� �	 �� �	�$���/�	 ,��,�	 	�

����	
,�� 7 �4���	 $��$���	 A& )� 
	���	 ����	
,�� 7 �	 ������	 	

,��- �	 ��,������� ��
����� �	 �� 5��

	 �� ��R� ���/��� �	 ��,������� 	�

���� �� �������	� ��,	� �	 �4�
����	� �	 ��/������ ��
 	 ,���	& ���	 	
�

�	,��
	��	 ,�� �4���	 $��$���	 B ����	 �	 ����	 �� 6/��	 Q&>&

������ Q&> U '��
���
�� ( �)����
�� � �� ���*�����

	
� ������ ����+�� �� ������
�� ��� ��	���� ��� �� ����

����	�	�� 
���	 7 �4���,��� �	 �� �	�$���/�	 ,��,�	� �� 6��	 �����
	

�	 ������	 �����	 �������	�	 7 �4���	 A + B� ����
 ��	 �	 ��R� �	 �4��+

���
���� �	 �� �	�$���/�	 ,��,�	 	
� �/�� 7 F ,�� $!,��$%
	& ��
�� �� 	
�

�����	� ��	 �� 6��	 ���,�	 �� �	�$���/�	 ,��,�	 
� A+ B > F &
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��	� t1 	� ����	
,�� �� ,��- ��� �/���
	 �	 ��R� ���/��� �	 ��,������� 
��

�� 5�
	 �	 �� �	�$���/�	 ,��,�	� ����
 ��	 �	 �����/	 ���/��� �	 ��,����+

��� ��� �	
�	 ��$�/�& ��� ��
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 ���
 ��	 Cl� Cll� Bl� Bll 
�� �	
 ��
���	
 ��� �	
 ������
 C 	� B


�� 
�,,�
�	
 ����������	
 ,�� ��,,��� 7 l& (� 	� 
�,,�
� �/��	�	� ��	 ;

E
[
α(θ)

]
= E

[
β(η)

]
= 0 M�&>N

	� ,��
��	 θ 	� η 
�� �	
 �����5�	
 ���,	����	� ��
���5��	
� ����
 ;

E
[
α(θ).β(η)

]
= 0 M�&"N

 ���
 ��	 �	
 ������
 
���$�
����	
 ;

a(θ) � C(l̂, θ)

b(η) � B(l̂, η)

������
	� �	
 ��H��	�	
 ���	��
 �	 θ 	� η ���
��	 �	
 ����5	
 �	 ��R� 	�

�	 5��6�	 
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Cl(l, θ) �
[
Cl + α(θ)

]
+ Cll.(l − l̂) M�&LN

Bl(l, θ) �
[
Bl + β(η)

]
+ Bll.(l − l̂) M�&DN

� �	�,��T�� l ,�� l̂ ��
 M�&DN� � � ;

E
[
Cl(l̂, θ)

]
� E

(
Cl

)
+ E

(
α(θ)

)
� Cl M�&QN

�� 	 �	�,��T�� l ,�� l̂ ��
 M�&DN� � �����	 �	 ���%�	 ����/�	 ;

E
[
Bl(l̂, θ)

]
� Bl M�&?N

�� 	 ������� M"&L>N 	� M"&L"N ,�� ��,,��� 7 l� ��
 ������
 �	
,	����	+

�	� ;

Cll(l, θ) � Cll M�&IN

Bll(l, θ) � Bll M�&PN

	� �	 �� .�' M"&"DN� ��
 �����
�
 ;

Bl = Cl M�&KN

#4����	 ,���� 
��� σ2 �� ������	 �	 α(θ) ��� �	,��
	�	 ,����
��	� �4	�+

�	�� ����������	 ��!		 �� ��R� ���/���& ���	 
4����� ����	 ;

σ2 ≡ E
[(

Cl(l, θ)− E
[
Cl(l, θ)

])2]
M�&>ON

��	 �4� ���	��,,	 �4�,�%
 M�&>N 	� M�&DN� �	 ��� ��	 ;
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E
[(

Cl(l, θ)−E
[
Cl(l, θ)

])2]
= E

[
α(θ)2

]
+ (Cll)

2.E[(σ2
l )

2]

= E
[
α(θ)2

]
M�&>>N

��
��

E
[(

Cl(l, θ)− E
[
Cl(l, θ)

])2]
� E

[
α(θ)2

]
M�&>"N

���	���	�	� ,��� �	 5��6�	 ���/���� ��
 ������
 �4�,�%
 M�&>N 	�

M�&DN ��	 ;

E
[(

Bl(l, η)− E
[
Bl(l, η)

])2]
� E

[
β(η)2

]
M�&>LN

��	�
 ����	�� M�&DN� � � ;

l =
Cl(l, θ)− Cl − α(θ)

Cll
+ l̂ M�&>DN

� �	�,��T�� l ,�� h(p, θ)� � ������ ��	 ;

h(p, θ) =
Cl(h(p, θ), θ)− Cl − α(θ)

Cll
+ l̂ M�&>QN

�	��	 �/����� ,	�� 9��	 ������	� �4�,�%
 M"&"?N� ����	 
��� ;

h(p, θ) =
p− Cl − α(θ)

Cll
+ l̂ M�&>?N

�4�Y

hp(p, θ) �
1

Cll

M�&>IN
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.���	 hp(p, θ) 	
� ��
���	 ,��� ���� p� ��� 	��	 �4	
� ��

� ,��� p̆ 	�

� � ;

hp(p̆, θ) =
1

Cll
M�&>PN

	�

E
[
hp(p̆, θ)

]
=

1

Cll
M�&>KN

#4�,�%
 �	��	 �/����� 	� �	 M"&"PN� � �����	 ;

p̆ � E
[
h1(p̆, θ)

]
M�&"ON

�	�	�
 7 M�&>?N� ��
 ,����
 �����	 ;

h(p̆, θ) =
p̆− Cl − α(θ)

Cll
+ l̂ M�&">N

	� �4�,�%
 M�&DN� ��
 ���
 ;

l =
Bl(l, η)− Bl − β(η)

Bll
+ l̂ M�&""N

	� 	 �	�,��T�� l ,�� h(p, θ) � ����� ;

h(p, θ) =
Bl(h(p, θ), η)− Bl − β(η)

Bll

+ l̂ M�&"LN

�4�Y

h(p̆, θ) =
Bl(h(p̆, θ), η)− Bl − β(η)

Bll
+ l̂ M�&"DN

#4�,�%
 M�&">N 	� �	 M�&"DN� ��
 ���
 ;
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p̆ = Bl +
Bll

Cll

(
p̆− Cl

)
M�&"QN

�	 ��� ��
 ,	��	� �	 ������	 �4�,�%
 M�&KN� �	 �� ������� Bll < 0 < Cll

	� �	 M�&"QN ��	 ;

p̆ = Bl = Cl M�&"?N

	� �	 M"&"KN� M�&>?N 	� M�&"?N� � �

l̆(θ) ≡ h(p̆, θ) =
p− Cl − α(θ)

Cll
+ l̂

= l̂ − α(θ)

Cll

M�&"IN

����	��� 
�5
�����
 ���	�����	�	� l = l̂ 	� l = l̆(θ) �	 M�&"IN ��


M"&L>N 	� M"&L"N� ��
 ������
 ;

B
(
l̆(θ), η

)
� b(η) +

(
Bl + β(η)

)(
− α(θ)

Cll

)
+

Bll

2

(
− α(θ)

Cll

)2

M�&"PN

C
(
l̆(θ), η

)
� a(θ) +

(
Cl + α(θ)

)(
− α(θ)

Cll

)
+

Cll

2

(
− α(θ)

Cll

)2

M�&"KN

B
(
l̂(η), η

)
� b(η) M�&LON

C
(
l̂(η), η

)
� a(θ) M�&L>N

B
(
l̆(θ), η

)
� b(η) M�&L"N

C
(
l̆(θ), η

)
� a(θ) M�&LLN

�
���	� �
���
 �	
 ���	��
 ��
�����	
 �	 M�&"K 7 �&LLN ��
 M"&LON&

��
�� �4	-,�	

�� �	 �4�����/	 ���,������ �	
 ,��- 
�� �	
 �������
 ,	��

9��	 �����	 ����	 ;
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Δ � σ2Bll

2C2
ll

+
σ2

2Cll

M�&LDN

�Y Cll 	
� �� ,	�	 �	 �� ������ �	 ��R� ���/���� Bll 	
� �� ,	�	 �	

�� ������ �	 5��6�	 ���/��� 	� σ2 	
� �� ������	 �� ��R� ���/���& )	


�/	 �	 Δ 	
� �	��� �	 Cll+Bll 	� Δ� ��,	� ������	�	� �� ����� �	 �4	��	��

��!		 �� ��R� ���/���& �
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� �	�,��T�� �	
 �������
 MD&K&�N 	� MD&K&��N ��
 MD&IN ��
 ������
 ;

C ′
b(l

∗
b )

C ′
h(l

∗
h)

=
(1− π)

π
.
1− |εb|
1− |εh| M:&>N

��	� 1 > |εb| > |εh| ,�� $!,��$%
	� ��
 ���
 0 < 1−|εb|
1−|εh| < 1& .�
�����


�	 
������	 δ ��6� ,�� ;

1− (1/2− δ)

(1/2− δ)
.
1 − |εb|
1− |εh| = 1

⇔ δ =
1

4
.
|εb| − |εh|
1− |εb|+|εh|

2

����	�	�� 
� π ≤ 1/2 − δ� ��
 ���
 C′
b(l

∗
b )

C′
h(l

∗
h)

> 1 	� l∗b < l∗h 	� 
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pFB
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pFB
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=
C ′

b(l
∗
b )

C ′
h(l

∗
h)
.
1− 1/ |εh|
1− 1/ |εb|
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 ;

pFB
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pFB
h

=
(1− π)

π
.
|εb|
|εh|
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1− (1/2 + γ)

(1/2 + γ)
.
|εb|
|εh| = 1

��	� |εb|
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 ���
 pFB

b > pFB
h 
� π < 1/2 + γ 	� pFB

b ≤ pFB
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π ≥ 1/2 + γ& �
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