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������� n ��� �� ���	���	��� C∞ �� (M, g) ���� (N, h) ��	 ��	� 	����	����
�������� ��� ������� / g� 0� ���� ���� �������	���� ��� �����	����� 	��
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� ����	�� �� �� ���23�� / 2���� �� ��	���� �	��� �� ��� �� ���� &#5(
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-��� ����� � � ���3�� ��	���� ��	 ������ �� � ���3��� 7�#�# �� 8�#�# 9

��������	 ���� (Mn, g) �� (N, h) ���� 	
����� ����
�������� �� �����
��� n �� �
��� 
��� �� ����� ��� ������������� �� �� 
�����
���� �� ��
�
C∞ �� (M, g) �
� (N, h) ��� �� ��	
��
��� �������� �
� �
����� � g� ��
���� �����
���� �� � ����� �������� �� ��� ���
���� 
�� ����	�� �
�������

���������� ��������
��� ������� n� ��� �� ��	
��
��� �������� ���� 
�� �
�
�
����� � g�


������	 �� ���� En
g �
 ������������� �� �������� ��������� �� �� 
������

� ����� ��������� �� 
�����
���� ����������
��������� ����� 
����� ��

 ��
���������



�� ��� ����	
��	�� 
������������	����

� ������� �� ���	��� (Mn, g) 
���� ���� ��	�	 
������ ���� ���	���
(Xn+1, g+) ����	
��	��� ���� ������� ����	��� �� ��	
���� 
���� ��	� ���
����	�� �� ������ �� �	���� �� ��	
���� ���� � 
��	���� �� ������ S

n

��	� �� �� ����	��� 
��	���� 
���� ��  ��� ! ��	�	 �� ��  ���� �	�� ��
R

n+1 ��	� �� �� ����	��� �"��� ��	���# �������	� ��� ��	�� 
�	�	���� ���
� ���� 
���� �� � ����
�	� ! �������� � ��� ���� �� $��
�" �������
��� �� ����	��� �� ��	
��� �� (M, g)#

� �� ��� �� ����	
��	� ϕ �� M ��� N � ���� ��� ���� !  ���
��� �� ������	�� ϕ̃� �� ����	
��	� C∞ �� X ��� N ��	 ��	� ����� !
ϕ ��� M �� ��	 ��	� �����	��� �� (X, g+) ��� (N, h)# %�� ��� ��
�	���
&������ '��� (��� �� %����	� �� ����� ���	� ����	� ��� ���)����
����	 �� �� �������� 
� ��� ���� ��
������# * �+��� ���� �� ���	��� ��
������ ��� �� �	���	� ��	��� 	� �,	��� � ����� �����	���	��� ����	�	��
��� �� ������������ ������ �� �� �����	� ���� ��  ���� 
� ��	 � ����� ��
�������	�� �� �� �������	�# ����������� &'(% ������� ��,	��� ��� ���	��
���	 
���� ���� �� ������ �� ����� �����	���	���� ��	 � ����� ��� �� ��

����� 
������ �� g� �� �� ����	��� h �� �� ϕ# � �� ��	��� �� �-�� 	��� ����
��� ����	
��	��� ! �� �	+���
� ���� ���� �� 	���	��� ��
������ �� ���	���
�����	��� ���
 �� ����
� ������ �� ��	��� ! 
��
���� �� ������������
��"�����	��� � ��� �� ϕ̃ .
� ��	 �� ��� �� ���� ��	���� ϕ̃ ��� ! �������
��� �� ���	��� ����
����/� ��	� �� �� 
������� �� ϕ̃ ���
 ���,����	����#
0�� �� 
�� ������� 	� " � ���)���� � ����� �����	���	���� ���� �� ���	���
�� ������ ��� �� �	���	� ��	��� ��	 � ����� ��� �� ������	
��	� �� ������
�� �� �� 
����� 
������ �� g .�� �� �� ����	��� h/� ���� *0� ��� �	�������
�� 
��	�	� ��� ϕ ��� 
� ����� �����	���	��� ��	� ��#

�� ������������ ��"�����	��� ��� ��	������ ������	� )�������! ���
ϕ �� ��� ������ �� 
��� ���� ��� ���	���� �� ������ �� �����	���� 
� ��	 ���
���	����� ! �� ���� �� �� ������ ��� ��  ��� ��� n ����	���� ���	����
�� �� �����	� ϕ̃ ��� ������� ! �� 
������� ���	���# $��� ��� ������ ��

��
���� �� ������������ ��"�����	��� �� ������	� ��� � �� � M× [ρ; ε]
���� ρ ��� ���� 0# 1� 	 &����� ���	 �� ������ �������	�� �� (M, [g])

���� ���� �� ����� 
����� ��� �� ������������ ��"�����	��� ���
� ��	�	��� ��  ��� �� ������ �� �� ����	��� �� ��	
��� .��	 ��� )���� �
������������ ��"�����	��� ���� ����	��� ��	 ��� �����	� ! � ��� ���� !
 ���/� 	
	 ���� ������������ ����� ����	 � ����� 
����� ��	 � �����
��� �� ϕ �� �� �� 
����� 
������ �� g .�� �� �� ����	��� h/� 	� ����	� �� ��
������ �� ���� ��
�	����� 	���	��� 
������ � ϕ# � ����� ���	���
��� �� 	������	� ��� ����	��� ��� �� ����	�� �� 
���� ��
�	����� ���  	�



���������	�� 



����� ����� ����	���	��� ����������

�������� �	
������

�� �	����	�� 2� � �����	����� E2
g ��� ��	������� ������	� ��� ���	���

�	��� �� (M2, g) ���� (N, h) �� �� ���	���	��� ��������	���� ���� �������

���� �� ���	���	��� ������	�����

�� �	����	�� 4� � ��������  �
�
 ���� ����� ��� �������	�� ���	�	�� ��

� �����	����� E4
g �� ����� �� ����!���� �� g �� �� ������	�� �� ��� ��	���

��	�	���� �� ������ �� ����!���� �� g �� �� h "

��������	 ����� M ��� �� �	
���	�� 4� ���� �����	������� ����	� �

E4
g (ϕ) =

∫
M

(|δTϕ|2h + 2

3
Scal |Tϕ|2g,h − 2 Ric(Tϕ, Tϕ)

)
dvol,

�� Scal �� Ric ���	����� ������	��
��� �� ������ �����	� �� �� ������ ��

�	��	 �� g �� dvol �� ��
� ����
� �� g� ������ S ������
���	�
� �� ϕ∗TN
����	 �� �� 
��	�� ��	����� �

S(X) =
4∑

i=1

Rh

X, Tϕ(ei)
Tϕ(ei),

�� (e1, . . . , e4) ��� ��� ���� ������
�� �� TM �� ����� � g �� Rh ��� ��

������ �� ������ �� (N, h)� ���� ��� ���	�� �� ��� ��	��� �	�	 ��� ����	� �

δdδTϕ+ δ
(
(
2

3
Scal−2Ric)Tϕ

)− S(δTϕ) = 0.

#!���	� ��� ���	����� ���	�	��� �� � ����	�	�� �� ��������	�	�� ���	���

���	������ ���� ����	��� ����� � �	����	�� �� M ��������� �� �	����	��

6 �� ��� ���� ����� $ ��	�� ��� �%�������� ��� � ����!��� �� (M, g) �� ��

(N, h) "

��������	 !�	��� (M, g) ��� ��	��� ��"	����	� �� �	
���	�� 6 ���� Ricg =
20λ g �� (N, h) ��� ��	��� 	�
���	���� �#
��	 ��� ���� �� ���	��� ���

���� �����	������� �

E6
g (ϕ) =

∫
M

(|dδTϕ|2g,h − 〈S(δTϕ), δTϕ〉h + 40λ |δTϕ|2h + 384λ2 |Tϕ|2g,h
)
dvol



�� ��� ����	
��	�� 
������������	����

�� S ��� ����	�
�����
� 	� ϕ∗TN 	���� 	� 
������ �������� � �� 	�
���

���� 4 �

S(X) =
6∑

i=1

Rh

X, Tϕ(ei)
Tϕ(ei),

�� (e1, . . . , e6) ��� ��� ���� �������
�� 	� TM ��� ������� � g�
�� ����� �� ������� ���� ���������� 	� ����
������� �

(δd− S+16λ )(δd− S+24λ) δTϕ− 2Rh

δTϕ, Tϕ(ei)
(∇h

Tϕ(ei)
δTϕ) = 0.

�� δ �� d �� ���������� � g� �� ∇h ��� �� ����� ��� 	� h�

�������	�� ���� �� ���	��� (M, g) ��� �������� �	���	��� � ����

�
��� 
��
���� �� 
��	�	� �� �������	
	�� �� �� ������ �� ���� ��
�

�	����� ���� ��	���	�� �� (M, [g]) ��� (M, g)� 
���� ������� �� ��������

��	���  

��������	 !��� (M6, g) ��� "������ 	� 	�
������ 6� ����� �� ������� ����

���	������ 	� M �

E6
g (id) =

4

25

∫
M

Scal2 dvol,

�� Scal ��� �� �������� �������� 	� (M, g)�
�� ���� ���	������ ��� ����
������ 	� (M, [g]) 	��� (M, g) �� �� ������


��� �� �

(Δ +
9

20
Scal g − 5

4
Ric) d Scal−15

2
tr(∇Ric Ric) + 20 δB+

5

4
d(|Ric |2) = 0,

�� Ric �� B 	�������� ��������"�
��� �� ������� 	� #���� �� �� ������� 	� $��

	� g�

�� ��� ��� ���	
�
� ��	����	�

!	 �� ���	��� �� ������ ��� �� ���	��� ��"	���	� ���#�����	� �� �� ���

��	��� �� $�	
��� ��� ���� �	����� 
� ��	 ��� ������ ������	� �� ������	�	�

��	����  


��������	 !����� (M, g) �� (N, h) 	�� "������� ���
���������� �� ����

���� 	� ���� ��� (M, g) ��� ��� "������ 	�%������� 	� 	�
������ ������ �����

��� ������������ ��
������� 	� (M, g) 	��� (N, h) ���� ����� ����
�������

	� (M, [g]) 	��� (N, h)�



���������	�� 
�

�����	��� �� ������ ����	�	�� �� �� �����	������� �� �� �� ����	�	�� �� ��

������	�	� ����� �����	��� �������	�� �	 ���� �����	��� ���� ��� ����	���	���

������	���� �� (M, g) ���� (N, h)� �� ���	��� �� ������	�	�� ��	�����  

�����������	 ������ (Mn, g) ��� �	
���� ��������� �� ��������� �	�
� 	���

Ricg = 4λ(n− 1) g,

��� �	
���� 
���	������� (N, h) �� ��� 	�����	���� ϕ ��� ��� �	
������� ��

(M, g) �	�� (N, h)� 	��
� ���
� ������������� ���	
�	��� �����
�� �
��� �� ϕ
��� ��	�� � �

Eg(ϕ) = (4λ)n/2−1(n− 2)!

∫
M

|Tϕ|2g,h dvolg.

�	�� �� �	� �	
�������
 �� ��������� �� (M, g)� �� ������� 	���� �

Eg(idM) = (4λ)n/2−1(n− 2)!n volg(M),

�� volg(M) ������� �� ������ �� M �	
 
	���
� � g�

�� ��� �� �� ��	�
���
 4

�� ��� ���	�� �� ��	� ��� ��	����	� ��� ���!���� ��� ����	���	�� ������	���

�� (M, g) ���� (M, g)� ���� �����	� !���� �� ��	� ��� �� ���	��� g ��� ������"���

#	��	 �� �	����	�� 2� ����� ����	 ��� ����	���	�� ��������	���� �� ��������

��	����	� ����� ��� ���!���� ��������	��� �� �	����	�� ����	���� $ 2� %�

��	�	���� ��	����	� �� &	����	� �� ���	��� ��� ����	�	�� ������	�� �� ��'�����

�� �	����	�� 4� ����� ����!�� �� �������	�� ��	����� ��	 ���� ����	�� �� ��	��

�� ����� ���� �������	�� ��� ����	���	�� ���������������	��� ��	 �� ��	�

��� ��	�	������� ������	����


��������	 ���� (M4, g) ��� �	
���� 
���	������� �� ��������� 4� ���������
�� M ��� � �	
������� �� (M, [g]) �	�� (M, g) �� �� ��������� �� �	 ���
��
�

��	�	�
� �� g ��� �����	����

���� ����� ��� �	 �� ���	� �� ����� ��� ��%	����	�� ��� ��� ����	���	���

������	���� ���� ����	 ��������	����� �� ������	�	�� ��	����� ���� �����

��� ����	�	��� ��� ��� ��������� �� ��� ���� ���	��� ���� ���������� ��� ����	(

���	��� ��������	���� ���� ����� ���������� ��� ����	���	��� ������	�����



�� ��� ����	
��	�� 
������������	����

�����������	 ������ (M4, g) ��� �	
���� ��������� �� ��������� 4 � ���
�
��
� ��	�	�
� �������� �� ����� �� (N, h) ��� �	
���� 
���	������� �� ���
�
��
� ������������ ���	���� �� ������ 	��
� ��� 	�����	����� ���	
�������� ��
(M, [g]) �	�� (N, h) ���� ��	������� ��� 	�����	����� �	
���������

��� 
��	�	�� ��� ��� 
�������� � ��� ��� ��� ��� �������� 
������
���� ��������� �� �� ������	�	� ��	���� ��� � ����� �� ������ ��� � ! "

����������� 
������������	 ������ (M4, g) ��� �	
���� 
���	�������
�� ������
 �� ����� ������ �� ��� �� (N, h) ��� �	
���� 
���	������� ��
���
��
� ������������ ���	���� �� ������ �� �� ����� ��� 	�����	���� ϕ ���
��� �	
������� �� (M, g) �	�� (N, h)� 	��
�

!� ϕ ��� ���	������ ���������� "���������
� ��� ∇Tϕ = 0#�

$� �� �	 ���
��
� ��	�	�
� �� (M, g) ��� ��
�������� �������� �� �� ������
	��
� ϕ ��� �����	����

%� �� �	 ���
��
� ������������ �� (N, h) ��� ��
�������� ���	����� 	��
� ϕ
��� �����	��� �� 	 ��� ���������� ����� ��	���

#	�	 � ���	�� �	��
����� �� ������	�	� ��	���� 
���� 
������	�� �
�� ������	�	� ���
����� "

�����������	 ������ (M4, g) ��� �	
���� ��������� �� ���
��
� ��	�	�
� ���
������ �� ����� �� (N, h) ��� �	
���� 
���	������� �� ���
��
� ������������
���	���� �� ������ �� �� ����� ��� 	�����	���� ϕ ��� ��� ���	
������� ��
(M, [g]) �	�� (N, h)� 	��
�

!� ϕ ��� ���	������ ���������� "���������
� ��� ∇Tϕ = 0#�

$� �� �� ������
 Ric �� (M, g) ��� ��
�������� ������ �� �� ������ 	��
� ϕ
��� �����	����

%� �� �	 ���
��
� ������������ �� (N, h) ��� ��
�������� ���	����� 	��
� ϕ
��� �����	��� �� 	 ��� ���������� ����� ��	���

��������

�	 n ��� ��	�� � � �� ������	�	� ��	���� "

�����������	 ���� n �� ����
� �	�
� �� ����� �	 ����� ����� ����
�� B ��
R

n+1 �� �	 ���
���� �&��
������� ghyp �� �� �� ����� ϕ ��� 	�����	���� Cn

�� B �	�� ��� �	
���� 
���	������� (N, h) ��� ��� �	
������� �� (B, ghyp)
�	�� (N, h)� 	��
� �	 
���
������ � ∂B ��� ���	
��������



���������	�� 
�

��� �� �� ������� � ���������	�� �� ����� ��	��� X ���� ��� ����
�����	�� ��	 ��	�����	��� �� ��� � ���������	�� �� � �����	������� �� �� ���
��	��� ��	�	����� �� ��	 ��� ������� �� �� ������� ����������	�� ���	� �

�� 
!� �"����� �� �	����	�� 2� �� ������� ����������	�� ��� ��� �� �� �	����	��
4 	� ���	� �� ������� �� #�$ %� ���� ������	��� � ������	�	�� ����������
�� ���	���� ��� ��� ��	���� �&�����	������� $&������	���� ' � ����
�� � ����� B 

������� ��	���
�	�
� ���	���
��� �� ��
�
	�

%� ���	�� ������� ���"	������ ����� ���	��	�� ��	 ��	� ()$����	��� ��
(M, [g]) ��� (N, h)� �	� ��	 �� ��	� �� $����	��� �� (M, g) ��� (N, h)�
�� �� ���� ��	������ ������ ����	��� g ��� � ����� �������� �� g *���
����� ���� ���������� ��� ��� ��	���� �� �	����	�� 4 *���� ���� �������
��� �� ��	��� + ���� ����� ��� ��	����	�� ����� ��	��� �	����	���� (M,h)
' �������� ���	�� �������� ���	������� ����	�� ��� ()$����	��� �� $��
���	��� �������	�� � 
 ,�� �� ������� ��� h ��� - ����$� . ����� ����	���
��/	����	�� �� � ������� ��� 0"�� � ����	��� h ��� � ��	��� ����	���
�� �������� 1��	�	�������� � ����	��� �� � ��	��� �� ������ ������ ��
�������	�� ��� ���	��	�� ����$� �� ��	����	�� ��	 �������� � ()$����	�	���
�	� ��	 ����� ���� $����	���� ���� ��	������ ���� �$������� ��������
�� ����	��� �� ������ ' � ��	��� �� ����� 

%� ���	��� �� �$���2�� ��	��� ��� ����� ��������� �� �$���2�� 3 4 

���� ��	� �� ������ ���� ����	�� 5

��������	 ���� (M, ge) ��� �	
���� ��������� �� ��������� 4 � ���
��
�

��	�	�
� ���	����� 	��
� ���
 ����� ���
���� h ����	����� �
���� �� ge ��

������ ��� 	�����	���� ϕ �� M �	�� M �� ���� ���
����� g �� h � �
����� �

�� ge ������ ��� �

� ϕ ��� !"�	
������� �� (M, [g]) �	�� (M,h)�

# ϕ ��� ���"�	
������� �� (M, g) �	�� (M,h)� ������� ���� g �	�� �	

��	��� ���$�
�� �� g 



�� ��� ����	
��	�� 
������������	����

���� ����������� ��� ��������� 
��� ��� ��� ����	
��	�� �����	����

�� ����	�� 
���	��� �� ��� ���������� ���� � ����	� �� 
�� �� �� ���	���

�� ������ ��� �� �	���	� 2� �	�	 ��� ��� �����	���� ��	���	�
� 
������

�	� 
��� ��	 � ��
������ ����� 
�� � ����� ���
	� ��� ��� ������	����

� �	���	� ��	�� �����	����� ������� ��� �� �	�	� �� �� ����	��� ��

!�	
���� ��� ��� ����	���� ��� �� ��� 	"�� 
���	���� ���� � ������

�������� � ������ � �	���	�� 2� 4 �� 6� �	�	 ��� ���� ��� ���	���� ��#	$
���	� %��� �� ���	��� �� ������ ��� �� �	���	� ��	��� ��� ��&	��� �����

�� ����	
��	�� �������	���� ���
 �� �����"�� '���� ��� �� ���	�	"�� 
��$

�	��� �� ������	� �������	��� ��	 ���� ��� ����
	�� ��(
� �� �����"�� )����

��� �� �����	"�� 
���	���� �� 
	��	"�� 
���	��� ��� 
���
�� * ������� ���

����	
��	�� �������	���� � ������ �	���	��� � ������ + ������� ��

�����	� � ��	
	�� �� 
������������	
	�� � �	���	� 4� �� � �	���	�

6 ���� 
����	�� 
��	�	��� ,�� �� �	 	"�� �� ���	�� 
���	���� ��� ����$

������ � �������� � ��	�	�� ��� 	���
� ������	
��	� �������	���� -

�������� ��� ���� � �� ����	� �� 
����	� ��������� ��
�	�����



�������� 	


�� ����������� �����������

��� �������	�


������ (M, g) �� (N, h) ���	 
����� ������������� �� ϕ ��� �����������

C∞ ��M ����N � �� ���� Tϕ ��� ����������� ��������� ��� ��� ��� ������� ��

��� ��� 1������� ��� M � 
������ ���� ��� ������ �� 
������� �� N �����

���������� ��� ϕ� ����� ���� Ω1(M) ⊗ ϕ∗TN � �� ������� �������� �����

������������ �� ϕ� �� �������������� �� h ��� ϕ� ������������ �� 2��������
� ������� ϕ∗h� ���� �� �� ��!�� ���
���� "

ϕ∗h(X, Y ) := h
(
Tϕ(X), Tϕ(Y )

)
, ∀(X, Y ) ∈ TM.

�� ����� �� ��� ϕ∗TN ��� ������ �� 
������� �� N �������������� ���

ϕ �� �� �����	��� �� #�
��$�
��� �� N ��������������� ��� ϕ� ����� ����

∇ϕ∗h� $����������� ��� ���� ���� X ���� TM �� ���� U ���� ϕ∗TN � �� � "

∇ϕ∗h
X U = ∇h

Tϕ(X)U.

�� ����� �� ����� �� ������������� �������� �� ϕ ��� ������� � g �� h� ��
������� �� ����� ��� ������� � g �� �� �������� ����� ������������ "

|Tϕ|2g,h := trg(ϕ∗h).

��������� %�%�%� �� ������� ����	
� ��� ����
��
��� ϕ �� ����� C∞ ��

(M, g) ���� (N, h)� �� ����
������� ��
����� �

Eg(ϕ) =
1

2

∫
M

|Tϕ|2g,h dvolg.



�� ��� ����	
��	�� 
������������	����

�� ���� Ω1(M) ⊗ ϕ∗TN ��� 1������� � ������� ��� ϕ∗TM ��� ������

�	� ������	
��	� ������ �� ϕ ��� ��	� 
��	������ �� �� 
���	�

��	���� �

∇g,h := ∇g ⊗ 1ϕ∗TN + 1Ω(M) ⊗∇ϕ∗h,


� ��	 ��� ���� α �� ��
�	� �� Ω1(M)⊗ ϕ∗TN �� X, Y ��� Γ(TM) �

(∇g,h

Xα)(Y ) = ∇h

Tϕ(X)

(
α(Y )

)− α(∇g

XY ).

� ���� ����� ���	� �� ��
��� ����� ���������� �� ϕ 
���� ���� ��

����� �	�	��	�� � ����	��� ∇g,hTϕ! � �"�� ���� ���� X �� Y ��� TM !

(∇g,h
X Tϕ)(Y )− (∇g,h

Y Tϕ)(X)

= ∇h

Tϕ(X)

(
Tϕ(Y )

)−∇h

Tϕ(Y )

(
Tϕ(X)

)− Tϕ
(∇g

XY
)
+ Tϕ

(∇g
YX

)
= Tϕ([X, Y ])− Tϕ([X, Y ])

= 0.

��������� �#�#$# ���� ϕ ��� �		
������� C∞ �� (M, g) ��� (N, h)� �� ���

��� ϕ �� ����
����� ���������� � � ������ ����� ����������
� �� ��

��

����������� � ∇g,hTϕ = 0�

� ���	� �� �	�����
� δg,h ��� Ω1(M)⊗ ϕ∗TN �� �� ��%� ��	���� �

δg,hα := −(∇g,h
ei α)(ei),

�& α ��� �� ��
�	� �� ���� Ω1(M) ⊗ ϕ∗TN �� (e1, . . . , en) ��� �� ����

���������� �� TM # � �������� ��� ����	�� � ������� �� ���	���

�� ����	��� h ��	� � � ��� �����	��'�� ��� ��	���	�� �� ���� � �����	�#

��������� �#�#(# ���� ϕ ��� �		
������� C∞ ����� ���� ������� �������

������ (M, g) �� (N, h)� �� �		�

� 
�	
����� �� ϕ ����� (M, g) �� (N, h)� 
�
����	 �� ������� δgTϕ� ��� �� ��� ������ �� ϕ∗TN �

�� ��� ��� ϕ �� ��� �		
������� ���������� �� (M, g) ��� (N, h) � ��


�	
����� �� ��
� ����������� � �

� �� �
����� �� 
��������� ��� �������

	�����

� ����
������� ������� �

δgTϕ = 0.



�������� 	
 ��� ����������� ����������� 	�

�������� 	� ����������� � ������� ����� ���������� ϕ �� �� ���� ��� ����
����� ������ ��� ���� ����� ������ � �� ��������� ��� ������� �� !�����
��� �� ����������� �� M ���� N 


�������� "� �� �����!���� δg #�� ���� � �������� � ������� �� ϕ$ ������
����� �� � �������� ϕ∗h� ���� ���� �� ������� ��� h �� ������� ���� � �����
������ ��� � �������� �� ������� ��������� ���� ���%���� &'�� �� ��� ϕ ����
������������ ������ ��� � &��� ��� ���� �� ������� � �����!����
 (���� �
������ ������������� ���� ��� ����������� ����� ���' �������� �������������
������ � � ���� �� � �������� �� ������� �� ������� ���� ����� �� � ��������
�� ������� ���������


��� ����� �� 	
������ �� ����� ���

�� ����������� �������� ����������� �� ����������� ����������� !�)�� �
������ �� ������� ����� �� �����!�� *

����������� 	
�
	
 	
� ��������
 C∞ �� (M, g) ��
� (N, h) ��� ������


��� �� (M, g) ��
� (N, h) � �� �������
� � ���� ��� �
 ��
� ������ ��

���
���� E�

����
������
� +� �� ����� ϕ ��� ���������� C∞ �� (M, g) ���� (N, h)
�� ϕ̇ ��� ������� ��������� �� ϕ∗TN ��� ���������,�� ����� �� ����� ��
������� � ��! �� ϕ� �� �� ����������� �����!�� � ������ ��� ������������ ��
ϕ � ��! �� ϕ̇


-��� (ϕt)t∈[0,1] ��� ����� � �� �����,��� ������������� C∞ �� M ����
N ��� ����&� � �.��,�� �������

{
ϕ0 = ϕ[
∂tϕt

]
t=0

= ϕ̇,



�� ��� ����	
��	�� 
������������	����

����� �� ���	��� �� ������	� �� ϕt ��� ������� � t ��� ����� � �

∂tE(ϕt) =
1

2
∂t

(∫
M

|Tϕt|2g,h dvolg

)

=

∫
M

〈(∇g,h

∂t
Tϕt

)
(ei), Tϕt(ei)

〉
h
dvolg

=

∫
M

〈∇h

Tϕt(ei)
∂tϕt, Tϕt(ei)

〉
h
dvolg

= −
∫
M

〈
∂tϕt,∇h

Tϕt(ei)

(
Tϕt(ei)

)〉
h
dvolg

+

∫
M

ei ·
〈
∂tϕt, Tϕt(ei)

〉
h
dvolg.

� ���	�� ���� t = 0 �� ���
 �� �������� �� ���� �

[
∂tE(ϕt)

]
t=0

=

∫
M

〈
ϕ̇, δgTϕ

〉
h
dvolg −

∫
M

δg
(〈ϕ̇, Tϕ〉h) dvolg.

=

∫
M

〈
ϕ̇, δgTϕ

〉
h
dvolg.

 	�	 ��� ����	
��	�� �����	���� ��� ��� ��	�� 
�	�	���� �� ������	� ��

�������	� δgTϕ = 0 ��� �������	� ��!������������ �� �� ��
�	����� ���"
�	�#

$�	�� (xi) � �%����� �� 
�������� ��
���� �� M �� (yα) � �%����� ��

�������� ��
���� �� N & � ��� gij �� Γ

i
jk ��� 
�������� �� �� ����	���

�� ��� �%������ �� '��	���(�� �� �� 
��)	� �� (M, g)& �� hα,β �� Γ
α
β,γ ���


�������� �� �� ����	��� �� ��� �%������ �� '��	���(�� �� �� 
��)	�

�� (N, h)# �� ������	�	� ��	���� ��
� �� 
��	�	� �������	
	�� � 
�"
�������#

����������� 	
�
�
 ���� ϕ ��� �		
������� �� M ��� N � �� 
� ���� (ϕα)
��� ����� ����� �� ����������� �
�� ϕ �� ���������� �� (M, g) ���

(N, h) � �� ��
����� �� 	��� ���� α �

Δϕα − Γα
βγϕ

β
i ϕ

γ
j g

ij = 0.

������������� ! 
��������& � ���	�� ���� �� �����
	� �� ϕ �

∇g,h
∂
∂xi

dϕ = ∇g,h
∂
∂xi

(
ϕα
j dx

i ⊗ ∂

∂yα
)

=
(∂ϕα

j

∂xi

)
dxi ⊗ ∂

∂yα
+ ϕα

j

(∇g
∂
∂xi

dxj
)⊗ ∂

∂yα
+ ϕα

j dx
j ⊗∇h

∂
∂xi

∂

∂yα
.



�������� 	
 ��� ����������� ����������� �	

�� �������� �� ���� ��������� ��������� �

∇g
∂
∂xi

dxj = −Γj
ik,

∇h
∂
∂xi

∂

∂yα
= ϕβ

i Γ
γ
βα

∂

∂yγ
,

�� ������� ���� � ������� ����� ����������� �� ϕ �

(∇dϕ)αij = ϕα
ij − Γk

ijϕ
α
k + Γα

βγϕ
β
i ϕ

γ
j ,

�� ��� ����� ���� ���� � ������� �� ϕ �� ����������� �

(δTϕ)α = Δϕα − Γα
βγϕ

β
i ϕ

γ
j g

ij.

��� ����� �� 	
������ �� ������ ���

��� ��� ������� ������������ (M, g)� �� ���� ��������������

RX, Y := ∇X∇Y −∇Y ∇X −∇[X, Y ],

K(X, Y ) := g(RX, Y Y,X),

Ric(X, Y ) := tr(Z → RZ,X Y ),

Scal := trRic,

� ������� �� ��������� � �������� ���������� �� ��� 〈X, Y 〉� � ������� ��
����� �� � �������� ������� �� (M, g)
  � ��� ��� � �������� ����������
�� (M, g) ��� ��!����� �� ��� �� ���� ���� ����� (X, Y ) �� ������ ��
���������

K(X, Y ) ≤ 0


��� �� ������� ��� �������� � ����������� �������� ���� "#$%&� �� ���'
����� (����!�� �� ������ ����� �

����������� 	
�
	 ��������������
 ������ (M, g) ��� �	
���� 
���	�

������ �� ������
 �� ����� ������� �� ��� �� (N, h) ��� �	
���� 
���	�������

�� ���
��
� ������������ ���	���� �� ������ �� �� ����� ��� 	�����	���� ϕ ���

��� �	
������� �� (M, g) �	�� (N, h)� 	��
�



�� ��� �����	�
���� 	������������������

�� ϕ ��� ������	�
� ����������

�� �� �� ��
���� Ric � (M, g) ��� �������	�
� ������� �
 �
 ���
�� ����� ϕ
��� ��
���
���

�� �� �� �������� ������

���� � (N, h) ��� �������	�
� 
�������� ����� ϕ
��� ��
���
�� �� � �
� ��������� ���	�� ��		� �	����

��	�
�������
� ���
 ϕ ��� �����	�
��� C∞ �� (M, g) ���� (N, h)� ���� ����

������ ��� ��
�
����� ���� ����	����� ��� 	����	
����� ��� ��������	�� �
 ���

������ �� ���� Ω1(M) ��� g �
 	����� �� ϕ∗TN ��� h� ���� ��� 	����� ��

���� Ω1(M)⊗ ϕ∗TN � �� ��
���
 ���� �� �����	��� �� �� ����� �� Tϕ �

−1

2
Δg(|Tϕ|2) = |∇Tϕ|2 +

n∑
i,j=1

〈
(∇ei∇eiTϕ)(ej), Tϕ(ej)

〉
h

� (e1, . . . , en) ��
 ��� ���� ��
�������� ������!�� �� (M, g)� "�������� ��
������� 
����� 	���� ϕ ��
 ����������� �� ��
���
 �

n∑
i,j=1

〈
(∇ei∇eiTϕ)(ej), Tϕ(ej)

〉
h

=
n∑

i,j=1

〈
(∇ei∇ejTϕ)(ei), Tϕ(ej)

〉
h

=
n∑

i,j=1

〈
(∇ej∇eiTϕ)(ei), Tϕ(ej)

〉
h
+
〈
(Rei, ej Tϕ)(ei), Tϕ(ej)

〉
h

= −
n∑

i,j=1

Kh
(
Tϕ(ei), Tϕ(ej)

)
+

n∑
j=1

〈
Tϕ(Ricg(ej)), Tϕ(ej)

〉
h
,

����� �� ��
���
 �� ������ �� #��
$����	% �

−1

2
Δg(|Tϕ|2) = |∇Tϕ|2 −

n∑
i,j=1

Kh
(
Tϕ(ei), Tϕ(ej)

)

+
n∑

j=1

〈
Tϕ(Ricg(ej)), Tϕ(ej)

〉
h
.

&���� �� � ������� ��� ��
�� �����
� �� �����
 M �
��
 	����	
�� ��



�������� 	
 ��� ����������� ����������� ��

������� �� ��������� ����� �������� ������ �

0 = −1

2

∫
M

Δg(|Tϕ|2g,h) dvolg

=

∫
M

|∇Tϕ|2 dvolg −
∫
M

n∑
i,j=1

Kh
(
Tϕ(ei), Tϕ(ej)

)
dvolg

+

∫
M

n∑
j=1

〈
Tϕ(Ricg(ei)), Tϕ(ei)

〉
h
dvolg,

�� ��� �������� � ����� ��� ������ ��� ������ �� �������� �� (M, g) �� (N, h)�
��� ϕ ���� ��������� ����������


�� � ������� �� ����� �� (M, g) ��� ����������� ������ �� �� ����� p�
���� �� �� ������ Tpϕ = 0 �� ��� �������� �� ��!����� "���������� ϕ ���

���������


��������� ��� � �������� ���������� �� (N, h) ���� ����������� ����#

��$�� ���� � �!���� �� ��� �� $������ ei �� ��� Tpϕ(ei) 
= 0
 %����� ����

Tpϕ(TpM) ��� �� ��������� ��� �� ϕ ��� ���� ���������� ���� Tpϕ(TpM) ���

�� ��������� 1� �� ����� ϕ ��� ��������� ����������� "����� �� ϕ ��� ���

����������  ����� �� N 


��� ������	
	� �������� ��� �������
��� ����

�������

����������� 	
�
	
 ������ (Mn, g) �� (N, h) ���	 
����� ��������������

ϕ ��� ����������� C∞ �� M ���� N �� g = e2ωg ��� ������� �������� � g�
����� �� ��������� �� ϕ ��� ������� � g ������ �� ����� �� ������� g �

δgTϕ = e−2ω
(
δgTϕ− (n− 2)〈Tϕ, dω〉g

)
.

������������� &� �� ����� ϕ ��� ���������� C∞ �� (Mn, g) ���� (N, h)
�� g = e2ωg ��� �������� ��� ���� � g� ������ (Xi) ��� ���� �����������

�� (M, g)� ���� �� $������� (Xi) := (eω Xi)  ������ ��� ���� �����������



�� ��� ����	
��	�� 
������������	����

�� (M, g)� � ���	�� ���� �� �����
	� �� ϕ �� (M, g) ��� (N, h) �

δgTϕ = −(∇g,h

Xi

Tϕ)(Xi)

= −∇h

Tϕ(Xi)

(
Tϕ(Xi)

)
+ Tϕ

(∇g

Xi

Xi

)

= −e−2ω
(
∇h

Tϕ(Xi)

(
Tϕ(Xi)

)
+ dω(Xi)Xi

)

+e−2ω
(
Tϕ

(∇g

Xi
Tϕ(Xi)

)
+ dω(Xi)Tϕ(Xi)

)

= −e−2ω
(
∇h

Tϕ(Xi)

(
Tϕ(Xi)

)− Tϕ
(∇g

Xi
Tϕ(Xi)

))

��	� ������� �� ������� �� 
������� 
������ ���� �� 
���	� ���	� ��
�� ����� !�"�#$ �

∇g

Xi
Tϕ(Xi) = ∇g

Xi
Xi + 2 dω(Xi)Xi − g(Xi, Xi) dω

= ∇g

Xi
Xi − (n− 2) dω,


� ��	 ��� �	�

δgTϕ = −e−2ω
(
∇h

Tϕ(Xi)

(
Tϕ(Xi)

)− Tϕ
(∇g

Xi
Xi

)
+ (n− 2)〈Tϕ, dω〉g

)

= e−2ω
(
δgTϕ− (n− 2)〈Tϕ, dω〉g

)
.

%���� 
������	�� �� �� ������	�	� �� 
 ����& � ���	�� � �	���	�
2� �� �������	� 	�
� �����	�	� �����	�� ��� �� ��� ������ ��� 	��	� ��

���	� �

���������� �	
	�	 ������ (M, g) �� (N, h) ���	 
����� ������������� �� ϕ
��� ����������� C∞ �� M ���� N � �� ������� ��� M ��� �� ��������� 2�
����� �������� �� �� ��������� �� ϕ ���� ��� ��
������� �������� �� (M, g) �

Eg(ϕ) = Eg(ϕ)

δgTϕ = e−2ωδgTϕ,

������� ���� �� ������� g = e2ωg �������� � g�



�������� 	
 ��� ����������� ����������� ��

��������	�
��� ���� ����� ����� ������ �� �������� �������� �� ϕ ��� ����
���� � g �� ��� ����� ���� � �����!�� "
	
# $

Eg(ϕ) =
1

2

∫
M

|Tϕ|2g,h dvolg

=
1

2

∫
M

e−2ω|Tϕ|2g,h dvolg

=
1

2

∫
M

|Tϕ|2g,h dvolg

= Eg(ϕ).

��� �����	�
 ����	������
 ���������


������ 	� %� �� ������� ���� �� &�������� ����� �����'�'���� ��� �����
������� ��������� (N, h) ��� ��������� Rm ����� �� � �������� ���������� 
�� ������� ���� ��� � ������ �������� �������������
 (�� &������� f ���
���������� �� �� �������� �� ������� �� ��� ����������� ��� ��� &�������
���������� �� (M, g) ���� R


������ �� %� � ������� �� ������ M ��� ��������� [0, 1] �� �������� ������
���� ��� ����������� �� � ������� (N, h)


������ #� %��� ϕ ��� ��������� ������������ �� (M, g) ���� (N, h) )�����'
�'���� ��� ϕ∗h = g* ���� ϕ ��� ���������� �� (M, g) ���� (N, h) �� ��
�������� �� ����� ��� ��������� �������
 +� �,�� � �����-��� �� ����'
������ �� (M, g) ��� ������� ��� ��� �� (N, h) ��� ���������� ϕ �� �
����!�� �������� $

Tϕ(∇g

XY ) =
(∇h

Tϕ(X)Tϕ(Y )
)T

, ∀(X, Y ) ∈ Γ(TM)

�. (. . . )T ������� � ���������� ��� ������ �� �������� � ��� �� ϕ ���
Tϕ(TM)
 /� ������� ���� ���� � ������� &���� &���������� �� ϕ $(∇g,h

XTϕ
)
(Y ) = ∇h

Tϕ(X)

(
Tϕ(Y )

)− Tϕ(∇g

XY ) = IIg(X, Y ),

�����'�'���� � ������� &���� &���������� �� (M, g) ��� ����� ��� ����
������� �� (N, h)
 "���� ϕ ��� ���������� �� �� �������� �� trg IIg = 0 �� ���
������� � ���� ��� ϕ ��� ��� ��������� �������




�� ��� ����	
��	�� 
������������	����

������� �� �	 M �� N ��� ��� ���	���� ������	��� �� ϕ ��� �� ����	
��	�

���������� �� M ��� N � ����� ϕ ��� �����	����



�������� 	


� ������� �� ��������

��� �����	�
�

���� ����� 	� ��
��� X ��
����� ��� ���
� �
�����
�		� �������� � ����

�� �
����
�� n+ 1� �� ���� X ��� 
���
��� �� M = ∂X ��� �����

��������� ������ ������ g+ ��� �	�
���� �	��� ��
 X �� r ��� ��������

C∞ �� X �	
���� �

r > 0 ��
 X� r = 0 ��
 M �� dr 
= 0 ��
 M �

�� �� ���������� �����
�� r2 g+ �� �
������ �� �����
� �������� �� ���

�	�
���� g ��
 X� �� ��� ��� r ��������� (X, g+) ��
 �� ��
� �� (M, g|M)
�� ��� g+ ��� ��� �	�
���� �����
�	���� ���������

�� ������� ���� �����
�� �� (X, g+)� �� ������ �����
�� �� g 
���
�����

��� ������ �� ������
� TM �

���������� ��� 	� ���
�� ��
���
 �������� ��� 
���������� �� ���
 

�� 	� �����
�� �������
����� r� �� �	�� 	� �����
�� |dr|2r2g+ �� ���	���� ���

X �� �� �����
��
�� � M ��� ����
 �� 
����
��� �������� �� (X, g+)�

��������� ������ ��� ��
�	�	 ���������������� ����
������� ��� ��� ��
�	�	

(X, g+) �����
�	���� �������� ��� � �� ���
��
� ������������ ��� ���� ��
�

−1 ���� �� ��������� �� M �

�	

	 ����� ���� (X, g+) ��� ��
�	�	 �����
�	���� ��������� �� ���� g
�� �	�
���� ��� �
������ r2g+ ��
 X� ���
� ��� ���� �
���������� ���� 	����� 

������ �



�� ��� ����	
��	�� 
������������	����

�� (X, g+) ��� ��� �	
���� 	�������������� ���
��������

�� |dr|2g = 1 ��
 M �

�������
	����� ���
 �������� � ����� ��
	����� �����	����
��

������ ��
�	� 
����
�	 ��� r !�� �� ����	��� ��	 ��� !�� ��	 	

������ !� (X, g+)� 	�������� �	 (X, g+) ��� ��"�����	������ �"���#�$
�	��� �� ���� �� !�� � ���������� g !� �� 	 	 
������� ����� � ����
!�����	�� �� ��
�	� 
����
�	 ��� r ��!��� O(r2)� ����!��� � ����
����	���� �� ���
	�	� � ��%����� �� 
����	� 
�!	�	� !� �����	���	��
&�� 
� 
����'� !�� � ��	�	�(� !� #��!� � ���� 	!��	 �� 
����� ������
!� ��	 	 
������ !� g+ ' �� �	��� ��
�	� 
����
�	 ���� ����� ���#%��
!� ����� ��	��� !) ' *����� !�� +�,- .

����� ����� �	
����� ������ (X, g+) ��� �	
���� 	��������������

���
������� �� g ��� ���
���� �	�� ��� ����� �����
��� 	��
� �� ������ ���

������ �������� r �	�� �� ������	�� �� ��
� M ��� ����	����� (X, g+) ��
 ��

��
� �� (M, g) �� ��� ��
��� |dr|2g = 1 ��
 �� ������	��� �� g ��� �	 ���
����

��� �
������ r2g+ ��
 X�

�������
	����� /�	� g �� ����	��� !�� ��	 	 
������ !� (X, g+)� 	�
�0	��� ����� �� ��
�	� r0 ��	 
����
�	 � (X, g+) ��� �� #��! � (M, g)
�� � ��� g0 �� ����	��� ��	 �����(� r20 g+ ��� X� 1 �� !�� ω �� ��
$
�	� C∞ !� X� 	� ��� 
��	� ��� �� ��
�	� r = eωr0 
����
�	 � ����	 (X, g+)
��� �� #��! � (M, g) �� � ��� g �� ����	��� ��	 �����(� r2g+ ��� X�
����� g = eωg0� � �#�	�� .

|dr|2g = |dr0 + r0 dω|2g0 = |dr0|2g0 + 2 r0 dω(∇g0r0) + r20 |dω|2g0 ,


� ��	 ����2� ��� �� 
�!	�	� !� �����	���	� |dr|2g = 1 ��� X ��� ���	��$
���� ' .

2 dω(∇g0r0) + r0 |dω|2g0 =
1− |dr0|2g0

r0
.

3� ���(	� !��� �����	� ��0 !��	���� ����	����� !� ����	�� ��!�� � ω� ��	
�!��� �� �	��� �����	� !�� � ��	�	�(� !� M !�� X�

��������� ������ ������ (X, g+) ��� �	
���� 	�������������� ���
�������

�� g ��� ���
���� �	�� ��� ����� �����
��� �� 	������ �������� ����	��� 

�	��� ��
�	����� 	������� ! g� �	 �������� r �� ����� ����"�



�������� 	
 �� ������� �� ������� 	�

������� �� ������ ���� ������ ������� g ���� ������� �������� ��
(X, g+)� �� � ��� ������������� ���� ��������� �� M ���� X ���� M × [0, ε[
���� �� ������� ε  ��� ����� �� g!
 ���� ��� ����������� g+ ������ "

g+ =
dr2 + gr

r2
,  	
#
#!

�$ gr ��� ��� ������� % �� ��������� �� �������� ��� M ���� g0 = g


&�������� ��� ������ ���� �� ����� ��'����� �� �� ����� ��� �����
������������ (Xn+1, g+) �� (��� Mn �� [g] ��� ��������� �������� ��� M �
�� ���� �� ����� �� �������� �������� "

������ ����	
	��� ��

� �� �� ��
	��� g+ ��� ��� (M, [g]) ��	
 ��	���	
������� �� (X, g+) �

)���� M ��� ��� ����� ������������ �� ��������� ������ *�'����� ��
+����� ,-. ��� ������ ��� ������ ������ % �� ���(����� �� ��������� ��
���� ��� g+ ���� ��� ������� ��/�������� ��� ��� �(���� �� ������� ������� "

�������� 	
�
� ����������������
 ��	
 X ��� ��	�
� �	����
	����

�� �	����	�� n + 1 �
 �� ��� ∂X = M � �� �� ����� [g] ��� �
��
��

������� �� M �
 g �� �� ��� ������
��
�� ���� 	� ��	�
� ��� ��
	��� g+
����	� �� �� ��	�	���� �� M ���� X �
 ��� ����
	�� r �� X ��	 ������
	��

(X, g+) �� �� ��� �� (M, g)� 
����� ���

�� Ricg+ +n g+ = O(rn−1 log r) �� ����
 � g� �	 n ��
 ��	�

 � Ricg+ +n g+ = O(r∞) �� ����
 � g� �	 n ��
 	���	�

!� ����� g+ ��
 ��	��� ������ O(rn−2) �
 ��� �	������"	���� �� X
�#�� ��	 �� ��
�	����
 �� ��	���
	
� �� M � �� M×]0, ε[� �� ��
	��� g+
����	
 $

g+ =
dr2 + gr

r2
,  	
#
	!

�% gr ��
 ��� ���	��� � �� ����#
� �� ��
	���� �� M � �	 n ��
 ��	� gr
����
 �� ������������
 ��&��
�
	��� �� r = 0 ��	���
 $

gr = g + g(2)r
2 + · · ·+ g(n−2)r

n−2 + h rn log r + g(n)r
n +O(rn+1),  	
#
0!

�% ��� ��	�
� ���	����
 ��� 
���� �� ��	������ ��	�� �� r2 � rn−2� '��


���� g(2), . . . , g(n−2), h �
 �� 
��� �� g(n) �� ����
 � g ���
 ��	������


��
��	��� �� ��� 
���� �� ������ �� g �
 h ��
 ���� 
��� �� ����




�� ��� ����	
��	�� 
������������	����

� g� �� n ��� ��	
��� 
��� gr 
���� � �����		����� 
���	������� �� r = 0
����
�� � �

gr = g + g(2)r
2 + · · ·+ g(n−1)rn−1 + g(n)r

n +O(rn+1), �������

�� �� 	����� ��������� ��� ������ �� 	����
��� 	
���� �� r2 � rn−1� ���

������ g(2), . . . , g
(n−1) ���� ���������� ���������� 	
� ��� ������ �� �����

���� �� g� �� 	�� 
 ��
�� �� g(n) 	
� �
		��� � g ��� ����

�� ������ h ��� ���
��
�� �������� 	
� �
		��� � g� ����� � ���� ���
���

� �!
������� �� �������� g̃ = e2ωg� �� ������� �

h̃ = e(2−n)ω h, �������

�� h̃ ��� � ����� ��
���!����� ������	���
�� � g̃�

��������� ������ "� 
		�� �������� �� #����
�� �� (M, [g])� 
 ��������

g+ �� �!���$�� %�&�'�

(��
���� �� �� ����� h ��� �� ������������ �� �����	��� �� gr ���! " �

��#
	�� ����	��	
��	� ��$�! �� ������ �%�&����
�	� �� '����� �� (	��
�	
)��*�

(��
���� �� �� ��	� �� ������	�� �� ����	��� �� +�	
��� �� (M, [g]) ���
���	����� " � ����� ���&�$�� " &��� , 
���	 �� ������	�� �� ����	��� ��-
&	��� �� (M, [g])� . ������ 
������� � 
� ��/�� )��* �� )0*�

+��� �� ���������	� �� 
� �����$��! � �� �%�&��� �������� �� ��1	-
�	� �� �� ��
��� ����� ����������! ���� �� �������� ���2 ���������
��
�	���� ��	 ��� ��� ����	� ��� �� ��	�� 3

��������� ����0� ���� (X, dr2 + gr) ��� �
����� ����
������� � ���� ��

��������� n + 1� �� ���� M ��� ���� �� �� ��		��� ��� gr ��� ��� �
���

� �� 	
�
�$��� �� ��������� ��� M � "� ���� ∇ 
 �����)��� �� ���� *����


�� dr2+gr �� ∇gr ��� �� gr� �� ��+��� 
 ������� ����� ����
����
� II ���
��
��!�� M × {r} 	
� �

II(Z, T ) = ∇ZT −∇gr

ZT,

�� Z �� T ���� ���) �!
�	� �� �������� �� TM �

�� ����	�� ��	� ��
�	��� �� �� ���������	� �� �����$�� �����4� ���
�� ����� ��	���! ��	 ��� ��� �� ��
�����	�	� �� ������ Ricg++n g+
��� M × [0, ε[ 3



�������� 	
 �� ������� �� ������� ��

����� ������ ���� (X, g+) ��� �	
���� 
���	������� �� ����

E = Ricg++n g+

�� �� ������� ��� g+ = r−2(dr2 + gr) 	��� gr ��� �	����� � �� �	
	���
� ��

���
����� ��
 M � �� �� ����� Z, T ���� ������
� �� TM  	��
� �� 	 �

E(Z, T ) =
(
Ricgr +

(
2 II+ ∂r − trgrII−r−1(n− 1)

)
II

−r−1(trgrII) gr

)
(Z, T ), �	
�
��

E(Z, ∂r) =
(
d trgrII+δgrII

)
(Z), �	
�
��

E(∂r, ∂r) = ∂r tr
grII−| II |2gr − r−1(trgrII), �	
�
��

�� II ��� �	 ������� ��
�� ����	����	�� ��� �
	����� M × {r} �	
 
	���
� �

dr2 + gr tr
gr ������� �	 �
	�� �	
 
	���
� � gr �� II2 ��� �� �	

� �� �������

��
������ � ���
���� 	������ � �	 ������� ��
�� ����	����	�� ��	 gr�

!������
	����� �� ���� g = r2g+ = dr2 + gr� ����� � �!
�
�� �� � "

Ricg+ = Ric +
n− 1

r
∇dr −

(Δr

r
+

n

r2
|dr|2g

)
g.

#��� (e1, . . . , en) ��� $��� ���������� �� TM ��� ������� % gr� �&��� &��
'������� e1, . . . , en, ∂r (������ ��� $��� ���������� �� TX ��� ������� % g

�� �$����� ����� "

Δr = −∇∂rdr(∂r)−
n∑

k=1

∇ekdr(ek) =
n∑

k=1

II(ek, ek) = trgrII,

�� ��� ����� ���� &� ������� E �� (������� �� &� ������� g "

E = Ric +
n− 1

r
∇dr − trgrII

r
g. �	
�
)�

�� �����&&� &�� (����&�� �� *���� ���� &� ������� (���� (���������&� �'��



�� ��� ����	
��	�� 
������������	����

Z �� T ���� ��
����� �� TM �

n∑
k=1

g
(
RZ, ekek, T

)
= (Ricgr −(trgr II) · II+ II2)(Z, T ), ��������

g
(
RZ, ∂r∂r, T

)
= (∂r II+ II2)(Z, T ), ��������

n∑
k=1

g
(
RZ, ekek, ∂r

)
= (d trgrII+δgrII)(Z), ��������

n∑
k=1

g
(
R∂r, ekek, ∂r

)
= ∂r(tr

grII)− | II |2gr . ��������

����� ∇dr(Z, T ) = −dr(∇ZT ) = − II(Z, T )� � � �	�� ���� E ���!
���	� " TM ×TM ���
 �����#� �� ��� �������� �� $���� �������� �� �������� �

E(Z, T ) = Ric(Z, T )− r−1(n− 1) II(Z, T )− r−1(trgrII) gr(Z, T )

=
n∑

k=1

g
(
RZ, ekek, T

)
+ g

(
RZ, ∂r∂r, T

)

−(
r−1(n− 1) II+r−1(trgrII) gr

)
(Z, T )

=
(
Ricgr +

(
2 II+ ∂r − trgrII−r−1(n− 1)

)
II−r−1(trgrII) gr

)
(Z, T ).

%&����� ����� � � �

∇dr(Z, ∂r) = −dr(∇Z∂r) = −1

2
Z · |dr|2g = 0,

�	�	 ���
 �����#� �� �� ������� �� $���� ��������� �&'(��	�' �����)� ��� ��
	��!
��� �'����'��

�&'(��	�' �����*� �	�� �	��
����� �� ���������

����� ������� ���� ��� ��	
	���� � ����� ��������	 �� 
 ��� ��� ��
��	��

���
�	�� �

trgr∂rE = −2δgrE(∂r) +
(
∂r − 2 trgrII−2(n− 1)r−1

)
E(∂r, ∂r), ������+�

ei ·
(
E(∂r, ∂r) + trgrE

)
+ 2δgrE(ei) = 2

(
∂r − trgrII−(n− 1)r−1

)
E(ei, ∂r).

������,�



�������� 	
 �� ������� �� ������� ��

��������	�
��� �� �� �������� ��� ���� ������ �� ���������� ���������
�� ������� δg+E + 1

2
d trg+E = 0 ��� �������� ∂r �� ei
 �� ������� ���� ���

���� ������ ��������� �

δg+E(∂r) +
1

2
∂r(tr

g+E) = 0  	
!
!"#

δg+E(ei) +
1

2
ei · (trg+E) = 0  	
!
!$#

%����&� �������  '
!
!#( �� ������� ���� �� ���������� ���)���� �� �������
g+ = r−2g �

∇+

UV = ∇UV − dr(U)

r
V − dr(V )

r
U + g(U, V ) ∂r,  	
!
!*#

�+ U �� V ���� ���� �������� �� TX �� ∇+ ��� �� ��������� �� ����,������
�� g+


'���� ���� �� ������� ����� ��  	
!
!"# �� ������� �

δg+E(∂r) = −r2(trg ∇+E)(∂r)

= −r2
( n∑

k=1

ekE(ek, ∂r)− E(∇+
ekek, ∂r)− E(ek,∇+

ek∂r)

+ ∂rE(∂r, ∂r)− 2E(∇+

∂r
∂r, ∂r)

)

= −r2
((

∂r − trgrII−r−1(n− 2)
)
E(∂r, ∂r) + δgrE(∂r)

− trgrII ◦E − r−1(trgrE)
)
,

�� ���� �� �����&�� ����� �� ������� 	
!
!" �

∂r tr
g+E = r2

(
trgr∂rE + 2 trgrII ◦E + ∂rE(∂r, ∂r)

)
+ 2r

(
trgrE + E(∂r, ∂r)

)
,

�� ��� ����� �����������  	
!
!-#

��������� ���������� �� ������� ����� ��  	
!
!$# �

δg+E(ei) = −r2
( n∑

k=1

ek · E(ek, ei)− E(∇+
ekek, ei)− E(ek,∇+

ekei)
)

−r2
(
∂rE(∂r, ei)− E(∇+

∂r
∂r, ei)− E(∂r,∇+

∂r
ei)

)
= −r2

(
∂r − trgrII−r−1(n− 1)

)
E(∂r, ei) + r2δgrE(ei),



�� ��� ����	
��	�� 
������������	����

�� �� ����	��� ����� �� ��������

ei · (trg+E) = r2
(
ei · E(∂r, ∂r) + ei · (trgrE)

)
,


� ��	 ��� �	� ���������

 ��� ����� ��	���� �!������ �� ��!����� ����"�

��������	�
��� # $� !���	�� �� �!�����	� � �!�	� �������� �� �%!����	�
�%&	���	 E = O(r∞)� # �!�	'� ��� �� ���������� �� �!�	$!� ��� �������
( r) �%����� �����"� �� � ��	�	��� �%!'��	�! II = −1

2
g′r) � � �%!'��	�! ��	$��� *

−2r E|TM = r g′′r + (1− n) g′r − (trgr g′r) gr − r g′rg
′−1
r g′r

+
r

2
(trgr g′r) g

′
r − 2rRicgr .

+�	� gr �� ���	��� ( � ��������� �� �!��	���� ��� M ��	 $!�	,� �%!'��	�!
E|TM = 0) 
%����(��	�� *

r g′′r+(1−n) g′r−(trgrg′r) gr−r g′r g
−1
r g′r+

r

2
(trgrg′r) g

′
r−2rRicgr = 0, ������-�

� $� �!����	�� ��� �!
����
� �� �!$��������� � �!�	� �������� � r =
0 � ��'����� ��� �!�	$!�� ��

���	$�� �� �%!����	� ������-� ������	�� ��
����� # ��	�	�� �� 
�$��	� ��	$��� . � ������� �� r ���� ��� �!�	$!��
�� gr ��	 ��� ��	��� ��� M ���� �������) g′ := g′r|r=0�� # 
����
� �

��'����� �%!����	� ������-� ��� �� ����) 
%����(��	�� ���� r = 0) 
� ��	
��� �%!����	� � g′ ��	$��� *

(1− n) g′ − (trgg′) g = 0.

/	�	 �� ����	�� ����� g(1) = g′ �� �!$��������� ��0�����	��� �� gr ���
��� 1!�	$�� ��	���� �%!����	� ������-� ��� ������� ( r � r = 0) �
���	�� *

(2− n) g′′ − (trgg′′) g − 2Ricg = 0,


� ��	 ���

trgg′′ =
Scalg

(n− 1)
������2�

g′′ = −2Pg ��������



�������� 	
 �� ������� �� ������� ��

�� Pg ������ �� ������� �� �������� �� g �

Pg :=
1

n− 2
Ricg − 1

2(n− 1)(n− 2)
Scalg g. �	
�
		�

���� k �� ������ �� ����� ! n" ����� �#������� �	
�
�$� ���%� (k− 1)  ���
��� �� ��  ���� ���%���� �

0 = (k − n)g(k) − (trgg(k)) g + ��� ������ �� g(l) �%�� �&' �	
�
	��

���� k 
= n" �#�������� η → (k − n)η − (trgη) g ��� ��%����(�� ��� ��� 	)
�������� �*��������" ����� �� ������� g(k) ��� ��������� �%�� ��� ������ g(l)

�����(������ �������� ��� ��� ������ �� ����(���� �� (M, g) ���� ��� k
��� ����������� �� ����� ! n
 �� n > 3 �� ������� ��� g(1) = 0" �#�������
�	
�
	�� ���� r = 0 �� k = 3 �������� ��� g(3) = 0
 ��� ��� ��������� ��
�����" �� ������ ����� ��� ���������" ��� ��� ���%�� �������� ��� �������
! r �� gr �� �#����� �� ����� ! n �#�������� ��� �� (���
 �� ��+����� �����
�� ��������� ����� �� �� ��������� ������� ������,� ����� �� ���%� n −
1 �#������� �	
�
�$�
 -���� n ��� ������" �� �(����� ��� �� ����� �� g(n)
��� �����" ��� ��� ������ ������ �#���%��� ����� ��� ����� �� ������� ��
���%�� �������� �� gr" ��� ������ �� �� ���� ��������� �� ������ ���� �����"
���� �� ���� ��������� �� ��������� �� ����.�� C∞
 �� ���������� n ��� ����"
�� ���� ������ ��������� trgg(n)" ���� �� �� ���� ��� �� ����� �� ���%��
�#����� �� ����� ��������� �� ����� ���� �����
 �� ��� ����� �� ����� ����
����� h �� rn log r ���� �� �%���������� �� gr ��� ��� ��� ����� �������
��� ��� ������ �� ����(���� �� (M, g)


���� ������" �� %���� �� ������� ��� gr ��� ����.������ �/��� ��� ���
������ �� ����(���� �� g ������ O(rn) �� ��#���� ����.�� (��� �� �%������0
���� ��*��������� ����� ���� �� ����.�� 	
�
1
 ���� �������� ��� g+ ���
������ ������ O(rn−2) �� ��� g+ %��/� �

[Ricg+ +n g+]|TM = O(rn−1 log r).

���� �������� �� ������������" �� %� ������� ��� ��������� ��� �� �0
%���������� ��*��������� �� gr ��#�� %���� �� ��������� ����� ��� ������
�������(��� ���� ��� ������ ���������� ���� E" �#���)!)���� ���

E(∂r, ∂r) = O(rn−1) �� E(ei, ∂r) = O(rn−2).

2� ������  ��������� �%�� �	
�
3� �� �	
�
4�" ��� E(∂r, ∂r) = O(r−1) ��
E(ei, ∂r) = O(1)
 ��������� ��� E(∂r, ∂r) = O(rs−1) �� E(ei, ∂r) = O(rs)



�� ��� ����	
��	�� 
������������	����

���� 0 ≤ s ≤ n − 1� � �
�	� ����� E(∂r, ∂r) = λrs−1 �� E(ei, ∂r) = μir
s�

����� E(ei, ∂j) = O(rn−2)� � � trgr∂rE = O(rn−3) = O(rs−1)� �� ����
δgrE(∂r) = O(rs) �� trgrII = O(r)� �	�	 ������	�� ������� mod O(rs−1) ��!
"	�� (s − 2n + 1)λrs−2 = O(rs−1) �� ������	�� ������# mod O(rs) ��"	��
(s+ 1− n)μir

s−1 = O(rs)� 
� ��	 ��� λ = O(r) �� μi = O(r)�

������� #� $��� ������
� �%���&��	��� (Hn+1, g+)� � ��	�	�� �� ���'�� ��
�	���� �� $�	
���� ����� � ���� ρ =

∑
x2
i � �� ����	��� g+ ���
�	� (

g+ =
4
∑

(dxi)2

(1− ρ2)2
=

4 dρ2 + 4 ρ2 gSn

(1− ρ2)2
.

)�	� d(x) = log 1+ρ
1−ρ

�� �	���
� �%���&��	��� �� x * 0� � ���� r(x) = e−d(x)


� ��	 ��� ρ = 1−r
1+r

�� dρ = 2 dr
(1+r)2

� �	�	 � ��
�	� �� r� �� ����	���
�%���&��	��� ���
�	� �� �� ��+� ��	"��� (

g+ =
dr2 + (1− r2)2 g0

r2
, �"�
 g0 =

gSn

4
.

,� ��� ��
	�� �� "�	� ��� r 
����
�	-� (Hn+1, g+) ��� �� &��� � (Sn, 1/4 gSn)�
�� �"�
 ��� ����	�� �� �����'�� ������ � �&�	�� (

gr =
(1− r2)2

4
gSn . ������� 

������� �� )�	� (Mn, g) �� "��	��� ��.	���	 �"�
 Ricg = 4λ(n− 1)g� �����
�� ����	���

g+ =
dr2 + (1− λ r2)2g

r2
������# 

���	���	� �������	� Ricg+ +n g+ = 0� / ����"� 
� ��������� � ������ ���
gr = (1− λ r2)2 ��� �� �����	� �0�
�� �� ������1 �

��� �� ����	
�� � ��	����� �� 	����	�� 2

����������� 	
	
�
 �� 	
����
�� 2 �� ����
��� 	� ��
����� gr �	��� ��

	������������ ��������
��� ��
���� �

gr = g + g(2)r
2 +O(r3), ������ 

���� tr g(2) = −1
2
Scalg �� tr 	��
��� �� ����� ��� ������� � g�



�������� 	
 �� ������� �� ������� ��

��������	�
��� ����� n = 2� ��������� �	
�
��� �������  

r g′′r − g′r − (trgrg′r) gr − r g′rg
−1
r g′r +

r

2
(trgrg′r) g

′
r − 2rRicgr = 0. �	
	
	�

!����"# �� ����"�� �	
�
$�� g(1) = 0 �� �� �����	�� 
����� �	� �	����� � r
��� M � �� ������� �

(tr g′′) g + 2Ricg = 0,

�� ��� ����� �� ����	�� �	 ��	�� �

tr g(2) = −1

2
Scalg .

�� ���� �� ��������� 2� �� ������� �� ����� ��� ������������� � �	 ���������
	���� �� ��� 	 �	� �� ����� �� r2 log r� �� ��� ������� �	 �������

��� �� ���	
�� � ��
���	� � �
���
�� 4

���� 	����� ������� ��� �� ����� ���	��� ����� �	�� �� �������������
�� �	 �������� �� !����	�� �� (M, g) �� ��������� 4 ��� ��	�� � �� �������
�	���������� �� ������� �� "	� �� (M, g) 
���� #$$%� ��� ���� ��&��� ��� ��
����� ��������� �

��������� ��'�$� ���� (M, g) ��� �	
���� 
���	������� � �������� n� ��
����� �� ������
 � �	�� � �	 �	���
� ����	��� �

B(X, Y ) = (∇ek∇ek P)(X, Y )− (∇ek∇Y P)(X, ek)− P(Wek, X Y, ek).


��'�$
�� W ������ �� ������
 � ���� � g� P �� ������
 � �������� � g ��
�������� 4 �������� �� (e1, . . . , en) ���  	�� �
�����
��� � TM �

(� ������� ���� �� ������������� �� �	 �������� �� !����	�� �

�	�
������� ��� !� �������� 4� �	 ���
�"�� � #����	
� gr 	��� ��
�����$$����� 	���$����"�� ����	�� �

gr = g − P r2 − 1

3
B r4 log r + g(4) r

4 +O(r5), 
��'��

	��� tr g(4) = 1/4 (tr P◦P)� �� tr ������ �	 �
	�� $	
 
	$$�
� % g�



�� ��� ����	
��	�� 
������������	����

�������� �� ��	�� g �� g̃ = e2ωg ���� ����	���� 
������� ��� M4� ���
�
�� �������� �� �!� � ������"� �� ��	� ��� �� ������ �� #�
� ��� 	"��	��

������ � �	���	� 4 $

B̃ = e−2ω B,

�% B ��� �� ������ �� #�
� �� g �� B̃ 
���	 �� g̃�

	
����������� &��� M ��� �� �	���	� 4� �'�����	� (�� � )* ��"	�� $

r g′′r − 3 g′r − (trgrg′r) gr − r g′rg
−1
r g′r +

r

2
(trgrg′r) g

′
r − 2rRicgr = 0. (�����*

+'����� �� �������� �� �! �"�
 (�� �� *� gr ����� �� ��"��������� ��,��-
���	��� � r ��	"�� $

gr = g + g(2)r
2 + h r4 log r +O(r4),

�"�


g(2) = −P = −1

2
Ric+

1

12
Scal,

�% Scal �� Ric ���	��� �����
�	"���� �� 
���.��� �
���	�� �� �� ������ ��
/	

	 �� g�

+��	"�� ���	� ��	� ��� ������� 0 r �'�����	� (�����* � r = 0� � �.�	�� $

3h+ 4 (tr g(4)) g − 2 (tr P◦P) g + 4P◦P−2 dg Ric(P) = 0,

�% dg Ric(P) ���	�� �� �	1����	���� �� ������ �� /	

	 � g ��� �� �	��
�	�
P� 2 ������	� ����� ��
	����� �� ����� h $

h = −4

3
tf(P◦P) + 2

3
tf(dg Ric(P)),

�% tf ���	�� �� ����	� ��� ���
� ��� ������� 0 g�

����� ������ ���� (M, g) ��� ����
�
 ������������ �� �������� n� ����
�� ���
��������� �� ������ �� ����� �� g ��� �� ��������� �� ������ ��

�������� P �� 
���� � �

dg Ric(P) = −1

2
B+

n

2
tf(P ◦P). (����3*

�� B �� �� ������ �� ���� �� g �� P◦P �� �����
�
 ����� �� 2�������
��
������ ��� g�



�������� 	
 �� ������� �� ������� ��

����� �� ������� �� ���� ��� �� ������� ���� ������ h = −1/3B �� ��
�������

tr g(4) =
1

4
(tr P◦P),

�� ��� ������� �� ������������ �� �� �����������


�� ���� ����� � �������� �� ����� ���������


��������	�
��� � ���!� "�� #
##$% �� ������� �� �������� R �� g �� ��������
�� �� ����!�� ���&���� '

R =
Scal

2n(n− 1)
g � g +

1

n− 2

(
Ric−Scal

4
g
)

� g +W,

�� ������� (��������� ��� '

R = P� g +W . )	
�
*+

� ���!� � ,���� �� �������� �� ������� �� -������� &��.� � ,���� ���&����
δg P+d(tr P) = 0� �� ������� ����� � ,���� ���&���� '

−(∇X∇ek P)(Y, ek) + (∇X∇Y P)(ek, ek) = 0. )	
�
$+

/� �����&��������� ��� ���&��� �� ������� '

(∇ek∇X P)(Y, ek) =

(∇X∇ek P)(Y, ek)− P(Rek, X Y, ek) + (P ◦Ric)(X, Y ) )	
�
0+

��������� �� ��1��������� �� ������� �� 2���� �� �� ������� g ���� �� �����3
���� h� � ���!� "�� #
#04% �� �

dg Ric(h)(X, Y ) =
1

2

(
(∇ek∇Xh)(Y, ek) + (∇ek∇Y h)(X, ek)

−(∇ek∇ekh)(X, Y )− (∇X∇Y h)(ek, ek)
)
,

�&�� )	
�
0+� )	
�
#+ �� )	
�
$+� 	
�
* �� �������

2dg Ric(P)(X, Y )

= (∇ek∇X P)(Y, ek) + (∇ek∇Y P)(X, ek)

−(∇ek∇ek P)(X, Y )− (∇X∇Y P)(ek, ek)

= (∇X∇ek P)(Y, ek)− P(Rek, X Y, ek) + (P ◦Ric)(X, Y )

−B(X, Y )− P(Wek, X Y, ek)− (∇X∇Y P)(ek, ek)

= (P� g)(ek, X, Y, el) P(el, ek) + (P ◦Ric)(X, Y )− B(X, Y )

= 2(P ◦P)(X, Y )− (tr P ◦P)g(X, Y )− (tr P) P(X, Y )

+(P ◦Ric)(X, Y )−B(X, Y ).



�� ��� ����	
��	�� 
������������	����

����� Ric = (n− 2) P+ tr P� � ���	�� �	� �� �������� ����� �

2dg Ric(P) = n(tf P ◦P)−B.

��� �� ���	
�� � ��
���	� � �
���
�� 6

� ���	�� ���� �� ������������ �� �� ����	��� �� ��	
��� �

����������� 	
�
�
 �� ��������� 6	 
� ������� �� �������� gr ���� 
�

����
������� ���������� ������ �

gr = g +
( 1

20
Scal g − 1

2
Ric

) r2
2!

+
( 3

800
Scal2 g − 3

40
Scal Ric+

3

8
Ric◦Ric−3B

) r4
4!

+h r6 log r + g(6) r
6 +O(r7). �� � !"

������������ #��� M ��� �� �	���	� 6� �$�����	� �� ! !%" ���	�� �

r g′′r − 5 g′r − (trgrg′r) gr − r g′rg
−1
r g′r +

r

2
(trgrg′r) g

′
r − 2rRicgr = 0. �� � �"

&$���'� �� �����'�� � ! ( ���
 �� ! �!"� gr ����� �� ������������ ��)��*
���	��� � r ��	��� �

gr = g + g(2)r
2 + g(4)r

4 + h r6 log r + g(6)r
6 +O(r7),

���


g(2) = −P = −1

4
Ric+

1

40
Scal,

�+ Scal �� Ric ���	,�� �����
�	����� �� 
������� �
���	�� �� �� ������ ��
-	

	 �� g 

&��	��� ���	� ��	� ��� ������� . r �$�����	� �� / /" � r = 0� � ���	�� �

−2g′′′′ − (tr g′′′′) g + 12 (tr P◦P) g − 24P◦P+12 dg Ric(P) = 0,

�$���'� �� ����� � / /� � � 0

−2g′′′′ − (tr g′′′′) g + 6 (tr P◦P) g + 12P◦P−6B = 0.



�������� 	
 �� ������� �� ������� ��

�� ������� �� ����� ��� ������� � g� �� �������� �� ������� g′′′′ �

tr g′′′′ = 6 (tr P◦P)
g′′′′ = 6P◦P−3B,

����� �� ������� ���� �

tr g(4) =
tr g′′′′

4!
=

1

4!

(− 21

400
Scal2+

3

8
|Ric |2g

)

g(4) =
1

4!
g′′′′ =

1

4!

( 3

800
Scal2 g − 3

40
Scal Ric+

3

8
Ric◦Ric−3B

)
.

���� ���� �� ������ ��� �� ������� �� ������� �� ��� ������������ ���
�� ��������� �� ������ ��������� ����������� �� �� !"#




�� ��� ����	
��	�� 
������������	����



�������� 	


�� �����������

�������������������

��� �� ���	
�� � 	���

�� ����� ����	 
������ �����	 Mn ����	 �������	 ������	 [g] 	� ��
���	 g+ = r−2(dr2+ gr) �� �������	 �	 ������� �����	 ��� X = M×]0, ε[� ��
��
�	�� �	 �	�����	� ��	 g+ 	�����	 ���� r = 0� 	�	����� �� �	�� �����

���	 ������ �	 ������	� �	 (X, g+) ��� (N, h)�

�� �	 ����	 ϕ ��	 ���������� C∞ �	 M ���� N � ����	 �������	 �

���� 	�� �	 �������	� ϕ 	� ��	 ���������� ϕ̃ �	 X ���� N ��� ���� C∞

	�  ��������	 �	 (X, g+) ���� (N, h)� ��  	� 	 ��� � ���	����	� �	�

����������� � �������	 �	 �!����	 ���
��� "

{
ϕ̃|r=0 = ϕ
δg+T ϕ̃ = 0.

#����� pM �� ���$	���� �	 M × [0, 1] ��� M � ��%	 � ��	����	���	��	� ��


� ��	����	� ����	�	�� ����	 
������ ������
�	 N � �
	 �	 ���� (ϕ ◦ pM)∗TN �

�	 ������	 � ����	 �� ��
	����	�	�� ��!��������	 ��� 	 �����

&���� �� ���	����� �	 M 	�� ����	� �� ����	�� �	 � �����	 ���
��� "

�������� 	
�
�
 ��������� ��� n ��	
 �� ��
	�� ��	� �� �� ����� (Mn, g)
�
 (N, h) ���� ���	�
�� �	�����	����� �
 �� ��
� (X, g+) �� ��
�	��� ��
��	����� �� (M, g)� �� ���	
 g+ ���� �� ����� ������� �
 �� �� ����� ϕ ���
����	��
	�� C∞ �� (M, g) ���� (N, h) ����� 	� ��	�
� ��� ��	��� ���
	�� U



�� ��� �����	�
���� 	������������������

�� (ϕ ◦ pM)∗TN ������ O(rn)� ����� 	�� �
��������� ϕ̃ := (expϕ ◦ pM ) ◦ U
����� �� ������� ������ �{

ϕ̃|r=0 = ϕ
δg+T ϕ̃ = O(rn+1 log r).

�� ���� U ����� �� ������������� ��������	�� �� r ������ �

U(p, r) = U2(p) r
2+· · ·+Un−2(p) r

n−2+Hg(p) rn log r+Un(p) r
n+. . . , �������

�� ��� ������� ����� �������� ��� ������ �� ��������� �� r ����� 	�
���� ���������� ��������� ��� ϕ �� ��� ������ �� ��������� �� g �� ��
h� �� ����� Hg �� ������ 	�� �� ϕ �� �� [g] �� �
�	����� Hg(ϕ) = 0 ���
��� �	����� ��� ������� ��������� �����	�� ���������� �
����� n ��� ���
���������� �� (Mn, g) ���� (N, h)� 	� ��� �������� ��� ���� ��� �������
! g�

"� ������ ����� ����� Hg(ϕ) ��� �� ��  ���� ������� �

Hg(ϕ) = an (δ
gd)n/2−1δgTϕ+ ��� ������� �� ϕ �
����� � ������,

�� δg ������ �� ��������� ��� �� ���� Ω(M)⊗ϕ∗TN �� an ��� �� ���#����
	� ��� ����� ��� ��  ������ �

an :=
(−1)n/2−1

2n−1(n/2)!(n/2− 1)!
.

���� ����� �� 
������� ������
 ����� �� ��������� �� M ��
 ������� �

�������� 	
�
�
 $�������� 	�� n ��� ����� �� �� ����� (Mn, g) ��
(N, h) ���� ������� ����������� �� �� ���� (X, g+) �� ����	�� �� %��&
���� �� (M, g)� '� ���� g+ ���� ��  ���� ()�*�*+ �� �� �� ����� ϕ ���
��������� C∞ �� (M, g) ���� (N, h)� ����� � ����� ��� ��	�� ������ U
�� (ϕ ◦ pM)∗TN ������ O(rn)� ����� 	�� �
��������� ϕ̃ := (expϕ ◦ pM ) ◦ U
����� �� ������� ������ �{

ϕ̃|r=0 = ϕ
δg+T ϕ̃ = O(rn+1).

�� ���� U ����� �� ������������� ��������	�� �� r ������ �

U(p, r) = U2(p) r
2 + · · ·+ Un(p) r

n + Un+1 r
n+1 + . . . , �������

�� ��� ������� ����� �������� ��� ������ �� ��������� �� r ����� 	�
���� ���������� ��������� ��� ϕ �� ��� ������ �� ��������� �� g �� �� h�
�� ����� Un ��� ����������



�������� 	
 ��� ����������� �������������������� ��

���� ������� � ������� ������ �� ����������� ��������������������


��������� 	
�
	
 ���� n �� ����	
 ���	 �� ��� �����
 ����������� ϕ 
��	


�
�� ��	����� 	�
�����
��
� (Mn, g) 
� (N, h) 
�� �����	�
���	������
 �


(Mn, [g]) ���� (N, h) �� ϕ 
�� �������� �
 ���������� ��� ��	���
� ��	��
��
�

Hg(ϕ) = 0 �� ����	��
 ������ ��� ������ 
	 �
 �
��
 �� ��	�
	� ���	� ����!

��������� "���	������
�

#
��	��
 �� ���� ������� �� ���� ��������� �� ���������� � ����� ��� �
 ��� ��� (n − 1) �����!��� �������� ��� ������� � r �� ����� ������� ϕ̃ ��
�� ����� ����� H ����� n ��� ����
 " ��� ����� �� ���� ��� �#��� ���������
� � ������ �� ������������ ��$��������� �� U % ���� � ���� ��� � ���
������ �� �������� ����� ���� ����� ����% �� ���������� ���� ����� � ���
���� � �����!�� �� &������'(���)� ��� �� ��������� *���� ����������+


,� �-���� ����� �#����������� ������������� ��� �� ��.����� �����
����� ������� �#������� N ��� �.�� � R

m% ��� ������� � �������� ���� ��
��������� C∞ �� (X, g+)
 /� �������� ����� n ��� ����% � ������������ ��
&����� �� '(���)� *0��1+ ��� ���������� &234 �� &�����% 2����% 3����
�� 4�����. *0�51+ �� ������� ����������� � ������������ ��$���������
�� ϕ̃
 �#��� �������� ���� � ��� .�����% ����� �� �� ���� ��� ����� ��
������������ ��$��������� ��� ϕ̃% �� �������� ����� ������� N �#�������
���� � � �� ϕ∗TN % ���� ������� ������ � ������������ ��$��������� ��
U 
 4�� �� ���������% ����� �����!�� 	
�
� ������� 6

�	��
�� ����� ��
�	������
����� ���� f ��
 �������� C∞ �
 M 

���	� �� 
����
 ��
 �����
 �������� f̃ mod O(rn) �
 X ��	����� �
 �$����


������� % {
f̃|r=0 = f

Δg+ f̃ = O(rn+1 log r).

&
 ���� �
 ���
����
�
�� ��$��������
 �
 f 
�� ���	 '������� �
	�
 n − 1

� �� �����
�� �� �
	�
 
� rn log r ��� �
 ���
�� ��
 �
 f 
� �
 [g]� "


�
	�
 �� �	�������
 ������ �� ���	��
�	 ��(�	
���
� ����	���� �����	�
 ��	

�
� ��������� �
 (M, g) ��� � ���	 �
	�
 �	������� Δ
n/2
g � )� ��� �� �
 �����	��
�	

*+,� �
 	�� ��������

-�
���
 7� 4�������� ��� (M, g) ���� ��� ������� �#8������� �� ���������
�����% ���� �� � ��� �������� �-������ �� � ��������� �� �������������% �
�������� f ��� ��� �������� ������������ ��� (M, [g]) �� �� �������� �� 6

(Δg − c1) . . . (Δ
g − cn/2)f = 0



�� ��� ����	
��	�� 
������������	����

���


cj =
(n+ 2j − 2) (n− 2j)

4n (n− 1)
Scalg .

��
	 ��
���� ���� ������� ��� � ������� ��	 � ��� ��������� ��� �����
���	� �������� 1.2 ��� � !"#

��� �����	
��
�� �� 
������� �����

����� ����	 M 
�� 	
 	�
���� ���


$�	� ϕ̃ �� ����	
��	� �� (X, g+) ��� (N, h)� � ��� ϕ �� �����	
�	�
��� M � � �� ������ ��� �	 δg+T ϕ̃ = O(rn+1 log r)� ����� ������	
��	� U :=
(expϕ◦pM )−1 ◦ ϕ̃ ����� �� ������������ ��%�����	��� ��
�#

$�	� g �� �����&���� �� r2g+ ��� X� � ��� �����
�	����� ∇ �� ∇h

��� 
��'	�� �� ���	��	�	�� �� (M, g) �� (N, h)# (�� 
��&���� 
������
�� ����	��� �)#*#�"� � �+�	�� ���� �����
	� �� ϕ̃ ,

δg+T ϕ̃ = r2 δgT ϕ̃+ r(n− 1) ∂rϕ̃

= −r2
(
∇h

T ϕ̃(ei)

(
T ϕ̃(ei)

)− T ϕ̃(∇eiei) +∇h

∂rϕ̃
∂rϕ̃

)
+ r (n− 1) ∂rϕ̃

= r2
(
δgrT ϕ̃+ (trgr II) ∂rϕ̃−∇h

∂rϕ̃
∂rϕ̃

)
+ r(n− 1) ∂rϕ̃,

�- (e1, . . . , en) ��� �� +��� ���������� �� TM ��� ������� � gr �� II ��� ��
��
��� ����� ���������� ��� ���
��� {r} ×M ��� ������� � g# �����
II = −1

2
g′r� ����� �� �����
	� �� ϕ̃ ���
�	� .������ ,

δg+T ϕ̃ = r2
(
δgrT ϕ̃− trgrg′r

2
∂rϕ̃−∇h

∂rϕ̃
∂rϕ̃

)
+ r(n− 1) ∂rϕ̃, �/#0#*"

�� � �+�	�� �	��
����� ��� δg+T ϕ̃ = O(r) ��� ������� � �� ����	��� g#
(��� �	���	.�� ��� ����	��� � ���� ϕ(k) 
���� ���� �&��� � �� ������ ��
+��� �� �� k�	��� ���	��� �� ϕ̃ ��� ������� � r� 
��������	��

ϕ(k) :=
[
(∇h

∂rϕ̃
)k−1∂rϕ̃

]
r=0

.

1 � ��
	����� ��� ���	����
�� ��	�����

δg+T ϕ̃ = O(r2) ⇐⇒ [∇h

∂rϕ̃
δg+T ϕ̃]r=0 = 0 ⇐⇒ ϕ(1) = 0.



�������� 	
 ��� ����������� �������������������� ��

����� � ���������� ∇h

∂rϕ̃
��� ϕ̃∗TN ���������� �� ���� �� ������ ��� ��

� �������� h� �� ����������� ϕ �� �� ϕ(1) ��� ��� ��� �� ���� ����������
ϕ(k) �� �������� ��� ���������� ��������� ������������ ����� ���������� ϕ ��
��� ������ �� ��������� �� (M, g) �� �� (N, h)
 �� ���� �� ��� ����������
��� k ���� ��� k ��� ����������� ��� ����� ��� n
 !�������� ��� ϕ(k−1)

���� ��������� ��� �� ���������� ��������� �� ��������� ϕ(k) �� ��������
��������� δg+T ϕ̃ = O(rk+1) ��� ��� ���������� �

[
(∇h

∂rϕ̃
)kδg+T ϕ̃

]
r=0

= 0


�� ������� ����

(k − n)ϕ(k) = (k − 1)
[
(∇h

∂rϕ̃
)k−2(δgrT ϕ̃− trgrg′r

2
∂rϕ̃)

]
r=0

. "	
#
#$

����� �� �����%� �� �������� ������� ��������� �� ϕ̃ ��� �&���� �� �� ��'
�������� �� � ������������ ��&��������� �� gr ���� r = 0 (������� �����
�� rn log r� ���� � ����� �� ������ �� "	
#
#$ ��� ���� ������ �)������ ���
�� ���������� ��������� ���� ��� k ��� ����������� ��������� � n


*�� �)���� �� k = 2 �� n 
= 2� �� ������� +

ϕ(2) =
1

2− n
δgTϕ, "	
#
	$

��� � ������� �� gr ��� ������� � r ������� ���� r = 0 "���� ����� ��
#
,
-$
 !� k ��� ������� �� ������ ��������� ��� ����������� �� �������� �
���� ��� gr ����� �� ������������ ��&��������� ���� �� r = 0 (�������
����� n− 1� ��� � ����� �� ������ �� "	
#
#$ ��� ��� ����� ���� ���� ������
������ s ������� ����� 1 �� n− 1� �� � +

ϕ(s) = 0. "	
#
�$

�� ����� ��� ���� n ����������� ��� .���� ��� 2� � ������%� ��� ������ ��
��������� �� (M, g) �� �� (N, h) � � � ����� ϕ(4)� "�� ������ �������� ��
�)����� �)������� �� ������ �� ��������$


/��� ���� ����� ���������� ����� ������0������ ����� ����� ������� U
�� ����� ���������� ϕ̃
 *��� ���� �� ����� p �� ����� �� M � �����������
�)��������� �� ϕ(p) ��������� �� ������������ ����� ��� ������ ���� Bϕ(p)

�� N ������� �� ϕ(p) �� �� ������ �� Tϕ(p)N 
 �� ���� εp = sup({α | ∀β <
α, ϕ̃(p, β) ∈ Bϕ(p)}) �� �� ��0���

U(p, r) := (expϕ(p))
−1
(
ϕ̃(p, r)

)
� ���� r < εp




�� ��� ����	
��	�� 
������������	����

��������� 	
	 ��� U(p, 0) ��� ��� ��	���� ��� ���	�	� �� ��������	�����

U(p, 0) = (expϕ(p))
−1
(
ϕ(p)

)
= 0. ����� !

"���� �� ���	#�� �� ϕ̃ ��� ������� $ r ��� ���� ��� �� %���� 	� � ��� �� �&��
���� �� ���	#�� �� U ��� ������� $ r� ' ����� �	�	 ��� ��
����
�� ���
��� ���	#��� 	���	��� ������� 	���	��� $ n �� U ������� ��� �� %���� (	�	
��� ������ 	���	�� �� ��#��������� ��)�����	��� �� U ��� ��� *�����$
������� n �� ��� ������ ��	�� ��� ���� *�����$ ������� n− 2 ��� ��� ���	#���
�� ϕ̃ ��� ������� $ r � r = 0� ��	 ��� �����&��� ��	+����� ������	��
��� ��� 
��	�	�� 		�	����� , ������� �� ��#��������� ��)�����	��� �� U
� r = 0 ��� �� �� ����� ��	#��� -

U(p, r) = U2(p) r
2 + · · ·+ Un−2(p) r

n−2 + . . . ,

.������� ��� �� ����� ��	#�� �� ��#��������� ��)�����	��� ��	� ��
����� Un(p) r

n �� � �� ����� � rn log r� ����� �� ���	#�� ��� ������� $ r ��
ϕ̃ ����� �� ��#��������� ��)�����	��� � r = 0 ��	#�� -

∂rϕ̃ = ∂r
(
expϕ◦pM (U)

)
= ϕ(2) r +

1

3!
ϕ(4) r3 + . . .+Qrn−1 + . . . ,

�� �� ����� Q ��� ������	� ��� �� ��#��������� �� U � ' �%�	�� �����
��
	����� ���

r2
(∇h

∂rϕ̃
∂rϕ̃

)− r (n− 1) ∂rϕ̃ = O(rn),


� ��	 ����� ����#�
 �����/!� ���0��	�� δg+T ϕ̃ = O(rn+1 log r) 	���	��� ���

[
(∇h

∂rϕ̃
)k−2(δgrT ϕ̃− trgrg′r

2
∂rϕ̃)

]
r=0

= 0. �����1!

"���� �����	� �� ��
�� 
��
� ��&��� #��	� � 0������ 
���� �������	 �
	�����	� ���� ����� � rn−1 log r� �� ��#��������� ��)�����	��� � r = 0
�� �� ���	#�� �� ϕ̃ ��� �	�	 �� ����� -

∂rϕ̃ = ϕ(2) r +
1

3!
ϕ(4) r3 + . . .+ nHg(ϕ) rn−1 log r +Qrn−1 + . . . ,

�� � �%�	�� ��� 
� 
�� �$

r2
(∇h

∂rϕ̃
∂rϕ̃

)− r (n− 1) ∂rϕ̃ = nHg(ϕ) rn +O(rn+1 log r),



�������� 	
 ��� ����������� �������������������� ��

�� ��� ������ ������� �	
�
��� ��������� δg+T ϕ̃ = O(rn+1 log r) ��� ������ 
���� ! ��"���� �������� #

Hg(ϕ) =
n− 1

n!

[
(∇h

∂rϕ̃
)n−2(δgrT ϕ̃− trgrg′r

2
∂rϕ̃)

]
r=0

, �	
�
$�

�� ��� %�������� Hg(ϕ) ��� �� ���%������ ��������
 & ���� ��������� ���� ���
����� �������� %� ���������� �� ���� ������ ��� %��'������� � ����� Un� ��
��� ���� ���(��� %� �����"�� ����� ������� �� %�! %� �� ���"


)�"��%��� � ���*����� %����� � ����� %� ��� ���� %�"�� ��� �������
! ϕ� �� �+����� ���������

Hg(ϕ) =
n− 1

n!
δgdϕ(n−2) + %�� ������ %���%��� ����������

= −(n− 1)

n!

(n− 3)

2
(δgd)2ϕ(n−4) + · · ·

= (−1)n/2−1 (n− 1)

n!

(n− 3)(n− 5) · · · 1
2 · · · (n− 4)(n− 2)

(δgd)n/2−1δgTϕ+ · · ·

=
(−1)n/2−1

2n−1(n/2)!(n/2− 1)!
(δgd)n/2−1δgTϕ+ · · · .

,������� ���������� ����������� ��������� ���� g = e2ωg ��� ��������
��� M �������� ! g� �� �� ������� ��� Hg(ϕ) = enωHg(ϕ)� �- Hg(ϕ) ��
�������� ! g
 .��� r � �������� ��������/���� ��������� �������� ! g� ����
� ������� U �������� ! g �%��� � %����������� ��0��������� �� r = 0
������� #

U(p, r) = U0(p) + · · ·+ Un−2(p) r
n−2 +Hg(p) rn log r +O(rn). �	
�
1�

����� r = eωr� �� �������� ��������� ��� � ��� ����� ��� �� %�����
rn log r ��� enωHg� ����� �� �+����� #

Hg = enωHg.

����� ����� M 	
� �	 ��	�
��� �����	

.�������� ���������� ��� n ��� ������� ��"���� �������� ��� ������ �����

δg+T ϕ̃ = r2
(
δgrT ϕ̃− trgrg′r

2
∂rϕ̃−∇h

∂rϕ̃
∂rϕ̃

)
+ r(n− 1) ∂rϕ̃, �	
�
��



�� ��� ����	
��	�� 
������������	����

�	�	� � ���
���� �� �� ���� ���� �������� � ����� ��� ��� ���	����
	���	��� �� ϕ̃ ��� ������� � r ������� 	���	��� � n − 1 ������� ��� ��
����� ��� 
����� ���� ��� ��	��� �� ���	��� � �������� ��� �� ����� ��
���	�� �� ��� ��	�� 
	������� � 
��	�� ��� �� ����� � rn� 
����	����� ��

�� ���
����� !� �" � ��
 ��� �� ����� � rn log r ��� �� ������������
��"�����	��� �� U �� �� ����� � rn ��� 	������	��

# �	�� �� ������ ��� �	 ϕ̃ ��� �� ����	
��	� Cn−1 �� X ��� N
�� ��	 ��� �����	��� �� (X, g+) ��� (N, h)� ����� �� $ ������������
��"�����	��� % &� ��	� 
���	 �� U' ��� ������	� (������� ����� rn−1 ���
��� ����	���� g �� h� �� �� ������ �� ϕ̃ ��� �� �����

��� �������	

����������� 	
	
�
 ������ (Mn, g) ��� �	
���� ��������� �� ���������

�	�
� �� (N, h) ��� �	
���� 
���	�������� 	��
� ��� 	�����	����� �	
��������

�� (M, g) �	�� (N, h) ���� ���	
���������

�������
	����� )������� ��� g ��	� �� ����	��� ��*	���	 ���
 Ricg =
4λ(n − 1) g� ��� ���� �� ��� &+�,�+�' ��� �� ����	��� �� ��	
��� �� g
���
�	� -

g+ =
dr2 + (1− λ r2)2g

r2
.

)�	� ϕ �� ����	
��	� �����	��� �� (M, g) ��� (N, h)� ��� ����� ������
��� Hg(ϕ) = 0� �� ����	��� g ���� ��*	���	� � ���	�� ���
 &.�+�+' ����
k = 1 -

ϕ(2) =
−1

n− 2

[ δgT ϕ̃

(1− λr2)2
+

2λnr

1− λr2

]
r=0

= 0.

��� ��
����
�� � ����� �	�	 ��� ��� ���	���� ��	��� �� ϕ̃ ��� ����� �
r = 0 �� ��
 ��� Hg(ϕ) = 0�

/���� ������	
��	� 	���	�� ���� ���	��� �	���	�� ��� �����	����
� �	�� ��
 �� ������ ��� �	 �� ���	��� ��� *	���	� ����� ���� ��� /�
�����	���� # ������� ���	� �0	��� ��� �"����1��� ���� ��	���� �������
*	���	 ���� ��� ��	���	�� ��	� �����	��� &��	� �� 
������	�� ��,�2 ���� ��
�	���	� 4 �� �� �����1�� ��+�+ ���� �� �	���	� 6'�



�������� 	
 ��� ����������� �������������������� ��

��� �����	
��� �	 ����������� �������	�

�� ������� ��������� �� �������� 	
�
�� ���� �� �������� ������������ 
���� ������������� � �������� ������� !

���������� �	
	�	 ������ (Xn+1, g+) ��� �	
���� 	�������������� ���
���

����� �� ��������� ���	�
� �� ��� �	
���� 
���	������� (N, h)� �� �� �����

ϕ ��� 	�����	���� ��� ��� Cn �� X �	�� N �� �	
������� �� (X, g+) �	��

(N, h)� 	��
� ϕ|M ��� ���	
������� �� (M, [g]) �	�� (N, h)�

�������
	����� "#����� � �������� 	
�
�� #����������

U(p, r) := (expϕ(p,0))
−1ϕ(p, r)

����� ����� ������������ ������������ ���� r = 0 !

U(p, r) = U0(p) + · · ·+ Un−2(p) r
n−2 +Hg(p) rn log r +O(rn), $	
%
�&

�� ϕ ��� Cn ��� X� ���� Hg = 0 �� ϕ|M ��� ���� ������������




�� ��� ����	
��	�� 
������������	����



�������� 	


������� �����������

��� ����� M 	
� �	 ��	�
��� ����	

������ ϕ ��� �		
������� �� (M, g) ��� (N, h) �� ϕ̃ �� 	��
��������
�������� 	�� 
� �������� ����� �
� ����� ����������� �� ϕ̃ �������� ������
��������� ��� 
� ������ �� ����

E(ϕ̃, ρ) :=
1

2

∫
M×[ρ;ε]

|T ϕ̃|2g+dvolg+

��������� 	� ϕ̃ 	
�� �� ��
� M × [ρ; ε] ��� 	����	 	��� 	� ���	������
���� 
�

��	 ��
 �
 �������� g� �� ������
���
�� ����� �������� �� ������ �� ��������

����
�� �

�������� 	
�
�
 �� ���������	�
� ��	�������� �� E(ϕ̃, ρ) �
 ρ = 0 ��

�� �� ���	� ����
�� �

E(ϕ̃, ρ) = E(2−n) ρ
2−n + · · ·+ E(−2) ρ

−2 + F log
1

ρ
+O(1),

�� �� ���
� ����
�
� �� ���	� �
 ����
�� ����� �� ρ �� 2 − n � −2
��� �
� �
�����	�
� �����	�
� ��� ϕ �� �� ���	� �� �������� �� g �� ��

h�
�� ���	� F 
� ����
� ��� �� ϕ �� �� �� ���� ��
���	� �� g �� �� ��

	������� h� ��
� �� ��
����

����

Eg(ϕ) := 2

n an
F (ϕ, g)



�� ��� ����	
��	�� 
������������	����

��� ���������� 	
��
��� 	����������� ��� �
�� �
��� �������� g ���� �� 	�����

	
��
��� �� g 
� � �

Eg(ϕ) = Eg(ϕ),
�� ���� ���	���

Eg(ϕ) = 1

2

∫
M

〈
(δgd)n/2−2δgTϕ, δgTϕ

〉
g
dvolg + . . . , �������


� ��� �
���� �� ��������
� ��������� ��� ���������� ��� M �� ������ ��

�������� �� ϕ ��
���� ����������

�� ���� �� �������� �� �
��� �
�	��
������ Eg ���
	�� � g ��� ����� �

a−1
n Hg 	����������� ��� ������� �
�� ϕ̇ ∈ Γ(ϕ∗TN) 
� �

dϕEg(ϕ̇) = 1

an

∫
M

〈ϕ̇, Hg〉h dvolg.

������� �� ������������ ��������	��� �� ������	� ��� � ������ � �� 
����!�� ���
 
���� �� ������������ ��������	��� �� ������ ���� ���	���
��������	��� �����"��	���# 
��
��� ��� $����� ��� %�&'� ( �)��# 
���	�
	
��� �	�	��	�� �� 	���� �� �� ����
���� � 
���	 �� ���� �����!�� * � ������� 
����� � ��	���
�� ��	��� �� r# ��	�	� ��� ����� �����	���	��� L ��	 ���
	���	�� 
������ �� ��	 +��� �� �,�� �� ���� ����� H ��� ���� �����!���
-��� �� ����	�� �� ���� ����	�# � �������� ��� �.��� 	���� ���� �������
�� �� ���	��	� �� ����� L# ��� �� �����!�� ��	��� �� � $����� �� /	��
�	
��� %��'�

�������� 	
�������������� �
���� (X, g+) ��� ������� ������
������

���� ����� 
����� �� g ��� �������� ���� �
� ��!�� 	
��
��� 
� �� �
���

gt ��� ������� � 1������"��� �� ��������� ��� M ����!��� g0 = g �� 
� �
��

ġ := [∂tγ]t=0� #� �������
� �� ����� L ���� �� ����	��
� ġ ��� ����� �

dgL(ġ) = −1

4

∫
M

〈h, ġ〉g dvolg,


� h ��� �� ����� �� rn log r ���� �� �����
������� ������
����� �� gr ��

���
�"�� $�%�&�

0 ���������� ��� $����� �� /	��
�	 �� ��
� 
� �����!�� � �����
�� Q�
���"��� �� �� ������ ���"����
�	�� ( �)��# � � ��
���� ����	��	
� 
�	�# ��	������� �� �� Q�
���"��� ��� ����� � L ���	� $����� �� 12���3	 ���
%��'� �� �� ������ ���"����
�	� ��� ����� � h� 0 ������ �������� 
�������
��� ������4 �� -	���� 5�"	 �%�'� ��� �� ��+���



�������� 	
 �������� ����������� ��

��������	�
��� �� �� ��������� ��� ������� ��� �� ������������ ������
������� �� �������� E ��� ���� �� �� ����� ���������� �� ��� !

E(ϕ̃, ρ) =
1

2

∫
M×[ρ;ε]

|T ϕ̃|2g+dvolg+ =
1

2

∫
M×[ρ;ε]

|T ϕ̃|2dr2+gr

rn−1
dr dvolgr .

"����#� ��� ����#��� $
%
& �� '
%
%� ��� ������ �������� ������� ��(�����  
n �� gr �� �� ϕ̃ �������� ���� r = 0� ����� |T ϕ̃|2dr2+gr

dvolgr ����� �� �������
������ ������������ ������� !

|T ϕ̃|2dr2+gr
dvolgr =

(
e0 + e2 r

2 + · · ·+ en−2 r
n−2 +O(rn log r)

)
dvolg,

�� ��� ����� !

E(ϕ̃, ρ) =
1

2

∫
M×[ρ;ε]

(
e0 r

1−n + e2 r
3−n + · · ·+ en−2 r

−1
)
dr dvolg +O(1).

)	
%
$*
�� ������� ����� �� ������������ ������������ ������ !

E(ϕ̃, ρ) = E(2−n) ρ
2−n + E(4−n) ρ

4−n + · · ·+ E(−2) ρ
−2

+F log
1

ρ
+ E(0) + o(1),

�� �� (������ �������� ���� ����� ���� �� ����� !

Eg(ϕ) = 1

n (n− 2)! an

∫
M

∂n−2
r

[|T ϕ̃|2dr2+gr
dvolgr

]
r=0

. )	
%
'*

+� �,��� �� � ���� �� ����� �� ������ !

Eg(ϕ) = 2

n an
F =

1

n an

∫
M

en−2 dvolg,

�� ���� �� ����� ���� ����������  ������ !

∂n−2
r

[|T ϕ̃|2dr2+gr
dvolgr

]
r=0

= (n− 2)! en−2 dvolg.

�� (������������ Eg : ϕ → F ��� ���� �-���� ��� F ����� ��������� ���
(n−2) �������� ������ ��� ������������� ������������� �� gr �� �� ϕ̃� ���
���� �������� ��� ��� ���������� ���������


.������� ���������� ��� ����� (������������ ��� ���������� ���(���� ���
�������  g
 /����� r �� r ���0 (�������� ��������-����� ���������� ��������



�� ��� ����	
��	�� 
������������	����

� ���� 
��	� �� ����	���� 
������� g �� g� ������� ������ ��� !"� 	� ��	���
�� ��
�	� b �� M × [0, ε] ��	 ����� � ��#��������� ��$�����	��� �
r = 0 ��	� %������� ����� rn+1� ��	 #��	&� r = r b(x, r)' (���� ρ(x, ρ) =
ρ b(x, ρ)� ����� r > ρ ��� ���	#���� � r > ρ(x, ρ)' �� �	)���
� ���� 
�� ����

��	� �� ����	���� 
������� ��� �� 	#��� �� �����*	� +

E(ϕ̃, ρ̄)− E(ϕ̃, ρ) =
1

2

∫
M×[ρ;ρ]

( n/2−1∑
j=0

e(2j) r
1−n+2j

)
dr dvolg +O(1)

�� ����� 	��*���	� ��� �� ���
���

E(ϕ̃, ρ̄)− E(ϕ̃, ρ)

=
1

2

n/2−2∑
j=0

ρ2−n+2j

2− n+ 2j

∫
M

(
e(2j)(b(x, ρ)

2−n+2j − 1)
)
dvolg

+
1

2

∫
M

e(n−2) log b(x, ρ) dvolg +O(1).

,� �$ � ��� �� ����� � log ρ ��� �� ����	��� 	��*���� �� 
���� b(x, ρ)
����� � ��#��������� ��	� � ρ %������� ����� ρn� 	� �$ � � ��� �
���� ��� �� ����	���� �	�	 F (ϕ̃) ��� 	������� �� 
��	� �� g ��� ��

����� 
������ +

Eg(ϕ) = Eg(ϕ)'
-������ �� ������� .'�'/� � � +

Eg(ϕ) =
1

n (n− 2)! an

∫
M

〈
dϕ(n−2), Tϕ

〉
g
dvolg + . . .

=

∫
M

〈
(δgd)n/2−2δgTϕ, δgTϕ

〉
g
dvolg + . . . .

0 #� ������ ��� �� *���	�� �� ���� ��
�	����� Eg ��� �*�� � �
����� �� 1��� ��� �� 	��*���	� ��� ����	��� ���� 
��� � �	)���
	� ����
��
�	����� � ϕ ��� �� �	��
�	� ϕ̇ ∈ Γ(ϕ∗TN)' 2�	� (ϕt)t∈[0,1] �� ���	��� �
� ��������� ������	
��	�� C∞ �� M ��� N ��	 #��	&� �� �$����� ��	#�� +{

ϕ0 = ϕ[
∂tϕt

]
t=0

= ϕ̇,

����� ������� �� �������� /'�'�� ������� ��	� t ∈ [0, 1]� 	� ��	��� �� ����	
��	�
ϕ̃t �� X ��� N ��	 #��	&� �� �$����� ��	#�� +



�������� 	
 �������� ����������� ��

{
ϕ̃t|r=0 = ϕt

δg+T ϕ̃t = O(rn+1 log r).

�� ����� X × [0, 1] �� �� ������� γ = g+ + dt2 �� �� ���� Φ �������������

�� X × [0, 1] ���� N ����� �� �� ������� �������� �

Φ(p, t) = ϕ̃t(p), ∀(p, t) ∈ X × [0, 1].

��� ����������� �������� TΦ ��� ��� ������� �� � � Ω(X) ⊗ Φ∗TN ! ���

������ �� ����� �� �����"��� ∇γ,h ����� ����������


�� ��#��������� �� Eg �� ϕ ���� �� ��������� ϕ̇ ��� ���� $

dϕE(ϕ̇) = 1

n an
[∂tF (ϕt)]t=0,

�����%$%���� �� ����� �� log ρ �� (n an)
−1[∂tE(ϕ̃t, ρ)]t=0
 �����

|T ϕ̃t|2g+,h = |TΦ|2γ,h − |∂tΦ|2h,
�� � ����� �� ��������� �� &��� ��� ∇γ,hTΦ ���� �'������� �

∂tE(ϕ̃t, ρ)

=
1

2
∂t

(∫
M×[ρ,ε]

|T ϕ̃t|2g+,hdvolg+

)

=

∫
M×[ρ,ε]

(〈∇γ,h

∂t
TΦ, TΦ

〉
γ,h

− 〈∇h

∂tΦ
(∂tΦ), ∂tΦ

〉
h

)
dvolg+

=

∫
M×[ρ,ε]

(〈∇h

TΦ(∂tΦ), TΦ
〉
γ,h

− 〈∇h

TΦ(∂tΦ), TΦ
〉
dt2,h

)
dvolg+

=

∫
M×[ρ,ε]

〈∇h

TΦ(∂tΦ), TΦ
〉
g+,h

dvolg+

=

∫
M×[ρ,ε]

〈∇h

T ϕ̃t
(∂tϕ̃t), T ϕ̃t

〉
g+,h

dvolg+ ,

�� ��� ����� ���� t = 0 �[
∂tE(ϕ̃t, ρ)

]
t=0

=

∫
M×[ρ,ε]

〈∇h

T ϕ̃[∂tϕ̃t]t=0, T ϕ̃
〉
g+,h

dvolg+ .

(���� ��� ���������� ��� �������! �� � ����� ��� �� ��#��������� �� E ���

���� �� ����� �� log ρ �� ���"�������� ��������!∫
M×[ρ,ε]

〈
[∂tϕ̃t]t=0, δ

g+T ϕ̃
〉
h
−
∫
M×[ρ,ε]

δg+
〈
[∂tϕ̃t]t=0, T ϕ̃

〉
h
dvolg+ .



�� ��� ����	
��	�� 
������������	����

����� δg+T ϕ̃ = O(rn+1 log r)� [∂tϕ̃t]t=0 = O(1) �� dvolg+ = O(r−n−1)� 	� ��
� ��� �� ����� � log ρ ��� �� ����	�� ������ �� ����	��� 	������� ���
��� � ∫

M×[ρ,ε]

δg+
〈
[∂tϕ̃t]t=0, T ϕ̃

〉
h
dvolg+

= −
∫
M

ρ−n−1
〈
dρ,

〈
[∂tϕ̃t]t=0, T ϕ̃

〉
h

〉
g+
dvolgρ

= −
∫
M

ρ−n+1
〈
[∂tϕ̃t]t=0, ∂ρϕ̃

〉
h
dvolgρ ,

�	�	 �� ����� � log ρ ��
���
�� ��� �� ����� � ρn−1 log ρ �� ∂ρϕ̃� ��	 ���
���
����� �� ����� nHg�  � ���� [∂tϕ̃t]t=0,r=0 = ϕ̇� 
� ��	 ����� !	� ��� �

dϕEg(ϕ̇) = 1

an

∫
M

〈ϕ̇, Hg〉h dvolg.

�������� "� # ���� ����$�� ��� �� �	��������� %$�	� &'(� &)*( �� ��� ������
��

	����+ �� ����� ������	���	� ��� ����	
��	�� �����	���� ��	 ��� ��

������� �� ��� ��� ����	
��	�� !	�����	����� ��	 ��� ��,	�� 
����
���� ��� ��	�� 
�	�	���� �� �� !	����	� �

E2
g (ϕ) :=

1

2

∫
M

|δgTϕ|2h dvolg.

-��� (M, g) ��� 
��������� ������ ��� ����	
��	�� �������	���� ���
!	�����	���� ���� �� !� 
������� 
������ �� ����	����

��� ����� M 	
� �	 ��	�
��� �����	

.�	�� (Xn+1, g+) �� $��	��� ��/	���	 
��������� 
����
�� �� g
�� ����	��� ��� �� 	,	 
������ ��	� �� �� ��
�	� ��,	����� r�
� 	���	,� � $�	�	��� �� M ��� X �$�
 M × [0, ε]�  �� 
�� ��$�����

��������� g+ ���
�	� g+ = r−2(dr2 + gr) �0 gr ��� �� ����	��� ��� M �
.�	�� ϕ̃ �� ����	
��	� �� X ��� N � ���

E(ϕ̃, ρ) =
1

2

∫
Mρ

|T ϕ̃|2g+,hdvolg+ , %'�1�)+



�������� 	
 �������� ����������� ��

�������� �� ϕ̃ ���� Mρ := X\(M×]0; ρ[)� �� ρ ��� �� ��� ���� ]0, ε]
 ��
������������� ����� ������� �� ������� �� ������� ������� �

�������� 	
�
�
 ���� ϕ̃ ��� �		
������� ��������� �� (X, g+) ���� ���

������ ����������� (N, h) ��� ��� C∞ �� X ���� N � �
�� 
� ����
�		�����

����	������� �� E(ϕ̃, ρ) �� ρ = 0 ��� �� 
� ���� �������� �

E(ϕ̃, ρ) = E(2−n) ρ
2−n + · · ·+ E(−1) ρ

−1 + F + o(1),

�� 
�� 	����� ��������� ��� ����� �� 	��������� ��	���� �� ρ �� 2−n � −1
��� ���� ���������� ��������� 	� ϕ̃ �� ��� ����� �� ������� �� g �� ��

h�
�� 	
�� F ��� �� �������� ������� �

F (g, ϕ̃) = F (g, ϕ̃), ∀g ∈ [g].

�������  � !��� �"��� ����� ��������� ���#���� $���� n ���� ����� ��

����� ��������� ������ ����� ������ �� ������������ ����� �� gr �� �� ϕ̃�
$�� ���������� �%����������� �� ������ �� �������� �� g �� �� �� ������

�� ϕ̃ ��� M � ����� �� ����� ��� #������������ ���#�������� �"��� ��� ���

������������ �� M ���� N 
 &���� $�� �� n ��� ������ �� � ������ �� ����� ��

����$�� gr �� �� ����� ������������� ϕ̃ ���� ����� ����� ��������� ���#�����

�� $�� #��� ������'��� ��� ������ $�� ���� ����������� �� ���� �������

���������� �� ������������ ����� #������������ �������� ( ����� �� �������

	
)
)


������������� *� �� ��������� ��� ������� $�� �� ������������ ��+��,

����$�� �� �������� E ��� ���� �� �� �+��� �����$���� �-( $�� �

E(ϕ̃, ρ) = E(ϕ̃, ε) +
1

2

∫
M×[ρ;ε]

|T ϕ̃|2g+,hdvolg+ ,

���� ��� �������� .
)
/ �� 0
)
.� �� ������� �

|T ϕ̃|2g+,hdvolg+

= r1−n|T ϕ̃|2dr2+gr,h
dvolgr dr

=
(
e(0) r

1−n + e(2) r
3−n + · · ·+ e(n−1) + e(n) r + . . .

)
dvolg dr,

����� �� � ���� �� ������������ ������� �� �������� �

E(ϕ̃, ρ) = E(2−n) ρ
2−n + E(4−n) ρ

4−n + · · ·+ E(−1) ρ
−1

+F + o(1).



�� ��� ����	
��	�� 
������������	����

������ ��	���� ��	���	�
� 
������ �� ����� 
����� ��� 
�
������������ ��������	���� ��	�� r �� r ���� ��
�	�� 
����
�	�����
�����	���� ����
	��� � ���� 
��	� �� ����	���� 
������� g �� g �����!�
"����� #$%�&' 	� ��	��� �� ��
�	� b �� M × [0, ε] ��	 ����� � ���������(
��� ��������	��� � r = 0 ��	� )������� ����� rn+1 ��	 ���	�� r = r b(x, r)�
*���� ρ(x, ρ) = ρ b(x, ρ) ����� r > ρ ��� ���	����� � r > ρ(x, ρ)� �� �	�(
����
� ���� 
�� ���� 
��	� �� ����	���� 
������� ��� �� 	���� ��
�����+	� ,

E(ϕ̃, ρ̄)− E(ϕ̃, ρ)

=
1

2

∫
M×[ρ;ρ]

( (n−1)/2∑
j=0

e2j r
1−n+2j

)
dr dvolg + o(1)

=
1

2

(n−1)/2∑
j=0

ρ2−n+2j

2− n+ 2j

∫
M

(
e(2j)(b(x, ρ)

2−n+2j − 1)
)
dvolg + o(1)

-���� b(x, ρ) ����� � ������������ ��	� � ρ )������� ����� ρn 	� �� �
��� �� ����� 
����� ��� �� �	.���
� E(ϕ̃, ρ̄)− E(ϕ̃, ρ) 
� ��	 �������
��	���	�
� 
�������

��� �����	�

�� ������	�	� ��	���� ��� ��� �� ������ �� ���� ��
�	����� ����
��� ����	
��	�� �����	���� ���� ���	��� (M, g) ��/	���	 �� �	���	�
��	�� ��� �� ���	��� �	���	�� (N, h) ����
�����

����������� 	
�
�
 ���� (Mn, g) ��� �	
���� ��������� �� ��������� �	�
�

	���

Ricg = 4λ(n− 1) g, #0�1�%'

(N, h) ��� �	
���� 
���	������� �� ϕ ��� 	�����	���� �	
������� �� (M, g)
�	�� (N, h)� 	��
� ���
� ������������� ���	
�	��� �����
�� �
��� �� ϕ ���

��	�� � �

Eg(ϕ) = (4λ)n/2−1(n− 2)!

∫
M

|Tϕ|2g,h dvolg.
�	�� �� �	� �	
�������
 �� ��������� �� (M, g)� �� ������� 	���� �

Eg(idM) = (4λ)n/2−1(n− 2)!n volg(M),

�� volg(M) ������� �� ������ �� M �	
 
	���
� � g�



�������� 	
 �������� ����������� ��

��������	�
��� ������� ��� ������ �	
�
�� �� ��
�
���� �� �

Eg(ϕ) =
1

n (n− 2)! an

∫
M

[
∂n−2
r

(|T ϕ̃|2dr2+gr
dvolgr

)]
r=0

=
1

n (n− 2)! an

∫
M

[
∂n−2
r

(
(1− λ r2)n|T ϕ̃|2dr2+gr

)]
r=0

dvolg,

���� ��
�
��� �� ����  !� ��� "����� "� ϕ̃ ��� ������� # r �����!����  !��"
r = 0� �����

[
∂n−2
r

(
(1− λ r2)n|T ϕ̃|2dr2+gr

)]
r=0

=
[
∂n−2
r

(
(1− λ r2)n−2

)]
r=0

|Tϕ|2g,h

= (−λ)n/2−1

(
(n− 2)!

)2
(
(n/2− 1)!

)2 |Tϕ|2g,h,

��  !� "���� $��� ��!� �� %������������ �� ϕ &

Eg(ϕ) =
(−λ)n/2−1

n (n− 2)! an

(
(n− 2)!

)2
(
(n/2− 1)!

)2
∫
M

|Tϕ|2g,h dvolg

= (4λ)n/2−1(n− 2)!

∫
M

|Tϕ|2g,h dvolg,



�� ��� ����	
��	�� 
������������	����



�������� 	


���� � ������ ���������

��� �� ���	
���
 4�

����� �����	�
 
������


�� ��������� 4	 �� 
��� �
������� ���������� �� ������������� �� ��������
����� �� ���������� �� ��� 
����� ���������	 ����� ������� �� �������� ������� �

�������� 	
�
�
 ������ (M4, g) �� (N, h) ���	 
����� �������������� ��

������������� ��
������� �������� �� ������� ����� ������ ����� �

E4
g (ϕ) =

∫
M

(
|δTϕ|2h +

2

3
Scal |Tϕ|2g,h − 2 (Ric⊗h)(Tϕ, Tϕ)

)
dvol, � ����!

�� δ ������ �� ��
������� ��� �� ��� Ω(M)×ϕ∗TN � �� ������ �� ��� !�����

����� ��� ��� �

δdδTϕ+ δ(
2

3
Scal−2Ric)Tϕ− S(δTϕ) = 0,

�� Ric� Scal �� dvol �� ��!!������ " g �� S ��� ���������!����� �� ϕ∗TN
���� �� �� ������� ���
���� �

S(X) =
4∑

i=1

Rh

X, Tϕ(ei)
Tϕ(ei), � ���"!

�� (e1, . . . , e4) ��� ��� ���� ���������� �� TM !�� ��!!��� " g �� Rh ��� ��

������� �� �������� �� (N, h)�



�� ��� ����	
��	�� 
������������	����

���� ���������� 
� �������� ��� �� ��
�	� 1.4.2�

�������� �� ���� � �����	��� ���
 ��� ��
�	��� �������	� ��� ��	��

�	�	���� �� E4

g ��� ���� �	������� �������	� �� ���� �� ����������� ��
 ��	�! P4 "

P4 = Δ2 + δ(
2

3
Scal−2Ric) d,

�# Δ ���	$� �� �����
	� �� g�

����� ������	


����������� 	
�
�
 	
��� (M4, g) ��� ������ ��������� � �
������ �
���
��� 
� ����� � (N, h) ��� ������ ������������ �� �
������ ����
������ ���
����� 
� ������ ��
�� ��� ��������
�� ������
������ �� (M, [g]) ���� (N, h)
�
� �������� ��� ��������
�� ����
�������

 ��
�����
�� %�	� ϕ �� ����	
��	� �� (M, g) ��� (N, h)� g ���� ��
����	��� ��&	���	� �������	� �� '������	
	�� ���
�	� "

δdδTϕ+
1

6
Scal δTϕ− S(δTϕ) = 0 ()�*�+,

���� ���� ��-. �� ��� �� 
������	�� (+�+�*,� ��� �	 ϕ ��� �����	��� ��
(M, g) ��� (N, h)� ����� ϕ ��� '������	���� %������� ��� ϕ ��	� ��
����	
��	� '������	��� �� (M, [g]) ��� (N, h)� � ����� �� �����	�
�
���	�� �� ()�*�+, 
���� δTϕ ��� ������� . g �� h� � �/�	�� ���
 ��
	��$���	� ��� ����	�� "∫

M

(
|dδTϕ|2g,h +

1

6
Scal |δTϕ|2h −

〈
S(δTϕ), δTϕ

〉
h

)
dvol = 0.

%	 �� 
���/��� �
���	�� �� g ��� ���	
����� ���	�	��� ����� δTϕ = 0 �� ����0
��	
��	� ϕ ��� �����	��� �� (M, g) ��� (N, h)� 1�	���� �	 �� 
���/���
�
���	�� �� g ��� ����� ����� dδTϕ = 0 �� ��� 
�� 
��	�	��� �� �����	�
�
���	�� �� dδTϕ 
���� Tϕ ��� ������� . g �� h ��� ���
 �� 	��$���	�
��� ����	�� "

0 =

∫
M

〈
dδTϕ, Tϕ

〉
g,h

dvol =

∫
M

|δTϕ|2hdvol.

'� ��	 ����� ��� ϕ ��� �
��� �� ����	
��	� �����	��� �� (M, g) ���
(N, h)�



�������� 	
 ���� �� ������ ���������
 �	

��� ������������ �
�
� �� 	
�
�� �� ������� ���������� �� ����������� ����
����� �

����������� 	
�
�
 ������ (M4, g) ��� �	
���� ��������� �� ���
��
� ��	�
�	�
� �������� �� ����� �� (N, h) ��� �	
���� 
���	������� �� ���
��
� ��������
����� ���	���� �� ������ �� �� ����� ��� 	�����	���� ϕ ��� ��� ���	
�������
�� (M, [g]) �	�� (N, h)� 	��
�

�� ϕ ��� ���	������ �����������

�� �� �	 ���
��
� ��	�	�
� �� (M, g) ��� ��
�������� �������� �� �� ������
	��
� ϕ ��� �����	����

�� �� �	 ���
��
� ������������ �� (N, h) ��� ��
�������� ���	����� 	��
� ϕ
��� �����	��� �� 	 ��� ���������� ����� ��	���

������� �� �� ����� �
�
�� �� ���� !�� �������� ��� ��� ���� � �"�������
� �������� ����� ��� �#�������!��� ����$�� � ���������� ��#������ ��� �
����� ��� �������� ���� %����� ��� ��� ���� � � � �������� 4 ���� !��
�������� ����� �#�������!��


��������� 	
�
�
 ���� (M4, g) ��� �	
���� 
���	�������� �	�����	���� �����
���� �� M ��� ���	
������� �� (M, [g]) �	�� (M, g) �� �� ��������� �� �	
���
��
� ��	�	�
� �� g ��� �����	����

 ������
	����� ������� �� �� ����� 	
�
�� ������������� ������ � M ���
�#�������!�� � (M, [g]) ��� (M, g) �� �� ��������� ��

2

3
δ(Scal idTM)− 2δ(Ric idTM) = 0.

"� ��������� �������� � &������ �� ������� �

2

3
δ(Scal idTM)− 2δ(Ric idTM) = −2

3
d Scal−2 δ(Ric) =

1

3
d Scal,

�� !�� ������ !�� �������� ��� �#�������!�� �� �� ��������� �� �� ��������
�������� � g ��� ���������


����� ����	
�����	 �� �������� �����

���������� �� ������������ �� ��������� 4

'����� (M4, g) ��� ���� � ���%���� �� g+ = r−2(dr2+ gr) �� � ���!�� �
(������ � ������ )�
�
�*� gr ���� ��  ����������� ��+������!�� �� r = 0



�� ��� �����	�
���� 	������������������

������
 �

gr = g +
( 1

12
Scal g − 1

2
Ric

)
r2 +O(r4 log r). �������

�� �� ����� ϕ ��� �����	�
��� C∞ �� M ���� ��� �����
� ������������
(N, h) �
 ϕ̃ �������	�
��� �� 
���� �� !����" ����� � �!�#�#�" �!�#��� �
 �!�#�$�"
�� �%
���
 �

ϕ(1) = 0,

ϕ(2) = −1

2
δTϕ,

ϕ(3) = 0

�
 �� ��
��
 g′′ = [∂rgr]r=0" �� �%
���
 ���� �� 
���� Hg(ϕ) �

Hg(ϕ) =
1

8

[
(∇h

∂rϕ̃
)2(δgrT ϕ̃− trgrg′r

2
∂rϕ̃)

]
r=0

=
1

8

([
(∇h

∂rϕ̃
)2(δT ϕ̃)

]
r=0

+
[
(∇∂rϕ̃)

2(δgrTϕ)
]
r=0

− (tr g′′)ϕ(2)
)
.

�� �%
���
 ���� �� ������� 
���� ���	 �&�!��� �

[
(∇h

∂rϕ̃
)2(δT ϕ̃)

]
r=0

= (δd− S)ϕ(2) = −1

2
δdδTϕ+

1

2
S(δTϕ).

'��� ��� ���(� �� �
 
����� �� 
����� �� Hg(ϕ)" �� �%
���
 ���	 ��� �������
�&�!��� �
 ������� �

[
(∇h

∂rϕ̃
)2(δgrTϕ)

]
r=0

− (tr g′′)ϕ(2)

= −δ
(
g′′ (Tϕ)

)− 1

2
〈d tr g′′, Tϕ〉+ 1

2
(tr g′′) δTϕ

= −δ
(
(g′′ − 1

2
tr g′′)(Tϕ)

)

= −1

3
δ(ScalTϕ) + δ(RicTϕ).

�) �� �����*��	� δ" �� ������
 �	������ �
 �� 
��	� ���
 ���� ��� ������
 + g�
,��������
 �� �%
���
 %��� �� �����
�
 �����	�"

Hg(ϕ) = − 1

16

(
δdδTϕ− S(δTϕ) + δ

(2
3
Scal−2Ric

)
Tϕ

)
.



�������� 	
 ���� �� ������ ���������
 ��

�� ���������	

	 ���������	 ������	 	� ��	����� 4

������� �� ������� �
�
�� ����� ������������� E4
g ��� � ��� ! "

E4
g (ϕ) =

1

8 a4

∫
M

∂2
r

[
|T ϕ̃|2dr2+gr,h

dvolgr

]
r=0

= −2

∫
M

(
∂2
r

[
|T ϕ̃|2dr2+gr,h

]
r=0

+
tr g′′

2
|Tϕ|2g,h

)
dvol.

#� ����� �� ������� ����� ���� ������ ����� ���� ���� �$�� %	
�
�& "

∂2
r

[
|T ϕ̃|2dr2+gr,h

]
r=0

= 2
〈[
(∇h

∂rϕ̃
)2T ϕ̃

]
r=0

, Tϕ
〉
g,h

− |Tϕ|2g′′,h + 2
[|(∇h

∂rϕ̃
)2T ϕ̃|2h

]
r=0

= −1

2

〈
dδTϕ, Tϕ

〉
g,h

− 1

6
Scal |Tϕ|2g,h + Ric(Tϕ, Tϕ).

����� tr g′′ = −1
3
Scal� �� ������� �� ������� ��� ���� ������ ��� ������ "

E4
g (ϕ) =

∫
M

(
|δTϕ|2h +

2

3
Scal |Tϕ|2g,h − 2Ric(Tϕ, Tϕ)

)
dvol.

��� �� ���	
���
 6

����� ����	
�� ������	�

'������ �� ��������� �(�������� � �� �������� � �)����������� �$����
��������� ���� ������*�� *��� �� �������� � M �� ������ ��� ! ���� ��
��� �� ��������� ���� $������ �+������� ������ ��� ���(����� 3� ��� �������
�$������� ��������� ��������*���
 ,�������� �� ��������� *�� �� $������
� ����� M ���� � �������� 6 �� *�� �� $������ �����$�� N ���� �-�����*���
�� � �� �������� ���$��� "

������	 ������ ������ (M, g) ��� �	
���� ��������� �� ��������� 6 	���

Ricg = 20λ g �� (N, h) ��� �	
���� 
���	������� �����
����� �� �� �����

��� 	�����	���� ϕ ��� ��� C∞ �� M �	�� N � ���
� ϕ ��� ���	
������� ��

(M, [g]) �	�� (N, h) �� �� ��������� ��

(δd− S+16λ )(δd− S+24λ) δTϕ− 2Rh

δTϕ, Tϕ(ei)
(∇h

Tϕ(ei)
δTϕ) = 0.

%	
.
�&



�� ��� ����	
��	�� 
������������	����

�� ∇h ��� �� ��		�
��	 �� h �� ϕ∗TN � δ �� d �� ��������	� � g� �� S ���

���	����������� �� ϕ∗TN ���	� �� ��	���� �	����� � �� ����	���	 4 �

S(X) = Rh

X, Tϕ(ei)
Tϕ(ei), �������

�� (e1, . . . , e6) ��� 	� ���� �����	����� �� (M, g) �� Rh ��� �� ��	��� ��

������ �� (N, h)�
�� ���� �� ��	����		���� �	�����	�� ��	����� �������� �
 ����������	�

� �����	�!�� ������� �

E6
g (ϕ) =

∫
M

(|dδTϕ|2g,h−〈S(δTϕ), δTϕ〉h+40λ |δTϕ|2h+384λ2 |Tϕ|2g,h
)
dvol.

�������	�� ���� �� ���	��� (M, g) ��� �������� �	���	��� � ����
�
��� 
��
���� �� 
��	�	� �� �������	
	�� �� �� ������ �� ���� ��
 
�	����� ���� �!	���	�� �� (M, [g]) ��� (M, g)� 
!��� �!�"#�� �� �����$��
��	��� %

�������� 	
�
�
 "��� (M, g) 	� ������� �� ����	���	 6� ����� �����	����

��� 	� ����������	 � �����	�!� �� (M, [g]) ��	� (M, g) �� �� ������	�

�� �

(Δ +
9

20
Scal g − 5

4
Ric) d Scal−15

2
tr(∇Ric Ric) + 20 δB+

5

4
d(|Ric |2) = 0,

�� Scal� Ric �� B �����	�	� ������������	� �� ������ ��������� �� ��	��� ��

#���� �� �� ��	��� �� $��� �� g�
�� ���� 	���� ��	����		���� �	 �����	���� ��� ����� � �

E6
g (id) =

4

25

∫
M

Scal2 dvol.

����� �����	
��
�� �� 
������� �����

��������	
 �� �����	
����� �
 ����
��	
 6

���� ����	�
�� ������ �� ������
�� �	 �	���� �� �	 ���
��� ������� �� ϕ̃
��� �� ���� ����� ���� U �

U = −1

4
δTϕ ������



�������� 	
 ���� �� ������ ���������
 ��

�� ���� ��������� ��
�
�� ���� k = 4� �� ������� �� ������ � �� ������  ��!
���"��  ���� ���� V #

V = −3

2

[
(∇h

∂rϕ̃
)2
( 1

(1− λ r2)2
δT ϕ̃+

12λr

1− λ r2
∂rϕ̃

)]
r=0

= −3

2

[
(∇h

∂rϕ̃
)2δT ϕ̃

]
r=0

− 6λ δTϕ− 36λU

=
3

8
(δd− S+8λ) δTϕ, �	
�
$�

�� ��������� ��������� ��������  �� ����� ���������� � �� %������ �&
�
$� #

[
(∇h

∂rϕ̃
)2δT ϕ̃

]
r=0

= −1

4
(δd− S) δTϕ. �	
�
	�

��������� ����� ����� H� ����"� ��
�
'� �� ��������� ��� �������� �	
�
$� ��
�	
�
	�� �� ������� #

144Hg(ϕ) =

[
(∇h

∂rϕ̃
)4
( 1

(1− λ r2)2
δgT ϕ̃+

12λr

1− λ r2
∂rϕ̃

)]
r=0

=
[
(∇h

∂rϕ̃
)4δT ϕ̃

]
r=0

+ 24λ
[
(∇h

∂rϕ̃
)2δT ϕ̃

]
r=0

+ 72λ2δTϕ+ 48λV + 288λ2U

=
[
(∇h

∂rϕ̃
)4δT ϕ̃

]
r=0

− 6 (δd− S) δTϕ.

+ 12 (δd− S+8λ) δTϕ

=
[
(∇h

∂rϕ̃
)4δT ϕ̃

]
r=0

+ 12 (δd− S+12λ) δTϕ. �	
�
��

(��� (e1, . . . , e6) ��� ���� ����������� � (M, g)� ����� ����  ���� ��������!
������� ��� ������� ��� ������� ) i �� r� �� ������� ��������� ��������  �� ��
���� ������ ��� �� ����� #

[
(∇h

∂rϕ̃
)2Tϕ(ei)

]
r=0

=
[∇h

Tϕ(ei)
∂2
r ϕ̃− Rh

∂rϕ̃, Tϕ(ei)
Tϕ(ei)

]
r=0

= ∇h

Tϕ(ei)
U.



�� ��� ����	
��	�� 
������������	����

��������� ��� �� ����	�� ����� �� �������� � � �� ��	�� �

(∇h

∂rϕ̃
)4δT ϕ̃ = −(∇h

∂rϕ̃
) 4
(∇h

T ϕ̃(ei)
T ϕ̃(ei)

)
= −∇h

T ϕ̃(ei)
(∇h

∂rϕ̃
)4
(
T ϕ̃(ei)

)
+(∇h

∂rϕ̃
)3
(
Rh

∂rϕ̃, T ϕ̃(ei)
T ϕ̃(ei)

)

+(∇h

∂rϕ̃
)2
(
Rh

∂rϕ̃, T ϕ̃(ei)

(∇h

∂rϕ̃
T ϕ̃(ei)

))

+∇h

∂rϕ̃

(
Rh

∂rϕ̃, T ϕ̃(ei)

(
(∇h

∂rϕ̃
)2T ϕ̃(ei)

))

+Rh

∂rϕ̃, T ϕ̃(ei)

(
(∇h

∂rϕ̃
)3T ϕ̃(ei)

)
,

�	�	 ���

(∇h

∂rϕ̃
)4
(
T ϕ̃(ei)

)
= ∇h

T ϕ̃(ei)

(
(∇h

∂rϕ̃
)3(∂rϕ̃)

)
+

(
(∇h

∂rϕ̃
)2(Rh

∂rϕ̃, T ϕ̃(ei)
∂rϕ̃)

)
+ ∇h

∂rϕ̃

(
Rh

∂rϕ̃, T ϕ̃(ei)
(∇h

∂r
∂rϕ̃)

)
+ Rh

∂rϕ̃, T ϕ̃(ei)

(
(∇h

∂rϕ̃
)2∂rϕ̃

)
.

 ���� (N, h) ��� �!����	��� �� ��� �� ���	"�� ����	#�� �� �� ���	"�� ���	$
�	#�� �� ϕ̃ ��� ������� % r �&����� ��� �� '���� � �'�	�� �"�
 ������� �[

(∇h

∂rϕ̃
)4δT ϕ̃

]
r=0

= (δd− S)V − 3∇h

Tϕ(ei)

(
Rh

U, Tϕ(ei)
U
)− 6Rh

U, Tϕ(ei)
(∇h

Tϕ(ei)
U)

−3Rh

U,∇h

Tϕ(ei)
U
Tϕ(ei)

= (δd− S)V − 9Rh

U, Tϕ(ei)
(∇h

Tϕ(ei)
U)

−3Rh

∇h

Tϕ(ei)
U, Tϕ(ei)

U − 3Rh

U,∇h

Tϕ(ei)
U
Tϕ(ei).

("�
 �&	���	�� �� )	�
�	� 
��� ��� �[
(∇h

∂rϕ̃
)4δT ϕ̃

]
r=0

= (δd− S)V − 12Rh

U, Tϕ(ei)
(∇h

Tϕ(ei)
U)


� ��	 ��	� �"�
 ��� �*��	��� �����+� �� �����,� �

[
(∇h

∂rϕ̃
)4δT ϕ̃

]
r=0

=
3

8
(δd− S)(δd− S+8λ) δTϕ

−3

4
Rh

δTϕ, Tϕ(ei)
(∇h

Tϕ(ei)
δTϕ).



�������� 	
 ���� �� ������ ���������
 ��

����� �� �������

384Hg(ϕ) = (δd− S+16λ )(δd− S+24λ) δTϕ

−2Rh

δTϕ, Tϕ(ei)
(∇h

Tϕ(ei)
δTϕ),

��� ��� �� �������� � ������������� �������


�� ���������	

	 ���������	 ������	 	� ��	����� 6

���� ������ �������� ���������� �� ������������� ���������� ��������
 ��
������� (M, g) ��������� �� �������� � �������! ����� �� � gr = (1 − λ r2)2g
�� ���� �� ������� "#
�
$% �� ��� ��������� � �����&�� $
�
�! �� �������

E6
g (ϕ) =

1

144 a6

∫
M

[
∂4
r

(
(1− λ r2)6 |T ϕ̃|2dr2+gr,h

)]
r=0

dvolg.

'�(����� �� ����� ���� ������(���� )

[
∂4
r

(
(1− λ r2)6 |T ϕ̃|2dr2+gr,h

)]
r=0

=
[
∂4
r

(
(1− λ r2)4 |T ϕ̃|2g,h + (1− λ r2)6 |∂rϕ̃|2g,h

)]
r=0

=
[
∂4
r (|T ϕ̃|2g,h)− 48λ ∂2

r (|T ϕ̃|2g,h)
]
r=0

+ 144λ2 |Tϕ|2g,h
+ 8

〈
V, U

〉
h
− 144λ |U |2h,

����&� ���*�������� � U �� V "���� 	
+
$ �� 	
+
#%! �� � ���� ���� )

[
∂2
r

(|T ϕ̃|2g,h)
]
r=0

= 2
〈
dU, Tϕ

〉
g,h

= −1

2

〈
dδTϕ, Tϕ

〉
g,h

,

�� ������ ���� )

[
∂4
r

(|T ϕ̃|2g,h)
]
r=0

= 2
〈[
(∇∂rϕ̃)

4 T ϕ̃
]
r=0

, Tϕ
〉
g,h

+ 6
[|(∇∂rϕ̃)2 T ϕ̃|2g,h

]
r=0

= 2
〈
d V + 3Rh

U, Tϕ U, Tϕ
〉
g,h

+ 6 |dU |2g,h
=

3

4

〈
d(δd− S+8λ) δTϕ, Tϕ

〉
g,h

−3

8

〈
S(δTϕ), δTϕ

〉
h
+

3

8
|dδTϕ|2g,h,



�� ��� ����	
��	�� 
������������	����


� ��	 ��	� �������� ���� �� ����� ���� ��	������� �

∂4
r

[
(1− λ r2)6 |T ϕ̃|2dr2+gr,h

]
r=0

=
3

4

〈
d(δd− S+8λ) δTϕ, Tϕ

〉
g,h

− 3

8

〈
S(δTϕ), δTϕ

〉
h

+
3

8
|dδTϕ|2g,h + 24λ

〈
dδTϕ, Tϕ

〉
g,h

+ 144λ2 |Tϕ|2g,h
−3

4

〈
(δd− S+8λ) δTϕ, δTϕ

〉
h
− 9λ |δTϕ|2h.

���� ��� �	� � 	������ ��� ����	� �

E6
g (ϕ) =

∫
M

(|dδTϕ|2g,h−〈
S(δTϕ), δTϕ

〉
h
+40λ |δTϕ|2h+384λ2 |Tϕ|2g,h

)
dvol.

����� ����	
�����	 �� �������� �����

��������	
 �� �����	
����� �
 ����
��	
 6 �	�� �����
����

��	� ϕ = idM � � �� 
��
���� ��� ���	���� ϕ(2) �� ϕ(4) �� �� ����� �����	�� 
�	��� H! �� ����� ϕ(2) ��� �� �����"� #$!�!$% �� ���
 ������	�� #$!�!�% ����
n = 6� � ���	�� ���� ϕ(4) �

ϕ(4) = −3

2

[
(∇h

∂rϕ̃
)2(δgrT ϕ̃− trgrg′r

2
∂rϕ̃)

]
r=0

= −3

2

[
(∇∂rϕ̃)

2δgT ϕ̃
]
r=0

− 3

2

[
(∇∂rϕ̃)

2δgrTϕ
]
r=0

.

�� ����	�� ����� ��� ��� � �&�� �[
(∇∂rϕ̃)

2δgT ϕ̃
]
r=0

= (Δ− Ric) (ϕ(2)) = 0,

�	�	 � ���	�� ���� ϕ(4) �

ϕ(4) =
3

2
(δg′′ +

1

2
d tr g′′) = −3

4
d tr g′′ =

3

20
d Scal . #'!�!�%

(����"� #$!�!�%� �� ����� �����	���	��� H ��� ����� ) �

144H =
[
(∇∂rϕ̃)

4(δgrT ϕ̃− trgrg′r
2

∂rϕ̃)
]
r=0

=
[
(∇∂rϕ̃)

4δT ϕ̃
]
r=0

+
[
(∇∂rϕ̃)

4δgrTϕ
]
r=0

− 2 (tr g′′)ϕ(4).



�������� 	
 ���� �� ������ ���������
 ��

�� ������� ���������� ���� �� ������� ����� ���� �	
�
�� �

[
(∇∂rϕ̃)

4δgT ϕ̃
]
r=0

= (Δ− Ric)ϕ(4) =
3

20
(Δ− Ric) d Scal . �	
�
��

���� �� �� �!�� �����" ������� #�� g′′′′ = 3
2
g′′◦g′′−3B �� #�� ϕ ��� �$������%

� M " �� ������� ���� �&
�
'� �
[
(∇∂rϕ̃)

4δgrTϕ
]
r=0

=
[
(∇∂rϕ̃)

3
(
− δgr

(
g′r (Tϕ)

)− 1

2
gr(Tϕ, d tr

grg′r)
)]

r=0

=
[
(∇∂rϕ̃)

2
(
2 δgr

(
g′r◦ g′r (Tϕ)

)
+

1

2
g′r (Tϕ, d tr

grg′r)− δgr
(
g′′(Tϕ)

))]
r=0

−1

2

[
(∇∂rϕ̃)

3
(
gr(Tϕ, d tr

grg′r)
)]

r=0

=
9

2
δ(g′′◦ g′′) + 3 g′′(d tr g′′) + 3 δB+

3

4
d(tr g′′◦ g′′).

����� g′′ = −1
2
Ric+ 1

20
Scal g" �����

[
(∇∂rϕ̃)

4δgrTϕ
]
r=0

=
9

8
δ(Ric ◦Ric) + (

3

400
Scal g +

21

40
Ric)(d Scal)

+3 δB+
3

16
d|Ric |2

(��� (e1, . . . , e6) ��� ���� ���������%� � (M, g)" �� ������� ����� ���� �$�����
������ �����"

δ(Ric◦Ric) = Ric ◦ δRic−(∇ei Ric)(Ric(ei))

= −1

2
d Scal ◦Ric−(∇Ric(ei)

Ric)(ei)

= −1

2
d Scal ◦Ric− tr(∇Ric Ric),

�� #�� ���� �

[
(∇∂rϕ̃)

4δgrTϕ
]
r=0

= (
3

400
Scal g − 3

80
Ric)(d Scal)− 9

8
tr(∇Ric Ric)

+3 δB+
3

16
d|Ric |2. �	
�
)�



�� ��� ����	
��	�� 
������������	����

�	������� ���
 ������� �� �������� � ���	��  

144H =
3

20
(Δ +

9

20
Scal g − 5

4
Ric) d Scal

−9

8
tr(∇Ric Ric) + 3 δB+

3

16
d(|Ric |2),


� ��	 !�� �	� ��� H ��� �� �	 �� �������� �	

(Δ +
9

20
Scal g − 5

4
Ric) d Scal−15

2
tr(∇Ric Ric) + 20 δB+

5

4
d(|Ric |2) = 0

�� ���������	
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"#���$� �#%&��	�% ���'�(�� � ���	�� � !	���	� 6  

E6
g (id) =

8

3

∫
M

[
∂4
r

(|T ϕ̃|2dr2+gr,g
dvolgr

)]
r=0

.

)���� ��� !%�	�%�� ����	$��� �� ���	�	$��� !� gr �� ϕ̃ ��� ������� * r �#�+
���� ���� r = 0� � ���	�� ���� �� ����� ���� �#	�%&����  

[
∂4
r (|T ϕ̃|2gr,g)

]
r=0

dvolg + 6
[
∂2
r (|T ϕ̃|2gr,g)∂2

r (dvolgr)
]
r=0

+ 6
[
∂4
r (dvolgr)

]
r=0

.

,�&��!�� �� !��	�� �����  

[
∂4
r (dvolgr)

]
r=0

=
[
∂3
r (
1

2
trgrg′r)

]
r=0

=
1

2
tr g′′′′ − 3

2
tr g′′◦ g′′ + 3

4
(tr g′′)2,

�	�	� 
���� tr g′′′′ = −3
2
tr g′′◦ g′′� �� ����� ���� �#	�%&���� ��� %&��� *

[
∂4
r

(|T ϕ̃|2dr2+gr,g
dvolgr

)]
r=0

=
3

2
(tr g′′)2 dvol =

3

50
Scal2 dvol,


� ��	 !�� �	�  

E6
g (id) =

4

25

∫
M

Scal2 dvol.



�������� 	
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��� �������	


���� ����� �	
�� ���� � �������� ������� �� ������ ������ �����
���������� ��� ��� ����	�	� ����������� �� ������� ��� � ��� ��� ��
� ������� ��� ������ � ������ ������������	 � ��� ���� �	�� ��	�
������� � �������� ���	���� 

���� ����� �	�� ��� ��� �� ����������� ! ! "� �� �� �� ����	�	 � �	����
�� �� ����	�	 ��#������ � �������� ����� ����� �� ������������ ������
����� ���� $����������� %����� ����� �� ���� ����� �� ������������
���������� ��� � ���� ��� $������������ �� ��&� � ����� ��������	
���� ����	�	 ��������� � �������� 4 ���� ���� �	����� � �����
'�� ������� ��� �������� (���� � ��������� ) " *+ $��� ������������	
���� ��� �� ������ ��� �� ��������� ������� � �������� ���� ,����
�� 2� ����������� � �� $�����������	� �� ���� '������ ��������������
$������������ ��� � ����� ��� ���������� 

-� ������� ������� ��� � ���� �� ���� �������� ���� ����������� $�
���������� ��� � ���� ��� �������� ������������� ���� �� �	�����
������������ ���� ��� � ���� ��� ��������� ���� ���� �� ����� �������
������	�	 ���� �� $�����������	 



�� ��� ����	
��	�� 
������������	����

��� ������

����� �������	� ��� �� ����	� ���� ���	��� (M,h) �� �	���	� 4 � 
����
���� �
���	�� 
������ ���	
����� ����	��� � � �� ��� ��� 
� 
�� ���
��	���	�� ��� �� ����	
��	� �����	��� �� �������	���  
������	�� !"#"$%"
& ������� ��� h ��� ' ���
�� ( ���� ����	��� ��)	���	� � �� ������
��� *+�� �� ����	��� h ��� �� ���	��� �����	��� �� �������� ,��	
	�������
�� ����	��� �� �� ���	��� �� ������� ������ �� 
�����	�� �� ����	
��	�
���
�� �� ��	���	�� ��	 
������ �� �������	
	��� ��	� ��	 ���� ���� ����
��	���� ���� �	������ ���� 
������� 
������ ' ���	� ( �� ' ���� (
�� ����	���� ��� ������� � �� ���	��� �� ������"

& ��� Mk,α ������
� ��� ����	���� �	���	��� Ck,α �� M � Ak,α

������
� ��� ����	
��	�� Ck,α �� M ��� M �� Γk,α ������
� ��� ��
�	��
Ck,α �� ϕ∗TM � 
� ��� ��� ����
�� �� -��
�"

& ���� ��	���� ��
�� ���� �������� ���+	���
� ���� ����	
��	�
�������	��� � ��	�	��� .

�������� 	
�
�
 ���� (M, ge) ��� �	
���� ��������� �� ��������� 4 � ���
�
��
� ��	�	�
� ��
�������� ���	����� 	��
� �� ������ ε > 0 ��� ���� ���
 �����
���
���� ����� h ��
��	�� ‖h − ge‖k+4,α < ε� �� ������ ϕ ��� 	�����	���� C∞

�� M �	�� M �� g ��� ���
���� C∞� ������ ��� �

�� ‖g − ge‖k+4,α < ε�

�� ϕ ���  !"	
������� �� (M, [g]) �	�� (M,h)�

#� ������� ���� ω �	�� Ck+4,α� ϕ ���� �	� "	
������� �� (M, e2ωg) �	��
(M,h)�

�� ���������	� �� �����/�� �� ��	� � ������ ������"

#" & ������ ��0
� �� �����/�� ��� ��
�	�� 	���	
	���� ��� ���� �	��
����� ������ ����	��� g ��1������ ' ���
�� ( �� h� 	� �+	��� ��
�	��� ����	
��	� ϕ(g) ��	 ��	� � �� ��	� ' ���
�� ( �� ��	���	�� ��
�������	��� �� (M, [g]) ��� (M,h)  ����� �"2"#%"

3" 4�0
� �
��� �� �����/�� ��� ��
�	�� 	���	
	���� � ����� ��� ����
�	������ ������ ����	��� g ��1������ ' ���
�� ( �� h� 	� �+	��� �
�	��� 
������� 
������ ω(g) ��	 ��	� � �� ��	� ' ���	� ( �� ��	
��	� �����	� ���� �����	� ���� ��	��� ��� �������	
	�� �� ϕ(g) ��
(M, e2ωg) ��� (M,h)  ����� �"2"3%"



�������� 	
 �� ������ ������������� ������������������� ��� ������� ��

�
 �� ��������� ��� ����� �������� g �� ����� � �� ��� ������������� ϕ(g)
�� ���� ��� ���������� �� (M, e2ωg) ���� (M,h) ���� �� ! ������ "

����#������ �������� ω


$
 �� ������ %�������� ���� �� ����� 	
�
� ��� ����� ����������� ϕ(g)
����� ��� ��� ���� ���������� �� (M, e2ωg) ���� (M,h) ���� ��

! #����� " ����#������ �������� ω


��� �����	
��
�� �� 
������� �����

����� ����	
���� �� ��������� �� �����	
����	
�����

&��� ������ ������� ������� �'����� ��� ������������ �������������

������� �� ���������� ����� �� �� ����� ��(������� ! ������ " ����� ��)

������ ��*������� � ����'��� �������� ��#�����


+��� ���� ������� g �� h ��� ��������� ���� Mk+3,α �� ϕ ���� Ak+4,α 

�� ���� ,

P 4(ϕ, g, h) := δdδTϕ+ δ(
2

3
Scalg −2Ricg)Tϕ− Sh(δTϕ),

������������ ��� P 4(ϕ, g, h) = 0 ��� �� ��������� �� ������������� �� (M, [g])
���� (M,h) �� ϕ
 -���������� P 4 ���������.�� ����� ����������� �� +�����/

#��������� �� ������������ �� ��������� 4


�� ���� ���������� ��� ������������ ������������� ������� �� ����������

�� ������� ������ �� �������� g
 -� ����� ������� ���� ����� ����������

���� ��������� ��� ������ ���������� � ������ �������� g ! ������ " �����

�������� h ���������.�� �������� ����������� ��� �� 0��� � �� ���� ! ������ "

�� ���������� �� ������������
 +��� ����#�� ��� ��������� �� ������ ϕ ���

���������


����� ������ ���� ge ��� �	�
���� ��������� � ���
��
� ������
� ��
�����

���� �	������� ���
� �� �
������ ���������

P 4(ϕ(g), g, h) = 0

����� ��� ������ �������� ������� ���������
� ���� ������ �� ��������� Ve ��

ge ���� Mk+3,α� ��� ��� ���
 ����� �	�
���� h ���� Ve� �� ������ �� ���������

Vid �� ��������	 �� M ���� M ���� Ak+4,α �� �� ��	
����
 ϕ �������� ���

�	���� �� h� ��� ��� ����
����� �� Ve ���� Vid �� ��� �	
��� P 4(ϕ(g), g, h) = 0�



�� ��� ����	
��	�� 
������������	����

��������	�
��� ���� ����� ����	���� �� �������� ��� ��
�	�� 	���	
	����
����������� P 4 ��� 
��	�� �� Mk+3,α(M) × Ak+4,α(M) ��� Γk,α(M) ��
������ � (id, ge, ge)� ��� ����� ��
 
��
���� �� �	�����	���� �� P 4� ���
������� ��� ����	
��	�� �� ������ ������� ��� 	����	��� �� ��	� (id, ge, ge)�

 �	� ϕ̇ �� ��
�	� �� ϕ∗TM � � ���	�� ��� 
���� �	��
�	� !

∂P 4

∂ϕ
(ϕ̇)|(id,ge,ge) = (δd− Scale

12
)(δd− Scale

4
) ϕ̇, "#�$�%&

�' Scale ��� �� 
������� �
���	�� �� ge�  ������� ��� �� �	�����	���� ��
����������� P 4 ��� ������� ��� ����	
��	�� �� ��� �� �	��
�	� ϕ̇ ������
�� ��	� (id, ge, ge)� ����� � 	��(��� ��� ����	�� �� � ��	�	��� �� �	(� ��
�� 
������� �
���	�� �� ge� � ����� ����� ��� ϕ̇ = 0� ) �����

0 =

∫
M

ge(
∂P 4

∂ϕ
(ϕ̇), ϕ̇) dvole

=

∫
M

ge
(
(δd− Scale

12
)(δd− Scale

4
) ϕ̇, ϕ̇

)
dvole

=

∫
M

|Δeϕ̇|2e dvole −
Scale

3

∫
M

|dϕ̇|2e dvole +
(Scale)2

48

∫
M

|ϕ̇|2e dvole,


� ��	 ������ �	� �� 
�
���� ��� ����������� ∂P 4

∂ϕ
��� 	����	��� �� ��	�

(id, ge, ge)� �� * �� �� ���������	� ��� �� ����	
��	� �	��
�� �� ��������
��� ��
�	�� 	���	
	����

����� ����	
�� ���� �� ��������� ����	��

���� ����� ������ 
����� 
���+��� �� ���� 
��(���� 
������ ��,

��� ��	 ��	��� ����� �����	��� ���� ����	
��	� -������	��� ���
�,
������ 
�����	���

 �	�� ϕ �� ����	
��	� Ak+4,α �� ω �� ��
�	� Ck+3,α� � ���	(� ���
P 2(ω, ϕ, g, h) �� �����
	� �� ϕ �� (M, e2ωg) ��� (M,h)� � ���	�� ��
	�����
���
 ���(��	�� �� .	�
�	 !

P 4(ϕ, g, h) = (δd+
2

3
Scalg − Sh)P 2(0, ϕ, g, h)

+
1

3
〈d Scalg, Tϕ〉g + 2〈Ricg,∇Tϕ〉g.

/��� 
���+��� ��
������ �� 
��(���� 
������� � �� ��	�	��� �
��� ��
��	� �� �������� ��� ��
�	�� 	���	
	����  	 � ������	��� �	��
����� 0 P 4�
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 �� ������ ������������� ������������������� ��� ������� ��

�� � ������ �� ���������� ��� �� �������� �� M ��� ���� ���� ���������������
���� ��� ���������� �� ����� 	
 
!
 ����� ��������" �� �� �#����� �� �����
��������� $ P 4" �� ���� ����� ����� Q
 ����� ���������� �� ������ ����� ����
������ ����������� �� ��%����� ��� ��������� ���������� ���� ��� ����������
�� ��������� ��������������


&��� g = e2ωg" �� ���� '

Q(ω, ϕ, g, h) := P 4(ϕ, g, h)− (δgd− Sh)P 2(ω, ϕ, g, h),

�� ��� ����� '

Q(ω, ϕ, g, h) =
2

3
Scalg P 2(ω, ϕ, g, h) +

1

3
〈d Scalg, Tϕ〉g + 2〈Ricg,∇gTϕ〉g,

����� Q ��� �� ��%������ �� ��(�% 3 �� ω" ������� 2 �� ϕ" ������� 3 �� g
�� ������� 1 �� h
 )� ���� ������ ����������� ϕ ���� ���������� �� (M, g)
���� (M,h) �� ������������ �� (M, [g]) ���� (M,h) ��� ���� %��������� ��
������� ������� ' {

Q(ω, ϕ, g, h) = 0,
P 2(ω, ϕ, g, h) = 0.

&��� g �� h ��� �%������� ���� Ve" �� �� �����%������ �� ����(������
��������� ω ��� �%��*��� �� �������������� ������������% ��������" ��� ��
���� ��������� �� �����+��� �� ����(����� �������� ���������� '

δP 2(ω, ϕ(g), g, h) = 0, ,	
 
-.

�/ δ �%��(�� �� �����(���� ��� ������� $ g
 )� ����� ������� ���� �����
���������� ���� ��%������ ��� ������ ���������� ���� ������ �%������ g
0 ������ 1 �� h" �������� ����(����� �������� ��� �� ���� $ �� ���� 0 ������ 1
�� 0 �� �������� �� ,	
 
-.
 2� ���� ��������� ��� ���� ������ �� ����������
���� �� ��������� δQ(ω, ϕ(g), g, h) = 0" ��� ��� ����� ����� ��������� �� ���
����� ��� ����� �%�������
 2� ���� ω ��� ��%������" ��� �����+�� ���� ��3
�������� �� ����(����� ��������" ���� �� ���� �/ �� ������������� ϕ(g) ���
���������� ���� �� ����� ����(����� �������� �� g" ����� �%������������
�� ����(����� �������� ���� %(��� $ ω(g)


����� ������ ���� ge ��� �	�
���� ��������� � ���
��
� ������
� ��
�����

���� �	������� ���
� �� �
������ ���������

δP 2(ω(g), ϕ(g), g, h) = 0



�� ��� ����	
��	�� 
������������	����

����� ��� ���	�� 
������� ������ ��
�������� 	���� ���
�� �� ���
����� V ′
e ⊂

Ve �� ge ���
 Mk+4,α� ��� 	�� ���� ����� �����	�� h ���
 V ′
e � �� ���
�� ��

���
����� V0 �� �� ������� ����� ���
 Ck+4,α �� �� ��������� ω ������� ��

�����
���� �� V ′
e ���
 V0 	�� ������ δP 2

(
ω(g), ϕ(g), g, h) = 0�

�����
�������� � �������� ��
	����� ���

δP 2
(
ω + cste, ϕ, g, h) = 0 ⇐⇒ δQ

(
ω, ϕ, g, h) = 0,

�	�	 �� 
������ �� 
������� 
������ �� ��	� ��
 � �� 
������ �����

���� ��� �� �� ��	��� ��	����  � 	����� ��� ��� 
������� 
�������

��	�� ��	�!����� ���� ��� M ��� ������� � g� 
��������	��

∫
M

ω dvolg = 0.

� ��� C̃k+4,α ������"�� ��� ��
�	�� Ck+4,α ��	 ��� ��	�!����� ���� ���

M ��� ������� � g# $���� ����!������ δP 2 ������ �� ��	� (0, id, ge, ge)�
� �� ��	 ����	���� �� ��!����� ��� ��
�	�� 	���	
	���# %��� 
��� ��� ��&

��� 
��
���� �� �	'!���	���� ��� ������� ��� 
������� 
������� C̃k+4,α

�� ������ ������� ��� 	����	"�� �� ��	� (0, id, ge, ge)# (�	� ω̇ �� ��
�	�

C̃k+4,α� � �"�	�� ���� �� �	�����
� �� P 2 �� ��	� (0, id, ge, ge)� ��� ��

�	��
�	� ω̇ )

∂δP 2

∂ω
(ω̇) = −2Δeω̇.

(������� ��� �� �	'!���	���� �� ����!������ δP 2 ��� ������� ��� 
����&

���� 
������� ������ �� ��	� (0, id, ge, ge) ��� �� �	��
�	� ω̇� �����

���
 �� 	�!����	� ��� ����	��� � �"�	�� ��
	����� ��� �� ��
�	� ω̇ ���


������ ��� M # *�	� ���� ��� ����	 ��	�!����� ���� ��� M � 
���� ��
 ��

��
�	� ����# +	�	 �� �	'!���	���� �� δP 2 ��� ������� ��� 
��������


������� ��� 	����	"�� �� ��	� (0, id, ge, ge) �� Mk+4,α ��� C̃k+4,α# �� �

�� �� �!�������	� ��� �� ����	
��	� �	��
�� �� ��!����� ��� ��
�	��

	���	
	���#

�� ���� 
������� 
������ ��
�� ��	 ��	��� ����� ���� ����	
��	�

ϕ(g) �����	��� ��� ��	���� 
�����! ��� ���� ����	
��	� ω#
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 �� ������ ������������� ������������������� ��� ������� ��

����� �����	
����� � ���	� ����	���������

���� ������ ���������� ������� ��������� �������� � ����� � ���� �!
���� �������� ��� �������� ������ ���������� "���� ����� ��������� "	
#
$%%
����� ����������� ������������ ��&�&������� ���������� �� �&������� ��
�&������ �� �&����
 '� �� ������� ��� ��� ��� &�������� ���� ���� �� ����(
������)����� ����� ����� �� ����� ��� �&��������� ���� �������� �������������
�� �� ���� ����� �������� ��� ��� ���� ������&� �� �&��*��� ��� �� ���������
������������&


+��� Q̃ ����&������ �&*�� �� Mk+4 ���� Γk+1,α �� �� ��,�� ��������(

Q̃(g) := Q(ω(g), ϕ(g), g, h), "	
#
#%

�- g ��� ��� �&������ �� V ′
e ( �� �� ����� ġ ���� S2TM �� (gt)t∈[0,1] ���

������� �� �&������� �� W �&��*��� �� �.��/�� ������� 0{
g0 = h[
∂tgt

]
t=0

= ġ,

���� ������ ������� ��� �� ���� ������� 1��� ġ( �� ����� s ���� [0, 1] ��� ���
�� �&������ gs �������� ��� Q̃
 2��� ����( �� �� �������� �� ��3&���������
��&������ �� �� ��������� ��*���&������ �� Q̃ ���� �� ��������� ġ �� �����
(0, id, h, h) �� ������� ��� �������� ��� ��� �����
 ������,��� ��� �������� ��
��������� ��*���&������ �� Q �� ����� (0, id, h, h)( �� �1����� ���� �� ���������
ω̇ 0

∂Q

∂ω
(ω̇) = 2 dΔω̇ − 4Ric dω̇,

���� �� ��������� ϕ̇ ���� ��� �������� "4
#
5% �� "4
#
#% 0

∂Q

∂ϕ
(ϕ̇) =

2

3
Scal(δd− Ric) ϕ̇+ 2 〈Ric,∇dϕ̇+ Rϕ̇, . .〉,

�� ���� �� ��������� ġ ���� ��� �������� "4
#
	%( "4
#
6% �� 7#( �
�85
�%9 0

∂Q

∂g
(ġ) = −1

3
Scal(2 δġ + d tr ġ) +

1

3

(
dΔ(tr ġ) + dδδġ − d〈Ric, ġ〉)

−〈Ric, 2 δ∗ġ −∇ġ〉,
�- ��� ������ Scal,Ric, δ,Δ ����� ��� ��� ������ �� ��� �������� ��������� ����
����&� ��� ������� ) h( �� δ∗ �&�� �� ����:���� �� �� ����� ���� δ ��� �������
) h( �&*��� �� �� ����/�� �������� 0

δ∗γ(X, Y )(Z) =
1

2

(∇Xγ(Y, Z) +∇Y γ(X,Z)
)
.
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�� ��	 ��� ���� �� ���	��	� 	�	���	���� �� ����������� Q̃ �� ��	� h
��� �� �	��
�	� ġ �

ThQ̃(ġ) =

2 dΔTω(ġ)− 4Ric d Tω(ġ) +
2

3
Scal (δd− S)Tϕ(ġ)

+2
〈
Ric,∇d Tϕ(ġ) + RTϕ(ġ), . .

〉− 1

3
Scal (2 δġ + d tr ġ)

+
1

3

(
dΔ(tr ġ) + dδδġ − d〈Ric, ġ〉)− 〈Ric, 2 δ∗ġ −∇ġ〉,

����� g → ω(g) ��� ������� 0 �� g → ϕ(g) ��� ������� −1� ����� ġ →
TQ̃(ġ) ��� ������� 3� � �� ������ �� �	�����	���� � ���	���� �� �� ���	��	�
	�	���	���� �� Q̃ �� ��	� h ��� �� �	��
�	� ġ ! 
��� �� ��	�� �	�����"���
��� ������ ������� 2 �� 3 �� 	� � ������� ��� ��� ������ ������� 1 �� TQ̃(ġ)
#��	 ����� ��� ������ ������� 2 ��� �� �	�����	���� � ���	����$� � �� ���
d TQ̃(ġ)� 
���� �� ��
�	� ��� ������� % ������ ��� ϕ∗TM �

d TQ̃(ġ) = − 4 d
(
Ric d Tω(ġ)

)
+

2

3
Scal d

(
δd Tϕ(ġ)− δġ

)
+ d〈Ric, 2∇d Tϕ(ġ)− 2 δ∗ġ +∇ġ〉
+ ��� ������ ������� 	���	����. #&�'�($

)�� � 
��
�� �� �*�+���� � 
���
�� �� 
��	�	� ��� ġ ���� ��� d TQ̃(ġ)
� ��	� ��� ��� )��� 
���� ��� ����� 
��
���� �� �*�+��� �� Tϕ �� ��	�
(id, h, h)� ,��� ����� � �

Tϕ(ġ) = −(∂P 4

∂ϕ

)−1
(∂P 4

∂g
(ġ)

)

�� ������� ����� � �+�	�� ���
 ��� �������� #-�'�.$ �� #-�'��$ �

(
∂P 4

∂ϕ
)(ϕ̇) = δdδdϕ̇+ ��� ������ ������� 	���	���� % 2 � ϕ̇,

(
∂P 4

∂g
)(ġ) = −δd

(
δġ +

1

2
∇(tr ġ)

)
+

1

3

(
dΔ(tr ġ) + dδδġ

)
+ ��� ������ ������� 1 � ġ,


� ��	 ��� �� 	���� ��� �*�+���� �� ��	� (id, h, h) �

σ ∂P4

∂ϕ

(X) = |X|4 ϕ̇,

σ ∂P4

∂g

(X) = −|X|2 ġ(X) +
|X|2 tr ġ

6
X +

ġ(X,X)

3
X
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 �� ������ ������������� ������������������� ��� ������� ��

�� ���� ���� �� ������� �� Tϕ �

σTϕ(X) =
1

|X|2 ġ(X)− tr ġ

6|X|2 X − ġ(X,X)

3|X|4 X. �	
�
 !

��������� ���������� �� ������� �� Tω" �� � �#$% �� ����� (0, id, h, h) �

∂δP 2

∂ω
(ω̇) = −2Δω̇,

∂δP 2

∂ϕ
(ϕ̇) = δ(δd− Ric) ϕ̇,

∂δP 2

∂g
(ġ) = −δδġ − 1

2
Δ tr ġ,

���� ����� ���� ��� �������� �� ����� (0, id, h, h) ���� �	
�
 ! �

σ ∂δP2

∂ω

(X) = 2 |X|2 ω̇,

σ ∂δP2

∂ϕ

(X) = |X|2g(X, ϕ̇) =
2

3
ġ(X,X)− |X|2

6
tr ġ,

σ ∂δP2

∂g

(X) = −ġ(X,X) +
|X|2
2

tr ġ,

�����" �� ������� ���� �� ������� �� Tω �

σTω(X) = −(σ ∂δP2

∂ω

)−1
(
(σ ∂δQ

∂g
)(X) + σ ∂δP2

∂g

(X)
)

�	
�
	!

= −1

6

(
tr ġ − ġ(X,X)

|X|2
)
. �	
�
&!

��������� ���������� ��� �������� ��� ����� �������� ������ �� ������ ��
�	
�
'!
 (� ������� ���� �� ������� ������� ���� �	
�
	! �

2

3

(
tr ġ − ġ(X,X)

|X|2
)
X ∧ Ric(X).

)� ����*�� ����� ��� ������� ���#������" �� ��+� �� ��������� ���

σ(δdTϕ−δ)(X) =
tr ġ

6
X +

ġ(X,X)

3|X|2 X.

,��� �� ������� �� ������*�� �����" �� �������

2Ric(X,X)

|X|2 X ∧ ġ(X)− 2X ∧ ġ(Ric(X)).
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�� ����� �� 
�� ���	� �������� ��� �	�	 ����� �

2

3

(
tr ġ − ġ(X,X)

|X|2
)
X ∧ Ric(X) +

2Ric(X,X)

|X|2 X ∧ ġ(X)− 2X ∧ ġ(Ric(X)).

� �������� ��� �	 h ���	� �� ����	��� ���	���	� �� ����� ��� ����
����� ��� ���	� ����	��� ������ ��  !"#"�$ ����	� ��� 
� ��	 ��� ���%
����	�
�� 
�
����" � &� ������ ��� �	 h ���� ��� �� ����	��� ���	���	 ��
��� �	 � 
��	�	� �	� ġ� ����� 
���� ����� ���� ��� ����� �� ������� ��� ��

����� �� ������� �� d TQ̃" '� �(	��� ��
 � 
���� �� &�
����� Y �� ����
1 ��� ��� Ric(Y ) �� Y � ��	�� ��� 
��	��	���� 
��������	�� ���	� �(	��� �

���� �� &�
����� Z ��������� � Y ���� ��� Ric(Y ) = aY + Z" � ���	��
��
 ���� 
� ��	 ���� �� ������� �� d TQ̃ ���� Y )

2

3

(
tr ġ − ġ(Y, Y )

)
Y ∧ Z − 2Y ∧ ġ(Z),

��	 ��� � �� �	 ��� 
��	�	� ġ �� �� ��	*�� ��	&��� )⎧⎨
⎩

tr ġ = 0,
ġ(Y ) = Y,
ġ(Z) = Z.

� �+��� � ���	�� ��� σd TQ̃(Y ) = −8
3
Y ∧ Z"

� &	�� ��
 �� ������ ��� TQ̃ ���� ��� �� ��� �� �	��
�	� ġ� ��
Q̃(g0) = Q̃(h) = 0� �	�	 	� �(	��� gs ����� ��� Q̃(gs) � ��	� ��� ��� 
� ��	
����&� ��� ϕ(gs) ���� ��� �����	��� ���� ��
� , ���	� - 
�������

������ � gs"

����� �� ��	
����
 ��
����� �� ���	�

.������� ��� ϕ(g) ��� �����	��� �� (M, e2ωg) ��� (M,h)� ����� �
&� ������ ��� �	 g ��� , ��/������ ���
�� - �� h� ����� � ���� ��������
��� ω ��� , ���	� -"

����� ������ ������� ���	 λ > 0
 �� ����	� �� ��� μ �	��	����	 ����	��

��� ����� �� �����	� ������	� � ������� ���	 �� ��	���� g ������	 ‖g −
h‖k+4,α < μ
 ���� ���� ����	� ��� ����	��� f �� ������ Ck+4,α ��� ��	�����	

P 2(ϕ(g), e2fg, h) = 0,

���� �� ����	� ��� ����	��� ω �� ������ Ck+4,α ��� ��	�����	



�������� 	
 �� ������ ������������� ������������������� ��� ������� ��

P 2(ϕ(g), e2ωg, h) = 0 �� ‖ω‖k+4,α < λ�

�����	�
������ ������ λ �� ���� ����������� ������� �� f ��� �������� Ck+4,α�
����� ������������� ϕ ��� �������� ��Mk+4,α ����Ak+5,α� ����� �������������

g → 〈df, Tϕ(g)〉g
��� ���� �� ��� �� �������� �� Mk+4,α ���� Γk,α
 !� ����� �� ��������� ���
������� �� Ak+5,α ×Mk+4,α ���� Γk+3,α
 "����� ������� ���� λ > 0� �� �����
�� ���� μ ��� ��� ���� ����� �������� g ���� ��� ‖g − h‖k+4,α < μ� �����

∣∣ ‖〈df, Tϕ(h)〉h‖k+3,α − ‖〈df, Tϕ(g)〉g‖k+3,α

∣∣ ≤ λ/4∣∣ ‖P 2(ϕ(h), h, h)‖k+3,α − ‖P 2(ϕ(g), g, h)‖k+3,α

∣∣ ≤ λ/2,

����� ������������� ϕ(h) ��� ���������� ����������� �� �������

‖df‖k+3,α ≤ λ/4 + ‖〈df, Tϕ(g)〉g‖k+3,α #	
$
�%

‖P 2(ϕ(g), g, h)‖k+3,α ≤ λ/2. #	
$
&%

��������� ���������� ��� ϕ(g) ��� ���������� �� (M, e2f ) ���� (M,h)�
�����'� �� ������� �� ����(����� �������� ���� �� ���������� ����� ����������
) ���(����� �������� *

P 2(ϕ(g), g, h) = 2 〈df, Tϕ(g)〉g,

�� ��� ������ ��������� ���� #	
$
�% �� #	
$
&% *

‖df‖k+3,α ≤ λ/4 + ‖〈df, Tϕ(g)〉g‖k+3,α ≤ λ/2.

+� �����'� �� ����� "
,
,� �� ����� ��� ��������� C ����� ���

‖f − C‖k+4,α ≤ 2 ‖df‖k+3,α,

�� ��-� ���� �� ����� ω := f − C


����� ����	
����

���� ε �� ����	
 	�
� �	���
�
�� ������� �� 	
�	
�� �
 �������� ��

�
��
 ������ �� � �� �������
 V ′
e �
 ge ��� Mk+4,α� �� �������
 V0 �
 ��

�������� ����
 ��� Ck+4,α 
� �� ��
 �� ���	���
 h ��� V ′
e �
 �� �����	




�� ��� ����	
��	�� 
������������	����

��	���� � � ������� ��� �� 
������� �
���	�� ��� 
������ �� ����� � 
����

�� ge� �� ���� ���� �

‖h− ge‖k+4,α <
ε

2
.

�� � 	��� ��� ������ ����� λ �� R ���	
����� ���	�	�� ���� ��� �� ����� Bλ

��� Ck+4,α �� 
���� �� ��
�	� ���� �� �� ��!� λ �� �� ����� BR ���

Mk+4,α �� 
���� ge �� �� ��!� R ���	"��

Bλ ⊂ V0

ω(BR) ⊂ B0.

# �� ��� �� ����	��� g ��	 ���	"� ‖g−h‖k+4,α < min(μ,R, ε/2)� �$ μ ���

��"	 ��� �� ����� �%&%& �� � ������� ���	� � 	��� � 
������� 
������

f ��� ��� ������	
��	� ϕ(g) ��� �����	��� �� (M, e2fg) ��� (N, h)% ��
����	��� g ���	"�

‖g − ge‖k+4,α < ‖g − h‖k+4,α + ‖h− ge‖k+4,α < ε

�� 
���� ‖g− h‖k+4,α < μ� ����� �� 
������� 
������ ω �� ����� �%&%&

��� ��� Bλ% '� ���� �� ����	��� g ��� ��� BR� ����� ω = ω(g) �����(� ��
����� �%&%)% # �	�� ��
 �� ������ ��� ���� �� ������ ����	���� g� ��
�����(�� ������ �� ������ �� �����(�� ��
��%



������ �

�������	 
�	����	 ���������	

��� �����	
� �
 ����
�
�� ������


��������� ������ ������ h �� k ��� 2	�����
�� �������
��� �� ������ ��

����
�� �� �
�����������
 �� h �� k ��� �� 4	�����
� �
����� �

(h�k)(x, y, z, t) = h(x, t)k(y, z)+h(y, z)k(x, t)−h(x, z)k(y, t)−h(y, t)k(x, z).

�����	
 ��

� ���� ������� �� � �� �����	�� 
������ �

�	��
�� ������ ������ (Mn, g) 
�� ������� ����������� �� f 
�� �����

���� �
� M � ����� �� �����
� ������� g = e2fg ������� ��� ���������� �
��

����� �

� !� �����"��� �� !����#�����

∇XY = ∇XY + df(X)Y + df(Y )X − g(X, Y )Df

�$ X �� Y ���� ��
" �%��� �� �����
�� �� TM �� Df �� &������� ��

f ��� ������� ' g

( !� (4, 0) �����
� �� ��
�)
��

R = e2f
(
R−g � (∇df − df ◦df +

1

2
|df |2g g)

)

* !� �����
� �� +����

Ric = Ric−(n− 2)(∇df − df ◦df) + (Δf − (n− 2)|df |2g) g



�� ��� �����	�
���� 	������������������

�� �� ������	�
 �� ��� ��
��	�
� �� M

Δu = e−2f
(
Δu− (n− 2) iDfdu

)

�� �� ���� ������ �� (M, g)

dvol = enfdvol

�� ∇, Df,R,Ric,Δ, dvol �� ������
� � g �� ∇,R,Ric,Δ, dvol �� ������
�
� g�

�� ��
���
 �	������
 ���������� �� 	� 
������� ���� ��� 	��������
�
	������� g+ = r−2g �

�������� 	
�
�
 ��	�
� (Xn, g+) �
� ��	��� 	���

	�

� �� r �
� ��
��
�	�
 �� M � ���� �� ���	��� ��
���� g+ = r−2g ������� ��� 	
��	�
��
��	��
�� �

�� �� ��

��	�
 �� ���	� 	�	��

∇+

XY = ∇XY − dr(X)

r
Y +

dr(Y )

r
X + g(X, Y )Dr ������ 

�� X �� Y ��
� ���� �!���� �� ������� �� TM �� Df �� "��	�
� ��
r �� ����� � g

#� �� (4, 0) ��
��� �� ���$��

R+ =
1

r2
(
R+g � (

1

r
∇dr − 1

2r2
|dr|2g g)

)
�����! 

%� �� ��
��� �� &	��	

Ric+ = Ric+
n− 1

r
∇dr − (

Δr

r
+

n

r2
|dr|2g) g �����" 

�� �� ������	�
 �� ��� ��
��	�
� �� M

Δ+u = r2Δu+ r(n− 2) iDrdu �����# 

�� ∇, Df,R,Δ �� ������
� � g �� ∇,R,Δ �� ������
� � g�

�$�	 ��� ��
�
���� �� 
������� ���	����
% �� � �� �������
��� ���$��
� �



������ �� ����	��
 ��
���
 �����	��
 ��

����������� 	
�
�
 ������ X �� Y ���	 
������ �� TM ����������	 ���

������� � g+� �� ���� Kg+ �� �������� ����������� �� g+ �� K �� ��������

����������� �� g� ���� �� � �

Kg+(X, Y ) = r2K(X, Y )+
r

|X|2g
∇dr(X,X)+

r

|Y |2g
∇dr(Y, Y )−|dr|2g. �������

������������� ������
 ������� �� ����� � �

Kg+(X, Y )

=
Rg+(X, Y, Y,X)

|X|2g+ |Y |2g+
=

R(X, Y, Y,X)

r2|X|2g+ |Y |2g+
+

|Y |2g∇dr(X,X)

r3|Y |2g+ |X|2g+
+

|X|2g∇dr(Y, Y )

r3|X|2g+ |Y |2g+
− |dr|2g

= r2K(X, Y ) +
r

|X|2g
∇dr(X,X) +

r

|Y |2g
∇dr(Y, Y )− |dr|2g,

��� ��� ����	�� 
� ��
��

 �
 �
����
 !� "#�!�� �� ���$���%� ��� ������ ��� �
����
 !� &������

!� ���

� Ck' !� ���� 
� ��(����� �$�� ��
 ��������
 ������	��
� )� 
� !����
k �� ����� � α �� ���� 
����(�� ��(���
 ���� 0 � 1�

�������� ������ ���� f ��� �������� C0 �� R
n ��� R

m� �� ��� ��� f ��

C0,α �

sup
x �=y

|f(x)− f(y)|
|x− y|α < +∞

�� �� ������ �� ����� C0,α �� �� ������� ��
���� �

‖f‖0,α := ‖f‖∞ + sup
x�=y

|f(y)− f(z)|
|y − z|α .

���� f ��� �������� Ck� �� ��� ��� f �� Ck,α � �� ����
�� k����� �� f
��� C0,α �� �� ����� �� ����� Ck,α �� �� ������� ��
���� �

‖f‖k,α :=
∑
|β|≤k

‖∂βf‖∞ +
∑
|β|=k

sup
x �=y

|∂βf(x)− ∂βf(y)|
|x− y|α .



�� ��� ����	
��	�� 
������������	����

� ���	�� ��
	����� �� ����� ��	��� �

����� ������ ���� f ��� ���	���� Ck,α
 ���� �� ������ ��� 	�������� C
����� ���

‖f − C‖k,α ≤ 2 ‖df‖k−1,α.

������������� ��	�� g �� ��
�	� Ck,α �� (xn) �� ��	�� �� ��	�� ��

R
n ����� ��� |g(xn)| → ‖g‖∞� ����� 	� ��	��� � ��	�� N �� � 
����
� K

�� �	������ 	���	��� � 1 ���� �� � ����	� �� ��! N � ���� ��� ��	�� �� ��

��	�� ��	�� ��� K" � #�� x0 � ��	� �� K� � ����� ��� 	�!��	��� ���

�

��	������� #	�� ���� ���� x �� K� � � �

|g(x)| ≤ |g(x0)|+ ‖dg‖∞,


� ��	 ���

‖g‖∞ ≤ |g(x0)|+ ‖dg‖k−1,α.

$ ����� ����� � � ��
	����� ���

‖g‖k,α = ‖g‖∞ + ‖dg‖k−1,α,

�	�	 ���
 
� ��	 ���
���� � ���	��

‖g‖k,α ≤ |g(x0)|+ 2 ‖dg‖k−1,α.

%� ��&� ���	�� �� ����� C := f(x0) �� g := f − C ���� ����	� � 	�!��	��

���	���"

�� ��	� � ����
� �� '(���� � ���� ��� #���� ��
���	��� �� ������ � ��

���	��� M �� �� ��	��� ��	���� �

��	
���
 )"*"+" ���� E �� ��� ��	����� �� ������ �� M 
 �� ������ �����

��	� Γk,α ��� ��	����� �� E ���� ��� 	���	����� ���� �������� ������� ���

������������ �� �������� ����� �������� �� 	��������� ���� �� 	����� Ck,α�

� �� ��� (Ui)i∈I � ��
�������� �� M ��� ��� ������� 
����������

� � ����� ���	���� E|Ui
�� ��	�	��	�� �� ��,� � �� ���� (ei,a)a=1,...,r ��

��
�	�� �� E �� � ��� (χi) �� ����	�	� �� � �	�� ��������� � (Ui)�
�	�	 �� ��
�	� u �� E � �
�	� u =

∑
χiui,aei,a �- χiui,a ��� �� ��
�	� �

������� 
����
� ��� Ui� �� ���� ��� 
���� ��	�	��	���	�� � ��� �

‖u‖k,α = sup
i,a

‖χiui,a‖k,α.



������ �� ����	��
 ��
���
 �����	��
 ��

��� �����	
� �
 ��������� �� ��
��
� ����


�� 
� ����� ���� ������
 ������������
 (M, g)� (N, h) � ϕ ��� ������
����� C∞ �� M ���
 N � �� ����
� �� ��������� 
������ � �� �� �������
��� h ��
 ����
 	�� 
� ������� � (N, h) � �� ���� ���� ���� ���� 	�� 
�
������� � (M, g)� �� ��� P 2(ω, ϕ, g, h) �� ��������� �� ϕ �� (M, e2ωg) ���

(M,h) � P 4(ϕ, g, h) � �������� 
�����

P 4(ϕ, g, h) := δdδTϕ+ δ
(
(
2

3
Scal−2Ric)Tϕ

)− S(δTϕ).

���� � ������ �� !������� �� �"���

P 4(ϕ, g, h) = (δd+
2

3
Scal− Sh)P 2(0, ϕ, g, h) #��$��%

+
1

3
〈d Scal, Tϕ〉g,h + 2〈Ric,∇Tϕ〉g. #��$�&%

����������� 	
�
�
 ���� ��� ��	
	���� �������	��� �� ��	���	 ��� ��� ���

���
	���� �����	����
��� �
 
���	 
�� 
�����
	���� 
� ����	 (0, ϕ, g, h) �

∂∇T

∂ϕ
(ϕ̇) = ∇dϕ̇− Rh

ϕ̇, Tϕ Tϕ #��$�$%

∂P 2

∂ϕ
(ϕ̇) = (δd− Sh)(ϕ̇), #��$�'%

�	 �
 
���	 � �
 ��	���� �� ���
	 
� ����	 (0, ϕ, g, h) �

∂∇Tϕ

∂g
(ġ) = −〈Tϕ, δ∗ġ − 1

2
∇ġ〉 #��$�(%

∂P 2

∂g
(ġ) = −δ

(
ġ (Tϕ)

)− 1

2
〈d tr ġ, Tϕ〉, #��$�)%

�� δ∗ġ ��	 ����� �� �
 �
���� ����
�	� �

δ∗ġ(X, Y, Z) :=
1

2

(∇Xġ(Y, Z) +∇Y ġ(X,Z)
)
.

������	
	���� �� ��� (ϕt)t∈[0,1] ��� ������� � 1*�������� � ����������

�� (M, g) ���
 (N, h)� ����+�� �� 
,
��� 
����� �{

ϕ0 = ϕ[
∂tϕt

]
t=0

= ϕ̇.



�� ��� ����	
��	�� 
������������	����

� ��	� M × [0, 1] �� �� ����	��� γ = g+ dt2 �� � ��� Φ ������	
��	� ��
M × [0, 1] ��� N ���	� �� �� ��	��� ��	���� �

Φ(p, t) = ϕt(p), ∀(p, t) ∈ M × [0, 1].

�� ����	
��	� ������ TΦ ��� �� ��
�	� �� ���� Ω(M) ⊗ Φ∗TN  ���
������ � ���	� �� 
��!	� ∇γ,h 
���� �����	����" � �� ��� ���!
��
����� X �� Y �� TM  ����� �

∇h

∂tϕt

(
(∇γ,h

Tϕt(X)
Tϕt)Y

)
= ∇h

Tϕt(X)

(
(∇γ,h

∂tϕt
Tϕt)Y

)− Rh

∂tϕt, Tϕt(X) Tϕt(Y )

= ∇h

Tϕt(X)

(
(∇γ,h

Tϕt(Y )
Tϕt)∂t

)− Rh

∂tϕt, Tϕt(X) Tϕt(Y )


� ��	 ��� �	� �� ��	� (ϕ, g, h) �

∂∇T

∂ϕ
(ϕ̇) = ∇dϕ̇− Rh

ϕ̇, Tϕ Tϕ,

�# Rh ���	�� �� ������ �� 
������� �� (N, h)" $��� ��� �	��
�����
������	�� %&"'"()"

*������ �� ���	�	� �� �� ��
��� ����� ���������� �� ϕ � ���	��
�� ��	� (0, id, h, h) ���
 �� ������� +' ,",-("�). �

∂∇Tϕ

∂g
(ġ)(X, Y ) = −Tϕ

(
dh∇(ġ)(X, Y )

)

= −1

2
〈Tϕ,∇Xġ(Y, .) +∇Y ġ(X, .)−∇ġ(X, Y )〉

= −〈Tϕ, δ∗ġ(X, Y, .)− 1

2
∇ġ(X, Y )〉.

��
��� ��� P 2(0, ϕ, g, h) = − trg ∇Tϕ ����� ��� �� �	��
�	� ġ �
���	�� ���� �� �����
	� �

∂P 2

∂g
(ġ)|(0,id,h,h) = g(ġ,∇Tϕ)− trg

(∂∇T

∂g
(ġ)

)

= g(ġ,∇Tϕ)− 〈δġ + 1

2
d tr ġ, Tϕ〉

= −δ
(
ġ (Tϕ)

)− 1

2
〈d tr ġ, Tϕ〉.
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∂P 4

∂ϕ
(ϕ̇)|id,h,h = (δd+

2

3
Scal−Ric) (δd− Ric) ϕ̇

+2 〈Ric,∇dϕ̇+ Rϕ̇, Tϕ Tϕ〉 �������

∂P 4

∂g
(ġ)|id,h,h = −(δd+

2

3
Scal−Ric)(δġ +

1

2
d tr ġ) +

1

3
(dΔtr ġ + dδδġ)

−〈Ric, 2 δ∗ġ −∇ġ〉. �������

������	
	���� ������
 �������� �� ����� ���� ���� P 4 � �� ��
 �!����

�����"� � ������� #��
 �� #������� ϕ̇ $

∂P 4

∂ϕ
(ϕ̇)|id,h,h = (δd+

2

3
Scal−Ric)

(∂P 2

∂ϕ
(ϕ̇)|0,id,h,h

)

+2
〈
Ric,

∂∇T

∂ϕ
(ϕ̇)|0,id,h,h

〉

= (δd+
2

3
Scal−Ric) (δd− Ric) ϕ̇

+2 〈Ric,∇dϕ̇+ Rϕ̇, Tϕ Tϕ〉.

%��&���
 #�����
 �������� �� ����� ���� ���� P 4 � �� ��
 �!����
 �����'��
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 �� #������� ġ $

∂P 4

∂ϕ
(ġ)|id,h,h = (δd+

2

3
Scal−Ric)

(∂P 2

∂ϕ
(ġ)|0,id,h,h

)

+
1

3
d
(
Scal′h(ġ)

)
+ 2

〈
Ric,

∂∇Tϕ

∂ϕ
(ġ)|0,id,h,h

〉

= −(δd+
2

3
Scal−Ric)(δġ +

1

2
d tr ġ) +

1

3
(dΔtr ġ + dδδġ)

−〈Ric, 2 δ∗ġ −∇ġ〉.
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Résumé :

Sur une surface de Riemann, l'énergie d'une application à valeurs dans une 
variété riemannienne est une fonctionnelle invariante conforme, ses points 
critiques sont les applications harmoniques. Nous proposons ici un analogue en 
dimension supérieure, en construisant une fonctionnelle invariante conforme 
pour les applications entre deux variétés riemanniennes, dont la source est de 
dimension n paire. Ses points critiques satisfont une EDP elliptique d'ordre n 
non linéaire qui est invariante conforme sur la source, on les appelle les 
applications C--harmoniques. Dans le cas des fonctions, on retrouve l'opérateur 
GJMS, dont le terme principal est une puissance n/2 du laplacien.
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