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Introduction

Soit G¢ un groupe de Lie complexe semi-simple connexe, et G une forme
réelle connexe de ce groupe. On suppose de plus que G posséde un sous-
groupe de Cartan H qui soit compact. Soit B un sous-groupe de Borel
contenant H. L’espace homogéne G/H peut étre muni de diverses struc-
tures complexes différentes, en identifiant G/H & une G-orbite ouverte de
Pespace des drapeaux Gi¢/B. Notons la variété homogeéne complexe obtenue
en considérant I'ouvert contenant 1’élément eB par Q ~ G/H. A chaque ca-
ractére u de H, on peut associer un fibré en droites holomorphe G¢ xp C,
sur G¢/B. En prenant les germes de sections holomorphes de ce fibré, on
obtient un faisceau F,, dont la cohomologie est bien connue : le théoréme
de Bott-Borel-Weil nous affirme que, si p n’est pas singulier, la cohomologie
est concentrée en un degré, et I'action de G¢ sur Iespace correspondant en
fait une représentation holomorphe irréductible, et toute représentation ho-
lomorphe irréductible s’obtient ainsi.

Par restriction de G¢ x C,, on obtient un fibré en droites holomorphe sur
(2. On note a nouveau F, le faisceau des germes de sections holomorphes de
ce fibré. Pour un caractére pu régulier et dominant, Schmid (|Sc2]) a prouvé
que la cohomologie de Dolbeault H*(2, F,,) de ce faisceau était & nouveau
concentrée en un seul degré; en ce degré l’espace obtenu est une représenta-
tion irréductible de G infinitésimalement isomorphe & une série discréte de
G, et toute série discréte peut s’obtenir de cette maniére. On obtient ainsi
une construction "géométrique" des séries discrétes. Maintenant, lorsque p
n’est plus dominant régulier, un résultat de Wong (|[Wo|) affirme que les
représentations obtenues sur les espaces de cohomologies sont toujours ad-
missibles mais ne sont plus nécessairement irréductibles, elles sont en fait
infinitésimalement équivalentes & des représentations obtenues par induction
cohomologique & la Zuckerman.

Considérons désormais un sous-groupe arithmétique discret co-compact I’
de G. Le quotient I'\Q) est alors une variété complexe compacte mais qui
n’est pas nécessairement algébrique ; c’est un exemple de variété de Griffiths-
Schmid étudiée dans |Gr-Sc|. Le faisceau F,, ci-dessus définit, par passage
au quotient, un faisceau encore noté F,, sur I'\2. On s’intéresse a nou-
veau & la cohomologie de Dolbeault H*(I'\Q2, F,,) de F,,. Schmid (|Sc3]) et
Williams ([Wi2]) ont prouvé une conjecture de Langlands selon laquelle,
pour u suffisamment régulier!, la cohomologie est nulle en tous degrés sauf
un; la dimension de ’espace non nul est égal & la multiplicité de la série

1i] suffit notamment que p+9 soit le paramétre de Harish-Chandra d’une série discréte
intégrable.
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discréte de paramétre de Harish-Chandra p + 6 dans L?(T'\G).

Ce travail se propose d’étudier divers aspects de certains espaces de co-

homologie H*(I'\(2, F,,) dans le cas du groupe G = SU(2,2). On considere
en fait une forme anisotrope de G sur Q, de sorte que tout sous-groupe de
congruence I' soit co-compact. Ce travail est organisé en deux parties relati-
vement indépendantes. Les deux parties suivent les articles [Ca] et [CaZ2], ou
le cas analogue du groupe SU(2,1) est considéré. Dans la premiére partie,
on s’intéresse, pour une structure compacte sur G/H fixée, a "I'apparition"
(dans un sens a définir) d’une certaine limite dégénérée de série discréte m
dans la cohomologie d'un faisceau F,,. Le caractére p; est hautement sin-
gulier, et nous ne sommes pas dans le cadre d’application du résultat de
Williams rappelé ci-dessus, ce qui permet & certaines représentations autres
que les séries discrétes, notamment cette limite dégénérée, d’intervenir dans
la cohomologie. On parvient a exprimer les classes de cohomologies corres-
pondantes & w1 en fonction du cup-produit de classes de cohomologies "mieux
connues" en ce sens qu’elles correspondent & deux séries discrétes. Tout ceci
est motivé par le fait que les représentations automorphes ayant pour com-
posante arichimédienne une limite dégénérée n’ont, au contraire du cas des
séries discrétes, aucune interprétation arithmétique; l'idée est d’établir un
lien entre ces deux types de représentations au niveau de la cohomologie des
variétés de Griffiths-Schmid.
La seconde partie est consacrée & I'étude de relations entre les cohomolo-
gies de faisceaux associées a différentes structures complexes sur G/H. Nous
avons choisi deux structures complexes particuliéres : I'une est celle consi-
dérée au premier chapitre, notée 2, et I’autre est choisie afin que G/H soit
algébrique et fibré holomorphiquement sur un domaine hermitien symétrique
G/K, ou K est un sous-groupe compact maximal contenant H. On prouve
alors ’existence d’une application injective P entre I’espace de O-cohomologie
HOY(T\X, F,) (Vespace des formes modulaires "classiques") et 1’espace de 1-
cohomologie H!(I'\Q, F,/) ; le caractére y est choisi afin que l'espace consi-
déré soit non nul, et y' est le translaté de p par un vecteur ne dépendant
que de 2 et de X. On obtient également que sous certaines conditions plus
restrictives (conditions de Williams [Wi2] décrites ci-dessus), 'application
est bijective. L’application est d’abord construite entre les espaces de coho-
mologie homogeéne H°(X, F,) et H*(Q, F,/), puis "passée" au quotient. La
motivation initiale était de pouvoir exprimer les classes de cohomologie de
la premiére partie correspondant aux séries discrétes en fonction de formes
modulaires "classiques". Ceci est fait pour 'une des deux séries discrétes,
les classes de cohomologie correspondantes étant 'image par P de classes de
0O-cohomologies sur I'\ X.

La premiére partie s’organise comme suit. Les généralités sur les variétés
de Griffiths-Schmid T'\Q décrites ci-dessus sont rappelées dans le premier
chapitre. On précise que le choix d’une structure complexe de Q ~ G/H
correspond au choix, & Iaction du groupe de Weil Wx de Ag prés, d'un
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systéme de racines positives AT : si n désigne 1’algébre nilpotente définie par

ol g* est ’espace propre de la racine «, et b le sous-groupe de Borel défini
par b = hc @ n de sous-groupe normalisateur B dans G, on identifie G/H
a la G-orbite ouverte de eB dans G¢/B. On rappelle ensuite une relation
due & Schmid, essentielle pour ce travail, interprétant les espaces H*®(I'\Q2)
en terme de représentations de G. Plus précisément, on a :

H*(T\Q, Fy,) ~ @ mr(m)H* (b, H, 7 @ p), (0.1)

oll la somme est prise sur 'ensemble des représentations irréductibles uni-
taires 7 de G et mr () est la multiplicité de 7 dans L?(T'\G). Ce résultat est
également donné sous forme adélique, et la somme est obtenue en décompo-
sant I'espace des formes automorphes de G en représentations automorphes.
Dire qu’une représentation m "intervient" dans une classe de cohomologie de
H*(I'\Q, F,) signifie que cette classe, par I'isomorphisme (0.1), est dans le
terme indexé par m dans le membre de droite. Remarquons au passage que le
résultat de Schmid et Williams rappelé précédemment affirme que seules les
séries discrétes interviennent dans cette somme dés que p est suffisamment
régulier.

Dans le second chapitre nous introduisons la limite dégénérée de série dis-
créte 1 qui est le principal objet de cette premiére partie. Nous introduisons
également une famille infinie de séries discrétes mo et w3 en expliquant soi-
gneusement les raisons des conditions que nous avons imposées sur leurs pa-
rametres de Harish-Chandra Ay et A3. Soergel a étudié la (b, H)-cohomologie
(ou, de fagon équivalente, la n-cohomologie) des limites dégénérées de série
discrete dans [So|. Nous appliquons ce résultat pour les limites de séries dis-
crétes totalement dégénérées, c’est-a-dire de parametre de Harich Chambra
nul, et pour chaque structure complexe sur G/H décrite ci-dessus. Cette co-
homologie est égale & zéro pour toute structure complexe a l'exception de
deux d’entre elles, Q et €'. On prouve ainsi qu’une limite totalement dégé-
nérée intervient dans la cohomologie d’un certain faisceau F,, sur I'\Q2.
Avant d’aller plus avant, il nous faut expliquer précisément le premier ré-
sultat que nous cherchons & obtenir. Considérons les espaces de cohomologie
HP(b,H,m®pu1) et H1(b, H, ma®@us), o p, q, T €t po sont, pour le moment,
quelconques (avec tout de méme la condition que la cohomologie concernée
soit non nulle). Alors par cup-produit on a une application :

HP(b, H,m1 ® 1) @ HI(b, H,me @ po) = HPT(b, H, m1 &2 © pi3),

(0.2)
ol 3 = ju1.pa et T @7y est le produit tensoriel complété de my et mp. Suppo-
sons maintenant qu’il existe une représentation w3 qui soit un facteur direct
fermé de multiplicité 1 dans m®m. On dispose alors d'une projection bien
définie (& un scalaire prés) de m®my sur 73. On en déduit au niveau de la
cohomologie une application proj

proj: HPTI(b,H m&m @ puz) — HPY(b, H,m3 ® p3). (0.3)
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Le résultat souhaité peut alors s’énoncer ainsi :

THEOREME 0.1. Soit (ma, m3) un couple de séries discrétes de la famille
nfinie considérée ci-dessus. Pourp = 2, ¢ = 1, et pour un choiz de po imposé
par my, la composée du cup-produit et de ’application proj :

H2(b,H,m @ 1) @ HY (b, H,mo ® p2) — H3(b,H,m3®@puz)  (0.4)

est bijective ; les espaces apparaissant sont alors tous de dimension 1.

Remarquons que le fait que les espaces sont de dimension 1 est une consé-
quence immédiate de 'application du théoréme de Soergel pour 71 et d’'un
théoréme de Schmid [Sc] dans le cas des séries discrétes. A la fin du second
chapitre, nous définissons la famille infinie de séries discrétes ainsi que les
parameétres p, g et uo afin que application (0.4) ait un sens, la preuve de la
bijectivité fera I'objet du chapitre suivant. Le fait que les espaces de cohomo-
logie concernés doivent étre non nuls impose : p = 2 et ¢ = 1; le paramétre
Ao de la représentation my doit alors appartenir & une certaine demi-droite
de l'espace des poids, et A3 est le translaté de Ay par un vecteur constant.
On vérifie finalement que 73 est un facteur direct fermé de m;&mo.

Le coeur de la preuve du théoréme 0.1 est ’'objet du chapitre 3. Rappelons
que K désigne le sous-groupe compact maximal contenant H ; notons € son
algébre de Lie et g = €@ p la décomposition de g donnée par 'involution de
Cartan. Soit A = {e;;} le systéme de racines de (gc, hc), de sorte que l'on a
la, décomposition :

gc=hc® Yo"
acA

On note Ak I'ensemble des racines compactes de A, ¢’est-a-dire qui soit une
racine de (tc, bc); A, désigne 'ensemble des racines non compactes.

On commence par prouver que 73 a pour multiplicité 1 dans m®@m. On y
montre en fait un peu plus : la projection proj envoie le produit tensoriel des
K-types minimaux Aq et Ay de m et 7y sur le K-type minimal A3 de 3. La
preuve consiste & considérer tous les vecteurs du module de Harish-Chandra
de 7 ® 7y sur lesquels K agisse par As (la composante Ag-isotypique) et a
démontrer que, parmi ceux-ci, une seule droite est annulée sous ’action d’un
certain vecteur Xso, qui est dans l'espace propre g®2 de la racine ezy € A,,.
Notons V I'espace des vecteurs vérifiant cela. Le K-type minimal de 73 étant
annulé par X3o, le fait que V soit de dimension 1 suffit & obtenir le résultat es-
compté. On commence par appliquer la formule de Blattner, qui reste valable
dans les cas des limites de série discréte, afin de connaitre fous les K-types
des représentations w1, m et m3. Une formule de Steinberg permet ensuite
de déterminer, parmi tous les produits tensoriels de K-types de m &, ceux
qui contiennent As. On obtient une famille L,, ® M,, de produits tensoriels
de K-types paramétrés par un entier naturel n; pour n = 0, le produit
Lo ® My correspond & A; ® As. A ce stade, aucune connaissance de 'ac-
tion d’éléments "non compacts" (en dehors de K) n’a été nécessaire. Il faut
cependant obtenir des informations sur I'action de X3o € p sur les espaces
L, C m et M, C m. Ceci ne pose aucun probléme pour la représentation
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o car c’est une série discréte holomorphe, dont une réalisation explicite est
bien connue. Les calculs sont menés dans la section 1.3, et 'action de X3o
est totalement connue. La représentation m; est plus délicate a aborder, car
on ne dispose pas d’une réalisation explicite. On a cependant besoin d’un
résultat moins précis que celui de 7y : il s’agit simplement de prouver que
7m1(X32).Ly, est inclus dans Ly,y1. On parvient heureusement a contourner
I’absence de connaissance précise sur 71 en utilisant la structure particuliére
des K-types étudiés auparavant, et le fait que 'action de 71 (X32) commute
a celle de m(Xy), pour toute racine compacte o dominante relativement
a un choix d’un systéme de racine positive. On conclut par un argument
d’unicité du plus haut poids (voir section 1.4). On est désormais en mesure
de prouver le fait que V est de dimension 1. On considére les projetés vy,
d’un élément v dans la composante As-isotypique de m1&®my sur chacun des
espaces L, ® M,. On utilise alors les résultats précédents pour prouver que
la condition 71(X32).v = 0 implique que (v, )pen est entiérement déterminé
par vg. Les espaces Lg et My étant de dimension 1, I’ensemble des vecteurs
v précédents annulés par 71(Xse2) sera également de dimension 1. Comme
nous ’avons expliqué plus haut, on en déduit que 73 a pour multiplicité 1.

L’application proj du théoréme 0.1 étant ainsi bien définie & un scalaire
pres, nous allons décrire I'idée de la preuve de ce théoréme. L’inclusion ¢ N
n C n permet de définir une suite spectrale de Hochschild-Serre E;” :

Nous allons prouver que I'application "proj o U" de (0.4) définie une bijec-
tion au niveau de la premiére feuille 1FEq, oF1 et 3Fq des suites spectrales
respectivement attachées a my, mo et mws; puis que cette bijection suffit a
induire une bijection au niveau de la (b, H)-cohomologie en entier. Ceci re-
pose sur le fait que toutes les suites spectrales considérées dégénérent a la
premiére feuille. Pour les représentations mo et s, la dégénérescence est au-
tomatique : ¢’est un résultat général sur les séries discrétes (voir par exemple
[Wi]). En revanche pour 7 la situation est plus compliquée, aucun théoréme
de dégénérescence n’étant disponible. Une raison heuristique qui expliquerait
pourquoi la premiére page pourrait étre insuffisante pour m; est que 'espace
de Harish-Chandra des limites de séries discrétes n’est pas déterminé de
fagon unique par la structure des K-types, contrairement au cas des séries
discretes (théoreme du K-type minimal) ; or la feuille E; et ses différentielles
font intervenir uniquement 'action de K sur les K-types. Les calculs de ces
premiéres feuilles sont effectués dans la section 1.5, et on trouve en effet que
la suite spectrale de 1 n’est pas nécessairement dégénérée, une différentielle
dans la seconde feuille 1 F» pouvant étre non nulle :

0,2 d 2,1
1E2 —>1E2 .

L’étude de cette différentielle s’aveére compliquée, car elle fait intervenir 1’ac-
tion d’éléments en dehors de K. Mais nous connaissons déjaé la cohomologie
de 71, que nous avons obtenue en appliquant le résultat de Soergel dans le
deuxiéme chapitre. On en déduit que la différentielle d ci-dessus est nulle,
donc que la suite spectrale de 1 dégénére a la premiére feuille. Le reste de
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la preuve consiste & établir la bijection dans les feuilles E; (on utilise notam-
ment le fait que A; ® Ay se projette sur Ag), et a expliquer comment cela
induit la bijection au niveau de la cohomologie.

Les résultats concernant la cohomologie des faisceaux sont énoncés dans
le chapitre 4. L’application cup-produit :

H(D\Q, Fpy) x HY(D\Q, F,) = H3(D\Q, Fy)

correspond, via l'isomorphisme (0.1) (ou plutot son équivalent en termes de
formes automorphes), a une application :

H?(b,H, Ay @ 1) x H'(b, H, Ay @ pa) = H*(b, H, Ay ® uz),  (0.5)

ou Ay est I'ensemble des formes automorphes U-invariantes, U étant un
sous-groupe ouvert compact de G(Ay) (voir chapitre 1). On obtient alors le
théoréme principal (ou plutot une forme duale) suivant :

THEOREME 0.2. Soient ¢1 et ¢p2 deux classes dans le membre de droite
de (0.5). Supposons de plus que ces classes proviennent de w1 et mo dans le
sens usuel. Alors leur image ¢1 U @2 par Uapplication (0.5) est un élément
("virtuellement") non nul dont la projection sur la composante provenant de
73 est non nulle.

Ici "virtuellement" signifie que ’on peut étre amené a considérer un sous-
groupe U’ plus petit. La difficulté dans la preuve vient du fait qu’apparait
4 un moment la projection m; ® my L, s "vue" dans I’espace des formes
automorphes Ayxy de G x G (ou plutét sa complétion L?). Il n’est alors pas
sir que 'image d’un élément sera une forme automorphe K-finie. Un article
de Harris [Ha2| permet de répondre par l'affirmative a condition que 73 soit
une série discréte intégrable, hypothése que nous adoptons.

Le résultat central est obtenu par un argument de dualité de Serre. La no-
tation 7 signifie représentation contragrédiente de 7.

THEOREME 0.3. Les classes de 4-cohomologie de F,, provenant de la
limite dégénérée w1 sont des combinaisons linéaires de cup-produits de classes
de 1 el de 3 cohomologie de Fu, et F. provenant virtuellement de séries
discrétes mo et w3 (théoréme 4.2).

Remarquons pour finir que, dans cette premiere partie, ’emploi des va-
riétes de Griffiths-Schmid a la place des variétés de Shimura I'\G/K, qui
possédent pourtant bien plus de propriétés arithmétiques, se justifie par le
fait que les limites dégénérées n’interviennent pas dans la cohomologie des
faisceaux localement homogénes correspondants. Dans le méme esprit, parmi
les 6 structures complexes possibles pour G/H, deux structures (conjuguées)
X et Y sont des fibrés sur des domaines hermitiens symétriques G/ K, et ont
I’avantage d’étre des variétés algébriques. Cependant, un résultat de Mir-
kovic [Mi] affirme que, & l'instar des variétés de Shimura, ces variétés n’ont
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aucune limite dégénérée intervenant dans leur cohomologie.

Une voie possible pour tenter de pallier 'absence "d’algébricité" de T'\Q est
d’exprimer une (I'\2)-classe (classe dans la cohomologie sur I'\Q2) en fonc-
tion d’une (I'"\ X)-classe ou d’une (I'\Y)-classe. Cela est fait dans [Ca2]| dans
le cas de SU(2,1). Dans la seconde partie de cette thése, nous parvenons a un
résultat partiel : une application bijective P est définie entre HO(I'\ X, F,) et
HY(T\Q, F,/), out pu appartient a une certaine chambre de Weil et ' est un
translaté de u. Les conditions sur u sont telles que 1’on peut choisir p/ = o,
ol o est celui considéré au théoreme 0.3.

La seconde partie s’organise comme suit. Dans le chapitre 5, nous défi-

nissons une application P de type Penrose au niveau des espaces homogénes
(sans quotienter par I'). Celle-ci peut étre entiérement définie en utilisant
les complexes de Dolbeault. Cependant, afin de prouver 'injectivité de cette
application dans le chapitre 6, nous utilisons des propriétés de fonctions holo-
morphes, rendant ’emploi des complexes de Dolbeault peu adapté. Un travail
de Gindikin [Gi] permet de calculer la cohomologie cohérente des faisceaux
considérés par un complexe dont les éléments sont des sections holomorphes
de certains faisceaux. Aussi les résultats du chapitre 5 sont énoncés & chaque
fois en fonction des complexes de Dolbeault et des complexes de Gindikin.
Dans un premier temps, et indépendamment de la discussion précédente,
nous exprimons les faisceaux F,, sous forme de certains faisceaux F,p . de
germes de fonctions holomorphes; a, b, ¢ sont trois entiers donnant le degré
d’homogénéitée d'une section en fonction d'un drapeau? (p, d, P). L’avantage
de cette formulation est qu’il est plus aisé de déterminer si une fonction don-
née est une section d’un de ces faisceaux.
Nous définissons ensuite, au paragraphe 3, le complexe décrit par Gindikin.
Plus précisément, on y définit un fibré U sur €, et on vérifie que c’est un es-
pace de Stein, dont les fibres sont contractiles. Dans ces conditions, Gindikin
prouve que la cohomologie de F, est isomorphe a la cohomologie relative de
De Rham :

H™(Q, Fu) ~ H" (D(U, 2 (F))) » (0.6)
ot 27 est 'espace des n-formes différentielles relatives par rapport a la pro-
jection U5 Q, et T'(...) désigne I'espace des sections globales de (...).
Rappelons que notre objectif est de définir une application au niveau de la
cohomologie des espaces homogeénes locaux T'\X et T'\Q, et que ces coho-
mologies sont calculées en termes de (b, H)-cohomologies de représentations
(cf. (0.1)), parmi lesquelles les séries discrétes®; on calcule donc la (b, H)-
cohomologie des séries discrétes pour le sous-groupe de Borel b attaché a
X (le cas © a déja été traité dans la premiére partie). Il en résulte que la
chambre de Weyl (affine) contenant les y pour lesquels H? est non nul pour
X, et celle considérée pour le H' de Q sont translatés I'une de 'autre par la
racine e14. On cherche alors naturellement une application vérifiant :

P HO(X,]:H) — Hl(Q,fu+e14)>

2ou plutét d’un relevé (p,d, P) via les plongements de Pliicker, voir §2.

3et méme seules les séries discrétes, pour u suffisamment régulier.
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pour u dans la chambre de O-cohomologie des séries discrétes. Heuristique-
ment, on utilise un certain cocycle, noté 7, dans le complexe attaché a
HY(Q, F.,,) (versions Dolbeault et Gindikin), qui permet de translater u
en u + ey et d’augmenter le degrée H° en H'. L’application P en découle
(voir le paragraphe 6).

Dans le chapitre 6, on prouve que 'application P est injective au niveau
de la cohomologie des espaces homogénes, puis que cette application permet
de définir une application injective au niveau des variétés de Griffiths-Schmid.
On se place exclusivement dans le formalisme de Gindikin.

Avant de rentrer dans les grandes lignes de la preuve, expliquons un "pro-
cédé" qui est au centre de la plupart des preuves de ce chapitre. A un certain
point, on est amené a considérer des fonctions holomorphes s sur un certain
sous-espace D de ’ensemble des drapeaux, qui de plus sont homogénes dans
Pespace relevé (non projectif). On choisit un espace F, ainsi qu’une surjection
F — D, de sorte que F satisfasse les conditions d’utilisation du théoréme
de prolongement de Hartogs. On peut alors associer & s une fonction holo-
morphe homogéne o sur F, et les propriétés de F' ainsi que ’homogénéité
de s assurent que o détermine uniquement s. De plus F' a été choisi afin
que l'on puisse prolonger holomorphiquement ¢ a un espace plus grand en
utilisant le théoréme de Hartogs. Si I'espace prolongé contient un C-espace
vectoriel, 'homogénéité de o en fait un polynéme sur cet espace.

La preuve de l'injectivité de P consiste & considérer une section holomorphe
¢ dans I'(U, Q2(F,)) telle que dr(¢) = P(f) et a prouver que ¢ est iden-
tiquement nul. On applique le procédé décrit ci-dessus en considérant pour
F un sous-espace de drapeaux de Iorthogonal p d’un point fixé p. On ap-
plique le procédé précédent pour s = ¢ puis pour s = P, et la comparaison
des coefficients des polynémes obtenus permet de prouver qu’ils sont tous
nuls. L’injectivité en découle.

1l reste & prouver que 'application P permet de définir une application
au niveau des espaces homogenes locaux I'\G/H. On utilise pour cela la suite
spectrale de Cartan-Leray, ou plutdt la suite exacte attachée aux termes de
bas degré :

HYT, H(Q, F)) — H(T\Q, F) — (HY(Q, F))" — H(T, H(Q, F)).

On voit ainsi que lorsque H°(€2, F) est nul, on peut identifier H'(T'\Q, F) a
(H LQ,F ))F, ce qui permet d’en définir P sur ce dernier espace.

11 suffit donc de prouver que H°(Q, F,/) est nul pour les y/ considérés. On
cominence par prouver que toute section holomorphe globale d’un faisceau
F sur Q se prolonge holomorphiquement a I’espace des drapeaux D en
entier. Expliquons les conséquences de ce résultat avant d’en schématiser
la preuve. L’espace des sections holomorphes globales I'(D, F,,/) est l'objet
du théoréme de Borel-Weil ; cet espace est nul dés que p n’est pas anti-
dominant vis-a-vis du systéme de racines définissant Q. Pour les 4/ que nous
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considérons, ceci est toujours le cas, d’ott :
/ L3 P
HO(Q,]:/M) = 0 pour les p' considérés.

La démonstration du résultat de prolongement d’une section s € I'(€Q, F,/)
utilise deux fois le procédé décrit ci-dessus, une fois en considérant ’ensemble
des drapeaux (p,d, P) € Q a p fixé, une fois en fixant I’hyperplan P. Deux
problémes apparaissent alors : les prolongements ayant été faits & p et P
fixé, il n’est pas clair que la fonction obtenue sera holomorphe; de plus
I’espace sur lequel on prolonge s n’est pas ID en entier. Nous allons & nouveau
utiliser le procédé ci-dessus, en considérant comme espace F' I’ensemble des
triplets de points (p,y, z) tel que (p, < p,y >,< p,y,z >) soit un drapeau
de €. La section s correspond alors & une fonction holomorphe o sur F. Le
prolongement précédent a p fixé permet de définir o sur les triplets (p, y, 2),
sans restriction sur y et z, mais pour p de signature négative. La fonction
étant holomorphe homogeéne, c’est un polynéme en y et en z. La fin de la
preuve repose alors sur les coefficients de ce polynome (qui dépendent de
p). On possede suffisamment d’information pour affirmer que ces coeflicients
dépendent holomorphiquement de p (donc le prolongement a p fixé est bien
une fonction holomorphe), et le prolongement précédent a P fixé permet
d’étendre ces coefficients sans restrictions sur p. La fonction o se prolonge
donc a ((C4)3, ce qui implique que s se prolonge a D.

On a donc prouvé la premiére assertion du théoréme suivant :

THEOREME 0.4. (1) Soient p et ' = p+ ey deuzr poids entiers
appartenant auz chambres de Weil affines décrites précédemment.
Alors Uapplication

P HY(I\X,F,) — H (T\Q,F,)
est injective.

(2) Si de plus la série discréte de paramétre u— 0x, ot dx est la demi-
somme des racines définissant la structure compleze de X, est une
série discréte intégrable, alors P est bijective.

La seconde assertion est obtenue en appliquant le résultat de Williams
[Wi2] rappelé au début de cette introduction. Nous terminons le chapitre 6
par une discussion sur la motivation de cette seconde partie, a savoir décrire
les classes apparaissant dans la premiére partie en fonction de classes mieux
comprises.

Finalement, nous avons remarqué que les résultats de la seconde partie
se généralisaient naturellement aux groupes de type SU(n,n) et SU(n +
1,n). Les démonstrations restant trés similaires au cas SU(2,2), bien que
plus techniques, nous avons décidé de mettre cela en annexe, en donnant les
preuves complétes et en expliquant en quoi celles-ci different du cas SU(2,2).






Premiére Partie : Limites dégénérées
de séries discrétes et leurs
cohomologies.






CHAPITRE 1

Variétés de Griffiths-Schmid, faisceaux et
cohomologie

1. Variétés de Griffiths-Schmid

Soit G un groupe algébrique défini sur Q tel que G¢ soit un groupe de Lie
connexe et semi-simple. A tout sous-groupe parabolique B de G¢ on peut
associer la variété algébrique compacte G¢/B. Si Ggr est un groupe connexe
réel tel que le sous-groupe H = Ggr N B est compact, alors on peut munir
Gr/H d’une structure complexe en lidentifiant a la Gg orbite ouverte de
eB dans G¢/B (e étant I’élément neutre de G¢). Notons Q la variété ainsi
obtenue.

Considérons maintenant un sous-groupe de congruence I de G agissant pro-
prement et sans point fixe sur €. Alors la variété complexe obtenue en quo-
tientant 2 par I' est une variété de Griffiths-Schmid GSt de G au sens de
|Gr-Sc|. Contrairement aux cas des variétés de Shimura, elles ne sont pas
nécessairement algébriques.

Ces variétés ont, tout comme les variétés de Shimura, une description adé-
lique. Notons A ’ensemble des adeles et Ay I'ensemble des adéles finies. Soit
U un sous-groupe ouvert et compact de Ay. On définit alors une variété de
Griffiths-Schmid par le quotient :

GSy = GQ\ (2 x G(Ay))/U. (1.1)

Le lien avec la définition ci-dessus se fait de fagon analogue au cas des variétés
de Shimura en remarquant que G(Q)\G(Af)/U est un ensemble fini dont on
note 7; une famille de représentants. La variété GSy se décompose alors
comme 'union disjointe suivante :

GSy =[]\,

avec I'; = v;U~; I'n G(Q). Chaque composante connexe est donc une variété
de Griffiths-Schmid au sens "classique".

On s’intéresse ici & une forme anisotrope du groupe SU(2,2) sur Q,
évitant ainsi tout probléme de compactification car les quotients I'\Gr/H
sont compacts. Ce type de groupe est obtenu en considérant une algébre
centrale simple de dimension 16 sur un corps quadratique imaginaire que l’on
munie d’une involution de seconde espéce (voir [Cl]). Ce groupe vérifie Gg =
SU(2,2) et Gec = SL4(C), et nous noterons tant que cela n’entraine pas de
confusion G le groupe Ggr. Ce groupe satisfait aux conditions d’existence des

13
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variétés de Griffiths-Schmid, et les variétés que nous considérons sont celles
obtenues a partir de certains sous-groupes de Borel B. Les variétés G¢/B
sont alors des variétés de drapeaux de C* et les groupes H = B N G sont
des sous-groupes de Cartan de G.

Le sous-groupe compact maximal K que l'on considére est formé des
matrices de la forme :

K :

O O % ¥
O O *x ¥
* % O O

0

0

*

*

et le sous-groupe de Cartan H est formé des matrices de la forme :

0

H 0

*

0

O O O ¥
O O *x O
*x O O O

Notons By le sous-groupe de Borel de G¢ formé des matrices triangulaires
supérieures.

Afin de décrire les variétés de Griffiths-Schmid de ce groupe, nous com-
mencons par étudier les différentes Gr-orbites de eB dans G¢/B. 1l suffit
pour cela d’étudier toutes les Gr-orbites ouvertes de G/ By, les sous-groupes
de Borel étant conjugués sous G¢.

On note D la variété de drapeaux de V = C*, isomorphe & G¢/By. Les
Gr-orbites ouvertes des grassmanniennes de k-plans sont obtenues en appli-
quant le théoréme de Witt pour la forme hermitienne q(x,y, z,t) = |z|? +
ly|> — |2|?> — [t|?. On trouve que ces orbites sont données par les différentes
signatures possibles de la restriction de la forme q aux k-plans. Il y a deux
possibilités pour la signature de la restriction de q & un point x de P(V'), que

nous notons naturellement + et —; pour une droite d de P(V), il y a trois
possibilités, notées ++, +— et ——; finalement pour un plan P de P(V),
deux possibilités, notées + + — et + — —. Les espaces de grassmanniennes

correspondants sont notés Grt~ (V) pour I'espace des 2-plans de signature
+— et de la méme facon pour les autres.
Les Gr-orbites de D sont alors obtenues en prenant les drapeaux (z,d, P)
de P(V') pour lesquels la signature de la restriction de q est fixée. On trouve
alors six possibilités, notées comme suit :

(++_)’ (+_+)’ (+__)a (_++)a (__'__)a (__+)a

ou a chaque fois le premier signe donne la signature sur le point (dans I’espace
projectif), les deux premiers signes la signature sur la droite et les trois signes
la signature sur le plan. Ainsi (+ — +) est l'ouvert de D formé des points de
signature positive par rapport a q, des droites de signature +— et des plans
de signature 4+ — +.

Les orbites ci-dessus forment 1’ensemble des Gr-orbites ouvertes de G¢/By.
Il y a donc six fagons de mettre une structure complexe sur Ggr/H. Nous
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notons Q(y_4y la variété correspondant a I'ouvert (+ — +) et les autres de
facon similaire.
La dualité relativement a la forme q peut se traduire par la formule suivante :

le dual de l'espace (1 €2 €3) est 'espace (e1e2e3 €3  €2). (1.2)
Ainsi (+ — —) et (— 4+ +) sont auto-duaux, le dual de (++ —) est (— — +)
et celui de (+ — +) est (— + —).

Dans la suite, deux variétés joueront un role particulier : les variétés Q_

et 1 _4), duales I'une de l'autre. Les deux éléments de Q__y et Q_4
suivants :

et

S e OO
e O e
SO e
e O e
e o o

e o O o

)
jam)
)
am)

ont pour stabilisateur sous I'action de G¢ les sous-groupes de Borel B_, _)
et B(y_4) définis par :

* % 0 % * ok ok %
0 «x 0 0 0 « 0 =
B4 = x ok k% B4—+) = 0 % % =
0 « 0 = 0 0 0 =«

Une autre fagon de décrire les structures complexes sur Gg/H est d’en don-
ner les espaces tangents holomorphes et anti-holomorphes. Si 'on note p
la projection de Gr sur Gr/H, l'espace anti-holomorphe de Q4 et de
Q(4—4)) s’identifie, via p., respectivement & I’algébre nilpotente associée a
B _y et a Bry_y (voir par exemple [Gr-Sc], §1).

Nous ne donnerons pas les espaces anti-holomorphes des quatre autres
variétés, remarquons simplement que celles-ci sont paramétrées par les sys-
témes de racines positives de G¢ par rapport & Hc. Donnons quelques nota-
tions avant d’en expliquer la raison. On note g, h, b et € les algébres de Lie
de G(R), H, B et K respectivement, et gc, hc et € leur complexifications.
Le systéme de racines associé au couple (gc, hc) est noté A. Il est composé
des racines e;;, 7 et j étant deux entiers distincts entre 1 et 4, définies comme
suit : si X est un élément de hc, e;;(X) est la différence du i-éme élément
de la diagonale de X avec le j-éme élément. Le groupe de Weyl associé sera
noté W. Si 'on remplace (gc, he) par (¢c, hc), on obtient le systéme de ra-
cine compact Ag et le groupe de Weyl compact W .

Chaque algebre de Borel contenant H peut s’identifier & un choix de systéme
de racines positives de g par rapport & l'algebre de Lie h de H. Il y a deux
normalisations possibles, nous choisissons ici celle-ci :

A he Y ga (13)
aEAt

ol AT est un systéme de racines positives et g, est ’espace propre associé
a la racine a. Donc chaque systéme de racines positif permet de définir une
structure complexe sur Ggr/H.
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D’autre part, rappelons que le groupe de Weyl compact Wy est égal au
quotient du normalisateur de H dans GG sur le centralisateur de H dans G. Il
en résulte que deux systémes de racines positives dans la méme Wi -orbite
donnent la méme structure complexe. Pour le voir, il suffit de considérer
I’application suivante, qui est un holomorphisme d’inverse holomorphe :

G¢/B —  Gc/B'
B —  gxg B

oll g est un représentant d’un élément de Wg et B’ = gBg~'. On retrouve
alors les six structures complexes a partir des six Wi orbites de systémes de
racines positives.

2. Faisceaux

Nous allons définir certains faisceaux sur les variétés de Griffiths-Schmid
GSr considérées précédemment, et étudier les liens entre la cohomologie de
ces faisceaux et la (b, H )-cohomologie des représentations automorphes de G.

Considérons Q2 la Ggr-orbite ouverte de eB dans G¢/B pour un sous-
groupe de Borel B de G¢, I' un sous-groupe arithmétique de G et GSp = I'\Q
la variété de Griffiths-Schmid associée. Soit (u, C,) un caractere algébrique
de Hc. On prolonge p a B de fagon triviale. On considére alors le fibré
en droite G¢ xp C,, sur G¢/B défini comme quotient de G¢ x C, par les
relations (g.b,c) = (g, pu(b).c) ot g, b et c sont des éléments de G, B et C,
respectivement. Ce fibré en droites est holomorphe et Gg-équivariant.

On considére alors le faisceau des germes de sections holomorphes de ce fibré,
que l'on restreint ensuite a 2. Le faisceau obtenu est Ggr-équivariant, et on
obtient par passage au quotient un faisceau localement libre sur G.Sr noté
Fu.

Une version adélique de ce faisceau est obtenue en prenant l'injection j :
Gr/H — Gc¢/B, puis le fibré :

GQ\j"(Ge xB Cp) x G(Ay)/U
sur GSy. On regarde alors le faisceau holomorphe associé, que 'on note éga-
lement F,.

La cohomologie cohérente de ce fibré posséde un lien étroit avec la (b, H)-
cohomologie des représentations automorphes, & U'instar des variétés de Shi-
mura et de la (p, K)-cohomologie.

Soit Ay ensemble des vecteurs de C*°(G(Q)\G(A)/U) qui sont K-finis sous
laction de GRr et Z(g)-finis, o Z(g) est le centre de I’algébre enveloppante
de g. La réunion des Ay pour tous les U ouverts compacts de G(Ay) est
le (g, K) x G(Af)-module des formes automorphes. Il se décompose en la
somme directe des représentations automorphes irréductibles de G. La com-
plétion de A par rapport a la norme L? est notée A2. Une représentation
automorphe (m, H™) peut s’écrire comme le produit tensoriel H™ = H} @ HZ,



2. FAISCEAUX 17

d’une représentation 7wy de G(Ay) par une représentation 7o, de G(R). La
représentation m,, est appelée composante archimédienne de 7. En notant
m(m) la multiplicité de m dans A, on a la relation :

A= @ mix) (1) @7,
puis en passant aux vecteurs U-invariants, on obtient :
Ay = P m(x Yo n,. (1.4)

La relation entre la cohomologie du faisceau précédent et la (b, H)-
cohomolgie de A est donnée par la relation suivante :

H*(GSy, Fy) = H (b, H, Ay @ pr) (1.5)

L’article [Ha2| donne une démonstration du résultat correspondant pour les
variétés de Shimura et dans le cas d’un quotient non compact. Rappelons
que nous avons choisi une forme anisotropique de SU(2;2), évitant ainsi tout
probléme de compactification, GSyy étant compact. Cette démonstration se
généralise dans ce cas pour les variétés de Griffiths-Schmid, et cela est fait
dans [Cal.

En combinant (1.4) et (1.5) on obtient :

H*(GSy, Fu) = P m(r)HF ;@ H* (b, H, Hoo ® 1), (1.6)

et un résultat de Casselman-Osborne [Ca-Os| montre que seules les repré-
sentations automorphes 7y ® T telles que o, ait son caractére infinitésimal
égal & x5_, peuvent apparaitre dans cette somme, ot § est la demi-somme
des racines positives correspondant a B.

Rappelons que la formule (1.6) est la généralisation d’une formule identique
pour les variétés de Shimura, dans laquelle la (b, H)-cohomologie est rem-
placée par la (p, K)-cohomologie, et les faisceaux considérés sont obtenus de
fagon similaire aux F, en considérant une représentation irréductible o de
K, comme nous 'avons évoqué en introduction. On peut dans ce cas obtenir
des informations sur les représentations automorphes ayant pour composante
archimédienne une limite de série discréte, mais aucune information sur les
représentations donot la composante archimédienne est une limite dégénérée
de série discréte, car celles-ci ont une (p, K)-cohomologie nulle (cf. [Mi]).
Dans le prochain chapitre, nous calculons la (b, H)-cohomologie des limites
de séries discrétes dégénérées de parameétre de Harish-Chandra nul et mon-
trons qu’elle n’est pas nulle.






CHAPITRE 2

Cohomologies des séries discrétes et leurs limites.

Nous nous plagons dans le cadre archimédien dans toute cette partie. G
désigne Gr; H et K sont ceux définis dans le chapitre précédent.
L’ensemble des racines simples d’un systéme de racines positives sera géné-
ralement noté R. Une chambre de Weyl C' peut étre définie par un ensemble
de racines simples R en prenant tous les points ayant un produit scalaire
positif avec les éléments de R. Il y a une bijection entre les systémes de
racines positives AT, les ensembles R de racines simples et les chambres de
Weyl C. Nous utiliserons indifféremment les trois notations tant qu’il n’y a
pas de confusion possible.

1. Les limites dégénérées de série discréte de paramétre 0 et leur
cohomologie

1.1. Définition et propriétés.

Une série discréte de G est une représentation irréductible telle que les
coefficients matriciels associés sont des fonctions L? sur le groupe. Ces re-
présentations sont paramétrées, & ’action du groupe de Weyl compact preés,
par un élément A du dual de ih C hC, et on les note alors 7(\) ou y. Les
parameétres A possibles appartiennent a un réseau de (ih)* et se situent hors
des murs des chambres de Weyl. Une limite de série discréte est obtenue
en "poussant" le paramétre A sur les murs par un foncteur de translation
de Zuckermann. La représentation obtenue est irréductible, elle n’est plus
L? mais tempérée. Ces limites de séries discrétes sont paramétrées par un
couple (A, C), ot A appartient & au moins un mur et C est une chambre de
Weyl contenant ce mur. Deux couples de paramétres donnent, & équivalence
prés, la méme représentation si, et seulement si, ils sont conjugués par le
groupe de Weyl compact. Une limite est dite dégénérée si le paramétre A
est orthogonal & une racine compacte. Pour de plus amples détails, voir par
exemple [Kn]|, chapitre XII.

Les limites auxquelles nous nous intéressons sont les limites totalement
dégénérées, c’est a dire celles obtenues lorsque A est nul. Si une des racines
compactes de R (donc simple) est orthogonale & A, la représentation est
nulle. On doit donc choisir un systéme de racines simples R ne contenant
aucune racine compacte. Il ne reste que deux systémes possibles, modulo le
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groupe de Weyl compact : R1 = {e32, €13, €24} et Ro = {e14, e42,€31}.

Avant de passer au calcul de la (b, H)-cohomologie, nous allons rappeler
quelques-unes des propriétés de ces cohomologies. Soit n I’algébre nilpotente
telle que b = n @ hC. La (b, H)-cohomologie d’une représentation est liée a
la n-cohomologie par la relation suivante :

H*(b,H,m®p) =H" (n,m)_y, (2.1)

ott H*(n,)_, désigne la composante de H*(n, ) sur laquelle H® agit par le
caractére —u. Rappelons que la n-cohomologie peut étre calculée en utilisant
le complexe de cochaines suivant :

Cl(n,m) = Hom(An, H,), (2.2)
muni de la différentielle

df (w0, .., g) = Y _(=1)'m(2i).f (0, . Fi ooy Tg)

)
Y (D) f (i, 5], 0, o By ooy Dy e Tg).
1<J

Considérons n’ = w.n avec w un élément du groupe de Weyl compact.
Le groupe de Weyl compact étant égal au quotient du normalisateur de H
dans K par le centralisateur de H dans K, on peut donc considérer un re-
présentant w de w dans K. La représentation (w.m) : g — m(w ™ 'gw) est
équivalente & 7. Soit 4 : CY(n,7) — C?(n',w.m) "application qui & f associe
i(f) 1 (z1,..7¢) = flw lriw, ..., wtz,w), alors i commute avec les diffé-
rentielles des complexes que nous considérons. Ainsi H*(n, ) ~ H*(n', w.7),
donc H*(n, ) est invariant sous l'action de Wi sur n. Pour étre plus précis,
on trouve que H*(n, ), s’envoie sur H* (v, w.m), -
Ainsi, si 'on souhaite calculer toutes les cohomologies de nos limites dégé-
nérées, il suffit de choisir un représentant de n de chacune des 6 orbites sous
I’action du groupe de Weyl compact. Une algébre nilpotente maximale étant
associée au choix d'un systéme de racines positives AT par la formule

n= Z Jas (2.3)

aEA L
on se limite aux systémes de racines positives définies par les ensembles de
racines simples' —R; , pour R; donné par :
Ri1 = {esz;e13;e21} Ra = {ews;ear;es1} R3 = {e12;e31;€21}
o o o - (24)
Ry = {eas;e13;e42} Rs = {ear;ess5e12} Re = {e23; €345 €12}

ldans larticle de Soergel [So] que nous utiliserons pour calculer ces cohomologies,
I’algébre associée au systéme R; correspond a celle associé & —R; dans nos notations,
d’ott le choix de noter —R; ici
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1.2. Calcul de la n-cohomologie.

Nous allons maintenant passer au calcul de la n-cohomologie de cette
limite de série discréte. Pour cela, nous allons utiliser le résultat obtenu
par Soergel dans [So|. Dans cet article, Soergel se raméne & un probléme
géométrique par localisation, et transforme le probléme du calcul de la n-
cohomologie a un calcul d’hypercohomologie d'un certain faisceau sur une
sous-variété de 'espace des drapeaux ID. Ce calcul est ensuite ramené a celui
d’un complexe formé d’espaces vectoriels dont la base est donnée par certains
éléments du groupe de Weyl, et de différentielles définies & ’aide d’ordres de
Bruhat sur ces éléments du groupe de Weyl.

Nous énoncons le résultat de Soergel avant de donner les définitions des
divers éléments intervenant, puis nous appliquerons la méthode pour un n
fixé.

1.2.1. Descritpion du résultat de Soergel.

Dans ce paragraphe, m désigne une limite de série discréte de paramétre
(A, C), n une sous-algébre nilpotente maximale de gC dont I'ensemble des
racines positives associé comme en (2.3) est A*. On notera B la chambre de
Weyl opposée 4 celle définie par AT et § la demi-somme des racines positives
par rapport a AT,

THEOREME 2.1. (Soergel, [So]) Soit ™ une limite de série discréte de
paramétre (X\,C) de G, alors H*(n,m), est nul sauf si p + & appartient &
(Wk.A). Dans ce cas, on a U’égalité :

H"(n,7), = HH*"V(A,D,0).
ceN

Commengons par définir les ensembles A et D, qui sont deux sous-
ensembles du groupe de Weyl W. Soit xg 'élément de W qui envoie la
chambre B sur la chambre C, on pose alors A = Wi .xg. On définit D comme
étant 'ensemble des éléments de W envoyant B sur une des chambres conte-
nant y + 6. Dit autrement, D = {x € W ; x=!(u + §) € B}. Remarquons
que lorsque A est nul, u + § est aussi nul, et donc D est toujours égal a W.
On définit ensuite des familles de sous-ensembles de AN D notés V (A, D, c),
ol c est un entier naturel, qui dépendent de I’écart entre la "longueur" et la
"longueur compacte" des éléments de AN D. Soit R le systéme de racines
simples correspondant & Ay, et soit P le sous-ensemble de W formé des
trois symeétries associées & R (dans le cas de SU(2,2)). Alors P engendre
W et la longueur [(x) d'un élément x € W est définie comme la longueur
minimale des chaines d’éléments de P dont le produit vaut x. Une autre
facon d’interpréter [(x) est de la voir comme le nombre de chambres de Weyl
séparant B de x.B. Cette interprétation nous permet de donner un sens
a la longueur compacte g (x) comme étant le nombre de murs compacts
(i.e. orthogonaux & une racine compacte) séparant B et x.B. On pose alors
V(A,D,c) ={x € AND/l(z) = lx(x) + c}.
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Nous allons maintenant associer a chaque ¢ un complexe de cochaines de
la fagon suivante. Pour chaque V (A, D, ¢), on considére la famille d’espaces
vectoriels (C*¥(A, D, c))ren, ot une base de C*(A, D, c) est formé des élé-
ments de V(A, D, ¢) de longueur k. La définition des différentielles est plus
fine et repose sur la notion d’ordre de Bruhat sur W, que nous rappelons
briévement.

Soit R I'ensemble des conjugués de P dans W. Pour v et w dans W, on écrit
v— w s

deR /| vt=w et (v)<l(w). (2.5)
On dit que x est inférieur & y sil existe une suite (wy,) telle que :
T — W — .. = Wy — Y (2.6)

Cette relation est appelée ordre de Bruhat et notée < (voir par exemple
[Ga], §1.8). Pour (z,y, z,t) € W4, on dit que (,y, z,w) forme un "carré" si
{y,z} ={v/z <v <w},siy# zetsil(r)=1(w)—2. On choisit alors pour
tout couple z < y tel que l[(x) = l(y) — 1 un signe s(x,y) de telle sorte que
s(z,y)s(z, z)s(y, w)s(z,w) = —1 pour tout carré (z,y, z,t). Si deux éléments
x et y ne sont pas dans un méme carré, on pose s(z,y) = 0. La différentielle
d: CF(A,D,c) — CF=1(A,D,c) est définie comme la matrice (s(z,y)), ol
x et y parcourent l’ensemble des vecteurs de la base de C* (A,D,c) et de
C*1(A, D, ¢) respectivement.

On peut ainsi considérer les espaces de cohomologie de ces complexes, notés
H*V (A, D,c), et la n-cohomologie de nos séries discrétes est obtenue par la
formule du théoréme.

Dans notre cas, nous verrons que la valeur précise de s(z,y) ne sera pas
nécessaire, nous aurons simplement besoin de savoir si s(z, y) est nul ou non.

1.2.2. Résultats.

THEOREME 2.2. La n-cohomologie des limites de séries discrétes de pa-
rameétre de Harish-Chandra (0,C) est nulle sin est l’algébre associée & —Rs3,
—R4, —R5 ou —Rg par la formule (2.3). Pour n correspondant & —R1 ou
—Ra, les groupes de cohomologie H®(n,m(0,C))_s qui sont non nuls, pour
6 la demi-somme des racines positives associées a n, sont donnés dans le
tableau suivant :

Cas C < Ry Cas C «— Ro
11<—>—R1 11<—>—R2 1‘1<—>—R1 I‘U—)—RQ (2 7)
H?(n,m)=C | H3(n,7)=C || H*(n,m) =C | H*(n,7) =C '
H3(n,7m)=C | Hn,7)=C | H*(n,7) =C | H3(n,7) =C

Avant de passer a la preuve de ce théoréme, remarquons que les deux

limites de séries discrétes apparaissant sont contragrédiente 'une de 'autre



1. LIMITES DEGENEREES 23

(on a en effet Ry = —R9 a Paction du groupe de Weyl compact prés). La
dualité de Serre, & n fixé, nous donne donc les isomorphismes suivants :

k n—k
H (n*Ri’ﬂ-'R1>—(s = Hﬂ (n*Rivﬂ-Rz)—éa
avec les notations évidentes (voir 2 pour une explication plus précise). On
retrouve bien cette dualité dans le résultat.

DEMONSTRATION: Nous allons détailler le calcul dans un cas particulier,
les autres se traitant de fagon similaire. On se place dans le cas ol la chambre
C correspond & Ry et ’algébre nilpotente n est donnée comme étant la somme
des espaces propres des racines du systéme positif engendré par —R;. Le sys-
teme de racines positives A1 est dans ce cas {ea3, €31, €42, €43, €21, €41}, et la
demi-somme est § = eqq + %(643 + e91).

Pour A = 0, un seul p doit etre envisagé : u = —9. Afin de simplifier les
notations, nous identifions W avec S; en associant a la symétrie liée a e;; la
transposition (ij). On a alors P = {(23), (31), (42)}.

La figure 2-1. suivante montre ’enveloppe complexe du systéme de racines
de G ainsi que I'image sur cette enveloppe des chambres de Weyl C et B,
ici confondues, représentées en hachuré. Le vecteur § n’y apparait pas : il
appartient a la chambre de Weyl opposée.

Fig. 2-1. Chambres de Weyl C' et B



24 2. COHOMOLOGIE DES SERIES DISCRETES

On voit immédiatement que A = Wi = {(12), (34),(12)(34),id} et D =
W . Il ne reste plus qu’a calculer les longueurs des éléments de W . Le tableau
suivant donne le résultat :

l(x) |0 3
lg(z)| 0 1

d [ (12) ] (34) [ (12)(34)
3 1
1 2

On en déduit que
V(A, D,0) = {id}
V(A,D,2) = {(12), (34), (12)(34)}

et les autres termes sont vides. Le complexe C*V (A, D,0) est donc de la
forme :
0—C—0<—0+«..

D’ou H'V (A, D,0) = C et les autres termes sont nuls.
Le complexe C*V (A, D,2) est un peu plus compliqué :

0—0—0—0&2c2Bcdig_

On voit que (12) — (12)(34) car (34) = (24)(23)(24)~! appartient & R. De
méme on voit que (132) — (12) et (132) — (1342) — (12)(34). On vérifie
que (21) et (1342) sont les seuls éléments de longueur 3 compris entre (132)
et (12)(34) au sens de l'ordre de Bruhat. Donc ces quatre éléments forment
un carré, d’ont s((12),(12)(34)) # 0. L’application ds étant non nulle, on
trouve que H3V (A, D,2) = C et les autres termes sont nuls.

Finalement, en appliquant la formule du théoréme, on obtient :

HQ(H,TF)_(; = C
Hg(tl,?T),g = C

Considérons le faisceau F, ot p1 est la demi-somme des racines positives

de R1 ou Rg, sur la variété de Griffiths-Schmid G Sy définie par (1.1), avec
Q correspondant & —R; et —Rg respectivement. D’aprés 1’équation (1.6),
combinée avec les résultats du théoréme précédent, une représentation auto-
morphe du type 775{ ® m(0,R;), pour ¢ = 1,2, intervient de fagon non nulle
dans la cohomologie du faisceau F,, pour U suffisamment petit.
Rappelons que dans le paragraphe 1, deux structures complexes ont été dé-
signées comme jouant un role particulier : _, _y et Q). On voit que ce
sont celles correspondant respectivement & —Rq et —Ro par (1.3). La dua-
lité par rapport a la forme hermitienne définissant G donne une application
anti-holomorphe de (_, ) dans Q).

Dans la suite, nous ne considérons que 1’algébre n associée au systéme
—R1 et la chambre de Weyl C' associée au systéme Ri. On note 7y la li-
mite dégénérée de série discréte définie par le couple (0, R1). Le faisceau F,
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considéré est celui défini & partir de (_, _) et pour u égal a

1
p1=06=eq + 5(621 + e43)

(demi-somme des racines positives définissant n). Ainsi 7; apparait dans la
cohomologie de F,, .

2. Représentations automorphes de type a I'infini une série
discréte

2.1. Cohomologie des séries discrétes.

Les groupes de n-cohomologie de séries discrétes sont donnés par un ré-
sultat bien connu de Schmid [Sc], reposant sur la dégénérescence de la suite
spectrale de Hochschild-Serre (|[Ho-Se]) associée au complexe (Hom(A®n, w2), d).
Seuls les K-types de la série discréte et ’action de K sont nécessaires pour
calculer la cohomologie. Dans le cas des limites dégénérées de séries discrétes,
une difficulté supplémentaire apparait car cette suite spectrale ne dégénére
plus & la premiére feuille. Les K-types ne suffisent alors plus pour calculer
les feuilles suivantes de la suite spectrale, imposant 'utilisation du résultat
de Soergel. Nous verrons plus tard que cette suite spectrale nous fournira
tout de méme de précieuses informations sur le groupe de cohomologie des
limites dégénérées, & condition d’avoir quelques précisions sur la facon dont
G agit sur les K-types.

Nous calculons ici les groupes de cohomologies des séries discrétes en fonction
de la chambre de Weyl a laquelle le paramétre A appartient, en appliquant
le théoréme suivant.

THEOREME 2.3. (Schmid) Pour tout u caractére entier de h®, HP(n, w()\))_,,
s’annule pour tout p, sauf si p appartient & 6 — (Wr.A). Si p =39 —w pour
w € Wy, alors HP(n,m(\))—, est nul sauf pour

p=t{aec -RiNAL: (a,—p+9)<0}
+t{ae —RiNA,: (a,—p+6) >0} (2.8)

Dans ce cas, cet espace est de dimension un.

Nous allons exprimer la n-cohomologie d'une série discréte par rapport
au parametre p. Ce dernier doit étre lié & A par la formule p = § — wA
pour w € W, d’aprés le théoréme, et la valeur du p pour lequel il y a de la
cohomologie est donné par la chambre de Weyl & laquelle —p + § appartient.
Il faut donc considérer les 24 chambres de Weyl possibles. Nous en avons
déja 12 explicitées avec les systémes £R;, pour ¢ = 1...6. Posons :

Ril = {ean; €145 €3} Rig = {e13;e32; €41} Ré = {eizeam;eas} (2.9)
R} = {eas;e1a5e32} RE = {es1;eas;e12} Ry = {ea4; €435 €12}
On obtient ainsi les 12 restantes. Le tableau suivant donne le degré p pour le-

quel HP(n,m(\))—, est non nul, en fonction de la chambre de Weyl & laquelle
— i + 0 appartient.
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—p+0|R1|Rae|R3s|Ra|Rs|Re| —Ri|—Ra| —Ra|—-Ra|—-Rs|—Rs

D 214 (3|3 |53 4 2 3 3 1

—p+0 [ Ry Ry [R5 Ry R5 | Rg| —Ri| Ry| Ri| Ry| Rt R

P 313 42|42 3 3 2 4 2

2.2. Cup-produit de classes de cohomologies.

Pour des raisons que nous détaillerons ultérieurement, on cherche & dé-
finir une application entre le produit tensoriel de la (b, H)-cohomologie de la
limite dégénérée m précédente et de la (b, H)-cohomologie d’une série dis-
créte o bien choisie, & valeur dans la (b, H)-cohomologie d’une autre série
discréte w3 bien choisie :

HP(b,H,m ® p1) x H(b, H,m ® po) — HPY9(b, H, 73 @ pg).  (2.11)

Cette application doit étre obtenue en prenant le cup produit des deux es-
paces de cohomologie de gauche, donnant ainsi un élément de

HP™(b, H, (m1®m3) @ (11 ® pi2)),

ol m®my désigne le produit scalaire complété de m; avec mp. A condition
que w3 soit un facteur direct fermé de m;®7o, on compose ensuite avec la
projection de (m1®m2) ® (11 @ pz2) sur 3 @ 3.

De cette construction résulte immeédiatement que ps doit étre la somme de
w1 et po. Selon (2.7), la représentation 7 n’a de cohomologie qu’en de-
grés deux et trois. Rappelons que p1 est égal & la demi-somme & des ra-
cines positives associées & n. Il faut donc choisir un caractére us tel que
HP o (n, m(w(8 — (p2 4 0))))—(uy+5) S0it non nul pour i = 2 ou pour i = 3.
D’apres le tableau (2.10), et comme on le voit également d’apres le résultat
général de Schmid, le degré de cohomologie des séries discrétes change d’au
plus 1 lorsque —pu 4+ ¢ "traverse" un mur. Il faut donc que ps et o + 0 soient
séparés par 2 murs. Sachant que uo doit appartenir & un réseau, la norme de
0 réduit considérablement les possibilités, et il ne reste plus que deux demi-
droites possibles pour us. La figure 2-2 représente le plan contenant ey et
e93. Les deux demi-droites en question sont [ et I’. Les autres droites de la
figure sont les murs des chambres de Weyl décalés par —d. Les numéros sont
les degrés de cohomologie des séries discrétes apparaissant en fonction de la
position de p et les § — R; indiquent que l'on se trouve dans § — C; ou Cj
est la chambre de Weyl associée au systéme R;.

Le cas ¢ = 3 ne se présente pas car les degrés concernés pour my et w3 sont
alors 2 et 5 respectivement, et aucune chambre de Weyl, translatée par ¢,
n’intersecte la chambre donnant de la cohomologie de degré 5.

Dans la suite, on se place dans le cas us € [, c’est-a-dire us = eq1 +
%(632 + e41), avec k un entier supérieur ou égal a 2.
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FiG. 2-2. Positions de uo et us

2.3. w3 est un facteur direct fermé de m ® mo.

Revenons sur la condition que nous avons imposée concernant la défi-
nition de 'application cup produit : w3 doit étre un facteur direct fermé de
T &my. Les articles de Li [Li] et Harris-Li [Ha-Li] donnent un critére per-
mettant d’avoir ce résultat. La méthode consiste dans un premier temps &
considérer le produit tensoriel 71®my comme la restriction d’une représenta-
tion de G x G a la diagonale {(g,¢9),9 € G}, qui est bien str isomorphe a G.
Cette représentation est le produit tensoriel extérieur complété m X w9 de
w1 et mo. L’avantage est que cette représentation est bien connue : il s’agit
d’une limite de série discréte. La preuve repose sur les fonctions sphériques
de 7 W79 et w3 associées a leurs (K x K)-types et K-types minimaux et la
théorie de Flensted-Jensen (voir [F1]), et se conclut par 'existence de coeffi-
cients matriciels de 73 et 71 ®mo non orthogonaux. Nous énoncons ce résultat
pour des hypotheéses restreintes.

THEOREME 2.4. Soit G un groupe réductif connexe & centre compact.
On note également G le groupe diagonal {(g,9,),9 € G} dans G x G. Soit
K un sous-groupe compact mazimal de G. On considére une limite de série
discrete 11 de G x G de (K x K)-type minimal 7. Alors une série discréte
de G de K-type minimal o est équivalente a une sous-représentation de 1l|g
st les conditions suivantes sont satisfaites :

(a) Les restrictions des coefficients matriciels de I1 a G, associés a un
sous-ensemble dense de vecteurs, sont des fonctions L?.

(b) o apparait dans la restriction de 7 4 K.
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Nous allons donc appliquer ce théoréme pour II = 7y Ky et m = 73. La
premiére condition sera toujours satisfaite, quel que soit le choix de s, car
le produit d’une fonction L? et d’une fonction L2 est L11¢.

En revanche, la seconde condition dépend du choix des paramétres de Harish-
Chandra Ag et A3 des séries discrétes mo et 3 respectivement, car les K-types
minimaux en dépendent. Rappelons qu’un résultat de Schmid montre que
le K-type minimal d’une série discréte (ou d’une limite de série discréte)
m(\, C) a pour plus haut poids A = A+ § — 20 ou § est la demi-somme
des racines positives correspondant & C et dx la demi-somme des racines
positives compactes. On notera également A ce K-type tant qu’il n’y aura
pas d’ambiguité possible.

On choisit Ao = —p2+4 et, afin de simplifier les notations, Ag = (12)(34)(6 —
u3) (rappelons que le choix du parameétre de Harish-Chandra se fait a l'action
du groupe de Weyl compact prés), ainsi A3 est dans la méme chambre de
Weyl que Ag : la chambre de —R5. Les calculs des K-types minimaux donnent
le résultat suivant :

A1 = L(e1s+e3)
Ay = Xy+ers+ 2(eas+e1a) = B2 (e1q + €23)
As = Ag+ers+ s(eas+era) = B3 (e1q + e23)

I |

Tous les K-types minimaux se situant & 'intersection des murs compacts,
ce sont donc des représentations de dimension 1 de K. De plus, on voit que
A1+ Ay = As, ce qui implique que la restriction du produit tensoriel externe
de Aq et As & K, qui n’est autre que A @ Ag, est la représentation As. Etant
donné que le (K x K)-type minimal de m X 79 est le produit externe de Ay
et Ag, la seconde condition est vérifiée. On peut alors déduire de tout ce qui
précéde la proposition suivante :

PROPOSITION 2.5. Soient m la limite dégénérée de série discréte de pa-
rameétre (0, R1), ma et w3 les séries discrétes de paramétre

1 k 1 kE+1
A2 = —(eq1 + e23) + = (e1a + e23) et A3 = 5(641 +e23) + (€14 + €23)

2 2 2

respectivement. Alors la représentation w3 apparait comme facteur direct
fermé du produit tensoriel de w1 avec mo.

Soient n lalgébre nilpotente correspondant & la chambre —Rq, 1, po et us
définis par 1 = 0, po = 6 — Ay et pug = 6 — (12)(34)A3. Alors lapplication
cup-produit voulue en (2.11) :

H2(1’1, 7T1)*#1 x Hl(na 7T2)ﬂu2 - H3<na 7T3)*,u3 (2'12)

est bien définie.
De plus, les représentations automorphes de composante archimédienne m;
apparaissent dans la cohomologie du faisceau F,, .

Remarquons que si nous avions considéré ’autre demi-droite de la figure
2-2, I’argument précédent n’aurai pas fonctionné, car dans ce cas 1’égalité
A1 + Ay = Ag n’est pas vérifiée.
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L’objectif du prochain chapitre est de prouver que cette application est
définie de fagon unique (nous prouverons pour cela que 73 est de multiplicité
1 dans 71 ®72) et non nulle.






CHAPITRE 3

Cup produit des représentations archimédiennes

Dans cette partie, nous prouvons que ’application définie par cup-produit
au chapitre précédent est une bijection. Dans un premier temps, nous allons
prouver que la série discréte w3 qui, comme nous ’avons vu, est un facteur
direct fermé de m1®mo, n’apparait qu’une seule fois (i.e. est de multiplicité 1).
La suite de la preuve repose alors sur la suite spectrale de Hochschild-Serre
qui, comme nous le verrons, dégénére & la troisiéme feuille.

1. Multiplicité de 73 dans m &7

Les représentations mq, mo et w3 sont celle définies auparavant. Rappe-
lons que les K-types minimaux Aj, As et A de ces représentations sont de
dimension 1.

Nous allons prouver que la représentation w3 n’apparait qu’une seule fois
dans 1 ®ma, et que la projection qui en résulte sur le facteur correspondant
a 13 dans 7 ®@my envoie le produit tensoriel des K-types minimaux A et Ag
respectivement de 71 et mo sur celui de 73 (soit As).

Soit X39 la matrice élémentaire ne comportant que des 0 sauf a la troi-
siéme ligne et la deuxiéme colonne. Notons g, ’espace propre associé & une
racine o, ainsi X3 appartient a ge,,. Pour prouver que 73 n’apparait qu'une
fois, nous allons démontrer les deux propositions suivantes.

PrOPOSITION 3.1. Le K-type minimal As de w3 est annulé par laction
de X32.

Nous verrons que la démonstration est simple, il suffit pour cela de
connaitre les K-types de 73.

PROPOSITION 3.2. L’ensemble des vecteurs de la composante As-isotypique
de T @mo (considérée en tant que K -module) qui sont annulés par X3o forment
un espace vectoriel de dimension 1.

Lors de la preuve de ces propositions, nous aurons besoin de la structure
des K-types des trois représentations considérées, de voir quels produits ten-
soriels des K-types de m et w9 contiennent A3 comme sous-représentation et
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de connaitre précisément 'image de certains vecteurs de ’espace de mo par
Xs3s. Lors de la preuve, nous verrons que la projection du produit tensoriel
de Ay par As sur cet espace de dimension un est surjective.

En combinant ces deux propositions et le fait que 73 apparaisse au moins
une fois dans 71 &y (c.f. Proposition 2.5), on obtient le théoréme suivant :

THEOREME 3.3. La représentation w3 n’apparait qu’une seule fois dans
le produit tensoriel complété m &my. De plus, la projection de m ®my sur m3
envoie A1 ® Ao sur As.

La preuve s’organise comme suit. Nous calculons précisément en premier
lieu les K-types des m;, 1 < ¢ < 3, avec comme conséquence immeédiate la
proposition 3.1. Nous étudions ensuite les produits tensoriels des K-types
de m et mo, et en déduisons la liste de ceux contenant Az. L’étape suivante
consiste a expliciter complétement 'action de la représentation w9 afin d’en
déduire l'action de X39 sur les K-types de 7 apparaissant dans I’étape pré-
cédente (théoréme 3.7). Bien que nous n’ayons pas de construction explicite
pour 71, on cherche ensuite & obtenir des informations sur ’action de X39 par
71, données dans le théoréme 3.12. Nous avons alors suffisamment d’éléments
pour prouver la proposition 3.2, suivie du théoréme 3.3.

1.1. Calcul des K-types de 7, m et ms.

La conjecture de Blattner, prouvée par Hecht-Schmid [He-Sc|, décrit les
multiplicités des K-types des séries discrétes. Nous avons précédemment dé-
crit les limites de séries discrétes comme la représentation obtenue en "pous-
sant" les caractéres infinitésimaux des séries discrétes par un foncteur ten-
soriel de Zuckerman. Afin de voir que cette formule reste valable pour les
limites de séries discrétes, une autre description des représentations (A, C')
est nécessaire. Considérons le foncteur d’induction cohomologique Ly, ot b
est le sous groupe de Borel défini par la chambre de Weil C, et appliquons le
au (b, H)-module (p, C,,) de dimension 1 tel que p = A—4, (6, étant la demi-
somme des racines positives non compactes données par C'). Dans [Kn-Vo,
la représentation induite obtenue est notée Ap(u). Le (g, K)-module associé
a Ap(p) étant infinitésimalement unitaire (théoréme 9.68 de [Kn-Vo)), il
existe une représentation unitaire ayant le méme (g, K)-module. Le chapitre
XI. 8. de |[Kn-Vo| permet d’affirmer que cette représentation est la limite
de série discréte w(\, C'). 11 suffit ensuite d’appliquer le corollaire 5.105 de
|Kn-Vo| et la discussion qui suit pour pouvoir affirmer que la formule de
Blattner reste valable pour les limites (éventuellement dégénérées) de séries
discrétes. Nous rappelons cette formule avant d’effectuer les calculs.

Soit A} Pensemble des racines non compactes définies par la chambre de
Weyl de la (limite de) série discréte. Pour 7 un élément du dual de ib, notons
Q(7) le nombre de fagons d’écrire 7 comme combinaison linéaire & coefficients
entiers positifs d’éléments de A;'. Alors la multiplicité de la représentation
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de plus haut poids p dans la (limite de) série discréte de parameétre (A, A™T)
est donnée par
S ew)- QU+ k) — A~ 6n) (3.1)
weWg
ot e(w) désigne la signature de w et ol d, et d,, sont respectivement les demi-
sommes des racines positives compactes et non compactes relativement 4 AT,

Pour la représentation 7, rappelons que le systéme (& ’action du groupe
de Weyl prés) de racines positives est AT = {ego, €13, €24, €14, €34, €12}, les
racines non compactes sont A} = {ess, €13, €24, €14}. Afin de calculer Q(7)
dans ce cas, nous allons exprimer les vecteurs dans la base {ess,e13,e24}.
Remarquons que eq4 est la somme des trois vecteurs de la base, de sorte que
le vecteur de coordonnée (1,1, 1) dans cette base a deux fagons de s’exprimer
avec les racines de A}, Si (a, b, ¢) sont les coordonnées de T dans cette base,
on déduit de ce qui précéde ’égalité suivante :

min(a,b,c)+1 sia>0, b>0,c>0.
Q(a,b,c) = Qaesa+bers+cess) = { 0 ( ) sinon.

I reste a calculer Z e(w).Q(w(pu+dK)—A1—0y,). On désigne par Cone(A;))
weWg

I’ensemble des vecteurs obtenus comme combinaison linéaire a coefficients
positifs entiers d’éléments de A", Sachant que A; est le K-type minimal et
que e3z, €13 et egy sont les racines simples de AT, tout i en dehors du cone
A1 + Cone(A;}) a une multiplicité nulle. Soit u = (a,b,c) + Ay, avec a, b et ¢
positifs, un élément de ce cone. La somme (3.1) est formée de quatre termes,
dont voici le détail :

e Cas w =1 : Dans la base ci-dessus on obtient

Q(p — A1) =min(a,b,c) + 1.
e Cas w = (12) : Dans la base ci-dessus on obtient
Q((12)(p+dx)—A—dp) =Q(c—b—1,c—a—1,¢c) = min(c—b,c—a).
e Cas w = (34) : Dans la base ci-dessus on obtient
Q((B4)(p+dx)—A1—0n) =Q(b—c—1,b—a—1,b) = min(b—c,b—a).
e Cas w = (12)(34) : Dans la base ci-dessus on obtient
Q((12)(34)(p +0Kx) — A1 —6pn) =Q(—a—2,c—a—1,b—a—1) =0.
Ce terme est toujours nul, —a — 2 étant toujours négatif.

Il faut maintenant distinguer tous les cas possibles. Les plus hauts poids
doivent appartenir & la chambre "compacte" formée des vecteurs de produit
scalaire positif avec les racines compactes positives, ainsi qu’a A;+Cone(A}}),
ce qui se traduit par la condition : a > |b — ¢|.

e Casb=c:
~Sic=b=a,alors m(p) =a+1
- Sie=0b<a,alors m(u) =b+1.
-~ Sic=0b>a,alors m(u) =a+ 1.
e Casc<b
- Sic<b<a,alors m(pu) =c+1.
- Sic<b=a,alors m(u) =c+ 1.
—Sic<a<b, alorsm(p)=c—b+a-+1.
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— Sic=a<b,alors m(p) =2c+1—b.
—Sia<c<b, alorsm(p)=c+1—->b+a.
e Casc>b

- Sib<c<a,alors m(pu) =b+ 1.
- Sib<c=a,alors m(u) =>b+1.
~Sib<a<calorsm(p)=b+1—c+a
~Sib=a<c alorsm(u)=b+1—-—c+a
~Sia<b<c alorsm(u)=b+1—-—c+a

On en déduit la proposition suivante :

PROPOSITION 3.4. Tous les poids appartenant au céne Ay + Cone(A)
sont des plus hauts poids de K-types de m1. Lo multiplicité du K-type de plus
haut poids Ay + a.eso +b.e13+ c.eaq est soit a—|c—b|+1 si a # maz(a,b,c),
soit min(a,b,c) + 1.

Le cas de my et w3 se traite de fagon similaire. On obtient le résultat
suivant :

PROPOSITION 3.5. Les K-types de mo sont ceux de plus haut poids Ao +
(a — b)e1s + begg ot a et b sont des entiers naturels vérifiant b < a < 2b.
1ls sont tous de multiplicité 1. Les poids des K -types de w3 sont ceuzr de o
translatés par %(614 + ea3).

Les figures 3-1 et 3-2 représentent le plan engendré par ej4 et egs. Sur la
figure 3.1 apparaissent les plus hauts poids des K-types de ms. Ils sont tous
contenus dans ce plan. Sur la figure 3-2 apparait une partie des plus hauts
poids des K-types de m (situés dans la partie grisée) et ceux de ms.

‘\\
° ° \o\
e e ° .\
3 a1 N
e o ° o \\\\ esz 941
o N
° ° ° ° ° ‘\ ()
€14 €23 b
° ° ° ° o M4 h 23
A
e e ° ° o o
Plus haut poids des K-types de m
e e ° ° o
A3 e o ° ° A:
A S
N . &
/‘\ ’ i ’ : M o
APlus haut poids A Plus haut pads
| des K'typ‘fif‘e 3 & de‘§+$>-ty‘pe’s' de 1\1)2\
FiaG. 3-1. K- Fic. 3-2. K-types de
types de m3 m et de mo

On est désormais en mesure de prouver la proposition 3.1.
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DEMONSTRATION (PROPOSITION 3.1) : Le vecteur Xso appartient a
Oesp- Ainsi un vecteur de l'espace de la représentation 73 de poids p est
envoyé par Xso sur un vecteur de poids p + eso. Il suffit alors de voir qu’il
n’existe pas de vecteur de poids Ag + e3o dans 3.

Nous connaissons les plus hauts poids des K-types de w3, les autres poids
de chaque K-type sont obtenus en ajoutant une combinaison linéaire entiére
positive de —A;. On voit alors (par exemple sur la figure 3-2) qu’aucun K-
type de 73 ne peut contenir un vecteur de poids Ag+e3o. Donc nécessairement
A3 est annulé par X3o. O

1.2. Produits tensoriels contenant As.

Dans un premier temps, on modifie les parameétres des (limites de) sé-
ries discrétes 7 et mo afin qu’ils définissent les mémes racines positives com-
pactes. Le paramétre d’une série discréte étant défini modulo I’action du
groupe de Weyl compact, on peut remplacer le paramétre Ay par (12)(34).\a.
Ainsi A1 et Ay ont le méme systéme de racines compactes A}Q les rendant
positives. Les A; étant & 'intersection des murs "compacts” (en ce sens que
leurs produits scalaires avec les racines compactes sont nuls), ils restent in-
changés. Pour tout entier naturel n, notons L,, le K-type de m; de plus haut
poids Ay + n.ego et M, celui de mo de plus haut poids A + n.eyy. La figure
3-3 montre les plus hauts poids de ces représentations dans le méme repére
que précédemment. On cherche les K-types de m; et m tels que leur produit
tensoriel contienne la représentation Ags.

PROPOSITION 3.6. La représentation Az apparail avec une multiplicité 1
dans L, @ M, pour tout n € N. De plus, les (L, M) sont les seuls couples de
K -types de 1 et mo respectivement contenant A3 comme sous-représentation.

DEMONSTRATION: Une formule de Steinberg permet de calculer la mul-
tiplicité d’une représentation d’un groupe compact semi-simple de plus haut
poids p dans le produit tensoriel de deux représentations de plus haut poids
v et A (voir par exemple [Br-To| p.259). La formule est la suivante :

m(p) = Y det(v.w)Qu(y +6) + w(A+8) — (1 + 20))

v,weWp,

Dans notre cas, K = S(U(2) x U(2)) n’est pas semi-simple, mais le produit
de son centre Z avec le sous-groupe Ky = SU(2) x SU(2). Une représen-
tation de K est donc le produit tensoriel d’un caractére du centre avec une
représentation de K. Il faut dans un premier temps vérifier que le produit
des deux caractéres du centre donne le caractére de la représentation u, puis
appliquer la formule sur les représentations de la partie semi-simple.

On cherche & faire le produit tensoriel d’'un K-type de plus haut poids 71 de
w1 avec un K-type de plus haut poids 7 de mo. Le poids 71 est de la forme

71 = A1+ aeszz + beys + cegy

a—b+ec a—c+b —a+b+c+1

= 5 es4 + 5 €12 5

(€24 + €13)
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Ly
L3 'Y
/‘ A
2=Mo
Ml"l
M2,’
Ms,c

FiG. 3-3. Plus hauts poids de M,, et L,,.

De méme m vérifie

Ty = Ao+ aes3z + Beyy
_,6’—046 +ﬁ—ae a+pB8+2+k
- 2 34 2 12 9

On cherche la multiplicité de la représentation Az de plus haut poids

3+k
2

(e24 + €13)

Az =A1+ Ay =

(e24 + €13)

Un ¢élément diag(e®, e, e~ e~™) du centre Z agit sur 'espace de 71 par
la multiplication par (—a-+b+c+1)e’® ; son action sur 73 est la multiplication
par (o« + 8+ 2+ k)z et sur Az par (3 + k)z. La premiére condition sur les
caractéres du centre donne donc la relation :

—a+b+c=—a-—p.

La seconde condition se traduit par m(0) # 0 pour les représentations de

—b _ b _ _
plus haut poids ue;ﬂ + gen et p 5 a634 + p 5 a612. Nous

donnons sommairement les calculs pour les représentations L,, et M,,, laissant
les autres au lecteur. On est donc dans le cas v = A = Sezq + 5eq2. 1l faut
donc calculer les différents det(v.w)@Q(v(y + 0) + w(A + §) — 25). A chaque
fois que (12) ou (34) apparait a la fois dans v et w, ce terme est nul. Il vaut
—1 lorsque v est l'identité et w est soit (12) soit (34) (ou inversement, la
formule étant symétrique), et il prend la valeur 1 dans les 5 autres cas. On

en déduit que la somme de ces termes, donnant la multiplicité de p3, vaut
1. ]
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1.3. Reéalisation explicite de 7.

Connaitre les K-types de mo n’est pas suffisant pour prouver la pro-
position 3.2. Il faut connaitre 'action de Xs3o par mo sur les K-types M,.
Pour cela il nous faut donner plus explicitement ’espace et 'action de mo.
La représentation my est une représentation bien connue : il s’agit d’une série
discréte antiholomorphe, voir par exemple [Kn] §VI.4 (le systéme de racines
positives considéré dans Knapp n’est pas celui associé a la série discréte par
la théorie de Harish-Chandra mais A, = —(12)(34)A™) ou I'espace de la
représentation est donné par certaines fonctions holomorphes sur GB.

La réalisation permettant d’avoir le plus "clairement" les K-types est
celle faisant intevernir le domaine hermitien symétrique €2 défini par :

2= {( i ? ) € GLy(C),"ww + I est défini positif}.

L’espace de la représentation est alors défini par :
Oz = {1 : Q — Cp,, 9 est holomorphe.} (3.2)

ot (Ag, Cp,) est la représentation de dimension 1 de K de plus haut poids As.

Pour obtenir 'action de G sur cet espace, on remarque que toute matrice
de GC se décompose sous la forme :

A B _ I 0 A 0 I A™'B
Cc D) \cAt'T1T)\0o D-CcA'B ) \0 I

De plus, si on se restreint & GG, alors 'application associant & une matrice sa
premiére composante est une surjection de GG dans 2. On obtient ainsi une
action de g € G sur w € ) comme étant la premiére composante de gw dans
la décomposition ci-dessus. En fait, seuls les deux premiers facteurs de gw
dans cette décomposition nous seront utiles dans la suite, nous les donnons

| (é g)(i ?):<(C+Dw)({4+Bw)1 ?)

(A+Bw)™t 0 I %
’ 0 x ]\ 0 T
= gw.k(gw).p(gw),
ol g.w est la premiére composante du produit gw (i.e. 'action de g sur w
dans Q), k(gw) la seconde et p(gw) la troisieme. L’action de G sur Oz est
alors :
(g-9) (W) = Ag(k(g™w)) (97" (@)

soit

tA—"Cw 0

@) =aa (A0 ) (Do - (AT

(3.3)
= det(*A —'Cw)* 24 (("Dw — 'B)(*A — 'Cw)™1)
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car Ay = %(614 + e93).

Pour cet espace, le module de Harish-Chandra est I'espace engendré par la
restriction des polynomes de C* a4 Q (voir par exemple [Ja-Ve|, §2), et les
espaces propres des poids sont donnés par les monémes. On note ;5 la
restriction du monéme de degré (i, j, k,[).

On peut désormais déduire I'action de certains éléments de g€ sur ces
monomes d’aprés ce qui précede. Les g;5; sont les vecteurs propres des poids
de 7, et le poids de g5 est Aoy + ie13 + jeaz + keiy + leay, ainsi plusieurs
€ijk peuvent correspondre au méme poids.

L’action des éléments de €€ est la plus simple & calculer, car 'action de K
est donnée par

(h16)(@) = Crg (F)- 105 w)
Notons X, la matrice élémentaire de coefficient 1 sur la a-éme ligne et la
b-éme colonne, de sorte que Xy € ge,,. Aprés calculs (on détaillera le calcul
pour Xsg ci-dessous), on obtient

X21.Eijkl = 1€i—1,j4+1,k1 T KEijk—1,141
X43-8ijt = —l& jy1 k-1 — ki1 j k-1,

Les calculs pour X3o sont assez longs mais élémentaires. On écrit en premier
X39 comme la somme de deux éléments de g :

0 0 0 0 0 0 0 0
lo o 120] o o 20| o .
X2=1 9 12 0 o|T" 0o <2 0 oKX
0 0 0 0 0 0 0 0

On considere alors les matrices eX et ety, dont l'action sur les g; jx,; est
donnée par la formule 3.3. On calcule ensuite la dérivée en t = 0 afin d’avoir
I'action de X et de Y, et on somme X et 7Y. Il ne reste qu'un terme dans
cette somme et on trouve :

X32.€ijkl = —JEij—1,kl (3.4)

Nous pouvons désormais démontrer le théoréme suivant.

THEOREME 3.7. Le vecteur Xs9 envoie M, sur M,_1. Le noyau de cette
application est l'espace engendré par les monémes €i,.0.n—k,0 €t €0,0,kn—k, POUT
k allant de 0 a n.

DEMONSTRATION: Rappelons que le systéme de racines positives com-
pactes est Af = {e12,e34} (nous avons remplacé Ay par (12)(34)Az). Les
€0,0,n,0 sont des vecteurs propres de poids Ag +neq4 et ces poids sont les plus
haut poids de certains K-types de m. De plus la représentation de plus haut
poids As + neyq apparait dans mo avec une multiplicité 1 : il s’agit de la re-
présentation M,,. Une formule de Kostant, analogue & celle de Blattner (qui
en est une généralisation), permet de calculer la multiplicité des poids d’une
représentation irréductible d’un groupe compact (voir par exemple [Br-To]
p-258). En appliquant, on voit que les poids de M,, sont contenus dans le
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cone entier : Ay +neiq + Cone(ear, eq3), tous appartiennent au "carré" noté
C,, de sommets Ao + neiy, Ao + neis, As + neasg, Ao + negy et apparaissent
avec une multiplicité 1. La figure 3-4 représente les poids de M), dans le plan
affine engendré par Ay et passant par le plus haut poids de M, ; par rap-
port & la figure 3-2, on se place donc sur le plan horizontal passant par M,,.
Sur cette figure, on retrouve les poids de M,, mais également ceux d’autres
K-types de mo. En revanche, les poids appartenant aux bords du carré sont
nécessairement dans M,, leurs espaces propres sont de dimension 1 et sont
engendrés par les mondmes correspondants.

Ajrney,

(€5.0.0.n)

Aj+ne,, Aj+ne,s

(SC"CI,n,CI) (Eo,n,o,oj

A_+ne

13
(€n.0.0.0)

Fic. 3-4. Carré C), des poids de M,,.

Considérons les vecteurs €y, ,—k.0,0, qui sont ceux correspondant & ’arréte
inférieure droite de C,. En appliquant la formule (3.4), on obtient :

m2(X32)-Ekn—k,0,0 = — (1 — k), (n—1)—k,0,0-

Ainsi I'image de €5,,0,0,0 par X32 est nulle. Pour & différent de n, I'image
de g n—£,0,0 est un élément non nul appartenant au bord du carré C,_1 situé
"au-dessus" de C),. C’est donc un élément non nul de M,_1 ce qui prouve
une partie du résultat cherché pour les vecteurs apparaissant dans 1’arréte
inférieure droite de C,,.

Pour les autres vecteurs, on procéde de proche en proche en considérant les
paralleéles & cette arréte. Plus précisément, on raisonne par récurrence sur
p < n avec I’hypothése :
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(Hp) L’image de ’espace propre d’un poids de la forme Ag +kei3+
(n — k)egs + pesq est :
— un sous-espace de M,,_; différent de {0} si k < n,
— nulle si k =n.

Supposons laffirmation vraie pour p — 1. Remarquons que la somme de
Ao + neqg + pesy et de egs n’appartient pas au carré C,_1. L’assertion est
donc prouvée pour k = n.

Considérons désormais un vecteur v de poids kej3+ (n—k)eas +pess avec
k # n. Le petit lemme suivant permet d’affirmer qu’il existe nécessairement
un vecteur v’ non nul de poids Az 4 keiz + (n — k)eas + (p — 1)esq tel que :

X34.1), = .

LEMME 3.8. L’application m2(X34) est une bijection de 'espace de poids
v de M, dans l'espace de poids v+ e3q de M, si, et seulement si, v+ e3q est
un potds de M,.

DEMONSTRATION DU LEMME : Etant donné que les multiplicités de poids
de M, sont égales & 1, il suffit de montrer que cette application est non nulle.
Par l'irréductibilité de M,,, tout vecteur propre d’un poids de M, est obtenu
en faisant agir Xs4 et Xj2 un certain nombre de fois sur ’espace de plus
bas poids. D’autre part, I’égalité X34 X10.v = X12X34.v montre qu’on peut
choisir X34 et X15 dans un ordre quelconque. Ainsi aucune des applications
ci-dessus ne peut étre nulle car les éléments de poids v + ezy4 ne pourraient
étre obtenus a partir de 'espace de plus bas poids. a

Revenons a v et v'. On a
X390 = X32.X34.Ul = [ng, X34}.UI + X34.X32.1}/ = X34.X32.U/

Or X30.0" est un vecteur non nul de M,,_1 de poids As + keys + (n — k —
1)eas + pesq d’aprés 'hypothése de récurrence. Donc son image par X34 est
différente de 0 d’aprés ce qui précéde car Ay+keis+(n—k—1)eas+ (p+1)esq
appartient au carré C,,_1 pour p < n : c’est un poids de M,,_1.

Finalement, dans le cas p = n, il est immédiat de voir que la somme d’un
poids avec ez n’est pas un poids de M, donc appartient au noyau, ce qui
termine la preuve. O



1. MULTIPLICITE DE 73 DANS m1&mo 41

1.4. Image de L, par 71(X32).

Nous avons détaillé 'action de X3g sur les K-types de mo qui nous inté-
ressent. Pour les K-types L, de 71, nous n’aurons pas besoin d’un résultat
aussi précis : il suffit de prouver que I'image de L, par le vecteur X3o est
incluse dans L, ;. La démonstration est un peu technique. I’idée consiste
& minimiser le nombre de représentations auxquelles X39.L, pourrait ap-
partenir en ne se servant que des propriétés des représentations de groupes
compacts, ce qui est fait dans le lemme 3.11. La structure particuliére des
K-types de 71 suffit alors pour conclure que X3o.L,, est inclus dans L.

Les deux propositions et le lemme qui suit sont indépendants du reste.
On se place donc dans le cadre général. Soit (7, N)) une représentation ir-
réductible d’un groupe compact K de plus haut poids A correspondant au
choix d’un systéme de racines positives Az. Soit WUy = {by, ..., by } les racines
simples de Az. On note V), 'espace propre associé¢ au poids p, et X, un
vecteur non nul dans € appartenant & g, pour o € A.

PROPOSITION 3.9. Soit v € V,, un vecteur non nul de Ny de poids .
Alors il existe une suite de racines simples (b, ... .. bi.) de Wy telle que
T(Xbir, "'7Xbi1)v soit un élément non nul dans 'espace propre de plus haut
poids, soit : (X, , ..., Xp, Jv € Vi \ {0}.

%

DEMONSTRATION: Il existe nécessairement un élément X, associé a un
U, qui n’annule pas v, car 'espace de plus haut poids est le seul a avoir cette
propriété (voir par exemple [Kn| Théoréme 4.28).
Le poids de 7'(Xbi1 Jv est p+ b;,, donc en itérant le procédé on aboutit dans
V) et I’élément obtenu sera non nul. ]

Considérons que K est un sous-groupe compact maximal d’un groupe
de Lie G réductif. On considére maintenant (7, W) une représentation de K
provenant du module de Harish-Chandra d’une représentation admissible de
G, et soit w € W un vecteur de poids pu.

DEFINITION 3.1. On appelle chemin de w toute suite (b;,, ..., b;,.) d’élé-
ments de Wy, telle que 7(Xp, Xy, Jw # 0. L’ensemble des chemins de w est
noté A,. Un chemin ¢, est dit maximal §’il ne peut étre prolongé par une
racine simple de V.

On associe & un chemin ¢y, le poids de I’élément 7 (X, Xy, Jw, soit p+
> bi,. Cet élément sera appelé le poids de ¢, et noté p(c,). Finalement, pour
tout poids v on note W(,) la somme des sous-représentations irréductibles

de W de plus haut poids inférieur a v'.

Unferieur signifie ici de la forme v — % , 4 naa pour ng positif.
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PROPOSITION 3.10. (1) Si w posseéde un unique chemin maximal
Cw, alors w appartient & Wy c,))-

Cw
(2) Si tous les chemins mazimauz de w sont inférieurs & un poids p,
alors w appartient a Wp.

DEMONSTRATION: Supposons que w ait un unique chemin maximal c,.
Soit wy + wy la décomposition de w dans W, )) @ W(Jé(cw))' Si wo est non
nul, il posséde une composante non nulle dans une représentation irréductible
de plus haut poids u, notée N, tel que pu & p(cy,) — cone(A}). Dapres la
proposition 3.9, il existe un chemin de w de poids p.

Soit W l'ensemble des représentations irréductibles de Wé(cw)) contenant une
composante de w. Cet ensemble est fini et non vide, il contient donc au moins
une représentation de plus haut poids v tel qu’aucune autre représentations
de W n’ait un plus haut poids supérieur a v. Ainsi il existe un chemin de w
de poids v et ce chemin est maximal, ce qui contredit I’hypothése.

Si tous les chemins maximaux de w sont de poids inférieurs & p, le méme
argument nous donne l’existence d’un chemin maximal tel que son poids
n’est pas inférieur & p si w n’appartient pas & W,). 0

Le lemme qui nous sera nécessaire pour la suite est le suivant.

LEMME 3.11. Soit (m, W) une représentation admissible d’un groupe ré-
ductif G et soit W son module de Harish-Chandra. Soit Ny un certain K-type
de W de plus haut poids A et o une racine positive telle que (oz—é—A})ﬂA = 0.
Alors Uimage du K-type Ny par X, est dans un somme de représentations
de plus hauts poids inférieur 4 A + «, soit :

m(Xo) Ny C Winta)

DEMONSTRATION: Pour prouver ce lemme il suffit de montrer que les
vecteurs des espaces propres des poids de N, s’envoient par X, dans l’es-
pace désiré. Les poids de Ny sont de la forme A — (3_,cq, mbb), oit Wy est
I’ensemble des racines simples de Az. Nous allons prouver ce résultat par
récurrence sur n = »_ np.

Pour n = 0, on considére un vecteur w dans l'espace propre V) du plus haut
poids A de Ny. Alors pour tout b € g on a

m(Xp)7(Xo)w = 7(Xo)7(Xp)w,

car b+ a n’est pas une racine de G, et, car w étant un vecteur de plus haut
poids,
T(Xp)m(Xa)w = 0.

Ainsi, m(X4)w est soit nul, soit un plus haut poids pour K, ce qui prouve
qu’il appartient & la somme des K-types de m de plus haut poids A+ «, soit :
T(Xa)w € Wirtq). Une autre fagon de formuler ce résultat est de voir que
A, = 0 et d’appliquer la proposition 3.10.
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Supposons le résultat vrai pour tout vecteur appartenant & un espace
propre d'un poids de la forme A — (3, mub) pour > my < n.
Soit w un vecteur dans l'espace de V), de poids u = A — (3 ey, m6b) avec

S ny = n + 1. Etudions les chemins de 7(X,)w commengant par un Xj,,
pour by € V.

Si by satisfait ny, = 0, alors p + by n’appartient pas au cone A — Cone(Ag),
ce n’est donc pas un poids de Ny, d’oil

(X )T (Xa)w = 7(Xo)7(Xp,)w = 0.

Ainsi, aucun chemin non vide ne peut commencer par Xp,.

Supposons que by € ¥ est tel que np, # 0. Pour que le chemin commence par
Xp,, 1l faut que m(Xp,)w soit non nul. Dans ce cas, 7(Xp,)w est un vecteur
vérifiant ’hypothése de récurrence. Ainsi, les chemins de 7(Xp, )m(Xo)w =
7(Xo)m(Xp, )w sont des chemins de poids inférieurs & A+« (i.e. dans le cone
A+ o — Cone(A}) ) selon Ihypothése de récurrence.

Tous les chemins maximaux de m(X,)w sont donc de poids inférieur & A+ «,
ce qui montre d’apres la proposition précédente que 7(X,)w € Winta)- O

Revenons a la représentation 7. La famille qui nous intéresse est I'en-
semble des K-types L, de plus haut poids A; 4+ n.ess, pour n € N. Selon la
proposition 6, la multiplicité de ces K-types est min(n,0,0) +1 = 1.

THEOREME 3.12. Le vecteur X3 envoie la représentation L, sur L,i1
sous laction de my.

DEMONSTRATION: On rappelle que le systéme de racines positives com-
pactes est A; = {ei12,e34}. Remarquons d’une part qu’aucun poids de la
forme (A1 + nesz) — (ZaeAz Nea) pour n, > 0 n’est un plus haut poids

de K-types de m; (ils n’appartiennent pas au cone Ay + cone(A})). En no-
tant Hi1 l'espace de m et Hy son module de Harish-Chandra, on a donc
(H1)(A1+n.e50) = Ln pour tout n € N. D’autre part esy possede la propriété
(e32 + AZ) N A = (), on peut donc appliquer le lemme précédent a la repré-
sentation L, :

T1(X32) Ln C (H1)(Ay+(n+1).e32) = Lnt1,

ce qui prouve le résultat. a

1.5. Démonstration du théoréme 3.3.

DEMONSTRATION (PROPOSITION 3.2) : La somme des K-types de m;
(i = 1,2) est dense dans 7;. L’espace de m®mo étant le complété du produit
tensoriel des deux représentations, on en déduit que la somme E des produits
tensoriels des K-types de m; avec ceux de my est dense dans m; Q.
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Soit V Pespace vectoriel formé de vecteurs de la composante As-isotypique
de 11 ®mo annulés par X3o. Lorsqu’on projette un vecteur v de V sur un pro-
duit tensoriel de K-types, on obtient un élément sur lequel K agit toujours
par As. La proposition 3.6 nous permet d’affirmer que le projeté de v sera
nul sauf éventuellement sur les L,, ® M,,. Pour tout n dans N, on note v, le
projeté de v sur 'espace L, ® M,,.

Montrons que si vy est nul, les v, (n > 1) le sont également. Les théo-
rémes 3.7 et 3.12 permettent de considérer les applications suivantes :

r=X32®1: L,@M, — L1 @M,
.7}/:1®X32: L,® M, — L, M,_1.

La condition X3zov = 0 se traduit par x(v,) = —2/(vp41) pour tout n de
N. Le théoreme 3.7 affirme que le noyau x’ est 'espace L, @ E, ou E,, est
I'espace de M,, engendré par les €9 o kn—k €t €k,0,n—k.0-

Le groupe K agit sur chaque v, par As, ainsi €C.v, est inclus dans C.v,,.
Or aucun vecteur non nul du noyau de 2’ ne satisfait cette relation. On en
déduit par récurrence que v, est nul pour tout n, ce qui prouve le résultat
énoncé ci-dessus.

Considérons désormais deux éléments v et v’ de V, de projetés v, et
v, (n € N). L’espace Lo ® My étant de dimension 1, il existe deux nombres
complexes \ et u tels que le projeté de Av+ pv’ sur Lo® My soit nul. D’apres
ce qui précede, les projetés de Av+ pv’ sur tous les L,, ® M,, sont nuls, donc le
projeté de cet élément sur tous les produits tensoriels de K-types de m; avec
ceux de 7o est nul. La densité de E permet d’en déduire que v + pv’ = 0.
Ainsi V est de dimension 1, ce qui achéve la preuve de la proposition 3.2. [J

DEMONSTRATION (THEOREME 3.3) : Le fait que 73 soit de multiplicité
1 est une conséquence immeédiate des propositions 3.1 et 3.2.
Soit II la projection de 7 ®my sur le sous-espace Hs de 7@ isomorphe a
. Les espaces Ay = Lo et Ay = My étant de dimension un, leur produit
A1 ® Ag est isomorphe a As. L’image de A1 ® Ay par II, si elle n’est pas
nulle, est une composante As-isotypique de Hs. Or, Hs n’a qu’une seule telle
composante : Ag.
Par ailleurs nous avons vu, au cours de la démonstration précédente, que
I’espace V' de dimension 1, qui est en fait le K-type minimal Ag de Hg ~ 73,
avait nécessairement une composante en Ly ® My non nulle. Donc le projeté
de Lo ® My par II ne peut étre nul.
On en déduit que A1 ® Ay se projette bien par II sur la composante corres-
pondante & Ag, ce qui prouve le théoréme. O
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2. Cup-produit

Nous pouvons désormais prouver le résultat que nous avions annoncé au
début de ce chapitre.

THEOREME 3.13. Pour les paramétres définis dans la proposition 2.5,
Uapplication induite par cup-produit et projection :

HQ(na Hm)ﬁul ® Hl(nv HWQ)*,UQ - H3(1‘1, Hﬂs)*#s

est une bijection.

DEMONSTRATION: L’idée de la preuve est de se servir des suites spec-
trales de Hochschild-Serre attachées a la cohomologie des m;, 1 < ¢ < 3 afin
de détailler les éléments des différents espaces de cohomologie.

Dans le cas des séries discrétes (i = 2,3), Schmid utilise cette suite spec-
trale pour calculer la n-cohomologie ([Sc|). Cette suite spectrale dégéneére
& la premiére feuille, et les différentielles qui apparaissent sont entiérement
déterminées par ’action bien connue du sous-groupe compact K. Dans le cas
des limites non dégénérées (c’est-a-dire dont le parameétre A n’est orthogo-
nal & aucune racine compacte), Williams ([Wi]) étudie également cette suite
spectrale, et par une analyse plus fine, il parvient a prouver qu’elle dégénére
aussi a la premiére feuille.

Dans le cas des limites dégénérées, cette méthode ne permet plus en général
de calculer la cohomologie, car cette suite spectrale ne dégénére plus & la
premiére feuille. On est alors confronté au probléme du calcul des différen-
tielles de la feuille suivante, qui dépendent de I'action de G entier (et non
plus de K), action difficile & expliciter.

Cependant, nous allons voir qu’il n’est pas nécessaire d’expliciter cette ac-
tion pour obtenir notre résultat, car nous avons déja calculé les degrés de
cohomologie en utilisant le résultat de Soergel. Cela nous permet d’obtenir
sans effort supplémentaire 'annulation d’une certaine différentielle.
Finalement, nous effectuons le cup-produit des suites spectrales associées a
w1 et & mg, puis prouvons que 'on obtient un élément non nul dans la suite
spectrale de m; @79, et que cet élément se projette dans la suite spectrale de
w3 en un élément différent de zéro, ce qui prouvera le théoréme.

Soit (7, Hy) une représentation quelconque. La suite spectrale de Hochschild-
Serre est définie par la filtration des espaces C¥(n, ) par les espaces A% for-
més des applications de C**(n, 7)—pu; s’annulant sur les produits extérieurs
contenant au moins j+1 éléments compacts. Les termes de la premiére feuille
Ej sont donnés par Ey’ = A% JATLI—L
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Suite spectrale de 7;. On dispose pour la feuille £y de I'isomorphisme
suivant : N
By =H’(enn, Hey @ A'p/p~)—s, (3.5)
ou p~ = nNp. Détaillons la méthode décrite par Williams dans [Wi] per-
mettant de calculer ces espaces. Aprés avoir décomposé H,, comme somme
de ses K-types V,, de multiplicité m(v), on obtient :

EY =3 m)H (enn,V, @ A'p/p~)_s (3.6)
VE[%

Rappelons que Af désigne le systéme de racines opposé a celui définissant
n (pour les normalisations de Williams, c’est le systéme définissant n), et
notons N = (f) le nombre de ¢-uplets de racines parmi les 4 racines non
compactes de (Af)n. A i fixé, on peut calculer les H/(ENn,V, @ A%p/p~),
avec une autre suite spectrale obtenue a partir d'une filtration (cf. [Wi2]) des
A’p/p_ par une suite de sous-espaces 0 = & C & C E C - C Exy = Aip/p~
telle que :

— chacun des & est un b-module, ou b= (nN¢) D b,

— les &./&r4+1 sont des espaces de dimension 1 sur lesquels b agit par un

caractere o,.

Alors la filtration précédente est donnée par un ordre sur les i-uplets de
racines non compactes (Af)n; la somme o, des i racines du r-iéme uplet
correspond au caractére o, ci-dessus. On obtient pour premiére feuille de
cette nouvelle suite spectrale :

Fi = HP N0, V) 5oy . = HENDV, @ Ap/p ), (3.7)

Le calcul de ces espaces de cohomologie est 'objet du théoréme (3.7) de [Wi],
qui permet d’obtenir les dimensions de tous les espaces de cohomologie des
V, d'indice —6— < T >, ou < T > est une somme quelconque de racines
non compactes.

En appliquant ce théoréme (3.7), il en résulte que les seuls H?(¢n, V) _s_ 1~
intervenant sont ceux tels que V,, = A;. Ainsi Ei] = HI(erm, Ay @A (p/p7))p
et, apres calcul, les groupes de cohomologie non nuls sont :

° HQ(E Nn,Ay)_s5 =C,

o H! (E nn, Al)_(;_(632+813) =C,

o H'(EN1,A1) 5 (cgptens) = C,

° HO(E nmn, A1>_5_(632+814) =C.

Donc pour ¢ = 0, Ff’b n’a qu’un seul espace différent de {0} : H2(ENn, Aq)_s.
Il en résulte :

H*(enn, Ay @ A%/p7) 5 =C.
Pour ¢ = 1, tous les groupes sont nuls. Pour ¢ = 2, il y a trois termes non
nuls. Il nous faut alors détailler la filtration sur A%p/p~. L’action de Xo et
Xy3 sur A?p/p~ est donnée dans le tableau suivant (oil les vecteurs X, sont
dans p/p~) :

XiaANXiz | XuuAXog | Xia A X3o
Xo1 | Xoa N X13 0 Xoa N\ X32
X3 0 —X13 AN Xoy | —X13 A X390
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I'action sur les éléments manquants étant nulle. Ainsi, un choix possible de
filtration est comme suit :

E1 =CXi3N Xy 1 S =E10CXi13NX39 ; E3=E B CXoyg N X3o
Es=E3PCX1uNXig ;3 Es=E4PCX1uNXoy ;5 E6=E PCXi4 N X3o.

On obtient 'ordre suivant sur les o; :
01 =¢€13+e2 ; oa=e13+e32 ; 03 =e2 +e3
04 =e€14+€13 ; 05 =€14+ €24 ; 0= €14+ €32.
D’aprés les calculs de cohomologie précédents, nous pouvons affirmer que :
4,—3 4—
F13 L= HA3®Nn, A1) 5 0, =C
Flo’0 = H32(tNn,A1) 5 6., =C
Fm = Hofo(? N n,Al),(;,UG_O =C

On obtient une premiére feuille comme suit :

a
b 0j1]2|3
-3 C
-2 C
-1
0 C

TAB. 1. Espaces Fla’b.

Cette suite spectrale ne dégénére pas nécessairement. On peut obtenir
HO(tNn,A; ® A%p/p~)_s par un calcul élémentaire direct. On trouve :

H(enn, Ay @ A%p/p~)_s = 0.
La suite spectrale précédente permet alors de conclure que
H'(tnn, Ay @ A%p/p~)_5 =C.

Nous connaissons désormais complétement la premiére feuille de la suite
spectrale de Horchschild-Serre :

. “lol1]2
j
0
1 C
2 C

TAB. 2. Espaces E;J pour 7y.
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On voit donc qu’une différentielle de la feuille E5 a pour espace de départ
E£0,2) = C et pour espace d’arrivé E£2’1) = C. D’aprés le résultat obtenu en
utilisant I’article de Soergel, nous devons obtenir des espaces de dimension
1 en degrés 2 et 3. Donc cette différentielle doit impérativement étre nulle.
D’ou :

H*(n,m)_s ~E% ~ H2(enn A)_s (3.8)

H? (n,m)_s =~ E%Q’l)

Suites spectrales de 7y et m3. En appliquant le théoréme (3.7) de
Williams pour les séries discrétes mo et w3, il ne reste dans chacun des cas
qu'un seul espace non nul parmi les espaces F|” de (3.7), dans chaque cas
pour i = 1 et V,, = Ay (k= 1,2). On en déduit que la premiére feuille de la
suite spectrale de Hochschild-Serre, donnée par la I'isomorphisme (3.5), est :

HO(enn, He, @ A (p/p™))—py = H' (€N, Ag @ A (p/p7))—py = C (3.9)
H?*(enn, Hey @ A (p/p™))—ps = H* (N1, A3 @ A (p/p7))—ps = C. (3.10)

Ainsi les cohomologies de w9 et w3 ont pour premiére feuille de la suite spec-
trale :

“lof1]2 “lof1]e2
J J
0 C 0
2 2 C
TAB. 3. Espaces Eiﬂ TAB. 4. Espaces Ei]
pour . pour 73.

Cup-produits dans les suites spectrales. L’application cup-produit :
CH (n, 1) @ C'H (n,my) = CHHIH (0 Gom)
respecte la filtration donnant les suites spectrales; de plus on a :
di(¢1 U ¢2) = (di1) U da + (=1)" 1 U (dagpa),

ou d, est la différentielle de m, = 71, m ou 7 ®@me. Alors I'application cup-
produit donne, par quotient, une application cup-produit sur chacune des
feuilles F,, des suites spectrales, puis sur les espaces Fo, (voir par exemple
[Be], §3.9). Pour n dans NU {oo}, notons 1E,,, 2 E,, 3E, et g £, les n-iémes
feuilles des suites spectrales respectivement de 71, 7o, 73 et T ®me. On a
donc une application :

i i §' U it j+j
lEnj ®2Enj _>®En JTI

On obtient le diagramme suivant : dans la premiére ligne nous considé-
rons ’élément non nul de la somme dans le terme de droite de (3.6) pour
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chaque représentation m;, dans la seconde ligne, ’espace du terme de droite
de (3.5) et dans la troisiéme ligne apparaissent les premiéres feuilles de co-
homologies, les isomorphismes entre la deuxiéme et la troisiéme ligne sont
donc ceux de (3.5). Afin d’alléger les notations, le cup-produit des deux pre-
miéres lignes est celui attaché & la £ N n cohomologie, les indices —u; sont
sous-entendus, et H'(x) représente H (€ Nn,x) :

H2(A1) ® HO(Ao @ (p/p™)) —= H*((A2 @ A) @ (p/p7)) H2(As® (p/p7))

. A

) @ HOY(Hyy @ (p/p~)) —> H*((Hp,®Hz,) ® (p/p7)) ——> H2((Hny) @ (p/p7))

proj
1B @By

1,2
ok

1,2
3E1

L’existence de I'application proj de la premiére ligne est justifiée par le
fait que A; ® Ag dans 7 ®@my se projette sur Ag dans 73 (théoréme (3.3)).
Les isomorphismes verticaux entre les deux premiéres lignes étant donnés
par l'inclusion des K-types dans leurs modules de Harish-Chandra, on voit
aisément que la partie supérieure gauche du diagramme est commutative.
De méme, les parties de droite sont obtenues par projection dans ’espace
d’arrivée au niveau des complexes associés, et la commutativité en découle.
Les isomorphismes verticaux du carré inférieur gauche sont ceux donnés par
(3.5) pour la premiére feuille de la suite spectrale. Les isomorphismes pour
H?*(Hy,) et H(Hr,®(p/p~)) sont évidents ; pour H?((Hy, @Hxr,)@(p/p7)),

Iisomorphisme (inverse) provient de 'application au niveau des complexes :
DA O (Enn, O (n/(E M), (Hyy )
¢® = Qp@(xq N 1:02) FIp ¢®(x01 A Ley A l‘n)
oll Ty, T¢, sont des éléments de €N n et x,, un élément de n/(¢ N n). En
écrivant explicitement la composée "Uo ~'", on associe & une application
¢1 ® P2 Iapplication :
(Tey NTey) = [Tn = d1(2ey A Tey) @ B2(20)]5

tandis que la composée ~ oU donne :

(Tey NTey) = [0 = 01(Tey A Tey) @ G2(T0) — G1(Tey A Tn) @ P2(2c,)
+¢1(Tey A Tn) ® P2(2e, )] -

Or ¢ appartient a A0, donc s’annule sur tout élément de €. 11 ne reste dans
la somme précédente que le terme ¢1(x¢, A xe,) ® p2(zy), ce qui prouve que
le diagramme est bien commutatif.

Prouvons que chaque application de la premiére ligne est un isomor-
phisme. Sous l'action de €N n, Ay ® Ay est isomorphe a Az, donc H?(EN
n, (A2 ® A1)®(p/p~))—ps est de méme dimension que H? (¢, A3@(p/p ™)) — s
c’est-a-dire 1 par (3.10). Par ailleurs, la projection de A;®As sur A3 commute
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a l'action de €N n (ce sont des K-types de dimension 1), donc 'application
proj de la premiére ligne est une bijection.

Un représentant de H2(€ N n,Aj)_s est nécessairement de la forme ¢y :
Xo1 N Xug — cp,, Ol cp, est un élément quelconque de A;. En considé-
rant 'action du groupe H sur les cochaines de H(6Nn, A2 @ AL (p/p™))— s,
on voit qu'un représentant de cet espace de cohomologie est de la forme
P2 = cp, ® X392, 0l cp, est un élément quelconque de Ay et X35 est 1’élément
de p/p~ évident. Le cup-produit des deux est donc ¢ U ¢pg : Xo3 A Xy3 —
cA, ®cp, ®X32. En raisonnant a nouveau sur ’action de H sur les cochaines de
H2(eNn, A3 @AY (p/p~))—ps, on voit qu’un représentant de cet espace de co-
homologie doit étre de la forme Xo1 A X4z — cp, ® X32, 0l cp, est un élément
quelconque de As. Ainsi ¢1U¢s est non nul dans H2(ENn, As@ AL (p/p™))— -
Donc chaque application de la premiére ligne est une bijection.

Les applications verticales entre la premiére et la seconde ligne sont injec-
tives, donc on en déduit que la composée des applications de la seconde ligne
est non nulle. La commutativité du diagramme permet alors d’affirmer que
la composée des applications de la derniere ligne est non nulle.

Il reste a faire le lien entre la premiére feuille des suites spectrales consi-
dérées et la feuille F,. Regardons de plus prés la feuille de la suite spectrale
de m1&my. Nous savons que 73 apparait, avec multiplicité 1, dans m &, de
sorte que I'on peut écrire Hy, @Hy, = Hypy ® Hory, ot Hy, est la composante
m3-isotypique et H-,, la somme des autres composantes. Alors chacune des
feuilles o E;/ se décompose en une somme de deux espaces 3E;) & _E,/, I'un
lié & Hy, et l'autre & H-,,. Chacun de ces espaces étant G-invariant, les dif-
férentielles respectent cette décomposition. Rappelons que la suite spectrale
associée a w3 dégénére a la premiére feuille. Ainsi les différentielles des suites
spectrales, restreintes aux composantes en s, sont toutes nulles & partir de
la premiére feuille. On a donc la relation suivante, pour tout n > 1 :

oE9 =3E9 ¢ _EY ~ 3B @ _EY. (3.11)

Revenons au diagramme précédent. Le fait que la composée des applica-
tions de la derniére ligne soit non nulle signifie que I'image par cup-produit
d’un élément non nul de 1E?’2®2E11’0 a une composante non nulle dans 3E11’2.
La relation (3.11) permet d’affirmer que, dans les feuilles d’ordre supérieur,

. . 1,2 1,2
le cup-produit aura toujours une composante non nulle dans 3E;,° ~ 3E;7,
donc restera non nulle. On en déduit que la composée des applications sui-

vantes est différente de zéro :

U proj
B2 0, B e BN P k2 (3.12)

Rappelons que notre objectif est de prouver une bijection entre deux es-
paces de dimension 1, donc de prouver que 'image d’une classe non nulle,
par cup-produit puis par projection, est différente de zéro. Afin de décrire
précisément le lien entre les espaces de cohomologie et les suites spectrales,
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fixons quelques notations. Notons . H* la n-cohomologie de la représentation
7, comme ci-dessus. Nous avons une filtration sur les espaces C* définissant
la suite spectrale compatible avec la différentielle d calculant la cohomolo-
gie. On note F la cohomologie du complexe (A*=33 d). La suite spectrale
permet alors de calculer le gradué associé a la cohomologie :
*
D5/ Fa = D B

7=0 i+j=x%

Considéérons le diagramme suivant :

U proj

1H2®2H1 ®H3 3H3

2 1 3 3
(1FJ'2/1FJ'2+1) ® @ (QFJ'l’/szl’—irl) - @ ®F}3/®FJ3+1 proj @ 3F33/®FJ3+1
=0 =0 j=0 =0

J

Si les applications de la premiére ligne sont identiquement nulles, alors celle
sur les gradués associés le seront également. Ainsi, pour prouver que la com-
posée des applications de la premiére ligne est non nullle, il suffit de prouver
que la composée de celle du dessous est elle-méme non nulle.

Au niveau des suites spectrales, nous avons le diagramme commutatif
suivant :

2 1 3

.3
(1Fj2/1Fj2+1) ® @ (2FJ'1’/2FJ1'+1) — @®FJ3/®P}3+1 L @3}’?/3}733“
Jj=0 j'=0 j=0 =0

- o . ) .
@ reve @ @ or @
it+j=2 i+ =1 U i+j=3 i+j=3

Selon les tableaux 2 et 3, I'espace en bas a gauche peut s’identifier a
1E?’2 ® 2E1170 et selon le tableau 4, ’espace en bas a droite est isomorphe a
3E11’2. La non-annulation de Papplication (3.12) permet alors d’affirmer que
la derniére ligne de I'application précédente est différente de zéro. Il en suit
que

U 3 Proj

1H2®2H1 ®H 3H3

est nécessairement différente de zéro, ce qui prouve le théoréme. a







CHAPITRE 4

Cup-produit dans les cohomologies de faisceaux

Dans ce chapitre, nous démontrons le résultat central de cette partie :
chaque élément de H*(G Sy, Fu,) "provenant", dans un sens a préciser, de la
limite dégénérée de série discréte contragrédiente de m; est une combinaison
linéaire de cup-produits d’éléments "provenant" de séries discrétes.

1. Du cup-produit archimédien au cup-produit de faisceaux

On considére les représentations w1, mo et w3 définies précédemment, dont
les espaces sont Hy, Ha et ‘Hs. Notons Hy, Hs et Hj les espaces des vecteurs
K-finis associés. Pour U un sous-groupe ouvert compact de G(Ay), considé-
rons j; un élément de Homy iy (Hi, Av), j = 1,2, 3, oit Ay est I'espace des
formes automorphes U-invariantes.

On dit qu'un élément ¢ de H*(GSy,F,) "provient" de 7; sil correspond,
via 'isomorphisme 1.5, & un élément de 'image de ’application :

Jv : H*(b, H, H; ® pn) — H*(GSy, F,).

Nous allons dans un premier temps montrer que tout cup-produit d’élé-
ments de H2(GSy,F,,) et de HY(GSy,F,,) provenant respectivement de
la limite dégénérée de série discréte m et de la série discréte mo donne un
élément "virtuellement" non nul de H3(GSy,F,,) provenant en partie de
la série discréte my. Ici "virtuellement" signifie que 'on peut étre amené a
considérer un sous-groupe U’ plus petit. Plus précisément, nous avons le
théoréme suivant :

THEOREME 4.1. Soit k supérieur ou égal 4 5, w1, m et w3 définis au
chapitre 2.
Soient ¢1 et ¢y deux éléments respectivement de limy H*(GSy, Fp,) et de
lzl}zUHl(GSU,fm) provenant respectivement de my et . Alors il existe deux
éléments v, et vo de G(Ay) tels que le cup-produit vi.¢1 U Yo.¢2 soit un
élément non nul de lzl)lUH?’(GSU,}"M), tel que sa projection sur le sous-
espace provenant de ws soit non nul.

DEMONSTRATION: Hecht et Schmid dans [He-Sc2| prouvent que la
condition nécessaire pour qu’une série discréte soit intégrable, donnée par
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Trombi et Varadarajan [Tr-Va|, est en fait suffisante : une série discréte
m(A) est intégrable si, et seulement si

ABl>5 Y (@h)

a€A(a,3)>0

pour toute racine non-compacte (3. Concrétement, cela signifie dans notre
cas que A doit étre suffisamment loin des murs correspondant aux racines
non-compactes, soit :

(X, B)] > 3.

Si ’on considére que k est supérieur ou égal & 5, la condition est vérifiée pour
o et 3.

Considérons ji et jo deux élements de Hom g i) (H1, Av) et Homg iy (Ha, Ay)
respectivement. Rappelons que w9 et 73 ont étés choisies afin d’étre des séries
discrétes intégrables, et que w3 apparait dans la restriction du produit ten-
soriel extérieur m K 7me de G x G a la diagonale (c’est & dire dans le produit
tensoriel usuel m ® m3).

On se retrouve alors dans les hypothéses du théoréme (7.4) de [Ha2|. Soit
p la projection de H; ® Hy sur le facteur (unique) correspondant a m3. La
représentation 71 Xy est isomorphe a 'adhérence de j; ® jo(H; ® Hs) dans la
complétion (Ayxr)y de Ayxy par rapport a la métrique L? ; soit py la pro-
jection de j1®71(H1® Hy) sur le sous-espace correspondant a 3. Le théoréme
de Harris fournit alors 'existence d’un morphisme j3 de Homg x)(Hs, Arv)
vérifiant la propriété suivante :

Yo € Hi ® Hy , j3(p(v)) = pu (j1 ® j2(v)) | Diag

De plus, en "tordant" j; et jp par certains éléments v, et o de G(Ay), j3
est différente de zéro.

Revenons & nos espaces de cohomologies. Nous savons qu'’il existe j; et
Jo tels que @1 et ¢ sont dans 'image de (j;)«, i = 1,2.
Le cup-produit considéré ¢; U ¢o peut étre obtenu en considérant d’abord le
cup-produit externe ¢1U¢e dans H?(Xy x Xy, Fj, ® F, ) ; dans le complexe
de Dolbeault, on obtient une section C*° dans

I' (GSy x GSy; (Fuy, ® Fu,) @ Q%1 (GSy x GSy)) .

En considérant la restriction 4 la diagonale des formes de Q%9 (GSy x GSy),
puis la restriction a la diagonale de GSy ® GSy de la section obtenue, on
obtient 1’élément cup-produit ¢ U ¢ désiré.

Du coté de la (b, H)-cohomologie, cela correspond a considérer le cup-produit
externe dans H3(b x b, H x H, Ayxy X (11 ® p2)), puis de restreindre les
classes de cohomologies 4 la diagonale de b x b, et finalement d’appliquer r,
our: Ayxy — Ay est la restriction des formes automorphes & la diagonale :

H3(b x b, H x H, Ayxv ® (i © pi2)) == H(b, H, Ayxu x piz) —— H*(b, H, Ay @ pi3)
Dans le diagramme suivant, a priori pas commutatif, le cup-produit étu-

dié est dans I'image de I’enchainement des applications dans la partie supé-
rieure.
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Tes

H3*(b x b, H x H, Ayxu ® (1 ® pi2)) H3(b, H, Ay v ® pz) —— H3(b, H, Ay ® u3)

T(ﬁ@jz)* T(h@jz)* T(jz)*

H3(bx b, H x H,(H; ® 1) ® (Hy ® p2)) —— H3(b, H, H; ® Hy ® p3) L>H3(57H7H3 ® p3)

En remplacant j; et jo afin que j3 soit non nul, et en utilisant le théoréme
(3.13), on est assuré que 'enchainement inférieur (js). o ps o res ne s’annule
pas.

La partie gauche du diagramme est naturellement commutative. Soit f
un représentant d’'une classe f de H3(b, H, Hy ® Hs ® u3). Un représentant

de 7, 0 (j1 ® j2)«(f) est :
w = ((]1 ®j2)(f(w))) ’diag
et représentant de (j3)« o p«(f) :

w i j3(p(w)) = <pU((j1 ®j2)(f(w)))> | diag-

Ce dernier élément est donc la projection d’un représentant de notre cup-
produit, il provient de 73 et son image dans la cohomologie ne s’annule pas,
ce qui prouve le théoréme. O

2. Dualité de Serre

Pour les faisceaux considérés, le faisceau dualisant étant Fos, la dualité
de Serre découle de 'application suivante :

H*(GSy, F,) x H"*(GSy, Fas—p) — H"(GSy, Fas) — C.

La premiére application est le cup-produit, la seconde provient de l'intégra-
tion des formes. En termes de (b, H)-cohomologie, cela se traduit par :

Hk(baHa AU®N)XHn_k(b7H7 -’AlU(X)25 - /IJ) - Hn(baHa (AU X AU)®25) — Ca

I’application & gauche étant le cup-produit et celle de droite provenant de
I’application :

AU X AU — C

(fg)  ~ fg
GSy

Considérons 7 une représentation irréductible composante de Ay et un élé-
ment f dans 7. Afin que [ f.g soit non nul, il faut prendre g dans une
composante de Ay correspondant a la représentation contragrédiente 7 de
.
Ainsi, & un élément de H*(b, H, Ay ® p) provenant d’une représentation T,
on peut associer un élément de H"*k(b,H, Ay ® 26 — ) provenant de la
représentation contragrédiente 7 de 7 afin que leur cup-produit soit non nul.
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Notons 71 la limite dégénérée de série discréte de paramétre (0, Rq) et
73 la série discréte de paramétre 20 — A3, de sorte que m; et 73 soient les
représentations contragrédientes de 7 et m3. On pose py = 2§ — u3. Nous
pouvons déduire du théoréme 4.1 le résultat suivant :

THEOREME 4.2. Soit ® un élément de H*(GSy,F,,) provenant de la
limite dégénérée de série discréte w1 de paramétre (0, Ro). Il existe alors un
sous-groupe compact ouwvert U' C U tel que l'image réciproque p*(®) de ®
dans HY(GSyr,F,,) (ot p est la projection de GSyr sur GSy) est combi-
naison linéaire de cup-produits de la forme ®o U @4 avec Py un élément de
HYGSyr, Fu,) provenant de mo et ®f un élément de HB(GSU/,}"MIS) prove-
nant de 3.

DEMONSTRATION:
Pour un groupe de cohomologie H* (b, H, Ayy) (respectivement H*(GSy, F,,))
notons H*(b, H, Ay)~ (respectivement H*(GSy, F,)») 'ensemble des classes
provenant d’une représentation 7. Considérons ’ensemble P des classes de

cohomologie vérifiant notre conclusion, et son orthogonal P° par rapport a
la dualité de Serre dans H*(GSy, Fy, ) -

Supposons P° non nul et considérons un élément ¢; dans P° non nul.
On peut montrer que pour tout sous-groupe compact ouvert U’ C U, p
étant la projection de GSyr sur GSy, et pour tout couple (¢2,¢s) dans
HY(GSu, Fuy)rs x H3(GSu, Fos—py )75, 00 a

P (¢1) U (d2 U ¢5) = 0.

11 suffit pour cela de reprendre ’argument dans [Cal].

Maintenant, ¢ étant non nul, il existe d’aprés le théoréme 4.1 un sous-
groupe compact U’ C U, un élément ¢o dans H'(GSy, Fy, )r, ainsi que des
éléments y1 et y2 de G(Ay) tels que p*(y1.¢1) U 72.¢2 soit un élément de
H3(GSy, F,,) ayant une composante ¢, dans H>(GSy, F,)r, différente
de zéro.

En appliquant a nouveau la dualité de Serre, on trouve un élément ¢f
dans H3(G Sy, Fas— )7 tel que dry Udh # 0. Ainsi, p*(v1.¢1) Uye.2 Ul #
0, d’ott une contradiction. L’orthogonal de P est donc nul, ce qui prouve le
résultat. 0



Seconde partie : Relations entre
cohomologies de faisceaux de
structures complexes différentes.






CHAPITRE 5

Défintion d’une application entre deux
cohomologies de faisceaux sur X et sur ()

Dans cette partie, le groupe G est toujours une forme anisotrope sur Q
du groupe unitaire SU(2,2) associé & la forme quadratique q sur C* et H
désigne la sous-algébre de Cartan diagonale.
Nous avons vu qu'’il y a différentes structures complexes possibles sur G/H
données par 'identification de G/H avec une G-orbite ouverte de ’espace
des drapeaux D sur C*. Dans cette partie, nous allons définir une applica-
tion P entre deux espaces de cohomologies associées a deux structures com-
plexes différentes. Plus précisément, on considére les espaces 2 = Q__ et
X = Q_4y; le premier est 'espace étudié dans la premiére partie, et le
second est un fibré en P! x P! sur I’espace hermitien symeétrique formé des
droites projectives de signature (——). La motivation initiale est de trouver
un moyen d’exprimer la classe de cohomologie ®2 du théoréme (4.2), qui
apparait dans la cohomologie de la variété de Griffiths-Schmid définie par
Q, en fonction de classes "mieux connues" en ce sens qu’elles dépendent du
domaine hermitien symétrique X, donc essentiellement d’une variété de Shi-
mura (quotient de X par un sous-groupe arithmétique). Nous verrons que
ces classes, se réalisant dans l’espace de 0-cohomologie, sont donc des formes
modulaires classiques.
Dans ce chapitre, nous laissons provisoirement de c6té les variétés de Griffiths-
Schmid et ne considérons que les espaces homogénes locaux X et 2, la fin
du chapitre suivant permettra de passer aux quotients par les sous-groupes
arithmétiques.

1. Structures complexes sur G/H

Rappelons que nous avons posé¢ 2 = Q_, _yet X = Q___). On souhaite
que les systémes de racines associés aux sous-groupes de Borel définissant a (2
et & X aient les mémes racines compactes, a savoir e et es4. Nous choisissons
donc les sous-groupes de Borel suivants :

e ¢ 0O e o () o
0O ¢ 0 O 0O ¢ 0O
Bx = o o o o et Bg = e o o o
o o (0 o 0O ¢ 0O e

On voit que Bg est 'image du Borel B(_ _) considéré au chapitre 1 par I'élé-
ment (12)(34) du groupe de Weyl engendré par les racines compactes, or les
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structures complexes sont invariantes sous ’action du groupe de Weyl com-
pact, donc ces éléments permettent bien de définir les mémes structures com-
plexes. Les algébres de Lie de ces espaces contiennent une sous-algébre nilpo-
tente maximale nx et ng qui correspond & 'espace tangent anti-holomorphe.
Les systémes de racines associés sont les suivants :

Ax = {e12;€31; €32; €345 €41; €42} et Aq = {e12;e14; €315 €32; €343 €42},
dont la demi-somme des racines est :
1 1
d0x =e32 + 5(641 + e32) et 00 = e3n + 5(614 + e32).

Finalement, les duaux de Q et de X relativement a notre forme q, décrits en
1.2, sont respectivement Q' =Q,_4yet Y =Q ).

2. Faisceaux cohérents sur les G/H

Rappelons que pour p un caractére de H, le faisceau F, est défini comme
étant ’ensemble des (restrictions des) sections holomorphes du fibré suivant :

G xpC, — G*/B
oit G x5 C, est GC x C quotienté par la relation : (g,c) ~ (gb, u=*(b)c).
Notamment, dans la fibre au-dessus de eB, B agit par u~'.

Il y a une autre facon de définir ces faisceaux. L’espace des drapeaux D
s'injecte dans l'espace P(C*) x P(A2C*) x P(A3C?) par les plongements de
Pliicker. On définit alors un faisceau localement libre F,; . sur I’ensemble
des drapeaux D comme la restriction de O(a) x O(b) x O(c) au-dessus de
C* x A2C* x A3C*. Chaque drapeau (p,d, P) peut étre relevé en un triplet
de vecteurs de C* x A2C* x A3C* que nous noterons (p, d, P). Une section de
Fa,p,c se reléve alors en une fonction homogeéne de degré (a, b, c) en (p, d, ]5)
Ces faisceaux Fgp . sont isomorphes aux faisceaux F,,. Pour faire le lien entre
ces différents faisceaux, plagons-nous en la fibre correspondant a 1’élément
neutre dans X et {2 et étudions l'action de H. En termes des faisceaux F,,
cette action est clairement p.

Pour €, cette fibre correspond a la fibre au-dessus du drapeau

0 ° °

0 0 0

° ’ ° ! °

0 0 °

On choisit alors le représentant

0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0
Ri11= Lt A o 5L A o 1A o
0 0 0 0 0 1
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Les sections de ce fibré se relévent en des fonctions homogénes de degré
(a,b,c). On choisit comme représentant obtenu en multipliant R; 1 par o,
08 et v I’élément suivant :

0 0 a”lp 0 a”lp 0
0 0 0 0 0 0
RO{,,B,’Y - o ’ o /\ 0 ) a /\ 0 /\ 0
0 0 0 0 0 By
La matrice B vérifiant R, 5, = B.R1 1,1 est
a3 0 0 0
- 0 ~ 1 o0 0
B= 0 0 a 0

0 0 0 5!

Ainsi, étant donné que, pour toute section f de Fap., (h.f)(z) = f(h~1.z),
on a :

B f(Ri1,1) = f(B-Ri11) = f(Raps) = a0 f(Ri11)
On en déduit que le lien entre F, et F, . est donné par :

a0 0 0

0 0 0
0 0 at o |9

0 0 0 ~!'p
On en déduit finalement que pour 2 :
Fero & F1,-1,-1 Fegs < F10,1 Fesy < F-1,-11 Fesn < Fo12,-1,
donc, dit autrement,

F. — Faop— : —a—2b+c
a,b,c a=2boc o)yt Ot eyt =2=2HC ey,

En faisant de méme pour X on obtient :
Fero = For,—2  Feys = Fr01 Fesy = F-210  Fesy & Fo12-1,
donc, dit autrement,

fa,b,c e fa+2b—c —a+2b+ce . (52)
1 1 34

a+2b+c
2

ej2+ €23+

Remarquons que, dans chaque cas, le faisceau dualisant est F_o _o _o.

3. Cohomologie des faisceaux F,

Nous allons détailler rapidement la fagon dont Gindikin calcule les co-
homologies H*(G/H, F,,), o G/H est muni d’une des structures complexes
précédentes. L’article [Gi] permet de voir cette cohomologie comme celle de
sections holomorphes d’un certain espace de Stein U a valeur dans le fais-
ceau F,,. On définit dans notre cas l'espace U comme étant I’ensemble des
quadruplets (p,q,p’,q’) de points distincts de P3(C) tels que la droite (pq)
soit de signature (——) et la droite (p'q’) de signature (++).
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PROPOSITION 5.1. L’espace U défini ci-dessus est un espace de Stein.

DEMONSTRATION: Fixons deux droites D et DS“ de signatures respec-
tives (——) et (++). Alors a tout couple de droites (d—,d"), de signature
respectives (——) et (++), tout couple de points (a~,57) de D, distincts
et tout couple de points (a™, 5T) de DJ distincts, on peut associer de facon
unique un élément de U de la maniére suivante : les plans contenant d~ et
passant par o ou ST coupent la droite d™ en deux points p’ et ¢ ; les plans
contenant d* et passant par o~ ou 3~ coupent la droite d~ en deux points p
et ¢. Ainsi U est isomorphe au produit de I’espace hermitien symétrique formé
des droites de signature (——), de son dual et de (P*(C) x Pl((C)\Diag)Q,
ot Diag est la diagonale de P}(C) x P!(C). Ces espaces étant de Stein, leur
produit lest également. Donc U est un espace de Stein. a

On peut également voir U comme étant un sous-ensemble de Q x Q, ou
Q est le dual de Q, formé des drapeaux ((p;d; P) ; (p/,d', P")) tels que la
droite passant par p et d' N P soit de signature (——) et celle passant par les
points p’ et d N P’ de signature (4++). L’isomorphisme correspondant est :

(a,0',q) — ((p, (pd), < pd'q >); (P, (ap'), < qp'p>) ).

Sur le dessin suivant, I’hyperboloide centrale représente 'ensemble des points
de signature négative dans P3(C). On y représente également les deux fagons
de voir U, la droite (pq) étant dans le cone, et la droite (p'q)’ étant en dehors.

Fi1G. 5-1. Représentation de 'espace U.
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On dispose d’une projection de U sur €2 :
((p;d; P) 5 (¢',d', P')) = (p; d; P). (5.3)
On a également une projection de U sur X définie par
(:q,0',4') = (p, < pg >, < pap’ >).

PROPOSITION 5.2. Les fibres de la projection (5.3) sont contractiles.

DEMONSTRATION: Fixons (p,d, P) dans Q. Nous allons paramétrer les
droites d~ et d™ de la preuve précédente, puis utiliser I'isomorphisme décrit
dans la preuve précédente pour décrire la fibre Fib(p, d, P).

Considérons p* le plan orthogonal & p, et soit (p~ N P)~ I'ensemble des
points de p~ N P de signature négative. Alors & tout choix z de (p* N P)~
correspond une unique droite d— de signature (——) définie par d~ =< p,x >.
Remarquons que (pt N P)~ est contractile.

Soit 3 un point de (d+)* (’ensemble des points de d* de signature positive).
Alors le plan < y,d > est de signature + + —. On choisit une droite d*
de signature ++ dans ce plan. Remarquons que I'ensemble des droites de
signature (++) dans un plan de signature (+ + —) est contractile (c’est le
dual de l'ensemble des points — dans un plan — — +).

Puis, en utilisant I’isomorphisme de la preuve précédente, tout choix de 5~
dans D distinct de = = DyN < D0+;p > donne un unique ¢q; ¢ est
automatiquement défini par ¢’ = dNd" ; tout choix de at dans Dar distinct
de 87 = DN < Dy ;¢ > donne un unique p’. D’otl un isomorphisme :

Fib(p,d, P) ~ (Dg\{a"}) x 4,

avec les notations évidentes, et oit A est 'ensemble des triplets (y,d™,a™)
formeés d'un point de signature positive y dans d*, d’une droite de signature
(++) dans le plan < y,d™ >, et d’'un point a™ de DJ permettant d’obtenir
p’ via 'identification de la preuve précédente. Plus précisément :

A=< (y,d"a") ; ye(@hH)t , dte(<dy>)FD | ot e DI\{5T}
ou Tt =DiNn<Dy;q >

Il reste & prouver la contractibilité de A, (Dy \{a~}) étant clairement contrac-
tile. Remarquons que l'espace

B= {(y,dﬂ ; ye(@hHt , dte(<dy >)(++)}

est un fibré localement trivial sur (dL)Jr, qui est contractile, dont les fibres
sont ’ensemble des droites de signature ++ dans un espace + + —, donc
contractiles. On en déduit que ce fibré est trivial, donc contractile.

Or

A:{(y,d+,a+) : (y,d")eB , a+EDS‘\{BJF}OuﬂJF:D(Tﬁ<DU_;q/>},

donc A est un fibré sur B, qui est contractile, de fibres isomorphes & DJ
privé d’un point, donc contractile. C’est donc un fibré trivial, ce qui prouve
que A est contractile, donc Fib(p, d, P) est contractile. O
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L’espace U étant de Stein et les fibres étant contractiles, on a I’isomor-
phisme suivant, selon Gindikin [Gi] :

H"(Q, Fu) ~ H" (D(U, Q2 (FL))) , (5.4)

ou I'espace de droite est la cohomologie holomorphe relative de De Rham. On
peut définir cet isomorphisme au niveau des classes associées au complexe de
Dolbeault, pour cela il nous faut choisir une section de la projection (5.3) :

S Q — U

(p,d,P) — ((p,d, P),(P+,d* ph)) (5.5)

ott pt, dt et Pt sont les orthogonaux de p, d et P par rapport a notre
forme q. L’isomorphisme s’obtient alors en prenant une forme w de U dans
Q2 (Fu), en la relevant en une forme @ de U dans Q"(F,); on prend alors
son pull-back par la section s, s*(©), & valeur dans Y Q% (F,); finalement,
on ne garde que la composante kw de degré (0,n).

4. Cohomologie des séries discrétes

Les séries discrétes interviennent dans la (b, H)-cohomologie des repré-
sentations automorphes de G, donc dans la cohomologie des faisceaux F, sur
I'\G/H. Nous allons donc regarder en quels degrés apparaissent les (b, H)-
cohomologies de ces séries discrétes. Comme nous ’avons vu pour la coho-
mologie de €, les formules de Schmid permettent de calculer ces degrés. Le
tableau suivant donne les degrés en lesquels apparaissent H® (b, H, m(\) @ p),
en fonction de la chambre de Weyl dans laquelle se trouve § — p :

e Pour O :
—u+6|R1|Ra|Rg| Ry |Rs | Re| —R1|—Rao| —Rs|—Ral|—-Rs|—Rs
P 2 4 3 3 3 1 4 2 3 3 3 5
10| R, R, R, Ry | Rs | Ry | =Ry | =Ry | =R, | —R, | —R% | —Ri
D 3 3 2 4 4 2 3 3 4 2 2 4
e Pour X :
—u+6|R1|Ra|R3| Ry |Rs | Re| —R1|—-Ra| —Rs|—Ral|—-Rs|—Rs
P 1 3 2 2 4 0 5 3 4 4 2 6
10| R, R, R, Ry | RL Ry | =Ry | =Ry | =R, | —R, | —R% | —Ri
P 2 4 3 3 5 1 4 2 3 3 1 15}
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On obtient les diagrammes suivants :

e @ | B
3 1 . 5
2 2 1
_____________________________ S
4
4 4
Doy e
Cohomologie de €. Cohomologie de X.

Fia. 5-2. Cohomologies de 2 et de X.

Remarquons alors que si on translate par le vecteur e4 la chambre don-
nant de la O-cohomologie des séries discrétes de X, on arrive dans celle don-
nant de la 1-cohomologie. En utilisant la relation (1.6), liant la cohomologie
des faisceaux F,, et la n-cohomologie de certaines représentations, on peut
espérer un lien entre H(I'\ X, F,,) pour u le paramétre d’une série discréte
ayant de la O-cohomologie, et H'(I'\Q, Fji4ey,), o+ €14 étant alors un pa-
rameétre de série discréte possédant de la 1-cohomologie. La premiére étape
consiste & définir une cochaine fermée dans le complexe associé a H(Q, F.,,)
afin de pouvoir faire le lien entre la cohomologie sur X des faisceaux F, et
la, cohomologie sur €2 des faisceaux F1e,,.

5. Définition d’une cochaine

Il y a deux facons de construire cet élément, I'une en interprétant la
cohomologie via les complexes de Dolbeault, autre en utilisant le théoréme
de Gindikin. La premiére a ’avantage de faire apparaitre clairement 1’élément
e14, la seconde nous servira par la suite. Nous allons construire ces deux
éléments avant de prouver qu’il s’agit bien du méme.

5.1. Dans le complexe de Dolbeault.

Considérons I'élément canonique X14 de l'espace propre de ey et la
forme sur gC de restriction & CXq4 nulle. Cela donne sur G une forme diffé-
rentielle invariante & gauche, puis par passage au quotient par 7', X4 étant
dans lespace tangent anti-holomorphe, un élément np de T'(Q, QD (F,, ).
La formule de Maurer Cartan, explicitée dans [Gr-Sc| (1.6), permet de cal-
culer Onp. Pour cela, il nous faut les constantes de structure de nq :

le12;e31] = —e32 5 [ewases31] = —esq ; [e1a;ean] = €12 et [ess; eqn] = eso,
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et les autres produits sont nuls. On en déduit que :
np =0

On a donc construit une cochaine dans le complexe de Dolbreault associé &
HY(S, Foyy).

5.2. Dans le complexe de Gindikin.

Une section de F1;_9.1 sur U se reléve en une fonction d’un sous-ensemble
de (C*xCOxC*) x (C*xC’xC*) dans C qui soit homogéne de degré (1, —2, 1)
en la premiére variable et holomorphe et homogeéne de degré (0,0,0) en la
seconde.

Commencons par fixer un déterminant det de C*. Fixons un relévement
(ﬁ,cZ ]5) d’un élément (p,d, P) de Q. Nous allons paramétrer les droites m
de P passant par p différentes de d.

Etant donné que P est un élément de A3C?, on peut définir un déterminant
sur P par :

detp(hy, ho, h3) = det(P A %) "L.det(hy, ho, h3, %),

ou les h; sont dans P, et *x est un élément quelconque en dehors de P.
Remarquons que detp dépend de P et non de P.

On fixe une droite d’origine dy passant par p distincte de d dans P et on
choisit un relevement dy dans A%(C*). Nous allons paramétrer une droite
quelconque m passant par p distincte de d dans P, de relévement m.

On peut choisir des vecteurs de C* afin que d = pA py, do = p A Pd, €t
m = P Apm. Les vecteurs ainsi choisis ne sont pas uniques, mais la définition
suivante est indépendante du choix que U'on fait :

SC( _ detP (]57 p;lmp;n)
de-tp(]3 ﬁd?p&o)'detp(ﬁ7ﬁd>p;n)
Ainsi défini, z(m) est indépendant du relévement choisi pour m et do, in-

dépendant du choix de pq et homogene de degré (1,—2,1) en (p,d, P). Re-
marquons que si nous changeons notre origine dy =< p, pg, > en une droite
0 =< P, A\pdy + pa > distincte de d (A # 0), z4,(m) devient :
detp (P, pay: Pm)
detp(p, pa, pay)-det p(p, Pd, Pm)

Tg (m) =

Adet p(P, Pag» pm) + pdet p(B, Bapm) (5.6)
Xdetp (P, Pd, Pd, )-det p(D, P, Dm)

U
)\detP (ﬁv p~da pZiO)

= xdo(m) +

On définit pour tout éléement ((p,d, P), (p/,d’, P")) de U la "droite d’in-
tersection" dj par : df =< p,d’' N P >. En termes de la définition de U par
les quadruplets (p,q,p’,q'), la droite dj est < p,q >.
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Pour un choix local de dy dépendant localement de (p,d, P) de fagon holo-
morphe, on s’intéresse & la fonction définie localement sur U par z(dr).

On voit d’aprés (5.6) qu’un changement d’origine dp transforme x(d;) en
x(dr) + ¢, ol ¢ est une fonction dépendant holomorphiquement de (p, d, P).
Ainsi la différentielle relative par rapport & 7w de cette fonction sera une fonc-
tion de U dans QL(F; _21) indépendant du choix local des origines do.
Cette fonction, notée 7, correspond au méme élément 7, défini auparavant,
a multiplication par un scalaire prés, comme nous allons le prouver dans la
suite. On a donc :

n=dr(z(<p;d NP >))

5.3. Lien entre les deux.

Afin de montrer que les deux applications définies ci-dessus sont égales
(4 une constante prés), nous allons utiliser isomorphisme (5.4), et compa-
rer nos formes au drapeau Ry 11 = (p1,d1, P1) défini en (5.1). L’image de
n = dr(x(ds)) (défini dans le complexe holomorphe de De Rham) dans le
complexe de Dolbeault est obtenue en relevant en la forme 7 = d(z(dy)), puis
en prenant son pull-back par s défini en (5.5) et finalement en ne gardant
que la composante (0, q).
Commencons par déterminer un choix de dp & proximité de s(Ry11) =
((pl,dl,Pl),(Pf-,dll,pf—)). Un voisinage de s(Ry,1,1) est obtenu en consi-
dérant ’ensemble des

((etXpl’ethl’etXpl)’ (etXPIL’ethlL’etXplL))

ou t appartient & un voisinage Vp(R) de 0 dans R, et X € g. On choisit
pour do(t, X) la droite dans e*X Py contenant e/*p; et un point de premiére
coordonnée nulle.
On cherche désormais & calculer d(z(dy)) localement au voisinage de s(p1, di, P1).
Considérons pour cela la fonction
o: Voxg —R

t,X) — o(t, X) =z(< Xpy, e Xdf ne!* P >). (5.7)

On a
<Z>(O7X) = xdo(O,X)(< p17d% np >)7

ot 'on a indexé z par dy(0, X') pour indiquer la droite origine choisie. Or

1

di =

O * O *
|
* O F O

ainsi tous les points de alll ont leur premiére coordonnée nulle, c’est donc le
cas pour allL N P;. On en déduit que dp(0,X) =< pl,dlL N Py >, donc que
»(0,X) =0.

FEn dérivant ¢ par rapport & t en 0 et en I’évaluant pour X dans n, nous
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obtiendrons 1’élément voulu de T'(Q, Q%1 F, ).
Considérons X de la forme :

* b c

a * d e

X = b —d =* f
—¢ —e f *

Alors un développement limité de e a I’ordre 1 est :

1+ tx ta tb te
ta 1+ tx td te
tX __ . v
Y B D T N +o(t).
—fc  —te tf 1+t

Ainsi, le développement limité & 'ordre 1 des images de py, d; et P, par !X

est :

tb tb 1
td td ta
o= [ o Fdi=] L, 5 | T
tf tf —te
th 1 te
tX . td t&i te
e P1 = 1 +7t* A _ A tf + O(t)
tf —tc 1
et I'image de 'orthogonal, vis-a-vis de la forme ¢, de dy est :
ta [2¢
1 te
tX gL _
e (dl) = i VAN tf —|—O(t),
—te 1
de sorte que
tb tc
tX tX L~ tX td te
<et(p), (e (d))m e (P) >= | | Ay | o).
tf 1
La droite d’origine dy de X P, a pour développement :
tb 0
td te
dop = L N tf + O(t).
tf 1

On en déduit immeédiatement :
o(t, X) = z(< X py, et¥di N e Py >) = —te+ o(t).
Donc finalement, la dérivée en t = 0 est :
d
— t,X)=—c
G )
En exprimant les vecteurs propres des racines définissant n, on trouve que
leurs images par cette fonction sont toutes nulles, sauf pour Xi4, qui a pour
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image —1, ce qui prouve que la fonction 7 définie dans la cohomologie de
Dolbeault et celle définie dans la cohomologie & la Gindikin sont 'opposée
I'une de 'autre.

6. Définition de I’application P

Nous allons maintenant définir ’application qui permet de passer du
HO(X,F,) au H'(Q, Fte,,) en utilisant la cohomologie de Dolbeault puis
celle de Gindikin.

6.1. Par le complexe de Dolbeault.

On souhaite définir, pour i dans la chambre affine —C, + d, une ap-
plication P :

P HO<X7 ‘7:;1) - Hl(QaFqueM)y
c’est & dire, d’aprés les identifications que nous avons vues :
P HO(Xafa,b,c) - Hl(nyaerJrl , —b—2 b+c+1)-
La condition p € 6 — Cgr, se traduit, en utilisant la relation (5.2), par :

a+b+c+3<0
a+1>0 (5.8)
c+1>0

REMARQUE 5.1. Soit (p,d, P) un drapeau de Q. Alors, l'intersection ¢
de d* avec le plan P est un point de signature négative, et la droite passant
par les points p et g est de signature (——) (car ¢ est orthogonal & p). On a
donc un drapeau de X en considérant (p; < pq >; P).

Considérons désormais (ﬁ,d ]5) un élément du relévement de 2 dans
V x A2V x A3V, noté Q, avec V = C*. On choisit comme représentant de
dt+ lélement, noté d-+, Verlﬁant Iégalité :

det(d,d*) = 1. (5.9)

Nous allons maintenant définir plus généralement un représentant de
l'intersection d’une droite d et un plan P dans AV, en connaissant det P.
Via le déterminant det on associe & P un élément P* dans le dual V* de V.
De méme & d on associe d* dans A2V*.

On définit alors dN P comme étant élément de V tel que, pour tout ¢ dans
V*, on ait :
(dN P) = det(P*,d*, $). (5.10)
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Cet élément est bien dans P car :
det(P,dNP) = PN P)
= det(P*,d*, P¥)
=0
1l est également dans d car pour tout élément x de V' :
det(d,dN P ,%x) = (dA*)*(dNP)
= det(P*,d*,(d N%)¥) .
=0
Ainsi, I’élément d+ NP est bien défini, et ]5/\de NP est un représentant de la

droite < pg > mentionnée dans la remarque 5.1. On peut désormais définir
I’application P.

PROPOSITION 5.3. Sotent a, b et c trois entiers vérifiant les conditions
(56.8). A toute fonction f du relevé X de X qui soit homogéne de degré
(a,b,c), on associe la fonction de Q dans C suivante :

(p.d. P) = —f(p.5 A (d" 1 P), Pyip(p, d. P).
Alors cette fonction est bien définie et homogéne de degré (a + b+ 1,—b —
2,b+c+1) en (p,d, P) et permet donc de définir une application P :

P HYX;Fupe) — T(LQOV(Foipin b2 brer1))

DEMONSTRATION: La remarque 5.1 assure que f(p,p A (dt N ]5),]5)
est bien défini. De plus, la condition (5.9) implique que cette fonction est
homogene de degré (a + b, —b,b + ¢) en (p, d, P). np étant homogéne de
degré (1,—2,1), on obtient le degré d’homogénéité désiré. O

6.2. Par le complexe de Gindikin.

Dans le formalisme de Gindikin, on cherche & définir une application :
P D(X, Fape) = DU Qn(Farvrr | —b-2 , bact1)),
ou (a,b,c) veérifie (5.8).
Soit ((p,d, P), (#/,d', P')) un élément du reléevement de U dans (V x A%V x A3V)2,

noté U. Rappelons que d’ N P est défini par la relation (5.10).

PROPOSITION 5.4. Soient a, b et c lrois enliers vérifiant les conditions
(5.8). A toute fonction f du relevé X de X qui soit homogéne de degré
(a,b,c), on associe la fonction de U dans C suivante :

((p,d, P) , (#,d',P") — f(p,pA(d N P),P).det(d,d) .
Alors cette fonction est homogéne et bien définie de degré (a + b+ 1,—b —

2,b4+c+1) en (p,d, P) et de degré (0,0,0) en (7/,d’, P'). Elle permet donc
de définir une application P :

P: HY(X;Fape) — DU QL Favvr1, —o-2, btet1))
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REMARQUE 5.2. Les deux définitions de P, dans les complexes de Dol-
beault et de Gindikin,, sont les mémes via identification (5.4).






CHAPITRE 6

Injectivité de ’application P

Nous allons maintenant prouver que l'application P définie précédem-
ment dans la cohomologie a la Gindikin est injective, puis prouver que cette
application reste injective aprés passage au quotient par un sous-groupe
arithmétique. Nous verrons qu’avec des hypopthéses plus restrictives, 'ap-
plication P devient bijective au niveau des espaces homogénes locaux.

1. Injectivité de P dans I’espace homogéne
THEOREME 6.1. L’application P est injective.

Le reste de cette sous-partie est consacrée a la démonstration de ce ré-
sultat. Considérons une fonction f et supposons qu’il existe un élément ¢

dans P([[L Fa+b+1,—b—2,b+c+1) tel que dﬂ—gf) = P(f)

1.1. Expression de ¢ a 1’aide de polyndomes.

Soit U, q,pd;) la sous-variété connexe de U obtenue en fixant p, d, P
et la droite d; =< p,d’ N P >. On voit que la fonction x(d;) localement
définie est constante sur cette sous-variété connexe. Aingsi, sa différentielle
suivant cette sous-variété sera nulle. Etant donné que P(f ) est le produit de
la différentielle de z(dy) par une fonction et que dr¢ = P(f), on en déduit que
¢ sera constante sur U, 4 p4,)- Ainsi ¢ ne dépend que du drapeau (p,d, P)

et de la droite dy, ce que nous noterons abusivement par o(p, d, P, dy). Si~q5
désigne le relevement de ¢ sur U, alors ¢ ne dépend que de (p,d, P) et de dj.

Fixons désormais et pour le reste de cette partie p, un représentant d’un
point p dans Q = {z € P(C*);¢(z) < 0}. Considérons Uy, les éléments de U
contenant p et Up I’équivalent dans Ua p fixé. L’orthogonal de p relativement
a notre forme ¢ est noté P, (resp. P, dans U). Considérons un élément 7
de A%2C* correspondant & une droite passant par p. Alors m peut s’écrire de
fagon unique comme le wedge-produit de p avec un élément p,, de ]5p. Cela
définit une bijection :

{meAC*: pe<m>} —
m —

B,
i 6.1
P (6.1)

73
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De plus, la droite correspondant & p A py, sera de signature (——) si et seule-
ment si py, se situe dans le cone A, = Q N P, et de signature (+—) si et

seulement si py, est dans ﬁp\ATp.

Ainsi, & un couple (pg, pa,) de (ﬁp\fp) X A~p on peut associer le quadru-

plet (P, pAPd, PADaAPa;; DAPa,) qui est dans 'ensemble des (p, d, P,ﬁ/\ﬁdl)
définissant ¢ (en remarquant que le plan P contient nécessairement p, pg et
pd,)- La figure 6-1 permet de "visualiser" cet isomorphisme dans I’espace
projectif.

F1G. 6-1. Le point p et son espace orthogonal dans P3.

On pose :

Uy : (151?\?]0) xA, — C
(ﬁd7ﬁd}) = (Zs(ﬁ?ﬁAﬁd?ﬁ/\ﬁdAﬁd{?ﬁ/\ﬁd[)'
On obtient une fonction homogene de degré (—b—2)+ (b+c+1) =c—1
en pg et b+ c+ 1 en pg,, qui correspond & une fonction holomorphe v sur

P\A, x A, & valeur dans un certain faisceau. P,\A, étant le complémen-
taire d’'une boule dans P,, on peut prolonger holomorphiquement ¢ & P, tout

entier par le théoréme de Hartogs. Ainsi ¢ est soit une fonction holomorphe
homogéne sur P,, soit la fonction nulle; elle dépend donc polynomialement
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de pg, ce polynéme étant homogene de degré ¢ — 1 (si ¢ —1 > 0).

Pour exprimer (;3 en fonction de ﬂp, nous avons vu qu’a d et dj on associe
de facon unique py et pg, par la bijection (6.1). Il reste a remarquer que :

P =detp(p Apa A Pa;)” A Pa A Pay-
On a alors :

G(B,d, P,p A pa,) = detp(p A paAba,) " by (Pa, pa,)  (6.2)

Remarquons que, sous les conditions (5.8) sur a, b et ¢, —b—c —1 est positif.

1.2. Paramétrisation de pg et py,.

On fixe p et P pour le reste de la preuve. Dans 'hyperplan P, on fixe une
droite affine munie de coordonnée affine, et contenue dans P,. On considére
deux points de cette droite : pg(u) de coordonnée u et pg, (v) de coordonnée
.

FEn utilisant la dépendance polynomiale de w~p en pg, on voit que la fonction
Up(u, v) = Yp(pa(u), pa, (v)) peut s’écrire comme un polynéme de degré ¢ — 1
en u, que ’on développe en fonction des puissances de (u — v) :

c—1
Up(u,v) = Z Vi (V) (u — v)*.
i=0

On en déduit, en appliquant (6.2) :
(B, A Pa(w), b A Pa(w) Apa, (v), B A pay (v)) = )
detp(p A pa(u) A pa, (v) 7"~y (Ba(u), a, (v))
p(b)) = k.(a — b), avec k indépendant de a
et de b, on a :

c—1
¢(u’ ’U) — k—b—c—l_ Z wp,i(v)(u - U)i—b—c—l'

i=0
En dérivant cette derniére expression par rapport & v, on obtient une expres-

sion de d¢ :

c—1
drdp(u,v) = kb7¢7 1, Z P, (V) (u—v) P (i—b—e— 1)ty (v) (u—v) P 2 dw.
=0

1.3. Paramétrisation de P(f).

Nous sommes dans les mémes conditions que précédemment, a p et P
fixés.
Dans la définition de z(dy), nous choisissons désormais comme relevé de la
droite de référence do 1’élément pApg,, avec pg, sur notre droite de coordonnée
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affine fixée dans P,. Notons w 'ordonnée de ce point. La définition de z(dy)
donne :

z(dy) = detp (P pdy (W), Pa, (v) B 1 1
detP(ﬁyﬁd(U),ﬁdo (w)).detp(ﬁ,ﬁd(u),ﬁdl (fu)) k(u — 'LU) k(u — U) .

On en déduit que
n=k"Y(u—-v)"2dv

Par deéfinition de P(f), on obtient :

P(f) (B, pABa(w), P, pABa; () = F(B, bABa, (v), P).det(pABa(u) Aba, (v)A%) 0.,

ou * est un représentant quelconque d’un point p’ de signature négative. On
choisit x de sorte que det(P,*) = 1.
Or par définition de detp, on a :

det(p A Pa(u) A Pa, (v) A*) = detp(p A Pa(u) AP, (v)).det(P A ).

Avec notre choix de x, le dernier facteur est égal & 1. On obtient donc la
formule suivante :

P(f)(ﬁ,ﬁ A pa(u), P,p AP, (v)) = f(v)'k—b—l.(u _ U)_b_2.dv

ot —b — 2 est positif d’apres (5.8).

1.4. Comparaison et conclusion.

En reprenant les formules trouvées pour dré(u,v) et pour P(f)(u,v),
on obtient :

KF () (um0) ™2 = (b= e = Dpo(v)(u —v) 2
S = 0) P (g () + (= b— e — Do)
e () =) 02

On identifie alors les termes de méme degré, prouvant ainsi I’annulation
des fonctions 1,0, puis ¥p 1, etc. ..
On trouve au final que f est elle-méme nulle, ce qui achéve la preuve du
théoréme 6.1.

2. Passage i I’espace complexe homogéne local

Nous allons voir dans quelle mesure la construction précédente permet
de définir une application injective de H°(I'\ X, F,) dans H(T\Q, Fte,)-
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2.1. Sections globales de () & valeurs dans F,/ y .

Commengons par prouver un résultat général sur les sections globales
de Q. Son corollaire, qui affirme que 2 n’a pas de 0-cohomologie pour les
(', V', ) considérés, sera essentiel pour la suite.

THEOREME 6.2. Pour tout triplet quelconque d’entiers (a',b',c'), Uen-
semble HO(Q,fa/7b/7c/) est soit une représentation algébrique irréductible de
G, soit la représentation nulle.

DEMONSTRATION: Considérons un élément s de HO(2, For iy ). Il s'agit
donc d’une section globale qui se reléve en une fonction § définie sur €2 qui
soit holomorphe et homogene de degré (a’, b, ).

L’idée de la preuve est d’utiliser deux fois le théoréme de Hartogs afin de
prolonger § & un domaine plus grand. Nous exploiterons ensuite les propriétés
polynomiales de ce prolongement afin de démontrer qu’il peut s’étendre & D
en entier. Il suffit alors d’appliquer le théoréme de Borel-Weil pour conclure.

Prolongement a p fixé. Fixons p dans P(V) (V = C*) et notons P,
son hyperplan orthogonal par rapport a notre forme q dans P(V) (c.f. figure
(6-1)). On a alors un isomorphisme biholomorphe (toujours a p fixé) :

{(p7 d, P) € D(V)} - {(pd,dp) € D(Pp)}
(p,d,P) — (dNP,,PNP,),

ou D(...) représente ’ensemble des drapeaux sur I’espace (... ).

On désigne par A, I'ensemble des points de P, de signature négative par
rapport & q. A Iespace 2, formé en considérant p fixé, correspond via cet
isomorphisme ’ensemble T, des drapeaux formés d’'un point en dehors de
Kp et d’une droite intersectant A,,. Etant donné que dans ce cas, p est néces-
sairement de signature —, P, est de signature + + —. Ainsi, T}, est I'espace
étudié par Carayol, noté également 2, dans le cas SU(2,1) (c.f. [Ca2|).

A 5 on peut donc associer une fonction holomorphe homogéne sur T, et
en utilisant le lemme (4.2) de [Ca2]|, on peut prolonger cette fonction en
une fonction définie sur D(P,) tout entier. Cela permet d’étendre 5 en une
fonction définie sur {(p,d, P) € D(V) : q(p) < 0}. Nous verrons dans la suite
que cette fonction dépend holomorphiquement de p.

Prolongement a P fixé. Fixons désormais le plan P de signature
(+ — —) (p n’est plus fixé) et considérons l'ensemble Qp des éléments de
Q ayant P comme hyperplan. On peut alors identifier cet ensemble & I’en-
semble des drapeaux de P formés d’un point de Qp = {p € P : q(p) < 0} et
d’une droite intersectant le complémentaire de cet ensemble. On est alors a
nouveau dans le méme cas que celui étudié par Carayol (mais pour le groupe
dual SU(1;2)). On peut donc a nouveau étendre § & {(p,d, P) € D(V)}.
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Interprétation polynomiale de 5. Les deux prolongements précédents
ne suffisent pas & étendre s 4 D tout entier, et ne sont a priori pas holomorphes
en la variable fixée. Pour cela, nous allons devoir faire intervenir une inter-
prétation polynomiale de s.

Considérons I’ensemble Vi, formé des triplets de points (p, 9, 2) de V' tels que
(PP ANY, DA YA Z) soit dans Q. On peut alors associer a § une fonction o
définie sur Vg par :

0P, 9,2) = 8D, D NG, P NG N Z).

Inversement, on peut retrouver § & partir de o par la formule :

det(d " aadp
g(ﬁ,cZ,P):< 6E’~O"ﬁ)> < 6~(~’~))> (5,7, %),

det(p, y, o, 3) det(p, v, z, B

ol « et B sont deux points quelconques non colinéaires hors de P.

Le premier prolongement obtenu précédemment a p fixé permet d’étendre
o a lensemble des triplets de points (p,7,Z) tels que p est de signature
négative, ¢ et Z tels que 'espace engendré par p, § et Z soit de dimension
3. En se placant a p ﬁxé on voit que la fonction est définie sur ’ensemble
{(g,2) € V2 . § # p,Z ¢< p,§ >}, qui est une sous-variété de V2 de
codimension 3. En utilisant le théoréme de Hartogs et le fait que la fonction
est holomorphe & p fixé, on peut prolonger holomorphiquement o, & p fixé,
4 V2 en entier. La fonction ainsi obtenue est holomorphe et homogéne de
degré b’ + ¢ en g et ¢ en z. Cette fonction est donc nulle ou un polynome
en y et Z.

Considérons ’ensemble

E:{((il,...i4),(j1,...,j4)€N8:i1+-~-+i4§b'+c’;j1—|—---+j4Sc’}.

En décomposant o en fonction des puissances de § = (91, 92,93, Ja) et de
zZ = (21, 29, 23, 24), on obtient 'écriture suivante :

o(p, 9,2 Z fr0P)5' 2, (6.3)

(I,J)EE

ou I = (ir,...,i4), §* = §1 29245, et de fagon similaire pour J et 7.

Remarquons que les coefficients fr j(p) ne dépendent que de p.

La restriction de o & V est une fonction holomorphe, et contient I’ensemble
des p consideérés ici (c’est-a-dire de signature négative). On en déduit que les
coefficients fr,7(p) dépendent holomorphiquement de p, ce qui prouve que le
prolongement de o détaillé ci-dessus est holomorphe.

Construction d’une fonction i polynomiale en 3 et Z. Le second
prolongement de § permet de définir o sur l'ensemble des triplets (p, 7, Z)
tels que p A g A Z soit de signature (+ — —). L’objectif ici est de définir une
fonction holomorphe ¢ de (p, g, Z), définie pour tout p de V et dépendant po-
lynomialement de g et Z. Nous prouverons par la suite que ¥ et o sont égales
sur un ouvert, ce qui impliquera que ¥ est un prolongement holomorphe de
o. Le corollaire suivant s’avérera utile.
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LEMME 6.3. Soit W un espace vectoriel compleze de dimension a, et soit
Py Uensemble des polynomes sur W de degré N.
Soit M le cardinal de l'ensemble :

F:{(’il,...ia) ENa2i1+"'+’ia§N}.
Considérons l’ensemble des M -uplets (w1, ..., wyr) de vecteurs de W tels que
Uapplication
Py — CM
p = (plwi),-.. plwn))
soit une bijection. Alors cet ensemble est ouvert dense de WM,

DEMONSTRATION: Soit p un polynome de degré N. On peut écrire p
comme :

pp) = p(x1,.. . xa) = Y iyl
i1+ tia <N
ot on note (x1,...x,) les coefficients de p dans la base canonique de W = C.
On désigne par I un a-uplet (i1, ...,i,). Dire que Papplication donnée dans
le théoréme est bijective revient & dire que les coefficients r; de p sont définis
de facon unique par les valeurs de p en ces points, donc, que le systéme
suivant, d’inconnues (r7), admet une unique solution :

pp1) = plary, @12, 710) = D rralyaPy.. .o,
IeF
(6.4)
p(pm) = p(Tar1, Tar2, - - - Tha) = Z TI~$§\1471-$§§1,2 e xzﬁ,a
IeFr

Ce qui équivaut & ce que le déterminant de la matrice associée soit non nul.
Or, le déterminant de ce systéme est un polynoéme non nul en z;j;, pour
i=1...M et j =1...a.Son noyau est donc une sous-variété algébrique de
WM de degré strictement inférieur a celui de W™, donc son complémentaire
un ouvert dense de WM ce qui prouve le résultat. a

Pour un tel ensemble de points de W™ on dira que les points sont en
position générale.

Revenons a notre fonction o. Soit M le cardinal de ’ensemble E défini
plus haut. Considérons M couples de points (gx, 2k), k= 1... M, de V tels
que

(C1) Les droites < g, 25 > sont de signature (——).
(C2) Les points (gk, Zx) de W = V2 sont en position générique.

L’ensemble des points vérifiant (C1) est un ouvert de W™ et le lemme 6.3
assure que I’ensemble des points vérifiant (C2) est un ouvert dense de WM,
donc un tel choix ne pose aucun probléme.
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Alors, si p n’appartient pas aux droites < g, Zx > pour tout k, le plan <

D, Uk, 2k > est nécessairement de signature (+— —), et on peut donc associer
a chacun des M couples de points (g, Zx) le nombre complexe o (p, Uk, k)
(grace au prolongement a P fixé). Le corollaire 6.3 et la remarque qui suit
permet alors d’affirmer D'existence d’un polynome ¢ en ¢ et Z ayant les
propriétés suivantes :

(1) v est de degré b’ + ¢ en g et ¢ en 2

(2) 1 est égale & o en chacun des (p, ¥k, 2k)-

(3) v est définie pour tout (p, 7, 2) tel que p est en dehors des M droites
choisies ci-dessus.

(4) les coefficients du polynéme en § et Z dépendent de p de fagon
holomorphe (car o(p, g, Zx) dépend de p de fagon holomorphe), ce
qui implique que ¥ est une fonction holomorphe 1a ou elle est définie.

(5) L’unicité des coefficients (c.f. Corollaire 6.3) assure que, pour p de
signature négative, les coefficients de 1) sont les mémes que ceux de
o donnés précédemment. Ainsi, les fonctions ¢ et o sont égales sur
louvert Vo de V3 privé des M droites pour la premiére variable.

Le dernier point et le fait que les deux fonctions o et v sont holomorphes
assurent qu’on a trouvé un prolongement holomorphe de o a V3 privé des
M droites. Pour prolonger & V3 en entier, il suffit de refaire le méme raison-
nement en choisissant un autre ensemble de M droites.

La fonction o se prolonge donc & V3. Cette fonction étant homogéne, holo-
morphe et définie sur V3, on en déduit que c’est soit un polynoéme, soit la
fonction nulle.

Nous avons donc prouvé que § correspond nécessairement & une fonction
nulle ou un polynome homogeéne de degré (a’ +b' +¢), (V' 4+ ) et ¢. Donc §
elle méme s’étend holomorphiquement & D. Le théoréme de Borel-Weil nous
dit alors que HY(Q, Fur 1y ) est une représentation algébrique irréductible de
GC a condition que o, b’ et ¢ soient positifs' . O

COROLLAIRE 6.4. Pour a', V' ¢ vérifiant :
a+bv+d+3<0
a+b+2>0 ,
V+cd+2>0
c’est-a-dire pour (', V', ') correspondant, dans la structure complexe définie
par €, @ un poids p tel que p — dq appartient a la chambre C_g,, on a :

HY(Q, Forpp.er) = 0.

DEMONSTRATION: Il suffit de remarquer que la premiére condition sur
a’, V', ¢ implique que a, b et ¢ ne peuvent étre positifs ou nuls. O

1Cette condition se traduit, au niveau des faisceaux F,,, par le fait que —u (avec nos
normalisations) doit étre dominant vis-a-vis du systéme de racines définissant €.
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2.2. Injectivité de 1’application P : cas de I’espace homogéne
local.

Nous sommes désormais en mesure de prouver le théoréme suivant :
THEOREME 6.5. Soit (a,b,c) tel que

a+b+c+3<0
a+1>0 ,
c+1>0

et sotentad =a+b+1, 0 =—-b—-2etcd =b+c+1.
(1) L’application :
P HOT\X, Fupe) — H'T\Q, Fupr )
eriste et est injective.

(2) Soient p et 1’ les caractéres attachés a Fop o et Fo o de fagon
habituelle. Supposons de plus que l'on impose sur p — dx (ou de
fagon équivalente sur u' — dq) la condition de régularité suivante :
la série discréte de paramétre de Harish-Chandra pu — 6x doit étre
intégrable (c.f. [Tr-Va]). Alors Uapplication P est bijective.

DEMONSTRATION:

En utilisant la suite spectrale de Cartan-Leray permettant de calculer
H*(I'\Q, Fo 7 ), on obtient la suite exacte associée aux termes de bas de-
greé :

H'T, HY(Q, F)) —» H'(Q, F) — (H'(Q, F))" — HXT,H(Q, F)), (6.5)

ot F désigne bien évidemment F, j . Le corollaire précédent prouve que
les espaces de gauche et de droite sont nuls, H O(Q,}"a/,b/,c/) I’étant. Ainsi,

HY(T\Q, Fur o) S'identifie & (HY(Q, Fur o))" -

On considére alors un élément f de HO(T\X, Fop.) = HO(T\X, Fape)l.
On vérifie aisement que P(f) est invariant par I'. Ceci implique que P(f)
est bien dans HY(I'\Q, Fu/ ), donc que l'application P est définie sur les
espaces homogeénes locaux. S’agissant d’une restriction, P reste injective.

Pour la seconde assertion du théoréme, l’article [Wi2] prouve une conjec-
ture de Langlands selon laquelle, sous les conditions de régularité du corol-
laire, la seule représentation apparaissant dans la cohomologie H*(I'\ X, F,)
est la série discréte m,_s, ; la dimension de 'espace de cohomologie H*(I'\ X, F,,)
est alors égale & la multiplicité mp(m,_s, ) de la série discréte dans L*(I'\G)
(de méme pour §2). Remarquons que, le caractére p' étant égal & p + e14, on
a:

p—0x = p' — dq.
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On en déduit que, sous les conditions du corollaire,
dim(H°(T\X, F,,)) = dim(H®*(T\Q, F,) = mr(Tu—sy)-

Les espaces étant de méme dimension, ’application injective P est alors
bijective.

REMARQUE 6.1. Dans le cas SU(2,1), Carayol [Ca2| est parvenu & un
résultat de bijectivité de P sans condition de régularité, ou presque, sur u.
L’argument manquant ici est le fait que les seules représentations intervenant
dans l'espace des formes automorphes du cas SU (2, 1) sont les séries discrétes
et leurs limites (cf. [Ro]). Ne disposant pas de résultats analogues pour
SU(2,2), on doit se contenter de la condition de régularité ci-dessus (ou
plutot de celle de [Wi2], moins forte).

3. Classes de cohomologie provenant de la limite dégénérée de
série discrete.

Dans la premiére partie, nous avons prouvé que les classes ¢ dans ’espace
H*(GSy, F,,) provenant de la limite dégénérée de série discréte 1 pouvait
s’exprimer par des cup-produits de classes ¢g et ¢4 respectivement dans les
espaces H' et H3 de GSy, provenant de séries discrétes (c.f. Théoréme 4.2).
La seconde assertion du théoréme 6.5 permet alors d’affirmer que la classe ¢o
est 'image d’une classe dans I’espace de 0-cohomologie sur la variéte I'\ X,
provenant necesairement de o selon le résultat de Williams [Wi2|. On peut
ainsi exprimer ¢o en fonction d’une forme classique, correspondant & une
série discréte holomorphe.

On ne dispose pas ici de résultats similaires pour &3. Nous pouvons ce-

pendant faire quelques remarques. Au niveau de la classe qu associée au para-
métre 5 apparaissant sur le dessin ci-dessous, il parait difficile de construire
une application similaire a P entre des espaces de cohomologies de X dans €2,
car la chambre correspondante dans X posséde de la cohomologie en degré
4> 3.
On dispose cependant d’un autre espace qui est, & U'instar de X, un fibré en
P! x P! sur un domaine hermitien symeétrique : espace dual Y = Qg
La figure 6-2 ci-dessous est ’analogue du dessin 5-2 pour 2 et Y pour la
chambre qui nous interesse.

On peut alors espérer pouvoir définir une application P’ allant du H® de
Y dans le H* de Q dans un travail futur. Cela permettrait d’exprimer notre
classe ¢ provenant de 71 en fonction de formes automorphes classiques.
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ANNEXE A

Généralisation de ’application P & SU(m,n).

L’objectif de cet annexe est de décrire comment généraliser 'application
P définie pour SU(2,1) et SU(2,2) a G = SU(n+1,n) et G = SU(n,n). On
considére en fait une forme anisotrope de ces groupes, définie par une algébre
centrale simple de dimension n(n 4 1) sur un corps quadratique imaginaire
que I'on munit d’une involution de seconde espéce. On impose que la fonction
P aille d'un espace de cohomologie H°(X, F,) dans un H* (€, F,/), ot X et
Q) sont des quotients de G par le tore maximal diagonal H, que ’on munit
d’une structure complexe.

1. Notations

Soit m défini par m = n pour SU(n,n), m = n+ 1 pour SU(n + 1,n),
et soit N = m + n. On désigne par D(CY) I’ensemble des drapeaux de CV.
Pour € = (e1,€2,...,6N-1), OU chaque g; est un signe + ou —, on note Q.
'ensemble des drapeaux de D(CY) formé des droites de signature e1, des
plans de signature €€, etc... Pour simplifier les notations & venir, on note
© une succession de m — 1 signes moins et @ une succession de m — 2 signes
plus.

On désigne par K et H le sous-groupe compact maximal et le tore maximal
de fagon similaire au cas SU(2, 2).

2. Choix des éléments.

2.1. Choix de X.

Le choix de la variété X est assez clair : afin d’avoir de la cohomologie
de degré 0, et par anologie aux cas précédents, on choisit ’espace qui sera
un fibré sur le domaine hermitien symétrique de CV des droites de signature
(0,n). Cela impose a X d’étre Q. avec e = (O — +@).

Une autre fagon de définir X est de voir quel sous-groupe de Borel By
choisir afin que 'espace G/H s’identifie & 'ouvert de G(C/BX contenant eByx
donnant la bonne structure complexe. Rappelons que ce choix est unique &
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l’action de Wy prés. Ici, nous choisissons :
)

e O ... 0/0 ... O

Bx = 0
e 0 O

0

e ... ... oo °

ol le bloc supérieur gauche est une matrice m x m.

Rappelons qu’on a un isomorphisme :
HO(F\XPFM) = HO(bXaH7~AF ®:u)

L’espace des formes automorphes Ar se décompose en une somme directe de
(g, K)-modules irréductibles, parmi lesquels apparaissent les séries discrétes.
On g’intéresse donc & la cohomologie de ces séries discrétes afin de savoir
pour quels p Uespace HO(I'\ X, Fu) est différent de zéro.

En appliquant la formule de Schmid, on voit que pour —u+dx (on dx désigne
la demi-somme des racines associées & By ) appartenant a la chambre de Weyl
définie par :

e 0O ... Oje ... e
0 :
° ° o |>
0 0 0 0
: 0
0 Ofe °

on a :
H(bx, H,m(—p+ 6x))-p = C.
Le systéme de racines positives associé & Bx sera noté Ax et celui ci-dessus

A. On peut donc affirmer que H°(I'\ X, F,) est non nul pour —u+ dx dans
Ca,.

™

2.2. Choix de Q.

On cherche un espace © (ou plutot les structures A, I'g et Bgle défi-
nissant) tel que

Y (b, T, 7(—p+6a))-, =C

pour —u + 6o dans Ca, . Tout les structures étant équivalentes a I'action de
Wik prés, on peut imposer & Bg de contenir les matrices diagonales inférieures
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de K¢. En étudiant la formule de Schmid, on doit avoir, pour —u + g dans
Ca,, la relation suivante :

1= #Hlae AgxNAg;(a,—p+0) <0} +t{a e A,NAg;(a,—p+6) >0}

0 +i{a € A, N Ag; (o, —pu+6) > 0}
Donc il doit n’y avoir qu’une seule racine non compacte de Ag ayant un
produit scalaire positif avec —u + dg, c’est-a-dire associée a un élément de la
sous-maftrice triangulaire supérieure. On obtient un tel ensemble en considé-
rant

Ag = (m,m+1).Ax,

ou (m, m+1) est la symétrie du groupe de Weyl W défini naturellement par
identification avec le groupe des symétries Sy. On obtient :

e 0O ... 0|0 ... 0O

0 :

Bq = ° 0. 0
e 0 0 0

0

e ... ... oo °

On voit immédiatement que la différence entre dx et dq est égale 4 la racine
em,m+1- On retrouve le méme "phénomeéne" que dans le cas de SU(2,1) ou
SU(2,2) avec la racine e3y (mais nous avons fait ici un choix de racines com-
pactes différent).

Pour finir, cet espace 2 est défini en terme de drapeaux par Q = (), avec
e=(O0+-@).

2.3. Interprétation des F, par des faisceaux holomorphes.

Tout comme dans les cas précédents, les F,, ont une interprétation en
termes de faisceaux O(n) sur certains espaces.

A chaque élément a = (a1, az,...an_1) de ZN¥~1 on peut associer un
faisceau Fy sur X et sur €2 de la facon suivante. Les plongements de Pliicker
permmettent de voir D(CY) comme un sous-ensemble de

P(A'CY) x P(A2CN) x --- x P(ANTICY).
On considére alors le faisceau
O(al) X O((IQ) X o+ X O(aN_1>

que L'on restreint & D(CY). Les espaces X et Q étant des espaces de dra-
peaux de ID)((CN ), il suffit de resteindre a nouveau le précédent drapeau pour
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obtenir Fg.

A. GENERALISATION DE L’APPLICATION P A SU(m,n).

Pour faire le lien entre ces drapeaux et les F,, nous allons nous placer
en la fibre au-dessus du drapeau correspondant a 1’élément neutre de X et
de  a l'instar du paragraphe 2 du chapitre 5.

e Pour X :

e“+1<—>a:(0,...,0,

~1,2,-1,0,...,0), 1<i<N-—1,

ou le 2 est placé a la (N — i)-éme position (pouri=1eti= N — 1,

la formule est la méme avec un

"—1" de moins).

a=(0,...,0,—-1,2,—-1,0,...,0),i # {m — 1,m,m + 1},
(N — i)-éme position,

a=(0,...,0,—-1,1,1,-1,0,...,0),

ol le premier 1 est placé a la n-éme position,

a=(0,...,0,—-1,1,1,-1,0,...,0),

ou le premier 1 est placé a la (n — 1)-éme position,

e Pour Q :
€iit1 A
ou le 2est placé a la
Em—1,m =
Em+1,m+2
em,m+1 ~ a=(0,...,0,1,—2,1,0,...,0),

ol le — 2 est placé a la n-éme position.

3. L’application P

3.1. Cohomologie a la Gindikin.

Nous aurons besoin de la définition équivalente de la cohomologie de
nos faisceaux donnée par Gindikin. Il faut pour cela définir correctement un

espace de Stein U fibré sur €. Pour cela on pose :

Pour SU(n+1,n) :
U est formé des couples de dra-
peaux d et d’ en position générale
tels que :

od= (p17p27"'7pN—1> € Q avec
Q:Q(®+—ea)-
.d/ = (pllvp/27"'>p/N—1) € Q,

avec ' = Qugy_y ..o ) le dual
de Q relativement & la forme q.
o < P, Pn NP0 > soit de signa-
ture (n+ 1,0)
® < Pn1,Pnt1 NPy, > soit de
signature (0,n)

Pour SU(n,n) :
U est formé des couples de dra-
peaux d et d’ en position générale
tels que :

e d=(p1,p2,...,pN-1) € Q avec
Q=Qot—a):

L4 d/ = (pllvp/%"'ap/N—l) € Q,
avec ' = Qugyy .o y le dual

de Q relativement & la forme q.
o < pl_1,pn NP,y > soit de si-
gnature (n,0)
o < pp—_1,Pn+1 NP, > soit de si-
gnature (0,n)
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Ces conditions peuvent se résumer par :

(d.d); de®
d e
U= < Phy1:Pn N Pyyq > de signature (m, 0)
< Pn—1, Phy, N Ppt1 > de signature (0,n)
d et d’ en position générale

Remarquons que les plans de signature (0,n) et (m,0) correspondent aux
droites "d’intersection" (pq) et (p'q’) dans le cas SU(2,2).

THEOREME A.1. L’espace U est un espace de Stein.

La preuve est trés similaire a la preuve de la proposition (5.1) dans le
cas SU(2,2), en ce sens qu’on commence par "paramétrer” les drapeaux en
fonction de deux plans de signature (m,0) et (0,n), ce qui est l'objet du
lemme suivant.

LEMME A.2. Soient Dy un plan de signature (m,0) et D_ un plan de
signature (0,n) fizés dans CN. L’espace U est isomorphe & :

~ * (a+7ﬁ+aa_aﬁ_) GD(D+)2 X]D)(D*)z

U~ DHSxDHS X{ t.q. (a=,B7) et (a™,BT) sont en position générale }
(A.1)

ot DHS désigne le domaine hermitien symétrique formé des plans de signa-

ture (0,n) et DHS* son dual : ’ensemble des (m,0)-plans.

DEMONSTRATION DU LEMME : Considérons un élément
(d+7d—7 (a+76+7a7)ﬂi))

dans l'espace de droite. On lui associe un couple de drapeaux de la facon
suivante :

1 = <dj,a] >Nd- v} = <d_,Bf >ndy

P2 = <dy,ay >Nd- Ph = <d_,Bf >nNdy

Pl = <dy,a, 4 >Nd- Py = <d_,Bf,>nd;

Pn = <pp-1,<d_,af >ndy>  pl, = <p,_,,<di, By >nNd- >
Pyl = <d_,<d_,af >nNd; > Phoyr = <dy,<di,f7 >nNd- >
pN-1 = <d_,<d_,af [ >nNdy > py o = <dy,<dy, B, >Nd- >

Les espaces p; et p, ci-dessus sont de dimension au moins 4, et pour des
raisons de signature, il ne reste qu’une dimension possible : ¢ avec la signa-
ture voulue.
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Nous allons montrer que I’élément ainsi défini est bien dans U. Pour cela,
on commmence par prouver que les plans p; et ply_, sont en position géné-
rale, donc par étudier les dimensions des espaces < p;, ply_; >.
Cas1<i1<n-—1:

<piPy_; > =<<dy,a; >Nd_;<dy,<dy, B, >Nd- >
=<dy,<di,a;, B, ;> Nd_ >
=<d4,<dy,D_>nNd_ > car (o, ) en position générale
=<dy,CVNnd_ >
=CN
Donc ces deux plans sont bien en position générale.
Lecasdesn+1 <7< N — 1 se traite de facon similaire.

Casi=n_:

<Py Pl > =<< pPp-1, < d_,af >Ndy >, <pl_1,<dy,f; >Nd- >>
=<<d_,af B} | >ndy >, <di,a 4,8] >Nd- >>
=<<d_,Dy > ﬁd+ > <dy,D_>nd- >
=<dy,d_ >
=CN
Ces égalités prouvent que le couple de drapeau obtenu est bien en position
générale.

11 reste & prouver que les deux espaces d— et di correspondent aux deux
droites de signature (m,0) et (0,n) de la définition de U. On veut donc
prouver que dy =< p;n—lapn mp;n-H > et que d— =< pnflap;n O Pnt1 >
Remarquons que p,_1 est inclus par définition dans le plan d_. Il reste & voir
que p,. N pp+1 est inclus dans d_ et engendre d_ avec p,41. On a Iégalité
suivante :

Doy NPpi1 =< Phy_1,<di, By >Nd->N<d_,<d_,af >nNdy >

La droite < d4, 3, > Nd_ est incluse dans d_, donc dans p,41. C’est donc
une droite de p/, N ppi1. Ainsi < pp—1,pl, N ppy1 > contient :

<pno1,<di,B] >Nd_ >> =<<dy,q_,>Nd_,<d, ] >nd >
—<dy,a,_y, B > nNd_
=d_

Ainsi < pp—1, P, N Pn+1 > contient d_.

Par ailleurs, E = p/, N py11 ne peut étre de dimension autre que 1, car
sinon il serait de codimension au plus m — 2 dans p/,; p/._, étant de co-
dimension 1 dans p/,, on voit que E N pl,_; contiendrait une droite, ce
qui contredirait le fait que p/,_; et p,+1 sont en position générale. Ainsi
d— =< pp—1,P,, NPnt1 >. La démonstration est semblable pour d..

On a donc une application de l'espace de droite de (A.1) vers U. Cette
aplication est clairement surjective. L’injectivité est assurée par le fait que
les espaces du type < dy,a; > sont différents pour chaque «; choisi. En
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effet, considérons que < dy,a; >=< d+,a;_ >. Alors a;_ C<dy, o >,
donc Vz € o), I(y,2) € a; x dy tel que :

7 ?
r=y-+=z

Ainsi z =2 —y € D_ donc z = 0. D’ou x € «; et ce pour tout x de af. Par
symétrie, on obtient : oy = o.
Donc cette application est bijective, ce qui achéve la preuve. u

On est désormais en mesure de prouver le théoréeme A.1.

DEMONSTRATION DU THEOREME : Les espaces DHS et DHS* sont de
Stein. Il reste donc & prouver que ’espace

{ (at,8%,a7,87) € D(D4)? x D(D-)? }

t.q. (a7, B37) et (a™,31) sont en position générale

est un espace de Stein. Pour cela, nous allons prouver que pour tout espace
vectoriel V' de dimension N les ensembles

E = {(a,3) € D(V)? en position générale }

sont des espaces de Stein, ce qui prouvera le résultat.

Pour montrer que les fonctions holomorphes séparent les points, considérons
deux couples de drapeaux distincts (al, 81) et (a2, 3?). Soient o} et a? des
plans de dimension ¢ distincts pour un certain 7.

On fixe un (N —i)—plan 8% _; tel que

1 40 N 2 90 N
<o,y >FCV et <o,y >=C",
un i-plan oz? tel que
0 gl N 0 ;2 N
<ai’ﬂN—i >:(C et <ai’ﬁN—i >:(C 5

ainsi que des relévements de ces plans via les plongements de Pliicker.
Munissons V' d’un determinant. On pose alors :

U EF — C
det(a;, B%_,;) det(a?Bn ;)

(a,8)
det(ai, ﬁN—i)
Cette application n’est définie a priori que sur les relevés de (a, 3), mais
est homogéne donc bien définie sur les espaces de drapeaux. De plus, le
dénominateur est non nul car les drapeaux sont en position générale. On a
donc une fonction holomorphe sur E. Les conditions sur (a?, 8%, _,) assurent
le fait que W(at,Bl) = 0 et ¥(a?, B%) # 0. Ainsi les fonctions holomorphes
séparent les points.
1l reste & montrer la condition de concavité holomorphe. Considérons une
suite (o™, ") de points de F sans valeur d’adhérence. Cette suite est incluse
dans I'espace compact D(V)2. Quitte & considérer la suite extraite, on peut
donc supposer que (o™, 3") converge vers un couple (o™, 3°°) de D(V)? hors
de E (car(a™, ™) n’a pas de valeur d’adhérence). Donc (o, 3°°) n’est pas
en position générale. On peut supposer sans perte de généralité que les plans
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as et B3P, n’engendrent pas CV, donc que det(as®, B%_,) = 0.
Choisissons (a, 59\,7@-) tels que

<, 8%  >=CNet <a* g%, >=CV.

Alors, & partir d’un certain rang, les det(ay, 8% _.) et det(al, 3% ;) sont non
nuls. La fonction ¥ définie précédemment permet de définir une fonction
holomorphe telle que ¥(a™, ™) n’est pas borné.

Ainsi F est de Stein, ce qui termine la preuve. O

PRrROPOSITION A.3. Les fibres de la projection naturelle m de U sur €
sont contractiles.

DEMONSTRATION: La démonstration est une généralisation directe de
la proposition (5.2) dans le cas de SU(2,2).
Fixons un élément (pi,...,ps) de . On désigne par Fib((p1,...,p,) la fibre
de la projection de U sur Q de base (p1,...,pn). L’idée de la preuve est de
paramétrer les droites d_ et di avant d’utiliser 'isomorphisme du lemme
(A.2) pour paramétrer le reste.

Le (n — 1)-plan pp—1 est de signature (0,n — 1). Considérons le plan
pﬁ_l N Ppt1, ou L désigne 'orthogonal vis-a-vis de la forme q. Sa dimension
est au moins 2, et il ne peut, pour des raisons de signature, contenir un 3-
plan. C’est donc une droite de signature (1,1). On choisit un élément x €
P N ppy1 de signature (0,1) et on pose :

d_ =<pp_1,x > .

Remarquons que tout plan de signature (0,7n) contenant p,_; et contenu
dans p,11 intersecte nécéssairement pﬁfl Npn+1 (pour des raisons de dimen-
sions) en un point de signature négative, et que chaque choix de x donne un
d_ différent. Nous avons donc bien paramétré d_.

Dans p;- (de signature (m — 1,1)), choisissons un (m — 1)-plan y de si-
gnature (m — 1,0). On obtient un hyperplan H =< p,,y > de signature
(m,n —1). On choisit alors un m-plan dy de < p,,y > de signature (m,0).
Remarquons que tout m-plan de signature (m, 0) contenant un point de p,, de
signature poistive engendrera nécessairement avec p,, un hyperplan (m,n—1)
(pour des raisons de signatures). Nous avons donc bien une paramétrisation
de d+.

Fixons désormais un (m,0)-plan D, et posons D_ = d_. Alors les
drapeaux a™ et a~ dela propriété (A.2) sont donnés par = = (p1,...,Pn—1)
et @™ = (ppy1 N D4, ...,py—1 N D). On en déduit qu'un choix de couple
de drapeaux (87;3") € D(D4) x D(D_) en position générale avec (o™, a™)
permet de paramétrer la fibre Fib((p1,...,pn).
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Pour un espace vectoriel V', on note Gr,(f’b)(V) les k-plans de V' de signature
(a,b). Alors on en déduit de ce qui précede que Fib(py, ..., p,) est isomorphe

a .
Grﬁo’l)(pi_l N Pry1) X
{(y.dy) € G "V (pi) x Gri O (CN) 1 dy C< pny >}

m

{(B7;87) € D(Dy) x D(D_) en position générale}.
Le premier et le dernier ensemble sont clairement contractiles. Le second
ensemble est un fibré sur Grg”__ll’o) (py) de fibre Grg,T’O)(< Dn,y >) qui est
contractile. La base étant également contractile, ce fibré est trivial, ce qui
prouve que ce second ensemble est contractile.
La fibre Fib(p1, ..., pn) est donc bien contractile.

On a alors, d’aprés Gindikin, un isomorphisme :
H"(Q, F) = T(U, Q7 (Fu))-

On peut exprimer cet isomorphisme au niveau des classes dans le complexe
de Dolbeault. Pour cela, on a besoin d’une section de la projection m. On
peut choisir, a U'instar du cas SU(2,2),

s: Q —U
d »—>(d,dJ-).

On retrouve la section envisagée dans le cas SU(2,2).

3.2. Définition de 1’élément 7.

On dispose de deux espaces X et {2 tels que pour certains p les es-
paces de cohomologie H(I'\ X, F,,) et H'(T'\2, F,) sont différents de zéro.
De plus, le céne dans lequel les i donnent de la cohomologie de degré 0 pour
X et celui donnant de la cohomologie de degré 1 pour €2 sont translatés 1'un
de l'autre par le vecteur ey, m+1. Tout comme dans les cas précédents, nous

aurons besoin d’une cochaine 7 dans le complexe associé a H'(Q, Fe,, ,..,)-

Nous allons définir cet élément dans le formalisme de Gindikin. La mé-
thode reste la méme : parameétrer une certaine famille de n-plans, puis choisir
la plan "d’intersection” d_ comme étant le plan & paramétrer. On trouve 7
en prenant la différentielle relative de cette fonction. Nous illustrons cette
méthode pour G = SU(n,n), le cas SU(n + 1,n) est identique.

Considérons un élément d de Q et d un relevement dans I’espace de
Pliicker Q (le tilde représentant a chaque fois le relévement de ’élément de
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référence). Nous allons paramétrer les espaces M de dimension n contenus
dans pn+1, contenant p,_1 et différents de p,.
On fixe un déterminant det sur CV, on peut mettre sur p,,; un déterminant
det,+1 défini par :
det(xy Axg A+ A Zpgq Ax)

det (ﬁn+1 AN *)

det n+]_(.’1:]_,$2, R xn-‘rl) =

oll % est un élément quelconque de A"~ 'C¥ associé a un plan complémentaire
de Pn+1-
Fixons un n-plan d’origine py de relévement py avec pp—1 C pg C ppy1- 1l
existe des vecteurs &, o et Za de CV tels que :
Dn=DPn1NTpn , Po=Dn-1NTo et py =pPp_1ATpn.

On pose alors :
B dety, 11(Pn—1, %0, Tns)

dethrl (ﬁnflv an -%n) dethrl(ﬁnfla :z'na j]\/f)
Cette fonction est indépendante du relévement choisi pour M et pour dy,

indépendant du choix des vecteurs Z,, Tg et Tps et homogéne de degré
(0,...0,1,-2,1,0,...,0), ot —2 est au n-éme rang, en fonction de d.

param(M )

Considérons un changement d’origine dy en df, de relévement p,—1 A Zj,.
On voit qu’on peut choisir un Z(, de la forme Z{, = \Zo+p,, car p,—1 AZoAZ,
est un relévement de p,1. Notre paramétrage devient :

7
M)+ ~ =
) Adety41(Pn—1,To, Tn)

param, (M) = param,,, (

Pour un choix de py dépendant localement de d de fagon holomorphe, on
s’interesse a param(< pp—1,Pn+1 N P, >). Alors la différentielle relative de
cette fonction sera bien définie et on pose :

n = dx(param(< pp—1, pnt1 NP, >)) € I(U, Q}r(-7:(0,...,0,1,72,1,0,...,0)))

On veérifie que I'espace de droite correspond a l'espace I'(Q, QOV(F, )
du paragraphe précédent via les identifications du paragraphe 2.3.

REMARQUE A.1. On peut, tout comme dans les cas précédents, définir
7 dans le complexe de Dolbeault de la fagon suivante. Considérons 1’élément
Xmm+1 € TODQ, on définit la forme linéaire sur g€ duale de cet élément,
ce qui nous donne une forme différentielle invariante a gauche sur G. En
passant au quotient, on obtient un élément 7 € I'(Q, QOV(F, ).
Il ne reste plus qu’a calculer o7 et vérifier que cet élément est nul avec la
formule de Mauer-Cartan.
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3.3. Définition de I'application P.

On considere un faisceau F, correspondant a F, pour p dans 6x — Cy,
ot C'x est la chambre de Weyl associée & By, afin de s’assurer que H°(X, Fy,)
est non nul. Commencons par remarquer qu’on définit une projection de U
sur X en posant :

(d’d,) —dx = (p1,- s Pn—1, < Pn—1, Pnt1 ﬂp; >, Pntls - DN-1)-
A travers les identifications du paragraphe 2.3, le faisceau Fg, avec a =

(a1,...an—1), sur X correspond au faisceau Fy avec :

/
a = (ala ce ey Up—2,0pt1 + Gpy —Qp,y Gptl + Apy Gppo, - - . aN—l)

sur ’espace €2. On pose alors :
P: HYX,F,) — I:IlﬁQafa’+(p...o717—2,1,0.“0)) (A.2)
f = P(f)(d,d') = f(dx) det(pn, br,) "1

En terme de caracteres i, on passe de HO(X, F,) & H(Q, Fgen mar)-

4. Injectivité de P
THEOREME A.4. L’application P définie en (A.2) est injective.

La démonstration reste fidéle aux cas SU(2,1) et SU(2,2).

DEMONSTRATION: Considérons un élément f de H°(X,F,) et suppo-
sons qu'il existe un élément ¢ € T'(U, Fyy(0..0,1,—2,1,0..0)) tel que d=¢ = P(f).
Nous allons montrer que ¢ dépend polynomialement de p,, puis en compa-
rant ce polyndéme & P(f), on en déduira que f est nul, prouvant ainsi le
théoréme.

Expression de ¢ a ’aide de polynémes. De par sa définition, la fonc-

tion param(d_) est localement constante & (pn—1, Pn, Pnt1, p—) fixés. Ainsi g
est nul sur la sous-variété connexe de U obtenue en fixant (pp—1, Pn, Pnt1,D—)-
P(f) étant le produit de n par une fonction, il est également nul sur cette
sous-variété. On en déduit que ¢ doit étre constante sur cette sous-variété,
et donc ¢ ne dépend que de (pn—1,Pn, Pnt1,P-)- S0it Ugy, 1 p poir po) Len-
semble des (pp—1,Pn, Pn+1,P—) permettant de définir un élément de U.
On note, comme précédemment, par un tilde les éléments obtenus par reléve-
ment dans les espaces A*(CY) via les plongements de Pliicker. On fixe dans
toute la suite de cette démonstration un élément p,_;. On a alors un
isomorphisme :

(M € Gro(CY); pos C MY — {Fm€hp 1)
M — Ty tel que M =Dn_1 ATy
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Plus précisément, la signature de M dépendra de la signature de xp;. Cela
nous permet de créer une application :

Pn—17pmpn+1:p—)
(ﬁnflaﬁnfl A jnaﬁnfl A j'n A ;f‘,,];n,1 A 1%7)

—_—

On peut donc définir a partir de ¢ une application 9 définie sur Gr(1.0) (p- ) x

GT(LO)(P#A)XGr(O’l)(Prlhl) 5 U
—

(Zn, 2-)

—_—~—

GrOD(pt ) par :
b =gor
Cette application est holomorphe homogéne de degré
—anp—2+ap41+an+1=ap1 —len 2, et app1 +a,+1en z_.

P

Par ailleurs, 'adhérence de GO (pt ;) est une boule dans le (m — 1,1)-
plan pt ; (ou plutot le relevé d'une boule par les plongements de Pliicker).

Donc Gr(10)(pl ) est le complémentaire de cette boule, et la fonction 1
est prolongeable holomorphiquement & pﬁ_l par le théoréme de Hartogs. On
obtient un polynéme homogéne en z,, de degré a,41 — 1 sur p#_l.
Pour retrouver 1/; avec (;3, il suffit d’exprimer p,+1 en fonction de pp—1 AZp A
T_:

ﬁn—&—l = det n+1 (ﬁn—l N Ty N j—)il 'ﬁn—l NTp NT_.

On a donc :

é(ﬁn—la%aﬁn-&-laﬁ\—/) = det n-i-l(ﬁn—l /\jn /\i‘—)ianjqianil'qz}(i’na i‘—) (Ag)

Paramétrisation de d, et de d_. Pour la fin de la démonstration,
on fixe p,_1 et Pp,r1. Nous allons maintenant paramétrer les Z,, et Z,, en
choisissant une droite affine munie de coordonnées affines dans pp41 Npy_;.
Sur cette droite, soient Z,(u) et Z_(v) deux points de coordonnées affine u
et v. Alors 'application :

w(% 'U) =1 ((i'n(u)7 z_ (U))

est un polynome de degré a,4+1 — 1 en u. On peut décomposer en fonction
des puissances de u — v, et on obtient :

an+41 -1

bu,v) = > iv)(u—v),
i=0
L’équation (A.3) donne, en remarquant que
det 1 (Pr—1 A Tp(u) ANZ_(v)) = k(u —v)

avec k indépendant de u et de v :

(ln+1—1

QZ;(U, U) — k—ant1—an—1 Z T;l(v)(u 7 v)i—anﬂ—an—l.

1=0
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Pour obtenir une expression de d;¢(u,v), on dérive par rapport a v :

(ln+1—1

dﬂ—Qz(u,U) — k—an+l_an—1 Z [UJ;(U)(M _ U)i—an+1—an—1+
=0

(i — ang1 — an — 1) (0) (u — U)i—aw—an—?] dv.  (A4)

Paramétrisation de P(f). Laissons de coté ce polynéme et considérons
la fonction qui associe & (u,v) I'image P(f)(u,v) par P(f) de
(ﬁn—lvﬁn—l A jn(u)vﬁn-‘rlyﬁn—l NI (U))
Dans la définition de param(d_), on a fixé un n-plan d’origine pg tel que
Prn—1 C po C Pn+1. On choisit ici
Po = Pn—1 A To(w),
ot Zo(w) est le point d’affixe affine w. On obtient :
det n+1(ﬁn71 VAN Zi‘[](w) AN i“,(v))
det n+1(]5n71 VAN jo(’w) VAN in(u)) det n+1(}5n71 VAN i“n(u) NT_ (’U))
k(w — 1 1
_ (w=v) __ - (A.5)
E(w—u)(u—v) k(u—w) k(u—0)
On en déduit une expression de n en dérivant par rapport & v :
n(u,v) = k1 (u — v) " 2dv.
Par deéfinition de P(f), on trouve :

P(f)(u,v) = f(Bn—1, Pn—-1 AZp (W), Pry1). det(Pn—1 Adn(u) AT (v) Ax) """,

ou * est un m — 1-plan tel que x AZ_(v) soit un plan de type p/, convenable.

On peut choisir x afin que det(pp4+1 A *) = 1. Par définition de det 41, on

a:

det(Pp—1 A Zp(u) AxANZ_(v)) = detpt1(Pn-1 A Zn(u) AZ_(v)).det(Ppt1 A *)
= detpi1(Pn-1 A Tn(u) A Z_(v))

param(d_) =

Donc
P(f)(u,v) = f).detpp1(Ppi AZn(u) AZ_(v) k™ (u —v) 2dv
= f0).k™%(u—2v)"%".k Y u—v)2dv
= f)k " %u —v) " 2dy (A.6)

On compare alors les formules (A.4) et (A.6) et on obtient :
an+1—1
kantt Z [wg(v)(u — )Tt (a0 — a, — 1)9(v) (u— U)Z_“”H} = f(v)
i=0
On identifie alors les termes un par un, prouvant ainsi ’annulation de 1y,

puis ¥ 1, etc. ..
On trouve au final que f est elle-méme nulle, ce qui achéve la preuve du
théoréme. O
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5. Passage a l’espace local.

Les notations sont les mémes que celle du paragraphe 2.1. Nous allons
d’abord prouver le théoréme suivant :

THEOREME A.5. Soit o/ un élément de ZN~! et y/ le caractére tel que
les faisceaur Fy et F,y sur Q sont égauz. Alors l’espace HO(Q, Fo) est une
représentation algébrique irréductible de GT.

La preuve de ce théoréme respecte les étapes de celle du théoréme 6.2.

L’objectif est de prolonger holomorphiquement une section s a 'espace de
drapeaux D en entier. On commence par prolonger holomorphiquement de
deux fagons différentes s (ou plutdt son relevé §), en fixant certaines va-
riables. On est alors confronté & deux problémes : la fonction obtenue n’est
pas nécessairement holomorphe en la variable fixée, et elle n’est pas définie
sur D en entier. On souléve le premier probléme en faisant intervenir, & 'ins-
tar de la page 78, une fonction o définie sur V". Cette fonction s’avére étre
un polynoéme, et on peut en déduire ’holomorphisme de o, puis de s.
On parvient ainsi a étendre o & deux ensembles d’intersection €. Afin d’ob-
tenir I'extension & V™ en entier, on doit utiliser le fait que o est un polynome
en certaines variables, et on étend holomorphiquement les coefficients de ce
polynéme en utilisant la méme méthode que dans le cas de SU(2,2).

DEMONSTRATION: Nous allons prouver ce théoréme par récurrence sur
N, N > 3. Pour N = 3, c’est le résultat prouvé par Carayol dans [Ca2]|,
Lemme (4.2). Supposons le résultat vrai pour N — 1. Nous devons distinquer
le cas N pair et N impair.

Cas N pair. R
Considérons une section s de 2 & valeurs dans Fy et § son relevé dans Q.
Nous allons prolonger holomorphiquement s a €.

Prolongement 4 p; fixé. On fixe un élément p; dans P(V) (ot V = CV)
de signature (0,1). Considérons p;* : c’est un plan de signature (n,n — 1).
Soit d = (p1, ..., pn) un drapeau de €2 contenant p;. A chaque plan p;, i > 2,
on associe de facon unique un (i — 1)-plan de p;* en considérant son inter-
section avec p;T. Ainsi, chaque drapeau de 'espace Qp, a pp fixé correspond
a un unique drapeau de pt. De plus, la signature de ce drapeau, déterminée
par celle de p;, est celle des drapeaux du cas N — 1.
On peut donc associer & s une fonction définie sur cet ensemble de dra-
peaux de p; T, qui est holomorphe et homogéne. En appliquant ’hypothése
de récurrence, on prolonge cette fonction a D(p;*). On en déduit que s est
prolongeable & I’ensemble suivant :

O ={(p1,---.pn) € D(V) tel que : g(p1) < 0}.
Cette fonction est holomorphe & p; fixé et holomorphe sur €.
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Pour prouver que ce prolongement est holomorphe en p;, plagons-nous
dans 'espace relevé et considérons 'espace :

T = {(:ﬁl;...;:ﬁN,l) eVN=L. (Fy.. B A AdN_1) eQ}

On peut alors naturellement associer & § une fonction ¢ sur T, qui est ho-
lomorphe et homogeéne de degré ((a1 +---+an—1),...,an—1). Inversement,
on peut exprimer 6 en fonction de §. Pour cela, on choisit un (N — 1)-
uplet (Z1;...;Zn-1) correspondant & chaque (p1;...;Pp—1) €t un drapeau
(a1;...an—1) quelconque en position générale avec (p1;...;pn—1). La for-
mule est alors la suivante :

= dgg.dgz-l-tm. e d?\?ji"aN_l.&(.fl; e ;i‘N_l), (A?)

$(P1; -3 Pn—1)
ou
o det(p;, an—;)
’ det(fﬁl,i‘Q,...,fi,aN,i).

Le prolongement & €y permet d’étendre & & :

77 de signature(0; 1) }

Y=< (&1;...;8n-) e VL, T - . .
! {( 153 IN-1) € ' < Zy;...;5TNy_1 > de dimension N — 1

Le sous-espace de Talh obtenu en fixant Z; est le complémentaire de 1’en-
semble :
5?2 7'5 fl ou
T3 €< T1;T9 > ou
~ ~ N—2
(Zo;...;ZN-1) €V P
IN-1 €E<T1;ZN-2 >

La dimension de cet espace est (N —3).dim(V)+ N —2= (N —2).N — 2,
donc de codimension 2 dans V=2, Par le théoréme d’Hartogs, on peut donc
étendre & en une fonction holomorphe & #; fixé, sur V=2, L’homogéneité
implique que cette fonction est (nulle ou) un polynéme de dimension finie
A. On peut donc développer 6 en une somme de monémes :

G(Z1;..5IN-1) = Z Fe(@1)-(Fa; .. 5 @n—1)F

ke[0,A]N(N=2)

ott (Z9;...;Zn_1)" désigne le monome formé des produits des coordonnées
des #; aux puissances données par k. Les coefficients polynomiaux fx(Z1)
ne dépendent que de Z; et sont définis pour tout Z; de signature (0,1). La
fonction & est holomorphe sur le sous-espace de Y correspondant & Q. On en
déduit que chacun des coefficients est une fonction holomorphe en Z1, donc

que G et § sont holomorphes.

Prolongement a (py+1;...pn—1) fixé. Fixons un élément (pp+1;. .. PN—1)-
Alors I’espace restreint obtenu €2, ., est isomorphe a Q_.._4 (p,4+1). Nous
aurons besoin du lemme suivant :
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LEMME A.6. Soit ¢ une fonction holomorphe homogéne sur Q_.._ (E)
ot E est un (1,n)-espace (n > 2). Alors ¢ est prolongeable holomorphique-
ment & D(E).

DEMONSTRATION: Nous allons le prouver par recurrence sur n. Pour
n = 2, on est a nouveau dans le cas de SU(2,1) (ou plutot SU(1,2)) et on
applique le résultat de Carayol.
Fixons un point ¢; de signature (0,1) et considérons tf, qui est donc de
signature (1,n — 1). On a & nouveau un isomorphisme entre ’espace étudié
A t; fixé et un espace de drapeaux de t;+, de méme signature que celui de
I’hypothése de récurrence. On peut donc étendre ¢ & t; fixé. On obtient une
fonction sur

Z ={(t1,...ty) € D(E) ; ty est de signature (0;1)}.

Considérons A = {t1 ; t; ¢ A} ou A est un hyperplan fixé (faisant de A un
espace affine). Alors Z est isomorphe au produit du complémentaire d’une
boule dans A par D(A). On prolonge alors par le théoréme de Hartogs, ce
qui permet de définir ¢ sur D(E).

La fonction ainsi définie n’est pas a priori holomorphe en ¢;, mais on peut
encore une fois associer & ¢ une fonction v définie sur E™*1, et prouver que
cette fonction est polynomiale en ses n dernieres variables. On en déduit
que les coefficients de ce polynéme, qui ne dépendent que de t;, sont des
fonctions holomorphes de t1. Ainsi ¢ et ¢ sont holomorphes en t;. O

Revenons a la preuve du théoréme. En appliquant la proposition précé-
dente avec E = py41, on peut étendre 3, & (Pp41;- .- Pn—1) fixé, & 'ensemble

Qo = {(p1;...pn) €D(CY) ; ppyy de signature (1;n)}.

Au niveau de la fonction &, on obtient un prolongement &

Z1 A+ A Zpg de signature(1;n)

T1 N+ N\ Tpyo de signature(2;n)
Ty =< (F15...;8n-1) € VN

Zi A--- NTn_q de signature(n — 1;n)

Définition de 6 pour p; de signature positive. Considérons un
élément Z; qui ne soit pas de signature (0, 1). Soit M le cardinal de I’ensemble
[0; AJN(N=2) | Considérons M (N — 1)-uplets de points (Z2(k), ..., zx_1(k)),
k=1...M,deV tels que

(C1) Les plans < Za(k),...,xn+1(k) > sont de signature (0,n).

(C2) Les plans < 1, Z2(k), . .., nt+1(k) > sont de dimension N — 1.

(C3) Les points (Za(k),...,zx_1(k)) de W = VN=1 sont en position

générique.
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L’ensemble des points vérifiant (C1) et (C2) est un ouvert de WM, et le
lemme 6.3 page 79 assure que ’ensemble des points vérifiant (C3) est un
ouvert dense de W™ donc un tel choix ne pose aucun probléme.

On peut alors appliquer ’argument suivant le lemme 6.3 pour prolonger 6 a
VN et donc s & D(V) en entier.

Il reste & appliquer le théoréme de Borel-Weil, on en déduit que H°(Q, Fy)
est une représentation irréductible si a’ est dans NV, et 0 dans le cas contraire.

Cas N impair

On ne peut pas appliquer tout & fait le méme raisonnement, car les pf
considéres en début de preuve sont de signature (n+1,n—1). Fixons a la place
un élément py_; de signature (n,n). Alors I'espace restreint obtenu €2, ,
est isomorphe au cas de I’hypothése de récurrence. Cela permet d’étendre s
a I’ensemble :

Q3 = {(pla .. pN—1) € D(CY) ; pn_1 de signature (n,n)}

Ce dernier ensemble contient Q4o4—4..+ Fixons alors un p; de signature
(1,0). Alors p; est de signature (n,n) et le sous-ensemble de Q44 4.4
obtenu en fixant p; est isomorphe & Qo 1.4 (pt). On est bien dans I’hy-
pothése de récurrence, on peut donc reprendre le méme raisonnement que
précédemment.

COROLLAIRE A.7. Pour d' correspondant, dans la structure compleze
définie par Q, a un poids i’ tel que p' — dq appartient a la chambre de Weyl
associé o Bx, on a :

H(Q, Forpr.er) = 0.

DEMONSTRATION: (C’est une conséquence du théoréeme de Borel-Weil,
w' n’étant pas (anti) dominant vis-a-vis du systéme associé a . U

Nous sommes désormais en mesure de prouver le théoréme suivant :

THEOREME A.8. Soit a vérifiant les mémes hypothéses que celles du théo-
réme (A.5).

(1) L’application :
P HYT\X, Fo) — H'(T\Q, Fo)

ezriste et est injective.
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(2) Soient p et u' les caractéres attachés a Fo et Foy de fagon habi-
tuelle. Supposons de plus que l'on impose sur i — dx (ou de fagon
équivalente sur u' —0q) la condition de régularité suivante : la série
discréte de paramétre de Harish-Chandra p—Jx doit étre intégrable
(c.f. |Tr-Va|). Alors Uapplication P est bijective.

DEMONSTRATION: La preuve reste la méme. On utilise la suite spectrale
de Cartan-Leray, ce qui permet d’identifier H!(T'\$2, F,) avec (Hl(Q, fa))F
car HY(€), F,) est nul.

On considére alors un élément f de HO(T\X, F,) = HO(I'\X, Fo)'. Etant
donné que P(f) est invariant par I', P(f) est bien dans H'(I'\Q, Fy), ce qui
prouve le premier résultat.

La seconde assertion est obtenue en appliquant le résultat de Williams [Wi2].

0
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