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Introduction

Soit GC un groupe de Lie complexe semi-simple connexe, et G une forme
réelle connexe de ce groupe. On suppose de plus que G possède un sous-
groupe de Cartan H qui soit compact. Soit B un sous-groupe de Borel
contenant H. L'espace homogène G/H peut être muni de diverses struc-
tures complexes di�érentes, en identi�ant G/H à une G-orbite ouverte de
l'espace des drapeaux GC/B. Notons la variété homogène complexe obtenue
en considérant l'ouvert contenant l'élément eB par Ω ' G/H. À chaque ca-
ractère µ de H, on peut associer un �bré en droites holomorphe GC ×B Cµ

sur GC/B. En prenant les germes de sections holomorphes de ce �bré, on
obtient un faisceau Fµ dont la cohomologie est bien connue : le théorème
de Bott-Borel-Weil nous a�rme que, si µ n'est pas singulier, la cohomologie
est concentrée en un degré, et l'action de GC sur l'espace correspondant en
fait une représentation holomorphe irréductible, et toute représentation ho-
lomorphe irréductible s'obtient ainsi.
Par restriction de GC × Cµ, on obtient un �bré en droites holomorphe sur
Ω. On note à nouveau Fµ le faisceau des germes de sections holomorphes de
ce �bré. Pour un caractère µ régulier et dominant, Schmid ([Sc2]) a prouvé
que la cohomologie de Dolbeault H•(Ω,Fµ) de ce faisceau était à nouveau
concentrée en un seul degré ; en ce degré l'espace obtenu est une représenta-
tion irréductible de G in�nitésimalement isomorphe à une série discrète de
G, et toute série discrète peut s'obtenir de cette manière. On obtient ainsi
une construction "géométrique" des séries discrètes. Maintenant, lorsque µ
n'est plus dominant régulier, un résultat de Wong ([Wo]) a�rme que les
représentations obtenues sur les espaces de cohomologies sont toujours ad-
missibles mais ne sont plus nécessairement irréductibles, elles sont en fait
in�nitésimalement équivalentes à des représentations obtenues par induction
cohomologique à la Zuckerman.
Considérons désormais un sous-groupe arithmétique discret co-compact Γ
de G. Le quotient Γ\Ω est alors une variété complexe compacte mais qui
n'est pas nécessairement algébrique ; c'est un exemple de variété de Gri�ths-
Schmid étudiée dans [Gr-Sc]. Le faisceau Fµ ci-dessus dé�nit, par passage
au quotient, un faisceau encore noté Fµ, sur Γ\Ω. On s'intéresse à nou-
veau à la cohomologie de Dolbeault H•(Γ\Ω,Fµ) de Fµ. Schmid ([Sc3]) et
Williams ([Wi2]) ont prouvé une conjecture de Langlands selon laquelle,
pour µ su�samment régulier1, la cohomologie est nulle en tous degrés sauf
un ; la dimension de l'espace non nul est égal à la multiplicité de la série

1il su�t notamment que µ+δ soit le paramètre de Harish-Chandra d'une série discrète
intégrable.
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2 INTRODUCTION

discrète de paramètre de Harish-Chandra µ+ δ dans L2(Γ\G).

Ce travail se propose d'étudier divers aspects de certains espaces de co-
homologie H•(Γ\Ω,Fµ) dans le cas du groupe G = SU(2, 2). On considère
en fait une forme anisotrope de G sur Q, de sorte que tout sous-groupe de
congruence Γ soit co-compact. Ce travail est organisé en deux parties relati-
vement indépendantes. Les deux parties suivent les articles [Ca] et [Ca2], où
le cas analogue du groupe SU(2, 1) est considéré. Dans la première partie,
on s'intéresse, pour une structure compacte sur G/H �xée, à "l'apparition"
(dans un sens à dé�nir) d'une certaine limite dégénérée de série discrète π1

dans la cohomologie d'un faisceau Fµ1 . Le caractère µ1 est hautement sin-
gulier, et nous ne sommes pas dans le cadre d'application du résultat de
Williams rappelé ci-dessus, ce qui permet à certaines représentations autres
que les séries discrètes, notamment cette limite dégénérée, d'intervenir dans
la cohomologie. On parvient à exprimer les classes de cohomologies corres-
pondantes à π1 en fonction du cup-produit de classes de cohomologies "mieux
connues" en ce sens qu'elles correspondent à deux séries discrètes. Tout ceci
est motivé par le fait que les représentations automorphes ayant pour com-
posante arichimédienne une limite dégénérée n'ont, au contraire du cas des
séries discrètes, aucune interprétation arithmétique ; l'idée est d'établir un
lien entre ces deux types de représentations au niveau de la cohomologie des
variétés de Gri�ths-Schmid.
La seconde partie est consacrée à l'étude de relations entre les cohomolo-
gies de faisceaux associées à di�érentes structures complexes sur G/H. Nous
avons choisi deux structures complexes particulières : l'une est celle consi-
dérée au premier chapitre, notée Ω, et l'autre est choisie a�n que G/H soit
algébrique et �bré holomorphiquement sur un domaine hermitien symétrique
G/K, où K est un sous-groupe compact maximal contenant H. On prouve
alors l'existence d'une application injective P entre l'espace de 0-cohomologie
H0(Γ\X,Fµ) (l'espace des formes modulaires "classiques") et l'espace de 1-
cohomologie H1(Γ\Ω,Fµ′) ; le caractère µ est choisi a�n que l'espace consi-
déré soit non nul, et µ′ est le translaté de µ par un vecteur ne dépendant
que de Ω et de X. On obtient également que sous certaines conditions plus
restrictives (conditions de Williams [Wi2] décrites ci-dessus), l'application
est bijective. L'application est d'abord construite entre les espaces de coho-
mologie homogène H0(X,Fµ) et H1(Ω,Fµ′), puis "passée" au quotient. La
motivation initiale était de pouvoir exprimer les classes de cohomologie de
la première partie correspondant aux séries discrètes en fonction de formes
modulaires "classiques". Ceci est fait pour l'une des deux séries discrètes,
les classes de cohomologie correspondantes étant l'image par P de classes de
0-cohomologies sur Γ\X.

La première partie s'organise comme suit. Les généralités sur les variétés
de Gri�ths-Schmid Γ\Ω décrites ci-dessus sont rappelées dans le premier
chapitre. On précise que le choix d'une structure complexe de Ω ' G/H
correspond au choix, à l'action du groupe de Weil WK de ∆K près, d'un
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système de racines positives ∆+ : si n désigne l'algèbre nilpotente dé�nie par

n =
⊕
α∈∆+

gα,

où gα est l'espace propre de la racine α, et b le sous-groupe de Borel dé�ni
par b = hC ⊕ n de sous-groupe normalisateur B dans GC, on identi�e G/H
à la G-orbite ouverte de eB dans GC/B. On rappelle ensuite une relation
due à Schmid, essentielle pour ce travail, interprétant les espaces H•(Γ\Ω)
en terme de représentations de G. Plus précisément, on a :

H•(Γ\Ω,Fµ) '
⊕

mΓ(π)H•(b, H, π ⊗ µ), (0.1)

où la somme est prise sur l'ensemble des représentations irréductibles uni-
taires π de G et mΓ(π) est la multiplicité de π dans L2(Γ\G). Ce résultat est
également donné sous forme adélique, et la somme est obtenue en décompo-
sant l'espace des formes automorphes de G en représentations automorphes.
Dire qu'une représentation π "intervient" dans une classe de cohomologie de
H•(Γ\Ω,Fµ) signi�e que cette classe, par l'isomorphisme (0.1), est dans le
terme indexé par π dans le membre de droite. Remarquons au passage que le
résultat de Schmid et Williams rappelé précédemment a�rme que seules les
séries discrètes interviennent dans cette somme dès que µ est su�samment
régulier.

Dans le second chapitre nous introduisons la limite dégénérée de série dis-
crète π1 qui est le principal objet de cette première partie. Nous introduisons
également une famille in�nie de séries discrètes π2 et π3 en expliquant soi-
gneusement les raisons des conditions que nous avons imposées sur leurs pa-
ramètres de Harish-Chandra λ2 et λ3. Soergel a étudié la (b, H)-cohomologie
(ou, de façon équivalente, la n-cohomologie) des limites dégénérées de série
discrète dans [So]. Nous appliquons ce résultat pour les limites de séries dis-
crètes totalement dégénérées, c'est-à-dire de paramètre de Harich Chambra
nul, et pour chaque structure complexe sur G/H décrite ci-dessus. Cette co-
homologie est égale à zéro pour toute structure complexe à l'exception de
deux d'entre elles, Ω et Ω′. On prouve ainsi qu'une limite totalement dégé-
nérée intervient dans la cohomologie d'un certain faisceau Fµ1 sur Γ\Ω.
Avant d'aller plus avant, il nous faut expliquer précisément le premier ré-
sultat que nous cherchons à obtenir. Considérons les espaces de cohomologie
Hp(b, H, π1⊗µ1) et Hq(b, H, π2⊗µ2), où p, q, π2 et µ2 sont, pour le moment,
quelconques (avec tout de même la condition que la cohomologie concernée
soit non nulle). Alors par cup-produit on a une application :

Hp(b, H, π1 ⊗ µ1)⊗Hq(b, H, π2 ⊗ µ2) ∪→ Hp+q(b, H, π1⊗̂π2 ⊗ µ3),
(0.2)

où µ3 = µ1.µ2 et π1⊗̂π2 est le produit tensoriel complété de π1 et π2. Suppo-
sons maintenant qu'il existe une représentation π3 qui soit un facteur direct
fermé de multiplicité 1 dans π1⊗̂π2. On dispose alors d'une projection bien
dé�nie (à un scalaire près) de π1⊗̂π2 sur π3. On en déduit au niveau de la
cohomologie une application proj

proj : Hp+q(b, H, π1⊗̂π2 ⊗ µ3) → Hp+q(b, H, π3 ⊗ µ3). (0.3)
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Le résultat souhaité peut alors s'énoncer ainsi :

Théorème 0.1. Soit (π2, π3) un couple de séries discrètes de la famille
in�nie considérée ci-dessus. Pour p = 2, q = 1, et pour un choix de µ2 imposé
par π2, la composée du cup-produit et de l'application proj :

H2(b, H, π1 ⊗ µ1)⊗H1(b, H, π2 ⊗ µ2) → H3(b, H, π3 ⊗ µ3) (0.4)

est bijective ; les espaces apparaissant sont alors tous de dimension 1.

Remarquons que le fait que les espaces sont de dimension 1 est une consé-
quence immédiate de l'application du théorème de Soergel pour π1 et d'un
théorème de Schmid [Sc] dans le cas des séries discrètes. À la �n du second
chapitre, nous dé�nissons la famille in�nie de séries discrètes ainsi que les
paramètres p, q et µ2 a�n que l'application (0.4) ait un sens, la preuve de la
bijectivité fera l'objet du chapitre suivant. Le fait que les espaces de cohomo-
logie concernés doivent être non nuls impose : p = 2 et q = 1 ; le paramètre
λ2 de la représentation π2 doit alors appartenir à une certaine demi-droite
de l'espace des poids, et λ3 est le translaté de λ2 par un vecteur constant.
On véri�e �nalement que π3 est un facteur direct fermé de π1⊗̂π2.

Le coeur de la preuve du théorème 0.1 est l'objet du chapitre 3. Rappelons
que K désigne le sous-groupe compact maximal contenant H ; notons k son
algèbre de Lie et g = k⊕ p la décomposition de g donnée par l'involution de
Cartan. Soit ∆ = {eij} le système de racines de (gC, hC), de sorte que l'on a
la décomposition :

gC = hC ⊕
∑
α∈∆

gα.

On note ∆K l'ensemble des racines compactes de ∆, c'est-à-dire qui soit une
racine de (kC, hC) ; ∆n désigne l'ensemble des racines non compactes.
On commence par prouver que π3 a pour multiplicité 1 dans π1⊗̂π2. On y
montre en fait un peu plus : la projection proj envoie le produit tensoriel des
K-types minimaux Λ1 et Λ2 de π1 et π2 sur le K-type minimal Λ3 de π3. La
preuve consiste à considérer tous les vecteurs du module de Harish-Chandra
de π1 ⊗ π2 sur lesquels K agisse par Λ3 (la composante Λ3-isotypique) et à
démontrer que, parmi ceux-ci, une seule droite est annulée sous l'action d'un
certain vecteur X32, qui est dans l'espace propre ge32 de la racine e32 ∈ ∆n.
Notons V l'espace des vecteurs véri�ant cela. Le K-type minimal de π3 étant
annulé parX32, le fait que V soit de dimension 1 su�t à obtenir le résultat es-
compté. On commence par appliquer la formule de Blattner, qui reste valable
dans les cas des limites de série discrète, a�n de connaître tous les K-types
des représentations π1, π2 et π3. Une formule de Steinberg permet ensuite
de déterminer, parmi tous les produits tensoriels de K-types de π1⊗̂π2, ceux
qui contiennent Λ3. On obtient une famille Ln ⊗Mn de produits tensoriels
de K-types paramétrés par un entier naturel n ; pour n = 0, le produit
L0 ⊗M0 correspond à Λ1 ⊗ Λ2. À ce stade, aucune connaissance de l'ac-
tion d'éléments "non compacts" (en dehors de K) n'a été nécessaire. Il faut
cependant obtenir des informations sur l'action de X32 ∈ p sur les espaces
Ln ⊂ π1 et Mn ⊂ π2. Ceci ne pose aucun problème pour la représentation
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π2 car c'est une série discrète holomorphe, dont une réalisation explicite est
bien connue. Les calculs sont menés dans la section 1.3, et l'action de X32

est totalement connue. La représentation π1 est plus délicate à aborder, car
on ne dispose pas d'une réalisation explicite. On a cependant besoin d'un
résultat moins précis que celui de π2 : il s'agit simplement de prouver que
π1(X32).Ln est inclus dans Ln+1. On parvient heureusement à contourner
l'absence de connaissance précise sur π1 en utilisant la structure particulière
des K-types étudiés auparavant, et le fait que l'action de π1(X32) commute
à celle de π1(Xα), pour toute racine compacte α dominante relativement
à un choix d'un système de racine positive. On conclut par un argument
d'unicité du plus haut poids (voir section 1.4). On est désormais en mesure
de prouver le fait que V est de dimension 1. On considère les projetés vn
d'un élément v dans la composante Λ3-isotypique de π1⊗̂π2 sur chacun des
espaces Ln ⊗Mn. On utilise alors les résultats précédents pour prouver que
la condition π1(X32).v = 0 implique que (vn)n∈N est entièrement déterminé
par v0. Les espaces L0 et M0 étant de dimension 1, l'ensemble des vecteurs
v précédents annulés par π1(X32) sera également de dimension 1. Comme
nous l'avons expliqué plus haut, on en déduit que π3 a pour multiplicité 1.

L'application proj du théorème 0.1 étant ainsi bien dé�nie à un scalaire
près, nous allons décrire l'idée de la preuve de ce théorème. L'inclusion kC ∩
n ⊂ n permet de dé�nir une suite spectrale de Hochschild-Serre Ei,jr :

Ei,jr ⇒ H i+j(n, π)−µ ' H i+j(b, H, π ⊗ µ).

Nous allons prouver que l'application "proj ◦ ∪" de (0.4) dé�nie une bijec-
tion au niveau de la première feuille 1E1, 2E1 et 3E1 des suites spectrales
respectivement attachées à π1, π2 et π3 ; puis que cette bijection su�t à
induire une bijection au niveau de la (b, H)-cohomologie en entier. Ceci re-
pose sur le fait que toutes les suites spectrales considérées dégénèrent à la
première feuille. Pour les représentations π2 et π3, la dégénèrescence est au-
tomatique : c'est un résultat général sur les séries discrètes (voir par exemple
[Wi]). En revanche pour π1 la situation est plus compliquée, aucun théorème
de dégénérescence n'étant disponible. Une raison heuristique qui expliquerait
pourquoi la première page pourrait être insu�sante pour π1 est que l'espace
de Harish-Chandra des limites de séries discrètes n'est pas déterminé de
façon unique par la structure des K-types, contrairement au cas des séries
discrètes (théorème du K-type minimal) ; or la feuille E1 et ses di�érentielles
font intervenir uniquement l'action de K sur les K-types. Les calculs de ces
premières feuilles sont e�ectués dans la section 1.5, et on trouve en e�et que
la suite spectrale de π1 n'est pas nécessairement dégénérée, une di�érentielle
dans la seconde feuille 1E2 pouvant être non nulle :

1E
0,2
2

d→ 1E
2,1
2 .

L'étude de cette di�érentielle s'avère compliquée, car elle fait intervenir l'ac-
tion d'éléments en dehors de K. Mais nous connaissons déjà la cohomologie
de π1, que nous avons obtenue en appliquant le résultat de Soergel dans le
deuxième chapitre. On en déduit que la di�érentielle d ci-dessus est nulle,
donc que la suite spectrale de π1 dégénère à la première feuille. Le reste de
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la preuve consiste à établir la bijection dans les feuilles E1 (on utilise notam-
ment le fait que Λ1 ⊗ Λ2 se projette sur Λ3), et à expliquer comment cela
induit la bijection au niveau de la cohomologie.

Les résultats concernant la cohomologie des faisceaux sont énoncés dans
le chapitre 4. L'application cup-produit :

H2(Γ\Ω,Fµ1)×H1(Γ\Ω,Fµ2) ∪→ H3(Γ\Ω,Fµ3)

correspond, via l'isomorphisme (0.1) (ou plutôt son équivalent en termes de
formes automorphes), à une application :

H2(b, H,AU ⊗ µ1)×H1(b, H,AU ⊗ µ2) ∪→ H3(b, H,AU ⊗ µ3), (0.5)

où AU est l'ensemble des formes automorphes U -invariantes, U étant un
sous-groupe ouvert compact de G(Af ) (voir chapitre 1). On obtient alors le
théorème principal (ou plutot une forme duale) suivant :

Théorème 0.2. Soient φ1 et φ2 deux classes dans le membre de droite
de (0.5). Supposons de plus que ces classes proviennent de π1 et π2 dans le
sens usuel. Alors leur image φ1 ∪ φ2 par l'application (0.5) est un élément
("virtuellement") non nul dont la projection sur la composante provenant de
π3 est non nulle.

Ici "virtuellement" signi�e que l'on peut être amené à considérer un sous-
groupe U ′ plus petit. La di�culté dans la preuve vient du fait qu'apparaît
à un moment la projection π1 ⊗ π2

p→ π3 "vue" dans l'espace des formes
automorphes AU×U de G×G (ou plutôt sa complétion L2). Il n'est alors pas
sûr que l'image d'un élément sera une forme automorphe K-�nie. Un article
de Harris [Ha2] permet de répondre par l'a�rmative à condition que π3 soit
une série discrète intégrable, hypothèse que nous adoptons.
Le résultat central est obtenu par un argument de dualité de Serre. La no-
tation π̃ signi�e représentation contragrédiente de π.

Théorème 0.3. Les classes de 4-cohomologie de Fµ1 provenant de la
limite dégénérée π̃1 sont des combinaisons linéaires de cup-produits de classes
de 1 et de 3 cohomologie de Fµ2 et Fµ′3 provenant virtuellement de séries
discrètes π2 et π̃3 (théorème 4.2).

Remarquons pour �nir que, dans cette première partie, l'emploi des va-
riétés de Gri�ths-Schmid à la place des variétés de Shimura Γ\G/K, qui
possèdent pourtant bien plus de propriétés arithmétiques, se justi�e par le
fait que les limites dégénérées n'interviennent pas dans la cohomologie des
faisceaux localement homogènes correspondants. Dans le même esprit, parmi
les 6 structures complexes possibles pour G/H, deux structures (conjuguées)
X et Y sont des �brés sur des domaines hermitiens symétriques G/K, et ont
l'avantage d'être des variétés algébriques. Cependant, un résultat de Mir-
kovìc [Mi] a�rme que, à l'instar des variétés de Shimura, ces variétés n'ont
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aucune limite dégénérée intervenant dans leur cohomologie.
Une voie possible pour tenter de pallier l'absence "d'algébricité" de Γ\Ω est
d'exprimer une (Γ\Ω)-classe (classe dans la cohomologie sur Γ\Ω) en fonc-
tion d'une (Γ\X)-classe ou d'une (Γ\Y )-classe. Cela est fait dans [Ca2] dans
le cas de SU(2, 1). Dans la seconde partie de cette thèse, nous parvenons à un
résultat partiel : une application bijective P est dé�nie entre H0(Γ\X,Fµ) et
H1(Γ\Ω,Fµ′), où µ appartient à une certaine chambre de Weil et µ′ est un
translaté de µ. Les conditions sur µ sont telles que l'on peut choisir µ′ = µ2,
où µ2 est celui considéré au théorème 0.3.

La seconde partie s'organise comme suit. Dans le chapitre 5, nous dé�-
nissons une application P de type Penrose au niveau des espaces homogènes
(sans quotienter par Γ). Celle-ci peut être entièrement dé�nie en utilisant
les complexes de Dolbeault. Cependant, a�n de prouver l'injectivité de cette
application dans le chapitre 6, nous utilisons des propriétés de fonctions holo-
morphes, rendant l'emploi des complexes de Dolbeault peu adapté. Un travail
de Gindikin [Gi] permet de calculer la cohomologie cohérente des faisceaux
considérés par un complexe dont les éléments sont des sections holomorphes
de certains faisceaux. Aussi les résultats du chapitre 5 sont énoncés à chaque
fois en fonction des complexes de Dolbeault et des complexes de Gindikin.
Dans un premier temps, et indépendamment de la discussion précédente,
nous exprimons les faisceaux Fµ sous forme de certains faisceaux Fa,b,c de
germes de fonctions holomorphes ; a, b, c sont trois entiers donnant le degré
d'homogénéité d'une section en fonction d'un drapeau2 (p, d, P ). L'avantage
de cette formulation est qu'il est plus aisé de déterminer si une fonction don-
née est une section d'un de ces faisceaux.
Nous dé�nissons ensuite, au paragraphe 3, le complexe décrit par Gindikin.
Plus précisément, on y dé�nit un �bré U sur Ω, et on véri�e que c'est un es-
pace de Stein, dont les �bres sont contractiles. Dans ces conditions, Gindikin
prouve que la cohomologie de Fµ est isomorphe à la cohomologie relative de
De Rham :

Hn(Ω,Fµ) ' Hn (Γ(U,Ωn
π(Fµ))) , (0.6)

où Ωn
π est l'espace des n-formes di�érentielles relatives par rapport à la pro-

jection U π→ Ω, et Γ(. . . ) désigne l'espace des sections globales de (. . .).
Rappelons que notre objectif est de dé�nir une application au niveau de la
cohomologie des espaces homogènes locaux Γ\X et Γ\Ω, et que ces coho-
mologies sont calculées en termes de (b, H)-cohomologies de représentations
(cf. (0.1)), parmi lesquelles les séries discrètes3 ; on calcule donc la (b, H)-
cohomologie des séries discrètes pour le sous-groupe de Borel b attaché à
X (le cas Ω a déjà été traité dans la première partie). Il en résulte que la
chambre de Weyl (a�ne) contenant les µ pour lesquels H0 est non nul pour
X, et celle considérée pour le H1 de Ω sont translatés l'une de l'autre par la
racine e14. On cherche alors naturellement une application véri�ant :

P : H0(X,Fµ)→ H1(Ω,Fµ+e14),

2ou plutôt d'un relevé (p̃, d̃, P̃ ) via les plongements de Plücker, voir �2.
3et même seules les séries discrètes, pour µ su�samment régulier.
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pour µ dans la chambre de 0-cohomologie des séries discrètes. Heuristique-
ment, on utilise un certain cocycle, noté η, dans le complexe attaché à
H1(Ω,Fe14) (versions Dolbeault et Gindikin), qui permet de translater µ
en µ + e14 et d'augmenter le degré H0 en H1. L'application P en découle
(voir le paragraphe 6).

Dans le chapitre 6, on prouve que l'application P est injective au niveau
de la cohomologie des espaces homogènes, puis que cette application permet
de dé�nir une application injective au niveau des variétés de Gri�ths-Schmid.
On se place exclusivement dans le formalisme de Gindikin.
Avant de rentrer dans les grandes lignes de la preuve, expliquons un "pro-
cédé" qui est au centre de la plupart des preuves de ce chapitre. À un certain
point, on est amené à considérer des fonctions holomorphes s sur un certain
sous-espace D de l'ensemble des drapeaux, qui de plus sont homogènes dans
l'espace relevé (non projectif). On choisit un espace F , ainsi qu'une surjection
F → D, de sorte que F satisfasse les conditions d'utilisation du théorème
de prolongement de Hartogs. On peut alors associer à s une fonction holo-
morphe homogène σ sur F , et les propriétés de F ainsi que l'homogénéité
de s assurent que σ détermine uniquement s. De plus F a été choisi a�n
que l'on puisse prolonger holomorphiquement σ à un espace plus grand en
utilisant le théorème de Hartogs. Si l'espace prolongé contient un C-espace
vectoriel, l'homogénéité de σ en fait un polynôme sur cet espace.
La preuve de l'injectivité de P consiste à considérer une section holomorphe
φ dans Γ(U,Ωn

π(Fµ)) telle que dπ(φ) = P(f) et à prouver que φ est iden-
tiquement nul. On applique le procédé décrit ci-dessus en considérant pour
F un sous-espace de drapeaux de l'orthogonal p⊥ d'un point �xé p. On ap-
plique le procédé précédent pour s = φ puis pour s = P, et la comparaison
des coe�cients des polynômes obtenus permet de prouver qu'ils sont tous
nuls. L'injectivité en découle.

Il reste à prouver que l'application P permet de dé�nir une application
au niveau des espaces homogènes locaux Γ\G/H. On utilise pour cela la suite
spectrale de Cartan-Leray, ou plutôt la suite exacte attachée aux termes de
bas degré :

H1(Γ, H0(Ω,F))→ H1(Γ\Ω,F)→
(
H1(Ω,F)

)Γ → H2(Γ, H0(Ω,F)).

On voit ainsi que lorsque H0(Ω,F) est nul, on peut identi�er H1(Γ\Ω,F) à(
H1(Ω,F)

)Γ
, ce qui permet d'en dé�nir P sur ce dernier espace.

Il su�t donc de prouver que H0(Ω,Fµ′) est nul pour les µ′ considérés. On
commence par prouver que toute section holomorphe globale d'un faisceau
Fµ′ sur Ω se prolonge holomorphiquement à l'espace des drapeaux D en
entier. Expliquons les conséquences de ce résultat avant d'en schématiser
la preuve. L'espace des sections holomorphes globales Γ(D,Fµ′) est l'objet
du théorème de Borel-Weil ; cet espace est nul dès que µ n'est pas anti-
dominant vis-à-vis du système de racines dé�nissant Ω. Pour les µ′ que nous
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considérons, ceci est toujours le cas, d'où :

H0(Ω,F′
µ
) = 0 pour les µ′ considérés.

La démonstration du résultat de prolongement d'une section s ∈ Γ(Ω,Fµ′)
utilise deux fois le procédé décrit ci-dessus, une fois en considérant l'ensemble
des drapeaux (p, d, P ) ∈ Ω à p �xé, une fois en �xant l'hyperplan P . Deux
problèmes apparaissent alors : les prolongements ayant été faits à p et P
�xé, il n'est pas clair que la fonction obtenue sera holomorphe ; de plus
l'espace sur lequel on prolonge s n'est pas D en entier. Nous allons à nouveau
utiliser le procédé ci-dessus, en considérant comme espace F l'ensemble des
triplets de points (p, y, z) tel que (p,< p, y >,< p, y, z >) soit un drapeau
de Ω. La section s correspond alors à une fonction holomorphe σ sur F . Le
prolongement précédent à p �xé permet de dé�nir σ sur les triplets (p, y, z),
sans restriction sur y et z, mais pour p de signature négative. La fonction
étant holomorphe homogène, c'est un polynôme en y et en z. La �n de la
preuve repose alors sur les coe�cients de ce polynôme (qui dépendent de
p). On possède su�samment d'information pour a�rmer que ces coe�cients
dépendent holomorphiquement de p (donc le prolongement à p �xé est bien
une fonction holomorphe), et le prolongement précédent à P �xé permet
d'étendre ces coe�cients sans restrictions sur p. La fonction σ se prolonge
donc à

(
C4
)3
, ce qui implique que s se prolonge à D.

On a donc prouvé la première assertion du théorème suivant :

Théorème 0.4. (1) Soient µ et µ′ = µ + e14 deux poids entiers
appartenant aux chambres de Weil a�nes décrites précédemment.
Alors l'application

P : H0(Γ\X,Fµ)→ H1(Γ\Ω,Fµ′)
est injective.

(2) Si de plus la série discrète de paramètre µ− δX , où δX est la demi-
somme des racines dé�nissant la structure complexe de X, est une
série discrète intégrable, alors P est bijective.

La seconde assertion est obtenue en appliquant le résultat de Williams
[Wi2] rappelé au début de cette introduction. Nous terminons le chapitre 6
par une discussion sur la motivation de cette seconde partie, à savoir décrire
les classes apparaissant dans la première partie en fonction de classes mieux
comprises.

Finalement, nous avons remarqué que les résultats de la seconde partie
se généralisaient naturellement aux groupes de type SU(n, n) et SU(n +
1, n). Les démonstrations restant très similaires au cas SU(2, 2), bien que
plus techniques, nous avons décidé de mettre cela en annexe, en donnant les
preuves complètes et en expliquant en quoi celles-ci di�erent du cas SU(2, 2).





Première Partie : Limites dégénérées

de séries discrètes et leurs

cohomologies.





CHAPITRE 1

Variétés de Gri�ths-Schmid, faisceaux et

cohomologie

1. Variétés de Gri�ths-Schmid

Soit G un groupe algébrique dé�ni sur Q tel que GC soit un groupe de Lie
connexe et semi-simple. À tout sous-groupe parabolique B de GC on peut
associer la variété algébrique compacte GC/B. Si GR est un groupe connexe
réel tel que le sous-groupe H = GR ∩ B est compact, alors on peut munir
GR/H d'une structure complexe en l'identi�ant à la GR orbite ouverte de
eB dans GC/B (e étant l'élément neutre de GC). Notons Ω la variété ainsi
obtenue.
Considérons maintenant un sous-groupe de congruence Γ de G agissant pro-
prement et sans point �xe sur Ω. Alors la variété complexe obtenue en quo-
tientant Ω par Γ est une variété de Gri�ths-Schmid GSΓ de G au sens de
[Gr-Sc]. Contrairement aux cas des variétés de Shimura, elles ne sont pas
nécessairement algébriques.
Ces variétés ont, tout comme les variétés de Shimura, une description adé-
lique. Notons A l'ensemble des adèles et Af l'ensemble des adèles �nies. Soit
U un sous-groupe ouvert et compact de Af . On dé�nit alors une variété de
Gri�ths-Schmid par le quotient :

GSU = G(Q)\
(
Ω×G(Af )

)
/U. (1.1)

Le lien avec la dé�nition ci-dessus se fait de façon analogue au cas des variétés
de Shimura en remarquant que G(Q)\G(Af )/U est un ensemble �ni dont on
note γi une famille de représentants. La variété GSU se décompose alors
comme l'union disjointe suivante :

GSU =
∐

Γi\Ω,

avec Γi = γiUγ
−1
i ∩G(Q). Chaque composante connexe est donc une variété

de Gri�ths-Schmid au sens "classique".

On s'intéresse ici à une forme anisotrope du groupe SU(2, 2) sur Q,
évitant ainsi tout problème de compacti�cation car les quotients Γ\GR/H
sont compacts. Ce type de groupe est obtenu en considérant une algèbre
centrale simple de dimension 16 sur un corps quadratique imaginaire que l'on
munie d'une involution de seconde espèce (voir [Cl]). Ce groupe véri�e GR =
SU(2, 2) et GC = SL4(C), et nous noterons tant que cela n'entraîne pas de
confusion G le groupe GR. Ce groupe satisfait aux conditions d'existence des

13
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variétés de Gri�ths-Schmid, et les variétés que nous considérons sont celles
obtenues à partir de certains sous-groupes de Borel B. Les variétés GC/B
sont alors des variétés de drapeaux de C4 et les groupes H = B ∩ GR sont
des sous-groupes de Cartan de G.

Le sous-groupe compact maximal K que l'on considère est formé des
matrices de la forme :

K :


∗ ∗ 0 0
∗ ∗ 0 0
0 0 ∗ ∗
0 0 ∗ ∗

 ,

et le sous-groupe de Cartan H est formé des matrices de la forme :

H :


∗ 0 0 0
0 ∗ 0 0
0 0 ∗ 0
0 0 0 ∗

 .

Notons B0 le sous-groupe de Borel de GC formé des matrices triangulaires
supérieures.

A�n de décrire les variétés de Gri�ths-Schmid de ce groupe, nous com-
mençons par étudier les di�érentes GR-orbites de eB dans GC/B. Il su�t
pour cela d'étudier toutes les GR-orbites ouvertes de GC/B0, les sous-groupes
de Borel étant conjugués sous GC.
On note D la variété de drapeaux de V = C4, isomorphe à GC/B0. Les
GR-orbites ouvertes des grassmanniennes de k-plans sont obtenues en appli-
quant le théorème de Witt pour la forme hermitienne q(x, y, z, t) = |x|2 +
|y|2 − |z|2 − |t|2. On trouve que ces orbites sont données par les di�érentes
signatures possibles de la restriction de la forme q aux k-plans. Il y a deux
possibilités pour la signature de la restriction de q à un point x de P(V ), que
nous notons naturellement + et − ; pour une droite d de P(V ), il y a trois
possibilités, notées ++, +− et −− ; �nalement pour un plan P de P(V ),
deux possibilités, notées + + − et + − −. Les espaces de grassmanniennes
correspondants sont notés Gr+−(V ) pour l'espace des 2-plans de signature
+− et de la même façon pour les autres.
Les GR-orbites de D sont alors obtenues en prenant les drapeaux (x, d, P )
de P(V ) pour lesquels la signature de la restriction de q est �xée. On trouve
alors six possibilités, notées comme suit :

(+ +−), (+−+), (+−−), (−+ +), (−+−), (−−+),
où à chaque fois le premier signe donne la signature sur le point (dans l'espace
projectif), les deux premiers signes la signature sur la droite et les trois signes
la signature sur le plan. Ainsi (+−+) est l'ouvert de D formé des points de
signature positive par rapport à q, des droites de signature +− et des plans
de signature +−+.
Les orbites ci-dessus forment l'ensemble des GR-orbites ouvertes de GC/B0.
Il y a donc six façons de mettre une structure complexe sur GR/H. Nous
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notons Ω(+−+) la variété correspondant à l'ouvert (+ − +) et les autres de
façon similaire.
La dualité relativement à la forme q peut se traduire par la formule suivante :

le dual de l'espace (ε1 ε2 ε3) est l'espace (ε1ε2ε3 ε3 ε2). (1.2)

Ainsi (+−−) et (−+ +) sont auto-duaux, le dual de (+ +−) est (−−+)
et celui de (+−+) est (−+−).
Dans la suite, deux variétés joueront un rôle particulier : les variétés Ω(−+−)

et Ω(+−+), duales l'une de l'autre. Les deux éléments de Ω(−+−) et Ω(+−+)

suivants :


0
0
•
0

 ,


•
0
•
0

 ,


•
0
•
•


 et



•
0
0
0

 ,


•
0
•
0

 ,


•
•
•
0

 ,

 ,

ont pour stabilisateur sous l'action de GC les sous-groupes de Borel B(−+−)

et B(+−+) dé�nis par :

B(−+−) =


∗ ∗ 0 ∗
0 ∗ 0 0
∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ 0 ∗

 B(+−+) =


∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ 0 ∗
0 ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∗

 .

Une autre façon de décrire les structures complexes sur GR/H est d'en don-
ner les espaces tangents holomorphes et anti-holomorphes. Si l'on note p
la projection de GR sur GR/H, l'espace anti-holomorphe de Ω(−+−) et de
Ω(+−+)) s'identi�e, via p∗, respectivement à l'algèbre nilpotente associée à
B(−+−) et à B(+−+) (voir par exemple [Gr-Sc], �1).

Nous ne donnerons pas les espaces anti-holomorphes des quatre autres
variétés, remarquons simplement que celles-ci sont paramétrées par les sys-
tèmes de racines positives de GC par rapport à HC. Donnons quelques nota-
tions avant d'en expliquer la raison. On note g, h, b et k les algèbres de Lie
de G(R), H, B et K respectivement, et gC, hC et kC leur complexi�cations.
Le système de racines associé au couple (gC, hC) est noté ∆. Il est composé
des racines eij , i et j étant deux entiers distincts entre 1 et 4, dé�nies comme
suit : si X est un élément de hC, eij(X) est la di�érence du i-ème élément
de la diagonale de X avec le j-ème élément. Le groupe de Weyl associé sera
noté W . Si l'on remplace (gC, hC) par (kC, hC), on obtient le système de ra-
cine compact ∆K et le groupe de Weyl compact WK .
Chaque algèbre de Borel contenant H peut s'identi�er à un choix de système
de racines positives de g par rapport à l'algèbre de Lie h de H. Il y a deux
normalisations possibles, nous choisissons ici celle-ci :

∆+ 7→ hC ⊕
∑
α∈∆+

gα (1.3)

où ∆+ est un système de racines positives et gα est l'espace propre associé
à la racine α. Donc chaque système de racines positif permet de dé�nir une
structure complexe sur GR/H.
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D'autre part, rappelons que le groupe de Weyl compact WK est égal au
quotient du normalisateur de H dans G sur le centralisateur de H dans G. Il
en résulte que deux systèmes de racines positives dans la même WK-orbite
donnent la même structure complexe. Pour le voir, il su�t de considérer
l'application suivante, qui est un holomorphisme d'inverse holomorphe :

GC/B → GC/B
′

xB 7→ gxg−1B′

où g est un représentant d'un élément de WK et B′ = gBg−1. On retrouve
alors les six structures complexes à partir des six WK orbites de systèmes de
racines positives.

2. Faisceaux

Nous allons dé�nir certains faisceaux sur les variétés de Gri�ths-Schmid
GSΓ considérées précédemment, et étudier les liens entre la cohomologie de
ces faisceaux et la (b, H)-cohomologie des représentations automorphes de G.

Considérons Ω la GR-orbite ouverte de eB dans GC/B pour un sous-
groupe de Borel B deGC, Γ un sous-groupe arithmétique deG etGSΓ = Γ\Ω
la variété de Gri�ths-Schmid associée. Soit (µ,Cµ) un caractère algébrique
de HC. On prolonge µ à B de façon triviale. On considère alors le �bré
en droite GC ×B Cµ sur GC/B dé�ni comme quotient de GC × Cµ par les
relations (g.b, c) = (g, µ(b).c) où g, b et c sont des éléments de GC, B et Cµ

respectivement. Ce �bré en droites est holomorphe et GC-équivariant.
On considère alors le faisceau des germes de sections holomorphes de ce �bré,
que l'on restreint ensuite à Ω. Le faisceau obtenu est GR-équivariant, et on
obtient par passage au quotient un faisceau localement libre sur GSΓ noté
Fµ.
Une version adélique de ce faisceau est obtenue en prenant l'injection j :
GR/H ↪→ GC/B, puis le �bré :

G(Q)\j∗(GC ×B Cµ)×G(Af )/U

sur GSU . On regarde alors le faisceau holomorphe associé, que l'on note éga-
lement Fµ.

La cohomologie cohérente de ce �bré possède un lien étroit avec la (b, H)-
cohomologie des représentations automorphes, à l'instar des variétés de Shi-
mura et de la (p,K)-cohomologie.
Soit AU l'ensemble des vecteurs de C∞(G(Q)\G(A)/U) qui sont K-�nis sous
l'action de GR et Z(g)-�nis, où Z(g) est le centre de l'algèbre enveloppante
de g. La réunion des AU pour tous les U ouverts compacts de G(Af ) est
le (g,K) × G(Af )-module des formes automorphes. Il se décompose en la
somme directe des représentations automorphes irréductibles de G. La com-
plétion de A par rapport à la norme L2 est notée A2. Une représentation
automorphe (π,Hπ) peut s'écrire comme le produit tensoriel Hπ = Hπf ⊗Hπ∞
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d'une représentation πf de G(Af ) par une représentation π∞ de G(R). La
représentation π∞ est appelée composante archimédienne de π. En notant
m(π) la multiplicité de π dans A, on a la relation :

A =
⊕

m(π)
(
Hπf
)U ⊗Hπ∞,

puis en passant aux vecteurs U -invariants, on obtient :

AU =
⊕

m(π)
(
Hπf
)U ⊗Hπ∞. (1.4)

La relation entre la cohomologie du faisceau précédent et la (b, H)-
cohomolgie de A est donnée par la relation suivante :

H∗(GSU ,Fµ) = H∗(b, H,AU ⊗ µ) (1.5)

L'article [Ha2] donne une démonstration du résultat correspondant pour les
variétés de Shimura et dans le cas d'un quotient non compact. Rappelons
que nous avons choisi une forme anisotropique de SU(2; 2), évitant ainsi tout
problème de compacti�cation, GSU étant compact. Cette démonstration se
généralise dans ce cas pour les variétés de Gri�ths-Schmid, et cela est fait
dans [Ca].
En combinant (1.4) et (1.5), on obtient :

H∗(GSU ,Fµ) =
⊕

m(π)Hπf,U ⊗H∗(b, H,H∞ ⊗ µ), (1.6)

et un résultat de Casselman-Osborne [Ca-Os] montre que seules les repré-
sentations automorphes πf ⊗π∞ telles que π∞ ait son caractère in�nitésimal
égal à χδ−µ peuvent apparaitre dans cette somme, où δ est la demi-somme
des racines positives correspondant à B.
Rappelons que la formule (1.6) est la généralisation d'une formule identique
pour les variétés de Shimura, dans laquelle la (b, H)-cohomologie est rem-
placée par la (p,K)-cohomologie, et les faisceaux considérés sont obtenus de
façon similaire aux Fµ en considérant une représentation irréductible σ de
K, comme nous l'avons évoqué en introduction. On peut dans ce cas obtenir
des informations sur les représentations automorphes ayant pour composante
archimédienne une limite de série discrète, mais aucune information sur les
représentations donot la composante archimédienne est une limite dégénérée
de série discrète, car celles-ci ont une (p,K)-cohomologie nulle (cf. [Mi]).
Dans le prochain chapitre, nous calculons la (b, H)-cohomologie des limites
de séries discrètes dégénérées de paramètre de Harish-Chandra nul et mon-
trons qu'elle n'est pas nulle.





CHAPITRE 2

Cohomologies des séries discrètes et leurs limites.

Nous nous plaçons dans le cadre archimédien dans toute cette partie. G
désigne GR ; H et K sont ceux dé�nis dans le chapitre précédent.
L'ensemble des racines simples d'un système de racines positives sera géné-
ralement noté R. Une chambre de Weyl C peut être dé�nie par un ensemble
de racines simples R en prenant tous les points ayant un produit scalaire
positif avec les éléments de R. Il y a une bijection entre les systèmes de
racines positives ∆+, les ensembles R de racines simples et les chambres de
Weyl C. Nous utiliserons indi�éremment les trois notations tant qu'il n'y a
pas de confusion possible.

1. Les limites dégénérées de série discrète de paramètre 0 et leur

cohomologie

1.1. Dé�nition et propriétés.

Une série discrète de G est une représentation irréductible telle que les
coe�cients matriciels associés sont des fonctions L2 sur le groupe. Ces re-
présentations sont paramétrées, à l'action du groupe de Weyl compact près,
par un élément λ du dual de ih ⊂ hC, et on les note alors π(λ) ou πλ. Les
paramètres λ possibles appartiennent à un réseau de (ih)∗ et se situent hors
des murs des chambres de Weyl. Une limite de série discrète est obtenue
en "poussant" le paramètre λ sur les murs par un foncteur de translation
de Zuckermann. La représentation obtenue est irréductible, elle n'est plus
L2 mais tempérée. Ces limites de séries discrètes sont paramétrées par un
couple (λ,C), où λ appartient à au moins un mur et C est une chambre de
Weyl contenant ce mur. Deux couples de paramètres donnent, à équivalence
près, la même représentation si, et seulement si, ils sont conjugués par le
groupe de Weyl compact. Une limite est dite dégénérée si le paramètre λ
est orthogonal à une racine compacte. Pour de plus amples détails, voir par
exemple [Kn], chapitre XII.

Les limites auxquelles nous nous intéressons sont les limites totalement
dégénérées, c'est à dire celles obtenues lorsque λ est nul. Si une des racines
compactes de R (donc simple) est orthogonale à λ, la représentation est
nulle. On doit donc choisir un système de racines simples R ne contenant
aucune racine compacte. Il ne reste que deux systèmes possibles, modulo le

19
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groupe de Weyl compact : R1 = {e32, e13, e24} et R2 = {e14, e42, e31}.

Avant de passer au calcul de la (b, H)-cohomologie, nous allons rappeler
quelques-unes des propriétés de ces cohomologies. Soit n l'algèbre nilpotente
telle que b = n ⊕ hC. La (b, H)-cohomologie d'une représentation est liée à
la n-cohomologie par la relation suivante :

H∗(b, H, π ⊗ µ) = H∗(n, π)−µ, (2.1)

où H∗(n, π)−µ désigne la composante de H∗(n, π) sur laquelle HC agit par le
caractère −µ. Rappelons que la n-cohomologie peut être calculée en utilisant
le complexe de cochaînes suivant :

Cq(n, π) = Hom(Λqn,Hπ), (2.2)

muni de la di�érentielle

df(x0, ..., xq) =
∑
i

(−1)iπ(xi).f(x0, ..., x̂i, ..., xq)

+
∑
i<j

(−1)i+jf([xi, xj ], x0, ..., x̂i, ..., x̂j , ..., xq).

Considérons n′ = ω.n avec ω un élément du groupe de Weyl compact.
Le groupe de Weyl compact étant égal au quotient du normalisateur de H
dans K par le centralisateur de H dans K, on peut donc considérer un re-
présentant w de ω dans K. La représentation (w.π) : g 7→ π(w−1gw) est
équivalente à π. Soit i : Cq(n, π) → Cq(n′, w.π) l'application qui à f associe
i(f) : (x1, ...xq) 7→ f(w−1x1w, ..., w

−1xqw), alors i commute avec les di�é-
rentielles des complexes que nous considérons. Ainsi H∗(n, π) ' H∗(n′, w.π),
donc H∗(n, π) est invariant sous l'action de WK sur n. Pour être plus précis,
on trouve que H∗(n, π)µ s'envoie sur H∗(n′, w.π)ω.µ.
Ainsi, si l'on souhaite calculer toutes les cohomologies de nos limites dégé-
nérées, il su�t de choisir un représentant de n de chacune des 6 orbites sous
l'action du groupe de Weyl compact. Une algèbre nilpotente maximale étant
associée au choix d'un système de racines positives ∆+ par la formule

n =
∑
α∈∆+

gα, (2.3)

on se limite aux systèmes de racines positives dé�nies par les ensembles de
racines simples1 −Ri , pour Ri donné par :
R1 = {e32; e13; e24} R2 = {e14; e42; e31} R3 = {e12; e31; e24}
R4 = {e34; e13; e42} R5 = {e41; e34; e12} R6 = {e23; e34; e12}

. (2.4)

1dans l'article de Soergel [So] que nous utiliserons pour calculer ces cohomologies,
l'algèbre associée au système Ri correspond à celle associé à −Ri dans nos notations,
d'où le choix de noter −Ri ici
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1.2. Calcul de la n-cohomologie.

Nous allons maintenant passer au calcul de la n-cohomologie de cette
limite de série discrète. Pour cela, nous allons utiliser le résultat obtenu
par Soergel dans [So]. Dans cet article, Soergel se ramène à un problème
géométrique par localisation, et transforme le problème du calcul de la n-
cohomologie à un calcul d'hypercohomologie d'un certain faisceau sur une
sous-variété de l'espace des drapeaux D. Ce calcul est ensuite ramené à celui
d'un complexe formé d'espaces vectoriels dont la base est donnée par certains
éléments du groupe de Weyl, et de di�érentielles dé�nies à l'aide d'ordres de
Bruhat sur ces éléments du groupe de Weyl.
Nous énonçons le résultat de Soergel avant de donner les dé�nitions des
divers éléments intervenant, puis nous appliquerons la méthode pour un n
�xé.

1.2.1. Descritpion du résultat de Soergel.

Dans ce paragraphe, π désigne une limite de série discrète de paramètre
(λ,C), n une sous-algèbre nilpotente maximale de gC dont l'ensemble des
racines positives associé comme en (2.3) est ∆+. On notera B la chambre de
Weyl opposée à celle dé�nie par ∆+ et δ la demi-somme des racines positives
par rapport a ∆+.

Théorème 2.1. (Soergel, [So]) Soit π une limite de série discrète de
paramètre (λ,C) de G, alors H∗(n, π)µ est nul sauf si µ + δ appartient à
(WK .λ). Dans ce cas, on a l'égalité :

Hn(n, π)µ ∼=
⊕
c∈N

H2c+2−nV (A,D, c).

Commençons par dé�nir les ensembles A et D, qui sont deux sous-
ensembles du groupe de Weyl W . Soit x0 l'élément de W qui envoie la
chambre B sur la chambre C, on pose alors A = WK .x0. On dé�nit D comme
étant l'ensemble des éléments de W envoyant B sur une des chambres conte-
nant µ + δ. Dit autrement, D = {x ∈ W ; x−1(µ + δ) ∈ B}. Remarquons
que lorsque λ est nul, µ+ δ est aussi nul, et donc D est toujours égal à W .
On dé�nit ensuite des familles de sous-ensembles de A∩D notés V (A,D, c),
où c est un entier naturel, qui dépendent de l'écart entre la "longueur" et la
"longueur compacte" des éléments de A ∩ D. Soit R le système de racines
simples correspondant à ∆+, et soit P le sous-ensemble de W formé des
trois symétries associées à R (dans le cas de SU(2, 2)). Alors P engendre
W et la longueur l(x) d'un élément x ∈ W est dé�nie comme la longueur
minimale des chaînes d'éléments de P dont le produit vaut x. Une autre
façon d'interpréter l(x) est de la voir comme le nombre de chambres de Weyl
séparant B de x.B. Cette interprétation nous permet de donner un sens
à la longueur compacte lK(x) comme étant le nombre de murs compacts
(i.e. orthogonaux à une racine compacte) séparant B et x.B. On pose alors
V (A,D, c) = {x ∈ A ∩D/l(x) = lK(x) + c}.
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Nous allons maintenant associer à chaque c un complexe de cochaînes de
la façon suivante. Pour chaque V (A,D, c), on considère la famille d'espaces
vectoriels (Ck(A,D, c))k∈N, où une base de Ck(A,D, c) est formé des élé-
ments de V (A,D, c) de longueur k. La dé�nition des di�érentielles est plus
�ne et repose sur la notion d'ordre de Bruhat sur W , que nous rappelons
brièvement.
Soit R l'ensemble des conjugués de P dans W . Pour v et w dans W , on écrit
v → w si :

∃t ∈ R / vt = w et l(v) < l(w). (2.5)

On dit que x est inférieur à y s'il existe une suite (wn) telle que :

x→ w1 → ...→ wn → y (2.6)

Cette relation est appelée ordre de Bruhat et notée < (voir par exemple
[Ga], �1.8). Pour (x, y, z, t) ∈W 4, on dit que (x, y, z, w) forme un "carré" si
{y, z} = {v/x < v < w}, si y 6= z et si l(x) = l(w)− 2. On choisit alors pour
tout couple x < y tel que l(x) = l(y) − 1 un signe s(x, y) de telle sorte que
s(x, y)s(x, z)s(y, w)s(z, w) = −1 pour tout carré (x, y, z, t). Si deux éléments
x et y ne sont pas dans un même carré, on pose s(x, y) = 0. La di�érentielle
d : Ck(A,D, c) → Ck−1(A,D, c) est dé�nie comme la matrice

(
s(x, y)

)
, où

x et y parcourent l'ensemble des vecteurs de la base de Ck(A,D, c) et de
Ck−1(A,D, c) respectivement.
On peut ainsi considérer les espaces de cohomologie de ces complexes, notés
H•V (A,D, c), et la n-cohomologie de nos séries discrètes est obtenue par la
formule du théorème.

Dans notre cas, nous verrons que la valeur précise de s(x, y) ne sera pas
nécessaire, nous aurons simplement besoin de savoir si s(x, y) est nul ou non.

1.2.2. Résultats.

Théorème 2.2. La n-cohomologie des limites de séries discrètes de pa-
ramètre de Harish-Chandra (0, C) est nulle si n est l'algèbre associée à −R3,
−R4, −R5 ou −R6 par la formule (2.3). Pour n correspondant à −R1 ou
−R2, les groupes de cohomologie H•(n, π(0, C))−δ qui sont non nuls, pour
δ la demi-somme des racines positives associées à n, sont donnés dans le
tableau suivant :

Cas C ↔ R1 Cas C ↔ R2

n↔ −R1 n↔ −R2 n↔ −R1 n↔ −R2

H2(n, π) = C H3(n, π) = C H3(n, π) = C H2(n, π) = C
H3(n, π) = C H4(n, π) = C H4(n, π) = C H3(n, π) = C

(2.7)

Avant de passer à la preuve de ce théorème, remarquons que les deux
limites de séries discrètes apparaissant sont contragrédiente l'une de l'autre



1. LIMITES DÉGÉNÉRÉES 23

(on a en e�et R1 = −R2 à l'action du groupe de Weyl compact près). La
dualité de Serre, à n �xé, nous donne donc les isomorphismes suivants :

Hk(n−Ri , πR1)−δ ' Hn−k(n−Ri , πR2)−δ,

avec les notations évidentes (voir 2 pour une explication plus précise). On
retrouve bien cette dualité dans le résultat.

Démonstration: Nous allons détailler le calcul dans un cas particulier,
les autres se traitant de façon similaire. On se place dans le cas où la chambre
C correspond àR1 et l'algèbre nilpotente n est donnée comme étant la somme
des espaces propres des racines du système positif engendré par −R1. Le sys-
tème de racines positives ∆+ est dans ce cas {e23, e31, e42, e43, e21, e41}, et la
demi-somme est δ = e41 + 1

2(e43 + e21).
Pour λ = 0, un seul µ doit etre envisagé : µ = −δ. A�n de simpli�er les
notations, nous identi�ons W avec S4 en associant à la symétrie liée à eij la
transposition (ij). On a alors P = {(23), (31), (42)}.
La �gure 2-1. suivante montre l'enveloppe complexe du système de racines
de G ainsi que l'image sur cette enveloppe des chambres de Weyl C et B,
ici confondues, représentées en hachuré. Le vecteur δ n'y apparaît pas : il
appartient à la chambre de Weyl opposée.

Fig. 2-1. Chambres de Weyl C et B
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On voit immédiatement que A = WK = {(12), (34), (12)(34), id} et D =
W . Il ne reste plus qu'à calculer les longueurs des éléments deWK . Le tableau
suivant donne le résultat :

id (12) (34) (12)(34)
l(x) 0 3 3 4
lK(x) 0 1 1 2

On en déduit que

V (A,D, 0) = {id}
V (A,D, 2) = {(12), (34), (12)(34)}

et les autres termes sont vides. Le complexe C∗V (A,D, 0) est donc de la
forme :

0← C← 0← 0← ...

D'où H0V (A,D, 0) = C et les autres termes sont nuls.
Le complexe C∗V (A,D, 2) est un peu plus compliqué :

0← 0← 0← 0 d2← C2 d3← C d4← 0← ...

On voit que (12) → (12)(34) car (34) = (24)(23)(24)−1 appartient à R. De
même on voit que (132) → (12) et (132) → (1342) → (12)(34). On véri�e
que (21) et (1342) sont les seuls éléments de longueur 3 compris entre (132)
et (12)(34) au sens de l'ordre de Bruhat. Donc ces quatre éléments forment
un carré, d'où s((12), (12)(34)) 6= 0. L'application d3 étant non nulle, on
trouve que H3V (A,D, 2) = C et les autres termes sont nuls.
Finalement, en appliquant la formule du théorème, on obtient :

H2(n, π)−δ = C
H3(n, π)−δ = C

ut

Considérons le faisceau Fµ où µ est la demi-somme des racines positives
de R1 ou R2, sur la variété de Gri�ths-Schmid GSU dé�nie par (1.1), avec
Ω correspondant à −R1 et −R2 respectivement. D'après l'équation (1.6),
combinée avec les résultats du théorème précédent, une représentation auto-
morphe du type πUf ⊗ π(0,Ri), pour i = 1, 2, intervient de façon non nulle
dans la cohomologie du faisceau Fµ pour U su�samment petit.
Rappelons que dans le paragraphe 1, deux structures complexes ont été dé-
signées comme jouant un rôle particulier : Ω(−+−) et Ω(+−+). On voit que ce
sont celles correspondant respectivement à −R1 et −R2 par (1.3). La dua-
lité par rapport à la forme hermitienne dé�nissant G donne une application
anti-holomorphe de Ω(−+−) dans Ω(+−+).

Dans la suite, nous ne considérons que l'algèbre n associée au système
−R1 et la chambre de Weyl C associée au système R1. On note π1 la li-
mite dégénérée de série discrète dé�nie par le couple (0,R1). Le faisceau Fµ
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considéré est celui dé�ni à partir de Ω(−+−) et pour µ égal à

µ1 = δ = e41 +
1
2

(e21 + e43)

(demi-somme des racines positives dé�nissant n). Ainsi π1 apparaît dans la
cohomologie de Fµ1 .

2. Représentations automorphes de type à l'in�ni une série

discrète

2.1. Cohomologie des séries discrètes.

Les groupes de n-cohomologie de séries discrètes sont donnés par un ré-
sultat bien connu de Schmid [Sc], reposant sur la dégénérescence de la suite
spectrale de Hochschild-Serre ([Ho-Se]) associée au complexe (Hom(Λ•n, π2), d).
Seuls les K-types de la série discrète et l'action de K sont nécessaires pour
calculer la cohomologie. Dans le cas des limites dégénérées de séries discrètes,
une di�culté supplémentaire apparaît car cette suite spectrale ne dégénère
plus à la première feuille. Les K-types ne su�sent alors plus pour calculer
les feuilles suivantes de la suite spectrale, imposant l'utilisation du résultat
de Soergel. Nous verrons plus tard que cette suite spectrale nous fournira
tout de même de précieuses informations sur le groupe de cohomologie des
limites dégénérées, à condition d'avoir quelques précisions sur la façon dont
G agit sur les K-types.
Nous calculons ici les groupes de cohomologies des séries discrètes en fonction
de la chambre de Weyl à laquelle le paramètre λ appartient, en appliquant
le théorème suivant.

Théorème 2.3. (Schmid) Pour tout µ caractère entier de hC, Hp(n, π(λ))−µ
s'annule pour tout p, sauf si µ appartient à δ − (Wk.λ). Si µ = δ −wλ pour
w ∈Wk, alors Hp(n, π(λ))−µ est nul sauf pour

p = ]{α ∈ −R1 ∩∆k : (α,−µ+ δ) < 0}
+ ]{α ∈ −R1 ∩∆n : (α,−µ+ δ) > 0}. (2.8)

Dans ce cas, cet espace est de dimension un.

Nous allons exprimer la n-cohomologie d'une série discrète par rapport
au paramètre µ. Ce dernier doit être lié à λ par la formule µ = δ − wλ
pour w ∈ Wk d'après le théorème, et la valeur du p pour lequel il y a de la
cohomologie est donné par la chambre de Weyl à laquelle −µ+ δ appartient.
Il faut donc considérer les 24 chambres de Weyl possibles. Nous en avons
déjà 12 explicitées avec les systèmes ±Ri, pour i = 1...6. Posons :

R′1 = {e42; e14; e23} R′2 = {e13; e32; e41} R′3 = {e12; e41; e23}
R′4 = {e43; e14; e32} R′5 = {e31; e43; e12} R′6 = {e24; e43; e12}

. (2.9)

On obtient ainsi les 12 restantes. Le tableau suivant donne le degré p pour le-
quel Hp(n, π(λ))−µ est non nul, en fonction de la chambre de Weyl à laquelle
−µ+ δ appartient.
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−µ+ δ R1 R2 R3 R4 R5 R6 −R1 −R2 −R3 −R4 −R5 −R6

p 2 4 3 3 5 3 4 2 3 3 1 3
−µ+ δ R′1 R′2 R′3 R′4 R′5 R′6 −R′1 −R′2 −R′3 −R′4 −R′5 −R′6
p 3 3 4 2 4 2 3 3 2 4 2 4

(2.10)

2.2. Cup-produit de classes de cohomologies.

Pour des raisons que nous détaillerons ultérieurement, on cherche à dé-
�nir une application entre le produit tensoriel de la (b, H)-cohomologie de la
limite dégénérée π1 précédente et de la (b, H)-cohomologie d'une série dis-
crète π2 bien choisie, à valeur dans la (b, H)-cohomologie d'une autre série
discrète π3 bien choisie :

Hp(b, H, π1 ⊗ µ1)×Hq(b, H, π1 ⊗ µ2)→ Hp+q(b, H, π3 ⊗ µ3). (2.11)

Cette application doit être obtenue en prenant le cup produit des deux es-
paces de cohomologie de gauche, donnant ainsi un élément de

Hp+q(b, H, (π1⊗̂π2)⊗ (µ1 ⊗ µ2)),

où π1⊗̂π2 désigne le produit scalaire complété de π1 avec π2. A condition
que π3 soit un facteur direct fermé de π1⊗̂π2, on compose ensuite avec la
projection de (π1⊗̂π2)⊗ (µ1 ⊗ µ2) sur π3 ⊗ µ3.
De cette construction résulte immédiatement que µ3 doit être la somme de
µ1 et µ2. Selon (2.7), la représentation π1 n'a de cohomologie qu'en de-
grés deux et trois. Rappelons que µ1 est égal à la demi-somme δ des ra-
cines positives associées à n. Il faut donc choisir un caractère µ2 tel que
Hp+i(n, π(w(δ − (µ2 + δ))))−(µ2+δ) soit non nul pour i = 2 ou pour i = 3.
D'après le tableau (2.10), et comme on le voit également d'après le résultat
général de Schmid, le degré de cohomologie des séries discrètes change d'au
plus 1 lorsque −µ+ δ "traverse" un mur. Il faut donc que µ2 et µ2 + δ soient
séparés par 2 murs. Sachant que µ2 doit appartenir à un réseau, la norme de
δ réduit considérablement les possibilités, et il ne reste plus que deux demi-
droites possibles pour µ2. La �gure 2-2 représente le plan contenant e41 et
e23. Les deux demi-droites en question sont l et l′. Les autres droites de la
�gure sont les murs des chambres de Weyl décalés par −δ. Les numéros sont
les degrés de cohomologie des séries discrètes apparaissant en fonction de la
position de µ et les δ − Ri indiquent que l'on se trouve dans δ − Ci où Ci
est la chambre de Weyl associée au système Ri.
Le cas i = 3 ne se présente pas car les degrés concernés pour π2 et π3 sont
alors 2 et 5 respectivement, et aucune chambre de Weyl, translatée par δ,
n'intersecte la chambre donnant de la cohomologie de degré 5.

Dans la suite, on se place dans le cas µ2 ∈ l, c'est-à-dire µ2 = e41 +
k
2 (e32 + e41), avec k un entier supérieur ou égal à 2.
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Fig. 2-2. Positions de µ2 et µ3

2.3. π3 est un facteur direct fermé de π1 ⊗ π2.

Revenons sur la condition que nous avons imposée concernant la dé�-
nition de l'application cup produit : π3 doit être un facteur direct fermé de
π1⊗̂π2. Les articles de Li [Li] et Harris-Li [Ha-Li] donnent un critère per-
mettant d'avoir ce résultat. La méthode consiste dans un premier temps à
considérer le produit tensoriel π1⊗̂π2 comme la restriction d'une représenta-
tion de G×G à la diagonale {(g, g), g ∈ G}, qui est bien sûr isomorphe à G.
Cette représentation est le produit tensoriel extérieur complété π1 � π2 de
π1 et π2. L'avantage est que cette représentation est bien connue : il s'agit
d'une limite de série discrète. La preuve repose sur les fonctions sphériques
de π1 � π2 et π3 associées à leurs (K ×K)-types et K-types minimaux et la
théorie de Flensted-Jensen (voir [Fl]), et se conclut par l'existence de coe�-
cients matriciels de π3 et π1⊗̂π2 non orthogonaux. Nous énonçons ce résultat
pour des hypothèses restreintes.

Théorème 2.4. Soit G un groupe réductif connexe à centre compact.
On note également G le groupe diagonal {(g, g, ), g ∈ G} dans G × G. Soit
K un sous-groupe compact maximal de G. On considère une limite de série
discrète Π de G×G de (K ×K)-type minimal τ . Alors une série discrète π
de G de K-type minimal σ est équivalente à une sous-représentation de Π|G
si les conditions suivantes sont satisfaites :

(a) Les restrictions des coe�cients matriciels de Π à G, associés à un
sous-ensemble dense de vecteurs, sont des fonctions L2.

(b) σ apparaît dans la restriction de τ à K.
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Nous allons donc appliquer ce théorème pour Π = π1 � π2 et π = π3. La
première condition sera toujours satisfaite, quel que soit le choix de π2, car
le produit d'une fonction L2 et d'une fonction L2+ε est L1+ε.
En revanche, la seconde condition dépend du choix des paramètres de Harish-
Chandra λ2 et λ3 des séries discrètes π2 et π3 respectivement, car lesK-types
minimaux en dépendent. Rappelons qu'un résultat de Schmid montre que
le K-type minimal d'une série discrète (ou d'une limite de série discrète)
π(λ,C) a pour plus haut poids Λ = λ + δ − 2δK où δ est la demi-somme
des racines positives correspondant à C et δK la demi-somme des racines
positives compactes. On notera également Λ ce K-type tant qu'il n'y aura
pas d'ambiguïté possible.
On choisit λ2 = −µ2 +δ et, a�n de simpli�er les notations, λ3 = (12)(34)(δ−
µ3) (rappelons que le choix du paramètre de Harish-Chandra se fait à l'action
du groupe de Weyl compact près), ainsi λ3 est dans la même chambre de
Weyl que λ2 : la chambre de−R5. Les calculs desK-types minimaux donnent
le résultat suivant :

Λ1 = 1
2(e14 + e23)

Λ2 = λ2 + e14 + 1
2(e23 + e14) = k+2

2 (e14 + e23)
Λ3 = λ3 + e14 + 1

2(e23 + e14) = k+3
2 (e14 + e23)

Tous lesK-types minimaux se situant à l'intersection des murs compacts,
ce sont donc des représentations de dimension 1 de K. De plus, on voit que
Λ1 + Λ2 = Λ3, ce qui implique que la restriction du produit tensoriel externe
de Λ1 et Λ2 à K, qui n'est autre que Λ1⊗Λ2, est la représentation Λ3. Étant
donné que le (K ×K)-type minimal de π1 � π2 est le produit externe de Λ1

et Λ2, la seconde condition est véri�ée. On peut alors déduire de tout ce qui
précède la proposition suivante :

Proposition 2.5. Soient π1 la limite dégénérée de série discrète de pa-
ramètre (0,R1), π2 et π3 les séries discrètes de paramètre

λ2 =
1
2

(e41 + e23) +
k

2
(e14 + e23) et λ3 =

1
2

(e41 + e23) +
k + 1

2
(e14 + e23)

respectivement. Alors la représentation π3 apparait comme facteur direct
fermé du produit tensoriel de π1 avec π2.
Soient n l'algèbre nilpotente correspondant à la chambre −R1, µ1, µ2 et µ3

dé�nis par µ1 = δ, µ2 = δ − λ2 et µ3 = δ − (12)(34)λ3. Alors l'application
cup-produit voulue en (2.11) :

H2(n, π1)−µ1 ×H1(n, π2)−µ2 → H3(n, π3)−µ3 (2.12)

est bien dé�nie.
De plus, les représentations automorphes de composante archimédienne π1

apparaissent dans la cohomologie du faisceau Fµ1.

Remarquons que si nous avions considéré l'autre demi-droite de la �gure
2-2, l'argument précédent n'aurai pas fonctionné, car dans ce cas l'égalité
Λ1 + Λ2 = Λ3 n'est pas véri�ée.
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L'objectif du prochain chapitre est de prouver que cette application est
dé�nie de façon unique (nous prouverons pour cela que π3 est de multiplicité
1 dans π1⊗̂π2) et non nulle.





CHAPITRE 3

Cup produit des représentations archimédiennes

Dans cette partie, nous prouvons que l'application dé�nie par cup-produit
au chapitre précédent est une bijection. Dans un premier temps, nous allons
prouver que la série discrète π3 qui, comme nous l'avons vu, est un facteur
direct fermé de π1⊗̂π2, n'apparaît qu'une seule fois (i.e. est de multiplicité 1).
La suite de la preuve repose alors sur la suite spectrale de Hochschild-Serre
qui, comme nous le verrons, dégénère à la troisième feuille.

1. Multiplicité de π3 dans π1⊗̂π2

Les représentations π1, π2 et π3 sont celle dé�nies auparavant. Rappe-
lons que les K-types minimaux Λ1, Λ2 et Λ3 de ces représentations sont de
dimension 1.

Nous allons prouver que la représentation π3 n'apparait qu'une seule fois
dans π1⊗̂π2, et que la projection qui en résulte sur le facteur correspondant
à π3 dans π1⊗̂π2 envoie le produit tensoriel des K-types minimaux Λ1 et Λ2

respectivement de π1 et π2 sur celui de π3 (soit Λ3).

Soit X32 la matrice élémentaire ne comportant que des 0 sauf à la troi-
sième ligne et la deuxième colonne. Notons gα l'espace propre associé à une
racine α, ainsi X32 appartient à ge32 . Pour prouver que π3 n'apparait qu'une
fois, nous allons démontrer les deux propositions suivantes.

Proposition 3.1. Le K-type minimal Λ3 de π3 est annulé par l'action
de X32.

Nous verrons que la démonstration est simple, il su�t pour cela de
connaître les K-types de π3.

Proposition 3.2. L'ensemble des vecteurs de la composante Λ3-isotypique
de π1⊗̂π2 (considérée en tant queK-module) qui sont annulés par X32 forment
un espace vectoriel de dimension 1.

Lors de la preuve de ces propositions, nous aurons besoin de la structure
des K-types des trois représentations considérées, de voir quels produits ten-
soriels des K-types de π1 et π2 contiennent Λ3 comme sous-représentation et

31
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de connaître précisément l'image de certains vecteurs de l'espace de π2 par
X32. Lors de la preuve, nous verrons que la projection du produit tensoriel
de Λ1 par Λ2 sur cet espace de dimension un est surjective.

En combinant ces deux propositions et le fait que π3 apparaisse au moins
une fois dans π1⊗̂π2 (c.f. Proposition 2.5), on obtient le théorème suivant :

Théorème 3.3. La représentation π3 n'apparait qu'une seule fois dans
le produit tensoriel complété π1⊗̂π2. De plus, la projection de π1⊗̂π2 sur π3

envoie Λ1 ⊗ Λ2 sur Λ3.

La preuve s'organise comme suit. Nous calculons précisément en premier
lieu les K-types des πi, 1 ≤ i ≤ 3, avec comme conséquence immédiate la
proposition 3.1. Nous étudions ensuite les produits tensoriels des K-types
de π1 et π2, et en déduisons la liste de ceux contenant Λ3. L'étape suivante
consiste à expliciter complètement l'action de la représentation π2 a�n d'en
déduire l'action de X32 sur les K-types de π2 apparaissant dans l'étape pré-
cédente (théorème 3.7). Bien que nous n'ayons pas de construction explicite
pour π1, on cherche ensuite à obtenir des informations sur l'action de X32 par
π1, données dans le théorème 3.12. Nous avons alors su�samment d'éléments
pour prouver la proposition 3.2, suivie du théorème 3.3.

1.1. Calcul des K-types de π1, π2 et π3.

La conjecture de Blattner, prouvée par Hecht-Schmid [He-Sc], décrit les
multiplicités des K-types des séries discrètes. Nous avons précédemment dé-
crit les limites de séries discrètes comme la représentation obtenue en "pous-
sant" les caractères in�nitésimaux des séries discrètes par un foncteur ten-
soriel de Zuckerman. A�n de voir que cette formule reste valable pour les
limites de séries discrètes, une autre description des représentations π(λ,C)
est nécessaire. Considérons le foncteur d'induction cohomologique Lb, où b
est le sous groupe de Borel dé�ni par la chambre de Weil C, et appliquons le
au (h, H)-module (µ,Cµ) de dimension 1 tel que µ = λ−δn (δn étant la demi-
somme des racines positives non compactes données par C). Dans [Kn-Vo],
la représentation induite obtenue est notée Ab(µ). Le (g,K)-module associé
à Ab(µ) étant in�nitésimalement unitaire (théorème 9.68 de [Kn-Vo]), il
existe une représentation unitaire ayant le même (g,K)-module. Le chapitre
XI. 8. de [Kn-Vo] permet d'a�rmer que cette représentation est la limite
de série discrète π(λ,C). Il su�t ensuite d'appliquer le corollaire 5.105 de
[Kn-Vo] et la discussion qui suit pour pouvoir a�rmer que la formule de
Blattner reste valable pour les limites (éventuellement dégénérées) de séries
discrètes. Nous rappelons cette formule avant d'e�ectuer les calculs.

Soit ∆+
n l'ensemble des racines non compactes dé�nies par la chambre de

Weyl de la (limite de) série discrète. Pour τ un élément du dual de ih, notons
Q(τ) le nombre de façons d'écrire τ comme combinaison linéaire à coe�cients
entiers positifs d'éléments de ∆+

n . Alors la multiplicité de la représentation
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de plus haut poids µ dans la (limite de) série discrète de paramètre (λ,∆+)
est donnée par ∑

w∈WK

ε(w).Q(w(µ+ δK)− λ− δn) (3.1)

où ε(w) désigne la signature de w et où δk et δn sont respectivement les demi-
sommes des racines positives compactes et non compactes relativement à ∆+.

Pour la représentation π1, rappelons que le système (à l'action du groupe
de Weyl près) de racines positives est ∆+ = {e32, e13, e24, e14, e34, e12}, les
racines non compactes sont ∆+

n = {e32, e13, e24, e14}. A�n de calculer Q(τ)
dans ce cas, nous allons exprimer les vecteurs dans la base {e32, e13, e24}.
Remarquons que e14 est la somme des trois vecteurs de la base, de sorte que
le vecteur de coordonnée (1, 1, 1) dans cette base a deux façons de s'exprimer
avec les racines de ∆+

n . Si (a, b, c) sont les coordonnées de τ dans cette base,
on déduit de ce qui précède l'égalité suivante :

Q(a, b, c) = Q(ae32+be13+ce24) =
{
min(a, b, c) + 1 si a ≥ 0, b ≥ 0 , c ≥ 0.
0 sinon.

Il reste a calculer
∑

w∈WK

ε(w).Q(w(µ+δK)−λ1−δn). On désigne par Cone(∆+
n )

l'ensemble des vecteurs obtenus comme combinaison linéaire à coe�cients
positifs entiers d'éléments de ∆+

n . Sachant que Λ1 est le K-type minimal et
que e32, e13 et e24 sont les racines simples de ∆+, tout µ en dehors du cône
Λ1 + Cone(∆+

n ) a une multiplicité nulle. Soit µ = (a, b, c) + Λ1, avec a, b et c
positifs, un élément de ce cône. La somme (3.1) est formée de quatre termes,
dont voici le détail :
• Cas w = 1 : Dans la base ci-dessus on obtient
Q(µ− Λ1) = min(a, b, c) + 1.
• Cas w = (12) : Dans la base ci-dessus on obtient
Q((12)(µ+δK)−λ1−δn) = Q(c−b−1, c−a−1, c) = min(c−b, c−a).
• Cas w = (34) : Dans la base ci-dessus on obtient
Q((34)(µ+δK)−λ1−δn) = Q(b−c−1, b−a−1, b) = min(b−c, b−a).
• Cas w = (12)(34) : Dans la base ci-dessus on obtient
Q((12)(34)(µ+ δK)− λ1 − δn) = Q(−a− 2, c− a− 1, b− a− 1) = 0.
Ce terme est toujours nul, −a− 2 étant toujours négatif.

Il faut maintenant distinguer tous les cas possibles. Les plus hauts poids
doivent appartenir à la chambre "compacte" formée des vecteurs de produit
scalaire positif avec les racines compactes positives, ainsi qu'à Λ1+Cone(∆+

n ),
ce qui se traduit par la condition : a ≥ |b− c|.

• Cas b = c :
� Si c = b = a, alors m(µ) = a+ 1
� Si c = b < a, alors m(µ) = b+ 1.
� Si c = b > a, alors m(µ) = a+ 1.

• Cas c < b
� Si c < b < a, alors m(µ) = c+ 1.
� Si c < b = a, alors m(µ) = c+ 1.
� Si c < a < b, alors m(µ) = c− b+ a+ 1.
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� Si c = a < b, alors m(µ) = 2c+ 1− b.
� Si a < c < b, alors m(µ) = c+ 1− b+ a.

• Cas c > b
� Si b < c < a, alors m(µ) = b+ 1.
� Si b < c = a, alors m(µ) = b+ 1.
� Si b < a < c, alors m(µ) = b+ 1− c+ a.
� Si b = a < c, alors m(µ) = b+ 1− c+ a.
� Si a < b < c, alors m(µ) = b+ 1− c+ a.

On en déduit la proposition suivante :

Proposition 3.4. Tous les poids appartenant au cône Λ1 + Cone(∆+
n )

sont des plus hauts poids de K-types de π1. La multiplicité du K-type de plus
haut poids Λ1 +a.e32 + b.e13 + c.e24 est soit a−|c− b|+1 si a 6= max(a, b, c),
soit min(a, b, c) + 1.

Le cas de π2 et π3 se traite de façon similaire. On obtient le résultat
suivant :

Proposition 3.5. Les K-types de π2 sont ceux de plus haut poids Λ2 +
(a − b)e14 + be23 où a et b sont des entiers naturels véri�ant b ≤ a ≤ 2b.
Ils sont tous de multiplicité 1. Les poids des K-types de π3 sont ceux de π2

translatés par 1
2(e14 + e23).

Les �gures 3-1 et 3-2 représentent le plan engendré par e14 et e32. Sur la
�gure 3.1 apparaissent les plus hauts poids des K-types de π3. Ils sont tous
contenus dans ce plan. Sur la �gure 3-2 apparaît une partie des plus hauts
poids des K-types de π1 (situés dans la partie grisée) et ceux de π2.

Fig. 3-1. K-
types de π3

Fig. 3-2. K-types de
π1 et de π2

On est désormais en mesure de prouver la proposition 3.1.
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Démonstration (Proposition 3.1) : Le vecteur X32 appartient à
ge32 . Ainsi un vecteur de l'espace de la représentation π3 de poids µ est
envoyé par X32 sur un vecteur de poids µ + e32. Il su�t alors de voir qu'il
n'existe pas de vecteur de poids Λ3 + e32 dans π3.
Nous connaissons les plus hauts poids des K-types de π3, les autres poids
de chaque K-type sont obtenus en ajoutant une combinaison linéaire entière
positive de −∆+

k . On voit alors (par exemple sur la �gure 3-2) qu'aucun K-
type de π3 ne peut contenir un vecteur de poids Λ3+e32. Donc nécessairement
Λ3 est annulé par X32. ut

1.2. Produits tensoriels contenant Λ3.

Dans un premier temps, on modi�e les paramètres des (limites de) sé-
ries discrètes π1 et π2 a�n qu'ils dé�nissent les mêmes racines positives com-
pactes. Le paramètre d'une série discrète étant dé�ni modulo l'action du
groupe de Weyl compact, on peut remplacer le paramètre λ2 par (12)(34).λ2.
Ainsi λ1 et λ2 ont le même système de racines compactes ∆+

K les rendant
positives. Les Λi étant à l'intersection des murs "compacts" (en ce sens que
leurs produits scalaires avec les racines compactes sont nuls), ils restent in-
changés. Pour tout entier naturel n, notons Ln le K-type de π1 de plus haut
poids Λ1 + n.e32 et Mn celui de π2 de plus haut poids Λ2 + n.e14. La �gure
3-3 montre les plus hauts poids de ces représentations dans le même repère
que précédemment. On cherche les K-types de π1 et π2 tels que leur produit
tensoriel contienne la représentation Λ3.

Proposition 3.6. La représentation Λ3 apparaît avec une multiplicité 1
dans Ln⊗Mn pour tout n ∈ N. De plus, les (Ln,Mn) sont les seuls couples de
K-types de π1 et π2 respectivement contenant Λ3 comme sous-représentation.

Démonstration: Une formule de Steinberg permet de calculer la mul-
tiplicité d'une représentation d'un groupe compact semi-simple de plus haut
poids µ dans le produit tensoriel de deux représentations de plus haut poids
γ et λ (voir par exemple [Br-To] p.259). La formule est la suivante :

m(µ) =
∑

v,w∈Wk

det(v.w)Q(v(γ + δ) + w(λ+ δ)− (µ+ 2δ))

Dans notre cas, K = S(U(2)× U(2)) n'est pas semi-simple, mais le produit
de son centre Z avec le sous-groupe Kss = SU(2) × SU(2). Une représen-
tation de K est donc le produit tensoriel d'un caractère du centre avec une
représentation de Kss. Il faut dans un premier temps véri�er que le produit
des deux caractères du centre donne le caractère de la représentation µ, puis
appliquer la formule sur les représentations de la partie semi-simple.
On cherche à faire le produit tensoriel d'un K-type de plus haut poids τ1 de
π1 avec un K-type de plus haut poids τ2 de π2. Le poids τ1 est de la forme

τ1 = Λ1 + ae32 + be13 + ce24

=
a− b+ c

2
e34 +

a− c+ b

2
e12 +

−a+ b+ c+ 1
2

(e24 + e13)
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Fig. 3-3. Plus hauts poids de Mn et Ln.

De même τ2 véri�e

τ2 = Λ2 + αe23 + βe14

=
β − α

2
e34 +

β − α
2

e12 +
α+ β + 2 + k

2
(e24 + e13)

On cherche la multiplicité de la représentation Λ3 de plus haut poids

Λ3 = Λ1 + Λ2 =
3 + k

2
(e24 + e13)

Un élément diag(eix, eix, e−ix, e−ix) du centre Z agit sur l'espace de τ1 par
la multiplication par (−a+b+c+1)eix ; son action sur τ2 est la multiplication
par (α + β + 2 + k)x et sur Λ3 par (3 + k)x. La première condition sur les
caractères du centre donne donc la relation :

−a+ b+ c = −α− β.

La seconde condition se traduit par m(0) 6= 0 pour les représentations de

plus haut poids
a− b+ c

2
e34 +

a− c+ b

2
e12 et

β − α
2

e34 +
β − α

2
e12. Nous

donnons sommairement les calculs pour les représentations Ln etMn, laissant
les autres au lecteur. On est donc dans le cas γ = λ = n

2 e34 + n
2 e12. Il faut

donc calculer les di�érents det(v.w)Q(v(γ + δ) + w(λ + δ) − 2δ). A chaque
fois que (12) ou (34) apparaît à la fois dans v et w, ce terme est nul. Il vaut
−1 lorsque v est l'identité et w est soit (12) soit (34) (ou inversement, la
formule étant symétrique), et il prend la valeur 1 dans les 5 autres cas. On
en déduit que la somme de ces termes, donnant la multiplicité de µ3, vaut
1. ut



1. MULTIPLICITÉ DE π3 DANS π1⊗̂π2 37

1.3. Réalisation explicite de π2.

Connaître les K-types de π2 n'est pas su�sant pour prouver la pro-
position 3.2. Il faut connaître l'action de X32 par π2 sur les K-types Mn.
Pour cela il nous faut donner plus explicitement l'espace et l'action de π2.
La représentation π2 est une représentation bien connue : il s'agit d'une série
discrète antiholomorphe, voir par exemple [Kn] �VI.4 (le système de racines
positives considéré dans Knapp n'est pas celui associé à la série discrète par
la théorie de Harish-Chandra mais ∆′+ = −(12)(34)∆+) où l'espace de la
représentation est donné par certaines fonctions holomorphes sur GB.

La réalisation permettant d'avoir le plus "clairement" les K-types est
celle faisant intevernir le domaine hermitien symétrique Ω dé�ni par :

Ω =
{(

I 0
ω I

)
∈ GL4(C), tωω + I est dé�ni positif

}
.

L'espace de la représentation est alors dé�ni par :

O2 = {ψ : Ω→ CΛ2 , ψ est holomorphe.} (3.2)

où (Λ2,CΛ2) est la représentation de dimension 1 deK de plus haut poids Λ2.

Pour obtenir l'action de G sur cet espace, on remarque que toute matrice
de GC se décompose sous la forme :(

A B
C D

)
=
(

I 0
CA−1 I

)
.

(
A 0
0 D − CA−1B

)
.

(
I A−1B
0 I

)
De plus, si on se restreint à G, alors l'application associant à une matrice sa
première composante est une surjection de G dans Ω. On obtient ainsi une
action de g ∈ G sur ω ∈ Ω comme étant la première composante de gω dans
la décomposition ci-dessus. En fait, seuls les deux premiers facteurs de gω
dans cette décomposition nous seront utiles dans la suite, nous les donnons
ici : (

A B
C D

)(
I 0
ω I

)
=
(

I 0
(C +Dω)(A+Bω)−1 I

)
.

(
(A+Bω)−1 0

0 ∗

)
.

(
I ?
0 I

)
= g.ω.k(gω).p(gω),

où g.ω est la première composante du produit gω (i.e. l'action de g sur ω
dans Ω), k(gω) la seconde et p(gω) la troisième. L'action de G sur O2 est
alors :

(g.ψ)(ω) = Λ2(k(g−1ω))−1ψ(g−1.(ω))
soit

(g.ψ)(ω) = Λ2

(
tA− tCω 0

0 ∗

)
.ψ((tDω − tB)(tA− tCω)−1)

= det(tA− tCω)k+2.ψ((tDω − tB)(tA− tCω)−1)

(3.3)
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car Λ2 = k+2
2 (e14 + e23).

Pour cet espace, le module de Harish-Chandra est l'espace engendré par la
restriction des polynômes de C4 à Ω (voir par exemple [Ja-Ve], �2), et les
espaces propres des poids sont donnés par les monômes. On note εijkl la
restriction du monôme de degré (i, j, k, l).

On peut désormais déduire l'action de certains éléments de gC sur ces
monômes d'après ce qui précède. Les εijkl sont les vecteurs propres des poids
de π2, et le poids de εijkl est Λ2 + ie13 + je23 + ke14 + le24, ainsi plusieurs
εijkl peuvent correspondre au même poids.
L'action des éléments de kC est la plus simple à calculer, car l'action de K
est donnée par

(k.ψ)(ω) = ζλ2(k).ψ(k−1ω)
Notons Xab la matrice élémentaire de coe�cient 1 sur la a-ème ligne et la
b-ème colonne, de sorte que Xab ∈ geab . Après calculs (on détaillera le calcul
pour X32 ci-dessous), on obtient

X21.εijkl = iεi−1,j+1,k,l + kεi,j,k−1,l+1

X43.εijkl = −lεi,j+1,k,l−1 − kεi+1,j,k−1,l

Les calculs pour X32 sont assez longs mais élémentaires. On écrit en premier
X32 comme la somme de deux éléments de g :

X32 =


0 0 0 0
0 0 1/2 0
0 1/2 0 0
0 0 0 0

+ i


0 0 0 0
0 0 i/2 0
0 −i/2 0 0
0 0 0 0

 = X + iY.

On considère alors les matrices etX et etY , dont l'action sur les εi,j,k,l est
donnée par la formule 3.3. On calcule ensuite la dérivée en t = 0 a�n d'avoir
l'action de X et de Y , et on somme X et iY . Il ne reste qu'un terme dans
cette somme et on trouve :

X32.εijkl = −jεi,j−1,k,l (3.4)

Nous pouvons désormais démontrer le théorème suivant.

Théorème 3.7. Le vecteur X32 envoie Mn sur Mn−1. Le noyau de cette
application est l'espace engendré par les monômes εk,0,n−k,0 et ε0,0,k,n−k, pour
k allant de 0 à n.

Démonstration: Rappelons que le système de racines positives com-
pactes est ∆+

k = {e12, e34} (nous avons remplacé λ2 par (12)(34)λ2). Les
ε0,0,n,0 sont des vecteurs propres de poids Λ2 +ne14 et ces poids sont les plus
haut poids de certains K-types de π2. De plus la représentation de plus haut
poids Λ2 + ne14 apparait dans π2 avec une multiplicité 1 : il s'agit de la re-
présentation Mn. Une formule de Kostant, analogue à celle de Blattner (qui
en est une généralisation), permet de calculer la multiplicité des poids d'une
représentation irréductible d'un groupe compact (voir par exemple [Br-To]
p.258). En l'appliquant, on voit que les poids de Mn sont contenus dans le
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cône entier : Λ2 +ne14 +Cone(e21, e43), tous appartiennent au "carré" noté
Cn de sommets Λ2 + ne14, Λ2 + ne13, Λ2 + ne23, Λ2 + ne24 et apparaissent
avec une multiplicité 1. La �gure 3-4 représente les poids deMn dans le plan
a�ne engendré par ∆k et passant par le plus haut poids de Mn ; par rap-
port à la �gure 3-2, on se place donc sur le plan horizontal passant par Mn.
Sur cette �gure, on retrouve les poids de Mn mais également ceux d'autres
K-types de π2. En revanche, les poids appartenant aux bords du carré sont
nécessairement dans Mn, leurs espaces propres sont de dimension 1 et sont
engendrés par les monômes correspondants.

Fig. 3-4. Carré Cn des poids de Mn.

Considérons les vecteurs εk,n−k,0,0, qui sont ceux correspondant à l'arrête
inférieure droite de Cn. En appliquant la formule (3.4), on obtient :

π2(X32).εk,n−k,0,0 = −(n− k)εk,(n−1)−k,0,0.

Ainsi l'image de εn,0,0,0 par X32 est nulle. Pour k di�érent de n, l'image
de εk,n−k,0,0 est un élément non nul appartenant au bord du carré Cn−1 situé
"au-dessus" de Cn. C'est donc un élément non nul de Mn−1 ce qui prouve
une partie du résultat cherché pour les vecteurs apparaissant dans l'arrête
inférieure droite de Cn.
Pour les autres vecteurs, on procède de proche en proche en considérant les
parallèles à cette arrête. Plus précisément, on raisonne par récurrence sur
p < n avec l'hypothèse :
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(Hp) L'image de l'espace propre d'un poids de la forme Λ2 +ke13 +
(n− k)e23 + pe34 est :
� un sous-espace de Mn−1 di�érent de {0} si k < n,
� nulle si k = n.

Supposons l'a�rmation vraie pour p− 1. Remarquons que la somme de
Λ2 + ne13 + pe34 et de e32 n'appartient pas au carré Cn−1. L'assertion est
donc prouvée pour k = n.

Considérons désormais un vecteur v de poids ke13 +(n−k)e23 +pe34 avec
k 6= n. Le petit lemme suivant permet d'a�rmer qu'il existe nécessairement
un vecteur v′ non nul de poids Λ2 + ke13 + (n− k)e23 + (p− 1)e34 tel que :

X34.v
′ = v.

Lemme 3.8. L'application π2(X34) est une bijection de l'espace de poids
ν de Mn dans l'espace de poids ν+ e34 de Mn si, et seulement si, ν+ e34 est
un poids de Mn.

Démonstration du lemme : Étant donné que les multiplicités de poids
deMn sont égales à 1, il su�t de montrer que cette application est non nulle.
Par l'irréductibilité deMn, tout vecteur propre d'un poids deMn est obtenu
en faisant agir X34 et X12 un certain nombre de fois sur l'espace de plus
bas poids. D'autre part, l'égalité X34X12.v = X12X34.v montre qu'on peut
choisir X34 et X12 dans un ordre quelconque. Ainsi aucune des applications
ci-dessus ne peut être nulle car les éléments de poids ν + e34 ne pourraient
être obtenus a partir de l'espace de plus bas poids. ut

Revenons à v et v′. On a

X32.v = X32.X34.v
′ = [X32, X34].v′ +X34.X32.v

′ = X34.X32.v
′

Or X32.v
′ est un vecteur non nul de Mn−1 de poids Λ2 + ke13 + (n − k −

1)e23 + pe34 d'après l'hypothèse de récurrence. Donc son image par X34 est
di�érente de 0 d'après ce qui précède car Λ2+ke13+(n−k−1)e23+(p+1)e34

appartient au carré Cn−1 pour p < n : c'est un poids de Mn−1.
Finalement, dans le cas p = n, il est immédiat de voir que la somme d'un
poids avec e32 n'est pas un poids de Mn, donc appartient au noyau, ce qui
termine la preuve. ut
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1.4. Image de Ln par π1(X32).

Nous avons détaillé l'action de X32 sur les K-types de π2 qui nous inté-
ressent. Pour les K-types Ln de π1, nous n'aurons pas besoin d'un résultat
aussi précis : il su�t de prouver que l'image de Ln par le vecteur X32 est
incluse dans Ln+1. La démonstration est un peu technique. L'idée consiste
à minimiser le nombre de représentations auxquelles X32.Ln pourrait ap-
partenir en ne se servant que des propriétés des représentations de groupes
compacts, ce qui est fait dans le lemme 3.11. La structure particulière des
K-types de π1 su�t alors pour conclure que X32.Ln est inclus dans Ln+1.

Les deux propositions et le lemme qui suit sont indépendants du reste.
On se place donc dans le cadre général. Soit (τ,Nλ) une représentation ir-
réductible d'un groupe compact K de plus haut poids λ correspondant au
choix d'un système de racines positives ∆+

k . Soit Ψk = {b1, ..., bn} les racines
simples de ∆+

k . On note Vµ l'espace propre associé au poids µ, et Xα un
vecteur non nul dans kC appartenant à gα pour α ∈ ∆.

Proposition 3.9. Soit v ∈ Vµ un vecteur non nul de Nλ de poids µ.
Alors il existe une suite de racines simples (bi1 . . . . .bir) de Ψk telle que
τ(Xbir

, ..., Xbi1
)v soit un élément non nul dans l'espace propre de plus haut

poids, soit : τ(Xbir
, ..., Xbi1

)v ∈ Vλ \ {0}.

Démonstration: Il existe nécessairement un élément Xb1 associé à un
Ψk qui n'annule pas v, car l'espace de plus haut poids est le seul a avoir cette
propriété (voir par exemple [Kn] Théorème 4.28).
Le poids de τ(Xbi1

)v est µ+ bi1 , donc en itérant le procédé on aboutit dans
Vλ et l'élément obtenu sera non nul. ut

Considérons que K est un sous-groupe compact maximal d'un groupe
de Lie G réductif. On considère maintenant (π,W ) une représentation de K
provenant du module de Harish-Chandra d'une représentation admissible de
G, et soit w ∈W un vecteur de poids µ.

Définition 3.1. On appelle chemin de w toute suite (bi1 , ..., bir) d'élé-
ments de Ψk telle que π(Xbir

...Xbi1
)w 6= 0. L'ensemble des chemins de w est

noté Aw. Un chemin cw est dit maximal s'il ne peut être prolongé par une
racine simple de Ψ.

On associe à un chemin cw le poids de l'élément π(Xbir
...Xbi1

)w, soit µ+∑
bij . Cet élément sera appelé le poids de cw et noté p(cw). Finalement, pour

tout poids ν on note W(ν) la somme des sous-représentations irréductibles
de W de plus haut poids inférieur à ν1.

1Inferieur signi�e ici de la forme ν −
∑

∆+ nαα pour nα positif.
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Proposition 3.10. (1) Si w possède un unique chemin maximal
cw, alors w appartient à W(p(cw)).

(2) Si tous les chemins maximaux de w sont inférieurs à un poids p,
alors w appartient à W(p).

Démonstration: Supposons que w ait un unique chemin maximal cw.
Soit w1 + w2 la décomposition de w dans W(p(cw)) ⊕W⊥(p(cw)). Si w2 est non
nul, il possède une composante non nulle dans une représentation irréductible
de plus haut poids µ, notée Nµ, tel que µ /∈ p(cw) − cone(∆+

K). D'après la
proposition 3.9, il existe un chemin de w de poids µ.
Soit W̃ l'ensemble des représentations irréductibles deW⊥(p(cw)) contenant une
composante de w. Cet ensemble est �ni et non vide, il contient donc au moins
une représentation de plus haut poids ν tel qu'aucune autre représentations
de W̃ n'ait un plus haut poids supérieur à ν. Ainsi il existe un chemin de w
de poids ν et ce chemin est maximal, ce qui contredit l'hypothèse.
Si tous les chemins maximaux de w sont de poids inférieurs à p, le même
argument nous donne l'existence d'un chemin maximal tel que son poids
n'est pas inférieur à p si w n'appartient pas à W(p). ut

Le lemme qui nous sera nécessaire pour la suite est le suivant.

Lemme 3.11. Soit (π,W) une représentation admissible d'un groupe ré-
ductif G et soitW son module de Harish-Chandra. Soit Nλ un certain K-type
deW de plus haut poids λ et α une racine positive telle que (α+∆+

K)∩∆ = ∅.
Alors l'image du K-type Nλ par Xα est dans un somme de représentations
de plus hauts poids inférieur à λ+ α, soit :

π(Xα)Nλ ⊂W(λ+α)

Démonstration: Pour prouver ce lemme il su�t de montrer que les
vecteurs des espaces propres des poids de Nλ s'envoient par Xα dans l'es-
pace désiré. Les poids de Nλ sont de la forme λ − (

∑
b∈ΨK

nbb), où Ψk est
l'ensemble des racines simples de ∆+

k . Nous allons prouver ce résultat par
récurrence sur n =

∑
nb.

Pour n = 0, on considère un vecteur w dans l'espace propre Vλ du plus haut
poids λ de Nλ. Alors pour tout b ∈ ΨK on a

π(Xb)π(Xα)w = π(Xα)π(Xb)w,

car b+ α n'est pas une racine de G, et, car w étant un vecteur de plus haut
poids,

π(Xb)π(Xα)w = 0.

Ainsi, π(Xα)w est soit nul, soit un plus haut poids pour K, ce qui prouve
qu'il appartient à la somme des K-types de π de plus haut poids λ+α, soit :
π(Xα)w ∈ W(λ+α). Une autre façon de formuler ce résultat est de voir que
Aw = ∅ et d'appliquer la proposition 3.10.
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Supposons le résultat vrai pour tout vecteur appartenant à un espace
propre d'un poids de la forme λ− (

∑
b∈Ψk

mbb) pour
∑
mb ≤ n.

Soit w un vecteur dans l'espace de Vµ de poids µ = λ − (
∑

b∈Ψk
nbb) avec∑

nb = n + 1. Étudions les chemins de π(Xα)w commençant par un Xb0 ,
pour b0 ∈ Ψk.
Si b0 satisfait nb0 = 0, alors µ+ b0 n'appartient pas au cône λ−Cone(∆+

k ),
ce n'est donc pas un poids de Nλ, d'où

π(Xb0)π(Xα)w = π(Xα)π(Xb0)w = 0.

Ainsi, aucun chemin non vide ne peut commencer par Xb0 .
Supposons que b0 ∈ Ψ est tel que nb0 6= 0. Pour que le chemin commence par
Xb0 , il faut que π(Xb0)w soit non nul. Dans ce cas, π(Xb0)w est un vecteur
véri�ant l'hypothèse de récurrence. Ainsi, les chemins de π(Xb0)π(Xα)w =
π(Xα)π(Xb0)w sont des chemins de poids inférieurs à λ+α (i.e. dans le cône
λ+ α− Cone(∆+

k ) ) selon l'hypothèse de récurrence.
Tous les chemins maximaux de π(Xα)w sont donc de poids inférieur à λ+α,
ce qui montre d'après la proposition précédente que π(Xα)w ∈W(λ+α). ut

Revenons à la représentation π1. La famille qui nous intéresse est l'en-
semble des K-types Ln de plus haut poids Λ1 + n.e32, pour n ∈ N. Selon la
proposition 6, la multiplicité de ces K-types est min(n, 0, 0) + 1 = 1.

Théorème 3.12. Le vecteur X32 envoie la représentation Ln sur Ln+1

sous l'action de π1.

Démonstration: On rappelle que le système de racines positives com-
pactes est ∆+

k = {e12, e34}. Remarquons d'une part qu'aucun poids de la
forme (Λ1 + ne32) − (

∑
α∈∆+

k
nαα) pour nα ≥ 0 n'est un plus haut poids

de K-types de π1 (ils n'appartiennent pas au cône Λ1 + cone(∆+
n )). En no-

tant H1 l'espace de π1 et H1 son module de Harish-Chandra, on a donc
(H1)(Λ1+n.e32) = Ln pour tout n ∈ N. D'autre part e32 possède la propriété
(e32 + ∆+

k ) ∩∆ = ∅, on peut donc appliquer le lemme précédent à la repré-
sentation Ln :

π1(X32)Ln ⊂ (H1)(Λ1+(n+1).e32) = Ln+1,

ce qui prouve le résultat. ut

1.5. Démonstration du théorème 3.3.

Démonstration (Proposition 3.2) : La somme des K-types de πi
(i = 1, 2) est dense dans πi. L'espace de π1⊗̂π2 étant le complété du produit
tensoriel des deux représentations, on en déduit que la somme E des produits
tensoriels des K-types de π1 avec ceux de π2 est dense dans π1⊗̂π2.
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Soit V l'espace vectoriel formé de vecteurs de la composante Λ3-isotypique
de π1⊗̂π2 annulés par X32. Lorsqu'on projette un vecteur v de V sur un pro-
duit tensoriel de K-types, on obtient un élément sur lequel K agit toujours
par Λ3. La proposition 3.6 nous permet d'a�rmer que le projeté de v sera
nul sauf éventuellement sur les Ln ⊗Mn. Pour tout n dans N, on note vn le
projeté de v sur l'espace Ln ⊗Mn.

Montrons que si v0 est nul, les vn (n ≥ 1) le sont également. Les théo-
rèmes 3.7 et 3.12 permettent de considérer les applications suivantes :

x = X32 ⊗ 1 : Ln ⊗Mn → Ln+1 ⊗Mn

x′ = 1⊗X32 : Ln ⊗Mn → Ln ⊗Mn−1.

La condition X32v = 0 se traduit par x(vn) = −x′(vn+1) pour tout n de
N. Le théorème 3.7 a�rme que le noyau x′ est l'espace Ln ⊗ En où En est
l'espace de Mn engendré par les ε0,0,k,n−k et εk,0,n−k,0.
Le groupe K agit sur chaque vk par Λ3, ainsi kC.vn est inclus dans C.vn.
Or aucun vecteur non nul du noyau de x′ ne satisfait cette relation. On en
déduit par récurrence que vn est nul pour tout n, ce qui prouve le résultat
énoncé ci-dessus.

Considérons désormais deux éléments v et v′ de V , de projetés vn et
v′n (n ∈ N). L'espace L0 ⊗M0 étant de dimension 1, il existe deux nombres
complexes λ et µ tels que le projeté de λv+µv′ sur L0⊗M0 soit nul. D'après
ce qui précède, les projetés de λv+µv′ sur tous les Ln⊗Mn sont nuls, donc le
projeté de cet élément sur tous les produits tensoriels de K-types de π1 avec
ceux de π2 est nul. La densité de E permet d'en déduire que λv + µv′ = 0.
Ainsi V est de dimension 1, ce qui achève la preuve de la proposition 3.2. ut

Démonstration (Théorème 3.3) : Le fait que π3 soit de multiplicité
1 est une conséquence immédiate des propositions 3.1 et 3.2.
Soit Π la projection de π1⊗̂π2 sur le sous-espace H3 de π1⊗̂π2 isomorphe à
π3. Les espaces Λ1 = L0 et Λ2 = M0 étant de dimension un, leur produit
Λ1 ⊗ Λ2 est isomorphe à Λ3. L'image de Λ1 ⊗ Λ2 par Π, si elle n'est pas
nulle, est une composante Λ3-isotypique de H3. Or, H3 n'a qu'une seule telle
composante : Λ3.
Par ailleurs nous avons vu, au cours de la démonstration précédente, que
l'espace V de dimension 1, qui est en fait le K-type minimal Λ3 de H3 ' π3,
avait nécessairement une composante en L0⊗M0 non nulle. Donc le projeté
de L0 ⊗M0 par Π ne peut être nul.
On en déduit que Λ1 ⊗ Λ2 se projette bien par Π sur la composante corres-
pondante à Λ3, ce qui prouve le théorème. ut
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2. Cup-produit

Nous pouvons désormais prouver le résultat que nous avions annoncé au
début de ce chapitre.

Théorème 3.13. Pour les paramètres dé�nis dans la proposition 2.5,
l'application induite par cup-produit et projection :

H2(n, Hπ1)−µ1 ⊗H1(n, Hπ2)−µ2 → H3(n, Hπ3)−µ3

est une bijection.

Démonstration: L'idée de la preuve est de se servir des suites spec-
trales de Hochschild-Serre attachées à la cohomologie des πi, 1 ≤ i ≤ 3 a�n
de détailler les éléments des di�érents espaces de cohomologie.
Dans le cas des séries discrètes (i = 2, 3), Schmid utilise cette suite spec-
trale pour calculer la n-cohomologie ([Sc]). Cette suite spectrale dégénère
à la première feuille, et les di�érentielles qui apparaissent sont entièrement
déterminées par l'action bien connue du sous-groupe compact K. Dans le cas
des limites non dégénérées (c'est-à-dire dont le paramètre λ n'est orthogo-
nal à aucune racine compacte), Williams ([Wi]) étudie également cette suite
spectrale, et par une analyse plus �ne, il parvient à prouver qu'elle dégénère
aussi à la première feuille.
Dans le cas des limites dégénérées, cette méthode ne permet plus en général
de calculer la cohomologie, car cette suite spectrale ne dégénère plus à la
première feuille. On est alors confronté au problème du calcul des di�éren-
tielles de la feuille suivante, qui dépendent de l'action de G entier (et non
plus de K), action di�cile à expliciter.
Cependant, nous allons voir qu'il n'est pas nécessaire d'expliciter cette ac-
tion pour obtenir notre résultat, car nous avons déjà calculé les degrés de
cohomologie en utilisant le résultat de Soergel. Cela nous permet d'obtenir
sans e�ort supplémentaire l'annulation d'une certaine di�érentielle.
Finalement, nous e�ectuons le cup-produit des suites spectrales associées à
π1 et à π2, puis prouvons que l'on obtient un élément non nul dans la suite
spectrale de π1⊗̂π2, et que cet élément se projette dans la suite spectrale de
π3 en un élément di�érent de zéro, ce qui prouvera le théorème.

Soit (π,Hπ) une représentation quelconque. La suite spectrale de Hochschild-
Serre est dé�nie par la �ltration des espaces Ck(n, π) par les espaces Ai,j for-
més des applications de Ci+j(n, π)−µi s'annulant sur les produits extérieurs
contenant au moins j+1 éléments compacts. Les termes de la première feuille
E0 sont donnés par Ei,j0 = Ai,j/Ai+1,j−1.
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Suite spectrale de π1. On dispose pour la feuille E1 de l'isomorphisme
suivant :

Ei,j1 = Hj(k ∩ n, Hπ1 ⊗ Λip/p−)−δ, (3.5)

où p− = n ∩ p. Détaillons la méthode décrite par Williams dans [Wi] per-
mettant de calculer ces espaces. Après avoir décomposé Hπ1 comme somme
de ses K-types Vν de multiplicité m(ν), on obtient :

Ei,j1 =
∑
ν∈K̂

m(ν)Hj(k ∩ n, Vν ⊗ Λip/p−)−δ (3.6)

Rappelons que ∆+
1 désigne le système de racines opposé à celui dé�nissant

n (pour les normalisations de Williams, c'est le système dé�nissant n), et
notons N =

(
4
i

)
le nombre de i-uplets de racines parmi les 4 racines non

compactes de
(
∆+

1

)
n
. A i �xé, on peut calculer les Hj(k ∩ n, Vν ⊗ Λip/p−)µ

avec une autre suite spectrale obtenue à partir d'une �ltration (cf. [Wi2]) des
Λip/p− par une suite de sous-espaces 0 = E0 ⊂ E1 ⊂ E2 ⊂ · · · ⊂ EN = Λip/p−

telle que :
� chacun des Erest un b-module, où b = (n ∩ k)⊕ h,
� les Er/Er+1 sont des espaces de dimension 1 sur lesquels h agit par un
caractère σr.

Alors la �ltration précédente est donnée par un ordre sur les i-uplets de
racines non compactes

(
∆+

1

)
n
; la somme σr des i racines du r-ième uplet

correspond au caractère σr ci-dessus. On obtient pour première feuille de
cette nouvelle suite spectrale :

F a,b1 = Ha+b(k ∩ n, Vν)−δ−σN−a ⇒ Hj(k ∩ n, Vν ⊗ Λip/p−)µ. (3.7)

Le calcul de ces espaces de cohomologie est l'objet du théorème (3.7) de [Wi],
qui permet d'obtenir les dimensions de tous les espaces de cohomologie des
Vν d'indice −δ− < T >, où < T > est une somme quelconque de racines
non compactes.

En appliquant ce théorème (3.7), il en résulte que les seulsHb(k∩n, Vν)−δ−<T>
intervenant sont ceux tels que Vν = Λ1. Ainsi E

i,j
1 = Hj(k∩n,Λ1⊗Λi(p/p−))µ

et, après calcul, les groupes de cohomologie non nuls sont :
• H2(k ∩ n,Λ1)−δ = C,
• H1(k ∩ n,Λ1)−δ−(e32+e13) = C,
• H1(k ∩ n,Λ1)−δ−(e32+e24) = C,
• H0(k ∩ n,Λ1)−δ−(e32+e14) = C.

Donc pour i = 0, F a,b1 n'a qu'un seul espace di�érent de {0} : H2(k∩n,Λ1)−δ.
Il en résulte :

H2(k ∩ n,Λ1 ⊗ Λ0p/p−)−δ = C.
Pour i = 1, tous les groupes sont nuls. Pour i = 2, il y a trois termes non
nuls. Il nous faut alors détailler la �ltration sur Λ2p/p−. L'action de X21 et
X43 sur Λ2p/p− est donnée dans le tableau suivant (où les vecteurs Xα sont
dans p/p−) :

X14 ∧X13 X14 ∧X24 X14 ∧X32

X21 X24 ∧X13 0 X24 ∧X32

X43 0 −X13 ∧X24 −X13 ∧X32
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l'action sur les éléments manquants étant nulle. Ainsi, un choix possible de
�ltration est comme suit :
E1 = CX13 ∧X24 ; E2 = E1 ⊕ CX13 ∧X32 ; E3 = E2 ⊕ CX24 ∧X32

E4 = E3 ⊕ CX14 ∧X13 ; E5 = E4 ⊕ CX14 ∧X24 ; E6 = E5 ⊕ CX14 ∧X32.

On obtient l'ordre suivant sur les σi :

σ1 = e13 + e24 ; σ2 = e13 + e32 ; σ3 = e24 + e32

σ4 = e14 + e13 ; σ5 = e14 + e24 ; σ6 = e14 + e32.

D'après les calculs de cohomologie précédents, nous pouvons a�rmer que :

F 4,−3
1 = H4−3(k ∩ n,Λ1)−δ−σ6−4 = C
F 3,−2

1 = H3−2(k ∩ n,Λ1)−δ−σ6−3 = C
F 0,0

1 = H0−0(k ∩ n,Λ1)−δ−σ6−0 = C
On obtient une première feuille comme suit :

HHH
HHHb
a 0 1 2 3 4

− 3 C
− 2 C
− 1
0 C

Tab. 1. Espaces F a,b1 .

Cette suite spectrale ne dégénère pas nécessairement. On peut obtenir
H0(k ∩ n,Λ1 ⊗ Λ2p/p−)−δ par un calcul élémentaire direct. On trouve :

H0(k ∩ n,Λ1 ⊗ Λ2p/p−)−δ = 0.

La suite spectrale précédente permet alors de conclure que

H1(k ∩ n,Λ1 ⊗ Λ2p/p−)−δ = C.

Nous connaissons désormais complètement la première feuille de la suite
spectrale de Horchschild-Serre :

HH
HHHHj

i 0 1 2

0
1 C
2 C

Tab. 2. Espaces Ei,j1 pour π1.
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On voit donc qu'une di�érentielle de la feuille E2 a pour espace de départ
E

(0,2)
2 = C et pour espace d'arrivé E(2,1)

2 = C. D'après le résultat obtenu en
utilisant l'article de Soergel, nous devons obtenir des espaces de dimension
1 en degrés 2 et 3. Donc cette di�érentielle doit impérativement être nulle.
D'où :

H2(n, π1)−δ ' E
(0,2)
1 ' H2(k ∩ n,Λ1)−δ (3.8)

H3(n, π1)−δ ' E
(2,1)
1 .

Suites spectrales de π2 et π3. En appliquant le théorème (3.7) de
Williams pour les séries discrètes π2 et π3, il ne reste dans chacun des cas
qu'un seul espace non nul parmi les espaces F i,j1 de (3.7), dans chaque cas
pour i = 1 et Vν = Λk (k = 1, 2). On en déduit que la première feuille de la
suite spectrale de Hochschild-Serre, donnée par la l'isomorphisme (3.5), est :

H0(k ∩ n, Hπ2 ⊗ Λ1(p/p−))−µ2 = H0(k ∩ n,Λ2 ⊗ Λ1(p/p−))−µ2 = C (3.9)

H2(k ∩ n, Hπ3 ⊗ Λ1(p/p−))−µ3 = H2(k ∩ n,Λ3 ⊗ Λ1(p/p−))−µ3 = C. (3.10)
Ainsi les cohomologies de π2 et π3 ont pour première feuille de la suite spec-
trale :

H
HHH

HHj
i 0 1 2

0 C
1
2

Tab. 3. Espaces Ei,j1
pour π2.

H
HHH

HHj
i 0 1 2

0
1
2 C

Tab. 4. Espaces Ei,j1
pour π3.

Cup-produits dans les suites spectrales. L'application cup-produit :

Ci+j(n, π1)⊗ Ci′+j′(n, π1) ∪→ Ci+i′+j+j′(n, π1⊗̂π2)

respecte la �ltration donnant les suites spectrales ; de plus on a :

d⊗(φ1 ∪ φ2) = (d1φ1) ∪ φ2 + (−1)i+jφ1 ∪ (d2φ2),

où dr est la di�érentielle de πr = π1, π2 ou π1⊗̂π2. Alors l'application cup-
produit donne, par quotient, une application cup-produit sur chacune des
feuilles En des suites spectrales, puis sur les espaces E∞ (voir par exemple
[Be], §3.9). Pour n dans N∪{∞}, notons 1En, 2En, 3En et ⊗En les n-ièmes
feuilles des suites spectrales respectivement de π1, π2, π3 et π1⊗̂π2. On a
donc une application :

1E
i,j
n ⊗ 2E

i′,j′
n

∪→ ⊗E
i+i′,j+j′
n .

On obtient le diagramme suivant : dans la première ligne nous considé-
rons l'élément non nul de la somme dans le terme de droite de (3.6) pour
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chaque représentation πi, dans la seconde ligne, l'espace du terme de droite
de (3.5) et dans la troisième ligne apparaissent les premières feuilles de co-
homologies, les isomorphismes entre la deuxième et la troisième ligne sont
donc ceux de (3.5). A�n d'alléger les notations, le cup-produit des deux pre-
mières lignes est celui attaché à la k ∩ n cohomologie, les indices −µi sont
sous-entendus, et H i(?) représente H i(k ∩ n, ?) :

H2(Λ1)⊗H0(Λ2 ⊗ (p/p−))

∼
��

∪ // H2((Λ2 ⊗ Λ1)⊗ (p/p−))� _

��

proj // H2(Λ3 ⊗ (p/p−))

∼
��

H2(Hπ1)⊗H0(Hπ2 ⊗ (p/p−))

∼
��

∪ // H2(
(
Hπ1⊗̂Hπ2

)
⊗ (p/p−))

∼
��

proj // H2((Hπ3)⊗ (p/p−))

∼
��

1E
0,2
1 ⊗ 2E

1,0
1

∪ // ⊗E
1,2
1

proj //
3E

1,2
1

L'existence de l'application proj de la première ligne est justi�ée par le
fait que Λ1 ⊗ Λ2 dans π1⊗̂π2 se projette sur Λ3 dans π3 (théorème (3.3)).
Les isomorphismes verticaux entre les deux premières lignes étant donnés
par l'inclusion des K-types dans leurs modules de Harish-Chandra, on voit
aisément que la partie supérieure gauche du diagramme est commutative.
De même, les parties de droite sont obtenues par projection dans l'espace
d'arrivée au niveau des complexes associés, et la commutativité en découle.
Les isomorphismes verticaux du carré inférieur gauche sont ceux donnés par
(3.5) pour la première feuille de la suite spectrale. Les isomorphismes pour
H2(Hπ1) etH0(Hπ2⊗(p/p−)) sont évidents ; pourH2(

(
Hπ1⊗̂Hπ2

)
⊗(p/p−)),

l'isomorphisme (inverse) provient de l'application au niveau des complexes :

⊗A
1,2 → C2

(
k ∩ n, C1

(
n/(k ∩ n),

(
Hπ1⊗̂Hπ2

)))
φ⊗ 7→ ψ⊗(xc1 ∧ xc2) : xn 7→ φ⊗(xc1 ∧ xc2 ∧ xn)

où xc1 , xc2 sont des éléments de k ∩ n et xn un élément de n/(k ∩ n). En
écrivant explicitement la composée "∪◦ ∼", on associe à une application
φ1 ⊗ φ2 l'application :

(xc1 ∧ xc2) 7→ [xn 7→ φ1(xc1 ∧ xc2)⊗ φ2(xn)] ;

tandis que la composée ∼ ◦∪ donne :

(xc1 ∧ xc2) 7→ [xn 7→ φ1(xc1 ∧ xc2)⊗ φ2(xn)− φ1(xc1 ∧ xn)⊗ φ2(xc2)
+φ1(xc2 ∧ xn)⊗ φ2(xc1)] .

Or φ2 appartient à A1,0, donc s'annule sur tout élément de k. Il ne reste dans
la somme précédente que le terme φ1(xc1 ∧ xc2)⊗ φ2(xn), ce qui prouve que
le diagramme est bien commutatif.

Prouvons que chaque application de la première ligne est un isomor-
phisme. Sous l'action de k ∩ n, Λ1 ⊗ Λ2 est isomorphe à Λ3, donc H2(k ∩
n, (Λ2 ⊗ Λ1)⊗(p/p−))−µ3 est de même dimension queH2(k∩n,Λ3⊗(p/p−))−µ3 ,
c'est-à-dire 1 par (3.10). Par ailleurs, la projection de Λ1⊗Λ2 sur Λ3 commute
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à l'action de k ∩ n (ce sont des K-types de dimension 1), donc l'application
proj de la première ligne est une bijection.
Un représentant de H2(k ∩ n,Λ1)−δ est nécessairement de la forme φ1 :
X21 ∧ X43 7→ cΛ1 , où cΛ1 est un élément quelconque de Λ1. En considé-
rant l'action du groupe H sur les cochaînes de H0(k∩ n,Λ2⊗Λ1(p/p−))−µ2 ,
on voit qu'un représentant de cet espace de cohomologie est de la forme
φ2 = cΛ2⊗X32, où cΛ2 est un élément quelconque de Λ2 et X32 est l'élément
de p/p− évident. Le cup-produit des deux est donc φ1 ∪ φ2 : X21 ∧ X43 7→
cΛ1⊗cΛ2⊗X32. En raisonnant à nouveau sur l'action deH sur les cochaînes de
H2(k∩n,Λ3⊗Λ1(p/p−))−µ3 , on voit qu'un représentant de cet espace de co-
homologie doit être de la forme X21∧X43 7→ cΛ3⊗X32, où cΛ3 est un élément
quelconque de Λ3. Ainsi φ1∪φ2 est non nul dans H2(k∩n,Λ3⊗Λ1(p/p−))−µ3 .
Donc chaque application de la première ligne est une bijection.
Les applications verticales entre la première et la seconde ligne sont injec-
tives, donc on en déduit que la composée des applications de la seconde ligne
est non nulle. La commutativité du diagramme permet alors d'a�rmer que
la composée des applications de la derniere ligne est non nulle.

Il reste à faire le lien entre la première feuille des suites spectrales consi-
dérées et la feuille E∞. Regardons de plus près la feuille de la suite spectrale
de π1⊗̂π2. Nous savons que π3 apparait, avec multiplicité 1, dans π1⊗̂π2, de
sorte que l'on peut écrire Hπ1⊗̂Hπ2 = Hπ3⊕H¬π3 , où Hπ3 est la composante
π3-isotypique et H¬π3 la somme des autres composantes. Alors chacune des
feuilles ⊗E

ij
n se décompose en une somme de deux espaces 3E

ij
n ⊕ ¬Eijn , l'un

lié à Hπ3 et l'autre à H¬π3 . Chacun de ces espaces étant G-invariant, les dif-
férentielles respectent cette décomposition. Rappelons que la suite spectrale
associée à π3 dégénère à la première feuille. Ainsi les di�érentielles des suites
spectrales, restreintes aux composantes en π3, sont toutes nulles à partir de
la première feuille. On a donc la relation suivante, pour tout n ≥ 1 :

⊗E
ij
n = 3E

ij
n ⊕ ¬Eijn ' 3E

ij
1 ⊕ ¬E

ij
n . (3.11)

Revenons au diagramme précédent. Le fait que la composée des applica-
tions de la dernière ligne soit non nulle signi�e que l'image par cup-produit
d'un élément non nul de 1E

0,2
1 ⊗2E

1,0
1 a une composante non nulle dans 3E

1,2
1 .

La relation (3.11) permet d'a�rmer que, dans les feuilles d'ordre supérieur,
le cup-produit aura toujours une composante non nulle dans 3E

1,2
n ' 3E

1,2
1 ,

donc restera non nulle. On en déduit que la composée des applications sui-
vantes est di�érente de zéro :

1E
0,2
∞ ⊗ 2E

1,0
∞

∪ //
⊗E

1,2
∞

proj //
3E

1,2
∞ (3.12)

Rappelons que notre objectif est de prouver une bijection entre deux es-
paces de dimension 1, donc de prouver que l'image d'une classe non nulle,
par cup-produit puis par projection, est di�érente de zéro. A�n de décrire
précisément le lien entre les espaces de cohomologie et les suites spectrales,
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�xons quelques notations. Notons rH∗ la n-cohomologie de la représentation
πr comme ci-dessus. Nous avons une �ltration sur les espaces C∗ dé�nissant
la suite spectrale compatible avec la di�érentielle d calculant la cohomolo-
gie. On note rF

∗
j la cohomologie du complexe (A∗−j,j , d). La suite spectrale

permet alors de calculer le gradué associé à la cohomologie :
∗⊕
j=0

rF
∗
j /rF

∗
j+1 '

⊕
i+j=∗

rE
i,j
∞ .

Considéérons le diagramme suivant :

1H
2 ⊗ 2H

1 ∪ //

∼
��

⊗H
3

∼
��

proj //
3H

3

'
��

2⊕
j=0

(
1F

2
j /1F

2
j+1

)
⊗

1⊕
j′=0

(
2F

1
j′/2F

1
j′+1

) ∪ //
3⊕
j=0

⊗F
3
j /⊗F

3
j+1

proj
//

3⊕
j=0

3F
3
j /⊗F

3
j+1

Si les applications de la première ligne sont identiquement nulles, alors celle
sur les gradués associés le seront également. Ainsi, pour prouver que la com-
posée des applications de la première ligne est non nullle, il su�t de prouver
que la composée de celle du dessous est elle-même non nulle.

Au niveau des suites spectrales, nous avons le diagramme commutatif
suivant :
2⊕
j=0

(
1F

2
j /1F

2
j+1

)
⊗

1⊕
j′=0

(
2F

1
j′/2F

1
j′+1

) ∪ //

∼
��

3⊕
j=0

⊗F
3
j /⊗F

3
j+1

∼
��

proj //
3⊕
j=0

3F
3
j /3F

3
j+1

∼
��⊕

i+j=2

1E
i,j
∞ ⊗

⊕
i′+j′=1

2E
i′,j′
∞

∪
//
⊕
i+j=3

⊗E
i,j
∞ proj //

⊕
i+j=3

3E
i,j
∞

Selon les tableaux 2 et 3, l'espace en bas à gauche peut s'identi�er à

1E
0,2
1 ⊗ 2E

1,0
1 et selon le tableau 4, l'espace en bas à droite est isomorphe à

3E
1,2
1 . La non-annulation de l'application (3.12) permet alors d'a�rmer que

la dernière ligne de l'application précédente est di�érente de zéro. Il en suit
que

1H
2 ⊗ 2H

1 ∪ // ⊗H
3

proj //
3H

3

est nécessairement di�érente de zéro, ce qui prouve le théorème. ut





CHAPITRE 4

Cup-produit dans les cohomologies de faisceaux

Dans ce chapitre, nous démontrons le résultat central de cette partie :
chaque élément de H4(GSU ,Fµ1) "provenant", dans un sens à préciser, de la
limite dégénérée de série discrète contragrédiente de π1 est une combinaison
linéaire de cup-produits d'éléments "provenant" de séries discrètes.

1. Du cup-produit archimédien au cup-produit de faisceaux

On considère les représentations π1, π2 et π3 dé�nies précédemment, dont
les espaces sont H1, H2 et H3. Notons H1, H2 et H3 les espaces des vecteurs
K-�nis associés. Pour U un sous-groupe ouvert compact de G(Af ), considé-
rons ji un élément de Hom(g,K)(Hi,AU ), j = 1, 2, 3, où AU est l'espace des
formes automorphes U -invariantes.
On dit qu'un élément φ de H∗(GSU ,Fµ) "provient" de πi s'il correspond,
via l'isomorphisme 1.5, à un élément de l'image de l'application :

j∗ : H∗(b, H,Hi ⊗ µ)→ H∗(GSU ,Fµ).

Nous allons dans un premier temps montrer que tout cup-produit d'élé-
ments de H2(GSU ,Fµ1) et de H1(GSU ,Fµ2) provenant respectivement de
la limite dégénérée de série discrète π1 et de la série discrète π2 donne un
élément "virtuellement" non nul de H3(GSU ,Fµ3) provenant en partie de
la série discrète π3. Ici "virtuellement" signi�e que l'on peut être amené à
considérer un sous-groupe U ′ plus petit. Plus précisément, nous avons le
théorème suivant :

Théorème 4.1. Soit k supérieur ou égal à 5, π1, π2 et π3 dé�nis au
chapitre 2.
Soient φ1 et φ2 deux éléments respectivement de lim−→UH

2(GSU ,Fµ1) et de

lim−→UH
1(GSU ,Fµ2) provenant respectivement de π1 et π2. Alors il existe deux

éléments γ1 et γ2 de G(Af ) tels que le cup-produit γ1.φ1 ∪ γ2.φ2 soit un
élément non nul de lim−→UH

3(GSU ,Fµ3), tel que sa projection sur le sous-
espace provenant de π3 soit non nul.

Démonstration: Hecht et Schmid dans [He-Sc2] prouvent que la
condition nécessaire pour qu'une série discrète soit intégrable, donnée par

53
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Trombi et Varadarajan [Tr-Va], est en fait su�sante : une série discrète
π(λ) est intégrable si, et seulement si

|(λ, β)| > 1
2

∑
α∈∆,(α,β)>0

(α, β),

pour toute racine non-compacte β. Concrètement, cela signi�e dans notre
cas que λ doit être su�samment loin des murs correspondant aux racines
non-compactes, soit :

|(λ, β)| > 3.
Si l'on considère que k est supérieur ou égal à 5, la condition est véri�ée pour
π2 et π3.
Considérons j1 et j2 deux éléments deHom(g,K)(H1,AU ) etHom(g,K)(H2,AU )
respectivement. Rappelons que π2 et π3 ont étés choisies a�n d'être des séries
discrètes intégrables, et que π3 apparait dans la restriction du produit ten-
soriel extérieur π1 � π2 de G×G à la diagonale (c'est à dire dans le produit
tensoriel usuel π1 ⊗ π2).
On se retrouve alors dans les hypothèses du théorème (7.4) de [Ha2]. Soit
p la projection de H1 ⊗ H2 sur le facteur (unique) correspondant à π3. La
représentation π1�π2 est isomorphe à l'adhérence de j1⊗j2(H1⊗H2) dans la
complétion (AU×U )2 de AU×U par rapport à la métrique L2 ; soit pU la pro-
jection de j1⊗j1(H1⊗H2) sur le sous-espace correspondant à π3. Le théorème
de Harris fournit alors l'existence d'un morphisme j3 de Hom(g,K)(H3,AU )
véri�ant la propriété suivante :

∀v ∈ H1 ⊗H2 , j3(p(v)) = pU
(
j1 ⊗ j2(v)

)
|Diag

De plus, en "tordant" j1 et j2 par certains éléments γ1 et γ2 de G(Af ), j3
est di�érente de zéro.

Revenons à nos espaces de cohomologies. Nous savons qu'il existe j1 et
j2 tels que φ1 et φ2 sont dans l'image de (ji)∗, i = 1, 2.
Le cup-produit considéré φ1 ∪φ2 peut être obtenu en considérant d'abord le
cup-produit externe φ1tφ2 dans H3(XU×XU ,Fµ1⊗Fµ2) ; dans le complexe
de Dolbeault, on obtient une section C∞ dans

Γ
(
GSU ×GSU ; (Fµ1 ⊗Fµ2)⊗ Ω0,q (GSU ×GSU )

)
.

En considérant la restriction à la diagonale des formes de Ω0,q (GSU ×GSU ),
puis la restriction à la diagonale de GSU ⊗ GSU de la section obtenue, on
obtient l'élément cup-produit φ1 ∪ φ2 désiré.
Du côté de la (b, H)-cohomologie, cela correspond à considérer le cup-produit
externe dans H3(b × b, H × H,AU×U × (µ1 ⊗ µ2)), puis de restreindre les
classes de cohomologies à la diagonale de b× b, et �nalement d'appliquer r∗
où r : AU×U → AU est la restriction des formes automorphes à la diagonale :

H3(b× b, H ×H,AU×U ⊗ (µ1 ⊗ µ2)) res // H3(b, H,AU×U × µ3)
r∗ // H3(b, H,AU ⊗ µ3)

Dans le diagramme suivant, a priori pas commutatif, le cup-produit étu-
dié est dans l'image de l'enchaînement des applications dans la partie supé-
rieure.
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H3(b× b, H ×H,AU×U ⊗ (µ1 ⊗ µ2)) res // H3(b, H,AU×U ⊗ µ3)
r∗ // H3(b, H,AU ⊗ µ3)

H3(b× b, H ×H, (H1 ⊗ µ1)⊗ (H2 ⊗ µ2))

(j1⊗j2)∗

OO

res // H3(b, H,H1 ⊗H2 ⊗ µ3)

(j1⊗j2)∗

OO

p∗ // H3(b, H,H3 ⊗ µ3)

(j3)∗

OO

En remplaçant j1 et j2 a�n que j3 soit non nul, et en utilisant le théorème
(3.13), on est assuré que l'enchaînement inférieur (j3)∗ ◦ p∗ ◦ res ne s'annule
pas.

La partie gauche du diagramme est naturellement commutative. Soit f
un représentant d'une classe f de H3(b, H,H1 ⊗H2 ⊗ µ3). Un représentant
de r∗ ◦ (j1 ⊗ j2)∗(f) est :

ω 7→
(
(j1 ⊗ j2)(f(ω))

)
|diag

et représentant de (j3)∗ ◦ p∗(f) :

ω 7→ j3(p(ω)) =
(
pU
(
(j1 ⊗ j2)(f(ω))

))
|diag.

Ce dernier élément est donc la projection d'un représentant de notre cup-
produit, il provient de π3 et son image dans la cohomologie ne s'annule pas,
ce qui prouve le théorème. ut

2. Dualité de Serre

Pour les faisceaux considérés, le faisceau dualisant étant F2δ, la dualité
de Serre découle de l'application suivante :

Hk(GSU ,Fµ)×Hn−k(GSU ,F2δ−µ)→ Hn(GSU ,F2δ)
∼−→ C.

La première application est le cup-produit, la seconde provient de l'intégra-
tion des formes. En termes de (b, H)-cohomologie, cela se traduit par :

Hk(b, H,AU⊗µ)×Hn−k(b, H,AU⊗2δ − µ)→ Hn(b, H, (AU ×AU )⊗2δ) ∼−→ C,
l'application à gauche étant le cup-produit et celle de droite provenant de
l'application :

AU ×AU → C

(f, g) 7→
∫
GSU

fg

Considérons π une représentation irréductible composante de AU et un élé-
ment f dans π. A�n que

∫
f.g soit non nul, il faut prendre g dans une

composante de AU correspondant à la représentation contragrédiente π̃ de
π.
Ainsi, à un élément de Hk(b, H,AU ⊗ µ) provenant d'une représentation π,
on peut associer un élément de Hn−k(b, H,AU ⊗ 2δ − µ) provenant de la
représentation contragrédiente π̃ de π a�n que leur cup-produit soit non nul.
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Notons π̃1 la limite dégénérée de série discrète de paramètre (0,R2) et
π̃3 la série discrète de paramètre 2δ − λ3, de sorte que π̃1 et π̃3 soient les
représentations contragrédientes de π1 et π3. On pose µ′3 = 2δ − µ3. Nous
pouvons déduire du théorème 4.1 le résultat suivant :

Théorème 4.2. Soit Φ un élément de H4(GSU ,Fµ1) provenant de la
limite dégénérée de série discrète π̃1 de paramètre (0,R2). Il existe alors un
sous-groupe compact ouvert U ′ ⊂ U tel que l'image réciproque p∗(Φ) de Φ
dans H4(GSU ′ ,Fµ1) (où p est la projection de GSU ′ sur GSU ) est combi-
naison linéaire de cup-produits de la forme Φ2 ∪ Φ′3 avec Φ2 un élément de
H1(GSU ′ ,Fµ2) provenant de π2 et Φ′3 un élément de H3(GSU ′ ,Fµ′3) prove-
nant de π̃3.

Démonstration:
Pour un groupe de cohomologieHk(b, H,AU ) (respectivementHk(GSU ,Fµ))
notonsHk(b, H,AU )π (respectivementHk(GSU ,Fµ)π) l'ensemble des classes
provenant d'une représentation π. Considérons l'ensemble P des classes de
cohomologie véri�ant notre conclusion, et son orthogonal P ◦ par rapport à
la dualité de Serre dans H2(GSU ,Fµ1)π1 .

Supposons P ◦ non nul et considérons un élément φ1 dans P ◦ non nul.
On peut montrer que pour tout sous-groupe compact ouvert U ′ ⊂ U , p
étant la projection de GSU ′ sur GSU , et pour tout couple (φ2, φ

′
3) dans

H1(GSU ,Fµ2)π2 ×H3(GSU ,F2δ−µ3)π̃3
, on a :

p∗(φ1) ∪ (φ2 ∪ φ′3) = 0.

Il su�t pour cela de reprendre l'argument dans [Ca].

Maintenant, φ1 étant non nul, il existe d'après le théorème 4.1 un sous-
groupe compact U ′ ⊂ U , un élément φ2 dans H1(GSU ,Fµ2)π2 ainsi que des
éléments γ1 et γ2 de G(Af ) tels que p∗(γ1.φ1) ∪ γ2.φ2 soit un élément de
H3(GSU ,Fµ3) ayant une composante φπ3 dans H3(GSU ,Fµ3)π3 di�érente
de zéro.

En appliquant à nouveau la dualité de Serre, on trouve un élément φ′3
dans H3(GSU ,F2δ−µ3)π̃3

tel que φπ3 ∪φ′3 6= 0. Ainsi, p∗(γ1.φ1)∪γ2.φ2∪φ′3 6=
0, d'où une contradiction. L'orthogonal de P est donc nul, ce qui prouve le
résultat. ut
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CHAPITRE 5

Dé�ntion d'une application entre deux

cohomologies de faisceaux sur X et sur Ω

Dans cette partie, le groupe G est toujours une forme anisotrope sur Q
du groupe unitaire SU(2, 2) associé à la forme quadratique q sur C4 et H
désigne la sous-algèbre de Cartan diagonale.
Nous avons vu qu'il y a di�érentes structures complexes possibles sur G/H
données par l'identi�cation de G/H avec une G-orbite ouverte de l'espace
des drapeaux D sur C4. Dans cette partie, nous allons dé�nir une applica-
tion P entre deux espaces de cohomologies associées à deux structures com-
plexes di�érentes. Plus précisément, on considère les espaces Ω = Ω(−+−) et
X = Ω(−−+) ; le premier est l'espace étudié dans la première partie, et le
second est un �bré en P1 × P1 sur l'espace hermitien symétrique formé des
droites projectives de signature (−−). La motivation initiale est de trouver
un moyen d'exprimer la classe de cohomologie Φ2 du théorème (4.2), qui
apparaît dans la cohomologie de la variété de Gri�ths-Schmid dé�nie par
Ω, en fonction de classes "mieux connues" en ce sens qu'elles dépendent du
domaine hermitien symétrique X, donc essentiellement d'une variété de Shi-
mura (quotient de X par un sous-groupe arithmétique). Nous verrons que
ces classes, se réalisant dans l'espace de 0-cohomologie, sont donc des formes
modulaires classiques.
Dans ce chapitre, nous laissons provisoirement de côté les variétés de Gri�ths-
Schmid et ne considérons que les espaces homogènes locaux X et Ω, la �n
du chapitre suivant permettra de passer aux quotients par les sous-groupes
arithmétiques.

1. Structures complexes sur G/H

Rappelons que nous avons posé Ω = Ω(−+−) etX = Ω(−−+). On souhaite
que les systèmes de racines associés aux sous-groupes de Borel dé�nissant à Ω
et àX aient les mêmes racines compactes, à savoir e12 et e34. Nous choisissons
donc les sous-groupes de Borel suivants :

BX =


• • 0 0
0 • 0 0
• • • •
• • 0 •

 et BΩ =


• • 0 •
0 • 0 0
• • • •
0 • 0 •

 .

On voit que BΩ est l'image du Borel B(−+−) considéré au chapitre 1 par l'élé-
ment (12)(34) du groupe de Weyl engendré par les racines compactes, or les

59
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structures complexes sont invariantes sous l'action du groupe de Weyl com-
pact, donc ces éléments permettent bien de dé�nir les mêmes structures com-
plexes. Les algèbres de Lie de ces espaces contiennent une sous-algèbre nilpo-
tente maximale nX et nΩ qui correspond à l'espace tangent anti-holomorphe.
Les systèmes de racines associés sont les suivants :

∆X = {e12; e31; e32; e34; e41; e42} et ∆Ω = {e12; e14; e31; e32; e34; e42},
dont la demi-somme des racines est :

δX = e32 +
1
2

(e41 + e32) et δΩ = e32 +
1
2

(e14 + e32).

Finalement, les duaux de Ω et de X relativement à notre forme q, décrits en
1.2, sont respectivement Ω′ = Ω(+−+) et Y = Ω(++−).

2. Faisceaux cohérents sur les G/H

Rappelons que pour µ un caractère de H, le faisceau Fµ est dé�ni comme
étant l'ensemble des (restrictions des) sections holomorphes du �bré suivant :

GC ×B Cµ → GC/B

où GC ×B Cµ est GC × C quotienté par la relation : (g, c) ' (gb, µ−1(b)c).
Notamment, dans la �bre au-dessus de eB, B agit par µ−1.

Il y a une autre façon de dé�nir ces faisceaux. L'espace des drapeaux D
s'injecte dans l'espace P (C4)× P (Λ2C4)× P (Λ3C4) par les plongements de
Plücker. On dé�nit alors un faisceau localement libre Fa,b,c sur l'ensemble
des drapeaux D comme la restriction de O(a) × O(b) × O(c) au-dessus de
C4 × Λ2C4 × Λ3C4. Chaque drapeau (p, d, P ) peut être relevé en un triplet
de vecteurs de C4×Λ2C4×Λ3C4 que nous noterons (p̃, d̃, P̃ ). Une section de
Fa,b,c se relève alors en une fonction homogène de degré (a, b, c) en (p̃, d̃, P̃ ).
Ces faisceaux Fa,b,c sont isomorphes aux faisceaux Fµ. Pour faire le lien entre
ces di�érents faisceaux, plaçons-nous en la �bre correspondant à l'élément
neutre dans X et Ω et étudions l'action de H. En termes des faisceaux Fµ,
cette action est clairement µ.
Pour Ω, cette �bre correspond à la �bre au-dessus du drapeau


0
0
•
0

 ;


•
0
•
0

 ;


•
0
•
•


 .

On choisit alors le représentant

R1,1,1 =




0
0
1
0

 ;


0
0
1
0

 ∧


1
0
0
0

 ;


0
0
1
0

 ∧


1
0
0
0

 ∧


0
0
0
1


 .

(5.1)
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Les sections de ce �bré se relèvent en des fonctions homogènes de degré
(a, b, c). On choisit comme représentant obtenu en multipliant R1,1,1 par α,
β et γ l'élément suivant :

Rα,β,γ =




0
0
α
0

 ;


0
0
α
0

 ∧


α−1β
0
0
0

 ;


0
0
α
0

 ∧


α−1β
0
0
0

 ∧


0
0
0

β−1γ


 .

La matrice B véri�ant Rα,β,γ = B.R1,1,1 est

B =


α−1β 0 0 0

0 γ−1 0 0
0 0 α 0
0 0 0 γβ−1

 .

Ainsi, étant donné que, pour toute section f de Fa,b,c, (h.f)(x) = f(h−1.x),
on a :

B−1.f(R1,1,1) = f(B.R1,1,1) = f(Rα,β,γ) = αa.βb.γc.f(R1,1,1).

On en déduit que le lien entre Fµ et Fa,b,c est donné par :

µ


αβ−1 0 0 0

0 γ 0 0
0 0 α−1 0
0 0 0 γ−1β

 = αaβbγc.

On en déduit �nalement que pour Ω :

Fe12 ↔ F1,−1,−1 Fe23 ↔ F1,0,1 Fe34 ↔ F−1,−1,1 Fe41 ↔ F−1,2,−1,

donc, dit autrement,

Fa,b,c ↔ Fa−2b−c
4

e12+a+c
2
e23+−a−2b+c

4
e34

En faisant de même pour X on obtient :

Fe12 ↔ F0,1,−2 Fe23 ↔ F1,0,1 Fe34 ↔ F−2,1,0 Fe41 ↔ F−1,2,−1,

donc, dit autrement,

Fa,b,c ↔ Fa+2b−c
4

e12+a+2b+c
2

e23+−a+2b+c
4

e34
. (5.2)

Remarquons que, dans chaque cas, le faisceau dualisant est F−2,−2,−2.

3. Cohomologie des faisceaux Fµ

Nous allons détailler rapidement la façon dont Gindikin calcule les co-
homologies H•(G/H,Fµ), où G/H est muni d'une des structures complexes
précédentes. L'article [Gi] permet de voir cette cohomologie comme celle de
sections holomorphes d'un certain espace de Stein U à valeur dans le fais-
ceau Fµ. On dé�nit dans notre cas l'espace U comme étant l'ensemble des
quadruplets (p, q, p′, q′) de points distincts de P 3(C) tels que la droite (pq)
soit de signature (−−) et la droite (p′q′) de signature (++).



62 5. DÉFINITION DE L'APPLICATION

Proposition 5.1. L'espace U dé�ni ci-dessus est un espace de Stein.

Démonstration: Fixons deux droites D−0 et D+
0 de signatures respec-

tives (−−) et (++). Alors à tout couple de droites (d−, d+), de signature
respectives (−−) et (++), tout couple de points (α−, β−) de D−0 distincts
et tout couple de points (α+, β+) de D+

0 distincts, on peut associer de façon
unique un élément de U de la manière suivante : les plans contenant d− et
passant par α+ ou β+ coupent la droite d+ en deux points p′ et q′ ; les plans
contenant d+ et passant par α− ou β− coupent la droite d− en deux points p
et q. Ainsi U est isomorphe au produit de l'espace hermitien symétrique formé
des droites de signature (−−), de son dual et de

(
P 1(C)× P 1(C)\Diag

)2
,

où Diag est la diagonale de P 1(C)×P 1(C). Ces espaces étant de Stein, leur
produit l'est également. Donc U est un espace de Stein. ut

On peut également voir U comme étant un sous-ensemble de Ω× Ω̃, où
Ω̃ est le dual de Ω, formé des drapeaux ((p; d;P ) ; (p′, d′, P ′)) tels que la
droite passant par p et d′ ∩P soit de signature (−−) et celle passant par les
points p′ et d ∩ P ′ de signature (++). L'isomorphisme correspondant est :

(p, q, p′, q′) 7→ ( (p, (pq′), < pq′q >) ; (p′, (qp′), < qp′p >) ).

Sur le dessin suivant, l'hyperboloïde centrale représente l'ensemble des points
de signature négative dans P3(C). On y représente également les deux façons
de voir U, la droite (pq) étant dans le cône, et la droite (p′q)′ étant en dehors.

Fig. 5-1. Représentation de l'espace U.
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On dispose d'une projection de U sur Ω :

((p; d;P ) ; (q′, d′, P ′)) 7→ (p; d;P ). (5.3)

On a également une projection de U sur X dé�nie par

(p, q, p′, q′) 7→ (p,< pq >,< pqp′ >).

Proposition 5.2. Les �bres de la projection (5.3) sont contractiles.

Démonstration: Fixons (p, d, P ) dans Ω. Nous allons paramétrer les
droites d− et d+ de la preuve précédente, puis utiliser l'isomorphisme décrit
dans la preuve précédente pour décrire la �bre Fib(p, d, P ).
Considérons p⊥ le plan orthogonal à p, et soit (p⊥ ∩ P )− l'ensemble des
points de p⊥ ∩ P de signature négative. Alors à tout choix x de (p⊥ ∩ P )−

correspond une unique droite d− de signature (−−) dé�nie par d− =< p, x >.
Remarquons que (p⊥ ∩ P )− est contractile.
Soit y un point de (d⊥)+ (l'ensemble des points de d⊥ de signature positive).
Alors le plan < y, d > est de signature + + −. On choisit une droite d+

de signature ++ dans ce plan. Remarquons que l'ensemble des droites de
signature (++) dans un plan de signature (+ + −) est contractile (c'est le
dual de l'ensemble des points − dans un plan −−+).
Puis, en utilisant l'isomorphisme de la preuve précédente, tout choix de β−

dans D−0 distinct de α− := D−0 ∩ < D+
0 ; p > donne un unique q ; q′ est

automatiquement dé�ni par q′ = d∩ d+ ; tout choix de α+ dans D+
0 distinct

de β+ = D+
0 ∩ < D−0 ; q′ > donne un unique p′. D'où un isomorphisme :

Fib(p, d, P ) '
(
D−0 \{α

−}
)
×A,

avec les notations évidentes, et où A est l'ensemble des triplets (y, d+, α+)
formés d'un point de signature positive y dans d⊥, d'une droite de signature
(++) dans le plan < y, d+ >, et d'un point α+ de D+

0 permettant d'obtenir
p′ via l'identi�cation de la preuve précédente. Plus précisément :

A =

(y, d+, α+) ; y ∈ (d⊥)+ , d+ ∈ (< d, y >)(++) , α+ ∈ D+
0 \{β+}

où β+ = D+
0 ∩ < D−0 ; q′ >

 .

Il reste à prouver la contractibilité deA,
(
D−0 \{α−}

)
étant clairement contrac-

tile. Remarquons que l'espace

B =
{

(y, d+) ; y ∈ (d⊥)+ , d+ ∈ (< d, y >)(++)
}

est un �bré localement trivial sur (d⊥)+, qui est contractile, dont les �bres
sont l'ensemble des droites de signature ++ dans un espace + + −, donc
contractiles. On en déduit que ce �bré est trivial, donc contractile.
Or

A =
{

(y, d+, α+) ; (y, d+) ∈ B , α+ ∈ D+
0 \{β

+}où β+ = D+
0 ∩ < D−0 ; q′ >

}
,

donc A est un �bré sur B, qui est contractile, de �bres isomorphes à D+
0

privé d'un point, donc contractile. C'est donc un �bré trivial, ce qui prouve
que A est contractile, donc Fib(p, d, P ) est contractile. ut
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L'espace U étant de Stein et les �bres étant contractiles, on a l'isomor-
phisme suivant, selon Gindikin [Gi] :

Hn(Ω,Fµ) ' Hn (Γ(U,Ωn
π(Fµ))) , (5.4)

où l'espace de droite est la cohomologie holomorphe relative de De Rham. On
peut dé�nir cet isomorphisme au niveau des classes associées au complexe de
Dolbeault, pour cela il nous faut choisir une section de la projection (5.3) :

s : Ω → U
(p, d, P ) 7→

(
(p, d, P ), (P⊥, d⊥, p⊥)

) (5.5)

où p⊥, d⊥ et P⊥ sont les orthogonaux de p, d et P par rapport à notre
forme q. L'isomorphisme s'obtient alors en prenant une forme ω de U dans
Ωn
π(Fµ), en la relevant en une forme ω̃ de U dans Ωn(Fµ) ; on prend alors

son pull-back par la section s, s∗(ω̃), à valeur dans
∑

Ωi,j(Fµ) ; �nalement,
on ne garde que la composante κω de degré (0, n).

4. Cohomologie des séries discrètes

Les séries discrètes interviennent dans la (b, H)-cohomologie des repré-
sentations automorphes de G, donc dans la cohomologie des faisceaux Fµ sur
Γ\G/H. Nous allons donc regarder en quels degrés apparaissent les (b, H)-
cohomologies de ces séries discrètes. Comme nous l'avons vu pour la coho-
mologie de Ω, les formules de Schmid permettent de calculer ces degrés. Le
tableau suivant donne les degrés en lesquels apparaissent H•(b, H, π(λ)⊗µ),
en fonction de la chambre de Weyl dans laquelle se trouve δ − µ :

• Pour Ω :

− µ+ δ R1 R2 R3 R4 R5 R6 −R1 −R2 −R3 −R4 −R5 −R6

p 2 4 3 3 3 1 4 2 3 3 3 5
− µ+ δ R′1 R′2 R′3 R′4 R′5 R′6 −R′1 −R′2 −R′3 −R′4 −R′5 −R′6
p 3 3 2 4 4 2 3 3 4 2 2 4

• Pour X :

− µ+ δ R1 R2 R3 R4 R5 R6 −R1 −R2 −R3 −R4 −R5 −R6

p 1 3 2 2 4 0 5 3 4 4 2 6
− µ+ δ R′1 R′2 R′3 R′4 R′5 R′6 −R′1 −R′2 −R′3 −R′4 −R′5 −R′6
p 2 4 3 3 5 1 4 2 3 3 1 5
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On obtient les diagrammes suivants :

Cohomologie de Ω. Cohomologie de X.

Fig. 5-2. Cohomologies de Ω et de X.

Remarquons alors que si on translate par le vecteur e14 la chambre don-
nant de la 0-cohomologie des séries discrètes de X, on arrive dans celle don-
nant de la 1-cohomologie. En utilisant la relation (1.6), liant la cohomologie
des faisceaux Fµ et la n-cohomologie de certaines représentations, on peut
espérer un lien entre H0(Γ\X,Fµ) pour µ le paramètre d'une série discrète
ayant de la 0-cohomologie, et H1(Γ\Ω,Fµ+e14), µ+ e14 étant alors un pa-
ramètre de série discrète possédant de la 1-cohomologie. La première étape
consiste à dé�nir une cochaîne fermée dans le complexe associé à H1(Ω,Fe14)
a�n de pouvoir faire le lien entre la cohomologie sur X des faisceaux Fµ et
la cohomologie sur Ω des faisceaux Fµ+e14 .

5. Dé�nition d'une cochaîne

Il y a deux façons de construire cet élément, l'une en interprétant la
cohomologie via les complexes de Dolbeault, l'autre en utilisant le théorème
de Gindikin. La première a l'avantage de faire apparaître clairement l'élément
e14, la seconde nous servira par la suite. Nous allons construire ces deux
éléments avant de prouver qu'il s'agit bien du même.

5.1. Dans le complexe de Dolbeault.

Considérons l'élément canonique X14 de l'espace propre de e14 et la
forme sur gC de restriction à CX14 nulle. Cela donne sur G une forme di�é-
rentielle invariante à gauche, puis par passage au quotient par T , X14 étant
dans l'espace tangent anti-holomorphe, un élément ηD de Γ(Ω,Ω(0,1)(Fe14)).
La formule de Maurer Cartan, explicitée dans [Gr-Sc] (1.6), permet de cal-
culer ∂ηD. Pour cela, il nous faut les constantes de structure de nΩ :

[e12; e31] = −e32 ; [e14; e31] = −e34 ; [e14; e42] = e12 et [e34; e42] = e32,
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et les autres produits sont nuls. On en déduit que :

∂ηD = 0

On a donc construit une cochaîne dans le complexe de Dolbreault associé à
H1(Ω,Fe14).

5.2. Dans le complexe de Gindikin.

Une section de F1;−2;1 sur U se relève en une fonction d'un sous-ensemble
de (C4×C6×C4)×(C4×C6×C4) dans C qui soit homogène de degré (1,−2, 1)
en la première variable et holomorphe et homogène de degré (0, 0, 0) en la
seconde.

Commençons par �xer un déterminant det de C4. Fixons un relèvement
(p̃, d̃, P̃ ) d'un élément (p, d, P ) de Ω. Nous allons paramétrer les droites m
de P passant par p di�érentes de d.
Étant donné que P̃ est un élément de Λ3C4, on peut dé�nir un déterminant
sur P par :

detP (h1, h2, h3) = det(P̃ ∧ ∗)−1.det(h1, h2, h3, ∗),
où les hi sont dans P , et ∗ est un élément quelconque en dehors de P .
Remarquons que detP dépend de P̃ et non de P .
On �xe une droite d'origine d0 passant par p distincte de d dans P et on
choisit un relèvement d̃0 dans Λ2(C4). Nous allons paramétrer une droite
quelconque m passant par p distincte de d dans P , de relèvement m̃.
On peut choisir des vecteurs de C4 a�n que d̃ = p̃ ∧ p̃d, d̃0 = p̃ ∧ p̃d0 et
m̃ = p̃∧ p̃m. Les vecteurs ainsi choisis ne sont pas uniques, mais la dé�nition
suivante est indépendante du choix que l'on fait :

x(m) =
detP (p̃, p̃d0 , p̃m)

detP (p̃, p̃d, p̃d0).detP (p̃, p̃d, p̃m)
.

Ainsi dé�ni, x(m) est indépendant du relèvement choisi pour m et d0, in-
dépendant du choix de pd et homogène de degré (1,−2, 1) en (p̃, d̃, P̃ ). Re-
marquons que si nous changeons notre origine d0 =< p̃, p̃d0 > en une droite
d′0 =< p̃, λp̃d0 + µp̃d > distincte de d (λ 6= 0), xd0(m) devient :

xd′0(m) =
detP (p̃, p̃d′0 , p̃m)

detP (p̃, p̃d, p̃d′0).detP (p̃, p̃d, p̃m)

=
λdetP (p̃, p̃d0 , p̃m) + µdetP (p̃, p̃dp̃m)
λdetP (p̃, p̃d, p̃d0).detP (p̃, p̃d, p̃m)

= xd0(m) +
µ

λdetP (p̃, p̃d, p̃d0)

(5.6)

On dé�nit pour tout élément ((p, d, P ), (p′, d′, P ′)) de U la "droite d'in-
tersection" dI par : dI =< p, d′ ∩ P >. En termes de la dé�nition de U par
les quadruplets (p, q, p′, q′), la droite dI est < p, q >.
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Pour un choix local de d0 dépendant localement de (p, d, P ) de façon holo-
morphe, on s'intéresse à la fonction dé�nie localement sur U par x(dI).
On voit d'après (5.6) qu'un changement d'origine d0 transforme x(dI) en
x(dI) +φ, où φ est une fonction dépendant holomorphiquement de (p, d, P ).
Ainsi la di�érentielle relative par rapport à π de cette fonction sera une fonc-
tion de U dans Ω1

π(F1,−2,1) indépendant du choix local des origines d0.
Cette fonction, notée η, correspond au même élément η, dé�ni auparavant,
à multiplication par un scalaire près, comme nous allons le prouver dans la
suite. On a donc :

η = dπ(x(< p; d′ ∩ P >))

5.3. Lien entre les deux.

A�n de montrer que les deux applications dé�nies ci-dessus sont égales
(à une constante près), nous allons utiliser l'isomorphisme (5.4), et compa-
rer nos formes au drapeau R1,1,1 = (p1, d1, P1) dé�ni en (5.1). L'image de
η = dπ(x(dI)) (dé�ni dans le complexe holomorphe de De Rham) dans le
complexe de Dolbeault est obtenue en relevant en la forme η̃ = d(x(dI)), puis
en prenant son pull-back par s dé�ni en (5.5) et �nalement en ne gardant
que la composante (0, q).
Commençons par déterminer un choix de d0 à proximité de s(R1,1,1) =(
(p1, d1, P1), (P⊥1 , d

⊥
1 , p

⊥
1 )
)
. Un voisinage de s(R1,1,1) est obtenu en consi-

dérant l'ensemble des(
(etXp1, e

tXd1, e
tXP1), (etXP⊥1 , e

tXd⊥1 , e
tXp⊥1 )

)
où t appartient à un voisinage V0(R) de 0 dans R, et X ∈ g. On choisit
pour d0(t,X) la droite dans etXP1 contenant etXp1 et un point de première
coordonnée nulle.
On cherche désormais à calculer d(x(dI)) localement au voisinage de s(p1, d1, P1).
Considérons pour cela la fonction

φ : V0 × g → R
(t,X) 7→ φ(t,X) = x(< etXp1, e

tXd⊥1 ∩ etXP1 >). (5.7)

On a

φ(0, X) = xd0(0,X)(< p1, d
⊥
1 ∩ P1 >),

où l'on a indexé x par d0(0, X) pour indiquer la droite origine choisie. Or

d⊥1 =


?
0
?
0


⊥

=


0
?
0
?

 ,

ainsi tous les points de d⊥1 ont leur première coordonnée nulle, c'est donc le
cas pour d⊥1 ∩ P1. On en déduit que d0(0, X) =< p1, d

⊥
1 ∩ P1 >, donc que

φ(0, X) = 0.
En dérivant φ par rapport à t en 0 et en l'évaluant pour X dans n, nous
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obtiendrons l'élément voulu de Γ(Ω,Ω0,1Fe14).
Considérons X de la forme :

X =


∗ a b c
a ∗ d e

−b −d ∗ f

−c −e f ∗


Alors un développement limité de etX à l'ordre 1 est :

etX =


1 + t∗ ta tb tc
ta 1 + t∗ td te

−tb −td 1 + t∗ tf

−tc −te tf 1 + t∗

+ o(t).

Ainsi, le développement limité à l'ordre 1 des images de p1, d1 et P1 par etX

est :

etXp1 =


tb
td

1 + t∗
tf

+ o(t), etXd1 =


tb
td

1 + t∗
tf

 ∧


1
ta

−tb
−tc

+ o(t)

etXP1 =


tb
td

1 + t∗
tf

 ∧


1
ta

−tb
−tc

 ∧


tc
te
tf
1

+ o(t)

et l'image de l'orthogonal, vis-à-vis de la forme q, de d1 est :

etX(d1)⊥ =


ta
1
−td
−te

 ∧


tc
te
tf
1

+ o(t),

de sorte que

< etX(p1), (etX(d1))⊥ ∩ etX(P1) >=


tb
td
1
tf

 ∧


tc
te
tf
1

+ o(t).

La droite d'origine d0 de etXP1 a pour développement :

d0 =


tb
td
1
tf

 ∧


0
te
tf
1

+ o(t).

On en déduit immédiatement :

φ(t,X) = x(< etXp1, e
tXd⊥1 ∩ etXP1 >) = −tc+ o(t).

Donc �nalement, la dérivée en t = 0 est :

d

dt |0
φ(t,X) = −c.

En exprimant les vecteurs propres des racines dé�nissant n, on trouve que
leurs images par cette fonction sont toutes nulles, sauf pour X14, qui a pour
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image −1, ce qui prouve que la fonction η dé�nie dans la cohomologie de
Dolbeault et celle dé�nie dans la cohomologie à la Gindikin sont l'opposée
l'une de l'autre.

6. Dé�nition de l'application P

Nous allons maintenant dé�nir l'application qui permet de passer du
H0(X,Fµ) au H1(Ω,Fµ+e14) en utilisant la cohomologie de Dolbeault puis
celle de Gindikin.

6.1. Par le complexe de Dolbeault.

On souhaite dé�nir, pour µ dans la chambre a�ne −CR6 + δ, une ap-
plication P :

P : H0(X,Fµ)→ H1(Ω,Fµ+e14),

c'est à dire, d'après les identi�cations que nous avons vues :

P : H0(X,Fa,b,c)→ H1(Ω,Fa+b+1 , −b−2 , b+c+1).

La condition µ ∈ δ − CR6 se traduit, en utilisant la relation (5.2), par : a+ b+ c+ 3 < 0
a+ 1 > 0
c+ 1 > 0

(5.8)

Remarque 5.1. Soit (p, d, P ) un drapeau de Ω. Alors, l'intersection q
de d⊥ avec le plan P est un point de signature négative, et la droite passant
par les points p et q est de signature (−−) (car q est orthogonal à p). On a
donc un drapeau de X en considérant (p;< pq >;P ).

Considérons désormais (p̃, d̃, P̃ ) un élément du relèvement de Ω dans
V × Λ2V × Λ3V , noté Ω̃, avec V = C4. On choisit comme représentant de
d⊥ l'élémént, noté d̃⊥, véri�ant l'égalité :

det(d̃, d̃⊥) = 1. (5.9)

Nous allons maintenant dé�nir plus généralement un représentant de
l'intersection d'une droite d et un plan P dans Λ1V , en connaissant d̃ et P̃ .
Via le déterminant det on associe à P̃ un élément P̃ ∗ dans le dual V ∗ de V .
De même à d̃ on associe d̃∗ dans Λ2V ∗.
On dé�nit alors d̃∩ P̃ comme étant l'élément de V tel que, pour tout φ dans
V ∗, on ait :

φ(d̃ ∩ P̃ ) = det(P̃ ∗, d̃∗, φ). (5.10)
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Cet élément est bien dans P car :

det(P̃ , d̃ ∩ P̃ ) = P̃ ∗(d̃ ∩ P̃ )
= det(P̃ ∗, d̃∗, P̃ ∗)
= 0

Il est également dans d car pour tout élément ? de V :

det(d̃, d̃ ∩ P̃ , ?) = (d̃ ∧ ?)∗(d̃ ∩ P̃ )
= det(P̃ ∗, d̃∗, (d̃ ∧ ?)∗)
= 0

.

Ainsi, l'élément d̃⊥∩ P̃ est bien dé�ni, et p̃∧ d̃⊥∩ P̃ est un représentant de la
droite < pq > mentionnée dans la remarque 5.1. On peut désormais dé�nir
l'application P.

Proposition 5.3. Soient a, b et c trois entiers véri�ant les conditions
(5.8). À toute fonction f̃ du relevé X̃ de X qui soit homogène de degré
(a, b, c), on associe la fonction de Ω̃ dans C suivante :

(p̃, d̃, P̃ ) 7→ −f̃(p̃, p̃ ∧ (d̃⊥ ∩ P̃ ), P̃ )ηD(p̃, d̃, P̃ ).

Alors cette fonction est bien dé�nie et homogène de degré (a + b + 1,−b −
2, b+ c+ 1) en (p̃, d̃, P̃ ) et permet donc de dé�nir une application P :

P : H0(X;Fa,b,c) → Γ(Ω̃,Ω(0,1)(Fa+b+1 , −b−2 , b+c+1))

Démonstration: La remarque 5.1 assure que f(p̃, p̃ ∧ (̃d⊥ ∩ P̃ ), P̃ )
est bien dé�ni. De plus, la condition (5.9) implique que cette fonction est
homogène de degré (a + b,−b, b + c) en (p̃, d̃, P̃ ). ηD étant homogène de
degré (1,−2, 1), on obtient le degré d'homogénéité désiré. ut

6.2. Par le complexe de Gindikin.

Dans le formalisme de Gindikin, on cherche à dé�nir une application :

P : Γ(X,Fa,b,c)→ Γ(U,Ω1
π(Fa+b+1 , −b−2 , b+c+1)),

où (a, b, c) véri�e (5.8).
Soit ((p̃, d̃, P̃ ), (p̃′, d̃′, P̃ ′)) un élément du relèvement de U dans

(
V × Λ2V × Λ3V

)2
,

noté Ũ. Rappelons que d̃′ ∩ P̃ est dé�ni par la relation (5.10).

Proposition 5.4. Soient a, b et c trois entiers véri�ant les conditions
(5.8). À toute fonction f̃ du relevé X̃ de X qui soit homogène de degré
(a, b, c), on associe la fonction de Ũ dans C suivante :

((p̃, d̃, P̃ ) , (p̃′, d̃′, P̃ ′)) 7→ f(p̃, p̃ ∧ (d̃′ ∩ P̃ ), P̃ ).det(d̃, d̃′)−bη.

Alors cette fonction est homogène et bien dé�nie de degré (a + b + 1,−b −
2, b+ c+ 1) en (p̃, d̃, P̃ ) et de degré (0, 0, 0) en (p̃′, d̃′, P̃ ′). Elle permet donc
de dé�nir une application P :

P : H0(X;Fa,b,c) → Γ(U,Ω1
π(Fa+b+1 , −b−2 , b+c+1))
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Remarque 5.2. Les deux dé�nitions de P, dans les complexes de Dol-
beault et de Gindikin� sont les mêmes via l'identi�cation (5.4).





CHAPITRE 6

Injectivité de l'application P

Nous allons maintenant prouver que l'application P dé�nie précédem-
ment dans la cohomologie à la Gindikin est injective, puis prouver que cette
application reste injective après passage au quotient par un sous-groupe
arithmétique. Nous verrons qu'avec des hypopthèses plus restrictives, l'ap-
plication P devient bijective au niveau des espaces homogènes locaux.

1. Injectivité de P dans l'espace homogène

Théorème 6.1. L'application P est injective.

Le reste de cette sous-partie est consacrée à la démonstration de ce ré-
sultat. Considérons une fonction f et supposons qu'il existe un élément φ
dans Γ(U,Fa+b+1,−b−2,b+c+1) tel que dπφ = P(f).

1.1. Expression de φ à l'aide de polynômes.

Soit U(p,d,P,dI) la sous-variété connexe de U obtenue en �xant p, d, P
et la droite dI =< p, d′ ∩ P >. On voit que la fonction x(dI) localement
dé�nie est constante sur cette sous-variété connexe. Ainsi, sa di�érentielle
suivant cette sous-variété sera nulle. Étant donné que P(f) est le produit de
la di�érentielle de x(dI) par une fonction et que dπφ = P(f), on en déduit que
φ sera constante sur U(p,d,P,dI). Ainsi φ ne dépend que du drapeau (p, d, P )
et de la droite dI , ce que nous noterons abusivement par φ(p, d, P, dI). Si φ̃
désigne le relèvement de φ sur Ũ, alors φ̃ ne dépend que de (p̃, d̃, P̃ ) et de d̃I .

Fixons désormais et pour le reste de cette partie p̃, un représentant d'un
point p dans Q =

{
z ∈ P(C4); q(z) < 0

}
. Considérons Up les éléments de U

contenant p et Ũp l'équivalent dans Ũ à p̃ �xé. L'orthogonal de p relativement
à notre forme q est noté Pp (resp. P̃p dans Ũ). Considérons un élément m̃
de Λ2C4 correspondant à une droite passant par p. Alors m̃ peut s'écrire de
façon unique comme le wedge-produit de p̃ avec un élément p̃m de P̃p. Cela
dé�nit une bijection :

{m̃ ∈ Λ2C4 : p ∈< m >} → P̃p
m̃ 7→ p̃m

(6.1)

73
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De plus, la droite correspondant à p̃∧ p̃m sera de signature (−−) si et seule-
ment si p̃m se situe dans le cône ∆̃p = Q̃ ∩ P̃p et de signature (+−) si et

seulement si pm est dans P̃p\∆̃p.

Ainsi, à un couple (p̃d, p̃dI ) de
(
P̃p\∆̃p

)
×∆̃p on peut associer le quadru-

plet (p̃, p̃∧ p̃d, p̃∧ p̃d∧ p̃dI ; p̃∧ p̃dI ) qui est dans l'ensemble des (p̃, d̃, P̃ , p̃∧ p̃dI )
dé�nissant φ (en remarquant que le plan P contient nécessairement p, pd et
pdI ). La �gure 6-1 permet de "visualiser" cet isomorphisme dans l'espace
projectif.

Fig. 6-1. Le point p et son espace orthogonal dans P3.

On pose :

ψ̃p :
(
P̃p\∆̃p

)
× ∆̃p → C

(p̃d, p̃dI ) 7→ φ̃(p̃, p̃ ∧ p̃d, p̃ ∧ p̃d ∧ p̃dI , p̃ ∧ p̃dI ).
On obtient une fonction homogène de degré (−b − 2) + (b + c + 1) = c − 1
en pd et b + c + 1 en pdI , qui correspond à une fonction holomorphe ψ sur
Pp\∆p ×∆p à valeur dans un certain faisceau. Pp\∆p étant le complémen-
taire d'une boule dans Pp, on peut prolonger holomorphiquement ψ à Pp tout
entier par le théorème de Hartogs. Ainsi ψ̃ est soit une fonction holomorphe
homogène sur Pp, soit la fonction nulle ; elle dépend donc polynomialement
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de pd, ce polynôme étant homogène de degré c− 1 (si c− 1 ≥ 0).

Pour exprimer φ̃ en fonction de ψ̃p, nous avons vu qu'à d̃ et d̃I on associe
de façon unique pd et pdI par la bijection (6.1). Il reste à remarquer que :

P̃ = detP (p̃ ∧ p̃d ∧ p̃dI )
−1.p̃ ∧ p̃d ∧ p̃dI .

On a alors :

φ̃(p̃, d̃, P̃ , p̃ ∧ p̃dI ) = detP (p̃ ∧ p̃d ∧ p̃dI )
−b−c−1.ψ̃p(p̃d, p̃dI ) (6.2)

Remarquons que, sous les conditions (5.8) sur a, b et c, −b− c−1 est positif.

1.2. Paramétrisation de pd et pdI .

On �xe p̃ et P̃ pour le reste de la preuve. Dans l'hyperplan P , on �xe une
droite a�ne munie de coordonnée a�ne, et contenue dans Pp. On considère
deux points de cette droite : pd(u) de coordonnée u et pdI (v) de coordonnée
v.
En utilisant la dépendance polynomiale de ψ̃p en pd, on voit que la fonction
ψ̃p(u, v) = ψ̃p(pd(u), pdI (v)) peut s'écrire comme un polynôme de degré c−1
en u, que l'on développe en fonction des puissances de (u− v) :

ψ̃p(u, v) =
c−1∑
i=0

ψp,i(v)(u− v)i.

On en déduit, en appliquant (6.2) :

φ̃(p̃, p̃ ∧ p̃d(u), p̃ ∧ p̃d(u) ∧ p̃dI (v), p̃ ∧ p̃dI (v)) =
detP (p̃ ∧ p̃d(u) ∧ p̃dI (v))−b−c−1.ψ̃p(p̃d(u), p̃dI (v))

En remarquant que detP (p̃, p(a), p(b)) = k.(a− b), avec k indépendant de a
et de b, on a :

φ̃(u, v) = k−b−c−1.

c−1∑
i=0

ψp,i(v)(u− v)i−b−c−1.

En dérivant cette dernière expression par rapport à v, on obtient une expres-
sion de dπφ̃ :

dπφ̃(u, v) = k−b−c−1.

c−1∑
i=0

ψ′p,i(v)(u−v)i−b−c−1+(i−b−c−1)ψp,i(v)(u−v)i−b−c−2dv.

1.3. Paramétrisation de P(f).

Nous sommes dans les mêmes conditions que précédemment, à p̃ et P̃
�xés.
Dans la dé�nition de x(dI), nous choisissons désormais comme relevé de la
droite de référence d0 l'élément p̃∧p̃d0 , avec p̃d0 sur notre droite de coordonnée
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a�ne �xée dans Pp. Notons w l'ordonnée de ce point. La dé�nition de x(dI)
donne :

x(dI) =
detP (p̃, p̃d0(w), p̃dI (v)

detP (p̃, p̃d(u), p̃d0(w)).detP (p̃, p̃d(u), p̃dI (v))
=

1
k.(u− w)

− 1
k.(u− v)

.

On en déduit que

η = k−1(u− v)−2dv

Par dé�nition de P(f), on obtient :

P(f̃)(p̃, p̃∧p̃d(u), P̃ , p̃∧p̃dI (v)) = f̃(p̃, p̃∧p̃dI (v), P̃ ).det(p̃∧p̃d(u)∧p̃dI (v)∧?)−b.η,

où ? est un représentant quelconque d'un point p′ de signature négative. On
choisit ? de sorte que det(P̃ , ?) = 1.
Or par dé�nition de detP , on a :

det(p̃ ∧ p̃d(u) ∧ p̃dI (v) ∧ ?) = detP (p̃ ∧ p̃d(u) ∧ p̃dI (v)).det(P̃ ∧ ?).

Avec notre choix de ?, le dernier facteur est égal à 1. On obtient donc la
formule suivante :

P(f̃)(p̃, p̃ ∧ p̃d(u), P̃ , p̃ ∧ p̃dI (v)) = f̃(v).k−b−1.(u− v)−b−2.dv

où −b− 2 est positif d'après (5.8).

1.4. Comparaison et conclusion.

En reprenant les formules trouvées pour dπφ̃(u, v) et pour P(f̃)(u, v),
on obtient :

kcf̃(v)(u−v)−b−2 = (−b− c− 1)ψp,0(v)(u− v)−b−c−2

+
∑c−1

i=1 (u− v)−b−2+i−c
(
ψ′p,i(v) + (i− b− c− 1)ψp,i(v)

)
+ψ′p,c−1(v)(u− v)−b−2

On identi�e alors les termes de même degré, prouvant ainsi l'annulation
des fonctions ψp,0, puis ψp,1, etc. . .
On trouve au �nal que f est elle-même nulle, ce qui achève la preuve du
théorème 6.1.

2. Passage à l'espace complexe homogène local

Nous allons voir dans quelle mesure la construction précédente permet
de dé�nir une application injective de H0(Γ\X,Fµ) dans H1(Γ\Ω,Fµ+e14).
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2.1. Sections globales de Ω à valeurs dans Fa′,b′,c′.

Commençons par prouver un résultat général sur les sections globales
de Ω. Son corollaire, qui a�rme que Ω n'a pas de 0-cohomologie pour les
(a′, b′, c′) considérés, sera essentiel pour la suite.

Théorème 6.2. Pour tout triplet quelconque d'entiers (a′, b′, c′), l'en-
semble H0(Ω,Fa′,b′,c′) est soit une représentation algébrique irréductible de
GC, soit la représentation nulle.

Démonstration: Considérons un élément s de H0(Ω,Fa′,b′,c′). Il s'agit
donc d'une section globale qui se relève en une fonction s̃ dé�nie sur Ω̃ qui
soit holomorphe et homogène de degré (a′, b′, c′).

L'idée de la preuve est d'utiliser deux fois le théorème de Hartogs a�n de
prolonger s̃ à un domaine plus grand. Nous exploiterons ensuite les propriétés
polynomiales de ce prolongement a�n de démontrer qu'il peut s'étendre à D
en entier. Il su�t alors d'appliquer le théorème de Borel-Weil pour conclure.

Prolongement à p �xé. Fixons p dans P(V ) (V = C4) et notons Pp
son hyperplan orthogonal par rapport à notre forme q dans P(V ) (c.f. �gure
(6-1)). On a alors un isomorphisme biholomorphe (toujours à p �xé) :

{(p, d, P ) ∈ D(V )} → {(pd, dP ) ∈ D(Pp)}
(p, d, P ) 7→ (d ∩ Pp, P ∩ Pp),

où D(. . . ) représente l'ensemble des drapeaux sur l'espace (. . . ).
On désigne par ∆p l'ensemble des points de Pp de signature négative par
rapport à q. À l'espace Ωp formé en considérant p �xé, correspond via cet
isomorphisme l'ensemble Υp des drapeaux formés d'un point en dehors de
∆p et d'une droite intersectant ∆p. Étant donné que dans ce cas, p est néces-
sairement de signature −, Pp est de signature + +−. Ainsi, Υp est l'espace
étudié par Carayol, noté également Ω, dans le cas SU(2, 1) (c.f. [Ca2]).
Á s̃ on peut donc associer une fonction holomorphe homogène sur Υp, et
en utilisant le lemme (4.2) de [Ca2], on peut prolonger cette fonction en
une fonction dé�nie sur D(Pp) tout entier. Cela permet d'étendre s̃ en une
fonction dé�nie sur {(p, d, P ) ∈ D(V ) : q(p) < 0}. Nous verrons dans la suite
que cette fonction dépend holomorphiquement de p.

Prolongement à P �xé. Fixons désormais le plan P de signature
(+ − −) (p n'est plus �xé) et considérons l'ensemble ΩP des éléments de
Ω ayant P comme hyperplan. On peut alors identi�er cet ensemble à l'en-
semble des drapeaux de P formés d'un point de QP = {p ∈ P : q(p) < 0} et
d'une droite intersectant le complémentaire de cet ensemble. On est alors à
nouveau dans le même cas que celui étudié par Carayol (mais pour le groupe
dual SU(1; 2)). On peut donc à nouveau étendre s̃ à {(p, d, P ) ∈ D(V )}.
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Interprétation polynomiale de s̃. Les deux prolongements précédents
ne su�sent pas à étendre s̃ à D tout entier, et ne sont a priori pas holomorphes
en la variable �xée. Pour cela, nous allons devoir faire intervenir une inter-
prétation polynomiale de s̃.
Considérons l'ensemble VΩ formé des triplets de points (p̃, ỹ, z̃) de V tels que
(p̃, p̃ ∧ ỹ, p̃ ∧ ỹ ∧ z̃) soit dans Ω̃. On peut alors associer à s̃ une fonction σ
dé�nie sur VΩ par :

σ(p̃, ỹ, z̃) = s̃(p̃, p̃ ∧ ỹ, p̃ ∧ ỹ ∧ z̃).

Inversement, on peut retrouver s̃ à partir de σ par la formule :

s̃(p̃, d̃, P̃ ) =

(
det(d̃, α, β)
det(p̃, ỹ, α, β)

)b′ (
det(P̃ , β)

det(p̃, ỹ, z̃, β)

)b′+c′
σ(p̃, ỹ, z̃),

où α et β sont deux points quelconques non colinéaires hors de P .
Le premier prolongement obtenu précédemment à p �xé permet d'étendre
σ à l'ensemble des triplets de points (p̃, ỹ, z̃) tels que p̃ est de signature
négative, ỹ et z̃ tels que l'espace engendré par p̃, ỹ et z̃ soit de dimension
3. En se plaçant à p̃ �xé, on voit que la fonction est dé�nie sur l'ensemble
{(ỹ, z̃) ∈ V 2 : ỹ 6= p̃, z̃ /∈< p̃, ỹ >}, qui est une sous-variété de V 2 de
codimension 3. En utilisant le théorème de Hartogs et le fait que la fonction
est holomorphe à p̃ �xé, on peut prolonger holomorphiquement σ, à p̃ �xé,
à V 2 en entier. La fonction ainsi obtenue est holomorphe et homogène de
degré b′ + c′ en ỹ et c′ en z̃. Cette fonction est donc nulle ou un polynôme
en ỹ et z̃.
Considérons l'ensemble

E = {((i1, . . . i4), (j1, . . . , j4) ∈ N8 : i1 + · · ·+ i4 ≤ b′ + c′; j1 + · · ·+ j4 ≤ c′}.

En décomposant σ en fonction des puissances de ỹ = (ỹ1, ỹ2, ỹ3, ỹ4) et de
z̃ = (z̃1, z̃2, z̃3, z̃4), on obtient l'écriture suivante :

σ(p̃, ỹ, z̃) =
∑

(I,J)∈E

fI,J(p̃)ỹI z̃J , (6.3)

où I = (i1, . . . , i4), ỹI = ỹi11 ỹ
i2
2 ỹ

i3
3 ỹ

i4
4 , et de façon similaire pour J et z̃J .

Remarquons que les coe�cients fI,J(p̃) ne dépendent que de p̃.
La restriction de σ à VΩ est une fonction holomorphe, et contient l'ensemble
des p̃ considérés ici (c'est-à-dire de signature négative). On en déduit que les
coe�cients fI,J(p) dépendent holomorphiquement de p̃, ce qui prouve que le
prolongement de σ détaillé ci-dessus est holomorphe.

Construction d'une fonction ψ polynomiale en ỹ et z̃. Le second
prolongement de s̃ permet de dé�nir σ sur l'ensemble des triplets (p̃, ỹ, z̃)
tels que p̃ ∧ ỹ ∧ z̃ soit de signature (+−−). L'objectif ici est de dé�nir une
fonction holomorphe ψ de (p̃, ỹ, z̃), dé�nie pour tout p̃ de V et dépendant po-
lynomialement de ỹ et z̃. Nous prouverons par la suite que ψ et σ sont égales
sur un ouvert, ce qui impliquera que ψ est un prolongement holomorphe de
σ. Le corollaire suivant s'avérera utile.
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Lemme 6.3. Soit W un espace vectoriel complexe de dimension a, et soit
PN l'ensemble des polynômes sur W de degré N .
Soit M le cardinal de l'ensemble :

F = {(i1, . . . ia) ∈ Na : i1 + · · ·+ ia ≤ N}.
Considérons l'ensemble desM -uplets (w1, . . . , wM ) de vecteurs deW tels que
l'application

PN → CM

ρ 7→ (ρ(w1), . . . ρ(wM ))

soit une bijection. Alors cet ensemble est ouvert dense de WM .

Démonstration: Soit ρ un polynôme de degré N . On peut écrire ρ
comme :

ρ(p) = ρ(x1, . . . , xa) =
∑

i1+···+ia≤N
ri1,...,inx

i1
1 x

i2
2 . . . x

ia
a ,

où on note (x1, . . . xa) les coe�cients de p dans la base canonique deW = Ca.
On désigne par I un a-uplet (i1, . . . , ia). Dire que l'application donnée dans
le théorème est bijective revient à dire que les coe�cients rI de ρ sont dé�nis
de façon unique par les valeurs de ρ en ces points, donc, que le système
suivant, d'inconnues (rI), admet une unique solution :

ρ(p1) = ρ(x1,1, x1,2, . . . , x1,a) =
∑
I∈F

rI .x
i1
1,1.x

i2
1,2 . . . x

ia
1,a

...

ρ(pM ) = ρ(xM,1, xM,2, . . . , xM,a) =
∑
I∈F

rI .x
i1
M,1.x

i2
M,2 . . . x

ia
M,a

(6.4)

Ce qui équivaut à ce que le déterminant de la matrice associée soit non nul.
Or, le déterminant de ce système est un polynôme non nul en xi,j , pour
i = 1 . . .M et j = 1 . . . a. Son noyau est donc une sous-variété algébrique de
WM de degré strictement inférieur à celui deWM , donc son complémentaire
un ouvert dense de WM , ce qui prouve le résultat. ut

Pour un tel ensemble de points de WM , on dira que les points sont en
position générale.

Revenons à notre fonction σ. Soit M le cardinal de l'ensemble E dé�ni
plus haut. Considérons M couples de points (ỹk, z̃k), k = 1 . . .M , de V tels
que

(C1) Les droites < ỹk, z̃k > sont de signature (−−).

(C2) Les points (ỹk, z̃k) de W = V 2 sont en position générique.

L'ensemble des points véri�ant (C1) est un ouvert de WM , et le lemme 6.3
assure que l'ensemble des points véri�ant (C2) est un ouvert dense de WM ,
donc un tel choix ne pose aucun problème.
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Alors, si p̃ n'appartient pas aux droites < ỹk, z̃k > pour tout k, le plan <
p̃, ỹk, z̃k > est nécessairement de signature (+−−), et on peut donc associer
à chacun des M couples de points (ỹk, z̃k) le nombre complexe σ(p̃, ỹk, z̃k)
(grâce au prolongement à P �xé). Le corollaire 6.3 et la remarque qui suit
permet alors d'a�rmer l'existence d'un polynome ψ en ỹ et z̃ ayant les
propriétés suivantes :

(1) ψ est de degré b′ + c′ en ỹ et c′ en z̃

(2) ψ est égale à σ en chacun des (p̃, ỹk, z̃k).
(3) ψ est dé�nie pour tout (p̃, ỹ, z̃) tel que p̃ est en dehors desM droites

choisies ci-dessus.

(4) les coe�cients du polynôme en ỹ et z̃ dépendent de p̃ de façon
holomorphe (car σ(p̃, ỹk, z̃k) dépend de p̃ de façon holomorphe), ce
qui implique que ψ est une fonction holomorphe là où elle est dé�nie.

(5) L'unicité des coe�cients (c.f. Corollaire 6.3) assure que, pour p de
signature négative, les coe�cients de ψ sont les mêmes que ceux de
σ donnés précédemment. Ainsi, les fonctions ψ et σ sont égales sur
l'ouvert VΩ de V 3 privé des M droites pour la première variable.

Le dernier point et le fait que les deux fonctions σ et ψ sont holomorphes
assurent qu'on a trouvé un prolongement holomorphe de σ à V 3 privé des
M droites. Pour prolonger à V 3 en entier, il su�t de refaire le même raison-
nement en choisissant un autre ensemble de M droites.
La fonction σ se prolonge donc à V 3. Cette fonction étant homogène, holo-
morphe et dé�nie sur V 3, on en déduit que c'est soit un polynôme, soit la
fonction nulle.

Nous avons donc prouvé que s̃ correspond nécessairement à une fonction
nulle ou un polynôme homogène de degré (a′+ b′+ c′), (b′+ c′) et c′. Donc s̃
elle même s'étend holomorphiquement à D. Le théorème de Borel-Weil nous
dit alors que H0(Ω,Fa′,b′,c′) est une représentation algébrique irréductible de
GC à condition que a′, b′ et c′ soient positifs1 . ut

Corollaire 6.4. Pour a′, b′ c′ véri�ant : a′ + b′ + c′ + 3 < 0
a′ + b′ + 2 > 0
b′ + c′ + 2 > 0

,

c'est-à-dire pour (a′, b′, c′) correspondant, dans la structure complexe dé�nie
par Ω, à un poids µ tel que µ− δΩ appartient à la chambre C−R6, on a :

H0(Ω,Fa′,b′,c′) = 0.

Démonstration: Il su�t de remarquer que la première condition sur
a′, b′, c′ implique que a, b et c ne peuvent être positifs ou nuls. ut

1Cette condition se traduit, au niveau des faisceaux Fµ, par le fait que −µ (avec nos
normalisations) doit être dominant vis-à-vis du système de racines dé�nissant Ω.
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2.2. Injectivité de l'application P : cas de l'espace homogène

local.

Nous sommes désormais en mesure de prouver le théorème suivant :

Théorème 6.5. Soit (a, b, c) tel que a+ b+ c+ 3 < 0
a+ 1 > 0
c+ 1 > 0

,

et soient a′ = a+ b+ 1, b′ = −b− 2 et c′ = b+ c+ 1.

(1) L'application :

P : H0(Γ\X,Fa,b,c)→ H1(Γ\Ω,Fa′,b′,c′)

existe et est injective.

(2) Soient µ et µ′ les caractères attachés à Fa,b,c et Fa′,b′,c′ de façon
habituelle. Supposons de plus que l'on impose sur µ − δX (ou de
façon équivalente sur µ′ − δΩ) la condition de régularité suivante :
la série discrète de paramètre de Harish-Chandra µ − δX doit être
intégrable (c.f. [Tr-Va]). Alors l'application P est bijective.

Démonstration:

En utilisant la suite spectrale de Cartan-Leray permettant de calculer
H•(Γ\Ω,Fa′,b′,c′), on obtient la suite exacte associée aux termes de bas de-
gré :

H1(Γ, H0(Ω,F))→ H1(Ω,F)→
(
H1(Ω,F)

)Γ → H2(Γ, H0(Ω,F)), (6.5)

où F désigne bien évidemment Fa′,b′,c′ . Le corollaire précédent prouve que
les espaces de gauche et de droite sont nuls, H0(Ω,Fa′,b′,c′) l'étant. Ainsi,

H1(Γ\Ω,Fa′,b′,c′) s'identi�e à
(
H1(Ω,Fa′,b′,c′)

)Γ
.

On considère alors un élément f de H0(Γ\X,Fa,b,c) = H0(Γ\X,Fa,b,c)Γ.
On véri�e aisément que P(f) est invariant par Γ. Ceci implique que P(f)
est bien dans H1(Γ\Ω,Fa′,b′,c′), donc que l'application P est dé�nie sur les
espaces homogènes locaux. S'agissant d'une restriction, P reste injective.

Pour la seconde assertion du théorème, l'article [Wi2] prouve une conjec-
ture de Langlands selon laquelle, sous les conditions de régularité du corol-
laire, la seule représentation apparaissant dans la cohomologie H•(Γ\X,Fµ)
est la série discrète πµ−δX ; la dimension de l'espace de cohomologieH•(Γ\X,Fµ)
est alors égale à la multiplicité mΓ(πµ−δX ) de la série discrète dans L2(Γ\G)
(de même pour Ω). Remarquons que, le caractère µ′ étant égal à µ+ e14, on
a :

µ− δX = µ′ − δΩ.
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On en déduit que, sous les conditions du corollaire,

dim(H0(Γ\X,Fµ) = dim(H•(Γ\Ω,Fµ) = mΓ(πµ−δX ).

Les espaces étant de même dimension, l'application injective P est alors
bijective.

ut

Remarque 6.1. Dans le cas SU(2, 1), Carayol [Ca2] est parvenu à un
résultat de bijectivité de P sans condition de régularité, ou presque, sur µ.
L'argument manquant ici est le fait que les seules représentations intervenant
dans l'espace des formes automorphes du cas SU(2, 1) sont les séries discrètes
et leurs limites (cf. [Ro]). Ne disposant pas de résultats analogues pour
SU(2, 2), on doit se contenter de la condition de régularité ci-dessus (ou
plutôt de celle de [Wi2], moins forte).

3. Classes de cohomologie provenant de la limite dégénérée de

série discrète.

Dans la première partie, nous avons prouvé que les classes φ dans l'espace
H4(GSU ,Fµ1) provenant de la limite dégénérée de série discrète π̃1 pouvait
s'exprimer par des cup-produits de classes φ2 et φ′3 respectivement dans les
espaces H1 et H3 de GSU , provenant de séries discrètes (c.f. Théorème 4.2).
La seconde assertion du théorème 6.5 permet alors d'a�rmer que la classe φ2

est l'image d'une classe dans l'espace de 0-cohomologie sur la variété Γ\X,
provenant necesairement de π2 selon le résultat de Williams [Wi2]. On peut
ainsi exprimer φ2 en fonction d'une forme classique, correspondant à une
série discrète holomorphe.

On ne dispose pas ici de résultats similaires pour φ̃3. Nous pouvons ce-
pendant faire quelques remarques. Au niveau de la classe φ̃3 associée au para-
mètre µ′3 apparaissant sur le dessin ci-dessous, il parait di�cile de construire
une application similaire à P entre des espaces de cohomologies de X dans Ω,
car la chambre correspondante dans X possède de la cohomologie en degré
4 > 3.
On dispose cependant d'un autre espace qui est, à l'instar de X, un �bré en
P1 × P1 sur un domaine hermitien symétrique : l'espace dual Y = Ω(++−).
La �gure 6-2 ci-dessous est l'analogue du dessin 5-2 pour Ω et Y pour la
chambre qui nous interesse.

On peut alors espérer pouvoir dé�nir une application P ′ allant du H0 de
Y dans le H4 de Ω dans un travail futur. Cela permettrait d'exprimer notre
classe φ provenant de π̃1 en fonction de formes automorphes classiques.
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Cohomologie de Ω. Cohomologie de Y .

Fig. 6-2. Cohomologies de Ω et de Y .





ANNEXE A

Généralisation de l'application P à SU(m, n).

L'objectif de cet annexe est de décrire comment généraliser l'application
P dé�nie pour SU(2, 1) et SU(2, 2) à G = SU(n+1, n) et G = SU(n, n). On
considère en fait une forme anisotrope de ces groupes, dé�nie par une algèbre
centrale simple de dimension n(n + 1) sur un corps quadratique imaginaire
que l'on munit d'une involution de seconde espèce. On impose que la fonction
P aille d'un espace de cohomologie H0(X,Fµ) dans un H1(Ω,Fµ′), où X et
Ω sont des quotients de G par le tore maximal diagonal H, que l'on munit
d'une structure complexe.

1. Notations

Soit m dé�ni par m = n pour SU(n, n), m = n + 1 pour SU(n + 1, n),
et soit N = m+ n. On désigne par D(CN ) l'ensemble des drapeaux de CN .
Pour ε = (ε1, ε2, . . . , εN−1), où chaque εi est un signe + ou −, on note Ωε

l'ensemble des drapeaux de D(CN ) formé des droites de signature ε1, des
plans de signature ε1ε2, etc... Pour simpli�er les notations à venir, on note
� une succession de n− 1 signes moins et ⊕ une succession de m− 2 signes
plus.
On désigne par K et H le sous-groupe compact maximal et le tore maximal
de façon similaire au cas SU(2, 2).

2. Choix des éléments.

2.1. Choix de X.

Le choix de la variété X est assez clair : a�n d'avoir de la cohomologie
de degré 0, et par anologie aux cas précédents, on choisit l'espace qui sera
un �bré sur le domaine hermitien symétrique de CN des droites de signature
(0, n). Cela impose à X d'être Ωε avec ε = (�−+⊕).
Une autre façon de dé�nir X est de voir quel sous-groupe de Borel BX
choisir a�n que l'espace G/H s'identi�e à l'ouvert de GC/BX contenant eBX
donnant la bonne structure complexe. Rappelons que ce choix est unique à

85
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l'action de WK près. Ici, nous choisissons :

BX =



• 0 . . . 0 0 . . . 0
...

. . . . . .
...

...
...

...
. . . 0

...
...

• . . . . . . • 0 . . . 0
• . . . . . . • • 0 0
...

...
...

. . . 0
• . . . . . . • • . . . •


où le bloc supérieur gauche est une matrice m×m.

Rappelons qu'on a un isomorphisme :

H0(Γ\X,Fµ) ∼→ H0(bX , H,AΓ ⊗ µ).

L'espace des formes automorphes AΓ se décompose en une somme directe de
(g,K)-modules irréductibles, parmi lesquels apparaissent les séries discrètes.
On s'intéresse donc à la cohomologie de ces séries discrètes a�n de savoir
pour quels µ l'espace H0(Γ\X,Fµ) est di�érent de zéro.
En appliquant la formule de Schmid, on voit que pour −µ+δX (où δX désigne
la demi-somme des racines associées à BX) appartenant à la chambre de Weyl
dé�nie par : 

• 0 . . . 0 • . . . •
...

. . . . . .
...

...
...

...
. . . 0

...
...

• . . . . . . • • . . . •
0 . . . . . . 0 • 0 0
...

...
...

. . . 0
0 . . . . . . 0 • . . . •


,

on a :

H0(bX , H, π(−µ+ δX))−µ = C.

Le système de racines positives associé à BX sera noté ∆X et celui ci-dessus
∆π. On peut donc a�rmer que H0(Γ\X,Fµ) est non nul pour −µ+ δX dans
C∆π .

2.2. Choix de Ω.

On cherche un espace Ω (ou plutôt les structures ∆Ω, ΓΩ et BΩle dé�-
nissant) tel que

H1(bΩ, T, π(−µ+ δΩ))−µ = C

pour −µ+ δΩ dans C∆π . Tout les structures étant équivalentes à l'action de
WK près, on peut imposer àBΩ de contenir les matrices diagonales inférieures
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de KC. En étudiant la formule de Schmid, on doit avoir, pour −µ+ δΩ dans
C∆π , la relation suivante :

1 = ]{α ∈ ∆K ∩∆Ω; (α,−µ+ δ) < 0} +]{α ∈ ∆n ∩∆Ω; (α,−µ+ δ) > 0}
0 +]{α ∈ ∆n ∩∆Ω; (α,−µ+ δ) > 0}

Donc il doit n'y avoir qu'une seule racine non compacte de ∆Ω ayant un
produit scalaire positif avec −µ+ δΩ, c'est-à-dire associée a un élément de la
sous-matrice triangulaire supérieure. On obtient un tel ensemble en considé-
rant

∆Ω = (m,m+ 1).∆X ,

où (m,m+ 1) est la symétrie du groupe de Weyl W dé�ni naturellement par
identi�cation avec le groupe des symétries SN . On obtient :

BΩ =



• 0 . . . 0 0 . . . 0
...

. . . . . .
...

...
...

...
. . . 0

...
...

• . . . . . . • • 0 . . . 0
• . . . • 0 • 0 0
...

...
...

. . . 0
• . . . . . . • • . . . •


On voit immédiatement que la di�érence entre δX et δΩ est égale à la racine
em,m+1. On retrouve le même "phénomène" que dans le cas de SU(2, 1) ou
SU(2, 2) avec la racine e32 (mais nous avons fait ici un choix de racines com-
pactes di�érent).

Pour �nir, cet espace Ω est dé�ni en terme de drapeaux par Ω = Ωε avec
ε = (�+−⊕).

2.3. Interprétation des Fµ par des faisceaux holomorphes.

Tout comme dans les cas précédents, les Fµ ont une interprétation en
termes de faisceaux O(n) sur certains espaces.

A chaque élément a = (a1, a2, . . . aN−1) de ZN−1 on peut associer un
faisceau Fa sur X et sur Ω de la façon suivante. Les plongements de Plücker
permmettent de voir D(CN ) comme un sous-ensemble de

P(Λ1CN )× P (Λ2CN )× · · · × P (ΛN−1CN ).

On considère alors le faisceau

O(a1)×O(a2)× · · · × O(aN−1)

que l'on restreint à D(CN ). Les espaces X et Ω étant des espaces de dra-
peaux de D(CN ), il su�t de resteindre à nouveau le précédent drapeau pour
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obtenir Fa.

Pour faire le lien entre ces drapeaux et les Fµ, nous allons nous placer
en la �bre au-dessus du drapeau correspondant à l'élément neutre de X et
de Ω à l'instar du paragraphe 2 du chapitre 5.

• Pour X :

ei i+1 ↔ a = (0, . . . , 0,−1, 2,−1, 0, . . . , 0), 1 ≤ i ≤ N − 1,

où le 2 est placé à la (N − i)-ème position (pour i = 1 et i = N − 1,
la formule est la même avec un "−1" de moins).

• Pour Ω :

ei,i+1 ↔ a = (0, . . . , 0,−1, 2,−1, 0, . . . , 0), i 6= {m− 1,m,m+ 1},
où le 2est placé à la (N − i)-ème position,

em−1,m ↔ a = (0, . . . , 0,−1, 1, 1,−1, 0, . . . , 0),
où le premier 1 est placé à la n-ème position,

em+1,m+2 ↔ a = (0, . . . , 0,−1, 1, 1,−1, 0, . . . , 0),
où le premier 1 est placé à la (n− 1)-ème position,

em,m+1 ↔ a = (0, . . . , 0, 1,−2, 1, 0, . . . , 0),
où le − 2 est placé à la n-ème position.

3. L'application P

3.1. Cohomologie à la Gindikin.

Nous aurons besoin de la dé�nition équivalente de la cohomologie de
nos faisceaux donnée par Gindikin. Il faut pour cela dé�nir correctement un
espace de Stein U �bré sur Ω. Pour cela on pose :

Pour SU(n+ 1, n) :
U est formé des couples de dra-
peaux d et d′ en position générale
tels que :
• d = (p1, p2, . . . , pN−1) ∈ Ω avec

Ω = Ω(�+−⊕).
• d′ = (p′1, p

′
2, . . . , p

′
N−1) ∈ Ω′

avec Ω′ = Ω(⊕+−+−−···−) le dual
de Ω relativement à la forme q.
• < p′n, pn ∩ p′n+2 > soit de signa-
ture (n+ 1, 0)
• < pn−1, pn+1 ∩ p′n+1 > soit de
signature (0, n)

Pour SU(n, n) :
U est formé des couples de dra-
peaux d et d′ en position générale
tels que :
• d = (p1, p2, . . . , pN−1) ∈ Ω avec

Ω = Ω(�+−⊕).
• d′ = (p′1, p

′
2, . . . , p

′
N−1) ∈ Ω′

avec Ω′ = Ω(⊕+−+−−···−) le dual
de Ω relativement à la forme q.
• < p′n−1, pn ∩ p′n+1 > soit de si-
gnature (n, 0)
• < pn−1, pn+1 ∩ p′n > soit de si-
gnature (0, n)
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Ces conditions peuvent se résumer par :

U =


(d,d′); d ∈ Ω

d′ ∈ Ω′

< p′m−1, pn ∩ p′m+1 > de signature (m, 0)
< pn−1, p

′
m ∩ pn+1 > de signature (0, n)

d et d′ en position générale


Remarquons que les plans de signature (0, n) et (m, 0) correspondent aux

droites "d'intersection" (pq) et (p′q′) dans le cas SU(2, 2).

Théorème A.1. L'espace U est un espace de Stein.

La preuve est très similaire à la preuve de la proposition (5.1) dans le
cas SU(2, 2), en ce sens qu'on commence par "paramétrer" les drapeaux en
fonction de deux plans de signature (m, 0) et (0, n), ce qui est l'objet du
lemme suivant.

Lemme A.2. Soient D+ un plan de signature (m, 0) et D− un plan de
signature (0, n) �xés dans CN . L'espace U est isomorphe à :

U ' DHS×DHS∗×
{

(α+, β+, α−, β−) ∈ D(D+)2 × D(D−)2

t.q. (α−, β−) et (α+, β+) sont en position générale

}
(A.1)

où DHS désigne le domaine hermitien symétrique formé des plans de signa-
ture (0, n) et DHS∗ son dual : l'ensemble des (m, 0)-plans.

Démonstration du Lemme : Considérons un élément

(d+, d−, (α+, β+, α−, β−))

dans l'espace de droite. On lui associe un couple de drapeaux de la façon
suivante :

p1 = < d+, α
−
1 > ∩d− p′1 = < d−, β

+
1 > ∩d+

p2 = < d+, α
−
2 > ∩d− p′2 = < d−, β

+
2 > ∩d+

...
...

pn−1 = < d+, α
−
n−1 > ∩d− p′m−1 = < d−, β

+
n−1 > ∩d+

pn = < pn−1, < d−, α
+
1 > ∩d+ > p′m = < p′m−1, < d+, β

−
1 > ∩d− >

pn+1 = < d−, < d−, α
+
1 > ∩d+ > p′m+1 = < d+, < d+, β

−
1 > ∩d− >

...
...

pN−1 = < d−, < d−, α
+
m−1 > ∩d+ > p′N−1 = < d+, < d+, β

−
n−1 > ∩d− >

Les espaces pi et p′i ci-dessus sont de dimension au moins i, et pour des
raisons de signature, il ne reste qu'une dimension possible : i avec la signa-
ture voulue.
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Nous allons montrer que l'élément ainsi dé�ni est bien dans U. Pour cela,
on commmence par prouver que les plans pi et p′N−i sont en position géné-
rale, donc par étudier les dimensions des espaces < pi, p

′
N−i >.

Cas 1 ≤ i ≤ n− 1 :

< pi, p
′
N−i > =<< d+, α

−
i > ∩d−;< d+, < d+, β

−
n−i > ∩d− >

=< d+, < d+, α
−
i , β

−
n−i > ∩d− >

=< d+, < d+, D− > ∩d− > car (α−, β−) en position générale
=< d+,CN ∩ d− >
= CN

Donc ces deux plans sont bien en position générale.
Le cas des n+ 1 ≤ i ≤ N − 1 se traite de façon similaire.

Cas i = n :

< pn, p
′
m > =<< pn−1, < d−, α

+
1 > ∩d+ >,< p′m−1, < d+, β

−
1 > ∩d− >>

=<< d−, α
+
1 , β

+
m−1 > ∩d+ >,< d+, α

−
n−1, β

−
1 > ∩d− >>

=<< d−, D+ > ∩d+ >,< d+, D− > ∩d− >
=< d+, d− >
= CN

Ces égalités prouvent que le couple de drapeau obtenu est bien en position
générale.

Il reste à prouver que les deux espaces d− et d+ correspondent aux deux
droites de signature (m, 0) et (0, n) de la dé�nition de U. On veut donc
prouver que d+ =< p′m−1, pn ∩ p′m+1 > et que d− =< pn−1, p

′
m ∩ pn+1 >.

Remarquons que pn−1 est inclus par dé�nition dans le plan d−. Il reste à voir
que p′m ∩ pn+1 est inclus dans d− et engendre d− avec pn+1. On a l'égalité
suivante :

p′m ∩ pn+1 =< p′m−1, < d+, β
−
1 > ∩d− > ∩ < d−, < d−, α

+
1 > ∩d+ >

La droite < d+, β
−
1 > ∩d− est incluse dans d−, donc dans pn+1. C'est donc

une droite de p′m ∩ pn+1. Ainsi < pn−1, p
′
m ∩ pn+1 > contient :

< pn−1, < d+, β
−
1 > ∩d− >> =<< d+, α

−
n−1 > ∩d−, < d+, β

−
1 > ∩d− >

=< d+, α
−
n−1, β

−
1 > ∩d−

= d−

Ainsi < pn−1, p
′
m ∩ pn+1 > contient d−.

Par ailleurs, E = p′m ∩ pn+1 ne peut être de dimension autre que 1, car
sinon il serait de codimension au plus m − 2 dans p′m ; p′m−1 étant de co-
dimension 1 dans p′m, on voit que E ∩ p′m−1 contiendrait une droite, ce
qui contredirait le fait que p′m−1 et pn+1 sont en position générale. Ainsi
d− =< pn−1, p

′
m ∩ pn+1 >. La démonstration est semblable pour d+.

On a donc une application de l'espace de droite de (A.1) vers U. Cette
aplication est clairement surjective. L'injectivité est assurée par le fait que
les espaces du type < d+, α

−
i > sont di�érents pour chaque α−i choisi. En
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e�et, considérons que < d+, α
−
i >=< d+, α

′−
i >. Alors α′−i ⊂< d+, α

−
i >,

donc ∀x ∈ α′−i , ∃(y, z) ∈ α−i × d+ tel que :

x = y + z

Ainsi z = x− y ∈ D− donc z = 0. D'ou x ∈ αi et ce pour tout x de α′i. Par
symétrie, on obtient : αi = α′i.
Donc cette application est bijective, ce qui achève la preuve. ut

On est désormais en mesure de prouver le théorème A.1.

Démonstration du théorème : Les espaces DHS et DHS∗ sont de
Stein. Il reste donc à prouver que l'espace{

(α+, β+, α−, β−) ∈ D(D+)2 × D(D−)2

t.q. (α−, β−) et (α+, β+) sont en position générale

}
est un espace de Stein. Pour cela, nous allons prouver que pour tout espace
vectoriel V de dimension N les ensembles

E =
{

(α, β) ∈ D(V )2 en position générale
}

sont des espaces de Stein, ce qui prouvera le résultat.
Pour montrer que les fonctions holomorphes séparent les points, considérons
deux couples de drapeaux distincts (α1, β1) et (α2, β2). Soient α1

i et α
2
i des

plans de dimension i distincts pour un certain i.
On �xe un (N − i)−plan β0

N−i tel que

< α1
i , β

0
N−i >6= CN et < α2

i , β
0
N−i >= CN ,

un i-plan α0
i tel que

< α0
i , β

1
N−i >= CN et < α0

i , β
2
N−i >= CN ,

ainsi que des relèvements de ces plans via les plongements de Plücker.
Munissons V d'un determinant. On pose alors :

Ψ : E → C

(α, β) 7→
det(αi, β0

N−i) det(α0
i βN−i)

det(αi, βN−i)

Cette application n'est dé�nie a priori que sur les relevés de (α, β), mais
est homogène donc bien dé�nie sur les espaces de drapeaux. De plus, le
dénominateur est non nul car les drapeaux sont en position générale. On a
donc une fonction holomorphe sur E. Les conditions sur (α0

i , β
0
N−i) assurent

le fait que Ψ(α1, β1) = 0 et Ψ(α2, β2) 6= 0. Ainsi les fonctions holomorphes
séparent les points.
Il reste à montrer la condition de concavité holomorphe. Considérons une
suite (αn, βn) de points de E sans valeur d'adhérence. Cette suite est incluse
dans l'espace compact D(V )2. Quitte à considérer la suite extraite, on peut
donc supposer que (αn, βn) converge vers un couple (α∞, β∞) de D(V )2 hors
de E (car(αn, βn) n'a pas de valeur d'adhérence). Donc (α∞, β∞) n'est pas
en position générale. On peut supposer sans perte de généralité que les plans
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α∞i et β∞N−i n'engendrent pas CN , donc que det(α∞i , β
∞
N−i) = 0.

Choisissons (α0
i , β

0
N−i) tels que

< α0
i , β
∞
N−i >= CN et < α∞i , β

0
N−i >= CN .

Alors, à partir d'un certain rang, les det(α0
i , β

n
N−i) et det(αni , β

0
N−i) sont non

nuls. La fonction Ψ dé�nie précédemment permet de dé�nir une fonction
holomorphe telle que Ψ(αn, βn) n'est pas borné.
Ainsi E est de Stein, ce qui termine la preuve. ut

Proposition A.3. Les �bres de la projection naturelle π de U sur Ω
sont contractiles.

Démonstration: La démonstration est une généralisation directe de
la proposition (5.2) dans le cas de SU(2, 2).
Fixons un élément (p1, . . . , pn) de Ω. On désigne par Fib((p1, . . . , pn) la �bre
de la projection de U sur Ω de base (p1, . . . , pn). L'idée de la preuve est de
paramétrer les droites d− et d+ avant d'utiliser l'isomorphisme du lemme
(A.2) pour paramétrer le reste.

Le (n − 1)-plan pn−1 est de signature (0, n − 1). Considérons le plan
p⊥n−1 ∩ pn+1, où ⊥ désigne l'orthogonal vis-à-vis de la forme q. Sa dimension
est au moins 2, et il ne peut, pour des raisons de signature, contenir un 3-
plan. C'est donc une droite de signature (1, 1). On choisit un élément x ∈
p⊥n−1 ∩ pn+1 de signature (0, 1) et on pose :

d− =< pn−1, x > .

Remarquons que tout plan de signature (0, n) contenant pn−1 et contenu
dans pn+1 intersecte nécéssairement p⊥n−1∩pn+1 (pour des raisons de dimen-
sions) en un point de signature négative, et que chaque choix de x donne un
d− di�érent. Nous avons donc bien paramétré d−.

Dans p⊥n (de signature (m − 1, 1)), choisissons un (m − 1)-plan y de si-
gnature (m − 1, 0). On obtient un hyperplan H =< pn, y > de signature
(m,n− 1). On choisit alors un m-plan d+ de < pn, y > de signature (m, 0).
Remarquons que toutm-plan de signature (m, 0) contenant un point de pn de
signature poistive engendrera nécessairement avec pn un hyperplan (m,n−1)
(pour des raisons de signatures). Nous avons donc bien une paramétrisation
de d+.

Fixons désormais un (m, 0)-plan D+, et posons D− = d−. Alors les
drapeaux α+ et α− de la propriété (A.2) sont donnés par α− = (p1, . . . , pn−1)
et α+ = (pn+1 ∩D+, . . . , pN−1 ∩D+). On en déduit qu'un choix de couple
de drapeaux (β−;β+) ∈ D(D+)×D(D−) en position générale avec (α−, α+)
permet de paramétrer la �bre Fib((p1, . . . , pn).
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Pour un espace vectoriel V , on note Gr(a,b)
k (V ) les k-plans de V de signature

(a, b). Alors on en déduit de ce qui précède que Fib(p1, . . . , pn) est isomorphe
à :

Gr(0,1)
1 (p⊥n−1 ∩ pn+1)×
{(y, d+) ∈ Gr(m−1,0)

m−1 (p⊥n )×Gr(m,0)
m (CN ) ; d+ ⊂< pn, y >}×

{(β−;β+) ∈ D(D+)× D(D−) en position générale}.
Le premier et le dernier ensemble sont clairement contractiles. Le second
ensemble est un �bré sur Gr(m−1,0)

m−1 (p⊥n ) de �bre Gr(m,0)
m (< pn, y >) qui est

contractile. La base étant également contractile, ce �bré est trivial, ce qui
prouve que ce second ensemble est contractile.
La �bre Fib(p1, . . . , pn) est donc bien contractile.

ut

On a alors, d'après Gindikin, un isomorphisme :

Hn(Ω,Fµ) ∼→ Γ(U,Ωn
π(Fµ)).

On peut exprimer cet isomorphisme au niveau des classes dans le complexe
de Dolbeault. Pour cela, on a besoin d'une section de la projection π. On
peut choisir, à l'instar du cas SU(2, 2),

s : Ω → U
d 7→ (d,d⊥).

On retrouve la section envisagée dans le cas SU(2, 2).

3.2. Dé�nition de l'élément η.

On dispose de deux espaces X et Ω tels que pour certains µ les es-
paces de cohomologie H0(Γ\X,Fµ) et H1(Γ\Ω,Fµ) sont di�érents de zéro.
De plus, le cône dans lequel les µ donnent de la cohomologie de degré 0 pour
X et celui donnant de la cohomologie de degré 1 pour Ω sont translatés l'un
de l'autre par le vecteur em m+1. Tout comme dans les cas précédents, nous
aurons besoin d'une cochaîne η dans le complexe associé à H1(Ω,Fem m+1).

Nous allons dé�nir cet élément dans le formalisme de Gindikin. La mé-
thode reste la même : paramétrer une certaine famille de n-plans, puis choisir
la plan "d'intersection" d− comme étant le plan à paramétrer. On trouve η
en prenant la di�érentielle relative de cette fonction. Nous illustrons cette
méthode pour G = SU(n, n), le cas SU(n+ 1, n) est identique.

Considérons un élément d de Ω et d̃ un relèvement dans l'espace de
Plücker Ω̃ (le tilde représentant à chaque fois le relèvement de l'élément de
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référence). Nous allons paramétrer les espaces M̃ de dimension n contenus
dans p̃n+1, contenant p̃n−1 et di�érents de p̃n.
On �xe un déterminant det sur CN , on peut mettre sur pn+1 un déterminant
detn+1 dé�ni par :

det n+1(x1, x2, . . . , xn+1) =
det(x1 ∧ x2 ∧ · · · ∧ xn+1 ∧ ?)

det(p̃n+1 ∧ ?)
où ? est un élément quelconque de Λn−1CN associé à un plan complémentaire
de pn+1.
Fixons un n-plan d'origine p0 de relèvement p̃0 avec pn−1 ⊂ p0 ⊂ pn+1. Il
existe des vecteurs x̃n, x̃0 et x̃M de CN tels que :

p̃n = p̃n−1 ∧ x̃n , p̃0 = p̃n−1 ∧ x̃0 et ˜pM = p̃n−1 ∧ x̃M .
On pose alors :

param(M) =
detn+1(p̃n−1, x̃0, x̃M )

detn+1(p̃n−1, x̃0, x̃n).detn+1(p̃n−1, x̃n, x̃M )
.

Cette fonction est indépendante du relèvement choisi pour M et pour d0,
indépendant du choix des vecteurs x̃n, x̃0 et x̃M et homogène de degré
(0, . . . 0, 1,−2, 1, 0, . . . , 0), où −2 est au n-ème rang, en fonction de d.

Considérons un changement d'origine d0 en d′0 de relèvement p̃n−1 ∧ x̃′0.
On voit qu'on peut choisir un x̃′0 de la forme x̃′0 = λx̃0+µx̃n car p̃n−1∧x̃0∧x̃n
est un relèvement de pn+1. Notre paramétrage devient :

paramp′0
(M) = paramp0

(M) +
µ

λ detn+1(p̃n−1, x̃0, x̃n)
Pour un choix de p0 dépendant localement de d de façon holomorphe, on
s'interesse à param(< pn−1, pn+1 ∩ p′n >). Alors la di�érentielle relative de
cette fonction sera bien dé�nie et on pose :

η = dπ(param(< pn−1, pn+1 ∩ p′n >)) ∈ Γ(U,Ω1
π(F(0,...,0,1,−2,1,0,...,0)))

On véri�e que l'espace de droite correspond à l'espace Γ(Ω,Ω(0,1)(Fem m+1))
du paragraphe précédent via les identi�cations du paragraphe 2.3.

Remarque A.1. On peut, tout comme dans les cas précédents, dé�nir
η dans le complexe de Dolbeault de la façon suivante. Considérons l'élément
Xm,m+1 ∈ T (0,1)Ω, on dé�nit la forme linéaire sur gC duale de cet élément,
ce qui nous donne une forme di�érentielle invariante à gauche sur G. En
passant au quotient, on obtient un élément η ∈ Γ(Ω,Ω(0,1)(Fem m+1)).
Il ne reste plus qu'a calculer δη et véri�er que cet élément est nul avec la
formule de Mauer-Cartan.
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3.3. Dé�nition de l'application P.

On considère un faisceau Fa correspondant à Fµ pour µ dans δX −CX ,
où CX est la chambre de Weyl associée àBX , a�n de s'assurer queH0(X,Fm)
est non nul. Commençons par remarquer qu'on dé�nit une projection de U
sur X en posant :

(d,d′) 7→ dX = (p1, . . . , pn−1, < pn−1, pn+1 ∩ p′n >, pn+1, . . . , pN−1).

A travers les identi�cations du paragraphe 2.3, le faisceau Fa, avec a =
(a1, . . . aN−1), sur X correspond au faisceau Fa′ avec :

a′ = (a1, . . . , an−2, an+1 + an,−an, an+1 + an, an+2, . . . , aN−1)

sur l'espace Ω. On pose alors :

P : H0(X,Fa) → H1(Ω,Fa′+(0...0,1,−2,1,0...0))
f 7→ P(f)(d̃, d̃′) = f(d̃X) det(p̃n, p̃′m)−anη

(A.2)

En terme de caractères µ, on passe de H0(X,Fµ) à H1(Ω,Fµ+em,m+1).

4. Injectivité de P

Théorème A.4. L'application P dé�nie en (A.2) est injective.

La démonstration reste �dèle aux cas SU(2, 1) et SU(2, 2).

Démonstration: Considérons un élément f de H0(X,Fa) et suppo-
sons qu'il existe un élément φ ∈ Γ(U, Fa′+(0...0,1,−2,1,0...0)) tel que dπφ = P(f).
Nous allons montrer que φ dépend polynomialement de pn, puis en compa-
rant ce polynôme à P(f), on en déduira que f est nul, prouvant ainsi le
théorème.

Expression de φ à l'aide de polynômes. De par sa dé�nition, la fonc-
tion param(d−) est localement constante à (pn−1, pn, pn+1, p−) �xés. Ainsi η
est nul sur la sous-variété connexe de U obtenue en �xant (pn−1, pn, pn+1, p−).
P(f) étant le produit de η par une fonction, il est également nul sur cette
sous-variété. On en déduit que φ doit être constante sur cette sous-variété,
et donc φ ne dépend que de (pn−1, pn, pn+1, p−). Soit U(pn−1,pn,pn+1,p−) l'en-
semble des (pn−1, pn, pn+1, p−) permettant de dé�nir un élément de U.
On note, comme précédemment, par un tilde les éléments obtenus par relève-
ment dans les espaces Λi(CN ) via les plongements de Plücker. On �xe dans
toute la suite de cette démonstration un élément p̃n−1. On a alors un
isomorphisme :

{M̃ ∈ G̃rn(CN ) ; pn−1 ⊂M} → {x̃M ∈ p̃⊥n−1}
M̃ 7→ x̃M tel que M̃ = p̃n−1 ∧ x̃M
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Plus précisément, la signature de M dépendra de la signature de xM . Cela
nous permet de créer une application :

G̃r(1,0)(p⊥n−1)× G̃r(0,1)(p⊥n−1) r→ U(pn−1,pn,pn+1,p−)

(x̃n, x̃−) 7→ (p̃n−1, p̃n−1 ∧ x̃n, p̃n−1 ∧ x̃n ∧ x̃−, p̃n−1 ∧ x̃−)

On peut donc dé�nir à partir de φ une application ψ̃ dé�nie sur G̃r(1,0)(p⊥n−1)×

G̃r(0,1)(p⊥n−1) par :

ψ̃ = φ̃ ◦ r.

Cette application est holomorphe homogène de degré

−an − 2 + an+1 + an + 1 = an+1 − 1 en x̃n et an+1 + an + 1 en x̃−.

Par ailleurs, l'adhérence de G̃r(0,1)(p⊥n−1) est une boule dans le (m − 1, 1)-
plan p⊥n−1 (ou plutôt le relevé d'une boule par les plongements de Plücker).

Donc G̃r(1,0)(p⊥n−1) est le complémentaire de cette boule, et la fonction ψ̃

est prolongeable holomorphiquement à p⊥n−1 par le théorème de Hartogs. On
obtient un polynôme homogène en x̃n de degré an+1 − 1 sur p⊥n−1.
Pour retrouver ψ̃ avec φ̃, il su�t d'exprimer p̃n+1 en fonction de p̃n−1 ∧ x̃n ∧
x̃− :

p̃n+1 = det n+1 (p̃n−1 ∧ x̃n ∧ x̃−)−1 .p̃n−1 ∧ x̃n ∧ x̃−.

On a donc :

φ̃(p̃n−1, p̃n, p̃n+1, p̃−) = det n+1(p̃n−1∧ x̃n∧ x̃−)−an+1−an−1.ψ̃(x̃n, x̃−) (A.3)

Paramétrisation de dn et de d−. Pour la �n de la démonstration,
on �xe p̃n−1 et p̃n+1. Nous allons maintenant paramétrer les x̃n et x̃n en
choisissant une droite a�ne munie de coordonnées a�nes dans pn+1 ∩ p⊥n−1.
Sur cette droite, soient x̃n(u) et x̃−(v) deux points de coordonnées a�ne u
et v. Alors l'application :

ψ̃(u, v) := ψ̃ (x̃n(u), x̃−(v))

est un polynôme de degré an+1 − 1 en u. On peut décomposer en fonction
des puissances de u− v, et on obtient :

ψ̃(u, v) =
an+1−1∑
i=0

ψ̃i(v)(u− v)i.

L'équation (A.3) donne, en remarquant que

det n+1(p̃n−1 ∧ x̃n(u) ∧ x̃−(v)) = k(u− v)

avec k indépendant de u et de v :

φ̃(u, v) = k−an+1−an−1

an+1−1∑
i=0

ψ̃i(v)(u− v)i−an+1−an−1.
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Pour obtenir une expression de dπφ̃(u, v), on dérive par rapport à v :

dπφ̃(u, v) = k−an+1−an−1

an+1−1∑
i=0

[
ψ̃′i(v)(u− v)i−an+1−an−1+

(i− an+1 − an − 1)ψ̃i(v)(u− v)i−an+1−an−2
]
dv. (A.4)

Paramétrisation de P(f̃). Laissons de côté ce polynôme et considérons
la fonction qui associe à (u, v) l'image P(f)(u, v) par P(f) de

(p̃n−1, p̃n−1 ∧ x̃n(u), p̃n+1, p̃n−1 ∧ x̃−(v)).

Dans la dé�nition de param(d−), on a �xé un n-plan d'origine p0 tel que
pn−1 ⊂ p0 ⊂ pn+1. On choisit ici

p̃0 = p̃n−1 ∧ x̃0(w),

où x̃0(w) est le point d'a�xe a�ne w. On obtient :

param(d−) =
det n+1(p̃n−1 ∧ x̃0(w) ∧ x̃−(v))

det n+1(p̃n−1 ∧ x̃0(w) ∧ x̃n(u)). det n+1(p̃n−1 ∧ x̃n(u) ∧ x̃−(v))

=
k(w − v)

k2(w − u)(u− v)
=

1
k.(u− w)

− 1
k.(u− v)

(A.5)

On en déduit une expression de η en dérivant par rapport à v :

η(u, v) = k−1(u− v)−2dv.

Par dé�nition de P(f), on trouve :

P(f)(u, v) = f(p̃n−1, p̃n−1 ∧ x̃n(u), p̃n+1).det(p̃n−1 ∧ x̃n(u)∧ x̃−(v)∧ ?)−anη,
où ? est un m−1-plan tel que ?∧ x̃−(v) soit un plan de type p′m convenable.
On peut choisir ? a�n que det(p̃n+1 ∧ ?) = 1. Par dé�nition de det n+1, on
a :

det(p̃n−1 ∧ x̃n(u) ∧ ? ∧ x̃−(v)) = det n+1(p̃n−1 ∧ x̃n(u) ∧ x̃−(v)). det(p̃n+1 ∧ ?)
= det n+1(p̃n−1 ∧ x̃n(u) ∧ x̃−(v))

Donc

P(f)(u, v) = f(v). det n+1(p̃n−1 ∧ x̃n(u) ∧ x̃−(v))−an .k−1(u− v)−2dv

= f(v).k−an(u− v)−an .k−1(u− v)−2dv

= f(v)k−an−a(u− v)−an−2dv (A.6)

On compare alors les formules (A.4) et (A.6) et on obtient :

k−an+1

an+1−1∑
i=0

[
ψ̃′i(v)(u− v)i−an+1+1 + (i− an+1 − an − 1)ψ̃i(v)(u− v)i−an+1

]
= f(v)

On identi�e alors les termes un par un, prouvant ainsi l'annulation de ψp,0,
puis ψp,1, etc. . .
On trouve au �nal que f est elle-même nulle, ce qui achève la preuve du
théorème. ut
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5. Passage à l'espace local.

Les notations sont les mêmes que celle du paragraphe 2.1. Nous allons
d'abord prouver le théorème suivant :

Théorème A.5. Soit a′ un élément de ZN−1 et µ′ le caractère tel que
les faisceaux Fa′ et Fµ′ sur Ω sont égaux. Alors l'espace H0(Ω,Fa′) est une
représentation algébrique irréductible de GC.

La preuve de ce théorème respecte les étapes de celle du théorème 6.2.
L'objectif est de prolonger holomorphiquement une section s à l'espace de
drapeaux D en entier. On commence par prolonger holomorphiquement de
deux façons di�érentes s (ou plutôt son relevé s̃), en �xant certaines va-
riables. On est alors confronté à deux problèmes : la fonction obtenue n'est
pas nécessairement holomorphe en la variable �xée, et elle n'est pas dé�nie
sur D en entier. On soulève le premier problème en faisant intervenir, à l'ins-
tar de la page 78, une fonction σ dé�nie sur V n. Cette fonction s'avère être
un polynôme, et on peut en déduire l'holomorphisme de σ, puis de s.
On parvient ainsi à étendre σ à deux ensembles d'intersection Ω. A�n d'ob-
tenir l'extension à V N en entier, on doit utiliser le fait que σ est un polynôme
en certaines variables, et on étend holomorphiquement les coe�cients de ce
polynôme en utilisant la même méthode que dans le cas de SU(2, 2).

Démonstration: Nous allons prouver ce théorème par récurrence sur
N , N ≥ 3. Pour N = 3, c'est le résultat prouvé par Carayol dans [Ca2],
Lemme (4.2). Supposons le résultat vrai pour N −1. Nous devons distinquer
le cas N pair et N impair.

Cas N pair.

Considérons une section s de Ω à valeurs dans Fa′ et s̃ son relevé dans Ω̃.
Nous allons prolonger holomorphiquement s à Ω.

Prolongement à p1 �xé.On �xe un élément p1 dans P(V ) (où V = CN )
de signature (0, 1). Considérons p1

⊥ : c'est un plan de signature (n, n − 1).
Soit d = (p1, . . . , pn) un drapeau de Ω contenant p1. A chaque plan pi, i ≥ 2,
on associe de façon unique un (i− 1)-plan de p1

⊥ en considérant son inter-
section avec p1

⊥. Ainsi, chaque drapeau de l'espace Ωp1 à p1 �xé correspond
à un unique drapeau de p⊥. De plus, la signature de ce drapeau, déterminée
par celle de pi, est celle des drapeaux du cas N − 1.
On peut donc associer à s une fonction dé�nie sur cet ensemble de dra-
peaux de p1

⊥, qui est holomorphe et homogène. En appliquant l'hypothèse
de récurrence, on prolonge cette fonction à D(p1

⊥). On en déduit que s est
prolongeable à l'ensemble suivant :

Ω1 = {(p1, . . . , pn) ∈ D(V ) tel que : q(p1) < 0} .
Cette fonction est holomorphe à p1 �xé et holomorphe sur Ω.
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Pour prouver que ce prolongement est holomorphe en p1, plaçons-nous
dans l'espace relevé et considèrons l'espace :

Υ =
{

(x̃1; . . . ; x̃N−1) ∈ V N−1 ; (x̃1; . . . ; x̃1 ∧ · · · ∧ x̃N−1) ∈ Ω̃
}

On peut alors naturellement associer à s̃ une fonction σ̃ sur Υ, qui est ho-
lomorphe et homogène de degré ((a1 + · · ·+ aN−1), . . . , aN−1). Inversement,
on peut exprimer σ̃ en fonction de s̃. Pour cela, on choisit un (N − 1)-
uplet (x̃1; . . . ; x̃N−1) correspondant à chaque (p̃1; . . . ; p̃n−1) et un drapeau
(α1; . . . αN−1) quelconque en position générale avec (p̃1; . . . ; p̃n−1). La for-
mule est alors la suivante :

s̃(p̃1; . . . ; p̃n−1) = da2
2 .d

a2+a3
3 . . . . d

a2+...aN−1

N−1 .σ̃(x̃1; . . . ; x̃N−1), (A.7)

où

di =
det(p̃i, αN−i)

det(x̃1, x̃2, . . . , x̃i, αN−i)
.

Le prolongement à Ω1 permet d'étendre σ̃ à :

Υ1 =
{

(x̃1; . . . ; x̃N−1) ∈ V N−1 ; x̃1 de signature(0; 1)
< x̃1; . . . ; x̃N−1 > de dimension N − 1

}
Le sous-espace de Υ1

x̃1
obtenu en �xant x̃1 est le complémentaire de l'en-

semble : (x̃2; . . . ; x̃N−1) ∈ V N−2 ;

x̃2 6= x̃1 ou
x̃3 ∈< x̃1; x̃2 > ou
...
x̃N−1 ∈< x̃1; ˜xN−2 >


La dimension de cet espace est (N − 3).dim(V ) + N − 2 = (N − 2).N − 2,
donc de codimension 2 dans V N−2. Par le théorème d'Hartogs, on peut donc
étendre σ̃ en une fonction holomorphe à x̃1 �xé, sur V N−2. L'homogéneité
implique que cette fonction est (nulle ou) un polynôme de dimension �nie
A. On peut donc développer σ̃ en une somme de monômes :

σ̃(x̃1; . . . ; x̃N−1) =
∑

k∈[0;A]N(N−2)

fk(x̃1).(x̃2; . . . ; x̃N−1)k

où (x̃2; . . . ; x̃N−1)k désigne le monôme formé des produits des coordonnées
des x̃i aux puissances données par k. Les coe�cients polynomiaux fk(x̃1)
ne dépendent que de x̃1 et sont dé�nis pour tout x̃1 de signature (0, 1). La
fonction σ̃ est holomorphe sur le sous-espace de Υ correspondant à Ω̃. On en
déduit que chacun des coe�cients est une fonction holomorphe en x̃1, donc
que σ̃ et s̃ sont holomorphes.

Prolongement à (p̃n+1; . . . p̃N−1) �xé. Fixons un élément (p̃n+1; . . . p̃N−1).
Alors l'espace restreint obtenu Ω̃pn+1 est isomorphe à Ω̃−···−+(p̃n+1). Nous
aurons besoin du lemme suivant :
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Lemme A.6. Soit φ une fonction holomorphe homogène sur Ω−···−+(E)
où E est un (1, n)-espace (n ≥ 2). Alors φ est prolongeable holomorphique-
ment à D(E).

Démonstration: Nous allons le prouver par recurrence sur n. Pour
n = 2, on est à nouveau dans le cas de SU(2, 1) (où plutôt SU(1, 2)) et on
applique le résultat de Carayol.
Fixons un point t1 de signature (0, 1) et considérons t⊥1 , qui est donc de
signature (1, n− 1). On a à nouveau un isomorphisme entre l'espace étudié
à t1 �xé et un espace de drapeaux de t1⊥, de même signature que celui de
l'hypothèse de récurrence. On peut donc étendre φ à t1 �xé. On obtient une
fonction sur

Z = {(t1, . . . tn) ∈ D(E) ; t1 est de signature (0; 1)}.

Considérons A = {t1 ; t1 /∈ A} où A est un hyperplan �xé (faisant de A un
espace a�ne). Alors Z est isomorphe au produit du complémentaire d'une
boule dans A par D(A). On prolonge alors par le théorème de Hartogs, ce
qui permet de dé�nir φ sur D(E).
La fonction ainsi dé�nie n'est pas a priori holomorphe en t1, mais on peut
encore une fois associer à φ une fonction ψ dé�nie sur En+1, et prouver que
cette fonction est polynomiale en ses n dernieres variables. On en déduit
que les coe�cients de ce polynôme, qui ne dépendent que de t1, sont des
fonctions holomorphes de t1. Ainsi ψ et φ sont holomorphes en t1. ut

Revenons à la preuve du théorème. En appliquant la proposition précé-
dente avec E = pn+1, on peut étendre s̃, à (p̃n+1; . . . p̃N−1) �xé, à l'ensemble

Ω2 = {(p1; . . . pn) ∈ D(CN ) ; pn+1 de signature (1;n)}.

Au niveau de la fonction σ̃, on obtient un prolongement à

Υ2 =

(x̃1; . . . ; x̃N−1) ∈ V N−1 ;

x̃1 ∧ · · · ∧ x̃n+1 de signature(1;n)
x̃1 ∧ · · · ∧ x̃n+2 de signature(2;n)
...
x̃1 ∧ · · · ∧ x̃N−1 de signature(n− 1;n)


Dé�nition de σ̃ pour p1 de signature positive. Considérons un

élément x̃1 qui ne soit pas de signature (0, 1). SoitM le cardinal de l'ensemble
[0;A]N(N−2). Considérons M (N − 1)-uplets de points (x̃2(k), . . . , xN−1(k)),
k = 1 . . .M , de V tels que

(C1) Les plans < x̃2(k), . . . , xn+1(k) > sont de signature (0, n).

(C2) Les plans < x̃1, x̃2(k), . . . , xn+1(k) > sont de dimension N − 1.

(C3) Les points (x̃2(k), . . . , xN−1(k)) de W = V N−1 sont en position
générique.
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L'ensemble des points véri�ant (C1) et (C2) est un ouvert de WM , et le
lemme 6.3 page 79 assure que l'ensemble des points véri�ant (C3) est un
ouvert dense de WM , donc un tel choix ne pose aucun problème.
On peut alors appliquer l'argument suivant le lemme 6.3 pour prolonger σ̃ à
V N , et donc s à D(V ) en entier.
Il reste à appliquer le théorème de Borel-Weil, on en déduit que H0(Ω,Fa′)
est une représentation irréductible si a′ est dans NN , et 0 dans le cas contraire.

Cas N impair

On ne peut pas appliquer tout à fait le même raisonnement, car les p⊥1
considérés en début de preuve sont de signature (n+1, n−1). Fixons à la place
un élément pN−1 de signature (n, n). Alors l'espace restreint obtenu ΩpN−1

est isomorphe au cas de l'hypothèse de récurrence. Cela permet d'étendre s
à l'ensemble :

Ω3 =
{

(p1, . . . , pN−1) ∈ D(CN ) ; pN−1 de signature (n, n)
}

Ce dernier ensemble contient Ω+�+−+···+ Fixons alors un p1 de signature
(1, 0). Alors p⊥1 est de signature (n, n) et le sous-ensemble de Ω+�+−+···+
obtenu en �xant p1 est isomorphe à Ω�+−+···+(p⊥1 ). On est bien dans l'hy-
pothèse de récurrence, on peut donc reprendre le même raisonnement que
précédemment.

ut

Corollaire A.7. Pour a′ correspondant, dans la structure complexe
dé�nie par Ω, à un poids µ′ tel que µ′ − δΩ appartient à la chambre de Weyl
associé à BX , on a :

H0(Ω,Fa′,b′,c′) = 0.

Démonstration: C'est une conséquence du théorème de Borel-Weil,
µ′ n'étant pas (anti) dominant vis-à-vis du système associé à Ω. ut

Nous sommes désormais en mesure de prouver le théorème suivant :

Théorème A.8. Soit a véri�ant les mêmes hypothèses que celles du théo-
rème (A.5).

(1) L'application :

P : H0(Γ\X,Fa)→ H1(Γ\Ω,Fa′)

existe et est injective.
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(2) Soient µ et µ′ les caractères attachés à Fa et Fa′ de façon habi-
tuelle. Supposons de plus que l'on impose sur µ − δX (ou de façon
équivalente sur µ′− δΩ) la condition de régularité suivante : la série
discrète de paramètre de Harish-Chandra µ−δX doit être intégrable
(c.f. [Tr-Va]). Alors l'application P est bijective.

Démonstration: La preuve reste la même. On utilise la suite spectrale
de Cartan-Leray, ce qui permet d'identi�er H1(Γ\Ω,Fa) avec

(
H1(Ω,Fa)

)Γ
car H0(Ω,Fa) est nul.
On considère alors un élément f de H0(Γ\X,Fa) = H0(Γ\X,Fa)Γ. Étant
donné que P(f) est invariant par Γ, P(f) est bien dans H1(Γ\Ω,Fa′), ce qui
prouve le premier résultat.
La seconde assertion est obtenue en appliquant le résultat de Williams [Wi2].
ut
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