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Introduction

Introduction

Le probleme de I’écoulement de fluides a travers les milieux poreux se pose dans de
nombreuses activités industrielles et environnementales comme I’extraction de pétrole ou de gaz
présents dans le sous-sol, le stockage de déchets radioactifs ou non, le génie chimique, ...

Certains de ces milieux sont constitués d’une matrice poreuse et de fractures. Ces fractures
peuvent jouer un réle hydraulique en contribuant de maniére considérable a la capacité des sous-
sols a transporter I’eau et les polluants. Le systeme des fractures admet une petite capacité de
stockage et une grande conductivité, alors que la majorité du fluide se trouve dans des matrices
ayant une conductivité faible comparée a celle des fractures.

Les milieux fracturés naturels étant difficile d’acces, la modélisation constitue, en tant du point
de vue technique qu’économique, I'outil le mieux adapté a la compréhension de
I’hydrodynamique dans ces milieux. Plusieurs modéles ont été développés pour prendre en
compte les fractures dans les milieux poreux. Le modele double porosité (DP) (Barenblatt et al,
1960 ; Warren et Root, 1963) est I’un des modeéles le plus utilisé. Il consiste a simuler les milieux
fracturés d’une maniére continue en utilisant des porosités et permeabilités différentes pour la
matrice et les fractures avec un terme de couplage entre ces deux compartiments. Ce modele fait
appel a des parameétres physiques (conductivité et emmagasinement) et non physiques
(coefficient d’échange fracture/matrice). Dans le cas général, ces parametres sont déterminés a
partir de mesures de la variable d’état (pressions dans les matrices et les fissures) a I’aide d’un
modele analytique simplifié (Delay and Porel, 2003; Delay et al, 2007 ; Kaczmaryk and
Delay, 2007%°, Kaczmaryk, 2008).

L’ objectif de ce travail est le développement d’un modéle numérique robuste permettant de
décrire le milieu avec toute son hétérogénéité en 2 dimensions et d’identification les parametres
du modéle par approche inverse.

Une difficulté pratique de I’identification des paramétres est qu’elle nécessite souvent une bonne
connaissance du probléme direct, ce qui se traduit par le recours a une grande variété de notions
tant physiques que mathématiques. Le probleme inverse est souvent reformulé comme un
probléeme de minimisation d’une fonctionnelle d’erreur entre les mesures réelles et les

observations. La procédure d’estimation des parameétres se constitue des étapes suivantes :



Introduction

e Résolution du probléme direct.
e Définition d’une fonction a minimiser.

e Minimisation de la fonction objectif par un algorithme robuste et efficace.

La premiére partie de ce travail est consacrée a la résolution du probleme direct. Le modéle
mathématique résultant de la modélisation du milieu fracturé avec le modele DP se base sur la loi
de Darcy et la conservation de masse. Pour la résolution de ce modele, nous adoptons la méthode
des Eléments Finis Mixtes Hybrides (EFMH) (Chavent and Roberts, 1991). Cette méthode
permet de réduire le probleme a la résolution d’un systeme lineaire dont la matrice associée est
symétrique, définie positive. Dans ce travail, nous allons utiliser une technique de condensation
pour le schéma EFMH développée par Younes et al. (2006). Cette technique permet d’éviter les

oscillations non-physiques des EFMH.

Dans la deuxiéme partie de ce travail, nous nous intéressons a la définition d’une fonction a
minimiser ainsi qu’aux algorithmes de minimisation. Il s’agit d’une fonction quadratique définie
par la différence entre les observations mesurées et celles calculées par le probléme direct. Pour
résoudre le probléeme de minimisation, nous avons utilisé une méthode locale qui actualise un
point du domaine en exploitant uniquement I’information fournie par le calcul de la fonction
objectif et de son gradient. L algorithme de minimisation, basé sur le principe des directions de
descentes, est celui de Marquardt — Levenberg (ML). Cet algorithme nécessite le calcul du
gradient de la fonction objectif qui peut étre assuré par trois méthodes : perturbations, sensibilités
et états adjoints. La méthode des sensibilités est retenue car elle permet le calcul exact du

gradient et de la matrice Jacobienne associée.

La troisieme partie de ce travail porte sur la paramétrisation. Une des difficultés essentielles de la
résolution du probléme inverse provient du faible nombre de mesures disponibles (codt éleve des
mesures expérimentales), et tout a fait insuffisant pour pouvoir espérer estimer les valeurs de
parameétres par maille de calcul. 1l est donc nécessaire de choisir une paramétrisation qui puisse

tenir compte de la quantité des mesures disponibles. Si le nombre de parametres est tres grand par
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rapport au nombre de mesures, alors le probléme sera mal posé et s’il est trop petit, alors le
modeéle ne pourra pas restituer correctement les observations. Parmi les différentes méthodes de
paramétrisation, on peut citer : la paramétrisation par interpolation, multi-échelle et par zonation.
A cause de sa simplicité, on s’intéresse a la paramétrisation par zonation (Cooly, 1977) qui
consiste a subdiviser le domaine étudié en plusieurs zones considéréees comme homogene.

La méthode de zonation introduit une difficulté supplémentaire qui est I’identification des
frontieres entre les zones. Pour se faire, nous utilisons la technique des indicateurs de raffinement
introduite par Chavent et Bissel (1998). L’idée de cette technique est d’ajouter ou d’éliminer
progressivement un ou plusieurs degrés de liberté (zones) qui sont sélectionnés suivant des
indicateurs de raffinement. Ces indicateurs permettent d’identifier les frontiéres permettant une
diminution importante de la fonction objectif. Les indicateurs sont définis par la somme (pour
chaque zone) des gradients (par maille) de la fonction objectif. Sachant que le calcul des
gradients par maille avec la méthode de sensibilité est trés couteux en temps calcul, nous allons
utiliser dans ce travail la méthode des états adjoints (Chavent, 1991). Le principal avantage de
cette méthode est la possibilit¢ de réaliser le calcul des gradients (par maille) a un colt
proportionnel a celui d’une seule équation linéarisée, et en particulier, indépendant du nombre de
parameétres.

Le modeéle numérique et la méthode d’identification développés dans ce travail seront testés sur
quelques cas numériques et sur un cas reel (le Site Expérimental Hydrogéeologique « SEH » de

Poitiers).
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1. Introduction

Dans ce premier chapitre, nous allons décrire les modéles mathématiques utilisés pour la
modélisation de I’écoulement en milieu poreux et/ou fracturé. Ces modeles se référent
généralement a I’hydrodynamique d’une nappe souterraine. L’hydrodynamique est décrite par
un systeme d’équations aux dérivées partielles composé par la loi de Darcy et I’équation de
continuité. Dans un premier temps nous allons rappeler les caractéristiques des milieux
poreux saturés et les modeles d’écoulement dans ces milieux. Dans un second temps nous
allons développer les caractéristiques d’un milieu fracturé ainsi que les différentes approches

de modélisation.

2. Caractéristiques du milieu poreux saturé

En général, un volume de matériau poreux est naturellement occupé par trois phases. La
phase solide est constituée principalement d’éléments minéraux et au sein de ces matériaux,
I’eau et I’air sont les principales phases (liquide et gazeuse) présentes. Les pores sont les

espaces qui ne sont pas occupes par les constituants solides.
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2.1. Porosité

La porosité totale d’un matériau représente la densité des pores pouvant étre occupe par
un fluide liquide au gazeux. Elle est exprimée par le rapport du volume des vides au volume

total occupé par I’échantillon:

o Volume des vides
Volume total de I'échantillon

(1.1)

En milieu saturé en eau, la phase gazeuse est totalement absente. La proportion maximale en

eau du matériau est donc égale a la porosité totale de ce matériau.
2.2. Perméabilité

La perméabilité d’une roche caractérise I’aptitude de cette roche a laisser circuler un
fluide sous I’effet d’un gradient de charge. Ce parametre est relié a la dimension et la
connexion des pores entre eux. Des pores clos et non connectés empéchent le fluide de
s’écouler librement d’un pore a un autre. L’ouverture des pores peut plus ou moins favoriser
I’écoulement entre les éléments de la roche. La perméabilité est aussi reliée a la viscosité du
fluide qui est la mesure de sa résistance a I’écoulement. La perméabilité intrinseque

s’exprime, indépendamment des caractéristiques du fluide sous la forme:
_ % (1.2)
ou
Q: le débit du fluide qui s’écoule, [ LT |;
- la viscosité dynamique du fluide, [ML’lT ’1} ;
A I"aire de la section traversée par le fluide, | L* |;

Ap/As: la variation de la charge par I’unité de longueur, [ML’ZT *2] ;

3. Equation de I’écoulement en milieu poreux saturé

La dynamique de I’eau en milieu poreux saturé est régie par deux équations principales

qui sont la loi de Darcy et I’équation de continuité.
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3.1. La loi de Darcy

L’eau souterraine s’écoule des niveaux d’énergie élevee vers les niveaux d’énergie plus
faible. Cette énergie est essentiellement le résultat de I’altitude et de la pression. La loi de
Darcy en milieu poreux exprime la vitesse de filtration en régime permanent ou transitoire en
fonction du gradient de pression et de la gravité. Pour un fluide compressible, la loi de Darcy

s’écrit sous la forme générale (Bear, 1979):

u= —E(Vp +pgVz) (1.3)
Y7,

ou
u: le vecteur vitesse de Darcy, [LT ‘1];
44 la viscosité dynamique du fluide, | MLT *];
k : la perméabilité intrinseque du milieu, [Lz];
p : la pression, [ ML™T *|;
p - la masse volumique, [ML’3] ;
g : I’accélération de la pesanteur, [LT ‘2] ;

z: la cote définie selon un axe vertical ascendant, [L];

En négligeant la variation spatiale de la masse volumique, la loi de Darcy se simplifie de la

facon suivante:

u:—k’o—gv(iJr zj:—KVh (14)
1\ pg
ou

h= Lng z représente le potentiel hydraulique ou la charge piézométrique, [L];
Yo

K= keg est le coefficient de conductivité hydraulique ou de perméabilité, [LT ’1] ;
U

10
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Le coefficient de perméabilité K, ou encore la perméabilité intrinseque k, sont des
coefficients scalaires si le milieu poreux est isotrope ou si I’écoulement est unidirectionnel.
Quand le milieu dans I’espace a trois dimensions est anisotrope, le coefficient de conductivité

hydraulique est défini par un tenseur symétrique de la forme:

Kxx ny Xz
K=K, K, K, (1.5)
K, K, K

En se plagant dans le repére de coordonnées dont les axes sont les directions pour lesquelles
I’écoulement est effectivement parallele au gradient de charge, le tenseur de conductivité se

réduit a ses composantes diagonales:

K, 0 0
K=| 0 K, O (1.6)
0 0 K

En pratique, deux perméabilité sont distinguees: une permeabilité verticale K, et une autre

horizontale K,, =K, (de Marsily, 1981)

3.2. L’équation de continuité

L’ équation de continuité exprime le principe de conservation de la masse d’un fluide en
mouvement. Dans un volume élémentaire, la masse du fluide prélevé ou injecté est égale a la
somme de la variation de la masse du fluide durant un intervalle de temps élémentaire et des

flux massiques traversant la surface de ce volume (Bear, 1979).

+V.(pu)=pf (1.7)

ou f représente le terme puits/source par unité de volume, [T ‘1].

11
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Si le milieu poreux est indéformable, la porosité @ est indépendante du temps. En négligeant
la présence du polluant dans le domaine, autrement dit, si I’on ne considere que la partie

hydrodynamique, la masse volumique o ne dépend que de la pression p pour une température

constante.
0 0
(@p) _o(ep)op _sdp (L8)
ot op ot got
ou s= g%, [L*] est le coefficient d’emmagasinement spécifique qui représente la

capacité du milieu poreux a libérer du fluide sous I’effet d’une augmentation de la pression.

En introduisant cette derniére expression dans I’équation (1.7), on obtient une forme de
I’équation de continuité en fonction de la pression. Si I’on admet que la variation spatiale de

la masse volumique est négligeable, en simplifiant par p, I’équation de continuité devient:

S P Lvu=t (1.9)
pg ot

La forme la plus courante de I’équation de continuité est une expression liant la variation
temporelle de la charge et la variation spatiale de la vitesse de Darcy. La relation entre la

charge et la pression est donnée par

p=pg(h-2z) (1.10)
soit,
0 0 ch
gp=9(h—2)gp+pga=
oo (1.11)
h— 9% a
(( z)s/a))a +p9—
d’ou

12
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op 1 oh
E‘(l—(h—z)s/wjpg ot (1.12)

Dans la plupart des cas, la quantité (h—z)s/® est négligeable devant 1 d’ou

op oh
P M 1.13
o =P (1.13)

En remplacant la relation (1.13) dans I’équation (1.9), I’équation de bilan de masse pour un

fluide incompressible dans un milieu poreux indéformable s’écrit sous la forme générale:

s@+v.u = (1.14)
ot

3.3. Conditions initiales et conditions aux limites

En plus de I’équation de continuité (1.14) et la loi de Darcy (1.4) qui décrivent
I’écoulement transitoire d’un fluide a travers un domaine donng, il faut spécifier d’autres
caractéristiques qui expriment I’état initial (t=0) et les conditions aux limites.

Plusieurs types de conditions aux limites peuvent étre considéreés:

3.3.1. Conditions de Dirichlet

Dans ce cas, la charge est imposée sur les frontiéres concernées :

h(x,t)=h"(x,t) (1.15)

ou h® est une fonction connue.
Les conditions a charge imposée peuvent étre par exemple : contact de la nappe avec une

riviere, une ligne de source, etc.

3.3.2. Conditions de Neumann

Ces conditions imposent le flux normal & la frontiére. Elles s’expriment par :

13
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oh N
n=-K=—=—= t 1.16
u.n piall (x,1) (1.16)

ou n est la normale unitaire a la limite et g" une fonction connue.

Une limite & flux imposé peut étre: un prélevement ou injection a travers les frontiéres, un

flux nul au long d’une limite imperméable, etc.

4. Caractéristiques du milieu fracturé

La notion des milieux fracturés se base sur I’existence des fissures influengant
I’écoulement des fluides a travers ces milieux (Figure 1.1). Un milieu poreux fracturé est
imaginé comme un systeme interconnecté des fissures divisant le milieu dans une série de
blocs poreux, appelé « matrice poreuse» (figure 1.2). Les caractéristiques d’écoulement d’un
milieu fracturé dépendent du degré de fracturation, de la connectivité du réseau de fractures,
et de la distribution des valeurs de la porosité et de la perméabilité dans les matrices poreuses
et les fractures. Les matrices poreuses favorisent le stockage du fluide alors que les fractures

forment les chemins de circulation préférentielle des fluides.

Figure 1.1: Milieux poreux naturels et fracturés.

14
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Fissu
Fissure
'}

\, VA

Matrice

Fissur Matrice

Matrige"““

Figure 1.2: Milieux fracturés 3D / 2D modeles

5. Modélisation d’un milieu fracturé

Du point de vue conceptuel, plusieurs modeles peuvent étre adoptés pour étudier
I’écoulement en milieux fracturés. Ces modeles sont basés sur la loi de Darcy (Bear et
Verruijt, 1987 ; Pruess et Narashiman, 1985 ; Duguid et Lee, 1977, Wilson et Witherspoon,
1970). La sélection d’un modéle dépend des résultats finals requis, de la géométrie et de
I’échelle du milieu fracturé, des informations disponibles sur le domaine et d’autres
limitations pratiques telle que la capacité des moyens informatiques (Samardzioska et Popov,

2005). Dans cette partie, nous allons présenter les trois modeles les plus utilisés :

5.1. Modele discrete (Non - Homogeneous model NH)

Ce modele traite le milieu fracturé comme un milieu non homogeéne (figure 1.3). La
porosité et la perméabilité ont des valeurs discontinues qui varient brusquement. Pour la
simulation de I’écoulement a petite échelle, chaque fracture est modélisée explicitement. Ce
modele est considére comme le modeéle le plus précis car les fractures sont étudiées cas par
cas sans aucune approximation. Cependant, le modele NH est compliqué car le nombre des
fractures est grand méme dans un milieu peu fracturé. En plus, ce modéle est tres gourmant en
moyens informatiques (temps de calcul et place mémoire) et nécessite une description
compléte de la géométrie des fractures (Samardzioska et Popov, 2005).

Le modéle NH peut étre utilisé pour les problemes avec un faible nombre des fractures
significatives. Dés que le nombre des fractures augmente, le modele NH devient moins

pertinent.

15
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Ce modéle est formé par deux équations qui sont I’équation de continuité et la loi de Darcy.
Ces deux équations sont utilisées pour les fractures et les matrices poreuses. Les interfaces

fracture-matrice sont traitées comme dans le cas d’un milieu hétérogéne.

Fractures

Blocs des
matrices

Figure 1.3: Le concept de modéle NH.

5.2. Modele Equivalent Continuum (EC)

Ce modele est développé la premiere fois par Berkowitz et al, (1988). Il consiste a
remplacer les valeurs discontinues de la porosité et de la perméabilité par des valeurs
moyennes équivalentes (figure 1.4). Ces valeurs moyennes peuvent étre obtenues par une
procédure d’homogénéisation. La différence entre le modéle EC et le modéle NH est que les
fractures ne sont pas modélisées explicitement, mais elles sont prises en compte par les
valeurs moyennes de la porosité et de la permeabilité. Ainsi les fractures et/ou les zones de
fracture a forte densité peuvent étre représentées dans le modele EC en ajoutant des zones a
forte conductivité hydraulique dans I'orientation appropriée.

Le modele EC traite le milieu fracturé comme un milieu homogene avec des propriétés
hydrauliques moyennes (Long et al, 1982 ; Sitharam et al, 2001). Dans le modele «EC», il n’y
a pas de distinction entre les fissures portant le fluide et les blocs des matrices, I’écoulement
de fluide se fait sur tout le domaine. Ce modele est utilisé dans les domaines des mécaniques
des roches et dans I’hydrologie, particulierement pour les problémes de grande taille (Long et
al, 1982 ; Sitharam et al, 2001).

L’inconvénient d’un tel modele est I’utilisation des valeurs moyennes sur une grande partition
du domaine. Par conséquent, il sera impossible d’estimer les variables d’états dans certains
points du domaine. Ce modele est alors convenable pour représenter le comportement global

des fluides dans le milieu fracturé pour une grande échelle.

16
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Propriétés moyennes

Figure 1.4: Le concept de modele EC.

5.3. Modéle Double Porosité (DP)

Le modéle DP (Barenblatt et al, 1960) permet d'éviter les inconvénients du modeéle EC. Il
consiste a simuler les milieux fracturés de maniére continue en utilisant des porosités
différentes pour représenter ce milieu (Warren et Root, 1963). Le massif rocheux fracturé est
modélisé par des blocs matriciels généralement peu perméables, recoupés par une fracturation
réguliére.

Ce modele tente de restituer la spécificité de deux types de porosité en suivant deux principes:
. les écoulements sont favorisés par les fissures qui seront considérées comme un milieu
tres perméable. Elles constituent des drains ou les fluides circulent et se renouvellent.

. la porosité de la matrice est faible mais a une capacité d’emmagasinement importante.
Il existe des échanges entre la matrice et le fluide présent entre les plans de fractures.
Finalement le concept de double porosité reprend la notion de deux milieux homogenes
équivalents et distincts: le réseau de fracture et la matrice poreuse (figure 1.5).

Alors que I’écoulement se fait dans les deux milieux séparés, les échanges ont lieu aux
interfaces. Les écoulements sont régis par les équations classiques des milieux continus. Ce
modele fait intervenir deux « Volumes Elémentaires Représentatifs » [V.E.R] (Marle, 1971),

I’un pour la matrice et I’autre pour les fractures.

Avec le V.E.R, le milieu est vu comme un milieu continu et homogéne. Le réseau est
constitué d’un grand nombre de fractures qu’il n’y a plus lieu de distinguer les unes des

autres: les propriétés mécaniques intégrent les propriétés moyennes de la fracturation, et sont
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spatialement stables. Le plus petit domaine répondant a cette définition est généralement dit

Volume Elémentaire Représentatif.

e vl Fractures

Echange

Figure 1.5: Le concept de modele DP

Le milieu fracturé est idéalise comme un milieu périodique comme le montre la figure (1.6).
L’homogénéisation de ce milieu idéalisé est effectuée par un paramétre ¢ égal au rapport de
la période a la taille du domaine. Nous obtenons ainsi un milieu avec des propriétés moyennes
du milieu initial (Douglas et al, 1993). L'échelle des hétérogénéites est I'échelle

microscopique et I’échelle du milieu homogénéisé est I’échelle macroscopique (figure 1.6).
L’écoulement dans les deux échelles est relié par des conditions d’interface des blocs des
matrices qui conservent la masse. Ces conditions sur les interfaces se présentent comme des
conditions aux limites sur les blocs et comme un terme source dans les équations de I’échelle
macroscopique (Hornung et. Showalter, 1990 ; Peszynska, 1992).

Le transfert de fluide entre les blocs des matrices et les fractures peut étre important. Ce
transfert est pris en compte dans le modéle a double porosité avec un terme de couplage entre

le milieu homogénéisé et les blocs ‘matrices’.
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Milieu Initial

l Idéalisation

Réseau des fractures

Milieu Périodique
Echelle Microscopique

Lo Cellule
Homogeénéisation périodique
Milieu Homogénéisé
Echelle Macroscopique

Figure 1.6: Le concept de modele double porosité complete

Bloc des matrices

Bloc des matrices I:}

Le modele DP utilisé dans ce travail considére que I’écoulement de fluide dans le milieu
fracturé est géré par deux équations couplées par un terme qui décrit I’échange entre les
fissures et les blocs matricielles (Coats et Smith, 1964 ; Gerke et van Genuchten, 1993 a ;
Warren et Root, 1963).

Le modéle DP suppose que le flux dans les fissures est plus rapide que celui dans les matrices,
et que le flux a travers les blocs des matrices est considéré négligeable (Barenblatt et al,
1960 ; Horst et al, 1996; Gerke et Genuchten, 1993 b), (figure 1.7).
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Figure 1.7: Ecoulement d’un fluide dans un milieu fracturé

6. Conclusion

La détermination du systeme d’équations décrivant I’écoulement des fluides dans un
milieu fracturé nécessite une modélisation pratique qui décrit le comportement de ce milieu en
présence des fractures. Plusieurs modeéles peuvent étres utilisés pour répondre a cette
question. On peut citer ainsi trois modeles NH, DP, et EC qui possedent chacun des avantages
specifiques pour le traitement des fissures. Le modele NH traite le milieu en modélisant
chaque fissure séparément, le modeéle EC traite le milieu globalement en calculant des
parameétres globaux moyens, tandis que le modéle DP, utilisé dans notre travail, simule le
milieu d’une maniére continue en utilisant des porosités et perméabilités différentes.

Le modéle DP est défini par deux équations qui sont la conservation de la masse et la loi de
Darcy. Ces équations forment ce que nous appelons le modele mathématique de la diffusion

d’un fluide dans le milieu fracturé.
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Chapitre 2

Résolution du probleme direct avec la méthode
des Eléments Finis Mixtes

1. Introduction

2. Modéle mathématique

3. Résolution du probléme direct

3.1. La méthode des éléments finis mixtes (EFM)

4. La méthode des EFMH pour I’écoulement en milieu fracturé
4.1. L’espace de Raviart-Thomas

4.2. Discrétisation de la loi de Darcy

4.3. Discrétisation de I'’équation de continuité

4.4. Discrétisation temporelle

4.5. Systeme final

5. Oscillations non physiques avec la méthode des EFMH

5.1. Présentation du schéma de condensation de la masse (EFMHC)

6. Le code de calcul EDM

7. Validation du code EDM

7.1. En terme de précision

7.1.1. Comparaison avec la méthode des EFMH

7.1.2. Comparaison entre EDM et I'approche de séparation d’opérateur (OS)
7.2. En terme d’efficacité

8. Conclusion

1. Introduction

Le but de ce chapitre est d’utiliser la méthode des éléments finis mixtes pour la résolution
des équations décrivant I’écoulement d’eau souterraine en milieu fracturé (probleme direct).
Dans un premier temps, nous allons présenter le modele mathématique utilisé dans ce travail,
et, dans un second temps, nous développerons une solution numérique de ce modele avec la
méthode des éléments finis mixtes tout en discutant les formulations possibles de cette

méthode.

2. Modéle mathematique

Le modeéle double porosité (DP) est utilisé dans ce travail pour la simulation de la
diffusion de fluide dans les milieux fracturés. Avec ce modele, I’écoulement du fluide est géré

par les équations suivantes:
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Equation de continuité dans les fractures:

sZ—T+V.q: f+o(h,—h) (2.1)

ou

s: Le coefficient d’emmagasinement des fractures, [L’l];

h: La charge hydraulique dans les fractures (variable d’état), [L] ;
h, : La charge hydraulique dans la matrice (variable d’état), [L] ;
o : Le coefficient d’échange matrice/fracture, | LT |;

f : Le terme puits/source, [T’l];

g : Le flux dans les fractures donné par la loi de Darcy :

q=-KVh (2.2)

ou K est la conductivité hydraulique des fractures [LT *1] ;

Equation de continuité dans la matrice :

S, 5(;': ——o(h,-h) (2.3)

ou s, est le coefficient d’emmagasinement des matrices | L™ |;

La conductivité hydraulique des matrices (Km) n’apparait pas dans la deuxieme équation,

I’écoulement dans la matrice est supposé négligeable par rapport a I’écoulement dans les
fractures. Les conditions aux limites utilisées dans ce travail sont celles de Dirichlet et de
Neumann. Pour les conditions de Dirichlet, les variables d’état sont imposées sur les
frontieres du domaine. En régime permanent I’utilisation de ce type de conditions est
nécessaire pour assurer I’unicité de la solution. Pour les conditions de Neumann, le flux est

impose a la frontiere du domaine.
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3. Résolution du probleme direct

Différentes méthodes numériques comme la méthode des Différences Finies (DF), des
Volumes Finis (VF), des Eléments Finis Galerkin (EF), et des Eléments Finis Mixtes (EFM),
peuvent étre utilisées pour résoudre les équations d’écoulement en milieu poreux. Ces
méthodes ont des avantages et des inconvénients différents. Pour choisir le schéma le mieux
adapté a la résolution du probléme, plusieurs propriétés sont souhaitables :

- Conservation locale de la masse ;

- Continuité des flux aux interfaces des difféerents éléments de discrétisation;

- Approximation précise du champ de vitesse en milieu fortement hétérogene;

- Préservation de la positivité de la solution (schéma monotone);

- Capacite a traiter des problemes anisotropes (tenseur de perméabilité plein);

- Flexibilité dans la manipulation de domaines géométriques complexes;

- Traitement satisfaisant des différents types des conditions aux limites;

- Résolution efficace du systéme linéaire.
Les méthodes de DF et des VF permettent le calcul d’une charge (ou pression) moyenne par
maille. Elles donnent un bilan de masse exacte au niveau de chaque élément. Ces deux
méthodes sont monotones. Cette propriété évite les oscillations non physiques et préserve la
positivité de la solution. Cependant, ces deux méthodes présentent des contraintes sur la
discrétisation spatiale. La méthode DF ne se préte pas a des domaines a geométrie complexe
et nécessite un maillage régulier. La méthode VF est plus flexible que celles des DF, mais elle
nécessite le respect des conditions de Delaunay sur la discrétisation spatiale des maillages
triangulaires. La vérification de ces conditions peut méme présenter une réelle difficulté pour
les maillages de tétraédres dans les problemes tridimensionnels. Par ailleurs, les deux
méthodes (DF et VF) ne sont pas adaptées a la résolution des problemes avec des tenseurs de

conductivité hydrauligue non diagonaux (anisotropes).

Avec la méthode des EF, les équations sont discrétisées par des polyndmes de degré k >1 sur
le domaine maillé. En pratique, on prend des triangles ou des quadrilatérales dans des
problémes a deux dimensions. Ceci permet de décrire d’une maniére souple les limites du
domaine a geéométrie complexe ainsi que les limites des hétérogénéités. De plus, cette
méthode est capable de traiter toutes les directions d’anisotropies. Le systeme linéaire auquel

on aboutit avec cette méthode est symétrique et défini positif.
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Ce type de systeme se résout efficacement avec des algorithmes itératifs robustes comme
celui de Choleski ou du gradient conjugué. Avec la méthode des EF de plus bas degre, la
charge est approchée aux nceuds du maillage. Par contre, les flux ne sont pas définis d’une
maniere unique aux interfaces des éléments. Par conséquence, le bilan de masse n’est pas
conserve au niveau local de chaque élément.

Par ailleurs, la résolution numérique des équations d’écoulements par les méthodes des DF,
VF ou EF, a soulevé une préoccupation essentielle : ces méthodes sont en effet congues pour
résoudre le probléeme en donnant comme résultat la fonction d’état (la charge ou la pression).
La vitesse d’écoulement est donc déduite par différenciation de la variable d’état. Le calcul de
la vitesse de celle-ci génere des erreurs supplémentaires notamment en milieu fortement
hétérogene. Afin de permettre un calcul direct et plus précis du debit, une formulation mixte

de la fonction d’état et de son gradient a été développée.

3.1. La méthode des elements finis mixtes (EFM)

L’idée de base des méthodes mixtes est d’approcher simultanément la charge
piézométrique et la vitesse d’écoulement. Dans les domaines des écoulements potentiels, cette
méthode a été présentée la premiere fois par Meissner (1973). La réalisation mathématique et
numérique des EFM a été rendue possible grace au travail pionnier de Raviart et Thomas
(1977) ; et Thomas (1977). La discrétisation de la vitesse est basée sur les propriétés de
I’espace de Raviart-Thomas. D’autres familles d’espaces ont été introduites. Pour plus des
détails sur I’analyse et la construction d’éléments finis mixtes, on peut se référer aux travaux
de Brezzi and Fortrin (1991), Brezzi et al. (1985, 1987), Douglas and Roberts (1985) et
Nedelec (1980, 1986).

Lorsque nous abordons une hydrodynamique de nappe en régime permanent, I’équation aux

dérivées partielles a traiter est une équation elliptique. Avec la méthode des EFM associée a

un espace de Raviart-Thomas de plus bas degré (RT,), nous aboutissons a un systéme

linéaire dont les inconnues sont les charges moyennes par mailles et les flux a travers les
interfaces entre éléments. Toutefois, cette approche présente une difficulté numérique liée a
une matrice non-définie positive associée au systéeme linéaire a résoudre (voir Chavent and
Roberts, 1991; Chavent and J. Jaffré, 1986; Batten et al., 1996; Brezzi and Fortin,1991). Afin
de remédier a cet inconvénient, une nouvelle formulation a été proposee qui permet une
hybridation des formulations mixtes (Eléments Finis Mixtes Hybrides EFMH), en

introduisant une inconnue supplémentaire représentant des multiplicateurs de Lagrange. Ces
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derniers servent a imposer la continuité de la composante normale des flux entre éléments
adjacents. La formulation EFMH permet de réduire le probléme a la résolution d’un systéme
linéaire dont la matrice associée est symétrique, définie positive (Chavent and Roberts, 1991 ;
Roberts and Thomas, 1989 ; Marini, 1985).

La méthode des EFMH appartient a la classe des méthodes des éléments finis non-
conformes. Cette technique réduit la formulation mixte, ou les inconnues sont les charges
moyennes et les flux, a une formulation qui a pour inconnues primales les charges moyennes
par facette (aréte). Plusieurs études ont montré la connexion des discrétisations mixtes aux
méthodes des DF et des VF. Dans le cas d’une discrétisation rectangulaire et d’un tenseur de
conductivité hydraulique diagonal, Russell and Wheeler (1983) ont montré qu’en utilisant des
formules spéciales pour I’intégration numérique, la méthode des EFM se réduit au schéma des
DF. Avec la méme condition sur le tenseur de perméabilité, Baranger et al. (1995) ont trouvé
la connexion avec les VF dans le cas d’un maillage triangulaire qui vérifie les conditions de
Delaunay. Toujours avec les maillages triangulaires, Younes et al. (1999) ont développé une
nouvelle formulation mixte sans I’utilisation de formules d’intégration numérique, qui est
strictement équivalente a la méthode des EFMH. Cette formulation conduit a un systéeme dont
le nombre d’inconnues est égal au nombre des mailles. L’ inconvénient de cette approche est
que le systéeme a résoudre est non symétrique dans le cas d’un probléme transitoire. En régime
permanent, des critéres lies a la discrétisation spatiale du domaine et a son hétérogénéité
doivent étre respectés pour obtenir un systeme symétrique, défini positif. Ainsi, dans un
méme ordre d’idée, Arbogast et al. (1997, 1998) ont développé une autre formulation mixte
pour des maillages plus généraux et sans contrainte sur le tenseur de perméabilité.

Mose et al. (1994) ont comparé I’approximation mixte hybride avec la méthode des éléments
finis conformes. En milieu hétérogéne, ils ont trouvé que le calcul du champ de vitesse avec
les EFMH a une meilleure précision numérique qu’avec les EF. Dans le cas d’un pompage
dans un milieu homogeéne, Ackerer et al. (1990) et Mosé (1990) ont montré que le vecteur
vitesse obtenu par les EFMH est plus précis que celui obtenu par les DF. De méme, Durlofsky
(1994) a trouvé une supériorité de la méthode des EFM sur les VF lorsque le milieu présente
un fort contraste de perméabilité.

Dans ce travail, nous allons utiliser la méthode des EFMH pour la résolution des équations
d’écoulement en milieu fracturé. Ensuite nous montrons que la formulation EFMH peut
présenter des oscillations non physiques dans certains cas (cette méthode ne respect pas le
principe de maximum discret) et nous proposons I’utilisation de la procédure de condensation

de la masse pour remédier a ce probléme.
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4. La méthode des EFMH pour I’écoulement en milieu fracturé

Dans cette partie, nous présentons une mise en ceuvre simplifiée de la méthode des
EFMH. Les développements qui suivent sont inspirés par le travail de Chavent and Roberts
(1991). La méthode est développée sur un maillage triangulaire irrégulier qui permet de

discrétiser d’une fagon plus précise I’hétérogénéité et les limites du domaine.

4.1. L’espace de Raviart-Thomas

L’espace de Raviart-Thomas de plus bas degré RT, est défini sur chaque élément du

maillage. Sur un élément triangulaire E, cet espace est donne par :
RT,(E)={X./ X =(a+bx,c+by)} (2.4)

Les fonctions de base (WiE:(lyz’s)) de I’espace RT,(E) sur un élément de référence sont

représentées sur la figure (2.1). Ces fonctions sont données par :

W =ifx_xi ] (25)
2[E[\y-vy,

Avec |E| est I’air de I’élément E, (X, y;) les cordonnées du sommet (i) (Figure 2.1).

Les principales caractéristiques de ces fonctions sont les suivantes:

[wEne =5 (2.6)
Avec E; est la j°™ aréte de I’élément E et Ne, le vecteur normal unitaire de E;, dirigé vers
I’extérieur de I’élément (E). &, étant le symbole de Kronecker.

La propriété (2.6), permet d’écrire :

jv.wiEdE =ﬁ 2.7)
E

En outre sur I’aréte E; ona:

(2.8)

26



Résolution du probléme direct avec la méthode des Eléments Finis Mixtes

Avec ‘Ej‘ est la longueur de I’aréte E ;.

Sur un élément E du maillage, la vitesse est approchée par g RTO(E) et représenter

comme une combinaison linéaire des fonctions w;, , , :

qE = ZWiEQiE (2-9)

Avec QF, ,, sont les flux a travers les arétes de (E) (Figure 2.1).

N3(X3,Y3)

Qf

Ni(X1,Y1) N2(X2,Y2)

Figure 2.1 : Les fonctions tests sur un élément E.

Le vecteur g° a les propriétés suivantes :

V.q° est constant sur (E) (2.10)

[a®ne di=QF (2.11)

Par conséquence, le vecteur vitesse q° peut étre déterminé en tout point dans (E), par la

connaissance des flux QF a travers les arétes de (E).
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4.2. Discrétisation de la loi de Darcy
Par la méthode des EFM, la loi de Darcy (2.2) et I’équation de continuité (2.1) sont
discrétisées séparément. En inversant le tenseur de perméabilité, la loi de Darcy s’écrit sous la

forme équivalente :
Kq=-Vh (2.12)

En multipliant cette derniére équation par les fonctions tests wZ,,, d’un élément E, et en

utilisant la formule de Green, on obtient la formulation variationnelle de I’équation (2.12) :
g 3
j[(KE) qE}.vviE = [Vt =" [ hwfng i=12,3 (2.13)
E =1 E.

Avec K est I’approximation de K sur I’élément E (constante sur chaque élément).
En utilisant les propriétés (2.7) et (2.8), on obtient :

E

Jl(ke) "o - |E|fh |E|Jh h=—Th =123 (2.14)

Avec hF est la charge moyenne sur I’élément (E) et Th® la charge moyenne sur la facette

E, (ou bien la trace de la charge sur la facette).

En utilisant (2.9), I’équation (2.14) peut s’écrire sous la forme suivante :

3
> BfQf =h® _Thf i=123 (2.15)
j=1

Avec BF est une matrice locale donnée par :

BE = [ 'wE (KE) w (2.16)

]

‘w" est le vecteur transposé de wi" .

28



Résolution du probléme direct avec la méthode des Eléments Finis Mixtes

La matrice B® étant inversible, I’équation (2.15) s’écrit sous une forme équivalente:

QF =Y(BE) hE -3 (BE) ThE i=1,2,3 (2.17)

=t =t

ou (BE)_1 est la matrice inverse de BEF.

3 —
Soit of =) "(Bf) " I’équation (2.17) devient:
-1
3 -
QF = aFht — Y (BF) The i=12,3 (2.18)
i i 1) J

j=1

L’équation (2.18) conduit a :

3

3
> QF =ath® =) ofThf (2.19)
i=1 i=1

3
Avec af =) af

i=1

4.3. Discrétisation de I’équation de continuité
On cherche maintenant a écrire des formes discrétes des équations de conservation de la

masse (2.1) et (2.3). En intégrant cette équation sur un élément (E) et en utilisant les

propriétés de I’espace d’approximation (2.7), (2.8) et (2.9), on obtient :

E
|E|sE%+iQF—FE—aE|E|(h§—hE)=o E =1.Nm (2.20)
i=1
E dhrE E E E
gt = (hs —h*) E =1..Nm (2.21)

Avec h® (resp. ht) est la valeur moyenne de la charge des fractures (resp. matrice) dans

E

I’élément E. sF, sE

m?

et o° sont les approximations de s, s_, et o sur I’élément E

m?

(supposées constantes par élément). QF sont les flux a travers les facettes de E. F* est le
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terme puits / source associé a E (valeur moyenne de f sur E) et Nm le nombre de mailles

dans le domaine.

En remplacant (2.19) dans (2.20) on obtient I’équation suivante :

dh®

E[s®
dt

+ah* —iaiEThiE ~Ff—oF[E|(hf —h)=0 E=1Nm (2.22)
i=1

4.4. Discrétisation temporelle
Le systeme ((2.22) et (2.21)) est formé par des équations différentielles ordinaires. La
discrétisation temporelle de ces équations avec un schéma implicite en temps conduit au

systéme algébrique suivant:

hE,n+1_ E.n 3
+aEhE,n+l _zaiEThiE,n+l
=) (2.23)

_FE_O_E|E|(hrﬁ,n+l_hE,n+l):0 E=1.Nm

Efs*

Avec n est I’indice de temps et At le pas de temps utilisé pour la discrétisation temporelle.

Pour I’équation de continuité dans les matrices poreuses, la forme discrétisée est donnée par:

h __E (hnf _hEM) E=1.Nm (2.24)

Il est clair que cette équation admet une solution analytique qui peut étre écrite sous la forme

suivante:

hri,ml _ (h,ﬁn _ hE,n+1)e,TEAt 4 pEN+ (225)

E
o)

Avec 75 =—.
Sm

Ainsi en remplagant (2.25) dans (2.23), on peut éliminer h:™" et on obtient I’équation

suivante:
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. hE,n+l_hE,n . 3
+a hE,n+1 . ZaiEThiE,ml
= (2.26)

~F®—o®|E|(h5" —=h®")e ™ =0 E=1.Nm

Efs

L’équation (2.26) permet de calculer h®"** en fonction de Th™"" etde h-" :

At 3
hE,n+l — _ iE-I-hiE,n+l
|E|s® + Ata® +|E|AtoFe ™™ ;a "

At .
|E|s® +Ata® +|E|Ato"e ™
[E|s® e
|E[s® +Ata" +|E|AtaEe"EAt
|E|AtGEe_TEAt En
|E[s® +Ata" +|E|AtaEe"EAt ;

+

(2.27)

Enfin, la charge dans les fractures sur un élément (E) sera donnée par:

3
REN _ Z]/iEThiE,m-l +gE (2.28)

i=1

Avec

£ aiE At £

" [E|S* + Ata® +[E|Atote N

(2.29)

i

Et

_ AtFF +|E|Ato®e " “hS" +|E[s®h®"
- |E|sE + Ata® +|E|AtaEe"EAt

E

(2.30)

En remplacant (2.28) dans (2.18), on peut exprimer les flux sur les facettes d’un élément (E)

en fonction des traces de la charge sur ces facettes :
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3 1 .
Qe Z[a ye-(BE) }Thﬁ”“mng i=12,3 (2.31)

=t

4.5. Systéme final
Le systeme final peut étre obtenu en utilisant la continuité des flux & travers des facettes :

kE,IH—l + QlE',n+1 — O (2.32)

Ou (E) et (E") sont deux éléments adjacents (Figure 2.2).

Figure 2.2 : Continuité deux flux sur chaque facette

En remplacant les flux par ces valeurs de I’équation (2.31), on obtient:

3 3 _ . . .
Z[ak 7 (B )1}ThjE’”+l+akEgE +Z[a,E'7jE'—(B”E') 1]Thﬁ”+1+af gc=0 (2.33)
=1 j=1
En utilisant la continuité des traces de charge :

ThE =ThE (2.34)

On obtient I’équation finale :
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e G e M L

> rf () e S v (87 ) e et +af o =0
=L

=1 =
j=k J=l

(2.35)

Les inconnues de cette équation sont les traces de la charge sur les facettes. Ainsi en écrivant

cette équation sur les facettes, on obtient un systeme linéaire formé par nf équations avec nf
inconnues (nf est le nombre des facettes). La forme matricielle de ce systéeme est donnée par

I’équation suivante:

[M]{Th"*} ={R"} (2.36)

Avec M est une matrice symétrique définie positive de dimension (nf xnf ) et qui dépend du

paramétre (k,s,s,,o).

En notant, E et E' les eéléments situés de part et de I’autre d’une facette X, répertoriée

localement F° et R on peut préciser le vecteur {R"}:

R} =RE" +RE " =RE" +RE (2.37)
Avec

DEn _ _EE
RFkE =0

— — (2.38)
RFE,E" =a|E gE
Les coefficients de la matrice [M ] sont donnés par les relations suivantes:
¢ Pour les coefficients diagonaux:
My = Mixx + Mxx = Mige + My (2.39)
Avec
—E -1
Mk = a, Yy —(BkEk)
(2.40)
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¢+ Pour les coefficients hors-diagonaux:

Si la facette Y n’appartient pas au méme élément que la facette X , alors:

My, =0 (2.41)

Si I’élément E contient les facettes X et Y, répertoriées localement avec les indices

respectifs k et |, alors :

My =My =Ma = af7E — ( B, )71 (2.42)

La résolution de ce systeme permet de calculer les traces de la charge dans les fractures

(Th””) sur chaque facette du domaine. Ensuite, en utilisant I’équation (2.28), on peut calculer
la charge moyenne dans chaque éléments (h“*l). Enfin, pour calculer les charges moyennes

dans les matrices poreuses (hr'j,*l), il suffit d’utiliser I’équation locale (2.25).

5. Oscillations non physiques avec la méthode des EFMH

Si les éléments finis standards sont genéralement préférés par rapport aux différences
finies pour leur adaptation a des géométries complexes, il n’en reste pas moins que cette
méthode peut produire des oscillations non-physiques.

Ce probleme peut ainsi se manifester lorsque les éléments finis sont appliques a I’équation de
I’écoulement en milieu poreux saturé et non saturé pour modeéliser des fronts raides
d’infiltration (Milly, 1985 ; Celia et al., 1990 ; Pan et al., 1996 ; Ju and Kung, 1997 ;
Karthikeyan et al., 2001). Cette difficulté est liée a I’expression discrete du terme exprimant la
variation de masse dans le volume (ou matrice de masse). Des comparaisons matricielles avec
la méthode des DF, pour laquelle aucune oscillation n’apparait, confirme cette idée (Belfort,
2006).

Différentes solutions au probléme d’oscillations ont été développées, parmi lesquelles la
condensation de la masse ou «mass lumping» (Neumann, 1972; Milly, 1985) ou des schémas
distribués (Pan et al., 1996).

Pour ce type de probleme, I’application de la méthode des EFMH standards n’améliore pas

véritablement le probléme d’oscillation (Chounet et al., 1999 ; Farthing et al., 2003 ; Belfort
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et Lehmann, 2005). Une technique de quadrature, souvent référencée comme méthode de
condensation de la masse «mass-lumping», a alors éte utilisee pour éviter ce probleme. Cette
méthode consiste a diagonaliser la matrice de masse afin de respecter la positivité de la
solution.

Contrairement & la méthode de «mass-lumping» développée pour les éléments finis, la
quadrature n’assure pas la condensation de la masse dans le systéme matriciel obtenu avec la
méthode des EFMH (Belfort, 2006).

Younes et al. (2006) ont alors développé une technique de condensation pour le schéma
EFMH appliqué a une équation d’advection — dispersion. Cette technique est adoptée dans ce

travail pour la modélisation de I’écoulement en milieu fracture.

5.1. Présentation du schéma de condensation de la masse (EFMHC)
L’idée principale des EFMHC consiste a exprimer le flux QF au niveau de chaque facette
en distinguant les composantes stationnaires et transitoire:

5¢ Bl

E
Qf-Qr+El +JE§(Thmf —ThiE)—sEEﬂ

5 o (2.43)

. ~E L : . . .
Ou Q, correspond au flux obtenu en régime stationnaire sans terme puits/source ni terme

d’échange (fractures/matrices poreuses).
L’expression du flux, déja obtenue au terme de la formulation variationnelle de la loi de

Darcy (2.18), est introduite dans I’équation de continuité en régime permanant :
V.gt=0 (2.44)

En exprimant la charge moyenne h® en fonction des traces de la charge Th,

3
h® :iEZaiEThF (2.45)
a ig

Et en injectant I’expression obtenue dans I’équation (2.18), il vient :

35



Résolution du probléme direct avec la méthode des Eléments Finis Mixtes

QIE _ Z‘?’:{aiEaF _(BijE )_1}-”]]5 (2.46)

j=1 a*
Le flux global sortant par la facette E, s’écrit ainsi:

E E E
QF :i{“iafj —(BE)_l}ThjE+§fE+0E§(ThmiE—ThiE)—sE§—a-;]i (2.47)

ij
j=1

Donc apres la discrétisation temporelle, le flux global sortant par la facette E, au pas de

temps (n+1) s’écrit sous la forme suivante:

3 aiEO!!E - n+ E
QiE'n+1:Z|: aEJ _(Biljg) 1:|ThjE' 1+%f5+
= (2.48)
E|

m

G E ThiE,n+1 _ThiE,n
At

E
(o}

(ThmiE,n+1 _ ThiE,n+1 ) _

|

Ainsi, avec la procédure de condensation de la masse, la solution analytique de I’équation de

continuité dans les matrices poreuses peut étre écrite sous la forme suivante:

ThmiE,n+l _ (ThmiE'n _ThiE,n+l)e—rEiAt +ThiE,n+1 (2.49)

Avec
he =L 3 o EThme 250
n —?;ai T mi ( . )

£ _|E[of +|Elc™
|E[sE +|E sy

T (2.51)

Ou E et E’ sont les deux mailles voisines de la facette E;

En substituant (2.49) dans (2.48) on obtient I’expression finale du flux a travers la facette E;:
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E _E
QiEYrHl = i{alafj _(BijE )l}ThjE'nJrl +§ fE +

= (2.52)
E|

[E| SE EThiE,ml _-I-hiE,n
3

3 At

oF (ThmiE,n _ThiE,n+l)e—rEiAt _

En écrivant la continuité des flux au niveau de chaque facette du domaine, on obtient

également le systeme matriciel final:

[Mc]{Th"*} ={Rc"} (2.53)

En notant, E et E' les éléments situés de part et de I’autre d’une facette X, répertoriée

localement F5 et R on peut préciser le vecteur {Rc'}:

Rcy = Rex' +Rex - = R_cEk’En +R_cﬁ,?P (2.54)

Avec

—En E B E
Rcrt = —u{ f. +ote™ “Thm:" +iTth'”}

3 (2.55)
SoEn |E E'—rFiAt E'n st E'n .
RCke == fo+ofe™ “ThmF +ETh, '
Les coefficients de la matrice [Mc] sont donnés par les relations suivantes:
¢ Pour les coefficients diagonaux:
MC,, = MCxx +MCxx = MCk +MCi (2.56)
Avec
R E c E
mce = NBE _[E| oFe My S
3 At
(2.57)

—FE"' . E' . g E
men = NBE —%{aEe" A +S—}
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Avec NB une matrice locale calculée au niveau de chaque élément par

E _E

neg | e (e

. (2.58)
(o4 -1
NBg :{ - -(Bg) }
%+ Pour les coefficients hors-diagonaux:
Si la facette Y n’appartient pas au méme élément que la facette X , alors:
mc,, =0 (2.59)

Si I’élément E contient les facettes X et Y, répertoriées localement avec les indices

respectifs k et |, alors:

M, =Mmex =mew = 2<% (Bf)” (2.60)
a

Les termes issus de la discreétisation de la matrice de masse apparaissent uniquement dans les

coefficients diagonaux de la matrice [Mc]. La méthode proposée s’apparente alors

effectivement une technique de condensation de la masse.
La résolution du systéeme (2.53) permet de calculer les traces des charges dans les fractures
sur toutes les facettes. Ainsi, I’utilisation de I’équation locale (2.49), permet de calculer les

traces des charges dans les matrices poreuses.

6. Le code de calcul (Ecoulement — Double —Milieu: EDM)

Dans cette partie, nous présentons le code de calcul (EDM) développé dans ce travail pour
la simulation de I’écoulement en milieu fracturé. EDM est développé en FORTRAN 95, il est
basé sur la méthode des EFMH avec la procédure de condensation de la masse. Pour chaque
pas de temps, EDM résous le systéeme linéaire globale (2.53) pour calculer les traces de la
charge dans les fractures sur tous les facettes du domaine et ensuite il calcule les traces des
charges dans les fractures sur toutes les facettes en utilisant I’équation (2.49). Ainsi en
utilisant les equations (2.45) et (2.50), EDM calcule les charges dans les fractures et dans les

matrices poreuses sur toutes les mailles. Pour la résolution des systémes linéaires, on a
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implément¢é dans EDM un nouveau solveur direct basé sur [I’algorithme
unifrontal/multifrontal (Davis and Duff, 1999). Ce solveur est inclus dans la librairie

UMFPACK 2.2. Dans les cas ou la matrice du systeme linéaire est constante (comme la

matrice obtenue pour I’écoulement en milieu fracturé[Mc]) le solveur UMFPACK permet de

réduire le temps de calcul en décomposant la matrice en LU uniquement pour le premier pas
de temps.

L algorithme utilisé dans EDM est presenté dans la figure (2.3) :
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Lecture des variables d’entrées
Maillage, Zone, Paramétres
hydrodynamiques, pas de temps...

Pour le premier pas de temps n=0

Calcul de la matrice [ Mc] en utilisant les équations (2.57), (2.59) et (2.60)

n

Calcul du vecteur {RC } en utilisant les équations (2.54) et (2.55)

Résolution du systéme linéaire (2.53) avec la solveur UMFPACK
-Décomposition Mc=L.U
-Stockage de L et U

-Résolution de [L].[U ]{Th””} = {R”}

-On obtient les traces de charge { Th“*l} sur les facettes

N Pour E=1..nombre des facettes ||

Calcul des Thm. en utilisant I’équation (2.49)

|| Fin de la boucle E ||

A Pour n=1.. N (nombre des pas de temps)

Mise & jour du vecteur {R"}

Résolution linéaire avec UMFPACK
-Résolution du systéme [L].[U]{Th””} :{R“}/ LU déja calculée pour n=0

-On obtient les traces de charge Th™* sur les facettes

Pour E=1..nombre des facettes ||
A

Calcul des Thm/'

Fin de la boucle E ||

Y || Finde laboucle de temps
|| Pour E=1..nombre des mailles ||

Calcul des h® et hE en utilisant les équations (2.45) et (2.50)

" Fin de la boucle E ||

Figure 2.3 : Algorithme du code EDM.

40



Résolution du probléme direct avec la méthode des Eléments Finis Mixtes

7. Validation du code EDM
Dans cette partie, le code EDM est validé en termes de précision et d’efficacité:

7.1. En terme de précision
Les résultats du code EDM sont validés par comparaison avec la méthode des EFMH standard

et avec I’approche de séparation d’opérateur.

7.1.1. Comparaison avec la méthode des EFMH
Pour comparer le code EDM avec la méthode des EFMH standard, on a utilisé les cas tests

suivants:

- Premier cas test:

On considere un domaine rectangulaire de longueur L =200m et de largeur | =100m. Les
conditions aux limites sont données sur la figure (2.4). Sur cette figure on distingue des
conditions de Neumann (flux nul) sur toute la frontiére a I’exception du segment & ou on
impose une condition de Dirichlet (h=100m). Pour les conditions initiales on suppose que

h=h =0 dans tout le domaine. Les paramétres hydrodynamiques du milieu sont:
k=110"ms™, s=1.10°m™, s, =3.10°m™ et 6 =5.10""m.s™ . La durée de la simulation

est T =48 heures .

I'; q=0
r,-o r,
q=0 Q q=0
| =100m
l S =20m
h=100m
I, q=0
< L =200m >

Figure 2.4: Domaine géométrique et conditions aux limites pour le premier cas test.

Ce cas test est simulé avec le code EDM en utilisant un pas de temps At=0.1s. Pour la

discrétisation spatiale on a utilisé un maillage triangulaire irrégulier formé par 1750 éléments
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(2.5). La distribution de la charge ainsi que le champ de vitesse sont représentés dans la figure
(2.6).

100

80

60

40

20

/]\ 1 L L
0 50 100 150 200

Figure 2.5 : Maillage utilisé pour les simulations

Figure 2.6 : La distribution spatiale de la charge hydraulique et le champ de vitesse obtenus
par le code EDM.

Ce cas test est aussi simulé avec le code EDM mais en utilisant un grand pas de temps
(At=100s). La figure (2.7) représente les variations de la charge en fonction du temps sur
trois points du domaine (M1, M2, M3 voir figure 2.5) obtenues avec le code EDM pour
At =0.1s et At =100s . Cette figure montre que le code EDM converge vers la méme solution
pour le grand et le petit pas de temps. En effet le schéma numérique utilisé pour la
discrétisation temporelle (premier ordre) introduit une erreur numérique proportionnelle au
pas de temps. Cependant dans notre cas, cette erreur est négligeable a cause de la propriété

diffusive du systéme.
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100
80
60

40

Charge (m)

—— M1 (At=0.1s)
— M2 (At=0.1s)
—— M3 (At=0.1s)

B M1 (At=100s)
B M2 (At=100s)
B M3 (At=100s)

20

T
10! 10° 10° 10 10
Temps(s)

Figure 2.7 : Variations de la charge en fonction du temps sur M1, M2 et M3.

Le méme cas test est simulé aussi avec la méthode des EFMH pour At =0.1s et At=100s.
La figure (2.8) montre que le code EDM et la méthode des EFMH convergent vers les mémes
solutions. Cependant pour At=0.1s, la solution par la méthode des EFMH présente des
charges négatives (la plus petite valeur est de —3.107"). La procédure de condensation de la
masse utilisée dans le code EDM permet d’éviter ce probléme (les charges dans tout le

domaine sont entre 0 et 100) sans I’introduction d’erreurs numériques supplémentaires.

100 100 -
80

804

60 60

At=100s

40 40

Charge (m)
Charge (m)

— M1 (EDM)
—— M2 (EDM)
M3 (EDM)

—— M1 (EDM)
—— M2 (EDM) 20
—— M3 (EDM)

20

B M1(EFMH) ® M1 (EFMH)

o m M2 (EFMH) o __— u M2 (EFMH)

B M3 (EFMH) S ® M3 (EFMH)

T T T T T T T T T T

10" 10° 10° 10° 10° 10" 10° 10° 10* 10°
Temps(s) Temps(s)

Figure 2.8 : Variation de la charge en fonction du temps sur M1, M2 et M3 avec le code EDM
et la méthode des EFMH.

2°™ cas test: Effet d’un terme puits/source

Pour étudier I’effet du terme puits/source, on considére une 2éme expérience numeérique basée

sur le premier cas test mais en ajoutant un terme puits (F :—1.10‘35‘1) au centre du

domaine. Les résultats obtenus pour At=0.1s et At =100s avec le code EDM et la méthode
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des EFMH sont présentés sur la figure (2.9). Cette figure montre que le terme puits n’a pas

d’influence sur le comportement du code EDM et de la méthode des EFMH.

60
50 o
404
30
20
10
0

.
-10 4 ~

Charge (m)

-20
-30 4
-40 4
-50 -
-60 -
-70 4

At=0.1s

— M1 (EDM)
M2 (EDM)
—— M3 (EDM)
m M1 (EFMH)
m M2 (EFMH)
m M3 (EFMH)

Charge (m)

-80 -4y

L
10

ua | L
100

T T L
1000 10000

Temps (s)

T ™
100000

-40 4

60—
50
40

At=100s
—— M1 (EDM)
—— M2 (EDM)
M3 (EDM)
® M1 (EFMH)
® M2 (EFMH)
m M3 (EFMH)

T
100

T
1000

T T
10000 100000

Temps (s)

Figure 2.9: Variation de la charge en fonction du temps sur M1, M2 et M3 avec le code EDM

et la méthode des EFMH pour le 2°™ cas test

3°™ cas test: Effet de I’hétérogénéité

Dans cette partie, on cherche a étudier I’influence de I’hétérogénéité sur le code EDM. Ainsi

on considére une 3°™ expérience numérique basé sur le deuxiéme cas test mais en supposant

que le domaine spatiale est hétérogéne et que cette hétérogénéité est répartie sur trois zones.

Les parametres dans ces zones sont présentés dans le tableau 2.1. La répartition géométrique

des zones est donnee par la figure (2.10).

Parameétre k S S o
Zone 1 1.10° 1.10° 3.10° 5.107°
Zone 2 4.10° 3,5.10°° 3.10° 3.10™
Zone 3 8.10°° 7.10° 3.10° 0™

Tableau 2.1 : Les paramétres hydrodynamiques pour le
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Zone 11

I =100m Zone |

112
'

‘ L/2 >

< L =200m

v

Figure 2.10 : Répartition géométrique des zones pour le 3°™ cas test.

De la méme fagon, ce cas test est simulé avec At=0.1s et At=100s. Les résultats de ces
simulations sont présentés dans la figure (2.11). Cette figure montre que le code EDM permet
de prendre en compte I’hétérogénéité du domaine sans introduire des erreurs numeriques

supplémentaires.

60 4 60 —
50 50
40 40
30 30
20 204
10 10
5 04 £ 0
o 104 At=0,1s o 104 At=100s
g 20+ 2 20
g 0] — M1 (EDM) ‘S“ 30 —— ML (EDM)
40 ——— M2 (EDM) 40 —— M2 (EDM)
504 M3 (EDM) 50 —— M3 (EDM)
60.] = M1 (EFMH) 60-] B M1 (EFMH)
20] = M2 (EFMH) 70 B M2 (EFMH)
80 ® M3 (EFMH) 80-] M3 (EFMH)
-90 -90
-100 T T T T -100 T T T T
10* 10° 10° 10° 10° 10t 10° 10° 10* 10°
Temps (s) Temps (s)

Figure 2.11 : La variation de la charge en fonction du temps sur M1, M2 et M3 avec le code
EDM et la méthode des EFMH pour le 3*™ cas test.

Les résultats de ces trois cas test montrent I’aptitude du code EDM a simuler des écoulements
en milieu fracturé homogéne et hétérogéne sans ou avec terme puits/source. Ainsi ces
résultats montrent que la procédure de condensation de la masse utilisée dans le code EDM
permet d’éviter les oscillations non physiques introduites par la méthode des EFMH sans

aucune erreur numerique supplémentaire.
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7.1.2. Comparaison entre EDM et I’approche de séparation d’opérateur (OS)

Le couplage entre les équations de continuité dans les fractures et les matrices poreuses est
assuré dans le code EDM par une approche globale. Cette approche consiste a calculer
simultanément les charges dans les fractures et dans les matrices poreuses. Dans cette partie,
les résultats du code EDM sont validés par comparaison avec I’approche (OS), qui consiste a
résoudre séquentiellement les équations d’écoulement dans les fractures et les matrices
poreuses. L’approche (OS) est largement utilisée dans la littérature de milieu poreux et surtout
pour simuler les phénoménes de transfert de masse. Pour le transport non réactif, cette
approche a été utilisée pour séparer les opérateurs d’advection et de dispersion afin d’utiliser
des méthodes numériques appropriées pour chaque opeérateurs (Dawson et al., 1998 ;
Konikow et Bredehoeft, 1978; Ewing, 1988). Pour le transport réactif, I’approche (OS) est
utilisée pour résoudre séquentiellement les opérateurs de transport et de chimie, ce qui permet
de réduire les tailles des systemes a résoudre (Cederberg et al., 1985; Yeh and Tripathi, 1989,
1990; Saaltink et al., 2001). Malgré ces avantages, I’approche (OS) a un inconvénient majeur
qui est la précision. En effet, plusieurs travaux ont démontré que dans certains cas, cette
approche introduit des erreurs intrinséques. Pour le transport non réactif, I’erreur de
séparation d’opérateurs est négligeable. Dans le cas de transport réactif avec des réactions
cinétiques, ces erreurs dépendent des phénomeénes chimiques pris en compte (Valocchi and
Malmstead, 1992 ; Carrayrou et al., 2004). Pour le transport réactif avec réactions a
I’équilibre, les erreurs de séparation d’opérateurs sont plus importantes. Elles sont
proportionnelles au pas de temps utilisé pour la discrétisation temporelle et se présentent sous
la forme d’une diffusion numérique (Herzer and Kinzelbach, 1989).

Pour la simulation de I’écoulement en milieu fracturé, I’approche (OS) nécessite, pour chaque
pas de temps, les deux étapes suivantes :

Premiére étape: Résolution de I’équation de continuité dans les fractures sans prendre

en compte le terme d’échange avec les matrices poreuses. Ainsi on résout I’équation suivante:

oh
s 4vg="f 2.61
o q (2.61)
q=-kVh (2.62)

Ces deux équations sont résolues avec la formulation condensée de la méthode des EFMH.

Deuxiéme étape : la résolution d’un systéme local des équations différentielles

ordinaires (EDQ) afin de prendre en compte I’effet des matrices poreuses. Le systeme ODE

est écrit sur chaque facette, il est donné par:
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dTh® (of+o°
- _ |(ThmE —The
dt ( sF+sF ]( F-™)

. S (2.63)
m :-(G o j(ThmiE—ThiE)

dt sF +sF

Ou E et E' sont les deux mailles ayant en commun I’aréte E; .

Le systeme (2.63) est résolu localement (au niveau de chaque facette) avec la méthode de
Runge-Kutta a I’ordre 4 et en utilisant un pas de temps plus petit que celui utilisé dans la

premiére étape.

Pour implémenter I’approche (OS), on a utilisé un code de calcul pour I’écoulement en milieu
poreux saturé basé sur la méthode des EFMH avec condensation de la masse (développé au

laboratoire) ou on a introduit la résolution local du systéme (2.63).

Pour comparer le code EDM avec I’approche (OS) on a utilisé les trois cas tests présentés ci-

dessus. Ainsi on a simulé avec I’approche OS ces trois cas tests en utilisant un petit

(At=0.1s) et un grand (At=100s) pas de temps. Les résultats obtenus sont présentés

respectivement dans les figures (2.12), (2.13) et (2.14).

Les trois figures (2.12), (2.13) et (2.14) montrent que pour les petits pas de temps, le code
EDM et I’approche (OS) convergent vers les mémes solutions (pour les trois cas tests). En
effet, pour des petits pas de temps, les erreurs numériques introduites par I’approche (OS)
sont négligeables. Pour des grands pas de temps, on remarque des écarts entre les résultats
obtenus par le code EDM et I’approche OS. Cette différence se presente sous la forme d’une
diffusion numérique, elle est due aux erreurs de séparation d’opérateur introduites par
I’approche (OS).

Finalement, les comparaisons de code EDM avec la méthode des EFMH standard et avec
I’approche (OS), permettent de valider les reésultats de ce code et de montrer ses avantages. En
effet, EDM permet d’éviter les oscillations non physiques rencontrées avec la méthode des
EFMH standard sans introduire des erreurs numériques supplémentaires. L’utilisation d’une
approche globale dans ce code permet d’utiliser des grands pas de temps sans introduire des

erreurs numeriques intrinseques.
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7.2. En terme d’efficacité

L’efficacité du code EDM (temps de calcul) est validée par comparaison entre le solveur
direct UMFPACK (implémenté dans EDM) et le solveur itératifs PGCET basé sur la méthode
des gradients conjugués.
Le premier cas test est utilisé pour cette comparaison. Plusieurs simulations on été réalisées en
raffinant le maillage (de 1700 a 108000 éléments). Les temps de calcul obtenus par les deux
solveurs sont présentés dans le tableau 2.2. Sur ce tableau on présente aussi les temps de
calcul du code EDM avec le solveur UMFPACK en recalculant la décomposition LU de la
matrice aprés chaque pas de temps (2°™ colonne). Le tableau 2.2 montre que I’option
«matrice constante» dans UMFPCAK permet un gain important en temps de calcul. Ainsi ce

tableau montre que le solveur UMFPACK est plus efficace que le solveur itératif PGCT.

Nombre d’éléments UMFPACK UMFPACK PGCET
(matrice constante) | (matrice variable)
1700 0.093 0.578 2.154
20 000 1.546 13.0625 59.56
57 000 5.109 58.406 309.55
108 000 12.943 159.45 708.450

Tableau 2.2: Les temps de calcul (en second) obtenus par les solveurs UMFPACK et PGCET.

8. Conclusion

Le modéle DP est adopté dans ce chapitre pour la modélisation de I’écoulement en milieu
poreux saturés. Ce modeéle repose sur trois équations qui sont : I’équation de continuité dans
les fractures, la loi de Darcy dans les fractures et I’équation de continuité dans les matrices
poreuses. Un code de calcul (EDM) basé sur la formulation condensée de la méthode des
EFMH est développé pour la résolution de ces equations. Un nouveau solveur linéaire direct
(UMFPACK) est implémenté dans le code EDM afin de minimiser les temps de calcul. Les
résultats du code EDM sont validés sur plusieurs expériences numériques par comparaison
avec la méthode des EFMH standard et avec I’approche de séparation d’opérateurs.
L efficacité du code EDM est étudiée par comparaison entre solveur direct et solveur itératif.
Dans le chapitre suivant, le code EDM sera utilisé pour la résolution du probleme direct dans

I’algorithme d’estimation des parametres.
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Chapitre 3

Résolution du probleme inverse

1. Généralité

2. Technique de résolution du probléme inverse

2.1 Méthodes inverses directes

2.2 Méthodes inverses indirectes

2.2.1 Méthodes déterministes et méthodes bayésiennes
2.2.2 Méthodes linéaires et méthodes non — linéaires

3. Optimisation des parameétres avec les méthodes non-linéaires
3.1 Minimisation de la fonction ‘objectif’

3.1.1 Méthodes globales et méthodes locales

3.2 Méthodes a directions de descente

3.2.1 Algorithme du gradient (steepest Descent method)
3.2.2 Algorithme du gradient conjugué

3.2.3 Algorithme de Newton

3.2.4 Algorithme de Quasi - Newton

3.2.5 Algorithme de Gauss - Newton

3.2.6 Algorithme de Marquardt - Levenberg

4. Calcul des Gradients de la fonction ‘objectif’

4.1 Méthode des différences finies

4.2 Méthode des sensibilités

5 Le modéele numérique INV_EDM pour I’estimation des parametres en double milieu
51 La fonction ‘objectif’

5.2 Les parameétres a estimer

5.3 Calcul du gradient (milieu homogéne)

5.4 Calcul du gradient (milieu hétérogéne: 2 zones)

5.5 La matrice Jacobienne

6. L’algorithme du code INV_EDM

7. Expériences numériques

7.1 Convergence en fonction des parametres initiaux

8. Conclusion

1. Généralité

Un probleme d’estimation de parametres par approche inverse consiste a rechercher les
coefficients d’une équation aux dérivées partielles a partir de mesures de la variable d’état. Il
est formulé comme un probléme de minimisation, la variable de minimisation étant le vecteur
des parametres a estimer, et la fonction a minimiser étant une évaluation de la différence entre
la variable calculée par le modéle avec un jeu donné de parametres et celle observée.

Les problemes inverses sont généralement difficiles a résoudre. Ils sont souvent mal posés au
sens de Hadamard (Hadamard, 1952), (Un probleme inverse mal posé est un probléeme dont

la solution n’existe pas, ou si elle existe, n’est pas unique ou ne dépend pas de fagon continue
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des données). En effet, on parle d’inexistence lorsqu’aucune fonction satisfaisant les
équations du systéeme n’existe, de non — unicité lorsque plus d’une solution existe, c’est a dire
lorsque différentes combinaisons de valeurs de paramétres permettent un ajustement optimum
sur les observations, et d’instabilité lorsque de faibles variations des données d’entrées
modifient de maniére importante les résultats du modeéle. On parle également d’insensibilité
lorsque les observations ne contiennent pas assez d’information pour assurer I’estimation des
parameétres. D’autres difficultés spécifiques sont dues a des temps de calcul importants liés a
la grande taille des systémes a résoudre et aux choix de la paramétrisation.

Pour bien résoudre un probléme inverse, il faut d’abord assurer:

e le bon choix de la formulation: choix des parameétres a estimer, de la fonction a
minimiser, le probléme de minimisation associé est plus ou moins bien posé et enfin
la bonne compréhension du probleme physique ;

e une paramétrisation pertinente ;

e [I’efficacité et la robustesse de la résolution du probléeme direct: amélioration des
méthodes numériques pour la résolution du probléme direct ;

e |’optimisation: adopter des méthodes efficaces adaptées aux difficultés de ce

probléme (grande taille, colt de la fonction a minimiser).

Ces quatre étapes seront nécessaires pour assurer la bonne présentation du probleme inverse
ainsi que pour la validité de la solution ou des paramétres a estimer.

Dans ce chapitre, on cherche a identifier les paramétres par approche inverse pour
I’écoulement en milieu fracturé. Sachant que le modéle DP est adopté pour le probléme direct,
les paramétres a estimer sont les coefficients des équations aux dérivées partielles de ce
modele (voir chapitre 2).

Dans un premier temps, nous allons présenter les différentes techniques de résolution du
probléme inverse et, dans un second temps, nous développerons un modéle numérique pour

I’estimation des paramétres pour I’écoulement en milieu fracture.

2. Technique de résolution du probléme inverse

Des nombreuses méthodes existent pour la résolution du probléme inverse. Yeh (1986) et
McLaughlin and Townley (1996) proposent des syntheses complétes de ces méthodes.
L’historique du développement de ces différentes approches est donné par La Venue (1998) et

de Marsily et al. (1999). Neuman (1973) a regroupe toutes les méthodes de résolution du
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probléme inverse en deux catégories: les méthodes inverses directes et les méethodes inverses

indirectes.
2.1 Méthodes inverses directes

Les méthodes inverses directes (Nelson, 1960, 1961, 1968) consistent a formuler le probleme
inverse en utilisant les valeurs des paramétres comme des inconnus. Pour simplifier la

présentation de cette méthode, on se limite dans ce paragraphe a identifier le paramétre S

dans I’équation de diffusion suivante (régime permanant):

V.(-pvu)= f (3.1)
L’idée des méthodes directes est de résoudre I’équation (3.1) directement dont I’inconnue est

le paramétre S, en supposant que la variable d’état (u) soit connue. En manipulant cette

équation algebriquement, on peut I’écrire sous la forme suivante:

VuVp+(Au)p=-f (3.2)

L’équation de base, qui est une équation aux dérivées partielles du second ordre, devient une

équation aux dérivees partielles du premier ordre dans laquelle les valeurs du parametre S

sont les inconnues. Les méthodes inverses directes nécessitent la connaissance de la variable
d'état en tous points du domaine ainsi que leurs dérivées premiére et seconde. Puisque on ne
dispose que de quelques mesures de la variable d'état, les données manquantes sont estimées
par interpolation. Une erreur associée a cette interpolation est alors introduite sous forme d’un
terme d’erreur dans I’équation (3.2), qui est ensuite minimisée par le choix des parameétres.
Cette approche est qualifiée «directe» puisque le probléme peut étre résolu directement de
maniére non itérative. Elle est peu utilisée en raison de la grande sensibilité de la solution
obtenue aux erreurs sur les variables d’état. De plus, ces méthodes ont été peu a peu
abandonnées depuis une dizaine d’années au profit des techniques inverses indirectes en

raison de la maturation de ces dernieres et du développement intense des ordinateurs.

2.2 Méthodes inverses indirectes
Les méthodes inverses indirectes tentent, par modification des parametres initiaux, de
minimiser un critére basé sur la différence entre les variables mesurées et calculées aux divers
points d’observation. Les paramétres optimisés produisent ainsi le meilleur ajustement des
valeurs de la variable d’état pour le modéle conceptuel donné. La figure (3.1) présente

I’approche générale utilisée par les méthodes inverses indirectes.
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L avantage de ces approches inverses indirectes par rapport aux approches directes est que la
formulation du probleme inverse est applicable aux situations pour lesquelles les observations
sont peu nombreuses et mal réparties. Les méthodes indirectes conduisent généralement a de
meilleures solutions (Carrera et Neuman, 1986).

Un grand nombre de méthodes indirectes de résolution du probléme inverse ont été
développées. Les différences principales entre toutes ces techniques proviennent de la
conceptualisation adoptée pour le champ des parameétres (distinction entre méthodes
déterministes et méthodes bayésiennes) et de la formulation des équations reliant ce champ a
la distribution des parameétres (distinction entre méthodes linéaires et méthodes non -

linéaires).
Choisir les parameétres initiaux pour
commencer I’identification
A\ 4
[ Résoudre le probleme direct ]
A 4
Comparaison de I’écart entre les valeurs
calculées et mesurées
L’écart tend vers zéro: [ Si non ]
Solutions trouvées
Modification des parametres pour
minimiser I’écart entre valeurs

calculées et mesurées

Figure 3.1 : Approche générale d’identification des paramétres

2.2.1 Meéthodes déterministes et méthodes bayésiennes
Les hypothéses faites sur le champ des parametres se basent sur la conceptualisation que le
modélisateur a de ce champ inconnu. Il existe deux interprétations distinctes: le premier point
de vue, qualifié de déterministe, considére le champ réel des parametres comme unique et
inconnu. L’incertitude associée a ce champ provient de notre incapacité a effectuer des

mesures précises de la propriété, conduisant a une erreur d’estimation considérée comme
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aléatoire et de distribution normale. Au contraire, les méthodes bayésiennes considérent les
parameétres comme des fonctions aléatoires : le champ réel des parameétres est une réalisation
du champ aléatoire de moyenne constante connue et de covariance imposee. Mclaughlin et
Townley (1996) ont examiné ces deux points de vue de maniére rigoureuse, ainsi que leurs

implications sur la formulation du probleme inverse.

2.2.2 Methodes linéaires et méthodes non - linéaires
Une autre distinction faite sur les nombreuses méthodes indirectes réside dans la formulation
des équations reliant le champ des parametres a la distribution de ces paramétres. Cette
distinction permet de repartir les méthodes indirectes en deux catégories: les méthodes

linéaires et les méthodes non — linéaires.

Dans les méthodes lineaires (Kitanidis et Vomvoris, 1983 ; Hoeksema et Kitanidis, 1984 ;
Rubin et Dagan, 1987a), un modele décrivant la variabilité spatiale du champ des paramétres
est proposé. Dans I’équation différentielle utilisée pour relier la variabilité spatiale des
variables d’états a la variabilité spatiale du logarithme des paramétres, les champs des
variables d’états et du logarithme des paramétres sont chacun décomposés en une composante
déterministe correspondant a un champ de valeurs moyennes et en une composante
stochastique représentée par un champ de perturbations constitué de faibles variations autour
de la valeur moyenne en chaque élément. Une relation stochastique linéaire est alors établie
entre les perturbations des variables d’état et du logarithme des parametres. Les parametres
sont alors optimises par une méthode de Gauss—Newton, en comparant les valeurs mesurees

des parametres et les valeurs estimées aux points donnés.

Les méthodes non — linéaires utilisent une procédure itérative pour optimiser les paramétres:
les étapes de resolution du systéeme direct, de vérification de I’ajustement entre les valeurs
calculées et observées et de modification du champ des parametres pour améliorer
I’ajustement sont répétées jusqu’a ce que la différence entre les valeurs mesurées et calculées
atteigne un minimum. Le critéere a minimiser, souvent appelé fonction ‘objectif’, est
typiquement exprimé soit par une fonction pondérée au sens de moindres carrés, soit par une
fonction de vraisemblance.

Zimmerman et al. (1998) ont comparé les résultats obtenus par diverses méthodes de
résolution du probléme inverse sur des cas communs. Cet exercice a mis en évidence la

supériorité des méthodes non - linéaires par rapport aux méthodes linéaires. Dans la suite de
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ce travail, nous allons utilisés la méthode non — linéaire pour la formulation du probléme

inverse.

3. Optimisation des parametres avec les méthodes non-linéaires

Avec les méthodes non-linéaires, I’optimisation des parametres conduit a minimiser une

fonction objective (J) définie comme étant la somme pondérée du carré des écarts entre les

observations et les valeurs calculées numériquement. Pour simplifier la présentation, on
considere les définitions mathématiques suivantes:

On considere la fonction ‘objectif’ suivante :
1 & mes 2
J(a) =EZWi (u;—u™) (3.3)
i=1

Avec o :(al,az...,a“‘p) est le vecteur des paramétres a estimer (Np étant le nombre total

des parameétres), u représente la variable d’état calculée en utilisant un modéle numérique.

Sachant que le modéle numérique nécessite un maillage pour la discrétisation spatiale, soit

Nm le nombre des éléments dans ce maillage et soit u™ les valeurs mesurées de la variable

d’état. W, est donné par:

1 s'il y a un point de mesure sur (i
W, ={ fyatnp ® (3.4)
0 si non

Donc le probleme d’optimisation peut étre écrit sous la forme suivante:

min (J (oz))aeRNp (3.5)
ou J est la fonction ‘objectif’, o représente les paramétres a:(al,az...,a’“p) et Np le
nombre des paramétres. On note aussi VJ (a) et V2] (a) le gradient et le Hessien de la

fonction (J) donnés par:
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oatoa™

oatoa™"

oa™"oa™ |

(3.6)

3.7)

On notera aussi un produit scalaire par {..) sur R™ et ||.|=(,.)2 représente la norme

associee a ce produit.

La matrice Jacobienne définie par les dérivées des variables d’état par rapport aux parametres

est:

- ou,
oa'
au,

J (a)=| oa*

| 0’

ouy,,

ou,

ou,
oo™’

ou,
oa'?

ouy,,
o™’

(3.8)

Le but d'un algorithme d'optimisation est trouver le minimum de la fonction ‘objectif’ en

effectuant le moins d'opérations mathématiques possibles.
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3.1 Minimisation de la fonction ‘objectif’

Dans de nombreux cas de problémes non — linéaires, outre le minimum global, la fonction
‘objectif’ peut posseder des minimums locaux (figure 3.2). Un algorithme de minimisation
peut ne pas déceler un minimum global et s’arréter a un minimum local. En se basant
uniquement sur des informations locales, aucun algorithme ne distingue un minimum local
comme M’ d’un minimum global M (figure 3.3). Dans le but de trouver le minimum global, il
est donc nécessaire de minimiser la fonction ‘objectif’ en commencant par une variété de
points de départ différents. Dans I’exemple de la figure (3.3), un algorithme robuste sera
capable de trouver M seulement s’il débute a partir d’un point quelconque situé a gauche de
M".

4
‘J (a) Maximum local
Minimum local
Minimum local
Minimum global
ay

Figure 3.2 : Minima locaux et minimum global pour une fonction a un parametre «

J(O{) A

M M” M’ M* o

Figure 3.3: Fonction moindre carrée

Les méthodes de minimisation sont reparties en deux catégories: les méthodes locales et les

méthodes globales.
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3.1.1 Méthodes globales et méthodes locales
Les méthodes globales simulent un échantillon de paramétres en exploitant uniquement

I’information fournie par le calcul de J (a) (comme les algorithmes génétiques ou de recuit

simulé).

En fait, pour obtenir le minimum global d’une fonction en utilisant les méthodes globales, il
serait nécessaire de parcourir tout I’espace des variables indépendantes, ce qui est
généralement impossible vu la grandeur de I’espace, le nombre de variables et le temps de
calcul prohibitif.

Il est connu que toute fonction ayant un minimum peut étre assez bien approchée par une
parabole prés du minimum (développement limité). En effet, on peut exprimer la fonction J

en a en série de Taylor:

J(a+Aa)=J(a)+:—Ja(a)Aa+... (3.9)

A partir de ce développement, on peut définir les méthodes locales qui utilisent, en plus du

calcul de J , les informations sur les gradients de cette fonction.

Les méthodes locales actualisent un point « du domaine en exploitant uniquement

I’information fournie par le calcul de J(«) et des valeurs:
e du critere en des points voisins de (a) (comme méthodes de simplexe) ;
o de VJ(a) (méthodes de gradient) ;

e éventuellement de V*J () (méthodes Newtoniennes).

Dans ce travail, on s’intéresse aux méthodes locales et surtout aux algorithmes fondés sur la

notion de directions de descente.

3.2 Méthodes a directions de descente
La méthode a directions de descente est la plus ancienne et la plus largement connue. On
commencera tout d’abord par quelques définitions mathématiques concernant la présentation
de cette méthode.

Définition: une direction d est une direction de descente (pour J ) en « si et seulement si:
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Pourtout £>0,3pe]0,4] J(a+pd)<I(a) (3.10)
c.a.d. on peut faire «descendre» la valeur du critére avec un petit pas o dans la direction d .

Théoréme: Si J est dérivable en « , d est une direction de descente en « si:

(Vi(a),d)<0 (3.11)

Le théoreme (3.11) donne(J(a),d><O, et en appliquant la définition du produit scalaire
((u,v) =|d|-|v|.cos(@,v)) on peut conclure que d fait avec I’opposé du gradient un angle &
strictement aigue définie par:

(Vi(a),d)

Al ih A (3.12)
[Va(@)]-d]

@ = arccos

Donc I’ensemble de directions de descentes forme un demi - espace ouvert de R™ (figure
3.4).

Vi(a)

Demi - espace des
directions de descente J

Figure 3.4: Demi — espace des directions de descente

La définition de la direction de descente donne J(a+ pod)<J(e), pour tout p>0
suffisamment petit (J décroit strictement dans la direction d). De telles directions sont
intéressantes en optimisation car, pour faire décroitre J, il suffit de faire un déplacement le

long de d. Les méthodes a directions de descente utilisent cette idée pour minimiser une

approchant une solution " par la

fonction, elles construisent la suite des itérés { a b,

récurrence:

., =, +pd, pourk=>1 (3.13)
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Notant ici que ¢, est le vecteur des parameétres a I’itération k (¢, =(0¢§,af,...,ak”p)), et de
méme pour la direction d (d, = (didk2 dep)).

L algorithme de la méthode a directions de descente est présenté dans la figure (3.5).

Choisir les parametres initiaux pour
commencer I’identification

[ Choisir une direc_tion de descente ]

!

Déterminer un pas p, le long de d,
Décroissance de la fonction objective

\ 4

Ay = +pdy

\ 4

Test d’arrét
VI(a) =0

J

Figure 3.5: Algorithme des méthodes a directions de descente.

Nous allons présenter dans la partie suivante les différents algorithmes fondés sur la notion de

direction de descente.

3.2.1 Algorithme du gradient (steepest Descent method)
Dans cet algorithme, on prend pour direction de recherche

d, =-VI(a,) (3.14)

Cette direction est une direction de descente si o, n’est pas un point stationnaire puisque

I )-(-VI(@) = (VI(@),~VI(a)) =~ VI ()| <0 (3.15)

L algorithme du gradient est facile a mettre en ceuvre. Cependant, si le produit scalaire utilise
pour calculer le gradient n’est pas bien choisi, cet algorithme convergera tres lentement

proche des minimums. En pratique, on observe souvent que —VJ(«,) est une bonne
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direction de descente loin d’une solution mais qu’elle est & eviter dés que I’on entre dans le
voisinage d’une solution «, la ol les termes du second ordre d’un développement de Taylor
de J autour de o  jouent un rdle plus important. L’inconvénient de cet algorithme est

d’ignorer la courbure de J décrite par son Hessien.

3.2.2 Algorithme du gradient conjugué
L’idée de cet algorithme est de minimiser la fonction ‘objectif’ selon une premiére

direction d, . On arrive a un point ¢, qui est le minimum sur cette direction. Ensuite, on va
déterminer la direction suivante d,,, pour continuer la minimisation. La base de I’algorithme
du gradient conjugué est de choisir une direction d,,, perpendiculaire a d,, comme cela on
est sur de ne jamais détruire le minimum que nous venons de trouver dans une dimension.

En fait, la direction de descente d, n’est pas exactement le gradient de la fonction. Il variera

a chaque itération. La direction d,,, est calculée a partie de d, en utilisant cette relation:

_ [V3 (@)
Ay = V() + ) d, (3.16)

Et le pas p, est donné par:

_ -VJ (ak)'dk

= 3.17
AT A H ., (3.17)

Avec H, =V?J(«,) est lamatrice Hessien et T représente le vecteur transposeé.

Cet algorithme converge trés vite vers le minimum, mais nécessite la connaissance du Hessien
de la fonction ‘objectif’ pour déterminer le pas de descente. Ce calcul est I’étape la plus
colteuse de I’algorithme du gradient conjugué. Pour rendre le calcul moins cher, on utilise

des algorithmes qui ne nécessitent pas le calcul du Hessien comme celui de Quasi - Newton.

3.2.3 Algorithme de Newton

Dans cet algorithme, on détermine une direction d, par la formule suivante:

d, =-V3 ()" V() (3.18)
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Il faut que le Hessien (V2J(a,)) soit inversible pour que la définition de la direction existe.
Considérons I’approximation de la fonction J deux fois différentiable (développement de
Taylor a I’ordre 2):

J()=3(a)+VI(a) (a-a,) +%(a—ak)TV2J () a-a,) (3.19)

La fonction ‘objectif” J(«) atteint un minimum en «,,, si VJ(¢,,,)=0. Alors, en dérivant

I’équation (3.19) par rapport a («) et en remplacant («) par (e,.,) nous obtenons:

Vi(e,.,,)~VI(e)+VI(x ) e, —,)=0 (3.20)

Ce qui donne:
2 -1
A =0 —(V J (ak)) Vi(«,) (3.21)
Et par suite la direction de recherche utilisée est définie par :
d, =—(V23(@)) Vi(a,) (3.22)

Dans I’algorithme de Newton, la direction est utilisée directement pour actualiser les variables

d’optimisation (¢, ,, =, + pd, ) jusqu’a la convergence. La majeure partie du calcul est due

a I’inversion du Hessien de Jeng¢, .

Cette technique fait que la méthode peut étre instable. Proche de la solution, la convergence
quadratique peut étre déemontrée. En pratique, des modifications a chaque itération de la
méthode de Newton sont essentielles pour garantir la convergence. Lorsque le Hessien n’est
pas défini positif, la direction de recherche n’existe plus ou elle n’est pas une direction de
descente. Il faudra donc conditionner cette matrice et la remplacer par une autre matrice
définie positive ou bien chercher d’autres directions de descente. Ensuite, si la solution initiale

est tres loin de I’optimum, il faudra ajuster les directions de recherche.

3.2.4 Algorithme de Quasi - Newton
Les algorithmes de Quasi-Newton s'inspirent de I’algorithme de Newton pour définir la
direction de recherche. Au lieu d’utiliser la direction définie par I’algorithme de Newton celle

- ci s'écrit :
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d, =—(B,) "V (a,) (3.23)

avec B, est une matrice symétrique définie positive mise a jour au cours des itérations. Le

principe de I’algorithme de Quasi — Newton est de générer une séquence de matrices
symetriques definies positives qui soient des approximations de la matrice Hessien réelle ou

de son inverse. La matrice B, qui est |I’estimation de la matrice Hessien converge vers la

valeur exacte des dérivées secondes de sorte qu’en fin de convergence, on retrouve une

convergence de type Newton. La méme relation que celle de Newton est utilisée pour le

calcul de ¢, ,, mais avec la nouvelle direction de recherche d, :
Ay =+ Py (3.24)

Si le nouveau ¢, ,, ne satisfait pas au critére de convergence, une nouvelle approximation de
la matrice B, sera nécessaire.

Cette approximation est donnée par:

Beii = 4B + M, (3.25)

avec A, est un scalaire réel et M, une matrice choisie telle que B,,, soit symétrique définie
positive.

Il existe plusieurs possibilités pour le choix de la mise a jour de la matrice B, . On impose
généralement la satisfaction de la condition de Quasi — Newton. Elle s’obtient en développant
le gradient en série autour de ¢, ;.

La formule de correction qui permet d’obtenir la matrice approchée a I’itération k+1 a partir
de celle a I’itération k utilise les informations obtenues lors de la derniére itération, c.a.d. les

valeurs du gradient en ce point.
Différentes méthodes permettent d’effectuer une remise a jour de type Quasi — Newton. La

formule la plus connue est Broyden-Fletcher-Goldfard— Shanno (BFGS) (Broyden, Fletcher,
Goldfard, Shanno, 1970).
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3.2.5 Algorithme de Gauss - Newton
La méthode de Gauss-Newton et ses variations ont été intensivement employées dans la

solution du probleme inverse (Jacquard et Jain, 1965 ; Thomas et al., 1972 ; Yoon et Yeh
1976 ; Yeh et Yoon, 1981 ; Cooley, 1977, 1982, 1983, 1985). Cet algorithme se base sur

I’algorithme de Newton qui utilise comme direction de descente la solution de I’équation:
Vi (a)d, =-Vi(a,).
En utilisant la matrice Jacobienne, on peut écrire le gradient de la fonction ‘objectif’ sous la

forme suivante:
Vi(a)=./7 (a) Qa)v(a) (3.26)

Avec Q(a) est la matrice diagonale donnée par €y, =W . V() est un vecteur donné
par; Vii_ynm =Y —Ui . Ainsi le Hessien peut étre calculé en dérivant I’équation (3.26) par

rapporta («):

V(@)= 7 (a) Q). 7 (a)+Qa)v(@)VV(a) (3.27)
V?(a) est la partie provenant de la dérivée seconde des variables d’état par rapport aux
parameétres. L’algorithme de Gauss — Newton, contrairement & Newton, n’utilise qu’une partie

du Hessien de J. De maniére a éviter le calcul des dérivées secondes, le Hessien est

approximé par :
Vi(a)~. 7 (@) Q@).7 (a) (3.28)
La direction de Gauss — Newton sera la solution particuliére du systéme:
[/ (@) Q)7 (a)ld ==/ () Qe V() (3.29)

Et enfin la modification sur le nouveau parametre ¢, , se fait a partir de la relation

Ay = +pdy .
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3.2.6 Algorithme de Marquardt - Levenberg

L algorithme de Marquardt (1963) et Levenberg (1944) est un algorithme itératif qui localise
le minimum d’une fonction ‘objectif’ définie comme une somme des carrés.

Cet algorithme est une combinaison de la méthode des Gradients et celle de Gauss — Newton.
Lorsque la solution courante est loin de la solution, I’algorithme se comporte comme la
méthode des gradients. Proche de la solution, il se comporte comme la méthode de Gauss—
Newton. L’ algorithme est alors itératif. Commencant avec des parameétres initiaux, il produit

une série de vecteurs qui converge vers le minimum global.

On considere un scalaire o appelé «facteur de mélange» qui détermine le mélange entre la
méthode des gradients et celle de Gauss — Newton. L’algorithme de Marquardt-Levenberg

consiste a trouver le nouveau paramétre « en utilisant la relation suivante:
Uy = O+ PGy (3.30)

Avec d, est la solution de I’équation :

[,//(ak )T Q(ak),//(ak)"'é‘k Id, = _:////(ak )T Q(x V(,) (3.31)

Et | la matrice unité.
L'algorithme qui utilise une telle direction de descente s'appelle lI'algorithme de Levenberg-
Marquardt, (voir Walter et Pronzato, 1994).

Pour tout 6, >0 la matrice est définie positive, et cela assure que d, est une direction de

descente.

Il est clair que dans I’expression de la direction (3.31) :

e sig, est grand, alors on tombe sur la méthode des gradients avec un pas p, = % qui
k
tend vers zéro ;

e pour une petite valeur de s, , I’algorithme « Marquardt-Levenberg » et la méthode de
Gauss — Newton sont tres proches.

Parmi les avantages de I’algorithme de Marquardt — Levenberg on peut citer la fiabilité, la
convergence apres quelques itérations et la précision de la solution.
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Enfin, cet algorithme nécessite le calcul approché de la matrice Hessien a chaque itération.
Dans ce travail, on a utilisé la méthode de Marquardt — Levenberg pour la résolution du
probléme inverse. Il est clair que I’utilisation de cette méthode nécessite le calcul du gradient

de la fonction “objectif’.

4. Calcul des Gradients de la fonction ‘objectif’

Le calcul du gradient de la fonction ‘objectif’” est la partie la plus colteuse pour n’importe
quel algorithme utilisé. Trois méthodes peuvent étre utilisées pour déterminer ce gradient: la
méthode des perturbations, la méthode des sensibilités et la méthode des états adjoints.

Ces trois méthodes different en temps calcul et en précision. Dans ce qui suit, nous
présenterons en détails la méthode des différences finies et des sensibilités. La méthode des

états adjoints sera présentée dans le chapitre suivant.

4.1 Méthode des différences finies

Pour calculer la dérivée par rapport & un paramétre ¢o'"™?) cette méthode consiste & ajouter

une perturbation dar' a la fonction ‘objectif’ en approximant le gradient par I’expression

suivante:

J zJ(a'+§a')—J(a')

P P (3.32)

Il est clair que le nombre de systemes a résoudre pour I’évaluation du gradient de la fonction

‘objectif” est égal au nombre de parametres plus un.
L’inconvénient de cette méthode, malgré sa simplicité, provient du choix de da' puisqu’il ny

a aucun moyen de choisir a priori la bonne valeur de cette perturbation. Cette méthode donne

des résultats approchés des gradients.

4.2 Méthode des sensibilités

La méthode de sensibilité n’utilise aucune approximation. Elle donne un résultat exact et

conduit a déterminer les coefficients de sensibilité en formulant N = systemes pour chague pas
de temps (avec N, est le nombre de parametres). Les sensibilites aux points de mesure

permettent de calculer le gradient de la fonction ‘objectif’. Cette méthode est adoptée dans ce
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travail pour le calcul de gradient de la fonction “objectif’. Elle sera développée d’une maniére
plus détaillée dans la section suivante.

Le principal inconvénient de cette méthode est que le temps de calcul du gradient est
proportionnel au nombre de parameétres qui peut étre tres grand. C’est le principal avantage de
la méthode de I’état adjoint présentée dans le chapitre suivant, ou le calcul sera réalisé a un
colt proportionnel a celui d’une seule équation linéarisée indépendant du nombre de
parameétres. Mais par contre, la méthode de la sensibilité donne la Jacobienne en plus du
gradient. Une fois la Jacobienne calculée, il est possible d’utiliser Gauss—Newton ou bien
Marquardt-Levenberg pour la minimisation de la fonction ‘objectif’. Si le nombre de
parametres n’est pas trop élevé, Marquardt-Levenberg avec la méthode de sensibilité sera

plus efficace que Quasi—Newton avec I’état adjoint.

5. Le modéle numérique INV_EDM pour I’estimation des parameétres en
double milieu

Cette partie est consacrée au développement du modéle numérique INV_EDM pour
I’estimation des parametres d’écoulement en milieu fracturé. Le modele INV_EDM est basé
sur la méthode de Marquardt — Levenberg pour I’optimisation de la fonction “objectif’. Dans
le modele INV_EDM, le probléme direct est résolu avec la méthode des éléments finis mixtes
hybrides via le code EDM présenté dans le chapitre précédent. Le gradient de la fonction
‘objectif’ ainsi que la matrice Jacobienne nécessaires a la méthode de Marquardt — Levenberg,
sont calculés avec la méthode de sensibilité. La résolution des systemes linaires (pour le
probléme direct et pour le calcul du gradient) se fait par le solveur direct UMFPACK. Le
modele INV_EDM est développé en FORTRAN 95. Dans la partie suivante, nous allons

présenter les différentes étapes du modele INV_EDM.

5.1 La fonction ‘objectif’

La méthode des éléments finis mixtes hybrides est utilisée dans le modéle INV_EDM pour la
discrétisation du probléme direct. Les inconnus de cette méthode sont les traces de la charge

dans les matrices poreuses et les fractures sur les interfaces entre les éléments du maillage

(Th, Thm). Ainsi la fonction ‘objectif’ est définie dans le modéle INV_EDM par I’écart entre

les traces de la charge (dans les matrices poreuses et dans les fractures) calculées et mesurées:
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N-1 Nf N-1 Nf
; DY W Th -Thrs )’ ZZW "~ (Thm™™ —ThmJ,)? (3.33)
n=0 i=1 n=0 i=1

avec N le nombre des pas de temps, Nf le nombre total de cotés du maillage, Th™* (resp.
Thm™") la trace de la charge dans les fractures (resp. les matrices poreuses) sur le coté (i) au

pas de temps (n+1). Th (resp. Thm___.) représente la charge mesurée dans les fractures

mes, i mes, i

(resp. les matrices poreuses). W,"* et W'* sont donnés par:

1 s'il yaun point de mesure sur lecoté (i) au pas de temps (n+1

Les charges calculées sont obtenues par le modéle numérique EDM présenté dans le

chapitre précedent. Ce modele est basé sur la méthode des EFMH (voir chapitre 2).
5.2 Les parameétres a estimer

Le modele double porosité (DP) nécessite quatre parameétres qui sont la conductivité

hydraulique (K), les coefficients d’emmagasinement dans les fractures et les matrices

poreuses (s,s, ), et le coefficient d’échange (o) .Pour identifier un milieu a double porosité,

il faut donc estimer ces quatre parametres. Cependant, en tenant compte des équations du

probléme direct (2.43-2.60), on remarque que les deux paramétres (a) et (sm) sont liés (les

deux parametres se trouvent uniquement sous forme d’une fraction, voir équation 2.51).
Ainsi, il est trés difficile (voir impossible) d’estimer ces deux parameétres simultanément. Il

faut donc imposer un paramétre et chercher I’autre. Dans ce travail, on impose la valeur de s,

(parce que c’est un coefficient d’emmagasinement, donc il a un sens physique et il peut étre

mesuré) et on cherche a calculer la valeur de o (qui n’a pas de vrai sens physique).

5.3 Calcul du gradient (milieu homogéne)
Ce paragraphe est consacré au calcul du gradient de la fonction ‘objectif’. Afin de simplifier
la présentation de ce calcul, on va commencer avec un milieu homogene et on va chercher a
calculer les gradients de la fonction ‘objectif’ par rapport aux trois parametres K, s et o. Le

gradient de la fonction ‘objectif’ est donné par:

68



Résolution du probléme inverse

N-1 Nf n+l  N-1 Nf n+1
Win+l(-|-hin+l -I-hn+1 aTh il B Wn+l(-|-hmn+1 Thm”+l.) aThm|

mes, | mes, i
n=0 i=1 n=0 i=1 p

(3.35)

ou P, représente les trois parametres (R, =K, P,=s et P, =¢). L’évaluation de ce gradient
nécessite le calcul des dérivées des variables d’états par rapport aux paramétres (oTh"* /aPp

et oThm™ /aPp ). Dans ce travail, ces valeurs sont calculées avec la méthode de sensibilité

qui consiste a dériver le systéeme direct (2.53) par rapport a chaque paramétre. Cela nous

permet d’écrire:

a n+1 a n
—Pp(['V'C]{Th })=—app{RC} p=123 (3.36)
alors
o[Mc] (- o a{Th“+1}_ o (. )
e {Th*§+[Mc] P 8Pp{RC} p=123 (3.37)

Pour détailler le calcul des dérivées de I’équation (3.37), on note, E et E' les éléments situés
de part et de I'autre d’un coté X, répertorié localement F° et F5. Le domaine étant
homogéne donc KF=K® =K, s =s¥=s et 6" =0 =o. On peut donc préciser le

vecteur 8{Rc”}/6Pp :

oRc, _oRex” oRcx" _ Rt oRex’
op,  oP,  oP, op oP

p p p p p

p=123 (3.38)

Pour p=1
ORcef  oRerr || _OThmE" s OTHE"
oP, oK 3 oK At oK
e — . , (3.39)
ORcrf _oRcet _ [ET[ aThmf" ey s oThE"
oP, oK 3 oK At oK
Avec
rB= B =D (3.40)
Sm
Pour p=2
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aRC:(’En _ aRCEk'En _ _E o 8Thmfn e_TEkAt -I—iThE'n +i 8Thf”

oP, 05 3 o5 At €At Bs

o . | ' (3.41)
ORcr" _ ORCR® _ _B o oThm,"" AL _,_iThE'v” . oTh"

oP, os 3 s At At Gs

Pour p=3

—E,n —E,n
aRchE _ 8RC|:kE

oP, oo
E . . E,n ‘. E,n
—u Thm "e™" A‘—AtG—ThmkE’”e‘r “ro athm ™ e’ m+s_8Thk
3 S, oo At oo
—En _—En (3.42)
aRCFIE' _6RCF|E' _
oP, oo
E' . E|' . Ei E',n Ei E',I’]
—u ThmE e — At Z-ThmE"e ™" + & dThm 7 e’ A‘+S—8Th'
3 S oo At Oo
Les coefficients de la matrice a[Mc] /aPp sont donnés par les relations suivantes:
s Pour les coefficients diagonaux:
omc,, OMCxx OMCxx OMCa  Omen
XX XX n XX _ kk n 1 (3.43)

P oP oP oP oP

p p p p p

Avec, pour p=1

—E —E
omcw _ omcu _ NBS

P, K K
(3.44)

omen  omen  NBE
P oK K

p

La matrice NB est la matrice locale des EFMH défini dans le chapitre 2 (équation 2.58)

Pour p=2
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—E —E
omcw _ omcw  |E|

P, o5 3At

. (3.45)
omcy _omcu _ |E '|

oP 0S 3At

p

Pour p=3

omCu  OMCu _E{l_ ot } e

oP, oo 3 S
e . (3.46)
omcay  omcu ___B _ oAt e,TEiAt
oP, oo 3 S,
%+ Pour les coefficients hors-diagonaux:
Sile coté Y n’appartient pas au méme élément que le coté X , alors:
My _ g (3.47)
oP

p

Si I’élément E contient les cotés X et Y , répertoriées localement avec les indices respectifs

k et |, alors:
_ _ E
omc,, OmCxy  OMCu NE“ pour p=1 (3.48)
P, P, o, 0 pour p=2 ou 3

Il faut noter que dans les équations (3.41) et (3.42) vont apparaitre les dérivées des traces des
charges dans les matrices poreuses par rapport aux parametres. Donc, il est nécessaire de
calculer ces dérivées apres chaque pas de temps. Ce qui est fait en utilisant I’équation (2.49).

Ainsi on peut écrire:

E,n+1 & _E,n+1
6Thm| _ 0 |:(ThmiE’n _ThiE,n+1)e—z‘ i At :| + m (349)
oP,  oP, op,
Pour p =1, on obtient:
E.n+l E.n E.n+l . Ein+l
oThm~"" _{oThm~" _&Th™"" ) =y , OTh, (3.50)
K oK oK oK

Pour p=2
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E,n+1 E,n E,n+1 ) _E,n+l
oThm"* _(GThmE"  aTh™"') s, OTh (351)
oS oS oS 0s
Pour p=3
E,n+1 E,n E,n+1 . Ei _E,n+l
oThm, _ oThm, 3 oTh, p-rtat _E(Thmi&n _ThiE,n+1)e—r At aTh (3.52)
oo oo oo S, oo

5.4 Calcul du gradient (milieu hétérogéne: 2 zones)
Cette partie est consacrée au calcul du gradient de la fonction ‘objectif’ dans le cas d’un
milieu hétérogéne. Un milieu avec deux zones est considéré pour simplifier la présentation.
Ainsi, pour les cas hétérogenes avec plus que deux zones, le gradient peut étre calculé en
suivant la logique présentée ici.

On considére un domaine hétérogéne avec deux zones Z, et Z,. Les parameétres dans la
premiere zone sont K,, s, s, et o, et dans la deuxieme zone K,, s, s, et o,. Le vecteur

gradient de la fonction “objectif’ sera donné par:

0
K
By
=
a
e (3.53)

By
.
By
Ey
o3

Z et a\]Z
oPE  oP%

p

Il faut calculer pour p=12,3 avec P2 =K,, P2 =s,, P2 =0, P®=K,,

P72 =s, et P =o,. Comme dans le cas homogene, le calcul des gradient nécessite le calcul

des dérivées des variables d’état par rapport aux parametres (aThi””/aPpZ;;};3 et
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8Thmi”*l/aP;;’f;3). Ces dérivees sont calculées par la méthode de sensibilite, en dérivant le

systéme direct (2.53):

ofth™y 5 . N
P =appzi{R°} p=123/i=12  (354)

Z[TI\:LC]{Th”“}ﬂMC]

Les dérivées des variables d’état peuvent étre calculées en résolvant le systéeme linéaire

suivant:

o{Th™} 5 o[Mc] (- 1 .
Mc — =——1{Rc"{-———=1Th"™ p=123/1i=12 (3.55)
[ ] appz. appz. { } { }

-
oP;

Pour détailler le calcul des dérivées de I’équation (3.54), on note, E et E' les éléments situés

de part et d’autre d’un coté X, répertoriée localement F.° et F5 . Trois possibilités existent

pour le coté X:
Les deux éléments E et E' se trouvent dans Z,

Les deux éléments E et E' se trouvent dans Z,

Le coté X se trouve a I’interface entre deux zones (on suppose que E eZ, et

E'eZ,).

Le calcul des dérivées de I’équation (3.54) varie suivant ces trois possibilités.

Si le coté X vérifie la possibilité 1, alors:

ORC, ORcx|  ORCx | ORCE  ORCet
oPE ~ oPE | oPE  oP: | oPE  pourp=123
P p P P P (3.56)

ORcy
oPZ:

Pour p=1
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—E,n n n
ORCE ——E{o& oThmE: Y oThE }

oK, 3 oK, At oK,
. | ‘ (3.57)
oRcrt  |E|[ ey OThmE™ s 8ThE"
——=-—|oe ' ——+——
oK, 3 oK, At oK
avec
P (3.58)
Sm,l
Pour p=2
—E,n
E E E.,n £ E.n
oRcet _ || o TN o, L e, S OTH
0s, 3 0s, At At 0Os
I (3.59)
E*'? E' E'n . . E'n
ORert _ [EY[ | aThm" i, 1 ppen, s OTHE"
0s, 3 0s, At At 0s
Pour p=3
—E,n
ORCFE
oo,
E E.n Ex Ex Ex E.n
:—u qu-r A+ Thm e At—al—AtThmkE’”e‘r At+im
3 oo, Si1 At Oo,
— ' (3.60)
8RC|:,E"
oo,
E' E'n g . g . g Ein
__[ETfamhmE? s, e i Oy e a5 OTH
3 oo, Sm1 At Oo,
Pour la matrice 6[Mc]/oP :
% Les coefficients diagonaux:
—E —E' —E —FE'
omc,, OmCxx OMCxx OMCw OmMCu
z z T . z T Z -123
oP; opP; oP; oP; oP; p=1,2, (3.61)
OMCyy _
oP?
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Pour p=1
OmCi _ NB,,
oK, K,
—E' £
omcn  NB,
oK, K,
Pour p=2
Gﬁfk _ _E
0s, 3At
omer __|E
0s, 3At
Pour p=3

am_C:(Ek _ _E|:1_ Gl_At:| e,TEkAt

0o, 3 S

m,1

Résolution du probléme inverse

(3.62)

(3.63)

(3.64)

omsi |1 [1_ U_At}

oo, 3 S

m1

¢ Pour les coefficients hors-diagonaux:

Sile coté Y n’appartient pas au méme élément que le coté X, alors:

omCy,

oPA p=1.2,3

omc,,

z,
oP,

(3.65)

Si I’élément E contient les cotés X et Y , répertoriés localement avec les indices respectifs

k et |, alors:
—E —E NBkEI
Omcy, OMCxy _ OMCij a
Zl - 1 - 1 - 1
oPs  oP  OP; 0
omCyy _
oP??

Si la le coté X vérifie la possibilité 2

Il faut remplacer I’indice des zones 1 par 2 et vis versa.
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oRey _ 0
Z, -
oP] pour p=1,2,3
—E,n —E'n —E,n —E'n (367)
ORcy ORcx  ORcx ORcef  ORCer
oPE  oPE | PR oPE | o
p p p p p
Pour p=1
oRerr _ |E| _OThmE" ey s, OTHE”
oK, 3] % 0K, At 0K,
e | ' (3.68)
ORcre  |ET| _ aThmE™ .« s, OThE"
——=——o,——=¢ 22—
K, 3 K, At oK,
avec
L P (3.69)
Sm,2
Pour p=2
—E,n
E E E.n £ E,n
oRcef _ || o, TTME" oo, L qpen S, OTH
0s, 3 0s, At At 0s,
e (3.70)
E*r.‘ E' E'n g , E'n
oRcet _ |E] o, TTME" s, L qpen S, OTH
0s, 3 0s, At At 0s,
Pour p=3
ORce? _
oo,
E E.n Ex Ex Ex E.n
—u arhm " e M +Thm "e™ a_ OoAL Thm "e™" A‘+S—2—6Thk
3| oo, S 2 At oo,
. | (3.71)
ORcre
oo,
E' E'n g . = . g E'n
_u mo-ze‘f At +Thm|E’”e‘T At _O-Z_AtThmlE'”e‘T At +S_2ﬂ
3 oo, Sm2 At Oo,

Pour la matrice 8[Mc]/6PpZi :

*

% Les coefficients diagonaux:
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OMCyy _
P
p=1,2,3 (3.72)
OMC, _ OMCxc _ OMCxc _ OMC _omen
z, Z, Z, Z, Z
oP,; oP, oP; oP; oP;
Pour p=1
- ]
omcw  NB
oK K
. ? (3.73)
omcn NB,;
K, K,
Pour p=2
aﬁfk _ _E
0s, 3At
R (3.74)
omc _ _H
0s, 3At
Pour p=3
o __[El[;_opat] o
oo, 3 S o
' (3.75)

- S

. '
omcn _E 1- o, At e_,Eim
oo, 3

m,2

R

%+ Pour les coefficients hors-diagonaux:

Sile coté e Y n’appartient pas au méme élement que le coté X, alors:

omeyy _
oP% p=1,2,3
OMCyy _

Z,
oP,

(3.76)

Si I’élément E contient les cotés X et Y , répertoriés localement avec les indices respectifs

k et |, alors:
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omc,,
6sz1
—E —E NB,
Omey, _ Omexy _ omey _ = — pour p=1
oP  oP:  oPx ?
0 pour p=2,3
Si le coté X vérifie la possibilité 3
Donc le calcul devient:
0Rc, _oRcx" oRcx" _oRes oRcw!
z Z z zZ Z
oP; oP; oP; opP, opP; =123
0Re, _oRcx" oRcx" _oRes oRex!
oPrz  oP:  oPr oPR  OPf

Pour p=1
avec
Pour p=2

oRcet |E] {
—=——|ope
K, 3

@:_H{Ge
2

oK, 3

et l
— = 0.8
oK, 3

oK, 3

oRcre  |E '|[
— = o,

7B = Z_El'

0s, 3

ORCr? |E|[ OThME" ey 1
=g e M4

0s,

0s, 3

st OThME" LS oTho"
oK, At 0K,

i OTHTE s, OTHE
oK, At oK,

et OTHMET LS oTho"
oK, At 0K,

s OThME" LS oThE™"
oK, At 0K,

_ |E|O'l +|E'|0'2

|E[Spy +|E [Sm2

E.n
—Th5" + S ITh "
At At 0s;

S.En 1 ‘n . ‘n
ORCgF = _E{O—Z aThmlE’ et +S_28Th|E

0s, At 0s, }
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oRcr _ _[E|[[ e OTHME" s OTHE”
0s, 307 os, At s,
o | | (3.83)
aRCFIE' :_B o e_TEiAt 8_|-|'NT'I|E’n +iThEl’n +S_2 6Th,E'"
ds, 3|7 ds, At ' At 0,
Pour p=3
—E,n
ORCrE
oo,
g ThmEne _|E| At o, ThmE" e " oThmS" o, S JThE™ (3.84)
3 “ |E[Sn, +|E S ' 9o, At 9o,
oRcef  |E|| |E[Ato, ThmE" e aThmE" 4, s, GTHE"
— =1 o @ L2 9T
oo, 3 |E[S1+|E S0 2 o, At 9o,
ORCrE :_E _|[E] At oy ThmE" g . oThmE" e, S AThE"
oo, 3 |ES1 +|E S0 ' oo, At do,
_E',
ORCR _ (3.85)
oo,
E] . [EY At o, e ™ Thmf™ R aThmE™" LS AThE™
3 ! E[Sp; +|ESnz 2 oo, At do,
Pour la matrice o[Mc]/oP :
¢+ Pour les coefficients diagonaux:
OMC,  OMCxx  OMCxc  OmCe  Omen
oPr  oP:r  oPR PR OPh
p=123 (3.86)
OMCy _ OMCxs  OMCxc _ OMCa _ OMCn
oPr  oPZ:  oP oPf OPR

Pour p=1
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omce  NB§

oK, K,
agn_j o
. (3.87)
OMCik ~0
oK,
e .
omcn  NB,
K, K,
Pour p=2
Gm_CEk __ﬂ
ds,  3At
a?ﬁ' 0
jE (3.88)
OMCik -0
0s,
e
omcey :_E
0s, 3At
Pour p=3
amce __Jelf, [Eloiat ] e
do, 3 |E|val+|E'|Smy2
omer _|E| [E] o, Ate™™
0o 3(|E|s E's
_lE (Elsns +[E1 mf) (3.89)
OMCi =|E| E| o, Ate™™
oo, 3(|E|smvl+|E'|sm12)
@:_H 1— |EI| %3 At e—TEiAt
oo, 3 |E[Spy +|E |Sm2
¢+ Pour les coefficients hors-diagonaux:
Sile coté Y n’appartient pas au méme élément que le coté X, alors:
omc .
6TPZXIY =0 p:1,2,3 etl :1,2 (390)

Si I’élément E contient les cotés X et Y , répertoriées localement avec les indices respectifs

k etl, alors:
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E
NB, pour p=1
=1 K, (3.91)

pour p=2,3

omc,,  OmCxy  Omc;
opr oPn P

Il reste a calculer les dérivées des Thm par rapport aux parametres (équation (2.49)). En

dérivant cette équation par rapport aux parametres, on peut écrire:

oThm="™ 9
oP4  oP%

p

8ThiE‘“+l
Z;
oP,

[(ThmiE'“ —ThiE'””)e"EiA‘}L p=123/j=12 (3.92)

Si le coté (i) de I’élément (E) vérifie la premiére possibilité donc 75 = 9
S

m,1
Pour p=1etj=1,2:
oThm=™ [ 6Thm™" oTh®"™" | =y dTh™"™
oK :[ KoK ]e K (3.93)
i i j i
Pour p=2 eti=1,2:
oThmE™ [ oThm&" oThF™ | &, oTh™"
- ' :{ > L a' Je Ay p (3.94)
S, S, S, S,
Pour p=3
oThm=" _ oThmS" _ oTh= " oA _ At (Thm.E'” _Th‘E,nH)e_,eiAt N oTh= "
oo, oo, oo, Si1 ' ' oo,
’ (3.95)

aThmiE,ml ~ (aThmiE,n B 3-|-hiE,n+1je_rEIAt . 8ThiE’n+l

oo, oo, oo, oo,

Si le coté (i) de I’élément (E) vérifie la deuxiéme possibilité donc 5 :&, p=1 et p=2 ne

m,2

changent pas. Il faut juste changer p=3:
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oThmE™® [aThva” B aThiEv"ﬂje,ﬁAt , oThE

60-1 50‘1 60-1 aal
OThmE™ (GThmE™  GThE™) o, At o appena 90
i — (R i g7 At ——(ThmiE'” _ThiE,rH—l)e—r At i
oo, oo, do, Si.2 oo,
|E|Gl+|EI|(72

Si le coté (i) de I’élément (E) vérifie la troisiéme possibilité donc 7% = .
|E[Sps+|E1Sm2

, p=1

et p=2 ne changent pas. Il faut juste changer p=3:

oThme™ ( oThme"  ThE"™ je_,am
do,

oo, oo,

|E|At g At

(ThmE" —ThE™*) 4 ot

- |E[Sns+|ESn2 do,
oThm="*  (oThmF" oTh®"™ ) - o0
i _ i . i e—r TAt
80'2 ( 80—2 80-2 j
. _7EiAt E,n+l
~ |E |Ate (ThmiE’n _-I—hiE,n+l)+ 8Thi
|E[Sps +|E |Sn. 0o,

5.5 La matrice Jacobienne
La matrice Jacobienne nécessaire pour la méthode de Marquart-Levenberg est définie par les
dérivées des variables d’état par rapport aux parametres. On suppose qu’on a un domaine
hétérogéne avec Nz zones et que le probleme est simulé avec N pas de temps. Et soit Nf le
nombre de cotés dans le maillage. Avec ces hypothéses, la matrice Jacobienne sera formée par

2x Nf x N lignes et 3x Nz colonnes. Elle est définie par la matrice a deux blocs suivante:

I (Ky81,00,K,, 8,040 Ky Sy, 0, ) = (3.98)

L]

La premiéere matrice [ /”f] représente les dérivées des charges dans les fractures par rapport

aux parametres. Elle est formée par Nf x N lignes et 3x Nz colonnes. La forme générale de

cette matrice est donnée par :
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oth,  dTh,  dTh
oK, 0s, Jo,
oTh,  oTh,  oTh;
oK, 0s, oo,
oThy, dThy,  oThy,
oK, 0s, oo,
7=
othY oThY  oTh"
oK, 0s, oo,
oThi dThy  oTh
| oK, 0s, oo,

Résolution du probléme inverse

oTh:  oThf  oTh
oKy, oSy, ooy,
aTh§ aTh§ aThg
oKy, oSy, oSy,
6Th;f aTh;f aTh;f
oKy, oSy, ooy,
aTth aTth aTth
oKy, 05y, ooy,
aTh;ff aThSf aThSf
oKy, oSy, 0oy, i

(3.99)

La deuxieme matrice [ /”m} représente les dérivées des charges dans les matrices poreuses

par rapport aux parametres. Elle a la méme structure que la matrice [ /‘f] et elle peut étre

obtenue en remplacant les Th par Thm dans I’équation (3.99).

6. L’algorithme du code INV_EDM

Dans cette partie on présente I’algorithme utilisé dans le modéle INV_EDM pour I’estimation

des parametres d’écoulement en milieu fracturé. L’algorithme néecessite les étapes suivantes:

a- Lecture des paramétres d’entrés: Discrétisation spatiale, discrétisation temporelle, un

init  Linit

jeu des paramétres initial (Kii““,s.

,oMi=1, Nz), les traces des charges initiales

{Th’} et {Thm°} et ses dérivées par rapport aux parametres 0{Th®}/oP7y et

0{Thm®}/P%35 (Nz étant le nombre de zones dans le domaine).
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init
i

b- Avec le jeu des paramétres (Ki‘”“,si‘”“,s ,ai‘”“) on calcul la matrice Mc et ses

dérivées par rapport aux parametres 8Mc/ 6sz:‘??§1 (la matrice Mc et ses dérivées ne

dépendent pas du temps, donc ce calcul est fait a I’extérieur de la boucle du temps).

c- Décomposition de la matrice Mc en Mc=LU avec le solveur direct UMFPACK (la
décomposition LU est faite a I’extérieur de la boucle du temps car la matrice Mc est
indépendante du temps).

d- Pour n=0, N-1 (Boucle sur les pas de temps)

e- Utilisation de la décomposition LU pour résoudre le probleme direct afin de calculer
Th™ et Thm"*

f- Pouri=1, Nz

g- Pourp=1,3

h-  Calcul les dérivées oTh™!/oP/ et 6Thm"* /6P en résolvant le systéme (3.55). On

note ici que ce systeme a la méme matrice que le systéme directe (Mc). Donc pour la

résolution, on utilise la décomposition LU déja calculée dans I’étape (c).

i- Findep
j- Findei
k- Finden

I- Calcul du gradient de la fonction “objectif’ en utilisant I’égquation (3.35).

m- Calcul de la matrice Jacobienne via les équations (3.98) et (3.99).

n- Utilisation I’algorithme de Marquardt-Levenberg pour la minimisation avec le calcul
la direction en résolvant I’équation (3.31) et du nouveau jeu de parameétres en utilisant
I’équation (3.30)

o- Si le gradient de la fonction ‘objectif’ et la fonction elle-méme sont supérieures a une
tolérance (imposée par I’utilisateur), on revient a I’étape (b) mais avec le nouveau jeu
des parameétres. Sinon, I’algorithme converge et le nouveau jeu des parameétres

représente la solution du probléme

L algorithme utilisé dans le modele INV_EDM est présenté dans la figure (3.6)
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Lecture des variables d’entrées
Maillage, Zone, jeu initial des paramétres hydrodynamiques,
pas de temps, traces de charge initiales et ses dérivées

Pour le jeu initial des paramétres

Pour le Premier pas de temps n=0

>

Calcul de la matrice [Mc] , Ses derivées par rapport aux parameétres et la
décomposition LU de la matrice via le code EDM

1 Pourn=0.N-1 (nombre des pas de temps)

Résolution du probléme direct (via EDM)
-On obtient les traces de charge {Th””} et {Thm””}

Pour zone=1.. nzone (hombre des zones)

A

Calcul des dérivees de {Th”“} par rapport aux parametres

-Résolution du systeme (3.55) en utilisant la décomposition LU (déja calculée).

Calcul des dérivées de {Thm””} par rapport aux paramétres en utilisant les

équations les équations locales

L Fin de la boucle de zone
Fin de la boucle de temps

Calcul de la matrice Jacobienne
Calcul du gradient de la fonction ‘objectif’
Utilisation des itérés de Marquardt-Levenberg pour un nouveau jeu des paramétres

P

4

Non i
Nouveau jeu des Test de convergence L*
parametres

Le jeu de paramétres trouvé correspond a la
solution et la fonction’ objectif’ est minimale

Figure 3.6 : Algorithme du code INV_EDM.
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7. Expériences numeriques

Une expérience numérique a été réalisée pour étudier I’efficacité du modele numérique
INV_EDM. C’est la convergence du modéle en fonction des parameétres initiaux. L’effet du
nombre de points de mesure et I’effet des erreurs sur les valeurs mesurees seront étudiées dans

le quatriéme chapitre.

7.1 Convergence en fonction des parametres initiaux
Pour étudier la convergence du modéle INV_EDM, nous allons tracer les cartes de
convergence en fonction des parametres initiaux. Pour ce faire, on considére le premier cas
test du chapitre précedent (voir chapitre 2, section 7.1.1). On suppose que les valeurs des
parameétres sont inconnues et qu’on dispose des valeurs mesurées sur les charges dans les
fractures et dans les matrices poreuses. Les valeurs mesurées sont obtenues en simulant le
probléme avec le modele EDM (probléme direct) et en utilisant les vrais parametres solution
du probleme inverse. Pour la discrétisation temporelle, on utilise At =100s. Sachant que K

varie entre K =10"" et K__ =107, S varieentre S, =10" et S __ =107 et o varie
entre o,;, =10™" et o,, =107, les cartes de convergence en fonction de (K™, S™),

(K™, &™) et (S™, ™) sont représentées sur les figures (3.7, 3.8 et 3.9). Sur la figure 3.7
la carte est représentée avec un maillage de 10* nceuds (100x100). Chaque nceuds (i,j)

correspond a une simulation du modéle INV_EDM avec :

K it _ 1, 0(Pkmn %K) (3.100)
ginit _ 1 Q(-Psmin+i*ds) (3.101)
dk = Phiey = Py le pas suivant (K) et ds = Pnac = PSn le pas suivant (S).
100 100

Pk..,=-10, Ps_, =-8, Pk =-2 et Ps_ =-3 sont les exposants de K_. , S .. K.,

S, respectivement. Le couleur rouge représente la zone de convergence et le couleur bleu

max
représente la zone de non convergence (fonction ‘objectif’” non nulle). La figure 3.7 montre

que la zone de convergence couvre 95% de la carte. Le modéle INV_EDM est peu sensible
aux paramétres initiaux K™, S™ pour cet exemple. Les cartes des figures 3.8 et 3.9 sont

calculées de la méme facon mais en faisant varier (K™, &™) et (S™, &™) . Sur les figures
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3.8 et 3.9, les zones de convergence représentent 60% du domaine. Ces figures montrent que

le modéle INV_EDM est plus sensible, dans ce cas au paramétre o™ qu’aux K™, §™.

100

80

Solution &xacte

60

J(8)

40

20

80 100

20 60
1 (K)

Figure 3.7 : Carte de convergence (K, S)

100

80

[or]
o

J (sigma)

I
o

selution exacte

20

100

80

60

20 40

1(K)

Figure 3.8 : Carte de convergence (K, o)
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100

30

J (sigma)

40

20

20 40 80 100

60
1(S)

Figure 3.9 : Carte de convergence (K,S)

La figure 3.10 représente la carte de convergence du modéle INV_EDM dans le cas ou les
trois parametres sont inconnus. La carte est obtenue avec un maillage 3D (20x20x20). Cette

figure montre que la zone de convergence couvre 70% de la carte.

Figure 3.10 : Carte de convergence pour 3 parametres (x,y,z) correspondent a (K, S, o)
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8. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons développé un nouveau modéle (INV_EDM) pour I’estimation
des paramétres d’écoulement en milieu fracturé. Dans ce nouveau modele, nous avons utilisé
des techniques numériques robustes afin d’obtenir une solution précise avec un temps de
calcul optimal.

Dans le modéle INV_EDM, le probléme inverse est résolu avec une méthode indirecte non
linaire. Cette méthode consiste a minimiser une fonction ‘objectif’ donnée par I’écart
quadratique entre des charges mesurées et calculées aux divers points d’observation. Pour les
charges calculées, on a utilisé dans ce travail la méthode des éléments finis mixtes hybrides
(EFMH) via le code EDM. La minimisation de la fonction ‘objectif’ est faite avec la méthode
de Marquart-Levenberg qui est globalement convergente. Cette méthode nécessite le calcul
des dérivées des charges par rapport aux parametres, ce qui est fait dans le modele INV_EDM
avec la méthode de sensibilité qui nécessite le calcul des dérivées de la matrice de masse du
systeme direct ainsi que de son terme de second membre par rapport aux parameétres. Ces
dérivées sont calculées analytiqguement dans le code INV_EDM ce qui permet de minimiser le
temps de calcul. Le nombre de systémes lineaires a résoudre est égal au nombre de parametres
a estimer (trois fois le nombre des zones), ce qui rend la méthode de sensibilité tres colteuse
en terme de temps de calcul. Pour éviter ce probléme, on a implémenté dans INV_EDM le
solveur direct UMFPACK. Sachant que pour le systeme direct et pour les systéemes résultants
de la sensibilité les matrices sont identiques (la matrice de masse), le solveur UMFPACK
permet de réduire le temps de calcul en calculant la décomposition LU une seule fois par jeu
des parametres. Enfin, une expérience numerique a été réalisée pour verifier les résultats du
code INV_EDM.
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Chapitre 4

Paramétrisation et indicateur de raffinement

1. Introduction

2. Formulation du probléme inverse

2.1 Information a priori

2.2 Paramétrisation

3. Méthodes de Paramétrisation

3.1 Paramétrisation par interpolation

3.2 Paramétrisation par la procédure multi — échelle
3.3 Paramétrisation par zonation

4. Indicateurs de raffinement

4.1 Technique de résolution avec les indicateurs de raffinement
4.2 Calcul des indicateurs de raffinement

5. Méthode des états adjoints

51 Calcul mathématique

6. Algorithmes

6.1 Maillage et types des indicateurs

6.2 Algorithme EDM_PARAM

7. Résultats Numérique

8. Application sur un cas réel « Site Expérimental Hydrogéologique de Poitiers»
8.1 Présentation du site

8.2 Simulation avec le modele EDM_PARAM

8.2.1 Discrétisation spatiale et temporelle
8.2.2 Estimation de parametres

8.3 Simulation avec les données de I'année 2005
9. Discussion des résultats
9.1 Comparaison entre les résultats du modele EDM_PRAM et ceux d’Ackerer and Delay (2009)

9.1.1  Conductivité
9.1.2 Coefficient d’emmagasinement

10 Conclusion

1. Introduction

Les méthodes numériques utilisées pour obtenir les valeurs calculées en résolvant I’équation
d’état nécessitent la discrétisation de 1’espace, ce qui engendre un grand nombre d’éléments.
Pour un domaine hétérogéne, chacun de ces éléments peut se voir affecter d'une valeur
inconnue et différente pour chaque parameétre. Le probléme inverse peut donc posséder un
nombre fini d’inconnues (ou degrés de liberté) considérées comme les paramétres ajustables
du systéme qui peut étre égal au nombre de mailles. Sachant que le nombre d'observations
concernant la variable d'état peut étre plus faible que le nombre d'éléments, il est clair que le

nombre d’inconnues est bien trop élevé et doit impérativement étre réduit pour rendre le
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probléme inverse bien posé. Une procédure de paramétrisation est alors mise en ceuvre pour
réduire le nombre de ces inconnues. La paramétrisation est une technique utilisée pour
simplifier la structure de l'espace de parametres de telle sorte qu'elle puisse étre représentée
par un espace de dimension inférieure (Sun, 1994). Il s'agit par exemple du passage d'un
parameétre par maille a un parameétre par zone pour une formulation déterministe du probleme
inverse.

Dans ce chapitre, nous allons, dans un premier temps, présenter les quelques méthodes de
paramétrisation et, dans un second temps, développer un nouveau modéle numérique
permettant la paramétrisation pour 1’écoulement en double milieu. Le nouveau modéle
développé dans ce travail est basé sur la méthode de zonation. Les positions des discontinuités
(de I’hétérogénéité) sont localisées par des indicateurs de raffinements. Ces indicateurs
nécessitent le calcul du gradient de la fonction objective par maille ce qui est assuré par la

méthode des états adjoints.

2. Formulation du probleme inverse

Afin d’améliorer la formulation du probléme inverse, différentes mesures peuvent étre prises
telles que la réduction du nombre de parametres a estimer (paramétrisation) ou la prise en

compte de mesures directes et locales des parameétres estimés (information a priori).

2.1 Information a priori

L’information a priori correspond a une information directe sur la variable inconnue du
probléme inverse. Elle consiste en des valeurs «locales» des parameétres le plus souvent
obtenues par interprétation d’essais de pompage et donc généralement disponibles en un
nombre limité de points au sein du domaine. Ces informations peuvent étre prises en compte a
I’aide d’un critére qui mesure I’écart entre les parameétres optimisés et les estimations a priori

de ces parameétres.

2.2 Paramétrisation

La paramétrisation consiste a réduire le nombre de paramétres a identifier par 1’approche
inverse. Yeh et Yoon (1981), Sun et al. (1998), Carrera et Neuman (1986) se sont penchés sur
I’importance de la réduction du nombre de paramétres.

La paramétrisation rend le probléme plus stable, ce qui réduit les difficultés de convergence et
rend le probléme «mieux posé». Deux types d’erreurs sont associés au probléme inverse:

I’erreur de modélisation et I’erreur associée a I’incertitude des paramétres. Une augmentation
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du nombre de paramétres va généralement réduire 1’erreur du mod¢le, mais va augmenter
I’incertitude des paramétres utilisés et inversement. Le niveau optimal de paramétrisation
dépend donc de la quantité¢ et de la qualité des observations. De manic¢re générale, afin
d’obtenir une solution valide, le nombre de paramétres ajustables doit étre inférieur au

nombre d’observations.

3. Méthodes de paramétrisation

Différents types de paramétrisation sont proposés dans la littérature, tels que la zonation
(Cooly, 1977), Pl’interpolation (Yeh et Yoon, 1981 ; Kitanidis et Vomvoris, 1983), la

procédure multi — échelle (Siegel, 1997), la tessellation de Voronoi, ....

3.1 Paramétrisation par interpolation

La paramétrisation par interpolation consiste a diviser le domaine en un certain nombre
d’¢éléments reliés entre eux par des nceuds. Chaque neeud est associé a une fonction de base
locale. La fonction inconnue décrivant les parameétres est alors approchée par une
combinaison linéaire des fonctions de base.

Une fois les valeurs nodales déterminées, la valeur du paramétre en chaque point du domaine
sera calculée par interpolation. Le choix des fonctions de bases n’est pas unique. On se référe

ici aux travaux de DiStifano et Rath (1975); Yoon et Yeh (1976) ; Yeh et Yoon (1981).

3.2 Paramétrisation par la procédure multi — échelle

La procédure multiéchelle (Siegel, 1995) se base sur la paramétrisation par
interpolation. Cette procédure consiste a discrétiser 1’espace des parameétres par de grandes
mailles de forme triangulaire ou bien rectangulaire. Le nombre de paramétre est égal au celui
de sommets du maillage multiéchelle et non au nombre de mailles. Les paramétres du
maillage de calcul sont calculés par interpolation linéaire sur chaque maille du maillage
multiéchelle.

Le maillage des parameétres est affiné jusqu’a ce que la différence entre les charges calculées
et mesurées soit inférieure a une limite fixée. Dans cette procédure, les inconnues sont les
valeurs des parametres aux nceuds du maillage multiéchelle. Pour chaque niveau
d’affinement, on minimise la fonction ‘objectif’ jusqu’a ce que le gradient soit suffisamment

petit. La figure (4.1) montre les différentes étapes de cette procédure.
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Neeud du maillage ? | Maillage initial des
initial avec valeurs parameétres
estimées des
parametres

Nceud avec valeurs Raffinement du
estimés des maillage des
parameétres parametres

Raffinement du

maillage des
parametres

Domaine d’étude

Figure 4.1 : Procédure multi — échelle.

3.3 Paramétrisation par zonation

La technique de zonation est la plus utilisée parmi les méthodes de paramétrisation en
raison de son simplicité. Elle consiste a subdiviser le domaine étudi¢ en plusieurs zones
(figure 4.2) auxquelles est affectée une valeur inconnue et constante des parametres a estimer
(Sun, 1994). Le nombre d’inconnues (parametres) est donc égal au nombre de zones multipli¢
par le nombre de paramétres par zone. Le choix de ces zones est étudié par Chow et Anderson
(1991). Les erreurs introduites par cette méthode proviennent de I'uniformité de la valeur des
parametres dans chaque zone et de I’incertitude sur la géométrie de ces zones.

Parmi les auteurs qui ont utilisé la méthode de zonation, on peut citer : Yeh et Yoon (1976) ;
Zheng et Wang (1996); Eppstein et Dougherty (1996); Sun et al. (1998) ; Tsai et al. (2003 a,
2003 b).

93



Parameétrisation et indicateur de raffinement

71 Z>

7 o

Figure 4.2 : Domaine divisé en plusieurs zones (technique zonation).

Dans ce travail, on s’intéresse a la méthode de zonation. Cette méthode sera adoptée dans la

section suivante pour la paramétrisation de 1’écoulement en double milieux.

4. Indicateurs de raffinement

La paramétrisation par la méthode de zonation consiste a affecter une valeur inconnue
et constante des parameétres a estimer. Les inconnues sont donc les valeurs des parameétres par
zone et la répartition géométrique de ces zones.

La notion d’indicateurs de raffinement a été introduite par Chavent et Bissel (1998). Etant
donnée une paramétrisation initiale, les indicateurs de raffinement nous permettront de
localiser des discontinuités qui pourraient exister et qui n’ont pas encore été prises en
considération et de construire une nouvelle partition de paramétrisation. Précisément, a
chaque paramétre ajouté a la paramétrisation, correspond un indicateur de raffinement. La
technique des indicateurs de raffinement va nous permettre de construire une telle partition
avec un nombre de zones aussi petit que possible. Cette approche a été appliquée a un
probléme d'estimation de la conductivité hydraulique en régime permanent (Ben Ameur et al.,
2002), en régime transitoire (Hayek and Ackerer, 2007) et a I’estimation des paramétres en

milieux non saturés en eau (Hayek et al., 2008).

4.1 Technique de résolution avec les indicateurs de raffinement

Pour la simplicité de la présentation de la technique de fonctionnement des indicateurs

de raffinement, considérons le cas ou une seule zone (Z,) couvre le domaine avec o' la valeur
du parametre. Nous avons alors seulement une valeur du paramétre o a estimer, ce qui est fait

par la minimisation de la fonction ‘objectif’ par rapport a cette variable. Cela correspond a
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une paramétrisation d’une zone, P, (figure 4.3). Le raffinement consiste a construire la
paramétrisation 2 notée P, formée de deux zones Z; et Z, des paramétres «; et

a; respectivement (figure 4.4).

Interface I

(a) (b)

Figure 4.3 : Paramétrisation P, (1 zone) Figure 4.4: Paramétrisation P, (2 zone)

L’ajout de I’interface I au domaine divise Z; en deux sous — zones ayant chacune des valeurs
\ s ors \ 1 2 2

des parametres différentes. Les valeurs de paramétres o seront o, et o5 pour les deux zones

75, et Zy respectivement.

Notons o'"et];, o,=(a; ,05 ) et J, les valeurs optimales des paramétres et de la fonction
‘objectif’ respectivement en considérant les deux paramétrisations P, etP,.

On introduit une variable de discontinuité définie par :

T (4.1)

Si cette variable est connue, alors la recherche du paramétre o,=(o; ,a; )" correspond a la
minimisation de la fonction ‘objectif’ J, (optimisation de la fonction ‘objectif” J en

s 17 R . . 2% 2%
considérant la paramétrisation P, ) sous la contrainte o, -a; =L

. . . . . * L
On peut remarquer que la minimisation de J, sous la contrainte o -a; =0 donne les valeurs
optimales o' et J; obtenues avec la paramétrisation P, . D’une fagon générale, si on introduit

. ’ . . 2% 2% , , .
np parametres supplémentaires, la contrainte o, -a; =p se généralise en

Aa, =t (4.2)
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Avec p est le vecteur de discontinuité, o, =(o,a3) et A la matrice rectangulaire de

dimension npx(np+1) suivante :

1 -1 0 O
01 -10
A=
0 0 O 1-1

Donc on peut écrire le probléme de minimisation sous la forme suivante :

J(or (1)) = minJ(av) (4.3)

Aoy =p

On considére une fonction ¢(u)=J(a, (1)) pour tout ue R. La formule de Taylor a ’ordre

de 1 appliquée a la fonction ¢ s’écrit :

o(1) = ¢(0) + ue'(0) (4.4)
Remarquant que @(0)=., et notons A =q'(0) :w . En remplagant p par
[
0. -0; nous obtenons :
Sy =(a] -0 )X (4.5)

On remarque queJ,-J;=(a; -a3 )L, alors :
e Pour une valeur positive de)A’, la valeur optimal de J, est inférieure a la valeur
optimale de J; si et seulement si la discontinuité p est négative
e Pour une valeur négative de)’, la valeur optimal del;est inférieure a la valeur

optimale de J; si et seulement si la discontinuité u est positive

On déduit que A" est un indice de la minimisation puisqu’il nous donne I’écart entre la valeur
optimal de la fonction ‘objectif> J; et la valeur optimale deJ, en introduisant une interface I
L s’appelle ’indicateur de raffinement correspondant au paramétre ajouté. Alors que le

choix de cette interface dépend de la valeur de I’indicateur de raffinement”, et au lieu de
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chercher la position de I’interface qui minimiselJ;, nous cherchons la plus grande valeur de

‘X*‘ qui nous donne la bonne position de I’interface.

4.2 Calcul des indicateurs de raffinement

Rappelons que o' et Jj, o,=(a’ ,05) et I, les valeurs optimales des paramétres et de la
fonction ‘objectif’ respectivement en considérant les deux paramétrisations P, et P,.

On suppose que le parametre pour chaque zone est :

o =a; VieZ,

o, =a; VieZ, (4.6)
azzl_qu,z =u V(i,j)eZ, xZ,),

Soit da.; la perturbation du paramétre o, définie par :

. el —a) siieZ,
e (4.7)
o, =0, siieZy,

La perturbation de la fonction ‘objectif” qui correspond a la perturbation c; est :

8 =J,-J, (4.8)
Le développement d’ordre 1 donne :
Nm
Jy-J, =8 Z
- z so;+> Y sq (4.9)
zeZ21 i€Z,, a i
aJ * *
~ Z 2 1 ) Z _( : )
16221 lEZzz

Aprés la minimisation en utilisant la paramétrisation P1, le gradient de J, est :

1*) za‘” D (4.10)
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Equation (4.10) donne

ZGJ(OL )=Z aJ(a') @11

i€Zy 8(x'i J€Zy aa/

En remplagant (4.6) dans (4.9) en utilisant (4.11), cela nous donne :

- oJ e s OJ o en s OJ(a”
E A T A e BT g ot (4.12)
i€Zy i ieZ,, 0 i ieZy, a(li
Ou
* * 5.] * * aJ « " . 8.] G,I*
W o e i S (LS Tl ypccd (4.13)
€2y i i€Zy 0 i i€Zyy aai

La grande différence de la fonction ‘objectif® 8/  est obtenue pour la grande valeur de

5 aJ(a'™)

i€Zy O(‘i

en valeur absolue, quelque soit p . Cette valeur absolue est I’indicateur de

raffinement associé a la coupe qui transforme la paramétrisation P1 en P2.

L’indicateur est donc définie par :

3 a7(a")|

icZ,, (30(1.

5 aJ (™)

i€Zyy 60&-

= (4.14)

Dans un milieu fracturé, les parameétres a identifier qui caractérisent chaque zone sont trois :

K, S eto . Nous allons donc définir trois indicateurs de raffinement :

I, =

sy T

ste T

> 0J (k") (4.15)

oJ(S"™)
i€z, ak, Z

oJ(c")
i€Zy aS, z

ieZy aGi

Le calcul des indicateurs de raffinement globaux se dérive de 1’utilisation de ces trois

définitions des indicateurs de chaque paramétre de la fagon suivante :

On note IK,i , IS,i et Ic,i les indicateurs de raffinement correspondant aux parametres K, S et

. . ) , T _ IK,i - I
o respectivement pour une interface i donnée, et par L ;=——— | I, =—2> et
max. [, . " max, I,
5 i°S,i
T Ic,i
G,i_ I
max;{;;
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les indicateurs normalisés correspondant a IK,i, Is,i et Ig,i respectivement. Comme ces

indicateurs dépendent des unités du systéme, I’indicateur de raffinement global utilis¢ est

calculé a partir des indicateurs normalisés et est donné par I’expression suivante :

L Z L Z

maxlkl (4.16)

5. Méthode des états adjoints

L’expression de I’indicateur de raffinement (4.14) montre la nécessit¢ de calculer les
gradients de la fonction ‘objectif’ par rapport a chaque paramétre sur toutes les mailles du
domaine. Donc pour continuer le calcul des indicateurs, on utilise la méthode des états
adjoints. Cette méthode calcule le gradient de la fonction ‘objectif” par rapport aux parametres
d’une maniéere analytique (Chavent, 1991).

Dans la partie suivante, nous allons présenter 1’approche algébrique du calcul des gradients de

la fonction ‘objectif’ qui sera ensuite utilisée dans notre travail.

5.1 Calcul mathématique
Le systéme (2.35) obtenu dans le chapitre deux et I’équation (2.24) nous permet d’écrire les

deux systémes suivants :
[M] {0} ={R") (4.17)

et

[B). {70, }={ 3 (4.18)

avece

n n n —O n
B= Inf est la matrice identité et R, = (Thm" —Th +1)exp(S—>< At)+Th"!

m

On définit :
Y "' =M Th""' —R" =0 (4.19)
et

Y2 =BThm"" R} =0 (4.20)
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En multipliant ¥ "*'et Y """ chacun par un vecteur quelconque y""' et y"" de R"

respectivement et en sommant ces produits sur tous les pas de temps, on obtient alors les deux

€quations suivantes :

N -1
(v =0 (4.21)
n=0
et
N -1
<yfn+1 Y "+1> 0 (4.22)
n=0

n+l

Avec <a,b>n = Zaibi est le produit scalaire de R". Les vecteurs y"*' et y"*' utilisés qui ont la
i=1

méme dimension que T/""' et de Thm""' sont les multiplicateurs de Lagrange qui caractérisent

1’état adjoint du probléme.

On considere ensuite la fonction ‘objectif” (3.33) définie dans le chapitre 111 :

1 N-1 Nf 1 N-1 N
J= —ZZ W (Th'™ —Th:! ) Z W;;l (Thm!"' = Thm". )’
n=0 i=1 n=0 i=1

La somme des expressions (4.21), (4.22) et de la fonction ‘objectif’ conduit a la définition du

Lagrangien :
N —
I = J(a)+z< n+1 Yn+l>+z<Yn+l Yn+1> (4.23)
n=0
ou bien
RN RN N-1 N-1
:_ZZW n+1( hn+1 h::l;rsll) EZZ nr;tl (Thm Thmrnn;rsll) + <Yn+l’Y n+l>+ < Z1+1$Y n+1>
n=0 i=1 n=0 i=1 n=0 n=0
(4.24)
avec a qui représente les trois parameétres K, Set .
La différentielle de la fonction ‘objectif’ s’écrit sous la forme:
N- 1 n+1 N- aLnJrl N— Ln+1
8J (o) = Z Z Z = SThm"™"! (4.25)
0 O
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Pour faire apparaitre les dérivées de J par rapport aa, on doit annuler les termes en 874 et

end7h,, , on aura alors :
n-l1 aLnH
> - 8Th" =0 (4.26)
e
et
n—1 n+l
5T =0 4.27)
n=0 m
En supposant que
NI (i x 1) NI vty o)
0 = Y T+ (yRt Yy (4.28)
n=0 n=0

L’équation (4.23) peut étre donc écrite sous la forme

L=J()+0 (4.29)
par suite (4.26) et (4.27) donneront
o @ g (00"
/4 —=_3Th"" =0 4.30

z aTthrl z aTthrl + nZ:(; aTthrl ( )
et

& ot (@) 4 00" 1

—=—3Thm"" =0 4.31
z aThm”+1 z < OThm"! z < OThm"! “431)

n=0

N-1 *
J((x) ntl 00 nil
L’équation (4.30) est formée de Th"" etde ) ———0Th"" .
quation (4.30) Z ot 2.5
Pour le premier terme, on peut écrire :

STH™! = §<Qn+l(7~hn+l hn+1) 5Thn+1> (432)

n+l ‘mes
=0 OTh n=0

ou Q"' est la matrice diagonale dont les éléments sont w*' .

Mais pour calculer ZLSTh”“ on remarque tout d’abord que les systeémes qui dépendent

= orn”

de 7" 'sont ¥ "ty "*2er ¥ ! puisque :
Y n+l :MThnH _Rn(Thn)

Yn+2 :MThn+2 _Rn+1(Thn+1) (433)
Yn:lH =B Thm n+l _Rmn (ThnH)
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donc

N -1 * N -1 n+l n+2 n+l

Z aQ ISTthrl _ Z yn+1’ oY 1 6Thn+l 4 yn+2’ oY 1 8Thn+l + Y::l, aYm 1 8Thn+1 (434)

& oTh"* pr oTh"™* oTh"™* oTh"*
I’équation (4.30) donne :

n+l n+l n+l n+l n+l oY i n+l
Lot =, ST >+<y ST )+
=0 (4.35)

3
i

yn+2, 6Y n+21 6Thn+l + ,YZI-H’ 6Yn;l+11 6Thn+1
oTh"™* oTh"*

D’autre part, les dérivées des trois équations de (4.33) par rapport & Th""' sont données par

n+l
sjh"“ STh"*' =M STh""!
n+2 n+l
O srant =K sy (4.36)
oTh"* oTh""!
aYr:H n+l aR:z n+l
S §TR" T = I §Th"
oTh oTh
et (4.35) sera
n+l n+l _ n+l n+l n+l n+l
o Q@ =, ST )+ (v M TR ) +
) R ) oR" ) =0 (4.37)
=0 Y +2’_ — 8Th +1 + ’Y”:I,_ﬁaTh +1
oTh 0Th
Fianlement, on a :
N-1 n+l n T
Z Q"N T —Th™ Y+ M y™ +| - oR = Y| - 8R'"1 ysTht =0 (4.38)
prs oTh"* oTh"*
N-1 N-1 *
A , . , oJ(a 0
De méme, I’équation (4.31) est formée de Z%&Thm’”l et de Z%(Whm”+1 . Pour
~ 5Thm ~ 3Thm
le premier terme, on peut écrire :
N-1 aJ(CX,) N-1
ZWSThm”“ = Z((ijl (Thm"* —Thm;j;j),aThm"“}) (4.39)
n=0 m n=0

n+l

ou Q"' est la matrice diagonale dont les éléments sont w”"!

n,i *
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o0

N-1 *
Mais pour calculer ZWT}”"M , on doit remarquer tout d’abord que les systémes qui
n=0 m

dépendent de Thm""'sont ¥ "*2er Y " er Y "*2 puisque :

Yn+2 :MTh)1+2_Rn+l(Thmn+l)
Y, =BThm "' -R," (4.40)

m

Ymn+2 :BThmn+2 —R:1+1(Thmn+1)

donc

N-1

* -1 n+2 n+l1 n+2
LSThm"H _ Z ’Y"+2,8Y—6Thmn+l + ’Y"+1,6Y—m6Thmn+l + yn+27L6Thmn+l (4'41)
oy Thm"*! m " oThm"™"! " oThm"™"!

L’équation (4.31) donne :

N -1

3
il

aY n+2
(@ @™ ~Thm ), 8Thm " )+ (4" 2, §Thm "
OThm"*

aY n+l aY n+2
’Y::l’ m - SThmnH + y;JrZ’ m - SThmnH
OThm"* OThm"*

-0 (4.42)

n+l

D’autre part, les dérivées des trois équations de (4.40) par rapport a Thm"" sont données par

aY n+l
WSThm"H =B 8Thm""!
m
n+2 n+l
OR
%ST}H’H"H = —WST}U%”H (443)
m m
aY n+2 aR n+l
P R
m m
et (4.42) sera
<Qn+1 Th n+1_Th n+l STh n+l n+l BSTh n+l
N o (Thm Mpyos )s m +{yy »BOThm +
n+l n+l =0 (444)
R
; <yn+2’_%6]~hmn+l>+<y;;+2’_%671hmn+1>
m m

Finalement, on obtient :
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i n+l r
oy || T = Thi i) + By, +{arh:a"“ } o'
, ,8Thm™! ) =0 (4.45)
n=0 4 - aRnH yn-¢-2
| oThm™!
Les deux équations (4.38) et (4.45) conduisent a un systéme rétrograde :
T T
n+ aRn+1 n+ aR,:i n+ n+ n+ n+
MY 1:|:6Thn+1:| Y 2+|:W} YI111_Q I(Th : ]71717:251
aRnH r aRn+l r
B’Y:;H = {W} ’Y::rz + [W:’ 'Yn+2 — QZ:I (Thm Thm:;:
(4.46)
n=N-1,....,0
yN+l — 0
v, =0

La résolution de ce systéme couplé permet d’obtenir les états adjoints a chaque pas de temps

et de calculer les gradients de la manicre suivante :

N -1 6L”+1 N — laY n+l

n=0 do n=0 a n=0

oJ(a)
oo,

Cette méthode présente donc l'avantage de permettre de calculer tous les gradients de la
fonction ‘objectif” de maniere simple (somme de produits scalaires) a partir de la résolution
de deux systemes seulement : le systeme obtenu par la discrétisation de I'équation d'état et

celui du systéme adjoint.

6. Algorithmes

Avant de présenter 1’algorithme qui détermine la répartition des zones dans un domaine, nous

allons définir le maillage et les types des indicateurs.

6.1 Maillage et types des indicateurs
Le maillage des indicateurs se difféere de celui qui couvre le domaine. Ce dernier était

triangulaire irrégulier (figure 4.5) tandis que le maillage utilisé pour calculer des indicateurs

est choisi régulier et rectangulaire (figure 4.6).
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Figure 4.5 : Maillage couvrant le domaine.

Figure 4.6 : Localisation des interfaces pour le calcul des indicateurs.

Le but d’introduire un nouveau maillage est d’éviter 1’introduction d’indicateurs obliques ou
bien sous forme des lignes brisées, ce qui rend la recherche des coupes plus facile.

En effet, pour passer d’une paramétrisation a une autre, il y a une infinité de possibilités pour
réaliser une discontinuité de parametres dans une zone. La figure (4.6) montre par exemple

deux types d’indicateurs : des indicateurs horizontaux (Ih) et verticaux (Iv).

. . . . . . * .
En introduisant une interface verticale ou bien horizontale I au domaine, on aura deux sous

parties Q et Q, (figure 4.7).

Indicateur horizontale Th"

/'

L
ZKA?&
DNA

Figure 4.7 : Indicateur horizontal divise le domaine en deux sous parties
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La division du domaine par I’indicateur Th" montre I’existence de mailles traversées par
I’indicateur puisque le maillage du domaine et celui de I’indicateur ne sont pas identiques.
Pour attribuer une zone a ce type de maille, nous avons supposé que si le centre de gravité de

la maille appartient a € alors cette maille y appartient si non, elle appartient a €),.

En supposant que MA={mak,k=1...Nm} I’ensemble des mailles du domaine, Nm est le

Nm
nombre des mailles, Q=Q UQ, = Umak , I'indicateur de raffinement Ih” est donné par :
k=1

= S—J(a*) (4.47)
ma; ey Yo,

* . N e e . . . . 6J *
avec o la solution correspondante aprés minimisation de la fonction ‘objectif’, —(a )la
Oy,
dérivée de la fonction ‘objectif’ J par rapport a la maille may et o, la valeur du parametre sur

may.

6.2 Algorithme EDM_PARAM

Nous avons utilisés les indicateurs de raffinement dans les différentes études numériques

selon 1’algorithme appelé EDM PARAM suivant :

1. choix d’une paramétrisation initiale (nombre total des zones NZ, critére d’arréte > 0 et un
vecteur initial des paramétres P).
2. Estimation des valeurs des parametres avec la paramétrisation courante en minimisant la
fonction J (soit P” la solution optimale).
3. Choix d’un maillage fixe pour les indicateurs horizontaux et verticaux.
4. Pour chaque zone Zi du domaine Faire

Calculer tous les indicateurs de raffinement « I » correspondant a chaque interface.

b. Calculer Iy, la plus grande valeur absolue parmi tous les indicateurs calculés et
prendre toutes les coupes correspondant aux indicateurs qui ont des valeurs plus
grandes que 60% de Iiax.

c. Estimer les valeurs des paramétres pour chaque paramétrisation en minimisant la
fonction J.

d. Choisir I'interface qui correspond a la valeur minimale de la fonction ‘objectif’.

Fin Pour
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5. Si la fonction ‘objectif’ satisfait la condition d’optimalité alors la solution est trouvée, Si
non, pour chaque zone de la nouvelle paramétrisation : calculer tous les indicateurs de
raffinement « I » correspondant a chaque coupe et prendre toutes les coupes correspondant
aux indicateurs qui ont des valeurs plus grandes que 60% de Iyax.

6. Les coupes résultant de I’étape 5 contiennent NZ+1 zones. Chaque coupe donne deux
partitions de NZ zones chacune. A cette étape, minimiser la fonction ‘objectif’ pour chaque
partition de NZ zones.

7. Choisir la coupe qui correspond a la valeur minimale de la fonction ‘objectif’.

8. Si la fonction ‘objectif’ satisfait la condition d’optimalité alors la solution est trouvée, Si

non, aller a I’étape (5).

Remarque:

A 1’étape (4b) et (5) de I’algorithme, nous avons pris les partitions qui correspondent aux
indicateurs ayant des valeurs plus grand que 60% ™. Rappelons que les indicateurs sont
définis a partir d’un développement a I’ordre 1, la valeur maximale de 1’indicateur n’est donc

pas forcément la valeur optimale.

7. Résultats numériques

La performance de ’algorithme EDM_PARAM est évaluée a I’aide de plusieurs expériences
numériques. Ce travail a fait 1’objet d’un article soumis au journal Advances in Water

Resources (voir Annexe).

8. Application sur un cas réel: les essais de pompage sur le Site
Expérimental Hydrogéologique de Poitiers

Cette partie est consacrée a I’utilisation du modele EDM PARAM pour ’identification des
parametres du Site Expérimental Hydrogéologique de Poitiers (SEH).

8.1 Présentation du site

Le Site Expérimental Hydrogéologique (SEH) de Poitiers a été développé par le laboratoire
Hydrasa (FRE 3114), dans le cadre du Réseau National de Sites Hydrogéologiques (SNO H+)
et du programme "EAUX" de la région Poitou-Charentes (CPER 2002-2006). Situ¢ 2 km a
I’Est du Campus Sciences de I’Université de Poitiers, le SEH couvre une superficie de 12

hectares sur des terrains appartenant a 1’Université (Site du Deffend : Observatoire Régional
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du Patrimoine Végétal). D’un point de vue géologique, le SEH est implanté sur le versant
nord du « Seuil du Poitou », vaste plateau carbonaté¢ Mésozoique marquant la transition entre

les bassins sédimentaires Aquitain et Parisien (figure 4.8).

UK
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Armorican Basin France

~ Massif
2 ES - Poitiev(s})u _
. Switz.

Q\}
Massif

Central

ltaly
Aquitaine
Basin

Spain ) A <

Figure 4.8 : Localisation du SEH

Les calcaires jurassiques, qui reposent sur un socle cristallin Hercynien, renferment deux
aquiféres superposés : (i) I’aquifére du Lias inférieur et moyen (de 5 a 10 m d’épaisseur), et
(i1) I’aquifére du Dogger (100m d’épaisseur). Ces deux aquiféres sont séparés par 1’aquitard
marneux du Toarcien (30m d’épaisseur). Les études menées sur le SEH se focalisent

essentiellement sur 1’aquifére du Dogger (figure 4.9).
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Tertiaire (10-20 m) Argiles

Dogger (100 m) Calcaires

Lias sup (13 m) - Marnes

Lias inf (17 m) - Marnes

Socle - Granodiorite

Figure 4.9 : Coupe géologique simplifiée.

Le dispositif expérimental comprend aujourd’hui 35 forages, dont deux forages carottés
verticaux et deux forages carottés obliques. Ces forages ont été réalisés en deux phases
séparées : 2002-2003 et 2004. Tous les forages traversent 1’intégralité de I’aquifere du Dogger
(profondeur des forages = 125 m). La plupart sont implantés selon un maillage régulier dans

un carré de 210 x 210 m (figure 4.10).
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Figure 4.10 : Disposition des forages du SEH.
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Les forages du SEH sont soit non tubés, soit équipés de tubages crépinés sur toute 1’épaisseur
de I’aquifere du Dogger. Le niveau piézométrique dans les forages correspond donc a une
charge hydraulique moyenne sur [’épaisseur de l’aquifére. En conditions d’écoulement
naturel, les niveaux piézométriques varient de 15 m a 25 m par rapport a la surface du sol.
Lors de la foration, des calcaires argileux secs ont été systématiquement observés jusqu’a une
profondeur d’environ 30 m, indiquant ainsi que I’aquifére du Dogger est captif sous cette
formation trés faiblement perméable. Deux forages supplémentaires ont été réalisés jusqu’au
socle cristallin (forages C2 et IM1, environ 160 m de profondeur), afin de pouvoir enregistrer
les charges hydrauliques dans 1’aquifére du Lias inférieur et moyen lors des tests hydrauliques
réalisés dans les autres forages. Aucune perturbation de charge n’a jamais été observée dans
I’aquifére du Lias inférieur et moyen, démontrant ainsi que les deux aquiféres sont bien isolés

I’un de I’autre par les marnes toarciennes.

Depuis 2002, les investigations menées sur le SEH ont permis de recueillir une importante
quantité de données concernant 1’aquifére du Dogger. Ces données, aujourd’hui archivées

dans la base de données H+ (de Dreuzy et al. 2006), concernent :

e la structure géologique du réservoir : stratigraphie/lithologie sur deux forages carottés
(Bourbiaux et al. 2007), imagerie sismique 3D du réservoir (Mari and Porel 2008),
diagraphies en rayonnement Gamma, imagerie acoustique, caméra haute résolution
(Audouin 2007) ;

e les propriétés pétrophysiques des roches carbonatées : mesures de porosité et de
perméabilité en laboratoire sur des échantillons de carottes (Chatevaire 2006,
Bourbiaux et al. 2007) ;

e la structure des écoulements dans les forages : diagraphies température-conductivité,
débitmétrie heat-pulse (Audouin et al. 2008) ;

e la dynamique de la nappe en conditions d’écoulement "naturel" (Bernard and Delay
2008) et/ou forcé : tests de pompages (Delay et al. 2004, Bernard 2005, Bernard et al.
2006, Delay et al. 2007, Kaczmaryk and Delay 2007a, Kaczmaryk and Delay 2007b)
et chocs hydrauliques (Audouin 2007, Audouin and Bodin 2007, Audouin and Bodin
2008).

Ces différentes investigations ont permis d’atteindre un degré de caractérisation inégalé au

plan national dans ce type de milieu.
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8.2 Simulation du site avec le modele EDM_PARAM

8.2.1 Discreétisation spatiale et temporelle

Pour simuler le site SEH avec le modele numérique EDM PARAM, on a considéré un
domaine carré de coté L =210m. Sur les frontieres du domaine on impose des conditions de

Dirichlet avec 2#=100m. A D’intérieur du domaine, la charge est initialisée a 100m. Un

pompage de valeur Q=67.4 m’h”" se produit au point M06 (voir figure 4.10). La durée de la
simulation est 7' = 70 heures .

Le domaine est discrétisé avec un maillage triangulaire irrégulier (figure 4.11). Ce maillage
est formé par 8650 éléments, il est raffiné au centre du domaine ou I’effet du pompage est
significatif. Loin du centre du domaine, le maillage devient plus grossier. Ce maillage permet

d’économiser le temps de calcul tout en maintenant une bonne précision.
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Figure 4.11: Maillage triangulaire irrégulier par (8650 mailles)
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Pour étudier, la précision du calcul des charges avec ce maillage, on a réalisé¢ une simulation

(probléme direct) avec un maillage fin dans tout le domaine (28000 ¢léments). Pour ce calcul,

on suppose que le domaine est homogéne avec k=1.10"ms", s=1.10° m", s, =3.10" m"

et 0=5.10""ms". Les variations de la charge en fonction du temps sur le puits M06 sont
représentées sur la figure (4.12). Cette figure montre que les deux maillages conduisent aux
mémes résultats. Avec le premier maillage, le temps de calcul est 3 a 4 fois plus petit.

200 4
0‘ - s
] —— M08
= — MOB
400 -

-600 4

charge ()

-800 4

-1000 -

-1200

-1400 -

. — . .
-10 0 10 20 30 40 50 60 70 80
temps(h)

Figure 4.12: Variations de la charge au point M06 avec les deux maillages.

Pour le discrétisation temporelle, on a utilis¢ un schéma de pas de temps variable. Pour
¢tudier I’effet du choix du pas de temps sur les résultats, on a réalis¢ deux simulations en

utilisant un pas de temps fixe de (0.1h) et des pas de temps variables. Pour ces simulations, on
considére un domaine homogéne avec k=1.10"ms", s=1.10"m", s, =3.10" m" et

0 =5.10""ms". Les variations de la charge en fonction du temps sur le point M06 sont
représentées sur la figure (4.13). Cette figure montre que I’erreur due a la discrétisation
temporelle est négligeable. En effet, le schéma numérique utilis¢é pour la discrétisation
temporelle (premier ordre) introduit une erreur numérique proportionnelle au pas de temps.
Cette erreur apparait sous la forme d’une diffusion numérique. Cependant dans notre cas,

cette erreur est négligeable a cause de la propriété diffusive du probléme.

112



Parameétrisation et indicateur de raffinement
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Figure 4.13 : Variations de la charge au point M06 (pas de temps constante et variable).

8.2.2 Estimation des parameétres
La répartition des zones dans le site ainsi que les valeurs des parameétres sont inconnues. Afin

de les trouver, nous commengons par le cas homogene et ensuite on incrémente le nombre de
zones jusqu’a qu’une des paramétrisations donne une fonction ‘objectif’ inférieure a un

certain critére d’arrét. Ce critére peut étre calculé avec 1’équation suivante :

Tol = Np, . xNT, x& (4.48)

mes

Avec Np  le nombre des points de mesures ( CO1, MO1, M02, M03, M04, M05, M06, M07,

mes

M08, M09, M10, M11, MP5, MP6, MP7, POl et P02, voir figure 4.10), N7 _ le nombre de

mes
temps de mesures et € une valeur qui représente une estimation d’une erreur intégrant les
erreurs de mesure et les erreurs de modélisation (nature du mode¢le, conditions aux limites,

...). Cette valeur a été fixée a priori a € = 0.5 . Comme Np,, =17 etNI, =33, o0n a

mes

Tol =140.

Domaine homogeéene (Une seule zone)

On suppose que le site est homogene et on cherche a calculer les valeurs des paramétres &, s
et o . Pour le paramétre s, qui est corrélé avec o on impose une valeur de 3.107. Pour les
paramétres initiaux, on a utilisé k" =1.10", s™ =1.10"° et ™ =5.10""". La variation de la
fonction ‘objectif’ en fonction de nombre d’itérations est représentée sur la figure (4.14).

Cette figure montre qu’apres 18 itérations, la fonction ‘objectif” commence a osciller autour

de 772.56>Tol . Comme attendu, la paramétrisation du domaine en une seule zone ne

permet pas de reproduire les observations.
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Figure 4.14 : Evolution de la fonction ‘objectif” (domaine homogene)

Domaine d’hétérogénéité (Deux zones)

Dans cette partie, on suppose que le site est formé par deux zones et on cherche la répartition

géométrique de ces zones ainsi que les valeurs des parameétres en utilisant le modele

EDM PARAM. Pour ce faire, on considére la distribution des discontinuités suivante (figure

4.15) :

Pirurisy

i e i |

Vy V3 Vy V5 Vg V; Vg Vo Vi

Figure 4.15 : La distribution des discontinuités.
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Les indicateurs sont concentrés dans le centre du domaine ou I’effet du pompage est
significatif et ou on posséde des points de mesure.

Pour la premiére itération, 1’algorithme du modele EDM PARAM consiste a supposer que le
domaine est homogéne. Les paramétres initiaux sont k™ =1.10", s™ =1.10"° et
o™ =5.10"". s, est supposé connus (3.107). La premiére minimisation donne les valeurs
des paramétres k=3.113x107° ms™, s=3.732x10" m™, 6=5213x10" ms™ et la fonction
‘objectif’ fobj =1060.80. Nous calculons ensuite les différents indicateurs de raffinement.
Les valeurs de ces indicateurs sont représentées dans la figure (4.16). Les discontinuités (V5,

V6, V7, V8, V9, V10, H6, H7, H8, H9, H10) ont des indicateurs plus grands que 0.64"™ .

4 =) !\O
A N
T o

ff 0.6 de L max

valeurs des indicateurs
=
1 "
\O

/ \ 4

0.0 4

L L B O o B e i e e e e e e
V1 V2 V3 V4 V5 VE V7 VB VOVI0HT H2 H3 H4 HS HE H7 H8 H9 H

Figure 4.16 : Valeurs des indicateurs a la premicre itération.

A la deuxiéme itération, I’optimisation est faite pour indicateur retenu. La discontinuité qui
correspond a la fonction ‘objectif” minimale est H10 (figure 4.16). La paramétrisation obtenue
avec cette coupe est formée de deux zones (figure 4.17). Puisque le critére d’arrét n’a pas
encore obtenue, alors on continue a 1’itération suivante en calculant tous les indicateurs de

raffinement pour chaque zone de la nouvelle paramétrisation (figure 4.18).
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Figure 4.17 : Paramétrisation en deux zones (deuxiéme itération).
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Figure 4.18 : Valeurs des indicateurs a la deuxiéme itération (2 zones).

Cinq indicateurs verticaux et deux horizontaux de la deuxiéme zone sont choisis (V6, V7, V8,
V9, V10, H7, H8) a la troisiéme itération (figure 4.18). La paramétrisation qui correspond a
I’indicateur H7 donne la plus petite fonction ‘objectif’ (J = 427.043). La paramétrisation

obtenue avec cette coupe est aussi formée de deux zones (figure 4.19).
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Figure 4.19 : Paramétrisation en deux zones (troisi¢éme itération).

Les indicateurs de raffinement sont calculés et les valeurs de ces indicateurs sont représentées

sur la figure (4.20).
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Figure 4.20 : Valeurs des indicateurs a la troisieéme itération (2 zones).

Ensuite, pour la quatriéme itération, les discontinuités (V7, V8, V9, V10 et H10) de la
premiére zone et (V8, V9, V10) de la deuxiéme ont des indicateurs plus grands que 0.6
(figure 4.20). La paramétrisation qui correspond a I’indicateur V8 de la zone 2 donne la plus
petite fonction ‘objectif’ (J = 427.043).alors que la paramétrisation obtenue avec cette coupe

est aussi formée de deux zones (figure 4.21).
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Figure 4.21 : Paramétrisation en deux zones (quatrieme itération).

Les indicateurs de raffinement de I’itération quatre sont calculés et les valeurs de ces
indicateurs sont représentées sur la figure (4.22).

Pour la cinquiéme itération, les discontinuités (V9, V10 et H10) de la premicre zone ont des
indicateurs plus grands que 0.64"™ (figure 4.22).

La paramétrisation qui correspond a I’indicateur H10 de la premicre zone donne la plus petite

fonction ‘objectif’ (J = 487.05). La répartition des zones est donnée sur la figure (4.23).
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Figure 4.22 : Valeurs des indicateurs a la quatriéme itération (2 zones).
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Figure 4.23 : Paramétrisation en deux zones (cinquiéme itération).

Aprés cette itération, I’algorithme retrouve la paramétrisation de la figure 4.21. On retient
donc les deux derniéres paramétrisations et on suppose que la paramétrisation finale sera celle
qui correspond a la plus petite fonction ‘objectif’. La fonction ‘objectif’ de la paramétrisation
de la figure 4.21 est plus petite que celle de la figure 4.23. Par contre, cette fonction est plus
grande que 7ol, il faut donc plus que deux zones pour reproduire la dynamique du site SEH.

La figure (4.24) confirme la conclusion précédente. Elle présente la variation des charges sur
différents points du site (M03, M05, M06, MP5 et MP6). Les deux courbes (charges calculées
et mesurées) restent assez différentes, notamment aux temps longs qui caractérisent la

distribution de la conductivité hydraulique.
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Figure 4.24 : Comparaison entre les charges calculées et mesurées

Domaine d’hétérogeénéité (Trois zones)

La paramétrisation du site est maintenant de 3 zones dont nous allons déterminer la répartition

géométrique et les parametres.
A la premiére itération, on commence avec un domaine homogene et on fait la minimisation

de la fonction ‘objectif’ en utilisant les parametres initiaux. Apres la premiere minimisation,
les valeurs des paramétres sont: K, = 3.113x107° m-s™, S, = 3.732x107* m™,
0 =5.213x10" m-s" et la valeur de la fonction ‘objectif” est 1060.80.

On calcule ensuite les différents indicateurs de raffinement. Les valeurs de ces indicateurs

sont représentées sur la figure (4.25). Les discontinuités (V4, V5, V6, V7, V8, V9, V10, H6,
H7, H8, H9, H10) ont des indicateurs plus grands que 0.64"™*.
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Figure 4.25 : Valeurs des indicateurs (domaine homogéne)

A la deuxiéme itération, 1’optimisation est faite pour chaque coupe et la discontinuité qui
correspond a la fonction ‘objectif” minimale est H10 (figure 4.25). La paramétrisation obtenue

avec cette coupe est formée de deux zones (figure 4.26).

Figure 4.26 : Paramétrisation deux zones

Les valeurs des paramétres ainsi que la valeur de la fonction ‘objectif’ correspondante sont
données dans le tableau (4.1). C’est dans cette itération qu’on calcule les indicateurs de
raffinement basé sur la solution obtenue a la premiére itération. Les valeurs des indicateurs

dans chaque zone sont données par la figure (4.27).

121



Parameétrisation et indicateur de raffinement

—b—zonel
3.0 4 zone2
2.5 4
£ 204
b
3 P\ r
B 154 ! N 0.6 L max
ul
L
=
© 1.0 ol
2 P—p DT>
g
0.5 4
oo P B e o o B e o

V1 V2 V3 V4 V5 VE V7 V8 VOVI0OHT H2 H3 H4 H5 HE H7 H8 H9H10

Figure 4.27 : Valeurs des indicateurs a la deuxi¢éme itération (2 zones)

Sept indicateurs ont des valeurs plus grandes que 0.61>™ a la troisiéme itération, et ils sont
tous dans la deuxiéme zone (V5, V6, V10, H7, H8, H9, H10). La paramétrisation qui
correspond a H6 donne la valeur minimale de la fonction ‘objectif” (J =474.329), (Tableau
4.1 pour les parametres correspondants). La paramétrisation obtenue avec cette coupe est

formée de trois zones (figure 4.28).

Figure 4.28 : Paramétrisation en trois zones (troisi¢éme itération)
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deuxieme iteration
Paramétre zone 1 zone 2
K 2.326x107° 3.064x107°
S 9.1x107 4.0106x10™
o 6.55x107"° 107"
J 474.329
troisieme itération
Paramétre zone 1 zone 2 zone 3
K 1077 4.875%107° 2.345%107*
S 107 7.43%107° 10~
o 10°° 107" 2.162x107°
J 403.51
quatrieme itération
Parametre zone 1 zone 2 zone 3
K 4.423%10°° 4.073x10° 1.03210°°
S 107 2.65%107° 10
o 107" 1.354x10° 2.32x10°°
J 138.91

Tableau 4.1 : Résultats obtenues pour les trois itérations

Puisque le critére d’arrét n’a pas encore obtenu, on calcule tous les indicateurs de raffinement
pour chaque zone de la paramétrisation.
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Figure 4.29 : Valeurs des indicateurs a la troisiéme itération (3 zones)

Seulement deux indicateurs horizontaux sont choisis (H8, H9, voir figure 4.29) a la quatriéme

itération. La paramétrisation qui correspond a I’indicateur H8 donne la valeur la plus petite de

la fonction ‘objectif’ (Tableau 4.1). La répartition des zones est donnée sur la figure (4.30)

123



Parameétrisation et indicateur de raffinement

Figure 4.30 : Répartition finale des zones

La valeur de cette fonction est inférieure a 7o/ (Tableau 4.1), donc la procédure de
minimisation s’arréte avec la paramétrisation obtenue. La répartition des zones est bien
définie et les parametres de chacune de ces zones sont estimés. La figure (4.31) représente les
charges mesurées et calculées sur les points M3, M5, M6, MP5 et MP6 du domaine. Cette

figure montre la validité de la paramétrisation obtenue ainsi que les valeurs des parameétres.
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Figure 4.31 : Comparaison entre les charges calculées et mesurées.

124



Parameétrisation et indicateur de raffinement

8.3 Simulation avec les données de I’année 2005
La premiere simulation a été faite avec les données de I’année 2004. Les observations faites

pendant les essais de 2005 montrent un comportement tres différent de 1’aquifére, démontrant
une modification des propriétés hydrodynamiques. Pour ces raisons, les observations de 2005
sont utilisées de maniere indépendante et une nouvelle identification des parameétres a été
menées.

On considére donc le méme probléme mais pour I’essai de puits réalisés au point M16 (voir
figure 4.10). Pour I’estimation des parametres, nous allons supposer que le domaine est formé
par 3 zones et nous allons utiliser le méme maillage de discontinuité que précédemment
(figure 4.15). La simulation de ce probléme avec le modele EDM PARAM donne les

itérations suivantes:
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Figure 4.32: Les itérations pour la deuxieéme simulation de 2005.

Pour cette simulation, critére est de 7ol =222 . Pour la derniére itération (figure 4.32), la
valeur de la fonction ‘objectif’ est 198.23. Les valeurs des paramétres sont données dans le
tableau (4.2). Les charges mesurées et calculées sur les points (CO1, M05, M08 et M16) sont
représentées sur la figure 4.33. Cette figure montre que les courbes de rabattement mesurées
et les courbes calculées ont les mémes allures. Pour t>30h, la figure 4.33 montre une bonne

correspondance entre les valeurs mesurées et les valeurs calculées.
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Paramétre k s S, o
Zone 1 (Bleue) 4.06x107 1.01x107® 3.107 5.01x107"°
Zone 2 (verte) 1.18x10° 1.12x10°° 3.10° 8.12x107"°
Zone 3 (rouge) 2.28x107° 5.59x10°° 3.107 9.49x107"°

Tableau 4.2 : Les parametres hydrodynamiques pour la derniére itération.
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Figure 4.33 : Les charges mesurées et calculées

9. Discussion des résultats
Le probléme d’identification des paramétres du site de Poitiers « SEH » a était étudier par

plusieurs auteurs (Delay et al, 2007, Kaczmaryk and Delay 2007*°, Kaczmaryk, 2008 ,
Ackerer and Delay 2009 et autres). Dans les travaux de Delay et al, (2007), Kaczmaryk and
Delay (2007a’b) et Kaczmaryk (2008) les auteurs ont adopté le modele DP dans une seule
dimension (écoulement radial). Deux formulations de ce modele ont été utilisées : homogene
et fractal. Dans les deux cas un seul puits est considéré avec plusieurs points de mesure.
L’identification des paramétres est faite pour chaque point de mesure indépendamment des
autres points (c.-a-d. les parameétres sont identifiés pour chaque courbe de rabattement sur
chaque point de mesure). Dans le cas du modele DP homogene, les paramétres (K, S, S, et o),
sont supposés constants. Ainsi en développant un modele d’inversion automatique bas¢ sur
I’algorithme de Gauss-Newton et sur la méthode de sensibilité, les auteurs ont pu estimer les 4
parametres pour chaque point de mesure. Les résultats obtenus par les auteurs sont présentés

sur la figure (4.34). Cette figure montre les variations des valeurs des parameétres en fonction
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de la distance entre le puits et le point d’observation. Sur cette figure K et S, sont la

conductivité et le coefficient de stockage dans les fractures, S,, le coefficient de stockage

dans la matrice et & le coefficient d’échange entre les fractures et les matrices poreuses. La
figure (3.34) montre que la conductivit¢ dans les fractures est constante quelque soit la
distance entre le puits et le point d’observation. Cependant les coefficients de stockage dans
les fractures et les matrices décroissent en suivant une loi d’exponentielle ou de puissance
négative et de méme pour le coefficient d’échange entre les fractures et les matrices poreuses.
Cependant, il est clair que si le mode¢le utilisé est fiable, les valeurs des parameétres ne doivent
pas changer en fonction de la position du point de mesure. En se basant sur ces résultats les
auteurs recommandent 1’utilisation d’une autre formulation (mod¢le DP fractal). Dans ce

modele les paramétres varient en fonction de r (la distance au puits) en suivant les lois

suivantes :
K=K (4.49)
=5y (4.50)
S =Syl (4.51)
o= aor_d (4.52)

Le mod¢le d’inversion automatique développé par les auteurs permet d’identifier les valeurs
des parameétres (Ky, Sy, Smo €t op) ainsi que les exposants (a, b, ¢ et d). Les résultats obtenus
sont représentés sur la figure (4.35). Cette figure montre que méme en utilisant le modele DP
fractal, les valeurs des parameétres varient en fonction de la position du point de mesure.
Cependant les intervalles de variation des parametres dans ce cas sont plus petits que ceux du

modele homogene (voir figure 3.34). Ce qui montre I’efficacité du modele fractal dans ce cas.
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Figure 4.34 : Les résultats obtenus par Delay et al.2007 dans les cas du modele DP homogene.
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Figure 4.35 : Les résultats obtenus par Delay et al. 2007 dans les cas du modéle fractal.
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Dans les travaux de Delay et al., (2007), Kaczmaryk and Delay (2007a’b) et Kaczmaryk
(2008) les auteurs utilisant le méme modele que celui utilisé dans notre travail (modele DP).
Cependant, il est difficile de comparer leurs résultats avec les ndtres car dans leurs études les
domaines sont supposés homogenes et ils sont limités a une seule dimension alors que dans

notre ¢tude les domaines sont considérés hétérogenes et en deux dimensions.

Dans I’étude d’Ackerer and Delay (2009), le domaine est vu comme un milieu poreux saturé
simple (absence des effets des fractures). Le modéle d’écoulement en milieu saturé (2D) est
adopté par les auteurs. Pour I’identification des parametres, les auteurs utilisent une technique
automatique appelée paramétrisation multi—€chelle triangulaire ou les paramétres sont définis
comme des valeurs locales sur les nceuds d'une grille de paramétres.

Deux essais de pompage ont été simulés dans cette étude : I’essai de pompage en M6 (voir
figure 4.10) pour les données de I’année 2004 et 1’essai de pompage M16 (voir figure 4.10)
pour les données de I’année 2005. Ces simulations ont permis de donner les répartitions
spatiales de la conductivité et du coefficient d’emmagasinement (figures 4.36 & 4.37). En
effet le schéma multi—€chelle utilisé dans cette étude permet de trouver plusieurs répartitions
pour le méme scénario. Deux répartitions sont représentées sur la figure (4.36) pour chaque
essai (pompage en M6 et M16). De méme la conséquence de 1'adéquation des simulations
avec les données disponibles a différents endroits du domaine sont représentées sur la figure
(4.38).

Les résultats des simulations montrent que la conductivité hydraulique varie entre 10 et 10
ms™. Les cartes résultantes des données de 2004 montrent des zones de forte conductivité
séparées par des zones de conductivité de valeurs plus faible, tandis que la carte de données
de 2005 donne une zone de forte conductivité sauf dans la partie Sud — Est du site (voir figure
4.36). En plus, les résultats montrent que la répartition des zones de conductivité ne se differe
pas beaucoup si I’essai de pompage est fait sur un autre puits, par contre, les valeurs des
conductivités peuvent changer en respectant I’intervalle des valeurs (10 - 10 ms™).

Pour le coefficient de I’emmagasinement, les simulations donnent des valeurs entre 107 et 5 x
10° m™ dans la partie nord-ouest du domaine (la région ou les valeurs de la conductivité
sont élevées) tandis que la partie sud-est est affecté d'une valeur uniforme de 5 x 10° m™. Il a
¢été noté pendant les simulations de tous les essais que la procédure n'a pas €té tres sensible au

coefficient d’emmagasinement S. ce coefficient a fait une diminution de 10° a 10° — 107
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seulement dans la partie nord — ouest du domaine ou se trouve les plus hautes valeurs de la

conductivité.

T

451200 451200 452IIICIX 452100 452200

451800 451900 452000

Figure 4.36: Répartition des zones de conductivité
en haut : Puits M6 (données 2004), en bas : Puits M16 (données 2005)
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Figure 4.37 : Répartition des zones d’emmagasinement
en haut : Puits M6 (données 2004), en bas : Puits M16 (données 2005)
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Figure 4.38: Pressions calculées et mesurées
gauche : Puits M6 (données 2004), droite : Puits M16 (données 2005)

9.1 Comparaison entre les résultats du modéle EDM_PRAM et ceux d’Ackerer and
Delay (2009)

9.1.1 Conductivité :
Pour comparer nos résultats (EDM_PARAM) avec ceux du schéma multi-échelle (Ackerer

and Delay, 2009), on a représenté sur la figure 4.39 la restriction de la répartition des zones
obtenue par EDM_PARAM sur la partie du domaine la plus significative (ou le maillage est

fin) dans le cas du pompage en M6. Sur cette figure on remarque qu’on a une zone de
conductivité K =1.023x10 (rouge) traversé par une zone de conductivité plus forte

4.073x107 (voit tableau 4.1). Les valeurs des paramétres trouvés sont différentes de celles
trouvées dans I’étude d’Ackerer and Delay (2009). Ceci peut étre attribu¢ a la différence entre
les deux modeles adoptés dans les deux études. Cependant la répartition des zones n’est pas
tres loin de la répartition suggérée par Ackerer and Delay (2009) ou des zones des
conductivités différentes travers 1’'une 1’autre.

Pour I’essai du pompage en M16 (avec les données de 2005), la réparation des zones est
représentée sur la figure 4.40. Cette figure montre une répartition complétement différente
que celle obtenue par Ackerer and Delay (2009). En effet avec 1’étude d’Ackerer et de Delay
la partie Nord-Ouest du domaine est caractérisée par forte conductivité (la conductivité la plus
forte dans le domaine K~10*). Avec le modéle EDM_PARAM cette méme partie du

domaine appartient a la zone verte caractérisé par une conductivité faible (K ~1.18x10° voir
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tableau 4.2). Ainsi on peut remarquer une différence en raisonnant sur la partie Sud-est (forte

conductivité avec EDM_PARAM et faible conductivité avec 1’étude d’Ackerer et Delay).

217 48EHIG

.

2 174B6EHIG

451800 452000 452200
X

Figure 4.39 : Répartition des zones obtenue par EDM_PARAM (essai M6)
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Figure 4.40 : Répartition des zones obtenue par EDM_PARAM (essai M16)

9.1.2 Coefficient d’emmagasinement:
Pour I’essai de pompage en M6, les résultats obtenus par EDM_PARAM et par Ackerer and

Delay (2009) présentent certaine similitude. En effet, avec EDM_PARAM la zone Nord-ouest

du domaine est caractérisée par un coefficient d’emmagasinement dans les fractures

5§ =2.6x10" (voir figure 4.39 et tableau 4.1), dans la méme partie du domaine Ackerer and
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Delay (2009) ont trouvé s~10". Ainsi dans la partie Sud-ouest, EDM_PARAM donne

s =107 et I’étude d’Ackerer and Delay (2009) donne s =3x107,
Pour le deuxiéme essai (pompage en M16), EDM PARAM et le schéma multi-échelle

donnent les mémes valeurs pour le coefficient d’emmagasinement dans la partie sud-ouest
(5.59%x107 et 5x107° respectivement), dans la partie nord I’écart entre les deux résultats

devient plus important (1.12x10™° et 1x10~° respectivement).

Enfin, on peut conclure que malgré la correspondance entre certains résultats du modele
EDM PARAM et celui d’Ackerer and Delay (2009), la comparaison de ces résultats ne
permet pas d’identifier clairement les paramétres sur le site SEH. En effet la divergence entre
les résultats montre qu’un travail supplémentaire doit étre réalisé avant d’arriver a identifier
correctement les parameétres de ce site. Ce travail doit couvrir la modélisation et
I’expérimentation. Alors que les modéles doivent étre comparés concrétement (en utilisant par
exemple le schéma multi-échelle avec le modéle DP ou bien la méthode de zonation avec le
modele d’écoulement en milieu saturé), la partie expérimentale peut & son tour amélioré les

résultats en offrant des données du terrain supplémentaires.

10. Conclusion
Dans ce travail on a développé un modéle numérique pour la paramétisation pour

I’écoulement en double milieu (EDM_PARAM). Le modele est bas¢ sur la méthode de
zonation. La méthode de zontaion permet de réduire le nombre des parametres a estimer en
décomposant le domaine en différentes zones caractérisées chacune par des parametres
constants. La recherche de la géométrie des zones se fait en utilisant 1’algorithme des
indicateurs de raffinement. Le calcul des indicateurs de raffinement nécessite la connaissance
du gradient de la fonction objectif par élément de calcul (ou bien par maille), ce qui est fait
dans le modéle EDM PARAM en utilisant la méthode d’état adjoint. Pour chaque
paramétrisation possible le modele EDM PRAM utilise le code EDM INV (voir chapitre
précédent) pour la minimisation de la fonction objectif.
Dans ce chapitre le modele EDM_PARAM est testé en utilisant des expériences numériques
et un cas réel (le site SEH du Poitiers). Les expériences numériques montrent que:

- Le modele est capable de trouver la paramétrisation exacte méme pour un petit

nombre des points de mesure et méme si les valeurs mesurées sont fortement bruités.
- Quand le nombre des points de mesure est trés faible, le modele risque de ne pas

converger si ces points de mesure sont répartis aléatoirement dans le domaine.
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- Si les points de mesure sont bien positionnés (dans les zones ou la variation de la
pression est importante), 1’algorithme converge vers la bonne paramétrisation.
Finalement, la simulation du site «SEH» du Poitiers avec le modele EDM_PARAM montre

I’efficacité et la robustesse de ce modéle.
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Conclusion genérale

L’objectif du travail présenté dans cette mémoire est le développement d’un modeéle
numérique robuste et efficace pour I’estimation des paramétres pour I’écoulement en milieu

fracturé. Le modéle comporte les parties suivantes:

1- Probleme direct :
Le modeéle double porosité est adopté dans ce travail pour la simulation de I’écoulement en
milieu fracturé. Ce modeéle est basé sur la loi de Darcy et la conservation de la masse. Pour la
discrétisation de ces équations, la méthode des élements finis mixtes hybrides (EFMH) et plus
précisément la formulation condensée de cette méthode a été utilisée. Cette derniere permet
de réoudre le probléme des oscillations non physiques. Ains,i pour la résolution du systéme
linéaire résultant, on a utilisé un solveur direct efficace (UMFPACK) basé sur les méthodes
uni-frontales/multi-frontales. Ce solveur permet d’optimiser le temps de calcul dans le cas

d’une matrice constante.

2- Probléme inverse

Le probleme inverse peut étre présenté comme un probleme de minimisation d’une fonction
objectif qui est I’écart quadratique entre des valeurs mesurées et des valeurs calculées des
charges. Pour la minimisation de la fonction objectif, on a utilisé dans ce travail I’algorithme
de Marquardt — Levenberg (ML). Cet algorithme nécessite le calcul des gradients de la

fonction objectif qui ont été estimés par la méthode de sensibilité.

3- Paramétrisation

La paramétrisation est une technique utilisée pour simplifier la structure de I'espace des
parameétres de telle sorte qu'elle puisse étre représentée par un espace de dimension inférieure.
Parmi les différentes méthodes de paramétrisation (interpolation, multi — échelle, zonation),
ce qui nous a intéressé est la paramétrisation par zonation a cause de sa simplicité. La
zonation est basée sur le calcul d’indicateurs de raffinement qui permettent d’identifier les
frontieres entre les zones. Ces indicateurs nécessitent le calcul de gradients par maille, ce qui
est trés couteux avec la méthode de sensibilité. Donc pour ce faire, nous avons utilisé la

méthode d’état adjoint. En effets cette méthode calcule le gradient de la fonction objectif par
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rapport aux parameétres d’une maniére analytique. Ce calcul sera réalisé a un co0t

proportionnel a celui d’une seule équation linéarisée indépendante du nombre de parametres.

Le modele numérique développé dans ce travail a été validé avec des expériences numériques

ainsi qu’avec un cas test réel : le Site Expérimental Hydrogeologique « SEH » de Poitiers.

Les résultats montrent :

Dans le cas idéal (mesures « suffisantes » réparties sur un large éventail de valeurs), le
modele est capable d’identifier la bonne paramétrisation (geométrie des zones) et les
parameétres hydrauliques pour chaque zone.

En diminuant le nombre des points de mesure, le modele reste capable d’identifier les
parameétres ainsi que la répartition géométrique des zones d’hétérogénéité méme si les
points de mesures sont localisés aléatoirement.

Ainsi, si les points de mesure sont bien placés (dans les zones ou le gradient de charge
est le plus important), le modéle est capable d’identifier la paramétrisation méme dans
le cas d’un faible nombre des points de mesures.

Le comportement du modele est également testé dans le cas de données bruitées
(erreurs sur les données mesurées). Les résultats montrent que seules les valeurs des
parameétres sont modifiées dans ce cas.

Enfin, le cas de données manquantes dans une des zones (pas de points de mesures
dans la zone) est étudié. Dans ce cas, la paramétrisation optimale est affectée
localement, la limite de la zone qui ne contient pas de point de mesure est mal
identifiee.

Pour le cas test du site hydrogéologique de Poitiers, le modéle a trouvé une
paramétrisation finale d’ordre trois et a été capable d’estimer les parametres avec un
nombre fini de mesures. Nous avons fait une comparaison entre les charges calculees
et les charges mesurées et nous avons montré que I’algorithme utilisé donne une

solution acceptable.
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Abstract. This study describes a complete inverse approach for efficiently identifying the shapes
of zones and the parameters values in a 2D dual-porosity model. Refinement indicators are used to
parameterize the unknown distributed parameters. For each given level of refinement, an optimiza-
tion method, the so-called Levenberg-Marquardt method, is developed to solve the problem. Sen-
sitivities of state variables to the unknown parameters are calculated by the sensitivity equations.
The adjoint state method is developed in order to calculate the gradients needed for the computa-
tions of refinement indicators. Direct problem is solved using the Mixed Finite Elements method.
The validity and applicability of the proposed methodology are demonstrated by numerical ex-
periments.

Keywords: Dual-porosity media; Inverse problem; Refinement indicator; Parameterization

1 Introduction

Porous media are often found in nature with many interconnected fracture planes throughout
their extent in a fairly regular geometric pattern. These fractures, though small, have a large
effect on the development and management of water resources since groundwater can flow
much more readily in the fractures than in the porous rock (the matrix). The characteristics of
groundwater flow in fissured or naturally fractured porous media have been studied for sev-
eral decades (Barenblatt et al., 1960; Warren and Root, 1963; Odeh, 1965; Kazemi et al.,

1969; Dverstorp and Andersson, 1989; Dershowitz and Einstein, 1988; Cacas et al., 1990;
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Herbert and Lanyon, 1992; Long et al., 1982; Wilson et al., 1983; Oda, 1985; Khaleel, 1989;
Zhang et al., 1996; Svensson, 2001) among others.

One of the conceptual models used to study the flow in fractured formations is the dual-
porosity model first introduced by Barenblatt et al. (1960). Briefly, a fractured reservoir is a
region of space which is partitioned by the thin fractures into disjoint, simply connected ma-
trix blocks. The idea of the dual-porosity model is to consider at each point of space not one
but two porosities, one associated with the matrix, and the other associated with the fracture
system. The dual-porosity model assumes a macroscopic Darcy flow over the reservoir for the
fracture system flow, even though it is literally constrained to the physical fractures. This is
reasonable assumption for reservoirs with thin, interconnected fractures and low fluid veloci-
ties. Consequently, at each point of space we have properties (porosity, hydraulic head...) for
both the matrix and the fracture. In such approach an exchange of water between fractures and
blocks has been taken into account. Mathematically, saturated water flow in the fracture pore
system is described using two separate flow equations which are coupled by means of water
transfer term.

The dual-porosity concept has been commonly used to describe the preferential movement of
water and solutes at the macroscopic scale (Boudreau, 1997; Schwartz et al., 2000) and varia-
bly-saturated fractured rock formations and structured soils (Gerke and van Genuchten,
1993a,b, 1996; Ray et al., 1997; Larsson and Jarvis, 1999; Lichtner, 2000; Simunek et al.,

2003). Scientists have used this conceptual model to predict leaching of pollutants into soils
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and groundwater (Hantush et al., 2000, 2002; Hantush and Govindaraju, 2003) and solute

transport through clay soils (Jarvis et al., 1991 a,b).

The dual-porosity model introduces different parameters such hydraulic conductivity, specific
storage capacity, and exchange rate coefficient between the fractures and the matrix. Most of
these parameters cannot be measured directly due to prohibitive costs or because the relevant
scale of measure is unknown or incompatible with the addressed problem. Therefore, to make
the model useful, one must obviously be able to fit data (measurements) by adjusting its pa-
rameters. There have been few studies concerning the estimation of hydraulic parameters of
the fractured rockmass in dual-porosity model. Kétterer et al. (2001) estimated successfully
dual-porosity model parameters of undisturbed columns from breakthrough curves of conser-
vative tracers. Larsbo and Jarvis (2005) evaluated data requirements for parameter identifica-
tion of dual-porosity model. More recently, Delay et al. (2007) have been interested in ad-
dressing the hydraulic properties of a one-dimensional fractured reservoir by means of
interference tests.

A serious problem encountered in the estimation of hydraulic parameters stems from over-
parameterization. Indeed, since experimental measurements are expensive, the set of data is
usually insufficient to estimate parameter values in each cell of the computational mesh. The
resolution of this problem is done by parameterization. The most popular one consists in de-
fining sub-domains (zones) in which the parameters are assumed to be constant. Although
boundaries of these zones have significant impacts on predicting flow in the domain, in most

cases we do not have enough direct information to infer the size, shape, locations, and the



number of zones. Even in cases for which there is a clear correlation between identifiable geo-
logic indicators and hydraulic parameters, often data control is still insufficient to infer the
size, shape, and location of zones. More problematic is the situation in which hydraulic pa-
rameters do not correlate well with lithology. The zonation problem is extremely ill-posed in
these cases. Sun and Yeh (1985) were the first to propose a method to identify simultaneously
both the parameter zonation and its parameter values for the hydraulic conductivity field in
saturated porous media. Using some model structure identification criteria, Carrera and Neu-
man (1986) were able to choose the best parameter zonation pattern among a number of given
alternatives. Eppstein and Dougherty (1996) used a modified version of the extended Kalman
filter, a data-driven procedure that dynamically determines and refines zonations. Tsai et al.
(2003) used Voronoi zonation to parameterize the unknown distributed parameter and solved
the inverse problem by a sequential global-local optimization procedure. Other authors (Bur-
ger, 2001; Lu and Robinson, 2006, Lien et al., 2007) used the level set method in order to find
the geometry of zones and the parameters set for every zone. The zonation method was devel-
oped by Chavent and Bissel (1998) and Ben Ameur et al. (2002), who introduced a method
for adaptive multiscale parameterization in which the resolution is increased only in some
regions of the reservoir of each stage in the sequence. This method is based on refinement
indicators. Refinement indicators do not need significant additional calculations to define an
adaptive progressing parameterization but require specified algorithms to define the shape of
the zones. An example of a possible algorithm for 2D elliptic problems is given by Hayek and

Ackerer (2007).
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Common for all of the above-mentioned multiscale techniques is that they are used to identify

a one-dimensional parameter (i.e. one type of parameters) such as hydraulic conductivity,
transmissivity, diffusion coefficient... Recently, Hayek et al. (2008) developed an adaptive
multiscale parameterization algorithm based on refinement indicators in the case of multi-
dimensional hydraulic parameters in 1D unsaturated porous media. However, parameteriza-
tion techniques in dual-porosity media have received little attention in the literature.
The objective of this work is to develop an adaptive multiscale parameterization algorithm
using refinement indicators in the case of multi-dimensional distributed hydraulic parameters
in 2D dual-porosity model. Two main problems are addressed:

- Find the best possible parameterization: i.e. the number and the geometry of zones in

the domain.

- Find the optimal parameters set for the corresponding parameterization.
The rest of the paper is organized as follows: in section 2 we present the direct problem de-
scribing the flow in dual-porosity model and the numerical method used to solve this prob-
lem. The inverse problem and its formulation are described in section 3. The parameterization
method and the computation of refinement indicators are detailed in section 4. The develop-
ment of the adjoint-state method is presented in section 5. Section 6 describes the adaptive
parameterization algorithm. To test the robustness of the method, numerical experiments are

presented and discussed in section 7 followed by a conclusion in section 8.



2 The direct problem

2.1 Mathematical model

In the following expressions, indexes f and m refer to the fracture and matrix continua, respec-
tively. Basically, the couple of equations at the Darcy scale describing flow in a dual medium

are written as:

st:—V.qf +a(h,—h )+ f, (1)
oh_
Sn =a(h, -h,) )

with h [L] the hydraulic head, S [L‘l] the specific storage capacity, o [L‘lT'1] the ex-

change rate coefficient between fractures and the matrix, f [T'l] a sink-source term per unit
volume and ¢ is the macroscopic fluid flux density given by the Darcy’s Law:

q;, =—-K,.Vh, (3)
with K[LTJ} is the hydraulic conductivity (which is a tensor in multidimensional flow).

System (1)-(2) assumes that flow in the matrix is negligible (term in K, dropped) and that

sink/source terms are located in the fracture continuum.

2.2 Discretization

In this work, the direct problem is solved using the Mixed Finite Elements method (MFE).

This method is locally conservative and leads to accurate and consistent evaluation of the ve-

6
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locity field (Durlofsky, 1994). To remove unphysical oscillations with the MFE method, we

adopt in this work the mass lumping formulation introduced by Younes et al., (2006). The
scheme presented here, is developed for unstructured triangular meshes which are suitable for
practical problems with complex geometry and local mesh refinement.

With MFE, the velocity inside each triangle E is approximated with linear vectorial basis

functions
3
4= Qfw; (4)
j=1

where QjE are the flux across edge j of E and wjE are the Raviart-Thomas basis functions.

The discretization of the Darcy’s law and the mass balance equation (with implicit scheme in

time) give the total flux Q™" (see Younes et al., 2006 for details):

The™ ~They

E|
E,in+l — NiI_E-I-hE,m-l _|_(SE

_aE (Thnli,inﬂ _Thf;im—l)_ ffE] (5)
where Th' is the averaged head on edge i of E & At the time step size, index (n) refers to the

time step level, |E| is the area of element E, and NF is a local matrix given by

E det(KfE) T(kE\? :
N = _Tri (Kf ) r, (see Younes et al., 2004) where r, is the edge vector face to the

vertex i of element E and T is the transposition operator. K*, S, and «" are the hydrody-

namic parameters and f £ is the sink-source term on element E.

The final discretized system is obtained by writing continuities of pressure heads
(Th® =ThF') and fluxes (Qf, +Qf; =0) between elements E and E’ having a common edgei
and by using the analytical solution of Eq. (2):

7
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- L | 6)
E 1| QE’ E.n E | _E' ~% !
[ ) g
—af xAt
Th nli,inJrl _Th F’,inJrl _ (Th rE,’in _Th ;E’,inJrl)e St 7)

where ¢ and S;, are the parameters’ values (« and S, ) at edge i of element E which are

calculated using the arithmetic mean of the neighbored elements’ parameters’ values weighted
by the area of each element.
These equations are written for each edge of the element and constitute the following direct

system:

A-Th! =F]
{ f f (8)

|- Th'™* =F"
where A (of sizes N, x N,) is the mass matrix, | (of sizes N_ x N, ) the identity matrix, Th""*
(of size N,) the vector of hydraulic head and F" (of size N,) the vector of second member.

Here N, is the number of edges in the mesh.

3 The parameter estimation problem

From a practical point of view, the resolution of the system (8) requires the values of the four

parameters (K,, S;, S, and « ), which are not always satisfactory in the sense that there are

some experimental data which are difficult to match. Therefore, it is natural to try to estimate

directly these parameters using information (data) of the state variables (hydraulic heads)
8
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which are not difficult to match in some locations of the domain. However, the two parame-

ters S, and o are correlated (see system (6)-(7)). Therefore, we are unable to estimate these
two parameters simultaneously. Moreover, S_ is a storage coefficient which has a physical

sense, contrary to « which is unknown generally. Consequently, in this work we focus on the

estimation of the triplet of parameters K ,,S,,a/.

3.1 Formulation of the problem

In order to estimate the set of parameters {Kf S ,a}, data of the state variables must be
available. In practice, the hydraulic head is observed in the fractures h9"* :{h?"{f‘”} and the

matrix ho"* :{hn?"iﬂjl} at time t™*, and different Iocations(xif,yif) and (X, Yi ). For sim-

plification we assume that the hydraulic heads in fracture and matrix blocks are measured at

the same times. For modeling purposes, the objective is to determine the values of K,, S,

and « in each element from the limited number of observations scattered in the field so that a

certain criterion is optimized. In this work, we use the classical least square error function J
T
called also the objective function. For a given set (vector) of parameters p = ( P Poseeoh Py, ) :

the objective function measures errors between simulation and observation heads in the frac-

tures and the matrix, respectively:


http://dictionnaire.sensagent.com/simultaneously/en-en/

N-1 N-1
Z (h?ﬂ _ h?,n+l)T . Qr;+1 . (h?ﬂ _ h?,n+l) _{_%Z (hnm+1 _ hg,m—l)T . er . (hnm+1 _ hg,m—l)
n=0

9)

1
2

J(p)

1Nt Ny 1N N,
= IS ey LS ey
2153 ' 2753 ’ ’

Here w{i and w;' are weights given to the observations h{** and hof

m,i

(w}‘;l :w,?jil =1in the numerical experiments), hi' (resp. hy'!) are the calculated hydraulic

m,i
heads in the fracture (resp. matrix) for the current set of parameters, Q%" and Q" are as-
sumed diagonal matrices where diagonal elements are w{*" and wy ', respectively, N, (resp.

N,,) the number of measurements in the fractures (resp. the matrix), N the number of time

steps. This objective function is composed of two terms corresponding to the errors between

simulation and observation of the head in the fracture and the matrix, respectively.

3.2 Optimization procedure

The parameter estimation problem is solved iteratively starting from an initial set of parame-
ters p° and using Levenberg-Marquardt (Levenberg, 1944, Marquardt, 1963) algorithm. With

this algorithm, the relationship between two consecutive iterations is given by:

pt=p"-37T-Q,-J, +JL-Q_-J_+n)"-VI(p") (10)
where K is the iteration index. J, and J are the sensitivity (or Jacobian) matrices which

correspond to the fractures and the matrix, respectively. They are defined as follows:

10
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J,=(3%,3%,...,3%) and 3, =(3,3%,...307) (11)
oh{* ohn't
where J7 =| and J0t =| =L forn=1,...,N-1.
apj 1<i<Ny 6pj 1<i<N,,
I<jsN, 1<jsN,

In Eq. (10), I is the identity matrix (of dimensions N xN_ ) and 7 is a positive parameter.

The Levenberg-Marquardt algorithm is a modification of the Gauss-Newton method that, in a
self-adaptive manner, navigates between the Gauss-Newton algorithm and the method of
steepest descent (Press et al., 1992). Combining the robustness of the latter with the computa-
tional efficiency of the Gauss-Newton method, the Levenberg-Marquardt algorithm has be-
come a highly valued optimization tool for non-linear problems of least-squares fitting in

many engineering fields.

3.3 Computation of sensitivity coefficients

n+1
fii

The Levenberg-Marquardt algorithm requires calculating the sensitivity coefficients
Pj

n+l
m,i

p of the state variables with respect to the unknown parameters. These sensitivity
P;

and

coefficients can be calculated by finite differences or by the sensitivity method (Sun, 1994).
The advantage of the latter is that it provides an exact estimate of the coefficients. Moreover,
the sensitivity method requires the computation of some derivatives which have been already

computed for the direct problem.

11



The idea of the sensitivity method is to derive the discrete system (8) with respect to the un-

known parameters:

oTht OF?
ACN O e T
p; p; p; (12)
Tyt o
op;  op;
oTh™  (aTh™  oTh™ ) o (gTh™  oTh™ )
where L fr Nt and oThy” _ mi ™% | are the un-
op; op; op; op; op; op;

knowns of the system.

The matrices of system (12) are the same than the matrices of system (8) which also make the
sensitivity method attractive concerning computational effort. Indeed, the solution method
used for solving the direct system can be used to solve the set of sensitivity systems. The
number of simulation runs required to generate the sensitivity coefficients per iteration is (N
+ 1) at each time step (one simulation for the direct problem and N, simulations for the sensi-
tivity systems).

Thi' oTh
The resolutions of system (12) give us the quantities Tf' and Wml which represent the
j j

n+1

i

values of the sensitivities coefficients at each edge. The sensitivity coefficients 6— and
P;

n+1
m,i

P in each element can be calculated from the relation between h{** (resp. h’:') and
P; '

m,i

Th?j1 (resp. Th"™*') which are obtained from the MFE method with mass lumping:

m,i

12
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6h?jl 13 oTh™t ahn'lﬁl 13 8Thr::i

=N\ fi iz
») _32 and 32

g op, p; a  op;

(13)

where Th?jj(kzl__a) are the averaged heads on each edge of element (i).

4 Parameterization

The method of zonation is used in this work in order to redefine functions K, (x,y), S;(X,y)

and «a(x,Yy). Then these functions are approximated by:

Ko ()= 2 Kl (x09), 8, 06Y) = 281, (xy) and a(x,y) = Xl (xy) (14

where K ;, S;; and «; are the unknown values of K, S; and & onzone Z;, and I, (x,Y)
Is the characteristic function of zone Z, defined by

L0 y)—{l if (x,y)eZ, (15)

o if (xy)eZz,.
We note that the shapes of zones Z, are unknown and must be determined. Once a current

parameterization is determined the above optimization algorithm is used in order to determine

the parameter values in each zone of the parameterization.
4.1 Refinement indicator

In order to determine the shape of each zone, we use refinement indicators introduced by
Chavent and Bissel (1998) and used by Ben Ameur et al. (2002) and Hayek and Ackerer

(2007). These authors use the optimally conditions in order to define the refinement indicator.

13



Recently, Hayek et al. (2008) give a new mathematical development to define the refinement
indicator and extend it to the case of multi-dimensional refinement indicator in order to iden-
tify the hydrodynamic parameters in one-dimensional unsaturated porous media. In this paper,
we use the same formulation to define the multi-dimensional refinement indicator correspond-

ing to the set of parameters {Kf Sy ,a}.

Indeed, assume that the current parameterization (for example the homogeneous case) consti-
tute an unsatisfactory solution of the parameter estimation problem, then an additional degree
of freedom (additional parameters vector) is necessary. This can be obtained by dividing the

domain into two zones Z, and Z,. The main problem is to find the optimal location of the

boundary between the two zones. This is achieved using the refinement indicator. Refinement

indicators | I, and 1, corresponding to parameters K, S; and « are defined by

Ky 1

03 (K7, St.a") 03 (K7,87.a) 03 (K7.87.a)

D oK. ‘,|5f=z s, ‘andlazz o ‘

i€z, i€z, i€z,

(16)

where (Kf : S:,a*) is the solution corresponding to the current parameterization. The defini-

tion of refinement indicators is extended to the more general case of multi-dimensional dis-
T

tributed parameters. Since vector (IKf s Ia) is constant by zone, the global refinement

indicator can be computed by using the refinement indicator corresponding to each parameter.

If we denote by I, , I and I, the refinement indicators corresponding to parameters K,

- .. . ls, . I
S, and « at location i,and by I, =—*— I, =—"— and I, =—— the
" max IKf_ " max |5f. " max |

i i i

a;

dimensionless indicators corresponding to I, , I and I, , then the multi-dimensional re-

14
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finement indicator corresponding to the set of parameters {K,,S,,a/ is defined as the norm

~ ~ ~ \T
ofvector(lk“,lsf ,Iai) ;

(> )T SET (17)

As we observe, multi-dimensional refinement indicators are calculated from the derivatives of

s

the objective function with respect to the local value (the value at each mesh element) of each
parameter. These multi-dimensional refinement indicators are calculated for a fixed number
of parameter discontinuity locations defined by the users, and the location(s) corresponding to
the greater refinement indicators are selected for the next refinement level. For more details of

how to obtain these refinement indicators, the reader can be referred to Hayek et al. (2008).

4.2 Refinement strategy

In the reality, starting from a current parameterization, there are infinite possibilities to refine
a zone. Numerically, we are unable to test all these possibilities, and then a strategy of re-
finement must be adopted. Ben Ameur et al. (2002) and Hayek and Ackerer (2007) used the
so-called vertical and horizontal refinement indicators in order to define interfaces between
zones. In their works, the mesh used for solving the direct problem is rectangular and refine-
ment indicators are supported by the edges of the mesh elements. Consequently, interfaces
between zones are verticals or horizontals. In this work, we extend the study to the case of
irregular mesh (here triangular). We use vertical and horizontal indicators. Vertical indicators
are numbered starting from left to right and horizontal indicators are numbered starting from

down to up. The distance between two vertical (resp. horizontal) indicators is defined by the

15



users. Fig. 1a represents a grid of refinement indicators composed of four vertical and four
horizontal indicators.

Now, let us explain how we can refinement indicators in order to build the interface between
two zones. Let’s take for example the third vertical refinement indicator (Fig. 1b). This indi-
cator divides the domain into two zones left and right. It intersects six mesh elements. The
method requires that each zone is composed by a certain number of mesh elements, then some
parts of the mesh elements which intersect the indicator must gathered or removed from the
left zone. The idea is as follows: if the center of mass of the mesh element is located at the left
of the indicator then the entire element is gathered to the left zone. If not, then the element is
removed from the left and gathered the right zone. Consequently, for this example the third
indicator gives the interface plotted in Fig. 1b. The same strategy is used for the horizontal

indicators.

5 Adjoint state method

Refinement indicators require the calculation of the gradients of the objective function with
respect to the parameter values in each mesh element. These gradients can be computed by
using the sensitivity method which is equivalent to solving at each time step a number of lin-
ear systems equal to the number of elements and consequently, this is very costly numerically.
Therefore, in order to reduce computation costs, the adjoint-state method (Chavent, 1974,

Sun, 1994) is used. This method requires the resolution of only two systems (direct system

16
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and adjoint system) at each time step, and the gradients of the objective function are obtained

by simple scalar products.

Consider the following optimization problem (at each time step):

Find pe R™ that minimizes J(p) under constraints :
AThT-F'=0 (18)
I Th"-F" =0

The Lagrangian associated to this optimization problem write:
N -

ST, Tz 7m) = 3(E)+ X (AThYEFL70) 4+ 3 (LThYFLp0) | (19)

=0 RNe

LN
Z
._\

>

>
I

o

where y, :(y?,yﬁ,...,yf‘l)T and y, :(7,?1,7/;,...,7,§‘1)T are the two vectors of Lagrange
multipliers associated to the two state variables Th, =(Thlf,Th§,...,Th’f“) and

Th, =(Thfn,Th§1,...,Thr’:), and (,)., is the scalar product in R" . In (19) p, Th, and Th,

are considered as independent variables but are relied by the constraints (8).

The Lagrange multipliers are solutions of the adjoint-system:

N-1
aih zafrﬁ” TG =0 voThi”
(20)
of Z of hn+1 0 vg-l-hml
aTh ~ 8Thn+l "

which is discretized at each time step in:
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oF™ ' = oht '
n L, N + m . 7/:1 _ . Qr;+l . (hr;+l _ h(?,n+1)
(21)

Aoy = —F
AP e BEA PR oTh™™
T T
8Fn+l T . aFFJrl . 8hn+l .
n_ m YL + VL m 'Qm . hn+l_h0,n+l
[aThH m {aThg:l A e R

“Vm

This system is retrograde in time (n= N —1,...,0) with initial condition: » =N =0.
To determine the gradients of the objective function with respect to the values in the mesh

elements, we use the Lagrangian differential which writes:

5£:aﬁ-5p+ os -0Th, +a;’g-5Thm+ 0% Oy + = " - (22)
ap aTh, oTh, 0y 7

Since p, Th, and Th,, are considered as independent variables and using (20) we obtain:

v (p)-b‘ng;’s-&p Vop (23)

Consequently, the gradient of the objective function equal to the partial derivative of the La-

grangian with respect to p and we can write:

0L(P,Th¢, Thy, 71, 7)
Vi(p)= fap : (24)

By writing p as a vector of all mesh elements parameter values (i.e.

p=(pik=1...3i=1, ,Nmesh)T where index k represents the parameters K, , S, and «

(k=1forK,, k=2forS,, k=3for &)), we obtain:

oL(p, Th,, Th, , 7, 7.
oJ (p) _ (P, Th, Yi17m) (25)
OPy i OPy i
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Using (19) we obtain:

aJ oA L, OFF ~/ oF,
ﬁzz ——Thi- ! Nz +Z - Y (26)
apk,i n=0 8pk,i apk,i RNe n=0 apk,i RNe

Since matrix A, vectors F{ and F; depend explicitly on the mesh parameters p, ;, the deriva-

tives in Eq. (26) can be calculated directly. Eq. (26) gives the gradients of the objective func-
tion with respect to the mesh parameter values which are needed for the computation of the
refinement indicators. To obtain these quantities, the direct system (8) must be solved for all
time steps to obtain the state variables, and then these later are used in system (21) to obtain
the adjoint states at each time step. In conclusion, the computations of refinement indicators

need the resolutions of 2x N linear systems.
6 Adaptive parameterization algorithm

The following algorithm can be applied to the estimation of the triplet of parameters

{Kf 'S ,a} in system (1)-(2). This algorithm provides an adaptive parameterization technique

that increases the degrees of freedom step by step. It allows to determine geometry of zones
and parameter values in each zone. The algorithm is as follows:

1. Choose the total number of zones nz, a starting threshold &>0, an initial no-

parameterization P, and an initial vector of parameters p® eR> (in practice we
take n, =1 which corresponds to homogeneous case, but this is not necessary).

2. Minimize the objective function and compute the optimal solution p™”.
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3. Choose a fixed grid of indicators composed of vertical and horizontal indicators.

4. For k=n,, nz do
Denote by P, a parameterization containing k zones.
For each zone of P, do
a. Compute all multi-dimensional refinement indicators A*.

b. Let A“™ =max A" (the largest value of all multi-dimensional indica-
1

tors of the k zones). Select a number of partitions corresponding to in-

dicators which have values 4 > z-2*™.

c. Each selected partition contains k +1 zones. At this stage, we minimize
the objective function for each one of these partitions.
d. Select the partition which corresponds to the smallest objective func-
tion.
End do
End do

5. The current parameterization contains now nz zones which we denote as P, . If the

objective function is smaller than & then we have found the solution. If not, for each

zone of P, : compute all multi-dimensional refinement indicators and select the parti-

tions corresponding to the largest refinement indicators (greater than A™™).
6. The selected partitions at step (5) now contain nz+1 zones. Each one of these parti-

tions gives us two partitions of nz zones each one. In this stage, we minimize the ob-
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jective function for each of the two partitions (of nz zones) deriving from the parti-

tion of nz+1 zones.
7. Select the partition which corresponds to the smallest objective function.
8. If the objective function is smaller than ¢ then we have found the solution. If not, we

return to stage (5).

Remark 1. In stages (4b) and (5) of the algorithm, we take partitions corresponding to indica-

tors which have values greater than 1*™* . Because, the refinement indicators are defined at
the first order, we suggest to select not only the partition corresponding to the larger value of

indicators but a set of partitions. 7 is a user’s defined value, equal to 0.6 in our case.

Remark 2. In stage (6), since we seek a nz-parameterization (parameterization contains nz
zones), we suggest a way to gather three zones into two zones. Fig. 2 describe stage (6) of the

algorithm for nz =4. The indicator (dashed line) divides zone Z, into two sub-zones Z,, and
Z,,, then the current partition contains 5 zones. This partition gives us two partitions of 4
zones each one. The first partition is obtained by gathering Z,, to Z, and the second one is
obtained by gathering Z,, to Z,. We note that the two newly partitions conserve discontinu-

ity of parameters at the indicator location.
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7 Numerical examples

To evaluate the applicability and efficiency of the developed inverse procedure in estimation
of model parameters in dual medium, we consider the following theoretical problem:
- The domain is rectangular of dimensions 200 mx200 mand is discretized into 388
triangular elements (see Fig. 3).

- It is divided into three zones (see Fig. 4 and Table 1 for the corresponding parame-

ters). The parameter S is fixed to 3x10™° m™ in the whole domain.
- The boundary conditions are of Dirichlet type with constant head h, =1 m imposed at
the boundary, and a source of flow rate f, =50 m*® h™* is located at the center.

- The simulated period is 5000 seconds and the heads in fractures and the matrix are

measured every 500 seconds.
7.1 Parameters estimation

The first run consists in estimating the parameters only, the parameterization (geometry and
positions of zones) is known. The total number of parameters to be estimated is 9. This first
run is done to estimate the accuracy of the inverse procedure when the parameterization is
known. The efficiency of the proposed inverse procedure is depicted in Fig. 5. This figure
presents the evolution of the objective function as a function of iteration level in the inverse

algorithm. The exact and estimated parameters set after optimizations are summarized in
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Table 1. The match between exact and estimated parameters is very good. Various initial pa-

rameters sets were used and provide the same accurate solution.
7.2 Parameters and zones identifications

The parameterization and the associated parameters sets are identified in the second run, using
refinement indicators and the algorithm described in the previous section. In this test-case, we
use total measurement data (i.e. one measurement per element). These data are solutions of
the direct problem corresponding to the exact parameters. Since the true solution (zonation
and parameters) is known, the aim of this run is to check the capabilities of the parameteriza-

tion algorithm to seek the optimal parameterization and optimal solution. The initial parame-

terization consists in 1 zone with the following initial parameter set: K, =10° m-s®,
S, =10°m", a=10" m-s* (stage 1 of the algorithm). After minimizing the objective
function, the optimal solution for this parameterization is K, =2.985x10"° m-s®,
S, =2.620x10° m™, ¢ =4.113x10"" m-s™ and the value of the optimal objective function

is 73.75x10* (stage 2 of the algorithm).

A fixed set (grid) of refinement indicators is selected first by the user. We decide to estimate
the interfaces between zones with a precision of 10 m. Then the grid of refinement indicators
is composed of 9 vertical and 9 horizontal refinement indicators (stage 3). Therefore, we have
18 possible locations of discontinuity. At this stage (stage 4a) we compute multi-dimensional
refinement indicators corresponding to these discontinuities by using Eq. (17). The multi-

dimensional refinement indicator values are represented in Fig. 6a. The six selected disconti-
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nuities (V5, V6, V7, H3, H4, H5) having an indicator greater than 0.64"™ are plotted in Fig.
7a in vertical and horizontal lines (stage 4b). The optimization is performed for these six dis-
continuities (stage 4c) and the smallest value of the objective function is obtained for V7
(solid line in Fig. 7a). Then the parameterization (cut) which corresponds to V7 is retained for
the first iteration (stage 4d). This parameterization is composed of two zones and it is showed
in Fig. 7b. The parameters values in each zone and the value of the objective function corre-
spond to this cut are represented in Table 2.

For the second iteration, the computation of refinement indicators is based on the solution
obtained previously at the first iteration. The multi-dimensional refinement indicators in each
one of the two zones are plotted in Fig. 6b. For this iteration, nine refinement indicators have
values greater than 0.64>™*: V8 in zone 1 and (V4, V5, V6, H3, H4, H5, H6, H7) in zone 2

(see Fig. 6b and Fig. 7b). The parameterization corresponding to H3 provides the smallest

objective function (J =3.85x10*), then this parameterization is retained for the second itera-
tion (see Fig. 7c and Table 2 for the corresponding parameters). Since the optimal objective
function does not reach the fixed threshold, then we continue to the next iteration by comput-
ing all multi-dimensional refinement indicators in each zone of the three-zone parameteriza-
tion retained for the second iteration (stage 5).

For the third iteration, six refinement indicators are selected. All these indicators are in zone 2
(V3, V4, V5, H5, H6, H7) (see Fig. 6¢ and Fig. 7c). Each one of these indicators gives us two
parameterizations of three zones each one (stage 6). Then, the objective function is minimized

for the corresponding twelve parameterizations. The retained parameterization at the third
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iteration is one of the parameterization corresponding to V5 and it is represented in Fig. 7d.

Again, the optimal objective function is greater than the fixed threshold (see Table 2), then we
return to stage (5) of the algorithm (stage 8).

The procedure is repeated three more times. Fig. 7d (resp. Fig. 7e and Fig. 7f) represents the
parameterization retained at the fourth iteration (resp. the fifth iteration and the sixth itera-
tion). The corresponding parameters and optimal objective functions are presented in Table 2.
At the sixth iteration, one of the parameterization corresponding to indicator V4 in zone 2 (see
Fig. 7) gives the smallest optimal objective function. This parameterization is identical to the
true parameterization represented in Fig. 4. The value of the optimal objective function is very
close to O (see Table 3). The stopping criteria of the parameterization based on the minimum
value of the objective function are reached and the iterative procedure is stopped. The zona-
tion is well identified and the parameters set for each zone is estimated with accuracy (Table
3). The solution obtained by the algorithm is the exact solution in terms of parameter values

and heterogeneity.

7.3 Effect of number of data points

The robustness of the algorithm is examined with respect to the number of data points. Then
four test-cases have been run by using successively 300, 200,100 and 50 data points. In all
these test-cases, data-point locations are selected arbitrary such that they are distributed in the
three zones (i.e. each zone contains at least one data point). The numerical solutions for the

four test-cases give exactly the same iterations than the case of total data. However, when the
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number of data points becomes smaller than 50, the algorithm becomes unable to detect the

true parameterization. This problem will be discussed in section 7.5.
7.4 Effect of noisy data

We tested the behaviour of the algorithm with respect to noise on the measured data. In a real-
istic situation, data noises may be due to equipment. We consider here the case of Fig. 8
where symbols (e) indicate locations of measurements points (50 data points). We assume
that data include noise and we will try to reconstruct this parameterization.

Measurement errors are simulated by adding a random number to the exact values h{*'(p)
and h)''(p) :

he =hil )+, - 577

O = (0) + -0

(27)

where ¢, =¢, =0.4 and &7} 6, €]-0.50.5] are random numbers. In practice, we take
&; =¢&,, =0.2which correspond to an error of 10%, but here we chose a higher level of noise

(20%) in order to test the efficiency of the algorithm.

Fig. 9 shows the successive parameterizations obtained by the algorithm. The true parameteri-
zation is detected after six iterations as in the case of total data point and without noisy in
data. However, the selected parameterizations are not similar for all iterations. Indeed, the
parameterizations retained for the first and second iterations are identical in the two cases but
those retained for the third, fourth and fifth iterations are different (see Fig. 7 and Fig. 9). Re-

sults concerning the parameters are given in Table 4.
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7.5 Locations of data points

As discussed previously, when the number of data points decreases and if the locations of
measurements are chosen arbitrary, the algorithm becomes unable to detect the true parame-
terization. Indeed, measurement points (piezometers) which give low head values cannot pro-
vide good estimate of parameters. Since the true solution is known, the aim of this example is
to study the capacity of the algorithm in the case of small number of data point, but these data
points are installed at locations where the hydraulic head values are relatively high. Fig. 10
shows the hydraulic head profile in the fractures which corresponds to the exact parameters.
The same profile is obtained for the head in the matrix. Twenty data points are used in this
run, seven in zone 1, four in zone 2 and nine in zone 3. These data points are installed at loca-
tions of high head values (see Fig. 10). The run is performed without measurement errors.
After six iterations, the true parameterization is found and the estimated parameters are close
to the exact ones (see Table 4). We note that the parameterizations selected at each iteration

are exactly the same than the case of full data points.

7.6 Lack of data

In all previous examples, measurement points were localized in every zone. We consider now
the case of Fig. 10 but the measurement points located in the second zone have been removed
and added to zones 1 and 3. The run is performed without measurement errors. The procedure
is stopped automatically after 10 iterations of refinement level if the objective function did not

reach the fixed threshold. The parameterization which corresponds to the smallest objective
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function is presented in Fig. 11. This parameterization is obtained at the sixth iteration and the
corresponding objective function value is 196.157. As we see, this parameterization is differ-
ent from the exact one. Indeed, zone 1 is the same, however a part of zone 3 (the dashed
boundary) is gathered to zone 2. For this example, the lack of data affects the parameteriza-
tion and consequently the parameters values in some zones (see Table 5). However, this affec-
tion remains locally: only the interface between zone 2 (which does not contain measurement
points) and zone 3 has been changed. This explains the efficiency of our algorithm since re-
finements are performed in some zones of the domain (zones which have the larger refine-
ment indicators). The parameters values in zones 1 and 3 are well estimated compared to the

values in zone 2 (Table 5).

8 Conclusion

This paper presents a complete inverse approach for efficiently identifying the hydrodynamic
parameters in 2D dual-porosity model. An adaptive multiscale parameterization algorithm
based on the multi-dimensional refinement indicators is proposed to parameterize the distrib-
uted parameters into a number of zones. The principle is as follows: we search the parameters
vector like a piecewise constant and unknowns are both the parameters values and the geome-
try of zones. At each step, the algorithm ranks new possible parameterizations in the domain
by using the multi-dimensional refinement indicators and selects, among the remaining nomi-
nated parameterizations, that which gives the best actual decrease to the data objective func-

tion.
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The Levenberg-Marquardt algorithm is developed to solve the optimization problem. Sensi-

tivities of the state variables which are required to this optimization algorithm are computed
using the sentivity method. The adjoint state method is developed in order to compute the
local gradients needed for the calculation of refinement indicators.

The parameterization algorithm is tested on some synthetic cases. In ideal cases (‘enough’
measurements, spread over a wide range of values), the suggested algorithm allows to identify
the proper parameterization (geometry of zones) and the hydraulic parameters for every zone.
We showed that when the locations of measurement points are well chosen, the algorithm is
able to recover the true parameterization even in the case of a low measurement point number.
The behavior of the algorithm is tested also in the case of noisy data. Results show that only
the parameters values are affected in this case. Finally, the case of missing data in one zone is
studied. In this case, the optimal parameterization is affected locally, i.e. only the boundary of
the zone which does not contain measurement points is changed, which explains the effi-

ciency of refinement indicators.
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Parameters
Kf
Exact solution S;

Initial solution S;

Optimal solution S;

zone 1
1.0x10°°
1.0x10°

5.0x107%

1.0x10°°
1.0x10°°
1.0x107 %

0.999x10°
1.0x10°°

4.999x107%°

Zone 2
8.0x10°°
7.0x10°
1.0x107%°

1.0x10°°
1.0x10°°
1.0x107 %

8.0x107°
7.0x107°
0.999x107%

zone 3
4.0x10°°
3.5x10°
3.0x107%°

1.0x10°°
1.0x10°
1.0x10H

4.0x10°
3.499x10°°
3.0x107%

J(p)

0.0

8.24x10°

3.07x107%

Table 1. Results of the inverse problem with known parameterization.
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First iteration

Parameter zone 1 Zone 2
K, 4.274x10°° 3.912x10°°
S 9.168x10°’ 3.284x10°°
o 5.655x107* 2.665x107%°
J(p) 25.62x10*

Second iteration
Parameter zone 1 Zone 2 zone 3
K, 1.086x10°° 4.563x107° 1.091x10°°
S, 4.362x1077 4.080x10°° 3.736x1077
a 5.024x107%° 3.353x107 5.069x107%°
J(p) 3.85x10*

Third iteration
Parameter zone 1 Zone 2 zone 3
K, 1.626x10°° 6.856x10°° 1.208x10°°
S, 2.034x1077 7.315x10° 6.779x10”’
o 3.048x107% 3.238x107" 3.261x107%°
J(p) 4.04x10"

Fourth iteration
Parameter zone 1 Zone 2 zone 3
K, 9.409x10°° 7.178x10° 3.635x10°
S, 9.372x10”" 6.853x107° 1.018x10°°
a 4.953x107%° 3.548x107%° 3.028x107%
J(p) 3.68x10*

Fifth iteration

Parameter zone 1 Zone 2 zone 3
K, 9.629x10°° 6.818x107° 3.896x10°°
& 1.044x10°° 7.483x10°° 3.221x10°°
a 4.994x107%° 2.141x107%° 3.015x107"
J(p) 0.51x10"

Table 2. Results obtained by the algorithm at the first five iterations.



Parameter zone 1 zone 2 zone 3 J(p)

K, 1.0x10° 8.0x10°  4.0x10°

Exact solution S, 1.0x10° 7.0x10°° 35x10° 0.0
a 5.0x107" 1.0x10%  3.0x107"
K, 0.999x10°° 8.0x10°° 4.0x10°

Optimal solution S, 1.0x10°° 7.0x107° 3.499x10° 3.07x107°
a 4.999x10™"° 0.999x10"°  3.0x107"

Table 3. Comparison between the exact solution and the numerical solution obtained by the algorithm
at the sixth iteration (the optimal solution).
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Parameter zone 1 zone 2 zone 3 J(p)
K; 1.0x10°° 8.0x10°° 4.0x107°

Exact solution S, 1.0x10°° 7.0x10°° 3.5x10°° 0.0
o 5.0x107" 1.0x107" 3.0x107%
K, 0.999x10°  8.0x10° 4.0x10°

Optimal solution S 0.999x10° 6.998x10°  3.5x10° 0.476
a 5.015x10™%° 0.993x107° 3.004x107*°

Table 4. Comparison between the exact solution and the numerical solution obtained by the algorithm
for the case of noisy data.
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Parameter zone 1 zone 2 zone 3 J(p)

K, 1.0x10°° 8.0x10°° 4.0x10°

Exact solution S, 1.0x10°° 7.0x10°° 3.5x10°° 0.0
o 5.0x107" 1.0x107" 3.0x107%°
K, 0.992x10° 5.984x10° 4.032x10°

Optimal solution S, 0.942x10° 4.588x10° 3.555x10°  196.157
a 4992x107° 3.013x107° 3.013x107%°

Table 5. Comparison between the exact solution and the numerical solution obtained by the algorithm
for the case of lack of data.
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