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Résumé

Larésolution de systemes de contraintes géométriques (GCS) a pour objectif de pro-
duire des figures qui respectent une description technique fournie par I'utilisateur
sous la forme d’'une esquisse cotée. Le GCS donné par l'utilisateur peut étre bien
contraint (il décrit un nombre fini non nul de figures), sous-contraint (une infinité
de figures) ou sur-contraint (aucune solution).

Classiquement, les systéemes sous-contraints sont considérés comme des cas d’er-
reur que l'utilisateur doit corriger en ajoutant des contraintes. Nos travaux proposent
une autre approche, qui est celle de chercher a résoudre de maniére homogéne tous
les systémes de contraintes géométriques qui ne sont pas sur-contraints.

Pour cela, nous proposons des algorithmes de paramétrisation, qui indiquent quels
éléments du systeme doivent étre fixés pour qu’il y ait un nombre fini de solutions,
et des algorithmes de décomposition, qui permettent d’identifier les sous-systemes
bien contraints.

Ces outils ouvrent la voie a des logiciels de modélisation par contraintes accessibles
a des utilisateurs non-experts : ils permettent des retours visuels intuitifs sur le ni-
veau de constriction du systeme. Comme nos algorithmes sont incrémentaux, ils
permettent une approche par essai/erreur ou l'utilisateur corrige I'esquisse au fur et
a mesure de la résolution.

Abstract

Solving geometric constraint systems (GCS) aims at yielding figures which respect
geometric requirements given by the user under the form of a technical sketch.
The GCS given by the user can be well-constrained (it describes a non-zero finite
number of figures), under-constrained (an infinity of figures) or over-constrained

(no solutions at all).

Classically, under-constrained systems are considered as errors to be corrected by
the user. Our work proposes another approaehtry to homogeneously solve all
non-over-constrained systems.

For that, we propose parameterization algorithms : they indicate which elements of
the system need to be anchored for there to be a finite number of solutions ; and
decomposition algorithms, which allow to identify well-constrained subsystems.

These tools open the way to constraint-based modelers which are accessible to non-
expert users : they give intuitive visual feedback about the constrainedness level of
the system. Since our algorithms are all incremental, they allow a trial and error
approach : the user corrects the sketch as the resolution goes.
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INTRODUCTION

Il n'est pas de probleme dont une absence de solution ne
finisse par venir a bout
— Henri Queuille, homme politique francais

1 Contexte

L'ordinateur est aujourd’hui indispensable dans tous les travaux de conception tech-
nique, de l'architecture a la mécanique. Les technologies de I'informatique gra-
phique permettent ainsi de s'immerger dans un environnement en relief, de numeri-
ser des objets planaires ou tridimensionnels ou encore de simuler des phénomenes
lumineux complexes. En particulier, les outils de modélisation géométrique et de
Conception Assistée par Ordinateur (CAO) permettent a l'utilisateur de concevoir
sur I'ordinateur des objets en donnant sa topologie ou en modélisant interactivement
la forme au moyen de courbes et de surfaces.

La manipulation directe des courbes et surfaces peut s’avérer délicate, en particu-
lier dans les cas ou I'utilisateur concoit un objet dont il connait des caractéristiques
techniques mais ignore la forme. Afin de rendre la conception plus intuitive, les
méthodes de modélisation déclarative sont donc apparues, permettant a I'utilisateur
de décrire I'objet et d’attendre de I'ordinateur qu'il lui fournisse des représenta-
tions graphiques satisfaisant cette description. Ainsi, les problémes de résolution
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Figure 1 - Une esquisse cotée (gauche) et une figure a I'échelle (droite)
sans cotation.

de Systemes de Contraintes Géométriq@sSS) consistent a prendre en entrée un
dessin esquissé, sur lequel I'utilisateur impose un dimensionnement fonctionnel par
un systéme de cotes et a automatiquement produire une figure a I'échelle respectant
la cotation.

La figure 1 illustre la finalité de la résolution de systemes de contegigeomeé-
triques. A gauche, sur I'esquisse cotée en deux dimensions, le concepteur a indiqué
des contraintes d’angle entre droites et de distance entre points (les unités ne sont
pas précisées). Certaines de ces contraintes ont une orientation implicite : la dis-
tance de 5, par exemple, indique la distance horizontale, c’est-a-dire la distance
entre les projetés des points sur 'axe des abscisses. A droite est représentée une
figure a I'échelle, sans cotation. Comme nous le voyons plus loin, il s’agit d'une
solution particuliere, mais il en existe d’autres.

Si I'idée des logiciels de résolution de systemes de contraintes géométriques est
apparue au début des années 60 avec les travaux de Surnf&iG3], les logiciels

de dessin technique se sont, depuis, considérablement enrichis en fonctionnalités.
Pour autant, le principe général est resté globalement inchangé :

1. l'utilisateur dessine une esquisse avec le logiciel;
2. ilimpose un dimensionnement avec des outils de cotation spécifiques;;

3. un module logiciel, ursolveur, modifie le dessin pour que celui-ci réponde
au dimensionnement.

Dans le cadre de I&A0, les méthodes rencontrées dans la littérature peuvent étre

regroupées en deux catégories :

— les méthodes numériques, qui traduisen&@Sen un systéme d’équations et
travaillent sur ces équations, soit au moyen de manipulations algébriques soit au
moyen de calculs itératifs ;
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— les méthodes géométriques, qui operent en deux phases hase gie planifica-

tion et une phase de résolution numérique.
Bien évidemment, comme avec toute tentative de classification avec un faible nom-
bre de classes, certaines méthodes sont a considérer comme hybrides, ayant des
approches a la fois numériques et géomeétriques.

Dans tous les cas et quelle que soit la nature de I'approche, un point commun a
tous les travaux menés réecemment est |'utilisation de la décomposition. En effet,
les méthodes de décomposition permettent a la fois de réduire la complexité et de
faire collaborer des solveurs, éventuellement de nature différente. Elles consistent,
comme toutes les méthodes « diviser pour régner » en informatique, a identifier
des sous-systemes résolubles et a assembler les solutions de ces sous-systémes pour
produire la solution du systéme global.

En outre, un autre point commun a (presque) toutes les méthodes de la littérature est
de s’intéresser aux objets rigides et de considérgB@Sdécrivant des objets non
rigides comme des systemes a corriger. Dans la littérature, ces objets sont assimilés
aux systemes décrivant une infinité de solutions, dits sous-contraints, auxquels on
préfere les systemes bien contraints, décrivant un nombre fini non nul de solutions
(une derniére catégorie étant celle des systemes sur-contraints, n'admettant aucune
solution).

Il est connu que les systemes rigides invariants par déplacement, admettant une infi-
nité de solutions de par la possibilité d’appliquer a une solution une translation et/ou
une rotation sans violer de contraintes, sont formellement sous-contraints. Dans la
littérature, I'invariance des systémes rigides par déplacement est souvent prise en
compte en fixant deux points (en 2D) ou trois points (en 3D). Cependant, consi-
dérer explicitement les groupes de transformations permet d’étre plus général dans
la résolution de systemes de contraintes géométriques, notamment en considérant
d’autres groupes de transformations que les déplacements. Ainsi, les travaux dé-
crits notamment dansSE06,SM06] ont permis de formaliser la notion depere,

qui correspond aux éléments a fixer pour se ramener au cas bien contraint (dans le
cas des déplacements planaires, un point et une direction).

2 Motivations

L'objectif principal de nos travaux est de rendre les logiciels de modélisation par
contraintes accessibles a des utilisateurs non experts. Plusieurs défis sont a rele-
ver pour cela, au nombre desquels la mise au point d’outils spécifiques d’interac-
tion 3D pour les contraintes géométriques [dRvdMBBBIS04 FSSBO0Y, I'utili-

sation de connaissances sémantiques et topologiques sur I'objet a ré3olasd, |
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OSMAOQ1,SOZA06] pour faciliter la pose des contraintes, la cinématique [Kra92
AKC96] ou encore le parcours de I'espace des solutions a la reehéeda solution
voulue par l'utilisateur fVSDOO0b,LSRGJA05,vdMBO05, SAZKO6].

Nous nous intéressons pour notre part a un autre défi : celui de I'incrémentalité.
Nous pensons en effet que le processus de résolution classique mentionné plus haut
(étapes 1 a 3) n'est pas adapté a des utilisateurs non experts, car il part du prin-
cipe que le dessin esquissé ne sera pas modifié. Lorsque I'utilisateur ajoute une
contrainte, le dessin est considéré comme différent et la résolution démarre a nou-
veau de zéro, sans utiliser les connaissances acquises lors de la résolution (ou ten-
tative de résolution) du systeme de contraintes géométriques pré-changement.

Nous pensons que le processus de modélisation par contraintes devrait étre le sui-
vant :

1. l'utilisateur dessine une esquisse initiale, éventuellement vide ;
2. l'utilisateur impose un dimensionnement avec des outils spécifiques;;
3. un solveur fournit les solutions du systéme de contraintes géométriques;;

4. tant que l'utilisateur n’est pas satisfait par les solutions

— il/elle modifie I'esquisse en ajoutant ou retirant des contraintes et des élé-
ments d’esquisse;

— le solveur modifie les solutions calculées précédemment pour construire les
solutions de la nouvelle esquisse.

Bien entendu, pour réaliser cela, il est nécessaire d'étre capable de résoudre les
systemes intermédiaires, de I'esquisse initiale jusqu’a I'esquisse finale. Sans cela, il
est impossible a I'utilisateur non expert de savoir s’il doit modifier 'esquisse. Nous
nous intéressons donc aux systemes qui sont sous-contraints, méme avec le point de
vue de linvariance par des groupes de transformations, c’est-a-dire décrivent une
infinité de solutions. Il s’agit, intuitivement, d&CSdécrivant des objets articulés.

Nos travaux visent a traiter de maniere homogéne ces systemes et les systemes bien
contraints.

Nous voulons enfin, pour rester dans la lignée des travaux conduits dans I'équipe
antérieurement au début du projet de recherche, que nos algorithmes prennent en
compte I'information de I'invariance de sous-systemes par des groupes de transfor-
mations connus et que la modification de I'esquisse par le concepteur amene a la
découverte des modifications des groupes d’invariance des différents sous-systemes.
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3 Démarche

Afin de répondre aux motivations évoquées plus haut, le but de nos travaux est
d’offrir au concepteur des outils lui donnant une intuition de la déformabilité de
I'objet qu'il a décrit. Les outils que nous proposons sont au nombre de deux :

— nous montrons a l'utilisateur quels sont les élément&SA@S qui se déplacent
ensemble en effectuant une décomposition en ses sous-systemes bien contraints
moduloun groupe de transformations connu;;

— nous montrons a l'utilisateur comment s’articulent les élémentS@sen lui
fournissant un repére pour@CS.

La démarche que nous avons adoptée consiste a rechercher une paramétrisation
du systéme de contraintes géométriques, c’est-a-dire un ensemble d’objets géomé-
triques a fixer pour se ramener a un nombre fini de solutions. Cette paramétrisation
fournit une bonne intuition du niveau de constrictiaiu GCS et est facilement
représentable graphiquement.

A partir de cette paramétrisation, nous calculons un plan de construction par blocs
indiquant dans quel ordre les différentes entités géométriques et les différents sous-
systemes doivent étre construits et comment leur position peut étre calculée a partir
des éléments construits antérieurement.

Enfin, des valeurs numériques sont fournies pour les différents constituants de la
paramétrisation dCSet le plan de construction est numériquement évalué avec
ces valeurs pour fournir les solutions.

L'ensemble des algorithmes mis au point durant nos travaux sont incréementaux : ils
consistent en I'étude des modifications apportées par un changement @S le
aux structures de données considérées.

4 Contributions

Nous proposons un algorithme incrémental de calcul des entités géométriques a
fixer pour se ramener a un nombre fini de solutions. Cet algorithme est basé sur un
calcul de flux, en extension des travaux de LaretMimbLepitcH [LM96Db]. Nous

!Le terme de « constriction » n’est théoriquement pas approprié puisqu’il évoque une compres-
sion ou un resserrement. Il faudrait normalement parler du niveau de contrainte. Toutefois, de par la
polysémie du mot « contrainte », nous préférons donner un nouveau sens a « constriction », en nous
rassurant par le fait que contrainte et constriction ont la méme racine et avaient il y a bien des années
la méme signification. Nous ne faisons donc que réunir deux cousins qui s’étaient perdus de vue.
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proposons un nouveau type de graphe de flux, spécifique a magxrgue nous ap-
pelons graphe d&-flux. A chaque étape de la conception du systéme de contraintes
géomeétriques, I'algorithme fournit une paramétrisation combinatoire sous la forme
d’une valuation des arcs du grapheRléux et nous montrons comment l'interpre-

ter géomeétriqguement. Nous proposons un algorithme de modification a la volée de
la paramétrisation si elle ne donne pas a l'utilisateur un retour satisfaisant sur les
libertés de mouvement de I'objet.

Notre algorithme de paramétrisation fonctionne sous I'hypothese que le systeme
de contraintes géométriques n’est pas redondant, c’est-a-dire qu’aucune contrainte
n’est une conséquence de la satisfaction des autres contraintes. Pour assurer le res-
pect de cette hypothése, nous proposons une extension incrémentale de la méthode
du témoin proposée par MicueLucet Fourou[MF09] nous permettant de détecter
effiacement une contrainte redondante au moment de son ajout.

Nous proposons, toujours en nous basant sur la méthode du témoin, une méthode
d’identification des sous-systemes bien contraints maximaux, c’est-a-dire n’étant
pas sous-systemes d’un systeme lui-méme bien contraint. Nous proposons des pis-
tes pour faire cela directement dans le graph®dkix et montrons les limites de

cette approche.

Nous déduisons de l'algorithme d’identification des sous-systémes bien contraints
maximaux un algorithme de décomposition plus général que les méthodes de la
littérature, appel&¥-décomposition. Nous montrons quelles sont les propriétés de
la ‘W-décomposition.

Nous proposons également des ajouts a une formalisation des systémes de con-
traintes géométriques réalisée précédemment a nos travaux et en déduisons une
démonstration des conditions de correction et de complétude des algorithmes de
décomposition. Cette démonstration existait déja dans le cas de systémes rigides
mais notre volonté de traitement homogene de tous les systémes non sur-contraints
imposait une généralisation de la preuve. Notre démonstration se base sur la notion
de bord d’'un sous-systeme, c’est-a-dire intuitivement 'ensemble des informations
gue I'on peut déduire dans ce sous-systeme et qui concernent des entités géomé-
triques qu'il partage avec le reste du systeme. Nous proposons un algorithme de
calcul du bord assurant que le bord ne soit pas sur-contraint.

5 Organisation

Le présent mémoire se décompose en trois parties.
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La partiel traite du contexte de nos travaux en présentant les systéncesittaintes
géométriques et les approches de leur résolution. Elle est composée de trois cha-
pitres. Le chapitrd. fournit une formalisation des systémes de contraintes géomé
triques, de leurs opérations et de leur résolution. Dans le ch&pitvas effetuons

un état de I'art des méthodes de résolution de systemes de contraintes géométriques
et évoquons notamment les algorithmes de décomposition ainsi que les différentes
approches de la sous-constriction. Le cha@treomplémentaire du chapitfe ex-

prime et prouve une seérie de théoremes dont le dernier permet de démontrer quelles
sont les conditions de correction et de complétude des méthodes de décomposition,
en commencant par formaliser le point de vue multi-grogid(6].

La partiell traite de la paramétrisation @&CSsous-contraints et des modalités de
leur résolution. Elle est composée de trois chapitres. Le chapitétaille notre
agorithme de paramétrisation combinatoire basé sur les graphedlde. Le cha-

pitre 5 décrit comment interpréter géomeétriquement la paramébuisaombina-

toire, comment déduire un plan de construction (éventuellement par blocs) a partir
de cette paramétrisation et il explicite I'interprétation géomeétrique du flux obtenu.
Le chapitreb traite du probleme spécifique de la détection de la sur-dotistr lors

de I'ajout de contraintes ou lors de I'évaluation numérique de la paramétrisation :

il montre que ces deux problemes ne sont pas trivialement résolus en adaptant les
méthodes existantes puis propose des extensions de la méthode du témoin pour les
résoudre.

La partielll traite de la décomposition de systéemes de contraintes gaquest.

Elle est composée de deux chapitres. Le chapitpgopose une extension de la
méthode du témoin permettant d’identifier les sous-systemes bien contraints maxi-
maux et donne des pistes pour réaliser cette identification dans le graguce

sans le recours au témoin. Il montre également comment modifier les algorithmes
de paramétrisation pour tenir compte de la connaissance de la bonne constriction
de certains sous-systémes. Le chatditaille le fonctionnement et I'analyse de
I’algorithme de'WW-décomposition.

Enfin, uneconclusionfait la synthese de nos contributions et apporte des perspec-
tives.
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Cette partie traite de la résolution de systemes de contsajgt@meétriques en géné-

ral et des fondements de leur décomposition. Elle définit formellement ce que sont

les systémes de contraintes géomeétriques et en quoi consiste leur résolution. Elle
fait un survol des méthodes de résolution de la littérature. Elle met en évidence les

conditions pour que des méthodes de décomposition soient correctes et completes.

Motivation

A de nombreux points de vue, lacommunauté des contraintes géométriques travaille
sur des fondations dont la solidité est une conjecture, car elles sont issues de la
topologie structurale et que leur généralisation n’est pas triviale.

Tout d’abord, les définitions méme des systemes de contraintes géométriques, de
leurs opérations, de leurs modes de résolutions, si elles sont informellement les
mémes pour tout le monde, varient toutefois beaucoup d’'un auteur a l'autre. Des

concepts identiques portent des noms différents d’'un article a I'autre, ce qui rend

leur compréhension et leur comparaison délicate. L'univers géomeétrique sur lequel

ces systemes sont basés est la encore souvent implicite dans la littérature.

De plus, une approche quasi-systématique a I'heure actuelle dans les méthodes de
résolution est la décomposition des systemes de contraintes géométriques a re-
soudre, c'est-a-dire leur découpage en plusieurs petits systemes, la résolution de
ces sous-systémes et 'assemblage des solutions. La correction et la complétude de
cette approche, c’est-a-dire I'assurance que lI'assemblage des solutions forme bien
des solutions d’'une part, 'assurance que I'on peut ainsi obtenir toutes les solutions
d’autre part, restent pourtant a prouver.

Démarche

Afin de nous attaquer aux éléments de problématique cités ci-dessus, nous avons
participé a des travaux, initiés par Pascal ScuretiPascal Maruiet visant a for-
maliser les systemes de contraintes géométriques et leurs opérations. Ils ont ainsi
formalisé en quoi consiste un univers géométrique, comment se définit syntaxique-
ment un systeme de contraintes géométriques a partir d’'un univers géomeétrique,
guelles sont les opérations permises. lls ont formalisé le pendant sémantique des
systémes de contraintes géométriques, a savoir les figures solutions et, la encore,
guelles sont les opérations permises sur des figures. lls ont étendu ces définitions a
une approche prenant en compte des groupes de transformation, formalisant ainsi le
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point de vue multi-groupe [SMO06].

Dans le cadre de ce projet de recherche, nous avons participé a I'expression des
conditions qui permettent d’assurer la correction et la complétude des methodes de
décomposition et nous avons démontré qu’elles étaient nécessaires et suffisantes
dans le cas général. Nous avons ainsi montré que I'on ne peut retirer un sous-
systéme sans modifier les solutions du systeme résultant que si le systeme retiré
est remplacé par I'ensemble des informations calculables dans ce systéme concer-
nant les entités géométrique qu’il partage avec le reste du systéme. Dans le cas ou
cet ensemble contient des redondances, une base de cet ensemble suffit.

Le chapitrel fournit une formalisation des systemes de contraintes ggimmues,
de leurs opérations et de leur résolution.

Dans le chapitr@ nous effetuons un état de I'art des méthodes de résolution de
systemes de contraintes géométriques et évoquons notamment les algorithmes de
décomposition ainsi que les différentes approches de la sous-constriction.

Le chapitre3, complémentaire au chapitte exprime et prouve une série de théo-
remes dont le dernier permet de démontrer quelles sont les conditions de correction
et de complétude des méthodes de décomposition.



CHAPITRE 1

TERMINOLOGIE DES SYSTEMES DE

CONTRAINTES GEOMETRIQUES
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Il'y a bien moins de diffidtés a résoudre un probléme qu’'a

le poser
— Comte Joseph de Maistre, philosophe frangais

Dans ce chapitre, nous formalisons les différentes notions utilisées dans le domaine
de la résolution de Systemes de Contraintes Géométrigeies). Il est impor-

tant de noter, en particulier pour la bonne compréhension du ch@pitp@ passe

en revue les travaux classiques du domaine, que la formalisation présentée dans
ce chapitre n’est pas un standard reconnu par I'ensemble de la communauté des
contraintes géométriques. La résolution de contraintes géométriques est une science
jeune, disposant de ce fait de terminologies différentes pour des notions équiva-
lentes. La formalisation que nous donnons ici est issue de travaux de Pascal MarHis
et Pascal ScureckSch02] et a été finalisée durant nos travaux.
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Rappelons que I'objectif de la résolution de systemes de @iotts géométriques

est, a partir de la description technique d’un objet, le calcul de dessins correspon-
dant a cette description. Un énoncé consiste en un ensemble de propriétés que le
dessin doit satisfaire. Une facon habituelle d’exprimer un énoncé en Conception
Assistée par Ordinateur (CAO) réside dans la donnée d’'une esquisse cotée, c’est-a-
dire un dessin approximatif de I'objet que I'on décrit, sur lequel sont dessinés — avec
des traits différents du reste du des$81]J04] — des représentations graphiques des
contraintes. Plus formellement, un énoncé peut aussi étre donné sous la forme d’un
ensemble de termes en logique du premier ordre. A chaque terme est associée une
signification géométrique. Ainsi, les énoncés ont deux aspects : la syntaxe et la sé-
mantique. Lesystemes de contraintes géomeétrigepgsriment I'aspect syntaxique
tandis que le§iguresgéométriques capturent I'aspect sémantique.

Dans ce chapitre, nous proposons une formalisationGIeS. Aprés un rappel
concernant les spécifications algébriques (sectidn, nous commengons par ex-
pliquer ce qu’est un univers géométrique (sectioR) puis détaillons les aspects
syntaxiques (sectio.3) et sémantiques (sectiam) de la résolution de systéemes

de contraintes géométriques. Nous définissons ensuite formellement les différents
degrés de constrictidrd’un GCS (section1.5) puis les notions de bord et de dé-
composition de&GCS(sectionl.6).

Les définitions données dans ce chapitre sont 'occasion de démontrer certaines
propriétés des systemes de contraintes géomeétriques et de leurs opérations. Nous
évoquons toutefois un certain nombre de résultats sans en faire ici la démonstration.
Il s’agit de théorémes qu'il est important d’avoir en téte parce que certaines des
définitions qui les suivent ne sont valables que de par ces théoremes. Au risque de
redites, leur démonstration n’est donnée qu’au chapitrién effe, ils sont utiles

a la démonstration des conditions de correction et de complétude des méthodes de
décomposition d&CS.

1.1 Spécifications algébriques

La formalisation que nous présentons ici est faite a la maniére des spécifications al-
gébriquesEM85, Wir90, BKL *91] : des sortes spécifient les domaines considéreés,
I’'appartenance des inconnues aux domaines en question est assure par un typage des
symboles. Nous rappelons ici quelques définitions des spécifications algébriques.

La notion de signature capture la syntaxe de I'univers que I'on décrit.

Définition 1. Signature hétérogene Une signature hétérogéne est un triptet

1Cf. notel en pages
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(S,F,P)ou

— S estun ensemble fini de symboles de type appettes

— F est un ensemble de symboles fonctionnels muni de deux fonctions :
e larité, ar: F —» S*
e la coarité,coar: F —» S

— P est un ensemble de symboles prédicatifs muni d’'une fonction nommée égale-
ment arité et notéar: P — S*.

Les indications de typage sont notées de maniéere usuelle par :

— f:s...8 — spourdire quear(f) = s,... s, etcoar(f) = s, avecf € F. Si
n =0, on aar(f) = ¢ (on notef :— s) etf est appelé une constante;

- pP:S...S — pourdire quear(p)=S;... S, pourp e P.

Unevariable typéeest un symbole associé a une sorte. On mate pour indiquer

guex est de sortes, avecs € S. On appelleensemble sortde variables une famille

X = (Xs)«s de symboles de variables : chaque enserfbleontient des variables

de la sortes.

A la syntaxe d’'une signature on fait correspondre une sémantique, qui explicite
I'interprétation faite des sortes et des symboles fonctionnels et prédicatifs.

Définition 2. X-algebre : SoitX = (S, F, P) une signature hétérogene. Uixe
algebre E consiste en la donnée

— d’'un ensemble Epar symbole de sortesS ;

— d'une fonctionf : Es, X---XEg — Egpar symbole fonctionnel fs,...s, — s;
— d’'un sous-ensembfede K, x --- X Eg par prédicat p: s;... s, —.

Lorsque (@, ...,0,) € P, on dit quep(oy, ..., 0y) est vérifiée.

Le passage dE a E est appelée une interprétation ournndelede la signature. De
méme, I'ensembl&g est appelé une interprétation slef une interprétation dé et
p une interprétation dp. Linterprétation d’'une variable est appeléduation.

Définition 3. Valuation de variables : Soientz = (S, F, P) une signature, E une
Y-algebre et X= | o5 Xs Un ensemble de variabl&ssorté. Une valuation de va-
riables est une fonction v Jo.s Xs = U«s Es telle que si x s, alors v§) € Es.

Pour simplifier les notations, on peut écnvre| Jo.s Xs — E.
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1.2 Univers géométrique

Pour pouvoir décrire formellement des objets au moyeiG@sS, il est nécessaire
d'établir :
1. un langage formel : un moyen de décrire syntaxiquement les systemes de
contraintes géométriques;;
2. une sémantique : un domaine d’interprétation des variables, dans lequel sont
exprimeées les solutions.
Ces deux éléments, avec la relation d’interprétation de I'un a l'autre, forment un
univers géometrique.

Définition 4. Univers géométrique :Un univers géométrique est une paii &),
ou

— X est une signature hétérogéne ;

— & estun modéle dE (uneX-algebre).

Exemple 1. Signature et modéle 2D

Considérons la signature suivante :

sortes
angle, longueur, point, droite, cercle

prédicats
dist_pp : point point longueur # distance entre deux points
angle_ll : droite droite angle # angle entre deux droites

center : cercle point # centre du cercle
tangency_cl : cercle droite # droite tangente au cercle
inc_pl : point droite # incidence point—droite

Un modele de cette signature pourrait étre le plan eucliigravec

les interprétations classiques :

— le domaine support de la sogeint estR?;

— celui de la sortaroite est I'ensemble [0, n[xR, c’est-a-dire le
couple (angle par rapport a I'axe des abscisses, distance signée
a l'origine) ;

— celui de la sortecercle est I'ensembleR? x R**, c’est-a-dire le
couple (coordonnées du centre, rayon non nul).

Par exemple, on associe le symbole prédicatiigency_cl a I'en-

semble

{(xc,yc,r), (a,d)|dist_plxc,yc,a,d) = r}

oudist_plest la distance d’un point a une droite.

Un tel cadre est souvent étendu au moyen de symboles prédicatifs liés aux cont-
raintes usuelles rencontrées @AO. Le modele considéré est généralement I'es-
pace euclidieris.
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Sauf mention contraire explicite, les exemples du reste dagmt mémoire sont
construits sur la signature de I'exemdlevec le plan euclidien comme modeéle.
Les résultats du présent chapitre et du cha@itne sont pas limités a cet univers
géomeétrique.

1.3 Systemes de contraintes géométriques

1.3.1 Systemes et sous-systemes

Un systéme de contraintes géometriques est une conjonction de termes relationnels
construit sur une signature et un ensemble de variables sortées. Les variables lo-
giques sont soit des inconnues soit des parametres de I'énoncé géométrique. Les pa-
rametres sont les éléments géométriques (métriques ou entités géométriques) dont
les valeurs sont fournies par l'utilisateur. Les inconnues sont les éléments dont le
solveur doit trouver la valeur.

Définition 5. Systéme de contraintes géométriquesSoitX une signature multi-

sorte. Un systéme de contraintes géometriques est un t8ptefC, X, A) ou

— C estun ensemble de termes prédicatifs construiEsur

— X et A sont deux ensembles disjoints de variables dont les sortes sot;dans

— les arguments apparaissant dans les termes de C sont des termes fonctionnels de
¥ construits sur XU A.

Exemple 2. Enoncé sous forme graphique et textuelle

La figure 1.1 représente une esquisse cotée et le systeme de cont-
raintes géométriques qui la déérite GCS est composé de trois
points p; a ps et trois droitesl; a I3, six contraintes d’incidence
point-droite, deux contraintes de distance entre deux points et une
contrainte d’angle entre deux droites.

Etant donnés uGCSS = (C, X, A) et un sous-ensembi& deC on note

— varss(C’) 'ensemble des variables logiques impliquées dains

— parameterg(C’) 'ensemble des parameétres apparaissant @ans

— unknowng(C’) I'ensemble des inconnues apparaissant €4ns

On a dongarameterg(C’) = varss(C’) N A etunknowng(C’) = varss(C’) N X.

Symétriquement, on noteonstraintg(i) 'ensembleC’ € C des contraintes dans
lesquelles I'inconnue € X apparait. Pour un ensemble de variallles X, on

2|a syntaxe de description utilisée est proche de cellB@WIL (cf. annexeA.1).
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unknowns
P, P2, P3, 1, 1o, I3
parameters
kl, kz, (04
constraints
on_pl(py, 1) on_pl(p,, 1)
on_pl(pz l2) on_pl(ps, o)
on_pl(ps, 13) on_pl(ps, I3)
dist_pp(p1, P2, ki)
dist_pp(pz2, Pz, k2)
angle_11(ly, I3, @)

Figure 1.1 - Enoncé sous forme graphique (& gauche) et textuelle (a
droite). Cf. exemple 2.

notespary(l) 'ensemble des contraintes concernamiguementles variables dg,
c’est-a-dire 'ensembl€’ tel quevarss(C’) = I. Sans avoir nécessairement egalité
entre les deux, on a dospan(l) € Ui, constraints(i).

Quand il n’y a pas de confusion possible qua, @n note ces cing opérations de
sélection en omettant de préciseen indicee.g. vargC).

Afin de formaliser les principes de la décomposition, nous définissons les sous-
systemes :

Définition 6. Sous-systéme Etant donné un systéme de contraintes géométriques
S = (C, X, A), un sous-systent® deS, notéS’ c S, est un systeme de contraintes
géomeétriquegC’, X', A') tel que

- CcC,;

— X' = unknowng(C’);

— A = parameterg(C’).

Par définition des opérations de sélectimknownset parameters, si on a I'inclu-
sion C’, X",A’) c (C,X,A) alorson aX’ C X etA’ C A.

1.3.2 Opérations

L'addition et la soustraction de deux systemes (avec pour condition qu’ils soient
baseés sur la méme signature) correspondent a I'union et la différence des ensembles
de contraintes. Dans le cas de I'addition de deux systemes, si une variable est une



Systémes de contraintes géomeétriques 19

inconnue dans un systéme et un parametre dans l'autre, elleaefconnue dans
I'union3.

Définition 7. Addition de systémes de contraintes géométriquesEtant donnés
deuxGCSS; = (Cy, X1, Ap) & S, = (Cp, X2, Ay), le systemeS = S; + S, est le
systeméC, X, A) défini par

- C=CLuGCy;

— X=X UXy;

— A= (AL U A)\(X1 U Xp).

S1 + S, est également not8; U S, et peut étre appelé indifféeremment addition ou
union deS; et deS.

Définition 8. Soustraction de systémes de contraintes géométriquesEtant
donnés deuxGCSS = (C, X, A) et S; = (Cy, X1, A)) avecS; c S, le systeme
S, = 8 - 8§ est le systemg,, X,, Ay) défini par

- G =C\Cy;

- X = XnvarsC,);

- A = AnvarsCy,).

S — 8, est également not8\S; et peut étre appelé indifféremment soustraction de
S1 deS ou biensS prive deS;.

L'intersection deGCScorrespond quant a elle a I'intersection des trois ensembles
composant le§&CS.

Définition 9. Intersection de systémes de contraintes géométriques Etant
donnés deucCSS; = (Cy, X1, Ap) €t S, = (Cy, Xz, Ay), le systeme = S;N S, est
le system¢C, X, A) défini par

- C=CinGCy;
- X=X1NXy;
- A=A NA;.

Contrairement aux opérations classiques sur les ensembles, nous ne définissons pas
de complément d'usCS: on pourrait en effieconsidérer que le complémest

d'un GCSS’ ¢ SestS - §'. Toutefois, de par la définition de la soustraction, on
aurait alors l'intersectios” NS’ non vide, car les deux systémes peuvent avoir des
entités géométriques en commun.

3Ce choix est utile a la décomposition : lorsqu’on extrait un sous-systéme et qu’on le considére
résolu, certaines des contraintes qu'il partage avec le reste du systéme peuvent étre considérées
comme des paramétres car provenant de la résolution du sous-systéme extrait. Pour autant, dans
I'union des deux systémes, les entités géométriques en question doivent rester des inconnues.
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Théoréme 1. Non vacuité de l'intersection d’'unGCS et du reste de sa sous-
traction : SoientS = (C, X, A), 81 = (C1, X1, A) et S, = (Cy, X5, Ap) trois GCS
avecS; c SetS, = S—-8;. L'intersection deS; etS, est vide si et seulement si les
variables deS; n’apparaissent pas dans les contraintes$leet que les variables
de S, n'apparaissent pas dans les contraintes$ie

Démonstration:

SoitS’ = (C', X', A') l'intersection deS; etS, : C"' =CiNCy, X' = Xy N Xy
etA’ = A; N A,

Par définition de la soustraction &S, on &C’ = 0.

Toujours par définition de la soustraction, oXa= X N vargC,) et X, =

X nvargC,) et doncX’ = X nvardC,) n vardC,). Une inconnue peut
apparaitre dans plusieurs contraintesdéJne entité géométrique € X
apparait danX;, par définition de la soustraction, ssi elle apparait dans une
contrainte deC;.

Si une inconnue& apparait dans une contrainte8get dans une contrainte
deS,, on adonx € (X; N X;) et doncX’ # 0.

En revanche, si les inconnues 8¢ n'apparaissent pas dass et inverse-
ment, on aX N varsC;) N vargC,) = 0. X’ est vide ssi les inconnues de
S, n'apparaissent pas dafSs et que les inconnues d& n'apparaissent pas
danssS;.

On tient le méme raisonnement pour un parametre. O

Nous définissons également la notion de sous-systeme engendré. Il s'agit, intuiti-
vement, du sous-systeme obtenu en ne considérant qu’un sous-ensemble des incon-
nues et les contraintes les concernant.

Définition 10. Sous-systeme engendréSoit unGCSS = (C, X, A). Pour un sous-
ensemble Xde X, le sous-systeme 8eengendré par XestleGCSS’ = (C’, X', A)
avec

— C = spank’);

— A = parametersy’).

La définition de systéme engendreé peut étre étendue a un ens€ngjoiien’est pas
inclus dansx en considérant le systeme engendréXjan X.
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1.4 Solutions d’'un systeme de contraintes géomeétriques

1.4.1 Figures

La notion de figure donne une sémantique aux systemes de contraintes géomé-
triques. Intuitivement, une figure est la donnée des coordonnées des différentes en-
tités géométriqgues qui composent @GES. Formellement, étant donné un univers

(%, &) et un systeme de contraintes géomeétrique, une figure est une fonctibn de
vers& définie pour toutes les variables du systéeme.

Définition 11. Figure : Etant donnés un unive(g, &) et un ensemble de variables
X dont les sortes sont dalds une figure est une valuation: X — &.

Avec cette définition, une figure est vue comme un vecteur de coupleg @u
— U; € X est une inconnue d@CS;

— X; est 'ensemble des coordonnées de l'interprétation;de

Une figure paramétrée est définie pour une valuation des parametag33iu

Définition 12. Figure paramétrée : Etant donnés un univer&, &), une figure

p . A — & etun ensemble de variables X disjoint de A et dont les sortes sont dans
¥, une figure paramétrée est une fonctiond — (X — &). On note fho: X - &

la figure f(p).

Une figure correspondant a un systeme de contraintes géométriques n’est pas néces-
sairement une solution du systeme. L'esquisse, par exemple, est une représentation
graphique dans laquelle toutes les entités géométriques sont représentées : il s'agit
donc d’une figure du systeme.

Définition 13. Figure solution : Etant donnés un univer&, &), un systéme de
contraintes géométriques = (C, X, A) construit surz et une valuatiop : A — &,
une figure f : X — & est une solution d& si toutes les contraintes de C sont sa-
tisfaites lorsqu’elles sont interprétées dahen prenanp(a) comme interprétation
de tout ac A et f,(X) comme interprétation de touteX.

Sauf mention contraire explicite, nous effectuons un abus de langage en appelant
figureunefigure solutiondans la mesure ou nous ne traitons que rarement de figures
qui ne sont pas solution dBCSqu’elles représentent.

L’ensemble des figures solutions 8etant donné une valuatigndes parameétres
est notér,(S). Dans la suite du présent memoire, pour la clarté des notations, si les
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valeurs des parameétres ne sont pas importantes, il esfri{®{gvoire simplement
¥ si aucune confusion n’est possible. De méme, on peut riaterélément dé-.

Dans la suite du présent mémoire, parmi toutes les valeurs possibles des paramétres,
nous ne considérons, sauf mention contraire, que celles qui maximisent la dimen-
sion de la variété sous-jacente, c’est-a-dire que lesiégénérésu deux entités
géométriques non explicitement égales sont confonduesnf@igique d’une dis-

tance égale a 0) ne sont pas considérés.

La restriction d’une fonction (solution ou non) a une partie de son domaine permet
de définir la notion desous-figure.

Définition 14. Restriction d’une figure : Soient deux figures f X — & et
f’: X' - &avec X c X et telles que pour tout ¥ X', f(X) = f'(x). f’ estla
restriction de f a X notée f = f|y.

f’ est aussi appelé&mus-figurade f

La notion de restriction d’'une figure d’'uBCS (C, X, A) peut-étre étendue a des
ensemble’ qui ne sont pas inclus dansen considérant quély = flxnx. Bien
sar, f|x = f.

En outre, un ensemble de figures d’'un systéme peut étre restreint a un sous-en-
semble des inconnues. Il s’agit de 'ensemble contenant les sous-figures restreintes
a ce sous-ensemble des inconnues.

Définition 15. Restriction d’un ensemble de figures :Etant donné urtGCSS =
(C, X, A), la restriction deF (S) a un sous-ensemble’ de X, notéefF (S)|x est
I'ensemble fix | f € F(S)}.

Il est important de noter que la restriction d’'un ensemble de figures solutions a
un sous-ensemble des inconnues n’est pas le pendanEdiansystéme engendré
par ce sous-ensemble. Autrement ditour un systéme = (C, X, A) et son sous-
systemeS’ = (C’, X', A’) engendré paK’ (d'ou X’ c X), on aF (S)|x € F(S').

En effet, les figures d&(S)|x: respectent toutes les contraintese- et font donc
partie deF (S’) — mais respectent également les contrainteS\@ qui concernent

des entités géométriques He

Exemple 3. Lien entre solutions d’'un sous-systeme et sous-figures solutions

Les figuresl.2 et 1.3 illustrent le fait que la restriction d’'un en-
semble de figures a un sous-ensemble des inconnues est incluse dans

4Cf. théorémet p. 75
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\/474 Ps
b1 < > P2 P < ;?pZ

Figure 1.2 - GCS rigide et Figure 1.3 - Sous-systéme
deux sous-figures restreintes engendré par {p1, P2, P3} du
a {p1, p2, pP3} GCS de la figure 1.2 et deux

de ses solutions

I'ensemble des solutions du systéme engendré par ce sous-ensemble,
mais que la réciproque n’est pas toujours vraie.

La figure 1.2 représente, en haut, WACSconstitué de 4 pointg;

a p4, avec quatres contraintes de distance et une contrainte d’angle
entre trois points. Le lecteur pourra se persuader qUagest ri-

gide : le triangleps psp, est contraint par deux distances et un angle
et est donc aisément constructible. Le pgmmtest alors construc-
tible par intersection de deux cercles, de cengeest p, respective-
ment. Le bas de la figurk2représente deux sous-figures restreintes
a{pz, p2, p3s}. Comme leGCSest rigide, la distance entm® et ps est

la méme dans toutes les sous-figures.

La figure 1.3 représente, en haut, un sous-systemesGdis de la
figurel.2: le systeme engendré pam, p., p3}. CeGCSest composé
des trois pointg, p, et ps et de deux contraintes de distance. En bas
de la figure sont représentées deux solutions d8@€8. On notera
gu’ici, la distance entrg, et ps est variable : en effet, rien dans le
GCSne contraint cette distance. Les solutions représentéea sur
figure1.3ne sont ainsi pas des solutions@CSde la figurel.2

On voit donc bien que l'inclusion est valide dans un sens (les so-
lutions représentées a la figute2 sont des solutions dGCSde la
figurel.3) mais pas dans l'autre.

Cete relation d’inclusion non symeétrique indique que pour résoudi@@s, il ne
suffit pas d’assembler des figures de ses sous-systéemes.
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1.4.2 Jointures

Nous définissons une opérationjdmture qui explicite les conditions d’assemblage

de deux sous-figures. Il s’agit d’'une des opérations centrales en relation avec la
décomposition en sous-systemes. Cette opération ne peut étre effectuée que sous
certaines conditions de compatibilité.

Définition 16. Compatibilité de figures : Soient deux figures, f. X; — & et
f, 0 Xy — &.On pose X= X; N X,. f; et f, sont dites compatibles sj|f, = f2lx..
On note ceci parf=x, f,.

Autrement dit, deux figures sont compatibles si elles associent les mémes coor-
données aux inconnues qu’'elles partagent. Deux telles figures peuvent étre jointes.
Cette opération sémantique est le pendant de I'addition syntaxigBE€8&e

Définition 17. Jointure de figures : Soient f : X; - &et § : X, —» & deux
figures compatibles. La jointure de dt §, notée f® f, est définie par

f1®f2: XU Xo—> &

fl(X) Si Xe X1
oz { f(X) Si X € Xo

Le théorémes® montre que la restriction préserve I'opération de jointurermeux
figures, c’est-a-dire que la jointure de deux figures restreintes est égale a la restric-
tion de la jointure des deux figures. Ce qui s’écrit :

Sif =1f®f,avecf,: X; - Eetf, : X, » &, alors pour tout sous-
ensembleX’ de X, U X,, flx = filx ® flx .

L'opération de jointure peut étre étendue a des ensembles de figures, en opérant
la jointure de tous les couples compatibles. S'’il n'existe pas de couple de figures
compatibles dang; x ¥, la jointure def; et ¥, est vide.

Définition 18. Jointure d’ensemble de figures :Soientf; et ¥, deux ensembles
de figures, ave@; un ensemble de figures:fX; — &. On pose X= X; N X,. La
jointure def et est'ensemblé;, @ F, = {f = 1@ o | f1 € 1, fo € F2, F1 =x,
fo}

L'opération de jointure de figures correspond a la recombinaison de sous-systemes
apres un processus de décomposition. Le chaitrentre la correction de cette
démarche.

S5Cf. p.77
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F(S1) F(S2) F(S1+8>)

¥

Figure 1.4 - Jointure de deux sous-figures

Le théorémes® montre le lien étroit entre 'addition dB8CSet la jointure des solu-
tions de ce<$5CS: il exprime le fait que I'ensemble des solutions dGCSest la
jointure des solutions de ses sous-systemes. Formulé autrement :

SoientS; et S, deuxGCSconstruits sur la méme signatufg(S; + S,) =
7;(81) ® T(Sz)

Exemple 4. Jointure d’ensembles de figures

Dans le plan euclidien, la figude4montre unGCSS coupé en deux
partiesS; etS,. La ligne pointillée exprime la symétrie dans le tri-
angle supérieur. Lensemble infiffi(S,) contient tous les triangles
P3P4Ps OU P3PaPs = @ et ou les segmenisp, et p4ps sont de méme
longueur. Lensemble infirf(S;) contient tous les rectangles dont
les cotés ont pour longueldr etks.

La figure f3 est une solution d& et on af; = f; ® fo.

La restriction ne préserve pas forcément I'opération de jointure pour des ensembles
de figures, a I'exception d’'un cas spécifique qui sera utile pour la décomposition.
Le théorem&’ montre les conditions de préservation de la jointure d’efdesde
figures par la restriction. Autrement dit :

6Cf. p. 76
Cf.p. 77
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SoientS; = (Cy, X1, Ay) et Sy = (Cy, X5, Ap) deux GCS construits sur la
méme signature. On pog& = X; N X, etS = S; + S,. Pour tout ensemble
X' € (X1 U X2), F(S)x = F(S1)lx ® F(S2)Ix Si et seulement ste C X'.

Exemple 5. Conditions de préservation de la jointure d’ensembles de figures
par la restriction

Considérons a nouveau la figuted, que nous avons déja mention-
née dans I'exempld. On y voit aisément que la relation d’égalité
n'est pas valable quang. ¢ X.

En effet, le poinp; appartient &; et le pointps aSz. 7 (S1)lippa =

F (S1)lipyy = E2 c'est-a-dire tout le plan euclidien. Il en va de méme
POUrF (S2)lip,.p.- Lajointure deF (S1)lip,.pay €LF (S2)lip..psy €St DONC
I'ensemble des couples de points du plEg?, tandis que quel que
soit le couple de points dars(S)p,.p,, la distance entre les deux
points est la méme.

1.5 Niveaux de constriction

Dans I'ensemble des définitions que nous avons vues jusqu’ici, nous ne prétons pas
attention a la taille de 'ensemble des solutions d’'un systéme de contraintes géomé-
triques. Il est pourtant primordial, d’'un point de vue applicatif, que le nombre de
solutions soit tout d’abord non nul, mais aussi qu’il ne soit pas trop grand, sans quoi
il sera difficile de les présenter a I'utilisateur. Sachant cela, la communauté a classé
lesGCSen trois catégories : sous-contraints, sur-contraintsegt dontraints. Nous
appelonsiiveau de constrictiomu degré de constrictiom’'un GCS son apparte-
nance a l'une de ces trois catégories.

Un GCSsur-contraint est uCS qui, par exemple de par une contradiction des
contraintes, ne possede aucune solution.

Définition 19. Sur-constriction : Un systeme de contraintes géométriqies:
(C, X, A) est sur-contraint pour une valuation des paramepes|7,(S)| = 0.

Exemple 6. GCS sur-contraint

La figure 1.5 représente uiGCS sur-contraint de par une contra-
diction des contraintes. En effet, les trois cotés de ce triangle sont
contraints d’avoir la méme longueur, ce qui intetdliangle droit.

La figurel.6 représente uCSsur-contraint de par le non respect
de I'inégalité triangulaire. En effet, le segmepifp.] a une longueur

8En géométrie euclidienne
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< K > < 5 »| P2
Figure 1.5 -Triangle Figure 1.6 -Triangle
sur-contraint du plan euclidien sur-contraint du plan euclidien
de par une contradiction des de par le non respect de
contraintes : I'angle vaut l'inégalité triangulaire : la
60°(triangle équilatéral) et somme des longueurs p1—p3
90°(contrainte) a la fois et ps—p2 est inférieure a la

longueur p1—po.

de 8. Pour que le triangle existe, il est dés lors nécessaire que la
somme des longueurs des deux autres segments soit supérieure ou
égale a 8, sans quoi on ne peut construire le pajht

Un exemple célébre (pour des raisons que nous voyons plus bas)
de systeme sur-contraint est celui représenté a la figiré, dit

« double-banane ». Il s’agit du@CSen 3D composé de quatre
tétraedres, arrangés en deux paires de tétraedres connectés par une
face. Les deux sommets non connectés de chaque paire sont com-
muns aux deux pairep{ et p,). Les seules contraintes (non expli-
citement représentées sur la figdré4) sont les distances entre les
sommets d’'un méme tétraedre. GESest sur-contraint car chaque
paire de tétraedre est rigide : on peut donc calculer la valeur de la
distance entre, et p, a partir de chacune des deux « bananes » et
lorsqu’elles ne sont pas cohérentes il n’existe aucune solution.

Un GCSsous-contraint est uBCSqui, par exemple de par le trop faible nombre
de contraintes par rapport au nombre d’entités géométriques, posseéde une infinité
de solutions.

Définition 20. Sous-constriction : Un systeme de contraintes géométrig§esst
sous-contraint pour une valuation des paramegres |7 ,(S)| = .

Exemple 7. GCS sous-contraint

La figurel.7 montre unGCS sous-contraint trés simple, que nous
appelons le « papillon ». Il consiste en deux sous-systemes parta-
geant un point commun, chaque sous-G©8espondant a I'un des
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triangles et étant constitué de trois distances. Comme auwyle a
n'est contraint entre des cotés des deux triangles, on peut transfor-
mer une figure solution en appliquant une rotation de cgntsans
violer de contrainte, c’est-a-dire obtenir ainsi une autre solfition
Pour revenir a un nombre fini de solutions, il faut donc d’'une part
fixer un des deux triangles dans le plan, mais aussi donner une di-
rection dans le second triangle pour empécher la rotation autour de
p:. La figure1.9 montre deux solutions d@GCSpour illustrer cette
liberté de mouvement.

Un autre exemple est donné a la figur&. Il s’agit d’'une chaine
ferméeé® constituée de 4 sous-systémes engendrés chacun par une
contrainte de distance. Chacun de ces sous-systemes est classique-
ment appelé une barre rigide. Sil'une des barres est totalement fixée,
les 3 autres sont toujours susceptibles de se mouvoir (sauf cas de va-
leurs de distance tres particuliéres : 'une des valeurs est égale a la
somme des trois autres). Par exemple, si le segnmept][de la fi-
gurel.8est fixé, le segmenpp ps] est encore en libre rotation autour

de p,. La figure1.10 montre deux solutions dGCS pour illustrer

cette liberté de mouvement.

Nous avons déja vu dans I'exemieue la « double-banane » était

un GCSsur-contraint. Toutefois, si la valeur de la distance epire

et p, est la méme dans chacune des deux paires de tétraedres et qu'il
n'y a donc pas sur-constriction, alors le systéme est sous-contraint,
car chacune des deux paires de tétraedres est en libre rotation autour
de I'axe p.po.

Enfin, unGCSbien contraint est uCSqui n’est ni sur-contraint ni sous-contraint.

Définition 21. Bonne constriction : Un systéme de contraintes géométriqses
est bien contraint pour une valuation des parametres|7,(S)| est fini non nul.

Notons que la bonne constriction est parfois défide(2 comme la dénombrabi-
lité des solutions d'usCS, ce qui autorise certains systémes ayant une infinité de
solutions.

Dans la plupart des méthodes de résolution, on considére comme bien contraint un
GCSdéfinissant un objet rigidé On se raméne donc a un nombre fini de solutions

%0n dit que les sous-systémpsp, p3 et p1 p4ps sont en libre rotation autour ds
ONous définissons formellement les chaines fermées plus loin, a la défB8tiomais on peut ici
le comprendre intuitivement avec I'idée d’un mécanisme fermé, créant un objet de genre non nul.
Hcest-a-dire, intuitivement, un objet pour lequel toutes les distances et tous les angles entre deux
parties sont fixes
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Ps

p1

104

Figure 1.7 - Systeme
sous-contraint : le
« papillon », fait de deux
triangles rigides en libre
rotation autour de leur point
commun py.

Figure 1.9 - Deux solutions
du « papillon » représenté a
la figure 1.7

P2

Figure 1.8 - Systeme
sous-contraint : chaine
fermée constituée de 4 barres
rigides. Deux solutions de ce
GCS sont présentées a la
figure 1.10

Figure 1.10 -Deux solutions
du « 4 barres » représenté a
la figure 1.8
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Figure 1.11 -Triangle rigide Figure 1.12 -Hexagone rigide
contraint par trois distances indécomposable

en positionnant I&CS: on fixe un point et une droite (en 2D) ou un point et deux
droites (en 3D) dans le systeme.

Exemple 8. GCSrigide

Nous donnons ici deux exemples @S décrivant des objets ri-
gides. La figurel.11illustre un triangle contraint par trois distances.
Ses solutions sont aisément constructibléan8q, si on le fixe dans

le plan en donnant les coordonnées d’un de ses points et la direction
d’'une droite passant par ce point.

La figure 1.12 représente uCSrigide mais considéré indécom-
posablé? fait de 6 points et 9 distances. Dans la suite, nous faisons
référence a ce systéme en l'appel&at : le graphe construit en
remplacant chaque entité géométrique par un noeud et en insérant
une aréte entre deux nceuds s’il existe une contrainte entre les deux
points correspondaritsest le graphe biparti complét; ».

Les trois définitions des niveaux de constriction que nous venons de donner sont
sémantiques : elles déterminent trois classe&8& basées sur la taille de I'en-
semble des solutions. Parce qu'il est nécessaire de pouvoir déterminer le niveau de
constriction durant la phase de résolution, c’est-a-dire avant de calculer I'ensemble
des solutions, la littérature contient des définitions basées sur une analg&Sju

qui déterminent des classes @€ Sproches de celles recherchées mais pas tout a
fait égales.

Nous détaillons plus avant ces différentes caractérisations de la constriction au cha-
pitre 2. Nous en donnons ici une, découlant de la définition de laitéggEnérique,
introduite par Laman[Lam70] pour des graphes. Nous 'adaptons a notre forma-

2Au sens oul les seuls sous-systémes rigides qu’il contient sont engendrés par une contrainte.
13Cf. définition32 p. 37 du graphe de contrainte d'®CS
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lisme. Elle requiert tout d’abord la définition des notionsddgrés de libertét de
degrés de restriction.

Définition 22. Degrés de liberté d’une entité géométrique :Soit (X, E) un uni-

vers géométrique. Le nombre de degrés de liberté d’'une entité géométrique x de
sorte se X, notéddl(x), est le nombre minimal de parameétres qu’il faut pour fixer

un élément interprétant la sorte s.

Exemple 9. Degrés de liberté d’'une entité géométrique

En deux dimensions, le nombre minimum de parametres pour fixer
un point est de 2 (e.gbscisse et ordonnée), de méme pour une droite
(e.g.coefhicient directeur et ordonnée a l'origine ou coordonnées du
projeté de I'origine sur la droite). En trois dimensions, un point a 3
degrés de liberté et une droite en a 4.

Définition 23. Degrés de restriction d’une contrainte : Soit (X, &) un univers
géométrique. Le nombre de degrés de restriction d’une contrainte cddoté) est

le nombre de degrés de liberté qu’elle retire a I'une des variables qu’elle contraint
si toutes les autres sont fixees.

Exemple 10. Degrés de restriction d’'une contrainte

Une contrainte fixant la distance entre deux points (dist_pg@adns

la signature de I'exemplé&) posséde 1 degré de restriction, quelle

gue soit la dimension du modele géométrique considéreé :

— en 1D, un point posséde 1 degré de liberté et lorsque I'on connait
un second point et sa distance a ce point, il est fixé;

— en 2D, un point possede 2 degrés de liberté et lorsque I'on connait
un second point et sa distance a ce point, il se retrouve sur un
cercle. Il lui reste alors un degré de liberté (positionnement sur le
cercle);

— en 3D, un point possede 3 degreés de liberté et lorsque I'on connait
un second point et sa distance a ce point, il se retrouve sur une
sphére. Il lui reste alors deux degrés de liberté (positionnement
sur la sphére).

Le degré de restricition d’'une contrainte paramétrée dépend de la valeur de son
parametre. Ainsi, 'exempl&0 mentionne un degré de restriction de 1 pour une
contrainte de distance entre deux points. Toutefois, si la valeur associée a cette
contrainte est nulle, la contrainte de distance devient une contrainte d’égalité de
points, qui retire dona degrés de liberté en dimension

Toutefois, pour toutes les autres valeurs de parameétres, le degré de restriction est 1.
On dit alors que le paramétre 0 est un cas dégénére et on considérera que le degré
de restriction d’'une contrainte de distance est 1.
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Définition 24. Degrés de liberté et de restriction d’'unGCS: Soit S = (C, X, A)
unGCS. Le nombre de degrés de libertéRlest la somme des degrés de liberté de
ses entités géométriques. Le nombre de degrés de restrictiSresiela somme des
degrés de restriction de ses contraintes.

ddi(S) = " ddi(x) ddr(S)= " ddr(c)

XeX ceC

Exemple 11. Degrés de liberté d’'urGCS

Sil'on revient a la figurel.3 (p. 23), on a unGCSou la somme des
degrés de liberté des entités est 6 (3 points en 2D, 2 degrés de liberté
chacun) et la somme des degrés de restriction des contraintes est 2 (2
contraintes de distance). Il reste donc 4 degrés de liberté a fixer dans
le GCS. En efft en fixant le pointp;, une des coordonnées gget

une des coordonnées geon a retiré toutes ses libertés au systeme.

A partir des définitions des degrés de liberté et de restriction, on peut définir les
niveaux de rigidité structurels. lls correspondent a la caractérisation de la rigidité de
Laman [Lam70].

Définition 25. Niveau de rigidité structurel : Soit(Z, E,) un univers géométrique

avec une interprétation en deux dimension$et (C, X, A) un GCSconstruit sur

>. S estdit

— structurellement sur-rigide siX’ € X tel que le system8&’ engendré par X
satisfaitddr(S) > ddI(S’) - 3;

— structurellement sous-rigide ddr(S) < ddI(S) — 3 et gqu’il n’est pas structurel-
lement sur-rigide ;

— structurellement rigide s’il n’est ni structurellement sur-rigide ni structurelle-
ment sous-rigide.

Autrement dit,S est structurellement bien rigideddr(S) = ddI(S) — 3 et que pour
tout sous-system&’ c S on addr(S’) < ddI(S’) — 3. De nombreux solveurs 2D
recherchent donc a obtenir un systenreemtités et 2x n — 3 contraintes ayant un
degré de restriction (et n'ayant pas de sous-systemeritités géométriques et plus
de 2x n’ — 3 contraintes).

De par I'importance accordée aux systemes rigides, de nombreux articles de la litté-
rature parlent de systemes structurellement bien contraints (respectivement structu-
rellement sur-contraints et structurellement sous-contraints) pour désigner des sys-
temes structurellement rigides (respectivement structurellement sur-rigides et struc-
turellement sous-rigides). Le retrait de 3 degrés de liberté dans la définition corres-
pond aux trois degrés de liberté d’'un objet rigide dans le plan : deux degrés en
translation et un degré en rotation.
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Il est important de noter que la définition de la bonne cortgiricstructurelle ne

permet pas de détecter les cas ou des valeurs spécifiques des parametres empéchent
d’avoir des solutions (cas de la figute6) ou produisent des cas dégénéreg. (e
contrainte de distance avec une métrique de 0). Elle permet de définir des systemes
qui sont rigideglans le cas général. Plus formellement, elle est valable uniquement
dans le cas générique 5S93Gra02], c’est-a-dire quand les valeurs des parametres
n‘aménent pas un cas dégénéré.

Définition 26. Généricité : SoitS = (C, X, A)unGCS. On not& I’espace des va-
luationsp des parametresS est dit génériquement bien contraint (resp. générique-
ment sur-contraint et génériquement sous-contraint) si la mesure du sous-espace de
A tel queS n’est pas bien contraint (resp. sur-contraint et sous-contraint) est nulle
par rapport aA.

On étend bien entendu cette définition a n'importe quelle clas&eGf: un GCS
est génériquement rigide, par exemple, si le sous-espaceatiegions des para-
metres tel qu'il n’est pas rigide est de dimension nulle.

Intuitivement, la généricité est une définition probabiliste : une propriété est gene-
riguement vrai quand son contraire est de probabilité nulle.

Notons que dans les applications classiques au plan euclidien (resp. a I'espace eucli-
dien), la définition de la généricité s’entend au sens du nombre de figures solutions
dansC? (resp.C®) : le GCSde la figurel.11est génériquement rigide car pour la
guasi-totalité des valuations des parametres, il existe des solutions, méme si ces so-
lutions sont dans les complexes quand les valuations des parametres ne permettent
pas de respecter I'inégalité triangulaire.

La définition25a d’autres limites que la restriction au cas générique : el®nc-

tionne que pour des systémes ne contenant que des points et des contraintes de dis-
tance et a été abusivement généralisée a tous les systémes 2D. Dans de nhombreux
systemes avec des contraintes d’angle, la définition tient toujours, mais il existe des
contre-exemples, comme celui de la figlird3ou un triangle est contraint par trois
angles : structurellement, le systeme est bien contraint mais dans la pratique il est
Soit sur-contraint (a partir de deux angles, on peut calculer le troisieme, il peut donc

y avoir contradiction) soit sous-contraint (si les valeurs sont cohérentes, alors le
systeme n’est pas rigide, car on peut appliquer une homothétie a une solution sans
violer de contrainte). Elle doit donc étre étendue en ajoutant que dans n’importe
quel ensemble dedroites, il doit y avoir au maximum — 1 angles.

Il a été suggéré dans un premier temps d’étendre la définition de la bonne constric-
tion structurelle en 3D au%CS contenantn entités géometriques et:83n — 6
contraintes et ne contenant pas de sous-systemeeatités géomeétriques ayant
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Figure 1.13 -Contre-exemple Figure 1.14 -La
2D de I'extension de la double-banane : chaque trait
caractérisation de Laman a représente une contrainte de
des GCS ne contenant pas distance. Selon les métriques
uniquement des points et des associées aux contraintes, le
distances : le systéeme est soit systéme peut n'avoir aucune

sur-contraint soit solution ou une infinité de
sous-contraint, alors que solutions.

ddr(S) = ddi(S) - 3.

plus de 3x n’ — 6 contraintes. Cette approche suivait la logique de la définiton
chaque entité géomeétrique a 3 degrés de liberté et un objet rigide a 6 degrés de
liberté (3 en translation, 3 en rotation). Toutefois, des contre-exemples ont rapide-
ment été trouvés, parmi lequel la « double-banane » déja rapidement évoquée dans
les exemple$ et 7. Des versions étendues de cet exemple existent pour augmente
la connectivité du graphé/[S04]. D’autres configurations beaucoup plus simples
utilisant des contraintes d’angle existent, comme par exemple les configurations
d’Ortuzar [MFO6].

1.6 Bord et décomposition

Dans un systém&, un sous-systems&’ a des variablegterneset des variablede

bord. Les variables de bord sont celles qui apparaissent dans des contraintes ou ap-
paraissent également des variablesdeS’. Ainsi, par exemple, dans la figute4,

pour le sous-systems8, les variables de bord sofyts, ps} et les variables internes

sont{py, Pa}.

Nous avons rencontré les variables de bord lorsque nous avons défini la compati-
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bilité de figure$*. Nous en avons aussi précisé les conditions d’existenceéau th
remel. Le systeme qu’elles induisent joue un réle prépondérars desécomposi-
tion en sous-systemes carsigstéme de bord'un systémeS;, sous-systeme de =

81 + 8o, contient toutes les informations nécessaires pour réCup&®arys,)-

Définition 27. Systeme de bord SoientS; = (Cy, X1, A)) et S, = (Cy, X2, Ay)
deuxGCSconstruits sur la méme signature. Le systeme de bois gmr rapport
a8, est le systems;,(S1) = (Ce,Xe,Ae)tel que

— Xe=X;NXy;

— Ae=AINA;;

= F(Bs,(S1) = F(S1)lpxunxy)-

Pour améliorer la clarté des notations, quand le systeme de b&¢d ek calculé
par rapport &S, et en 'absence d’ambiguit®s,(S1) sera noté simpleme#(S;).
De méme, on parlera caord de S;.

Il estimportant de noter que la définition du systéme de bord est sémantique puisque
fondée sur une égalité d’ensembles solutions. Il N’y a donc pas de garantie que la
signature permette d’exprimer les contraintes correspondantes. Ceci est notamment
discuté au chapitr8, ou nous évoquons les conditions de correction des méthodes
de décomposition.

Le théorémes™ montre que retirer un sous-systéed’'un GCSS ne change pas
les solutions du systeme résultant si le bordSdest ajouté :

SoitS = 81+ S, unGCSavecsS, = (Cy, Xy, Ay). Larestriction de (S) aux
variables deS, est I'ensemble des solutions du systéme obtenu en ajoutant
le bord deS; aS; :

F(S)lx, = F(S2 + B(S1))

En d'autres termes, il prouve la validité des méthodes de décomposition ascen-
dantes : si les solveurs des sous-systémes sont correcte(faurnissent que des
figures qui satisfont les contraintes) alors 'assemblage des sous-figures fournira des
solutions valides.

Exemple 12. Ajout du bord

Dans I'exempled, X, est 'ensemble{ps, ps, ps} et F(S,) contient
tous les triangles isocéles dont I'angle en le sommet principal vaut
a. On peut observer que(S)|x, est le sous-ensemble GgS;) ou

la distance entr@; et ps estk;. 7(S2) comporte une infinité de tri-
angles qui ne sont des restrictions d’aucune solutiai desux pour
lesquels la distance entpg et ps ne vaut pa%;.

14Cf. définition 16 p. 24
15Ct. p. 78
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L'ensembleX; est {p1, P2, P, Ps}. Les variables du bord sont donc
Xe = X1 N Xy = {ps, ps} et F(B(S,)) contient tous les segments du
plan euclidien dont la longueur dst En considérant la signature de
'exemplel, cet ensemble peut étre syntaxiquement exprimeé par le
systemeB(S1) = ({dist_pp(ps, Ps, K1)}, {Ps, Ps}, {Ki}).

Ainsi, S; + B(S,) restreintS, aux triangles isoceles ou le segment
opposé a l'angle principal a pour longudyr On a bienF (S, +
B(S1)) = T(S)|X2'

Notons quef (B(S.)) est 'ensemble des segments du plane-

E,2 — puisque les inconnues du bord 8¢ sont{ps, ps} et que la
distance entre ces deux points, d&jsn’est contrainte ni directe-
ment (par I'énoncé) ni indirectement (par un théoreme permettant
de calculer cette distance a partir des contrainteSelci, la re-
lation estF (S)Ix, = F(B(S2) + S1) mais le systeme de botB(S,)
n‘améne pas d’'informations pertinentes puisque)|x, = 7 (Sy).
Cela signifie que retiref, de S n’a aucun impact sur I'espace des
solutions valides des inconnues Xg

Le bord d'unGCSpeut étre génériquement sur-contraint : par exemple, si st sy
teme rigide partage trois points avec le reste du systeme, son bord contient notam-
ment les trois distances et les trois angles du triangle. Nous définissons donc la
notion de base d’'usCS, a partir de laquelle I'ensemble des information&@6
peuvent étre calculées.

Définition 28. Base d’un systeme de contraintes géomeétriquesSoitS un sys-
teme de contraintes géomeétriques, asee (C, X, A). Une base d& est unGCS
S = (C’, X, A) minimal non génériquement sur-contraint tel qde € C,(C’ U
{c}, X, A) est génériquement sur-contraint.

Nous précisons maintenant ce que signifie décomposer un systeme de contraintes
géométriques. La décomposition d'GCSrepose sur la stratégie « diviser pour
régner ». LeGCSest coupé en sous-systémes qu’un solveur peut géeesdit
résoudre directement, soit décomposer récursivement). L'objectif de la décomposi-
tion est la résolution du systeme global, la résolution directe G@%de grande

taille étant souvent impossible. La décomposition a aussi pour avantage de réduire
la complexité du processus de résolution, méme si dans bien des cas il ne s’agit
gue de division par une constante, la complexité de la résolution d’'un sous-systéme
étant la méme que la complexité de résolution du systeme global. Pour des mé-
thodes avec une complexité exponentielle, comme nous en voyons au cRalatre
gain est substantiel.

Définition 29. Décomposition d'unGCS: Une décomposition d'u@CSS =

(C, X, A) est une suite d&CSS;y, ..., Sy telle queF (S) = F(S1 + -+ - + Sp)lxua €t
Sc(S1+---+8y).
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Autrement dit, une décomposition n’est pas une partitioncoesraintes deS dans

la mesure ou de nouvelles contraintes peuvent apparaitre dans les syStéfoas

tefois, s'il y a des contraintes supplémentaires créées, elles doivent nécessairement
étre redondantes avec celles$lear dans le cas contrairg(S) # F(S1+- - -+Sy).

De maniere évidente, une décomposition doit étre guidée par la sémantique, sa dé-
finition reposant sur le fait que l'interprétration d’'une séquefice - -- + S, est la

méme que celle d§.

1.7 Méthodes de résolution

Nous formalisons ici diverses notions utiles a la résolution. Tout d’abord, définis-
sons ce qu’est un solveur.

Définition 30. Solveur : Soient(X, &) un univers géométrique &= (C, X, A) un
systeme de contraintes géométriques non génériquement sur-contraint. Un solveur
est une fonction qui & associe un ensemble de figuresSie

Notons qu’un solveur, d’aprées cette définition, doit associer a chaque inconnue des
coordonnées, mais que les figures qu’il fournit ne sont pas nécessairement des so-
lutions. On dit d’'un solveur qu'’il estorrectsi toutes les figures qu’il fournit sont

des solutions d&GCSet qu'il estcomplets’il fournit toutes les solutions.

Une approche répandue pour la conception d’un solveur est la donnée d’un plan de
construction.

Définition 31. Plan de construction : Etant donné un ensemble de solveurs P, un
plan de construction est une décompositionSden S; . .. S, telle que :
— 8, est un sous-systéme 8¢
- Viell,...,n],S; estrésoluble par un solveur de P;
- Vie[2,...,n], les entités geométriques communé&s at a la somme deS;, j <
i sont des parameétres ds.

On dit d'un plan de construction qu’il est strict si aucun syst&ne’a plus d’'une
inconnue. Sinon, on dit gu'’il s’agit d’'un plan de construction par blocs.

Une autre approche répandue (et non incompatible) est d’abstraB€$sous
forme d’'un graphe de contrainte.

Définition 32. Graphe de contrainte : Le graphe de contrainte d'u@CSS =
(C, X, A) est le graphgV, E) défini par :
— ily a une bijection entre V et les entités géométrique$ de
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— ily a une bijection entre E et les contraintes8e
— si X € XU A est une variable de c, I'aréte correspondant a c est incidente au
nceud correspondant a x.

Notons que dans le cas de contraintes dont I'arité est supérieure a 2, il s'agit d’'un
hyper-graphe. Selon la topologie du graphe de contraintes, on peut direG@&le
posseéde une chaine fermeée.

Définition 33. Chaine fermée :Une chaine fermée d’uBCSest un sous-systeme
dont le graphe de contraintes est un cycle.

Par opposition, un systeme est une chaine ouverte s’il ne contient pas de chaine fer-
mée. Dans le domaine de la cinématique, la définition de chaine fermée est considé-
rée dans le cadre d’'un assemblage d’objets rigides. Le graphe de contraintes contient
alors un nceud par objet rigide et les arétes représentent les contraintes d’incidence.
Pourtant, en modélisation par contraintes, chaque objet rigide serait représenté par
un sous-systeme a plusieurs entités, formant plusieurs chaines fermées. Dés lors, un
objet que I'on modéliserait naturellement comme une chaine fermée peut étre consi-
dérée comme une chaine ouverte si les cycles du graphe correspondent en réalité a
des sous-systemes rigides.
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Chaque probléme résolu en fait naitre d’autres, en général
plus difficiles
— Georges Pompidou, homme politique francais

Dans ce chapitre, nous effectuons un apercu des principales méthodes de résolu-
tion de GCS décrites dans la littérature. Nous commencons par décriealg-

ment quelles sont les grandes approches de la résolution de systemes de contraintes
géométriques et montrons quels sont actuellement les grands algorithmes de dé-
composition. Nous mettons ensuite I'accent sur une étude des articles traitant de la
caractérisation du niveau de constriction d’'un systeme et de la manipulation ou de
la résolution de systemes de contraintes géometriques sous-contraints.
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2.1 Resolution de systemes de contraintes geométriques

La sectiorn?2.1.1offre un apercu des grandes familles de méthodes de résolution et
donne leurs forces et faiblesses respectives. La se2ZtioBeffectue un survol des
méthodes de décomposition GES.

2.1.1 Grandes approches de la résolution

La résolution de systémes de contraintes géométriques est une science jeune et, a ce
titre, le recul peut manquer encore pour effectuer une classification satisfaisante des
différentes approches de la résolution3@S. Nous donnons ici une classification
proche de la plupart de celles que I'on retrouve dans les articles récents.

On peut tout d’abord classer les méthodes de résolution en deux grandes familles,
selon qu’elles traduisent les contraintes sous forme d’équations ou non. Les pre-
miéeres forment la famille des méthodes de résolution algébriques, les secondes la
famille des méthodes de résolution géomeétriques.

Les méthodes algébriques sont générales et peuvent fonctionner dans tout univers

géométrique dans lequel les résolutions d’équations sont formalisées et axioma-

tisées. Elles traduisent le systéme de contraintes géométriques sous la forme de

systemes d’équations et travaillent sur ces équations en oubliant le caractere géo-

métrique de ce que représentent les inconnues. Les méthodes algébriques peuvent

elles-mémes se différencier en deux familles :

— les méthodes symboliques, qui manipulent formellement ces équations;;

— les méthodes numériques, qui réalisent des calculs itératifs approchant les solu-
tions.

Les méthodes géométriques ne peuvent fonctionner que dans le cadre des raison-

nements pris en compte par le programme et ne sont donc pas complétes. Elles se

basent en général sur des raisonnements génériques. Leur objectif est la mise au

point d’'un plan de construction paramétré a évaluer numériquement. Les méthodes

géométriques peuvent elles aussi se subdiviser en

— les méthodes a base de regles, qui opérent des déductions geomeétriques a partir
de regles de déduction explicites;;

— les méthodes a base de graphe, qui abstraient et approchent les connaissances
géométriques sous la forme de regles combinatoires.

Nous donnons ici des détails sur les différentes familles de méthodes. Le lecteur

deésireux d’en savoir plus pourra se référer a quelques papiers réalisant un état de

I'art de ces questions BFH*95, Doh95 HJAO5, Hof06, IMS07,JA09]
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2.1.1.1 Méthodes symboliques

Les méthodes symboliques consistent a manipuler directement les équations. Leur
intérét réside dans leur capacité a résoudre de maniere exacte toute une classe de
problemes avec des parameétres. Ces méthodes sont proches des preuves en géomé-
trie.

Le principe de ces méthodes est de trianguler le systeme d’équations puis de ré-
soudre chacune des équations obtenues. Parmi les méthodes de triangularisation,
on peut citer les bases de &rer [BCK88, Buc85 Kon90,Kon92] et la pseudo-
division de Rirr-Wu[Cho88 CG90,GC98a,GC98h Wu86].

Leur inconvénient principal est leur co(t algorithmique, au moins exponentiel, qui
les rend inutilisables dans la pratique pour des logiciels de modélisation interactive.

2.1.1.2 Méthodes numeériques

Les méthodes numériques, contrairement aux symboliques, ont I'avantage de leur
efficacité : elles consistent a profiter de la puissance de calcul des ordinateurs pour
effectuer des calculs itératifs approchant les solutions. Elles consistent a considérer
le systeme de contraintes géométrigues comme un probléme d’optimisation.

La plus connue d’entre elles est la méthode de Newton-RapHOEM9Y, qui
consiste a dériver la matrice correspondant au systeme de contraintes et a approcher
la courbe de la fonctio a optimiser par sa dérivéie (la matrice Jacobienne dans

notre cas). A partir d’'une valew, a I'étapen (initialement celle de I'esquisse) on
prend comme valeur a I'étamer 1 une racine de I'’hyperplan tangent a la courbe en

Xn © Xne1 = Xn— F/(%) 1 f(X,). On itére ainsi jusqu’a étre sufisamment proche d’une
solution. Puisqu’elle passe par une inversion de matrices, la méthode ne fonctionne
gue sur des matrices carrées et donc des systemes bien contraints.

Cette méthode est bien sdr sensible aux optimums locaux et est bien connue pour
manquer de stabilité. Lhomotopie ou continuatié«[93] a été appliquée aux sys-
temes de contraintes géométriques par LavewrMicueLucct [LM95, LM963] puis

utilisée par différents auteur®(ir98 DHOO0]. C’est une méthode plus stable opé-
rant un suivi de courbe paramétrée : elle consiste a faire I'interpolation linéaire pour

t de 0 a 1 de la courbe définie par le systeme d’équatitixst) = tF(X) + (1 -

t)(F(X) — F(Xo)). Elle est un peu plus colteuse mais a, contrairement a NEwTon-
Rapnson, des bassins d’attraction intuitifs : si la figure initiadgest proche d’'une
solutionx, c’est versx que I’homotopie convergera.



2. Etat de l'art

Des approches globales par algorithmes génétiques ont @p@ggres [GCG99
CCO02,CLCO06, VEGO06] mais donnent des résultats peu satisfaisants en terme de
ratio temps/précision. L'arithmétique par intervallésoo87 fournit de bons ré-
sultats mais son codt I'a longtemps rendue inutilisable dans la pratique. L'ajout de
techniques de programmation par contraintes ameéliore leur effichldit€1[0]. La
littérature contient d’autres méthodé&wof81, LLG81, Nel85.

Outre les problemes de stabilité, les méthodes numériques souffrent aussi de leur
incomplétude : Newton-RapHsoN, par exemple, ne fournit qu'une seule solution.
L’homotopie peut fournir toutes les solutions, mais son colt en est alors augmenté.

2.1.1.3 Méthodes a base de graphes

Les méthodes a base de graphe traduisent le systeme de contraintes géométriques
sous la forme d’un graphe de contrainte. Elles fonctionnent par décompte de degrés
de liberté et sont donc limitées au cas générique. La connaissance géométrique est
compilée sous la forme de régles combinatoires.

Une approche classique est celle de la propagation de degrés de Ilbhait&,[

LK98, FBMB90, VA92] : en fixant un segment, on regarde itérativement quelles
entités sont considérées comme constructibles. La rétro-propagation consiste, a I'in-
verse, a retirer itérativement du graphe les nceuds qui ont autant de contraintes que
de degrés de liberté, jusqu’a atteindre un systeme que I'on doit savoir résoudre,
dans l'idéal limité a un segment (en 2D, deux segments ayant un point commun en
3D). Les méthodes de (rétro-)propagation échouent a résoudre des systemes dont
le graphe de contrainte et triconnexe, comme celui de la fig@eAir-Aoupia et

al. [AAHMS99] proposent une méthode de constructions de clusters paagaeop

tion et d’assemblage de ces clusters, permettant d’'augmenter la classe des systemes
résolubles, sans pour autant permettre de traiter n’'importe quel systéme a graphe
triconnexe.

Une autre facon de procéder, avec des résultats similaires, consiste a considérer
le systémes de contraintes géométriques sous la forme d'un graphe de flux et a
chercher a maximiser le flot y circulant. Le théoréme dsis-HaLL indique que
I'existence d’'un couplage parfait est équivalente a la bonne constriction générique
duGCS. Lanam et MibpLepitca [LM96b] sont les premiers a utiliser cette approche

sur des systemes de contraintes géométriques, approche reprise et étendue par Horr-
MANN et al. [HLS98]. Jmmann et al.[JNTO3] y ajoutent des connaissances géome-
triques explicites pour améliorer la correction.

Enfin, les méthodes de décomposition, descendantes ou ascendantes, sont nom-
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breuses avec des graphes. Parmi les plus importantes, ortipeukes travaux
d’Owen [Owe91], qui effetue une décomposition descendante en découpant des
graphes en composantes triconnexes par la recherche de paires d’articulations. I
coupe le graphe au niveau d’'une paire d’articulation, résout (récursivement) l'une
des deux parties, et ajoute une contrainte virtuelle dans la seconde pour palier au
retrait du reste du systémeFupos et Horrmann [FH97] obtiennent une méthode

de décomposition similaire a celle d¥@~ en formant deslusters. Joan-AriNyoet

al. [JASRVMVP04] montrent que les systéemes résolubles par ces méthodesssont |
mémes et propose une formalisation unifiée permettant de démontrer la congruence
de ces méthodes.

2.1.1.4 Méthodes a base de regles

Les méthodes a base de regles utilisent des systémes experts intégrant des raison-
nements géométriques explicites. A partir d'un ensemble de régles de déductions
et du systeme de contraintes géométriques, elles consistent a chercher a appliquer
des regles de déduction, le cas échéant en construisant de nouvelles entités géo-
métriques, pour calculer un plan de construction enchainant des constructions géo-
métriques simples : intersections de droites, de cercles, construction d’une droite
passant par deux points connat;.

La plupart des approches de résolution@eS a base de régles sont limités au

plan [Ald88, AMRV91, Bru93. Les premiéres méthodes traitant de systemes 3D
sont en réalité limitées a des cas tres spécifiques et ont une puissance de résolu-
tion faible [Bru87]. Certaines méthodes se confondent en outre avec des preuveur
géométriquesgrug7].

Swpe [Sun87 propose une méthode par agglomération en construisanttgees

de sous-systemes : les CA-sets, ou tous les angles sont connus; les CD-sets, ou
toutes les distances sont connues. Un raisonnement géométrique lui permet d’ajou-
ter des entités a des CD-sets ou des CA-sets et d'opérer des fusions de ces sous-
systémes. Le mode de fusion ou d’ajout lui permet également de déduire un plan de
construction.

VEerrousT et al. [VSR92] montrent que I'ajout de nouvelles informations permet
d’augmenter la puissance de résolution, en résolvant notamment le systeme de la
figure 8.2, que les méthodes d’alors (opérant principalement par gediom des
degrés de liberté) ne pouvaient traiter.

ILes travaux d’@e~ seront décrits plus précisément dans la se@iBnol nous en prouvons la
correction et la complétude.
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Joan-Arinyo et Soro-RierA[JASR97 formalisent un solveur a base de regles sous la
forme d’un systéme de réécriture et prouvent ainsi la convergence de leur méthode.

Peu de nouveautes ont été proposees dans la littérature dans la derniére décennie.

2.1.1.5 Méthodes hybrides

Bien s(r, certaines méthodes ne se classent totalement dans aucune des quatre fa-
milles évoquées plus haut, car elles sont hybrides.

Parmi celles-ci, on peut citer notamment la méthode de reparamétrisation qui con-
siste a résoudre un systeme que I'on ne sait pas décomposer en retirant une con-
trainte puis en opérant une rétro-propagation. Sila rétro-propagation échoue a abou-
tir & une chaine ouverte, on continue a retirer des contraintes et a recommencer
la rétro-propagation. Ensuite, on rajoute autant de contraintes qu’on en a préala-
blement retirées, pour transformer la chaine ouverte obtenue en un systeme bien
contraint. On fait ensuite numériquement varier les valeurs des parametres des con-
traintes ajoutées pour rattraper les contraintes que I'on a retirées. Cette approche a
été introduite par Gaet al.[GHY02, GHY04] dans le cas de la suppression d'une
unique contrainte et étendue paske et Scareck[FS06,FS07,FS0§.

Lee et Kim [LK96, LK98] introduisent une méthode considérant un raisonnement
sur les graphes pour accélérer le raisonnement d’'un systeme expert. De méme,
Joan-ArINYo et Soro-Riera[JASR99] étendent les travaux de adaann et Joan-
AriNnyo [HJA97] combinant une méthode constructive a base de graphes et une
méthode symbolique d’analyse d’équations. lls la formalisent notamment sous la
forme d’un systéme de réécriture.

Lee et al. [LKLKO3] améliorent une méthode a base de graphes ectafibt des
calculs numériques pour des étapes que le raisonnement combinatoire ne peut ef-
fectuer.

2.1.2 Deécomposition de systemes de contraintes géométriques

Une tendance générale des travaux de résolution, depuis la fin des années 80, est
la décomposition du systéme. Qu’elle soit ascendante (on identifie un sous-syteme

résoluble, on décompose récursivement le reste du systeme, puis on assemble les so-
lutions) ou descendantes (on donne un critére de déecoupage du systeme en plusieurs
sous-systemes nous assurant de savoir assembler les solutions des sous-systemes et
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on itére récursivement sur ces sous-systemes avec comene cfiarrét I'identifi-

cation de sous-systemes que I'on sait résoudre) elles ont toutes pour objectif a la
fois de simplifier le raisonnement géométrique et de faire diminuer le codt. Elles
ont également I'avantage d’augmenter la puissance de résolution, par rapport par
exemple aux méthodes a base de graphe fixant un segment puis opérant une propa-
gation des degrés de liberté. Cette puissance accrue tient du fait que les méthodes
consistent — méme si ce n’'est pas formalisé ainsi — a remplacer un sous-systeme
résolu par son bord.

Nous donnons ici des détails sur certains travaux particuliers de décomposition. Le
lecteur intéressé par les méthodes de décomposition pourra se réferehadeq.
En outre, certaines méthodes citées plus himnctionnent par décomposition.

Horrmann et al. [HLS97, HLS98, HLS99 développent une méthode de décom-
position a base de flux qui produit des sous-systedesses minimaux. Ces sous-
systemes correspondent aux plus petits sous-systemes respectant le critere de La-

MAN?.

ZHuaNG et Gao [ZG04, ZG064 proposent une décomposition @&CS 3D basée

sur la connexité du graphe et les techniques d’assemblage correspondantes. lls ar-
rivent notamment a détecter la sur-constriction dans certains cas, comme celui de
la double-banane, ou I'extension du critére de Laindique la bonne constriction.

lls proposent également [ZGOies méthodes de décomposition spécifiques pour
des systémes sous-contraints.

Sitaaram [Sit0q introduit les graphes de coutdret des critéeres permettant de
déterminer les conditions d’assemblage de systémes 3D rigides ayant des points
communs.

Durourp et al. [DMS97, DMS98] introduisent la notion de bord pour généraliser

la notion de lien virtuel d'@en : lorsqu’un sous-systeme est résolu et retiré, ils
ajoutent au reste du systeme les informations calculables dans le sous-systeme ré-
solu concernant les entités géométriques partagées avec le reste du systéme.

Des travaux récents sur la décomposition cherchent a ne pas favoriser les systemes
rigides. Scurecket ScuramMm[ SS0G montrent ainsi comment résoudre des systemes
gue I'on peut mettre a I'échelle. Scureat Maruis [SM0O6] en déduisent un algo-
rithme de décomposition qui réussit a résoudre des systemes rigides non construc-

2SunpE [Sun87, Owen [Owe9]], Latuam et MpLepitch [LM96b], Fupos et Horrvann [FH97),
Art-Aoupia et al.[AAHMS99], Joan-Arinyo et al.[JASRVMVP04

3En extension des travaux de Latu@t MiopLeprrcn [LM96b]

4Cf définition22p. 31

SAngl. : seam graphs
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tibles a la regle et au compas. van dermdds et Bronsvoort [vdMB10] montrent
comment résoudre des systemes rigides en les décomposant en des clusters non
rigides.

2.2 Gestion des différents niveaux de constriction

La section2.1 présentait un état de I'art des méthodes de résoluticB@S. Tres
générale, elle n’abordait pas spécifiguement la question de la gestion des différents
niveaux de constriction d'u@CS. La présente section se centre sur la littérature
décrivant des approches de la sous-constriction, de la sur-constriction et de quelques
thématiques liées.

La section2.2.1fait le tour des difféentes approches visant a caractériser le niveau
de constriction d'usCSou a s’abstraire de I'hypothése de rigidité ; la sec2dh?2
explique en détail la méthode du témoin; la secBah3parle des travaux visant
as’abstraire de I'hypothése de rigidité dans la résolution ; la se2tidd explique
guelles méthodes existent pour gérer le probléme spécifique de la sur-constriction
d’'un GCS; enfin, la sectior2.2.5détaille les travaux concernant la correction de
GCSsous-contraints ou l'utilisation de la sous-constrictiauipla résolution de
systemes.

2.2.1 Caractérisation du niveau de constriction

2.2.1.1 Topologie structurale

La topologie structurale est un domaine d’étude scientifique a part entiere, plus
vieux et plus vaste encore que celui des systémes de contraintes géomeétriques. Il
serait donc illusoire de vouloir en faire ici un état de I'art approchant I'exhaustivité.
De par ses liens forts avec le sujet de nos travaux, nous en faisons ici un survol puis
détaillons quelques travaux particuliers.

Le sujet d’étude de la topologie structurale est les assemblages de segments rigides
(ou barres), reliés ensemble par leurs extrémités. Ces assemblages peuvent étre re-
présentés sous la forme de graphes, dont les sommets sont des points (du plan ou
de I'espace selon la dimension) et ou une aréte entre deux sommets signifie que ces
deux points sont reliés par une barre. La question posée en topologie structurale est
de savoir si un assemblage donné est rigide, c’est-a-dire la distance entre n'importe
guel couple de points est fixée.
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a

Figure 2.1 - Deux réalisations d’'un méme graphe 2D : réalisation
générique (a) et dégénérée (b)

Le lien avec la résolution deCSvient de la possibilité de considérer ce champ de
recherche comme un cas spécifique de la caractérisation de la rigidité, limité a un
univers ou la seule entité géométrique est le point et les contraintes sont toutes des
contraintes de distance de point a point. Une réalisation d’un graphe est une solution
du GCSpour des valeurs connues des parametres (ici les longuesibades).

Les travaux en topologie structurale sont basés sur I’hypothése de généricité, qui
affirme que si une réalisation d’un graphe est rigide, alors presque toutes les réalisa-
tions de ce graphe sont rigides. Autrement dit, les valeurs des parameétres importent
peu pour étudier la rigidité d’un systéme a barres, puisque seules certaines valeurs
spécifiqgues des parametres, dont la probabilité d’apparition est proche de 0, gé-
nérent des réalisations non rigides. Ces cas sont appelés des cas dégénérés et sont
la plupart du temps des réalisations ou les points vérifient des contraintes d'inci-
dence ou d’alignement qui n’appartiennent pas au systeme. La f2gliraontre

deux réalisations d’'un méme graphe : celle de gauche est générique (non dégéné-
rée) etrigide ; celle de droite est un cas dégénéré de par des égalités de distance qui,
induisant des parallélismes, générent un degré de liberté supplémentaire.

En terme deGCS, I'hypothése de généricité exprime que s'il existe une tialua
des parameétrgs telle que les solutions du systeSe= (C, X, A) sont rigides, alors
pour presque toute valuatign: A — & des parametres,,(S) est bien-contraint
moduloles déplacements.

Dans le plan et avec I'hypothese de généricité, la caractérisation de la rigidité a été
résolue par LamaNLam70P. Basée sur le théoréme deéndc-HaLL, la caractéri-
sation de Lamanest purement combinatoire : elle indique qu’un graphe planaire
an sommets est rigide s’il a 2A 3 arétes et aucun sous-graphendesommets

avec plus de 2n- 3 arétes. Des preuves alternatives du théoréme de Lant&té

6Cft. chapitrel et plus précisément la définiti@b, p.32
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données [STO8Tay99].

La caractérisation de Lamade la rigidité structurale est longtemps restée inappli-
guable de par le colt exponentiel d’une vérification de tous les sous-graphes. Les
travaux de Loxsz et Yemni [LY82] puis de dckson et Jormn [JJOF ont permis

de trouver des caractérisations basées sur la connexité du graphe et ainsi des algo-
rithmes en temps polynomiaCpn04. De méme, Heprickson [Hen97 fournit un
algorithme permettant de décomposer le graphe en blocs rigides contenus les uns
dans les autres (qui correspond a une triangularisation par blocs).

En trois dimensions, aucune caractérisation combinatoire n’est connue. Une exten-
sion naive du critere de Lamasonsisterait a définir comme structurellement rigide

un graphe a sommets et a 3r 6 arétes et nayant pas de sous-grapheaxrétes

et plus de 3h— 6 arétes. Le contre-exemple classique de la double-bahase
constitué de deux systemes rigides ayant deux points communs.

Le systeme 2-connexe résultant est a la fois sous-contraint et structurellement sur-
contraint : il est structurellement sur-contraint car, sauf cas dégénéré, les valeurs de
la distance entre les deux points communs, calculées dans chacun des deux systéemes
rigides, ne sont pas identiques. Dans le cas ou les valeurs sont cohérentes et ou les
deux systemes rigides peuvent étre assemblés, alors 'ensemble est flexible puisque
la droite passant par les deux points communs constitue un axe autour duquel un
systeme peut tourner sans que l'autre ne change.

Les tentatives de déjouer ce probleme en s’attaquant a la connexité du graphe et en
cherchant des coupes de graphe ont échoué, puisque MstrSxoeyink[MS04]

ont exhibé des systemes construits a partir de la double-banane, respectant combi-
natoirement I'extension 3D de la caractérisation de Lamais avec une connexité

plus elevée. De méme, Crag&ra79 montre une extension de la double-banane
fait de plusieurs « bananes » interconnectées et propose d’analyser la topologie du
systéme pour caractériser la rigidité.

Dans le domaine de I'étude de la rigidité de systemes 3D, I'un des résultats les plus
importants a ce jour est le théoreme de Cauf@aul3: il montre que les polyédres
convexes sont rigides si leurs faces sont rigides. Sa preuve était erronée, mais a été
plus tard corrigée par Stemnren 1928. ALexanprova affibli les hypothéses de
Caucny en 1950 Fab04]. Le théoréme de Geuy a été démontré différemment (et
sans erreur connue) par StoxEsto6g.

’De maniére générale, on peut étendre ce critére en dimeshgiomonsidérant structurellement
rigide un graphe & sommets etin — @ arétes et nayant pas de sous-systenm sommets et
plus dedr’ — 44 argtes.

8Cf.fig. 1.14p. 34
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Ce résultat a été partiellement étendu pavd&i[Glu74] qui montre que presque
tous les polyédres (convexes ou non) sont rigides. |l fait I'hnypothése que cela est vrai
pour tout polyédre triangulé, mais Connerf£on79 exhibe des contre-exemples.

Henprickson [Hen97 pose la question des conditions nécessaires pour qu’un gra-
phe ait une unique réalisation : il ne s’'intéresse pas seulement a la rigidité du graphe
(nécessaire pour avoir une unique réalisation) mais aux conditions dans lesquelles,
moduloles déplacements, il n'existe qu’une seule solution. Il conclut notamment
gue si un graphe en dimensidra une unique réalisation, alors soit c’est un graphe
complet avec au plug+ 1 nceuds, soit c’est un graptie 1 connexe génériquement
sur-contraint. Il propose des algorithmes (différents pour le plan et pour I'espace)
pour identifier les graphes rigides et non génériquement sur-contraints.

Fekete [Fek06] pose quant a lui la question des éléments qu’il faut fixer dans
graphe 2D quelconque pour qu'’il soit rigide et, plus précisément, de I'ensemble
minimal de noeuds du graphe a fixer pour cela. Il montre que les deux problemes
peuvent étre résolus en temps polynomial, sans pour autant fournir d’algorithme.

Le lecteur désireux d’en savoir plus sur la topologie structurale pourra se référer
au livre de Graver, Servatiuet Servarius[GSS93 ou au plus récent ouvrage de
Graver [Gra03.

2.2.1.2 Applications de la topologie structurale aux GCS

Les travaux de Lmiam et MmbpLepirca [LM96D] visent a découper un systeme de
contraintes 2D fait den points et de 2+ 3 distances en trois parties : une partie
rigide, une partie flexible et une partie sur-contrainte, chacune des parties n’étant
pas nécessairement connexe. lls considerent le graphe biparti entités — contraintes
et cherchent un flux maximal. Afin de prendre en compte l'invariance par les dé-
placements, ils sélectionnent deux points reliés par une contrainte de distance et
ajoutent une contrainte virtuelle, liée a ces deux points, reliée au nceud puits par
un arc de capacité 3. Si un couplage parfait est trouvé, le graphe correspond a un
GCSrigide. Quand ce n’est pas le cas, ils identifient trois scapiges maximaux :

le sous-graphe qui admet un couplage parfait (qui correspond a la partie rigide), le
sous-graphe dans lequel il n'est pas possible de saturer toutes les contraintes (qui
correspond a la partie sur-contrainte) et le sous-graphe dans lequel il n’est pas pos-
sible de saturer tous les points (qui correspond a la partie flexible). Ils proposent
des moyens d’identifier des contraintes a retirer dans le second et a ajouter dans le
troisieme afin de rendre le systéme rigide. Classiquement, ils traduisent également
le graphe de flux en graphe réduit, en orientant les arcs de valuation nulle du point
vers la contrainte et les autres arcs dans les deux sens, puis en fusionnant les nceuds
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appartenant a une méme composante connexe de ce graphe.

Lamure et MicueLucct [LM98] ont proposé une méthode de décomposition trou-
vant une déecomposée ameliorée par rapport a celle de DuLmaGE-MENDELSOHN. La
méthode est basée sur une étude du graphe bi-parti correspondantGGiEaait

a un systéme d’équations. Le calcul d’un couplage maximal en ancrant une aréte
donnée pouvant mener a des erreurs, comme c’était le cas dans I'algorithme de La-
tHAM et MippLepitca [LM9I6D], ils proposent de tester chaque couplage maximal
obtenu en fixant tour a tour les différentes arétes du graphe. lls peuvent ainsi détec-
ter des graphes (et, par extension, G€xS) structurellement sur-contraints.

Les travaux de Horrmanet al. [HLS97] se basent sur la rigidité structurelle en
définissant la densité d’'un graphe comme la différence de la somme des degrés
de liberté des entités géométriques et de la somme des degrés de restriction des
contraintes et en recherchant des sous-graphes denses, c’est-a-dire des sous-graphes
dont la densité est supérieure ou égateda@n dimensiord.

Pour trouver des sous-graphes denses, ils se basent sur un calcul de couplage maxi-
mal dans le graphe biparti. lls « distribuent » les degrés de restriction des contraintes
dans le graphe de flux en cherchant des chemins améliorants, jusqu’a ne pas pouvoir
distribuer totalement les degrés de restriction d’'une contrainte. Lorsque cela arrive,
ils identifient un sous-graphe dense contenant cette contrainte.

lls proposent également un algorithme pour trouver le sous-graphe dense minimal
d’un graphe structurellement sur-contraint dans le cas ou les valeurs des paramétres
font qu’il a tout de méme des solutions. Toutefois, I'ensemble des algorithmes pro-
posés dandLS97] se basent sur I'heuristique de la rigidité structurellebbéaent

donc a caractériser correctement des systémes construits sur un univers géometrique
plus vaste que des points et des distances du plan.

Des tentatives ont été mené&stp( pour trouver des heuristiques améliorant I'al-
gorithme de recherche des sous-graphes denses, en ne considérant que les sous-
graphes contenant au moiths 1 sommets en dimensiahou en ajoutant des regles

ad hocpour reconnaitre certains sous-graphes precis. Il est facile toutefois de mon-
trer [JNTO2] que ces deux approches n'améliorent que tres peu la cevaiibér,

voire créent de nouveaux problémes.

2.2.1.3 Rigidité structurelle étendue

Pour palier a cela, les travaux de Jermaek al. [JNT02, INTO3] donnent une
nouvelle définition de la rigidité structurelle, appelés-rigidité (angl. : exten-
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ded structural rigidity), qui contrairement aux caracs#iens précédentes, prend

en compte des connaissances géométriques. lls introduisent la notion de Degré De
Rigidité (DOR) d'un sous-systeme qui est le nombre de déplacements indépendants
qgu’il peut admettre.

A partir de cette notion, I'es-rigidité se définit comme suit :GESS est

— sur-es-rigide siS’ € S, DOR(S) > ddI(S") — ddr(S) ;

— sous-es-rigide si DOR(Sx ddI(S) — ddr(S) et queS ne contient pas de sous-
systeme sur-es-rigide ;

— es-rigide si DOR(S)= ddI(S) — ddr(S) et queS ne contient pas de sous-systeme
sur-es-rigide.

JerMANN et al. prouvent que I'es-rigidité est une meilleure approximation de la ri-

gidité que la rigidité structurelle classique en montrant qu’il n'y a pas plus de faux

positifs (systémes non rigides classés comme étant rigides) en utilisant I'es-rigidité,

mais qu’il y a moins de faux négatifs.

De par la forte similarité entre la rigidité structurelle classique et I'es-rididité

ils conseillent donc une modification de tous les algorithmes basés sur la rigidité
structurelle classique afin de prendre en compte I'es-rigidité. A titre d’exemple,
ils montrent quelles modifications a apporter a I'algorithme de recherche de sous-
graphe dense de Horrmaret al. [HLS97].

2.2.1.4 Autres caractérisations de la rigidité

D’autres caractérisations de la rigidité ont été proposées : Sirrak&mou [SZ04,

ZhoOf introduisent la rigidité modulaifé€, une caractérisation approximative com-
binatoire basée sur un calcul de flux. lls montrent que les systémes rigides sont
module-rigides et que leur caractérisation permet de ne pas tomber dans certains
pieges de la caractérisation de Laman.

Harier et al. [HLSJS 09] proposent une caractérisation combinatoire étudiant le
graphe de contraintes mais pour un univers géomeétrique incluant des contraintes
d’angles et d’incidence.

%|| suffit de remplace?%™) par DOR(S)
0ANngl. : module-rigidity
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2.2.2 Interrogation de témoins

Nous proposons, aux chapiti@st 7 des extensions de la méthode du témoin. Nous
effectuons donc ici une explication détaillée de ce en quoi elle consiste. Linterro-
gation de témoinsNIFO6, MFLMO06, MFO7, MFO9] se classe dans les méthodes
algébriques et permet d’identifier les degrés de liberté @AGS. Elle se base sur
I'univers classique de la topologie structurale et, comme toute méthode algébrique,
sur une traduction dGCSS = (C, X, A) sous la forme d’un systeme d’équations
F(A, X).

Classiquement, la recherche de solutions consiste a trouver les valeurs des incon-
nues deX telles queF(A,X) = 0. Une fois une solution de ce systéme connue,

la méthode consiste a analyser les mouvements infinitésimaux permis, c’est-a-dire
trouver quelles perturbations de la solution ne violent pas les contraintes, afin de
trouver quels sont les degrés de liberté du systéme. Le nouveau systeme d'équa-
tions a résoudre est(A, X + ev) = 0, ouv représente le vecteur vitesse des entités
géomeétriques.

Un développement limité nous permet d’établir que

F(A, X + &v) = F(A,X) + eF’(A, X) x v+ O(£?)

Comme nous étudions les possibilités de mouvement d’'une solution du systeme,
nous avonsg-(A,X) = 0. De méme, I'élémerd(s?) est négligeable. Nous posons
donc la question des conditions dans lesqudig#\, X) x v = 0. Une solution
triviale — et non intéressante — est cellewoést le vecteur nul : si la solution n’est

pas modifiée, elle reste une solution. En excluant ce cas, nous cherchons a trouver
les solutions dé&’(A, X) = 0.

La méthode consiste donc a étudier la matrice des dérivées partiefietaduatrice
Jacobiennd, et a en chercher le noyau. Or rechercher le noyau de cette matrice est
un calcul trés colteux dans le cas général.

L'originalité de la méthode du témoin est la généralisation de I'hypothése de gé-
néricité : sauf dans des cas dégénéres, dont la probabilité d’apparition est 0 dans
I'espace des paramétres, les degrés de liberté d’'un systgided) sont les mémes

pour n'importe quelle valuation d&. Par conséquent, plutdt que d’étudier le sys-
temeF (A, X) en général, nous pouvons étudier un témoin, c’est-a-dire un systéme
F(A:, X), dont les solutions; sont connuesX; est donc la solution d’un systéme
similaire, puisque les valeurs des parametres ne sont pas les mémes. Dans la plu-
part des cas (nous détaillons cela plus bas), le témoin est fourni par I'esquisse que
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I'utilisateur a tracée. Notons que le calcul de la matriceolamnne est inchangé,
puisque la dérivée de I'équatidifX) = a estf’(X) = 0 quel que soi.

Ainsi, nous recherchons le noyau de la matrice JacobienkéAleX) évaluée en le
témoin, notée, dans la suite. Dans la mesure ou les élémends slent des nombres
et non des expressions formelles, leur manipulation est bien moins colteuse.

L'interrogation du témoin permet dés lors :

1. de calculer le rang d& et ainsi de détecter une redondance (donc, une sur-
constriction générique) si le rang est inférieur au nombre de lignes;;

2. de vérifier I'invariance d@&CSpar un groupe de transformations élémentaire
(translation, rotation autour d’'un point, homothétie) donné en testant que le
vecteur des mouvements correspondant & ce groupe fait partie ge ker

3. de détecter, en combinant les deux éléments ci-dessus, la bonne-constriction
du GCSmoduloun groupe donné.

Pour le premier élément, la méthode est simple : le calcul du rag skefait de

facon classique, par exemple par une élimination de Gauss-Jorpan. Pour le second
élément, I'idée est de calculer les vecteurs correspondant au mouvement infinité-
simal de chaque entité géométrique si on leur applique la transformation a tester.
Ainsi, si I'on veut tester si le systeme est invariant par translation selon I'axe des
abscisses, on va tester si le vecteyr= (1,0,1,0,...,1,0) fait partie de kedg;, i.e.

si J x vy, = 0. Nous faisons dans cet exemple I'hypothese qued&est en 2D

et composé uniquement de points. Pour d’autres exemples (autres entités géome-
triques, autres groupes de transformations), le lecteur pourra se référer par exemple
a [MFO9J*. Pour vérifier qu'unGCSest invariant par un groupe composé de plu-
sieurs groupes élémentaires, on vérifie son invariance par les différents groupes qui
le composent : ainsi pour tester I'invariance par les déplacements, off féste
variance par les translations enles translations ew et les rotations autour de
I'origine.

Enfin, le troisieme élément,e. tester si leGCS est G-bien-contraint se fait en
deux étapes : tout d’'abord vérifier que la taille du noyauldeorrespond bien

au nombre de degrés de liberté d’'un syst&rgien-contraint ; ensuite, en vérifiant
I'invariance duGCS par G. Ainsi, par exemple, pour vérifier quu8CS 2D est
D-bien-contraint, on vérifie que la taille du noyau est 3 et, le cas échéant, on vérifie
gue le systeme eft-invariant.

Les limites de la méthode du témoin sont :
— I'exactitude du calcul : tant que les valeurs de la matrice sont@ai®st pos-

e particulier la table 1, p. 345
2par exemple, car d’autres combinaisons seraient possibles
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sible de faire effiacement des manipulations exactes mais autréfiriaut
choisir entre calcul exact et calcul approché;

— I'nypothese que I'on dispose d’'un témoin typique, c’est-a-dire une figure ayant
les mémes propriétés combinatoires que les solutions du syéterharrive,
particulierement quand I&CS contient des contraintes non paramétrées (inci-
dence, parallélismegtc.), que I'esquisse ne soit pas un témoin. Il est possible
de générer un témoin dans le cas de contraintes non paramétrées, en résolvant le
systeme engendré par ces contraintes, par exemple au moyen d'un solveur par
intervalles [FMF09] ;

— sa complexité, ed(n®) pourn éléments géométriques : cette complexité est éle-
vée comparée a d’autres méthodes de résolution actuell&énén Toutefois,
'augmentation de la puissance de calcul des ordinateurs semble ne pas s’étre ac-
compagnée d’'une augmentation de la taille @&Sa résoudre, ce qui a pour
conseéquence que les temps de calcul sont a I'heure actuelle tout a fait raison-
nables.

Notons que, si les seuls aspects de l'interrogation de témoins auxquels nous faisons

référence dans ce manuscrit sont ceux concernant la caractérisation des flexions

d’'un GCS, ils s’integrent dans le cadre beaucoup plus général d'wrecye pro-
babiliste consistant a tester un prédicat sur un (ou des) témoin(s) et a déduire de
sa validité qu’il est génériquement valide. Cette approche est par exemple utilisée
dans Cabri-Géometr€pb] pour vérifier des propriétés géométriques non évidentes
aprouver formellement, comme 'alignement de points ou I'orthogonalité de droites
dans le cas général.

2.2.3 Abstraction de I'hypothese de rigidité

La grande majorité des travaux sur les systemes de contraintes géomeétriques font
I'hnypothese de larigidité dGCSa résoudre. lls considérent donc comme fixés trois
degrés de liberté en 2D et 6 en 3D. Certains travaux cherchent a avoir une approche
plus générale et a ne pas favoriser la rigidité.

Plusieurs travaux cherchent a ne pas utiliser les coordonnées cartésiennes des entités
géomeétriques dGCS, ce qui leur permet de ne pas privilégier les déplacements par

le retrait de trois degrés de liberté. Pour cela, 8atral.[Ser00,LLS00] traduisent

le GCSsous la forme d’'un squelette, en remplacant les distances @@oint par

des vecteurs et en considérant des contraintes d’angle, d’incidence et de mesure sur
ces vecteurs. lls identifient alors des boucles de vecteur et d’angle indépendantes et,

B3| existe des systémes simples pour lesquels il n’existe pas de témoin rationnel, par exemple un
pentagone régulier

14.e. si les contraintes et leurs paramétres décrivent des solutions dégénérées, le témoin doit
présenter les mémes dégénérescences.
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a chaque boucle, associent une équation. lls cherchentéatésoudre un systeme
d’équations dont les inconnues sont les angles entre les vecteurs et les normes des
vecteurs. XnG [Yan02 Yan03 YanO06] ainsi que MmEeLucct et Fourou utilisent

les déterminants de Caviivlencer pour disposer de systémes d’équations plus
simples, dans lesquels les inconnus sont les distances et ne dépendent donc pas
d’un repére donné.

Les travaux de Scurecet al. consistent a redéfinir la bonne constriction en consi-
dérant un systéeme rigide comme sous-contraint s'’il n’est pas fixé : la possibilité
d’appliquer un déplacement sans violer de contraintes permet en effet de générer
une infinité de solutions. Leurs premiers travaux [SSE203,SS06] consistent a
considérer des&sCSinvariants par homothétie, contraints par des angles, des ra
tios de distance et des incidences. Da3igl(6], ils en déduisent une généralisation
multi-groupe de I'algorithme de décomposition de Matiat97] : ils cherchent &

fixer des éléments géométriques dans le systeme, en fonction du groupe considére
(pour les déplacements, un point et une direction en 2D, un point et trois direc-
tions en 3D ; pour les similitud&s deux points en 2D, deux points et une direction

en 3D) et exhibent des systémes rigides difficilement constructibles directement
mais contenant un systeme invariant par homothétie facile a résoudre et qui, mis a
I'échelle, permet la construction du systeme global.

2.2.4 Gestion de la sur-constriction

Certains travaux se servent de la sur-constriction générique dans la résolution : Pop-
GoreLEc et al. [PZD08], en s’appuyant sur leurs travaux précédents de formulation
intrinséque des contrainteBdd02] (similaires a I'approche dexNG), améliorent

leur capacité de résolution en ajoutant de I'information redondante pour arriver
a des motifs qu’ils savent résoudre, a la maniére d’'un systeme expert. Leur me-
thode revient a peu pres a ajouter des contraintes de bord lorsqu’un sous-systeme
est résolu, sans toutefois retirer le sous-systeme. Nous avons également déja cité
Henprickson [Hen93 a la sectior2.2.1.1, qui utilise des contraintes génériquement
redondantes mais de métriques cohérentes avec les solutions pour assurer l'unicité
de la réalisation d’un graphe.

La grande majorité des travaux, aussi bien en topologie structurale qu’en résolution
de systemes de contraintes géométriques, considerent la sur-constriction générique
comme source d’erreur. Nous avons déja évoqué les travaux de caractérisation de
la rigidité : ils incluent en général I'identification des sous-systémes sur-contraints,
comme le font par exemple Laruagt MiopLeprrca [LM96b]. Gao et CHou[GC98H

15\Voir aussi Hav91] pour plus de détails.
6Composition des translations, rotations et homothéties



56

2. Etat de l'art

utilisent la méthode de calcul symbolique deRwWu sur le systeme d’équations
correspondant a uGCS pour décider si les contraintes sont indépendantes. Les
équations étant quelconques, le colt de cette approche la rend inutilisable dans la
pratique.

Pendant longtemps, I'approche de la correction de la sur-constriction générique a
été de laisser I'utilisateur retirer des contraintes. Toutefois, en I'absence d’'une ex-
cellente connaissance des mécanismes de la résolution de systemes de contraintes
géomeétriques, la tache n’est pas aisée. Neiral. [NDB98] cherchent donc a cor-

riger automatiquement la partie sur-contrainte d’un systeme fait de blocs rigides liés
par des contraintes d’indicence, au moyen d’'un graphe de dépendance. Apres une
phase de rétro-propagation dans le graphe pour obtenir un squelette du graphe ini-
tial, ils détectent les parties sur-contrainte et sous-contrainte et peuvent alors retirer
une contrainte dans l'une et en ajouter une dans l'autre. lls recommencent alors le
processus avec ce nouveau graphe jusqu’a ce que toutes les contraintes d’incidence
soient satisfaites.

Horrmann et al. [HSY04] réutilisent les plans de décomposition-assemidiage
I’algorithme de nceud de frontiéfgoour trouver automatiquement quelle contrainte
retirer dans uilsCSavec une unique contrainte redondante. Ils proposent des pis
pour étendre cette approche a @&8Savec plus d’'une contrainte redondante.

La méthode du témoth permet d’obtenir les mémes résultats que [GGsiur
une complexité plus faible, sous I'’hypothése de typicalité.

2.2.5 Gestion de la sous-constriction

De méme que pour la sur-constriction, la sous-constriction est dans la majorité des

travaux considérée comme une erreur a corriger. Nous ne revenons pas sur les tra-
vaux visant a détecter la sous-constriction : les systemes sous-contraints étant assi-
milés aux systemes non rigides, les méthodes caractérisant la rigidité incluent une

caractérisation des systemes sous-contraints. Nous détaillons ici les principaux tra-

vaux concernant la manipulation de systémes sous-contraints : I'ajout de contraintes

pour arriver a un systeme bien contraint, ainsi que les travaux concernant la résolu-

tion ou l'utilisation, dans la résolution, de systemes sous-contraints.

7Angl. : « decomposition-recombination plans » ou DR-plans [HL$@t& frontier vertex al-
gorithm » [HLS018
18Cf. section2.2.2
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2.2.5.1 Ajout de contraintes

L’'approche la plus courante de la sous-constriction est sa correction, par ajout de
contraintes. Joan-Arinyet al.[JASRVMVP03, JASRVMO0J ont formalisé les deux
problémes que posent les systémes sous-contraints :

1. complétion bien contrainte : trouver automatiguement un ensemble de con-
traintes a ajouter a uCS structurellement sous-contraint pour qu’il de-
vienne structurellement rigide ;

2. complétion : trouver automatiquement un ensemble de contraintes a ajouter
a un GCS structurellement sous-contraint pour qu'il devienne néisiel au
moyen des méthodes de résolution géométriques dont on di€pose

lls introduisent la notion de décomposition par enseffiliiei consiste a décou-

per unGCS S en trois sous-systemeS;, S, et S; tels queS; + S, + S3 = S

et queS; N §; soit limité a une unique entité géometrique : ce découpage per-
met de séparer un systeme dont le graphe de contrainte n’est pas 3-connexe sans
« casser » de contrainte. En opérant récursivement, ils construisssarbret. lls
montrent qu'unGCSdécomposable en un s-arbre n’est pas sur-contraint et que si
les feuilles du s-arbre correspondent chacune a une des contraintes du systeme, il
est structurellement rigide. lls en déduisent un algorithme pouvant fournir les dif-
férentes complétions bien contraintes d’'un systéme sous-contraint en ajoutant des
contraintes entre deux entités géométriques d’'une feuille lorsqu’il N’y en a pas.
Puisque plusieurs décompositions en s-arbres sont possibles, plusieurs complétions
bien contraintes existent. Ils proposent donc des méthodes pour trouver, parmi les
possibilités, celles qui répondent au probléine

Zuou et Gao[ZG061 rajoutent & cela un troisieme probleme, celui de la complé-
tion bien contrainte optimale : trouver automatiquement un ensemble de contraintes
a ajouter a urGCSstructurellement sous-contraint pour qu’il devienne strued-

lement rigide et que I'ensemble d’équations a résoudre simultanément soit de taille
minimale. lls proposent également un algorithme pour le problEnfendé sur la
recherche de sous-systemes résolubles une fois un segment (deux points contraints
par une distance) fixé. Le sous-systéme résolu est retiré et les entités correspon-
dantes marquées, dans un Graphe Orienté AcycliQA&] comme dépendant des
deux points du segment. lIs fixent alors un segment dans le systéme restant, et re-
commencent, jusqu’a avoir résolu I'ensemble du systeme. lIs étudient ali&e

pour invalider la fixation de certains points, jusqu’a ce lgné reste plus qu’un
segment fixé. lls évoquent des modifications de I'algorithme pour tendre vers une
solution du probleme de complétion bien contrainte optimale.

Cest-a-dire des méthodes a base de graphe, de rétegui sont incomplétes mais plus effi-
caces que des méthodes algébriques complétes

20Angl. : set decomposition

2IAngl. : s-tree, pour set decomposition tree
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Avant les travaux de Jo-Arinyo et al., Fuboset Horrmann [FH97] ont proposé

une méthode par formation adtusters|FH96] qui concerne les problémes de com-
plétion et de complétion bien contrainte optimale. Les travaux de TroMBE®EDNI
WiLczkowiak [ TWOG6] introduisent un algorithme fondé sur un catalogue de regles
de construction, a partir desquelles ils appliquent une rétro-propagation jusqu’a ar-
river a un squelette dGCSet a pouvoir fournir alors une paramétrisation du sys-
téeme. Nous avons déja parlé a la secBdah4des travaux de Nart et al.[NDB98]

qui corrigent un systéeme contenant une partie sous-contrainte et une partie sur-
contrainte.

2.2.5.2 Reésolution et utilisation de systemes non rigides

Les systemes de contraintes géométriques non rigides sont trés étudiés dans le
domaine de la robotique et, plus précisément, de la cinématique : I'objectif est
d’étudier quelles sont les libertés d’'un assemblage et d’exprimer I'espace des coor-
données possibles de certaines entités géométrigNes (0, PCRTO7]. Parmi les
travaux utilisant vraiment une approche de résolution de systémes de contraintes
géométriques, citons ceux de Kramet al. [Kra90 Kra9l, Kra92, AKC96], qui
considerent un assemblage d'objets rigides dans I'espace, connectés entre eux par
des contraintes d’incidence. Initialement, aucune des contraintes d’'incidence n’est
considérée comme satisfaite, et chaque objet dispose de 3 degrés de liberté en trans-
lation et 3 degrés de liberté en rotation. Ensuite, les contraintes d’incidence sont
consommeées les unes apres les autres et, a I'aide d’'un catalogue des configurations
possibles, Krameretire des degrés de liberté aux différents objets.

Nous avons déja évoqué les travaux de Scuretral. [SS06,SMO0E générali-

sant la notion de bonne constriction a la bonne constriatmauloun groupe de
transformations. lls montrent qu’ils peuvent non seulement résoudi@@8bien
contraintsmoduloles similitudes mais aussi aboutir a un algorithme de décompo-
sition plus général permettant de résoudre facilement et efficacement des systemes
que les méthodes de la littérature ne savent résoudre que numeériquement.

Les travaux de van der Memgst Bronsvoort [VAMBO08, vdMB10] consistent en la

résolution deGCSrigides, mais en considérant des clusters non rigides. fisico

derent trois types de clusters :

— les clusters rigides;;

— les clusters dont on peut changer I'éché|lgui sont, dans la terminologie de
Saireck et al. des systémes bien contraim®duloles similitudes ;

— les clusters radiaux, qui sont des assemblages faits de plusieurs droites passants
par un méme point, avec un autre point incident a chaque droite.

22Angl. : scalable clusters
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Avec une approche classique de réécriture et un cataloguegtisrde réécriture
spécifiques a ces clusters, ils améliorent la puissance de résolution des méthodes de
clusters existantes.

Gao et al. [GHY02, GHY04] proposent une méthode de resolution hybride d’'un
GCSrrigide lorsqu’aucune méthode de décomposition n’est comuue ce sys-

teme : ils retirent une contrainteet la remplacent par une autre contraiatells
expriment alors les solutions de ce nouveau systeme comme une fonction de la va-
leur de la métrique associéecaet en déduisent I'équation exprimant la métrique
decen fonction de celle de. Faere et Scurecket al. [FS06,FS07,FS09 étendent

cette méthode a la possibilité de remplacer plus d’une contrainte : ils retirent une
contrainte, appliguent une méthode de rétro-propagation et recommencent jusqu’a
ce que toutes les entités géométriques restantes soient liées a moins de contraintes
gue le nombre de leurs degrés de liberté. lls ajoutent alors autant de contraintes
gu’ils en ont retirées, de sorte a pouvoir continuer la rétro-propagation. lls font alors
varier les métriques associées aux contraintes ajoutées par la méthode de Newton-
RapHSON pour rattraper les valeurs associées aux contraintes qu’elles remplacent.

2.2.6 Parcours de I'espace des parametres

Non formellement liés a la sous-constriction, les travaux portant sur le parcours de
I'espace des solutions sont importants lorsqué&s@Sa un trés grand nombre de
solutions ce qui, de par les constructions géomeétriques dont les résultats sont des
multi-fonctions, comme une simple intersection de cercles, est fréquent.

La question posée dans les travaux de EsserteffaV.SD00h EVSMDO03] est de
trouver des solutions « proches » de I'esquisse. Pour cela, ils parcourent un plan de
construction (considéré comme une liste de définitions) et construisent un arbre des
solutions. Chaque niveau de 'arbre correspond a une étape du plan de construction,
la racine étant la premiére construction. A un nceud donné on associe comme fils
les différentes constructions possibles. Ainsi, un nceud correspondant a une intersec-
tion de cercles aura deux successeurs dans le cas général, un ou z€éro pour certaines
valeurs des coordonnées des centres des cercles et de leur rayon. Essyeneet al.
posent alors des méthodes permettant d’effectuer des coupes dans l'arbre, qu’ils
appellent « gel de branche » pour ne parcourir qu'une partie des solutions et sélec-
tionner celles qui ressemblent le plus a I'esquisse, en terme d’orientations relatives
des entités. lls proposent aussi une méthode de parcours interactif des solutions en
sélectionnant un noeud de I'arbre et en observant quelles sont les possibilités pour
la construction suivante.

Van der Memenet Bronsvoort [vdMBO5, vdMBO06] étendent ces travaux en pro-
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posant une méthode constructive de détermination des demdm validité des
parametres. Sitnaramt al.[SAZK06] proposent également une méthode de navi-
gation dans I'arbre des solutions pour passer d’'une solution a I'autre. JoaN-ARINYO
et al. [JALSR02,JALSR03,LBYJA04, LSRGJAO5] proposent d’utiliser des algo-
rithmes génétiques pour parcourir 'espace des parametres et résoudre le probleme
d’identification d’une racinegFH*95].
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On a tort d’apprendre aux enfants que tous les problemes
n'ont qu'une et une seule solution
— Alice Ferney, écrivaine francaise

Nous avons vu au chapitre que la décomposition d'uGCS en sous-systemes
et 'assemblage de leurs solutions était une pratique désormais systématique dans
toutes les méthodes de résolution. Malgré le nombre de telles méthodes présentées
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dans la littérature, la correction et la complétude du pp@de la décomposition
sont toujours restées des conjectures.

Autrement dit, il n’a jamais été montré, avant le début de nos travaux, sous quelles
conditions I'assemblage des figures solutions des sous-sysf&mesS, d'un sys-

temesS (ces conditions pouvant inclure des modifications des syst&m@en fai-

sant plus a proprement parler des sous-systeme$) denduisait a un ensemble

de figures égal a I'ensemble des solutionsSd€ette démonstration a uniquement

été faite dans le cas d€&3CSrigides par Sereck et Maruris [Mat97]. Pourtant,
I'importance de la robustesse des algorithmes est connue et affirmée dans la litté-
rature BSch01]. Hermann [Hof01] ainsi que Jan-Arinyo et Soro-RieraA[JASRI7]
montrent chacun la convergence d’'une méthode de résolution et non sa correction.

L'un des éléments essentiels de notre démarche étant le traitement homogene des
GCSsous-contraints et bien contraints, nous proposons iceadEe aux cas non
rigides la démonstration dé/at97 en explicitant les conditions de la correction

et de la complétude de la décomposition et en prouvant qu’elles sont nécessaires
et suffisantes. Pour cela, nous commencons par formaliser le point de vue multi-
groupe de Schrecket Maruis [SMO6] (section3.1). Nous pouvons alors effieler

la démonstration des conditions de correction et de complétude des méthodes de
décomposition (sectioB.2) de fagcon générale : nos démonstrations s’appliquent
aux méthodes privilégiant la rigidité aussi bien qu’aux méthodes prenant en compte
d’autres groupes de transformations. Enfin, nous appliquons ces théoremes a la mé-
thode d’Gvex [Owe91] (sectiorB.3).

3.1 Le point de vue multi-groupe

Comme nous l'avons vu dans les deux chapitres précédentsd8sont généra-

lement considérés comme bien contraints lorsqu’ils sont rigides. La rigidité d’'un
GCSest bien souvent prise pour hypothese par les solveurs.abudne solu-

tion d'un systéme rigide peut étre déplacée sans violer de contraintes et le systeme
a donc une infinité de solutions. Formellement, il est sous-contraint. Plus générale-
ment, des systémes non rigides peuvent étre considérés comme correctement congus
si c’est ce que l'utilisateur recherche, par exemple pour un systeme que l'on peut
mettre a I'échelle $S06].

Pour tenir compte de cela, une définition plus générale de la bonne constriction a été
informellement donnée par Pascal ScuretkPascal Maruiprécédemment au dé-

but de nos travauxXdMO06] consistant a partitionner 'ensemble des solutions selon
des groupes de transformationset a considérer le nombre de partitions pour déetermi-
ner le niveau de constriction. Dans ce chapitre, nous définissons formellement ces
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notions.

Nous définissons l'invariance par un groupe de transformations (setioh) et
étendons 'opération de jointure a une opération de jointure par transformation (sec-
tion 3.1.2. Nous définissons ensuite ce qu’est un repére po@CH(section3.1.3

puis nous étondons la notion classique de bonne constriction a la bonne constriction
moduloun groupe de transformations(sect®a.4).

3.1.1 Invariance par un groupe de transformations

En CAO, I'ensemble des solutiong(S) d'un GCSest habituellement stable par
certaines transformations géometriques.

Définition 34. Transformation géométrique : Une transformation géométrique
est une fonction qui a une figure d'@CSassocie une autre figure de GCS

La stabilité d’'un ensemble de solutions par des transformations géométriques con-
duit a considérer un groupe d’invariance et son action sur 'ensemble des solutions.
Nous définissons I'invariance d’un groupe de figures par un groupe de transforma-
tions, qui est informellement le fait qu’on puisse appliquer une transformation a une
figure sans violer de contraintes.

Définition 35. Invariance par un groupe de transformations : Un ensemble
de figuresF est invariant par un groupe de transformations G (ou G-invariant) si
V(f,p) e F xG,p(f) e F.

Par extension, on dit du@CSS qu'il est invariant par le group& si 7 (S) est
invariant parG. Ceci ameéene une notion sémantique (invariance d’un ensemble de
figures) au niveau syntaxique (invariance de systemes de contraintes). De méme, on
dira qu’une contrainte e§-invariante.

Un groupe de transformations définit une relation d’équivalence entre deux figures :
f et f’ sont équivalentes s'il existe une transformatior G telle quef = ¢(f’).
Nous appelonsrbitespour le groupés les classes d’équivalence de cette relation.

Définition 36. Orbites : Soit G un groupe de transformations, un ensemble
de figures G-invariant et f une figure appartenanfa L'orbite de f par G est
'ensemble Gf = {f’ | dp € G, ¢(f’) = f}.

L'ensemble des orbites d€ parG, noté¥ /G, forme une partition d& . |7 /G| est
donc le nombre d’orbites dé parG. Notons que s§ est invariant par un groupe
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Figure 3.1 - Orbites du GCS de la figure 1.11 pour les translations (a
gauche), les déplacements (au milieu) et pour les isométries (a droite)

G, il estinvariant par touG’ c G. De plus, siF est invariant par les group&s et
G,, alors il est également invariant pd@s; U G,), le groupe engendré pér; etG,.

Exemple 13. Orbites d'unGCS

Considérons I&CSde la figurel.11qui consiste en un triangle ri-
gide contraint par trois distances. La figid montre les orbites des
solutions de ce systéme pour trois groupes de transformations : les
translations, les déplacements (translations et rotations) et les iso-
métries (déplacements et symétries). Il n’y a qu’une orbite pour les
isométries, mais deux pour les déplacements : on peut passer d’'une
orbite a I'autre en opérant une symétrie. Pour les translations, il y a
une infinité de solutions, comme l'indiquent les points de suspension
sur la droite. On peut passer horizontalement d’une orbite a I'autre
en opérant une rotation. Comme pour le cas des déplacements, on
peut passer verticalement d’'une orbite a I'autre par symétrie.

Quand un systém8& estG-invariant,# (S) peut étre caractérisé par un ensemble de
représentantg, contenant une figure par orbite. En d’autres termigsy) = G. 7.

Définition 37. Représentants : SoitS un systeme de contraintes géomeétriques
G-invariant et¥ I'ensemble de ses solutions. Un ensemble de fighyesst dit
représentatif deF si

= %l = 1F/Cl

— V(1 f2) € F2 Ap € G, f1 = ¢(f2)

Chaque figure d&, est appelée un représentant fie

Exemple 14. Représentants

Dans I'exemplel3, I'ensemble des solutions peut étre défini par
F(S) = G.¥, avecG le groupe des déplacementsfetun ensemble
contenant une figure de chacune des deux orbit&s/de
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3.1.2 Jointures par transformation

Avec le point de vue de I'invariance par des groupes de transformationsvient aussi
une nouvelle définition de I'opération de jointure. Elle consiste a considérer comme
compatibles pour la jointure deux figures pour lesquelles il existe des transforma-
tions des groupes considérés qui, appliquées sur les figures, les rendent compatibles
au sens de la définitiob6.

Définition 38. Compatibilité par transformation : SoientS; = (Cy, X1, A1)
etS, = (Cy, X5, Ay) deuxGCSconstruits sur la méme signature. On pose =X
X1 N X,. Deux figures {fet f, solutions respectives d&, et S, sont compatibles
par transformation pour un ensemble de grougges'il existe (¢1, ¢2) € G1 X G,

tels que G € G, Gz € G etya(fi)lx, = pa(f2)Ix.

Dans la suite, étant données deux figufe®t f, et deux groupe&; et G,, on
note (¥4, ¥2)(5-o7 € G1 % G, I'ensemble des couples {y,) tels quepy(fr)lx, =
v2(f2)Ix.- En 'absence de confusioB; etG, pourront étre omis de la notation.

Chaque elément (F'¥,)1,.r,) permet d’exprimer une solution d&. Nous avons
alors

F& = [ (f = @) ®ea(f) A (01, 02) € (F1, o) ni0)
(f1, f2)edr, xF,

Dans le cas o, C G, la définition de la compatibilité par transformation pour-
rait étre « simplifiee » en montrant que s'il existe,(g) € (Y1,%2) 4, 1, tel que
01(f)Ix. = ¢2(F2)lx., alors il existep € G tel quey(fy)lx, = falx., €n posant

¢ = ¢,* o 1. Autrement dit, les deux figures sont compatibles par transformation
s'il existey € G; tel quep(f;) =x, fo.

A partir de cette définition de compatibilité, nous étendons la définition de la join-
ture.

Définition 39. Jointure par transformation : Soient f et f, deux figures com-
patibles par transformation pour un ensemble de grougeisa jointure par trans-
formation de f et f; est 'ensembleifeg f; = {f | T = ¢1(f1) ® pa(f2), (v1,¢2) €

(P, Vo), G € G, G2 € G)

Cette définition est trés différente de la jointure clasSigquecela qu’elle définit
un ensemble de figures. En outre, toutes les figures$, dg; f, n'appartiennent

1Cf. définition17
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pas nécessairement a la méme orbite selon le plus grand gdeuge en effet

il peut exister plusieurs; telles queyp;(f;) =x. f2, ce qui signifie qu’il n’existe

pas nécessairement de transformation globale permettant de passer d’une figure a
l'autre.

Etant donnés deux group€s etG,, en considérant un ensemble de figufgsre-
présentatif d&S; pourG; (i.e.contenant une figure de chaque orbitefde,) pour
G,) et un ensemblé&,, représentatif d&, pourG,, on peut montrer que 'ensemble
des jointures par transformation de deux figures appartenant-a#,, est égal a
7'-(81 + Sz)

Considérons deux system&s = (Cy, X3, Ay), G-invariant, etS, = (Cy, X5, Ap),
Go-invariant. SoitS = S; + S, et posonsXe = X; N X, I'ensemble des incon-
nues communes aux de®CS.¥ (S;) et ¥ (S») peuvent chacun étre décrits par un
ensemble de représentants, que I'on nomme respectivefeet 7, : ¥(S1) =
G1.Fr, etF(S,) = G,.F,. On peut ainsi écrire n'importe quelle solutiére 7 (S)
commef = ¢;(f1) ® po(f,) avect; € 7, ety; € G; pour chaque.

Notons que si, pour une figufe= ¢;(f;) ® ¢2(f2), avecX, 'ensemble des entités
geométriques communedsaet f,, on connait une transformation € G, telle que
@1 (flx.) = flx., alorspi(¢](f1)) ® ¢a(f2) est également solution.

Exemple 15. Résolution du « papillon » par jointure de solutions des deux
triangles

La figure 3.2 montre 1eGCSdu « papillon » fait de deux triangles
rigidesS; etS,. Ces sous-systemes sont bien contraimgluloles
déplacements et partagent un point comrRurSoientf; et f, des
représentants d&(S;) et deF (S,) respectivement.

Une solutionf deS peut étre construite en déplacdpet f, de telle
sorte que les coordonnéeskdans chaque figure soient cohérentes.
Cela revient a trouver un couple(g-) tel quef = ¢1(f1) ® pa(f,)
ete1(f)lip) = w2(f2)lip)- Un exemple est donné a la figuBe2b.
N’importe quel déplacemegt, ne modifiant pas les coordonnees de
P permet de trouver une nouvelle solutidh= ¢1(¢7(f1)) ® ¢o(f2)
comme lillustre la figure3.2c.

Cete facon de trouver de nouvelles solutions a partir d’'une solution spécifique
revient a trouver les stabilisateurs pour chague groupe des inconnues partagées.
On noteG* = {¢p | ¢(X) = X} le sous-groupe stabilisateur aepourG. Si f =
1(f1)®p(f,) avecX. les inconnues communedget af;, alors pour toug; € GI'Xe

etg, € GJ%, on a (gy1, Gowz) C (W1, W2)1,.1,- Notons queG,™ est isomorphe a

Gil'Xe puisque tous les stabilisateurs d’'une orbite spécifique sont conjugués. Cela
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Figure 3.2 -Résolution du « papillon » par jointure de solutions des deux
triangles : a) Esquisse ; b) Deux solutions sont assemblées; c) Le
déplacement de f; n'empéche pas I'assemblage
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amene a dire, dans I'exempl®, que la rotation autour du poiRtpeut étre effec-
tuée avant ou apres applicationgle

Le théoreme suivant montre que si I'on connait un sous-sysfniéun systeme
S et que le groupe de bonne constriction&ieinclut celui deS, alors I'ensemble
obtenu par jointure par transformation d’un représentaft @ ) et deF (S—-S; +
B(S1)) permet de représenter toutes les solutionS de

Théoréme 2. Jointure et bord : SoitS = S;+S, un systeme G-invariant vérifiant
F(S1) = G .Fr, etF(B(S1) + S,) = G.F,, avec GC G'. On pose

T = U fl’l ®G' fl’z
(frlsfrz)eﬂlxﬁz

OnaF(S) = G.7.

Démonstration:
La preuve se fait par inclusion mutuell&:¥ c 7(S) etF(S) € G.F.

1. G.F¥ € ¥(S) : il S'agit de montrer que la jointure par transformation
ne produit pas de figures qui ne sont pas des solutions.
Sif e g alorsf = ¢(f;,) ® f, avecyp € G, f;, € 7, et f, € F¢..
Puisquep(f;,) € 7(S1), f € F(S).

2. F(S) c G.¥ : il s’agit de montrer que toutes les solutions sont dans
G.7.
Considérons une figure= f; ® f, et soitf,, le représentant de I'orbite
de f,. Il existey € G tel quey(f,) = f;,. Puisquer (S) estG-invariant,
o(f) € F(S). On a donap(f) = ¢(f1) ® ¢(f,). PuisqueG C G, on
ag(fy) € F(8S,y) et il existe donc un représentafat € 7, de l'orbite
contenanty(f,).

m|

3.1.3 Repéres

Informellement, un repere d'uBCS.S est un sous-systeni de S tel que si les
coordonnées des entités geometriqueR dent fixées, alors le nombre de solutions

deS est fini. Les reperes servent a désigner des figures spécifiques dans un ensemble
de figures.

Rappelons tout d’abord qu’on dit de I'action d’'un grodpegu’elle estlibre (ou que
G agit librement) sur un ensembfe si pour toutg; et g, distincts danss et tout
élémentf € ¥, on ag;.f # g,.f.
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Dans une orbite de figuré&a f, une figure spécifiqué’ peut étre identifi€e en don-
nant une de ses sous-figurEg a condition qués agisse librement su®. f’|x. Si
ce n'est pas le cas, alors plusieurs figure§Sdepeuvent contenif’|x.

Exemple 16. Repere

Considérons un systén décrivant un triangle en 2[BBC con-
traint par les longueurs de ses trois c6tés. Il est invariant par le groupe
D des déplacements (entre autres).

Etant données des coordonnées du paintl y a une infinité de
solutions, toutes en rotation libre autour AeEn matiére de trans-
formations, cela vient du fait que les déplacements n’agissent pas
librement sur un point.

Sien revanche on donne les coordonnées du podnta direction de

la droite AB), seules deux figures satisfont ces parameétres, chaque
figure étant le symétrique de l'autre par rapporidd). Dans cha-
cune des deux orbites ¢g(S)/D, D agit librement sur les figures.

Définition 40. Repeéere :Un GCSR tel que G agit librement sur les éléments de
¥ (R)/G est un repére pour le groupe G, ou G-repere.

Par abus de langage, on appelle aussi repere@aur type de systemes qui sont

des repéres pous. Ainsi, on dit qu’un point et une direction sont un repere pour

les déplacements, car tout systeme consistant en un point et une direction est un
D-repére.

Notons que la fixation d’'uG-repére n'assure pas I'unicité des orbites des figures
solutions pouf. Ainsi, par exemple, un systéme admettant des symétries aura plu-
sieurs orbites pour les déplacements. D’autres cas sont possitede8] de par

le fait que les opérations de construction géométriques (intersection de cercles, par
exemple) sont des multi-fonctions.

3.1.4 Constriction modulo un groupe de transformations

En CAO, I'hypothese est généralement faite que®3Sa résoudre sont rigides.

La plupart des algorithmes de résolution ne traitent donc que ce type de systemes
et échouent pour les autres. Les systémes rigides sont donc considérés comme bien
contraints. Toutefois, dans la mesure ou ils sont invariants par déplacement, une
infinité de solutionsF peut étre construite en appliquant des déplacements a une
solution particulieref : ¥ = D.f. En considérant I'invariance par des groupes

de transformations, il est possible de proposer d’autres définitions des niveaux de
constriction pour résoudre ce paradoxe des systemes bien contraints ayant une infi-
nité de solutions.
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Définition 41. Constriction modulo : Un GCSS est bien contraintmodulo un
groupe G, ou G-bien-contraint, §F (S)/G| est fini non nul.

La définition de la sous-constriction peut également étre étendue en considérant
commeG-sous-contraint un systéme dd#t(S)/G| est infini. En revanche, la dé-
finition de la sur-constriction ne dépend pas d’'un groupe : un systéeme est sur-
contraint quand il n’a pas de solutions, quel que soit le groupe considéré.

On peut en revanche définir la so@sdéfinition et la suiG-définition, comme suit :

Définition 42. Sous6-définition : Un systéemeS est dit sous-G-défini s'il est G-
invariant et que pour tout couple de figureset f, solutions deS tel gu’il existe
¢ € G, ¢(f) = f,, il existe une infinité de transformatiops e G telles quey’(f,) =
f.

Exemple 17. GCS sous&G-défini

Un systeme sou&-défini est un system6-invariant qui est plus
petit qu'unG-repere. Par exemple, un systéme composé d’un point
incident a une droite est invariant par similitude, mais il existe une
infinité de similitudes permettant de passer d’'une solution de ce sys-
teme a une autre.

Définition 43. Sur-G-définition : Un systemeS est dit sur-G-défini s’il n’est ni
sur-contraint ni G-invariant.

Exemple 18. GCS sur-G-défini

Un systéme suG-défini est un systéeme qui contient des contraintes
non G-invariantes. Par exemple, un systeme bien contraiodulo
les déplacements est sur-défini pour les similitudes.

Un GCSpeut étre bien contraimhodulo plusieurs groupes. Dans I'exem3¢l, le
systeme est bien contraimoduloles déplacements (deux orbites) mais également
moduloles isométries (une seule orbite).

La définition41 améne quelques propriétés naturelles :

— pour unGCSS = (C, X, A) et X’ c X, siS estG-bien-contraint alor$F (S)|x /G
est fini

— si unGCSS est a la foisG;-bien-contraint eG,-bien-contraint, alorsS estG-
bien-contraint, aveG = G; N G, et|F (S)/G| < |F(S)/Gy| X |F(S)/Gal

Notons que pour n'importe quel systéifial existe toujours un group@€ tel que
S soit G-bien-contraint : le groupe des permutations de I'ensemble des solutions.
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Bien évidemment, exprimer ce groupe revient a connaitredesesolutions d&
et n’a donc aucune utilité pour la résolution ou la décompositioS.de

La décomposition d’'un systen@bien-contraint est basée sur le théor&n€onsi-
dérons unGCSG-bien-contraintS. Supposons que I'on peut trouver des solutions
d’un sous-system@&;-bien-contraintS; c S tel queG,; c G.

Le systeme résultant estb, = S — S; + B(S1). Il est G-bien-contraint puisqu’il
a les mémes propriétés quede par I'ajout du bord. En posant qug, et 7,
sont respectivement des ensembles de représentafit6éde/G; et deF (S,)/G,
le théoreme nous indique qué (S) = G.¥ avec

7: = U frl ®Gl fl’z
(frlafrz)eﬂlxﬁz

Etant donnés deux représentafi{se 7, et f,, € ¥, avecX. les inconnues com-
munes af,, etaf,,, f;, ®g, f;, est soit vide soit isomorphe@{'llXe/G. CommesS est
G-bien-contraintG,*"* /G est fini.

Deux cas sont a considérer, selon @fé'xe est fini ou non. S, et S, partagent

un repéere, étant donnée la définition d’'un repé?ﬁfél,'x‘e est fini. S’ils partagent

« moins » qu’un repére, c’est-a-dire un sous-systéme sur lequel le groupe consi-
déré n'agit pas Iibremenﬂ?,-irllxe peut étre infini, c’est-a-dire qu’'un nombre infini de
transformations peuvent étre appliquées pour effectuer la jointuye elef,,. Mais

dans ce cas, puisql.ﬁeestG-bien-contraintGIrlIXe /G est fini etX; = Xe.

Théoreme 3. Bord d'un sous-systéme SoitS = S; + S, un GCSG-bien-
contraint, avecS; un sous-systeme;bien-contraint, GC G;. G; agit finiment
transitivement sufB,(S1)

Démonstration:

Nous raisonnons par I'absurde. Supposons Guer'agisse pas finiment
transitivement suBs,(S;) : cela signifie qu’il existe une infinité d’orbites
pourG; de jointures d’une figure solution d& avec une figure solution de
Bs,(S1). Par définition du bord, il existe donc une infinité d’orbites pGyr
de jointures d’une figure solution d& avec une figure solution de,.
Soientf; une solution deS; et f, une solution deS,. L'ensemble des figures
obtenues par jointure df et def, est sous-contrainhodulo G. Comme

G C Gy, il est aussi sous-contraintodulo G Puisque cet ensemble est un
sous-ensemble des solutions&leS est sous-contraimhoduloS. |
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LEe &

S S1

Figure 3.3 - Décomposition multi-groupe : S est rigide ; S1 ¢ S est
S-bien-contraint; So = § — 81 est rigide

Exemple 19. Décomposition par similitude et déplacement

Considérons un exemple ou deux sous-systemes partagent un repére
a la fois pour les similitudes et les déplacements, comme celui de
la figure 3.3, extraite de [SM06]. Ce systéme &sbien-contraint.

Si le sous-systém&; est la figure3.3b, ¥ (S;) peut étreS. %, ou S

est le groupe des similitudes®&t un ensemble contenant un unique
représentant (|£51)/S| = 1). Si f,, est une solution d&; et f, une
solution deS,, il existe une unique similitude telle queyp(f,,|x,) =

fr,Ix. OU Xe sont les points communs.

Considérons ensuite un exemple ou les entités géométriques com-
munes ne forment pas un repére : soit un syst&mB-bien-con-
traint et un systemé, G-bien-contraint ave6 le groupe des rota-
tions autour du poin avecX, = {P}. Le systeme glob&# = S;+S,
estG-bien-contraint. Etant donné deux représentdntpour S; et

fr, pourSy, il y a une infinité de déplacemengsels quep(f.,)Ix. =

fr,Ix.- Toutefois, toutes les figures obtenues par jointures sont équi-
valentesmodulo Ga condition que les inconnues @ se limitent

au pointP, sinon il y a une articulation libre di, et f,, autour deP

etS n'est passG-bien-contraint.

Dans le cas bien contraint, joindre des sous-systemes implique le calcul d’'un nom-
bre fini de transformations. Ce calcul est immédiat a condition que les deux sous-
systemes partagent un repéere et que, pour chaque groupe et pour chaque type de
repere, la transformation symbolique d’'un repére en un autre soit connue. Si le
sous-systeme commun est moins qu’un repére, une transformation aléatoire parmi
I'infinité des transformations possibles peut étre choisie.

Avec I'ensemble des notions définies ci-dessus, nous pouvons étendre la notion de
décomposition a une décomposition multi-groupe. Généralement, dans le domaine
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de la résolution d&sCS, les décompositions sont centrées sur les déplacements,
c'est-a-dire que I'on recherche des sous-systemes rigides. Avec une approche multi-
groupe, la définitior29 peut étre étendue pour que les déplacements ne soient pas
explicitement considérés.

Définition 44. Décomposition multi-groupe : Etant donné un ensembig de
groupes de transformations, uggdécomposition d’'urGCSS est une décompo-
sition deS en systemes;, ..., S, telle que chaqud;,i € [1, n] soit G-invariant,
avec Ge G.

Cette définition ajoute une condition sémantique (invariance) a la définition syn-
taxique de la décomposition. Dans un univers géométrique donné, il y a de nom-
breuses décompositions possibles d’un systeme. En matiére de complexité de réso-
lution elles ne sont pas équivalentes mais, par définition, ménent toutes aux mémes
solutions.

3.1.5 Groupes considéres

Dans le reste du présent mémoire, nous considérons sauf mention contraire les
groupes obtenus a partir des rotations autour d’'un point, des translations et des ho-
mothéties. Ces groupes induisent une structure de treillis : la composition de n’im-
porte quel couple de groupes amene un sur-groupe engendré. Pour des raisons appli-
catives, en I'occurence le fait que certaines des compositions ne nous paraissent pas
intéressantes pour la résolution @€S, nous nous limitons seulement a certains

des groupes. La figurg.4 montre les groupes considérés et leurs inclusions.

3.2 Conditions de correction et complétude de la décompo-
sition

Comme pour toute méthode de résolution de probleme, les questions de correction
et de complétude se posent :

1. correction : les figures obtenues par décomposition et assemblage des figures
sont-elles des solutions du systéeme global ?

2. complétude : les solutions du systeme global sont-elles toutes obtenues par
décomposition et assemblage ?

Nous allons démontrer que la soustraction d’'un sous-systeme ne modifie pas les
solutions du systeme global si on lui ajoute le bord du systeme soustrait. Autrement
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Similitudes
Déplacements
A A
Rotations Translations Homothétiep
de centrep ransiations 1 e centrep
A
Identité

Figure 3.4 - Treillis des groupes de transformations considérés dans notre
implantation ; les arcs indiquent 'inclusion

dit, si on aS le GCSglobal,S; un sous-systeme dg etS’ = S — Sy, nous allons
montrer qug:(S/ + BS’(Sl)) = ‘7:(8)|unknown(ss/)-

Cette démonstration avait déja été faite par MagtiScareck [Mat97] pour le cas
particulier de la décomposition d'UBCSrigide en sous-systemes rigides. Dans le
cadre de notre travail, il était important de déterminer les conditions de correction

et de complétude des méthodes de décomposition dans le cas général, afin d’assurer
I’'hnomogénéité de traitement de nos algorithmes, que nous voulons capables d'agir
sur n'importe que{zCSnon sur-contraint.

Notre démonstration est donc indépendante de I'univers géométrique cofsidéré
Elle s’applique aussi bien aux méthodes de décomposition classiques qu’aux meé-
thodes multi-groupes.

Pour arriver a notre résultat, nous avons besoin de plusieurs théoremes intermé-

diaires :

— il nous faut montrer que I'ensemble des solutions du sous-systeme engendré par
un sous-ensembl€ des inconnues contient I'ensemble des figures solutions du
systéme global restreintesathéoremet) ;

— il nous faut montrer que I'ensemble des solutions d’'une addition de deux sys-
temes est la jointure des ensembles des solutions de ces systémes (tf§oreme

— il nous faut enfin déterminer les conditions de préservation de la jointure d’en-
sembles de figures par la restriction (théorefjyece pour quoi nous aurons be-
soin de prouver la préservation de la jointure de deux figures par restriction (théo-
remeo).

2A la condition prés de possibilité d’expression du bord dans l'univers géométrique
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L'ensemble de ces théorémes nous permet de démontrer giiemtrein sous-
systéme puis en rajoutant son bord, les solutions ne changent pas et donc qu'a
condition de pouvoir calculer et exprimer le bord d’'un systeme, les méthodes de
décomposition sont correctes et complétes.

3.2.1 Lien entre solutions d’'un sous-systéme et sous-figures so-
lutions

Nous commencons par montrer que la restriction d’'un ensemble de figures a un
sous-ensemble des inconnues n’est pas le pendant&ldossystéme engendré

par ce sous-ensemble. Autrement dit, pour un syst8me(C, X, A) et son sous-
systemeS’ = (C’, X', A') engendré paX’ (avec doncX’ c X), on aF (S)|x C

F(S'). En eftet, les figures d&(S)|x respectent toutes les contraintes@le- et

font donc partie d&-(S’) — mais respectent également les contrainteS\d& qui
concernent des entités géométriquexte

Théoreme 4. Lien entre solutions d’un sous-systéme et sous-figures solutions :
SoitS = (C,X,A) un GCSet X c X un sous-ensemble des inconnues. On pose
S = (C,X,A) le systtme engendré par.)On aF (S)lx < F(S’) mais pas
nécessairement (S’) € F(S)|x -

Démonstration:

Montrons quer (S)|x € F(S’). Soit f une solution de&S. CommeC’ c C,
toutes les contraintes d& sont satisfaites dant et donca fortiori dans

flx. On a doncF (S)|x € F(S).

Montrons que linclusion réciproque n’est pas forcément vraie. Les cont-
raintes deC’ sont satisfaites par toutes les figuresdes’). Sil'on considere

une contrainte ¢ C’, elle ne sera satisfaite par toutes les figure§d8’)

gue sic est redondante avel’, c’est-a-dire qu’a partir d’'une preuve de
satisfaction des contraintes @éon peut apporter la preuve deSic n’est

pas redondante avee, alors il existe des figures qui satisfont toutes les
contraintes d€’ et qui ne satisfont pas Autrement dit, il existe des figures
deF (S’) qui ne sont pas des solutions du systeme obtenu en ajaaait

Or C’ c C. Si les contraintes d€\C’ ne sont pas toutes redondantes avec
C’, on amontré ce qu'il fallait démontrer. Exhiber un systéme de plus d’'une
contrainte dont toutes les contraintes ne sont pas linéairement dépendantes
est aisé. O

Le lecteur pourra se référer a I'exemg@fepour un exemple des implications de ce
théoréme.

3Cf. p.22
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3.2.2 Lien entre addition et jointure

Nous montrons ensuite le lien étroit entre I'addition@€Set la jointure des solu-
tions de ce$sCS: I'ensemble des solutions d'UBCSest la jointure des solutions
de ses sous-systemes.

Théoréme 5. Lien entre addition et jointure : SoientS; et S, deuxGCScons-
truits sur la méme signaturé- (S; + S) = ¥ (S1) ® F(S>).

Démonstration:
SoientS = (C, X, A), 81 = (C1, X1, Ay) et Sy = (Cy, Xp, Ap) trois GCStels
queS = S; + So.
Démontrons qué (S) € F(S1) @ F(S2) et 7 (S1) ® F(S2) € F(S)

1. F(S) 7 (S1)®F(S2)
Une figuref € F(S) peut s’exprimer comméd|y, ® flx,. D’aprés le
théoremed, on aflx, € F(S1) puisqueF (S)lx, € F(Sy) et flx, €
F(S)lx,. Similairement,f|x, € 7(S2). On a doncF (S) € 7(S1) ®
F(S2).

2. F(S1)9F(S2) cF(S)
Considérons une figure e ¥(S1) ® F(S,). Elle est définie pour tous
les éléments dX. Admettons qud ¢ ¥ (S), c’est-a-dire qu'il existe
une contraintec € C telle que I'interprétation de dans& n’est pas
satisfaite avec les valeurs associées aux entités géomeétriquds par
CommeC = C; U C,, on a soitc € C; soitc € C, et doncc apparait
dansS; ou dansS,. Commef € F(S;) ® F(S>), les interprétations
des contraintes d€, et C, sont satisfaites pour les valeurs fieLa
contraintec est donc satisfaite. Il y a contradiction, I'’hypothélsez
¥ (S) est donc fausse : onfac 7 (S) et doncF (S1) @ 7 (S2) € F(S).

On a l'inclusion mutuelle F(S) € 7(S1) ® F(S2) et F(S1) ® F(S2) <
F(S). OnadoncF (81 + S2) = F(S1) ® F(So). O

Le lecteur pourra se référer a I'exemgtepour un exemple des implications de ce
théoréme.

3.2.3 Préservation de la jointure de deux figures par la restriction

Nous montrons maintenant que la restriction préserve I'opération de jointure pour
deux figures, c’est-a-dire que la jointure de deux figures restreintes est égale a la
restriction de la jointure des deux figures.

4Cf.p.25
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Théoréme 6. Préservation de la jointure de deux figures par la i&riction : Si
f=1f®f,avecf: Xy - Eet h: X, > &, alors pour tout sous-ensemblé de
X1 U X, flx = filx ® falx.

Démonstration:

Par définition de la jointure, on & : X; U X, — & avecf(x) = fi(X) si
x e Xy et f(x) = fo(x) si x € X,. La restriction def a X’ est donc :

flx/ c X—=&
fi(X)sixe XyN X
X*{ f,(X) Si X € Xo N X’

De méme, par définition de la restriction, odiae {1,2}, filx : XN X' — &
et filx (X) = fi(x).

filx ® folx : (X]_ N X,) U (X2 N X’)—) &
« R fi(x) sixe X; N X’
fo(X) sixe XoN X
Or (X;NX)U (XN X') = (X UX)NX'. CommeX’ C (XU Xy), le domaine
de définition def;|yx ® f;|x estX’ et on afi|y ® folx = (f1 ® 2)lx . O

3.2.4 Conditions de préservation de la jointure d’ensembles de
figures par la restriction

En revanche, la restriction ne préserve pas forcément I'opération de jointure pour
des ensembles de figures. Nous montrons les conditions de préservation de la join-
ture d’ensembles de figures par la restriction, a savoir le fait que I'intersection des
ensembles d’inconnues des deux systémes soit incluse dans le sous-ensemble de
restriction.

Théoréme 7. Conditions de préservation de la jointure d’ensembles de fi-
gures par la restriction : SoientS; = (Cq, X1, Ay) et S, = (Cy, X5, Ay) deuxGCS
construits sur la méme signature. On pose=XX; N X, et S = S; + S,. Pour tout
ensemble XC (X1 U Xz), F(S)Ix = F(S1)lx ® F(S2)Ix Si et seulement sig X'.

Démonstration:

Montrons I'égalité deF (S)|x et deF (S1)Ix ® F(S2)lx par inclusion mu-
tuelle.
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1 F(S)x € F(S)lx ® F(S2)lx
Soit f € F(S). On peut décomposdren f, ® f, avecf; € F(S)|x, et
f, € F(S)Ix,. Le théoremet nous dit quef; € F(S;) et f, € F(Sy).
Par définition, on afilxx € F(S1)Ix et frlx € F(S,)x. Le théo-
reme6 nous indigue qud|y = filx ® folx,, ON peut en déduire que
F(S1+8)lx € F(S)lx ® F(S2)Ix. Notons que cette relation est
valide méme sK’ ¢ Xe;

2. F(S1)lx @ F(S2)lx € F(S)Ix
La démonstration vient de la définition de la jointure. Soit f; ® f,,
avecf; € F(Sy)lx et f, € F(S,)Ix . Par définition,f € F(S1)lx ®
F(S2)lx . La figure f n'appartient & (S1 + S2)|x: que SiF (S1)lx et
F(S,)|x respectent les contraintes ¥g Pour cela, il faut que le test de
compatibilité des figures ait inclus les entités géométriques concernées
par les contraintes d¥., ce qui est le cas quand et seulement quand
Xe € X.

Il'y a donc inclusion mutuelle si et seulemeniXgic X'. O

Le lecteur pourra se référer a I'exempfepour un exemple des implications de ce
théoréme.

3.2.5 Correction de I'assemblage de figures

Nous pouvons maintenant en arriver au résultat central de cette section, essentiel
pour la décomposition. Il montre que retirer un sous-syst&med’un GCSS ne

change pas les solutions du systéme résultant si le bo&} ddont I'existence a

eté prouvé au théorenig est ajouté. En d’autres termes, il prouve la validité des
meéthodes de décomposition ascendantes : si les solveurs des sous-systémes sont
corrects et complets (i.ee fournissent que des figures qui satisfont les contraintes

et les fournissent toutes) alors I'assemblage des sous-figures fournira toutes les so-
lutions valides et uniquement des solutions.

Théoreme 8. Correction et complétude de I'assemblage de figuresSoitS =
S; + S, unGCSavecs; = (C,, Xp, Ao). La restriction defF (S) aux variables deS,
est 'ensemble des solutions du systeme obtenu en ajoutant le bSidadS, :

F(S)Ix, = F(S2 + B(S1))

Démonstration:

5Cf. p. 26
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SoientS = (C, X, A), S1 = (Cy, X1, Ay) et S, = (Cy, X, Ap) trois GCSavec

S = 8; + 8,. Les variables de bord d&, apparaissent dans les contraintes
de S; et les contraintes d8,, i.e. elles constituent 'ensembl&, = X; N

Xo. On sait grace au théoréndeque la relationf (S)lx, € F(S;) n'est

pas symeétrique de par le fait que certaines contraintes qui concernent les
inconnues deXe peuvent étre présentes dadbs Ainsi, soustraireS; de S

peut retirer des contraintes agissant sur une parti de

Le systeme de bord d8, par rapport aS, est leGCStel que¥ (B(S1)) =
F (S1)Ix.. CommeX, C X, on peut déduire des théorentest 7 que

F(S)Ix, = F(S1)lx, ® F(S2)Ix,
= F(S1)Ix. ® F(S2)
=F(B(S1) +S>2)

|

Le lecteur pourra se référer a I'exem® pour un exemple des implications de ce
théoréme.

Ce théoréme nous permet de voir qu’en retirant le syst8srae S et en rajoutant
le bord deS, a8, on n’a pas modifié les solutions &e- S,. On peut donc résoudre
les deux systemes séparément et les assembler, le thébreous assurant que les
deux systemes sont compatibles.

Ce théoréme est basé sur une définition sémantique du bord. Il n’est donc vérifié que
si la signature considérée permet d’exprimer I'ensemble des contraintes du bord.
Par exemple, le bord du systéeme représenté a la fig@rpar rapport au reste du
systeme dont il est extrait contient une inégalité puisque I'on sait que la distance
entrep, et p4 doit étre inférieure ou égale a la somme des distapgep, et p;—

ps. La signature de I'univers géométrique de I'exemblee permet pas d’exprimer

cette contrainte et on ne peut donc pas, simplement avec le thé8rgmoiver que
décomposer le systeme de la figdr@ en commencant par soustraire le systeme de

la figurel.3ménera a un résultat correct.

Le théoremeB8 peut étre afiibli en montrant qu’'il n’est pas nécessaire d’ajouter
I'ensemble du systéme de bord dans le cas ou celui-ci est redondant. Il suffit alors
d’ajouter une base du bord, c’est-a-dire un sous-ensemble minimal du bord tel que
toutes les autres contraintes sont redondantes.

Ce faisant, il est possible de montrer la correction et la complétude d’'un algo-
rithme de résolution donné. En effet, pour le cas de systBaimen-contraints par
exemple, il est possible de montrer que la connaissance de I'ensemble des distances
entre deux points et des angles entre deux droites est suffisant pour caractériser les

6Cf. p.35
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solutions d’un systéme. Autrement dit, si I'on sait calcwes informations, toutes

les autres informations du bord sont redondantes. Il suftit donc de savoir calculer
une base de cet ensemble. On peut montrer, de méme, que I'ensemble des angles et
des bi-rapports de distance entre deux points est suffisant a caractériser les solutions
d’un systemes-bien-contraint.

3.3 Démonstration de la correction de la méthode d'O  weN

Rappelons que la méthode d’®@en [Owe91] est une méthode de décomposition
descendante d'u®GCS génériquement rigide utilisant une analyse du graphe de
contrainte. Son principe est de rechercher une paire d’articufagiode séparer le
graphe en deux au niveau de cette paire d’articulation. L'un des deux sous-graphes,
gue nous appelorgg, a désormais un nceud d’articulation. L'autre sous-graghe,
correspond a un sous-systeme rigidegSn’est pas un graphe triconnexewéx

opére une récursion sgs. Puis une aréte, appelée lien virfiest ajoutée entre les
deux nceuds de la paire d’articulation dap®t on opéere récursivement syir. Les
systémes triconnexes doivent étre résolus et leurs solutions sont assemblées.

La méthode d’@e~ fonctionne dans un univers géométrique 2D dont les sortes sont
les points et les droites et les contraintes sont des distances entre points, des angles
entre droites et des incidences point-droite. Elle ne fonctionne que sur des systéemes
dont le graphe de contrainte n’est pas triconnexe : ceux-ci doivent étre résolus au
moyen d’un solveur extérieur. Faisons ici I'hypothése que I'on dispose d’un solveur
correct et complet pour ces systemes et montrons que la décompositionndEex

alors correcte et compléte.

Il est trivial de montrer que si le graphe admet un nceud d’articulation ou est décon-
necté, leGCScorrespondant n’est pas rigide : dans le cas déconnectégvieent

gue leGCSest coupé en deux parties qui ne partagent pas un repére palg-le
placements ; dans cas du nceud d’articulation, on montre que quelle que soit I'entité
geometrique correspondant au nceud d’articulation, les deux@GSpartageant

cette entité ne partagent pas un repere pour les déplacements. L'ensemble n’est donc
pas rigide.

On sait donc que le graphe est un graphe biconnexe. Considérons maintenant une
paire d'articulation en deux nceuds et n, et décomposons I&CSen les deux
sous-systemes situés de part et d’autre des entités géométriques correspondant a ces

Cf. chapitre2

8].e. une paire de nceuds du graphe telle que si on retire ces nceuds du graphe ainsi que leurs
arétes incidentes, le graphe résultant a 2 composantes connexes

9Angl. : virtual bond
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nceuds. S'’il y a une aréte entne et n,, on décompose en n’incluant la contrainte
correspondante que dans un seul des sous-systemes.

Considérons maintenant que I'un des deux sous-systéemes est rigide. Il ne peut

s’agir, comme on I'a montré plus haut, que de celui dont le graphe n’a pas de nceud

d’articulation,g,. Il peut s’agir soit d’un systeme triconnexe, soit d'un systeme sur

lequel on va opérer une récursion. Son bord par rapport au reste du systeme est I'en-

semble des informations que I'on peut calculer, dans un systéme rigide, concernant

les deux entités géométriques partagées. Trois cas sont possibles :

— les deux entités géométriques sont des points : une base du bord est la distance
entre ces points;

— les deux entités géométriques sont des droites : une base du bord est I'angle entre
ces droites;

— une entité est une droite, I'autre un point : une base de bord est la contrainte
d’incidence ou la distance entre le point et la droite, selon le cas.

Dans les trois cas, une base du bord est faite d’'une contrainte avec un degré de

restriction, qui se traduit en terme de graphes par une aréte entre les deux entités.

L'ajout du lien virtuel correspond donc bien a I'ajout du bord. Les deux systemes

partagent un repere pour les déplacements et peuvent étre assemblés.

Nous avons montré que la méthode de décompositiowek@evenait, en terme de
graphe, a décomposer un systéme en deux sous-systgraes, dont I'un, S;, est
D-bien-contraint et a ajouter le bord 8¢ dansS,. Le théoréme nous permet donc
d’'assurer que cette méthode est correcte et complete, sous I'hypothése de disposer
de solveurs corrects et complets pour les systemes triconnexes.

Notons que l'une des configurations possibles de paire d’articulation (un point et
une droite) peut amener un bord contenant une contrainte non exprimable dans
I'univers géométrique d’'@en (distance entre un point et une droite).

La figure 3.5 montre un exemple d&CS compatible avec l'univers géométrique
d’'Owen et ou cette configuration apparait. Le sous-systeme engendré par 'ensemble
{p1, P3, P4, 11} est rigide. Considérer la paire d’articulation constituéggdet del;

meéne donc a remplacer ce systeme par un lien virtuel @ate¢l,, dont lI'interpreé-

tation géométrique est la distancepleal;.

Une seconde hypothese pour la correction et la complétude de la méthodexd’O
est donc que ce type de configuration n’intervient jamais.
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Figure 3.5 - Systeme de contrainte géométrique mettant en défaut la
méthode d’OweN : esquisse (a) et graphe ((b)
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Nous avons formalisé, avec I'approche des spécificatiorbélgues, les systemes

de contraintes géométriques et leurs opérations, leurs niveaux de constriction, leur
décomposition et leur résolution, ainsi que le point de vue multi-groupe. Nous
avons réalisé un apercu de la littérature concernant la résolution de systemes de
contraintes géométriques en mettant I'accent sur les méthodes traitant de systémes
sous-contraints. Nous avons montré quelles étaient les conditions de correction et
de complétude des méthodes de décomposition et ainsi pu prouver que la méthode
d’Owen était correcte et complete sous certaines hypotheses.

Bien sdr, la démonstration que nous avons effectué n’aboutira pas a la preuve de
complétude d’'un solveur d8CSd’une famille géométrique : seuls les solveurs al-
gébriques peuvent étre complets. Mais notre démonstration fournit les conditions
suffisantes et nécessaires pour que la décomposition n'amene pas de facteur d’in-
complétude supplémentaire.

Les développements récents dans le domaine de la preuve interactive ont montré
gu'’il pouvait étre dangereux de se contenter de démonstrations non vérifiées par
I'ordinateur. MeikLeet FLeurior[ MFO3] montrent par exemple que la formalisation

de la géométrie par HiLser®'est pas autant exempte d’hypothéses qu’Hitiafs

firme et qu’il s’est probablement appuyé sur des figures pour raisonner, bien qu’il
prétende le contraire. De méme, Hamtsal. [HHM*10] proposent une démonstra-

tion au moyen d’un assistant de preuves de la preuve de la conjecture de KEepLER,
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proposée 12 ans plus toét par s sous la forme d’'une démonstration mathéma-
tique d’environ 250 pages et publiée seulement en 2006 de par I'incapacité des rap-
porteurs a certifier la correction de la démonstration. lls montrent notamment que
I'utilisation d’un assistant de preuves a permis de déceler des inexactitudes dans la
preuve originale.

Une suite logique des travaux présentés dans cette partie serait donc de formaliser
les systemes de contraintes géométriques dans un assistant de preuves et d'y ef-
fectuer les démonstrations des différents théorémes menant a la démonstration des
conditions de correction et de complétude des méthodes de décomposition a partir

de la définition du bord.

En outre, il serait intéressant de reprendre, comme nous I'avons fait pour la méthode
d’Owen, les différentes méthodes de décomposition de la littérature et de traduire
leurs opérations dans notre formalisme afin de vérifier si elles sont correctes et com-
pletes et, le cas échéant, de préciser sous quelles hypotheses elles le sont.
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Nous avons vu dans la partiguelles étaient les grandes approches de la résolution

de Systemes de Contraintes Géométrig@s$). Nous avons notamment vu que la
rigidité des objets congus était souvent une hypothése des algorithmes de résolution
actuels. Dans cette partie, nous allons nous abstraire de cette hypothése et étudier le
cas spécifique et encore relativement peu traité des systéemes de contraintes géomé-
triques sous-contraints.

Au chapitre3 de la partid, nous avons indiqué qu'il était inadéquat d’opposer rigide

et sous-contraint dans la mesure ou un systéme rigide a généralement une infinité
de solutions de par son invariance par déplacement. Dans cette partie, nous nous
intéressons aux systemes sous-contraints dans leur ensemble, c’est-a-dire que nous
cherchons a traiter de maniere homogene des systemes bien-comaiuiedes
groupes de transformations globaux autres que I'identité eG@Spour lesquels

il n'existe pas de groupe de bonne constriction agissant globalement, c’est-a-dire
intuitivement des systémes articulés.

Motivation

Nous considérons, contrairement a ce qui a été fait jusqu’ici dans la littérature, que
les solveurs devraient étre capables de résoudr&@&ssous-contraints. Comme

nous l'avons vu a la sectidh 2, la plupart des articles traitant de la sous-constriction
visent & la détecter, la considérant comme un cas d’erreur, ou a se ramener au cas
rigide par un ajout de contraintes &CS.

Pourtant, la résolution d&CSsous-contraints a des intéréts multiples : d’une part,
pour la résolution d’urGCSrigide diffidlement (voire non) décomposable, les so-
lutions d’un sous-systéme sous-contraint peuvent étre un point de départ pour un
rattrapage numérique, de méme qu’une décomposition en plusieurs systemes sous-
contraints (bien contraintsiodulodes groupes globaux ou non) peut augmenter

la classe des systemes rigides résolubles; d’autre parG@Ssous-contraints
peuvent trés bien étre des objets finaux correspondant aux attentes de l'utilisa-
teur : une paire de ciseaux, une lampe de bureau ou encore une voiture sont autant
d’exemples de systemes classiquement considérés comme sous-contraints méme si,
du point de vue de l'utilisateur, ils ont été contraints correctement.

Enfin — et cet argument a eu un impact déterminant sur I'orientation donnée a nos
travaux — la capacité a résoudre d@8S sous-contraints est un impératif pour la
mise au point de logiciels efficaces de Conception Assistée par Ordin@#0) (

basés contraintes permettant aux utilisateurs de concevoir incrémentalement leur es-
quisse. Cette fonctionnalité, tres peu envisagée jusqu’alors, est pourtant essentielle
si 'on veut permettre a des utilisateurs non experts un acces aux logici€la@e
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par contrainte : ceux-ci sont susceptibles de concevoilGieS avec trop ou pas
assez de contraintes par rapport a I'objet voulu et ont besoin de pouvoir procéder
par essai/erreur en ayant un retour sur le niveau de constriction du systeme.

L'ensemble des algorithmes que nous proposons dans cette partie sont donc increé-
mentaux : ils fonctionnent sur la base de la mise-a-jour des données lors de I'ajout
d’'une entité géométrique ou d’une contrainte.

Démarche

Pour répondre aux besoins d’incrémentalité et de retour visuel sur le niveau de
constriction, la démarche que nous abordons passe par la définition du schéma de
résolution suivant :

1. trouver incrémentalement une parametrisatio®@s,
2. trouver un plan de construction,
3. donner des valeurs aux parametres et évaluer le plan de construction.

La paramétrisation dGCS évoquée a I'étapé est un repere pour I6CS: elle
consiste a fournir, pour chaque entité géométriqu&as, le nombre de degrés de
liberté gqu'il faut retirer afin que I&CSsoit bien contraintmodulol'identité. Si le
systeme est rigide, le résultat de I'algorithme de calcul d’'une paramétrisation doit
donc étre un repere pour les déplacements.

Il existe un grand nombre de paramétrisations différentes pour un méme systeme
et toutes ne se valent pas : certaines menent a des plans de construction suscep-
tibles d’échouer selon les valeurs des parametres alors que, pour le méme systéeme,
d’autres permettent de trouver un plan de construction toujours valide.

L'étapel est abordée au chapi#eou nous étendons les travaux dettas et Mipp-

LEDITCH €n abstrayant |&CS sous forme d’un graphe biparti entités-contraintes

et en calculant un flux traversant ce graphe. Les algorithmes que nous proposons
partent de I'hypothése que ®CSn’est pas génériguement sur-contraint.

Les étapeg et 3 sont abordées dans le chapifequi décrit comment interpré-

ter géométriquement la paramétrisation combinatoire et comment déduire un plan
de construction par blocs a partir de cette paramétrisation. Il explicite également
I'interprétation géométrique du flux obtenu.

Le chapitreb traite du probleme spécifique de la détection de la sur-dotistr lors
de I'ajout de contraintes ou lors de I'évaluation numérique de la paramétrisation :
il montre que ces deux problemes ne sont pas trivialement résolus en adaptant les
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méthodes existantes, puis propose des extensions de ladaé&thdaémoin® pour
les résoudre.

10Cf. section2.2.2et [MF06, MFLMO06, MFO7, MF09)]
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Pour chaque probléme, il y a une solution qui est simple,
claire et fausse
— Henri Louis Mencken, journaliste américain

Dans ce chapitre, nous présentons un algorithme combinatoire, basé sur une mé-
thode de flux, en extension des travaux de Lar#etvMmbLepitca [LM9I6D]. I

est concu incrémentalement : a partir d’'une paramétrisation d’un systeme de con-
traintes géométriques, une nouvelle paramétrisation est calculée en mettant a jour
le flux, lorsqu’une contrainte ou une entité géométrique est ajoutée par I'utilisateur.
Nous proposons également un algorithme — en réalité une modification mineure de
I'algorithme utilisé a I'ajout d’'une contrainte — permettant a l'utilisateur de changer
de paramétrisation si celle qui lui est proposée ne lui convienit pas

Par exemple parce qu’elle ne lui donne pas une bonne intuition des libertés du systéme
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Nous avons vu, au chapit@, comment fonctionnait I'algorithme de flux de La-
tHAM et MiobLepITCH. Leur algorithme, limité a la 2D, utilise I'hypothése de rigidité

du GCSa résoudre pour déduire que trois degrés de liberté doiventedirés pour
ancrer une solution dans le plan. A cet effet, une contrainte virtuelle avec trois de-
grés de restriction est ajoutée et connectée a deux nceuds du graphe de flux.

Afin de s’abstraire de I'hypothése de rigidité, notre algorithme n'’utilise pas cette
contrainte virtuelle obligatoirement satisfaite. En revanche, le nceud de chaque en-
tité géométrique est liée a un nouveau nceud, qui dispose d’autant de degrés de
restriction que I'entité géomeétrique a de degrés de liberté. Ces nceuds ne seront
pas nécessairement saturés et représentent les éléments du repére que I'on calcule.
Ainsi, nous déterminons quels degrés de liberté doivent étre fixés.

Nous commencgons, avec la secti, par des définitions, notations et représenta-
tions spécifiques que nous utilisons dans la suite de ce manuscrit. Nous décrivons
ensuite l'algorithme en lui-méme a la sectibi2 et en donnons quelques exemples

en sectiord.3. Nous réalisons enfin une analyse de I'algorithme a la sedtibn

4.1 Définitions et notations

Le but des algorithmes décrits dans ce chapitre est le calcul d’'une paramétrisation
combinatoire d'urGCS.

Définition 45. Paramétrisation combinatoire d'un GCS : Soit S = (C, X, A)

un GCSnon génériguement sur-contraint. Une paramétrisation doatbire est
une fonction p: X — N telle qu’il est possible de rendi§ génériquement bien
contraintmodulol’identité en fixant px) degrés de liberté pour chaque entité géo-
métrique xe X.

Pour une paramétrisation combinatogirdonnée, nous appelons les entités géomé-
triquesx telles quep(x) > 0 les entités de I'ancre.

Le graphe de flux spécifique que nous construisons est appelé un gragHtkige
Un flot traversant un graphe d&flux est appelé uR-flot.

Dans les graphes d@flux, on note
— u— tlarcreliant les nceuds ett et orienté deu verst;
— u- tlarc deuat ayant une valuation;
— u— tl'arc deuat ayant une capacité de
]

2Cf. section2.2.1.2p. 49
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— u— tlarc deuat valuéi et de capacitg;

]
— {— t} 'ensemble des arcs entrantstde
— {u —} I'ensemble des arcs sortantsule
— Capk) la capacité de l'arx;
— Val(x) la valuation de I'arcx.

La définition précise d’'un graphe deflux est la suivante.

Définition 46. Graphe deR-flux d'un GCS: Soit S = (C,X,A) un GCS. Le
graphe deR-flux deS est un graphe orienté g dont les arcs ont des valuations dans
N tel que

— g aun nceud source Bt un noeud puitsyh
N s L. ddl

— achaque entité géométrique=XX U A correspond un nceug,ravec 29w, Ny;
N . ddr(c

— achaque contrainte € C correspond un nceud avec ey Ny;

— si x est une variable de c, alors g inclut un arg-# nc, avec k le nombre de
degrés de libertés que c peut génériguement bter a x ;
— pour chaque entité géométrique X, g inclut un nogudppelénceud de reperde

— — Ny,
X, avec les arcs fi—— r et ry predld

Il est bien entendu important que le flot traversant le graphg-tlax soit valide,
au sens usuel de la validité d’un flot, que nous rappelons.

Définition 47. Graphe deR-flux valide : Un graphe deR-flux g est valide si
— pour tout arc a de gQ < Val(a) < Cap(a);
— pour tout nceud n exceptget ny, Zien (Val(i)) = Zigny(Val(i))

L'objectif de notre algorithme de paramétrisation est de calculeRflot valide
maximalau sens de la définition suivante.

Définition 48. R-flot valide maximal : Un R-flot valide est dit maximal si
— chaque nceudyrcorrespondant a une entité géomeétrique est saturé, c’est-a-dire

gu’on aZign,;(Val(i)) = k avec @—k> Ny;

— chaque nceud.icorrespondant & une contrainte est saturé : da.n,(Val(i)) =
k avec ra—k> Np;

— les nceuds de repére ne sont pas nécessairement saturés;(énra Bt rx—i_> Np
avecO<i< | | |

La définition d’unR-flot valide maximal correspond a la définition classique d’'un
flot valide maximal, a la différence pres que les noeuds de repére n'ont pas a étre
satures.
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Ps

x/ )

P4 Ps
Figure 4.1 - Systeme articulé Figure 4.2 - Représentation
fait d’'une chaine fermée de 4 de CHyz du R-flot de la
barres rigides et d'une barre figure 4.3

en libre rotation autour d'un
point de la chaine

Les valuations des arcs allant d’'un nceud d’entité a son nceugpéee nous per-
mettront de définir une paramétrisation combinatoire.

Définition 49. Degré de repére d’'un nceud du graphe d&-flux : Dans un graphe
de R-flux, on appelledegré de repérd’'un nceud p correspondant a une entité
géomeétrique la valuation de I'arc,n— ry le reliant a son nceud de repere.

Par abus de langage, nous parlons également du degré de repgieode parler
du degré de repére d.

Dans unR-flot valide maximal, les degrés de repere non nuls indiquent les degrés
de liberté du systéme et, donc, les entités géométriques a fixer ou a restreindre
pour que leGCS ne soit pas sous-contraint. Dans le cas d’'un systeme décrivan
un obijet rigide, la somme des degrés de repére est donc 3 en dimension 2 et 6 en
dimension 3. Linterprétation géométrique de ces valuations, comme nous le voyons
a la sectiorb.1, est un repére minimal pour le systeme a paramétrer.

La figure4.3 montre un exemple d'uR-flot valide maximal pour 165CS sous-

contraint de la figurd.1. L'orientation des arcs n’y est pas indiquée car c’est Iferie

tation classique des graphes de flux bi-partis : de la source vers le puits. Parce que

cette représentation n’est pas trés intuitive, nous lui substituons deux autres repré-

sentations, selon les cas :

— la représentation de CuyZhy84, dans laquelle les contraintes ne sont pas ex-
plicitement représentées sous la forme de noeuds, mais uniquement sous la forme
d’arcs entre les nceuds correspondant aux entités. L'orientation des arcs est faite

3Dans la suite, nous disons de I'entité géométrigugr’elle estfixéesi le degré de repére dag
est égatdI(x) et qu’elle estestreintesi le degré de repére ahg est strictement positif et inférieur a
ddi(x).
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Figure 4.3 - R-flot valide maximal correspondant au GCS de la figure 4.1 :
les nceuds p1 a ps représentent les entités géométriques du GCS;; les
noeuds rp, & rp, sont leurs nceuds de repére; les nceuds d représentent
les contraintes de distance ; les arcs sont valués par la valeur du flux les
traversant (les capacités ne sont pas indiquées). Les arcs sont orientés de
la gauche vers la droite.

de telle sorte que I'arc soit entrant pour une entité si la valuation de I'arc entre
cette entité géométrique et la contrainte est positive. Les nceuds de repére sont
quant a eux représentés par des arcs sans origine, chaque arc figurant un degré
de valuation. La figurel.2 donne la représentation de ©udu R-flot de la fi-
gure4.3;

— la représentation de Cuwrest pas intuitive dans tous les cas : dans le cas de
contraintes avec une arité supérieure a 1, la représentation des arcs devient un
peu moins compréhensible ; lorsque plusieurs contraintes de méme profil portent
sur un méme ensemble de contraintes, la représentation den€xyermet pas
de différencier les contraintes ; surtout, les contraintes et la valuation des arcs liés
a leur nceud sont implicites dans la représentation de Cuyz, ce qui la rend in-
appropriée pour des illustrations du fonctionnement de nos algorithmes lorsqu'’il
s’agit de montrer comment uR-flot est modifié. C’est pourquoi dans certains
cas, nous utilisons une représentation explicite du graplieftie, en oubliant
simplement les noeuds et n, ainsi que les nceuds de repére dont le degré de
repére est nul. L'orientation des arcs n’est pas représentée graphiqguement car elle
n'apporte pas d’'information utile : les arcs du graphe de flux vont toujours des
nceuds d’entité vers les nceuds de contrainte. De méme, les capacités des arcs
ne sont pas indiquées car elles sont égales au degré de restriction générique des
contraintes. La figurd.5, par exemple, montre les étapes de calcukdlot de
la figure4.3en utilisant cette représentation.
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L'ajout des nceuds, permet de se passer de I'hypothese de rigiditésdis. Elle
atoutefois le désavantage d’empécher la détection de systémes sur-contraints. On
peut ainsi voir qu’a la figurd.5, notre algorithme associe @iflot indiquant qu'’il

faut fixer un point pour que le systeme soit bien contraint, alors que ce systeme est
structurellement sur-contraint. Pour cette raison, notre algorithme part de I'hypo-
these — forte — que le systeme n’est pas sur-contraint. Nous montrons au cBapitre
comment la méthode du téméinous permet de détecter la sur-constriction. Les
méthodes disponibles dans la littératur®P6b, HLS98,JNT03] ne soufint pas

de ce désavantage grace a I'’hypothése de rigidité, qui leur permet de savoir que le
nombre total de degrés de repére doit étre 3 ou 6, selon la dimension.

4.2 Algorithmes pour la paramétrisation combinatoire

Nous décrivons dans cette section les différents algorithmes nécessaires au calcul
incrémental d’'une paramétrisation combinatoire. Il nous faudra pour cela définir
les opérations d’ajout d’entité géométrique et de contrainte. Nous commencgons par
donner I'algorithme général calculant une paramétrisation combinatoireGias

de maniére incrémentale, puis détaillons I'opération diegbune contrainte.

4.2.1 Principe général

Afin de permettre a I'utilisateur de corriger le systeme de contraintes géométriques
s'ilatrop de degrés de libertés, I'algorithme présenté ici est incrémental. A cet effet,
nous définissons les trois opérations suivantes :

1. linitialisation duR-flux correspondant a uBCSvide ;
2. la modification d’'urR-flux lors de I'ajout d’une entité géométrique ;
3. la modification d’'umR-flux lors de I'ajout d’'une contrainte.

A partir de ces trois opérations, on peut trivialement définir I'algorithme qui calcule
une parameétrisation combinatoire d’'GBCS. Le pseudo-code est donné a I'algo-
rithme4.1

L'initialisation du graphe d&-flux (ligne 1 de 'algorithme) est faite en considérant
le graphe sans arc contenant les nogydsn,.

L'ajout d'une entité géomeétrigue(ligne 5 de I'algorithme) est fait en ajoutant deux
noeuds : le nceudl, correspondant et son nceud de repérg On ajoute trois arcs :

4Que nous avons évoquée dans le chagie. p.52
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Entrées:
S=(C, X A):unGCS
Résultat:
Graphe der-flux maximal valide correspondants

1 R « graphe der-flux initial
pour chaquecontrainte ck, ..., X,) € C faire
pour chaqueentité % € {xi,..., X,} faire
si R ne contient pas le nceud correspondant algrs
5 L Ajouterx; dansR

6 Ajouterc dansk
retourner R
Algorithme 4.1: Cdcul d’'une paramétrisation combinatoire d’'GCS

ddi(x) ddi(x) ddi(x)
ns — nx, nx — rx etrx m— np.

Lors de I'ajout d’'une contrainte, enfin (ligréede I'algorithme), le graphe de-flux
est modifié en recherchant un chemin amélior&dth6]. Nous décrivons I'opéra-
tion en détail & la sectio#.2.2.

4.2.2 Modification d’'un R-flot a I'ajout d’une contrainte

L'ajout d’'une nouvelle contrainte se fait lorsque toutes les entités géomeétriques
liées a cette contrainte sont présentes dans le graphe, puis en baissant les valuations
d’entrée de certains nceuds de repére afin de pouvoir satuf@ette opération est
une adaptation de la recherche de chemin améliorant dans I'algorithme de Forp-
Fuikerson [FIF5§. Pour effetuer I'opération, nous recherchons un chemin sans
cycle den; vers un nceud, tel que :
— Iy est au moins partiellement saturé : Valtp ry) > 0;
— pour chaque nceut, du chemin, la valuation de I'arc liérg et situé du c6té de

n. est augmentable (inférieure a sa capacité) ;
— de méme, pour chaque sommeadu chemin, la valuation de I'arc liérg, et situé

du coté dey est diminuable (non nulle).
Une fois un tel chemin trouvé, il faut « retourner » ce chemin : pour chaque nceud
de contrainte, du chemin (saufi), la valuation de l'arc situé du coté g est
diminuée de 1 et celle de I'arc situé du cétérdeest augmentée de 1. Ensuite, la
valuation de I'arc lié a, est réduite de 1 et celle de 'arc Ing est augmentée de 1.
Si le chemin ne contient aucune contrainte, son retournement consiste uniquement
a diminuer le degré de repere deet a augmenter la valuation de I'ang— ny. La
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Figure 4.4 - Retournement d’un chemin, commencant par une contrainte

de distance et se terminant par le noeud de repere rp,. Le chemin est celui
qui est retourné a la figure 4.5e pour obtenir le R-flot de la figure 4.5f.

figure4.4 illustre le retournement d’un chemin (elle représente laditeon entre
les figurest.5eet 4.5).

On répete cette opération (recherche de chemin, retournement de chemin) autant
de fois que le degré de restriction dg afin quen. soit saturé. L'algorithmet.2

donne le pseudo-code de I'opération d’ajout d’'une conteaiah faisant appel a
I'algorithme 4.3 pour chercher un chemin. L'algorithrde3 recherche les chemins
valides avec comme nceud initial une entité géométrigue donnée. L'algordttame
utilise donc cet algorithme sur chacune des entités géagésiliées a la contrainte

a ajouter.

En outre, ces deux algorithmes utilisent une liste de degrés de repére a respecter
ainsi qu’une stratégie de choix de repere. Ces deux éléments sont discutés plus avant
dans la suite, il suffit pour le moment de savoir que la liste permet a I'algorithme de
ne pas baisser le degré de repére d’une entité géométrique en-dessous d’une valeur
indiquée par l'utilisateur.

L'algorithme 4.2 est une version de 'algorithme d’ajout de contrainte, q@rche
exhaustivement tous les chemins possibles pour ensuite sélectionner le meilleur en
fonction d’'une stratégie de choix. Il est bien évidemment possible d’adapter ces
algorithmes afin de se contenter du premier chemin trouvé au terme d’un parcours
(en profondeur d’abord ou en largeur d’abord) ou de disposer d’une heuristique
permettant de décider si I'on continue a chercher ou non, en fonction de la qualité
du R-flux calculé.

4.2.3 Modification d’un R-flot

Il est également possible d’adapter I'algorithme d’ajout d’'une contrafh éfin
de modifier leR-flot sans ajouter de contrainte et ainsi chercher d’autres repéres.

5|1 serait également possible de chercher directement un chemin permettant, en un retournement,
de satisfaire la nouvelle contrainte. Toutefois, dans la pratique, la plupart des contraintes rencontrées
ont un degré de restriction de 1, aussi les chances de trouver un tel chemin sont faibles.
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Entrées:
R : Graphe der-flux actuel, valide maximal
c(xq, ...Xm) : Contrainte a ajouter
L = {(x,d)} : Liste des obligations de repéere
T : Stratégie de choix de repére
Résultat:
Graphe der-flux valide maximal apres ajout dg

E « liste (n,, ..., Ny,) des noeuds d’entités licesa
Ajouter un nceudh, lié a 'ensemble des nceuds He
Valuer les arcs dg. par 0
pour i de 0 addr(c)faire
P « liste vide des chemins trouvés
pour chaqueentité xe E faire
A < nouvel arbre aveg comme unique nceud
P « P + RechercheChemins(R, X, L, A, {c}
// Utilisation de 1’algorithme 4.3

p < meilleur chemin deP d’aprésT
Retourner le chemip dansRk
B Incrémenter la valuation de I'arc liant au nceud initial deo

retourner R

Algorithme 4.2: Mise-a-jour duk-flux lors de I'ajout d'une contrainte
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Entrées:
R : Graphe der-flux valide maximal
X : Entité dont on veut augmenter le degré de repére
L = {(x, d))} : Liste des obligations de repere
A : Arbre des chemins parcourus
| : Contraintes interdites dans le chemin
Résultat:
Chemin améliorant

P « liste vide des chemins trouvés

pour chaquecontrainte c liee a x qui n’est pas dangdire

sic ne relie pas x a son parent daifsalors

si c est retournablealors

pour chaqueentité e liée a c sauf faire
ajoutere dansA avecx pour parent

7 sil'on peut retirer un degré de repére & alors
| marquere comme final dansA

P « P + RechercheChemins(R, e, L, A, )
// Récursion

retourner P
Algorithme 4.3: Recherche de chemin ameliorant dans le graphg-dleix
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En effé, en recherchant un chemin améliorant ayant pour nceud injtiet pour
nceud final un nceud, totalement ou partiellement saturé, on peut augmenter de 1
la valuation de I'ara, — ry et diminuer de 1 la valuation de l'arg, — ry.

Entrées:
R : Graphe der-flux actuel, valide maximal
x : Entité dont on veut augmenter le degré de repere
L = {(x,d)} : Liste des obligations de repéere
T : Stratégie de choix de repére
Résultat:
Graphe der-flux valide maximal aprés augmentation de Val{a ry)
Nouvelle liste des obligations de repere

A « nouvel arbre ave® comme unique nceud
P < RechercheChemins(R, X, L, A, 0 // Utilisation de
1’algorithme 4.3
p < meilleur chemin de® d’apresT
Retourner le chemip dansR
Incrémenter la valuation de l'arg, — ry
sidd, (x,d) € L alors
| Le—L-(xd+(x,d+1)
sinon
| L<L+(x1
retourner R, L

Algorithme 4.4: Augmentation du degré de repere d’une entité

Grace a l'utilisation de 'algorithmd.4, I'utilisateur peut, a partir d'un repére qui

lui est proposé, demander a essayer un autre repére. Dans le cas ou il voudrait fixer
plusieurs degrés de repére, nous ajoutons, apres chaque augmentation du degré de
repere d’'une entité géométriguele couple &, dy) a la liste des obligations de re-
pére, aved, le nombre de degrés de libertés que I'utilisateur veut fixer pour I'entité
geometriquex. Dans l'algorithme4.3, la liste des obligations de repére est prise

en compte lors de la vérification de la possibilité de « retirer un degré de repeére
ax» (ligne7) : il faut pour satisfaire cette condition que le nombre deréege
reperes de, c’est-a-dire la valuation de I'arc ahg versre, soit non nulle et supé-
rieure ad quand (ed) apparait dans la liste des obligations de repére. On pourrait
remplacer le test de la lignépar le test «s (((e,d) € L et Val(ne — re) > d) ou

(A(e,d) € L etVal(ne — re) > 0)) ».
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4.3 Exemples d’application

Nous donnons ici plusieurs exemples d’application de notre algorithme de parame-
trisation combinatoire. Nous commencons avec un exemple en 2D, constitué d’'une
chaine fermée de quatre barres rigides, partageant un point avec une cinquieme
barre (sectio.3.1) ; nous donnons ensuite un exemple en 3D avec le calcul de
deux paramétrisations d’'une plate-forme de Stewsaction4.3.2) ; enfin, nous
montrons les limites de cet algorithme avec le célebre exemple sur-contraint de la
« double-banane » (sectidn3.3.

4.3.1 Exemple 2D

Considérons I'exemple de la figudel, représentant uB CSconstitué d’une chaine
fermée non rigide de quatre barres et d’'une cinquieme barre en rotation libre au-
tour d'un des points de la chaine. Le grapheRiBlux initial est représenté a la
figure 4.5a,avec uniquement le poin; et le nceud de reperg,. La figure4.5

montre le graphe d®&-flux obtenu aprés ajout de et de la contrainte de distance
entrep; et p,. De par la saturation de la contrainte de distance, un degré de repére
a été retiré .. A la figure4.5c, ps et p, ont été ajoutés, ainsi que les contraintes
concernant les quatre entités géométriques considérées. A la 4igarée point

ps a été ajouté, ainsi que deux des contraintes de distance le concernant : celles
liant p, et p3 respectivement. La figure 5e montre I'ajout de la derniere contrainte

de distance (non encore saturée) et un chemin possible a retourner (en pointillés)
dans lequel le degré de restriction de la nouvelle contrainte remet en cause I'un des
degrés de repere dw. Enfin, la figure4.5f montre leR-flot résultant apres cette
exécution de l'algorithme. La figur€.7 montre une interprétation géométrique de

ce R-flot sous forme de repere.

La figure4.6donne un exemple d’application de I'algorith#e, qui augmente le
degré de repére d’'une entité géométrique. En partaf-flot final de la figures.5,
I'utilisateur a demandé a augmenter le degré de repeps.de repére qui corres-
pond a ceR-flot est illustré a la figurd.8.

4.3.2 Exemple 3D : la plate-forme de STEWART

Considérons maintenant un exemple complexe en 3D : une plate-forme de Ste-
wART [Ste6§. Elle est constituée de deux hexagones rigideg. (les hexagones
tels que celui représenté a la fig@8€, auquel on ajoute une contrainte de copla-
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Figure 4.5 - Quelques étapes de I'algorithme 4.1 sur I'exemple de la
figure 4.1; a : initialisation avec un point et son repére ; b : ajout d'un point
et d’'une contrainte ; ¢ : ajout de deux points et des contraintes les
concernant; d : systeme entier sauf une contrainte ; e : un chemin
possible a retourner en pointillé ; f : un R-flot possible
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Figure 4.6 - Application de I'algorithme 4.4 sur le R-flot de la figure 4.5f;
a : un chemin améliorant possible pour ajouter un degré de repere a ps;
b : R-flot résultant

P1 P2 Ps

P4 [ Ps

»|

Figure 4.7 -Repére
correspondant a
I'interprétation du R-flot final
de la figure 4.5

»|

Figure 4.8 -Repére
correspondant a
l'interprétation du R-flot final
de la figure 4.6



Exemples d’application 105

/
Figure 4.9 - Esquisse d’'une Figure 4.10 -Assemblage
plate-forme de STewaRT. Les prismatique entre deux points
deux hexagones en gras sont d’une plate-forme de
rigides; les six autres STEWART : le point médian est
segments indiquent des incident a la ligne.

contraintes de distance.

narité des six points) liés ensemble par six assemblages prismatiques, c’est-a-dire
des barres dont la longueur est un parametre fourni par I'utilisateur. Pour des va-
leurs données de ces parametres, six barres rigides relient les deux hexagones, ce
qui donne un systeme rigide, dont le graphe de contrainte est représenté a la fi-
gure4.9. Pour représenter le fait que les barres sont des assembplagraatiques,

on peut remplacer chacune des six barres rigides par une droite, sur laquelle on
place un point, a une distance fixe de I’hexagone supérieur. Comme la distance au
second hexagone n’est pas connue, ce point est en libre translation sur la droite. Un
exemple de cette représentation est donné a la figae

La figure4.11donne certaines étapes du calcul d’'une paramétrisationinatobre
de la plate-forme de Stewaravec I'algorithmed.1ainsi que deux modifications du
R-flot avec I'algorithmed.4.

La figure4.11lamontre sous forme de repéreReflot calculé pour le systéme com-

posé des deux hexagones rigides sans qu’aucune contrainte ou entité géométrique
ne les joigne. A la figurd.11b, une droite a été ajoutée, contrainte & étre incidente

a I'un des points de I'hexagone inférieur. Comme cette contrainte a un degré de
restriction de 2, la droite a encore deux degrés de liberté. La fleche barrée indique
gu’il faut restreindre ces deux degrés de liberté. La figudelcmontre leR-flot

aprés ajout d'une contrainte d’'incidence a un point de I’hexagone supérieur. Notre
stratégie retire deux degrés de repére de I'hexagone supérieur.

A la figure 4.11d, les six droites ont été ajoutées et rendues incidentes chacune a
deux points, un dans chacun des hexagones. Nous simulons alors une demande,
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par l'utilisateur, de changement dflot, afin de mieux comprendre dans quelle
mesure I’hexagone supérieur est mobile. Six utilisations de I'algorithd@ménent
au R-flot représenté sous forme de repere a la figutde.

A la figure 4.11f, nous montrons I'ajout d’un point et de deux contraintes : une
contrainte de distance par rapport a un point de I'hexagone supérieur (avec un de-
gré de restriction) et une contrainte d’incidence a la droite passant par ce point (avec
deux degrés de restriction). L'ensemble constitué de I'hexagone supérieur et du nou-
veau point est rigide. En ajoutant, similairement, cing autres points, nous obtenons
la figure4.11g.

Enfin, la figure4.11hest obtenue apres une nouvelle utilisation de I'algoritidinde
I'utilisateur demande a incrémenter le degré de repére de I'un des nouveaux points.
Une fois que I'utilisateur a fait cela pour les six nouveaux points, nous obtenons la
figure4.11i.Elle indique que si I’hexagone inférieur est fixé, la position de I'hexa-
gone supérieur dépend de la position, sur leur droite respective, de chacun des points
glissants.

4.3.3 Exemple 3D : la « double-banane »

Considérons enfin le célébre contre-exemple de la caractérisation deflgwisst

la« double-banane ». La figulel4 donne le graphe de contrainte @CSde la
double-banane. Il est constitué de deux paires de tétraédres partageant une face (les
« bananes »), les deux paires ayant deux points en commun. De maniere plus géné-
rale, on peut considérer n'importe quel couple de systémes rigides en 3D partageant
deux points comme une forme de double-banane.

Ce GCSest génériguement sur-contraint : la distance epiret p, peut étre cal-

culée dans n'importe laquelle des deux bananes, la probabilité que les valeurs cal-
culées soient cohérentes est donc quasi-nulle. S’il n’est pas sur-contraint parce que
les distances sont cohérentes, alors il est sous-contraint : chacune des bananes est
en libre rotation autour de I'axg{p,).

La figure4.12 donne les étapes de calcul d’une paramétrisation combiaadei

ce systéme. Nous y représentons le graphe de contrainte du systéme déja intégré au
graphe der-flux et ajoutons a cela une interprétation sous forme de repéRefldn

calculé.

La figure4.12a montre leR-flot calculé en ayant considéré une contrainte de dis-
tance entre deux points. l-flot indique qu’un des points est fixé, I'autre est res-

6Cf. pp.320u46



Exemples d’application 107

Figure 4.11 -Etapes du calcul d’une paramétrisation combinatoire d’une
plate-forme de StewarT avec l'algorithme 4.1. Voir texte
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treint puisqu’il faut lui retirer deux degrés de liberté. Unierprétation géométrique
de ceR-flot est qu'il faut fixer un point et la direction de ce point a I'autre (la fleche
barrée indique que cette direction correspond a deux degrés de liberté).

A la figure 4.12b, un troisiéme point a été ajouté, ainsi qu’une contrainte de dis-
tance. Il faut donc restreindre ce nouveau point, ce qui se traduit la encore par la
donnée d’'une direction. Puis une troisieme contrainte de distance est ajoutée a la
figure 4.12c,ce qui réduit le nombre de degrés de liberté du dernier point ajouté :

il n’est plus sur une sphére mais sur un cercle, il suffit donc de le restreindre d’'un
degré de liberté. La figuré.12d montre I'ajout d’un quatrieme point, sans chan-
gement de la paramétrisation puisqu’il est construit a partir de trois contraintes de
distance. On a construit un premier tétraédre. De méme, a la figl@e, un point

et trois contraintes de distance ont été ajoutés, complétant la premiére banane.

A la figure 4.1, le premier tétraédre de la seconde banane a été pris en compte
dans le calcul dR-flot. Il faut restreindre deux degrés de liberté de I'un de ses
points et un degré de liberté d’'un autre point, ce qui correspond bien a la pratique :
le tétraedre est en rotation autour du point gu'’il partage avec la premiére banane.
Les figures4.12 et 4.12h montrent I'ajout des contraintes de distance permettant
d’obtenir un systeme articulé qui n’est pas génériquement sur-contraint. Enfin, la
figure4.12imontre que I'ajout de la derniere contrainte finalise la seconde banane
mais rend le systéme génériqguement sur-contraint. Notre algorithme de paramétri-
sation ne détectant pas ce fait, il consomme un degré de repére et calcule donc un
R-flot indiquant gu’il faut fixer six degrés de liberté au total.

4.4 Analyse de l'algorithme

4.4.1 Correction

L'algorithme 4.1 produit incrémentalement une parameétrisation combirettirn
GCS. Nous montrons ici que ¥&-flot qu’il calcule est un couplage parfait dans le
graphe bi-parti Ky, Nc + R), ou Ny est 'ensemble des nceuds d’entitg; I'en-
semble des nceuds de contraint®dtensemble des nceuds de repére dont le degré
est non nul.

Nous commencgons par montrer que l'algorithig produit bien unk-flot valide
maximal :

Théoreme 9. Validité et maximalité desRr-flots calculés par 'algorithme 4.1:
Sit S = (C, X, A) un GCS. LeR-flot calculé en ajoutant toutes les entités géo-
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Q\ \
QAH\
.ﬁcox

Figure 4.12 -Etapes du calcul d’une paramétrisation combinatoire de la
double-banane avec I'algorithme 4.1. Voir texte
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métriques de X et les contraintes de C en utilisant I'algaonié¥.1 est valide et
maximal.

Démonstration:

Le R-flot initial est obtenu en ayant deux nceudts etn,. [l n’y a aucun arc
entre ces nceuds, qui ne peuvent, par définition, pas étre saturgsfldte
est donc valide et maximal.

L'ajout d’'une nouvelle entité géométrique est effectué en ajoutant le nceud
d’entité et le nceud de repére et en saturant le nceud de repéreR-8ote

était maximal et valide avant ajout de I'entité géométrique, il est toujours
maximal et valide apres.

L'ajout d’'une contrainte consiste en la recherche ddr(c) chemins amé-
liorants : la saturation des nceuds situés au milieu des chemins améliorants
est inchangée lors du retournement du chémia saturation du dernier
noeud d’entité du chemin est inchangée puisque son degré de repere est dimi-
nué ; apresidr(c) retournements de chemins améliorants, le nouveau nceud
de contrainte est saturé. Sifeflot était maximal et valide avant ajout de la
contrainte, il est toujours maximal et valide apres.

L'ajout de contraintes et d’entités géométriques préservent la validité et la
maximalité dur-flot, qui est valide et maximal a l'initialisation. L&&flots
calculés avec I'algorithmé.1 sont donc valides et maximaux. m|

Nous montrons également que l'algorithshd préserve la validité et la maximalité
d'un R-flot.

Théoreme 10. Préservation de la validité et de la maximalité d’urr-flot par
I'algorithme 4.4: Soit R un graphe deR-flux valide et maximal. L'utilisation de
I'algorithme 4.4 sur le grapheR pour une entité géomeétrique x dont le nceud de
repére n'est pas saturé préserve la validité et la maximalit®de

Démonstration:

L'algorithme4.4 procéde par recherche d’'un chemin améliorant et retourne-
ment de ce chemin.

La saturation des nceuds situés au milieu du chemin est inchangée lors du
retournement du chemin, puisque la valuation d’'un arc est décrémentée et la
valuation de l'autre arc incrémentée.

La saturation du dernier nceud d’entité du chemin est inchangée puisque la
valuation de I'arc du c6té initial est incrémentée et que la valuation de 'arc
le reliant a son nceud de repére est décrémentée.

"Voir par exemple la figurd.4 ou la démonstration du théorérh@
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La saturation du nceud d’entité desst inchangée puisque la valuation de
I'arc du coté final est décrémentée et que la valuation de tigre> r, est
incrémentée.

Les valuations dR-flot modifiées par I'algorithmd.4 concernent unique-

ment des noeuds du chemin améliorant. Les saturations des nceuds de ce
chemin sont inchangées. La validité et la maximalité/ifiot sont donc
préservées. m|

Nous avons donc I'assurance que fdlots calculés avec nos algorithmes sont
valides et maximaux.

Considérons le graphe bi-paBi= (Nx, Nc U Rs U R;) avec
— Ny I'ensemble des nceuds d’entité ;
— Nc I'ensemble des nceuds de contrainte ;
— Rq I'ensemble des noeuds de repere saturés;;
— R, 'ensemble des noeuds partiellement saturés (avec une valuation non nulle in-
ferieure a la capacité de leurs arcs) ; pour tout nogedR,, on a Cap(x — np) =
Val(ny — ry) dansB.
Autrement dit,B est le graphe bi-parti entités-contraintes et reperes, en retirant sim-
plement les nceuds de repére de degré nul et en baissant la capacité des arcs sortant
des nceuds de repére non saturés afin de simuler le fait qu’ils n'ont pas d’obligation
de saturation.

Nous pouvons alors prouver la correction de notre algorithme de paramétrisation.

Théoreme 11. Correction de la paramétrisation combinatoire pamR-flot : Soit
S un GCSnon génériguement sur-contraint. URlot de S calculé par 'algo-
rithme4.1est un couplage parfait du graphe bi-parti B 8e

Démonstration:

Nous savons, grace aux théorérest 10 que lesR-flots calculés sont va-
lides et maximaux.

On sait donc, par définition d’'uR-flot valide maximdl, que

— les nceuds d’entité sont saturés : la somme des valuations de leurs arcs
sortants est égale a la capacité de leur arc entrant;;

— les nceuds de contrainte sont saturés : la somme des valuations de leurs
arcs entrants est égale a la capacité de leur arc sortant.

Les nceuds de repére, quant a eux, ne sont pas nécessairement saturés. Tou-

tefois, la définition deB fait que les noeuds de repere de degré nul n’ont pas

été inclus. Quant aux nceuds de repére partiellement saturés, la capacité de

leur arc sortant danB a été diminuée jusqu’a la valuation effective de leur

8C. déf.48p. 93
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arc entrant. Par conséquent, la valuation de leur arc ergsdrégale a la
capacité de leur arc sortant : ils sont saturés dgans

Tous les nceuds internes Besont saturés : on a bien un couplage parfait.

Pour unR-flot valide maximal donné d’'u&CS .S, considérons la fonction qui a
toute entité géométrique deassocie son degré de repére dark-fiot. Sous I'hy-
pothése que I&CSn’est pas géneriquement sur-contraint, cette fonction est u
paramétrisation combinatoire & d’apres le théoreme dedkic-Hawr [Die0y :

Théoréme 12. Un systéme de contraintes géométriques est structurellement bien
contraint si et seulement si son graphe biparti admet un couplage parfait.

4.4.2 Complexité

La complexité de nos algorithmes se calcule comme suit. Considérons que I'on
dispose d’'une méthode de comparaison de plusieurs chemins améliorants dont la
complexité est e@(P).

L'algorithme 4.3 réalise une recherche en largeur d’abord dans le graphe.ma co
plexité d’'une telle recherche ad{|C| + |X|) [Knu9§. Dans le domaine spécifique

de la résolution d&CS,|C| et | X| sont a peu prés équivalents, de par I'impossibilité
d’avoir plus de degrés de contrainte que de degrés de liberté. La complexité dans le
pire des cas de l'algorithm& 3 est dona)(2 x d x |X]) — oud est le nombre moyen

de degrés de liberté d’'une entité géométrique — c’est-ac{|pg).

L'algorithme 4.4 fait appel a I'algorithmet.3 a une reprise. Il fait également appel

ala méthode de comparaison des chemins identifiés. La recherche dans la liste des
obligations de repére comporte au maximpdntests, dans la mesure ou la liste ne
peut pas contenir plus d’éléments qu’il 'y a d’entités géomeétriques. La complexité
de l'algorithme4.4 est donc e@(P + 2|X]), c’est-a-dire erO(P + |X|).

L'ajout d'une entité géométrique est réalisé en temps constant puisqu’il s’agit uni-
quement d’ajouter deux noeuds et de saturer leurs arcs.

L'algorithme4.2réaliseddr(c) utilisations de I'algorithmd.3et de la comparaison

de chemins pour ajouter la contrairgell est toutefois facile, lors de la program-
mation effective, de le transformer en une recherche des chemins améliorants et en
une sélection deddr(c) meilleurs chemins. La complexité de I'algorithme est donc
enO(|X| + ddr(c) x P).

L'algorithme 4.1 réalise|X| gouts d’'une entité géomeétrique €| ajouts de con-
trainte. Sa complexité est donc éf|C|(|X| + dP)), avecd le nombre moyen de
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degrés de restriction d’'une contrainte. Nous avons déja eu@uet |X| étaient
bornés par le nombre de degrés de libert&dl5, qui est, a un facteur pres, égal a
IX|. La complexité dans le pire cas de I'algorithdd est donad(|X|? + |X|P).

Rappelons toutefois que notre algorithme fait 'nypothése de non sur-constriction
générique dzCSet qu'il s’agit d’'une hypothese forte. Dans notre implémgaig

nous nous assurons du respect de cette hypothése en utilisant la méthode dij témoin
gui nécessite un calcul du rang de la matrice Jacobienr@&Cis. La complexité de

ce calcul étanO(min(m,n)mn) — avean le nombre de lignes et le nombre de
colonnes — c’est-a-dir@(m?n) et donaD(|C[?|X|) soit, dans le pire des cad(|X|?),

il domine la complexité de I'algorithmé. L

9Cf. section2.2.2
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J'aime mes solutions depuis longtemps, mais ne sais pas
encore comment je peux y arriver

— Extrait deLe Cri d’Archimede, Arthur Koestler, roman-
cier hongrois

Au chapitre4, nous avons montré comment calculer®uflot valide maximal a

partir d'un GCS. Nous avons déja évodué fait qu'unR-flot peut étre interprété
géométriqguement sous la forme d’un repére. Dans ce chapitre, nous explicitons plus
précisément les interprétations possibles dRifiot : la section5.1 détaille com-

ment passer d’une paramétrisation sous form&4di®t & une parametrisation sous
forme de repere ; la sectidn2 explique comment, sous quelles conditions et avec
guelles limites on peut déduire un plan de construction &ditot ; a partir de ces
éléments, la sectidh3présente des heuristiques de détermination de la qualité d’'u
R-flot ; enfin, la sectiorb.4 détaille la problématique de l'interprétation numérique
d'un tel plan de construction.

Lvoir par exemple les figures7,4.8,4.11et4.12.
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5.1 |Interprétation géométrique d'un  R-flot

Le R-flot indique, par les degrés de repére, combien de degrés de liberté doivent
étre fixés pour les différentes entités géométriques. En revanche, il n’indique pas
directement comment sS’interpréte géométriquement ce retrait de degrés de liberté.

Lorsqu’un nceud de repere est sature, I'entité géométrique correspondante doit étre

entierement fixée. Linterprétation est alors immédiate : les coordonnées de cette en-

tité géométriques doivent étre données comme parametres. Lorsqu’une entité géo-

métrique a un degré de repére nul, la aussi, I'interprétation estimmédiate : les degrés

de liberté de cette entité sont tous consommeés par des contramtesite entité

se construit a partir des contraintes sans qu’aucune de ses coordonnées n’ait a étre
explicitement donnée. Si tous les degrés de repére sont nuls, cela signifie que le

systeme est bien contraimtodulol’identité.

Lorsqu’une entité a un degré de repere non nul mais qu’elle n’est pas saturée — elle
est restreinte — plusieurs interprétations sont possibles. Par exemple, dans le plan, si
le nceuch, correspondant a un poipta un degré de repere de 1, on peut proposer,
comme interprétation immédiate, de fournir I'abscigsele p ou son ordonnég,,.

Sin, est saturé de par un ang 5 np, avecc une contrainte de distance avec un
point p’, une interprétation du degré de repére peut étre que la directiprag®

doit étre fournie : on est en effet dans le cas ou le poegt sur un cercle de centre

p’. Sic est une contrainte d’angle entre trois points, I'interprétation du degré de
repere peut étre de fournir la distance emtiet le point médian du triplet.

De nombreuses autres interprétations sont possibles, et leur nombre va croissant
avec la taille de l'univers géométrique (dimension, contraintes considérées, entités
géomeétriques considérées). Il est important, au moment de la définition de l'univers
géométrique, de prendre en compte les différentes interprétations possibles de la
restriction d’une entité.

En outre, certaines interprétations sont préférables a d’autres. Nous détaillons ces
points plus taré, mais il est possible d’ores et déja de réaliser que certaies
prétations peuvent mener a des échecs de construction géométrique. Ainsi, si I'on
interpréte la restriction d’un degré de repére d’'un ppipar la donnée de son abs-
cisse et qug est contraint par une contrainte de distanck deec le pointy’, alors

toutes les valeurs de, plagantp a une distance dp’ supérieure & menent a un
échec de la construction. A I'inverse, interpréter la restriction comme la donnée de
la direction de la droitedp’) ne peut en aucun cas échouer.

2\/oir section5.4, p.126



Interprétation géométrique d'(R+-flot 117

O]
)
P3 ds d
d3 d2
o d; P2 F; P
1
a b

Figure 5.1 - Triangle invariant par similitude avec six contraintes
d’incidence et deux contraintes d’angle droite-droite ; a : esquisse; b :
représentation de Chyz d’'un R-flot valide maximal.

De plus — la encore, nous détaillons ce point pluseirune interprétation d’un
R-flot valide peut étre urepére sur-contraignant.

Définition 50. Repere sur-contraignant :SoitS = (C, X,A) etS = (C', X', A)
deuxGCStels queS’ est bien contraintnodulol’identité et que XUA' € XUA. &’
est un repére sur-contraignant desi S’ + B (S) est génériquement sur-contraint.

Dans notre cas, il s’agit d’'une paramétrisation qui introduit des informations redon-
dantes et mene donc a un systeme génériguement sur-contraint (et sous-contraint
dans le cas probabilistiquement nul ou il n'est pas sur-contraint). Par exemple,
considérons |&5CSde la figure5.1: il représente un systéme bien-contraimi-

dulo les similitudes avec trois points et trois droites, contraints par six contraintes
d’incidence et deux contraintes d’angle. La figbr&b donne, en utilisant la repré-
sentation de Cnyz, uR-flot valide maximal. Il indique qu'il faut fixer le poinp;

et restreindre les droitek etd,.

Une interprétation de cB-flot pourrait étre de fournir les coordonnéespieet les
directions del; et ded,. Toutefois, I'angle entrd,; etd, étant contraint a une valeur
donnée, fournir les deux directions sur-contrainBIeS. Une autre interprétation —
valide quant a elle — est de fournir les coordonnéeggda direction ded, et la
position, surd,, de l'intersection del, etd,.

Ce type de problemes ne peut pas étre dégtdori par une analyse du graphe

3Voir section6.1, p.131
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de R-flux et requiert I'introduction de connaissances géomeétriques, par exemple a
travers un systeme a base de régles. Méme cette approche n’est pas sans défaut si
les régles ne sont pas suffisantes. Nous expliquons a la sé@ioomment il est
possible d’étendre la méthode du témoin pour résoudre ces problemes.

5.2 Deéduction d’'un plan de construction par blocs

De maniére classique dans les travaux de résolution de systemes de contraintes géo-
métriques a base de graphe [Hen92196b], il est possible d’opérer une triangula-
risation par bloc duisCSet d’en déduire un plan de construction par blocs, a partir

du calcul d’'un graphe réduit dont les arcs ne sont pas valués. Ce graphe réduit se
calcule a partir d’'un graphe orienté que I'on déduitGiasS.

Définition 51. Graphe orienté non valué d’'unR-flot : Un graphe orienté non

valué Hr) d'un GCSS se construit a partir du graphe dg-flux r deS :

— les nceuds de () sont les nceuds de r, a I'exception de m, et des noeuds de
repéere de degré 0;

— s’ily a un arc avec une valuation non nulle entre les nceyat n, dansr, ily a
un arc bi-directionnel entre net n, dans Hr) ;

— s’il y a un arc avec une valuation nulle entre les nceudstm, dans r, avec X
une entité géométrique et c une contrainte, il y a un arc orienté, ders n dans
H(r).

La direction des arcs dans le graphe orienté non valué a une sémantique de dépen-
dance pour la construction : s'il y a un arc du nceud d’emtjt&ers le nceud de
contrainten,, cela signifie que I'entité géometrigualevra étre construite avant de
pouvoir utiliser la contrainte pour construire la ou les entité(s) contraintes ar

dont le nceud est lié & par un arc a valuation non nulle dans le graph&efix.

Notons que la direction des arcs de la représentation de Gonne cette méme
sémantique.

A partir du graphe orienté non valtr) d’'un R-flot r, on peut construire ugraphe
réduitder en calculant les Composantes Fortement Conné&XEE€$) deH (r).

Définition 52. Graphe réduit d’'un R-flot : Un graphe réduit H(r) d'un GCSS

se construit a partir du graphe dg-flux r deS:

— les noeuds de’ft) sont lesCFCsde H(r);

— s’ily aun arc du nceudjnvers le nceudjgdans Hr) et que n et n, appartiennent
a deuxCFCsdifférentes, alors il y a un arc du noeud vers le nceudyde H(r),
avec 1i le noeud correspondant a GFC de n.
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Figure 5.2 - Graphe orienté non valué du R-flot de la figure 4.5f; les
pointillés indiquent les CFCs et le graphe réduit

Le graphe réduit est un Graphe Orienté Acycligp@@®) : s’il y a un cycle dans le
graphe réduit, cela veut dire qu’il y a u@C plus grande qu’un nceud du graphe,
ce qui est incompatible avec la définition du graphe réduit.

La encore, les nceuds et les arcs ont une sémantique. La direction des arcs a tou-
jours la méme sémantique : celle de la dépendance pour la constructiddFCss

de H(r), qui deviennent des nceuds datrgr), ont quant a elles la sémantique de

la nécessité d’'une construction atomique. En effet, I'existence d’'un cycle passant
par deux nceuds de(r) indique que les nceuds en question doivent étre utilisés
simultanément dans la construction : il n’est pas possible de déterminer un ordre
de construction avec [B-flot. Autrement dit, si les solveurs considérés ne sont pas
capables de résoudre |€5-Cs, cela signifie que le graphe réduit ne permet pas
le calcul d’'un plan de construction satisfaisant. Lorsque plusieurs entités géomeé-
triques font partie de la méme composante connexe, on obtient donc un plan de
construction par blocs.

La figure5.2montre le graphéi(r) avecr le R-flot de la figure4.5f. Les pointillés
indiquent lesCFCset permettent donc de visualiser égalemidnfr). Ce graphe
réduit indique le plan de construction suivant :

1. fixer le pointp,
2. fixer la directionp, p, (appelons-lar,)

3. construirep, comme l'intersection d’'un cercle de cenfreet de la droite de
directionv, passant pap;

4. fixer la directionp, p4 (appelons-las,)

5. construirep, comme l'intersection d’'un cercle de cenfreet de la droite de
directionv, passant pap;

6. construireps comme l'intersection d’un cercle de cenfrget d’'un cercle de
centrepy

7. fixer la directionpsps (appelons-lars)

8. construirgps comme l'intersection d’un cercle de cenfrget de la droite de
directionv; passant paps
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5.3 Qualité d’'un R-flot

A partir des éléments fournis plus haut, nous pouvons établir certains critéres de
qualité d’'unR-flot, en fonction de ce que I'on peut en déduire. Nous explicitons
ainsi la notion de stratégie rapidement abordée dans les algorithetst.4".

5.3.1 Plan de construction

A un mémeGCSon peut associer plusieuf&flux. Il n’y a donc pas un unique
graphe réduit par systeme et donc plusieurs plans de construction sont calculables
pour un MémesCS.

Or, certains des plans de construction peuvent étre par blocs, c’est-a-dire nécessiter
la résolution atomique, par un solveur externe, d’un sous-systeme a plusieurs entités
géomeétriques.

La figure5.3montre deux fois la méme esquisse d’'un pentagone rigide,ciauec
reperes différents (et b). Elle montre également, avec la représentation de Cuyz,
les graphes orientés non valués correspondargsd On y voit que le repere de

la figure5.3ainduit un plan de construction strict, puisque le graphe orienté non
valué de la figuré.3cn'a aucuneCFC contenant plusieurs entités géometriques.
En revanche, le repére de la figuse3b induit le graphe de la figurB.3d, dans
lequel un cycle créé unéFC contenantps, ps €t ps. Le plan de construction par
blocs indique qu’aprés avoir fixg, et la directionp,p,, on construitp, puis qu'il

faut, d’un coup, construirgs, ps et ps a partir des distancgs - ps et py-ps.

Un premier critére de qualité d’'uR-flot est donc la possibilité d’en déduire un

plan de construction strict. Il existe toutefois des systémes pour lesquels il n’existe
aucunR-flot permettant la déduction d’'un plan de construction strict. Ainsi, si I'on
considere I'hexagonk; ; de la figurel.12, on peut lui associer quatfeflots dif-
férent$, représentés a la figuBed, menant tous a I'existence d’un plan de construc-
tion par blocs. Il est possible de les ordonner par la taille du sous-systeme a résoudre
atomiquement, mais il reste toujours un tel sous-systeme a au moins quatre entités
géomeétriques.

4Cf. pp.99et101

S5Cf.p.30

81y a bien évidemment plus de quatReflots possibles, mais de par le fait que les triplets de
points non connectés (dans le graphe de contrainte) ont les mémes caractéristiques, R<latgres
sont tous identiques a I'un des quaRdlots de la figures.4, a un renommage pres
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Figure 5.3 - Deux R-flots pour un méme GCS, I'un menant a un plan de
construction strict (c) et l'autre a un plan de construction par blocs (d).
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Figure 5.4 - Représentation de CHvz des quatre R-flots possibles pour le
GCS de la figure 1.12 : les autres R-flots possibles sont isomorphes a I'un
de ces quatre R-flots (cf. note 6); les pointillés indiquent les CFCs
contenant plusieurs entités géométriques.
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.\Y\ 7‘ .\Y\ 7.

x/ y Y Y
> o< @
P4 Ps P4 Ps
a b
Figure 5.5 - Représentations de Cxvz des R-flots de la figure 4.7 (a) et de
la figure 4.8 (b)

5.3.2 Validité des parametres

Les figures4.7 et4.8" donnent deux repéres diféts d’'un méme&CS. Nous don-
nons, a la figuré.5, une représentation de €adesR-flots correspondarits

Dans un cas, le repére est constitué d’un point et de trois directions, dans l'autre de
deux points et d'une direction. Bien que les deux reperes soient géometriquement
valides, les chances d’échouer a construire une solution numeérique a partir des va-
luations des paramétres sont plus grandes avec le repere de la5fighiresi les
paramétres fournis font que les points fix@s €t ps) sont trop éloignés et/ou si la
directionp, p, fait que les point, et ps sont trop éloignés, alors la construction du
point ps estimpossible et, donc, celle ggégalement. Si cette construction échoue,
I'ensemble des cing parametres,( Yp,, Vp.p,» Xps» Yps) dOit €tre remis en question.
Avec leR-flot de la figureb.5a,les pointsp;, p, et p; peuvent étre construits pour
n’'importe quelle valuation des parametres du repére et un échec est uniguement pos-
sible & la construction dps si les pointsp, et p, sont trop éloignés, ce qui signifie

gue seuls deux parametres (la directmp, et p; ps) sont a remettre en question.

En étudiant des exemples, nous avons mis au point plusieurs heuristiques pour éviter
lesR-flots menant a des risques de valuations invalides des paramétres :

1. pénaliser leR-flots avec plusieurs nceuds de repére saturés et, au contraire,
favoriser lesR-flots ou les degrés de repére peuvent étre interprétés dans le
contexte des contraintes terminant de saturer I'entité géométrique ;

2. favoriser leR-flots qui induisent un plan de construction ou les éléments de
repere sont utilisés « tét » dans la construction ;

3. favoriser lesk-flots menant a des constructions n’échouant que dans les cas
dégeénéreés (e.¢p construction d’'une droite passant par deux points n’échoue

Cf. p.104
8a figure5.5aest en fait une copie de la figuse2
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gue si les deux points sont confondus) par rapport a ceux rhardes cons-
tructions susceptibles d’échouer de par les valeurs des paramétrds$nie.g.
tersection d’un cercle et d’une droite qui n’est pas contrainte & passer par un
point a I'intérieur du cercle).

La logique des deux premieres heuristiques est de permettre aux constructions géo-
métriques d’adapter la solution aux parametres fournis par l'utilisateur. La premiere

a I'avantage d’éviter les repéres ou plusieurs points sont fixés, ce qui implique vir-
tuellement I'ajout de contraintes de distance entre ces points. Il faut y préférer des
reperes ou des directions sont fixées, c’est-a-dire virtuellement ajouter des angles.
Dans la mesure ou les contraintes d’angle sont invariantes sous I'action des simili-
tudes, elles réduisent moins les libertés du systeme que des contraintes de distance,
dont le plus grand groupe d’invariance est les déplacements.

Concernant I'heuristiqu, nous définissons la précocité d’utilisation d’'un élément
de repére comme suit :

Définition 53. Degré de précocité d’'un élément de repere dans un graphe ré-
duit : Soient r unR-flot et D IleDAG du graphe réduit de Hr). Le degré de préco-
cité d'un nceud de reperg lié au nceud pest la longueur du plus long chemin dans
D reliant un noeud de repéereg a ny, ry et r, n’étant pas nécessairement distincts.

Le degré de précocité d’'un nceud correspond a son rang dans le tri topologique du
graphe dont les sommets sont ceuxAG du graphe réduit dél’(r) et dont les

arcs sont les symétriques des arcs dD&G. Nous calculons ce degré de précocité

au moyen de l'algorithmé.1 qui propage le degré de précocité a partir des nceuds
de repere. Dans cet algorithme, on considére que chaque nceDAG@wispose

de deux étiquettes entierep; son degré de précocité wtqui compte le nombre

de parents du nceud qui ont obtenu leur degré de précocité définitif. Ompjxdte
(resp.v[X]) I'étiquette p (resp.v) du nceuk. Rappelons que de par la présence dans

le graphe réduit d’'un nceud unique pour représenteQi@du graphe orienté non
valué, un nceud peut avoir plusieurs nceuds de repere parents.

Cet algorithme parcourt chaque nceud du graphe réduit une fois dans la premiere
boucle (ligne2), une seconde fois dans la seconde boucle (I@)néa boucle im-
briquée (ligne8) parcourt chaque arc du graphe réduit une et une seule fois. La
complexité de I'algorithme est donc €X(|V| + |E|) avecV I'ensemble des nceuds

du graphe réduit € I'ensemble des arcs. Sachant due< ddI(S) et|E| < ddr(S)

et puisque dans le cas non sur-contraiial;(S) < ddI(S), cet algorithme est dans

le pire des cas e@(ddl(S)).
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Entrées:

D : plan de constructioldAG)// strict ou par blocs
Résultat:

D avec les nceuds étiquetés par leur précocité

P « pile vide
2 pour chaquenceud n de Daire
v[n] < 0
p[n] < O
| sinestun nceud de repéaors push@, n)
6 tant que P n’est pas viddaire
n < pop(P)
8 pour chaquenceud x fils de n dans faire
V[X] « V[X] +1
p[X] < max(p[x], p[n] + 1)
siv[X] est égal au nombre de parents dalars push@, x)

p:)ur chaquenceud de reperefaire
| p[r] « p[n] — 1 avecn le nceud fils de

Algorithme 5.1: Cdcul du degré de précocité des nceuds de repere dans un
plan de construction

5.3.3 Stratégies de calcul de R-flots

Avec les éléments de qualité d'#iflot évoqués e®.3.1et5.3.2, on peut élaborer

des stratégies de calcul deflots. Dans les algorithmes.2 et 4.4, ces stratégies
sont utilisées pour le choix du chemin améliorant et, donc, dans le choix de la para-
métrisation.

De par notre incapacité a donner plus d’'importance a I'une des heuristiques de la
section5.3.2qu’a une autre et donc a établir une mesure de qualité glohaies,

avons opté pour une comparaison multi-critére utilisant les frontatad®, c’est-

a-dire un ordre partiel dans lequel &iflot est meilleur qu’un autre s'il obtient un
meilleur score sur I'ensemble des heuristiques considérées. S’il n’est pas possible
d’ordonner deuxR-flots, ils sont considérés comme de méme qualité.

Il 'y a qu’un critere de qualité qui, d’aprés nous, est prioritaire sur les autres :
lorsqu’unR-flot induit un plan de construction par blocs, il est considéré comme de
moins bonne qualité qu’uR-flot menant a un plan de construction strict.

9Ainsi nommés en I'honneur de Vak:to, qui en introduisit la notion dans le contexte de la
théorie économiquear09].
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Notons que notre notion de stratégie de choix est loin d’@&ale, car elle peut me-

ner a desnaximalocaux : en effet, nous considérons a chaque ajout de contrainte le
meilleur chemin possible a partir &R+flot calculé au précédent ajout de contrainte.

Il est possible que certains excellemslots ne soient accessibles qu’en passant,
dans les étapes intermédiaires, par ®etots de mauvaise qualité. Un calcul ex-
haustif de tous le®-flots serait trop colteux.

Il est important de garder en téte que notre notion de stratégie est basée sur des
heuristiques et gu'il est possible de trouver des exemples ou elles ne ménent pas a
un R-flot satisfaisant. Heureusement, dans la grande majorité d¥sleasvaleurs

des parametres prises sur I'esquisse ménent a des constructions valides, méme avec
desR-flots considérés comme déconseillés par nos heuristiques. Dans les cas ou les
valeurs prises sur I'esquisse ne sont pas bonnes non plus, des méthodes numériques
permettent de calculer de nouvelles valeurs a partir des valeurs de I'esquisse.

En outre, il faut également garder a I'esprit que la qualité sémantiq@eftid, en

tant que retour visuel pour l'utilisateur sur les libertés du systeme, est importante.
Cette qualité est quant a elle difficile a mesurer sans ajouter d’information sur la sé-
mantique des sous-systemes, par exemple au moyleaneegd HJIA98 OSMAOL,
SOZAO06]. Des paramétrisations considérées comme de bonne qaalitépheu-
ristiques sont en réalité inadaptées par rapport aux besoins de l'utilisateur. Ainsi, le
R-flot représenté a la figure 11d** est un excellerR-flot d’apres nos heuristiques,
mais son utilité en tant que retour utilisateur est faible. Les figdre® ou 4.11i
donnent dexR-flots de moindre qualité d’aprés nos heuristiques, mais plus utiles
pour l'utilisateur : le premier indique que I’hexagone du dessus a toujours 6 degrés
de liberté, la seconde indique que la position de I'hexagone supérieur est entiere-
ment déterminée par la position de I'hexagone inférieur et par les longueurs des six
cylindres hydrauliques.

5.4 Interprétation numérique

Resituons tout d’abord l'interprétation numérique d&xflot dans notre processus

général de résolutidh Lalgorithme 4.1 fournit un R-flot duquel nous déduisons

une paramétrisation d@3CS(étapel). Le GCSet sa paramétrisation sont fournis a
un algorithme qui en déduit un plan de construction, strict ou par blocs (8)ape
Dans cette section, nous discutons I'ét8pdinterprétation numeérique du plan de

construction.

10 que nous avons essayés ...
UCf, p. 107
12¢f. p. 88
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unknowns

P1, P2, P3, Pa, Ps, Pe
parameters

Ki, ka, ks, Ki, ks, ks, ks
constraints

dist_pp(p1, Pz, ki)
dist_pp(p1, P2, k2)
dist_pp(ps, Ps, Ks)
dist_pp(ps, Ps, Ka)
dist_pp(pz, Ps, ks)
dist_pp(ps, Pe Ke)
dist_pp(ps, Pz, K7)
on_pl(p,, line(p;, P3))

Figure 5.6 - Pentagone articulé fait de deux chaines fermées
entre-mélées avec six points, sept distances et une incidence
point-droite : esquisse (a gauche) et énoncé (a droite). Le repére indiqué
sur I'esquisse est une interprétation géométrique du R-flot de la figure 5.7.

5.4.1 Interprétation numérique du plan de construction

Considérons I'exempl&.6 : il s’agit d'un pentagone articulép({pspspsps) avec

un point supplémentairepf) sur un des segment®(ps), avec une barre rigide
entre ce point supplémentaire et le point oppgsg Cette barre crée deux chaines
fermées p1p.psps €t p2pPspapPs). La figure5.7 donne une représentation deyGu
d’'un R-flot valide maximal pour c&CS, dont une interprétation géométrique est le
repére représenté sur la figuses. A partir de ceR-flot, on peut établir le plan de
construction fourni a la tablg.1.

P1 ps3
/1) /’ <
1ne(pz, P3
P2

x<
i<

Ps 5 P4

Figure 5.7 -Un R-flot valide maximal pour le GCS de la figure 5.6
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Tableau 5.1 -Plan de construction déduit du R-flot de la figure 5.7

1. fixerp;

2. fixer la directionp, ps

3. cerclec; =mk-circle(py, ki)
4. droited; = mk-line(p:, Pip3)
5. ps =inter-cl(c;, dp)

6. droited = inc-pp(p1, P3)

7. cerclec, =mk-circle(p;, ko)
8. p = inter-cl(c,, d)

9. fixer la directionp,ps

10. droited, = mk-1ine(p,, P2ps)
11. cerclecz =mk-circle(py, ks)
12. ps = inter-cl(cz, dy)

=
w

. cerclec, =mk-circle(ps, kz)

H
N

. cerclecs =mk-circle(ps, Kkig)

=
a1

. P4 = inter-cc(Cy, Cs)

=
(o))

. cerclecg =mk-circle(p;, k7)

|
\]

. cerclec; = mk-circle(ps, Kg)

=
(o6}

. Ps = inter-cc(Cs, C7)
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Quatre parametres doivent étre fournis : les deux coordendégointp, pour
I'étapel, la directionp,ps pour I'étape2 et la directionp,ps a I'étape9. En pre-
nant comme valeurs pour ces parametres celles de I'esquisse, on a la dipgption
horizontale et a peu prés orthogonale a la directigos.

Certaines étapes du plan de construction ont plusieurs solutions. Ainsi, I&tape
consiste en l'intersection d’'un cercle avec une droite pdassar le centre de ce
cercle, ce qui signifie qu’il y a deux solutions. De fagon similaire, I'étHpeonsiste

en l'intersection de deux cercles : il peut y avoir deux, une ou aucune solutions.

Interpréter numériquement le plan de construction revient donc a traverB&Gin

avec un niveau par étape, une unique racine a I'éfapeun fils par possibilité de
construction pour chaque nceud. La question de la recherche d’'un chemin dans ce
DAG menant a des solutions proches visuellement de I'esquiste &tuiliée par
Bertic et Suan[BSO03], Esert et al. [EV01, EVSD00a,EVSDO00b,EVSMDO03],
SmaarAM et al.[SAZKO0G6] et van der Mmen et Bronsvoort [vdMBO5, vdMBO06].

5.4.2 Echecs d’'une construction

Selon la paramétrisation et son interprétation géométrique, certaines étapes de I'in-
terprétation numérique du plan de construction peuvent échouer.

Ainsi, considérons les étapé$ et 18 du plan de construction de la talBel. Les

deux constructions dépendent directement des directions données en parametre,
puisque I'anglez(pips, P2p2) change les positions relatives des deux centres des
cercles a intersecter. Ainsi, selon les valeurs associées aux contraintes de distance
(k; a k; et en particulier les parametrés a k7), certaines valeurs de cet angle
peuvent mener a un échec de la constructomsi ks + k7 < ks et que les directions

p1ps et p2ps sont orthogonales.

Dans un tel cas, la partie du solveur chargée de l'interprétation du plan de construc-
tion peut fournir une mesure d’erreur. Pour I'exemple mentionné ci-dessus, en cas
d’erreur a I'étapel8 parce que les cercleg (de centrep; et de rayork;) etc; (de
centreps et de rayorkg) ne s’intersectent pas, la mesure d’erreur est la plus courte
distance entreg etc; (i.e.|pipsl — (k7 + kg)).

En traversant IBAG de construction a partir de I'étape qui échoue jusqu’a laneci
le solveur construit la liste des parametres de repere. , r, qui affectent la mesure
d’erreur. Il est alors possible de considérer une fonction d’extéyr. .., r,) et de
chercher des valeurs telles qdg,...,r,) < 0. Pour cela, une application de la
méthode de Newton-RapHsoRSt possible.
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Avec les nouvelles valeurs, nous réinterprétons le plan dstaaction. Si un nouvel

échec apparait, nous recommencons le processus de trouver les paramétres a modi-
fier et de calculer de nouvelles valeurs pour modifier la valeur d’erreur. Il faut alors
vérifier, au fur et a mesure des itérations de Newton-RaprHsoN, que les fonctions
d’erreur considérées dans les étapes précédentes ne reprennent pas une valeur posi-
tive. Dans notre exemple, cela peut arriver par exemgetsis < ks etks+ky < ks :

corriger la directionp, ps pour éviter un échec a I'étafd® peut mener a un échec a
I’étapel8 et inversement.

L’approche de rattrapage numérique a partir des valeurs de I'esquisse demande a
étre approfondie pour éviter ce type d’erreurs. Une approche plus globale afin d’évi-
ter desminimalocaux?® serait également a envisager.

13par exemple en s'inspirant des travaux de Joan-Arigt@l. [JALSR02,JALSR03 LBYJA04,
LSRGJAO] sur les algorithmes génétiques
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Ce qui fait d’'un probléme un probleme, c’est de contenir
une contradiction

—Joseé Ortega y Gasset, philosophe et homme politique es-
pagnol

L'algorithme de paramétrisation combinatoire incrémental décrit au chapiaet

de I'hypothese forte que IBCSa résoudre n’est pas génériguement sur-contraint.
Cechapitre rappelle brievement quels sont les différents cas ou une sur-constriction
peut apparaitre dans nos algorithmes (sec@idr) et montre que les approches
connues dans la littérature ne sont pas directement appliquables a ces problemes
(section6.2). Enfin, nous proposons des extensions de la méthode du téseain

tion 6.3) pour résoudre ces probléemes.

6.1 Eléments de problématique

Trois problémes importants de sur-constriction se posent avec notre démarche :
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1. I'ajout d'une contrainte peut mener a la sur-constrictiertout ou partie du
GCS,

2. une mauvaise interprétation ®4flot peut mener a sur-contraindre le systeme
en fixant deux éléments dépendants,

3. certaines valuations des parametres de repéere peuvent empécher I'existence
de solutions.

Les deux premiers sont des problémes de sur-constriction générigue et nous propo-
sons des solutions plus loin. Concernant le troisieme, que nous venons d’évoquer
en sectiorb.4.2, nous I'abordons a nouveau parmi les perspectives de nasxrav

6.1.1 Contraintes redondantes

Au chapitre4 et tout particulierement a la secti@gn3.3 nous avons montré que
I’algorithme incrémental de paramétrisafi@st sensible a la sur-constriction gé-
nérique : il ne permet pas de détecter I'ajout d’'une contrainte redondante avec les
contraintes déja connues.

Ce probleme se pose avec des systemes élémentaires. Par exemple, B Igure
montre unGCS composé de deux points et de deux contraintes. Les figuibs

et 6.1cmontrent comment se comporte notre algorithme de paramétrisation a I'ajout
de la seconde contrainte. Une autre possibilité de modificatioR-flot serait de
retourner la premiére contrainte de distance et d’obtenir une paramétrisation ou les
deux points sont restreints mais aucun n’est fixeé.

6.1.2 Repére sur-contraignant

Les théoremed 1 et 12 nous assurent qu’a toR-flot valide maximal d’'un sys-

téme non génériguement sur-contraint on peut associer une interprétation géomé-
trique valide. Rappelons toutefois, comme nous l'avons indiqué a la section

sur 'exemple de la figur®.1, que toutes les interprétations géometriques ®un

flot valide maximal ne sont pas valides. Dans cet exempl&-tlat pour un sys-

teme bien-contraintnoduloles similitudes consiste notamment a restreindre d’un
degré de liberté chacune des deux droites. Linterprétation consistant a fixer la di-
rection de ces deux droites sur-contraint génériquemeB8, puisque dans un
systeme bien-contrainnoduloles similitudes, tous les angles entre deux droites
sont connus.

1Cf. p. 191
2Cf. algorithmest.1et4.4pp. 97 et 101
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Figure 6.1 - Systeme génériquement sur-contraint a deux points et deux

distances : esquisse (a) ; R-flot avant ajout de la seconde contrainte (b) ;

R-flot aprés ajout de la seconde contrainte (c — les pointillés indiquent les
modifications).

Un autre exemple est celui de la figue&b, qui donne unr-flot maximal valide

pour unGCSreprésentant un triangle rigide dans le plan/R=iot indique qu’il faut
restreindre chacun des trois points d’un degré de liberté. Une interprétation possible
serait de fournir comme parameétre les abscisses des trois points. Toutefois, dans
la mesure ou l&GCSest rigide, fournir 'abscisse de deux points rend le systeme
bien-contrainimoduloles translations selon I'ax@y. L'information de la troisieme
abscisse est donc redondante.

6.2 Problématique nouvelle

La littérature regorge de méthodes visant a détecter la sur-constriction générique
d’un GCS et un grand nombre d’entre elles concernent des méthodespleeget

de flux. Dans cette section, nous expliquons pourquoi ces techniques de détection
de la sur-constriction générique ne fonctionnent pas dans un gragtifule

Les méthodes de la littérature travaillant sur des graphes sont basées sur I'hypo-
thése de rigidité dGCS. Dans la mesure ou @CSdoit étre rigide, ces méthodes
peuvent comptabiliser les degrés de liberté du systéme ou de ses sous-systémes
pour rechercher I'existence d’un sous-systeme ne satisfaisant pas la caractérisation
de Laman*. Elles peuvent également chercher a poser des repéres paldépliace-

ments en fixant une barre rigide en 2D ou deux barres avec un point commun en

3Cf. section2.2.4p. 55
4Cf.p.32
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: Y,

a b

Figure 6.2 - Triangle rigide en 2D : esquisse (a — copie de la figure 1.11) et
un R-flot valide maximal sous représentation de Chyz (b)

3D.

Avec la suppression de cette hypothése, nous perdons la possibilité de facilement
détecter la sur-constriction genérique. Les méthodes de Horretaak [HSY04],

Noorr et al. [NDB98], Jermann et al. [JNT02,IJNTOJ sont inopérantes dans cette
situation. En outre, contrairement a ce que I'on pourrait penser a premiére vue, une
généralisation de I'approche de HenpricksfiNen92] ne fonctionne pas non plus.
Nous détaillons ici les raisons de cet échec.

Le principe de la méthode de Henpricks@st de simuler la donnée d’un repere
pour les déplacements en fixant un point et en restreignant d’'un degré de liberté un
second point, lié au premier par une contrainte de distance. Une fois ce repére pose,
on calcule un flux maximal. Par définition d’un repére pour les déplacements, si le
systéme est rigide on doit pouvoir trouver un flux maximal valide pour n'importe
quel repére. La méthode de Henprickse@nsiste a considérer que si le systeme
est sur-contraint, il existe au moins un repére tel qu’on ne pourra pas trouver un
flux maximal valide. La figur®.3illustre cette approche avec un exemple de repére
gui mene a I'impossibilité de trouver un flux valide : I'aréte pointillée ne peut étre
orientée sans sur-saturer un nceud du graphe.

Nous montrons que la généralisation de I'approche de Henpricgtow graphes

de R-flux se heurte a la fois a des faux positifs (systemes considérés comme bien
contraints alors qu’ils sont sur-contraints) et a des faux négatifs (systemes considé-
rés comme sur-contraints alors qu’ils sont bien contraints).

Une extension visant a garder I'idée de poser tous les repéres pour les déplace-
ments pourrait classer comme sur-contraint un systeme invariant par translation, par
exemple. En effet, la pose d’'un repére pour les déplacements sur une barre connec-
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Figure 6.3 - Détection de la sur-constriction générique par la méthode de
HeNnbricksoN : I'aréte en pointillés ne peut étre orientée sans sur-saturer un
nceud du graphe.

tée a un point déja restreint par l'utilisateur menera a une sur-constriction de ce
segment.

La généralisation en 3D de cette méthode conduit a des faux positifs, puisque la
méthode permet la détection de sous-graphesa@uds et plus de 2n3 arétes. En

3D, elle consisterait a chercher des sous-graphasuds et plus de 316 arétes et

est donc piégée par les autres cas de sur-constriction, comme la « double*lsanane

Une généralisation de la méthode pourrait alors consister a ne pas se limiter a des
reperes pour les déplacements posés sur deux points connectés par une contrainte,
mais a tester tous les reperes possibles. Tout d’abord, ceci est infaisable dans la pra-
tique : il s’agit en effet de tester toutes les possibilités de €ig&S) — ddr(S c) de-

grés de repére parmi lesli(S) degrés de liberté, c'est-a-dire qu'il § @57
combinaisons. Dans un exemple aussi petit que la « double-banane », cela repré-
sente déjé?ﬁ possibilités, soit un peu plus de®x 10?° paramétrisations a tester,

ce qui rend le test sur ce systéme infaisable.

En outre, avec la disparition de I'hypothése de rigidité, cette extension de la mé-
thode de Henpricksonaux graphes d&-flux ne fonctionne pas en 2D. En effet, en
I'absence de cette hypothéese, le nombre de degrés de repere a fixer n’est plus né-
cessairement 3, il est quelconque. La figbi#montre ainsi un systeme 2D généri-
guement sur-contraint pour lequel toutes les paramétrisations permettent de trouver
un R-flot valide maximal. Il s’agit Ia d’'un cas de faux positif.

A l'inverse, il y a un risque de classer comme sur-contrainG@S qui n’est pas
génériqguement sur-contraint (cas de faux négatif) si 'on place trop de degrés de

5Cf. figure1.14p. 34
5Modulola possibilité d’identifier certaines symétries
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Figure 6.4 - Représentation de CHyz des trois paramétrisations possibles
du GCS génériquement sur-contraint de la figure 6.1a : elles sont toutes

valides.
'y "o e

a b

Figure 6.5 - Systeme 2D non sur-contraint avec des paramétrisations
invalides; a : esquisse; b : représentation de CHyz d’'une paramétrisation
invalide : les deux points de gauche sont saturés alors que la contrainte

les liant n’est pas prise en compte.

repere dans un méme sous-systéme. C’est le cas, par exemple, a l&.Bgure

Une approche visant a corriger ce probleme serait de considérer une construction
incrémentale de la paramétrisation : aprés chaque ajout d’un degré de repére sur un
noeud, si ce nceud est devenu saturé, on oriente tous ses arcs non encore orientés. On
interdit alors d’ajouter un degré de repére sur un nceud déja saturé. Cela permettrait
notamment de faire baisser le nombre de combinaisons a essayer. La6figure
montre toutefois que cette évolution de 'algorithme n’ext puffisante : les étapes

b et ¢ montrent I'ajout de degrés de repere et I'orientation des arcs au fur et a
mesure que des nceuds sont saturés. A la fin de I'é@ages deux nceuds médians

sont restreints mais non saturés, mais si on en sature un par un degré de repére
supplémentaire, on arrive a &iflot non valide. La figuré.6d montre I'une de ces

deux paramétrisations invalides.

La encore, on pourrait étre tenté de penser que le passage de la6fiGrieela
figure6.6d pourrait étre empéché en calculant un flux maximal a chaque ajout d’un
degré de repére. En effet, on détecterait ainsi, comme on le voit a la6iguicpr’a
part la barre rigide de droite, tout le systeme est déterminé et qu’il est donc interdit
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Figure 6.6 - Construction incrémentale d’'une paramétrisation non valide
d’'un systéme 2D non sur-contraint; a : graphe de contrainte (chaque trait
représente une contrainte de distance; b : fixation de 2 degrés de repére;
c : fixation d’'un degré de repére supplémentaire; d : la fixation d’'un degré

de repére supplémentaire mene a la sur-constriction du point inférieur
gauche.
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Figure 6.7 -Interdiction d'une Figure 6.8 - Contre-exemple

paramétrisation de la démarche illustrée a la
sur-contraignante par calcul figure 6.7

incrémental d’un flux maximal

d’ajouter un degré de repere comme cela est fait a la figuse La figure 6.8
montre toutefois qu’une telle approche ne permet pas detdétacsur-constriction
générique d’exemples simples qu’Henprickssait détecter : une fois deux degrés

de repére fixés, il est possible de calculer un flux menant a croire que la partie droite,
en réalité sur-contrainte, est déterminée.

Dans ce dernier exemple, la partie sur-contrainte est limitée &C&@: Malheu-
reusement, ce n'est pas non plus un critere de détection des sous-systemes sur-
contraints : des exemples comme I'hexagég de la figurel.12" existent, qui

sont faits d’'uneCFCquelle que soit la paramétrisation et qui, pourtant, ne sasit p
génériquement sur-contraints.

6.3 Extensions de la méthode du témoin

La section précédente ne prouve pas qu'il est impossible de détecter les systemes
génériquement sur-contraints combinatoirement dans un graptéale mais elle

montre qu’une adaptation des approches classiques n’est pas triviale. En outre, les
techniques de la littérature ne concernent absolument pas les problemes d’interpré-
tation géométrique sur-contraignante évoqués a la se@tio.

Nous proposons ici deux extensions de la méthode du ténainpermettent de
résoudre les problemes des sectibrislet6.1.2. Dans notre implémentation, nous
faisons appel a cette extension lors du calcul dRifiot et pour vérifier qu'une

Cf. p.30
8Cf. section2.2.2p. 52
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interprétation géométrique donnée n’est pas sur-congaign

6.3.1 Détection incrémentale de contraintes redondantes

Comme nous l'avons vu au chapit® l'interrogation du témoin permet de détec-

ter des redondances dans un ensemble de contraintes en comparant le nombre de
degrés de restriction et le rang de la matrice Jacobienne. La complexité algorith-
mique de cette interrogation est celle du calcul du rang d’une matrice, c’est-a-dire
O(min(m,n)mn), avean le nombre de lignes de la matrice (nombre total de de-
grés de restriction dGCS) etn le nombre de colonnes de la matrice (nombre total

de degrés de liberté dBCS). Comme le nombre de degrés de restriction ne peut
étre supérieur au nombre de degrés de liberté, la complexité dans notre cas est en
o(nen).

Sous I'hypothese que I'on dispose d’'un témoin, il est donc possible de détecter
I'ajout d’une contrainte redondante en interrogeant le témoin a chaque nouvelle
contrainte ajoutée : si le rang n'a pas changé, la nouvelle contrainte est redon-
dante et, par définition, il y a sur-constriction générique. La complexité d’'une telle
démarche serait toutefois eleve®(X,(min(i, n)in)). Sachant quen < n, on a
min(i,n) = i, Vi € [0,m] et doncE=M (min(i,n)in) = =M (i?n) = L ) 5
complexité est donc e@(men). Il est toutefois possible d’identifier incrémentale-
ment 'ensemble des contraintes redondantes sans augmentation du codt par rapport
a une unigue interrogation du témain.

En effet, considérons uBCS S non génériquement sur-contraint. Effectuer une
élimination de Gauss-Jorpak’ sur la matrice Jacobienne évaluée en le témoin méne
aune forme échelonnée réduite c’est-a-dire a une malfiee(IP) avec

— | une matrice diagonal®a x m;

— P une matricenx f, avecf = n— mle nombre de degrés de liberté GCS.
Considérons maintenant BCSS’ avecS c &'. Afin de savoir siS’ est générique-
ment sur-contraint, il suffit d’ajouter incrémentalemestlas entités géométriques

et les contraintés de S’ — S et d’effectuer une élimination de Gauss-JorpaN0U-
veau.

Dans la mesure ou la matrit@vant ajout est diagonale, le nombre maximal d’opé-
rations est Z min(m,n) x f : pour chaque ligne dg chaque élément non nul e

9Cf. section2.2.2p. 52

100u toute autre méthode permettant de calculer une base d’'une matrice comme, par exemple, le
procédé de Gram-Scumipt, qui a la méme complexité que I'élimination de Gauss-JoRDAN.

1ER s’assurant qu’une contrainte ne peut étre ajoutée que si les entités géométriques qu’elle
concerne sont toutes dans3€S



140 6. Gestion de la sur-constriction

doit étre multiplié et ajouté a la nouvelle ligne. Le nombrel iBopérations est en

fait bien plus petit, dans la mesure ou le nombre d’éléments nuls de la nouvelle ligne
est élevé, une contrainte ne concernant en général qu’une faible partie des entités
géomeétriques.

En procédant incrémentalement, le nombre d’opérations est inchangé : seul I'ordre
des opérations est modifié. En effet, la méthode classique de I'élimination de Gauss-
JorbaNcCONSiste en des opérations colonne par colonne pour mettre tous les éléments
de la colonne a 0 sauf I'élément situé sur la diagonale :

pour chaquecolonne c de 0 a ffaire
lignec « (lignec)/Jq.c
pour chaqueligne | de 0 a m sauf €aire
| lignel « lignel — (lignec) x J ¢

Algorithme 6.1: Cdcul classique d’'une forme échelonnée reduite par élimi-
nation de Gauss-JORDAN

Le calcul incrémental d’'une forme échelonnée réduite consiste simplement a faire
ce calcul ligne par ligne :

pour chaqueligne | de 0 a nfaire
pour chaqueligne c de 0 a | 1 faire
| lignel < lignel — (lignel) x Jc¢
lignel « (lignel)/J,

Algorithme 6.2: Cdcul incremental d’'une forme échelonnee reduite par éli-
mination de Gauss-JORDAN

La complexité de I'algorithme incréemental de calcul d’'une forme échelonnée ré-
duite est donc également @¢nYn). Cette version de I'élimination de Gauss-JorRDAN

a toutefois un énorme avantage : a chaque étape, quand une contrainte est ajoutée,
elle nous permet de comparer le nouveau rang de la Jacobienne a I'ancien rang et
ainsi de déterminer si la contrainte est redondante avec les contraintes déja dispo-
nibles. Autrement dit, sans augmenter le nombre d’opérations, nous obtenons la
forme échelonnée réduite de la matrice et un sous-systeme maximal non générique-
ment sur-contraint.

Exemple 20. Détection de la redondance dans un systeme 2D

Considérons I'exemple de la figuée9. Elle représente un systeme
2D a 4 points et 6 contraintes de distance Q@€Scorrespondant est
génériquement sur-contraint : la contrainte en pointillés est redon-
dante avec les 5 autres. La matrice Jacobienne G&&est donnée
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Figure 6.9 - Le « cerf-volant » : systeme 2D génériquement sur-contraint
avec 4 points et 6 distances. Sans la contrainte pointillée, le GCS est
rigide.

Tableau 6.1 -La matrice Jacobienne du GCS de la figure 6.9.

X1 Y1 X2 Y2 X3 Y3 X4 Ya
l1:dist_pp(p1, P2) || X1-X2 | Y1-Y2 | Xo-X1 | Yo-V1 0 0 0 0
l2:dist_pp(p1, P3) || X1-X3 | Y1-Y3 0 0 | X-X1 | Y311 0 0
I3 : dist_pp(p2, P4) 0 0 | XX |Y2ya| O 0 | X4-X2 | Ya-y2
l4: dist_pp(ps, Pa) 0 0 0 0 | X3-X4 | Y3-Ya | Xa-X3 | Ya-Y3
Is : dist_pp(p2, P3) 0 0 | XoX3 | Y2ry3 | X3-X2 | ¥3-y2 | O 0
lg: dist_pp(P1,Pa) | X1-%4 | Y1-¥a | O 0 0 0 | Xa-X1 | Yay1

alatable6.1.

Considérons le témoin suivant (représenté graphiquement a la fi-
gure6.10 :

- P1= (277) ;

- p2=(5,6);

- ps=(1,1);

— Psa= (6’3)

La Jacobienne en ce témoin est donnée a la taBlaprés une appli-
cation partielle de I'élimination de Gauss-JorpArxcette table montre

la matrice obtenue en utilisant la version incrémentale de I'élimina-
tion de Gauss-JorpaN, apres ajout de la sixieme contrainte mais avant
utilisation du pivot de Gauss.

Il est aisé de voir que cette nouvelle contrainte sur-contraint généri-
guement leGCS: elle peut étre obtenue en soustrayant la premiere
ligne a la seconde.

De par la taille de la matrice associ&enous ne donnons pas ici de détails sur
I’exemple de I'application de cette méthode de détection de la sur-constriction gé-

2yingt-quatre colonnes et dix-huit lignes
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Ps3

P
P2

P4

Figure 6.10 -Un témoin du GCS de la figure 6.9 avec p1 = (2,7),
P2 = (5,6), p3 = (1,1) et ps = (6,3).

Tableau 6.2 -Matrice Jacobienne de la table 6.1 évaluée en le témoin de
la figure 6.10. Lélimination de Gauss-Jorban a été effectuée sur les cing
premieres lignes. La sixieme ligne est redondante (ls = I, —17)

X1 | Yi| X | Yo | X3 | Y3 | Xa | Va
bl 1/o0[o0|O0[O|-2][-1] 2
L] 0]1/0/0]|0 ‘§ 0 | -2
Iz 0/0|1/0]0 |1 2
bl ojojo|l1|0|-%|0O ‘%
L ojoj0|0|1] 2 | -1|-¢f
ls|-1]1/0/0|0]|0|1]|-1
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nérique sur l6GCSde la « double-banake». Elle permet toutefois d’ajouter les
dix-sept premieres contraintes sans détecter de sur-constriction générique et de dé-
tecter laredondance de la dix-huitieme contrainte. La méthode fonctionne tout aussi
bien pour des exemples avec un plus haut degré de connighSie]).

En outre, la méthode du témoin gére correctement la sur-constriction générique de
GCSqui, pour des valeurs des paramétres le rendant non suacuntst sous-
contraint. Pour ces systémes, les méthodes a base de graphes sont inutiles car elles
ne peuvent prendre en compte tous les théoremes géométriques.

Exemple 21. Conjugués harmoniques

Considérons le systéme 2D de la fig@@d1l Etant donnés deux
pointsa etb, on peut considérer une fonction qui a tout paoiirici-
dent a la droite (ab) associe un pointconjugué harmonique de
On construity en suivant le plan de construction suivant :
— soitp un point non incident a (ab) ;
— soitd une droite incidente &;
— soitp; l'intersection des droited et (ap) ;
— soitp, l'intersection des droiteg et (bp) ;
soitp’ I'intersection des droites (hpet (ap);
— yest l'intersection des droites (ab) ¢tff).
On peut considérer IBCSS = (C, X, A) défini pat*:
— X = {X,Y,P,P1, P2, P, d, dap, Aap, dop, dap, Aoy, dpy} @VEC lES SiX
premiers éléments de sogieint et les autres de sorteroite;
— A ={a,b}avec tous les parametres de s@uént ;
—C= {
inc_pd(a,dap), inc_pd(b,dap), inc_pd (X, dap),
inc_pd(y,dap), inc_pd(x,d), inc_pd(ps, d),
inc_pd(p,, d), inc_pd(@,dap), inc_pd(p, dap),
inc_pd(p1, dap), inc_pd(b,dyp), inc_pd(p,dyp),
inc_pd(py, dop), inc_pd(a,day), inc_pd (P, dap),
inc_pd(p,, dap), inc_pd(b,dyy), inc_pd(p’, dpp),
inc_pd(pi, dop), inc_pd(p,dpy), inc_pd(p’, dpy),
inc_pd(y,dpp)}.
Les solutions d&S correspondent toutes a une figure obtenue en res-
pectant le plan de construction ci-dessus. De par le grand nombre de
contraintes d’incidence, I'hypothése que I'on dispose d’'un témoin
serait, sans cela, une hypothése forte : les contraintes d’incidence
n’'étant pas associées a une meétrique, elles doivent étre respectées
par le témoin. Ici, un témoin est donc une solution du systeme.

13Cf. figure1.14p. 34
1Rappel : nous utilisons la signature de I'exemp)g. 16
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Figure 6.11 -y est le conjugué harmonique de X pour aet b : en 2D, étant
donnés trois points a, b et x alignés et pour tout point p et toute droite d
incidente a x, yestfixé : p1 = (ap)nd, p2 = (bp)nd, p’ = (apz) N (bpy),

y = (@b)n (pp).
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Un comptage des degrés de liberté méne au résultat — correet — g
le systéme a 18222 = 4 degrés de liberté effectifs En revanche,
aucune méthode combinatoire actuelle ne parvient a détecter que les
positions dex ety sont liées et qu'il est impossible d’ajouter une
contrainte de distance entre ces deux points. Notre algorithme de
calcul d’'unR-flot, par exemple, acceptera I'ajout de cette nouvelle
contrainte en retirant un degré de repére. Linterrogation du témoin,
qguant a elle, détecte une redondance.

Les contraintes redondantes identifiées peuvent étre conservées et servir plus tard
a trouver, parmi les différentes solutions satisfaisant les contraintes, celle que I'uti-
lisateur recherche : la redondance des contraintes peut étre nécessaire pour assurer
I'unicité des solution.

Notons que la méthode incrémentale d’interrogation du témoin permet également
de résoudre un autre probléme : celui de calcul d’'une base du bord d’'un systeme.
Nous avons vu en effétque I'ajout de 'ensemble des contraintes du bord pouvait
mener a une sur-constriction générique. La plupart des méthodes de décomposition
étant sensibles a la sur-constriction générique, il est important de pouvoir calculer
une base de cet ensemble de contraintes, c’est-a-dire un sous-ensemble minimal tel
gue toutes les autres contraintes du bord sont redondantes avec ce sous-ensemble.
Ici, cela est facile : il suffit de partir d’'un systeme vide et d’ajouter une par une
les contraintes du bord, en recalculant incrémentalement la forme échelonnée ré-
duite de la matrice Jacobienne pour détecter les contraintes redondantes avec les
contraintes déja prises en compte.

6.3.2 Interprétations sur-contraignantes d’'un R-flot

Une interrogation du témoin permet de détecter une interprétation sur-contraignante
d’'un R-flot sous forme de repére. Détaillons tout d’abord comment se traduit la
fixation d’'un repere dans la méthode du témoin : une fois la Jacobienne mise sous

forme échelonnée réduite, I’équatidﬁ> = 0 est la suivanté :

SRappelons qua etb sont des parameétres @CSet n'ont donc aucun degré de liberté
16\/0ir [Hen97] et notamment la figure 2.

17Cf. section3.2 (p. 73)

180n considére bien sir que®CSn’est pas génériquement sur-contraint.
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Vi
Vo
100 0 a11 - anmi V3
010 0 a1 - an-m2
001 0 a13 = anmsl| 7 |=0
. Vm
S . : Vi
0 0O0-- 1 Aim *°° dn-m, .
Vi,

Dans cette notation, les— m derniers éléments du vectévirsont notés;, . av,.

Il'y en a autant que de degrés de liberté@aS et donc autant que de degrés de
repere dans leR-flots associés. En effet, pour traduire dans la Jacobienne le fait
gue la coordonnég fait partie du repere considéré, on effectue une permutation de

. . -
colonnes (et la permutation de lignes correspondant dans le vattgaour que la
colonne correspondantvasoit 'une desh — m colonnes de droite de la matrice.

Imaginons maintenant qu’aprés tal®™eétape de I'élimination de Gauss-JorpAfa
matrice (i~ 1)x (i — 1) supérieure gauche est diagonale), il soit impossible de trouver
un pivot non nul. Cela signifie que i&"® colonne est combinaison linéaire desl
premieres colonnes. Permuter cette colonne avec une-dépremieres colonnes

ne changera rien au probléme : la nouvél® colonne sera combinaison linéaire
desi — 1 nouvelles premiéres colonnes. De méme, permut&ffacolonne avec
une colonne d’indice compris entre- 1 etm ne fera que retarder le probleme : si

la colonne est combinaison linéaire desl premieres colonnes, elle est également
combinaison linéaire das- 1 + k premiéres colonnes ki> 0.

Il ne sera donc possible de diagonaliser la gauche de la matrice Jacobienne qu’a
condition que la®™ colonne soit permutée avec une des m derniéres colonnes.
Cette condition est nécessaire mais non suffisante, puisque certaimes heter-

nieéres colonnes peuvent elles-mémes étre combinaison linéaire-degremieres
colonnes.

Si I'on n'arrive pas a diagonaliser la matrioex m gauche de la Jacobienne, c’est
gue la paramétrisation consistant a fixer les coordonnées correspondant aux
colonnes de droite est non valable : cela signifie en effet qu'’il n’est pas possible
d’exprimer les variations daspremiéres coordonnées en fonction de celles consi-
dérées comme paramétres : une fois le produit effectiffi®ligne peut s'écrire

Vit XV + o+ apomiXVy, =0 (6.1)

et donc
\.I| = _allJ X Vrr.,km —_ = an_m’i X \/rl (6.2)
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Autrement dit, on peut exprimer les variationswen fonction des variations des
coordonnées;, _av,. C'estla définition méme d’'un repére : s'il est fixé, les autres
éléments sont fixés également. S'’il n’est pas possible d’exprimen [@&miéres
colonnes comme fonction des— m dernieres colonnes, alors la paramétrisation
correspondante ne forme pas un repere.

Il s’en déduit une méthode simple de détermination de la validité de l'interprétation
géométrique d’'urR-flot : permuter les colonnes de la Jacobienne de sorte a placer
a droite de la matrice celles correspondant a l'interprétation a tester et appliquer la
méthode d’élimination de Gauss-JoRDAN.

Naivement, la complexité d’'une telle méthode, pour avoir I'assurance de trouver
une interprétation valide, serait @(nPn x Iex(Cygey ™)) avecR I'ensemble

des entités de I'ancre : il faudrait, pour chaque interprétation géomeétrique possible,
effectuer une élimination de Gauss-Jorpan. Une méthode moins colteuse consiste
a tenter une premiére élimination de Gauss-JorpaN, puis a permuter deux colonnes
pour aboutir a une autre interprétation géomeétrique et a utiliser le pivot de 8nuss

la colonne permutée : il y a 1 division de ligne a effectuanet1l multiplications

et additions de ligne. Avant permutation, la matrice est sous la forRjeafecl
I'identité et P une matricem x (n — m). Le nombre d’opérations a effectuer pour
une multiplication ou addition de ligne est dome- m + 1. La complexité de cette

méthode est donc @Xnm?n + mx (N — m)x erR(ng:EQ)X—}rX)))-
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Nous avons défini une structure de données étendant les graglilex classiques,

gue nous appelons les graphesdiux, et adapté la définition du couplage parfait

a ces graphes. En nous basant sur les graph&sflil, nous avons proposé des
algorithmes incrémentaux de calcul d’une paramétrisation combinatoirésD$)
c'est-a-dire le nombre de degrés de liberté a fixer pour chaque entité géométrique
pour se ramener a un nombre fini de solutions. Nous avons montré comment déduire
de cette paramétrisation combinatoire un plan de construction par blocs. Nous avons
€également mis au point une extension incrémentale de la méthode du témoin per-
mettant d’assurer qu'uBCSn’est pas génériquement sur-contraint, pour assurer la
validité de nos algorithmes de paramétrisation.

Un travail important reste a effectuer concernant la gestion des valeurs associées aux
éléments de repére. Le calcul de valeurs valides, c’est-a-dire telles que des solutions
existent, pourrait étre envisagé de plusieurs fagons :

— notre méthode actuelle consiste a prendre les valeurs de I'esquisse, éventuelle-
ment mises a I'’échelle. Dans le cas ou cela ne suffit pas, un rattrapage numé-
rique est possible en cherchant a minimiser une fonction d’erreur calculée pour la
construction géomeétrique qui échoue. Des instabilités peuvent apparaitre lorsque
la modification de la valeur d’'un parametre améne I'échec d’une autre construc-
tion géométrique. Une étude spécifique des méthodes numériques permettant le
calcul d'une valuation valide a partir d’'une valuation initiale invalide est donc a
mener, qui pourrait également servir a perturber les valeurs des parameétres pour
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animer les solutions a I'écran;;

— l'utilisation d’'une méthode itérative a partir d’'une valuation initiale peut échouer
non seulement de par les instabilités de telles méthodes mais aussi en raison de
minimalocaux. Des méthodes d’optimisation globale devraient donc également
étre essayées, par exemple au moyen d’algorithmes génétiques;;

— une approche plus constructive pourrait étre une propagation d’intervalles : a par-
tir d'un élément de repére donné, parcourir le plan de construction et, a chaque
construction, calculer dans quels sous-espaces I'entité géométrique construite
peut se trouver. Si cette entité géométrique est fixée ou restreinte, on en déduit
quelles sont les valeurs possibles des éléments de repére correspondants.

Nous avons également fourni des pistes concernant la définition de la qualité d’'un

R-flot. Il s’agit d’heuristiques dont I'intérét reste a étudier plus profondément. La

mise au point de nouvelles heuristiques, voire la donnée d’'une définition précise

de ce qu’est un bom-flot sont donc des perspectives naturelles de ce travail. En
outre, notre approche d'une stratégie de construction &4ilot en fonction des
heuristiques peut mener vers daeaximalocaux empéchant la découverte ®e

flots de bonne qualité. La encore, une approche plus globale serait donc a envisager.

Enfin, la méthode itérative de Newton-RaPHsoRa jusqu’a maintenant jamais servi

a trouver numériquement des solutions a un systéme sous-contraint. En effet, elle ne
peut par définition fonctionner que sur des systemes d’équations dont la matrice est
carrée, c’est-a-dire correspondant a des systemes bien-contnaidigol’identité.
Classiquement, |IB-bonne-constriction est prise en compte en ajoutant trois équa-
tions, ce qui correspond a fixer un repere pour les déplacements. Notre algorithme
de paramétrisation ouvre la porte a I'adaptation de la méthode de Newrton-RAPHSON

a des systemes de contraintes géomeétriques quelconques, sous I'lhypothése de non
sur-constriction générique. Une autre hypothése importante est la donnée d’une va-
luation initiale valide pour les éléments de la paramétrisation.
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L'objectif général visé par nos travaux est de rendre leslets de modélisation par
contraintes géométriques accessibles a des utilisateurs non experts. Les travaux de
parameétrisation explicités a la partievont dans ce sens : ils fournissent a I'utilisa-

teur une intuition des libertés de mouvement des entités géomeétriques du Systeme
de Contraintes GéométriqueSCS) qu’il a esquissé et lui permettent de corriger
I’esquisse si le résultat ne lui convient pas.

Une autre fonctionnalité importante de logiciels faciles d’acces est la possibilité de
réutiliser desGCS déja résolus. La conception d’'une voiture en Conception As-
sistée par OrdinateurQAO), par exemple, ne se fait pas en explicitant toutes les
contraintes de distance, d’angketc. L'approche habituelle est plutét de dessiner

les différentes piéces séparément et de les assembler. Il est également important
gu’en plus de donner une paramétrisation a I'utilisateur, le logiciel lui permette de
visualiser quelles parties de I'objet sont rigides.

Dans cette partie, nous nous intéressons donc a la décomposition de systemes de
contraintes géomeétriques. Nous avons déja montré, dans la paielles étaient
les conditions de correction et de complétude des méthodes de décomposition.

Motivation

Les travaux relatés dans cette partie ont pour but de permettre la décomposition
d’'un GCSen ses sous-systemes, en connaissant le groupe de bonmetonste
ces sous-systemes. Nous poursuivons ainsi plusieurs objectifs.

Tout d’abord, nous voulons identifier, pour les différents gro@eensidérés, les
partiesG-bien-contraintes d'uGCS, afin de pouvoir indiquer a l'utilisateur quels
sous-systemes sont rigides, quels sous-systemes sont bien contnashito les
similitudes,etc.Ces informations complétent les intuitions que donne la paramétri-
sation sous forme d’éléments de repere.

Inversement, nous voulons permettre a l'utilisateur d’'insérer daG€Bun objet
atomique avec son groupe de bonne constriction, de facon a assurer d’une part la
réutilisation de systemes déja résolus et d’autre part une diminution de la taille du
systéeme a résoudre.

Nous avons vu dans la partieque nous pouvons déduire d’'@iflot un plan de
construction strict a la condition qu'aucun nceud de son graphe réduit ne corres-
ponde a plus d’'une entité géométriqgue. Dans le cas contraire, les sous-systemes
engendrés par ces entités et celles dont elles dépendent doivent étre résolus par un
solveur externe. Nous voulons donc également proposer un algorithme de décom-
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position général qui pourra aider a résoudre ces systemes.

Démarche

Nous proposons une extension de la méthode du téfhgin permet d’identifier

les sous-systéemes rigides maximaux, puis une extension multi-groupe permettant
I'identification de sous-systémébien-contraints maximaux pour tout grou@e

dont on connait les différents types de repeére.

Pour rester dans la perspective des travaux relatés dans la lhanieis propo-

sons une version incrémentale de ces algorithmes. Nous proposons également des
pistes pour I'identification des sous-syster@ebien-contraint directement dans un
graphe deR-flux et montrons les limites de ces pistes. Nous montrons ensuite
guelles modifications apporter aux algorithmes de paramétrisation du chépitre
pour prendre en compte gbonne-constriction de sous-systemes.

Enfin, nous utilisons l'algorithme d’identification de sous-systémes maxirGaux
bien-contraints pour mettre au point un algorithme de décomposition général, non
sensible a la connexité du graphe de contrainte, baptiséecomposition.

Le chapitre7 explicite nos algorithmes d’identification des sous-syst&@tbien-
contraints et 'adaptation des algorithmes de paramétrisation. Le ch@piétaille
le fonctionnement et 'analyse del&-décomposition.

19Cf. section2.2.2et [MF06, MFLMO06, MF07, MF09]
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|DENTIFICATION ET MANIPULATION DE
SOUS-SYSTEMES (G-BIEN-CONTRAINTS
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7.3 Modifications de I'algorithme de paramétrisation combinatoirkr2

Tous les progres sont précaires, et la solution d’'un pro-
bléme nous confronte a un autre probléme
— Martin Luther King, pasteur américain

Dans ce chapitre, nous nous attachons aux problématiques liées aux sous-systemes
bien contraintsnoduloun groupe connu. Nous commencgons par proposer, a la sec-
tion 7.1, de nouvelles extensions de la méthode du témoin qui pembetiden-

tifier les sous-systemds-bien-contraints maximaux d’un systeme. La secfiah

fournit des pistes pour la détection des sous-systé&rgign-contraints sans avoir
recours au témoin. Enfin, la secti@rB explique comment adapter les algorithmes

du chapitre4 pour prendre en compte des sous-systémes dont on connajtjgegr

de bonne constriction.
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7.1 Identification des sous-systemes  G-bien-contraints ma-
ximaux avec le témoin

Dans cette section, nous montrons comment I'interrogation du témoin peut étre uti-
lisée pour identifier efficacement tous les Sous-systemes Rigides MaximMB® (

d'un GCS, méme dans le cas de systemes ou des méthodes a base de graphes
échoueraient a détecter la rigidité. L'idée de cette méthode avait déja été esquissée
dans la littératureNIF06, JTNMO6. Nous montrons ensuite comment étendre cette
approche a l'identification des Sous-systérebien-contraints MaximauXGS)

pour n'importe quel group& dont on connait les différents types de repére.

7.1.1 Détection des sous-systemes rigides maximaux

Nous détaillons ici une méthode permettant d’identifier les sous-systemes rigides
maximaux d’'unGCS.

Définition 54. Sous-systéme Rigide MaximalUn MRSdesS est un sous-systeme

S1 C Stelque:

— 8 estD-bien-contraint;;

— il n’existe pas de systen® D-bien-contraint distinct deS; tel queS; c S; et
S cS.

Exemple 22. Sous-systéme Rigide Maximal

La figure 7.1 est constituée de quatMRS : les segmentsph ps],
[p1p2], [P1p4] €t le quadrilatérgspspsps SONt rigides et ne sont pas
sous-systemes d’UBCSrigide.

L’ajout d’'une contrainte de distance enfreet ps, par exemple, ren-

drait le systéme rigide et il ne serait donc plus constitué que d’'un
seulMRS.

L'idée de base de notre algorithme d’identification 8RS est d’étudier quelles
entités géométriques sont fixées lorsque I'on fixe un repére pour les déplacements.
Rappelons que nous avons vu a la secdhZ2, qu'aprés que la Jacobienne a été

mise sous forme échelonnée réduite, 'équatlovi = 0 s’écrit ainsi :

I1Cf. p. 145et notamment les équatiofsl et 6.2
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o 12,

<€

Figure 7.1 -GCS contenant 4 MRS

Vi
Vo
100 0 a1 -+ a@nma V3
0 1 0 0 CY]_,Z cee a’n_m’z
0 01 0 a1z -+ an-mgs C= 0
Vim
Do el . : Vi
0 O O v 1 a’l,m v an_m’ .
Vi,

Une fois le produit effectué, i&m¢ligne peut s’écrire
\-/| + a’1’| X Vrl.,]_m + -+ an_m!i X \jrl = O

et donc
Vi = - X Vr.;,m — = Up-m,i X \irl

Autrement dit, une fois la matrice mise sous forme échelonnée rédigst pos-
sible d’exprimer les variations de la coordonnéesn fonction des variations des
coordonnées,, _ av;,. Ces coordonnées forment donc un reper&as.

Si le GCSS n'est pas rigide, trois parametres ne peuvent suffir pour ancrer toutes
les entités géomeétriques et oma m > 3. Il est toutefois possible d’identifier un
sous-ensemble des coordonnées qui dépend uniquement des trois pargmetres
etv,, : on recherche I'ensembMé de tous lesy; tels quefle > 3,a.; # 0. Si les

2Sous I'hypothése que I6CSne soit pas génériquement sur-contrairfit§ection6.3.1) et que
lesm premiéres colonnes soient linéairement indépendantese(ttfon6.3.2)
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Ps Pa
P1

Ps

Ps
P2 p7

Figure 7.2 - Chaine ouverte 2D faite de trois triangles rigides. Les
contraintes de distance sont implicitement représentées par les segments.

Tableau 7.1 -Ma_trice Jacob_ienne_du G_CS de la figure 7_.2

X1 Vi X2 X3 Y3 X4 X5 Y5 Xs Y2 Ya Y6 X7 ¥7
[k X1-X2 y1-Y2 X2-X1 0 0 0 0 0 0 y2-y1 0 0 0 0
I2 X1-X3 Y1-Y3 0 X3-X1 y3-y1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
I3 0 0 X2-X3 X3-X2 Y3-Y2 0 0 0 0 Y2-Y3 0 0 0 0
lg 0 0 0 X3-X4 Y3-Ya X4-X3 0 0 0 0 Y4-Y3 0 0 0
I 0 0 0 X3-X5 ¥3-Ys5 0 X5-X3 Y5-Y3 0 0 0 0 0 0
ls Y 0 0 0 0 X4-X5 | X5-Xa | Y5Ya 0 0 Ya-Ys 0 0 0
17 0 0 0 0 0 0 X5-X6 | Y5¥6 | X6-Xs 0 0 Y6-Ys 0 0
Ig 0 0 0 0 0 0 X5-X7 Y5-y7 0 0 0 0 X7-X5 Y7-Y5
lg 0 0 0 0 0 0 0 0 Xg-X7 0 0 Yo¥7 | X% | Y7-¥e

paramétres;, a v, forment un repére pour les déplacements alors, par définition
d'un repéré, le systéeme engendré pdru {v;,, i, i} estD-bien-contraint. Il est
maximal, c’est-a-dire qu’il n’existe aucun sous-systeme rigedec S tel que le
systeme engendré peru {v,,, Vi,, Vi, } est strictement inclus das.

Exemple 23. Identification d'un MRS

Considérons & CSde la figure7.2, qui représente un systéme 2D
composé de trois triangles rigides formant une chaine ouverte. Sa
matrice jacobienne est fournie a la ta@ld*, les lignes correspon-
dant aux contraintes de distance entre :

— Il pretp —la:pzetps —l7: psetpe
—la:pretps —ls:psetps — lg: psetpr
—lz:p2etp; — ls: psetps —lo: psetpy
Considérons le témoin suivant :

- plz(o’g)i - p4:(14’10)1 - p6:(7’7)1
- p2=(4,1); - ps=(12,4); - pr = (13,0).
- p3=(7,13);

La table7.2 montre la mise sous forme échelonnée réduite de la Ja-
cobienne évaluée en le témoin. On y constate que I'on peut exprimer
Xs, Y5 €t X5 en fonction deys, X; ety;. Le systeme engendré ppd,

Ps €t p; est donc le Sous-systéme Rigide Maximal fixé par le répére

3Cf. définition40 p. 69
4Les colonnes ont été permutées pour correspondre & une paramétrisation valide
SCf. section5.1p. 116
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Tableau 7.2 -Forme échelonnée réduite de la matrice Jacobienne de la
table 7.1 évaluée en le témoin p1 = (0,9), p2 = (4,1), p3 = (7,13),
p_4 = (14’10)1 p5 = (12’4)1 Pe : (7a7)! pz : (13,0)

Xp | Y1 | Xo | X3 | Y3 | Xa| X5 | Y5 | Xe 322 %/511 3268 i X7 >i77 .
rnf1[ofojo[o[oflof[ofo| % [ -BIT1]_12
r,foj1/0o/0|0[0|0|0]|O0]-Z —%0 zi? 0 %
rrfojo|1|o0|0o|l0|0|0|0O] 4 zg —175 -1 —Zj
r,fojojo|l1jo|o|l0o|0|O|O| 2 |-¥|1|-%
rrffojojojoj1/0[{0[0|0]|0]| 2 |-5]|0]-3
rrflojojo|jo|o|1|0|0|0]| 0] 3 —é 1] -%
rifojojojo|o|lo|1|0|0| 0] O -5 1| 2
rlojojojojojo|0o|1|0]|0]| O -5 0| -2
r,jojojojojojojojo|1]|0]| O | -f]|-1| 1

constitué par le poinp; et la directionpe-py7.

A partir de ce principe, un algorithme naif d’'identification déBS serait de fixer

un repére pour les déplacements (en permutant les colonnes de la Jacobienne) et
d’effectuer une élimination de Gauss-Jorpan, puis de recommencer avec un repere
pour les déplacements dans le reste du systeme. Le pseudo-code de cette approche
est donné a l'algorithm@. 1

A la ligne4 de I'algorithme, la fixation d’un repére doit étre guidée pegéométrie

afin de s’assurer qu’on identifiera un systéme plus grand que le repére lui-méme : si,
dans I'exemple de la figuré.2, on fixait les deux coordonnées du pgintet I'une

des coordonnées d®, aucunMRS ne serait identifié. Pour les cas ou le repére
est mal choisi, il convient de complexifier un peu la lighale l'algorithme en
n'effectuant de marquage que dans le cas ou il y a au moins une entité géométrique
n’appartenant pas totalement au repére qui est entierement fixée. Il faut alors faire
attention, dans la condition d’arrét de la boucle de la lignaux cas ou des sous-
systemes rigides maximaux sont plus petits qu’un repere pour les déplacements (les
systémes sous-D-défifjspar exemple une barre rigide en 3D ou un point concerné
par aucune contrainte en 2D.

La complexité d’'une telle approche dépend du nontbde MRS : aveck élimi-
nations de Gauss-Jorpan, la complexité globale esi@{kn?n)’. Ce colt peut étre
réduit en ne redémarrant pas I'élimination de Gauss-Jordenzéro pour chaque
repere : a la fin de la boucle de la ligBela matriceJ’ est sous forme échelonnée
réduite. Pour changer de repére, il faut faire au maximum trois permutations et donc,

6Cf. définition42p. 70
"Rappelons que la complexité d’une application de I'élimination de Gauss-Joresk
O(min(m,n)mn) et qu’en I'absence de sur-constriction génériqus,n.
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Entrées:

S=(C X A):UnGCS

J : la matrice Jacobienne d&évaluée en un témoin
Résultat:

Liste desMRSdeS

i<0

2 répéter

J «J

4 Permuter les colonnes d® pour fixer un repere dans une partie non
marquée d&

Effectuer une élimination de Gauss-JorpsmirJ’

V « ensemble des colonnes correspondant a des coordonnées
exprimables en fonction du repére

9 Marquer avec I'étiquetteles colonnes dd correspondant a des entités
dont toutes les coordonnées sont

— soit dans/

— soit dans les trois derniéres colonneslte

f—i+1

jusqu’a ce que toutes les colonnes de J soient marquées

L < liste vide

tant quei > Ofaire

L S’ < sous-systéeme d§ engendré par les entités étiquetées

L—~L+S
le—i-1
retourner L
Algorithme 7.1: Algorithme naif d’identification deMRS basé sur la me-
thode du témoin
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pour revenir & une forme échelonnée réduite, 8 x (n — m+ 3) multiplications.
Le co(t de cette version de I'algorithme est don@gdem(n— m)+ n?n). Comme
km(n- m) est dominé par?n, la complexité est donc eXnvn).

7.1.2 Extension a d’autres groupes de transformations

La définition de sous-systéeme maximal peut étre donnée pour toute claSsesde
Nous définissons ainsi un Sous-systéabien-contraint MaximalNIGS).

Définition 55. Sous-system&-bien-contraint Maximal : Un MGSde S est un
sous-systems; C Stel que:

— 87 est G-bien-contraint ;

— il n'existe pas de systen®® G-bien-contraint tel queS; ¢ S, etS, C S.

Dans l'algorithme vu a la section précédente, I'identification d’un sous-systeme ri-
gide maximal se fait en recherchant les coordonnées dont les variations peuvent
s’exprimer en fonction des variations des coordonnées d’'un repéere pour les dé-
placements. Nous reprenons le méme principe, mais l'utilisons pour identifier un
MGS. Pour cela, il est uniqguement nécessaire de connaitre les tgrepére des
différents groupes considerés.

L'algorithme cité plus haut s’adapte alors sans souci : on réalise une premiere élimi-
nation de Gauss-Jorbanapres avoir permuté les colonnes pour placeGuepere

dans les colonnes de droite et siMGS est identifié on le marque. Puis, jusqu’a ce
que toutes les entités géométriques aient été margjud@srouve une autre com-
binaison den — m colonnes contenant u@-repére non encore testé en utilisant
I'algorithme 4.4 de modification d’'urR-flot.

Le pseudo-code de cette démarche est donné a I'algorithiZne

7.1.3 Identification incrémentale des MGS

Dans I'optique d’une construction incrémentale@dS, comme nous la concevons
depuis le début de la partlg il est intéressant de chercher a identifierM&S au

8En réalité, =3 ,(m x (n — m+ i) : une fois les trois permutations effectuées, il faut faire les
opérations de pivot nécessaires. bhes 3 premieres colonnes forment 'identité et ne coltent donc
rien. Lorsque lam — 2°™e colonne a été traitée, les — 2 premiéres colonnes forment l'identité, et
ainsi de suite jusqu’a ce que les trois colonnes permutées aient été traitées.

9Modulola détection des entités géométriques qui appartiennent a un syGtéwariant maxi-
mal souss-défini
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Entrées:
S=(C, X A):UnGCS
R <« R-flot maximal valide deS
J : la matrice Jacobienne d&évaluée en un témoin
G : un groupe de transformation
Résultat:
Liste desMGSdeS

i <0

répéter

Modifier R par I'algorithme4.4 pour qu’il contienne ur-repérer
non encore testé

E < ensemble des entités qui sont entierement dans

Permuter les colonnes depour correspondre ia

Effectuer une élimination de Gauss-Jorpsuir J

V « ensemble des colonnes correspondant a des coordonnées
exprimables en fonction de

si V U r contient des entités fixées qui ne sont pas daaEs

jusqu’a ce que toutes les colonnes de J soient marquées

L < liste vide

tant quei > Ofaire
S’ « sous-systeme d§ engendré par les entités étiquetées
L—~L+§&
le—i-1

retourner L

sinon

Marquer avec I'étiquetteles colonnes dé correspondant a
ces entités
i—i+1

pour chaquee € E non marquéaire
sitous les G-reperes contenant e ont éte tealés
// Les MGS contenant € sont sous-G-définis
Marquer les colonnes dkcorrespondant aavec I'étiquette
i—i+1

Algorithme 7.2: Algorithme d’identification deBIGS basé sur la méthode du

témoin
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fur et a mesure de 'ajout des contraintes. Nous décrivonsialgorithme pour ce
faire.

A chaque ajout d’'une contraintg nous effectuons la liste des grouggsparmi

les groupes pris en compte, tels questG-invarianté®. Pour chaque group@
satisfaisant cela, nous effectuons les permutations de colonnes appropriées pour si-
muler la fixation d’unG-repére fixant toutes les entités géométriquevarg(c).

Dans le cas ou ufs-repére ne peut étre inclus davargc) (lorsque le systéme
engendré est sous-défini), il faut tester les différents-repéres possibles. Pour
chaqueG-repére ainsi testé, nous identifiondM&S qu'il fixe. S’il inclut un MGS

déja identifié, ce dernier est retiré de la liste ME3S identifiés?. Il est donc néces-

saire d'avoir la liste des configurations @Gerepére fixant I'intégralité du systeme
engendré pat, pour chaque type de contrainte.

Le pseudo-code de cette méthode est fourni & I'algoritiArBe

7.2 Approche combinatoire de l'identification de sous-sys-
temes G-bien-contraints

Dans cette section, nous donnons quelques pistes prometteuses pour identifier les
sous-systemeS-bien-contraints combinatoirement, dans le graph®-dkeix, sans

avoir recours a la méthode du témoin. Nous montrons que la méthode que nous

proposons fonctionne bien dans de nombreux cas, mais se heurte aux mémes limi-
tations que toutes les méthodes a base de graphes.

7.2.1 Algorithmes

La méthode que nous détaillons ici est donnée, sous forme de pseudo-code, a l'algo-
rithme7.4. Ce pseudo-code parcourt les difés groupe& considéres : il exécute
pour chaque groupe de transformatigrisigorithme 7.5.

Pour chaque groupe considéré, une rétro-propagation est possible pour éviter de
raisonner sur des systémes trop grands : pour chaque g&upeIS commengons

0Cest-a-dire (cfdéfinition35) les groupes tels que les figures solutions du systéme engendré
parc sontG-invariantes.

1| serait également possible de le conserver et d’enregister la relation d’inclusion.

127 I'exception des groupes strictement inclus dans un gr@igel qu’il n’y a aucune contrainte
qui ne soit pass’-invariante. Pour des raisons de concision, ceci n’est pas exprimé a |2ldme
I'algorithme?7.4.
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Entrées:
S=(C X A):UnGCS

Résultat:

c € C: la derniere contrainte ajoutéeSa

R « R-flot maximal valide deS

J : la matrice Jacobienne sous forme échelonnée réduite&mluée en
un témoin

Liste desMGS contenant

i«<—0
G < liste des groupes d’'invariance de
pour chaqueG € G faire

t

retourner L

L < liste vide
ant quei > Ofaire

pour chaque G-repere r fixant le sous-systeme engendré plaire
R « R modifié par I'algorithmed.4incluantr

Permuter les colonnes depour correspondre &

Mettre J sous forme échelonnée réduite

Identifier leMGS &’ fixé parr

Marquer les colonnes d¥ pari

i—i+1

S’ « sous-systéeme d8 engendré par les entités étiquetées
L—~L+8
l—i-1

Algorithme 7.3: Algorithme incremental d’identification d&é4GS

Entrées:
S=(C, X A):unGCS
Résultat:

Liste de sous-systémes avec leur groupe de bonne constriction

L « liste vide
2 pour chaguegroupe Gfaire

retourner L

Se « (Cg, Xs, Ag) « sous-systeme d& engendre par ses contraintes
G-invariantes

Utiliser I'algorithme7.5 pourSg et G

Ajouter le résultat &

Algorithme 7.4: Identification combinatoire des sous-systemes bien
contraints
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donc par considérer le systerSeg engendré par les contraint€&invariantes. La
rétro-propagation consiste tout simplement, a partir du graphe orienté nofvalué
d’'un R-flot de Sg, a retirer récursivement tous les noeuds d’entité qui n’ont aucun
arc sortant et un degré de repere nul. Ceci est réalisé par la boucle de & ligne

Quand cela est fait, il y a deux possibilités :
1. les entités géométriques restantes ont toutes un degré de repere non nul,
2. il reste des entités géométriques avec un degré de repere nul.

Dans le premier cas, nous vérifions, pour chaque composante céhKaestante,

si les éléments de repere constituent un repére Bo&i ce n’est pas le cas, mais
gue le nombre de degrés de repérédeourrait étre celui d'urs-repére, nous es-
sayons de modifier les éléments de repére sur la composante connexe afin d’obtenir
un G-repere. Si le nombre de degrés de reper& dest supérieur a celui d’'u@-
repere, nous essayons également de cherchérnepere dan¥. Si, directement

ou via une modification, nous disposons d’'Garepérer, alors les entités géomé-
triques der, ainsi que toutes les entités géomeétriques qui ont été retirées et qui
dépendaient uniquement deforment un systeme-bien-contraint (ceci est testé
aux lignes20 a 23 de I'algorithme?.5). S'il est impossible d’exhiber uB-repére
dansk, on ne peut rien déduire.

Dans le second cas, il reste des entités géométriques avec un degré de repére nul :

elles font partie d'un€FCdu graphe orienté non valué. Dans ce cas, nous extrayons

pour chaqueCFCun graphe d&-flux R constitué de

— laCFCconsidérée ;

— les nceuds de contrainte liés a une entité géométriqueCiedgpar un arc de va-
luation positive, ainsi que tous les nceuds d’entité liés a ces nceuds de contrainte.

Le nombre de degrés de repere d’'un nceud d’ertiténsR’ est égal a la somme du

nombre de degrés de repére qu'il avait dans le graphe global et des valuations d’arc

le reliant a des nceuds de contrainte extérielRs ette extraction est réalisée par

les lignesl5a16 de l'algorithme7.5.

A la ligne 17, un appel est effeué a I'algorithme7.6, qui traiteR’. De toute évi-

dence, le graphe orienté non valué Rea une uniqueCFC. Il est possible, en
revanche, de modifieR afin de tenter de trouver une configuration&hlot qui

permet de minimiser la taille de GFC et de continuer a retirer certaines enti-

tés géomeétriques par rétro-propagation. Nous revenons alors aux deux cas évoques
plus haut. Si, en revanche, il n’est pas possible de diminuer la tailleCeda mais

gue le nombre de degrés de repere d&hpourrait correspondre a UB-repeére,

nous testons tous lgs-repéres possibles po®. Si pour chaqués-repére il est
possible de trouver uR-flot valide maximal, nous faisons I'hypothése qU&IES

13Cf. définition51p. 118
Mais pas nécessairement fortement connexe
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Entrées:
S = (C, X, A) : unGCSne contenant que des contrain@snvariantes
R : R-flot maximal valide deS
G : un groupe de transformation
Résultat:
Liste de sous-system&sbien-contraints d&

P « pile vide
D « Graphe Orienté AcycliqueDAG) avec
—un nceud par entité d&
—aucun arc
pour chaque x € X de degré de repére nul dand#&ire

siaucun arc de valuation nulle ne relig. & un nceud de contraintdors
| Empilerxsur P

8 tant que P n’est pas viddaire

Dépilerx de P

Retirerx et les contraintes le concernant8et mettre a jouR
pour chaque X’ lié a une des contraintes retiréésre

12 Ajouter un areX’ — x dansD

si plus aucun arc de valuation nulle ne relig @ un nceud de
contrainte dans Rilors empilerx’ surP

ant que des entités ont un degré de repere faite

15 X « une entité de degré de repére nul

16 R « Composante Fortement Connexd#-C) « élargie » dél(R)

contenantx// Voir texte

17 Tenter de modifieR’ par I'algorithme7.6

L sitoutes les entités x ont été testaém's sortir de la boucle

pour chaque composante connexe K sans noeud de degré de repédianaul

20 si K contient un G-repére r (éventuellemena I'algorithme 4.4) alors

tant que D contient une entité dont les parents sont tous daflagre
| Rajouter & les entités qui, dari3, ont tous leurs parents dans

23 Le GCSengendré par les entités dest G-bien-contraint

~—+

retourner liste desGCSidentifiés aux ligned7et23

Algorithme 7.5: Algorithme combinatoire d’identification de sous-systemes
G-bien-contraints
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correspondant R est G-bien-contraint.

Entrées:
S =(C,X,A):unGCS
R : R-flot maximal valide deS’
G : groupe de transformation
Résultat:
Liste de sous-system&sbien-contraints d&

K « sous-graphe engendré par@&Cde H(R’) contenant les entités de
degré de repére nul
n « somme des degrés de repere da&ns

4 pour chaqueG-repére r possible dans Raire

15

Modifier R par I'algorithme4.4 pour inclurer
si n > au nombre de degrés de repére d’'un G-repaims
tant que H(R') auneCFCde la méme taille que Kaire
sitous lesR-flots incluant r ont été testédors
| Passer au prochain tour de la boucle de la ligne
sinon

L Modifier R pour tester urR-flot incluantr non encore testé

L < appel a I'algorithme7.5

| retourner L _ o
sinon si on ne peut pas trouver uk-flot valide maximal incluant alors
| retourner 0

Algorithme 7.6: Tentative de cassage d'u@#Cdans urR-flot

augmenteé jusqu’a saturation.

5C'est-a-dire n'apparaissant dans aucune contrainte hasé de

A chaque fois qu’un sous-GCS est identifié€ commes-bien-contraint, toutes ses
entités géométriques interresont retirées, ainsi que les contraintes les concer-
nant. Les autres entités géométriques, toujours liées a une contrainte, doivent alors
étre considérées comme fixées : si le retrait des entités internes et des contraintes
associées a rendu un nceud d’entité insaturé, le nombre de ses degrés de repere est
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Figure 7.3 - Application de 'algorithme 7.4 sur le « papillon »; a : R-flot
valide maximal; b : les pointillés signalent les éléments retirés par
rétro-propagation ; c : identification d’'un D-repére et remplacement du
GCS D-bien-contraint par ses entités fixées ; I'identification du triangle
droit comme D-bien-contraint n’est pas illustrée.

7.2.2 Exemples d’application

7.2.2.1 Application sur le « papillon »

Considérons a nouveau®CSde la figurel. 7, constitué de deux triangles rigides.

Les seules contraintes sont des contraintes de distance : il ne contient donc aucune
contrainteS-invariante et toutes les contraintes sbrAnvariantes. La boucle de la

ligne 2 de I'algorithme7.4va donc en réalité parcourir uniqguement le grobpdes
déplacements.

La figure7.3areprésente, avec la représentation de CuyAR4lot valide maximal

pour le systéme engendré par les contraibtésvariantes (i.etout le systeme). La

phase de rétro-propagation est représentée a la fig8be les pointillés signalent

les entités et les contraintes qui sont retirées. llIs signalent également les arcs ajoutés
dans IeDAG?Y.

Il ne reste plus alors qu’'une composante connexe, composée de trois points, deux
contraintes de distance et quatre éléments de repére. Le nombre de degrés de reperes
ne correspond pas a ub-repére, mais on peut identifier ubrrepere : le point

central est fixé et le point de gauche est restreint. La barre de gauche, ainsi que
toutes les entités géométriques qui dépendent uniquement de ces deux points sont
donc identifiés, a la lign23, comme formant uGCSD-bien-contraint. Ce systeme

est remplacé par ses entités, qui sont fixées : ceci est représenté a |q fsgutle

ne reste donc plus qu’'une barre, avedurepére : le triangle de droite est lui aussi
identifié commeD-bien-contraint.

16Cf. p. 29
17Cft. ligne 12 de l'algorithme7.5
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a

Figure 7.4 - Etapes de rétropropagation dans I'application de
I'algorithme 7.4 sur le GCS de la figure 3.3.

Figure 7.5 - R-flot valide maximal du systeme de la figure 3.3; les
pointillés indiquent la CFC du graphe orienté non valué.

7.2.2.2 Application sur le GCS de la figure 3.3

Considérons |&CSde la figure3.3'. L'application de I'algorithme7.4 aménera

deux tours de boucle : un pour les similitudgsun pour les déplacemerils La
figure7.4illustre les étapes de la rétro-propagation sur le sougsyesengendré par

les contrainte$-invariantes. A I'étape, il reste urS-repére, dont toutes les entités
précédemment retirées dépendent : le sous-systeme engendré par les contraintes
S-invariantes est dorfs-bien-contraint.

La figure 7.5 montre unR-flot valide maximal du systeme engendré par les con-
traintesD-invariantes, c’est-a-dire la totalité dBaCS. Aucune rétro-propagation
n'est possible avec notre méthode. Les pointillés indiquel@R& contenant les
entités géométriques de degré de repere non nul : il n’existe p&sflde minimi-
sant la taille de ILFC.

BCt. p. 72
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7.2.3 Limites

Nous avons donné des pistes pour une identification combinatoire des sous-sys-
temedsG-bien-contraints dans le graphe ®dlux, mais celles-ci ne sont encore que

des pistes, car les algorithmes souffrent d’un certain nombre de limites. Certaines

de ces limites sont les limites classiques des méthodes combinatoires actuelles : des
redondances géométriques ne sont pas détectées, par eXemple

En outre, la rétro-propagation ne fonctionne que pour des graphes dont la connexité
est inférieure au nombre de degrés de liberté des entités geometrigBG&Sdirar
exemple, on voit a la figur®&.4 que I'hexagone rigide dont le graphe de contrainte
est K33 ne dispose d’aucune entité que I'on puisse retirer, et ce quel que soit le
R-flot considéré.

Lidentification deGCSG-bien-contraints est sensible &dflot utilisé au moment
de la rétro-propagation : on voit a la figures que si leR-flot place unG-repére
dans un sou§&CS G-bien-contraint, la rétropropagation peut terminer suGee
repere et identifier le soUSCS(c’est le cas dans les figur@sba a 7.6c¢); tandis
gue si ler-flot ne place pas dé-repére dans le sous-systeme, il se peut qu’il ne
soit pas possible de I'identifier comn@&bien-contraint, comme c’est le cas dans
les figuresr.6d a 7.6f).

Cet algorithme échoue également a identifier la sur-constrf€tiba figure 7.7
montre une application de l'algorithme sur le systeme de lar€i§.3 : la rétro-
propagation n’élimine aucune entité dans la partie sur-contraint€H@ conte-

nant des entités géométrigues de degré de repére nul est entourée en pointillés :
le sous-graphe transmis a I'algorithiies correspond donc exactement a la par-

tie génériguement sur-contrainte. Cela étant, si I'algorithme ne détecte pas ici la
sur-constriction, il ne conclut pas non plus a la bonne constriction : il s’arréte a la
ligne 15 de I'algorithme?.6.

L’algorithme identifie comme bien-contraintoduloles déplacements la double-
banane : la figur&.8amontre unR-flot maximal valide pour la double-banane et on

y voit que le triangle central de la banane de droite formeQi€. Le sous-graphe
transmis a I'algorithmé&.6 est donc la banane de droite : elle est identifiée comme
D-bien-contrainte puisqu’une modification @®iflot permet d’effectuer une rétro-
propagation jusqu’'a ud-repere. C’est ce que I'on voit aux figurésdb et 7.8c,

dans la banane de gauche : aprés retrait de la banane de droite, le nceud correspon-

19E.g. considérer un systéme 3D ol un poest contraint a étre incident & une draitet a un
planP, la droited étant elle-méme contrainte a étre incidente a

20sans surprise, puisqu’il se base sur un graphg-flex et souffre donc de tous les problémes
évoqués a la sectidh 2.
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Figure 7.6 -La rétro-propagation dans un graphe de R-flux est sensible au
R-flot : les étapes a, b et c montrent la rétro-propagation avec un premier

R-flot : le triangle du haut est identifié comme D-bien-contraint; les étapes
d, e et f montrent la rétro-propagation avec un second R-flot : il n’y a
aucun D-repére duquel dépendent des entités retirées durant la

rétro-propagation.
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Figure 7.7 - Application de I'algorithme 7.5 pour les déplacements sur
I'exemple de HenbricksoN : les fleches pointillées indiquent la
rétro-propagation ; 'ensemble entouré en pointillés représente la CFC
restante avec des entités de degré de repére nul.

dant au point inférieur peut étre retiré (figuredb), puis c’est le tour de I'un des
points du triangle central (figur&8c).

7.3 Modifications de I'algorithme de paramétrisation combi-
natoire

Dans cette section, nous proposons des modifications de I'algorétinte para-
meétrisation basé sur le graphe Reflux. Ces modifications visent & permettre la
prise en compte de system@sbien-contraints comme des entités atomiques dans

le graphe deR-flux. Ces changements nécessitent deux éléments :

— la connaissance, pour chaque systéme atomique, du nombre de degrés de repére
nécessaire a leur fixation, et de 'ensemble des entités de ce systeme susceptibles
d’étre liées par une contrainte a une entité extérieure,

— une méthode permettant, a I'ajout d’une contrainte, d’identifievlieés auxquels
appartient cette contrainte.

Lorsqu’un sous-systems$ est identifié commeés-bien-contraint, soivia I'ajout

d’'une contrainte, soit parce que l'utilisateur a ajouté un systéren-contraint

atomique, les contraintes internes&et ses noeuds de repére peuvent étre suppri-

MES : nous ne conservons plus que les nceuds d’enti® aeec I'information de

leur appartenances Nous ajoutons un unique nceud de repgrdié a I'ensemble

des entités deS. L'arc allant d’'un nceud d’entité & a pour capacité le nombre de

degres de liberté de 'entité. L'arc liant au nceud finah, a une capacite égale au

nombre de degrés de repere d@srepere.
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a

Figure 7.8 -La double-banane est D-bien-contrainte d’aprés
I'algorithme 7.5

La définition d’'unR-flot maximal validé! doit également étre modifiée : il n’est

plus nécessaire, des lors que les contraintes internes et les nceuds de repére sont

supprimés, que toutes les entités géometriqueS deient saturées : IB8-flot est

valide et maximal si :

— les nceuds d’entité et de contrainte n'appartenant pas a un systéme identifié com-
meG-bien-contraint sont saturés, comme dans la défint®n

— la somme des arcs sortant d’'un nceud d’entité appartenant a un systeme identifié
commeG-bien-contraint est au maximum la capacité de son arc entrant;

— la somme des arcs sortants des noeuds d’entité appartenant a un systeme identifié
commeG-bien-contraint et du degré de repére de ce systéme est égale au nombre
de degrés de repére d'@ireperé?.

L’algorithme4.1 peut alors étre modifié pour qu’a chaque ajout de contraitie, p

sieurs tests soient effectués :

— si une contraint&-invariante est ajoutée entre des entités géométriques apparte-
nant a un méme systén®bien-contraint, elle est redondante;

— sil'ajout de la contrainte induit la création d’'un sous-syst&raen-contraint,
on modifie le graphe d&-flux en conséquence, comme expliqué ci-dessus (sup-
pression des noeuds de contrainte et des nceuds de repere, ajout d’'un nceud de
repere unique).

La recherche de chemin (et leur retournement) peut se faire en considérant que

n'importe quel couple d’entités géométriques d’'un syst&srieien-contraint est

relié par une contrainte.

La figure7.9illustre la construction incrémentale d'@CSavec l'algorithmed.1
modifié pour prendre en compte la connaissance d8-konne-constriction de
sous-systemes. Il utilise la représentation de Cuyz, chaque arc représentant ici une

21Cf. définition48p. 93
22Avec I'exception des systémes saBsiéfinis
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Figure 7.9 - Paramétrisation combinatoire avec connaissance de la
D-bonne-constriction de sous-systemes

contrainte de distance entre deux points. Les traits pointillés indiquent la prochaine
contrainte de distance ajoutée. Les parties entourées en pointillés signalent un sys-
temeD-bien-contraint. Notons que, dans la mesure ou en 2D un systéme de deux
points contraints par une distance est rigide, il ne devrait en réalité y avoir aucun
arc représenté a la figui®9 mais, pour des raisons de clarté, nous n’afits la
connaissance de @-bonne-constriction que pour des systemes plus grands qu’un
systeme trivial.
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Le meilleur moyen de résoudre un probléme est d’en nier
I’énonce
— André Frossard, journaliste francais

Bien souvent, les méthodes de décomposition de la littérature sont liées a I'algo-
rithme de résolution gu’elles accompagnent. Une méthode de décomposition ac-
compagnant un algorithme de résolution a base de régles sera elle-méme a base
de régles, par exemple. Dans ce cas, les méthodes de décomposition souffrent des
mémes limitations que les méthodes de résolution : lorsqu’elles sont basées sur une
analyse du graphe, elles tombent dans les piéges de la combinatoire et des erreurs de
la caractérisation de la rigidité structurelle ; lorsqu’elles sont basées sur un systeme
de régles, elles ne détecteront pas la bonne constriction (meduitEplacements

ou un autre groupe) d’'un sous-systeme si elle est due a un théoréme geomeétrique
qui n'a pas été pris en compte par le concepteur.
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Dans ce chapitre, nous proposons un algorithme de déconoposiés général,
basé sur la méthode du témoin, que nous avons baptisEcomposition (angl.
Witness-decomposition). Il est en fait basé sur I'existence d’un algorithme d’iden-
tification des sous-systemBsbien-contraints maximaux et I'algorithme que nous
avons proposé au chapitreest basé sur la méthode du ténoi@et algorithme
pourrait toutefois étre remplacé par n’importe quel autre algorithme d’identifica-
tion desMRS et c’est de la puissance de cet algorithme que dépendraitetinent

la méthode de décomposition correspondante.

L'objectif de la“W-décomposition est de décomposer un systeme rigide en I'en-
semble de ses sous-systemes rigides non triviaux, c’est-a-dire différents de leur
bord. Pour cela, le principe général, déja esquissé dans deux articles traitant de
la méthode du témoinF06, JTNMOE est de retirer une contrainte du systeme

et de rechercher tous I8dRS du systéme résultant. Ceux-ci sont récursivement
W-décomposés et remplaceés par leur bord.

Dans la sectior8.1 nous donnons les pré-requis de'd-décomposition, c’est-a-
dire les caractéristigues minimales de I'algorithme utilisé pour identifieMRS.

La section8.2 donne alors l'algorithme précis de {#/-décomposition suivi de
guelques exemples d'utilisation. La sect&f propose une extension multi-groupe
de la‘W-décomposition et enfin la secti@ effectue une analyse des algorithmes
proposés dans ce chapitre et des extensions sont également proposées.

8.1 Pré-requis pour la “W-décomposition

L'algorithme de'W-décomposition explicité a la secti@»2 se base sur I'existence
d'une méthode d’identification dedRS. Nous avons donné a la sectidrl une

telle méthode, mais elle pourrait étre remplacée par une autre méthode équivalente.
Dans la suite du présent chapitre, nous appeldM&S I'algorithme servant a iden-

tifier les MRS. Cet algorithme doit étre capable, a partir d’'un systemejeigu

non, de donner la liste de ses Sous-systemes Rigides Maximaux non triviaux.

Définition 56. Sous-systeme trivial : Un GCSS’ c S est dittrivial dansS s'il
est égal a une base d&s_s (S).

Exemple 24. Sous-systeme trivial

Dans I'esquisse de la figuie1?, les systéemes limités aux segments
[p1pa], [PLP2] €t [p2ps] (C'est-a-dire constitués chacun d’un couple
de points et de la contrainte de distance entre ces deux points) sont
triviaux : en effet, ils sont rigides et chacun confondus avec leur bord.

1Cf. section7.1
2Cf. p. 157
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De méme que pour I'expression du bord, en I'absence de comnfgsiS, on pourra
dire d’un sous-system# trivial dansS qu'il est trivial.

Notons qu'unGCStrivial peut avoir des sous-systemes triviaux. Un systemkr

dont I'ensemble de contraintes est non vide contient au moins une entité géomé-
trique, or le systéme induit par cette entité seule (c’est-a-dire ne contenant aucune
contrainte) est lui aussi trivial.

Notons également que la trivialité d'UBCSdépend non seulement @&CSdans

lequel il est inclus mais aussi de I'univers géométrique considére. Ainsi, un systeme
représentant un triangle contraint par les distances de ses trois cotés n’est pas trivial
si 'univers géomeétrique permet d’exprimer des contraintes d’angle : les trois angles
font en effet partie du bord. Si I'univers géométrique ne permet d’exprimer que les
trois distances, le triangle est trivial.

L'algorithme de‘W-décomposition est récursif et s'arréte lorsqu’un systéme est
“W-indécomposable.

Définition 57. ‘W-indécomposabilité :SoitS = (C, X, A) un GCSrigide. S est
“W-indécomposable $ic € C, lesMRSde (C\{c}, X, A) sont triviaux dansS.

La fiabilité de l'algorithmeIdMRS utilisé est importante : si I'algorithm&dMRS
n'est pas capable d’identifier I84RS et produit une liste contenant un ou des sous-
systemes rigides non maximaux (c’est-a-dire qui sont sous-systeme&a€6mi-
gide), alors la puissance del&-décomposition sera réduite puisqu’elle ne fournira
pas tous les sous-systemes rigides. Il existe alors un risque de classer dbimme
indécomposable un systéme qui a des sous-systemes rigides non triviaux.

De méme, si I'algorithmeadMRS fournit une liste contenant des systémes non ri-
gides, alors lalW-décomposition correspondante sera inexacte.

8.2 “W-décomposition rigide

8.2.1 Algorithme

L'algorithme deW-décomposition vise & décomposer un systeme rigide en ses
sous-systemes rigides maximaux stricts. Par une récursion s@@8snous ob-
tenons au final 'ensemble des sous-systémes rigides. La condition d’arrét est I'ob-
tention d’une liste de sous-systémes ne contenant que des systémes triviaux.
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L'idée de la‘W-décomposition est de retirer une contraiotelu systemeS =
(C, X, A) a décomposer. En utilisalitiMRS, les MRS de (C\{c}, X, A) sont identi-
fiés en une liste de systems8s Si cette liste est vide, on réintroduit la contrainte
dans le systeme et on réessaie avec une autre contrainte. Si l'identificatdR8es
a echoué avec toutes les contraintes, a®est ‘W-indécomposable. Dans ce cas,
on renvoie la liste contenant uniquemeént

Si la liste desS; n'est pas vide, alors on réintroduit la contraimteuis chacun

de ces systémes est remplacé par son bord. On obtient donc un systeme

S - Zi(S) + Zi(Bs-s,(Si)). On W-décompose récursivemest. De méme, on
“W-décompose récursivement chacun 8e€n renvoie alors la concaténation des
listes obtenues dans ces diverses récursions. Ces informations peuvent bien évi-
demment étre structurées, par exemple sous la forme d’un arbre, en renvoyant un
arbre dont la racine et et dont les fils sont les arbres (éventuellement limités a
une feuille dans le cas d’un systéri#é-indécomposable) renvoyés par chacune des
récursions sufs’ et les systemes;.

Le pseudo-code de f&#/-décomposition est donné a I'algorithr8el.

A la ligne 15 de I'algorithme, il faut ajouter le bord d’un systéme que l@retiré

a la ligne d’au-dessus. Le calcul du bord peut sembler aisé, dans la mesure ou I'on
sait que pour ursCSrigide, la connaissance de I'ensemble des distances point a
point et des angles entre deux droites et entre deux plans permet de caractériser
I'ensemble des solutions. Toutefois, calculer I'ensemble de ces informations sur les
entités géométriques communes au systénet au reste d& peut mener a un
systeme qui, quoique bien contraint, est génériguement sur-contraint.

L'algorithme de‘W-décomposition en lui-méme n’est pas sensible a la sur-cons-
triction générique. Toutefois, si I'algorithmelMRS utilisé est sensible a cela, il est
nécessaire de s’'assurer que le bord calculé n’est pas génériquement sur-contraint.
Rappelons que dans le chapi&@nous donnons une méthode de calcul incrémental

du bord, basée sur le témoin elle aussi, qui assure que le systéeme ainsi calculé n’est
pas géneériqguement sur-contraint.

La ‘W-décomposabilité d’'un systéme ne présume pas de sa résolubilité : encore
faut-il étre capable de résoudre les feuilles, c’est-a-dire les systérheslécompo-
sables. Le premier exemple de la secio.2termine par exemple sur des feuilles
considérées comme délicates a résoudre, puisqu'’il s’agit de systéemes non construc-
tibles a la régle et au compas, en I'occurence des syst&gague nous avons déja

vu en figurel.12

En revanche, si les systém@g-indécomposables sont résolubles par les solveurs

3Cf. section6.3.1p. 139
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13

15

16

Entrées:

S =(C, X, A): Un GCSrigide
Résultat:

Arbre desMRS deS

répéter
Sélectionner une contraintee C
L « liste desMRS de C\c, X, A) identifiés paTdMRS
tant que L contient uniqguement dédRStriviaux faire
L Sélectionner une contrainteui N’a pas encore éte selectionnée
L < liste desMRS de C\c, X, A) identifiés padMRS

jusqu’a ce que toutes les contraintes aient éte testées ou qu’il y dlRB
non trivial

si L contient uniguement dédRStriviaux alors
| retourner une feuille étiquetée pa$

sinon

A «— arbre sans fils étiqueté p&r

pour chaqueS; € L faire
Enraciner laW-décomposition d&; comme fils deA
S«S-§
S« S+ Bs(Si)

Enraciner laW-décomposition d& comme fils deA
L retourner A

Algorithme 8.1: ‘W-décomposition
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dont on dispose, alors on a I'assurance de pouvoir assenalex $olutions par

des transformations géométriques. En effet, lorsqu’un sous-systengide est
identifié dans un systéme rigid® son bord ne peut pas étre sous-D-défjsinon,

cela signifierait queS’ est en libre rotation autour de son unigue point commun
avec le reste du systeme, ou en libre translation le long de I'unique droite ou de
I'unique plan commun). Par définition du bord,fgiest une solution d&’ et f, est

une solution deS — &’ + Bs_s(8'), il existep € D, ¢(f1) =x, f,, C'est-a-dire que

I'on peut donc déplacer une solution & pour qu’elle soit compatible avec une
solution du systeme o’ a été remplaceé par son bord.

Une autre possibiliféserait de ne pas remplacer ERKS identifiés par leur bord,

mais de les conserver, et de sélectionner tour a tour toutes les contraintes pour s’as-
surer d’avoir identifié toutes IedRS stricts. Dans ce cas, toutefois, on obtient une

liste de sous-systemes rigides sans assurance d’étre capable de les assembler. Rien
n'assure, par exemple, que I'on se retrouve dans un cassgy’'(@Dwe91], SrHa-

raM [Sit0 ou Swvpe [Sun87 sachent assembler.

8.2.2 Exemples d’application

8.2.2.1 Premier exemple 2D : double K33

lllustrons I'exécution de I'algorithme sur I'exemple de la fig8r&a,qui représente

un GCSS D-bien-contraint en 2D. Son graphe de contraintes est 3-connexe et pos-
sede deux sous-graphiégs rigides : p; pspsPoPsP7 €t P2P1oP11P12Ps P4 (il S’agit de
systemes comme celui représenté a la figui€), connectés par trois contraintes

de distance. L'ensemble étant rigide, I'algorithmd@RS doit renvoyer un unique
MRS. Considérons la sélection de deux contraintes a la Bgleel’algorithme8.1:

les contraintes; etc,, représentées en pointillés.

En sélectionnant la contraintg, I'appel aIdMRS a la ligne 3identifie quatreMRS :

les deux sous-systémKsgs, et chacune des deux barres rigides entre eux. Ces deux
derniers sont triviaux. En remplacant les deux hexagones rigides par leur bord, on
obtient le systéme de la figuB1lb. Les récursions montrent que le systéme résul-
tant estW-indécomposable (lign&6), comme le sont chacun des deux hexagones
rigides (lignel3).

Sil'on ne sélectionne pas la contrairdgmais plutdt la contrainte,, ’lhexagone de

4Cf. théoreme3 p. 71
SPar exemple dans le cas ol I'on ne dispose pas d’une méthode de calcul d’un bord qui ne soit
pas génériguement sur-contraint etT@iRS est sensible a la sur-constriction générique
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7)
lb Pe P 6

ps

Figure 8.1 - Exemple d'utilisation de la ‘W-décomposition rigide sur un
GCS 2D 3-connexe (les traits représentent des distances point-point) ; a :
GCS dont le graphe de contraintes est 3-connexe fait de deux systemes
K33 connectés par 3 contraintes; b (resp. c) : systemes obtenus en
remplacant les MRS identifiés par I'algorithme 8.1 par leur bord quand la
contrainte ¢y (resp. Cp) est sélectionnée.

gauche de la figur8.1a (p; pspsPoPspP7) N'est plus rigide. L'appel &dMRS n’iden-

tifie donc, commeMRS non trivial, que I'hnexagone de droite de la figusela
(P2p1oP11P12PsP4). Une fois qu'il est remplacé par son bord, on obtient le systéeme
représenté a la figu&1c.Ce systéme est/-décomposable : dés que la contrainte
sélectionnée sera en dehors de I’hexagone de gauche, celui-ci sera identifi€e comme
rigide et remplacé par son bord, ce qui raménera au systeme de laHitjure

8.2.2.2 Second exemple 2D : hexagone « de VERROUST »

Etudions maintenant un exemple construit sur un univers géométrique plus vaste
que celui de la figure.1, constitué uniguement de distances point-point. La fi-
gure 8.2 représente un hexagone rigide qui, comme I'hexagone de leefigli2

n'est pas constructible a la regle et au compas. Il est, en revanche, décomposable
(il est notamment décomposable par la méthodexdiOétendue a un univers géo-
métrique incluant des angles) et nous allons montrer comment s’effectué sa
décomposition. Les différentes étapes sont représentées a laBfigure

Supposons que la premiere contrainte sélectionnée soit I'aoiggp:. Comme
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P2 Ps

P3 Ps

Figure 8.2 -Hexagone « de
VERROUST » [VSR92]

le montre la figureB.3a, les MRS du systéme résultant de la suppression de la
contrainte d’angle sont le trianglpsp4ps, le triangle p1psps, l1a barrep,p;, et la

barre p,ps. Ces deux derniers sont des systéemes triviaux. Les deux triangles, en
revanche, ne sont pas égaux a leur bord, puisque le bopdes est le systéme
engendré par la distance enprget ps, par exemple.

Le remplacement des de®dRS non triviaux par leur bord mene au systeme repré-
senté a la figuré.3b. La récursion sur chacun de dgiRS ménera a la conclusion
gu’ils sont‘W-indécomposables. Concernant la récursion sur le systéme résultant
de leur remplacement, la sélection de la contrainte de distancepgetrp, ou entre

p2 et ps ne menera pas a la détection d’'un alieS non trivial, comme le montre

la figure8.3c. En revanche, si I'on sélectionne la contrainte de distance egtee

ps (il en serait de méme avec celle enreet ps), alors IeMRS p, p, ps est identifié

et remplacé par son bord. Cela méne au systeme représenté a |88y est
“W-indécomposable.

8.2.2.3 Exemple 3D

Considérons maintenant un exemple en dimension 3, avec le systeme de la fi-
gure8.4a. Les segments (pleins ou pointillés) représentent des contraintes de dis-
tance. L'ceil humain y voit un systeme composé d’'une pyramide (acedg) dont la
base est un quadrilatére (ag¢edu’elle partage avec un polyédRenon régulier
(autrement, il s’agit d’'un cas dégeneére) ayant deux faces triangulaires et trois faces
guadrangulaires (non contraintes a étre planaires).
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P1

3 P3Te > P5
Cc d

Figure 8.3 - W-décomposition rigide de I’hexagone « de VERROUST »
(cf. figure 8.2). Voir texte.
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a

Figure 8.4 - ‘W-décomposition rigide d’'un systéme 3D. a : esquisse d’'un
systéme rigide ; b : remplacement de la pyramide par son bord (le
systéme résultant est ‘W-décomposable).

L'ensemble est rigide, aussi l'utilisation d'IdMR&iene a l'identification de I'en-
semble du systeme. Supposons que I'on sélectionne la distance qui est en diago-
nale d’'un des quadrilateres (b-e). La pyramide est identifiece comnMR® et

est remplacée par une base de son bord, c’est-a-dire les quatre contraintes de dis-
tance qu’elle partage avec le reste du systéme et deux autres contraintes, ici des
contraintes d’angle. Le systéme résultant est représenté a la8igore

LeMRSde la pyramide est encofid’-décomposable : siI'on retire 'une des quatre
distances qu’elle partage aveg par exemple la distanaee, on identifie comme
rigide une moitié de la pyramidadeg.

De méme, 16GCSde la figure8.4b est encoreW-décomposable : si I'on retire la
contrainte entre et f, on identifie comme rigide le polyédedcde.

8.3 Extension multi-groupe

8.3.1 Algorithme

L'algorithme de'W-décomposition que nous avons présenté a pour objectif de de-
composer urGCSrigide en ses sous-systemes rigides. Il se base sur un hlgerit
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d’identification des sous-systemes rigides maximaux. Datte section, nous dis-
cutons une extension multi-groupe de¥-décomposition, c’est-a-dire une ex-
tension décomposant UBCSnon forcément rigide en ses sous-systé@dsen-
contraints ave& un groupe de transformations dans I'ensengplies groupes que
I'on sait gérer.

Pour cela, il est nécessaire de disposer d’'un algorithme d’identification des sous-
systémes maximaux bien-contraimedulon’importe lequel des groupes de

Identifier des systemes bien contraintsduloles translations ou les rotations est
aisé si I'on dispose d’'un algorithme d’identification ddRS, puisqu’il suffitde re-
chercher lesMRS dont une direction est fixée ou dont un point est fixé. La redteerc
des systemeS-bien-contraints maximaux en revanche doit étre un algorithme a
part. La encore, I'extension de la méthode du témoin proposée a la sécti@n
réalise cela pour n'importe quel groupe de transformatiamt dn connait les dif-
férents types de repére.

L'algorithme de'W-décomposition en lui-méme nécessite peu de modifications : il
convient, plutot que d’'identifier IedRS, de chercher a identifier les sous-systemes
G-bien-contraints pour chaq@&e G. Comme I'a montré $M06], il est préférable

alors de commencer par le plus petit groupe de transformations puis de remon-
ter dans les groupes de transformations : on ne teste un g@ujpe si tous les
groupesG’ c G ont déja été testés. Dans la suite, nous appelons cet ordre par-
tiel 'ordre d’inclusion croissant. Dans notre implantation, les groupes considérés
sont les compositions des rotations, des translations et des homothéties : nous com-
menc¢ons donc par l'identité, puis passons aux rotations et translations, puis aux
déplacements et enfin aux similitudes.

Lors de la récursion sur un sous-systé@bien-contraint, il est inutile de chercher

a identifier des sous-system@s-bien-contraints sG’ ¢ G puisqu’il ne peut en
exister que dans un cas. Il s'agit du cas spécifique d’'un systemei est a la
fois G-bien-contraint eGG’-bien-contrairft. Dans ce cas, le sous-syste@ebien-
contraint maximal deS estS lui-méme, ce qui signifie que &/-décomposition
deS pour le groupé&s’ aura déja été effectuée avant I'appel récursif. Ainsi, on peut
avoir 'assurance que, dans I'arbre rendu par I'algorithm@édelécomposition, les

fils d’'un nceud donné sont tous bien-contramtsduloun groupe plus grand que le
groupe de bonne constriction de leur parent.

Par conséquent, 'assemblage des fils d’'un nceud dont le groupe de bonne constric-
tion est dangz pourra s’effectuer sans difficultés. En effet, le théorg@meus as-
sure que le bord d’un fil$; par rapport au reste du systeme est un repere@ole

5Par exemple aveG les déplacements &’ le groupe engendré par les déplacements et les
symeétries
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groupe de bonne constriction & Les systemes sont donc compatibles pour une
jointure par transformation.

Lors du premier appel a I'algorithme dé’-décomposition multi-groupe, le groupe

de bonne constriction du systéme est inconnu et il est méme possible qu’il soit
sous-contraintnodulotous les groupes dg. Il faut donc commencer par une re-
cherche, sans sélection de contraintes, des sous-systgfnies-contraints pour
tous lesG € G dans l'ordre d’inclusion croissant explicité plus haut. L'algorithme
de‘W-décomposition multi-groupe a proprement parler est alors utilisé sur ces sys-
temes. Le pseudo-code est donné a l'algoriti@i2e

Entrées:
S=(C,X,A):UnGCS
G : Le groupe de bonne constriction 8e
G : Ensemble partiellement ordonné des groupes de transformations
considérés
Résultat:
Arbre des sous-systemes 8et de leur groupe de bonne constriction

pour chaqueG’ € G tel que G C G, dans l'ordre d’inclusion croissarftire
L « liste vide
répéter
Sélectionner une contraintes C
L « liste desGCSG’-bien-contraints deG\c, X, A)
tant que L contient uniquement d€3CSG’-bien-contraints triviaux
faire
L Sélectionner une contraintajui n’a pas encore été sélectionnée
L « liste desGCSG’-bien-contraints deG\c, X, A)

jusqu’a ce gque toutes les contraintes aient été testées ou qu’il y ait un
GCSG’-bien-contraint non trivial
si L contient dessCSG’-bien-contraints non triviaualors
A «— arbre sans fils étiqueté par (S)
pour chaqueS; € L faire
Enraciner laW-décomposition d&; comme fils deA
S<S8-S§
S« S+ BS(Si)

Enraciner laW-décomposition d& comme fils deA
L retourner A

// On n’a trouvé aucun sous-systéme non trivial
retourner une feuille étiquetée pdss, G)

Algorithme 8.2: ‘W-decomposition multi-groupe
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8.3.2 Exemple

Considérons a nouveau le systeme de la figuB4p. 72) et ajoutons une contrainte
fixant la direction de la base du triangle. Le systéme est donc bien comtdiioio
les translations.

La premiére phase de I'algorithme (qui n’apparait pas dans le pseudo-code donné a
I'algorithme 8.2) consiste a rechercher I84GS pour les difféents groupes consi-
dérés, en commencant par le plus petit groupe. La recherche de systémes bien
contraintsmodulol'identité, les rotations ou les homothéties sera un échec, mais
la fixation d’'un repére pour les translations permet d’identifier 'ensemble du sys-
teme. L'algorithmeB.2 est alors exécuté sur ce systeme.

La boucle principale de l'algorithme va donc commencer avec les translations.
Quelle que soit la contrainte sélectionnée, aucun systéme non trivial ne sera iden-
tifié, le seul systéeme bien contraimoduloles translations étant la droite dont la
direction est fournie comme parametre.

La recherche de systemBsbien-contraints maximaux va aboutir a I'identification
du systeme engendré par la contrainte de distance (sauf lorsque celle-ci a été sélec-
tionnée), qui est un systeme trivial.

La recherche de systemes bien contramitxiulola composition des homothéties

et des translations va échouer a trouver des systémes non triviaux jusqu’a ce que
la contrainte sélectionnée soit la contrainte de distance. Le systeme identifié sera
alors celui du milieu de la figur@.3 (plus la contrainte fixant la direction de la base
commune aux deux triangles).

Ce systéeme esW-indécomposable, le seul systéme maximal que I'on puisse iden-
tifier étant le triangle inférieur, qui est trivial. Le remplacement de ce systeme par
son bord aboutit au systeme engendré par la contrainte de distance, auquel est ajouté
la fixation de la direction de la droite passant par les deux points. Ce systeme est
“W-indécomposable.

La ‘W-décomposition aboutit donc a la décomposition en deux systémes : un sys-
teme bien contrainhodulola composition des homothéties et des translations et un
systeme bien-contraimioduloles translations.
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8.4 Analyse

8.4.1 Complexité

Le temps d’exécution de I'algorithme d#’-décomposition dépend en partie de
I'ordre dans lequel les contraintes sont sélectionnées : en effet, si 'on commence
par parcourir des contraintes telles qu’aucun systéme non trivial n’est trouvé, on
exécute inutilement plusieurs fois I'algorithme d’identification N&SS.

Bien plus encore, le temps d’exécution deWaddécomposition dépend du temps
d’exécution de I'algorithme d’identification dédGS. S’il a une complexité en
O(y), alors la complexité de I'algorithm®.1 est dans le pire des cas (une seule
contrainte permet d’identifier dddRS non triviaux et elle est a chaque fois la der-
niere sélectionnée) d@(myl), oul est la profondeur de I'arbre et le nombre de
contraintes. L'algorithme3.2 a une complexité plus élevée puisque les diffiés
groupes doivent étre testés. Avpc= |G|, sa complexité dans le pire des cas est
donc deO(lymp).

L'algorithme que nous utilisons, basé sur la méthode du témoin, a une complexité
enO(?n), oun désigne classiquement le nombre de colonnes de la matrice — le
nombre de degrés de liberté du systeme mé¢ nombre de lignes — le nombre

de contraintes. La complexité de I'algorithr8€el est donc dans le pire des cas de
O(nmenl). L'algorithme8.2a quant a lui une complexité dmnpl).

8.4.2 Pouvoir de résolution

La puissance de résolution de notre algorithme dépend énormément de la fiabilité
de I'algorithme d’identification des sous-systemes bien contraints : si cet algorithme
eéchoue a identifier tous 18dGS, la“W-décomposition ne sera pas compléte, de
méme que si des sous-systémes sont classés comme bien contraints alors gu'ils ne
le sont pas, lai’-décomposition ne sera pas correcte.

Cela étant, la puissance de 1&-décomposition réside précisément dans le fait
gu’elle ne dépend pas d’'une seule méthode d’identificationMieS. LaW-dé-
composition peut ainsi facilement étre utilisée dans une architecture multi-agent,
afin de profiter des puissances d’identification de différentes méthodes et ce quel
gue soit le paradigme de ces méthodes : a base de regles, combinatoire, symbo-
lique, numérique voire hybride. Il est néanmoins important de garder en téte que
la complexité de laW-décomposition est alors en(mlY) (O(IY mp) dans le cas
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Figure 8.5 - Systeme “W-décomposable 2D (le systeme coloré en bleu est
rigide)

multi-groupe) si la méthode d’identification dek&GS la plus colteuse est €X(Y).

En utilisant, pour l'identification deBIGS, notre méthode basée sur le témoin dé-
taillée au chapitré/, nous avons la certitude de disposer d’'un algorithme de dé-
composition plus puissant que les algorithmes de la littérature, et ce pour plusieurs
raisons :
— tout d’abord, il est indépendant de la connexité du graphe de contrainte. Par
exemple, la figurd.5donne un exemple d'u@CSdont le graphe de contrainte
est 4-connexe et qui est’-décomposable, et ce quel que soit le systeme coloré
en bleu, du moment qu'il est rigide. On peut de méme générer un exemple de
systemen-connexeW-décomposable pour n'importe quelle valeunde
— de plus, il n’est pas basé sur une formation de clusters. Si I'on remplace le sys-
téme coloré en bleu de la figudes par le systeme de la figuBe6, les méthodes
actuelles échouent & décomposer, alors qudtalécomposition détecte la rigi-
dité du systeme en bleu et le remplace par son bord.
Il est facile de voir par exemple que
— tous lesGCSdécomposables par la méthode d& [Owe91] sontW-décompo-
sables, puisque les paires d’articulation sont détectées par suppression d'une
contrainte ;
— tous le€lGCSqui sont décomposables par une méthode de formation derabuste
sur la recherche de parties rigides minimales sont égalemedécomposables.
La décomposition ultime consiste a fournir un systeme d’équations triangulaire.
Pour tous les systémes algébriques, la décomposition de Rifi868( ou les
bases de Gasner [Buc89 permettent de telles décompositions mais elles sont in-
utilisables en pratique dans le domaine d€RO, de par leur complexité algorith-
mique.

La ‘W-décomposition utilisant I'identification basée sur le témoin n’est pas aussi
puissante que ces méthodes algébriques puisqu’il est possible de construire une
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Figure 8.6 - Systeme Figure 8.7 - Systeme
W-indécomposable 2D “‘W-indécomposable 2D avec
un nombre d’entités
géomeétriques arbitraire

famille infinie de systémes de contraintédg-indécomposables comme celui repre-
senté a la figuré.7 : il n'y a aucune contrainte dans ce systéeme dont le retrait
produit unMGS plus grand qu’un systeme induit par une distance point-pdot-
tefois, ce type d&CSest plutdt rare dans la pratique.

8.5 Correction et complétude

L'algorithme de‘W-décomposition remplace explicitement un sous-systeme iden-
tifie commeG-bien-contraint par son bord. Le théore@@ous permet en outre

de nous assurer que les sous-syste@usen-contraints identifiés partagent Ga

repére avec le reste du systeme et que I'on sera donc toujours capable d’assembler
les solutions des sous-systemes ensemble.

La ‘W-décomposition est donc correcte et compléte a condition que les solveurs
utilisés pour résoudre les systemdsindécomposables soient corrects et complets.
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Nous avons proposé une extension de la méthode du témoin temtrigdenti-
fication des sous-system€&sbien-contraints NIGS) d’'un systeme quel que soit

son niveau de constriction. Nous avons fourni des pistes pour effectuer cette iden-
tification dans les graphes deflux sans avoir recours au témoin et montré les
limites de ces pistes. Nous avons adapté les algorithmes de paramétrisation de la
partiell pour prendre en compte l'information de@bonne-constriction de sous-
systemes. Nous avons également déduit de la méthode d’identificatioviGi®s
I'algorithme de‘W-décomposition qui décompose un systéBabien-contraint en

ses sous-systémes stri@shien-contraints.

Parmi les perspectives de ces travaux se trouve naturellement la recherche de con-
tournement des limites que nous donnons pour l'identification des sous-systemes
G-bien-contraints sans avoir recours au témoin. Mettre au point une telle méthode
permettrait de sensiblement améliorer I'efficacité de nos algorithmes : leur com-
plexité est actuellement dominée par celle de la méthode du témoin, nécessaire pour
assurer que I'ajout d'une contrainte n'ameéne pas une sur-constriction générique.
En connaissant le groupe de bonne constriction des différents sous-systemes, nous
pourrions verifier la non redondance d’une nouvelle contrainte en vérifiant qu’il ne
s’agit pas d’'une contraintg-invariante concernant des entités géométriques appar-
tenant a un méme syster@ebien-contraint.

L'extension des algorithmes de paramétrisation tirant parti de la connaissance du
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groupe de bonne constriction de sous-systemes n’est elieerpés fiable en cela
gu’elle tombe dans le piege de la caractérisation de Lst£&choue donc a recon-

naitre la sur-constriction générique dans un systeme comme celui de la « double-
banane ». Un ajout de connaissances géométriques pourrait étre envisageé en utili-
sant un décompte des degrés de liberté en séparant les degrés de liberté en rotation
et les degrés de liberté en translatigmg92. Pour étre intéressante, cette approche

doit rester dans la lignée de nos travaux et ne pas favoriser les déplacements dans le
raisonnement géomeétrique. Pour cela, il est nécessaire de mener une réflexion sur
les degrés de liberté en homothétie et la caractérisation du nombre de ces degrés.

En outre, les algorithmes de paramétrisation, méme améliorés pour tenir compte

des informations d&-bonne-constriction de sous-systemes, ne profitent pas de la

puissance de résolution des méthodes de décomposition récentes et échouent par

exemple & mener a un plan de construction strict pour des systémes décomposables

par la méthode d’'@e~ mais dont le bord des sous-systémes n’apparait pas explici-

tement dans I&CS. Pour corriger cela, il est nécessaire d’ajouter une csarais

géométrique en remplacant un sous-systeme dont on connait le groupe de bonne

constriction par son bord. Une telle opération est aisée dans le gragtifiude: il

suffit de

— retirer les nceuds de contrainte du sous-systeme ainsi que les nceuds d’entité géo-
métrique n'appartenant pas au bord;

— amener les nceuds d’entité géométrique du bord a saturation en augmentant si
besoin leur degré de repére ;

— utiliser I'algorithme d’ajout de contrainte pour rajouter une a une les contraintes
du bord.

Il faut bien entendu faire attention, dans la derniere étape, a ne pas créer de sur-

constriction générique lors de I'ajout du bord. Or ceci nécessite pour le moment

I'interrogation du témoin. Il faut donc également étre capable, en restant dans un

processus de calcul incrémental, de mettre a jour la matrice Jacobienne pour tenir

compte de la suppression des contraintes du sous-systeme identifié Galriere

contraint. Une telle extension de la méthode du témoin reste a mettre au point.
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Ce n’est pas parce qu’un probléme n’a pas été résolu qu'il
est impossible a résoudre
— Agatha Christie, romanciére britannique

Dans ce manuscrit, nous nous sommes intéressé a la décomposition et a la para-
métrisation de systemes de contraintes géométriques sous-contraints, avec le point
de vue multi-groupe amenant a considérer la bonne constriction relativement a des
groupes de transformation. Nous avons rappelé, dans la haimment se forma-
lisaient les systémes de contraintes géométriques et leurs opérations et avons donné
un apergu des meéthodes de résolution existantes en mettant un accent particulier sur
les articles traitant de systémes sous-contraints. Nous avons ensuite proposé, dans
la partiell, des algorithmes incrémentaux de paramétrisation conddiead’un
systéme de contraintes géométriques et une méthode pour en déduire un plan de
construction par blocs. Nous avons enfin abordé, dans la pértie décomposi-

tion de systéemes de contraintes géométriques et l'identification des sous-systemes
bien contraintsnoduloun groupe connu.

Ces travaux proposent une nouvelle approche des systemes de contraintes géomé-
triques sous-contraints, généralement considérés comme des systémes a corriger :
nous les considérons comme des systémes susceptibles de décrire un objet final
dont le niveau de constriction correspond aux attentes du concepteur. Nous repre-
nons I'approche multi-groupe et proposons d’une part de nous ramener a un nombre
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fini de solutions en fixant un repere et d’autre part en identifies sous-systemes
bien contraints maximaux.

1 Contributions

Nos travaux ont mené a la mise au point d’algorithmes incrémentaux, de complexité
guadratique, permettant de calculer une paramétrisation combinatoirés€n

sous la forme du nombre de degrés de liberté a fixer pour chaque entité géométrique.
Ces algorithmes sont fondés sur les grapheR-flax, qui sont des graphes bipartis
entités-contraintes dans lesquels nous ajoutons, pour chaque nceud correspondant a
une entité géométrique, un nceud de repére dont la saturation n’est pas impérative.
Ceci permet de simuler la fixation d’'un nombre quelconque de degrés de liberté.
Nous adaptons des algorithmes de calcul d’'un couplage parfait aux grapfRes de
flux pour trouver une configuration du flux saturant tous les nceuds de contrainte et
d’entité. Les degrés de repére des nceuds d’entités nous fournissent une paramétri-
sation combinatoire dGCS. Nous proposons un algorithme de modification de la
configuration du graphe de-flux permettant une modification a la volée de la para-
métrisation. Nous montrons également comment prendre en compte la connaissance
du groupe de bonne constriction de sous-systemes dans le calcul de la paramétrisa-
tion.

Nos algorithmes de paramétrisation sont sensibles a la sur-constriction générique.
Nous proposons donc un algorithme incrémental de détection de contraintes re-
dondantes, utilisant I'analyse de la matrice Jacobienne du systéme de contraintes
géomeétriques évaluée en un témoin, ayant la méme complexité que linterroga-
tion classique du témoin. Nous en déduisons une méthode de calcul d’'une base
du bord d’'un systéme par rapport a un autre systeme, permettant le remplacement
d’un sous-systeme par son bord en assurant que le résultat n’est pas génériquement
sur-contraint. Nous montrons que ce remplacement permet d’assurer la correction
et la complétude des méthodes de décomposition.

Nous proposons un algorithme d’identification des sous-systémes rigides maxi-
maux, utilisant lui aussi une analyse de la matrice Jacobienne évaluée en un té-
moin. Nous I'étendons en un algorithme d’identification des sous-sys@ramn-
contraints maximaux pour tous les grouggslont on connait les types de repére.
Nous proposons une version incrémentale de cet algorithme. Nous proposons des
pistes pour identifier les sous-systen@bien-contraints dans le graphe &elux

sans faire appel au témoin et montrons les limites de cette approche. Nous pro-
posons une méthode de décomposition générale @QS G-bien-contraint en

ses sous-systémes stri@sbien-contraints maximaux, appelé€-décomposition,
fondée sur l'identification deMIGS apreés retrait d’une contrainte.
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2 Bilan

Les algorithmes de paramétrisation fournissent une liste du nombre de degrés de
liberté a retirer a chaque entité géométrique pour revenir a un nombre fini de solu-
tions. L'interprétation géométrique de cette paramétrisation combinatoire permet de
donner un retour visuel a I'utilisateur concernant la flexibilité de I'objet décrit par

le systéme de contraintes géomeétriques : en sachant quels points doivent étre fixés
dans I'espace, quelles directions doivent étre explicitées, I'utilisateur sait aussi quels
éléments géométriques sont mobiles.

L'algorithme d’identification des sous-system@shien-contraints maximaux per-

met d’indiquer a I'utilisateur quelles sont les parties de I'objet qui sont solidaires

les unes des autres : quels sous-systemes sont rigides, quels sous-systémes peuvent
étre mis a I'échellegtc..

La méthode de vérification incrémentale de la redondance d’'une contrainte nous
permet d’assurer que I'objet congu n’est pas génériquement sur-contraint et d’aver-
tir lutilisateur lorsqu’il ajoute une contrainte susceptible d’empécher I'existence de
solutions dans I'espace euclidien. Ces contraintes redondantes peuvent étre conser-
vées pour servir durant le parcours de I'espace des solutions, en sélectionnant uni-
quement les figures qui respectent ces contraintes.

Si le plan de construction (que I'on déduit de la paramétrisation) contient des sous-
systemes a plusieurs entités géometriques qui doivent étre construits atomiquement,
I'algorithme de“W-décomposition nous permet de décomposer ces sous-systemes
jusqu’a obtenir des systemes suffisamment simples pour étre construits directement
ou pour étre résolus numériquement avec une erreur faible. Les propriétés de la
“W-décomposition, associées a la démonstration des conditions de correction et de
complétude des méthodes®-décomposition, nous autorisent a assurer que nous
trouvons toutes les solutions et uniquement des solutions, a condition que les mé-
thodes de résolution des systemé&sindécomposables soient elles aussi correctes

et complétes.

L'incrémentalité de tous nos algorithmes, qui ne s’accompagne d’aucun sur-co(t de
complexité ni en temps ni en espace, favorise une modélisation par essai/erreur :
I'utilisateur réalise une esquisse initiale et obtient un retour visuel sur le niveau de

constriction du systeme de contraintes géomeétriques. Il peut ensuite, si le résultat
ne lui convient pas, modifier 'esquisse, la paramétrisation se mettant a jour auto-
matiquement.

Dans cette démarche, tous les systemes de contraintes géometriques sont manipulés
de maniere homogene, gu'ils soient rigides, bien-contranoiduloun autre groupe
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gue les déplacements ou sous-contraimigluloles groupes de transformation ob-
tenus par composition des rotations, des translations et des homothéties.

3 Interfaces intuitives de modélisation par contraintes

Nos travaux permettent d’envisager la mise au point de logiciels de modélisation
par contraintes accessibles a des utilisateurs non experts, a partir des éléments vi-
suels sur le niveau de constriction, de la décomposition en sous-sysihies-
contraints maximaux et de la donnée d’'un plan de construction paramétré.

Sur lillustration de la figure8.8, nous avons représenté ce que pourrait étre le re-
tour visuel offert par notre paramétrisation dans un modeleur géométrique a base
de contrainte’s Nous imaginons ici que I'utilisateur a spécifié les carasti@ues
techniques d’une voiture au moyen de contraintes géomeétriques puis a fourni un
plongement courbe précis aux différentes parties du véhicule.

Le logiciel deCAO fournit un dessin a I'’échelle respectant les contrainte®séps

par l'utilisateur. Il ajoute, sur cette figure, une représentation graphique (en rouge
sur la figureB8.8) de la paramétrisation calculée. Ici, il indique qu’il faxte :

— la position dans I'espace du pare-chocs (a) ;

— une direction sur chaque rouedbc) ;

— une direction sur la portiére (d) ;

— une direction sur la poignée (e);

— une direction sur le cache du réservor, (f

— une direction sur le capot (g) ;

— la hauteur de la vitre (h).

Avec ces indications, l'utilisateur a une premiére intuition des parties du véhicule
qui sont en mouvement. Pour compléter cette intuition, nous lui indiquons quels
sont les éléments dont la position dépend d’'un élément de repére. Lidentification
des sous-systémes rigides maximaux nous permet en outre de lui indiquer quelles
sont les différentes parties rigides. La figBr@émontre par exemple ce que pourrait
indiquer le modeleur lorsque I'utilisateur sélectionne la direction posée sur le capot.
L'utilisateur voit ainsi que le capot est un élément rigide et que changer la valeur
donnée a la direction déplace l'intégralité du capot.

La donnée d’'un plan de construction paramétré permet de calculer les solutions a
partir d’'une valuation des parametres. Elle peut donc également permettre de faire

"Nos algorithmes ne suffiraient en réalité pas a obtenir cette paramétrisation, dans la mesure ol
un grand nombre des contraintes imposées dans la conception d’'un véhicule sont des contraintes
de non intersection de volumes, que nous ne prenons pas en compte car elles relévent plus de la
simulation mécanique que des constructions géométriques.
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Figure 8.8 - Exemple de retour visuel possible avec notre paramétrisation

Figure 8.9 -Exemple de retour visuel possible avec I'identification des
MRS



198 Conclusion

Figure 8.10 -Exemple de retour visuel possible avec un plan de
construction paramétré

varier les valeurs des parameétres et de mettre a jour interactivement la/les solu-
tion(s). L'utilisateur peut alors vérifier I'intuition que lui offrent la paramétrisation

et l'identification des sous-systemes bien contraints en sélectionnant un élément de
repere et en en modifiant la position. Cette approche est désormais classique dans les
logiciels de géométrie dynamique tels que GeoGebra [Geo], Cabri GEomeétre [Cab]
ou Cinderella Cin].

Il est méme possible d’envisager de faire varier automatiquement les valeurs des
parametres pour générer une animation qui permet a l'utilisateur de visualiser un
sous-espace des solutions et ainsi d’avoir une excellente intuition des libertés de
mouvement des différentes parties de I'objet décrit par le systéme de contraintes
géomeétriques. La figur@.10donne un exemple d’une telle animation, ou le mode-
leur fait varier d’'une part la direction positionnant le cache du réservoir par rapport
au reste du systeme et d’autre part la hauteur de la vitre.

Un tel modeleur permettrait a I'utilisateur un parcours intuitif de I'espace des solu-

tions en lui proposant plusieurs modalités de parcours :

— en faisant varier les valeurs des parametres, I'utilisateur visualise les mouvements
autorises;

— en ajoutant une contrainte, I'utilisateur sélectionne un sous-ensemble des solu-
tions qui satisfait une condition particuliere.
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4 Perspectives

En plus des perspectives que nous avons évoquées en conclusion des trofs parties
un certain nombre de travaux complémentaires sont a effectuer pour permettre les
horizons applicatifs que nous venons d’évoquer.

Ainsi, nous avons évoqué que des mécanismes étaient connus, dans le domaine de
la géométrie dynamique, pour réinterpréter interactivement un plan de construction
lorsque I'utilisateur modifie les valeurs des parameétres. Toutefois, contrairement
aux logiciels de géométrie dynamique, nous nous situons dans un cadre applicatif
ou l'utilisateur n’a pas explicitement donné un plan de construction, mais ou celui-
ci est calculé par le modeleur. En fonction de la paramétrisation calculée, les entités
géomeétriques dont la position dépend d’'un élément de repére donné ne sont pas
les mémes. Il est donc possible, lorsque I'utilisateur demande a modifier la valeur
d’'un élément de repére, que la liste des entités géométriques dont la position est
recalculée ne corresponde pas a ce gqu'il veut. Sur I'exemple donné plus haut de la
paramétrisation d’une voiture, si l'utilisateur translate vers le bas le point fixant le
pare-chocs (a&ur la figure8.8), faut-il opérer une translation sur 'ensemble de la
voiture ou doit-on chercher, par exemple, a conserver inchangée la position du haut
de la vitre ?

Lorsqu’un élément de repere change de valuation sur demande de l'utilisateur, on
peut avoir a recalculer la position d’'une entité géométrique qui dépend également
d’autres éléments de repéere. La question peut alors se poser de I'opportunité de
modifier aussi les valeurs de ces éléments de repéere. Sur la8i@usel’utilisateur
modifie la direction de la portiére (d), I'ensemble de la portiére va subir une rotation
centrée sur I'axe du mécanisme reliant la portiere au reste de la voiture. Faut-il alors
opérer cette méme rotation sur la direction de la poignée (e)? Si non, que faire
lorsque le changement de la valeur d’un élément de repere empéche I'existence de
solutions sans faire varier d’autres éléments de repére ?

Ces problémes sont fortement liés a la précocité des différents éléments d& repére
dans [eDAG déduit de la paramétrisation. Les questions se posent dane défi-

nition liant des entités géométriques a un elément de repere indépendamment de la
précocité de ces éléments de repére ou de la mise au point d’algorithmes permettant
de modifier leR-flot sans modifier la paramétrisation afin de minimiser la précocité
d’un élément de repere donné.

Une autre question liée a la liste des entités géométriques considérées comme dé-
pendantes d’'un élément de repére donné est celle des modalités d’associer visuel-

8Cf. pp.83, 1496t 191
9Cf. définition53 p. 124
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lement I'élément de repére a cette liste. La fig8r@ illustre I'association d’'un
élément de repere a un sous-systeme bien contraint maximal, mais dans le cas de
chaines articulées avec plusieurs éléments de repére, cette association est moins évi-
dente. Elle pourrait passer, par exemple, par I'affichage d’'un squelette du systeme.

Nos travaux ont montré que considérer de maniére homogene les systemes de con-
traintes géométriques sous-contraints et bien-contraints, avec le point de vue de
I'invariance par groupe de transformations, ouvrait la porte a des logiciels de modé-
lisation par contraintes plus intuitifs : en complément d’une approche de résolution
incrémentale, notre démarche permet en effet une conception par essai/erreur grace
a des retours visuels donnant a I'utilisateur une intuition du niveau de constriction
de I'objet qu'il a décrit.
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ANNEXE A

ASPECTS APPLICATIFS

Un probleme créé ne peut étre résolu en réfléchissant de
la méme maniere qu'il a été créé
— Albert Einstein, physicien

Cette annexe décrit le contexte dans lequel les algorithmes décrits dans ce mémoire
ont été implémentés. Nous commencons par décrire le langage de description de
systemes de contraintes géométriques développé dans notre équipe préalablement a
nos travaux (sectioA.1) puis décrivons brievement la structure de la plate-forme

de résolution d&SCSdéveloppée par Pascal Mus (sectionA.2). Enfin, nous pré-

cisons quelles ont été les contributions a ces éléments faites durant nos travaux
(sectionA.3).

A.l GCML

Le Geometric Constraint Markup Language (GCML) est un méta-langage basé sur
XML, mis au point dans le cadre des travaux de Wietral. [Win05, WSMFO06].

Basé sur la méme approche de€Sque la formalisation évoquée aux chapittes

et 3, ce langage permet de décrire I'univers géométrique corsietéde donner un
énonceé syntaxique.

Le GCML permet de définir la syntaxe du cadre de résolution en donnant

— un ensemble de sortes;

— un ensemble de symboles fonctionnels;

— un ensemble de symboles prédicatifs.

Les symboles fonctionnels sont caractérisés par leur arité et leur co-arité. Les sym-
boles prédicatifs sont caractérisés par leur arité.

Ainsi, par exemple, le code suivant décrit la syntaxe autorisée pour un univers consi-
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dérant des points, des droites et des cercles et permeitartdection de deux
cercles ou d’une droite et d’'un cercle, ainsi que des contraintes de distance entre
points, d’angle entre droites et d’incidence a un cercle et a une droite.

<syntax>
<sorts>
point line circle length angle
</sorts>

<fsymbols>
mkpoint : -> point
mkline : -> line
mkcircle : point length -> circle
intercl : circle line -> point
intercc : circle circle -> point
</fsymbols>

<psymbols>
on_pc : point circle
on_pl : point line
dist_pp : point point length
angle_l1 : line line angle
</psymbols>
</syntax>

Nous ne détaillons pas ici la syntaxe correspondante, m@€ML permet égale-
ment de décrire un ensemble d’axiomes et de regles de construction.

Toujours dans la description de I'univers géométriqu&@ML permet d’expliciter
les sémantiques associées 8GS. Ainsi, le code suivant décrit partiellement trois
semantiques associées a la syntaxe précédente.

<semantics>
<semantic type="aggregate" language="C++">
<point>
float x, vy, z;
</point>
</semantic>

<semantic type="algebraic" language="Maple'>
<distpp>
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solve({x1-x2)42 + (yl-y2)A2 = kA2});
</distpp>
</semantic>

<semantic type="visualization" language="C++/0OpenGL">
<point>
glPushMatrix();
glTranslatef(x,y,z);
glutSolidSphere(0.1,32,32);
glPopMatrix();
</point>
</semantic>
</semantics>

Enfin, le GCML permet de décrire, une fois I'univers géométriqgue donnéysn s
teme de contraintes géométriques. Voici, par exemple, le code décrivatiSee
la figurel.1, a partir de 'univers géomeétrique décrit ci-dessus :

<gcs>
<unknowns>
point pl p2 p3
line 11 12 13
</unknowns>

<parameters>
length k1 k2
angle a

</parameters>

<constraints>
on_pl(pl, 11)
on_pl(p2, 11)
on_pl(p2, 12)
on_pl(p3, 12)
on_pl(p3, 13)
on_pl(pl, 13)
dist_pp(pl, p2, k1)
dist_pp(p2, p3, k2)
angle_11(11, 13, a)

</constraints>

</gcs>
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GCLib j [ GeomLib
\t CInstancesle{

[ GCMLLib j
[ KBSLib j

Figure A.1 - Structure de la plate-forme de modélisation pré-existante

Pour plus de détails sur BCML, gu'’il s'agisse de sa syntaxe ou de ses avantages
applicatifs, le lecteur pourra se référen@ip05].

A.2 Plate-forme de modélisation par contraintes

Pour ce qui concerne I'implémentation, nos travaux se sont faits dans le cadre d’une
plate-forme de modélisation par contraintes développé€é+enpréalablement a
notre projet de recherche, principalement par Pascal Met#snaud kere. Cette
plate-forme contient d’'une part un ensemble de librairies spécifiques a la résolution
de systemes de contraintes géomeétriques, d’autre part un ensemble de solveurs.

Les librairies constituant la base programmatoire de la plate-forme sont :

— la GCLib;

— la GeomLib;

— la GClinstancesLib, qui dépend des deux librairies ci-dessus;

— la GCMLLIb, qui dépend de la GClinstancesLib;

— et la KBSLib, qui dépend de la GCMLLIb.

L'organisation des librairies est synthétisée a la fighifle La GCLib et la GeomLib

sont les deux librairies de niveau 1, qui ne dépendent d’aucune librairie interne a la
plate-forme.
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La GCLib (Geometric Constraints Library) est la librairie dé&fgant 'ensemble des
classes correspondant aux notions d’'univers géométrique : symbole, sorte, termes
prédicatifs et fonctionnels (dont les variables), signature, valuation, groupe de trans-
formation, plan de construction et enf8CS.

La GeomLib (Geometry Library) définit les éléments géométriques usuels du plan
et de I'espace : points, droites, cerles, plans, sphéres, coniques, vecteur et mesures
(représentant les métriques associées aux contraintes).

La GClinstancesLib (Geometric Constraints Instances Library) utilise les deux li-
brairies précédentes pour créer des objets géomeétriques de sorte pointeticoite,

et instancier des groupes de transformation classiques (rotations, translations, ho-
mothéties, isométries directes, similitudes).

La GCMLLib (GCML Library) définit des outils d’analyse syntaxique de code
GCML et de compilation en code++ d’objets de classes définies dans la GCins-
tancesLlib.

La KBSLib (Knowledge-Based Solver Library) — que nous n’avons pas utilisée
durant nos travaux — fournit comme son nom l'indique un ensemble d’outils utilisés
par les solveurs basés sur des systéemes experts.

Les librairies de la plate-forme ne sont dépendantes d’aucune librairie externe.

A coté des librairies, la plate-forme contient un certain nombre de solveurs. Au dé-
but de notre projet, les solveurs disponibles étaient un solveur utilisant la méthode
de Newton-RAPHSON, UNn solveur a base de regles utilisant les algorithmes mis au

point durant le projet de recherche doctoral de Pascal Mfiwat97] et un sol-

veur par reparamétrisation congcu durant le projet de recherche doctoral d’Arnaud
Fasre [FabO06].

A.3 Contributions

Les contributions a la plate-forme développées durant le projet de recherche ont été

les suivantes :

— la FlowLib, de niveau zéro, qui permet de créer et manipuler des graplfes de
flux;

— la GPatLib (Geometric Patterns Library), développée par une stagiaire de licence
de mathématiques, étendant la GCMLLIib afin de proposer un langage de descrip-
tion de motifs dans des systemes de contraintes geometriques;

— des extensions du GCML pour la GPatLib (mises au point au travers du méme
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stage)

— une sémantique complémentaire incluse dans la GClInstancesLib, permettant de
calculer la Jacobienne évaluée en un témoin @@Set de I'exprimer a l'aide
de la librairie GiNaC {5in], mise au point par Jean-Davitk&vaux a travers un
stage de licence d’informatique puis lors d’un Travail d’Etude et de Recherche
(TER) en premiere année de master d’informatique ;

— un solveur utilisant la sémantique ci-dessus pour identifier les parties rigides
maximales d'unGCS, également mis au point par Jean-Davidesaux durant
son TER.



ANNEXE B
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Si tu te résous toi-méme, le probléme du monde est résolu
—Henry de Montherlant, écrivain

Notre projet de recherche a été mené durant quatre années, au sein du Laboratoire
des Sciences de I'Informatique, de I'lmage et de la Télédétection (LSIIT, UMR
CNRS - UdS 7005). Ses acteurs ont principalement été I'auteur du présent manuscrit
et ses deux encadrants, Pascal MaatiPascal ScHrREck.

Le codt consolidé du projet est ainsi approximativement de 2440@tcluant

— les ressources humaines (env. 200600

les infrastructures (env. 30 0@&) ;

les déplacements (env. 3560);

les formations (env. 2508);

I'équipement scientifique (env. 2 0&) ;

— les frais professionnels (env. 3 060).

Les bailleurs de fonds de ce projet sont principalement publics, puisque les recettes
proviennent

— du Ministere de 'Enseignement Supérieur et de la Recherche (env. 26)000

— de la Région Alsace (env. 32 0&) ;

— du Centre National pour la Recherche Scientifique (env. 3800

Les recettes restantes se partagent entre quelques sponsors industriels des activités
de formations de I'Université de Strasbourg (env. 1 )@t entre les frais profes-
sionnels que constituent les frais d’inscription universitaire annuels (env.& 400
total).

Les deux graphes suivants illustrent la répartition des recettes et des dépenses.
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GCS Systeme de Contraintes Géométriguesgl. : Geometric Constraint
System

MRS Sous-systéeme Rigide Maximalangl. : Maximal Rigid Subsystem

MGS Sous-systemé-bien-contraint Maximal -angl. : Maximal
G-well-constrained Subsystem
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Résumé

Larésolution de systemes de contraintes géométriques (GCS) a pour objectif de pro-
duire des figures qui respectent une description technique fournie par l'utilisateur
sous la forme d’une esquisse cotée. Le GCS donné par l'utilisateur peut étre bien
contraint (il décrit un nombre fini non nul de figures), sous-contraint (une infinité
de figures) ou sur-contraint (aucune solution).

Classiquement, les systéemes sous-contraints sont considérés comme des cas d’er-
reur que l'utilisateur doit corriger en ajoutant des contraintes. Nos travaux proposent
une autre approche, qui est celle de chercher a résoudre de maniére homogéne tous
les systémes de contraintes géométriques qui ne sont pas sur-contraints.

Pour cela, nous proposons des algorithmes de paramétrisation, qui indiquent quels
éléments du systeme doivent étre fixés pour gqu'il y ait un nombre fini de solutions,
et des algorithmes de décomposition, qui permettent d’'identifier les sous-systémes
bien contraints.

Ces outils ouvrent la voie a des logiciels de modélisation par contraintes accessibles
a des utilisateurs non-experts : ils permettent des retours visuels intuitifs sur le ni-
veau de constriction du systeme. Comme nos algorithmes sont incrémentauy, ils
permettent une approche par essai/erreur ou l'utilisateur corrige I'esquisse au fur et
a mesure de la résolution.

Abstract

Solving geometric constraint systems (GCS) aims at yielding figures which respect
geometric requirements given by the user under the form of a technical sketch.
The GCS given by the user can be well-constrained (it describes a non-zero finite
number of figures), under-constrained (an infinity of figures) or over-constrained

(no solutions at all).

Classically, under-constrained systems are considered as errors to be corrected by
the user. Our work proposes another approaehtry to homogeneously solve all
non-over-constrained systems.

For that, we propose parameterization algorithms : they indicate which elements of
the system need to be anchored for there to be a finite number of solutions ; and
decomposition algorithms, which allow to identify well-constrained subsystems.

These tools open the way to constraint-based modelers which are accessible to non-
expert users : they give intuitive visual feedback about the constrainedness level of
the system. Since our algorithms are all incremental, they allow a trial and error
approach : the user corrects the sketch as the resolution goes.
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