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Introduction

L’objectif de ce mémoire est d’étudier certaines propriétés de restric-
tion des modules de poids des algebres de Lie réductives. D’une part, nous
définissons une catégorie de modules de poids relative a une sous—algebre
de Levi standard dont nous décrivons les objets irréductibles. D’autre part,
nous examinons des propriétés de restriction a des paires duales des objets
classés. Avant d’expliquer davantage le contenu de cette these, faisons une
digression historique.

Inspiré par les travaux de Camille Jordan (1838-1922) et de Felix Klein
(1849-1925), le mathématicien norvégien Sophus Lie (1842-1899) introduit en
1874 dans Uber Gruppen von Transformationen la notion de groupe continu
a laquelle il associe ce que nous appelons aujourd’hui une algebre de Lie.
Commence alors I’étude de ces algebres. Entre 1888 et 1890, Wilhelm Killing
(1847-1923) établit la classification des algebres de Lie semi-simples sur C
puis, en 1894, Elie Cartan (1869-1951) corrige et complete cette classification.

Parallelement, en 1896, Georg Frobenius (1849-1917) introduit la no-
tion de caractére pour les groupes finis et, en 1901, Issai Schur (1875-1941)
développe la théorie des représentations pour les groupes finis et infinis. En-
fin, Hermann Weyl (1885-1955) développe, entre 1923 et 1938, la théorie des
groupes compacts et leur théorie des représentations. Il introduit aussi avec
Eugene Wigner (1902-1995) cette nouvelle théorie en mécanique quantique.

Des lors la théorie des algebres de Lie et de leurs représentations va
connaitre un énorme succes et va tisser de nombreux liens avec entre autres
la physique théorique, la combinatoire, I’analyse harmonique, la géométrie
algébrique, 1’algebre homologique. La théorie des algebres de Lie et de leurs
représentations s’est beaucoup développée a travers des résultats de classifi-
cation : la classification de Killing et Cartan des algebres de Lie complexes
semi-simples, la classification de Cartan des représentations de dimension
finie de ces algebres, la classification de Weyl des représentations unitaires
des groupes compacts, la classification des modules de Harish—Chandra, pour
n’en citer que quelques—uns.

Malgré tout, la classification de toutes les représentations irréductibles
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(qui sont en un certain sens les briques élémentaires de la théorie des représen-
tations) d'une algebre de Lie semi-simple semble irréaliste, méme si le cas
de sly est aujourd’hui connu (voir par exemple [32]). Les développements
de ces dernieres années nous laissent toutefois entrevoir la résolution d'un
probleme certes plus restrictif mais néanmoins tres général : la classification
des modules de Harish-Chandra généralisés (voir la section 3.4 pour une
définition). L’objet de cette these est cependant plus modeste : nous nous
intéresserons a des propriétés de restriction d’un cas particulier de modules
de Harish—Chandra généralisés : les modules de poids.

Expliquons le concept de module de poids plus en détails. Soit g une
algebre de Lie réductive. Soit h une sous—algebre de Cartan de g. On note R
le systeme de racines associé au couple (g, h). Dans sa these de 1966, Daya-
Nand Verma étudie les modules qui portent aujourd’hui son nom. Ces mo-
dules jouent un role essentiel dans 1'étude de la catégorie O(g) introduite par
Joseph Bernstein, Israel Gelfand et Sergei Gelfand en 1971 (voir [2]). Cette
catégorie est une généralisation naturelle de la catégorie des représentations
de dimension finie de g, basée sur les deux observations suivantes :

— Un g-module de dimension finie M est la somme directe de ses espaces

de poids, qui sont eux—mémes de dimension finie :

M:@MM oun My={meM : h-m=Ah)m,Vhe b},
Aeh*

dlm(M)\) < 0.

— Si on se fixe une décomposition triangulaire de g de la forme g =
n~ @b @ nt, alors un module de dimension finie M est toujours n*—
fini, i.e. 'espace vectoriel engendré par I'action (itérée) de nt sur un
vecteur fixé de M est de dimension finie :

dimUn™))m < oo, Ym € M.

Ces deux propriétés sont les deux conditions exprimant l'appartenance a la
catégorie O(g) de Bernstein—Gelfand-Gelfand. Les modules irréductibles de
cette catégorie sont construits comme des quotients des modules de Verma :
ce sont les modules irréductibles de plus haut poids. Si I'on ne conserve
que la premiere condition ci—dessus, on obtient les modules de poids étudiés
indépendamment par S. Fernando [11] et V. Futorny [12] dans les années
80. Leur résultat principal ramene la classification des modules de poids
irréductibles a celle des modules cuspidaux des algebres de Lie simples (voir
le théoreme 2.3.5).



Précisons un peu cette notion. Pour a € R, on note g* 'espace radiciel
de g associé a la racine ov. Un module de poids M est R—cuspidal (ou cus-
pidal lorsqu’aucune confusion sur le systeme R n’est possible) si pour tout
a € R et tout vecteur X non nul de g, 'action de X sur M est injective.
Fernando a montré que les seules algebres de Lie simples pouvant avoir des
modules cuspidaux sont de type A ou C' (voir le théoreme 2.3.6). La classifi-
cation des modules cuspidaux pour les algebres de type A et C' a débuté en
1987 par I'étude des modules cupsidaux de degré 1, i.e. dont tous les espaces
de poids non triviaux sont de dimension 1. Dans ce cas, les modules cuspi-
daux irréductibles sont réalisés comme des polynomes formels sur lesquels
I'algebre de Lie agit par des opérateurs différentiels (voir la section 2.4). Ce
résultat est da a D. Britten et F. Lemire [7]. En 2000, O. Mathieu a donné
la classification des modules cuspidaux irréductibles dans le cas général [29].
D’autres approches sont ensuite venues compléter le théoreme de Mathieu,
notamment via des formules de Gelfand-Zetlin (voir par exemple [31] et la
section 2.4).

Parallelement a I’étude de ces diverses généralisations de la catégorie des
modules de dimension finie, s’est posée la question de I’étude de restrictions
de modules a des sous—algebres. Un exemple de ces problemes dits de branche-
ment (ou branching rules) est résolu dans [27] par Littlewood qui examine
des restrictions du groupe GL, au groupe O, ou encore du groupe GLs,
au groupe SP,,. Un autre cas particuliecrement étudié est celui ou la sous—
algebre est formée d'une paire duale, i.e. de deux sous—algebres de g qui sont
le commutant I'une de 'autre (dans g). Le premier exemple fondamental de
restriction a une paire duale est donné par R. Howe en 1989 dans [16] et [17].
Cet exemple traite de la représentation minimale (dite aussi représentation
de Weil ou de Shale-Segal-Weil). A la suite des travaux de Howe, de nombreux
mathématiciens ont étudié ce type de probleme. Mentionnons par exemple
les travaux de S. Rallis et G. Schiffmann [38], de T. Przebinda [37], de J.S.
Huang, P. Pandzic et G. Savin [18], ou encore de J.S. Li [26].

Dans cette these, nous nous intéressons a deux propriétés de restriction.
Expliquons—en les principales idées. On fixe une base A du systeme de racines
R. Pour 8 C 'R, on note py la sous—algebre parabolique standard associée a
6, n} sa partie unipotente et [y la sous-algebre de Levi standard correspon-
dante (voir la section 1.3 pour une définition). Nous étudions les g—modules
de poids M qui, vus comme [yj—modules, se décomposent en une somme di-
recte de modules irréductibles de plus haut poids (qui sont rappelons—le les
modules irréductibles de O(ly). Notons provisoirement P(f) cette propriété.
Pour étudier ces objets, nous introduisons une nouvelle famille de catégories.

Soit 8 C S C A.
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Définition 1 La catégorie Osy(g) est la sous—catégorie pleine de la catégorie
des modules de poids M qui satisfont les conditions suivantes :

1. Comme lg—module, M est la somme directe de modules irréductibles de
plus haut poids.

2. Le module M est (S — 0)—cuspidal.
3. Le module M est wk—fini.

Les modules appartenant a une catégorie Ogy sont des exemples de modules
ayant la propriété P(6). Nous étudions alors les modules irréductibles de ces
catégories Ogyg et en donnons une classification dans certains cas (théoréme
5.1.28). Dans ces cas, nous montrons aussi que la catégorie considérée est
semi-simple (il s’agit donc d’un analogue du théoreme de Weyl, concer-
nant les modules de dimension finie). Les modules qui interviennent dans
ces catégories sont essentiellement les modules de degré 1 étudiés dans [1]
par Georgia Benkart, Daniel Britten et Franck Lemire en 1997.

Dans une deuxieme étape, nous étudions la restriction de certains modules
de poids par rapport a une paire duale C—admissible de I'algebre de Lie sly,.
La paire duale en question est construite a partir d’'une sous—algebre de Levi
[y (voir la section 6.4.1). Motivés par 'exemple de la paire duale (Fy, A;) dans
E; étudiée par J.S. Li dans [26], nous restreignons notre probléme de restric-
tion aux g—modules de poids qui ont la propriété P(6). En fait, nous restrei-
gnons notre probleme aux modules irréductibles de la catégorie On g(sla,).
Cette these se compose comme suit.

Le premier chapitre de ce mémoire est consacré a des rappels généraux :
notion de modules et de catégories, notion d’algebres de Lie réductives et
de leur théorie des représentations (en particulier, notion d’espace de poids),
puis enfin extensions de modules et action du centre de ’algebre enveloppante
d’une algebre de Lie.

Dans le deuxieme chapitre, nous introduisons les objets principaux de
cette these : les modules de poids. Nous rappelons notamment les notions
de modules de Verma (généralisés) et de modules cuspidaux, ainsi que les
deux théoremes de Fernando (théoremes 2.3.5 et 2.3.6) et la classification de
Mathieu des modules cuspidaux. Enfin nous rappelons quelques résultats sur
les extensions des modules cuspidaux.

Le troisieme chapitre donne quelques exemples de catégories de modules.
Nous rappelons quelques catégories plus ou moins bien connues : la catégorie
O de Bernstein—Gelfand—Gelfand, et certaines de ses généralisations obtenues
par Rocha—Caridi, ou encore Coleman et Futorny. Enfin, nous donnons une
définition des modules de Harish-Chandra généralisés (dont les modules de
poids sont un cas particulier).
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Le quatrieme chapitre est consacré a la définition de la catégorie Ogyg.
Nous donnons quelques propriétés simples de cette catégorie : elle est no-
tamment abélienne, noethérienne et artinienne. Nous montrons ensuite que
les modules de degré 1 des algebres de type A et C' sont des exemples de
modules irréductibles appartenant a certaines catégories Og .

La cinquieme chapitre est le coeur de ce mémoire. Nous y étudions en
détails les catégories Oap qui sont un cas particulier des catégories in-
troduites au chapitre précédent. Le résultat central de cette partie est le
théoreme 5.1.28 qui donne la classification des modules irréductibles des
catégories Op ». Donnons-en un énoncé :

Théoréme 1 Supposons que 6 soit une partie propre de A et que (g,6) ne
soit pas dans la table 5.2 de la section 5.1.9. Alors :

1. Il existe des modules non triviaux dans Oap si et seulement si g est
isomorphe a4 A,, et Uy_, a4 Ay, (m < n) oug isomorphe a C,, et I\, est
isomorphe a la sous—algebre sly engendrée par la racine simple longue
ou a Cy.

2. Pour ces parties A et 0, les modules irréductibles sont de degré 1 sauf
si g est de type A, et Uy _, de type A} pourn > 2.

3. Lorsque g = A,,, les modules irréductibles de degré 1 dans Oa g sont
1somorphes a
N(-1,...,—1,a1,...,am,0,...,0)
——

———
k l

pour des entiers k,l,m > 0 satisfaisant k+1+m=n+1etk+1>0
et pour a; € C — Z.

4. Lorsque g = C,,, les modules irréductibles de degré 1 dans Oap sont
isomorphes a M(—1,...,—1,a1,...,a;) (a; € C—17).

5. St M est un module irréductible de degré 1 dans Oag, alors les lp—
modules irréductibles de plus haut poids qui interviennent dans la décom-
position de M sous ly sont de la forme L(aw;) pour a € C\ Z ou
L{awy) ® L(bwy) pour a et b dans C\ Z.

La fin du chapitre est consacrée a la preuve de la semi—simplicité des catégories
Oa étudiées ci-dessus (corollaires 5.2.3 et 5.2.8).

Dans le sixieme chapitre, nous commengons par rappeler la théorie des
paires duales (telle qu’exposée dans [41]). Ensuite nous étudions la restriction
de sly,~modules de poids de degré 1 a la paire duale (sl,, sly) de sly, (voir la
section 6.4.1 pour la construction de cette paire duale). Le résultat principal
de ce chapitre est le théoreme 6.4.11 :
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Théoréme 2 Supposons que ay —as € Z. Alors nous avons la décomposition
suivante du sly,~module Ny, 4, comme sl, @ sly—module :

1. Sin=2,
Ny ay = Bvez L(—1 — a1 + ag — 2b) ® L(a; — as + 2b — 1).
2. Sin > 2,
Ny ay = Bvez L(az —b,0,...,0,—1—a; —b) ® L(a; —as+2b— (n—1)).

Nous terminons ce chapitre par ’étude du cas "non-générique” a; — ay €
Z, pour lequel nous donnons également une regle de branchement faisant
intervenir cette fois des modules indécomposables mais non irréductibles (voir
les théoremes 6.4.15 et 6.4.16).
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Chapitre 1

Rappels

7 In mathematics you don’t understand things.
You just get used to them.”
John von Neumann (1903-1957)

Ce chapitre introductif a pour but de rappeler un certain nombre de
faits que nous utiliserons par la suite. Il se compose comme suit. Nous com-
mencons par quelques rappels sur la notion de modules sur un anneau. En-
suite nous donnons quelques définitions concernant la notion de catégorie.
Puis, nous fixons certaines notations sur les algebres de Lie que nous utilise-
rons systématiquement par la suite et nous rappelons les principales défini-
tions concernant la notion de poids pour les modules sur une algebre de Lie,
ce qui nous servira de point de départ au chapitre 2. Nous faisons le lien
entre suites exactes courtes de modules sur une algebre de Lie et un cer-
tain cocycle. Enfin, nous rappelons des résultats de Harish—Chandra sur le
centre de l'algebre enveloppante d’une algebre de Lie semi—simple. Pour tous
les résultats et toutes les définitions concernant les modules et les catégories
nous renvoyons a [4], [24], [8] et [28]. Le livre [20] est une bonne introduc-
tion a l'étude des modules sur une algebre de Lie simple et aux résultats
de Harish—Chandra. La plupart des preuves des résultats sur les modules se
trouvent dans [4] ou dans [21] et [22].

1.1 Modules sur un anneau

Dans toute cette section, A désigne un anneau muni d’une unité notée
1. Un A-module (& gauche) est un groupe abélien M muni d’un morphisme



2 CHAPITRE 1. RAPPELS

d’anneau ¢ de A dans End(M). On notera a - m au lieu de ¢(a)(m) l'action
de A. Un sous—module d’'un A-module M est un sous—groupe abélien N de
M stable par 'action de A. Un morphisme de A-modules de M dans N est
un morphisme entre les groupes abéliens M et N tel que f(a-m) =a- f(m).
L’inclusion d’un sous—module N de M dans M est un exemple de morphisme.
On note Hom (M, N) 'ensemble des morphismes entre les A-modules M et
N. Le noyau d’'un morphisme f : M — N de A-modules est un sous—module
du module M. L’image de f est un sous—module du module N.

Soit I un ensemble. Une famille (m;);c; d’éléments d'un A-module M est
dite génératrice si tout m € M peut s’écrire comme combinaison linéaire finie
de la forme ) a; - m; (ou a; € A). On dit qu'un module est de type fini s’il
peut étre engendré par une famille finie. On a une notion de somme directe de
A-modules, de produit tensoriel de A-modules et de quotient d'un A-module
par un sous—A-module et dans ce cas la projection est un morphisme de A-
modules (voir [3, chapitre I1]). Notons que tout quotient d’un module de type
fini est encore de type fini (voir [3, I1.16 corollaire 1]).

Une suite exacte courte de A-modules est la donnée de 3 modules M’,
M et N et de deux morphismes de modules : un morphisme ¢ injectif de N
dans M’ et un morphisme p surjectif de M’ sur M tels que im(i) = ker(p).
Une telle suite est notée :

(S$):0> N —> M — M —0.

La suite exacte (S) est scindée s'il existe un morphisme s, appelé section, de
M dans M’ tel que po s = 1. On peut définir plus généralement une notion
de suite exacte (longue) par la donnée d'une famille de A-modules (M;);cz
et de morphismes f; : M; — M, tels que im(f;) = ker(fiy1).

Un A-module est dit noethérien si toute suite croissante de sous—modules
de M est stationnaire. En particulier un module noethérien est de type
fini. Notons enfin que M est noethérien si et seulement si N et M /N sont
noethériens pour un sous-module N de M donné (voir [21, thm 3.2]). De
plus tout sous—module d’'un module noethérien est aussi de type fini. Une
catégorie (voir la section 1.2 pour la définition de catégorie) de A-modules
est noethérienne si tout module de la catégorie est noethérien.

Un A-module est artinien si toute suite décroissante de sous—modules est
stationnaire. La encore, M est artinien si et seulement si N et M /N le sont
pour un sous-module N de M donné (voir [21, thm 3.2]). Une catégorie de
A—modules est artinienne si tout module de la catégorie est artinien.

Un A-module est indécomposable s’il ne peut s’écrire comme somme di-
recte de deux sous—modules propres. Un module non nul M est simple ou
wrréductible s’il n’a aucun sous—module propre. En particulier, un module
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simple est artinien et noethérien. Remarquons qu'un sous—module N d’un
module M est maximal pour l'inclusion si et seulement si M/N est simple.
On a aussi

Théoréme 1.1.1 ([21, thm 3.8]) Si M est un A-module noethérien et ar-
tinien alors M est une somme directe finie de sous—modules indécomposables.

Soit M un A-module. Une série de composition de M est une suite (M,)
de sous—modules de M tels que M,, C M, 11, M = UM, et M, 11/M, est un
A-module simple ou trivial. Les quotients M, /M, sont appelés facteurs
de composition. Une suite de Jordan—Holder est une série de composition de
longueur finie (seul un nombre fini de modules et de facteurs de composition
sont non nuls). Alors on a le

Théoréme 1.1.2 ([21, thm 3.5]) Si M est un A-module noethérien et ar-
tinien, alors M admet une suite de Jordan—Holder. De plus, deuz séries de
Jordan—Holder de M ont méme facteurs de composition a permutation et a
isomorphisme pres.

Un A-module M est semi-simple s’il est somme directe de (ses) sous—
modules simples. Cette propriété est préservée par les sous—modules et les
modules quotients :

Proposition 1.1.3 ([4, corollaire 1 n°4 §3]) Soit M un A-module semi-
simple. Alors tout sous—module de M et tout quotient de M est aussi semi—
simple.

Soit B un sous—anneau de A. Si M est un B—module a gauche, on peut
construire un A-module qui étend le B-module M. En effet, 'anneau A est
muni d’une structure naturelle de A—module a droite (par multiplication) et
donc aussi de B—module a droite. On construit alors le module A ®g M. Cet
espace a une structure naturelle de A-modules :sia € A, a-(’'®@m) = (ad’)®
m. Nous utiliserons souvent par la suite cette construction pour fabriquer des
"modules induits” (voir 2.2).

1.2 Catégories

1.2.1 Définitions

Définition 1.2.1 Une catégorie C est la donnée de

(C1) Une collection d’objets A, B,C, ...
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(Co) Pour toute paire d’objets A et B, une collection de morphismes notée
Hom(A, B).

(Cs) Pour chaque triplet A, B,C, une composition associative notée o :
Hom(B,C) x Hom(A, B) — Hom(A,C).

(C4) Pour chaque objet A un élément 1 € Hom(A, A) appelé identité, qui est
une unité pour o.

De plus, les ensembles Hom(A, B) et Hom(A', B') doivent étre disjoints si
(A, B) # (A, B).

Quelques catégories usuelles sont la catégorie des ensembles, la catégorie
des groupes, des C—espaces vectoriels, ...Si A est un anneau, ’ensemble des
A-modules forme une catégorie (les morphismes sont alors les morphismes de
A-modules). Une sous—catégorie pleine d’une catégorie C est une catégorie
dont les objets sont un sous—ensemble de I’ensemble des objets de C et dont
les morphismes sont ceux de la catégorie C (relatifs aux objets de la sous—
catégorie).

Définition 1.2.2 Un foncteur covariant F' entre deux catégories C et B est
une application de C dans B satisfaisant les propriétés suivantes :

(F1) A chaque objet A de C, on associe un objet F(A) de B.

(F2) A chaque morphisme f € Hom(A, B) on associe un morphisme F(f) €
Hom(F(A),F(B)).

(F3) On a F(1a) = 1pay et F(go f) = F(g) o F(f)

On a une définition analogue pour un foncteur contravariant mais cette
fois si f € Hom(A, B) alors F(f) € Hom(F(B),F(A)) et F(go f) = F(f)o

F(g).
La plupart des catégories que nous rencontrerons seront abéliennes. Nous
allons en donner la définition.

Définition 1.2.3 Une catégorie est additive si pour chaque couple d’ob-
jets (A, B) les ensembles Hom(A, B) sont munis d’une structure de groupes
abéliens, vérifiant les conditions

(A1) La loi de composition des morphismes est bilinéaire.

(Az) I existe un objet zéro 0 tel que Hom(0, B) et Hom(A,0) sont réduits
a un élément pour tout A et tout B.

(A3) Les produits finis et les coproduits finis existent dans cette catégorie.
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Rappelons que le produit de deux objets A et B est la donnée d’un objet
P et de deux morphismes f € Hom(P,A) et ¢ € Hom(P, B) satisfaisant
la propriété universelle suivante : pour tout objet C' et toute paire de mor-
phismes (¢,1) € Hom(C,A) x Hom(C, B) il existe un unique morphisme
h € Hom(C, P) tel que le diagramme suivant commute :

C
d
¢P¢
ZERN
A B

Le coproduit des deux objets A et B est définie de maniere duale : il s’agit
de la donnée d’'un objet S et de deux morphismes f € Hom(A,S) et g €
Hom(B, S) telles que pour tout objet C' et toute paire de morphismes (¢, 1) €
Hom(A,C) x Hom(B, C) il existe un unique morphisme h € Hom(S, C') tel
que le diagramme suivant commute :

A B
\{\ %
AL

h
C

Le noyau d’un morphisme f € Hom(FE, F) est la donnée d'un objet £’ et
d’un morphisme g € Hom(FE', F) tels que pour tout objet X la suite suivante
est exacte :

0 — Hom(X,E') = Hom(X,E) = Hom(X, F).

Ici, 'application Hom(X, E') — Hom(X, E) est donnée par ¢ +— g o ¢ et
lapplication Hom(X, E) — Hom(X, F) par ¢ — fo1. Le conoyau de f est
un objet E” et un morphisme h € Hom(F, F") tel que la suite suivante soit
exacte :

0 — Hom(F",X) — Hom(F,X) — Hom(E, X).

Ici, 'application Hom(F", X) — Hom(F, X) est donnée par ¢ — ¢ o h et
l'application Hom(F,X) — Hom(E,X) par ¢ — 1 o f. Ces objets sont
uniques (& isomorphisme pres) lorsqu’ils existent.
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Définition 1.2.4 Une catégorie abélienne est une catégorie additive dans
laquelle noyauz et conoyaux existent pour tout morphisme f € Hom(E,F)
et telle que

(Ay) Si f € Hom(E, F) est un morphisme dont le noyau est l’objet 0, alors
f est le noyau de son conoyau.

(As) Si f € Hom(E,F) est un morphisme dont le conoyau est l’objet 0,
alors f est le conoyau de son noyau.

(Ag) Un morphisme dont le noyau et le conoyau est l’objet 0 est un isomor-
phime.

1.2.2 La catégorie Mod 4

L’exemple le plus important pour nous de catégorie abélienne est la
catégorie Mods de tous les A-modules (pour un anneau A donné). Dans
ce cas, le noyau d’un morphisme coincide avec la définition usuelle de noyau
et le conoyau d'un morphisme correspond au quotient de son but par son
image. Le produit et le coproduit de deux modules est leur somme directe.
Une sous—catégorie pleine de Mod 4 est abélienne si elle est stable par somme
directe et si elle contient les noyaux et les images de tous les morphismes de
A—modules. Pour plus de détails sur les catégories additives et abéliennes, on
pourra consulter [28]. Un intérét des catégories abéliennes est que la notion
de suites exactes (longues ou courtes) a du sens. On peut alors parler de
foncteurs exacts.

Un foncteur est dit exact s’il préserve les suites exactes courtes. Par
exemple, un foncteur covariant F' est dit exact si pour toute suite exacte
courte

00— M — M — N —0,

la suite courte déduite
0— F(M') - F(M) - F(N) =0

est exacte.

Soient X et Y deux A-modules. Alors Homa(X,?7) et Homa(?,Y) sont
deux foncteurs covariants exacts a gauche a valeurs dans la catégorie des
Z—modules (voir [21, théoreme 3.1]). Il existe un autre foncteur qui nous sera
utile par la suite, le foncteur Ezt. Soit M et N deux A—modules. Considérons
I’ensemble des suites exactes courtes de la forme

0O—-N—=-?7—M—0.
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En fait, on peut mettre une relation d’équivalence sur cet ensemble : les suites
exactes courtes

O—=N—-FE—-M=—=0

et
0—N—>FE —-M=0

sont équivalentes s'il existe un morphisme de E dans E’ tel que le diagramme
suivant soit commutatif :

On note Ext!(M, N) le quotient.

Remarque 1.2.5 On peut vérifier que le quotient a une structure de groupe
commutatif dont l’élément neutre est la classe formée par toutes les suites
exactes courtes scindées. Nous renvoyons a [8, chap. XIV ] ou a [21, chap.
6 §7] pour la construction de la loi.

En particulier Ext!(M, N) est trivial si toute suite exacte courte de la
forme

0->N—=?7=>M-=0

est scindée. Mentionnons enfin que toute suite exacte courte
O—>N—->L—->M-=0
donne naissance a une suite exacte (longue)

0— Hom(X,N) — Hom(X,L) - Hom(X, M)

— Ext'(X,N) — Ext'(X,L) — Ext' (X, M) — Ext*(X,N) — -+,

ou nous n’explicitons pas les foncteurs Fxt"™ qui permettent de continuer
cette suite exacte (longue). Ces foncteurs peuvent étre définis directement
comme homologie d'une certaine résolution projective ou comme foncteurs
dérivés (voir [8, chap. VI] ou [21, chap. 6]).



8 CHAPITRE 1. RAPPELS

1.3 Algebres de Lie réductives, sous—algebres
de Levi

Le corps de base de cette section est C. Rappelons qu'une algebre de Lie
g est simple si elle ne contient aucun idéaux propres; elle est semi—simple si
elle est la somme directe d’idéaux simples. Une algebre de Lie g est réductive
si elle est la somme directe d’idéaux simples et d’un idéal commutatif. On
fixe une sous—algebre de Cartan b (il s’agit de la somme directe du centre de
g et d’une sous—algebre de Cartan de sa partie semi—simple). On note R le
systeme de racines de g relativement a h. On note @) le réseau des racines
(Q =Y x Za). Pour a € R, on note g* le sous-espace radiciel de g associé
a la racine «, a savoir :

g ={xeg: [ha]=alh)z, Vhebh}.

Lorsqu’une base A de R est fixée, on désigne par Rt I’ensemble des ra-
cines positives par rapport & A. On écrit o > 0 lorsque o € R* et a < 0
lorsque —a € R*. On note Q" =3 Na. On a la décomposition triangu-
laire suivante :

g=n"OhdnT, oun’i=®@u0g" et n = Dueo g~

La sous—algebre définie par h @ n' est la sous—algébre de Borel standard.
Plus généralement, une base A de R étant fixée, on peut considérer une
partie # de A et les racines construites a partir de cette sous—partie :

0y :=RNZO,

ou Z0 est 'ensemble des combinaisons Z-linéaire d’éléments de 6.
On pose alors
09 = Bocipy 8%, lyi=hog?
ﬂ; = @a>0,o¢€(9) 9a7 ﬂ; = @a<0,o¢€(9) 9a> Po = ly & ﬂ;.
On appellera [y la sous—algeébre de Levi standard définie par 6 et py la
sous—algebre parabolique standard définie par #. La sous—algebre de Levi est

une algebre de Lie réductive. Son centre est contenu dans h. Plus pécisement,
le centre de [y est

ho:={hebh: ah)=0, Vacb}

On note Qg le réseau des racines de (lp, h) et Q5 la partie de Qg engendrée
par les combinaisons positives des racines appartenant & 6. On notera Q? :=

Q— Qg et Q' :=(QT —Q;)U{0}. On notera a >? Bsi a — B € Q.
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Remarquons que si 6 = (), alors la sous—algebre de Levi standard définie
par 6 coincide avec la sous—algebre de Cartan h et la sous—algebre parabolique
avec la sous—algebre de Borel standard. De meéme, si § = A, la sous—algebre
de Levi standard définie par 6 est égale a g tout entier.

1.4 Modules et poids

Pour une algebre de Lie réductive g, on note U(g) son algebre enve-
loppante et Z(g) le centre de l'algebre enveloppante. L’algebre U(g) est
noethérienne (voir par exemple [34, chapitre 1]). Une représentation de g
est un morphisme d’algebre de Lie de g dans gl(V') pour un espace vecto-
riel V. On parle aussi de g—module. En fait tout g—module peut s’étendre de
maniere unique en un U(g)-module. Un module non nul est dit simple ou
irréductible s’il n’existe aucun sous—espace strict de V' invariant par l’action
de g. Il est dit semi—simple ou complétement réductible s’il est la somme di-
recte de modules simples. Il est dit indécomposable s’il ne peut s’écrire comme
la somme directe de deux sous—modules propres. Un module irréductible est
indécomposable. La réciproque est fausse.

On notera Mod(g) la catégorie abélienne de tous les g—modules. Par abus
de notation, on notera M € Mod(g) pour dire que M est un g—module. La
catégorie Mod(g) est tres grosse. Nous allons définir par la suite certaines
sous—catégories pleines de Mod(g) plus maniables.

Soit M € Mod(g). On appelle poids de M toute forme linéaire A € h*
pour laquelle il existe un vecteur non nul v de M vérifiant h-v = A(h)v pour
tout h € h. On note

My:={veM : h-v=Ah), Vhe b},

I’espace de poids associé a la forme A € h*. Les éléments non nuls de M) sont
les vecteurs de poids .
Le support du module M est défini par

Supp(M) = {A € b : M, # 0},
On appelle degré du module M le nombre (éventuellement infini) suivant :

deg(M) := sup {dim(M,)}.

AeSupp(M)

Remarquons enfin que la somme des espaces de poids d’'un module donné
M est toujours directe mais n’est pas toujours égale au module M en entier.
On dira alors qu’un module est h—diagonalisable si

M = EBAESupp(M) M)\-
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1.5 Extensions de g—modules

Nous allons donner une nouvelle interprétation de Ext' (M, N) lorsque M
et N sont deux g—modules. Nous avons vu que cela revient a regarder cer-
taines suites exactes a isomorphisme pres, a savoir des suites exactes courtes

de la forme :
(S):0=>N—->M —M-—0.

Convenons de noter p la projection de M’ sur M et i 'injection de N dans M.
La suite (S) est aussi une suite exacte d’espaces vectoriels. Grace au lemme
de Zorn et au theoreme du rang, on vérifie que cette suite exacte d’espaces
vectoriels est scindée. En particulier, M’ = N @& M comme espace vectoriel.
Nous noterons donc dans la suite (n,m) les éléments de M’ oun € N et
me M.

Lemme 1.5.1 Supposons que M et N soient deur g—modules semi—simples.
Soit (S) la suite exacte ci-dessus. Si M' est semi-simple, alors M' = N & M
comme g—modules. En d’autres termes la suite est scindée.

Démonstration. Comme on a (voir [21])
Ext'(A® B) = Ext'(A,C) @ Ext'(B,0)

et
Ext'(A,B@ C) = Ext' (A, B) @ Ext' (A, C)

, on peut supposer que N et M sont irréductibles. On peut alors voir N
comme un sous—g-module de M’ et, par hypothese sur M’, il existe donc
des g—modules irréductibles (L;);cr tels que M’ = N @ (@®;L;). On regarde
alors p(® L;). C’est un sous—g-module de M. Comme M est irréductible et
ker(p) = N, on en déduit que p(® L;) = M et que p : & L; — M est injectif.
On obtient donc que &L; = M comme g-modules. On en déduit alors que [
est réduit a un élément et donc que M’ = N & M comme g-modules.

0

Revenons au cas général.

Proposition 1.5.2 Soit (S) une suite exacte. Alors il existe une application
linéaire c : ¢ — Homg (M, N) telle que

c([X, Y])(m) = [e(X), Y](m) + [X, e(Y)](m),

ot le crochet du membre de droite est le commutateur de Homc (M, N),
ve [e(X),Y](m) = c(X)(Y -m) =Y - (e(X)(m)),
~ L’action de g sur M' est donnée par X-(n,m) = (X-n+c(X)(m), X-m).
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Démonstration. On a vu que les éléments de M’ sont de la forme (n,m). On
doit avoir p(X - (n,m)) = X - p((n,m)) = X - m car p est un morphisme de
g-modules. Donc X - (n,m) = (%, X -m). D’autre part, X - (n,0) = (X -n,0)
car i est un morphisme de g—modules. Comme (n,m) = (n,0) + (0,m), on
en déduit que X - (n,m) = (X - n+ ¢(X)(m), X - m) pour une application
c¢:g— Homc(M, N). On regarde a présent I'égalité [X,Y]- (0,m) = XY -
(0,m) =YX -(0,m). Cette égalité donne aussitot la relation ¢([X,Y])(m) =
[c(X),Y](m) + [X,c(Y)](m). D’autre part en écrivant X - (0,am + m’) =
aX - (0,m)+ X - (0,m') on montre que ¢(X) est une application linéaire.
Enfin la linéarité de ¢ provient de (X +Y) - (0,m) = X - (0,m)+Y - (0, m).
O
L’application ¢ de la proposition est appelée un cocycle et la relation
satisfaite par c la relation de cocyle.

Proposition 1.5.3 Soient (S') et (S) deuz suites exactes courtes de la forme
(S): 0=>N—->M —M—=0,

(SY: 0> N—>M"— M—0.

Les suites (S) et (S") sont isomorphes si et seulement les cocycles associés ¢
et ¢ vérifient ¢(X) = (X)+[X, ¢| pour une application linéaire ¢ : M — N.

Démonstration. Nous savons que les deux suites exactes sont isomorphes s’il
existe un isomorphisme de g-modules ¢ : M’ — M" faisant commuter le
diagramme suivant :

0 N M’ M 0
y
0 N M M 0

Cela nous donne les relations ¢((n,0)) = (n,0) et p(¢((n,m))) = m. Ainsi
comme (n,m) = (n,0)+(0,m), il existe une application ¢ : M — N telle que
Y(n,m) = (n+¢(m), m). Il est facile de voir que ¢ doit étre linéaire. On écrit
alors que ¥(X - (0,m)) = X - ¢((0,m)) car ¢ est un g-morphisme. Compte
tenu du fait que X - (0,m) = (¢(X)(m), X - m), cela donne immédiatement
la relation ¢(X) = ¢(X) + [X, ¢]. La réciproque est claire.
O
Un cocycle ¢ tel qu’il existe une application ¢ : M — N satisfaisant
c(X) = [X, ¢] est un cobord. Les deux propositions ci-dessus montrent qu’une
suite exacte courte a isomorphisme pres est caractérisée par un cocycle a un
cobord pres.
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1.6 Le centre de I’algebre enveloppante

Nous rappelons dans cette section quelques propriétés du centre Z(g)
de 'algebre enveloppante U(g). Par le théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt
(PBW), on peut écrire

U(g) =U(H) & (nU(g) +U(g)n") .

Notons pr la projection de U(g) sur U(h) déduite de cette décomposition. On
pose alors x, := Ao pr pour A € h* étendu canoniquement en un morphisme
de l'algebre (commutative) U(h). Ceci fournit un caractere du centre Z(g)
par restriction. On note enfin £ la restriction de pr a Z(g).

Proposition 1.6.1 Le morphisme & est injectif.
Démonstration. Voir [20, thm 1.10] (preuve).

Théoréme 1.6.2 (Harish—Chandra) Tout caractére x de Z(g) est de la
forme xx pour A € b*. D’autre part, x» = X, st et seulement pp = w -\ =
w(A+ p) — p pour w dans le groupe de Weyl W de g (ici p désigne la demi-
somme des racines positives).

Démonstration. Voir [20, thm 1.10].

Posons U(g)o le sous—espace de U(g) formé par les éléments de poids 0
sous l'action adjointe de b. Il est clair que U(h) C U(g)o et que Z(g) C U(g)o.
D’autre part, il est facile de décrire les éléments de U(g)o. D’apres PBW, tout
monome de U(g) peut s’écrire sous la forme X_ g, -+ X g HXp --- Xg,
avec H € U(h). Un tel élément est de poids 0 sous 'action adjointe de b si et
seulement si Y, B, = >, Bi,.. Nous utiliserons souvent par la suite I’action
de U(g)o et de Z(g). Rappelons a ce stade le lemme de Schur :

Lemme 1.6.3 (Schur, [19]) Soit M un g-module simple. Alors il existe
X € 1(g)" tel que

Vze Z(g),VmeM, z-m= x(z)m.

Le caractere y associé a M par le lemme est appelé le caractére infi-
nitésimal de M.



Chapitre 2

Les modules de poids

Soit g une algebre de Lie réducive sur C. Soit b une sous-algebre de
Cartan de g fixée. On notera R le systeme de racines correspondant. Dans ce
chapitre, nous présentons tout d’abord la notion de modules de poids. Nous
donnons ensuite la construction des modules de Verma et des modules de
Verma généralisés. Puis nous rappelons la définition des modules cuspidaux
et leur construction. Nous donnons alors quelques résultats sur les extensions
de modules cuspidaux. Nous finissons ce chapitre par un résultat sur les
filtrations standards que nous utiliserons par la suite. Nous renvoyons a [30]
et [11] pour les résultats sur les modules de Verma généralisés et a [11], [1],
[31] et [29] pour les modules cuspidaux. Les généralités sur les modules de
poids et la notion de dualité restreinte sont issues de [20].

2.1 Définition des modules de poids.
Premieres propriétés

2.1.1 Définition
Définition 2.1.1 Un module M € Mod(g) est appelé module de poids s’il
vérifie les conditions suivantes :
(P1) M est de type fini,
(P2) M est h—diagonalisable,
(Ps3) Les sous—espaces de poids de M sont tous de dimension finie.
On note M(g,h) la sous—catégorie pleine de Mod(g) des modules de
poids.

Remarquons que dans la littérature, le terme module de poids désigne
souvent un module h—diagonalisable sans aucune autre hypothese.

13
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Donnons tout de suite quelques propriétés simples de la catégorie M(g, ) :

Proposition 2.1.2 1. La catégorie M(g,h) est stable par sous—modules,
par modules quotients, par somme directe finie.

2. Les modules de dimension finies sont tous dans la catégorie M(g,h).

3. Si F un module de dimension finie, alors M +— M ® F est un foncteur
exact de la catégorie M(g,h) dans elle-méme.

4. La catégorie M(g,bh) est abélienne et noethérienne.

5. Tout module de M(g,bh) est Z(g)—fini : pour tout v € M [’ensemble
{z-v, z € Z(g)} est de dimension finie.

Démonstration.

1. Il est clair que les sous—modules, les modules quotients et les sommes di-
rectes finies de modules h—diagonalisables sont encore h—diagonalisables
([4, cor. 1 §3 n " 3]). La dimension des espaces de poids dans ces trois
cas est encore finie. Un quotient d’'un module de type fini est encore de
type fini. La somme directe d’'un nombre fini de modules de type fini
est encore de type fini. Il reste donc a vérifier qu'un sous—module d'un
module de M(g, h) est de type fini. C’est une conséquence du fait que
U(g) est noethérien ([10, chap. 2 §3]).

2. La corps C étant algébriquement clos et la sous—algebre de Cartan com-
mutative et composée d’éléments semi—simples, tout module de dimen-
sion finie est somme (nécessairement directe) de ses espaces de poids
(de dimension finie). Tout module de dimension finie est (évidemment)
de type fini.

3. Le module M ® F' est h—diagonalisable avec espaces de poids de dimen-
sion finie. Plus précisement,

(M@F)y= Y M,®F,

pnv=A
Il reste a montrer que M ® F' est de type fini. Soit alors vy,...,v, une
base de 'espace vectoriel F' et soit wy,...,w,, une famille génératrice

du module M. Notons N le module engendré par la famille (w; ® v;).
C’est un sous—module de M ® F'. Montrons qu’il est égal a M ® I tout
entier. Tout d’abord, N contient tous les éléments de la forme w; ® v
pour v € F' par combinaison linéaire. Soit alors x € g. Alors

z-(w; ®v) = (- wj) v+ w; ® (z-v).
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Ainsi, (z-w;) ® v € N comme différence de deux éléments de N. En
itérant ce procédé, on obtient (u-w;) ® v € N pour tout u € U(g).
D'ou M ® F C N. Ainsi M ® F € M(g,b).

Montrons maintenant que le foncteur est exact. Si 0 - N — M’ —
M — 0 est une suite exacte courte, alors 0 > N F —- M' ® F —
M ® F — 0 est encore une suite exacte courte. L’application de N ® F’
dans M’ ® F est le produit tensoriel de I'application N — M’ avec
I'identité de F'. Il en va de méme pour l'application de M’ ® F' dans
M@ F.

4. Comme la catégorie Mod(g) est abélienne, le premier point de cette
proposition permet de conclure que M(g,h) aussi. Comme U(g) est
noethérienne, tout module de type fini est noethérien ([4, prop.7 §2
n’3)).

5. Comme M est h—diagonalisable, il suffit de montrer que si v € M) alors
dim Z(g)v < +o0. Comme 'action de Z(g) commute a celle de b, z-v
reste dans le méme espace de poids que v, espace de poids qui est de
dimension finie.

0

Pour x un caractere de Z(g) et M € M(g,bh), on note

MX:={veM :Vze2Z(g),In>0, (z—x(2)"-v=0}

L’espace MX est clairement un sous—module de M.

Corollaire 2.1.3 Tout module M dans M(g, ) se décompose sous Z(g) en :
M = @yez- M*.

De plus, il n’y a qu’un nombre fini de MX non nuls.

Démonstration. Comme 'action de Z(g) est finie sur M € M(g, b) d’apres la

proposition précédente, le module M se décompose sous son action comme
annoncé. Remarquons que 'on a My = &, (M, N MX) car 'action de Z(g)
commute avec celle de . Comme les différents sous—modules MX sont en
somme directe et comme M est de type fini, il ne peut y avoir qu’un nombre
fini de MX non nuls.

0

Pour x € Z(g)*, on note M(g,h)X la sous—catégorie pleine de M(g,bh)
des modules M tels que M = MX. On a donc la décomposition

M(g,bh) = &, M(g,h)*.



16 CHAPITRE 2. LES MODULES DE POIDS

Remarquons que tout module indécomposable M de M(g, ) est nécessaire-
ment dans une catégorie M(g, h)X.

2.1.2 Le dual restreint d’un module de poids

Nous allons maintenant introduire une notion de module dual qui differe
quelque peu de la notion usuelle de module contragrédient. Fixons une base
A du systeme de racines R. Soit M € M(g,h). On a donc la décomposition
M = ®M,. Comme chaque M) est de dimension finie, son dual algébrique
M est encore de dimension finie. Posons MY := @&M}. On veut mettre sur
MY une structure de g—module. Définissons tout d’abord une anti-involution
7 de U(g). Pour cela, on fixe une base de b correspondant a la base A. On
fixe ensuite un vecteur X, dans g* pour toute racine positive a. On définit
ensuite X_, dans g~ de sorte que [X,, X _,] = H,. L’application linéaire 7
est alors définie par

T(H)=H VYHebh, 7(X,)=X_,et7(X_o)=X, VaecR.

Cette application s’étend canoniquement en un anti—automorphisme de U(g),
encore noté 7. Par exemple, si g = sl,, alors 7 est la transposition matricielle.

Lemme 2.1.4 L’application T fize le centre Z(g) point par point.

Démonstration. Soit & la restriction a Z(g) de la projection de U(g) sur U(h)
(voir la définition en 1.6). Montrons que 7 commute avec £. Soit Z € Z(g).
Notons Z = Z1+ Zs (Zy € U(h) et Zy € (n"U(g) +U(g)nT)) avec Z; = £(2).
Ecrivons Z; € U(h) sous la forme 7y = Y NH;, --- H;.. Alors 7(Z;) =
S NiH;, -+ H;,. D’autre part, £(7(Z2)) = 0 car 7(n"U(g)) C U(g)nT et
7(U(g)n") C n"U(g). Donc € et 7 commutent. Or, d’apres la proposition 1.6.1
on sait que ¢ est injectif. On vient de voir que £(7(Z2)) = 7(£(Z)) mais comme
E(Z) e U(h) et que U(h) est une algebre commutative, 7(£(Z)) = £(Z). Par
injectivité, on a bien 7(Z) = Z.

O

On définit 'action suivante sur M* : pour f € M*, on pose

(z- f)(v) = f(r(x) - v).

Or, on peut identifier M} avec les formes f de M* qui s’annulent sur les
M, pour p # A. Cela assure que 'action de g sur M* donne par restriction
une action sur M.

Il est clair que M est h—diagonalisable et que ses espaces de poids sont de
dimension finie. Mais il n’est pas clair qu’il soit de type fini. Nous reviendrons
sur ce point plus tard. Donnons néanmoins quelques propriétés évidentes de
cette dualité :



2.2 Induction parabolique 17

Proposition 2.1.5 1. L’application M +— MY est un foncteur exact et
contravariant, et MV = M.

2. Pour deuzx modules de poids M et N, on a (M & N)¥ = MY @& NY. En
particulier, si M est irréductible, MV aussi.

3. Si le module de poids M a un caractére central x alors MY aussi.

Démonstration.

1. Soit 0 = L — M — N — 0 une suite exacte. Alors la suite 0 — NV —
MY — LY — 0 est aussi exacte. En effet, si on note i I'injection de L
dans M. On définit 'application ¢V de MY dans LY par f +— foi. On
vérifie que iV est surjective. On définit de méme I'application p¥ de NV
dans MY par g — g o p et on vérifie que p¥ est injective. Il reste alors
a montrer que im(p") = ker(i"). Une forme dans im(p") s’annule sur
i(L) car la premiere suite est exacte. Ainsi im(p¥) C ker(i¥). Comme
les espaces considérés ici sont tous des h—modules, on conclut grace a
im(i) = ker(p) que im(p") = ker(i¥). Enfin, il est clair que (M) =
M car 7% = 1.

2. Ce point est clair.

3. Cela résulte aussitot du fait que 7 fixe point par point le centre de U(g)
d’apres le lemme 2.1.4.

0

Pour pouvoir étudier plus en détails la catégorie M(g, h) (et en particulier
ses modules simples), il nous faut a présent introduire la notion de module
induit.

2.2 Induction parabolique

Lorsque M € Mod(g), on peut considérer sa restriction a n’importe quelle
sous—algebre de g. Cela fournit une représentation de la sous-algebre. La
question naturelle qui se pose alors est peut—on faire la construction inverse,
c’est—a—dire partir d'une représentation d’une sous—algebre de g est ’étendre
de facon raisonnable a g. Nous présentons ici un cas particulier de ce type
de construction : I'induction parabolique.

Dans un premier temps, regardons la sous—algebre de Borel b de g. On a la
décomposition b = h@nt avec [h,nt] € nt. Etant donné une représentation
de b, on peut donc toujours I'étendre en une représentation de b en imposant
que nt agisse trivialement sur le h-module. D’autre part, un § —module
irréductible est de dimension 1 car h est commutative.
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Soit alors A € h*. On note C, 'espace vectoriel C muni de I'action de §
donnée par A :
h-z=MAh)z, Vheh, zeC.

On note encore C, le b—module obtenu par extension triviale. On pose
alors
V(A) =U(g) Dy Cx.
Cet espace est un g—module pour l'action par multiplication a gauche.
Plus précisement, pour z € g et u® z € V()A), on a

ru®z=(ru)®z=ad(z)(u) @z + (ur) 2. (2.1)
Ainsi, si € nt; on a donc
r-u®z=ad(z)(u)  z,
et siz €bh,ona
r-u®z=ad)(u) @z + ANz)u® 2.

De plus 1 ® C, est isomorphe a C, comme h—module. La restriction de
V(A) a b contient donc Cy. On appelle V(A) le module de Verma de plus
haut poids A. Rappelons les principales propriétés de ce module :

Proposition 2.2.1 1. Le module V(X) est un module de poids, isomorphe
aU(n™) comme espace vectoriel. De plus Supp(V (X)) C A — Q™.

2. Le module V() est indécomposable et posséde un unique sous—module
mazimal K ().

3. Soit pr la projection de V(X) sur 1QC, donnée par la décomposition de
V(A) en espaces de poids. Le module K () peut étre caractérisé comme
suit :

KN ={veV(\) : VuelUn), pr(u-v) =0}

4. Le quotient V/(X\)/K(\) est l'unique quotient irréductible de V(\). On
le note L(\).

Démonstration.

1. Vu comme g-module & gauche, U(g) est h—diagonalisable. Ainsi V(\)
est h—diagonalisable. Par construction, V'(\) est engendré par I’élément
1®1; il est donc de type fini. Comme n™ agit trivialement sur 1 ® C,,
comme espace vectoriel V(A) est isomorphe a U(n~) (I'isomorphisme
est 'application u € U(n™) — u®1 € V(\)). L’assertion sur le support
est évidente. Les espaces de poids sont de dimension finie car ils sont
en bijection avec les espaces de poids de U(n~) qui sont de dimension
finie.
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2. Remarquons que 'espace de poids A de V() est de dimension 1, en-
gendré par un élément non nul de 1 ® C,. Supposons que V(A) soit
décomposable : V(A) = M; @ M. Les modules M; sont alors des mo-
dules de poids comme sous—-modules d’un module de poids. En parti-
culier, I'espace de poids A dans V() est la somme des espaces de poids
A de M; et de M,. Comme cet espace est de dimension 1, il est inclus
dans un des deux modules, disons M;. Mais comme il engendre V (),
c’est que M; = V(A). Ainsi le module V() est indécomposable. Par le
lemme de Zorn, V' (\) admet un sous—-module maximal. Supposons qu’il
en existe deux, soient K et Ks. Alors K7+ Ky = V() par maximalité.
Comme précédemment, un des deux modules doit contenir ’espace de
poids A, ce qui contredit le fait que K; # V().

3. On vérifie sans mal que K (\) est bien un sous-module de V(). Il reste
a montrer qu’il est maximal. Soit A un module contenant strictement
K(X). Alors il existe dans K un vecteur v tel que pour un certain
u € U(n™), le vecteur u - v a une projection non nulle sur 1 ® C,. Le
vecteur u - v est encore dans K. De plus, on peut supposer que v est
un vecteur de poids. On a donc

u-v:1®z+ivi,

i=1

ou les v; sont des vecteurs de poids p; strictement plus petit que .
Ainsi, pour h € b,

he(u-v) =AML ® 2+ Z,Ui(h)vi-

Comme A # py, il existe hy € b tel que A(hy) # p1(hy). On considere
alors u - v — py(hy)u - v. C’est encore un vecteur de K. En continuant
ainsi de proche en proche, on montre que K contient un multiple de
1® z et donc contient 1 ® z et par suite K = V(A). D’ou la maximalité
de K ().

4. Comme K (A) est maximal, il est clair que V' (X)/K(A) est irréductible.
D’autre part, si K est un sous—module quelconque de V(A), les sous—
modules de V(A)/K sont en bijection avec les sous—modules de V()
qui contiennent K. Ainsi, si V(\)/K est irréductible, K est maximal
et donc K = K(\).

O

Nous donnerons d’autres propriétés de ces modules par la suite.
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Nous allons a présent généraliser la construction d’induction a des sous—
algebres plus grosses que la sous—algebre de Borel. Donnons nous une base
A du systeme de racines R de la paire (g,h). Fixons une partie 6 de A.
Nous avons rappelé comment construire une sous—algebre de Levi [y et un
parabolique py. On a la décomposition suivante :

Po = lp ® ﬂ;, avec [[g,n;] C ﬂ;.

Ainsi étant donné un lp—module N, on peut I’étendre en un py—module
toujours noté N en posant ny - N = 0. On pose alors

V((g, N) = U(g) Qu(py) N.

Nous noterons parfois Va (6, N) pour insister sur la base A choisie. Nous
appellerons V (6, N) un module de Verma généralisé (MVG). Le cas des mo-
dules de Verma correspond au cas § = (). On a alors la proposition suivante
(généralisant la proposition analogue pour V(\)) :

Proposition 2.2.2 Soit N € M(ly, h) irréductible.

1. Le module V :=V (6, N) est un module de poids. Son support satisfait
Supp(V) C Supp(N) — Q**

2. Le module V' est indécomposable et posséde un unique sous—module
mazimal K (0, N).

3. Soit pr la projection de V (0, N) sur 1@ N donnée par la décomposition
de V(6,N) en espaces de poids. Le module K (6, N) peut étre caractérisé
comme suil :

KO,N)={veV :Yuelun)), pr(u-v) =0}

4. Le quotient V(6,N)/K(8,N) est l'unique quotient irréductible de V.
On le note L(0,N). De plus, l'image de 1 @ N dans L(6,N) est iso-
morphe a N comme ly—modules.

Démonstration. Pour le premier point, il suffit de remarquer que V' est iso-
morphe a U(n, ) ® N comme h-module. Pour le deuxieme point, nous ren-
voyons a [11, prop. 3.3]. Ici I'irréductibilité de N est nécessaire. La preuve du
troisieme point et du quatireme point est identique a celle de la proposition
2.2.1.

U

Dans la suite, nous appellerons tnduit parabolique tout module irréductible
de la forme L(6, N) pour une sous—partie 6 de A.
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Pour un g-module M, on note M " le sous—espace suivant :
M ={veM :nj v=0}
C’est un sous—lg—module de M. De plus, on a

Proposition 2.2.3 (Réciprocité de Frobenius, [11, prop. 3.1])
Soit N € M(lp,h). Soit M € M(g,b). Alors il existe un isomorphisme
naturel
@y 2 Hom(V(0,N), M) = Hom,, (N, M"™).

Démonstration. Pour f € Hom(V(6,N), M), on pose ®p n(f) = fnZ o(l®
idy) ou f"g est la restriction de f a 1 ® N. On vérifie que cette application
convient.

0

Proposition 2.2.4 (Propriété universelle des MVG, [11, prop.3.6])

Soit M € M(g,h). Supposons que M soit engendré par un sous—lg—module
N de M™ . Alors il existe un unique morphisme de g—module ¢ de V (0, N)
dans M qui envoie 1 ® n sur n. De plus cette application est surjective.

Démonstration. L’existence est un cas particulier de la proposition précédente.
L’application est unique et est de plus surjective car N engendre M.

0

Théoréeme 2.2.5 Les applications L : N +— L(O,N) et F : M — Mme
déterminent une correspondance bijective entre les lg—modules de poids irrédu-
ctibles et les g—modules de poids irréductibles M tels que M®s # {0}.

Démonstration. Montrons d’abord que si M est un module de poids irréducti-
ble, alors M " est un [,—module de poids irréductible s’il est non nul. C’est
clairement un module h—diagonalisable, avec espaces de poids de dimension
finie. Il suffit donc de montrer qu’il est irréductible. Soit N un sous—ly—
module non nul de M“g, que 'on peut supposer irréductible. Comme M
est irréductible, M = U(g)N. On déduit de la proposition 2.2.4 une surjec-
tion de V (0, N) sur M. Le noyau de cette application est donc inclus dans
K(0,N) (car le morphisme est non nul et que N est irréductible). Comme
M est irréductible, on en déduit que M est isomorphe a L(6, N), d’apres la
partie 4 de la proposition 2.2.2.

Montrons a présent que N est isomorphe a L(6, N )“3 en tant que lp—
module. Soit p la projection de V(, N) sur L(#, N). On a donc un morphisme
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®(p) de lp-modules de N dans L(#, N)% via la proposition 2.2.3. Comme N
est irréductible, le noyau de ®(p) est réduit a {0}. Vérifions que ®(p) est
surjective. Soit m € L(6, N )“3 un vecteur non nul de poids A. Supposons que
m & ®(p)(INV). Alors m € L(0, N) est I'image par la projection p d'un vecteur
v € V(0,N) de méme poids A n’appartenant pas a 1 ® N. Soit u € U(ny)
un vecteur de poids tel que le poids de u - v € Supp(N). Alors u-v = 0 car
sinon u - v € 1 ® N (d’apres la proposition 2.2.2(1)) et comme ®(p)(N) est
un isomorphisme sur son image, on aurait ®(p)(u - v) # 0. Ceci prouve que
pour tout u € U(n, ) vecteur de poids, pr(u-v) =0 (ol pr est la projection
définie dans la proposition 2.2.2(3)) et donc que v € K (0, N) contredisant le
fait que p(v) = m # 0. Ainsi ®(p) est un isomorphisme. On en déduit donc
que M w2 N,

0

2.3 Modules cuspidaux. Modules de poids
irréductibles

Définition 2.3.1 Soit a € R. Un module de poids M est dit a—cuspidal
si tout X € g* \ {0} agit sur M injectivement. Il est dit cuspidal s’l est
a—cuspidal pour toute racine .

Remarque 2.3.2 Si M est un module de poids cuspidal et irréductible, alors
tous les espaces de poids non triviaux ont méme dimension (qui est alors égal
au degré de M ). En effet, si « € R, le vecteur X, applique My dans My,
et l'application est une application linéaire injective par cuspidalité. Donc
dim(M,) < dim(Myyo). On obtient l'inégalité contraire en regardant X _,
qui applique My, dans M. Lirréductibilité de M permet de conclure que
tout vecteur de poids de M est obtenu comme l'tmage d’un espace de poids
fixzé de M par laction de U(g).

Les modules de poids irréductibles ont un comportement particulierement
simple vis—a—vis des X, :

Lemme 2.3.3 Soit M un module de poids irréductible. Alors X, est injectif
sur tout M ou localement nilpotent sur tout M.

Démonstration. Soit o € R. Posons

M .={veM :3n>0 X" v=0}
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Observons que M est un sous-module de M. En effet, soit v € M et
soit u € U(g). Montrons que u - v € M Or, on a

=0

X" (u-v) = (Z ad(Xa)m—i(u))Q;) -

D’olt notre assertion. Comme M est irréductible, ou bien Ml = M (auquel
cas X, est localement nilpotent sur tout M) ou bien Ml = {0}. Dans ce
dernier cas, X, est injectf sur tout M (car un vecteur dans le noyau doit étre
a fortiori dans M),

0

On note alors
RI (M) ={a € R : X, est injectif sur M},

RN(M) ={a € R : X, est localement nilpotent sur M}.

Le lemme précédent affirme que pour un module de poids irréductible on
aR =R (M)URY(M). Onnote R¥(M) = {a € RN(M) : —a € RN(M)}
la partie symétrique de RN (M) et RY (M) = {a € RN (M) : a ¢ RY (M)}
sa partie antisymétrique.

On a aussi le lemme suivant :

Lemme 2.3.4 (Benkart, Britten, Lemire, [1, lem 4.7]) Soit M un mo-
dule de poids irréductible.

1. Soient o, B € RI(M). Alors si a + 3 est une racine, on a o+ f3 €
RI(M).

2. Soient o, B € RN(M). Alors si o+ 3 est une racine, on a o + 3 €
RN(M).

3. Soit a € RL(M). Soit 3 € RY(M). Alors a+ 3 € R.

4. 1l existe une base A de R telle que les racines de RY (M) sont toutes
positives relativement a A. Une telle base étant fivée, A N RL(M) est
une base de RI(M).

Démonstration.

1. Sia+ B ¢ RI(M), alors c’est une racine de RY(M). Comme X, et
X3 sont injectives, pour tout A € Supp(M) on a A + Na C Supp(M)
et A+ NS C Supp(M). On en déduit aussitot que A + N(a + ) C
Supp(M). Ceci est impossible si X, 4 est localement nilpotent (auquel
cas {\+ N(a+ 8)} N Supp(M) doit étre un ensemble fini).
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2. C’est le corollaire 2.7 de [11].

3. Supposons que « + [ soit une racine. Alors cette racine est soit dans
RI(M) soit dans R™(M). Dans le premier cas, f = (a + 3) + (—«)
serait aussi dans RY(M). Dans le deuxieme cas, a = (a + ) + (=f)
serait dans RY(M). On a donc une contradition dans les deux cas.

4. Remarquons que R (M) est une partie close antisymétrique. En effet,
soient a et 3 deux racines de RY(M). Supposons que a + 3 soit une
racine. Alors a+ 3 € RY (M) d’apres le deuxiéme point. Mais —a—f3 &
RN(M) car sinon —a = (—a — ) + 8 € RY(M) contrairement a
I’hypothese sur «. L’existence d'une base ayant la propriété voulue
résulte alors de la proposition 22 p.163 de [5]. Pour la deuxieme partie
de l'assertion voir [1, lem 4.7(iv)].

O

Nous pouvons alors énoncer le

Théoréme 2.3.5 (Fernando, [11, thm. 4.18], [29, thm. 1.2])

Soit M un module de poids irréductible. Posons | := b & gRg(M). Alors |
est une sous—algebre de Levi de g. Notons u := gRN(M). La sous—algebre G u
est une sous—algebre parabolique dont | est la sous—algebre de Levi. Le module
M*" des vecteurs invariants sous w est un [-module irréductible cuspidal et

M = L(RI(M) URN (M), M*).

Démonstration. Du lemme précédent on déduit que RL(M) U RN (M) est
une partie parabolique standard pour un choix d’une base A de R. La sous—
algebre parabolique associée est [Gu; la sous-algebre de Levi correspondante
est [ en vertu du méme lemme. Si RY (M) est vide, le théoréme est trivial.
Sinon, par définition de R (M), le module M* est non nul. Il est irréductible
d’apres le théoreme 2.2.5 et clairement cuspidal. L’induction est alors une
conséquence du théoreme 2.2.5.

0

Ainsi tout module de poids irréductible est induit a partir d’un module
cuspidal irréductible. Cependant il n’existe pas de modules cupsidaux pour
toutes les algebres de Lie :

Théoréme 2.3.6 (Fernando, [11, thm. 5.2]) Soit g une algébre de Lie
simple sur C. S’ existe un g—module cuspidal, alors g est de type A ou C'.

La démonstration fait appel a la dimension de Gelfand—Kirilov. Nous ren-
voyons a [11] pour une preuve.

Une conséquence non triviale des résultats de Fernando est le théoreme
suivant :



2.4 Construction des modules cuspidaux 25

Théoréme 2.3.7 (Fernando, [11, thm. 4.21]) Tout module de la catégo-
rie M(g,b) est artinien et admet donc une suite de Jordan—Hélder.

Rappelons enfin un résultat de Lemire (voir [25]). Rappelons que U(g)o
désigne l'espace de poids 0 pour I'action adjointe de b sur U(g) (c’est aussi
le commutant de b dans U(g)).

Théoréme 2.3.8 (Lemire, [25, thm. 1], [10, Ex.7.8.7(f)])

Soit M un module de poids irréductible. Soit X € Supp(M). Alors M)
est un U(g)o—module irréductible. Réciproqguement, soit N un U(g)o—module
irréductible de dimension finie. Alors il existe un unique module de poids M
wrréductible tel que N soit un espace de poids de M.

2.4 Construction des modules cuspidaux

Le théoreme de Fernando 2.3.5 ramene la classification des modules de
poids irréductibles a celle des modules cuspidaux pour une sous—algebre de
Levi. Bien sur, d’apres le théoreme 2.3.6, il suffit de connaitre les modules
cuspidaux pour les algebres simples de type A et C'. La construction de ces
modules est délicate. Nous nous contenterons ici d’en donner une ébauche.

Dans un premier temps, D. Britten et F. Lemire ont donné une construc-
tion (totalement explicite) des modules de poids cuspidaux irréductibles de
degré 1 (c’est—a—dire rappelons—le des modules dont les espaces de poids non
triviaux sont de dimension 1). Cette construction utilise 'algebre de Weyl.
Par la suite, O. Mathieu a donné une construction (non explicite) des modules
de poids cuspidaux irréductibles de degré (fini) quelconque. Une construction
explicite de certains modules cuspidaux pour 'algebre de Lie sl, a ensuite
été obtenue par V. Mazorchuk via des formules de Gelfand—Zetlin.

L’algebre de Weyl Wy est 'algebre associative engendrée par les 2NV
générateurs qi,...,qn €t p1,...,py satisfaisant les relations suivantes :

[qiaqj] =0= [piapj]a [pHQJ] = 51]

On peut penser a Wy comme a une algebre d’opérateurs différntiels agis-
sant sur C[zy, ..., xy] en identifiant 'action de ¢; avec la multiplication par
x; et celle de p; avec la dérivée par rapport a la variable x;. Cette facon de
voir Wy permet de construire un certain nombre de représentations comme
suit. Soit a € (C — Z)N. Un N-uplet b de complexes est dit a—admissible si
b; — a; € Z pour tout i. On note P(a) 'ensemble des N-uplets complexes
a—admissibles. A chaque N—uplet b de complexes a—admissible on attache un
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vecteur noté x(b). Soit W (a) 'espace vectoriel de base x(b) (b € P(a)). On
fait de W (a) un Wy-module pour l'action suivante :

gi-x(b)=x(b+¢) pi-xd) =Dbzb—e¢),

ol ¢; désigne le N—uplet dont toutes les composantes sont nulles sauf la i—eme
qui vaut 1. On a alors la

Proposition 2.4.1 (Benkart—Britten—Lemire, [1, thm 2.9]) Soit a €
(C—2Z)N. Le Wy-module W (a) est irréductible.

Pourquoi s’intéresse-t—on ici a Wy 7 Considérons la matrice élémentaire
E;; de taille n et I'application E;; — ¢;p;. Cette application donne un mor-
phisme d’algebres de Lie injectif de gly dans Wy. En particulier I’algebre
de Lie de type Ay_1 peut se plonger dans Wy. On peut aussi réaliser C'y
dans Wy comme la sous-algebre de Lie engendrée par {¢;pj, pip;, ¢iq; | 1 <
i,7 < N}. On peut donc obtenir des modules irréductibles pour ces algebres
par restriction de Wy-modules. On pose alors M (a) le sous—espace de W (a)
engendré par les z(b) tels que > (b; — a;) € 27 et N(a) le sous—espace de
W (a) engendré par les x(b) tels que > (b; — a;) = 0. On a alors le

Théoréme 2.4.2 (Benkart—Britten—Lemire, [1, prop. 2.12 et 5.5])

Soit a € (C —Z)N. Alors M(a) est un Cy-module de poids irréductible
cuspidal de degré 1 et N(a) est un Ax_1-module de poids irréductible cuspidal
de degré 1. Réciproquement tout Cy—module de poids irréductible cuspidal de
degré 1 est isomorphe a un M(a) et tout Ax_1—module de poids irréductible
cuspidal de degré 1 est isomorphe d un N(a).

On a ainsi obtenu la classification complete des modules de poids irréducti-
bles cuspidaux de degré 1. La classification est de plus explicite et I’action de
g est décrite complétement. Donnons ici l'action de certains éléments (toutes
les autres actions peuvent se calculer en utilisant les équations donnant 1’ac-
tion de Wy sur z(b)). Si g = A1, on note les racines simples aq, ..., ay en
suivant la numérotation de Bourbaki [5]. L’action est la suivante :

He,x(b) =(by — bysr )z (b) (2.2a)
Xail'(b) :bH_ll'(b — €i+1 + 6,‘) (22b)
X_aiﬁ(b) :bzﬁ(b — € + €i+1) (226)
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Si g = Cy, on note les racines simples aq, ..., ay en suivant la numérotation
de Bourbaki. L’action est la suivante :

(bi — bis1)x(b) sii<n
Ho,x(b) = { (b + Dz(b) sii=n

. bi+1$(b — €41t 61) sit<n
Xaz(b) = { sx(b+ 2e,) sii=mn (2.3b)

(2.3a)

. bix<b_€i+€i+1> sit<n

Xoo(b) = { —3b,(by — Dz(b—2¢,) sii=n (2.3¢)

Nous allons maintenant présenter brievement la classification de Mathieu.

La notion essentielle est celle de famille cohérente. Une famille cohérente de
degré d est un g—module h—diagonalisable M tel que

dim(M,) = d, V) € b*,

Vu€U(go, A€ bh” — tr(un,) est polynomiale en .

Le support d’une famille cohérente est donc égal a h* tout entier. Une
famille cohérente est dite semi—simple si ¢’est un g—module semi—simple.
Une fibre de la famille cohérente M est un sous—g-module de M de la forme

M(t] := Brer M

pour t € h*/Q. Le module M est somme directe de toutes ses fibres. Une
famille cohérente est dite irréductible si une de ses fibres est un g—module
irréductible. Dans ce cas, Mathieu a prouvé que presque toutes les fibres sont
irréductibles (29, lem 4.7]).

Mathieu a montré que les sous-modules M|t] sont de longueur finie. On
peut donc les remplacer par leur semi-simplifié M[t]** (c’est—a—dire par la
somme directe des facteurs de composition d'une suite de Jordan-Hélder).
On construit ainsi le semi-simplifié de M en posant M** = @y o M|t]*. Si
L est un module de poids de degré fini d et de dimension infinie, on appelle
extension cohérente de L toute famille cohérente de degré d contenant L
comme sous—quotient. On a alors la

Proposition 2.4.3 (Mathieu) Soit L un module de poids de degré d et de
dimension infinie.
1. Alors il existe une unique extension cohérente semi—simple de L, notée
EXT(L).
2. L’extension EXT (L) est irréductible. Tout sous—module de dimension

infinie de EXT (L) est un module de poids de degré d et a méme ex-
tension que L.
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3. Tous les sous—module simples de EXT (L) ont méme caractere central.

4. St M est une extension cohérente de L, alors M?*® est isomorphe a

EXT(L).

Démonstration. Voir [29, prop 4.8].

Mathieu a alors montré le

Théoréme 2.4.4 (Mathieu) Soit M une famille cohérente de degré d.

1. Il existe un ensemble Zariski—fermé Sing(M) de h*/Q tel que pour
tout t ¢ Sing(M), la fibre M(t] est un module de poids irréductible et
cuspidal de degré d.

2. Tout module de poids irréductible et cuspidal de degré d apparait comme
fibre d’une famille cohérente de degré d.

3. Toute famille cohérente semi—-simple de degré d irréductible est iso-
morphe a [’extension d’un module irréductible de plus haut poids de
dimension infinie et de degré d.

Démonstration. Voir 29, prop 5.4, prop 6.2].

Le dernier point du théoreme 2.4.4 ramene ’étude des familles cohérentes
semi—simples irréductibles a 1’étude des modules de plus haut poids de di-
mension infinie dont le degré est fini. Cette étude fait l'objet des théoremes
8.6 et 9.3 de [29].

Pour finir, nous allons donner la construction de V. Mazorchuk via les
formules de Gelfand—Zetlin. Nous renvoyons a pour les généralités concernant
ces formules. Nous supposons ici que g = sl,,. Soit m = (mq,...,m,) € C"
tel que m; —m;y1 € N* pour i > 2. Soit z = (21,...,2,_1) € C"! tel que
T, — X1 & Z pour tout i, x,_1 —my € Z, et x; — mo & Z pour tout i. On
considere les tableaux [I] = (l;;)1<i<n1<j<:i tels que

1. l,; =mj,

2. y—a;,€Z,pour 1 <i<n-—1,

3. lij—1lis1j €N, pouri>3etj>2,

4. li—1;—lij41 € N*, pour i >3 et j > 2.

On note T'(m,x) 'ensemble des tableaux [I] ayant les propriétés ci-dessus.
Soit M (m, x) le C—espace vectoriel de base T'(m, x). Notons que la condition
2 ci—dessus implique que M (m, x) est de dimension infinie. On met alors une



2.5 Extensions de modules cuspidaux 29

action de sl,, sur M(m,x) via les formules de Gelfand—Zetlin suivante :

)

Ciiv1 - [l] = — Z a:fj([l])[l + 5i’j] (2.4)
ciia 1) =Y aiy (1D~ 5), 25)

ou 6% désigne le tableau tel que (6%7)x; = 8;x0;, et ou

U (L — lisag)

at ([l]) = 2=k=L .
) [Thcinrzy (i —lik)

On peut vérifier que les formules de Gelfand—Zetlin définissent bien une struc-
ture de sl,~—module sur M(m,z) (voir [31, lem 1]). On a alors le résultat
suivant :

Théoréme 2.4.5 [31, 33] Si my — mgy & Z ou s’il existe v > 1 tel que
my = m, ou si my —mg € N* ou si m,, — my € N*, alors le module M(m, x)
est un module simple cuspidal de degré fini.

2.5 Extensions de modules cuspidaux

2.5.1 Cas de sly

Dans cette section uniquement, g désigne 'algebre de Lie sl,. On note
(X, H,Y) le sly—triplet satisfaisant

[H,Y]=2Y, [H X]=-2X, [V,X]=H.

On considere la catégorie C des g—modules de poids cuspidaux. Dans ce cas,
on a une description simple des irréductibles.

Proposition 2.5.1 Soit M un module irréductible dans C. Alors M est de
degré 1. En particulier il existe ay,as € C\ Z tel que M = N(ay,as).

Démonstration. Comme M est irréductible 'opérateur de Casimir €2 de Z(g)
agit scalairement sur tout M. Or, Q) = %HQ + H + 2XY. Donc, XY agit
scalairement sur tout M. Par conséquent, U(g)o agit diagonalement sur tout
M car l'algebre U(g)o est engendrée (en tant qu’algebre) par H et XY.
Comme chaque espace de poids de M est un U(g)p—module irréductible (c’est
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la partie facile de la correspondance de Lemire, voir théoréeme 2.3.8), on en
déduit que M est de degré 1.
U
Nous allons & présent décrire Ezts (M, N) (que nous noterons simplement
Exzt'(M,N)) lorsque M et N sont deux g—modules de poids irréductibles
et cuspidaux. Rappelons que nous avons vu au chapitre 1 (section 1.5) que
Ezt'(M, N) est 'ensemble des classes d’équivalence de suites exactes courtes
de la forme
0—-N-—>M —M-=O0.

D’apres la proposition 1.5.2, ces suites exactes sont paramétrées par des co-
cycles ¢ € Home(M, N). Si M € C, la condition de cuspidalité assure que X
vu comme opérateur de M est bijectif et donc inversible. Nous noterons X —*
I'opérateur réciproque sur M.

Théoréme 2.5.2 (Grantcharov, Serganova) Soient M et N des g—mo-
dules simples cuspidauz. Alors si M % N, Ext'(M,N) est trivial. D autre
part Ext'(M, M) = C. Plus précisement, dans ce dernier cas, d un cobord

pres, toute extension correspond a un cocyle ¢ vérifiant c(H) =0 = ¢(X) et
c(Y)=0X"'oubeC.

Démonstration. Nous donnons ici une preuve différente de celle de [14]. Suppo-
sons que Ext'(M, N) est non trivial. Soit (S) une extension non scindée. Soit
xn~ et xar les caracteres infinitésimaux de N et M respectivement. D’apres le
corollaire 2.1.3, le module M’ peut se décomposer en M’ = @ M'*. Comme
I'injection de N dans M’ est une application de g-modules, son image est
inclus dans M*¥. D’autre part, la projection de M’ sur M est aussi une ap-
plication de g-modules. Donc I'image de M'* est nul sauf si x = y»;. Comme
le noyau de la projection est égale a I'image de l'injection, on en déduit donc
que M' = M @ M Si xy # xu, alors on doit avoir MY = N et
M = M. Cela implique que la suite (S) est scindée. Cette contradiction
assure que Yy = xu. D’autre part, comme N, M et M’ sont semi-simples
comme h-modules, le lemme 1.5.1 implique que M’ = N & M comme bh—
modules. Comme M et N sont cuspidaux, leurs supports sont de la forme
A+ 2Z (pour A € h*) et sont donc égaux ou disjoints. Si les supports sont
disjoints, alors la suite (S) est scindée. En effet, 'action de X,Y, H sur un
vecteur de poids A fixé le transforme en un vecteur de poids appartenant a
A + 2Z. Cela prouve que le h—module isomorphe a M inclus dans M’ est un
g-module, et est donc isomorphe a M comme g-module. Ainsi les supports
de M et de N sont les mémes. On en déduit alors que 'action de H, de 2
et donc aussi de XY sur M, et Ny sont les mémes. Ainsi les U(g)o—modules
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M, et N, sont isomorphes. La correspondance de Lemire (théoreme 2.3.8)
implique alors que M = N.
On peut donc supposer M = N. Considérons donc la suite exacte courte

(S): 0=>M— M — M — 0.

Soit ¢ le cocyle correspondant. On a vu ci-dessus que (5) est scindée comme
suite de h—modules. On peut donc supposer que ¢(H) = 0. En utilisant la
relation de cocyle pour l'identité [H, X| = —2X et ¢(H) = 0, on trouve alors
—2¢(X)(m) = H - ¢(X)(m) — ¢(X)(H - m), ou encore

H - (e(X) (m)) =e(X)(H -m) — 2¢(X)(m). (2.6)

Soit A € b* un poids apparaissant dans le support de M. Par cuspidalité,
les poids de M sous b sont (tous) les éléments de A + 2Z. On fixe m,, un
vecteur de poids p dans chaque espace de poids (de dimension 1 d’apres
la proposition précédente) de M. D’apres 1'équation (2.6), ¢(X)(m,) est un
vecteur de poids u — 2. Comme les espaces de poids sont de dimension 1
par la proposition qui précede, on en déduit qu’il existe k(u) € C tel que
c(X)(m,) = k(p)m,—o. D’autre part, X - m, est aussi un vecteur de poids
p — 2 et donc il existe a(p —2) € C tel que X -m,, = a(p —2)m,_o. Comme
X est injectif sur M par cuspidalité, on a a(u — 2) # 0.

Fixons ¢(A) € C. Alors, on peut définir une fonction ¢ sur A + 27 a
valeurs dans C grace aux relations ¢(u) — ¢(u — 2) = k(p)/a(p —2). On
définit alors une application linéaire ¢ sur M par ¢(m,) = ¢(p)m,,. Calculons
A= X-p(my,)—p(X-my,). Ona A = (¢(u)o(p—2)—a(u—2)¢(u—2))m,» =
k(p)my—o = c(X)(m,,). Ainsi on a montré que ¢(X) = [X, ¢|. D’autre part,
on a par construction de ¢, ¢(H) = [H,¢|. Comme g € g — [g,¢| est un
cobord, on peut donc supposer que ¢(H) =0 = ¢(X).

Comme ci—dessus, on a

H- (e(Y)(m)) =e(Y)(H - m) + 2¢(Y)(m). (2.7)

De plus, on a 0 = ¢([Y, X])(m) = c¢(Y)(X -m) — X - ¢(Y)(m). On déduit
de I'équation (2.7) qu’il existe x'(1) € C tel que ¢(Y)(m,) = &' (1)m,12. On
déduit de ¢(Y)(X -myq0) = X-c(Y)(myi2) que a(p)r' (1) = &' (p+2)a(u+2).

Donc le produit ax’ est constant. Ainsi il existe b € C tel que k' = bi.
Autrement dit ¢(Y) = bX ! car X 'm,, = ﬁmwg par définition de a(u).
O

Remarque 2.5.3 Plus généralement, Grantcharov et Serganova ont été les
extensions entre modules cuspidauz de s, dans [14]. Voir aussi [33] pour une
autre approche.
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2.5.2 Cas de sp,,

Nous rappelons ici un résultat de Britten, Khomenko, Lemire et Mazor-
chuk :

Théoréme 2.5.4 (BKLM) Tout sp,,,—module de poids cuspidal est somme
direct de modules de poids cuspidaux irréductibles.

Démonstration. Voir [6, thm. 1]. On trouvera une autre approche de ce
résultat utilisant la théorie des carquois dans [13].

2.6 Dualité pour les modules de poids

La construction de Mathieu des modules cuspidaux permet de prouver la
proposition suivante :

Proposition 2.6.1 Soit M € M(g,b) irréductible. Alors M est isomorphe
a M.

Démonstration. Commencons par le montrer pour les modules irréductibles
de plus haut poids. Soit L(A) un tel module. Montrons que L(\)Y est aussi
un module de plus haut poids A. Soit v un vecteur de plus haut poids. Soit
v* la forme linéaire qui vaut 1 sur v et 0 sur les espaces de poids u # A de
L(A). Alors v* € L(A)Y est de poids A. Soit X, € n*. Soit w un vecteur de
poids p de L(\). Alors (X, - v*)(w) = v*(X_, - w). Cette expression est donc
nulle sauf si le poids p — o de X_,, - w vaut A. Or, les poids de L(\) sont
tous plus petits que X. Donc X, -v* = 0. D’autre part, d’apres la proposition
2.1.5, L(\)Y est irréductible. On en déduit donc la proposition dans ce cas.

Supposons a présent que M soit cuspidal. D’apres le deuxieme point
du théoreme 2.4.4, M = M]Jt] pour une extension cohérente semi-simple
irréductible M d’un module irréductible de plus haut poids L(A) (de di-
mension infinie et de degré fini). Or, il est clair que le dual d’une famille
cohérente semi—simple irréductible est encore une famille cohérente semi—
simple irréductible (pour l'irréductibilité il s’agit de la proposition 2.1.5).
D’autre part comme L(A) est un sous—quotient de M et comme le foncteur
VY est exact, MY contient L(A)Y = L(\) comme sous—quotient. Par I'unicité
de la proposition 2.4.3, on déduit que MY = M. Or, M"Y apparait comme
quotient de MY et a les mémes espaces de poids que M. Comme M = M]t],
cela force M = M.

Passons au cas général. Par le théoreme 2.3.5 de Fernando on sait que
M est induit a partir d’'un module cuspidal. Si le module cuspidal est tri-
vial, alors M est un module de plus haut poids et la proposition est déja
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montrée. Si I'induction est triviale (i.e. si M est cuspidal), la proposition
est aussi montrée. On suppose donc que M = L(0,C) avec 6 une partie
propre de A. Les espaces de poids de C sont des espaces de poids de M. Plus
précisement si A est un poids de C, on a C\ = M, (M est un quotient de
V (0, C) isomorphe comme h-module a U (n, ) ® C). Comme C' = C¥ d’apres
ce que nous venons de voir, les espaces C) et C§ sont isomorphes comme
U(g)o-module (par la correspondance de Lemire, théoreme 2.3.8) et donc M,
est isomorphe a M;. D’autre part, M"Y est irréductible (d’apres la proposi-
tion 2.1.5). La correspondance de Lemire (théoreme 2.3.8) permet alors de
conclure & 'isomorphisme entre M et M.

0

Corollaire 2.6.2 Soit M € M(g,h). Alors M et MY sont tous deux de
longueur finie et ont les mémes facteurs de composition. En particulier, MY
est de type fini et est donc un module de poids.

Démonstration. Le module M est de longueur finie d’apres le théoreme 2.3.7.
Le résultat sur MY est alors une conséquence immédiate de la proposition
ci-dessus et de l'exactitude du foncteur ¥ (proposition 2.1.5).

0






Chapitre 3

Exemples de catégories de
modules

Dans toute cette partie, g désigne une algebre de Lie simple définie sur
le corps C des nombres complexes et fh désigne une sous—algebre de Cartan
fixée. Nous notons R le systeme de racines associé a la paire (g, h). Pour une
racine a € R, nous poserons g¢ 'espace radiciel associé. Plus généralement,
pour S C R, nous noterons g° := @,c5g”. Nous fixons également une base
A de R. Nous en déduisons une décomposition triangulaire de g de la forme
g=n" ®bhdn*. Nous posons Q = > AZaet Q" =5 . Z" o Pour
S C A, (S) désigne les racines de R qui s’écrivent a I’aide des racines simples
contenues dans S. Enfin, nous notons U(g) Ialgebre enveloppante de g et
Z(g) son centre.

Le but de ce chapitre est de présenter certaines sous—catégories pleines
de M(g,bh). Nous commencons par la catégorie @ de Bernstein—-Gelfand—
Gelfand, pour laquelle nous présenterons aussi certains résultats sur les mo-
dules projectifs. Ensuite nous donnerons deux généralisations de cette catégo-
rie, I'une d’elles faisant intervenir la notion de cuspidalité. Enfin, nous don-
nerons quelques idées concernant la récente notion de modules de Harish—
Chandra généralisés.

3.1 La catégorie O de Bernstein—Gelfand—
Gelfand

Nous avons introduit dans le chapitre précédent la catégorie M(g,b)
des modules de poids. Nous avons décrit les irréductibles de cette catégorie
(théoreme 2.3.5). En particulier, nous avons vu que les modules cuspidaux
sont en général difficiles a construire explicitemement. Nous allons construire

35
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une sous—catégorie pleine de M(g, ) dont I’étude est plus facile.

Définition 3.1.1 (Bernstein—Gelfand—Gelfand, [2]) La catégorie O est
la sous—catégorie pleine de la catégorie M(g,h) des modules de poids M qui
sont de plus U(nt)—fini, i.e. tels que dimU(nT)m < oo pour tout m € M.

Rappelons que 1'on note M, 'espace de poids A € h* du module M de
la catégorie O et Supp(M) V'ensemble des éléments A € h* pour lesquels
M, # {0}. Par abus de notation, nous écrirons M € O pour dire que M est
un objet de la catégorie O.

Pour A € h*, nous avons vu comment construire le module de Verma V()
de poids A et son quotient irréductible L(\).

Donnons a présent les propriétés de base de la catégorie O.

Proposition 3.1.2 Soient M, N € O.

(1) Tout sous—module et tout module quotient de M est dans la catégorie O.
De plus M & N est aussi dans la catégorie O.

(2) Il existe A1, ..., N\, € b* tels que Supp(M) C UL, (N — Q).

(8) Les modules de dimension finie sont dans la catégorie O et si F' est un
tel module, le foncteur M € O +— M ® F € O est exact.

(4) La catégorie O est abélienne, noethérienne et artinienne.
(5) Les modules V() et L(X\) sont dans la catégorie O.

(6) Les modules irréductibles de la catégorie O sont exactement les L(\)
pour \ € h*.

Démonstration.

(1) On a déja montré un analogue de ce point pour M(g, b). Il suffit donc
de vérifier dans chacun des cas que la propriété de n*—finitude est bien
conservée, ce qui est clair.

ar hypothese sur M, il existe mq,...,m, € M, que nous pouvons sup-
2) Par hypothe M, il exist ¢ EM
poser étre des vecteurs de poids, engendrant M :

M = ZU(g)ml

Pour chaque i, M; := U(n")m; est de dimension finie et stable sous b.
Par le théoreme de Poincaré-Birkhoff-Witt (PBW), on a

M=) U@n")M,.
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(4)
()

(6)

Pour tout 4, le module U (n~) M; est stable sous b et est donc h—diagonali-
sable et ses espaces de poids sont de dimension finie car M; est de di-
mension finie et car les espaces de poids de U(n~) sont de dimension
finie. L’assertion sur Supp(M) découle de M = > U(n~)M; et du fait
que M; étant de dimension fini a ses poids majorés par un élément \; de
h* (remarquons que \; n’est pas nécessairement un poids de M;).

Le fait que les modules de dimension finie sont dans O est clair. L’exacti-
tude du foncteur a déja été montrée pour M(g, b). Il suffit juste de vérifier
que M ® F est encore n™—fini. Il suffit de le faire pour m® f € M ® F.
Alors comme M est nT—fini, U (n")m est de dimension finie. De méme
UnT)f C F est de dimension finie. Or si X € n, alors X - (m® f) =
(X m@f+ma(X-f). Donc U(n")(m® f) est de dimension finie car
inclus dans U (n*)(m) @ F.

Ce point découle clairement du résultat analogue dans M(g,h) (propo-
sition 2.1.2).

I1 suffit de montrer que V(A) € O car O est stable par quotient. Or,
V(A) 2U(n") ® C comme espace vectoriel. L’assertion s’en déduit aus-
sitot.
Le module M est n*—fini. Donc il existe v € M non nul tel que n™-v = 0 et
on peut choisir pour v un vecteur de poids A. Comme M est irréductible,
il est engendré par ce vecteur v. La propriété universelle du module de
Verma V() (proposition 2.2.4) et 'unicité d'un sous-module maximal
de V() (proposition 2.2.1(3)) permet alors de dire que M est isomorphe
a L(\).

U

Soit M € O. Notons

QM) ={xeZ2(g)"|ImeM—-{0},Zm=x(Z)m VZe Z(g)}.

Proposition 3.1.3 Soit M € O.
(1) Le module M est Z(g)—fini et [’ensemble Q(M) est fini et non-vide.
(2) Notons MX := {m € M |3k eN, (Z—-x(Z2)rm =0 VZ € Z(g)}.

C’est un sous—module de M et M = ®yconr M.

Démonstration.

(1)

D’apres la proposition 2.1.2, le module de poids M est Z(g)—fini. Mon-
trons que Q(M) est non vide. Soit v un vecteur de plus haut poids et
notons A son poids. Un tel v existe car M est nT—fini. Alors U(g)v est un
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module de plus haut poids engendré par v, il admet donc un caractere
infinitésimal. Le caracteére y ainsi obtenu est donc dans Q(M).
Montrons & présent que (M) est fini. Si ce n’était pas le cas, il serait pos-
sible de trouver dans M une infinité de vecteur de poids sous h ayant des
poids différents sous le centre Z(g). Notons (v;);e; ces vecteurs de poids.
Comme les v; ont des poids distincts sous Z(g), les modules U(g)v; sont
en somme directe. Le module M’ := )", U(g)v; est un sous-module de
M et donc est de type fini. Soient wq, ..., w, un ensemble de générateurs
de M’. Alors il existe N tels que

N
w; € ZU(g)vi, Vjel,n].
i=0
Ce qui contredit le fait que les w; engendrent M.
(2) Ce point découle de son analogue dans M(g, h) (corollaire 2.1.3).

On pose
O¥:={MecO : M= M}

On traduit alors la proposition en écrivant que

3.2 La catégorie Og de Rocha—Caridi

Une premiere généralisation de la catégorie O a été obtenue par Rocha—
Caridi au début des années 80 dans [39]. Soit A une base du systeme de
racines R de 'algebre de Lie g. Fixons une partie S de A. La catégorie Og
est la sous—catégorie pleine de la catégorie des modules de poids, U(nt)-
finis dont la restriction a la sous—algebre de Levi [¢ est somme directe de
[s—modules irréductibles de dimension finie. Il est clair que la catégorie Og
est une sous—catégorie pleine de la catégorie 0. D’autre part, si S = 0, Og
coincide avec O. La catégorie Og a les propriétés suivantes :

Théoréme 3.2.1 (Rocha—Caridi)
1. La catégorie Og est abélienne, noethérienne et artinienne.

2. Tout module de dimension finie est dans la catégorie QOg.

3. Soit N un ls—module irréductible de dimension finie. Alors V (S, N) et
L(S,N) sont dans la catégorie Og. De plus tout module irréductible de
Ogs est de la forme L(S, N) pour un [s—module irréductible de dimen-
sion finie.



3.3 La catégorie O de Coleman et Futorny 39

4. La catégorie Og est Z(g)—finie.

3.3 La catégorie O” de Coleman et Futorny

Dans [9], Coleman et Futorny ont proposé une autre généralisation de
O, qui n’est pas une sous—catégorie de (. Soit a une racine simple. La
catégorie O est la sous—catégorie pleine de la catégorie des modules de poids,
dont les objets sont («)—cuspidaux, nf—finis et semi-simple sous l'action de
I'opérateur de Casimir universel C' de U(g). Voici quelques unes des propriétés
de O% :

Théoréme 3.3.1 (Coleman, Futorny)

1. La catégorie O% est abélienne, noethérienne et artinienne.

2. Soit N un l,—module simple cuspidal. Alors V(a, N) et L(ca, N) sont
dans la catégorie O%. De plus tout module simple de O est de la forme
L(a, N) pour un l,—module N simple et cuspidal.

3. La catégorie O% est Z(g)—finie.

La condition de cuspidalité implique que tout module de O% est de di-
mension infinie. Un cadre plus général englobant les deux exemples ci—dessus
est donné par Mazorchuk dans [30, chap. 12].

3.4 Les modules de Harish—Chandra
généralisés

Soit [ une sous—algebre quelconque de g. Un (g, [)-module M est un g—
module U ([)—fini. Rappelons que cela signifie que pour tout v € M, I'espace
vectoriel U([)v est de dimension finie. Par exemple si b désigne I'algebre de
Borel, le résultat de Bernstein—Gelfand—Gelfand donne une classification des
(g, b)-modules irréductibles. Un (g, [)-module M est de type fini si tout I~
module irréductible de dimension finie apparait avec multiplicité finie dans
(une série de composition de) M. Un g-module qui est un (g, [)-module
de type fini pour un certain [ est appelé un module de Harish—Chandra
généralisé. Notons que les modules de poids sont des (g, h)—modules de type
fini et donc des cas particuliers de modules de Harish—Chandra généralisés.

Remarque 3.4.1 Le cas " classique” de Harish—Chandra est le cas ot 'alge-
bre [ est la sous—algebre de g des points fizes sous l'action d’un automor-
phisme d’ordre 2.



40 CHAPITRE 3. EXEMPLES DE CATEGORIES DE MODULES

Dans la théorie des g—modules, une sous—algebre particuliere joue un role
important. Soit M un g-module. Posons

g[M] := {g € g |'action de g sur M est localement finie}.

Cet espace est en fait une sous—algebre de g. Ce fait est un théoreme du a
Kac [23] et a Fernando [11]. Les travaux de Penkov, Serganova et Zucker-
man [35] et [36] conduisent alors & une nouvelle définition des modules de
Harish-Chandra généralisés : un g-module est un module de Harish-Chandra
généralisé s'il est somme directe avec multiplicité finie de g[M],.q—modules
irréductibles de dimension finie, o g[M|,.q désigne la partie réductive de
g[M]. Une autre conséquence de leurs travaux est la construction via cer-
tains foncteurs d’induction cohomologique de modules de Harish—-Chandra
généralisé irréductibles.



Chapitre 4

La catégorie Og

Dans cette partie, nous fixons une partie 6 de la base A. Cela correspond
& une graduation de g de la forme n; @& [, ®n/. La sous-algebre de Levi [, a
pour centre hy C h. Nous désignerons par S une partie de A contenant 6. Si
M est un pg—module, nous noterons V' (S, M) le MVG obtenu en induisant
M de ps a g. Nous noterons parfois V4(S, M) pour insister sur le fait qu'il
s’agit d'un g—module. Lorsque M est irréductible, le module V (.S, M) admet
un unique sous-module propre maximal K (S, M). Le quotient L(S, M) =
V(S,M)/K(S,M) que nous noterons aussi parfois Lg(S, M) est alors un
module irréductible. Nous renvoyons a la partie 2.2 pour les détails.

Dans ce chapitre, nous introduisons une sous—catégorie pleine de la catégo-
rie des modules de poids en imposant certaines conditions de restriction et
de cuspidalité. Nous donnons ensuite quelques exemples de modules simples
de ces catégories obtenus comme modules de degré 1. Les résultats de ce cha-
pitre et du suivant ont fait 'objet d’une publication aux Comptes Rendus
Mathématiques [47].

4.1 Définition et premieres propriétés de la
catégorie Ogy

Commencons par un lemme sur les modules cuspidaux

Lemme 4.1.1 Soit N un g—module de poids cuspidal irréductible. Soit V un
g-module irréductible de dimension finie. Alors le module VR N est cuspidal.

Démonstration. Raisonnons par I’absurde. Si ce n’est pas le cas, alors il existe

a € R tel que X := X, n'est pas injectif. Supposons tout d’abord que « est
positive. Soit w un vecteur non nul dans le noyau de l'opérateur X. Soit

41



42 CHAPITRE 4. LA CATEGORIE Osyp

(w;) une base formée de vecteurs de poids de V' et (n;) une base formée de

vecteurs de poids de N. Décomposons w dans la base (w; ® n;) formée de

vecteurs de poids de V® N : w = Z ¢ jw; @ ny, avec ¢; ; 7 0. L’action
iel,jeJ

de X sur w donne alors :

0=X -w= Zcm-((X~wi) ®@nj +w; ® (X -nj)).
4,7

Comme la somme est finie, il existe un indice jy, pour lequel le poids gy
de nj, est maximal parmi les poids des n; apparaissant dans ’écriture de w.
Soit J' le sous—ensemble de J des indices pour lesquels le vecteur n;, d’indice
j' € J ale méme poids que n;,. Alors le poids de X -n; (a savoir a+ ) est
strictement plus grand que tous les poids des vecteurs n;, j ¢ J' apparaissant
dans I'écriture de w. On en déduit donc que Z ¢ j(w; ® X -nj) =0. Or,

i€l jeJ'

par cuspidalité, si on a X -n; = X - ny alors on a n; = n, et donc pour
chaque j € J' on a (3>, ¢;w;) ® X - n; = 0. Il s’ensuit que (>, ¢;;w;) =0
ou X - n; = 0. Le premier cas implique que ¢; ; = 0 car les w; forment une
famille libre. Dans le deuxieme cas, la cuspidalité du module N implique que
n; = 0 ce qui est absurde car n; est un vecteur de poids (donc non nul par
hypothese). Nous avons donc obtenu ¢; ; = 0 pour tout ¢ et tout j € J'. Cela
est contraire au choix de J’. D’ou une contradiction. Le raisonnement est
analogue si la racine a est négative (on considere alors le plus bas poids).

O
Nous allons a présent définir une sous—catégorie pleine de M(g, bh).

Définition 4.1.2 Soit 0 C S C A. La catégorie Ogyp est la sous—catégorie
pleine de la catégorie M(g,b) des modules M tels que

(O1) Le module M se décompose sous ly en une somme de modules irréducti-
bles de plus haut poids,

(Oy) Le module M est (S — 0)—cuspidal,
(O3) Le module M est U(ng)—fini, i.e. Vm € M, dim(U(nk)m) < co.

Nous noterons parfois Og(g) pour préciser I’algebre de Lie considérée lorsque
le contexte ne permettra pas clairement de l'identifier.

Faisons quelques remarques sur cette définition. Lorsque S = 6 = (), nous
retrouvons la définition de la catégorie O. Et la catégorie Og ¢ contient la
catégorie Og de Rocha—Caridi (voir 3.2) : dans sa définition, Rocha—Caridi
impose que les [yg—modules soient de dimension finie. Nous ne pouvons imposer
une telle condition en toute généralité. En fait, la situation générale nécessite
la dimension infinie comme le montre la seconde assertion du lemme :
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Lemme 4.1.3 1. Les multiplicités des lg—modules apparaissant dans la
décomposition d’un module M € Ogy sont finies.

2. Supposons qu’il existe a € S — 0 et B € 0 telles que o + € R. Soit
M € Ogy. Alors les lg-modules irréductibles de la décomposition de M
sont tous de dimension infinie.

Démonstration.

1. Cela résulte aussitot de la finitude des espaces de poids et de la propriété
(O1).

2. D’apres la propriété (Oy), on a a € RI(M). Le lemme 2.3.4 implique
alors que 8 € RY(M). Or, Xz est localement nilpotent sur M d’aprés
la propriété (O;). Donc X_gz est injective sur M et donc les [p-modules
de la décomposition de M ne peuvent étre de dimension finie.

O

Proposition 4.1.4 Soient M, M' € Ogy.

(1) Tout sous—module et tout module quotient de M est dans la catégorie
O(s,)- Le module M @ M’ est aussi dans Ogg.

(2) La catégorie Ogy est abélienne, noethérienne et artinienne.
(3) La catégorie Ogy est Z(g)-finie.

(4) Les modules irréductibles de Og(g) sont de la forme L(S, N) pour N €
Osyp(ls) irréductible.

Démonstration.

(1) Soient M et M’ deux modules de Ogy. D’apres la proposition 2.1.2,
tout sous-module N et tout module quotient N’ de M sont encore des
modules de poids et M @ M’ est aussi un module de poids. Il est clair
que N, N" et M & M’ sont encore nyfinis. D’apres la proposition 1.1.3,
N, N et M @& M’ satisfont la condition (O;) de la catégorie Ogy. 1l
reste donc a prouver la (S — )—cuspidalité. Ce point est clair pour N et
pour M @& M’. Montrons-le pour N’. Supposons que N’ = M/N. Alors
@xrep+ (M) + N)/N est une décomposition de M /N en espaces de poids.
Si N’ n’est pas (S — 6)—cuspidal, il existe une racine a € (S — 6) tel
que I'action du vecteur X, sur (M, + N)/N n’est pas injective. Donc
dim(X, - (M) + N)/N)) < dim((My + N)/N). Or, par cuspidalité de
M et de N, on a dim(X, - My) = dim(M,) et dim(X, - Ny) = dim(N,).
Comme X, -((My+N)/N) est un supplémentaire de X, - N, dans X, - M,
et que (M) + N)/N est un supplémentaire de N, dans M), on obtient
une contradiction. Ainsi M /N satisfait aussi Os.
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(2) Cela résulte de la proposition 2.1.2, du théoreme 2.3.7 et de (1).
(3) Cela résulte de la proposition 2.1.2.

(4) Soit M un module irréductible de la catégorie Ogy. Si S = A, il n'y a
pas d’induction (L(S,N) = N). Il n’y a donc rien a démontrer dans ce
cas. Supposons donc S # A. Remarquons que 'espace M " des vecteurs
de M qui sont annulés par ng est non nul car M est nk—fini. Cet espace
est clairement un sous—lg—module de M et donc aussi un sous—lp—module
de M. En particulier, la proposition 1.1.3 et la condition O; implique
qu’il se décompose sous [y en modules irréductibles de plus haut poids.
De plus le module M "S5 est (S — 0)—cuspidal car c’est un sous—[g—module
de M qui est (S — f)—cuspidal. D’apres le théoreme 2.2.5, il s’ensuit que
M"s est un ls-module irréductible de poids, (S — #)—cuspidal et que
M = L(S, M"s).

U

4.2 Exemples : les modules de degré 1

Nous allons dans cette section décrire la classification des modules de
poids irréductible de degré 1 et de dimension infinie. Ces modules joueront
un role essentiel dans la classification des modules irréductibles des catégories

Onp.

4.2.1 Construction des modules

Nous allons généraliser ici la construction présentée dans la partie 2.4.
Nous reprenons les notations de cette partie. L’algebre de Weyl W, est en-
gendrée par {g;,p;, 1 < i < n}. A un n—uplet de nombres complexes non
entiers b = (by,...,b,), nous avons associé un vecteur z(b) et nous avons
décrit 'action de ¢; et p; sur z(b). Rappelons que I'on note ¢; le n—uplet
dont toutes les coordonnées sont nulles sauf la ¢ qui vaut 1. En fait, on peut
étendre 'action des ¢; et p; au cas d’un n—uplet quelconque de la maniere
suivante :

6 #(b) { z(b+¢€) sinon (4.12)
. - $(b — €j> si bj S/
pj-w(b) = { bjz(b—¢;) sinon (4.1b)

Si on fixe un n—uplet a = (ay, ..., a,) de nombres complexes, on note

Pa) :={beC" : b —a; € Z, et sia; € Z, alors b; < 0 < a; < 0}.
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Un élément b € P(a) est appelé a—admissible (ou simplement admissible
lorsque a est clair). On pose W(a) = @jep(,y C(b). Muni de 'action décrite
ci—dessus, W (a) est un W,—module. Plus précisement,

Proposition 4.2.1 (Benkart—Britten—Lemire, [1, thm 2.9])
Le W,,—module W (a) est irréductible.

On pose alors Py(a) = {b € P(a) : >, bi=>,

N() = € Cux().

bePo(a)

a;}. On pose également

Rappelons que gl, (et donc sl,,) se plonge dans W, par E;; — ¢;p;. On a
alors le
Théoréme 4.2.2 (Benkart—Britten—Lemire, [1, thm 2.12 et 5.8] )

1. L’espace N(a) est un sl,~module de poids irréductible de degré 1.

2. Soit M un sl,—module de poids irréductible de degré 1 et de dimension
infinie. Alors il existe des entiers k,l,m € N avec k + 1+ m = n tels
que

M

Il

N(-1,...,—1,a1,...,a,,0,...,0), ot a; € C\ Z.
T Hl/—/

De méme, notons Py(a) = {b € P(a) : >, b — Y. a; € 2Z} et posons
M(a) = @yep,(a) Cz(b). On peut identifier sp,, & une sous-algebre de W,
comme suit :

5p2n = VeCt<Qipj7pipj7 QZQJH S 7/7.7 S n)

On a alors le

Théoréme 4.2.3 (Benkart—Britten—Lemire, [1, thm 2.12 et 5.21])
1. L’espace M(a) est un sp,,—module de poids irréductible de degré 1.

2. Soit M un sp,, —module de poids irréductible de degré 1 et de dimension
infinie. Alors il existe des entiers k,m € N avec k +m = n tels que

M=M(-1,...,—1,a1,...,a4n),
k

ot soit a; € C\ Z pour tout 1 <i <m, soitm =1 et a; = —2.
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4.2.2 Propriétés des modules N(a) et M(a)

On note N(a) = N(—1,...,—1,a1,...,a,,0,...,0) ou k+1l+m =n et
—_——— ——

k l
m > 1. Soit § C A la partie correspondante au diagramme suivant :

Ak Aanl Al

En utilisant 'action décrite dans la partie précédente (équations (4.1)),
on constate que N(a) est cuspidal sous I'action de [5_gy. Plus précisement,
on a

X, x(b) = (1+b)x(b—e€41+¢€), sii<k, (4.2a)
Xe,cx(d) = (1+b)biix(b—e€q1 +6), sii=Fk, (4.2b)
Xe, - x(b) = bipx(b— €41 +€), sik<i, (4.2¢)
X ¢ -z(b) = (1+bg)eb+er—¢€), sii<k, (4.2d)
X ¢ -x(b) = x(b+ €41 —¢€), sii=k, (4.2¢)
X e, -x(b) = ba(b+e€1—¢€), sik<i, (4.2f)
H,, -x(b) = (bi—bis1)z(b), Vi. (4.2g)

Nous allons maintenant décrire plus en détail I'action de ly. Notons que
la partie semi-simple [ de [y est du type Ay x A;. En particulier les modules
irréductibles de plus haut poids de [}, sont de la forme L(A) ® L(\) ou A est
un poids pour l'algebre de type Ax et X' pour I'algebre de type A;. Convenons
de noter w; le poids d’une algebre de type A dual a la coracine associée a la
1€ racine simple d’'une base du systeme de racines préalablement choisie.

Théoréme 4.2.4 Le module N(a) se décompose sous lg en une somme di-
recte de modules irréductibles de plus haut poids. De plus les vecteurs de plus
haut poids sont les multiples de x(—1,..., =1, a1+ky, ..., am+ky,,0,...,0) ot
ki € Z vérifient Y, k; = 0. En particulier, les [,-modules de plus haut poids de
la décomposition de N (a) sont de la forme L(—1—ay —kjwg) @ L(ap + kpwi),
ou ki et k,, sont deux entiers.

Démonstration. 1’action explicite de [y sur N(a) donnée par les équations ci—
dessus montre que les vecteurs z(—1,...,—1,a; + ki, ..., @y + kny,0,...,0)
sont bien des vecteurs de plus haut poids et que 'action de [ est localement
finie : on a par exemple X2 z(b) = 0 pour 1 < i < koum+k+1 <1 < 2n.
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Soit € N(a) un vecteur de plus haut poids. Alors il existe des scalaires
\; et des (n+1)-uplets admissibles b* en nombre fini, tels que z = > \;z(b').

Supposons par exemple que k > 0. Par hypothese d’admissibilité, b} < 0
pour tout z. Soit ¢; un indice pour lequel bzf est le plus grand parmi les
b} intervenant dans I’écriture de z. En regardant I'action de X, sur z, on
conclut que b = —1. En effet, on a

X, = Z i X (140 Bex (b — €3 + €1),

ot B = 1sik > let 85 =i sik = 1. On constate que le vecteur z(b"' —eo+-¢; )
apparait une seule fois dans le membre de gauche. Or X, -x = 0 car x est un
vecteur de plus haut poids. Donc nécessairement le coefficient de x (b —ea+¢€1)
dans le membre de gauche doit étre nul. Ceci implique que nécessairement
b{ = —1. On continue ainsi de proche en proche : si & > 1, on regarde
un indice iy tel que b = —1 et b2 est minimal parmi les b° satisfaisant
bi = —1. Le méme raisonnement en utilisant le fait que X,-z = 0, montre que
bg" = —1. En utilisant succéssivement 'action de X, ... X,,, on montre que
x contient un vecteur de la forme x(—1, ..., =1, a1+k1, ..., Qm+km, *, ..., *).
On continue le méme raisonnement avec les b% pour r > k + m, qui sont
tous des entiers strictement positifs a cause de I'hypothese d’admissibilité.

. .1 . Pkl . ..
Plus précisement, on regarde un indice ip4x1 tel que b7 soit mini-

’ . 7 . .
mal et on montre que nécessairement on a bk’mfl = 0 puis on continue

avec k + m + 2 et ainsi de suite. On montre ainsi que x contient un vec-
teur de la forme z(—1,...,—1,a; + k1,...,am + kpn,0,...,0). Comme ce
vecteur est un vecteur de plus haut poids, on peut considérer la différence
r—=Ax(=1,...,=1La1+ki,...,am+kn,0,...,0) (avec A € C choisi de sorte
que le vecteur x(—1,...,—1,a1 + k1, ..., am + kn,0,...,0) n’apparait plus
dans la différence) et recommencer le raisonnement. Cela montre donc que
les seuls vecteurs de plus haut poids de N(a) sont les combinaisons linéaires
de z(—1,....,—1l,a1 + ki,...,am + kmn,0,...,0).

Enfin le lp—module U(ly)x(—1,...,—1,a1 + k1, ..., apm + kn,0,...,0) est
un module de plus haut poids, donc indécomposable. 1 est irréductible si et
seulement s’il ne contient aucun autre vecteur de plus haut poids. Cette condi-
tion est facilement vérifiée maintenant que nous connaissons la liste complete
des vecteurs de plus haut poids de N(a). En effet, d’apres les équations
(4.2), le poids sous [ de z(—1,...,—1,a1 + ki,...,am + kn,0,...,0) est
(0,...,0,—1—ay;—k1)®(am~+km,0,...,0). D’autre part, le centre de [ est en-
gendré par les vecteurs H,, pour k+2 < i < k+m—1etpar H,, +2H,,+---+
kH., +(k+1)H,,,, et H., +2H.,  + --+lH,, , +(+1)H.,, ,.Silevecteur

€k+1
x(=1,..., =1, a1+k},...,an+k. ,0,...,0) appartient au [p—module engendré
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par x(—1,...,—1,a1 + k1,...,Gpm + km,0,...,0) alors action du centre de
[y doit étre la méme sur ces deux vecteurs. Ceci impose k; = k} pour tout i.
Donc le [;—module engendré par x(—1,...,—1,a1 +k1,...,am +kn,0,...,0)

est un module irréductible de plus haut poids.

Comme on a vu que le module N(a) est [Jfini, cela implique que tout
vecteur x(b) peut étre envoyé sur un vecteur de plus haut poids en utili-
sant laction de U([}). Ainsi N(a) est bien la somme directe des modules
irréductibles ci-dessus.

0

Corollaire 4.2.5 Le module N(a) est un module irréductible de la catégorie
OAﬂ(S[n)

Démonstration. Nous avons montré toutes les propriétés sauf la (A — 0)—
cuspidalité. Celle-ci découle des équations (4.2) qui montrent que X, et X _,
sont injectifs sur tous les x(b) (et donc sur tout N(a)) pour k+1 < i < k+m.

O

On note M(a) = M(—1,...,—1,ay,...,a,),ou k+m =n et m > 0. Soit
k

0 C A la partie correspondante a I'un des diagrammes suivants (selon que
m=1oum>1):

€1 €9 €En
*—o - — — —-0—06<0»
~~ R
An—l Al
€r—1 €k En
—— ~~ o
Ag—1 Crm+1

En utilisant ’action décrite dans la partie précédente, on constate que
M (a) est cupsidal sous I'action de [5_g. Plus précisement, on a

Xe,-x(b) = (14+b)x(b—¢€41+€), sii<k (4.3a)
Xei . SL’(b) = (1 + bl)bﬂ,l‘f(b — €11 -+ 61'), sit=k (43b>
Xei . Qf(b) = bi+1$(b — €iy1 T 67;), sik<i<n (43C)
1
Xe, -x(b) = §ar(b + 2¢,) (4.3d)
X ¢ x(b) = (L+bi)eb+er—e€), sii<k (4.3e)
X e -x(b) = x(b+e€41—¢€), sii=k (4.3f)
X ¢ -x(b) = bx(b+ei—¢€), sik<i<n (4.3g)
1
X o, -x(b) = —=by(b, — 1)z(b— 2¢,) (4.3h)

2
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Nous allons alors décrire I'action de lp. Notons que cette fois [ est de
type A1 si m = 1 et de type C,,_1 sinon. On reprend la notation w; du cas
précédent.

Théoréme 4.2.6 Le module M(a) se décompose sous ly en une somme di-
recte de modules irréductibles de plus haut poids. De plus les vecteurs de plus
haut poids sont les multiples de x(—1,...,—1,a1+k1,...,am+ky) ot k; € Z
vérifient Y, k; € 27. En particulier, les plus haut poids de M(a) sont de la
forme L(cwg_1).

Démonstration. La preuve est similaire a celle du théoreme 4.2.4.

0

Corollaire 4.2.7 Le module M (a) est un module irréductible de la catégorie
On0(5p2,)

Donnons & présent quelques propriétés supplémentaires des modules N (a)
et M(a) considérés ci-dessus. Tout d’abord, on peut remarquer que l'action
de [o_g laisse stable le sous—espace vectoriel formé des vecteurs de plus haut
poids sous 'action de [y. Ce sous—espace a donc une structure de [n_g—module
cuspidal qui est en fait irréductible, comme on le constate a partir de ’action
explicite de la sous—algebre [o_y. En fait, on a mieux :

Proposition 4.2.8 Les modules N(a) et M(a) se décomposent sous In_g en
une somme directe de modules irréductibles cuspidauz.

Démonstration. Par construction, 1'action de [o_g est cuspidale. Faisons la
preuve pour N(a). Soit (b) € N(a). Regardons le [n_g—module engendré par
x(b). Soit X € [o_g un vecteur de poids a. Alors X - x(b) est un vecteur de
poids, non nul par cuspidalité de X. D’autre part, si Y € [A_g est un vecteur
de poids —«, alors Y(X - z(b)) est un vecteur non nul (par cuspidalité de Y),
de méme poids que z(b). Comme N(a) est de degré 1, Y (X - z(b)) est donc
un multiple non nul de z(b). Ceci prouve que le module M est irréductible.
En effet si w-x(b) est un élément non nul du module engendré par z(b), avec
u € U(Ia_g) un vecteur de poids. Alors pour tout monéome v € U(lx_g) de
poids opposé a celui de u, v(u-x(b)) est un multiple non nul de z(b). Comme
N(a) est engendré comme espace vectoriel par les x(b), la proposition est
démontrée. En particulier, le module U([p_p)z(b) ne dépend que des b; pour
i & {k+1,..., k+m} et est isomorphe a N (bg1, ..., by,) comme Iy ,—module.

O






Chapitre 5

La catégorie Op gy

Dans cette partie, nous étudions la catégorie Oa ¢(g) introduite dans le
chapitre précédent. Nous supposons ici que g est une algebre de Lie
simple. La premiere partie de ce chapitre est consacrée a I’étude des modules
irréductibles dans Oa ». En fait, nous écarterons certains couples (A, #) pour
lesquelles notre méthode ne fonctionne pas (voir la partie 5.1.9). Dans la
derniere section de ce chapitre, nous montrons que certaines catégories Oa g
sont semi-simples.

5.1 Irréductibles de Oay

5.1.1 Module cuspidal sous—jacent

Commencons par une conséquence du théoreme 2.3.5 de Fernando :

Lemme 5.1.1 Soit M € Oap wrréductible. Alors M ~ L(A —6,C') pour un
[a_g—module de poids irréductible cuspidal C.

Démonstration. Comme M est (A — #)—cuspidal et se décompose sous [y en
modules de plus haut poids, on a RE(M) = (A —6) et ()T C RN(M). Le
théoreme 2.3.5 de Fernando donne alors le résultat. U

Remarquons qu’une conséquence de ce lemme et du théoreme 2.3.6 est
que [y _, doit étre un produit de sous-algebres de type A ou C.

Remarquons aussi que si 6 = (), alors M est un module de poids cuspidal
irréductible. Nous avons rappelé leur classification dans la partie 2.4. D’autre
part, si A = 6 la propriété de décomposabilité sous [y impose que M est de
la forme L(A,C) ou C est un h—module de dimension 1 (M est donc un

o1
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l[p = g—module irréductible de plus haut poids). Bien str tout tel module est
dans la catégorie Oa a.

Nous supposerons donc désormais que A # 6 et 6 # (). Par
convention, nous entourons sur le diagramme de Dynkin de (R, A)
les racines de A — f. Nous notons (¢;) les racines simples de A en suivant
la numérotation de Bourbaki (voir [5] ou [19]).

Dans tout ce qui suit, nous notons p la projection de V(A — 6, C) sur
L(A—6,C). Nous renvoyons a la section 2.2 pour la définition de V(A -6, C)
et de L(A — 6,C). Rappelons également qu'un module de poids M est de
degré 1 si tout espace de poids non trivial de M est de dimension 1.

Voici un second lemme que nous utiliserons beaucoup par la suite :

Lemme 5.1.2 Soit M = L(A — 6,C) un module irréductible de Oag. Soit
v € C un vecteur de poids. Alors l'image par p de 1@ v dans M (qui est non
nulle) engendre un ly—module irréductible de plus haut poids.

Démonstration. D’apres la proposition 2.2.2, p est un isomorphisme de 1 ® C'
sur son image. Ceci explique pourquoi p(1®v) # 0. Comme [ C nf ,, le -
module engendré par p(1®v) dans M est un module de plus haut poids (revoir
au besoin 1’équation (2.1)). De ce fait, c’est un module indécomposable. Par
01, on sait que M vu comme l[p-module est semi-simple. Donc d’apres la
proposition 1.1.3 tout sous—ly—module de M est également semi-simple. Le
[p—module indécomposable engendré par p(1 ® v) doit donc étre irréductible.

0

D’apres le lemme 5.1.1, le module irréductible M de Oa g est connu des
que 'on connait le [y _,~module C et I'action du centre de [5_g sur C. Nous
devons donc trouver pour quels [p_p—modules C' le module L(A — 6, C') sa-
tisfait la propriété O;. La stratégie que nous allons mettre en ceuvre est la
suivante. Nous allons montrer que pour certaines racines « et § bien choisies
un élément de V(A — 6,C) de la forme X_, 5 ® v a la méme image dans
L(A—0,C) qu'un multiple approprié de X _s®(X_,v). A cause de la proposi-
tion 2.2.2, cela signifie qu’il existe K € C* tel que X_,_p®@v—rX_g® (X_4v)
est dans le noyau de p, i.e. dans le sous—-module propre maximal K(A—6,C)
de V(A — 0,C). Cette derniere condition (appartenir au noyau de p) peut
étre testée a 'aide de la proposition 2.2.2 en regardant l'action de n}{ , sur
X a-p®v—kKX_5® (X_qv). Nous obtenons ainsi certaines conditions, no-
tamment sur l'action de Hg (voir par exemple le lemme 5.1.6).

Dans une premiere étape, nous allons montrer le

Théoréme 5.1.3 Soit M = L(A — 0,C) un module irréductible de Op 4.
Alors C' est de degré 1.
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Avant de montrer ce théoreme, nous avons besoin de plusieurs lemmes.
Tout d’abord une conséquence immédiate du lemme de Benkart—Britten—
Lemire (lemme 2.3.4) :

Lemme 5.1.4 Soit M = L(A—6,C) un module irréductible de Op 9. Soient
a€ (A—=0)" et pe (0)F telles que o+ f € R. Alors pour tout vecteur de
poids v € C, p(X_q—p®@v) #0 et p(X_gRv) #0.

Démonstration. En effet, p(X_,_s®v) = X_,_sp(1®v). On sait que p(1®v)
est non nul. Si p(X_,-p®v) = 0 alors X_,_5 p(l ® v) = 0 et donc le
lemme 2.3.3 entraine que la racine —a — 8 € RY(M). Comme M est [ -
fini d’aprés la condition Oy, on a 8 € RY(M). Le lemme 2.3.4 implique
alors que (—a — B) + 8 = —a € RY(M). Ceci est une contradiction car
a € (A—0) et donc o € RE(M) d’apres la condition de cuspidalité Oy de M.
Donc p(X_4-5®v) # 0. D’autre part, p(X_g®v) # 0 car Xoi5- X_gQ@v =
1 ® [Xass, X_plv et [Xorp, X_glv # 0 par la condition de cuspidalité de C'.

O

Lemme 5.1.5 Soit M = L(A — 0,C) un module irréductible de Oa . Soit
a € (A —0)" tel quil existe 5 € 0 satisfaisant o + 5 € R. Soit v € C un
vecteur de poids. Alors X, X_,v € Cuv.

Démonstration. Considérons I'élément u := X_,_s®@v € V(A—6,C). Il existe
une constante de structure ¢ € Z* telle que [Xg, X_n—g] = cX_o € la_p.
Comme Xz € IJ C nf ,, son action sur u est donnée par :

Xgu=[Xp X 0apl@®v=X_n0v=cl®X_,v. (5.1)

La derniere égalité est vraie car X_,, € [n_g. Comme M est (A —6)—cuspidal,
on a X_,v # 0. Cela implique p(u) # 0 d’apres la proposition 2.2.2. Or par
le lemme 5.1.2, U(lp)(p(1 @ X_,v)) est irréductible. Or M est une somme
directe de lp—modules irréductibles de plus haut poids par O;. De I’équation
(5.1), on déduit la relation Xz-p(u) = ep(1 ® X_,v). Ceci entraine que le lp—
module engendré par p(u) intersecte non trivialement le module irréductible
U(lp)(p(1 ® X_,v)). Or par Oy et la proposition 1.1.3, le module U(ly)p(u)
est semi-simple. Cela prouve que ce module contient le module irréductible
U(lp)(p(1 ® X_4v)) et lui est donc égal (car U(lp)p(u) est engendré par
un élément p(u) tel que Xp - p(u) = cp(l ® X_,v)). En particulier, on a
p(u) € U(lp)(p(1 ® X_,v)). En comparant les poids de p(u) et des éléments
de U(l; )p(1 ® X_,v), on obtient une relation de la forme

p(u) =np(X-s ® X_qv), n€C, (5.2)
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car [ est une racine simple et donc U(l,)_3 = CX_z. Comme p(u) # 0, le
scalaire n est non nul.
Appliquons alors X, 5 € nf_, a I’équation (5.2). On obtient :

P(Harp @ v) =np([Xagp, X_p] @ X_qv).

Si A € h* désigne le poids de v et si on note ¢ la constante de structure (non
nulle) telle que [Xo44, X_5] = ¢ X4 € [a_p, 'équation ci-dessus devient

A(Hars)p(1 @ v) =ndp(1 ® XoX_av).
Comme 7 et ¢ sont non nuls, on a donc

P(1® (kv) —1® (XoX_qv)) =0,

ol Kk = %. Comme p est un isomorphisme de 1 ® C' sur C, on en déduit
que

1® (kv) = 1® (XoX_qv) =0

et donc que
kv — X X_ov=0.

Cela prouve bien que X, X_,v = kv € Co.
a

Au cours de la démonstration du lemme, nous avons montré un cas par-
ticulier du lemme suivant :

Lemme 5.1.6 Soit M = L(A —6,C) un module irréductible de Oag. Soit
a € (A=0)T. Soit B = (By,...,5:) € ((0)7) tels que a+pB1+ - -+ € R pour
tout k < i. Soit v € C' un vecteur de poids. Alors p(X_(a+p,++8,) @ V) # 0
et

P(X_(a4pr+-+8) ® V) € pUlg )= (81445 ® X_av).

En particulier, st i = 1 et By est une racine simple, il existe une constante
n(v) non nulle telle que

p(X—Oc—ﬁl & U) = ﬂ(v)p(X—Bl ® X—av)°

Démonstration. Remarquons que I'action adjointe de w = Xg, - - - Xg, € U(lp)
sur X_(a48,+4-+, donne un multiple non nul de X_, (ce multiple peut se
calculer explicitement en terme de constantes de structure). Ainsi I’action de
w sur X_(q4p,+-48) ®v € V(A —6,C) est donnée par un multiple non nul
de 1® X_,v.
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Comme a € (A — )T, la condition Oy assure que X _,v # 0. D’apres la
proposition 2.2.2, cela implique que p(X_(a48,+-48) ®v) # 0. D’autre part,
nous avons montré que Xg, -+ Xg, - D(X_(atpi4-48,) ® v) est un multiple
non nul de p(1 ® X_,v). D’apres le lemme 5.1.2, p(1 ® X_,v) engendre un
[,—module irréductible de plus haut poids. La condition O; satisfaite par le
module M conduit alors a

p(X—(a+51+~~'+ﬂi) ®v) € p(u([;>_(ﬂl+"'+6i) ® X_av).

Sii =1 et 1 est une racine simple, alors U(l, )_g = CX_g,. Cela prouve le
lemme.

0

Lemme 5.1.7 Soit N un g—module de poids. Soient a,,y € R telles que
I.a+veReta—7¢R.
2. XoX_qv e Cv et Xy X_ v e Cu, pour tout vecteur de poids v € N.
Alors X4y X_o—yv € Cu, pour tout vecteur de poids v € N.

Démonstration. 1l existe deux constantes de structure non nulles ¢ et d telles
que Xty = [Xo, X,] et dX_,_, = [X_,, X_,]. Ainsi, on a dans l'algebre
enveloppante :

dXqin X 0y = (Xo Xy — X, X ) (X0 X — X, X_,).

On développe cette quantité. Comme o — v € R par hypothese, les vecteurs
X, et X_, commutent tout comme X_, et X,. Ainsi, on a

dXqir X oy =Xo X o Xy X — Xo X, X X_q
— Xy Xo X o X+ XX XX,

Appliquons v a cette égalité. On a

cdXapr X oy v =(XaX o) (XX - v) = Xo (X, X)) (X o - 0)
— Xy (XaX o) (X - 0) + (X X ) (Xa X o - 0).

Or la deuxieme hypothese implique que
XoX_o(X_yv) € CX_v et X, X_,(X_,v) € CX_,v.

On en déduit le lemme.
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Lemme 5.1.8 Soit N un g—module de poids. Soient o,y € R telles que
I.a+veR, 2a0+7v€eR eta—v¢R.
2. XoX_qv e Cuv et Xy X_ v € Cu, pour tout v € N un vecteur de poids.

Alors Xoq1yX_2a-~v € Cuv, pour tout v € N un vecteur de poids.

Démonstration. 1l existe une constante de structure non nulle ¢ telle que
cXoaty = [Xa,[Xa, X,]]. La preuve est alors analogue a celle du lemme
précédent.

0

Lemme 5.1.9 Soit N un g-module de poids irréductible. Supposons que
pour tout o € R et tout vecteur de poids v € N, X, X_,v € Cuv. Alors
N est de degré 1.

Démonstration. Soit v € N un vecteur de poids. Montrons que U(g)ov C Co.
Comme v est un vecteur de poids, on a déja U (h)v C Cu. Or, lalgebre U(g)o
est engendrée par U(h) et certains monomes de la forme u = X --- X ou
k € N et chaque X; € g*’ ot B € R est une racine simple : pour que
u € U(g)o il faut que la multiplicité de chaque racine simple  apparaissant
dans u soit égale a la multiplicité de —(. En particulier, 'entier k doit étre
pair.

Montrons alors que u - v € Cv par récurrence sur k. Si k =0, alors u =1
etu-v =v.5ik =2, alors u = XgX_gouu = X_gXs pour une racine simple
[. Dans le premier cas, on a u - v € Cv par hypothese et dans le deuxieme
cas on remarque que © = XgX_3 — Hg et on a donc & nouveau u - v € Cuv.

Supposons alors le résultat vrai pour tout monome de degré au plus k—1
et tout vecteur de poids. Soit © = X - -+ X un monoéme de degré k. Remar-
quons que pour tout ¢, X;--- X, - v est un vecteur de poids. L’hypothese de
récurrence implique alors que si u contient un sous-monome Xj;---X;_; €
U(g)o alors X1 s Xj—l(Xj cee Xz_l)(Xz ce Xk . U) € (CXl ce Xj—l(Xi s Xk .
v). Comme u € U(g)o alors Xy --- X;_1.X;--- Xy € U(g)o et on peut appliquer
a nouveau ’hypothese de récurrence pour conclure que u - v € Co.

Il suffit donc de montrer que u contient toujours un sous—-monome ap-
partenant a U(g)o. Raisonnons par I’absurde. Supposons par exemple que
X, € g” pour une racine simple (positive) 3. Soit i; le premier entier stricte-
ment plus grand que 1 tel que X, appartient a un espace radiciel associé a
une racine simple (positive). Remarquons que si X correspond a une racine
négative différente de —, alors X; et X commutent (car ce sont des vecteurs
appartenant a des espaces radiciels associés a des racines simples) et si X
appartient a I’espace radiciel associé a —( alors X; X est un sous—monome de
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u appartenant a U(g)o ce qui est contraire a notre hypothese. On peut donc
supposer que tous les vecteurs X; pour 1 < ¢ < 47 appartiennent a des es-
paces radicielles associés a des racines négatives différentes de —f3. Le méme
raisonnement appliqué a X;, montre que 'on peut supposer que tous les X;
avec 1 < 7 < 7; commutent avec X;, et donc on peut supposer que 7; = 2. On
regarde ensuite le premier X; avec j > 2 appartenant a un espace radiciel as-
socié a une racine simple (positive). Le méme raisonnement montre que 1'on
peut supposer que j = 3. En continuant ce raisonnement, on peut supposer
que les k/2 premiers vecteurs appartiennent a des espaces radiciels associés
a des racines simples (positives). Et donc les k/2 derniers vecteurs appar-
tiennent a des espaces radiciels associés a des racines négatives. Or parmi ces
vecteurs il en existe (au moins) un qui appartient a Iespace radiciel associé
a la racine opposée de la racine qui correspond au poids de I'espace radiciel
auquel appartient Xj . Soit 7 le plus petit entier tel que X; a cette pro-
priété. Alors pour k/2 < j < i, X; commute a X} /5. Et donc apres avoir fait
commuter X}/, avec ces X; on trouve le sous-monome X}/, X; qui appar-
tient a U(g)o, ce qui est une contradiction. Ainsi u contient un sous-monome
appartenant a U(g)o et donc u - v € Co.

Ainsi on a bien montré que U(g)ov C Cuv. La correspondance de Lemire
(théoréme 2.3.8) permet alors de conclure.

0

Démonstration. (théoréme 5.1.3) Grace au lemme 5.1.9, il suffit de montrer
que pour tout a € (A — 0) et tout vecteur de poids v € C, X, X_,v € Co.
Comme X, X_, — X_,X, € b pour toute racine «, il suffit de le montrer
pour toute racine «a positive.

Fixons un vecteur de poids v € C. Soit a € (A — 0)*. S'il existe § € 0
telle que a+ 8 € R, le lemme 5.1.5 appliqué a 3 et a donne X, X_, v € Cuo.
Sinon, soit o/ € (A — 6)T telle que

—a+d eEReta—a €R,

- dpebl, f+ad eRet f+d +a€eR.

Une telle racine o existe toujours car les parties A — 6 et 6 forment une
partition du diagramme de Dynkin de (g, h) qui est connexe. Le lemme 5.1.5
appliqué a 3 et o/ d'une part et a 8 et o/ + « d’autre part donne X X_,v €
Cvet Xo,wX_a—av € Co.

Si 20/ + a € R, on peut appliquer le lemme 5.1.7 & —a’ et o/ + a. On
obtient donc X, X _,v € Cv. Si2a/+a € R et 3¢/ +«a € R, on remarque que
B+2d’ +a € R. On peut donc appliquer le lemme 5.1.5 & 8 et 2o/ + a pour
obtenir Xoo 10X _ 20740y € Cv. On applique alors le lemme 5.1.8 aux racines
20/ + « et —a’ pour obtenir X, X_,v € C.Si2¢ +a € Ret3d +aeR,
alors f+2a'+a € R et f+3a’+a € R. On applique alors le lemme 5.1.5 &
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Bet2d +aeRetafet3ad +ac R pour obtenir Xog 1o X (20400 € Cov
et XsaiaX_(30/1a)? € Cv. A cause de [19, table 1 p.45], 40’ + o € R.
On peut donc utiliser un analogue du lemme 5.1.8 appliqué a 3o’ + « et
—a’ pour obtenir X, X_,v € Cv. On a donc montré dans tous les cas que
X, X_,v € Cu. Le théoreme est ainsi démontré.

0

5.1.2 Les idéaux de [, ,

Nous continuons ici avec les notations de la partie précédente. Nous allons
a présent montrer le

Théoreme 5.1.10 Soit g une algebre de Lie simple qui n’est pas de type
C. Sl existe M irréductible dans Oa (@), alors Ualgébre Us_, est produit
d’idéauz de type A.

Démonstration. En vertu du théoreme 2.3.6 de Fernando, il suffit de montrer
que [y _, n’a pas d’idéal de type C. Si Iy_, contient un idéal de type C' alors
g de type B, (n > 3) ou Fj et le diagramme de Dynkin de g contient un
morceau de la forme suivante :

5 [82) Qg

> —©&—®

Soit v € C un vecteur de poids. On regarde u := p(X_,,—3 ® v). Comme
[ est une racine simple, le lemme 5.1.6 implique qu’il existe un scalaire n(v)
non nul tel que u = N(v)p(X_p ® X_,,v). Appliquons Xgia,424, & cette
égalité. On obtient

p([X5+a2+2a17X*a2*5] ® U) :T](U) X p([X5+az+2a17 X*ﬁ] ® X*OQU)'

Or, [Xstas+201> X—as—p) = 0 et il existe une constante de structure ¢ non
nulle telle que [Xgiay+20,, X—5] = cXast20; € Ia—p. On a donc

0 :77<U)Cp(1 ® Xa2+2a1X*a2U)'

La condition de cuspidalité O, de M implique que Xa, 124, X —a,v # 0 et donc
que p(1 ® Xayt20, X—a,v) # 0. Ceci contredit le fait que n(v) est non nul.
i
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5.1.3 L’algebre de Lie I, , est simple

A présent nous allons montrer le

Théoréme 5.1.11 Soit M = L(A — 60,C) un module irréductible de Op .
Alors lalgébre de Lie Uy _, est simple de type A ou de type C.

Démonstration. Raisonnons par ’absurde. Pour simplifier les notations nous
supposerons que [y _, est le produit de deux algebres de Lie simple de type
A ou C que nous noterons [; et [. Nous noterons S; la base de [; induite par
A — 0. Le module cuspidal C' prend alors la forme C = C ® C5 ou C; est un
l;—module cuspidal irréductible de degré 1.

Soit v € C' un vecteur de poids. Soient o € S;, o’ € Sy et By,...,0, € 0
telles que o + By + -+ + B + o € R. Nous supposerons que les [3; sont
des racines simples distinctes. Considérons u = X_ (448, +...3,) ® v. D’apres le
lemme 5.1.6, on sait que p(u) # 0 et que

p(u) € U(ly)—(gr4-+pP(1 @ X_av).

Or, l'action adjointe de Xaig, +..t8,+ar SUr U(ly ) (8,448, est triviale (car
elle est triviale sur tout vecteur de la forme X,(gﬁ...wj) pour 1 <i < j <k).
Donc laction de Xoyp, 448,400 SUr p(u) doit étre triviale. Or cette action
est donnée par

Xorprttpora - P(1) =p([Xatpi+ti+ats X—(atpr-60] O 0).

Il existe une constante de structure ¢ non nulle telle que

[Xa+61+~~-+ﬁk+o¢’7Xf(a+,81+---,3k)] =cXy €layp.

Donc on obtient

Xty +tprar - P(u) =cp(1 © Xorv).

La condition de cuspidalité O, satisfaite par M assure que X, v # 0 et donc
que p(1 ® X,v) # 0. Ceci contredit le fait que Xoip,+..1p,+a - P(u) = 0.
0

5.1.4 Premiére réduction

Dans ce paragraphe, nous allons éliminer quelques cas par une méthode
simple utilisant le lemme 5.1.6 et la possibilité de considérer de grandes
racines.
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Type A—06
B, (n > 3) e, 1 # 1
B, {€i,...,eix},i+k<n, i>1 k>1
C, €, 1<n
C, {ei,...,ei+k},i+k<n,k>1
F4 €;
Fy {e1,e3} ou {es, eq}
D, Ak, k>1
D, ei, 1€ {l,n—1,n}
E Ay, sauf {e1} ou {eg} dans Fg, et {e7} dans Ey
Go €] Ou ey

TABLE 5.1 — Premiére réduction

Théoréme 5.1.12 Pour les parties A — 0 du tableau 5.1, il ne peut exister
de modules M irréductibles dans Oa g et donc la catégorie Oap est triviale.

Démonstration. Raisonnons par ’absurde. Si M est un module irréductible
dans Oa g alors M = L(A—6,C') pour un [p_p—module cuspidal irréductible.

e Supposons que le diagramme de Dynkin de g contienne un morceau de

la forme suivante :

51 «
oe—9

Soit v un vecteur de poids dans C'. On applique le lemme 5.1.6 a « et
B = (f1). Comme f; est une racine simple, il existe un scalaire n(v)
non nul tel que u = n(v)p(X_g @ X_,v). Appliquons Xp, 12, € NL_, 2
cette égalité. On obtient

p([XﬂH-QOw X—a—ﬁl] ® U) :Tl(v)p<[X2a+ﬂl7X_Bl] ® X—Oév)'

Or, [Xoats,, X—p] = 0 et il existe une constante de structure ¢ non
nulle telle que [X3, 124, X—a—p,] = ¢X,. Ainsi on a ep(1 ® X,v) = 0.
Comme C' est cuspidal, 'action de X, sur v ne peut étre nulle, et donc
p(1® X,v) # 0. D’ou une contradiction. Ceci permet déja d’éliminer les
cas suivants : (By,{en}), (Cpn,{€n-1,...,€i}) aveci <n—1, (Fy,{es}),
(F47 {637 64})'

Supposons a présent que le diagramme de Dynkin de g contienne un
morceau de la forme suivante (avec k > 0) :
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On reprend la méme méthode utilisant le lemme 5.1.6 pour a et B =
(v, B1+.. .+ Bk, b1+...+Bk). Notons u := p(X_,_q—28,—..—28, ®). Le
lemme 5.1.6 donne alors u # 0 et u € p(U(ly ) —y—2(814-+8;) @ X_aV).
On applique alors & u le vecteur X, 904284125, € nA_,. Or 'action
adjointe de X,ioa428, 4428, SUr U(ly ) _y_2(s,+.+5,) est triviale. On
doit donc avoir

p([X’Y+2a+2ﬁ1+“‘+2ﬁk7X’y+0¢+2,81+"'+2/8k] ® U) =0.

Or, il existe une constante de structure ¢ non nulle telle que

[X7+2a+251+-"+2,3k7 X7+a+251+~~~+25k] = cXa.

Et donc on a ep(1 ® X,v) = 0. Par cuspidalité de C, on a X,v # 0 et
donc aussi p(1 ® X,v) # 0. On obtient donc une contradiction. Cela
permet déliminer les cas : (B, {€;}) pour i < n, (Fy, {e2}), (Fi, {e1}).

e Supposons a présent que le diagramme de Dynkin de g contienne un
morceau de la forme suivante (avec k > 0) :

as  ap P Br—1 B
®©—@®—eo

- - ——w

On reprend alors la méme méthode en considérant cette fois oy et B =
(Bi+ ...+ Bk, b1+ ...+ Bx) et donc le vecteur v = p(X_n,-28,—..—25, ®
z(b)). On applique le lemme 5.1.6 et on applique au résultat le vecteur
Xop 120142614428 € nL_,. La contradiction est la méme que celle du
cas précédent. Nous avons donc éliminer les cas : (Bp, {€i,...,€ir})
(1+k<n)et (Fy,{er,ea}).

e Les cas restants dans les algebres de type C' (a savoir (Cy,{e;}) pour
i<n—1et (Cy{ei... eiqn}) pouri+k <n—1) et (Fy,{es}) sont
analogues.

e Supposons a présent que le diagramme de Dynkin de g contienne un
morceau de la forme suivante :

Qs Q9 (a5

"L

On considere le vecteur u = p(X_4,—ay—as—p @ v). Le lemme 5.1.6
appliqué aux racines a; + as + ag et 3 = () implique qu’il existe un
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scalaire n(v) non nul tel que u = N(v)p(X_pRX_4,—as—as?). Appliquons
XB+205+a1+as & cette égalité. On trouve

p([X5+2042+a1+a37X*a1*a2*a3*ﬁ] ® U) =
n(v)p([Xﬁ-‘rQaz-‘qu-i-as’ X—ﬂ] ® X—Oél—az—oé:sv)' (53)

Or,[X 54 205+a1+as: X—p] = 0 et il existe une constante de structure ¢ non
nulle telle que [Xg1205+a1+ass X—a1—as—as—3] = ¢Xa,. Ainsi on obtient

cp(1 ® X,,v) = 0.

Comme C' est cuspidal, X,,v # 0 et donc p(1 ® X,,v) # 0. On a donc
obtenu une contradiction. Cela permet déliminer certains cas dans D,
Eﬁ, E7 et Eg.

e Les cas restants dans les algebres de type D et E sont semblables.

e Si g= Gy, il n'y a que deux cas a considérer. Le diagramme de G5 est

le suivant :
€1 €9

——o

Pour le premier cas, on regarde u = p(X_, _, ®v). On utilise le lemme

5.1.6 pour e; et B = (ez) et on applique le vecteur Xy, 1, sur le

résultat. Pour le deuxieme cas, on regarde u = p(X_3¢, ¢, ® v). On

utilise le lemme 5.1.6 pour ey et 8 = (eq, 1, €1) et on applique le vecteur
X3e,4+2¢, Sur le résultat.

U

Dans toute la suite, nous traiterons les cas restants lorsque g est de type

A ou C. Nous spécifierons ces cas par la notation (Iy_,, g).

5.1.5 Le cas (4}, A,)

Nous traitons ici le cas g = A, et A — 0 = {e;} (ou {e,}) correspondant
au diagramme suivant :

« 51 ﬁn—l
@o—e

Soit M un module irréductible dans la catégorie Oa g. D’apres le lemme
5.1.1, il existe un [p_g—module cuspidal C irréductible de degré 1 tel que
M = L(A —0,C). Comme [, , = Aj, le module C est de la forme C' =



5.1 Irréductibles de O g 63

N(ay,as) (voir au besoin la section 4.2) et le centre de [o_g agit scalairement
sur C'. On note A = a1 + as. Rappelons que C' est engendré par des vecteurs
notés x(b) o b = (by,by) € Pola) = {(21,22) € C* : z;—a; € Z, 21+ 2 = A}.
Rappelons enfin I'action de X4, et de H, sur z(b) :

Hal’(b) = (bl — bg)x(b)
Xoz(b) = box(b— e+ )
X_oz(b) = bix(b+ e —€)

Nous noterons V' la paire (b],b5) = (by — 1,by + 1).

Lemme 5.1.13 On a p(X 5, ® 2(b)) = ZAp(X_p, @ z(V)), 0ot c =0 ou
-1-A.

Démonstration. On pose u = p(X_g,_o ® z(b)). Comme X_,x(b) = byx(V)
et by # 0, le lemme 5.1.6 appliqué & a et B = (1)) assure qu'il existe 7(b)
non nul tel que

u=n()p(X_p, @ x(l)). (5.4)

D’autre part, comme 2Hpg, + H, est dans le centre de [5_g, son action sur le
module C est constante. Notons ¢(b) 'action de Hg, sur z(b). Il vient alors
que 2¢(b) 4+ (by — be) = cte et donc que ¢(b) = ¢ + by pour une constante c.
Appliquons Xp, et Xp, 1o & 'équation (5.4). On a alors

{ p([Xp, Xop-a]®@a(b)) = n(b)p([Xp,, X_p] @ z(V))
p([Xﬁ1+Om X*ﬁl*a] ® x(b)) = U(b)p([Xﬁwm X*ﬁl] ® l‘(b,))

Or, on a les constantes de structure suivantes :
[Xﬁu X—ﬂl—a] = X_a, [XBH-a; X—ﬁ1] = Xo.

En utilisant Paction de H,, Hg, X, et X_, sur z(b) et z(0'), on obtient le
systeme suivant :

{ bip(1 @ z(V)) = n(b)e(®)p(1 @ 2(V))
(e(b) + by = ba)p(1 @ (b)) = n(b)bhp(1 @ 2(b))

Comme p(1® z(b')) # 0 et p(1 ® x(b)) # 0, on en déduit le systeme :
{ by = n(b)e(t)
(c(d) + b1 —b2) = n(b)t
La solution de ce systeme est

C+b1
bg—l—l'

c=0ouc=—-1—-Aetn) =
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0

Le lemme précédent et le corollaire 4.2.5 permet de traiter complétement
le cas ou g = As :

Corollaire 5.1.14 Supposons que g soit de type As. Soit 0 C A tel que
A —0={e}. Alors M € Oap(sl3) est irréductible si et seulement si M est
isomorphe a N(a},ay,0) pour a,a, € C\ Z.

Démonstration. Soit M € Oa g irréductible. On remarque que le module
M est isomorphe a L(A — 0,C) pour un module cusipdal irréductible de
degré 1 C' = N(ay,as). Donc M est engendré par I'image p(U(n,_,) ® C).
Or, U(ny_,) est engendré par les vecteurs X*; X! 5 (k,l > 0). Donc
M est engendré par les vecteurs p(X* 5 X' ;  ® (b)) et donc via le lemme
précédant par les seuls p(X* 5, ®@x(b)). On vérifie sans mal que chaque espace
de la forme @, Cp(X*; ®@x(b)) est un [p-module irréductible. En fait, il suffit
de vérifier que p(X% X*, @x(b)) est un multiple non nul de p(1®z(b)). Ceci
est vrai car 'action de Hp, sur x(b) est un nombre complexe non entier. Enfin
il est facile de voir que ce module est de degré 1 et est isomorphe a N (ay, as, 0)
lorsque ¢ = 0 et & N(—1—as, —1—ay,0) lorsque ¢ = —1— A. Réciproquement
le corollaire 4.2.5 assure que ces modules sont dans la catégorie Op g.

0

Notre méthode ne permet pas de traiter efficacement le cas (Aj, A,)
général (n > 2). Nous pouvons toutefois constater que les Hg, pour i > 1
sont tous dans le centre de [5o_gy et agissent donc via un scalaire d; sur C.
Nous conjecturons que chaque d; peut étre soit nul soit déterminé de maniere
unique a partir des d; pour j < ¢. De plus, si tous les d; sont nuls alors le
module M est isomorphe a un module de la forme N(aq,as,0,...,0). Ces
modules sont bien dans la catégorie Op g d’apres la partie 4.2. Nous traitons
A titre d’exemple le cas (Al, A3) dans 'annexe B.

5.1.6 Lecas (A}, A,), 1<k<n

Soit 1 < k < n. Supposons A — 0 = {e}. Le diagramme de Dynkin de
g = A,, contient donc un morceau de la forme :

T o B
o @ o

Soit M un module irréductible dans Oa g, écrit sous la forme L(A —6,C)
ou C est un [o_g—module cuspidal irréductible de degré 1. Ainsi comme
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'x_g = 8la, C'= N(ay,a3). On reprend la méthode de la section précédente.
On pose A = ay + ay. Cette fois H, +2Hpg, et H, +2H,, sont dans le centre
de [a_g. On note c(b) et ¢/(b) les actions respectives de Hg, et H,, sur z(b).
Vu le lemme 5.1.13, on a ¢(b) = ¢+ by et ¢(b) = ¢ + by avec ¢ et ¢ pouvant
valoir 0 ou —1 — A. Pour b = (by, by) admissible, on pose ¥’ = (by — 1,by + 1).
Ainsi X_,x(b) = bz (V).

Lemme 5.1.15 Avec les notations ci—dessus, on a c+c+A+1 =0 et ¢ = 0.
En particulier, on peut toujours supposer que ¢ =0 et donc d = —1 — A.

Démonstration. Regardons v := p(X_,,_o—g, ®z(b)). Le lemme 5.1.6 appliqué
a a et B = (P1,7) implique qu’il existe un scalaire n(b) € C non nul tel que

v =n(B)p(X_5, Xy @ 3(H)) (5.5)
Appliquons X, 144, & (5.5). On obtient :

p([X’Y1+Oé+ﬂ17 X—’Yl—a—ﬂl] ® x(b)) :n(b)p (([X’71+Oé+ﬂ17 X—ﬂl]X—’Yl
+X*/51 [X’YI+OL+,817 X*’Yl]) ® l‘(b/)) .

Or, on a

[X'YlJraJrﬁnX*’Yl*a*ﬁl] :Hﬁl+o¢+’71 = H/Bl + Ho + Hﬁl
[X“/1+oc+517X—51] :X%-i-oc
[X'Yl+0l+6l7X—’Yl] - XBH—a-
Donc on a
p((Hﬁl + Ha + Hﬁl) ® I(b)) :n(b>p(<Xa+’YlX—71 - X—B1Xa+51) ® I(b/)
Mais [Xiqy, X_oy] = =X, et Xoi5, € nL_,. Donc on obtient finalement :
(c4by+ ¢ +by+ b1 — bo)p(1® () = — () (bs + Dp(1 @ (). (5.6)

Appliquons a présent X, 45, al’équation (5.5). En tenant compte des constan-
tes de structure de g (voir ’annexe A), on obtient :

P(Xyy @ (b)) = 1(b) (b2 + 1)p(X s, © (D)),

Comme p(X_,, ® z(b)) # 0 par le lemme 5.1.4, on en déduit donc que
n(b)(by + 1) = 1 puis en utilisant I"équation (5.6) que c+ ¢ + A+ 1 = 0.
Comme c et ¢’ sont égaux soit a 0 soit & —1 — A, on conclut que ¢ = 0 sauf
peut étre si c = ¢ = —1 — A. Dans ce cas, 'équation c+c¢ + A+ 1 = 0 donne
—1—-—A=0etdoncec=c =0.
O
Grace a l'action explicite de b sur C' donnée par le lemme précédent,
on déduit par la méme méthode que celle employée pour le cas (Al, Ay) le
corollaire suivant :
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Corollaire 5.1.16 Tout module irréductible M de la catégorie On g(sly)
avec A — 0 = {ey} est isomorphe a N(—1,a1,a2,0) ot aj,as € C—7Z. En
particulier M est de degré 1. De plus les [,-modules irréductibles qui inter-
viennent dans la restriction de M a lj = sly X sly sont les modules de plus
haut poids de la forme L(—1 —a; — k) ® L(ay — k) pour k € Z.

Supposons a présent n > 3. On a donc le diagramme de Dynkin suivant :

72 Al o B Ba

Les Hpg, et H,, pour 7,5 > 1 sont tous dans le centre de [a_4. On note d; et
d} leur action sur C'. On a alors :

Lemme 5.1.17 Avec les notations ci—dessus, les d; et les d;- sont tous nuls.

Démonstration. Faisons—le pour les d;. Supposons le résultat faux. Soit i le
premier indice tel que d; # 0. Regardons alors v := p(X_(y, 4at84-+8) ©
x(b)). Le lemme 5.1.6 appliqué a o et B = (y1,61 + - -+ + ;) implique que
v # 0 et que

0 € PUT)—y—prensy © 2(V)),

Comme X_,, commute & tous les X_g,, on a
u<[9_)—71—51—---—5i = X—%u([;)—ﬁl—---—ﬁr

Ainsi, on peut écrire :

V= op(Xy Xoo(an) - Xooay © (b)), (5.7)

ceG;

ou b = (by — 1,bs + 1) comme auparavant. On applique alors les vecteurs
X(X+Bl+"'+ﬁi et X71+0¢+51+'“+5i a (57) Ol",

Xa+,31+"-+5i ’ p(X*%X*U(Bﬂ T X*U(ﬁi) ® I‘(b/)) =0

sauf si 0 = 09 := (i,4 — 1,...,1). En effet, [Xoyp,4..45,X_ 5] = 0 sauf si
j =1t et dans ce cas on a [Xoig 4+ 48, X—p] = Xotp++p_,. Alnsi on a

Xoc+51+“-+,3i : p(X_’YlX*UO(/BI) o X*UO(Bi) ® [L‘(b,)) :p(X—’Y1XOé ® $(b/)
:b;p(X—’h ® I(b))v
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car X,z (b') = byx(b). De méme, on a

Xovatprittp DX X o) X oa) ® z(b')) = 0 sauf si o = o,
et dans ce cas, on a

Xitatprnts, - Py X oy - Xoag(a) @ 2(b) = —Xa.

On obtient donc :

Xpvastn oo PO X o)+ X aay @ a(V)) = = p(1 ® (b)),
D’autre part, on a

[Xatpit-tpis X—(v1+a+/81+--~+6¢)] =X_y
et
[Xoitatittso X—tnratprtt8)] = Hyy + Ho + Hp, + -+ + Hg,.

On a donc obtenu les deux équations suivantes :

{ PXyy @2(0)) = Ngy (b2 + 1)p(X -y, @ (D)),
(4+by+by —by+c+by+d)p(l1®@x(b) = —ny(be + 1)p(1 @ x(D)).

Or, p(X_,, ®z(b)) # 0 d’apres le lemme 5.1.4. On en déduit que 7,,(by+1) =
1 puis que d; = 0, d’ou une contradiction.

0

Corollaire 5.1.18 Soit g de type A,. Soit 0 C A tel que A —60 = {ey}, pour
1 < k < n. Les modules irréductibles M dans Op g(sl,+1) sont isomorphes a
N(-1,...,—1,a1,a9,0,...,0). En particulier, ils sont tous de degré 1.

Démonstration. Soit a = (—1,...,—1,a1,a9,0,...,0) et o’ = (ay,az). Les
deux lemmes précédents donnent l'action de U(g)o sur p(1 ® x(a’)). On re-
marque que cette action est la méme que celle de U(g)o sur z(a) € N(a). La
correspondance de Lemire (théoreme 2.3.8) permet alors de conclure.

O

5.1.7 Le cas (A, A,), k> 1

Nous allons montrer le
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Théoréme 5.1.19 Soit g de type A,. Soit 1 < k < n. Soit § C A tel que
A — 0 est une partie connexe de A de cardinal k. Un module irréductible
M est dans la catégorie Oag(sl,1) si et seulement s’il est isomorphe a
N(-1,...,—1,a1,...,a541,0,...,0) ot ay,...,a541 € C—Z.

Démonstration. Soit M un tel module. Alors M = L(A — 6,C) pour un
[a_p—module irréductible cuspidal C' de degré 1. Comme [y _, = Aj—module,
C = N(ay,...,a,s1). Supposons que le diagramme de Dynkin de g contienne
un morceau de la forme suivante :

Le vecteur H,, +2H,, + ---+ kH,, + (k + 1)Hp, est dans le centre de
[a—p et donc son action sur C' est constante. En notant ¢(b) l'action de Hg,
sur le vecteur admissible z(b), on trouve (by — bg) + 2(by — bg) + - - - + k(b —
ber1) + (k + 1)c(b) = cte. Comme by + -+ + by = a3 + -+ + ag41 par
admissibilité de x(b), on a alors ¢(b) = ¢ + byy1 pour une constante c. On
considere alors u := p(X_,, g, ®x(b)). Notons b’ = (by, ..., bx—1,b—1, b1+
1) et v = (by,...,bg—2,bp—1 + 1, b — 1,bgr1). On a X_,, x(b) = bpx(V') et
Xojtay_12(b) = brprz(b”). Par le lemme 5.1.6, il existe donc n(b) € C non
nul tel que

u=n(b)p(X_p @ z(l)). (5.8)

Appliquons Xp, et Xo, ,+a,+4 2 'équation (5.8). On obtient

{ bep(L@x(b)) = n(b)e(t)p(l @ z(V)),
bp(1@x(b")) = n(0)(bes + 1)p(1 @ 2 (b")).

Comme n(b) # 0, p(1@x(V')) # 0 et p(1®x(b")) # 0, on en déduit que ¢ = 0.
On travaille de fagon analogue si le diagramme de Dynkin de g contient
un morceau de la forme suivante :

"o Oy,
e ®---®
—_— ——

Ap=Ia_9

Si ¢(b) désigne l'action de H.,, sur x(b), on trouve que ¢’(b) = ¢ — by et
d=-1
En général, on a un diagramme de Dynkin de la forme :
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Ensuite notons que tous les Hg, et H, (i,j > 1) sont dans le centre de
[a—¢. Leur action est donc constante. On note d; (resp. dj) cette constante.
Montrons que ces constantes sont toutes nulles. Nous nous contenterons de
le montrer pour les d;. Si ce n’est pas le cas, soit m le premier indice stric-
tement plus grand que 1 tel que d,, # 0. On applique le lemme 5.1.6 a
vi=p(X_a,—p1—..—p, @x(b)) et donc & ay, et B = (B1+- -+ ). On obtient
v#0etveU(ly) g 4tp)P(1 ®x(V')). Plus précisement, on peut écrire

v = Z p(Xfﬁau) o 'Xfﬂg(m) ® x(b/))

ceG,

On applique alors X,, 48,448, €t Xa,_ 1 +ap+8i+-+8, & cette équation. Re-
marquons que I'action de ces deux vecteurs sur p(X_g, -+ X 5, ®@z(b'))
est nulle sauf si 0 = 09 = (m,m —1,...,1). Des calculs analogues a ceux du
lemme 5.1.17 conduisent aux équations

{ (0 = brg1) + c(b) + d)p(1 @ 2(b)) = 7oy (bry1 + 1)p(1 © (b))
bkp(1 @ 2(b")) = 1oy (b1 + 1)p(1 @ 2(0")).

On en déduit que 75, (bgr1 + 1) = by et par suite que d,,, = 0. D’ou une
contradiction.

On conclut alors comme dans le corollaire 5.1.18 : on connait par ce qui
précede Paction de U(g)o sur x(ay, . .., ax+1). On compare alors avec 'action
sur z(a) € N(a) ot a = (—1,...,—1,a1,...,a511,0,...,0) et on applique la
correspondance de Lemire (théoreme 2.3.8).

0

5.1.8 Cas des algebres de type C

On considere dans cette partie le cas g = sp,,,. Nous avons déja éliminé
quelques cas dans la partie 5.1.4. Regardons les cas restants.
e Cas ou [ao_g = A;.

52 5104
*—eo—<19
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Soit M un module irréductible dans Op g. On écrit M = L(A—86, C) pour
un [a_g-module irréductible cuspidal de degré 1 C. Comme [}, ,~module,
C' = N(aj,a3). On note A = a; + ag. On pose b’ = (by — 1,by + 1). Ainsi
X_o-x(b) = byx(V'). Le centre de [a_y contient le vecteur Hg, + H,, qui doit
donc agir sur z(b) par une constante. En notant ¢(b) 'action de Hg, sur z(b),
on obtient alors ¢(b) = ¢ + 2b,.

Lemme 5.1.20 Avec les notations ci—dessus, on a ¢ =0 ouc= —2—2A et
2c+2A+1=0.

Démonstration. On proceéde comme dans le cas (Af, Ay) (lemme 5.1.13 et
corollaire 5.1.14). Ici, on doit considérer successivement u := p(X_,_g, ®@z(b))
et v = p(X_q—2p ® x(b)). Par le lemme 5.1.6, il existe un scalaire 7(b) non
nul tel que u = n(b)p(X_g, ® z(b')). Appliquons Xz, et X5 a l'’équation
u=mn(b)p(X_p ®@x(b)). Notons que H,1p, = Hs, +2H,. En tenant compte
des constantes de structure de Cy (voir au besoin [19, Exercise 6 p.150] ou
I’'annexe A), on obtient le systéme suivant :

{ —2bip(1@ (b)) = n(b)e(®)p(l @ 2(V))
(2(by = bo) + c(b))p(1 @ x(b)) = —2n(b)(by + 1)p(1 @ x(b))

Comme p(1 ® (b)) # 0 et p(1 ® x(b)) # 0, la résolution de ce systeme
conduit a ¢c=0ouc=—-2—2Aet anb) = —%.

On recommence le méme calcul avec v. Par le lemme 5.1.6 appliqué a « et
B = (b1, A1), il existe un scalaire 77/ (b) non nul tel que v = 7/(b)p(X? 5 @z(V)).
En appliquant Xpg,, Xo15, et X128, a cette équation, on trouve le systeme

suivant :
—P(Xoa—p @ (b)) = 21/ (b)(c(V)) — 1)p(X_p, @ x(V))

p(X g ® (b)) —41/(b) (b2 + 1)p(X_p, ® (b))
(c(b) + b1 = ba)p(1 @ x(b)) = 27'(b)(b2 + 1)p(1 ® (b))

On résout ce systeme en remarquant d'une part que p(X_g ® x(b)) # 0
(d’apres le lemme 5.1.4) et que p(1 ® z(b)) # 0 et en utilisant d’autre part,
le fait que u = p(X_n—p, @ x(b)) = n(b)p(X_p, @ x(V)) avec n(b) = —;2‘22}:;,
c=0ouc=—-2-—2A. Cela impose alors 2c +2A + 1 = 0.

U

Corollaire 5.1.21 Si n = 2, tout module irréductible M dans Oa o(sp,)
est isomorphe a M(—1,a, — ay — %) En particulier, M est de degré 1. De
plus, les Iy = sly-modules qui interviennent dans la décomposition de M en
[,—modules irréductibles sont de la forme L(cowy).
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Démonstration. Comme dans le cas de type A, il suffit de vérifier que I'action
de U(g)o sur p(1 @ xz(as,az)) € M est la méme que sur z(—1,a; — as —
) € M(—1,a; — az — 3). On conclut alors par la correspondance de Lemire
(théoréme 2.3.8).

0

Remarque 5.1.22 Notons que si ¢ = 0 alors le lemme 5.1.20 implique a; —
ay — % = 2a; et st c = —2—2A, il implique aq, — as — % =2a; + 1. Dans les
deuz cas, le fait que ay et ay doivent étre des nombres complexes non entiers
impliquent que a; — as — % est un complexe non entier. Réciproquement pour
tout z € C\ Z, il existe un couple (ay,as) de complexes non entiers tels que
Z:al—a/Q—% et z =2a7 ou z=2a; + 1.

Remarquons aussi que N(ay,as) = N(—1—ag,—1—ay). Or, sia; +ag =
—5 alors (=1 —ay) + (-1 —ag) = =32 et si a; +ay = —3 alors (=1 —ay) +
(=1 — as) = —3. Ainsi quitte & changer N(ay,as) en N(—=1 — as, —1 — ay),
on peut toujours supposer dans la situation du lemme 5.1.20 que ¢ = 0 et

A:_l

5 .
On suppose a présent que n > 2. Nous allons montrer le théoreme suivant :

Théoreme 5.1.23 Tout C,,~module irréductible M dans la catégorie Oap
est isomorphe a M(—1,...,—1,a) pour a € C—Z. En particulier, le module
M est de degré 1. De plus, la décomposition de M en lg = sl,—modules fait
intervenir uniquement des modules de plus haut poids de la forme L(awr).

Démonstration. On peut supposer que ¢ = 0 et A = —%. Le vecteur Hg, est
dans le centre de [o_g. Notons d 'action de Hpg, sur z(b). Montrons que d = 0.
Supposons par I'absurde que d # 0. Dans ce cas, on a Xg, - (X_g, ® z(b)) =
Hgp,®x(b) = dx1®x(b) # 0. Donc par la proposition 2.2.2, p(X_g, ®x(b)) #
0. On considere alors u := p(X_,—p,-3, ® x(b)). Soit b’ = (by — 1,by+ 1), de
sorte que X_,z(b) = byz(b'). Par le lemme 5.1.6 appliqué a a et 3 = (31, 52),
onau € pUly)_p—p @z(b)). Or, U(ly)_s s, est engendré par les deux
vecteurs X_g, X_5, et X_3,X_g,. Donc il existe deux scalaires n;(b) et 12(b)
non tous les deux nuls tels que

u = (D)p(X_p, X35, @ 2(V)) + 12(b)p(X_p, X3, ® (V). (5.9)

On applique a (5.9) les vecteurs Xg,, Xoip, €t Xoip 48, En tenant compte
des constantes de structure de Cj (voir annexe A), on obtient le systeme :

0= (m(0)e(b') + n2(b) (e(V') + 1))p(X—p, © (V"))
P(X g, @ x(b)) = =2(n1(b) 4 112(0)) (b2 + 1)p(X 5, @ (b))
(2(b1 = by) + ¢(b) + d)p(1 @ (b)) = —m(b) (b2 + )p(1 @ 2(b))
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Par ce qui précede, p(X_g, @z (V') # 0, p(X_p,®@x(b)) # 0 et p(1®x(b)) # 0.
D’autre part, le lemme 5.1.20 donne explicitement ¢(b) et ¢(b'). La solution
de ce systeme aboutit alors a I’équation d = 1 — 3b;. Or, d est une constante,
donc indépendante de b;. Cette contradiction assure donc que d = 0.

Pour ¢ > 2, le vecteur Hpg, est dans le centre de [o_p. Son action sur
C' est donc constante. Nous allons montrer par récurrence sur 7 que cette
action est nulle. Nous avons déja montré le résultat pour ¢ = 2. Supposons
le résultat vérifié jusqu’au rang £ — 1 et montrons le pour Hg, . Raisonnons
par I’absurde. On note a nouveau d I'action de Hg, sur x(b).

Commencons par un lemme :

Lemme 5.1.24 Soient 1 <i < j <k. Alors p(X_(g,4..45,) @ z()) = 0.

Démonstration. Nous faisons la démonstration par récurrence sur j — 4. Si
i=j,ona Xg - X g ®x(b) = Hg, ®x(b) = 0 par hypothese sur action
de Hpg,. Si X € n}_, est un vecteur de poids 8 différent de f3;, alors ou bien
B —0; € R ou bien §— f3; est une racine positive appartenant a (A —6)" (car
i > 1). Dans les ceux cas, l'action de X sur X_g ® x(b) est triviale. Ainsi
l'action de n{ , sur X 5, ® z(b) est triviale. D’apres la proposition 2.2.2, on
en déduit que p(X_g, ® (b)) = 0. Pour montrer le résultat par récurrence,
il suffit de constater que si X € nf , est un vecteur de poids 8 alors ou
bien 5 — (8; + - - ;) est une racine négative ou bien § — (5, +--- ;) =0
ou bien f — (f; + - - - B;) est une racine positive appartenant a (A — )t (car
i > 1). Dans le premier cas, '’hypothese de récurrence montre que I’action
de X sur X_(g,4..45,) ® x(b) est triviale; dans le deuxieme cas, le fait que
Hg, agisse trivialement sur z(b) lorsque ¢ < | < j montre que l'action de
X sur X_(g,4..48;) ® x(b) est triviale; dans le dernier cas, I'action de X sur
X_ (8448, @ x(b) est également triviale. Ainsi dans tous les cas l'action de
X sur X_(g,4...15,) ® 2(b) est triviale. D’apres la proposition 2.2.2, on a donc
p(X—(5i+~~+ﬁj) ® l’(b)) = 0.

U

Soit v = p(X_(at28+8s+-+8) @ 2(b)). Le lemme 5.1.6 appliqué a o et

B = (Bi+---+ B 1) implique que v # 0 et que v € p(U(ly ) - (28,482 +-+5,) @
x(b")). On ordonne les éléments de U(l; ) (28, +8,+-+5,) (grace a PBW) en
placant le plus a gauche les vecteurs de [, dont le poids est de la forme
Bk + - -+ + B; puis en ordonnant les vecteurs qui restent selon la longueur de
leur poids (i.e. le nombre de racines simples qu’il faut pour écrire le poids).
En tenant compte du lemme ci—dessus, les seules contributions non nulles
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dans p(U(ly )28+ pa+-+8,) @ x(b')) donnent des scalaires fi; tels que

v = p(Xo gyt Xopy @ (V) + p2p(X (510 X2, @ 2(V))+
13D( X (gyttp) X—p1-3. X, @ 2 (V')
+ o (X, X gyt oo X - @ (). (5.10)

Appliquons X4, +..48, & (5.10). On trouve
P(Xop @x(b)) = 2(—pa + 20 + piz + -+ + ) (b2 + Dp(X 5, @ 2(D)).

Notons ensuite que le lemme ci—dessus implique

PX (gt X @ 2(V)) = P(X_(p1418) @ 2(V)), 1 <k

En effet, on a

p(X—(ﬂ2+~--+,3i)X—51 ®:E(b/)) (X 51X (Bat-+54) ®x( ))
+ (X o)y Xop] @ (V)
= X_5,p(X— (5115 @ (D))
+ P(X (g4t @ (D))
=0+ p(X_(g1+...+gi) & Qi(bl))

Appliquons alors X3 , X, Xg,,..., X5 Xg,_, & (5.10). En tenant compte de
la remarque ci-dessus et des constantes de structures (voir 'annexe A), on
obtient les équations suivantes :

0 = (=26(H)pus + 2e() (V) — Djiz) pX_(sey) © 2(1))
0 = (=2(c(t) — D + 2(e(t) — Djia) p(X— e Xty @ 2(1))
0 = (—(c(bt)) = Vs + (b)) — Dpts) p(X sty Xy @ 5(1)
0 = (—(e(t) — Dptpos + (V) — i) pX_p X (o poopa @ (1)

D’autre part, comme d # 0, on a pour 7 > 1 :

X51+~~-+5i—2X/3i+~-+5k ’ X_(B'H‘“"f‘ﬁk)X_(/81+"'+,3i72) ® J}(b,) =
dxc(b)x1®z)#0.

Ainsi d’apres la proposition 2.2.2; on a

p(X_(ﬁi‘f“"+/Bk)X_(ﬁl+"'+ﬁi72) ® l’(b,)) 7é 0.
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On applique enfin Xg X, +..45, & (5.10) pour obtenir I’équation :

20ip(1 @) = (((d+ c(¥)) = D)pa +2(e(b') = Dz + (c(¥)) — 1)ps
+o (V) = Dy )e(®)) p(1 @ (b)) (5.11)

On résout alors le systeme d’inconnues (p1, ..., ug,d) formé par les k + 1
équations obtenues, en se rappelant que ¢(b) = ¢+ 2by, ¢ = 0 et by + by =
A = —1. On obtient en particulier d =1 — 2by — k X gl;ifl)’ Ceci est absurde
car d est une constante, indépendant de by. Cette contradiction montre donc
que d = 0. On en déduit alors comme dans le corollaire 5.1.18 que le module

est isomorphe a un module de la forme M(—1,...,—1,a),a € C\ Z.

0

e Supposons a présent que [y est de type C' Nous allons montrer
le théoreme suivant :

Théoreme 5.1.25 Les modules irréductibles de la catégorie Opyg sont les
modules de degré 1 de la forme M (a) considérés dans la section 4.2.

Démonstration. ® Commencons par la cas suivant :

B 631 Qi

Un module irréductible M de O g est de la forme L(A—6, C'). On sait que
C est un module irréductible cuspidal de degré 1 et est donc de la forme C' =
M(a) = @ Cz(b). D’autre part, 'action de [o_p sur z(b) a été décrite dans la
section 2.4. Notons ¢(b) I'action de Hg sur x(b). Comme Hz + H,, + H,, est
dans le centre de [p_p, on en déduit qu'il existe ¢ € C tel que ¢(b) = ¢ — b;.
La valeur de c est alors donnée par le lemme suivant :

Lemme 5.1.26 Le scalaire ¢ vaut —1.

Démonstration. Soit b’ = b+ €3 — €. Alors X_,,2(b) = bz (V). Soit u =
P(X_a,—p®x(b)). Par le lemme 5.1.6, on sait qu'il existe un scalaire 7(b) non
nul tel que u = n(b)p(X_s @ x(b')). Appliquons Xg a,+a, & cette égalité. On
a

P([Xstartass X-p-a] @ 2(b)) = 1(0)P([Xptar+ar X—5] @ z(b).

En tenant compte des constantes de structures dans Cj (voir 'annexe A),
on obtient 1 = 7(b). Appliquons ensuite Xz puis Xgiq, a 1'égalité u =
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n(b)p(X_g @ z(b')). On trouve alors un systeme dont la résolution conduit a
c(b) = —b — 1.
U

On vérifie alors (comme dans le corollaire 5.1.18) que le C3—module L(A—
0, C) ainsi obtenu est isomorphe & M(—1,a,b) pour des nombres complexes
a et b non entiers.

e Dans le cas général ou [p_y = Cy et g = C,,, on montre que pour i > 2
I'action de Hp, est triviale. Ceci se prouve par récurrence comme dans le
théoreme précédent, en considérant cette fois v = p(X_(a, 444+ @ (b))
et I'action des vecteurs X, a,48;++8i> Sar+B8i4-4Bir - - -

e Lorsque [po_g = C} dans g = C,, avec k > 2, le diagramme de Dynkin
contient en particulier le diagramme du cas (Ag_1, A,—1) de la section 5.1.7.
On connait donc la description de ’action du centre de [o_g. Il reste a vérifier
qu'avec cette action L(A — 6,C) est isomorphe a M(—1,...,—1,aq,...a)
par la méme méthode que dans le corollaire 5.1.18.

U

Si nous rassemblons les résultats de toute cette partie, nous avons montré
le :

Corollaire 5.1.27 Supposons que g = C,,. Alors les seuls modules irréducti-
bles appartenant a une catégorie Oa g(g) sont les modules M (a) obtenus dans
la section 4.2.

5.1.9 Enoncé de la classification

Notre méthode ne permet pas d’étudier les cas de la table 5.2 ci—dessous.

Type A—0
Bn €1
D, e1 ou e,_1 Ou e,
FEg e1 ou €g
Er €7

TABLE 5.2 — Cas exclus

Nous allons a présent rassembler les résultats de ce chapitre et de la
section 4.2 pour énoncer le théoreme de classification. Nous

Théoreme 5.1.28 Soit g une algebre de Lie simple. Soit 0 C A tel que
0 # A et 6 #0. Supposons que (g, A — 0) ne figure pas dans la table 5.2.
Alors :
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1. Il existe des modules non triviaux dans Oag si et seulement si g est
isomorphe a A, et Ux_, a A,, (m < n) oug isomorphe a C, et l\_, est
isomorphe a la sous—algebre sly engendrée par la racine simple longue
ou a Cj,.

2. Pour ces parties A et 0, les modules irréductibles sont de degré 1 sauf
si g est de type A, et l'y_, de type A} pour n > 2.

3. Lorsque g = A, les modules irréductibles de degré 1 dans Oag sont

isomorphes a
N(—=1,...,—-1,a1,...,a,,0,...,0)
——

—_————
k l

pour des entiers k,l,m > 0 satisfaisant k+1l+m=n+1etk+1>0
et pour a; € C\ Z.

4. Lorsque g = C,,, les modules irréductibles de degré 1 dans Oap sont
isomorphes a M(—1,...,—1,a,...,a;) (a; € C\ Z).

5. St M est un module irréductible de degré 1 dans Oag, alors les ly—
modules irréductibles de plus haut poids qui interviennent dans la décom-

position de M sous ly sont de la forme L(aw;) pour a € C\ Z ou
L(awy) ® L(bwy) pour a et b dans C\ Z.

Remarque 5.1.29 Lorsque g = A, et I\ , de type A} pour n > 2, il existe
des modules irréductibles dans Onp qui ne sont pas de degré 1. Nous ren-
voyons pour cela A [’annexe B.

5.2 Extensions dans les catégories Onag

Dans cette section nous supposons que l'algebre g est de type A ou C.
De plus lorsque g est de type A,, nous supposons que A — 0 # {e;} et
A — 6 # {e,}. Nous noterons Ext'(M,N) au lieu de Extg, (M, N).

5.2.1 Le type C

Nous supposons ici que g est de type C.
e Commengons par le cas A — = {a}, correspondant au diagramme de
Dynkin de (g, b) suivant :

52 51 «
*—eo—<19
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Nous avons vu que les modules irréductibles de O ¢ sont les modules
M,=M(-1,...,—1,a),
ou a € C — Z. Rappelons la décomposition de M, en espaces de poids :
M, =&, Cx(—=1—Fk,,...,—1—ky,a — ko),

la somme portant sur les (n+1)-uplets k£ de nombres entiers tels que > " k; €
27 et ki > 0,...,k, > 0. Un tel k sera appelé admissible. On note par la
suite z(k) 'élément x(—1 — ky,...,—1 — ki, a — ko).

Théoréme 5.2.1 On a Ext'(M,, M,) = {0}
On peut reformuler le théoreme en disant que toute suite exacte courte
(Sap) 10— M, - M — M, —0

avec M € Oap est scindée.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que d’apres le lemme 1.5.1 une
telle suite est scindée comme suite de [p—modules car les l[p—modules M,, M,
et M sont semi—simples.

* Supposons dans un premier temps que M, 2 M,. Rappelons 'action de
h sur M, :

((Hpa(k) = (kuy = ka)a(k)
Hg,a(k) = (kv — ko) (k)
Hpx(k) = (ko—a—k —1)x(k)

| Hox(k) = (a—ko+ 3)x(k)

On en déduit que Supp(M,) N Supp(M,) = (). En effet, si le poids de
x(—1—ky,...,—1—k1,a— ko) est le méme que celui de z(—1—k/,...,—1—
k1,b— k{), alors on a

( knfl - kn = k;z—l - k;L

kl - /{32 == ]{le - ]{Zé
ko—a—ki—1 = Kh—b—k —1
| a—ko+5 = b—kyt;

La solution de ce systeme donne k; = k] pour i > 0 et b = a— ko + k. D’autre
part, par admissibilité, on a ko4 (k1 +- - -+ky) € 2Z et k{+ (ki +---+k],) € 2Z.
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Compte tenu de k; = k. pour ¢ > 0, on en déduit ky — k{, € 2Z et donc

b € a+ 27Z. Cela signifie que le vecteur z(—1 —k/,...,—1 —k},b — k})) €
M, apparait dans M, et par suite que M, = M,, contrairement a notre
hypothese.

Or, toute suite exacte (S,p) correspond a un cocycle c¢. Si 5 et 5 sont
deux racines, alors la relation de cocyle donne

c([Hp, Xg])x = [e(Hp, X'z + [Hp, c(Xp]z.

D’apres ce qui précede, ¢(Hg) = 0 car Hg € [y et car la suite (5,) est scindée
comme suite de [p—modules. Ainsi, si on choisit pour x un vecteur de poids
A de My, il existe une constante ¢(/3, 5') telle que

C(ﬁ,ﬁl)C(Xﬁl)l' = H,B : C(X/B/)ZL‘ — )\(Hﬁ)C(Xﬁ/)ZL‘.

Cela signifie que ¢(Xg )z est un vecteur de poids de M, dont le poids ap-
partient & A + @ (ou @ désigne le réseau des racines). Si on considere
{8,0'} = {a, —a}, la cuspidalité de M, implique alors que A\ € Supp(M,) en
contradition avec le fait que A € Supp(M,). Ceci entraine que ¢ = 0 et donc
que toute suite exacte courte (S,;) est scindée.

* Il reste donc a considérer le cas M, = M, et donc la suite exacte courte
(Sa.a)- On sait qu'une telle extension est associée a un cocyle ¢ (voir la section
1.5).

Comme la suite (S,,,) est scindée comme suite de [p-modules, on en déduit
que ¢(X) = 0 pour tout X € l4. Grace a la relation de cocycle, pour montrer
que ¢ = 0 il suffit de montrer que ¢(X,) = 0 = ¢(X_,). Rappelons 'action
de X =X_,etdeY = X, sur M, :

Yz(k) = 1x(k — 2€0)
{ Xa(k) = —1(a—ko)(a—ko— D)z(k + 2€)

D’apres la proposition 4.2.8, M, est une somme directe de [Fmodules irréducti-
bles cuspidaux deux a deux non isomorphes, ou [ = h & CX @ CY. Les -
modules sont donc de la forme U(l)z(k). A cause de I'action de X et Y, les
vecteurs z(k’") qui apparaissent dans U([)x(k) satisfont k; = k; pour ¢ > 0.
Ainsi le module U(l)z(k) est paramétré par k = (ki,...,k,). D’aprés le
théoreme 2.5.2, on connait donc le cocycle ¢ sur chaque U(l)z(k) : ¢(X) =0

et ¢(Y) = b(k)X ! pour b(k) € C. Dans la suite nous noterons b(k) au lieu
de b(l%) en se rappelant que b ne dépend pas de k.

Soit 5 € (0)T telle que o+ € R. On peut écrire 5 = B1+- - -+ ; avec les
notations de la section 5.1.8. Alors on a [Y, X3] = — X4 et [—Xats, X_g] =

2Y (voir 'annexe A). En utilisant la relation de cocycle, on obtient donc

2¢(Y) = c([[Y, Xp], X_g]) = [[e(Y), X, X 5],
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car ¢(Xi5) = 0 puisque X1 € [p. Cette identité est une identité dans
Endc(M,). Calculons leffet des deux membres sur x(k) € M,. Rappelons
que 'on a

{ Xpx(k) = —kila—ko)x(k — € + €)
X px(k) = z(k+e—€)

De plus, 'action de X rappelée ci-dessus permet de montrer que

2

Xﬁlx(k) - (CL — ]{?0 —f- 2)(@ — ]{?0 —f- ].)

x(k — 2¢p).

Ainsi on a d’une part

4b(k)
(@ —ko+2)(a—ko+1)

2¢(Y)x(k) = — z(k — 2¢). (5.12)

On en déduit d’autre part que

) Xala(k) = — (00— ) = W)alh — & — o)
puis que
00 Xl X sla(h) = 25 00y — b+ )

2k;

oy bk =) — b)) (5.13)

En égalant les deux équations (5.12) et (5.13), on obtient

2b(k) = ki(a — ko + 2)(b(k — €;)
— b(k)) — (ki + 1)(a — ko + 1)(b(k) — b(k + ¢)). (5.14)

Soit k tel que k; = 0. Alors I’équation (5.14) donne 2b(k) = —(a — ko +
1)(b(k) — b(k + ¢€;) et donc (a — ko + 3)b(k) = (a — ko + 1)b(k + ¢;). Comme
b(k) ne dépend par de ko, on doit nécessairement avoir b(k) = 0 = b(k + ¢;).
On montre alors par récurrence a I’aide de ’équation (5.14) que b(k+ne;) = 0
pour tout entier positif n. Ainsi le cocycle ¢ est nul et I'extension est triviale.

0

Corollaire 5.2.2 Soit 6 C A telle que A\ 0 = {«a}. Alors la catégorie
On0(8py,) est semi-simple.
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Démonstration. D’apres le théoreme 2.3.7, tout module de poids admet une
suite de Jordan—Holder de longueur finie. Montrons alors que tout module M
dans O g est semi-simple par récurrence sur la longueur de M. Si (M) = 1,
alors M est irréductible. Si [(M) = 2, alors M est une extension d’un module
irréductible M, par un module irréductible M,,. D’apres le théoreme 5.2.1, une
telle extension est scindée et M est donc semi—simple. Pour la récurrence, soit
M’ un sous—module de M de longueur [(M)—1. Par hypothese de récurrence,
M’ est semi-simple. Maintenant, M est une extension de M’ par un module
irréductible M,. Comme Ezt'(A® B,C) = Ext'(A,C) & Ext'(B,C), on en
déduit que Ext'(M,, M") = 0 et donc que M est semi-simple.

U

e D’apres le théoreme de classification, il reste a faire le cas ou A — 6 est
de type C. Les modules irréductibles de Oa g sont des modules de degré 1
et donc sont somme directe de [o_g—modules irréductibles cuspidaux par la
proposition 4.2.8. D’autre part, si M’ est dans Oa g alors le [5_g-module M’
est cusipdal. D’apres le théoreme 2.5.4, le [ao_g—module M’ est semi-simple.
D’apres le lemme 1.5.1, on en déduit que l'extension du module irréductible
M par le module irréductible N est scindée comme extension de [o_g—module.
D’apres le méme lemme et la condition O, c¢’est aussi le cas comme extension
de lp-modules. Donc I'extension est scindée dans Oa . En reprenant mot
pour mot la preuve du corollaire précédent on a donc montré

Corollaire 5.2.3 Soit 6 C A telle que A\ 0 = Cy. Alors la catégorie
Oao(8p,,) est semi-simple.

Remarque 5.2.4 Lorsque 0 = A, la catégorie Oa a(Sp,,) est semi-simple
par définition. D’autre part, si 0 =0, la catégorie On ¢(sp,,) est semi—simple
d’apres le théoreme 2.5.4. Ainsi pour le type C, la catégorie Opp est semi—
simple pour toute partie 6 de A.

5.2.2 Le type A

Nous supposons ici que g est de type A, et que A —0 £ {e;} et A —0 #
{en}

e Dans un premier temps, nous supposons que A — 0 = {a} = {1}
D’apres le théoreme de classification 5.1.28, les modules irréductibles de Oa g
sont les modules

Na:N(—l,...,-1,@1,@2,0...,0),
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ou a; € C — Z. Rappelons la décomposition de N, en espaces de poids :
Na = EBkCI'(—l —kl,...,—l —k'l,&l —ko,ag—i-ké),k/l,...,k;n),

la somme portant sur les (n + 1)-uplets (k, k") de nombres entiers tels que
St k=" ket ky >0,k > 0K, >0,...,k > 0. Un tel
(k, k') sera appelé admissible. On note par la suite z(k, k') 'élément z(—1 —
]{l,...,—l —k’l,al —ko,GQ—{—k‘é,k‘i,...,k‘;n).

Théoréme 5.2.5 On a Ext'(N,, N,) = {0}.
On peut reformuler le théoreme en disant que toute suite exacte courte
(Sap):0—= N, - M — N, —» 0

avec M € Oap est scindée.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que d’apres le lemme 1.5.1, une
telle suite est scindée comme suite de l[p—modules car les l[p—modules N,, N,
et M sont semi-simples. Notons ¢ le cocycle associée a la suite (S,;). Nous
allons montrer que ¢ = 0.

* Supposons que N, 2 N,. D’apres le théoreme 4.2.4, les vecteurs de
plus haut poids sous ly de N, et N, sont les x(k, k') avec k; = 0 = k] pour
i > 0. Rappelons l'action explicite de b sur les z(k, k') :

( Ha1 : .T(k7 k/) = (kl—l — l{?l)l‘(kﬁ, ]{3/>
Ho - x(k, k) = (k1 — ko) (k, k)

Hal T k’, k‘l) = (—1—k1 —a1+k0)x(k‘,k,’)
H@Hl ’ :E(k’ kl) = (al — Qg — kO - k’é).’ﬁ(lﬂ, kal)
Hoy s ~x(k,K) = (a2 + ko — K))z(k, k)
He\y-x(k, k) = (ky — kY)x(k, k)

\ Han ’ ZL’(k‘, k/) = (k;n—l - k;n)x(ka kal)

Pour éviter toute confusion, nous noterons x(k, k) les vecteurs de base de N,
et y(4,7") ceux de N,. De l'action de b, nous tirons le lemme suivant :

Lemme 5.2.6 Siles vecteurs x(k, k') et y(j,j") ont méme poids sous by, alors
il existe K € 7 tel que

y(j?j/):y(_l_kl+Ka"'7_1_kl+K7a1_k0+K7
ay + ky+ K, ki + K, ...k, + K)
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et satisfaisant les conditions d’admissibilité
K—-—k<0,....K—k<0kK+K>0,....k +K>O0.

En particulier, si x(k, k") est un vecteur de plus haut poids sous ly et siy(j,j")
a méme poids que x(k, k'), alors nécessairement K =0 et N, = N,

Cherchons le cocycle ¢ associée a la suite exacte (S,p). Comme N, N, et
M sont semi—simples comme [p—module, on sait déja que le cocycle ¢ est nul
sur lp d’apres le lemme 1.5.1. Il reste donc a calculer ¢(Xi,). Or, N, et N,
se décompose sous [ = h d CX, d CX_, en une somme directe de modules
irréductibles par la proposition 4.2.8. D’apres le théoreme 2.5.2, on en déduit
qu'on a ¢(X_,) = 0 sur chaque sous—I'-modules irréductibles de N, et donc
sur tout Ny. Soit x = z(k,k’) € N, un vecteur de plus haut poids sous Iy,
de poids A. Alors ¢(X,)(z) est un vecteur de N, de poids A + «. En effet,
comme c(h) = 0 par ce qui précede, on a

lHo, Xo))(z) = [clHa), Xo)(z) +{[Ha, o(Xa)](7)

2¢(Xa)(2) 0
= H, - o(Xo)(x) — M Hy)e(Xo) ().

Comme le module N, est (—a)—cuspidal, on en déduit que N, a un vecteur
de poids A, i.e. de méme poids que z(k, k'). D’apres le lemme ci—dessus, un
tel vecteur n’existe pas. Ainsi ¢(X,)(z) = 0.

Soit alors 5 € (8)". Soit y = X_gx. Comme [X,, X_g] = 0, la relation de
cocycle et le fait que ¢(X_g) =0 (car X_p € ly), montre que

0 = ¢([Xa, X)) (2) = e(Xa)(y) — Xp - ¢(Xa)(2).

Or, on vient de voir que ¢(X,)(z) = 0. Donc, ¢(X,)(y) = 0. Le méme cal-
cul montre que si x = z(k, k') € N, est un vecteur tel que ¢(X,)(x) = 0
alors ¢(X,)(X_gx) = 0. Comme N, est une somme directe de lp-modules
irréductibles, un raisonnement par induction montre que ¢(X,) = 0 sur tout
N,. Ainsi le cocycle est nul est la suite est scindée.

* Supposons que N, = N,. On regarde donc la suite exacte courte
(Saa)- Soit ¢ le cocycle associé. D’apres la condition Oy, le lemme 1.5.1
implique que ¢(Z) = 0 pour Z € ly.

Grace a la relation de cocycle, pour montrer que ¢ = 0 il suffit donc de
montrer que ¢(X,) = 0 = ¢(X_,). Rappelons 'action de X = X_, et de
Y =X, ,sur N, :

YlL'(k, k',) = (Gg + k())l’(lﬂ — €p, kK — 60)
Xz(k, k') = (a1 —ko)x(k + €0, K’ + €0)
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On en déduit alors que

1

X'z k)= ———
I(’ ) al—kg—i—lx

(k‘ — €p, k?/ — 60).
Soit [ = hpCX @ CY. D’apres la proposition 4.2.8, N, est une somme directe
de [F-modules irréductibles cuspidaux deux a deux non isomorphes. D’apres
les équations ci-dessus, le [-module irréductible U ()z(k, k") ne dépend que
des k; et k} pour @ > 0. On note alors k = (ky,...,k,) et k' = (K},... k)
(on oublie donc les premiers entiers kg et kj). D’apres le théoreme 2.5.2; on
connait donc le cocycle ¢ sur chaque U(l)-module irréductible U(O)z(k, k') :
co(X)=0ete(Y)=b(k, k)X, ot b(k, k') € C. Dans la suite nous noterons
b(k, k') au lieu de b(k, k') en se rappelant que b ne dépend ni de ko ni de k.
On reprend les notations de la section 5.1.6. Soit 5 = 1 +---+5; € (6)T.
Alorsona a+ € R, [Y, Xs] = Xoip et [Xors, X_p] =Y (voir annexe A).
En utilisant la relation de cocycle, on obtient donc ¢(Y) = [[¢(Y), X5, X_g]
(car ¢(Z) = 0 lorsque Z € ly). Cette identité est une identité dans Endc(N,).
Calculons l'effet des deux membres sur z(k, k') € N,. Rappelons que

Xpa(k, k) = Kok k +e—€)
X_pa(k, k) = (az + kp)a(k, K + ¢ — o)

Ainsi on a d’une part

c(V)a(k, k) = Chbf’“—]fllx(k — e, k' — €o). (5.15)
On en déduit que
V). Xl ) = (0l I = ) = ()l — e b — )
puis que
[e(Y), Xp], X_gla(k, k) =
alaj;kokil (K + 1) (b(k, &) — bk, K + €))

—ki(b(k — &) — b(k, k') z(k — €0, k' — €9). (5.16)
En égalant les deux équations (5.15) et (5.16), on obtient

bk, k') = (K, + 1)(as + k) (b(k, k') — b(k, k' + ;)
— Kl(as + KLY (b(E, K — €) — bk, K)). (5.17)
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Soit & tel que ki = 0. On a alors b(k, k') = (ag + k{) (b(k, k') — b(k, k' + €;)).
Donc (as + k) — 1)b(k, k') = (ag + k{)b(k, k' + €;). Comme b(k, k') ne dépend
pas de kg, ceci implique que b(k, k") = 0 = b(k,k’ + ¢;). On montre ensuite
par récurrence a 'aide de ’équation (5.17) que b(k, k" + ne;) = 0 pour tout
entier positif n. On travaille de méme avec les racines v = vy + - - - + ;. Ainsi
on obtient b(k, k") = 0 et donc le cocycle ¢ est nul et 'extension est triviale.

0

e Nous allons a présent faire le cas général card(A \ ) > 1. Rappelons
que A\ 0 est une partie connexe en vertu du théoreme 5.1.28. Considérons
donc le diagramme de Dynkin suivant :

1o U1 51
,,‘—@,,,, I
—_——

Amfl

Dans ce cas, les modules simples sont les

No=N(—-1,...,—1,a1,...,a,,0,...,0).
k l

Quitte a changer la numérotation des racines simples, on peut toujours sup-
poser que [ > 0.

Théoréme 5.2.7 On a Ext*(Ny, N,) = {0}.

Démonstration. La stratégie est de se ramener au cas précédent. Notons c le
cocyle associé a une suite exacte

00— N,—> M — N, — 0.

Soit @ = {p1,...,B}. Considérons la partie ' = 0 U {a,,_1}. On note [* la
sous—algebre de Levi correspondante. On a donc I' = A; ;. Par un raisonne-
ment analogue a celui de la proposition 4.2.8, on montre que N, se décompose
sous [ en une somme directe de modules irréductibles. Ces modules sont de
la forme N(cq,¢9,0,...,0) pour ¢1,co € C\ Z. Ainsi on peut voir N, et N,
comme des sommes directes de modules irréductibles de la catégorie O 5.
D’autre part, M est aussi un module de cette catégorie par restriction. En uti-
lisant le théoreme 5.2.5, on en déduit que ¢(X,,, ,) =0etc¢(X_,,, ,) =0.0n
reprend ensuite le méme raisonnement avec la partie 62 = U {am—o+am_1}.
On en déduit alors que ¢(Xa,, otam_1) = 0 €t ¢(X_(an_stam_1)) = 0. En ap-
pliquant la relation de cocycle a 'égalité [Xo,, 1am o X—ap_1] = Xa,,_5, O1
en déduit que ¢(X,,, ,) = 0 et ¢(X_,, ,) = 0. On continue ainsi avec les
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parties 08 = 0 U {a_p + -+ + @pm_1}. On en déduit que le cocyle ¢ est nul
et donc que Ext'(Ny, N,) = {0}.
O

En regroupant les résultats des théoremes 5.2.5 et 5.2.7 et en recopiant
la preuve du corollaire 5.2.2, on montre

Corollaire 5.2.8 Soit g une algebre de Lie de type A,. Soit 8 une partie
propre de A telle que A — 0 soit différente de {e1} et de {e,}. Alors la
catégorie Op g(sl,4+1) est semi-simple.

Remarque 5.2.9 Lorsque 0 = A, la catégorie Oa a(sly,) est semi-simple
par définition. Lorsque 6 = 0, la catégorie Oag(sl,) n’est pas semi-simple.
Les modules indécomposables dans ce cas ont été étudiés par Grantcharov et
Serganova [14] et par Mazorchuk et Stroppel [33].






Chapitre 6

Paires duales et
correspondances

Dans tout ce chapitre, g désigne une algebre de Lie simple sur C. Soit b
une sous—algebre de Cartan de g fixée. Soit R le systeme de racine associé au
couple (g, h). Fixons une base A de R. Dans un premier temps, nous allons
rappeler comment construire certaines paires duales associées a des espaces
préhomogenes. Ensuite nous établirons des correspondances de type Howe
pour certains modules N(a) restreints a la paire duale (sly, sl,) de sly,.

6.1 Les espaces préhomogenes de type para-
bolique

Rappelons quelques notations introduites dans le premier chapitre. Soit
0 une partie de A. Nous noterons (#) 1’ensemble des racines qui s’écrivent
comme combinaison linéaire des éléments de §. Posons

h(6) = > CH,.
a€c(f)

Notons by 'orthogonal de 6, a savoir
hp={X€bh: a(X)=0Vaecb}]

Soit [y le centralisateur dans g de bhy. C’est une algebre de Lie réductive de
centre hy. De plus,

ly=bho g
Posons alors Lo
n;l: _ gR —(6)
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Définissons enfin
po=lo®ny.

Nous noterons Hy I'unique élément de hy qui vérifie
(X(Hg):2 Vae A—90.

Posons
d(0) = {X € g, [Hy, X] = 2%X}.

Lemme 6.1.1 Awvec les notations ci—dessus :

g=EDdu(0), [di(0),d;(0)] C dir;(0), To=do(6), ny =Bpz1di(0).

kEZ

Démonstration. Cela résulte aussitot de calculs élémentaires en utilisant
l'identité de Jacobi. U

Une conséquence du lemme est que les sous—espaces di(6) définissent une
Z—graduation de g. Nous appelerons ce type de graduation une graduation
de type parabolique.

Pour expliciter une telle graduation il suffit de se donner une partie # C A.
Dans la suite, nous dessinerons une telle partie en entourant dans le graphe
de Dynkin de (R, A) les racines de A — 6 (nous parlerons alors de diagramme
de Dynkin a poids et de racines encerclées). Notons que cette convention
est compatible avec la convention utilisée pour la classification des modules
irréductibles de la catégorie On .

Mentionnons a présent le lien avec la théorie des espaces préhomogenes.
Cette théorie a été initiée par Mikio Sato a la fin des années 70 (voir par
exemple [44] et [45]). Un des intéréts de cette notion est que sous certaines
hypotheses plus restrictives (et notamment la régularité dont il sera question
plus loin) on sait associer des fonctions zeta locales et globales satisfaisant
des équations fonctionnelles remarquables qui généralisent la fonction zeta
de Riemann (voir par exemple [46] et [41]).

Rappelons tout d’abord la définition d’espace préhomogene. Soit G un
groupe algébrique linéaire connexe, défini sur C. Soit p une représentation
rationnelle de dimension finie de G dans un C—-espace—vectoriel V. Le tri-
plet (G,p, V) est un espace préhomogene s’il existe une G-orbite 2 dans
V' Zariski-ouverte. Un espace préhomogene est dit irréductible lorsque la
représentation p est irréductible.

La notion d’espace préhomogene est en fait une notion infinitésimale au
sens suivant :
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Proposition 6.1.2 Soit p une représentation rationnelle de G dans un C—
espace de dimension finie V. Sont alors équivalentes :

1. Le triplet (G, p, V') est un espace préhomogéne
2. dz eV : dim(V) = dim(G) — dim(Gy)

3. dx eV : dim(V) = dim(g) — dim(g.)

4. dx eV : X egr—dp(X)(x) €V est surjective.

Démonstration. Voir la proposition 1.1.2 de [41].

Soit (g,h, A, 0) une graduation de type parabolique de g. Notons G le
groupe adjoint de g (qui est un groupe algébrique connexe). Notons également
Ly le sous—groupe connexe de G d’algebre de Lie [y (c’est aussi le centrali-
sateur de by dans ). Soit Wy le groupe de Weyl du systeme de racines (6).
Soit R’ 'ensemble des racines « telles o(Hy) = 2.

Théoréme 6.1.3 (Vinberg) Les orbites de Ly dans di(6) sont en nombre
fini, paramétrées par les orbites de Wy dans l’ensemble des couples (¥, R")
tels que

1. 9CchetR'"CR.
2. YUR" peut étre complété en une base de R.

3. Le diagramme de Dynkin a poids formé de 9 U R"” ou les racines en-
cerclées sont celles de R” est un diagramme distingué (cela signifie que
la dimension du sous—espace dy et du sous—espace di sont les mémes).

Démonstration. Voir le théoreme 4.1.10 de [41].

Ce théoreme fondamental de Vinberg a pour conséquence :

Corollaire 6.1.4 Le triplet (Lg, Ad, d;(0)) est un espace préhomogéne.

Les espaces préhomogenes ainsi construits sont dits de type parabolique.
Par abus de notation, nous noterons un tel préhomogene (ly, d;(6)) ou aussi
(1, d1()). Lorsque ny est commutatif (ce qui implique que les d;(6) sont
tous nuls pour |i| > 1) nous dirons que l'espace préhomogene est de type
parabolique commutatif.

Remarquons qu’il est facile de savoir si un tel espace préhomogene est
irréductible. En effet :

Proposition 6.1.5 L’espace préhomogene (Lg, Ad, d,(0)) est irréductible si
et seulement si A — 0 est réduilt a une racine simple.
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Démonstration. Voir la proposition 4.2.1 de [41].

Une autre notion concernant les espaces préhomogenes est essentielle dans
tout ce qui va suivre : la notion de régularité. Une fraction rationnelle f sur
V' non nulle est un invariant relatif pour 'espace préhomogene (G, p, V') s’il
existe un caractere x de G tel que

Vge G, VaeV, f(g-z)=x(9)f(z).

Notons que les seules fractions rationnelles invariantes (i.e. y = id) sont
les constantes (car un tel invariant est constant sur la grosse orbite qui est
dense dans V). On en déduit que deux invariants relatifs correspondant au
méme caractere sont proportionnels et que tout invariant relatif est une fonc-
tion homogene.

On a une description complete des invariants relatifs. Soit S' le complémen-
taire de la grosse orbite dans V. On peut décomposer .S comme réunion (finie)
de composantes irréductibles (de codimension 1). Soient Sy, ..., .S, ces com-
posantes. Il existe donc des polynomes f; tels que S; = {x € V : fi(z) = 0}.
Ces polynomes sont des invariants relatifs, dits fondamentauz, et tout inva-
riant relatif peut s’écrire sous la forme

.
ch,zn’“, my €N, ce C.
k=1

(pour les détails voir le théoreme 1.2.5 de [41])

On en arrive enfin a la notion d’espace préhomogene régulier. I’espace
préhomogene (G, p, V') est dit régulier s’il posséde un invariant relatif dont
le hessien en un point de la grosse orbite est non nul.

Dans le cas des espaces préhomogenes de type parabolique cette notion a
priori compliquée se ramene a la notion plus maniable de sly—triplets :

Théoréme 6.1.6 (Rubenthaler) Si l’espace préhomogéne de type parabo-
lique (lg,d1(0)) est irréductible et si f est un invariant relatif de degré n,

alors B(H,. H,)
<—#gpf(l‘), H97 fL’)

est un sly—triplet pour tout x dans la grosse orbite (ot B désigne la forme de
Killing et oy =df / f).

Démonstration. Voir le théoreme 4.3.2 de [41].

Ce théoreme a pour conséquence :
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Corollaire 6.1.7 Soit (lp,d1(0)) un espace préhomogene de type parabolique
irréductible. Alors on a les équivalences suivantes :

1. L’espace préhomogene est régqulier
2. 1l existe un invariant relatif non trivial
3. Il existe Y € dy(0) et X € d_1(0) tels que (X, Hp,Y') soit un sly—triplet.

La liste des espaces préhomogenes irréductibles réguliers de type parabo-
lique est donnée dans les tables T et 1T de [41].

Nous n’avons jusqu’a présent considéré que le cas ou I’espace préhomogene
(lg, dy(0)) était irréductible. Nous allons maintenant considérer le cas général.
La décomposition du l[p—module d;(f) en sous—modules irréductibles se fait
comme suit.

Désignons par 71, ...,V les racines simples de A — . Notons A; la com-
posante connexe de 6 U {v;} qui contient 7; et posons §; = A; — {;}. Soit

bi = Z CHa, 6 =hi+06%, I, =h g
aEl;

L’algebre de Lie g, est réductive et la sous—algebre [y, est une sous—algebre
de Levi. A la partie #; de A; est associé un espace préhomogene, que 1’on
note (ly,, d;(#)). Comme on peut plonger d;(f) dans g, lalgebre [y agit sur
d; () et il est facile de voir que d}(#) est ainsi un lp-module irréductible. On
a alors la proposition suivante.

Proposition 6.1.8 La décomposition di(0) = &, d\(0) est la décomposition
de di(0) en ly—modules irréductibles.

Regardons un exemple :
M Y2 73
Ici [y est isomorphe a sl X sly X sly. Les parties A; sont alors les suivantes :

N 72 V3
@®—e o—
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Les sous—algebres [y, et [y, sont toutes les deux isomorphes a la premiere
copie de sly de [y et [y, est isomorphe a sly X sly. Les espaces d}(6) et d3() sont
des représentations irréductibles de dimension 2 de sly et d3(6) est le produit
tensoriel de deux représentations irréductibles de dimension 2 de deux copies
de s [2.

Par la suite, nous noterons H; I'unique élément de b; tel que o(H;) =0
si a € 0; et v;(H;) = 2 (par construction d{(0) = {X € g; : [H;, X] =2X}).
Remarquons que ), CH; = by. Les espaces préhomogenes donnés par les
couples (A, 0;) sont les composantes irréductibles de I'espace préhomogene
donné par le couple (A, 6).

Pour finir, notons que la notion de régularité pour un espace préhomogene
de type parabolique non irréductible ne se ramene pas toujours a la notion
de sly—tripet comme le montre 'exemple 4.3.1 de [41].

6.2 La notion de paire duale

La notion de paire duale a été introduite par R. Howe dans le cas du
groupe métaplectique (voir [15]). Nous en donnons ici une définition générale
au niveau des algebres de Lie.

Soit g une algebre de Lie réductive sur C. Un couple (a,b) de sous—
algebres réductives de g est appelée une paire duale si le centralisateur de a
dans g est égal a b et vice-versa. Rappelons que le centralisateur de ’algebre
a dans g est

Zga)={X eg: [X,)Y]=0VY €a}.

Nous dirons qu'une sous—algebre réductive est une sous—algebre de Howe
si elle est égale a son bi-commutant. Dans ce cas le couple (a, Zy(a)) est une
paire duale.

Une classification des paires duales dans le cas complexe a été donnée
par H. Rubenthaler dans [42]. Cette classification utilise la notion d’espace
préhomogene de type parabolique. Nous allons en rappeler ici les principaux
ingrédients.

Fixons une base A d’un systéme de racines de (g,h). Un couple (A, 0)
avec § C A est dit admissible si les composantes irréductibles de I'espace
préhomogene de type parabolique associé sont toutes régulieres. Le couple
est dit C'—admissible si les composantes irréductibles sont de plus de type
commutatif.

Donnons quelques exemples. Le couple (A, D) est toujours C—admissible
(ses composantes sont toutes égales a ®). L’exemple de la partie précédente
n’est pas admissible car les composantes de type As ne sont pas régulieres.
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Soit (A,#) un couple admissible. Par le corollaire 6.1.7, il existe pour
chaque 7 des éléments X; € d*(0) et Y; € d{(0) tels que (X;, H;,Y;) soit un
sly—triplet.

Théoréme 6.2.1 (Rubenthaler) Soit (A,60) un couple admissible. Alors
la famille des sly—triplets (Y;, H;, X;) engendre une sous—algébre simple gg
dans g.

Démonstration. Voir [40].

La sous—algebre gg du théoreme est appelée sous—algebre admissible (resp.
C—admissible) associée au couple admissible (resp. C—admissible) (A,#0).
Dans le cas du couple (A,()) on trouve gy = g car g est engendrée par
les sly—triplets (Yo, Hay Xa)aer-

On a alors le

Théoréme 6.2.2 (Rubenthaler) Soit (A, 0) un couple C—admissible. Alors
la sous—algebre C—admissible go associée est une sous—algebre de Howe.

Démonstration. C'est le théoreme 4.1 de [42].

Cela fournit un premier de type de paires duales. Le cas (A, () fournit la
paire duale triviale (g,{0}). Les autres paires duales sont obtenues a partir
de certaines sous—algebres admissibles. Pour une description complete on
pourra consulter [42]. Dans la suite nous nous intéresserons principalement
aux paires duales C—admissibles obtenues par le théoreme 6.2.2. Notons que
dans ce cas, by est une sous-algebre de Cartan de gg et Zy(gg) C lo.

6.3 Exemples de correspondances

La notion de paire duale s’est avérée tres efficace pour résoudre des
problemes de restriction (ou branching rules). Nous allons & présent donner
quelques exemples simples de tels problemes. Commencons avec un exemple
trivial pour motiver la notion de paire duale. Soient a et b deux algebres
de Lie simples. Posons g = a @ b. Alors, il est clair que (a,b) est une paire
duale dans g. On sait dans ce cas que les représentations irréductibles de di-
mension finie de g sont isomorphes au produit tensoriel d'une représentation
irréductible de a et d'une représentation irréductible de b. Plus généralement
une représentation de dimension finie de g se casse en une somme directe
de représentations irréductibles et donc en une somme de produits tenso-
riels. Dans certains cas, une représentation donnée de a apparaissant dans
la restriction a a @& b d’'un g-module V' de dimension finie est associée a
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une et une seule représentation de b apparaissant dans la restriction de V' a
a®b. On appelle ce phénomene une correspondance de type Howe. Le premier
exemple non trivial d’une telle correspondance est apparue dans les travaux
de R. Howe dans les années 80 et a donné lieu par la suite a une abondante
littérature (e.g. [16], [17], [38], [37], [18], [26]....).

Considérons a présent une algebre de Lie réductive g. Notons 3 son centre
et g’ sa partie semi-simple. Alors (3,g) est une paire duale de g. Notons
que dans ce cas une représentation irréductible de g est une représentation
irréductible de g’ munie d’une action scalaire du centre j.

Donnons maintenant un exemple un peu plus évolué. Soit g une algebre
de Lie simple qui admet une structure d’espace préhomogene de type parabo-
lique commutatif irréductible. A cet espace préhomogene, on a vu comment
associer une paire duale (g, Z4(80)). Posons a = gg et b = Zy(gg). On a vu
que b C [y et que by est une sous—algebre de Cartan de a. L’algebre g agit
sur elle-méme par I’action adjointe. Le module peut aussi étre vu comme un
adb-module et est semi-simple (car de dimension finie). Essayons d’identifier
ses sous—modules irréductibles. Rappelons que I'on a la décomposition

g=d_1(0) ®lp @ di(0).

On pose H = Hy. On note (X, H,Y) le slo—triplet qui correspond a
I’algebre de Lie a. On a alors le

Théoréme 6.3.1 (Rubenthaler) Soit U, l'orthogonal de CX dans dy(0)
relativement a la forme de Killing B de g. On a alors

De plus cette décomposition est la décomposition de di(0) en b-modules
wrréductibles.

Démonstration. Voir theorem 7.1 de [43].

En utilisant le théoréme, on a aussi la décomposition suivante (en b—
modules irréductibles) :

d,1<0) - CX EB Ufl,

ou U_; est I'orthogonal de CY dans d_; () relativement a la forme de Killing.

Comme g est de dimension finie, on peut décomposer g en somme directe
de a—modules irréductibles de plus haut poids. Cherchons quels sont les vec-
teurs de plus haut poids dans g. Comme n; est commutatif et que tous les
éléments de n; ont par hypotheése un poids égal a 2 sous l'action de H, on
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en déduit que l'espace g contient dim(n]) fois la représentation irréductible
de dimension 3 de a. Cette représentation est isomorphe a a. Les autres plus
haut poids possibles sont de poids 0 vu les poids de g sous H. De tels vec-
teurs commutent alors avec tout a. Ce sont donc exactement les éléments de
b. Ainsi la représentation triviale de a apparait avec multiplicité dim(b).

On sait aussi que g se décompose sous a & b en une somme directe de
modules irréductibles. Un tel module est un produit tensoriel d’'un a—module
irréductible et d’'un b—modue irréductible. Nous avons déja identifié tous les
a-modules intervenant dans g. Posons alors m = [X,U;]. Il est clair que
m C lp. D’autre part, 'identité de Jacobi et le théoreme 6.3.1 permettent
de montrer que m est un b-module irréductible (isomorphe a U; et U_). La
décomposition de g sous a que 'on a obtenu s’écrit :

g = dim(nj)a®b
= (a@Ul@U_l@m)@b

En remarquant que a est un b—module triviale et que b est un b—module
irréductible, on obtient la décomposition de g sous a ¢ b suivante :

g=a®@101RbDa@m.

Remarquons que cette décomposition est symétrique en a @ b si et seule-
ment si m = b comme b-module. Cette situation arrive par exemple dans le
cas suivant :

Remarquons aussi que si m 2 b, alors a chaque b-module de cette
décomposition est associé un unique a—module. Mais le a—module a corres-
pond aux deux b—modules 1 et m.

6.4 Correspondances de type Howe dans Ox g

Nous allons a présent étudier des correspondances dans certaines des
catégories Oy . Nous choisirons toujours des paires duales (a, b) de la forme
(90, Z4(80)) (données par les théoremes 6.2.1 et 6.2.2) qui correspondent a
I’espace préhomogene construit a partir de la partie . En particulier cela
signifie que b := Zy(gqs) C lo.
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6.4.1 La paire duale (sl,,sl,) dans sly,

Nous avons vu que la catégorie Op g associée est non nulle seulement
si g est de type A, ou C,. Nous écarterons ici le cas g = C,. Ainsi dans
toute la suite, g désigne ’algebre de Lie A,,. En comparant les parties 6 qui
fournissent une catégorie O p non nulle et celles fournissant une paire duale
(voir la table 5 de [42]), on conclut qu’il n’y a qu'un cas a examiner :

On supposera donc a partir de maintenant que g = As,—1 et A—6 = {a,, }.
Nous avons vu dans cette situation la classification des modules irréductibles
de Oa . En particulier, nous avons montré que les modules irréductibles de
Oa g sont les modules

N(a)::N(—l,...,—1,a1,a2,0,...,0), oﬁaiGC—Z.

n—1 n—1

Rappelons que les vecteurs de poids de N(a) sont les z(b) pour b € C*
admissible, i.e. pour ¢ < n, b; est un entier strictement négatif, pour j >
n + 1, b; est un entier positif (ou nul), b, — a1 € Z, byy1 —as € Z et
> bi=ai+ay—(n—1). L’action de g sur N(a) est donnée par les équations
suivantes :

bxb+el—el+1) sit>n+1

b+1 (b—€ +€i41) sit<n-—1
1—|—1 r(b—€,1+€,) sii=n—1 (6.1b)
2+1LL‘ — € + €1+1) Si Z Z n -+ 1

H,, -xz(b) = (b;—bi)z (6.1c)

X,, -

7

(bis1+Dx(b+e —€41) sii<n—1
X o, - x(b) = z(b+ €1 —€,) sii=n—1 (6.1a)

On peut calculer plus généralement 1’action d’un vecteur quelconque de g
grace aux équations (4.1) et au plongement de As, 1 dans W,. Nous avons
décrit dans le théoreme 4.2.4 les vecteurs de plus haut poids de N(a) pour
I’action de ly. Rappelons—en 1’énoncé dans notre cas particulier :

Proposition 6.4.1 Comme lp—module, le module N(a) se décompose en une
somme directe de modules irréductibles de plus haut poids de dimension in-
finie. De plus, chaque module intervenant dans la décomposition intervient
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avec multiplicité 1 et les plus haut poids sont

(0,...,0,—1 — by, bos1, 0, 0) @ (—(1n — 1) + by — brya)

n—2 n—2
sous H(0) ® by.

Dans la suite, on notera Ny, 4, au lieu de N(a). Décrivons a présent la
paire duale. La sous—algebre de Levi [y est ’ensemble de matrices suivant :

{(%‘%) A, B € M,(C), tr(A+ B) = 0} .

En particulier, la partie semi-simple de [y est la somme de deux copies de
sl,. L’espace h(#) est la sous—algebre de Cartan de cette partie semi—simple
et consiste donc en les matrices diagonales de trace nulle. La paire duale
C—admissible (a,b) est alors construite comme suit :

AlO
b .= (T‘T) , avec A € sl,.

Le commutant de b est alors a := (X, H,Y), ou

X=> X_grotani Y= Xotita 1 et

i=1 =1

H=H, +2H,,+ ---+nH,, +(n—1)H,

An+1

+ H,

Q2n—1"

+---+2H

Q2n—2
L’algebre de Lie a est isomorphe a sl et b a sl,. Rappelons que b C Iy et
que le centre de [y est la sous—algebre de Cartan hy = CH de a.

Notons b, la sous-algebre de Cartan de b :

(%) , avec H diagonale de trace nulle.

6.4.2 Action de b sur N, ,,

Nous avons rappelé I'action de [y sur le module N, 4, ci-dessus. Décrivons
a présent l'action de X et Y € a :

Lemme 6.4.2 Pouric {1,...,n}, ona

(6.2a)

b; +1)byrix(b— €pti + € sii<n,
Xai+...+an+i71$(b> { ( ) + ( + )

bon (b — €2, + €) sii=mn,
(b4 €npi —€)  sii<n,

Xt tann®(b) = { byr(b+ €, —€,) sii=n, (6.2b)
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Démonstration. Notons que le vecteur Xo 4. 4a,,,, correspond a la ma-
trice élémentaire Fj,; et le vecteur X_(0, 4 +a,., 1) & EpyiiCeci est une
conséquence des équations (4.1).

0

Pour obtenir une corrrespondence, il nous faut au préalable décrire I’ac-
tion de b sur N,, ,,. Notons b™ la sous—algebre de b des matrices telles que X
est triangulaire supérieure avec des zero sur la diagonale. Grace a la propo-
sition 6.4.1, nous savons que P'action de b' est localement finie. Nous allons
donc étudier le sous—espace M := Né’:@ ={meNye : X-m=0,VX €
b*}. Definissons X; := X, + X and X ;=X ,. +X_ De I’équation
(4.1) nous obtenons

Qptq Aptq°

Xl’(b) — (bz + 1)Jf(b + € — Ei—l—l) + bn_;_i_:,_ll'(b + €n+i — €n+i+1) sit<n-—1
i - bn(bn—l + 1)1’(b — €n + En—l) + bgnl‘(b + €op—1 — Egn) sit=n-—1
(6.3)

Lemme 6.4.3 Soit x = Y, M\ (b*) € My un vecteur de poids pour by @ b,,.
Alors il existe kg et ki tels que

c(OF0) = x(—1,...,—1,bf, ... bho)
et

z(b) =z (B}, ... bl ,,0,...,0).

Démonstration. Notons que si b est admissible alors b; < 0. Soit i; un indice
tel que A\;; # 0 et bil est maximal parmi les valeurs possibles des différents
% intervenant dans l'expression de z. Supposons que b # —1. Alors en
appliquant X; & z(b™) on obtient grace a 'equation (6.3) la somme des deux
vecteurs :

(b 4+ Dz (b + 6 — e) + b;ﬂr?x(bil + €nt1 — €ng2)-

Le premier morceau est un vecteur z(b') tel que b, = b + 1 > b%'. Le
deuxiéme morceau est de la forme (") avec b = bi!. Par hypothese sur z,
on a X; -z = 0. Par maximalité de b’f, le vecteur x(b') ne peut apparaitre
dans Pexpression de X; -z que dans le premier morceau de X - z(b). Son
coefficient doit donc étre nul. Or, ce coefficient vaut (b1 + 1), non nul par
hypothese. On déduit de cette contradiction que b’ = —1.

Comme b est admissible, on doit aussi avoir by < 0. Soit 75 un indice
tel que \;, # 0, b’f =—1et 32 est maximal parmi les valeurs possibles des
différents b5 intervenant dans I'expression de z et satisfaisant la condition
V% = —1. Le méme raisonnement utilisant I’équation (6.3) conduit & b2 = —1.
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Finalement, en appliquant successivement X3, ..., X,,_1, on obtient un indice
ko satisfaisant les conditions du lemme, i.e. b¥ = ... = bf;o_l =—1.

Si b est admissible, on a aussi by, > 0. Ainsi, pour trouver k;, on raisonne
de méme en commengant avec action de X,,_; sur un vecteur z(b?) tel que
Ajy #0 et b} est minimal parmi les différents b5, intervenant dans I'expres-
sion de z. Nous prouvons alors que nécessairement b3, = 0. En appliquant
successivement X,,_o, ..., X7, on obtient par le méme raisonnement un indice
ky satisfaisant les conditions du lemme, i.e. b, = --- b5 = 0.

0

Corollaire 6.4.4 Soit ky et ky comme dans le lemme 6.4.3. Alors il existe
des entiers ¢y, Cpi1,Con avEC Cop > 0 tels que

ZL’(ka) = l‘(—]_, R —1,@1 + ¢y, as + Cn+1,0, e ,O, an)

et
eV =a(-1—-¢,—1,...,—1,a1 + ¢, ay + chi1,0,...,0),

/

/ —
= Cn + Cop and ¢, | = —Cp.

avec ¢y + Cpy1 + Con = 0, ¢ = cop, €

Démonstration. Posons bflo = a1 + ¢, bfﬁrl = as + Cpi1, bfjﬁrz = Cpui pour
2 < i < n. Posons alors bf* = ay + ¢, bi' | = ay + ¢, bi' = —1 — ¢, pour
1<i<n-—1. Ainsi, on a

k
b 0 = (_17 sty _17a1 + Cn7a2 + CTL+17€TL+27 o 7C2n)7

k1 / / / /
W' =(-1—-d,....,—1—c, 1,01+ ¢, a2+ ¢, 1,0,...,0).

Les deux vecteurs x(b*) et z(b*) doivent étre des vecteurs admissibles et
doivent avoir le méme poids sous 'action des sous—algebres de Cartan de a
(car elle commute avec b) et de b. Cela donne les équations suivantes

admissibilité de x(bko) Coent et ot =0
admissibilité de z(b") :  —(f + ...+ )+, + )y =0

poids sous by de z(b*) et z(b*') :  ch—(Chy1t.. . Acon) = —(i+.. A, ))

/ /
+ Cn — Cp1
= / / /
Cnt1 — Cn2 Co =+ Gy
— / /
. Cnio — C = ch—C
poids de z(b™) et x(b) 2 s 52
sous Hy,...,H,_4 , ,
Con—2 —Con—1 = Cp 1 —Ch o

/ /
—Cpt+ Con1— Cop = —Cp_1 T Gy
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Apres quelques calculs, nous trouvons que I'unique solution de ce systeme en
les inconnues ¢ est

A4 = —Cp — Cpa1
o = —Cpyiy, 1<i<n
c, = Con + Cp

oy = G+ 41—,

En utilisant le fait que les vecteurs x(b*) et z(b**) sont admissibles, on déduit
que nécessairement c,.; > 0 pour 2 <7 < n et c; >0pourl <j5<n—1
Ceci impose ¢, 4; = ¢; = 0 pour 2 < i < n — 1. En prenant en compte le fait
que ¢, + Cpy1 + ¢+ + Cop = 0 par admissibilité de x(b*), on obtient

¢y = Cop, Cp=CptCop, Chpy=—0Cp (6.4)
U
Dans la suite, nous écrirons
r(b*) =2(-1,...,—1,a; + b,ay —b—1¢,0,...,0,c)

ou b et ¢ sont des entiers tels que ¢ > 0. Cherchons a présent quels sont les
vecteurs admissibles x(b) ayant le méme poids sous by @ b,, que x(b*). Nous
avons le lemme :

Lemme 6.4.5 Notons
xr = LU(—l — bl, ceey —1- bn,17a1 + bn,az + bn+1,bn+2, e bgn)

un vecteur admissible. Alors x a le méme poids que x(b™) sous laction de
ho D b, si et seulement si

bn+i = bi; 1<i<n
by = bbb+ tby
bn+1 = b1 — (b+ C)

bgn = C—(b1+“'+bn_1)

Démonstration. Comme dans la preuve du corollaire 6.4.4, nous écrivons les
équations obtenues en exprimant le fait que x doit étre un vecteur admissible
et que z et x(b*) ont méme poids sous l'action de by et b, :

(b4 A bp) by A A by =0 (6.5)
—(by+ ...+ bp1) F by — (byy + -+ Do) =20
by —by +byp1 — by = —b—c
b3 — b2+ bpy2 —bpyz = 0
: (6.7)
b1 —bp—o+byyo—byp1 = 0

_bnfl - bn + an,1 - b2n = —b—c
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Posons alors l~7, =b,—bp;pourl1 <i<n-—1et l;n~: b,, + ba,. Ecrivons les
équations (6.5) et (6.7) dans les nouvelles variables b; :
—(by+ 4 by1) +b, =0
—(b14+ ...+ by1) + by — (b1 4+ +bop) =2b

éz - él = —b—c
bs —by = 0
l;n—l - 671—2 = 0
_bn—l - bn = —b—c
L’unique solution de ce systéme en les inconnues ISZ est 62 =...= Z;n—l =0,

by =b+c, b, = b+ c. Ainsi, nous avons
by, +boy=c+0b, by =by—c—0b, et byy; =0b; pour 2 <7 <n-—1.

En utilisant alors I’équation (6.6), on exprime les b,,; pour i > 0 en les
variables b; pour 1 < j <n — 1, ce qui donne le lemme.

0

Corollaire 6.4.6 Soit x € My un vecteur de poids sous hg @ b,. Alors il
existe deux entiers b et ¢ tels que ¢ > 0 et

r= Y MNa(-l—ky...,—1—ky1,a1 +b+]k|,

ki>0, |k|<c

ag—b—C—f—kl,kQ,...,kn,l,C— ’El),

ot k = (ki,...,kno1) € N"7L k| = 30, ki et Ay € C. Dans la suite, nous
noterons ce x par x(b, c).

Sin > 2, le poids sous b, de x(b,c) est (aa—b—1c,0,...,0,—1—a;—b—c)
et sous hg a1 —az +2b— (n —1). Sin = 2 le poids sous b, de x(b,c) est
(=1 —a;+as—2(b+c¢)) et sous by a; —ay +2b — 1.

Démonstration. Grace au lemme 6.4.3 et au corollaire 6.4.4, on sait que = =
> A z(b) et quil existe un indice 4 tel que b = (=1,...,—1,a; + b,as —
b—c,0,...,0,¢) pour deux entiers b et ¢ avec ¢ > 0. Alors par le lemme
6.4.5 les autres z(b') apparaissant dans 'expression de x sont de la forme
x(b) = x(=1—Fky,...,—1—kyp y,a1 +b+ (k1 + -+ kn_1),a0 + ky — b —
¢, kay .o kpo1,c— (k1 + -+ -+ ky—1)). D’autre part, ces vecteurs doivent étre
admissible. De ce fait, nous devons avoir :

kieN, andc—(k1+~--+/€n_1)20.



102 CHAPITRE 6. PAIRES DUALES ET CORRESPONDANCES

C’est 1a le corollaire.

Proposition 6.4.7 Soit x comme dans le corollaire 6.4.6. Ecrivons

r= > Ma(-1—ky...,—1— ko100 +b+]k|,

a2_b_c+k17k27"'7kn—lac_ |E|)7
pour des entiers b and ¢ (> 0). Alors Ay = k(k)Ag, 0t A\g € C et
k) = X
w(E) ( k) ) (lﬁ FE— kn_2>

[T e+ 1- )

(k14 + ko) T (a1 + b+ )

Réciproquement si

r= > Ma(-1—ky...,—1— ko101 +D+]k|,

ag —b—c+ky ko, ... kno1,c— |E|)
avec A\, = Kk(k)Ao, alors x € M.
Démonstration. D’apres I'équation (6.3), on a
Xi-w =3 | = kua(—ki, =2 = o, =1 = kg, oo, =1 = by, an + b+ [K,
k
C m—b—cthuka ke — [k

—|—k2x(—1—kl,...,—l—kn,l,a1+b+\EL
(Ig—b—c+k1+1,]€2—1,]€3,...,k’n,1,0—‘ED . (68)
Soit k € {(ki)i<i<cn : ki > Oand ), k; < c}. Supposons k; > 0. Soit

k' = (K))1<i<n_1 tel que k] = ky — 1, ki = ko + 1, et k! = k; sinon. Cherchons
le coefficient de

x(—]{j17—2—]€2,—1—kg,...,_l_kn—17a1+b+ |E|7
CLQ—b—C—'—kl,kQ,.--’kn—l?C_|ED
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dans 'expression de X; - x. Nous trouvons
—ki g + (k2 + 1)y

Comme x € My, on a X; -z = 0. Ainsi on doit avoir —k1 A\, + (k2 +1) Ay =0,
Le. A\ = '”k—i“l)\ku Par induction on trouve A\, = (kll;tka))\El ou k' = (0,k +
ko, ks, ..., k,—1). On cherche ensuite le coefficient de

I‘(—l,—kg—kl,—Q—kg,—l—k’4,...,—1—]€n,1,a1+b+ ’El,
GQ—b—C—Fkl,kg,...,k‘n_l,C—‘ED

dans X, - z(k'). Cela permet alors d’exprimer A\, grace a A2 ou k* =
(0,0, k.:1.+k‘2+k:‘3, l.{:4 o ,kn._l). Plus préc%isement, on trouve A1 = (klzlff]:;k?’).)\ka.
En utilisant ainsi successivement 'action de X3, ..., X,,_1 sur x, on exprime
A grace Ag.
La réciproque est claire.
U

A partir de maintenant, nous noterons z(b, c) le vecteur de M, obtenu
par la proposition 6.4.7 avec A\g = 1. Nous noterons également

Z‘E(b, C) = x(—l—kl, ceey —1—kn_1,a1+b+|k|,a2—b—c+k1,k:g, .. .,kn_1,6—|ﬁ|)
ou k= (ki,...,kn1)aveck; e Net |k|=k + -+ ko1 <c
Corollaire 6.4.8 Pour2<i<n-—2onaX_;-z(bc)=0.

Démonstration. De 1'équation (6.1b), on conclut que X_; agit trivialement
sur zg(b, ¢) si et seulement si k; + k; 41 = 0. Si P'action est non triviale, on a
X_; - ag(b,c) = —kipazy (b, ¢) + kixgr (b, €) ou

k; sij#ioui+1
i+l sij=i+l

et
k; sij#n+ioun+i+1
k}’: Enpi — 1 sij=n+1
kn+i+l+1 Slj:n+2+1

On regarde alors les occurences de zy (b, ¢) dans X_;-x(b, ¢). Il apparait dans
I'expression de X_; - x(b, ¢) comme nous I'avons déja remarqué ci-dessus et
dans le deuxieme terme de l'expression de X_; - (b, ¢) ou

k; sij#n+ioun+i+1
kn+i+1—1 Slj:n+2+1
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Ainsi le coefficient de zy(b,c) dans X_; - (b, c) est (—kip1)A\p + L;A. En
utilisant ’expression de A\, donnée dans la proposition 6.4.7, on conclut que
ce coefficient est nul.

0

6.4.3 Une correspondance de Howe pour N, ,,

Cas générique

Pour énoncer et prouver une correspondance de Howe pour le module
N := Ng, 4, nous avons besoin de calculer I'action de a sur M,.

Lemme 6.4.9 Soient b et ¢ deux entiers avec ¢ > 0. Alors

1. X - xz(b,c) est un élément non nul de My égal a un multiple de x(b —
lL,e+1).
2. Le vecteur Y - x(b,c) est non nul si et seulement si c(a; — as + 2b +

c—(n—2)) # 0. Dans ce cas, le vecteur est égal a un multiple de
z(b+1,c—1).

Démonstration. Comme 'action de a commute avec 'action de b, Y - x(b, ¢)
et X - (b, c) sont deux vecteurs de My. Posons b’ =b+1et ¢ =c—1. Via
le lemme 6.4.2, on a :

Y -x(b,c) =
> Ailar = =+ k) (=k)a(—ky, —1 =k, ..., =1 = kg a0 + 6 + |k — 1,
(ZQ—b/—C/—Fk’l—1,k2,...,kn_1,cl—|k|—|—1)
n—2
+ Z Z Me(—ki)?w(=1 = ki, =1 — ko, ..., =1 — kyq,
i=2
_kh_l_ki—i-la"'?_]-_kn—laa1+b,+|k| _17
ap = b =+ ki, ko, ks, ki — Lk, ke, & — B 41)
+ 3 Ml + 1= [k)w(=1 = Ky, =1 = Kyy,an + U+ [E],

a9 — b/ — C/ -+ 1{31,1{72, ey ]{Zn_l,C/ - |E|) (69)

Comme Y - z(b,c) € My, ce doit étre une combinaison linéaire de x(b", ¢”).
Mais chaque vecteur x(b”,¢”) contient un vecteur de la forme zo(b”, ") =
x(=1,...,=1a1+b",a,—0"—",0,...,0,"). Le seul vecteur de cette forme
dans 'expression de Y-z (b, ¢) est (b, ¢). Ceci prouve que si Y-z (b, ¢) est non
nul alors ¢’est un multiple de z(b', ¢’). Pour savoir quand ce vecteur est nul,
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il suffit donc de calculer le coefficient de z (¥, ¢’) dans I’équation ci-dessus.
La premiere somme donne une contribution égale & —(as —b—c+ 1)\, ; la
deuxieme 777 — )\, et la derniére ¢ (rappelons ici que le coefficient )y de
x(b,c) vaut 1 par convention). Grace & la proposition 6.4.7, on trouve une
contribution totale égale a :

C

m(al — a9y + 2b+ C — (n — 2)))\9

On utilise la méme méthode pour évaluer X - z(b, c). Le coefficient de
2o(b—1,c+ 1) dans l'expression de X - z(b, ¢) est a; + b, qui n’est jamais nul
car a; € C\ Z par hypothese. Cela donne le lemme.

0

Corollaire 6.4.10 Supposons que a; — as € Z. Alors pour tous les entiers b
et ¢ avec ¢ > 0, le b—module engendré par x(b,c) est un module irréductible
de plus haut poids.

Démonstration. Le b—module U (b)z(b, ¢) engendré par x(b, c) est un module
de plus haut poids et est donc indecomposable. 11 est irréductible si et seule-
ment si z(b,c¢) est 'unique vecteur de plus haut poids dans U(b)x(b,c), a
un scalaire multiplicatif pres. Tout autre vecteur de plus haut poids dans
U(b)x(b, c) serait de la forme x(b', ¢’). Mais les vecteurs x(b, ¢) et z(b, ) ont
doivent aussi avoir méme poids sous hy. En utilisant le poids sous by des
vecteurs de My donné par le corollaire 6.4.6, on trouve v = b. Si z(b', ) €
U(b)x(b,c), il existe un vecteur u € U(b™) tel que u - x(b, c) = z(b, ). Ceci
implique ¢ < ¢ car les vecteurs X _; peuvent seulement augmenter la 2n—ieme
composante des vecteurs admissibles. Donc si ¢ # ¢/, on a ¢ < ¢. Ensuite
notre hypotheése a; — ay € Z et le lemme 6.4.9, entraine Y™ - z(b,¢) = 0 et
Yert . x(b, ) # 0. Comme Y € a commute avec u € U(b), on devrait avoir
uY (b, c) = Y a(b, ). Ceci est une contradiction.

0

Théoreme 6.4.11 Supposons que a1 —as & Z. Alors nous avons la décompo-
sition suivante de Ng, o, comme b @ a-module :

1. Sin=2,
Nal,az = @bGZ L<_1 — a1+ ag — 2b) X L(a1 — a9 + 2b — 1)
2. Sin > 2,

Nay gy = Bvez L(ag—0,0,...,0,—1—a; —b)® L(a; —as+2b— (n—1)).
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Démonstration. On sait par la proposition 6.4.1 que le module N, 4, est
localement fini sous [J. Donc aussi sous b". Donc pour tout vecteur v dans
Nujap i1y a un élément u de U(b™) tel que u - v est dans M. D’apres le
corollaire 6.4.10, on sait que tout vecteur de poids de M, engendre un b—
module irréductible de plus haut poids. Donc N, 4, = @pez.cen U(0)x(b, €)
est la décomposition de Ny, 4, en b-modules irréductibles. L’hypothese sur
a; — ag assure que Y - x(b,c) = 0 si et seulement si ¢ = 0. Ainsi nous avons
la chaine suivante de b-modules :

0—=Ub)x(b,0) =Ub)z(b—1,1)=---=Ub)x(b—kk)="---,

ol — désigne l'action de X et «— l'action de Y. Grace au lemme 6.4.9, on
conclut que cette chaine est un b @ a-module irréductible, isomorphe d’apres
le corollaire 6.4.6 & L(—1 —a; + a2 —2b) ® L(ay —as +2b—1) sin =2 et &
L(ag —b,0,...,0,—1—a; —b) ® L(a; —as +2b— (n—1)) sin > 2.

U

Une conséquence de ce théoreme est la correspondance de type Howe
suivante dans le cas "générique” a; —ay € 7 :

L(—1—a;+ay—2b) > L(ay —as+2b—1), sin=2,

L(as —b,0,...,0,—1 —ay —b) <> L(ag —as+2b—(n—1)), sin>2.

Cas non générique

Considérons a présent le cas non générique a; —ay € Z. D’apres le lemme
6.4.9, ona Y -x(b,c) = 0si et seulement sic=0o0ua; —as+2b+c=n—2
et X - z(b,c) est toujours non nul. On sait aussi que le a—module engendré
par z(b,0) est un module de plus haut poids a; — as + 20 — (n — 1). Comme
espace vectoriel, ce module est @,y Cx(b — k, k). Le vecteur x(b — k, k)
pour k > 0 est un vecteur de plus haut poids pour Y € a si et seulement si
a; —as +2b—k =n—2. Ainsi il y a au plus un k pour lequel z(b — k, k) est
un vecteur de plus haut poids pour a. Nous avons donc montré le

Corollaire 6.4.12 Supposons que ay — ay € Z. Soit b € Z.

1. Sia; —as+2b—(n—2) <0 alors le a-module engendré par x(b,0) est
irréductible.

2. Siay —as+2b— (n—2) >0, alors le a-module engendré par x(b,0)
est de longueur 2 :

U(a)z(b,0) D U(a)z(b—(a;—az+2b—(n—2)), a1 —as+2b—(n—2)) D {0},
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where U(a)z(b — (a1 —as +2b — (n — 2)),a; — ag + 2b — (n — 2)) est
un a—module irréductible de plus haut poids ay —as +2b— (n—1) et le
quotient

U(a)z(b,0)/U(a)x(b— (a3 —az +2b— (n —2)),a; — as + 2b — (n — 2))

est un a—module irréductible de plus haut poids a; — as + 20 — (n — 1).
Dans ce cas, le a-module U(a)x (b, 0) est isomorphe au module de Verma
V(ay —as+2b— (n—1)) de plus haut poids ay — ag + 2b— (n —1).

En reprenant la méthode du corollaire 6.4.10, on montre le résultat sui-
vant :

Corollaire 6.4.13 Supposons que ay — as € Z. Soit b € Z tel que a; — as +
2b— (n—2) > 0. Alors pour tout ¢ € N, le b—module engendré par x(b, c) est
un b-module irréductible de plus haut poids (aa—b—c,0,--- ,0, —1—a;—b—c).

Démonstration. La preuve du corollaire 6.4.10 peut aussi étre appliqué a ce
cas car I'hypothese sur b et le corollaire 6.4.12 assure que Y - z(b, ¢) est non

nul des que ¢ > 0.
U

En général, le méme argument montre que le seul vecteur z(b,c) qui
peut appartenir au b-module engendré par z(b, c) doit satisfaire ¢ > ¢ et
a; — as +2b+ c+ ¢ =n — 2. Dans ce cas, nous avons :

Proposition 6.4.14 Soit b € Z tel que a3 — as +2b — (n — 2) < 0. Soit
c € N tel que a3 —as +2b+ c— (n—2) = 0. Alors le b—module U(b)x(b, c)
est contenu dans le b—module U(b)x(b,0). De plus, le b—module U(b)z(b,0)
est de longueur 2 et a pour série de composition :

U(B)2(b,0) > U0)z(b, ¢) > {0},

Démonstration. Pour prouver le premier point, il suffit de trouver u € U(b)
tel que u - x(b,0) = ax(b,c), avec o € C*. Définissons 2’ € b par 7' =
En,l + E2n,n+1 et

n—2

g Z (Ei+1,1 + En+i+l,n+1) (Emurl + E2n7n+i+1) e U(b).

i=1

Remarquons que [Z',Z"] = 0. Pour A € C, on pose Z, = Z' + \Z". Alors
[Zx, Zx] = 0 pour tout A\, \ € C. Nous utiliserons par la suite les constantes
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de structure données par :

[Xl, Z)\] = (En,Z + E2n,n+2) ()\(TL — 2) —1 + )\Hl)

n—2
—A Z (Bniv1 + Eonnyiv1) (Biv12 + Envivinge)
i=2

[X;, Z,] =0, for2<i<n-—2,
(X1, 25 = (Bne11 + Fon—1n+1) (1 + AH, 1)

n—3

+ A Z (Biv11+ Envivint1) (Bnti01 + Eon—1ntit1)

i=1

[En,2 + E2n,n+27 Z)\] :)\Z, (En,2 + E2n,n+2) )
[Hb Z)\] = - Z)\,
[Eit12 + Entivinte, 23] =0,

[En—11 4 Eop_1n11, 2\ = = A2 (B0 + Eop—1n41)
[Hn—17 Z)\] - - Z)\?
[En_1i+1 + Eon—1n+tit1, Zx] =0.

Pour 1 < i < ¢, posons \; = a1+1b+i (notons que a; + b + ¢ est non

nul car a; € C\ Z). Posons aussi Z; = Z,, et Z = Z;--- Z.. Posons enfin
x = Z - x(b,0). Montrons que x est un vecteur de plus haut poids pour b.
Nous savons déja que x(b,0) est un vecteur de plus haut poids sous b. Il
reste donc a montrer que ad(X;)(Z) - x(b,0) = 0 pour 1 < i < n — 1. Grace
aux relations ci—dessus, on vérifie que ad(X;)(Z) = 0 pour 2 < ¢ < n — 2.
Calculons ad(X1)(Z) - x(b,0). On obtient :

ad(X1>(Z>ZE(b, O) == [Xl, Zl]ZQ tee Zc-x(b, 0)+ . +Zl ce Zc—l[le Zc]ac(b, 0)

Dans l'expression de [X7, Z;], on trouve les vecteurs (Exi12 + Epikr1n42)-
Mais nous avons vu que ces vecteurs commutent avec tous les Z;. De plus,
grace au corollaire 6.4.8, on vérifie que (Eji12 + Enikr1.042) agit triviale-
ment sur x(b,0). Donc la seule partie dans Iexpression de [ X7, Z;] qui peut
donner une contribution non nulle dans 'expression de ad(X1)(Z)-x(b,0) est
(En,g + Egn’n_;_g) (/\Z(TL — 2) -1+ /\zHI) AiIlSi,

ad(X1)(Z) - x(b,0) =
(En,Z + E2n,n+2) ()\1(” - 2) -1 + )\1H1) ZQ cee ZC . l’(b, O)
bt Ty Zor (B 4 Espnga) O(n — 2) — 14+ AH,) - 2(b,0).
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A Taide des calculs effectués plus haut, on obtient :
HZy-Ze=—(c+1—k)Zy-- - Ze+ Zy -+ Z.H,.
Donc on a

oot Zy Ty (Mol —2) — 1+ A Hyp) - 2(b,0).

Or, d’apres le corollaire 6.4.6, on a Hy-x(b,0) = (a2 —b)x(b,0). En utilisant la
définition de ¢, on conclut que (Ax(n —2) — 1+ A\Hy — (¢ — k)X\g) - 2(b,0) =
0, impliquant a son tour ad(X;)(Z) - x(b,0) = 0.

Comme [Z),Zy] = 0, on peut aussi écrire Z = Z.---Z;. Calculons
ad(X,-1)(Z)-x(b,0) en utilisant la méme méthode que ci-dessus. On prouve
alors que ad(X,_1)(Z) - x(b,0) = 0. Ainsi Z - z(b,0) est un vecteur de plus
haut poids pour b (notons que Z - x(b,0) est un bien un vecteur de poids car
Z est un vecteur de poids de U(b)).

II reste & montrer que Z - x(b,0) # 0. Calculons alors le coefficient de
zo(b, ¢) dans l'expression de Z - z(b,0). Nous avons vu que Z' commute avec
Z". Donc Z est un polynome homogene de degré c¢ en les deux variables Z’
et Z”. Remarquons que Z” ne peut pas augmenter la 2n—ieme composante
des vecteurs admissibles. Donc le seul monoéme dans ’expression de Z qui
peut donner le vecteur admissible (b, ¢) lorsque I'on calcule son action sur
x(b,0) est Z’°, dont le coefficient dans le polynoéme Z est 1. Apres quelques
calculs, on trouve que le coefficient de (b, ¢) dans Z-z(b, 0) est (az —b)(as —
b—1)---(ag —b— (c—1)). Ce coeflicient est non nul car ay; € C\ Z. Ainsi
grace a la proposition 6.4.7, on conclut que Z - z(b,0) est un multiple non
nul de z(b, c).

Notre choix pour lentier ¢ et le lemme 6.4.9 implique que Y -2:(b, c+k) # 0
pour k£ > 0. On peut alors utiliser la méme preuve que dans le corollaire
6.4.10 pour montrer que U(b)x (b, ¢) est un b-module irréductible. Ainsi le b—
module U(b)z(b,0) est un module de plus haut poids (contenant le b—-module
irréductible U(b)z(b, c)), qui a donc une série de composition de longueur
finie constituée de modules de plus haut poids. Mais nous avons remarqué
que U(b)x(b,0) ne peut contenir d’autres vecteurs de plus haut poids que les
combinaisons linéaires de z(b, 0) et (b, ¢) (nous I'avons remarqué juste avant
I’énoncé de cette proposition). De ceci nous concluons que

U(B)z(b,0) > UB)z(b, ¢) > {0}

est la série de composition de U(b)x(b,0).
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Nous pouvons a présent énoncer une correspondance de type Howedans
le cas non générique :

Théoreme 6.4.15 Supposons que a; —ay € Z et n > 2. Soit b € Z. Alors
on a la correspondance suivante :

- St ag —ay+2b— (n—2) =0, alors U(b)x(b,0) est un b-module
irréductible isomorphe a L(ag —b,0,...,0,—1 —a; —b) et on a L(ay —
b,0,...,0,—1 —aj —b) < L(—1).

- Sia; —ay+2b—(n—2) > 0, alors U(b)x(b,0) est un b—module
irréductible isomorphe a L(ags —0,0,...,0,—1 —a; —b) et on a L(ay —
b,0,...,0,—1—a; —b) <> V(ag —ax+2b— (n —1)).

- St ap —ay+2b— (n—2) < 0, alors U(b)x(b,0) est un b-module
indécomposable de longueur 2 et on a U(b)x(b,0) <> L(a; — ag + 2b —

(n —1)).

Démonstration. C’est une conséquence des corollaires 6.4.12 et 6.4.13 et de

la proposition 6.4.14.
U

Théoréme 6.4.16 Supposons que a; —as € Z et n = 2. Soit b € Z. Alors
on a la correspondance suivante :
- Sia; —as+2b = 0, alors U(b)x(b,0) est un b-module irréductible
isomorphe a L(—1) et on a L(—1) <> L(—1).
- St ay —as+2b > 0, alors U(b)x(b,0) est un b-module irréductible
isomorphe  L(az —a; —2b—1) et on a L(ag —ay —2b—1) <> V(a; —
as + 2b — 1)
— Sia;—as+2b < 0, alorsU(b)x(b,0) est un b-module indécomposable de
longueur 2 isomorphe 4 V(ay—a; —2b—1) et on a V(ag—a; —2b—1) <
L(a; —ag +2b—1).

Démonstration. C’est une conséquence des corollaires 6.4.12 et 6.4.13 et de
la proposition 6.4.14.
U
Remarquons que dans les deux cas, nous avons obtenu une correspondance
des caracteres infinitésimaux. Donnons a présent une autre interprétation du
théoreme 6.4.15. Tout d’abord, nous avons obtenu la décomposition suivante
de Ng, 4, comme b-module :

Navar = Y UD)z(b,c).

beZ,ceN



6.4 Correspondances de type Howe dans O g 111

Nous avons aussi vu que U(b)z(b,c) est soit un module irréductible soit
un module indécomposable de longueur 2. Considérons alors le semisim-
plifi¢ N; . de Ng, 4, obtenu en remplacant les U(b)x(b, ¢) non irréductibles
par leurs facteurs de composition. L’espace N; .. est encore un b-module

(mais plus un g—module) et nous avons la décomposition suivante comme
b-module :

Nyw= B Llaz—b—c0,...,0,-1—a; —b—oc).

bEZ,cEN

Il est clair que N . est stable par I'action de a induite par 'action a sur
Na, a5 Le théoreme 6.4.15 conduit a la correspondance de type Howe suivante
pour le b ® a-module N; . :
— Sia;—ay+2b—(n—2) =0, alorson a L(az—0b,0,...,0,—1—a; —b) <
L(-1).
— Sia;—as+2b—(n—2) > 0, alorson a L(az—b,0,...,0,—1—a; —b) <
V(ap —as+2b—(n—1)).
— Sia;—as+2b—(n—2) <0, alorson a L(az—0b,0,...,0,—1—a; —b) <>
L(a; —as +2b— (n—1)).
Notons que dans cette correspondance certains a—modules ne sont pas irréduc-
tibles. On peut donc considérer le semisimplifié N3* ~de N7 ., (que nous
appelons le bi-semisimplifié de N, 4,). Pour ce module, on obtient la corres-
pondance suivante :
— Sia;—ay+2b—(n—2) =0, alorson a L(az—0b,0,...,0,—1—a; —b) <
L(-1).
— Sia;—as+2b—(n—2) >0, alorson a L(az—0b,0,...,0,—1—a; —b) <
L(ay —as+2b— (n—1)) @ L(—(ay — az + 20 — (n — 3)).
— Sia;—as+2b—(n—2) <0, alorson a L(as—b,0,...,0,—1—a; —b) <
L(a; —as +2b— (n—1)).
Notons que ce n’est plus une correspondance bijective. On peut aussi donner
une interprétation du théoreme 6.4.16 de la méme maniere. La correspon-
dance "finale” dans le "bi-semisimplifi¢” de N,, 4, est dans ce cas la suivante :
— Sia; —ay+2b=0,alors on a L(—1) <> L(—1).
— Sia; —as+2b> 0, alorson a L(ag —a; —2b—1) <> L(ay — as + 2b —
1)® L(—(a; —az + 20+ 1)).
— Sia;—as+2b<0,alorsona L(ag—a; —2b—1) «» L(a; —as+2b—1).






Annexe A

Constantes de structure

Dans cette annexe nous allons expliciter certaines constantes de structures
dans les algebres de type A et C. Les notations des racines suit celle de

Bourbaki [5].

A.1 Cas des algebres de type A

On considere ici g = sl,, que 'on identifie aux matrices complexes de
taille n X n et de trace nulle. On note E; ; la matrice élémentaire dont le seul
coefficient non nul est le coefficient en position (7, j) dont la valeur est 1. On
peut donc prendre comme base de sl,, les matrices £; ; pour 1 <14 # j < n et
Ei;— Eit1+1 pour 1 <¢ <n-—1. Le sous-espace de sl,, de poids e; +---+¢;
pour 7 < j est alors la droite CE} ;11. L’espace de poids opposé est donné par
la droite engendrée par la transposée. Le crochet de sl, est le commutateur
de M, (C). Ainsi, on a par exemple pour k < j :

[Xei+~~-+e]-; X6j+1+~~+ek:| - [E’i,j-‘rl? Ej-i—l,k-i—l] - Ei,k:+1 - Xei-i-'“-i-eka
[Xeittess X—(eitren) = [Bijats Briri] = —Eri101 = —Xep ytotey -

On peut donc calculer facilement toutes les constantes de structure de sl,,.

A.2 Cas des algebres de type C

On considere ici g = sp,,,, que l'on identifie aux matrices complexes de
taille 2n x 2n, de trace nulle, de la forme suivante (voir par exemple [19,

p.3]) :
(&%)
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ou A, B, C sont des matrices nxn telles que B et C' soient de plus symétriques.
Ainsi si eq, ... e,_1 désignent les racines simples qui engendrent une sous—
algebre de type A,,_; et si e, désigne la racine simple longue, on a :

gt = C(Eijp1 — Bnyjyang), 1<j<n—1,

gei+---+en = (C(En,nJri + Ei,2n)7 1 < n,

2 4-42e, .
g ei++2ep_1+en — CEi,n—i—z’, i< n,

eittej_1+2ej++2en_1+en _ L
g T = C(Eintj + Ejnai)yi <J <n.
Les espaces de poids associés aux poids opposés a ceux ci—dessus sont donnés
par les droites engendrées par les transposées. A titre d’exemple, on peut

calculer quelques constantes de structure (qui ont été utilisées au chapitre
5) :

[ Xeitten_ot2en14ens X—(ertten)] =[F12n-1 + En_1nt1, Engin + Eon )
—Ln—-1n — E2n,2n71 =X

€n—1)
[Xeyttenot2en_1tens X—(ert-ten)) = E12n-1 + En 1my1; Ent — Eny12n)
= - (En71,2n + En,2n71> - _X6n71+en7
[Xen_1+en> X—en_l] :[En,Zn—l + En—1,2na Enm,—l - E2n—1,2n]
= n2n En,Qn = _QXen-

Remarquons que l'identification de sp,, avec des matrices 2n x 2n n’est
pas celle utilisée pour les modules de degré 1 de Benkart—Britten—Lemire.
Dans ce cas, on identifie X, avec ¢;p;11 lorsque ¢« < n et X, avec %qi On
identifie aussi H,, avec q,p,+ % On trouve plus généralement 'image de X,
pour une racine « positive en ’exprimant a 'aide des racines simples et des
constantes de structure. Par exemple, X, 1., = [X.,_,, X, | et donc 'image
de X, i+e, €St [go_1Pn, 5¢2]. Compte tenu du crochet dans W, X, 4., a
donc pour image ¢,_1¢y.



Annexe B

Le cas (A, A3)

Soit g = sl4(C). Nous allons ici décrire completement la catégorie C :=
Oa(g) associée a la partie § = {ey, e3} de la base standard A = {ej, €9, €3}.
Cela correspond au diagramme de Dynkin suivant :

«a Br B
@®—e—e

Reprenons les notations de la section 5.1.5. L’algebre [ := [o_gy est donnée
par

(=h®CX, +CX_,.

La partie semi-simple de [ est isomorphe a sly(C) et son centre est de
dimension 2, engendré par H, := H, + 2Hpg, et Hy := Hg,. Nous avons vu
qu'un module irréductible de C est de la forme L(A -6, C) pour un [-module
irréductible cuspidal C'. Comme ['“module, on a C' = N(ay, az). Le module C'
est alors entierement déterminé par a;, as € C\Z et par les scalaires associés
a l'action (centrale) de Hy et Ho.

Soit V(A — 0,C) le module de Verma généralisé associé a C et p la
projection de ce module sur L(A — 6, C). Le module de Verma V(A — 6, C)
est engendré par des éléments de la forme u ® z(b) ou z(b) € N(ay,az) et
u € U(ny_,). On identifie alors C' aux éléments de la forme 1® x(b). D’apres
la discussion ci—dessus, H; et Hy agissent sur les éléments de la forme 1®x(b)
par un scalaire (ne dépendant donc pas de b). Notons respectivement ¢’ et d
ces scalaires. Ainsi on a
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Hi-1®z(b) = x1®z(b) (B.1)
Hy - 1®2x(b) =d x 1® x(b) (B.2)
Sachant que H, - x(b) = by — b, on en déduit que Hg, - 1@ x(b) = Cl“’%“.

Comme by + by = a; + as =: A (par admissibilité de z(b) € N(aq,az)), on a
donc

/
—A
Hy, - 1@ () = (b + )1 @ x(b)
On pose alors ¢ := C/;A. Ainsi on a
Hg -1®z(b) = (c+ b2)1 @ x(b) (B.3)

D’apres le lemme 5.1.13 de la section 5.1.5, on a

P(X—a—p @ 2(b)) = n(b)p(X_p, @ z(V), (B.4)

ont = (by — 1,bo + 1), n(b) = % et de plus ¢ € {0,—1 — A}. Nous
noterons L. 4(ay, as) le module irréductible L(A — 6, C') ou C' est le [-module
irréductible cuspidal, isomorphe & N(aj,as) comme [—module et sur lequel
l'action de Hp, et Hy est donnée par les équations (B.3) et (B.2). D’apres le
corollaire 5.1.14 de la section 5.1.5, Lo o(a1, az) est isomorphe a N(ay, as,0,0)
et que L_y_40(as, as) est isomorphe a N(—1 — ag, —1 — a4, 0). Dans tout ce
qui suit, nous supposerons donc que d # 0.

Cette condition impose que p(X_p, ®@x(b)) # 0. En effet, on a Xg,- X _5,®
z(b) = Hy® x(b) = d x 1® x(b) # 0 et on conclut grace a la proposition
2.2.2. Nous allons chercher les valeurs possibles de d comme dans la section
5.1.6. D’apres le lemme 5.1.6, il existe 7;(b),72(b) € C tels que

p(X—Ot—ﬁ1—52 ® l‘(b) =" (b)p<X—ﬁ2X—51 ® I(b/)) + n2<b)p<X—51X—B2 ® aég)g)

Appliquons X,,15, & I’équation (B.5). On obtient

P(Hoipi+, @ 2(b)) = m(b)p(Xa @ z(V)),

ce qui donne donc
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Appliquons maintenant Xz, a (B.5). On obtient alors
P(X—a—p, @ 2(b)) = m(D)p(HoX_p, @ 2(V)) + 12(b)p(X—p, Ha @ x(V')),

ce qui donne donc

1(b) =(d + 1)1 (b) + dna(b). (B.7)
Appliquons enfin Xz 14, & (B.5). On obtient alors
P(X_a ® (b)) = m(b)p(Hp, @ z(b')) + na(b)p(—H2 @ x(b)),

ce qui donne donc

bi =(c+ba + 1)mi(b) — dna(b). (B.8)
On déduit des équations (B.6), (B.7) et (B.8) :

mb) = —ced2

2
772([) o b2-2i-1 )
d= —-2—-A-2c

En particulier, nous avons montré que d est entierement déterminé par le
choix de ¢. Réciproquement, il nous reste a montrer que pour ¢ € {0, —1— A}
et d comme ci-dessus le module L, 4(a1, az) appartient a la catégorie C. Nous
nous contentons de le faire pour (¢,d) = (0,—2 — A), le deuxieme cas étant
similaire.

Par construction, le module L := Ly _5_4(as,a2) est un module de poids
irréductible et [-cuspidal. Il nous suffit donc de vérifier la condition de res-
triction a la sous—algebre de Levi associée a 6 = {f;, 52}. Par PBW, les
vecteurs de L sont des combinaisons linéaires de vecteurs de la forme

p(XTﬂ11—52XT522X7—n51Xina4—51—52XTC5M—51 ® $(b))

Grace aux équations (B.4) et (B.5), les vecteurs de L sont donc des com-
binaisons linéaires de vecteurs de la forme

p(XTél—ﬂzXngXT§1 ® Z‘(b))
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Cela prouve déja que L est somme directe des modules M, := p(U(lp) ®
x(b)). Pour montrer que L € C, il reste donc a montrer que chaque M, est un
l[,-module irréductible. Par construction, ¢’est un module de poids, engendré
par le vecteur de plus haut poids p(1 ® x(b)). En particulier, c’est donc un
module indécomposable. Soit A = baw; + (—2 — A)ws le poids de p(1 @ x(b)).
Soit V' le [y—module de Verma de poids A. On peut voir V' comme un sous—ly—
module du module de Verma généralisé V(A — 0, C) associé a L. Grace a un
théoreme de Bernstein—Gelfand—Gelfand (voir [20, thm 5.1]), on conclut que
le module V' admet un sous—module irréductible si et seulement si A € Z__;.
Dans tous les autres cas, V est donc irréductible (car il ne contient aucun
sous—module irréductible) et donc M, aussi (car par propriété universelle
de V, il existe une surjection de V' sur M,). Lorsque A € Z_._;, V admet
un unique sous-module irréductible L(p) ot pp = sg, - A (voir [20, thm 5.1]).
L’unicité est une conséquence du cas particulier de la conjecture de Kazdhan—
Lusztig pour les algebres de Lie de rang 2 (voir apr exemple [20, chapitre 8]).
Ce sous-module est engendré par X :342_1 ® x(b). Il est d’autre part facile de
voir que X:é_l ®x(b) est annulé aussi par I'action de X414, et de Xt 44,
En utilisant la caractérisation de L comme quotient du module de Verma
généralisé V(A —0,C) (i.e. la proposition 2.2.2), on conclut que p(X:é‘;_l ®
x(b)) = 0. Or par propriété universelle de V', il existe une surjection de V
sur M,. Nous venons de montrer que p(L(u)) = 0. Donc, on peut passer au
quotient pour obtenir une surjection de V/L(u) = L(A) sur M,. Cela prouve
alors que M, est irréductible.

On a donc montré la premiere partie de la

Proposition B.1 Les modules irréductibles de la catégorie Oao(sly) sont
les modules Lcg(a1,a2) pour aj,as € C\Z, ¢ € {0,—1 —a; —as} et d €
{0, =2 —ay — as — 2¢}.

De plus, lorsque d = 0, le module L. 4(ay,as) est un module de degré 1,
isomorphe & un module de la forme N(a},a),0,0). Lorsque d & Z, le module
L. 4(a1,as) n'est pas de degré fini.

Le premier point de la deuxieme partie se montre comme dans la section
5.1.5. Le dernier point provient du fait que les l[p—modules qui interviennent
dans la décomposition de L. 4(a1, as) sont exactement des modules de Verma
(comme nous l'avons expliqué ci—dessus), qui sont évidemment de degré infini.
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Un probléme majeur en théorie de Lie est de comprendre la catégorie de tous les
modules d’'une algébre de Lie donnée. La catégorie O de Bernstein-Gelfand-Gelfand
puis la notion de module de poids, exploitée a partir des années 80, ont permis une
avancée considérable dans ce domaine. Les modules cuspidaux introduits pour décrire
tous les modules de poids sont aujourd’hui au coeur de cette théorie.

Nous introduisons dans cette thése une famille de catégories extrapolant a la fois la
catégorie O et la catégorie de tous les modules cuspidaux. Dans certains cas, nous
décrivons entierement la catégorie obtenue. Nous utilisons ensuite ces catégories pour
décrire des correspondances pour certaines paires duales.
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