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Introduction

1 LE CONTEXTE PHYSIQUE

En 1920 les britanniques Francis William Aston et Arthur Eddington dé-
couvrent que 1’énergie du soleil provient de la fusion de noyaux d’atomes
d’hydrogéne qui aboutit, par étapes, a produire de I'hélium. Cette fusion
libére une énergie faramineuse provenant de 'attraction entre les nucléons
due & l'interaction forte. L’épuisement des combustibles fossiles rend indis-
pensable de développer de nouvelles sources d’énergie. L'un des intéréts de
ces réactions est qu’elles produisent beaucoup plus d’énergie que les réactions
de fission. Les réactions de fusion qui dégagent le plus d’énergie sont celles
qui impliquent les noyaux les plus légers. Ainsi les noyaux de Deutérium
(un proton et un neutron) et de Tritium (un proton et deux neutrons) sont
impliqués dans la réaction suivante :

Deuterium Helium

Tritium Neutron

F1G. 1: La fusion nucléaire

L’énergie nécessaire a la fusion reste élevée. Elle correspond a des tem-
pératures de plusieurs dizaines ou méme de centaines de millions de degrés
selon la nature des noyaux. (Pour le soleil, par exemple, les températures
sont de l'ordre de 15 millions de degrés Kelvins). A cette température, les



électrons des noyaux des atomes quittent leurs orbites. On obtient alors un
mélange globalement neutre des particules chargés qui est appelé plasma.

La fusion controlée est encore au stade de la recherche. Pour que celle-ci
soit rentable, il est nécessaire que ’énergie produite soit supérieure a 1’éner-
gie consommeée. Dans les réacteurs nucléaires, il faut ainsi éviter tout contact
entre le milieu de réaction et les matériaux de l’environnement. Ce qu’on
réalise par un confinement. On envisage alors deux approches : la fusion par
confinement inertiel et la fusion par confinement magnétique. Le confinement
inertiel consiste a atteindre une densité trés élevée pendant un temps relati-
vement court en tirant sur une capsule de Deutérium et de Tritium tandis que
le confinement magnétique consiste a confiner le plasma grace a un champ
magnétique et a une densité moins élevée pendant un temps plus long. Aprés
plusieurs prototypes, ce sont les soviétiques qui ont réussi, en 1968, a obte-
nir un plasma de 10 millions de degrés par confinement magnétique dans un
tokamak.

F1G. 2: Vue d’artiste du tokamak ITER.

Actuellement, un réacteur nucléaire a fusion est en construction a Ca-
darache, ITER (Réacteur Thermonucléaire Expérimental International). I
contiendra un mélange gazeux de Deutérium et de Tritium. Cette matiere



sera élevée a la température de 100 millions de degrés. Pour plus de rensei-
gnement, le lecteur pourra se référer au site maintenu par le CEA : http://
www.cea.fr/energie/dossier_iter/la_fusion_controlee. De plus, afin
de tenir éloigné le plasma de la paroi, un champ électromagnétique est généré.
Les particules tourneront ainsi autour des lignes de champs formant ainsi une
hélice. En projetant cette hélice sur le plan perpendiculaire au champ magné-
tique, on obtient un cercle dont le centre est appelé centre-guide et le rayon
est appelé le rayon de Larmor.

Les plasmas ont un comportement complexe mettant en jeu des inter-
actions non linéaires et des échelles de temps et d’espace multiples. Dans
les plasmas, il y a de nombreuses instabilités et des phénoménes turbulents
qui s’opposent a leur confinement. Ces phénoménes jouent un role fonda-
mental dans la physique des plasmas. L’étude de 1’évolution d’un plasma
dans un tokamak nécessite le recours a des techniques de simulations numé-
riques avancées. La création de schémas numériques adaptés permettra de
mieux comprendre ces phénomeénes et ainsi de mieux controler les plasmas.
Le modéle cinétique de base régissant ’évolution d’un plasma de fusion par
confinement magnétique est le modele de Vlasov-Maxwell tri-dimensionnel.

2 DESCRIPTION MATHEMATIQUE

On considére le modéle cinétique dans lequel chaque espéce de particules
du plasma est caractérisée par une fonction de distribution fy(x,p,t) qui,
dans une approche statistique, décrit la répartition des particules dans l’es-
pace des phases pour un grand nombre de réalisations. Cette fonction f;
dépend de 7 variables : le temps ¢, la position x (en 3D) et la vitesse p (3D).
L’équation de Vlasov (Anatoly Vlasov 1938) [8] est une équation différen-
tielle décrivant I’évolution en temps de la fonction de distribution du plasma
constitué de particules chargées en négligeant l'effet de collisions [33]. Elle
s’écrit dans le cas relativiste pour chaque espéce de particules par la formule :

of v 0 P O _

- ==+ ¢[E+ — x B]

0
ot  ym 0x ym op ’

ol m est la masse et ¢ la charge de la particule, v est I'énergie réduite ou
facteur de Lorentz élevé a la quantité de mouvement par la relation :

2
p
m2c

T=EA s

avec ¢ la vitesse de la lumiére.
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Le champ électromagnétique (E, B) est solution des équations de Maxwell
2, 13, 26] -

a—B—i—VxE =0,

ot
aa—];;)—VxH =-J,
V-B =0,
V-D =p,
D = ¢E,
B = uH,

avec € et o la permittivité électrique et la perméabilité magnétique. On
peut remarquer que dans le vide ¢ et py sont des constantes et vérifient
cottoc® = 1. Les termes sources (J, p) sont donnés par

p=2 /fs(X, p,t)dp, la densité de charge,

J =5, /fs(x, p, t)idp, la densité de courant.
ym

Dans le cas ot 'on considére les équations de Vlasov-Poisson, le systéme
s’écrit

of . » 0f . 9f

AT N AT -, S A
ot " am ox 1 ap ’
V-D =p,

D :éoE.

Les équation de Vlasov vérifient quelques propriétés démontrés dans [59,
94] qui permettront de valider les codes numériques a savoir
e Le principe du maximum :

0 < f(t,x,p) < max f(0,x, p).
x?p
e La conservation des normes L", pour r entier et 1 < r < 00 :

5 (Jutxpyixp) —o

On remarque alors pour r = 1 la conservation de la masse.
e La conservation de la quantité de mouvement :

0 P B

xii



e La conservation d’énergie :

% {ch /('y — 1) f(t,x,p)dxdp + %0 /(E2 + CQBQ)de| = 0.

Dans la suite on considérera les équations de Vlasov-Maxwell dans le cas
non relativiste, autrement dit, pour p = mv,

of of |« of
§+V&+E[E+VXB] a—V—O,
et
10B
EE—FVXE =0, (1)
10D
V.-D =p, (4)
D =k, (5)
B = uH (6)

Les propriétés deviennent
e Le principe du maximum :

0< f(t,X,V) < maxf(O,x,V).

e La conservation des normes L", pour r entier et 1 < r < 00 :

% < / ( f(t,x,v))"“dxdv) — 0.

On remarque alors pour r = 1 la conservation de la masse.
e La conservation de la quantité de mouvement :

%[/Vf(t,x,v)dxdv—l—/B'EdX} = 0.

e La conservation d’énergie :
% {/ V2 f(t,x,v)dxdv + /(E2 + Bz)dx] = 0.

Xlil



Ces équations ont été utilisées par les mathématiciens et les physiciens
pour produire des simulations numériques et ainsi mieux comprendre le com-
portement du plasma. L’équation de Vlasov qui décrit I’évolution d’un plasma
au cours du temps, est posée sur ’espace des phases 6D et du couplage non-
linéaire entre Vlasov et Maxwell. Néanmoins, dans le cadre des plasmas de
tokamaks pour lesquels le champ magnétique extérieur est trés fort, on utilise
des modéles approchés de type Vlasov-gyrocinétique couplés a une équation
de quasi-neutralité pour déterminer le champ électrique auto-consistant. La
théorie gyrocinétique moderne utilise un cadre et des outils de géométrie dif-
férentielle avancés, une compréhension suffisamment bonne de ces outils et
des modéeles est indispensable pour développer des logiciels de simulations
précis et performants.

Ainsi on propose de changer de point de vue et d’utiliser la géométrie diffé-
rentielle [26, 29] 84 [86), [T0T], 102], comme 1’a fait Bossavit avec les équations
de Maxwell [1} 2, 3], 4] et bien d’autres [6], 30] 41, 52, 53, 58, ©2], 100] pour dé-
velopper des schémas numériques. Ces deux points de vue sont équivalents et
la formulation géométrique que I’on propose ici est la suivante. On écrit tous
les objets mathématiques des équations sous forme de formes différentielles
en fonction de leurs propriétés géométriques et physiques en découplant le
temps de l'espace des phases. Les opérations comme la divergence, le ro-
tationnel ou le gradient ont également leurs équivalents dans la géométrie
différentielle. On notera cet équivalent d, la dérivée extérieure. C’est une
application qui & une k-forme différentielle associe une (k + 1)-forme diffé-
rentielle. Pour plus de détails, on pourra utiliser les préliminaires et les livres
[26, 29, 86, 10T, 102]. Expliquons briévement la démarche & suivre pour as-
socier aux objets mathématiques des objets géométriques :
La fonction de distribution f représente la répartition de particules dans ’es-
pace des phases. Donc on s’intéresse a son intégrale sur un volume de ’espace
des phases a six dimensions. On la considére alors comme une forme volume
i.e. une 6-forme différentielle ¢ f sur I'espace des phases a six dimensions mais
elle peut étre considérée, de maniére équivalente (que ’on expliquera dans la
suite) comme une 0-forme différentielle.
L’équation de Vlasov s’écrit :
6

O+ .00 =0,
avec L, la dérivée de Lie le long du champ de vecteurs T qui sera explicité
au premier chapitre de la thése.
La représentation du champ électromagnétique a 1’aide des formes différen-
tielles a été expliquée dans le livre de Bossavit ainsi que dans ses articles
[1, 2, B, [4]. Les formes différentielles mises en jeu dans ces équations agissent

Xiv



sur l'espace des positions donc 'espace & trois dimensions. La densité de
charge p est comme son nom l'indique, une densité. On s’intéresse plus par-
ticuliérement & son intégrale sur un volume de 'espace a trois dimensions.
Elle correspond & une 3-forme différentielle p, une forme volume, sur es-
pace & trois dimensions. On déduit de ’équation , par cohérence avec la
géomeétrie différentielle, que le champ d’induction magnétique D correspond
a une 2-forme différentielle ?D sur l'espace des positions. De plus, comme
la densité de courant J mesure la quantité de charge a travers une surface
par unité de temps, elle doit pouvoir étre intégrée sur une surface (un objet
de dimension deux). La densité de courant correspond & une 2-forme diffé-
rentielle 2J sur l'espace des positions et 1'équation (B0]) nous indique que le
champ magnétique H correspond a une 1-forme différentielle 'H. Passons
maintenant a ’équation . Le champ électrique E doit pouvoir étre intégré
le long d’une ligne de champ. Il correspond donc a une 1-forme différentielle
'E. La relation entre les différents objets de I'équation (1)) nous indique alors
que le champ d’induction magnétique B doit étre représenté par une 2-forme
différentielle 2B sur I'espace des positions.

Les équations de Maxwell dans la formulation covariante sont les suivantes :

9°D
- +d™H = 27,

0°’B
™ +d'E =0,
d’D = ?p,
d*B = 0.

Il serait donc intéressant de travailler et d’établir des schémas numériques
directement a partir de cette nouvelle formulation.

3 PLAN

Comme on a pu le constater dans les paragraphes précédents, on va rester
dans le cadre de la géométrie différentielle tout au long de cette thése.
Le chapitre qui suit rappelle briévement les notions de géométrie différentielle
qui nous seront utiles pour I’étude théorique et numérique. Cette thése est
divisée en trois parties.
La premiére concerne la formulation géométrique des équations de Vlasov-
Maxwell [79]. Dans le premier chapitre, on écrit toutes les équations dans
une formulation covariante ainsi que toutes les conservations des quantités
physiques. On montre également que considérer la fonction de distribution
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f comme une 6-forme différentielle est équivalent a la considérer comme une
0-forme différentielle grace au fait que la divergence du champ de vecteurs 7
décrivant le mouvement des particules est nulle.

De plus, les phénoménes multi-échelles présents dans le comportement des
plasmas ne sont établis que formellement. Ces résultats peuvent étre démon-
trés en s’appuyant sur les théories d’analyse fonctionnelle en partant d’un mo-
déle Vlasov-Poisson ou Vlasov-Maxwell judicieusement adimensionné. Dans
le chapitre deux on reprend les techniques d’adimensionnement et on les
adapte au formalisme de la géométrie différentielle. En fait, on voit que pro-
céder a ’adimensionnement au sens usuel est équivalent a appliquer le bon
changement de coordonnées (ou pull back) sur les équations écrites dans la
formulation covariante. On montre cela pour les équations de Maxwell dans
le cas relativiste et non relativiste. On adimensionne également les équations
de Vlasov-Poisson dans la formulation covariante en évidence le rayon de
Larmor fini [12, 54], 62, [75]. Parmi les théories utilisées pour démontrer ces
phénomeénes multi-échelles, la convergence a deux échelles est bien adaptée.
Initiée par G. Nguetseng[77| et reprise par G.Allaire [76], elle a été adaptée
dans le cadre de la géométrie différentielle récemment par Pak [10] en 2005.
Dans le chapitre trois, on reprend les travaux de Pak [10] et on développe
cette nouvelle approche pour pouvoir faire de la convergence a deux échelles
sur I’équation de Vlasov dans le formalisme covariant et donc sur des variétés
différentielles adaptées au cadre physique. On établit des résultats de conver-
gence en utilisant les géodésiques des variétés différentielles. On applique
alors cette théorie, en se basant sur les articles |10}, 12 54} 62, 75 [76), [77], sur
I’équation de Vlasov homogénéisée avec un champ électrique et magnétique
fort.

Dans la seconde partie, on montre que le fait d’utiliser les formes différen-
tielles pour décrire les équations a son utilité également dans I’étude numé-
rique. On rappelle alors 'état de l'art de la discrétisation des formes dif-
férentielles qui a été développée par Bossavit [1I, 2 3, 4], [5] et bien d’autres
[6, 30}, 35, 411, 51, 52}, (53, ©92], 95, 96, 97, [100]. Dans le premier chapitre on rap-
pelle le type de discrétisation utilisé et les relations entre les différents objets
du maillage. Au cours du chapitre deux on explique briévement la construc-
tion des formes de Whitney [2, B, 51], 53], 82] et les relations entre les formes
différentielles et les éléments du maillage, les chaines. Le dernier chapitre
de cette partie rappelle qu’il ne suffit pas de discrétiser les formes différen-
tielles et qu’il faut aussi discrétiser les opérations agissant sur elles pour que
la construction soit cohérente avec la théorie. On reprendra alors toutes les
opérations expliquées dans les préliminaires et on explique les différentes pos-
sibilités qui ont été proposées a ce jour |2} 5, 6, [32], [34] (41, (58], 92, 95, (96, [100].
La derniére partie propose une nouvelle technique pour la discrétisation des
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formes différentielles. On suggére d’utiliser d’autres fonctions pour linter-
polation des formes différentielles. Ces nouvelles fonctions doivent respecter
certaines propriétés comme par exemple le diagramme de De Rham ou les
propriétés géométriques des formes différentielles. Les fonctions de base qui
se sont avérées adéquates sont les B-splines [I5]. Ce sont des fonctions trés
utilisées dans le domaine de la CAO/DAO. On s’est apercu alors que ’étude
rejoint 'analyse isogéométrique [19, 22 57, 63]. Sur le méme schéma que la
partie précédente, dans le premier chapitre on explique quel type de maillage
on utilise pour les B-splines, un maillage utilisant des hypercubes. Dans le
chapitre deux, on explique briévement ce que sont les B-splines [15] et on ex-
plicite les différentes bases pour chaque type de formes différentielles a 1'aide
de ces fonctions. Dans le troisiéme chapitre, on proposera une discrétisation
des différents opérateurs agissant sur les formes différentielles et on mettra
a jour également un diagramme de De Rham discret. Le dernier chapitre
est consacré aux résultats numériques a l'aide de cette nouvelle approche.
Le fait d’avoir écrit les équations en utilisant les formes différentielles nous
permet d’obtenir immédiatement un schéma d’approximation consistant et
convergent qui respecte la nature géométrique de chaque objet qui constitue
I’équation différentielle. De plus, ce point de vue est une formulation lagran-
gienne géométrique des équations c’est-a-dire qu’il n’y a pas de référence a
un systéme de coordonnées et donc le schéma d’approximation reste valable
dans le cas d'une déformation continue. On adaptera alors le schéma d’ap-
proximation aux équations de Maxwell avec différentes conditions au bords
et avec un changement de coordonnées [60]. Puis, pour aller plus loin, on
I’appliquera aux équations de Vlasov-Poisson. On proposera une formulation
géométrique faible toujours en utilisant le formalisme des formes différen-
tielles et on le testera sur cette derniére équation.

Un dernier chapitre expliquera briévement le développement et les résultats
obtenues concernant le projet du CEMRACS 2010.
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On rappelle ici les bases de la géométrie différentielle afin de les réutiliser,
d’une part pour faire une étude théorique et numérique des équations de
Vlasov-Maxwell et d’autre part pour développer une analyse fonctionnelle
et une analyse asymptotique en géométrie différentielle. Pour ce faire, on
rappellera quelques notions de géométrie différentielle utiles telles que les
champs de vecteurs et les formes différentielles. Le lecteur pourra s’aider des
livres d’Agricola, d’Arnold, de Jost, de Lafontaine et de Marsden [26, 29, 37,
80, [102] ainsi que du cours de Masson [101].



4 LES CHAMPS DE VECTEURS

Compte tenu de nos objectifs, on travaillera dans la suite avec des variétés
qui seront toujours trés réguliéres. On rappelle qu’'une variété différentielle
orientable, conneze de classe C* et de dimension n est un espace topologique
séparé connexe, tel qu’il existe un ensemble dénombrable d’ouverts (U;),.;
recouvrant M et des homéomorphismes ¢; : U; — W, C R", tels que, pour
tous i et j dans I avec U; N U; # (), on ait :

pjowi iU NU;) — @;(U; N U;),

de classe C'* dont son jacobien est positif.
Soit (U, ) une carte locale de la variété différentielle M (¢ est un homéo-
morphisme d'un ouvert U de M vers un ouvert W de R"). Pour p € U,
comme ¢(p) € R™, on peut écrire p(p) = (x1(p), ..., z,(p)). Nous dirons que
(x1,...,xy,) sont les coordonnées locales de p dans la carte (U, p).
Autrement dit, une fonction f : M — R prendra localement la forme
f(x1,...,x,) au-dessus de U (par abus de notation). En fait, il s’agit de
la fonction f oo™t

Pour une telle variété, pour tout p € M, il existe un espace tangent de
M en p, T, M. Il représente I’ensemble des vecteurs tangents a M au point p.
C’est un espace vectoriel de dimension n. On peut également définir le fibré
tangent T M associé a une variété différentielle M comme I'union disjointe
de tous les espaces tangents en tous les points de la variété

TM = | | T,M = ] {p} x T,M.

peEM peEM

Il est important de noter que T'M n’est pas un espace vectoriel mais une
collection d’espaces vectoriels paramétrée par les points de M et qu’il existe
une projection canonique 7 : T'M — M.

T M est également une variété différentiable orientable de dimension 2n. Dé-
finissons maintenant la notion de champ de vecteurs

Définition 4.0.1 — Un champ de vecteurs £ sur M est défini par I’applica-
tion :

£ M — T™M
p = &)= (&)

Autrement dit, pour tout p dans M, on a un vecteur tangent &, dans T,,M.

On remarque que, puisqu'une section de T'M est une application f : M —
TM telle que 7(f(p)) = p Vp € M, alors un champ de vecteurs est une
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section du fibré tangent T'M.
Ces propriétés ne dépendent pas du systéme de coordonnées choisi.
On peut étendre cette notion a 'aide de la loi multiplicative A, appelée le
produit extérieur. Les k-vecteurs de T,M sont alors de la forme vy A ... vy
avec v; € T,M. L’ensemble des k-vecteurs forment ainsi un espace vectoriel
que 1’on note

N(TM) = T,M A ... AT,M.

J/

&
De méme, on définit ’ensemble des k-champs de vecteurs :
/\k<TM) = UpeM {p} x /\k(TpM)'
On peut alors observer que A"(T'M) est une variété différentielle.

Définition 4.0.2 — Une variété riemannienne (M, g) est une variété diffé-
rentielle M telle que pour tout p € M l'espace tangent T, M soit muni d'un
produit scalaire g, (la métrique riemannienne).

Soit p un point de M, la métrique riemannienne g, est représentée par une
matrice, toujours notée g,, symétrique ((gp)i; = (gp);,i), non dégénérée (Vu
tel que Vv on ait u-(g,v) = 0 = u = 0) et définie positive (Vu, u - (gyu) = 0),
telle que pour tout w,v € T,M, on ait :

gp(u,v) :=u- (gpv),
ou - désigne le produit scalaire usuel.

Remarque 4.1 — On remarque que g définit, en tout point p de M, une
forme bilinéaire sur le fibré vectoriel A*(T'M), représentée par :

(55 )p /\k<TpM) X /\k(TpM) — R,

et agit de telle sorte que pour tout u; A--- Aug et vy A--- Av, dans /\k(TpM)
avec (u;)i=1..x €t (v;)i=1..r dans T,M, on ait

(ur A== Aug, v1 A== Aog)p = det(gp(ui, v))i5)-

Une métrique riemannienne g sur une variété différentielle connexe M
définit sur chaque espace tangent 7,M une norme (de Banach), donnée par :

||Up|| = gp(vpavp>7
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avec v, € T,M. Soient p et ¢ deux points de la variété M. Grace & cette
norme, on définit la longueur d’une courbe «y : [ty,ts] — M, C' par morceaux
joignant les points p et ¢, par :

Lp.g,7) = / I ),

t1

avec [|7'(®)] == /9,0 (7' (£),7'(t)), 7(t1) = p et y(t2) = g. Ainsi, on peut
définir la distance entre deux points p, ¢ de la variété M par :

d(p,q) == inf L(p,q,7)

ou l'infimum porte sur toutes les courbes C! par morceaux d’origine p et
d’extrémité ¢. La distance d sur M est appelée distance riemannienne. Les
courbes minimisant localement la longueur L(p,q,7), (i.e. pour des petites
variations de ), sont appelées des géodésiques. Le minimum (absolu) donnant
la distance n’est pas nécessairement atteint par une courbe. Une géodésique
joignant p a ¢ dont la longueur est exactement la distance d(p, q) est appelée
géodésique minimisante. Dans le plan, les géodésiques sont des droites tandis
que sur la sphére, les géodésiques sont les grands cercles. De plus, sip € M et
v, € T,M, il existe une unique géodésique v,, définie pour des temps petits
au voisinage de p, telle que

Y, (0) =p et v, (0) = v,

On remarque alors, que pour tout A € R*, la courbe

t— Yo, (A L) 1= o, (1)
est aussi une géodésique avec les conditions initiales

o, (0) =2 et 53, (0) = Avy.

Donc, si v,, est définie sur l'intervalle | — €1, €[ alors Yaw, €st définie sur
Iintervalle | — €1 /A, €2/A[. On en déduit, quitte & multiplier v, par un scalaire
plus petit que 1, que v,, est définie pour ¢ = 1 et donc ¥y, est aussi définie
pour t = 1 quand A €]0,1].

Soit V; le plus grand ouvert contenant 0 dans 7,M tel que si v, € Vj alors
Yo, €st définie en ¢ = 1. Sur cet ouvert, on définit ['application [’exponentielle
exp,, : Vo — M vérifiant :

exp, vp = ’yvp(l).
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La géodésique vérifiant 7,,(0) = p et v, (0) = vy, est de la forme

Yo, (1) = exp,(t vp).

Elle est appelée géodésique radiale. Pour tout point p € exp,(Vp), elle corres-
pond en fait a la géodésique minimisante.
De plus, I'application exponentielle induit un isomorphisme entre V, C T, M
et un voisinage ouvert U, de p dans M. Autrement dit, si pour » > 0,
on note B(p,r) la boule de centre 0 dans T,M contenant les v, tel que
vpll == V/gp(vp,vp) < 1 et U(p,r) la boule ouverte de centre p et de rayon
r dans M (i.e. que pour tout ¢ € U(p,r), on a d(p,q) < r), on a alors les
propriétés suivantes :

e exp, : B(p,7) — U(p,r) est un difféomorphisme.

e Tout point ¢ € U(p, r) peut étre joint par une géodésique unique conte-

nue dans U(p,r) dont la longueur est exactement d(p, q).

On détermine maintenant la longueur de cette géodésique : pour tout v, €
T,M avec ||v,|| = 1, on pose

c(vp) :=sup{t > 0:d(p,exp,(tv,)) = t}.
Avec ceci, le voisinage V, C T,M peut étre défini de la maniére suivante :
Vo :={tv, € T,M | v, € T,M |jv,|| =1et t € [0, c(v,)]}.

L’ensemble Cut(p) := exp,(9Vp) est appelé I'ensemble des cut locus de p dans
M. On peut voir cet ensemble comme étant I’ensemble des points qui sont
reliés entre eux par une géodésique minimisante.

Généralement comme la géodésique est définie localement, on peut se
demander dans quel cas la géodésique est définie sur tout T, M (quelque soit
p appartenant a M). Ce sera le cas quand la variété M est compléte pour la
métrique d. On dira alors, que la variété M est géodésiquement compléte. On
a en fait les équivalences suivantes :

Proposition .1 (Théoréme de Hopf-Rinow) — Soit M une variété rieman-
nienne. Les propriétés suwivantes sont équivalentes :

e Pour tout point p € M, lapplication exp,, est définie sur tout T,M.

o La variété (M, g) est géodésiquement compléte, i.e. les géodésiques sont
définies sur R.

o L’espace M est complet pour la distance riemannienne.

o Les boules fermées et bornées de M sont compactes.
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De cette proposition, on va en extraire une notion importante qui nous
sera utile pour 'analyse asymptotique. On retiendra que pour une variété
riemannienne géodésiquement compléte, deux points de la variété peuvent
étre joint par une unique géodésique de longueur minimale.

On a vu que la métrique riemannienne g peut définir une distance rie-
mannienne sur la variété, mais il existe une autre notion qui nous sera utile
pour 'analyse fonctionnelle, la mesure. En effet, si la variété riemannienne est
une variété orientable, alors elle possede une mesure naturelle vol, dont I'ex-
pression au-dessus de 'ouvert U d’une carte de M de coordonnées (z;); est
V(| det g, |)dxy ... dx,. Cette mesure vol, est appelée mesure riemannienne
sur M. On peut alors écrire

u(f) = /M £(p) vol,.

5 LES FORMES DIFFERENTIELLES

Tout d’abord, notons 777 M 'espace dual de T, M, nommé également [’es-

pace cotangent de M en p. Ses éléments sont appelés des 1-formes. De la
méme maniére que pour les champs de vecteurs, on note T*M le fibré cotan-
gent et ™ : T*M — M la projection canonique. Une 1-forme différentielle
est alors définie comme étant ’application qui & tout point p de M associe
une 1-forme en ce point (on peut également s’aider du livre de Gross et Ko-
tiuga [104] ).
Plus généralement, on va définir les k-formes différentielles sur M pour tout
entier k. Pour cela, en chaque point p € M, on appelle k-forme une forme
k-linéaire antisymétrique sur A*(7,M). On nomme /\k(TI;k M) ensemble des
k-formes en p, avec la convention que /\1(T;M ) := Ty M. Ensuite, on note

AT M) = U yers NIy M) = Uyers 103 x AT M),

I'union disjointe des espaces de k-formes en chaque point p de M. On a alors
la définition suivante :

Définition 5.0.3 — Une forme différentielle de degré k w* (ou couramment
appelée k-forme différentielle) est 'application :

Wt M o—  ANNTM)
p = wrp) = (pwy)
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En fait, wf € /\]‘“(T];k M) et w*(p) peut étre vue comme une section de

N (T*M).

L’ensemble des k-formes différentielles sur une variété M est un espace vec-
toriel, noté QF(M). Cet espace est de dimension 0 si k& > n et de dimension
(Z) si k < n. Pour fixer les idées, on peut, au-dessus d’un ouvert d’une carte

locale de M ot p € M a pour coordonnées locales (x1,--- ,x,), écrire toute
k-forme différentielle sous la forme
w;f = Z wfl% (x)dx;, N -+ Ndzx;,, (7)
i1, ik
ou les coefficients wf .. i, sont des fonctions de M dans R.

Remarque 5.1 — A toute 1-forme différentielle w, = w;(x)dz; + ... +
wn(2)dz,,, on peut associer un champ de vecteurs *w tel que :

0 0
_ 1 . n
wp—w(x)axqu...—l—w (:E)a$n, (8)

b

et réciproquement & tout champ de vecteurs 7, on peut associer une 1-forme
différentielle n*.

Dans le cas ou on a une application f : N — M, avec éventuellement
N = M, on peut définir des applications agissant sur les champs de vecteurs
et sur les formes différentielles nommeées respectivement push forward et pull
back. On les définit précisément maintenant :

Définition 5.0.4 — Soient N, M deux variétés riemannienneset f : N — M
une application différentiable et w* une k-forme différentielle sur M. Alors
'application suivante f*(w*) est une k-forme différentielle sur N appelée pull
back de w* par f :

(F@)p(Ers s &) = Wiy (fuas - Fi),

oupe N, &,....¢ €T,Net f, : TN — TM ou f, désigne le push forward,
c’est & dire 'application qui & un vecteur £ de TN associe un vecteur df,(§)
appartenant a T, M. On remarquera que cette définition ne suppose pas
que f soit inversible.

On peut observer que le pull back vérifie les propriétés suivantes, pour
wk e QF(M) et ' € QYM) -

o f* préserve le produit extérieur : f*(w* Ant) = f*0F A f*nl,

o fr(wf+ws) = frwi+ frwh.
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e Pour f: N— Metg: M — D,ona (fog) = f*og"

e Pour h: M — R, on a f*(h-w") = (ho f)- f*(wF).
Sur l'ensemble des formes différentielles, on définit d’autres opérations telles
que le produit extérieur, la dérivée extérieure, le produit intérieur, le hodge
star. On commence par le produit extérieur :

Définition 5.0.5 — Soit w* € Q¥(M) et ' € QY(M). Le produit extérieur
est I'application w* A n' € Q¥ (M) qui agit en tout point p appartenant a
M et sur (k+1) vecteurs &, ..., & de T,M, tel que :

(_1)sgn(0)
(w* A Ul)p 1y ) = Z W%}; (&) o) T (Eoterty, - - Eoter) 5
065k+l
avec Sg4; I'ensemble des permutations de {1,...,k +[}.

Le produit extérieur posséde les propriétés suivantes avec w* € QF(M),
nt € QM) et v™ € Q™(M) : il est
e anti-commutatif : ¥ Anl = (=1)*n! A
e distributif :

(wl/\wz)/\n—wl/\n +w2/\n (wf/\nl)—i-(wg/\nl),

e et associatif : (w A vm) Ant=wk A (’ym A 77’) .
Une autre opération agissant sur les ensembles des formes différentielles est
la dérivée extérieure. C’est une opération de dérivation qui a des équivalents
dans le calcul vectoriel : le gradient, le rotationnel ou la divergence. Elle est
déterminée de la fagon suivante :

Théoréme 5.1 — Soit M une variété différentielle. Il existe une unique
application linéaire d de Q*(M) dans QFT1(M) telle que

o d:0%M)— QM) est la différentielle des fonctions,

e Pour tout w* € QF(M) et n' € QY(M) on a

d(wh An') = dw® At 4+ (=1)FwR A di,
e Pour tout w* € Q¥(M) on a d(dw*) = 0.

Cette application peut étre définie de la fagon suivante :

Définition 5.0.6 — La dérivée extérieure d est un opérateur linéaire de
QF(M) dans Q51 (M) et on a
k
Qo€ €)= S DGl &)+ S ()W, &6 )
i=0 0<i<j<k

avec w;f € QF(M) et [&,&] = && — ;& est le crochet de Lie. Le symbole &
signifie que 'on a retiré le vecteur &;.
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Au-dessus d’'un ouvert muni d’une carte locale de M, pour tout point p la

k-forme w}’; est donnée par la formule page et on a
k
dw’ = Z &ug—xz”“(x)dx, Ndxi, N -+ Ndzg,,
i i
ou x correspond aux coordonnées locales de p dans la carte.
De plus, si f désigne un changement de coordonnées, on a la propriété
[ (dw*) = d(f*).

Cet opérateur éléve de 1 le degré de la forme différentielle. D’autres opé-
rateurs diminuent le degré de 1 comme le produit intérieur (c’est une antidé-
rivation). D’autres, comme la dérivée de Lie, ne vont pas modifier le degré.
La définition du produit intérieur est la suivante :

Définition 5.0.7 — Soit 7 un champ de vecteurs sur M et w* une k-forme
différentielle sur M. On définit un opérateur linéaire 7, qui agit sur l’espace
des formes différentielles et est défini pour tout p € M par :

VT € TpM 7:7'("}5(517 cee 75:’{3—1) = wﬁ(Tu 517 s )gk‘—l)u

avec &1,...,&-1 € T,M. La (k — 1)-forme différentielle i,w"* est appelée le
produit intérieur de w* le long de 7 .

Tout comme pour ses prédécesseurs, pour tout point p € M notons quelques
propriétés du produit intérieur :

o Yw" e OF(M) et V7 € T,M on a i;w) =0,

o Vwk e QF(M) et Vil € Q(M) on a

ir(W A, =il A+ (=) wk Adn,

o VWb e QF(M) et V1,15 € T,M on a ir, (i, wf) = —ir, (in,wh),

o i 0. =0 vreT,M.
Le produit intérieur, couramment appelé contraction le long d'un champ de
vecteur, peut étre utilisé pour définir la dérivée de Lie L. le long d’un champ
de vecteurs 7 par la formule d’homotopie :

L,=di.+1i.d.
En voici une définition :

Définition 5.0.8 — La dérivée de Lie le long d’un champ de vecteurs 7 est
un opérateur linéaire de QF(M) dans QF(M) et agit pour tout point p € M
et pour tout &;,...,& € T,M tel que I'on ait :

d

(LTWS) (&1, &) = P -

WE((DL)&r, s (D1).E0),

avec ¢ztv le flot du champ de vecteurs 7 € T),M.
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De plus, 'opérateur vérifie les propriétés suivantes, V7, 7,7 € T,M :
e [, préserve le degré;

L, est la dérivation sur Q*(M);

Vw® € Q°(M) on a Lyw) =7 - w);

L,d=dL,;

Vwk € QF(M) et V' € Q(M) on a

L(W* Anh), = wa;f A 771[, + w]’,f A Lmll,;

Ly yr, = Ly, + Lyy;

Vwk € QF(M) on a LfTw;f = fLTw;f +df/\iTw;f ot f est une application
C! sur M.

Contrairement aux autres opérateurs vus précédemment, 'opérateur hodge
star, qu’on introduit maintenant, est un opérateur qui dépend de la métrique
définie sur M. Voici sa définition :

Définition 5.0.9 — L’opérateur hodge star  : Q¥(M) — Q"*(M), asso-
cie, a chaque k-forme différentielle w*, une (n — k)-forme différentielle w™*
(out n est la dimension de l'espace) de la fagon suivante : pour une k-forme
différentielle wf =3 w;(z)dz’, on pose :

*wh = ngn([, Dw;(z)dz”,

ot J = (j1,--,Jnk) avec (j1 < ... < jn_k) est le complémentaire du multi-
indice I = (i,...,14) avec (iy < ... <1) dans {1,...,n}.

On peut remarquer que le coefficient (xw*); est égal a

p

%(w;;)J | det(g,) |sgn(1, J)

avec I = (iy,...,1x) et J est égale a 'ensemble {1, ..., n} privede I, {1,...,n}/I.
L’opérateur hodge star vérifit la propriété suivante :

**wk — (—l)k(n_k)wk

et Wk A xaf = of A xw* pour tout Wk, o* € OF(M). De plus, avec son aide,
pour tout point p dans M et pour tout 7 € 7,M on peut voir que le produit
intérieur est égal a

irwh = *(*wh A7)
olt 7% est défini & la remarque page . Enfin, on peut définir la di-
vergence d’un champ de vecteurs, ’opérateur de la dérivée co-extérieure et le

laplacien :
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o La divergence d’un champ de vecteurs T est égale a xd x 7%,

e L'opérateur de la dérivée co-extérieure d* : QF(M) — QF1(M) est
un opérateur de dérivation, au méme titre que la dérivée extérieure,
mais qui baisse le degré des formes différentielles de 1. Il est défini par
d* Wh o= (—1)Pk=DH g b,

o Le laplacien A : QF(M) — QF(M), est également un opérateur de
dérivation mais qui ne touche pas au degré des formes différentielles. I1
est déterminé par : A := dd* + d*d.

Maintenant que I'on a défini les opérations agissant sur I’ensemble des formes
différentielles, on peut se permettre de réécrire la mesure naturelle

vol, = /(| det g, |)dxy A -+ - A dx,,.

En fait, celle-ci correspond & une forme volume.

De plus, on a vu que pour p € M, la métrique g agit sur 7, M et sur /\k(TM),
donc, par dualité, on peut en déduire qu’il existe également une métrique sur
A" (T*M) via la formule

<u)k,ozk >::/ w;f/\*o/;,
M

ol w* et of sont des k-formes différentielles sur M. Du coup, pour toute
k-forme différentielle, w* et pour tout p appartenant & M, on peut définir
une norme | - |7 sur N (T*M) par :

Wl = (x(ef A ) ® = < > (wn,---,ik(fﬂ)f) ; (9)

i1, ik

ou x correspond aux coordonnées locales de p dans une carte de M.
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Etude théorique des équations de
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Pour décrire ’évolution d’un plasma, le modéle cinétique est basé sur
I’équation de Vlasov. Cette équation décrit 1’évolution de particules chargées
dans un champ électromagnétique. Il y a eu de nombreuses recherches qui ont
éteé faites sur ce sujet |7, 162] [79] 94] et bien d’autres. Dans ce chapitre, on va
étudier le probléme sous un angle différent en utilisant des outils de géomé-
trie différentielle. Dans un premier temps, on reformulera les équations dans
le formalisme de la géométrie différentielle. On remarquera alors que 1'on a
deux facons d’appréhender le probléme. Lune est de considérer que la fonc-
tion de distribution des particules est, dans I’espace des phases, une 6-forme
différentielle i.e. une forme volume, et I'autre, comme étant une 0-forme diffé-
rentielle i.e. une fonction. On montrera alors que ces deux formulations sont
équivalentes et ensuite on formulera la conservation des quantités physiques
telles que la masse, la quantité de mouvement ainsi que 1’énergie, toujours
dans le formalisme de la géométrie différentielle. Enfin, on étudiera le cas
particulier de I’équation de Vlasov-Poisson.



1 LES EQUATIONS DE VLASOV-MAXWELL

On suppose que le temps est découplé de [’espace des phases
"M ={(x,v)|x € M,v € T{M},

ou M désigne l'espace & trois dimensions. L’équation de Vlasov, dans le
formalisme de la géométrie différentielle, s’écrit alors :

86

T iy (10)
ot % est la 6-forme différentielle sur T* M qui s’écrit sous la forme f(¢,x, v)dx A dv
dans les coordonnées locales et 7 est égal a 7, + 7, avec

0
Ty i = V—,

ox

ox ox

Ty 1= (iglE—FZ‘ai i2B> i
ox v ov

La 1-forme différentielle 'E sur M représente champ électrique et la 2-forme

différentielle 2B sur M le champ d’induction magnétique. L’équation de Vla-

sov est couplée avec les équations de Maxwell :

2
D
a@t —-d'H = -27J, (11)
2
B
a@t +d'E = 0, (12)
d°D = ?p,
d’B = 0,
(13)

avec

2y = . Sf, 14
[t (14)

v

3. _ 6
P /R it (15)

On expliquera page [5| pourquoi on peut intégrer ici i,, % et % sur un espace
de dimension 3.



On note :
e 2D la 2-forme différentielle sur M représentant le champ de linduction
lectrique,
e 'H la 1-forme différentielle sur M représentant le champ magnétique,
e 2J la 2-forme différentielle sur M représentant la densité de courant,
e ct 3pla 3-forme différentielle représentant la densité de charge.
De plus, les équations de comportement peuvent s’écrire, dans le formalisme
de la géométrie différentielle comme

B =xpp0'H et 2D = %60 'E,

ol %, correspond au hodge star sur la variété riemannienne M.
Ici, la fonction de distribution f est une 6-forme différentielle °f, mais on
peut la considérer comme une 0-forme différentielle % avec % = x %. Dans
ce cas, I’équation de Vlasov est de la forme :

% . o

5t +i,df =0. (16)
Montrons en effet que les équations et sont équivalentes.

2 L’EQUIVALENCE DES FORMULATIONS

Puisque le temps est découplé de ’espace des phases T* M, cela implique
que % et 'opérateur hodge star commutent. En appliquant 'opérateur hodge
star a I’équation , on obtient alors, comme % = 5f,

6
%£+HA%:0
En comparant avec 1’équation , on voit que les deux formulations sont
équivalentes si et seulement si di,; x % = xi.d .
Pour démontrer cela, on va utiliser le fait que 7,w" = * (*wk A Tﬁ) ot 7 est la
1-forme associée au champ de vecteurs 7 (voir page (xxv|)). Donc on a d’une
part, le fait que :

k

*irdf = (xd°f ATH) = *d°f AT
et d’autre part,
di, x % = d*(of/\Tﬁ)
d (Of * Tﬁ) puisque % est une O-forme différentielle
do% AxT? + O d % 7! car d (w* A a!) = dw” Ad! + (—=1)FwF A do!

= xd% AT + fdxrt car wk A of = (=1)F=R gk A sq

3



On en conclut que pour % # 0, on a di, x % = xi.d’ si et seulement si
dx71h=0.

En d’autres termes, les équations et ([L0) sont équivalentes si et seulement
si la divergence du champ de vecteurs est nulle (xd x 7% = 0 ). Ce qui est le
cas pour le champ de vecteurs 7.

3 LA CONSERVATION GEOMETRISEE DES
QUANTITES PHYSIQUES

3.1 La conservation de la masse

La conservation de la masse est obtenue en intégrant ’équation de Vla-
sov en vitesse puis en espace. Malheureusement, il est a priori impossible de
découpler 'espace M de I'espace des vitesses, car % est une 6-forme différen-
tielle et ne peut étre intégrée que sur un espace de dimension 6. Il va donc
falloir utiliser une astuce pour pouvoir intégrer cette forme différentielle sur
I’espace des vitesses, un espace de dimension 3. Pour cela, on rappelle que
M est I'espace de dimension 3, que

P=T"M={(x,v)|xe M,veT:M}

est 'espace de dimension 6, et que 7 : T"M — M et 7w, : T*P — T* M sont
les projections canoniques. La 6-forme différentielle f est une application
telle que :

S . T*M — N\S(T*T*M).

En observant T* M, on s’apercoit que pour x € M, si l'on trouve une 6-forme
différentielle %, construite a partir de % qui agit de telle sorte a ce que 1'on
ait :

Fuo: P— N(TGP) x N(TEM)

avec q € 7 1(x), on pourra, alors, intégrer %, sur 77!(x) ou 7 !(x) corres-
pondra a l'espace des vitesses.

Cette forme %y est alors construite de telle sorte qu’a 3 vecteurs de T, P elle
associe une 3-forme sur M.

En fait, si cette forme différentielle existe, elle doit vérifier :

?f(q) (ula u27u37617 625 {}3) = 6fx((l> (ula u27u3) (U17U27U3) )

4



pour tout q appartenant a P, u; et v; dans Ty P et v; € T M.
D’apres le diagramme commutatif suivant :

T*P —">T*)M ,
P M

puisque 7 est surjective, on peut choisir o; tel que 0; = 7, 1 (v;). On remarque,
alors, que ¥; n’est pas unique car 7, n’est pas injective! Mais %y est quand
méme bien définie, car, d’aprés le théoréme de submersion, on a

Ker(m,) = Im((7™1),).
On en déduit que
Yela) € N(T5P) x N (TEM).

On peut donc construire une 6-forme %, (q) qui a trois vecteurs dans 5P,
associe un élément de \*(T2M). Autrement dit, %,(q) évaluée sur /\3(T$P)
est une 3-forme différentielle sur M.

Maintenant que 'existence de %, a été démontrée, on va pouvoir écrire la
conservation de la masse.

On réécrit I’équation de Vlasov en utilisant %y, on intégre sur I'espace
des vitesses 771(x). Par abus de langage on pose %, = 5 et on obtient :

) ] _ ) o
— f+/ i, % = — 6f+/ d (ir, +ZTU)6f
ot 7=1(x) 7=1(x) ot =1(x) 7=1(x)
_ 9 6f+/ dz‘Tzﬁf%—/ diy, 5f
Ot Jr1(x) 1(x) 1(x)

0 6 .
- = di, 5 =0. 17
ot /ﬂl(x) It /7rl(x) e I a7)

En effet, [ o) i, 6f = 0 car d’aprés le théoréme de Stokes, on a

/ diTvﬁf:/ Z'Tvé‘;f:()’
7 1(x) A(r=1(x))

car on suppose que i, %y est nulle sur le bord d(7~!(x)). De plus, on observe
que frl(x) Of et frl(x) di,, 5f sont des 3-formes sur M, donc on peut intégrer
sur I'espace 1’équation et elle devient :

N
il =0,
ot M Jr—1(x) f

car [ iy [y diz 5 = fw,l(x) Jonr iv f = 0 (on suppose que [, i, 5f est
nulle sur le bord OM).



3.2 La conservation de la quantité de mouvement

Habituellement, on multiplie I’équation de Vlasov par v puis on intégre
en vitesse puis en espace. Mais que signifie " multiplier par v " en géométrie
différentielle 7 En fait multiplier ’équation par v revient a lui appliquer le
produit intérieur le long du champ de vecteurs 7, = V%. On a alors une
équation qui fait intervenir une 5-forme différentielle, 4., f :

9. © g6
il -0 1
tZT”” f+i.di,f=0 (18)

Le probléme avec cette équation, est que non seulement on ne va pas pouvoir
I'intégrer sur I'espace des phases a 6 dimensions mais en plus elle ne corres-
pondra pas a la quantité de mouvement car celle-ci correspond a une densité
i.e. a une forme volume sur P. Donc, pour obtenir une équation qui fait in-
tervenir une 6-forme différentielle, on va effectuer le produit extérieur de ((18)
avec une 1-forme différentielle u* sur M. Mais u* ne pourra pas étre n’im-
porte quelle 1-forme différentielle. Pour que celle-ci n’ait aucune influence
sur 1’équation, son champ de vecteurs associé v devra conserver la métrique,
i.e. u doit étre un champ de vecteurs de Killing. Par définition, un champ de
vecteurs u est dit de Killing si et seulement si on a pour tout point p de M,
Lyvol, = 0. Il posséde alors une propriété importante et utile : la dérivée de
Lie le long d'un champ de vecteurs de Killing « commute avec 'opérateur du
hodge star : L,x = xL,. L’équation devient alors :

% (ir, f Au) + (ir,diz f) Au=0. (19)

La dérivée extérieure d et le produit intérieur sont distributifs et que l'on
peut écrire i, comme étant égale & i, 4. = iy, + iy, = iy, +ir,, + Uz, ,s OU
Tve €t le champ de vecteurs contenant ¢ o 'E et Tvp le champ de vecteurs
contenant i o ’B. L’équation peut s’écrire :

o0 . 6 # . . 6 # . . 6 # . . 6 t_

e (ir, Of AUP) + (i, dir, OF ) NP+ (i, di,  OF ) NP+ (i, dir, , O ) AP = 0. (20)

On intégre sur l'espace des vitesses 7 !(x). Puis, en passant en coordonnées
locales, en ordonnant correctement les termes et en utilisant les définitions

de 3p et de 2J données par les égalités et (14), on a :

1)

/_1( )(ifwdiTu,b YA uF = —2T Ny B,

6



avec u le champ de vecteurs associé a la 1-forme uf (i.e. u;(2)2 + ug(x)a% +us(z)2).
On injecte ces termes dans 1’équation (20)) que l'on a intégrée en vitesse et
on obtient ainsi la conservation de la quantité de mouvement :

)
EQJ A+ / (ir,dir, ) ANt — ("E NG p+ 2T AG,°B) = 0. (21)
(%)

Pour pouvoir simplifier cette équation, on va utiliser maintenant les équations
de Maxwell. A I’équation de Faraday on applique le produit extérieur
avec la 1-forme différentielle i, ?B et & I’équation d’Ampére le produit
extérieur avec la 1-forme différentielle i, ?D. Ce qui nous donne :

2°D
ot

0°B
ot

Niy’B+d'HA,?B = 2JAi,°B,

Nig’D+d'EAi, D = 0.

Comme la dérivée extérieure d est antisymétrique, les équations précédentes
)
peuvent s’écrire :

2
D
_aat Ni’B+d("HAi,’B)+ '"HAdi,’B = 2JAi,°B, (22)
82B .92 1 -2 1 : 2
Y Niy“D+d("ENi, D)+ "EAdi, "D = 0. (23)

De plus, on peut s’apercevoir que

2°D
ot

0y ... O°B
2 (*B A, D) =
(“B A, “D) T

Ny ’D —
ot ’

Ay, °B.

En remplacant cette égalité dans I’équation obtenue en additionnant les équa-
tions et , on a donc :
0
E<2B Niy*D)+d("HA4,°B + 'E A6, °D) + '"HAdi, °B + 'E A di, *D
= 2J N0, °B. (24)

Or, vu que
'HAdi,?B='HAL,’B,

car d?B = 0, il est équivalent d’utiliser L, au lieu de 7,,. De plus, comme la
dérivée de Lie vérifie

L,('HA*B) = (L,'H) A B+ 'HA (L,’B),

7



et que pour u un champ de vecteurs de Killing, on a la propriété
Ly* = %L,

on a

(L,¢'H)A B = (L,* *B) Ax'H car «’B = 'H,
= (*L,’B)Ax'H car Ly = xL,,

(L,’B) A 'H car «w* A o = (=1)FRR A wak,
= 'HA(L,’B).
D’ot le fait que l'on ait
L,('HA *B) =2'HA (L,’B). (25)

On injecte dans léquation (24)) et on obtient :

%) 1
—(*BAi,*D)+d('"HA,’B+ 1EMU2D)+§LU(1HA °B)+ 'E Adi,*D

ot
=2JNi,’B. (26)
D’autre part, on a
'EANdi,*D = '"EAL,*D - 'EAid?D = "EAL,D - 'EAi,°p,
car 3p = d?D, et donc, on obtient également
L,('EA*D)=2'EAL,*D.

On remplace alors 'EAdi, *D par 3 L,('EA *D) — "EAd, *p dans I'équation

et on obtient

0 1

a(2BAz'u2D) +d('"HAi,*B+ '"EAQ, D) + 5Lu(lHA B+ 'EA *D)
=2JNi,*B+ "EAi,p. (27)

Pour simplifier I’équation , on utilise la formule d’homotopie, i.e.
L,('HA?B+'EA?D) = di,("HA B+ "EA ?D)+i,d('"HA 2B+ 'EA ?D).

Or d('"HA *B) = 0 et d('E A ?D) = 0 car la différentielle d’une 3-forme
dans un espace de dimension 3 est égale a 0, ce qui permet d’obtenir I’égalité
suivante

L,'HA’B+ 'EA’D)=di,('HA B+ 'EA D).

8



On intégre I’équation en espace, on applique le théoréme de Stokes, et
en supposant la nullité aux bords, on a :

0

ot Ju

(*BAi,’°D) :/ (I N’ B+ "EAi,p).
M

(28)

Grace a 'égalité , on peut en conclure que lorsque 'on intégre ’équation
de la quantité de mouvement en espace on obtient :

2(/ AU — 2Bmu?D) =0,
ot \Ju

car [ 1 Jo(in diz, ) A = 0.

3.3 La conservation d’énergie

Yu un vecteur de Killing,

Commencons par manipuler les équations de Maxwell. On effectue le pro-
duit extérieur de I’équation avec 'E, ce qui nous donne :

0°D

ot

Mais on remarque que

ANE—-d'HA'E=-2JA 'E.

a(QDatA E) _ 8;? A'E+ *D A 8(;;3,
- a;?/\]‘E+*1EA8*82D, car x'E = *D,
- 8(;]? AE+ EA 8;_7]5)’ car xw" A ¥ = (=1)
— 28;? A 'E.

Donc I'équation de Faraday devient :

19(*D A 'E)

2

ot

—d'HA'E=-2JA'E.

(29)

B=R) b A wal®,

(30)

On procéde de la méme maniére pour ’équation d’Ampére en effectuant
le produit extérieur de celle-ci avec la 1-forme différentielle 'H, et on obtient :

19(*BA 'H)

2

ot

+d('"EA'H)+d'HA 'E =0.

9
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Pour déterminer la conservation de I’énergie, on multiplie I’équation de Vla-
sov (10 par le scalaire v? (une O-forme) :

8‘; L Vi O 4 v2din, O — 0, (32)
Or, on a
vidiy, of = d (V¥ Of) — dv? Ay, 9f, (33)
et

dvi N O = avi Ax (x5 ATE),
= 2% % AxT! A vy,
= —2[i, FAN'E+i, % ANir, *B]. (34)

On remplace dans , on injecte le résultat obtenu dans (32]), puis on
intégre en vitesse (car % = ), pour obtenir :

O . v*of
f++(/ V2dz~m6f)—z2JA1E:o, (35)
m=1(x)

car I'égalité nous donne fw—l(x) i SFANTE = 2JIA 1E et ona f i B 6 Nip, 2B =0.
Ensuite, on intégre sur 'espace M les équations (30)) et (| et leur somme
est égale a

0
—2/ 2JAlEz—/ ‘DA 'E+ ?BATH. (36)
M at M

On remplace dans I’équation (35)) intégrée sur M et on obtient I’équation
de conservation d’énergie :

5 {// 26f+/ DAE+ ?BA'H| =0. (37)

4 L’EQUATION DE VLASOV-POISSON
UNIDIMENSIONNELLE

Rappelons que I’équation de Poisson est :

2°D .
o I,

d°D = 'p,

10



avec d'E = 0 et 'E = x°D. Pour I’équation de Vlasov, on pose 2 f = f(z,v)dx A dv,

et on considére les champs 7, = Ua% et 7, = <z'g 1E) aﬁ Dans ce cas, on a
oz

v °

toujours I’équation de Vlasov :
9, ) -2
E f—i-d’sz f+dln, fZO

La conservation géométrisée de la masse

Pour la conservation de la masse, la méthode reste la méme qu’a la section

(3.1) et on obtient :
0
L
Ot Jar Jr1(a)

La conservation géométrisée de la quantité de mouvement

Pour la conservation de quantité de mouvement, on effectue le produit
intérieur de 1’équation de Vlasov par 7, puis le produit extérieur avec le

vecteur de Killing u = a% dont la 1-forme associée est dzr. Ensuite, on intégre

sur lespace des vitesse 7 (x), ce qui nous donne :

%)
EOJ/\dx—l—/ (ir,dir,” f) Ndz — ("E Niyp) = 0. (38)
w1 (z)

Mais comme
1 1
'Enilp="ENid°D="EAL,D = 5Lu( 'EA D) = 5dz'u( 'EA D),

I'intégrale de (38) sur I’espace nous raméne a la conservation de la quantité
de mouvement, & savoir :

0

— / °J Adx = 0.
ot Jur

La conservation géométrisée de 1’énergie

Pour la conservation de I'énergie, on multiplie I’équation de Vlasov par
v?, et on intégre sur 'espace des vitesses. On obtient :

afﬂ—l(x) (U2)2f

—2°JAE =0.
o J A 0

De plus, on a :

0°D

_ _ 0
=== (39)

11



Le produit extérieur de avec 'E est donné par la relation

0 1
9°DNE — 907 AR
ot

D’ou, aprés intégration sur ’espace M, ’équation de la conservation de 1’éner-
gie est de la forme :

% (/M /ﬂ—l(x) SEEN /M oA 1E> =0



Adimensionnement géométrique
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Dans ce chapitre, on propose d’adimensionner les équations de Maxwell
dans les cadres relativiste et non relativiste. Pour ce faire, on notera les
échelles caractéristiques avec une barre au-dessus et les nouvelles variables
adimensionnées avec des primes. On effectuera cette étude en utilisant des
outils du calcul vectoriel et en utilisant également des outils de la géométrie
différentielle. On verra alors que ces deux points de vue sont complétement
équivalente dans le cas relativiste et dans le cas non relativiste. Pour finir,
on adimensionnera ’équation de Vlasov dans une formulation covariante qui

permettra de mettre en évidence le rayon de Larmor fini.



1 ADIMENSIONNEMENT DES EQUATIONS DE
MAXWELL DANS LE CALCUL VECTORIEL.

1.1 Le cas non relativiste

On définit quelques échelles caractéristiques. On note par t le temps carac-
téristique, L_H la longueur caractéristique dans la direction paralléele du champ
magnétique et L, la longueur caractéristique dans la direction perpendicu-
laire au champ magnétique. Pour tout vecteur x, on pose x| et x| ses com-
posantes paralléles et perpendiculaires au champ magnétique. Les nouvelles
variables adimensionnées seront notées ', x" et vérifient t =t ¢/, x| = L_HX”’
et x, = L, x,’. En utilisant le méme principe, on adimensionne les champs
électromagnétiques des équations de Maxwell et on note les champs adimen-
sionnés par : E pour le champ électrique et B pour le champ magnétique.
Les nouveaux champs sont notés £ et B et vérifient

EE(t,x) = E@t,Lix., Lix),
BB( t/, X/) = B(%t/,L_J_XJ_I,L_”XH/),
ﬁpl(tla X/) = p(%t/7L_LXL,7L_HX||/)'

Avec ces nouvelles variables, on obtient les équations de Maxwell adimen-
sionnées :

0 Fi [ Ly
_B + pr— LL 1 X 5 - 0, 40
o LB ( Y ) o
Ly
(uvi)s _— (41)
Vi
- o .
O Bt (Vi) = - Lts (42)
8t/ ”EGILL v” EE
Iy ) pLy
L L LE = —_pl. (43)
( \Y er

On observe que chaque coefficient est adimensionné.

1.2 Le cas relativiste

Dans les coordonnées relativistes (x,ylz,f) = (2,4, 2, ct), on pose B(z,y, z,1) =
B(z,y,2,%) et E(z,y,2t) = E(z,y,2%). Les équations de Maxwell sont

14



alors :

10 - - .

“—E-VxB = —uJ 44

o~ 1 .

—B+-VxE =0 45

Gt VX ; (45)
V- E = g, (46)
V-B = 0. (47)

On remarquera que t n’est pas une coordonnée de temps mais d’espace.

Comme précédemment, on pose t = tt', x; = Lyx)’ et x; = Lix,’ les
nouvelles coordonnées adimensionnées et les champs électromagnétiques :

v Oy

14

. <l U:le tij;|

RTR
. o™
- -

H—\l
x\
—_— ~— ~— ~~—

BT Lix. Iix),
B(?f’,ixﬁ,ﬂmﬂ),
j(?f’,L_Lxl',L_Hx”'),
Pt Iix. Ix)

D’ou les équations adimensionnées de Maxwell dans les coordonnées relati-

vistes :

i,BJr_EtT
ot cB
10, BL
cot L_HE

Ly .
LJ_VVL ) xE = 0,
[

Iy N TJut -
LVVJ_ ) X B = _J_itj7
[ E

Iy =7
L:JH- VJ_ : (c:, = p_ﬂﬁa
4 )

Ly



2 ADIMENSIONNEMENT DES EQUATIONS DE
MAXWELL DANS LA FORMULATION
COVARIANTE.

2.1 Le cas non relativiste

Dans le systéme de coordonnées relativiste, on a la métrique de Min-
kowski :

100 O
- 1010 O
91001 0|
000 —1
Les équations de Maxwell sont alors de la forme
dF? = 0 (48)
dx F2 = cpp3+ pj2Adi, (49)

avec F2 une 2-forme différentielle dans I’espace relativiste telle que

~ el "

F2 = b2+ — Adi,
c
el = E,(f,x)dr+ E,(f,x)dy + F.(f,x)dz, est une 1-forme,
B,(t,x)dy Adz+ B,(t,x)dz Adx+ B.(t,x)dz Ady et j2 sont des 2-formes,

p® = p(t,x)dr Ady Adz,est une 3-forme.
De la méme maniére qu’a la section précédente, afin d’adimensionner les
équations de Maxwell, on effectue d’abord le changement de coordonnées
suivant o(t) = f: = t qui permet de passer des coordonnées relativistes aux

coordonnées non relativistes. On note alors par F? la 2-forme différentielle
telle que F2 = ¢* F2. Les équations et s’écrivent

de*F? = 0
dx " F? = cu(p p®)+ pee (2 Adt),

Puisque (p~1)*dp* = d, on applique (¢')* sur les deux équations pour
obtenir :

dF? = 0 (50)
dle™ ) *x " F? = cpp®+ pej ndt, (51)
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L’application (¢~ 1)* x ¢* correspond a l'opérateur hodge star dans les nou-
velles coordonnées (x,t), avec la métrique

0 0 0
0 e 0 0
=10 0 e o |
0 0 0 -—¥

c2

ol c est la vitesse de la lumiére. Dans ces nouvelles coordonnées, la formula-
tion géométrique des équations de Maxwell est alors

dF? = 0 (52)
dxF? = cup®+cpj?>ndt, (53)

avec F2 la 2-forme différentielle dans les coordonnées espace-temps telle que
F2 = b? + e' Adt et on

e' = E,(t,x)dr + E,(t,x)dy + E.(t,x)dz
est une 1-forme,
b? = B,(t,x)dy Adz+ B,(t,x)dz Adx + B.(t,x)dx Ady

et j2 sont des 2-formes et p® = p(t,x)dz Ady Adz une 3-forme sur 'espace-
temps.
Pour ’adimensionnement, on considére le changement de coordonnées

(', x) =@, Lix) Lix)) = (t,x).
D’ou
el = E,#t, Lix,’ L_”XH/)L_J_CZXJ_IQ + B, (tt', Lix)/, L_”X“’)L_delll
+ E, (f t/, L_le,, L_HX”/)L_HdX”,,
W b? = B,(tt',Lix,’, L_HXHI)L_fdxl'l A dx
+ Bz(%t/,L_J_XJ_/7 L_HX”/)L_HL_J_dXJ_/Q VAN dX”/
+ By(ztl7L_J_XJ_,,L_HXHI)L_HL_J_dX”/ A\ dXJ_/l,
W p3 = p(zt/7L_J_XJ_,, L_HX”/)L_HL_J_QdXJ_/l N dXJ_IQ A dX”,.
Précédemment on a posé
EE(Y,x) = E(@t,Lix Lix),
BB( t/, X/) = B(zt/,L_J_XJ_/,L_”X”/),
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donc on obtient
E* et = E&(t, x')L_deH' + E& (Y, XL dx, + E&(t, x')Lidx,),
b = BBy(t, x)L. dx., Ndx.,+ BBi(t, x')Ly Lidx,} Adx)
+ BBy (t', X)Ly Lidx) Ndx.},
VP = B (¢, XD T dx g A dxih A dxy
On déduit alors que

PF =0 b2 4 (Weﬂ) ATdL,

Puisque E*d = dW, I’équation est équivalente a dzT F? = 0 dans les
nouvelles coordonnées, et I’équation est équivalente a

dy" (xF2) =cud p® + <@*j2> Atep dt'.

Pour obtenir d¢" F2 et d¢" (x F?), on calcule

d (Wel/\fdt’) =FEtL, {( 0 =& (t, x') — 0 ~&(t, X’)) dxi | Ndxi 5 ANdt

Ly
+ (:l 0 &t x') — 8 (t, X)) dx % ANdx)' Adt

Ly
+< 0 &t x/)—L:H 8,53(25 x)) dx" Adx} /\dt]

U I In
dv b2:BLf< a/ 2 )+_ O B, )+_“ 0

By(t', x') | dx; Adx,’
J_ aXJ_l J_ 8XJ_2 ( >> H +

Ly
+BL, aBg(t X)dxu/\dxu/\dt%—gb’l(t x') deL'Q/\dx”'/\dt’
ot or T,
a L / / /
+ g Balt )Lde” Adx,| Adt
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Onady F2 =dy b2 +d (E* el /\Zdt’) = 0 et en regroupant termes a
termes :

) 0 I, 0

L
By(t', x') + =L

ox’ LLOXLiBl(t,’ x) L, 0x.} o, x) =0,
%Bz(il, x') + % (L% ai”,&(t’, x') — %ai,lﬁz(t’, X’)) = 0
2w+ s (et 0 - ;e X)) < o

On obtient alors les équations adimensionnées et .
Pour I'équation , on doit calculer

1

x(e' Adt) = —(E,(t,x)dy ANdz+ E,(t,x)dz Ndzx + E,(t,x)dz Ady), (54)
c

xb? = c¢(B.(t,x)dz Adt+ B,(t,x)dy Adt+ B,(t,x)dz Ndt), (55)

et donc, 'application de ¢» a (54)) et (55) donne les mémes expressions que

—x —x . N .

Y b? et " (e! A dt) respectivement mais en substituant les composantes de
—x% —x%

E par celles de B et inversement. Puis on calcule d¢” x (e Adt) et di)” x b2,

On a alors les mémes expressions que d¢ b2 et d <E* el Atdt') mais en

substituant les composantes de E par celles de B et inversement. L’équation
—x —x —x .
diy" x F2=cup” p® +cpuv (j2 Adt) nous donne

a0 X0+ oA X0+ ettt = L),
%51(75'7 x') = EEGZM (% 82,25’3(75/, x') — %8i|,62(t,7 X')) = —%—?71(?5'7 x'),
%52(75'7 x') — Eﬁjﬂ (L;@i”’lgl(t,’ x') — %a)i,lgz(tla X')) = —%—iﬂ(t'» x').

%sgu', <) —_inﬂ (82,132@', X} — a}iéBl(t’, x')) _ —z—ijg(t', X).

De maniére similaire, on obtient les équations adimensionnées et
calculées page |14]
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2.2 Le cas relativiste

Dans ce systéme de coordonnées, on a la métrique de Minkowski :

100 O
o110 o0
9=1o o1 o |
000 —1
et les équations de Maxwell sont
dF?2 = 0 (56)
dx F2 = cppd+ pj2 Adi, (57)
avec F2 une 2-forme différentielle dans I’espace relativiste telle que
. . el
F2 = b2+ — Adi
c
el = E,(i,x)dz+ E,(t,x)dy + E.(f,x)dz, est une 1-forme,
b2 = B,(i,x)dy Adz+ B,(,x)dz Adx+ B.(f,x)dz Ady et j2 sont des 2-formes,
p3 = p(t,x)dz Ady A dz,est une 3-forme.

Pour pouvoir adimensionner, on considére le changement de coordonnées
suivant i(#', x') = (t t,Lix,'.Lyx)") = ({,x). On pose alors 1/1 Papplication

pull back associée au changement de coordonnées . On a alors

b et = B (i, Lix, L”xH )L”dxH +E (I, Tix,)' Tyx) ) Lidx.
y

i _XL ,L”XH )LL dx | Ndx 5+ B, (?f’,L_LXL,,L_HX”/)L_HL_LdXL/Q A dx)’
B (; .Lix,’ ,L”XH )LH LJ_dXH Adx,h,

h

Y ,0~3 = ﬁ(zf LLXL 7LHXH )L” LL dXL1 A dXLQ A dX“

Précédemment, on a définit

et donc on obtient
17 el = Eég(f’, x')Ljdx' + EE #, xLodx )| + Ec‘jg(f’, x'VL dx.},
Z* b2 = E[);g(iy, x’)L_fdxl'l Adx) 5+ BB, (#', X)Ly Lidx5 Adx)
+§Bz(t~,, x')Ly Lidx' Adx.],
E* 3 = pp(f X’)L_HL_J_QdXJ_Il Adxiy N dx)
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On en déduit alors

0 F2 =4 b2 +<Eé1>Af—:df’,

% <% = ~
et puisque ¥ d = dy , 'équation (56| est équivalente & d¢ F2 = 0 dans le
nouveau systéme de coordonnées, et 1’équation devient

dz <*]5~‘2> = C#Z p3 + (Zfz) /\;,u dt'.

!/

_ axug’l(f’, x’)) dx, | ANdxi by Adt

+ (z” & (T, X)) — %52(5', X’)) dx i Ndxy Adi
I

N ~
S %) — = & ¥ / / 7
+ (aX”' 1( ,X) T, 0%, 3( ,X)) dX” Adx /\dt] ,

1
I

= - = o ~ - Ly 0 ~ - Ly 0 -~ -
d b2 :B 2 t/ ! :” t/ ! pr— t/ ! d ! !
Q/J 1 < B3< ,X>+ LJ_ aXL/181< ,X>+ LJ_ aXL/282< ,X) X /\dXJ_

. L0 5. Ly -
—B3(t', x')dx, ] Ndx 4y ANdt' + %Bl(t’, x/)L:”deg Ndxy" Adt
1

J = 7! / L_|| l Y
+ ¥BQ<1§, X>L:J_dX” /\dXJ_,l Adt | .
On a alors d@ F2 = d@ b2 +d (E el A gdf’) = 0 et en regroupant termes

a termes, on obtient

5>a<||’l§ )+ %83L331<~/’ x)+ %&ig (. x) =0,
%BM’ )t % <L% 82’253({/’ x) - L;”ai,Vg?(F’ X/)) =0
%82(?’ X/)JFCE_E; <éai|,gl(g/, /)_Tajﬁlgg@’ X/)) -0
%5’3(55 )+ Cg% ai,l & x) - o, x/)) -0
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Ce sont exactement les équations adimensionnées et précédemment
calculées. Pour I’équation , il faut calculer

1 3 1 /- . L L
* (% Adt) = - (Ex(t, x)dy Ndz+ E,(t,x)dz Ndx + E,(t,x)dz A dy) , (58)
*xb2 = B,(f,x)dx Adi+ B,(t,x)dy Adi + B.(f,x)dz A df. (59)

L’application du pull back Z* sur 1’équation et , nous donne les
expressions de Z* b2 et de Z (% A dt) respectivement mais en substituant
les composantes de E par celles de B et inversement. Puis, on calcule d@? *
(él_/\ dt) et dwTK x b2. On obtient les mémes expressions que dz? b2 et

d @ * el A g dt’ ) mais en substituant les composantes de E par celles de

B et inversement. L'équation diy + F2=cu) p3+ NZ <J2 A dt> nous

donne alors

Sl X)L B )+ TS B ) %ﬁ(iﬁ X',
oa x’>—% (Lé S Ball X —Li% @ x')) - —Jg“ AT, ),
A x'>—%_~ (Lé BT ) = =5 LBl x')) - —jg“ Al ),

%%53@” x) - gi (ailgﬁ’ x) ai’z (7 Xl)) N ‘Jg” (7, X)

On obtient alors les équations adimensionnées et que l'on a calculées
a la page [14]

3 ADIMENSIONNEMENT DE L’EQUATION DE
VLASOV DANS LE FORMALISME COVARIANT

Comme précédemment, on pose t = tt', x; = Lyx)’ et x; = Lx," et
donc pour I'adimensionnement, on considére le changement de coordonnées

P, x, v =, Lix) Lix)/,0v') = (t,x,V).
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On considére alors ’égalité suivante

— 9 — _ - N _

L” LL f Gf/ = 77/)*( 6f) = Gf(t t,, LLXL,, L”X”,, (% V/).
Puisque I’équation de Vlasov est de la forme :

0°%f
— 6 pr—
L =0,

= v T Lisi o 2B)2
aveCT—Vax-i-(Za% E—i—mza%zva% B)ﬁv’

nées nous donne 1’équation de Vlasov adimensionnée suivante

alors le changement de coordon-

. 86 LL 6/ ,
b {—+£ f} LTy OF T Lo 5 =0,

ot t ot
le. 06]”
ot + LG ' =0,
ou
—* . / 0 q 1 0
1/} (T)_UV )_(X/+m<vza>?x¢ ( E)_’_Zaxaxl /Ofxw ( )) av”
avec
0 1 0 1 0 1 0
— = — 7 + = 7 +=7—
Oxx' L, 0x1} L,0x15 Ljoxy
et

VI 0 VL,l 0 VLIQ 0 V_||/ 0
oxx' L, Ox)y L, 0x,} L_H8x||"

On a vu aux sections précédentes que

v ('E) = E [&(¢, X' )Lydx)' + E(t, X)L idxy| + E(t, x')Lidxys)
(B) = B [Bg(t’, x')L_fdxl’l ANdxih+ Bi(t', X)Ly Lidx %y Adx)' + Bo(t', xX')L Lidx) Adx.}|.
Donc on a
z'aiax/@*(lE) = Eia '€,
z’afxlzv,afxﬂ*OB) = DBis i, ’B,
ou

& = &, x)dx)' + & (Y, X )dx [+ E(, x)dx 15,
B = Bs(t', x)dx | Ndxiy+Bi(t, x)dx by Adx)' + Bao(t, x)dx)" Adxy).
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et
0 0 0 0 0 0 0 0

/ !/ / /
- Ve = vt v, + v 2.
ax' — ox., oxuh  ox) ax' Yox ) MPaxy, | axy)

On peut donc simplifier 2/7(7') par la formule suivante :

0 Evq qB 0
—x o= . 1 4L . . 2
Y (t)=0Vv +< i E+ N S B v (60)
On pose w, = % la fréquence du cyclotron et a; = v/@,. le rayon de Lar-
mor fini. Comme dans 'article [62], on suppose que le champ d’induction
magnétique est fort et donc on obtient les quantités suivantes :

pour un petit parameétre e. Ainsi, aprés que 'on ait injecté ces différentes
quantités dans 1’équation de Vlasov, celle-ci peut s’écrire

%'
6pl
at’_{—ﬁv/,a,-ki315+li6i/623i/f_07
OX X! a7 € 57 vW ov
avec
/ /
oxx' € 0x)) e Ox,)! oy
11 12 I

Pour obtenir I'équation de Poisson on voit, tout d’abord que, le change-
ment de variable nous donne P(E) = =" (d°) = di” (Op) = ¢d°¢' don,
pour ¢ = e,

15:_6i0/_io/
aXL/ 8X||/ ’
De plus I’équation de Poisson s’écrit

—()\D>2d *M d0¢ = [nz — TLe],

avec x7 le hodge star dans 1’espace M, A\p la longueur de Debye, nt = fw—l(x) of
la densité des ions et n¢ la densité des électrons (7~!(x) correspond a l’es-
pace des vitesses, voir la section page . Afin de prendre en compte la
quasi neutralité du plasma on pose A\p = /€, on supposera également que
la densité de distribution des ions est normalisée i.e. [, %(0) = 1. Avant
d’écrire ’équation de Poisson en fonction des quantités adimensionnées, on
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peut la simplifier en se souvenant du faite que la concentration de la charge
est décrite par la concentration de Boltzmann i.e.

o0

kgT.’

n® = xp exp

ou —e correspond a la charge, kg a la constante de Boltzmann et 7, la
température des électrons. On effectue alors un développement en série de
Taylor et on obtient

0 0
e’ e'o
n® = %) ex ~ x|l + :
wexp e &l
Dans la suite on supposera que kBLT ~ 1. L’équation de Poisson devient alors

—* —* —*
7o = i) =7 | [ 7= [ o)
T 1(x P
Aprés le changement de variables et aprés que I'on ait remplacé les quantités
physiques, on obtient

82
d(x.')?

P %00 — d(ked®®) = + ¢/ — (e 0p + € 00" )edx,'dx),

a(x)’)?

et

AL fol =[5 frol=<[[ 7]

On en conclut alors que I’équation de Poisson adimensionnée est

82

82 0 6.
- qb’} dx,'dx)’ :/ f—1.
8(XH )2 | ()

04 2
o ?

*M0¢/ - [
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I’équation de Vlasov.

Contenu du chapitre

(1 La L" cohomologief . . . . . ... ... ... ..... 28
(2 La convergence faible| . . . . ... ... ... ... 31
2.1  Formulation faiblel . . . . ... ... ... 31

2.2 La théorie des k-courantsl . . . .. ... ... ... 32

(3 La convergence géométrique a deux échelles] . . . 34
(3.1 Introduction a la convergence a deux échelles| . . . 34

3.2 Introduction a la convergence géométrique a deux |

I échelles . . . .. ... ... . 35
(4 Homogénéisation de I’équation de Vlasov| . . . . . 42
[4.1 Avec un champ magnétique fortf. . . . . . . . . .. 42

(4.2 Avec un champ magnétique et électrique fort| . . . 46

Dans ce chapitre, on expliquera comment faire de I’analyse fonctionnelle
en utilisant les outils de la géométrie différentielle. Cette théorie, appelée L"-
cohomologie, a été développée par Scott [80, RI] mais sans avoir pour but de
faire de I’analyse asymptotique. On introduira alors des notions de topologie
qui permettront de faire tendre € vers 0. Ainsi, on pourra expliquer comment
faire de I'analyse asymptotique en utilisant des objets géométriques. Cette
étude a été commencée récemment par Pak [I0]. On expliquera cette nouvelle
théorie ainsi que les notions de convergence forte et faible afin de construire
la convergence & deux échelles dans ce cadre. Dans un premier temps, on
rappellera la L" cohomologie et les notions de convergence faible pour les
formes différentielles. Puisque la théorie de la convergence & deux échelles
a été bien développée dans le cadre du calcul vectoriel [54) 62, [76, [77], on
adaptera, dans un second temps, la théorie de la convergence a deux échelles
a la géomeétrie différentielle. Puis, pour finir, on I'appliquera dans deux cas
particuliers de I’équation de Vlasov.



1 LA L" COHOMOLOGIE

On peut observer que les formes différentielles ne sont pas obligatoirement
des objets réguliers. On va donc tout d’abord rappeler quelques notions utiles
a ’analyse fonctionnelle comme la mesurabilité, les fonctions définies presque
partout et les adapter pour les formes différentielles. Ceci nous permettra de
définir une analyse fonctionnelle utilisant des éléments géométriques tels que
les formes différentielles. Cette théorie est la L"-cohomologie.

Dans la suite, on note une k-forme différentielle sur M, w* : M —
N(T*M). Une k-forme différentielle mesurable sur M est une section mesu-
rable du fibré vectoriel A*(T*M) — M. On dira qu'une k-forme différentielle
WP est définie presque partout s'il existe un ensemble N C M de mesure nulle
tel que la fonction w® : M — A"(T*M) est bien définie sur Pensemble M\ N.

En d’autres termes, si au dessus d’une carte locale de M on a (z1,-- , x,)
le systéme de coordonnées local de p un point de M, alors toute k-forme
différentielle sur M peut s’écrire

ko_ k
W, = E Wiy (T)d Ty, - d g,
i1, ik

On dira que la forme différentielle w* est mesurable si et seulement si les
coefficients wfl% sont des fonctions mesurables de M dans R et que w*

est définie presque partout si les coefficients wzkl% sont des fonctions bien
définies sur I'ensemble M \ N.

Une k-forme différentielle w* & support compact K de dimension k sur M
si pour tout point p en dehors de K et pour tout vecteurs &;,...,& € T,M
onawk(&,. .., &) =0.
L’intégrale d’une k-forme différentielle est définie de la fagon suivante : soient
MP* une variété différentielle de dimension k inclue dans M et {ti}ier une
partition de ['unité associée & un ensemble de cartes dénombrables (U;, fi)ier
recouvrant M* (i.e. supp ¢; C U;). Alors, pour une telle partition, w* peut
s’écrire comme ., P;w" et son intégrale sur M* est

/ Wk:E /%‘wk‘
MF icl VUi

Définissons, maintenant, les k-formes différentielles de classe C* sur M.
On dira qu'une k-forme différentielle w* est de classe C° si elle est vérifie
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e pour tout p € M, wk € /\k(TIfM)
e Soit I'ensemble de cartes dénombrables (U;, p;)ic; recouvrant M, alors
pour tout i € I, wF = (p;1)*w* est une k-forme différentielle de classe
C* sur ¢;(U;) C R™.
On notera par Q¥(M) I'ensemble des k-formes différentielles de classe C'* sur
M.
On notera également par L"(M, \*) Despace des k-formes différentielles -
intégrables. 11 est défini par :

L7(M, \") = {a € QF(M) mesurable tel que leell 1 oar g2y < +00}

pour 1 < r < 400 avec

1

lall-gepsy = (/M \Oz\;volp) pour 1 < r < o0,
& 00 ky = esssup|a|,.
|| ||L+ (M,/\) pEMp| |p

On associe un produit scalaire a la norme ||| 2, p\ky de la fagon suivante

<a,p > 2 k)= / a N\ *03,
M

avec a, 3 € QF(M) mesurables. On a || - || et < -,- > qui sont bien définis car
ils ne dépendent pas des cartes sur M.

Pour M une variété riemannienne compacte avec bords, on souhaite pouvoir
définir la composante tangentielle et la composante normale au bord d’une
forme différentielle. C’est I'objet de ce que l'on va faire maintenant. Cette
notion est importante car elle nous permet en analyse d’établir la formule de
Green-Stokes ainsi que la formule d’intégration par parties. Pour répondre
a cette question, posons d’abord v comme étant le vecteur normal unitaire
sortant & OM et ¥ comme étant la 1-forme différentielle associée & v. On
peut définir la notion de composante tangentielle et normale d'une k-forme
différentielle w* € QF(M) en utilisant le produit extérieur et le produit in-
térieur. La composante tangentielle correspond a v# A w* et la composante
normale & i,w". Sous ces conditions, sur la variété M, on peut reformuler la
formule de Green-Stokes pour les formes différentielles avec 'opérateur de la
dérivée extérieure

ko k+1 k k+1 ko k+1
< dw ,80 + >L2(M,/\k+1):< w 7d*S0 + >L2(M,/\k) _|'_ < Vﬁ/\w ,QD + >L2(8M7/\k+1)7
et avec 'opérateur de la dérivée co-extérieure

< d* wk7wk71 >L2(M,/\k_1):< wk,dqﬂkil >L2(M,/\k) — < iywk,qﬂkil >L2(M,/\k_1) .
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Dans ce qui suit on remarque que la plupart des propriétés de la théorie des
fonctions intégrables se transposent dans le cadre ici posé. On supposera que
%+%=1avecl<r,s<+oo.

Proposition .2 — (i) (Inégalité de Holder) Si oo € L'(M,\) et 3 €
Ls(M, \"), alors a Ax3 € LY(M, \") et

o A*Bllzr ) < HO‘”L?“(M,/\]“)HﬁHLS(M,/\k)'

(i) (Inégalité de Minkowski) Si ., 3 € L"(M, \*) alors a+ 3 € L"(M, \*)
et
e+ Bl e pfy < Nl praapnry + 1B L ar pky-

(ii) L™ (M, \¥) est un espace de Banach. L2(M, \*) est un espace de Hil-
bert.

(w) (Densité) C2(M, \") Uensemble des k-formes différentielles de classe
C? sur M avec un support compact est dense dans L"(M, \*) [70]

Maintenant que 1'on a défini les espaces L™ (M, /\k), on va pouvoir aller
plus loin dans la théorie de I'analyse fonctionnelle et on va s’intéresser aux
espaces de Sobolev. Comme on a plusieurs opérateurs de dérivation : la dé-
rivée extérieure, la dérivée co-extérieure et le laplacien on va construire les 3
espaces de Sobolev partiels suivants :

W (M) = {w € I'(M N - dw € I(M, M),
W (M, \) = {w € L"(M, \) : d*w € Lr (M, A"},
WA (M, A" = {w e L'(M, A\ : Aw € LT(M, \*)},

respectivement a l’aide de 'opérateur de dérivée extérieure d, de 'opérateur
de dérivée co-extérieure d* et de 'opérateur de Laplace-Beltrami A = d* d +
dd*. Ce sont tous les trois des espaces vectoriels normés avec les normes
suivantes :

1
lolwaripsy = (1lqanpe + 1405 0pe ) (61)
lolwer sy = (1ol ape + 14" @l pe) (62)
1
HWHWAW(M,/\’“) = <HWHZT(M7/\1€) + HdeZr(M’/\k) + Hd*szr(M,/\k)) (63)

Il est important de remarquer que I’espace de Sobolev W7 (M, R(Z)), tel que
I’on connait en analyse fonctionnelle usuelle, coincide avec I'intersection des
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espaces de Sobolev partiels W4 (M, \*) et W (M, \F). De plus, avec ceci
on peut définir les conditions aux bords de Dirichlet [9] et déterminer les
espaces des formes différentielles les vérifiant, par

vy a,r
W (M AR = {we C2(M N vt Aw=0 sur oM} ",

” ”Wd*,'r

Wi (M) o= fw € C2M ") ipw =0 s oM} ™7

2 LA CONVERGENCE FAIBLE

2.1 Formulation faible

Pour toute k-forme différentielle of € L2(M, \"), on peut définir une
forme linéaire continue sur I'espace des k-formes différentielles C? & support
compact C2(M, \") par la formule

avec ¢F € C2(M, \¥). De plus, comme L2(M, \*) est un espace de Hilbert,
on va pouvoir définir la convergence au sens faible a ’aide de cette forme
linéaire.

Définition 2.1.1 — Une suite (of),en € L2(M, \¥) converge faiblement
vers o € L2(M, \¥) si et seulement si pour tout ¢* € C2(M, A\*) on a

k Lk k Lk
< Oén,(b >L2(M,/\k)—>< (e ,¢ >L2(M,/\k) .

Les formes différentielles a support compact vérifient les conditions aux
bords de Dirichlet, on va pouvoir définir la dérivée extérieure au sens faible

de o € LA(M, \") pour tout o*+' € C2(M, \*')
ko k+1 ok k+1
< dO./ ,90 >L2(M,/\k+1)_< « 7d*90 >L2(M,/\k)’
et sa dérivée co-extérieure au sens faible pour tout ¢¥*~1 e C2(M, A\*™") :
ko k=1 k k—1
<d*a ,/l/} >L2(M’/\k—1):<(l{ 7d,¢} >L2(M,/\k) .
En s’appuyant sur ces formules, on peut développer une théorie similaire a la
théorie des distributions, sur I'espace des formes différentielles, les k-courants

74, 189, 90
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2.2 La théorie des k-courants

Pour développer une théorie des distributions sur une variété rieman-
nienne orientée avec bords, il faut, au préalable, définir la notion d’intégra-
bilité locale pour les formes différentielles sur une variété.

Définition 2.2.1 — Une k-forme différentielle mesurable sur M, o est
localement intégrable si pour tout U C M relativement compact, on a

/ |o¥|vol, < oo.
U

Pour o% € L1 (M, \") et o* € C2(M, \*), on peut définir le k-courant

loc
T, par la relation

N N k k
Tk () :=<a” ¢ >._/ a, N xpp,
M
de plus, la dérivée extérieure d’'un (k — 1)-courant est obtenue par la relation
(AT 1) (P5) = (—1)]“/ ol Ad * ol
M
= /M o/;_l A *d* cpl; =< o d* oF >= T (d* ),

avec ot e L1 (M, \N*7") et o* € C2(M, \"). Si a*~1 est réguliere, on peut

loc
voir qu’en partant de la premiére égalité, on obtient

(AT 1) (%) = (=1)* /Malg_l Nd *go’zj = /Mdal;_l /\*gpl; = Ty -1 (©").
De la méme manieére, on a
(d* Tor) (") = (—l)k/Ma]; AN x bt = /Moz’; Ad @bt =T (dp™™)
et si o est réguliére on a
(d* T o) (1) = / d*o/; A *cpl;_l =< d* o, " > = Ty (7,
M
avec o € LL (M, \") et o1 € C2(M, A\*7") et aussi

(ATak) (@k) = /J\/[ Oé]; A *ASOI; = Tak (ASOk)a
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avec of € LL (M, \*) et oF € C2(M, \*) (on a également pour of régulicre

loc

Taor(¢%) = (ATk) (¢%) ). On peut définir également le n-courant de Dirac
de la fagon suivante : pour toute forme volume ¢! = @(p)vol, € CZ(M, \"),
on pose

Exemple 2.2.1 (En 1 dimension) — Sur R, soit maintenant, la fonction de
Heaviside HY) =1 sit>0€R et HY = 0 sinon. Le O-courant associé a

cette fonction est :
Tuo(") = [ B A0 = [ HEA (00 = [ (0
R R 0

pour tout ©°(¢) € C%(R). La dérivée de ce O-courant agit de la fagon suivante

(@T)() = — / HY ndx ol (1) = - / HY A do(t)

i
_ 0
= /]R H,' A B (t)dt

_ = 0y
- _ /0 o (t)dt

= ¢(0)
= d(¢")

pour tout ! = p(t)dt € C2(R, \"). On retrouve le fait que (dTp0)(¢") = d(¢").

Exemple 2.2.2 (En 2 dimension) — Sur R?] soit maintenant la 1-forme
différentielle
1 1
Hiyy) = 5 (= Hy(y)r(z)de + Ho(w)r(y)dy),

ou H, et H, sont les fonctions de Heaviside dans les composantes z et y
respectivement et x est le symbole de Kronecker. La dérivée du 1-courant
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associé a cette 1-forme différentielle agit de la fagon suivante

(dTi) (%) = 5 H'(z,y) Ad*@*(z,y)

=/, H' (z,y) Nd(o(z,y))

Op Op
_ 1 i -
=/, H' (z,y) A (835 (x,y)dz + By (a:,y)dy)

- _% /R (g—i(m, y) H, (2)5(y) + Hy(y)d(a:)g—“;(x, y)) dx A dy

- - gj( J0)H, (z)dx — = g—% y) Hy(y)dy

= 30(0, 0)
= d(¢”)
pour tout go(x ) = (@, y)dzAdy € C2(R?, \?) et on voit que (dTp1)(¢?) = Ty (¢%) = 6(

Exemple 2.2.3 (En dimension quelconque) — La fonction de Heaviside
peut se généraliser en dimension n comme étant une (n — 1)-forme différen-

tielle de la forme

H' = —Z Y H () ]#/{(xj)dml/\---/\dAxZ-/\--~/\dxn.

3 LA CONVERGENCE GEOMETRIQUE A DEUX
ECHELLES

3.1 Introduction & la convergence a deux échelles

La convergence a deux échelles initiée par Nguetseng [77] et reprise par
Allaire [76] permet d’établir des résultats de convergence pour une suite de
fonctions (u€)eso définie dans un ouvert W de R” et présentant des oscillations
de période € vers une fonction ug(x,y) définie sur W x R™ et périodique en
y.

Le principe est le suivant : on fixe la période et on a u® qui est solution d'une
équation de la forme

LE’L[/E = f?
sur 'ouvert W avec L€ est un opérateur différentiel présentant des oscilla-
tions de période € et f un terme source indépendant de e. On peut ajouter
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également des conditions au bords appropriées. On dira alors que la suite
de fonction (u).~o dans L"(W) pour r €]1,+o00] converge a deux échelles
vers une fonction U dans Uespace L"(W, Ly . (Y)) si pour toute fonction
e CP(W,C% (Y)), on a

per

lim ue(x)w(x,§)d><:/Y/WU(x,y)w(x,y)dxdy.

=0 Sy
U est appelé la limite & deux échelles de u¢ dans L"(W, L7, (Y)).

per
De méme, on dira que u¢ converge fortement a deux échelles vers U si on a

lim |u® = U, E)HLT(W) =0.

G. Nguetseng [77] et Allaire [76] ont établi un critére de convergence a
deux échelles qui sera trés utile pour établir un systéme d’équations différen-
tielles vérifié par la limite deux échelles ou la limite faiblement™ de la suite

(u6)6>0 :

Théoréme 3.1 — Soit (u).~o une suite bornée indépendamment de € dans
L7(W). Il existe alors une fonction U dans L"(W, L;,.(Y)) et une sous suite
de (u)eso, noté uX© qui converge a deux échelles vers U. De plus, uX(©

converge faiblement* dans L"(W) vers la fonction u définie par

X — u(x) = /Y U(x,y)dy.

E. Frénod, E. Sonnendriicker [54, 62, [75], D. Han-Kwan [12], A. Mou-
ton [7] et bien d’autres ont utilisé ces outils dans le cadre de 1’équation de
Vlasov-Poisson. Pak [10] a établi ces résultats dans le cadre de la géométrie
différentielle et donc sur des variétés différentielles. Il serait donc intéressant
de travailler sur la convergence a deux échelles dans le cadre de la géométrie
différentielle et dans le cadre de I’équation de Vlasov.

3.2 Introduction a la convergence géométrique a deux
échelles

Le point de vue géométrique pour la convergence & deux échelles a été
développé par Pak [10]. Mais avant d’entrer dans le vif du sujet on va faire
quelques observations.

Soient M une variété riemannienne de dimension n et Y une variété rieman-
nienne de dimension n, on peut définir des formes différentielles qui sont des
k-formes sur M et des [-formes sur Y :

Whls M xY — AMT*M) x N(T*Y)
(p.a) — (pgw(yy)
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Qui peut également se voir de la maniére suivante

M ANSTM) = (Y = ATV}
p — (pwi)
L™ (M, N L*(Y, \)) représente 'ensemble des k-formes différentielles L”
sur M et [-formes différentielles L® sur Y avec r, s € [1,400|. Pour illustrer

cette notation, on donne un exemple. o' € L"(M, \"L*(Y, \")) a pour
forme

pQ) Z Qi g, g1 (xa y)dl’il A A dz A dyjl A A dyjz7

11 <<t
j1<...<]'l

pour tout p € M et ¢ € Y et x,y les coordonnées locales respectives de ¢ et

p.
On remarque qu'une k-forme différentielle sur M et une O-forme différentielle
sur Y, o0,
(pq = Z Qi i (T, y)dT™ Ao A d' (64)
11 <o <ip

peut étre identifiée avec une k-forme différentielle sur M ou avec une n-forme
différentielle sur Y, 048;7;) de la forme

= Z iy i (T, y)dT™ A Ada™ Adyt A A dy” (65)
11 <<l

Maintenant que 'on a posé les bases, on va pouvoir expliquer la conver-
gence géométrique a deux échelles. Rappelons, tout d’abord que pour M
une variété riemannienne de dimension n avec bords, et pour Y une va-

riété riemannienne compléte sans bord, on peut identifier T,, M = T, )Y pour
po € M/OM et qo € Y. On a vu page qu’il ex1ste une geode51que
minimisante

Yvpg (t) = €XPyp, (t Upo) avec '%po (O) = Upy € TPOM et Yvpg (0) = P05 Yoy, (1) =P € exXpy, (Vb)
avec
Vo i={twy, € T, M | avecwvy,, € Ty, M ||vy,|| = Let t € [0, c(vy,)]}

On en conclut alors que la géodésique exp, (ti(Vp)) est bien définie, ex-
cepté pour les points de dVy (les cut locus de py) qui sont, d’ailleurs, de
mesure nulle dans 7,,, M. Soient py € M, go € Y et un isomorphisme i tel que
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( <
Ty,oM =T,Y. A Tl'aide du théoréme de Hopf-Rinow, pour tout point ¢ € Y,
il existe vy, € Vo C T, M tel que g = exp,, (% i(vpo)) pour € petit. Dans la
suite, on notera p¢ = exp,, (Li(v)) avec v € T, M.

La convergence géométrique a deux échelles résulte de 'application du
théoréme de Birkhoff (1931), du théoréme de Hopf (1939) et du théoréme de
Mautner (1957). Le théoréme de Birkhoff [11] est le suivant :

Théoréme 3.2 — Soit (£2, 1) un espace probabilisé et ' un flot préservant
la mesure, pour f € L"(€Q, ), on a

; /Tf( Yt —
QE— H .

De plus, si le flot ! est ergodique, i.e. que tout ensemble invariant par ¢
est soit de mesure nulle soit de complémentaire de mesure nulle, alors on a

= / et /M f(@)dp.

Puisque, dans la suite on utilisera le flot géodésique, pour avoir I'unicité
de la limite, il va falloir que ce flot soit ergodique. Les théorémes qui suivent
nous donne des conditions sur M pour que l'on ait 'ergodicité du flot. Le
théoréme de Hopf [16] est le suivant :

Théoréme 3.3 — Dans une variété riemannienne compacte de volume fini
a courbure négative, les flots géodésiques sont ergodiques.

Et le théoréme de Mautner [85] :

Théoréme 3.4 — Dans une variété riemannienne symétrique (i.e. pour
tout point p € M, il existe une involution o, : M — M, o,(q) = q et
dog,(q) = —id), les flots géodésiques sont ergodiques.

Voici quelques exemples de variétés riemanniennes symétriques : les tores,
les espaces projectifs, les espaces hyperboliques, les espaces d’Heisenberg,
Sl(n,R)/SO(n,R), 'espace symétrique quaternion-Kéahler (qui est compacte
si la courbure de Ricci est positive).

De plus, si les variétés vérifiant les conditions des théorémes[3.3]et [3.4] sont
des variétés géodésiquement complétes, on a encore le fait que tout point ¢ ap-
partenant a ces variétés peut s’écrire sous la forme ¢ = p© = exp,, (% i('upo)).

Afin d’avoir les conditions optimales pour pouvoir utiliser le théoréme de
Birkhoff, on suppose que M et Y sont des variétés riemanniennes de dimen-
sion n, que M est complet avec bords et que Y est compacte et vérifie la

condition de Mautner ou de Hopf.
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Définition 3.2.1 — Soit (a)e> une suite de k-formes différentielles dans
L™(M, \"), on dit quelle converge vers la limite a deuz échelles o® € L(M, \* L™ (Y))
si pour n’importe quelle k-forme différentielle ¢» € C2(M, A" Q°(Y)), on a

€ 0
<O Pppe) > Ay < O Y > g AR Lr(v))

a® est appelé limite deux échelles of in L(M, A" L7 (Y)).

On dira que af converge fortement & deuz échelles vers o si

: € 0

fim 1o = ooy | rar p) = 0
On peut alors avoir la proposition suivante :
Proposition .3 — On suppose que M et'Y sont des variétés riemanniennes
de dimension n, que M est complet avec bords et que Y est compacte et vérifie
la condition de Mautner ou de Hopf.
Soit ¢ € LA(M, \* C*(Y)), on a

i (|9 an 2 arnf) = 1912 arAx 22y

Démonstration. La variété Y est une variété riemannienne compacte, donc
il existe un recouvrement d’ouverts fini (U;)1<i<m de cette variété. On note

¢n (pg) — Z Z¢J17 Tk $ , Yi XZ( )dﬂ?h . /\dl‘]]c

JI< g 0

pour x,y les coordonnées locales de p et q et y; € ¢;(U;) et x; la fonction
caractéristique sur U;. D’aprés Allaire [76], quand n tend vers linfini 1,
converge vers ¢ a l'aide du théoréme de convergence dominée. On a alors

Hw(p,pe)

= 1(¥n) @p (M,\¥)

’WnHL?(M,/\’“L?(Y))

oty — [Wlzaipr 2oy = 1Yo
H(@Dn)
\|¢nHL2(M,/\’<L2(y)) WHLZ’(M,/\’“L%Y))-

_l_

+

(M\F) = WnHm(M,/\k L2(Y))" Pour

Montrons d’abord que limc_.q ||(¢n)(p.pe)
le menbre a gauche de 1’égalité, on obtient

5 :11_1}(1)\/ Z Z/ (1. (2, ) i (29))200Ls.
J1<

e

li_{% || (wn)(p,pe)




Puisque Y est géodésiquement compléte et que dans Y le flot géodésique est
ergodique, alors lim, o x;(z¢) = vol(U;) d’ou

i o Lo = o) 2 3 [ @il vol(0) 2o,

IS <Jg 0

= %17 ok i)xi(y))?vol, Ly
\/ﬁ;MZ/ / (z,y:)x vol, vo

7

= [ ¥nll2u b 2y
Ce qui implique que

o — 1)
||¢n||Lz wrpF 2y ~ Ik 2y

by = Wl 2 pf 2y = m {19

lii% IS ")

Puis on fait tendre n vers l'infini, et on obtient

lim ||, by = 19l 2 arpr 20y = 0-

]

Grace a cette proposition, Pak formula le théoréme de la convergence a
deux échelles avec un paramétre.

Théoréme 3.5 — On suppose que M et Y sont des variétés riemanniennes
de dimension n, que M est complet avec bords et que Y est compacte et
vérifie la condition de Mautner ou de Hopf.

Soit (o) une suit bornée dans L2([0,+o0), L*(M, \°)), il existe une sous
suite (o) de (af) et une forme a® € L2([0, +o0), L2(M, \° L*(Y))) tel que
pour tout ¢ € L2([0, +00), C2(M, \° Q8(Y))),

oo

lm [ < Q% (1), ) (1) o py dl = / < (), 0(1) > paarpe ey -
J 0 0

Démonstration. On pose

[e.e]
F€(¢) = / < ae(t),d)(p’pe)(t) >L2(M7/\6) dt,
0
et comme (af) est une suite bornée, il existe ¢ un réel positif tel que

HaeHL?([O,+oo),L2(M,/\6)) Se
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On a alors

|F ()] < /0 o] 2z, p0) 1% (O L2ar, p0
< / 1012 ar po sy
0

On a alors F¢ € (L*([0, +o0), L*(M, /\6)))/ et donc il existe une sous suite

telle que F converge vers F° € (L?([0,+o00), L*(M, /\6)))/. De plus comme,
1% ppe) (£) H'LQ(M,AG) < Hw(t) | 2(01, 76 08(v))» €1 utilisant le théoréme de conver-
gence dominée on obtient

Fow) = lim |7 <e [ Timsup 100 i = [ 10Ol pe oy

€;—0

A I’aide du théoréme de Riesz, on en déduit qu’il existe a® € L*([0, +o0), L*(M, \° L*(Y)))
telle que

Fo) :/0 < a’(t),9(t) > 2 \® 22(v)) Gt

pour tout 1 € L2([0,+00), C2(M, A* Q5(Y))). D’out

hn%) < a% (t)a w(p,p€)<t) >L2(M7/\6) dt = hrno Fei (w)
Ej—> 0 Ej_}
= F(v)
N / <a’(t).v(0) > 2 \° L2(vy) A
0

]

Dans la suite, on ne pourra pas appliquer directement ce théoréme car
on veut effectuer la convergence a deux échelles en temps (et non en espace)
comme l'ont fait Frénod et Sonnendriicker pour les équations de Vlasov-
Poisson [54], [62]. Pour ce faire, on adapte ce théoréme a notre probléme.
Par hypothése, la variété Y doit étre une variété symétrique compacte de
méme dimension que la variété temporelle i.e. de dimension 1. Autrement
dit, Y correspond au cercle S* (a diffeomorphisme prés). On obtient alors le
théoréme suivant :

Théoréme 3.6 — Soit (o) une suite bornée dans L*([0, T), L*(M, \°)), ou
T peut étre égale & +o0. Il existe une sous suite (@) de (o) et a® € L2([0,T) x S*, L2(M, \°)),
telle que, pour tout ¢ € L2([0,T) x S*, C2(M, \°)) on ait
T T
lim [ < a%(t),1(t, 1) > a0 p0) dE = / / < a’(t,s),9(t,8) > 2 pe) ds dt,
o Jst

Ej—>0 0
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avec t = exp, (2i(v)) pour v € T,[0,T), et ¢ un isomorphisme tel qu’il existe

qo tel que T3[0, 7)) =~ T,Y .

Ce théoreme sera utilisé plus tard dans la section suivante. On peut remar-
quer, qu’on aurait pu les énoncer en utilisant les espaces L*°([0, T'), L*(M, /\6))
et L([0,T), L*(M, \°)).

De la méme maniére que pour la convergence a deux échelles au sens
clasique, on a une proposition qui nous renseigne sur la convergence géo-
métrique a deux échelles de la dérivée d'une suite qui peut étre également
adaptée pour la convergence a deux échelles en temps.

Proposition .4 — On suppose que les suites o € L*(M, \") et dac € L2(M, N
sont bornées.

Alors, il existe une sous suite a9 de af telle que a9 converge a deux échelles

vers o dans L2(M, \" L2(Y)) et dasi converge o deus échelles vers da® + dy ot

dans (M, N L2(Y)) pour a® dans L2(M, \* HY4(Y)) et o' € L2(M, \**' H-4(Y)).
De plus, o° € ker(dy).

Afin de démontrer cette proposition, on utilise le théoréme de compacité

3.6] d’ou :

Démonstration. Soit a% la sous suite de af et da la sous suite de dac telle
que

€4 0
<Y V) Zrearpny T <OV > a2y
<da”, O Zrapupttty T <TI0 ZLaauptt L)) -

avec ¥ € C2(M, \"Q(Y)), ¢ € C2(M, A" QO(Y)), o € L2(M, \F L2(Y))
et e LA(M, A" L2(Y)). Or

€i €5 * 1 €5 *
< da, Gppe ZrMAMH) TS @ 7 Ay wpe) > L2 (M AF) +E < a, dy P = L2 (M)

ou d}, et dj correspond & la dérivée co-extérieure sur M et sur Y respecti-
vement. Alors, on obtient

€4 * €4 1 €4 *
< a, dy G Z LM N\ T< da, @ ppe) > L2 (M AR T < %, dy (ppe) ZL2(MAY) -
Mais pour ¢ € C2(M, AF™ QO(Y)) telle que dt¢ = 0, on a

< a9, dy Gy > 2ty = 0-

On en déduit que
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lim < a“, d?\/[¢(p,p€) = L2(M AR

€5—

< 0%, diyd > 2 gk 12y

N elj.ig}o <o, Oy > L2 A=< T O > L2 A L)

pour tout ¢ € C2(M, \* QO(Y)) telle que d}¢ = 0, donc
< 77 — dOéO, ¢ >L2(M,/\k+l L2(y)): O,

car dya® = 0. Or, puisque pour a! € L2(M, A" HY4(Y)) ona < dya', ¢ > L2k 22(v))= O
alors il existe o' € L2(M, \**' HY4(Y)) telle que

n—da® = dya'.

4 HOMOGENEISATION DE L’EQUATION DE
VLASOV

4.1 Avec un champ magnétique fort

Pour appliquer la convergence & deux échelles sur I’'équation de Vlasov,
on s’inspire des articles [54], 62]. Soit M 1’espace de dimension 3, on se place
dans 'espace des phases découplé du temps :

P=T"M={(z,v)|lx € M,veT;M}.
Dans cet espace, I'équation de Vlasov a homogénéiser est la suivante

a Gfe
ot

avec 7¢ le champ de vecteurs égale a

v3+ io "E‘+iai o 2B€+M 3,
al’ ox oz Vow € 8/[)

ol M est une 2-forme différentielle constante et %¢(¢) une forme volume sur
P, plus précisément ¢ € L2([0,T), L*(P, \°)). On suppose que
e f<(0) est bornée dans L*(P, \°),

(t) + Lo f(1) = 0,
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e que 'E° € L*([0,T),L*(M,\")) converge fortement vers 'E dans
L2([0,T), L(M, A1),

e et 2B € L*([0,T), L*(M, \*)) vers 2B dans L*([0,T), L>(M, \*)).
Avec ceci, on peut alors montrer que la norme de 5f¢ est conservée au cours du
temps i.e qu'il existe une constante ¢ > 0 telle que || || 2o 1) 22(p %)) < C
Pour ce faire, il suffit de multiplier I’équation de Vlasov par % %€ et de 'inté-
grer sur 'espace P. Aprés calculs, on obtient alors que la dérivée temporelle
de la norme de ¢ dans L2([0,T), L*(P, \%)) est égale a 0.

Ce résultat permet d’appliquer le théoréme [3.6] page 0] On a alors l'exis-
tence d’une sous suite de %€, encore notée %€ et d'une 6-forme différentielle
6F e L2([0,T) x S*, L*(P, \°)) telle que pour tout ¢ € L2([0,T) x S*,C?(P, \°)),

on ait
lim < % > pagomy p2pp%) A=< "F "0 > oo myes 12 A%) -

Calculons alors le produit scalaire entre I’équation de Vlasov et 6¢; = Oq), (t,19)
sur l'espace [0,7") x P (t¢ est expliqué page et apres quelques calculs, on
obtient

. 86¢e N la6,¢e
"ot € Os

+ Ly Zr2(0,1),L2(PAS) T T < 5r<(0), %(0) >rappsy - (66)

Pour pouvoir passer a la limite, on multiplie cette équation par €, ce qui nous
donne

763 . .
igt g M|
¢ Yda ov

866 €
<SF ¢-+£( )Bﬁw > 12(0,7)x51,12(PA%) = U;

avec SF e L2([0,T) x S*, L*(P, \°)). De plus, d’aprés les articles de N’Guet-
seng [77] et Allaire [76], on a

/ 6Fq(t, s)ds = 6fq(t).
Sl

Autrement dit, on a

6
oF e SF—0 dans (L2([0,T) x S', L3P, \%)).  (67)
s (2%%% )a@

Ce qui signifie que ®F est constante le long des caractéristiques. Les carac-
téristiques ont un mouvement hélicoidale autour du vecteur magnétique M.
On va définir alors une transformation ¢ qui laisse invariant la projection de
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la vitesse v sur M et effectue une rotation d’angle s pour la projection sur
le plan orthogonal a M :

U1
o(v,8) = | vycos(s) — vssin(s)
vg sin(s) + vs cos(s)

On peut voir alors qu’en prenant en compte la condition de périodicité, Freé-
nod et Sonnendriicker [75] ont montré le lemme suivant

Lemme 4.1 — On a SF e L2([0,T) x S*, L3(P, \")) qui satisfait I'’équation

OF
——+L
(i

0s "F =0 dans (I(0.T) x 8 L(P A7)

si et seulement si il existe 5G € L2([0,T), L*(P, \%)) tel que
6Ffl<t7 s) = (¢ 6G)Q<t7 s).

On montre que pour °F € L2([0,T)xS*, L*(P, \%)) et G € L*([0,T), L*(P, \"))
vérifiant le lemme précédent, 1'équation vérifiée par °G est

ota
+ L ‘G =0, 68
ot uué%—&-(ic% "Bj+ig i, 0 2BH>6% (68)
avec 5G(0) = UZ{((&) = 62;) et u = uye' la projection dans la direction du

champ magnétique M. La solution de cette équation est unique. On a alors
pour 5 € L2([0,T) x S*, L2(P, \°%)) Vexistence de S¢ € L2([0,T), L*(P, \°))
vérifiant %9, (t, s) = (p*%¢),(t, s) et tel que 'on a

@-Fﬁ(Z

ds ) )3‘161#:0.

a1
5% Vs

oz
Pour une 6-forme test %€, on a vu page [43| que I'on avait

865 1866
w+ Y

6re -
<t s

Lo "0 > oz pty= = < SO U(0) > pappn)

Donc en passant & la limite deux échelles et en utilisant le fait que 'E€ et
2B¢ converge fortement, on en déduit

<°F, 86t¢ + L %% > paomyestzzppen= — < CF(0),%9(0,0,+,2) >p2(p 50
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avec T = vaﬁ + <z'g "E4+iosi o 2B> 2 On utilise alors le lemme et on
€z oz oz Uaz v
a

* a(p* 6¢ * * *
<00), 20O L1 0) >yt aimpm= — < £ CCO), £ CD)0.0,-) >pagmp, -

Or puisque L,;0*(%¢) = ¢*(Lpy-1(r) °0) et que 8“’%—(:4’) = @*(%), alors on
peut simplifier cette égalité et on a :

05%¢
<G, W‘Fﬁ(sa*)‘l(f) 6 > 2o ryxsr 2 pe)= — < CG(0),°0(0,0,-,) >12(p a0y,
avec 5 5
-1y~ 9 S op) Y
() ) =i+ (ia 'Btigize ’B) oo
)
(51 uy
ol U = ug cos(s) + ug sin(s) et & = cos(s) 5= + sin(s) 5
—ug sin(s) + ugz cos(s) —sin(s) z,- + cos(s) 3.
De plus, comme °G et ®¢ ne dépendent pas de s, on peut intégrer sur S! et
on obtient
6 0°0 6 L 6
<G ot +L:70 > o), 2P A0 = o < G(0),°(0,0, ) >papp0),
avec
. 0 1R i o (Bodu A d 0
T—ul-%+<(za% )1+z%zﬂ%($y z))%

On en conclut, a l'aide de I'unicité de la solution de I’équation , que la
suite 5f¢ converge a deux échelles vers F et comme on a ’égalité

[ eEsis =0,
Sl

6F converge faiblement a deux échelles vers ¢f. On a alors obtenu une for-
mulation faible de et on a démontré le théoreme suivant :

Théoréme 4.1 — On suppose que
e 6f<(0) est bornée dans L*(P, \°%)
e que 'E° € L*([0,T), L*(M,\'
L*([0,T), L*(M, \")),
e et 2B e L2([0,T), L*(M, \*)) vers 2B dans L*([0,T), L*(M, \*)).
Sous ces conditions on peut extraire une sous suite *F € L2([0, T)xS*, L%(P, \°))
de %€ solution de

O°F

ot ui+(z‘alE+z‘az‘ 32B>i
1ozt ta "Bitiai, 0 *By )5y

)
)) converge fortement vers 'E dans

6F =0,

5f(0 5F(0
avec SF(0) = —vo{((Si) = —J;Sr)
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4.2 Avec un champ magnétique et électrique fort

On homogénéise ’équation de Vlasov avec un champ magnétique et élec-
trique fort :

aﬁfe . B
5 (t) + L <(t) =0,

avec 7¢ le champ de vecteurs égale a

o2 1, 1E€+M+z‘vg e M)} 2
Or s € GE € ov

ol M est une 2-forme différentielle constante, N’ une 1-forme différentielle
constante et 5¢(¢) une forme volume sur P, plus précisément ¢ e L2([0,T), L2(P, \°)).
On suppose que l'on a les mémes conditions initiales qu’a la section précé-

dente. En procédant de la méme maniére que précédemment, on a 1’exis-

tence d’une sous suite de %€, encore notée %€ et d’une 6-forme différentielle

SF e L2([0,T) x S*, L2(P, \°%)) telle que pour tout ¢ € L2([0,T) x S*,C2(P, \°%)),

on ait

lim < % > Loy p2pp%) A=< "F 0 > g0 myes 12 A%) -

On effectue le produit scalaire de I'équation de Vlasov avec %15 = 54,(t, 1),

on multiplie par e puis on passe a la limite. On obtient alors I’équation de

contrainte
O°F

—— +L
0s io (N’—&-ivai./\/l)%

!/

SF =0 dans (L*([0,7) x S*, L*(P,\%))) . (69)

Cette équation signifie que ®F est constante le long de la caractéristique :

av

— =ioN +i0i, 0 M.
dS ox oz Yoz
On va définir alors une transformation ¢ :
U1
(v, s) = v cos(s) — (vs + 1) sin(s)

vgsin(s) + (v + 1) cos(s) — 1
Alors il existe G € L2([0,T), L*(P, \°)) tel que L'on ait
SF,(t,5) = (¢*°G),(t, s).
De plus, pour une 6-forme test %¢¢, on a vu page 43| que 1'on avait

¢ 0% 1% ¢ ] c
< T LY > e arean = — < T0),500) > e pe -

Donc en passant & la limite deux échelles et en utilisant le fait que 'E€ et
2B¢ converge fortement, on en déduit
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<°F, 68;[} + L > goryxstr ety = — < CF(0),%9(0,0,+, 1) >p2p a6y,

_ 0 1 rm) 9
aVGCT—Uaz—i—(Za E—l—lazl ol B)av
Pour obtenir 1’équation vérifiée par °G, on utilise la formule ci-dessus et on

injecte les expressions de °F et de %1 qui font apparaitre le changement de
coordonnées ¢*. On a

o¢*(°9)

<¢*(°G), o

+Lo¢" (") ZL2(0,T)xSLLA(PAS) T T < ¢*(°G(0)), ¢*(°9)(0,0, -, ) ZL2(PA%) -

Ce qui se simplifie par

86
6G —‘I—C 1(7—)6§b >L2([O,T)><SI,L2(P7/\6)): — < GG(O), 6¢(0, O, Ty ) >L2(P7/\6)’

ot
avec
(o) Y(r )—u£+( "B —isio Btisi,s *Bid Adz>3
? ox 3901 dxy dzg s Loz 14y ou’
Uy
o= 0 | etif=uzr=+uszs+ (us+1)5% et °G(0) = 5=°£(0).
~1

Maintenant, on peut en déduire I’équation satisfait par la limite faible 6 f en
utilisant la relation entre F et . On obtient, pour M = dyAdz et N = dy,
que la limite faible étoile f de la sous suite satisfaisant I’équation de Vlasov
est solution de

Nf
—+L:°f =0
5 L =0,
avec 7 = ﬁ%jt(z'% E — z%z% ’B + ioiz0 o 2Bydy A dz) 2 etSf(0) = £ [o ¢ £(0).
On remarque que —i ERv M = —dz est leffet drift. On peut retrou-
Yy Yy

ver ce terme dans l'approximation centre guide quand on utilise les mémes
hypothéses sur le champ électrique et magnétique.
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Deuxiéme partie

Formes différentielles discrétisées
a ’aide des formes de Whitney






Discrétisation de l’espace en
tétraédres

Contenu du chapitre
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Dans ce chapitre, on détaille la maniére dont on discrétise ’espace. La
discrétisation de I'espace M est faite a I'aide de simplexes [2] 24, [30} 31, 53]
60, [73]. Autrement dit, dans le cas d'un domaine de dimension 3, on utilise
des tétraedres. Dans la premiére partie, on passera en revue les différents
objets que I’on munira d’une orientation et que I'on appellera k-simplexes si
ils sont de dimension k. On pourra alors observer qu’il existe une applica-
tion 9% qui permet de passer des (k — 1)-simplexes aux k-simplexes. Cette
application jouera un roéle important dans la théorie des formes différentielles
discrétes. Puis, on construira un maillage dual. Il nous permettra de distin-
guer les formes différentielles discrétes primales et duales [I], 2 [3]. Pour finir,
on expliquera briévement comment raffiner ce maillage.



1 L’ESPACE PRIMAL

1.1 Le maillage

Sur un maillage en tétraédres, on a 4 ensembles :

L’ensemble Sy des points : les 0-simplexes.

L’ensemble S; des vecteurs : les 1-simplexes.
L’ensemble S, des faces orientées : les 2-simplexes.

L’ensemble S5 des volumes orientés : les 3-simplexes.
Plus généralement, on note Sy 'ensemble des k-simplexes et | Sy | son cardi-
nal. Comme la notion d’orientation est importante en géométrie différentielle,
il est nécessaire de donner une orientation ou une direction aux différents
éléments du maillage. C’est pourquoi, les vecteurs auront une direction bien
déterminée ainsi que tous les k-simplexes. Voici un tableau récapitulatif des
différents éléments que 'on utilisera pour un maillage de dimension 3 ainsi

qu’un tétraédre orienté qui illustre nos propos.

0 o,

Fi1c. 3: Le Tétraedre {0,1,2,3}

i 1

Simplexes | Dimensions | Ensembles | Notations
0-simplexes 0 So i
1-simplexes 1 Sh v=A{i,j}
2-simplexes 2 Sy f={i 4k}
3-simplexes 3 S3 t={i,5,k 1}

o2




1.2 Lien entre les différents éléments du maillage

On peut observer que chaque k-simplexe peut s’écrire comme une combi-
naison linéaire de (k — 1)-simplexes.

Exemple 1.2.1 — On a :
— le vecteur {0,3} sécrit {3} — {0} et le vecteur {1,2} = {2} — {1},
— la face {0, 1,3} s’écrit {0,1} + {1, 3} — {0, 3},
— le volume {0, 1,2, 3} s’écrit {0,1,3} + {1,2,3} +{0,2,3} — {0, 1, 2}.

On peut alors définir des matrices de taille |Sy| X |Sk_1| qui correspondent
a la transformation de (k — 1)-simplexes en k-simplexes. Elles sont appelées
matrices d’incidences des (k — 1)-simplexes et sont notées 9*~1. Par exemple,
en s’aidant de la figure page , on voit que les 1-simplexes sont écrits
en fonction des O-simplexes : {i,j} = j — 4. La matrice d’incidence des 0-
simplexes 0" est alors de la forme :

-1 1 0 0 {0,1}

o -1 1 ol /{o} {1,2}

-1 0 1 o ({13 _ [{o02

10 o 1|l©e] 7|03

0o -1 0 1]\ {1,3}

0 0o -1 1 {2,3}
80

La matrice d’incidence des 1-simplexes 0! correspond 4 :

{0,1}

1 1 -1 0 0 0 {1,2} {0,1,2}
0 1 0 0 -1 1 {o,2} | [ {1,2,3}
0 0 1 -1 0 1 {0,3} | | {0,2,3}
1 0 0 -1 1 0 {1,3} {0,1, 3}
M {2,3}
Et la matrice d’incidence des 2-simplexes devient :
{0,1,2}
_ _ {1,2,3} |
( -1 1 g 1 1) 023 |~ ({0,1,2,3}).
02 {0,1, 3}

Les coefficients des matrices d’incidences sont égales a 1, —1 ou 0. De plus,

on remarque que 'on a la suite exacte
a0 ot 02 93
So—>51—>52—>53%...

car 9%kt = 0 (voir [1]).
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2 L’ESPACE DUAL

L’idée est d’associer a un k-simplexe une cellule duale de dimension n—k,
une (n—k)-cellule duale ot n est la dimension de I’espace. On note l'espace des
(n — k)-cellules duales par S*_,. Pour des triangles équilatéraux, les cellules
duales sont construites en prenant un maillage barycentrique. Par exemple,
en dimension 2, le dual d’un 2-simplexe va étre son barycentre, le dual d’un
1-simplexe va étre le segment joignant les barycentres des deux 2-simplexes
adjacents a celui-ci et le dual d’un 0-simplexe vont étre la surface décrite par
les 1-cellules duales. Pour des triangles non équilatéraux, on pourra utiliser
le diagramme de Voronoi afin de construire un maillage dual a la triangula-
tion (de Delaunay). On remarque par ailleurs que le nombre de k-simplexes
est égal & celui (n — k)-cellules duales. Ce maillage dual conserve la notion
d’incidence entre les différentes cellules duales et on a également une suite

exacte pour les cellules duales mais en utilisant la transposée des matrices
d’incidences (9%)

5 @

OCH itk gr & g

Voici quelques exemples en 2D et en 3D qui illustrent le passage du maillage
primal au maillage dual ainsi que la suite exacte correspondante.

0-simplexes 1-simplexes 2-simplexes
0 1
/_’ i ) i i )
—— ——
2-cellules duales 1-cellules duales O-cellules duales

Fi1G. 4: Exemple en 2D de maillage primal et dual.
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0-simplexes 1-simplexes 2-simplexes 3-simplexes
0 1 2
A | A | A | A
————— —_— —

3-cellules duales 2-cellules duales 1-cellules duales 0-cellules duales

0 B
&DZ - = A - A
-——— - — -
2 2

Fi1G. 5: Exemple en 3-D de maillage primal et dual.

3 LE RAFFINEMENT

Pour le raffinement, Rapetti et Bossavit |51, 53] ont défini un multi-
indice m = {mg,---,m,} ou n correspond & la dimension de 'espace et
les m; & des entiers naturels. On dira que ce multi-indice est de poids m si
m =Y m,. L'ensemble des multi-indices de longueur n + 1 et de poids m
sera noté Z(n+1,m). Il est de cardinal ("flm) On a, alors, pour chaque multi-
indice m € Z(n + 1,m), une carte m qui est une composition d’homothéties
successives :

n—1
Zi:o m; + 1 50),

Z?:Omi—i-l’ "

—_— QS Oh—,S oh
m0+1 0) (m0+m1+1 1) (

m = h(
avec sV les 0-simplexes de I'espace formant un n-simplexe.
A Taide de cette application, on va pouvoir définir la notion de k-petits
simplexes. Ceux-ci vont correspondre & l'image des k-simplexes s* € S, du

maillage par 'application m € Z(n + 1, m). Ils seront notés dans la suite par
g8 = {m, s*} .

Exemple 3.0.2 (en 2D) — Pour un poids m = 1, on aura 3 multi-indices, a
savoir my = (1,0,0),m; = (0,1,0),my = (0,0, 1) et donc 3 cartes associées
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A ces 3 multi-indices
1
g = hi,s8) 0 h(L,sD) 0 h(1,s9),

1
m; = h(l,sg)oh(g,s?)oh(l,sg),
1
i = (L) o h(L ) o h(L. D),

avec {s9, 59,59} un triangle de Pespace. L’image de ce triangle par les appli-

cations m; devient :

0 0 0
So (5g:5q) 51

F1G. 6: Exemple de raffinement 2D.

On observe alors que I'on obtient un trou car aucune application ne fait
correspondre a ce triangle {s3, 5!, s9} le triangle du milieu. De plus, on voit
que les O-petits simplexes ont des multiplicités.

Le probléme avec ce raffinement est que le dual du maillage raffiné ne
correspond pas au raffiné du maillage dual.
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La discrétisation des formes différentielles a été introduite pour la pre-
miére fois par Alain Bossavit [T], 2] [3, [4, 5] suivit par la suite de bien d’autres
[24., 130, 1311, (53] [66), [73], 58, [100]. Ils utilisent pour cela les fonctions de bases :
les formes de Whitney. On travaillera principalement en dimension 3 et on
étudiera les formes de Whitney dans ce cadre. Mais si ’on souhaite travailler
en dimension supérieure, on peut s’apercevoir qu’il sera aisé de construire les
formes de Whitney correspondantes. Pour la discrétisation des formes dif-
férentielles, on utilise le fait qu'une k-forme différentielle peut étre intégrée
sur un domaine de dimension k ou sur une k-chaine [26, 83, [86]. On va donc
définir la notion de k-chaines i.e de variété discréte et faire en sorte que les
k-formes différentielles discrétes puissent étre intégrées dessus. On mettra en
évidence un complexe de De Rham pour les k-chaines et les k-formes dif-
férentielles discrétes et enfin, on expliquera briévement comment construire
des éléments de Whitney d’ordres supérieurs.



1 LES FORMES DIFFERENTIELLES DISCRETES

1.1 Les formes de Whitney

Ici, on fait un bref rappel sur les éléments de Whitney. Pour plus de
détails, le lecteur pourra se référer au livre et aux articles de Bossavit.

1.1.1 Les éléments de Nceuds : W?°

A chaque noeud n € Sy, on associe la fonction w" continue, affine par
morceaux telle que

w”(a:):{l siz =n,

0 six=m avec m # n.

Ces bases sont appelées formes de Whitney de degré 0 et on note cet ensemble
WO, qui est un espace vectoriel de méme dimension que Sj.
Ces formes de Whitney possédent les propriétés suivantes :
— elles forment une partition de I'unité i.e que pour tout x appartenant
au domaine on a ) ¢ w"(7) = 1,
e W™ est continue au passage d’une facette du maillage.
e WO C L2 .
o Va e W' = a(x) =), g anw" oll oy, correspond & la valeur de « en
n : a(n). Ces valeurs seront nommeées les degrés de liberté de a.

1.1.2 Les éléments d’Arétes : W!

A chaque aréte a = {n,m} de 'espace, on associe un champ de vecteurs
w(x) de la forme :

w'(z) = w'(x)Vw™(z) —w™(x)Vw"(x),
= ZGZw“*"(:L‘)dw"(x).

neSy

avec G = d° la matrice d’incidence définie au chapitre précédent et G le
coefficient de la matrice G défini a 'intersection de la colonne concernant le
point n et la ligne concernant le vecteur a. Ces bases w® sont appelées formes
de Whitney de degré 1 et on note cet ensemble W?!. C’est un espace vectoriel
de méme dimension que 5j.
De plus, on a

e la circulation de w® le long de I'aréte a vaut 1,

e la partie tangentielle de w® est continue au passage d’une facette du

maillage,

o8



o W' C H(rot),
o V3 e W! = 3(x) = > aes, Baw®(x) avec 8, = [ B(x) - Todz o0t 7, est

le vecteur tangent au coté a. Les Valeurs [, sont appelees les degrés de

liberté de (.

1.1.3 Les éléments de Faces : W?

A chaque face de lespace f = {l,n,m}, on associe w’ telle que :

wl(z) = 2[W'(2)Vw™(z) x Vu"(z) + w™(z)Vw"(z) X V' (z)
w"(2)Vuw'(z) x Vw™(z)]
= Z Rjﬁwf’“(x)dw“(:c).

a€S

avec R = 0! la matrice d’incidence définie au chapitre précédent et R est
le coefficient de la matrice R & la a colonne et la f ligne. Ces bases w/ sont
appelées formes de Whitney de degré 2 et on note cet espace vectoriel de
dimension | Sy |, W2. On a également

o le flux de w/ & travers la facette f est constant et est égal a 1,

e la partie normale de w/ est continue au passage d’une facette du maillage,

o W2 C H(div),

o VyeW?=~(x) = ZfESQ vt w! (x) avec pour degré de liberté v; = ff v(x

ou ny est le vecteur normal a la face f.

1.1.4 Les éléments de Volumes : W3

A chaque volume ¢ = {k,1,n,m}, on associe w' de la forme :

1
—— t
Df t— f — vol(t) sur t,
Z ( )= { 0 ailleurs.
feS2

avec D = 9? la matrice d’incidence des 2-simplexes et th le coefficient de la
f colonne et la t ligne. L’ensemble de ces formes de Whitney de degré 3 w!
forme une base de I’espace vectoriel noté W3. Cet espace est de dimension
| S3 |. Voici quelques une de leurs propriétés

— lintégrale de w! sur ¢ vaut 1,

— w' est discontinue au passage d’une facette du maillage,

- W3 c L2

~VneW3=mn(x) =3cq mw(zx) et n, = [, n(z)ds les degré de liberté

de n.
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1.2 Les formes différentielles discrétes

Dans la section précédente, on a vu que les combinaisons linéaires de
formes de Whitney de degré k sont intégrables sur des ensembles de dimen-
sion k tout comme les k-formes différentielles. On va donc supposer que ces
combinaisons linéaires de formes de degré k représentent la discrétisation des
k-formes différentielles. On notera également W* I’ensemble des k-formes dif-
férentielles discrétes. On verra plus tard dans ce chapitre que les espaces W
vérifient une propriété fondamentale pour la validation de la discrétisation
des formes différentielles : le complexe de De Rham.

2 LES k-CHAINES ET LEURS RELATIONS AVEC
LES k-FORMES DIFFERENTIELLES

2.1 Les k-chaines

On a rappelé dans 'introduction que les k-formes différentielles peuvent
étre intégrées sur des k-chaines. Les k-chaines sont des combinaisons linéaires
d’objets de dimensions k. Mais, une fois que l'espace est discrétisé, les ob-
jets discrets de dimension 0 correspondent aux O-simplexes (les points), ceux
de dimension 1 aux 1-simplexes (les segments), ceux de dimension 2 aux 2-
simplexes (les surfaces), et ceux de dimension 3 aux 3-simplexes (les volumes).
On en déduit que les k-chaines discrétes sont des combinaisons linéaires des
k-simplexes du maillage.

Ce n’est qu'une généralisation du fait qu’'un point de ’espace est une com-
binaison linéaire de O-simplexes (i.e. une combinaison barycentrique). Cette
notion va permettre de modéliser une courbe, une surface, une variété. Par
exemple, une courbe va étre représentée par une combinaison linéaire de 1-
simplexes, c¢’est une 1-chaine. On appellera, alors, k-chaine une combinaison
linéaire de tous les k-simplexes. Elle décrira une sous-variété de dimension k.
Une k-chaine o* est implémentée par un vecteur de taille | Sy, |, asi‘c, vérifiant,

k

k
o’ = o sP

i

S?ES}C

Les 0% correspondent aux poids associés au simplexe s¥ € ). Pour accéder
aux bords de la k-chaine, on peut définir un opérateur de bord 0 qui trans-
forme une k-chaine en une (k — 1)-chaine et qui agit de la fagon suivante

k
oot = g o sk,

sfeSk
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avec O%c* une (k — 1)-chaine. Or, on a vu que passer des (k — 1)-simplexes
aux k-simplexes, c¢’est appliquer une matrice d’incidence de taille |Sk| X |Sk_1|
sur le vecteur contenant tous les (k — 1)-simplexes de ’espace. On en déduit
que Popérateur de bord correspond a une matrice de taille |Si_1| % |Sk|. En
effet, cet opérateur de bord n’est rien d’autre que la transposée des matrices
d’incidences 0%, (0%)!. Dans la suite, pour k = 1,...,3, on les notera respec-
tivement ‘G, 'R, 'D.

2.2 Lien entre les k-chaines et les k-formes différentielles
et mise en évidence d’un diagramme de De Rham

Une k-forme différentielle w* s’intégre sur un espace de dimension k et
'espace de dimension k correspond a une k-chaine ¥, alors on obtient par
linéarité le fait que :

oot 3 ai/kw'f: (o, b)),

skes,, 53

7

Or, on a vu que les k-formes différentielles w* s’écrivent de la facon suivante :

WwF(z) = Z W; W (x),

stSk

donc par linéarité on a

(ho = 3w [ i@ = 3w

Sf,S?ESk stSk

car on a la propriété suivante : fs’? wS?(x) vaut 0 si s¥ # s? et 1 sinon. De la,
on peut conclure que les k-formes différentielles sont les duales des k-chaines
d’ou la terminologie de k-cochaines. De plus, a l'aide de cette application,
on peut en déduire a quoi correspondent les poids des k-chaines et des k-
cochaines.

Soit w* la k-forme différentielle dont I'intégrale prend la valeur 1 sur sket 0
ailleurs. Alors, pour toute k-chaine on a

k

((w,o%) = o,

k comme étant égaux a ((w™, o*)).

k

On définit, alors, les poids o des k-chaines o
De la méme maniére, soit s¥ le k-simplexe alors, pour toute k-cochaine w
les degrés de liberté sont définis par

(W, 57)) = wi.
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Pour résumer, les k-cochaines s’écrivent de la forme :
k
wh(z) = Y ((WF, sh))w (2),
SfESk

et les k-chaines

SfESk
Pour mettre en évidence les degrés de liberté des k-cochaines, on utilise, en
fait, 'application suivante
R : RIS — Tk

k
(ui)Sé“GSk — Zsfesk U; w’i (_Qj') = uk s

ainsi que son application inverse P qui & toute k-forme différentielle dans W*
renvoie les degrés de libertés :

P Wk — RIS
ub o ((((WF s)))ares,
Et pour mettre en évidence les poids des k-chaines on utilise leurs applications
duales

IR - RIS — S

k
(0')gres, — Dres (W™, ")k = o

et
tP : Sk e R‘SM
k sk _k :
o' — (W, 07))sres,
On peut alors en déduire les diagrammes associés aux k-cochaines et aux
k-chaines :

o Tt T e Ty

R||P Rl [P R| [P Rl [P
D

RIS — & > RISi — - ISy RISs|

et

So o Sy & S » S

tR tp tR tfp tR tp tR tfp

tD

RISal

RS0l RIS RISl
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On peut montrer que ces deux diagrammes sont commutatifs et grace a la
propriété des matrices d’incidences i.e. 9¥9¥~! = 0, ces diagrammes sont, en
fait, des diagrammes de De Rham.

3 LES ELEMENTS DE WHITNEY D’ORDRES
SUPERIEURS

A laide de la carte de raffinement 7 définie a la page , on va pouvoir

exprimer des polynomes de degré m avec m le poids de la carte m. Soit
m € Z(n+1,m) (ot n est la dimension de ’espace), un multi-indice de poids
m. On pose w™ le polyndéme de degré m de la forme H?zo(wsg)mi ol w* sont
les 0-formes de Whitney au noeud s?.
Grace a ce polynéme w™ et a cette carte m, on va pouvoir définir les k-
formes de Whitney d’ordre m + 1 associées aux k-petits simplexes 5% =
{m, s*}. Ceux-ci auront la forme wBws L’espace vectoriel engendré par ces
k-formes de Whitney d’ordre m + 1 sera noté W} ., et aura pour dimension
("7 | 5, |

Les k-formes différentielles discrétes seront donc des combinaisons linéaires
des k-formes de Whitney d’ordre m + 1 i.e

k k
g ctmusthym st

skeS, meT(n+1,m)

Intuitivement, pour connaitre la valeur des coefficients ™"} on a envie
d’intégrer cette combinaison linéaire sur les k-petits simplexes. Le probleme
est que la matrice dont les coefficients sont < w™w*", {m’, s’*} > (I'intégrale
de w™w*" sur {m/’, s*}), n’est pas inversible. Cela est dii au fait que I'on a des
multiplicités pour les petits simplexes et pour les k-formes de Whitney (voir
I’exemple page . Pour résoudre ce probléme, dans leurs articles [51], 53],
Rapetti et Bossavit proposent 'astuce suivante : on ignore les redondances
pour les petits simplexes et pour les formes de Whitney. Ceci nous donne
une bijection entre W _ | et I'ensemble des k-petits simplexes. Il s’avére alors
que les résultats numériques sont indépendants de cette bijection. En ce qui
concerne les propriétés des k-formes de Whitney d’ordre m+ 1, leur intégrale
sur les k-chaines, le diagramme de De Rham, on pourra lire [51], 53].






Les opérations agissant sur les
formes différentielles discrétes
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On peut effectuer plusieurs opérations (voir page (xxiv)) sur I'ensemble
des k-formes différentielles A* (T*M). Ces opérations sont les suivantes : la
dérivée extérieure, le hodge star %, le produit extérieur, la dérivée de Lie, le
produit intérieur. Si I'on veut que la discrétisation des formes différentielles
soit cohérente avec le "continu", on doit donner un analogue discret & toutes
ces opérations. Ce chapitre a pour but de proposer cet analogue. Pour ce faire,
on s’est appuyé sur les travaux de Bossavit |4, 5] pour la dérivée extérieure, le
produit intérieur, de Kettunen [32] et de Lala [100] pour 'opérateur hodge
star, d’'Hirani [92], de McKenzie [6] et de Hiptmair [95], 96] pour la dérivée
de Lie et le produit extérieur.



1 LA DERIVEE EXTERIEURE

Dans l'introduction page (xxiv|), on a vu que la dérivée extérieure vérifie
les propriétés suivantes :
—dod=0,

k

— dw* = w*tD pour w* une k-forme différentielle,

— la formule de Stokes :

; k
/ dw* :/ Wk = E J’/ Wk,
Zsfesk otsk > oioksk ok sk

k k
s €S 85 €Sk

— le théoréme de Poincaré : sur un ouvert étoilé, une forme différentielle
w* de classe C' est exacte (i.e. il existe y*=D € Q¥ (M) tel que
wk = dy* 1) si et seulement si elle est fermée (dw* = 0).
Son analogue discret devra alors également les vérifier. Il s’avére que les ma-
trices d’incidences G = d°, R = ', D = 9? que 'on a fait apparaitre pour la
premicére fois au chapitre[2] page[p1] vérifient ces propriétés (le lemme de Poin-
caré discret est démontré par Desbrun dans l'article [35]). On considérera,
alors, que ces matrices correspondent a la discrétisation de la dérivée exté-
rieure. Ces matrices d’incidences agissent respectivement sur les O-formes, les
1-formes et les 2-formes.

2 LE PRODUIT EXTERIEUR

Le produit extérieur est une application qui a une k-forme et a une I-
forme renvoie une (k + [)-forme. Or, dans 'espace des formes différentielles
discrétes, on a des formes différentielles discrétes sur le maillage primal et
des formes différentielles discrétes sur le maillage dual. On va donc, devoir
distinguer plusieurs types de produit extérieur : le produit extérieur de deux
formes différentielles primales, le produit extérieur de deux formes différen-
tielles duales et le produit extérieur d’une forme différentielle primale et
d’une forme différentielle duale. Commencons par le produit extérieur de
deux formes différentielles primales.

2.1 Le produit extérieur primal-primal

La (k+1)-forme obtenue par ce produit extérieur doit pouvoir étre intégrée
sur les (k+1)-simplexes du maillage. Pour ce faire, on remarque que les (k+1)-
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simplexes peuvent étre décrits par (k+ [+ 1) O-simplexes. On note par s? les

0-simplexes et par [sg,...,s) ] = o**+D le (k4 1)-simplexe construit & partir
des O-simplexes sg, ..., sy,,. Hirani [92] a montré que l'intégrale du produit

extérieur d'une k-forme o et d’une I-forme [ sur ce (k + [)-simplexe est
égale a

<<O¢k A Bl’o—k+l>> _ m Z sign(()(ozk _ ﬁl)(C(UkH)),
’ ¢ePerm(k+1+1)

ou Perm(k + 1+ 1) est le groupe des permutations des indices {0, ...,k +(},

(@k ~ 51)(C(0k+l)) = <<aka [52(0)7 ‘.o >52(k)]>><<5l’ [82(;@)’ e >52(k+l)]>>'

Ce produit extérieur discret a la particularité de vérifier : I'anticom-
mutativité (af A 1 = (=1)¥3" A oF), la régle de Leibniz (d(a® A 3') =
da® A B 4 (—1)*ak AdY) et Dassociativité pour les formes fermées (si da* = 0,
df' =0, dy™ =0, on a (af A B)Ay™ = ok A (B Ay™), expliqué par Des-
brun et al. [34]). Il respecte aussi les propriétés avec la fonction pull back
f*:T*M — T*N,ie. on a f*(a* A 3) = f~a* A f*3'. De plus, pour un
k-simplexe o dans TN et pour une k-forme o sur M, on a {{f*a* o*)) =
((a*, f(c*))). Egalement avec 'application push forward f, : T*N — T*M,
on a, pour un k-simplexe o dans TM et pour une k-forme o sur N, le fait

que ((f.a*, %)) = ((a*, f71("))).

Exemple 2.1.1 — On se place en dimension 2, soient « et 3 deux 1-formes

et le triangle [s), 9, s9].

F1G. 7: Le triangle orienté [s9, 57, s9]

On a alors

Perm(3) = {{1,0,2},{2,1,0},{0,2,1},{2,0,1},{0, 1,2}, {1,2,0}},
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= Z sign(o™, o™ Z sign(Q) <<07k,*[52(0), . 58(171), 82+l, . 52]>>(<ﬁl,*[sg(l), . 82(k+l71)7 52+l, o

ongn—k—l

et 'intégrale du produit extérieur de ces deux 1-formes sur le triangle [s9, 9, s3]

correspond &

(oA B, [sg 1, s5l)) = %(—«a (7, s01)) (3, [so, 1)) — ((ev, [s3, so)) (8. [s0 s1])
{

—({a, [s0, 521)) (3, [s1, s2])) + ({ev, [, s11)) ({3, [s1, 0

+ ({a, [57, 1)) (3, [s3, s1)) + (v, [sg, s2)) (B, [52, 51

Ainsi, on peut obtenir les degrés de libertés de o A 3, i.e. 'intégrale sur les
(k-+1)-simplexes du maillage, et donc, sa discrétisation sur la base appropriée
des formes de Whitney. Qu’en est-il, maintenant, du produit extérieur de
deux formes différentielles duales?

2.2 Le produit extérieur dual-dual

Considérons, maintenant, le produit extérieur d’une k-forme différentielle
duale &* et d'une l-forme différentielle duale Bl . Comme précédemment, on
cherche a calculer l'intégrale de la (k + [)-forme différentielle obtenue sur les
(k + )-cellules duales du maillage. Par définition, le dual d'un (n — k — [)-
simplexe (ou n est la dimension de l’espace) est une (k + [)-cellule duale.
Or a la section , on a vu qu'un (n — k — [)-simplexe peut étre déter-
miné par (n — k — [ 4+ 1) O-simplexes. Posons alors la (k + [)-cellule duale
par 6. Elle est le dual d'un (n — k — [)-simplexe "%~ et donc on a

ot Rl = s, s2] toujours avec s les (n—k—141) O-simplexes
du maillage. Hirani [92] a montré que

= %0

(6% A 5.644) = (@4 A Bt )

~

¢ePerm(k—+1)

n

, 0

n=k=l) corres-

avec 0" = [s),...,80) et o"F = x[s) ..., %] et sign(o

) TL
pond & la signature de o™ privé de o+,

Exemple 2 2.1 — On se place en dimension 2, soient & et B deux 1-formes
duales et 62 la 2-cellule duale telle que 6% = *ao = «[s9]. Notons également
I'un des triangles primaux contenant sJ par o = [s),s?, s3]. On a alors
Perm(2) = {{0,1},{1,0}}. On écrit la deuxiéme somme de la formule au-

dessus et on obtient :

> sign(C) (', (s sID(B" %[0y, 581)) =

¢ePerm(2)

(G, %50, s31)) ((B", ¥[s1, s1)) — ((@", #[sq, s31)) (5", {5, s51))-
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Cette somme n’est rien d’autre que le calcul de I'intégrale de & A B sur la
surface colorée représentée sur la figure

0

52
0 0 a0 0
'[5{]152] -[51,52]
0 0
>0 %1

F1G. 8: Le triangle orienté [s), s7, s3] et I'intersection avec la 2-cellule duale
0]_

*[s3
Afin de connaitre la valeur de & A B sur toute la 2-cellule duale 62, il faut
encore faire la somme ) ,._ o (non écrite ici). Elle correspond au calcul de

I'intégrale de & A 3 sur chaque surface correspondante a l'intersection d’un
triangle avec la 2-cellule duale 62.

Encore une fois, la discrétisation du produit extérieur dual-dual est bien dé-
finie et vérifie toutes les propriétés du "continu". De plus, avec cette formule,
on connait les degrés de libertés de toutes les formes différentielles duales ob-
tenues par un produit extérieur "dual", donc on connait leurs discrétisations
dans la base appropriée des formes de Whitney.

Il ne nous reste plus qu’a définir le produit extérieur entre une forme diffé-
rentielle primale et une forme différentielle duale.

2.3 Le produit extérieur primal-dual

Pour le calcul de ce produit extérieur, on va faire un mélange des deux
formules vues précédemment. Pour une k-forme différentielle primale ak et
une [-forme différentielle duale /3, on obtient

<< af AR oD s> =

Z ; Z 8i9”(§)<<04k, [32(0)7 ! S(()(k)]>><<3la*(Un/[sg(k—i-l)? ! Sg(k+l)])>>a

!
o gk+l (k: +i+ 1) ¢ePerm(k+1+1)

(k+1) (k+1)

avec ¢ un n-simplexe tel que 6" D o et o = [s8,...,sh ) un (k+1)-

simplexe.
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Exemple 2.3.1 — On va considérer une 1-forme différentielle primale «
et une 1-forme différentielle duale § et on va calculer leur intégrale sur le

2-simplexe 0% = [0, 57, s9]. D’aprés la formule du dessus, on a

<< ahB,sf, 59 >>=

% > sign(O){{en [s¢o), el ({8, *([s0. 51, 55/ [s))).

" ¢ePerm(3)
car le seul 2-simplexe qui contient [s), sV, s3] est lui-méme.

On remarque que ce produit extérieur est trés utile car le lagrangien est de
la forme dA A *dA.

3 LE HODGE STAR

On peut discrétiser cet opérateur de deux maniéres différentes, soit on
utilise la formulation forte comme 'ont fait Elcott |58, 97|, Bossavit et Ra-
petti [52], Kettunen [32] et Hirani [92], soit on utilise la formulation faible
comme l'ont fait Lala [100] et Hiptmair [95] 96].

On explique dans un premier temps la formulation forte et dans un second
temps la formulation faible.

On veut, tout comme la différentielle discréte, que 'opérateur hodge star
discret soit représenté par une matrice. Dans le cas non raffiné, on a le méme
nombre de k-simplexes que de (n — k)-cellules duales, | Sk |. On en déduit
que la matrice sera de taille | S | x | Sk |. De plus, on voit que 'opérateur
hodge star doit vérifier

k
. k
*W - ,
*xak |U | ok
avec |o*| et | x o¥| le volume des k-simplexes (voir [58] pour le calcul du
volume). Ceci doit étre vérifié en particulier pour o* = s*, un k-simplexe.
On en conclut, alors que le hodge star discret est représenté par une matrice
. . . sk
diagonale avec pour coefficient x"* = %
T

Passons maintenant a la formulation faible. Dans les travaux de Stéphanie
Lala [100] et de Hiptmair [95], [96] I’opérateur hodge star a la forme suivante :

-1
M,y Mk ks
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ot My_ppni = (fmm.”age wn=Riy(=k);),. correspond a la matrice de masse
des (n— k)-formes et M, = ([

maillage
des k-formes a des (n — k)-formes.

w("_k)iw(k)ﬂ'),-j, la matrice de passage

4 LA DERIVEE CO-EXTERIEURE ET LE
LAPLACIEN

On a vu a la page que la dérivée co-extérieure d* est égale a
(—1)"*=D+ w dx et que le laplacien a pour forme A = dd* + d*d. Leur
discrétisation est du coup évidente, il suffit d’utiliser 'opérateur de hodge
discret x et la dérivée extérieure d discréte que 'on a expliqués précédem-
ment aux sections [3] et [I] respectivement.

5 LE PRODUIT INTERIEUR

Pour la discrétisation du produit intérieur d’une k-forme différentielle le
long d’un champ de vecteurs, on doit distinguer deux cas. Le cas ot le champ
de vecteurs est indépendant du temps et le cas ot il est dépendant du temps.
Commencons par le cas ou le champ de vecteurs est indépendant du temps.

Soit 7 un champ de vecteurs indépendant du temps. On peut montrer
alors que dans un variété différentielle de dimension n, le produit intérieur
d’une k-forme différentielle le long de ce champ de vecteurs s’écrit de la fagon
suivante

ipw = (=1)FR) o wk A T, (70)

avec 7% la 1-forme différentielle associée & 7 (vu page (xxv)) ). Avec ceci, on
peut donc aisément en déduire sa discrétisation en utilisant ’opérateur hodge
star discret (voir section [3)) et la discrétisation du produit extérieur (voir sec-

tion .

Le cas ou le champ de vecteurs est dépendant du temps est un peu plus
deélicat. McKenzie [6], Bossavit [5] et Hirani [92] ont développé la théorie
sulvante :

On sait que le produit intérieur d’une k-forme différentielle le long d’un champ
de vecteurs est une (k — 1)-forme différentielle. On en déduit done, qu’il suffit
de connaitre son intégrale sur les (k — 1)-simplexes du maillage pour obtenir
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sa discrétisation. Pour ce faire, soit ¢' le flot associé au champ de vecteurs 7.
On définit extrusion [5] au temps ¢ d'un (k — 1)-simplexe s~ par ce flot
comme étant 1'image du (k — 1)-simplexe s*~1 par ¢* pour s € [0,], on le
note B, (s®1 1) = {¢*s*D |5 € [0,4]} (voir figure [9).

F1G. 9: Extrusion de s' le long d'un champ de vecteurs

On remarque, alors que l'extrusion d'un (k — 1)-simplexe s~ est une k-
chaine et donc, on va pouvoir intégrer la k-forme différentielle w* dessus.
L’intégrale du produit intérieur i, d’'une k-forme différentielle w* le long du
champ de vecteurs 7 sur un (k — 1)-simplexe s*~1) est définie comme étant
la dérivée temporelle au temps ¢t = 0 de l'intégrale de w* sur l'extrusion

E.(s*D 1), ie.
d
/ ika = — / Wk,
stk=1) dt|y—g JE, (st-1 )

En effectuant un développement de Taylor & I'ordre 2 en temps, on a

. 1
/ iwf o~ — Wk — WP
s(k=1) Ar \JE, (st-1 ) Br (s 0)

! w" (71)

L

Q

At ET (S(k_1)7At)

avec A; un petit pas de temps.
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6 LA DERIVEE DE LIE

La dérivée de Lie le long d’un champ de vecteurs 7 est définie par :
L. =i.d+ di,. (72)

En réutilisant, alors, la discrétisation du produit intérieur vue précédemment,
on aura deux maniéres de la discrétiser. L’'une en considérant que le champ
de vecteurs 7 dépend du temps et 'autre en le considérant indépendant du
temps.

Pour le cas ot le champ dépend du temps, on utilise la formule d’homotopie
(72) et celle du produit intérieur ([70)), et on obtient

Lowh = (=1)FDO=RD o d b A7) 4 (=1)PP G (kA T).

Son équivalent discret découle donc de la dérivée extérieure d discréte (voir
section , de l'opérateur hodge star x discret (voir section 3)) et de la discré-
tisation du produit intérieur (voir section [f)).

Pour le cas ot le champ de vecteurs est dépendant du temps, puisque la
dérivée de Lie ne change pas le degré de la k-forme différentielle, connaitre sa
discrétisation c’est connaitre son intégrale sur les k-simplexes s* du maillage.
On utilise alors la formule d’homotopie et de la discrétisation du produit

intérieur et on a :

/Eka = /dika—l—/ iy dw®
sk sk sk
= / w4+ / iy dw®
Osk sk

1 1
it w4+ — dw® a T'aide de (71)
Ay E-(9s% A) Ay Er(sk,A)

1
— (/ wk —|—/ wk)
Ay \JE, (955,00 OB (sk,Ay)
1
L / oF / o
At @Atsk Lposk
d
[
t=0 J ptsk

Q

Q

Q

Q

dt
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7 (CONCLUSION

Avec tous ces opérateurs on arrive a obtenir les schémas commutatifs
représentés sur les figures [10] et

0O-simplexes 1-simplexes 2-simplexes

0 1

? ?
—_— - —_—

d d

I el

2-cellules duales 1-cellules duales 0-cellules duales
0t 1t
(0) (3)
T — ———
R -t
@) (d)

F1G. 10: Schéma commutatif des différents opérateurs en 2D.

O-simplexes 1-simplexes 2-simplexes 3-simplexes
0 1 2
a a3 d
—_— . —-
d d d
-1 . -1 -1 -1
3-cellules duales 2-cellules duales 1-cellules duales 0-cellules duales

F1G. 11: Schéma commutatif des différents opérateurs en 3D.

Il est important de remarquer que dans le cas ot on utilise la formulation
forte pour 'opérateur hodge star et un maillage non raffiné, le hodge star
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discret vérifie x'x = (—1)*""®id. Pour le maillage raffiné, un probléme

existe car le dual du maillage raffiné ne correspond pas au raffiné du maillage
dual. On verra que ce probléme se résout de lui méme dans le cas ou on
utilise les fonctions B-splines pour la discrétisation des formes différentielles.
Cette théorie est développée dans la troisiéme partie.

Dans le cas ou on utilise la formulation forte, on voit que, plus le maillage est
raffiné, la propriété du hodge star discret '« tend vers (—1)*"=*)id (voir
les travaux de Lala [I00] et de Hiptmair [95]).
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Troisiéme partie

Formes différentielles discrétisées
a ’aide des B-splines






Discrétisation de 1’espace

Contenu du chapitre
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Dans ce chapitre, on explique comment discrétiser I’espace M de dimen-
sion n afin qu’il soit cohérent avec les fonctions de bases, les B-splines. Pour
ce faire, on va utiliser des hypercubes [88, [01]. Dans une premiére partie, on
passera en revue les différents objets de dimension k. On les appellera des
k-cubes. Ensuite, on montrera que, tout comme pour les simplexes, on peut
passer des (k—1)-cubes aux k-cubes par le méme type de matrices d’incidence
(vues a la page . On verra, alors, dans le chapitre suivant, que ces appli-
cations joueront un réle important dans la théorie des formes différentielles
discrétisées par des B-splines. Pour les mémes raisons que précédemment on
doit construire un maillage dual. Il nous permettra de distinguer les formes

différentielles primales et duales.



1 L’ESPACE PRIMAL

1.1 Discrétisation de ’espace en hypercubes.

Soit M un domaine de dimension n et M son bord. Afin d’étre cohérent
avec la construction des fonctions B-splines, on va devoir mailler le domaine
par des hypercubes de dimension n. En fait, un hypercube de dimension n
n’est rien d’autre que 'analogue d’un carré de dimension n. Il est aussi appelé
n-cube. Pour comprendre cette construction, voici un tableau des différents
éléments mis en jeu :

Hypercubes | Dimensions | Ensembles
0-cubes 0 points : Sy
1-cubes 1 cotés : S
2-cubes 2 carrés : Sy
3-cubes 3 cubes : S3
4-cubes 4 tesseracts : Sy
5-cubes 5 penteracts : S

F1G. 12: Projection du tesseract, un 4-cube sur ’espace a 3 dimensions .

Comme la notion en géométrie différentielle est importante, on définit une
orientation sur tous les éléments du maillage. On pose H, j 'ensemble des
k-cubes du maillage. On verra que celui-ci dépend du degré a des B-splines
seulement dans le cas non-périodique.
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1.2 Lien entre les différents éléments.

De la méme maniére que pour les tétraédres, on peut passer d'un (k—1)-
cube & un k-cube en appliquant 'opérateur 9*. Il peut étre représenté par
une matrice contenant des 1, —1 et des 0 et est de taille | Hop | X | Hag—1 | -
Cette matrice est également appelée matrice d’incidence des k-cubes.

3} 3.2} (2]
- 0
[ 1 3
0,3} [1,2}
- i
(0] 0,1} (1)

Fi1G. 13: Exemple d'un 2-cube orienté.

En s’aidant de la figure (13)), on voit que les 1-cubes orientés peuvent étre
écrits en fonction des 0-cubes : {i,j} = j —i. Par exemple, en 2D, la matrice
d’incidence des 0O-cubes est de la forme :

11 0 0\ /{0 0,1}

o -1 1 ol|[{1] ({12

~1 0 0o 1 ]|[{23| |{03}

0 0o 1 -1/ \y (3,2}
80

La matrice d’incidence des 1-cubes est :

{0,1}

(1 1 V—l —1)1 }(l)g =1{0,1,2,3}.
o {3,2}

En fait, cet opérateur vérifie le diagramme ci-dessous et c¢’est une suite exacte
car on a "ok =0 :

a0 ot 92 93
Ha,O — Hoz,l — Ha,2 — Hoz,?; —
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2 L’ESPACE DUAL

Le maillage dual va étre défini en prenant le barycentre des différents
éléments du maillage primal. Par exemple, dans ’espace a trois dimensions,
e les points duaux ou O-cellules duales vont étre les barycentres des 3-
cubes,
e les cotés duaux, les 1-cellules duales, vont étre les cotés joignant deux
points duaux,
e les surfaces duales, 2-cellules duales, sont définies telles que les 1-cubes
passent par leurs barycentres
e ct les 3-cellules duales sont déterminées telles que les 0-cubes corres-
pondent a leurs barycentres.
Dans la suite, on notera Hy ; I'ensemble des k-cellules duales. On remarque,
alors, que contrairement a la discrétisation utilisée pour les formes de Whit-
ney, ’espace dual construit ici n’est en fait rien d’autre que I'espace primal
décalé (voir figure . De plus, le maillage dual conserve la notion d’inci-

- T~

L2
i

FiG. 14: Exemple d'un maillage primal (en traits continus) et dual (en traits
discontinus).

dence et on a également une suite exacte pour les cellules duales mais avec
la transposée des matrices d’incidences :

SO e O e OO e O



Les formes différentielles
discrétisées par des fonctions
B-splines

Contenu du chapitre
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Dans ce chapitre, on va montrer comment construire des formes diffé-
rentielles discrétes a l'aide d’autres fonctions d’interpolation. Ces fonctions
d’interpolation doivent posséder certaines propriétés afin que la forme diffé-
rentielle discrétisée puisse étre cohérente avec la théorie et conserver le dia-
gramme de De Rham. Il s’est avéré que les fonctions B-splines correspondent
a ce que l'on cherche. De plus, on a remarqué par la suite que ’étude a un
lien avec 'analyse isogéométrique qui est d’ailleurs un sujet en plein essor
[15, 57, [63]. Pour commencer, on rappelle la définition des B-splines ainsi que
leurs particularités. Puis, on explique comment construire des formes diffé-
rentielles discrétes a ’aide de ces fonctions. On proposera deux maniéres de
les construire qui dépendront de la condition au bords. Enfin, on montrera
comment il est aisé d’étendre leur construction en dimension n.



1 LES FONCTIONS B-SPLINES

Les B-splines peuvent étre définies par récurrence sur un ensemble de
noeuds g < 1 < -+ < xy_1 < xy. Soit B la B-spline de degré o ayant
son support dans U'intervalle [;, Z;1411]. On pose alors pour a = 0 la B-spline
telle que

1 pourzx; <x<wig,
0  sinon,

BY(x) =

et pour tout a > 1 on a la relation de récurrence

T — T x; -
B (z) = ———B{ ! (w) + ——— By (). (73)
Tita — T4 Tita+1 — Tit1
Les B-splines vérifient les propriétés suivantes

(i) La B-spline BY est une fonction polynomiale par morceaux de degré o
entre deux noeuds consécutifs,

(71) La B-spline BY est de classe C*71,

117) Les B-splines vérifient la partition de 1'unité i.e. pour tout x dans M,
P p p

on a ZBf‘(x) =1.

De plus, la dérivée des B-splines de degré « vérifie également une relation de
récurrence qui est :

Bl B ) -

Tita — i Tita+1 — Tit+1

BY(z) = a (

Pour plus de détails sur les fonctions B-splines, le lecteur pourra se référer
au livre de de Boor [15].

2 LES FORMES DIFFERENTIELLES DISCRETISEES
PAR LES B-SPLINES

2.1 Lecas 1D

2.1.1 Avec un maillage périodique et uniforme

Soit un domaine périodique de dimension 1. On note les points du maillage
(les O-cubes) par z¢p < 77 < -+ < xy_1 < Tn, ainsi que les points duaux (les
O-cellules) par ;412 = 3(z; + x;41) (les points barycentriques). On suppose
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que le maillage est périodique de période xy — xg et que pour toute fonction
fona f(xg) = f(xy). Donc le point xy ne doit pas faire partie du maillage
primal et on remarque alors qu’on a le méme nombre N de points dans le
maillage primal et dans le maillage dual.
Dans le cas 1D, on n’a besoin que de définir les O-formes et les 1-formes diffé-
rentielles sur les deux maillages. Pour cela, on utilise des fonctions de base que
I’on va noter woCY et wil , pour le maillage primal, et w 1/2 et w2+1/2, pour
le maillage dual Notons par B{ 1'espace vectoriel des 0- formes dlfferentlelles
discrétes. Cet espace sera généré par les fonctions de bases w = B{". Au-
trement dit, chaque 0-forme différentielle discréte C° (ou fonctlon) va s’écrire
telle que :

C%z) = I BS ().
Comme les 0-formes différentielles ne peuvent étre intégrées que sur un do-
maine de dimension 0 i.e. des points, on définit les coefficients c? par la
condition d’interpolation suivante :

Cz;) = CQB;-I(:Q),

<.
Il
o

pour 0 < i < N — 1. Donc, pour connaitre les coefficients c , on a a résoudre
un systéme linéaire qui s’écrit sous la forme matricielle su1vante

MOSO — O
ot le vecteur C° = (C°(zp),...,C%wzy_1))T correspond aux valeurs de la
fonction sur les différents points du maillage, ¢® = (cJ,...,c%_ ;)7 les coef-

ficients & définir et M2 la matrice carrée dont les coefficients sont égaux a
my; = B§(z;)pouri =0...N—letj = —a+2... N—a+2avec B} = By,
pour j < 0 (& cause de la périodicité).

Avant de poursuivre, on doit regarder sous quelles conditions la matrice M?
est une matrice inversible. Pour y répondre, on a démontré le lemme suivant :

Lemme 2.1 — Pour un ensemble de N noeuds uniformément répartis, on
a
— pour tout « impair, la matrice ((M2); ;)o<i j<n—1 est inversible.
— pour tout « pair et pour N un entier impair, la matrice ((M2); ;)o<i j<N—1
est inversible.

Demonstmtzon On note par B, = B*(x;) = MY ;. A l'aide de la formule

de récurrence et du fait que les noeuds soient uniformément répartis, on
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a B¥

N (0%
i1 = Bijo1 et

j—i
(0]

ita+l—jp.s
1,7—1°

o a—1
Bi; = Bi;

(0%

De plus, comme BY; = 0si j ¢ {i+1,...,7+ a}, on en déduit que M est
une matrice circulante et peut s’écrire comme une somme :

M2 =>"Bg(Jn), (75)
j=1
o 1 0 ... 0
avec Jy = 0 0 1 0] detaille N x N. On factorise par ‘L—J,V et
0o ... 0 1
1 0 ... 0
I’égalité devient
MO . J_N @ (( —1)'Ba71+< +1_>( _1)|Ba71)(t] )jfl
o = Jjla 'By; « I 'By;~1) (In)
j=1
JN a—1
ou

ENX) =) (jla—DIB§; + (a+1—j)(a—1)B5;Y) X7

i=1

correspond au polynéme d’Euler. Les coefficients de ce polyndéme sont positifs
et symétriques. Puisque le déterminant d’une matrice est le produit de ses
valeurs propres, on va travailler avec les valeurs propres de Jy et donc de M?.
Les valeurs propres de Jy sont les racines N-iéme de 1'unité avec {w°, w?, ...}
ot w' = exp(%F) et donc celles de MY sont {w’E*H(w?),w! B (w!), .. .}
On en conclut que si parmi les valeurs propres de Jy on a une racine du
polynome d’Euler E*~! alors M? est singuliere. Or, d’apres l'article [44], on
sait que les racines du polynéme d’Euler sont toutes des réelles négatives et
distinctes. La seule racine N-iéme de 'unité qui vérifie ces conditions est —1.
Regardons les différents cas en fonction de la parité de a.

Si a est impair, le polynéme d’Euler est un polynoéme de degré pair. Or les
coefficients de ce polynéme sont symétriques et positifs, donc —1 ne peut pas
en étre une racine. Les valeurs propres de M? sont toutes différentes de 0,

36



donc MY est inversible.

Si « est pair, le polyndéme d’Euler est un polynéme de degré impair. Or les
coefficients de ce polynéme sont symétriques et positifs, donc —1 peut faire
parti de ses racines. Mais w' = exp(2”’) = —1 si et seulement si N est pair.
Donc si N est impair les racines de I'unité sont toutes différentes de —1, et
le polynéme d’Euler ne s’annule pas sur ’ensemble des racines N-iéme de
'unité. Sous ces conditions, les valeurs propres de M2 sont toutes différentes
de 0 et donc M est inversible. O

Pour définir les 1-formes différentielles, on note
Q@
D%(x) = —— B> (z).
) = B
La dérivée d’une B-spline, d’apres la formule , devient alors
Bi(x) = D (x) — Dy (). (76)

Maintenant, on définit la base des 1-formes différentielles discrétes par

w(x) = D*(z) dz.

7

L’espace des 1-formes différentielles discrétes B est un espace vectoriel gé-
néré par ces bases. Toute 1-forme différentielle discréte C! € B s’écrit

N—

Cl(x) = Z ¢; DS () da.

J=0

[y

Puisque une 1-forme différentielle peut étre intégrée sur un domaine de di-
mension 1, la 1-forme différentielle discréte doit pouvoir étre intégrée sur les
1-cubes (les vecteurs) de I'espace. Les coefficients c} sont définis de la maniére
suivante :

N-1 o

Tit1
/ Cl(z) = Z cl DS () dx for0<i< N-—1.

J
i j=0 T4

On a alors a résoudre le systéme linéaire suivant

]\46101 =C!,
avec le vecteur C' = ([' C'(2),..., [/ C'(x))" qui correspond & I'inté-
grale de la 1-forme sur les dlfferents l-cubes du maillage, ¢! = (¢}, ..., ek ;)T

les coefficients & déterminer et M! la matrice carrée dont les coefficients sont
X =, . .
mi = [ D¥(x) dz. Etudions la matrice M} :
J x; J [e%
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Lemme 2.2 — Sous les mémes conditions que le lemme précédent, la ma-
trice M} est inversible.

Démonstration. A D'aide de la formule et du fait que B¥(z) = 0 si
x & [x;,Tival, On a la relation de récurrence suivante

-1

Titv41 L v
& — «
/ w; " (z) = E B (@igvr1) — E ek (Tit)-
Titv k=0

k=

Dans le cas d’un maillage uniforme, Bf,  (%iyy11) = Bf‘+k+u+1(xi) et donc on
en déduit que (M), ; = [ D3 ( )dx = B¢\ (Ti41). O

2,

De la méme fagon, pour obtenir les O-formes différentielles duales, on note
par BY, /2 la B-spline dont les noeuds sont ceux du maillage dual. On a alors

N-1

éo(x) = Z ~?+1/2B?+1/2(x)7

§=0

pour C°(z) une 0-forme différentielle duale discréte. L’ensemble des O-formes
différentielles duales discrétes est noté Ba Les coefficients ¥ sont définis

j+1/2
par la condition d’interpolation suivante
N—1
CO($z‘+1/2) = Z 5?+1/2B§Y+1/2($i+1/2)7
=0

pour 0 <7 < N — 1. Donc, ceci est équivalent a résoudre le systéme linéaire
suivant
=0 _ @0
avec le vecteur CO = (éo(xl/Q), o C’O(xN,lp))T qui correspond a la valeur
de la O-forme différentielle sur les différents O-cellules duales du maillage,
& = (&)gr- -, 81 j9)" les coefficients a déterminer et M la matrice carré
dont les coefﬁ(nents sont m = B¢ p /2(xi+1 /2). On remarque que cette matrice
est inversible sous les mémes conditions que le premier lemme ([2.1)).
De la méme facon, toute 1-forme différentielle duale est définie par la
combinaison linéaire suivante
N-1
A1 ~1
C(x) = Z Cj+1/2D?+1/2($) dzx,

j=0
ot les coefficients ¢t 4172 sont a déterminer & 'aide de la relation

N—

$i+3/2 ~ Zi13/2
(0% .
/ Z +1/2/ j+1/2($) dx pour 0 <i < N — 1.
i+1/2 Tit1/2

=0
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Le systéme linéaire devient
il 1
M,c =C,

N T3/2 A1 TNy1/2 1 T 3
ou C!' = (fgcl/2 Cl(x),..., me*l/Q Cl(x))T est le vecteur dont les coefficients

correspondent & l'intégrale de la 1-forme différentielle sur les différents 1-
cellules duales du maillage, ¢' = (¢} J2re e Ch 1 /2)T les coefficients a détermi-

= . 4 . . . ~ x;
ner et M, la matrice carrée dont les coefficients sont définis par mj; = ["**/> D

Tit1/2
Pour les mémes raisons que M, M} est inversible. On remarque par ailleurs
) 6]
que ’hypothése de périodicité nous donne que

IN+1/2 TN - Ti/2
/ () = / S+ [ ).
TN—-1/2

TN—-1/2 o

2.1.2 Pour un maillage non uniforme et des conditions aux bords
non périodiques

Soit le maillage primal du domaine défini par un ensemble de noeuds non
uniforme ry < r1 < -+ < ry_1 < Tn. Avec les conditions aux bords non pé-
riodiques, on se heurte a un probléme de dimension dés que ’on utilise un
degré d’inte