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Chapitre 1

Introduction générale

De nombreux procédés utilisés en analyse ou en traitement d’image modifient les objets d’in-
térêt de l’image dans une suite d’opérations, menées séquentiellement ou parallèlement, consistant
à enlever, ou à ajouter, des points à ces objets (cela vaut aussi bien pour les images binaires, que
pour les imagesn-aires (plus souvent appelées images de labels) et pour les images à niveau de gris
(la modification d’un niveau de gris en un point revient à ajouter ou enlever un point sur une ligne,
ou une surface, de niveau). Suivant le procédé considéré, iln’est pas rare que la conservation de la
topologie de l’objet traité soit une qualité recherchée. Laprise en compte de ce besoin a conduit
au développement de la topologie discrète, une branche de l’informatique graphique qui s’intéresse
à la définition et à la reconnaissance de la topologie des objets représentés sur les images numé-
riques ainsi qu’aux conditions de préservation de celle-ci. Une des questions les plus étudiées depuis
cinquante ans dans ce domaine a été précisément de trouver les conditions pour pouvoir supprimer
un point – on a d’abord parlé de point supprimable, on dit plutôt aujourd’hui point simple – ou un
ensemble de points à topologie constante. Cette notion de topologie constante peut être déclinée de
plusieurs manières mais dans le cadre d’objets qui sont le plus généralement finis, la notion d’ho-
méomorphisme, et plus généralement toutes les notions qui font intervenir des bijections entre les
points des objets considérés sont clairement inutilisables : si on supprime un point dans un objet fini,
il n’y a aucune chance qu’il puisse être en bijection avec l’objet initial. Par contre, la notion de type
d’homotopie, et plus particulièrement de rétraction par déformation, semble être bien adaptée à la
formulation et à la résolution des problématiques liées auxpoints simples. Ces notions ont ainsi servi
de fil conducteur dans les travaux présentés ici.

Il y a plusieurs façons d’aborder la question de la topologiediscrète. On peut considérer qu’une
image numérique est un échantillonnage d’une réalité euclidienne – par exemple, chaque point d’une
image numérique 2D peut représenter un carré du plan euclidien – et utiliser alors la topologie eu-
clidienne. Une autre façon est de définir directement sur la grille de l’image digitale des notions to-
pologiques (par exemple, il n’est pas difficile de définir sur une telle grille une notion de voisinage).
Les deux méthodes peuvent être mixées, la réalité euclidienne sous-jacente permettant d’inspirer ou
de justifiera posteriorides définitions et propriétés données pour la grille discrète. Il y a aussi des
méthodes intermédiaires qui consistent à ajouter des points « imaginaires » pour obtenir une struc-
ture d’espace topologique sans pour autant quitter le mondediscret (et comme pour les nombres
complexes, ces points imaginaires peuvent être présentés comme de nouveaux points ou comme des
k-uplets de points réellement présents dans l’image). Ces grands courants de la topologie discrète
sont présentés dans la partieI. Le parti pris adopté dans notre travail est de travailler dans un monde
discret, tout en utilisant, aussi loin que possible, la topologie classique (qui, dans un espace discret,
peut être très différente de la topologie euclidienne), ne serait-ce que pour bénéficier des résultats
obtenus par une branche des mathématiques particulièrement vivante. Ce parti pris a eu des consé-
quences importantes sur le déroulement de notre travail, initialement tourné vers les images de labels.



2 Chapitre 1. Introduction générale

Nous nous sommes demandés pourquoi la notion de chemin (et audelà toute l’homotopie) est systé-
matiquement réécrite dans le cadre de la topologie discrèteplutôt qu’utilisée telle quelle. Existe-t-il
une raison théorique à cela, ou uniquement des raisons pragmatiques ? Le chapitre6 tente de ré-
pondre à cette question. Ensuite, l’utilisation de la topologie classique nous a conduit à nous poser
la question de la façon d’ajouter à la grille digitale initiale les points supplémentaires nécessaires
pour obtenir une structure algébrique engendrant une topologie avec, dans le cahier des charges, la
nécessité d’englober le cas des imagesn-aires pourn non nécessairement égal à 2. Dans le chapitre7
nous proposons unmodus operandipour cet enrichissement de la grille d’une image digitale (binaire
ici, mais les formules utilisées sont clairement extensibles à d’autres types d’images). Nous abordons
enfin le cas des images de labels dans la partieIII . À notre connaissance, il n’y a pas eu d’étude théo-
rique générale sur ce qu’est la topologie d’une image de labels. Il est clair qu’une telle notion doit
englober les topologies des différents blocs de l’espace étiquetés par les labels. Il est tout aussi clair
qu’on attend quelque chose d’autre : le tout est beaucoup plus que la somme des parties. Nous avons
fait le choix de considérer que ce tout est le treillis engendré par les parties, c’est-à-dire que toute
union de parties doit être envisagée – et conservée le cas échéant – lorsqu’on parle de topologie de
labels. Il est possible, et en fait probable, que sur bien desimages de labels ce choix soit trop exigeant
et d’une inutile complexité algorithmique. C’est pourquoinous n’imposons finalement qu’un treillis
atomique qui n’est pas nécessairement un treillis des parties. Néanmoins, l’utilisation d’un treillis
non distributif peut nous priver de beaucoup de propriétés intéressantes. Dans le chapitre8, nous dé-
crivons une image de labels comme une superposition de calques, chaque calque représentant un des
labels de l’image initiale. Sur ces images nous décrivons des points simples sur lesquels la suppres-
sion d’un label, ou sa modification, ne change la topologie d’aucune superposition de calques. Nous
donnons aussi des conditions permettant l’utilisation de cette notion directement sur l’image initiale
(avant extension de l’espace ambiant). Le chapitre9 propose un autre modèle d’image de labels dans
lequel une image de labels est constituée d’un ensemble de feuillets binaires, chacun représentant une
union particulière des blocs initiaux (il y a donc beaucoup plus de feuillets dans ce modèle que de
calques dans le précédent modèle). Ce modèle est plus général que le précédent, il permet de couvrir
un plus grand nombre d’interprétations d’une image discrète. Dans ce modèle nous définissons une
notion de point simple dont la modification préserve la topologie de tous les feuillets et nous donnons
deux exemples d’utilisation dansZ3. Enfin, nous concluons ce travail en indiquant notamment des
questions auxquelles nous n’avons pas pu, faute de temps, outout simplement pas su, apporter de
réponse et qui, à notre avis, mériteraient d’être étudiées dans de futurs travaux.

Signalons en outre que des annexes, rassemblées en fin d’ouvrage, proposent quelques rappels
d’algèbre et de topologie. Ces annexes sont surtout l’occasion de présenter la terminologie et les
notations utilisées dans notre manuscrit. Un index permet par ailleurs de retrouver la définition de
certaines notions dans le texte. Pour terminer, mentionnons ici quelques notations ou conventions :
l’inclusion large est notée⊆ et l’inclusion stricte⊂ ; les relations et opérations sur les fonctions sont
toujours définies point à point (par exemple,f < g signifie f (x) < g(x) pour toutx) et, pour une
fonction de plusieurs variables une notation telle quef (x, .) désigne la fonctiony 7→ f (x, y) (x est
fixé, y est libre) ; l’ensemble des parties d’un ensembleE est notéP(E) et le complémentaire dansE
d’une partieA est notéAc.



Première partie

Modèles topologiques pour les images
digitales





Introduction

Informellement, on peut définir les images digitales comme des tableaux de nombres, stockables
dans la mémoire d’un ordinateur et manipulables par celui-ci, donc finis. Néanmoins, cette descrip-
tion n’est pas complète. Ainsi,Rosenfeld(1969) fait remarquer que cela n’aurait pas de sens de
calculer les valeurs propres d’une image digitale (considérée comme une matrice). Ce qui caractérise
une image par rapport à un tableau de nombres ordinaire, c’est la notion à la fois géométrique et topo-
logique de proximité, de voisinage ou d’adjacence : traitéequalitativement elle permet de faire de la
topologie et quantitativement de la géométrie. Les images digitales sont donc des structures associant
une fonctionλ (le tableau de nombre) et une (ou des) relation(s) permettant de définir cette notion
de proximité. L’ensemble sur lequel est défini la fonctionλ, le domainede l’image, ou sonsupport,
est constitué depoints, encore appeléspixels (pour « picture elements ») en 2D,voxels(« volume
elements ») en 3D ou simplementxels1 généralement disposés sur une grille régulière de l’espace
euclidienRn, typiquement une partie rectangulaire deZn.

L’ensemble d’arrivée de la fonctionλ, soncodomaine, peut être booléen (images binaires en noir
et blanc), numérique (images à niveaux de gris), vectoriel (images couleurs ou multispectrales) ou
ensembliste (images de labels). Lorsque le codomaine est booléen ({0, 1}), la définition fonctionnelle
est généralement remplacée par une définition ensembliste dans laquelle l’objet de l’imageλ est
l’ensembleλ−1({1}) et le fond de l’imageλ est l’ensembleλ−1({0}), c’est-à-dire, le complémentaire
de l’objet relativement au domaine de l’image.

Le domaine peut être fini (Rosenfeld, 1979a) mais, pour éviter d’avoir à traiter des cas particu-
liers du fait des bords de l’image (le nombre de voisins diffère suivant qu’un xel est à l’intérieur ou au
bord de l’image), on préfère le plus souvent prendre pour domaineZn tout entier (Kong et Rosenfeld,
1989) ou tout ensemble infini dénombrable (Bertrand, 1999), en précisant éventuellement que seul
le fond de l’image est infini (Kong et Rosenfeld, 1989, Klette et Rosenfeld, 2004) (néanmoins cette
restriction pose des problèmes si l’on a besoin de prendre lenégatif de l’image). Le domaine peut
même être tout à fait quelconque (Herman, 1993), le caractère digital de l’image résultant alors uni-
quement de l’existence d’une relation de voisinage. Observons encore que le fait d’utiliserZn comme
domaine de l’image ne signifie pas nécessairement que l’image soit bâtie sur une grille cubiquek ·Zn

(k ∈ R). En effet, en toute rigueur, il faudrait distinguer le domaine de lafonctionλ constitué de co-
ordonnées, ou plus généralement d’adresses, du support de l’image constitués des xels identifiés par
ces coordonnées ou ces adresses (Kiselman, 2004). Mais, à condition que le système de coordonnées
« transporte » la relation d’adjacence, cette distinction est inutile en topologie (ce n’est pas le cas en
géométrie où des problèmes de mesure surviennent). La figure2.2, page10, montre des supports qui
ne sont pas dansZ2 avec un domaine dansZ2.

Les images digitales peuvent provenir d’un matériel d’acquisition (scanner à rayons X, à ré-
sonance magnétique nucléaire ou à émission de positons, microscope électronique ou à sonde lo-
cale, téléscope, caméra ou appareil photographique numérique). Dans ce cas, les points du domaine
de l’image peuvent être interprétés comme les centres de pavés du plan ou de l’espace auxquels
sont affectés un résumé statistique de la grandeur physique mesuréesur ces pavés par les cellules
des capteurs des appareils d’acquisition. Ainsi dans le traité Géométrie discrète et images numé-

1. On utilise également le termespel(spatial element) à la place de xel.



6

riques (Coeurjollyet al., 2007), les auteurs définissent les images numériques 2D comme « lare-
présentation d’une distribution d’intensité lumineuse sur une partition dénombrable deR2 ». Notons
ici qu’obtenir une véritable partition soulève une question topologique sur les bords des éléments
de la partition, question que nous retrouverons au chapitresuivant avec la recherche de relations
d’adjacence dans l’image2. Les images binaires et de labels qui relèvent de cette première catégorie
d’images sont généralement obtenues par segmentation d’une image à niveaux de gris.

La deuxième catégorie d’image digitale à considérer est celle des images créées directement
dans les ordinateurs à l’aide de logiciels spécialisés. De telles images, qui ne résultent pas d’un pro-
cessus d’acquisition, sont utilisées notamment pour la modélisation et la simulation. Elles peuvent
être nativement binaires ou segmentées et ne sont pas nécessairement bruitées, mais peuvent néan-
moins contenir des configurations dérangeantes d’un point de vue topologique (par exemple les deux
« droites » qui se croisent sur la figure1.1 n’ont pas de point d’intersection). Dans cette catégorie,
nous rangeons aussi des images totalement abstraites commecelles décrites dansCohen(2004) dont
les points sont des structures de données et qui sont utilisées pour définir un langage de programma-
tion s’appuyant sur des notions de topologie.

0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

Figure 1.1 – Notre œil peut identifier deux segments de droite sur cette figure. Ces « droites » ne sont pas
parallèles. Pour autant, elles ne sont pas sécantes : elles n’ont aucun « point » en commun.

Certains auteurs excluent, en totalité ou en partie, du champ de leur étude les images de
la deuxième catégorie (Rosenfeld, 1969) car l’analyse et le traitement de l’image qui n’est plus
contraint, ou guidé, par l’existence d’une réalité physique sous-jacente (perçue comme euclidienne
et souvent appeléeanalogue continu) relève de méthodes différentes. De même, le comité technique
n˚18 de l’IAPR3 définit ainsi la topologie et la géométrie digitale : « The discipline of "Digital Geo-
metry and Topology" deals with discrete sets modelling digitized subsets of Euclidean spaces ».

Ici, nous avons fait le choix de ne pas lier le traitement de l’image à l’existence d’un analogue
continu. L’image digitale est un objet d’étude (topologique) en soi, quitte à devoir accepter des confi-

2. D’un autre côté, les sites photosensibles des capteurs optiques forment en général seulement une partition partielle
du capteur ce qui supprime le problème des frontières et pourrait conduire à utiliser une topologie digitale floue basée sur
des probabilités de connexité (ici, c’est la connexité qui apparaît floue plutôt que les valeurs de l’image en chaque xel).
Une brève présentation de la topologie floue est donnée dans le chapitre2.

3. International Association of Pattern Recognition.
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gurations difficilement interprétables physiquement, au moins à l’echelle macroscopique, comme les
intersections d’objets.

Dans cette première partie, nous décrivons les principaux modèles qui ont été proposés depuis
les débuts de l’informatique graphique pour construire, dans les images digitales, des notions topo-
logiques pertinentes.





Chapitre 2

Les graphes d’adjacence et la topologie
digitale

Historiquement, la première façon de munir les images digitales d’une structure topologique a
consisté à définir une relation d’adjacenceentre les points de l’image (Rosenfeld et Pfaltz, 1966).
Lorsque les points de l’image sont vus comme des résumés statistiques d’une grandeur physique sur
les membres d’une subdivision deRn, on considère que deux points sont adjacents si les carreaux
de la subdivision auxquels ils sont associés ont des frontières qui s’intersectent en un ou plusieurs
points. On peut exiger que cette intersection soit au moins de dimensionk (k ∈ N), on parle alors de
k-adjacence. On désigne aussi les adjacences par le nombre depoints adjacents que possède chaque
point du domaine (à condition que ce soit le même pour tous lespoints du domaine). Cette dernière
désignation est d’ailleurs plus répandue que la première etla confusion entre les deux n’est guère
possible (certains auteurs utilisent les deux en même temps(Fiorio, 2008)). Ainsi, dans le cas d’une
subdivision deR2 en carrés centrés sur les points à coordonnées entières, on définit deux adjacences,
la 0-adjacence – ou 8-adjacence – (deux points sont adjacents si les carrés associés ont au moins un
sommet en commun ; chaque point a alors huit voisins) et la 1-adjacence – ou 4-adjacence – (deux
points seront adjacents si ces carrés ont un côté en commun ; chaque point a alors quatre voisins).
Ces adjacences sont représentées sur la figure2.4. DansR3 muni d’une grille cubique, on définit de
même les 0, 1 et 2-adjacences (resp. 26, 18 et 6-adjacences).Plus généralement, sur la grille cubique
deRn, les (2n)-adjacence et (3n − 1)-adjacence (nombre de voisins) correspondent aux 0-adjacence
et (n − 1)-adjacence (dimensions). Dans la suite, nous n’utilisons plus que la dénomination par le
nombre de voisins.

Lesn-cubes ne sont pas la seule façon de paver l’espace. Par exemple, en dimension 2, le pavage
par des triangles permet de définir deux types d’adjacences (suivant que l’on exige ou non le partage
d’une arête et pas seulement d’un sommet) dans lesquels un point peut avoir 3 ou 12 voisins (Deutsch,
1972). À noter que certains pavages, comme le pavage hexagonal dans le plan, ou les pavages par des
octaèdres tronqués dans l’espace, ne définissent chacun qu’un seul type d’adjacence (respectivement
la 6-adjacence dans le plan et la 14 adjacence dans l’espace). Ce dernier pavage, comme celui par des
dodécaèdres rhombiques (qui définit deux adjacences avec 12ou 18 voisins) présentent l’avantage
pour les applications de visualisation d’objets 3D d’avoirdes sommets moins saillants que ceux du
pavage cubique, ce qui permet, à coût mémoire constant, d’obtenir des rendus plus lisses (Herman,
1998).

Lorsque les points de l’image sont vus comme l’ensemble des points à coordonnées entières
d’une partie rectangulaire deR2, ou plus généralement deRn, il est naturel de poser qu’un point
est adjacent à ses plus proches voisins pour la distance euclidienne. Dans ce cas, chaque point
de l’image, sauf ceux du bord si l’image est finie, est adjacent à 2n autres points et nous retrou-
vons la (2n)-adjacence. Plus généralement, en considérant que le domaine de l’image est un en-



10 Chapitre 2. Les graphes d’adjacence et la topologie digitale

(a) (b) (c)

Figure 2.1 – Pavages du plan. (a) Pavage triangulaire. (b) Pavage cubique. (c) Pavage hexagonal.

semble rectangulaire de coordonnées de points deRn dans un repère (non nécessairement orthonor-
mal), on peut définir d’autres adjacences comme la 6-adjacence en dimension 2 et la 12-adjacence
dans l’espace, obtenues en prenant des repères du plan ou de l’espace dont les axes forment entre
eux des angles de 60˚ (voir figure2.2). En généralisant encore cette approche, on peut utiliser
d’autres distances que la distance euclidienne, comme, parexemple, la distanced∞ définie surRn

par d∞(x, y) = max({|xi − yi | | 1 ≤ i ≤ n}) où x = (xi)n
i=1 et y = (yi)n

i=1. On retrouve alors la
(3n − 1)-adjacence.

O ~u

~v

(a)

O ~u~v

(b)

Figure 2.2 – Sommets des pavages du plan. (a) Le domaine est une partie polygonale deZ2. Un point (p, q)
du domaine adresse un xelp ·~u+q ·~v (le vecteur~u a pour coordonnées (1, 0) et le vecteur~v a pour coordonnées

( 1
2 ,
√

3
2 )). Les xels adressés sont les sommets du pavage triangulaire de la figure2.1(a) ou les centres des cellules

du pavage hexagonal de la figure2.1(c). Chaque xel a six plus proches voisins pour la distance euclidienne.
(b) Le domaine est une partie rectangulaire deZ2. Un point (p, q) du domaine adresse un xel⌊ p

2 ⌋ · (~u− ~v) + (p

mod 2)·~u+ ⌊ 3q+1−(p mod 2)
2 ⌋ · (~u+~v) (le vecteur~u a pour coordonnées (

√
3

2 ,
1
2) et le vecteur~v a pour coordonnées

(−
√

3
2 ,

1
2)). Les xels adressés sont les sommets du pavage hexagonal dela figure 2.1(c) ou les centres des

cellules du pavage triangulaire de la figure2.1(a). Chaque xel a trois plus proches voisins pour la distance
euclidienne.

Les diagrammes de Voronoï permettent de relier les deux façons de définir des adjacences que
nous venons de décrire (Klette et Rosenfeld, 2004). Un diagramme de Voronoï d’un ensemble discret
A de points deRn est un pavage deRn par les polyèdresPa, lieux des points de l’espace plus proche
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(pour la distance euclidienne) du pointa deA que de tout autre point deA. Par exemple, le diagramme
de Voronoï du reseau cubique à faces centrées, associé à la 12-adjacence mentionnée ci-dessus, pave
l’espaceR3 par des dodécaèdres rhombiques (voir la figure2.3).

Figure 2.3 – Une cellule de Voronoï du reseau cubique à faces centrées (un dodécaèdre rhombique).

Formellement, une (relation d’) adjacenceα entre points d’une image digitale est une relation
binaire irréflexive et symétrique. En tant que telle, elle peut être décrite par un graphe simple (sans
arête double ni boucle) non-orientéG = (S,A), appelégraphe d’adjacenceoù S, ensemble des
sommets du graphe, est le domaine de l’image etA, ensemble des arêtes du graphe, est l’ensemble
des paires de points adjacents dans l’image (A ⊆ S×S). La figure2.4montre les graphes d’adjacence
des 3-, 4-, 6-, 8-, 12-adjacences dans le plan. Siα est une relation d’adjacence etx un point de
l’image, alors l’ensemble formé parx et les points du domaine adjacents àx forment l’α-voisinage
dex, notéVα(x). L’ensembleV⋆

α (x) = Vα(x) \ {x} est appelé l’α-voisinage propre dex. Lorsqu’il n’y
a pas d’ambiguïté sur la relation d’adjacence utilisée, nous oublierons souvent le préfixeα pour les
voisinages et les notions liées.

La notion topologique classique de connexité s’obtient parfermeture transitive de la notion d’ad-
jacence. Plus précisément, étant donné un sous-ensembleX du domaine, unα-chemin de a à b dans
X est une suiteγ = (zi)r

i=0 (r ≥ 0 est lalongueurdu chemin) de points deX tels quea0 = a, ar = b et
zi est adjacent àzi−1 pour touti ∈ [[1, r]]. Les pointsa et b sont lesextrémitésdu chemin. Autrement
dit, un chemin dea àb dansX est un chemin dans le grapheG partant dea, arrivant enb, et dont tous
les sommets sont dansX. Un sous-ensembleX du domaine de l’image estα-connexesi, pour tout
couple (a, b) de points deX, il existe unα-chemin dea àb dansX. Les sous-ensembles connexes de
X, maximaux pour l’inclusion, sont lescomposantes connexesdeX.

Malheureusement cette notion de connexité pose des problèmes dès lors que nous souhaitons
modéliser des objets du « monde continu », c’est-à-dire des objets deRn, avec des images digitales.
Un exemple est donné dans la figure2.5, extraite deRosenfeld et Pfaltz(1966). Si l’on utilise la 4-
adjacence pour interpréter cette image comme l’image binaire d’un objet deR2 (l’ensemble des 1),
celui-ci à huit composantes connexes et le fond en a deux. Ainsi, la « scène » représente un ensemble
de huit carrés disjoints (si chaque 1 est interprété comme uncarré élémentaire du plan euclidien)
entourant une composante connexe du fond. Une telle scène est impossible1 dansR2. Si l’on utilise

1. On peut le vérifier en calculant la caractéristique d’Euler de l’objet de deux façons différentes. D’une part, dans une
scène 2-dimensionnelle, cette caractéristique est égale au nombre de composantes connexes de l’objet moins le nombre
de composantes connexes du fond plus 1, ce qui fait 7 ici. D’autre part, la caractéristique d’Euler d’objets disjoints est
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(a) (b)

(c) (d)

(e)

Figure 2.4 – Graphes de connexité associés au pavages du plan (chaque point représente un pavé et est situé au
centre de ce pavé). (a–b) Pavage triangulaire : 12-adjacence et 3-adjacence. (c–d) Pavage cubique : 8-adjacence
et 4-adjacence. (e) Pavage hexagonal : 6-adjacence. (a,c,e) Deux pavés sont adjacents s’ils partagent au moins
un sommet. (b,d,e) Deux pavés sont adjacents s’ils partagent au moins une arête.
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0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 1 0 0
0 1 0 0 0 1 0
0 0 1 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

Figure 2.5 – Une image digitale qui ne peut pas être interprétée dansR2 à l’aide de la seule 4-adjacence ou de
la seule 8-adjacence (voir texte).

la 8-adjacence pour interpréter l’image, alors l’objet estune chaîne fermée de carrés et pour autant
cette chaîne ne sépare pas le fond en deux parties (une partieintérieure à la chaîne et une partie
extérieure à la chaîne) puisque quatre des 0 situés au centrede l’image sont adjacents à des 0 situés
à l’extérieur de la chaîne2. Pour éviter ce type d’interprétation d’une image digitaledans laquelle
des pavés représentant des pixels du fond et de l’objet forment une configuration en damier, une
solution est d’utiliser des grilles hexagonales dans le plan (ou cubiques faces centrées dans l’espace)
sur les appareils d’acquisition ou de visualisationGolay (1969), Kong et Roscoe(1985). Toutefois
de telles grilles, nécessitant des matériels spéciaux, sont peu utilisées dans la pratique.Kovalevsky
(1984b) propose également l’utilisation de la 6-adjacence dans leplan (et plus généralement de la
(2(2n − 1))-adjacence en dimensionn ; voir figure2.6) avec des grilles cubiques. L’inconvénient est
qu’il en résulte une forte anisotropie de l’espace (voir figure 2.7).

Figure 2.6 – 14-adjacence dansZ3 (2 (2n − 1)-adjacence dansZn). La 14-adjacence est obtenue en pavant
l’espace avec des octaèdres tronqués. C’est aussi le pavagede Voronoï du réseau cubique centré (représenté
par les points noirs). L’intersection de deux pavés est videou est une 2-face commune aux deux pavés si bien
qu’on peut munir en même temps le fond et l’objet de cette adjacence.

la somme de leurs caractéristiques d’Euler, ce qui donne iciune caractéristique d’Euler égale à 8. Nous avons bien une
impossibilité.

2. Par contre, si l’image 2D est la projection d’une scène 3D alors la configuration observée n’a rien de para-
doxal (Ptaket al., 1997).
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Figure 2.7 – (2(2n − 1))-adjacence sur grille cubiquenD (n = 2).

Finalement, la solution largement adoptée a été proposée par Dudaet al. (1967) et développée
parRosenfeld(1970). Elle consiste à utiliser deux adjacences différentes pour le fond et pour l’objet,
soit, dans le plan, la 4-adjacence pour l’objet et la 8-adjacence pour le fond, ou l’inverse.Rosenfeld
(1979a) a prouvé qu’en utilisant l’un de ces deux couples d’adjacences dans le plan, les courbes
fermées simples3 satisfont une version digitale du théorème de Jordan. Cetteversion du théorème
est une version « épaisse », c’est-à-dire que la courbe de Jordan considérée est constituée de pixels.
Cela conduit Rosenfeld à choisir comme relation d’adjacence entre les pixels de l’objet et ceux
du fond l’adjacence du fond (voir la figure2.8). Par contre,Herman(1993) qui s’intéresse à une
version « mince » du théorème utilise une troisième adjacence, appeléeproto-adjacence, incluse dans
les adjacences de l’objet et du fond et telle que le domaine soit connexe pour cette adjacence (en
pratique cette proto-adjacence est souvent la (2n)-adjacence).Bogomolny(1988) remarque que le fait

(a)

x

y

(b)

Figure 2.8 – Adjacence objet-fond. (a) Une courbe fermée simple en (4, 8)-adjacence (cette courbe n’est
pas simple en (8, 4)-adjacence car le pixely est alors adjacent à trois pixels de la courbe). Pour satisfaire un
analogue discret du théorème de Jordan, la courbe doit être la frontière des deux composantes connexes du
fond qu’elle sépare. Donc, tous les pixels de la courbe doivent être adjacents à ces deux composantes connexes.
Cela nécessite d’utiliser la 8-adjacence comme adjacence objet-fond (sinon, par exemple, le pixelx n’est pas
adjacent à la composante connexe finie du fond). (b) Une courbe fermée simple en (8, 4)-adjacence. La 4-
adjacence suffit à assurer que tout pixel de la courbe est adjacent aux deux composantes connexes du fond. De
plus, si cette courbe est la frontière d’un objet, en choisissant la 4-adjacence pour l’adjacence objet-fond, on
évite qu’un pixel intérieur à l’objet ne soit adjacent au fond.

3. Une courbe fermée simple dans une image digitaleV = (S,A) est un chemin deZ2, de longueur au moins égale
à 4, resp. 5, en 8-, resp. 4-, adjacence, dont les deux extrémités coïncident et tel que tout point du chemin est adjacent à
exactement deux autres points du chemin.
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d’utiliser des adjacences différentes pour l’objet et pour le fond est en accord avec notre perception
qui naturellement « voit » des objets fermés et un fond ouvert(au sens topologique).Ronse(1985,
1990) développe ce point de vue, en associant aux pixels d’une image 2D des carrés fermés et à ceux
du fond des carrés ouverts, c’est-à-dire sans bords et en remplaçant les opérations booléennes union,
intersection, complémentation, nécessaires pour créer des objets dansR2 associés à des ensembles
de plusieurs pixels comme pour modifier ces objets, par les opérations équivalentes dans les treillis
des fermés réguliers4 (pour l’objet) et celui des ouverts réguliers (pour le fond). La figure2.9illustre
ces opérations.

(a) (b)

(c) (d)

Figure 2.9 – Opérations booléennes sur les objets. (a, b) Deux fermés réguliers deR2 associés aux objets
de deux images digitales interprétées avec la (4, 8)-adjacence. (c) L’intersection des deux fermés réguliers
n’est pas régulière. On ne peut pas lui associer une image digitale. (d) L’infimum (dans le treillis des fermés
réguliers) des deux fermés réguliers.

Une abondante littérature a été consacrée à la recherche de bonnes paires d’adjacences
dans Zn, pour lesquelles un analogue du théorème de Jordan-Brouwerest vérifié (voir, par
exemple,Kong et Roscoe(1985), Herman(1993), Udupa(1994), Lachaud et Montanvert(2000),
Brimkov et Klette(2005)). Dans la pratique, les couples d’adjacences les plus couramment utili-
sés sont les couples (4, 8) et (8, 4) en dimension 2 et les couples qui associent la 6-adjacenceavec la
18-adjacence ou la 26-adjacence en dimension 3.

Si le fait de devoir munir l’ensemble des 1 et des 0 d’une imagebinaire de deux adjacences dif-
férentes ne pose pas trop de problèmes lorsque l’image représente un objet plongé dans un espace
ambiant sans signification, dans d’autres images cette différence de traitement a peu de justifica-
tion alors qu’elle influe sur la topologie des deux parties del’image. Par ailleurs, dans une image
n-aire,n ≥ 3, la solution consistant à utiliser deux adjacences ne peutplus fonctionner (voir le cha-
pitre 5). Latecki (Lateckiet al., 1995, Latecki, 1997) a proposé une solution pour munir dans une

4. Voir les annexesA.1 etB.2
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grille cubique objet et fond de la même relation d’adjacence, en l’occurrence la (2n)-adjacence. Elle
consiste à travailler exclusivement dans la classe des imagesbien-formées(« well-composed ») qui
ne possèdent pas de configuration en damier ou leur équivalent dans l’espace (voir la figure2.10).

(a) (b) (c)

Figure 2.10 – Configurations interdites dans des images binaires bien-formées. (a) DansZ2. (b–c) DansZ3 (la
configuration (b) ne doit pas apparaître non plus lorsqu’on intervertit les couleurs dans l’image, c’est-à-dire
lorsqu’on échange le fond et l’objet).

Dans une image bien-formée, l’analogue continu de l’objet,obtenu en associant à chaque point
deZn le cube unitaire (fermé) deRn centré en ce point, a des composantes connexes dont les sur-
faces sont des variétés topologiques5 qui vérifient la propriété de séparation du théorème de Jordan-
Brouwer ce qui est dans bien des applications une propriété attendue des objets et ce qui n’est pas le
cas lorsqu’une image digitale contient l’une des configurations de la figure2.10. Inversement, selon
Latecki, un processus de numérisation qui conserve la topologie produit toujours des images bien
formées (Lateckiet al., 1995, Latecki, 1998). Par exemple, si lors de la numérisation d’une image
2D, le processus consiste à associer la valeur 1 à tout pixel centre d’un cube fermé qui intersecte l’ob-
jet numérisé et si la résolution est suffisamment fine pour qu’une boule de rayon

√
2 unités puisse

rouler partout à la surface de l’objet (côté extérieur) alors l’image digitale résultante est bien formée.
Lorsque malgré tout l’image digitale n’est pas bien formée,on peut recourir à des algorithmes de
« réparation » pour transformer une image binaire 3D quelconque en image bien formée (Latecki,
1998, Siqueiraet al., 2008).

Pour terminer ce chapitre consacré aux images digitales vues comme les graphes de relations
d’adjacence, signalons l’existence de nombreux travaux sur l’adjacence et la connectivité floues
(voir Bloch 2005pour un panorama de ces travaux etUdupa et Grevera 2002pour un plaidoyer
en faveur de ce type d’approche). Cette approche, basée sur la notion d’ensemble flou developpée
par Zadeh(1965), veut notamment rendre compte du caractère incertain de l’étiquetage des xels
lors de la phase de segmentation d’une image. Ainsi, une image binaire floue est une fonction à
valeurs dans [0, 1] et non plus dans{0, 1}. Cette fonction associe à chaque point du domaine de
l’image le degré d’appartenancede ce point à l’objet, c’est-à-dire, en langage commun, la « pro-

5. Voir l’annexeA.
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babilité » que le point appartienne à l’objet6. Cette fonction peut être utilisée sur un domaine muni
d’une adjacence « dure » ou d’une adjacence floue qui est alorselle-même un degré d’adjacence,
c’est-à-dire une fonction deX × X (où X est le domaine de l’image) à valeurs dans [0, 1], souvent
définie à partir de la distance euclidienne séparant les points de l’image et variant en sens inverse
de celle-ci (Bloch, 1997), éventuellement multipliée par la fonction caractéristique de l’α-voisinage
du point (Udupa et Samarasekera, 1996). Ces notions d’appartenance floue à l’objet et d’adjacence
floue permettent de définir une notion de connexité floue. Le degré de connexité (Rosenfeld, 1979b)
entre deux pointsx, y d’une image digitale floue est défini comme le plus grand des minimums des
degrés d’appartenance à l’objet sur tout chemin joignantx à y. Autrement dit, si l’on « fixe » l’objet
en lui attribuant tous les points dont le degré d’appartenance est supérieur à une valeurλ donnée,
alors deux pointsx et y sont dans la même composante connexe de l’objet si et seulement si leur
degré de connexité est supérieur ou égal àλ.

La topologie digitale que nous venons de présenter a permis le développement de très nombreux
algorithmes efficaces permettant la modification d’une image digitale sans altération de sa topologie
ou en accord avec une topologie donnéea priori. Néanmoins, le choix d’une paire d’adjacence peut
paraître arbitraire dans une image pour laquelle la dichotomie objet/fond ne fait pas sens ou lorsqu’on
envisage une extension de cette approche aux imagesn-aires (n ≥ 3) (Kovalevsky, 1984b). De plus,
définie en marge de la topologie classique, la topologie digitale ne profite pas des résultats obtenus par
la première depuis trois siècles. Dans le chapitre suivant nous étudions d’autres modèles s’insérant,
plus ou moins, dans le cadre de la topologie classique.

6. Le langage commun est trompeur ici. Le fait qu’un point particulier appartienne à l’objet n’est pas un fait aléatoire
mais un fait certain dont nous ne connaissons pas la valeur devérité.





Chapitre 3

Des topologies « classiques » pour les
images digitales

La topologie digitale présentée dans le chapitre précédentn’est pas une topologie au sens clas-
sique du terme. Cela oblige à redéfinir des notions analoguesà celles utilisées en topologie, telles que
la connexité, à chaque fois que des considérations d’ordre topologique s’avèrent nécessaires pour le
traitement des images digitales, et ces besoins augmententrapidement avec la dimension de l’espace
alors même que les traitements d’images de dimension 3 et plus sont devenus courants. Pour éviter
d’avoir ainsi à rebâtir ce qui existe déjà par ailleurs, l’idéal aurait été que pour chaque graphe d’adja-
cence utilisé en imagerie, on puisse trouver au moins une topologiecompatible, c’est-à-dire telle que
les ensembles connexes pour cette topologie sont exactement les ensembles connexes de sommets
dans le graphe d’adjacence (on parle alors d’adjacence topologique).

Néanmoins, cet espoir a été rapidement déçu. S’il existe unetopologie compatible avec la 4-
adjacence dans le plan (Rosenfeld, 1973), la topologie de Marcus-Wyse (voir section3.1), et plus gé-
néralement une topologie compatible avec la (2n)-adjacence dansZn (Herman, 1998), il n’existe pas
de topologie deZ2 compatible avec la 8-adjacence (Chassery, 1979). Latecki (1993), puisHerman
(1998), donnent un critère simple pour montrer qu’une adjacence n’est pas topologique : si le graphe
d’adjacence contient le sous-graphe de la figure3.1 alors l’adjacence n’est pas topologique. Ce cri-
tère s’obtient très facilement si on utilise la caractérisation des graphes d’adjacences topologiques
obtenue parPréa(1992) puis Neumann-Lara et Wilson(1995) : un graphe est compatible avec une
topologie si et seulement si ce graphe est un graphe de comparabilité, c’est-à-dire s’il est le graphe
non orienté d’une relation d’ordre stricte. Ce critère permet à Latecki de retrouver de façon simple
le résultat de Chassery et permet à Herman de montrer que la 6-adjacence dans le plan n’est pas
topologique.

Ptaket al. (1997) font une étude systématique des relations d’adjacence surZ2 incluses dans la
8-adjacence ethomogènes(invariantes par translation). Ils obtiennent quatre types d’adjacence : la
0-adjacence (l’espace est totalement discret1 et son graphe d’adjacence n’a pas d’arêtes), les deux
2-adjacences (adjacences horizontale et verticale) et la 4-adjacence.Eckhardt et Latecki(2003) re-
cherchent pour leur part toutes les topologies compatiblesavec une relation d’adjacence surZn,
n ∈ {2, 3}, locale (incluse dans la (3n − 1)-adjacence et incluant la (2n)-adjacence). Pourn = 2,
ils obtiennent deux topologies, la topologie de Marcus-Wyse déjà évoquée, et la topologie de Kha-
limsky associée à une relation d’adjacence mixte : 4-adjacence pour les points dont la somme des
coordonnées est impaire et 8-adjacence pour les points dontla somme des coordonées est paire (ou
l’inverse). Nous décrivons plus en détail cette topologie dans les sections3.1 et 3.2. Pourn = 3,
après avoir montré qu’il existe une infinité de topologies compatibles avec une relation d’adjacence
locale, ils restreignent leur étude aux topologies pour lesquelles le plus petit voisinage d’un point

1. Voir annexeA.1.
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a1

a2

a3

b1

b2

b3

Figure 3.1 – Critère pour reconnaître les adjacences topologiques: le sous-graphe représenté sur la figure ne
peut pas apparaître dans un graphe de comparabilité. Supposons le contraire et notons< la relation d’ordre
stricte associée au graphe de comparabilité. L’ensemble{a1, a2, a3} est une clique doncaσ(1) < aσ(2) < aσ(3)

oùσ est une permutation de{1, 2, 3}. Il est impossible de rangerbσ(2) par rapport àaσ(2) sans ajouter une arête
dans le graphe (entrebσ(2) etaσ(1) ou entrebσ(2) etaσ(3)). Nous avons donc une contradiction avec la définition
d’un sous-graphe.

est 6-connexe2 (il est facile de vérifier que le fait de limiter les adjacences topologiques aux adja-
cences locales implique l’existence d’un plus petit voisinage – au sens topologique – inclus dans le
26-voisinage). Ils obtiennent alors cinq topologies : la topologie de Marcus-Wyse pourZ3 (associée
à la 6-adjacence), celle de Khalimsky/Kovalesky et trois topologies mixtes (dont les projectionssur
des plans parallèles aux axes de coordonnées sont de type Marcus-Wyse ou de type Khalimsky)3.
Kong(2002) étudie les relations d’adjacence topologiques locales sur Zn telles que le voisinage d’ad-
jacence est (2n)-connexe. Il en dénombre deux surZ2 , quatre surZ3 et 16 surZ4 (à une isométrie
près). Pourn ∈ {2, 3}, les topologies associées à ces adjacences sont celles décrites par Eckhardt et
Latecki. Il montre également que le problème est équivalentà trouver toutes les façons de choisir des
sommets sur unn-cube sans jamais prendre deux sommets sur la même arrête. Dans un second ar-
ticle, Kong (2003) montre que les topologiesadmissiblesdeZn, c’est-à-dire telles que la famille des
ensembles topologiquement connexes contient la famille des ensembles (2n)-connexes et est incluse
dans la famille des ensembles (3n−1)-connexes, et pour lesquellesZn est simplement connexe sont les
topologies de Khalimsky. Ce résultat implique en particulier queZn n’est pas simplement connexe
pour la topologie de Marcus-Wyse associée à la (2n)-adjacence. Par exemple, un carré unitaire ne
peut pas être homotopiquement réduit à un point.

On voit donc que, hormis la (2n)-adjacence, associée à un espace topologique qui n’est pas
simplement connexe, les adjacences les plus utilisées ne sont pas topologiques. On pourrait donc
conclure ici que « we cannot, without a serious loss of its general applicability, embed our theory
into one in which the connectedness of a set of spels is definedas topological connectedness due
to some topology (in the classical sense) ; For this reason, we cannot expect our theory of digital
spaces to be derivable from established results of classical topology » (Herman, 1998). Néanmoins,
nous allons voir dans les sections suivantes qu’il est possible d’allier adjacence et topologie classique

2. Cette dernière hypothèse est équivalente à demander que l’α-voisinage d’un point (oùα est la relation d’ajacence
étudiée) soit 6-connexe. Avec l’hypothèse de localité, elle est utilisée parHerman(1993), sous le nom de « very tight
adjacency », dans son étude des paires d’adjacence qui permettent l’obtention de surfaces de Jordan.

3. Ces résultats exposés en 1998 par les auteurs dans une communication privée n’ont été publiés qu’en 2003.
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à condition d’introduire conceptuellement, ou matériellement dans la mémoire de l’ordinateur, des
éléments « invisibles » intermédiaires entre les xels des images digitales. C’est d’ailleurs ce que fait
Herman en définissant des élements de surfaces comme des paires de voxels (proto-)adjacents.

3.1 Les espaces ordonnés connexes

Le milieu des années 80 voit la publication d’une série d’articles d’E. Khalimsky (e.g.Khalimsky
1986, 1987a, 1988) proposant de substituer, ou tout au moins d’adosser, à l’approche graphe de la
topologie des images digitales une approche purement topologique. Celle-ci s’appuie sur les travaux
antérieurs de l’auteur sur les segments d’entiers en les étendant àZn par produit cartésien. En effet,
presque 20 ans auparavant, en 1969, E. Khalimsky soutient enURSS une thèse de doctorat et publie
deux articles (Khalimsky, 1969a,b) sur les espaces topologiques qu’il nommesegments généralisés
ouCOTS (connected ordered topological spaces)4. En particulier, il obtient une topologie non totale-
ment discrète surZ ou tout segment deZ. À la même époque, et de façon parfaitement indépendante,
D. Marcus soumet le problème suivant (Wyse et Marcus, 1970) aux lecteurs de American Mathe-
matical Monthly, journal de l’association américaine de mathématiques (MAA) : « Is it possible to
topologize the integers in such a way that the connected setsare the sets of consecutive integers ? Ge-
neralize to the lattice points ofn-space ». Plusieurs lecteurs (dont D. Marcus) envoient des réponses,
identiques dans leur résultat – la topologie est unique à unedualité près. La version retenue et pu-
bliée par le journal est celle du groupe de résolution de problème de l’université de Cleveland dont
F. Wyse est l’animateur. Cette topologie surZ, qui est la même que celle construite par Khalimsky,
est aujourd’hui connue sous le nom de topologie de Khalimskyou de topologie de Marcus-Wyse.
Wyseet al.proposent une extension àZ2 de leur topologie dont les paires connexes sont exactement
les paires de points 4-adjacents deZ2 (Rosenfeld, 1973). Cette topologie surZ2 diffère du produit
cartésien utilisé par Khalimskyet al. (voir la figure3.2).

Les COTS sont des espaces topologiques connexes tels que tout triplet (x, y, z) de points de
l’espace peut être ordonné de façon à ce que le retrait du second point déconnecte l’espace et
les deux autres points appartiennent à des composantes connexes différentes de l’espace résul-
tant (Khalimskyet al., 1990b). La nécessité de la seconde hypothèse n’est pas apparue tout de suite
à Khalimsky. En effet, dans le premier article publié en 1969 (Khalimsky, 1969a), l’auteur définit un
segment comme un espaceE tel que, pour tout pointx ∈ E, sauf pour au plus deux points, appelés
extrémités, le sous-espaceX \ {x} possède exactement deux composantes connexes,U1

x et U2
x. Dans

le second, publié la même année, il corrige cette définition en ajoutant la seconde hypothèse sous la
forme suivante : si la composanteUx est incluse dans les composantesUy et Uz alorsUy est inclus
dansUz ou l’inverse. Cette dernière hypothèse est necessaire pourécarter des espaces tels que celui
décrit sur la figure3.3.

Partant de cette définition, il construit une relation d’ordre stricte totale< sur le COTS telle que,
pour tout élémentx du COTS, les intervalles{y | y < x} et {y | x < y} sont connexes. Inversement,
il montre que tout espace topologique connexe totalement ordonné tel que{y | y < x} et {y | x < y}
sont connexes est un COTS. En particulier, les (deux) topologies surZ compatibles avec la relation
d’ordre sont des COTS. Il faut noter que dans un COTS, les intervalles{y | y < x} et {y | x < y} ne

4. Les travaux de Khalimsky, d’abord menés en URSS, n’ont étédiffusés dans la communauté travaillant sur la topo-
logie digitale qu’à partir de 1986, lorsqu’il a rejoint la CUNY (City University of New York).
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(a) (b)

Figure 3.2 – Topologies de Marcus-Wyse et de Khalimsky surZ2. Les cercles représentent les points « ou-
verts » deZ2 (les singletons qui les contiennent sont des ouverts). Les disques noirs représentent les points
« fermés ». Les rectangles noirs symbolisent les autres points deZ2 (qui ne sont ni ouverts ni fermés). Les
courbes bleues enlacent un ouvert qui est le plus petit voisinage d’un point fermé. La famille de ces ouverts est
une pré-base de la topologie. (a)Z2 est muni de la topologie de Marcus-Wyse. (b)Z2 est muni de la topologie
de Khalimsky.

O1

O2a

c

b

Figure 3.3 – Définition des COTS : nécessité de la seconde hypothèse.L’ensemble représenté est constitué
de deux copies de la droite réelle dont tous les points sont identifiés, sauf les originesO1 et O2, et de deux
demi-droites réelles (deux copies deR+) dont les origines sont identifiées respectivement avecO1 et O2.
La suppression de n’importe quel point de cet ensemble le sépare en deux composantes connexes mais la
suppression d’un des trois pointsa, b, c, ne sépare pas les deux autres : cet espace vérifie donc la première
définition des COTS mais pas la seconde.

sont pas nécessairement des ouverts. Donc, en général, la topologie d’un COTS est différente de la
topologie de l’ordre (LOTS : linearly ordered topological space) engendrée par les intervalles. Dans
un LOTS, un singleton est toujours fermé : les LOTS sont des espaces de Hausdorff, c’est-à-dire
qu’ils ont la propriété de séparation T2 (voir l’annexeA.3) alors que dans un COTS un singleton est
fermé ou ouvert (mais jamais les deux à la fois à cause de la connexité) : un singleton (constitué
d’un point non maximal) est ouvert si et seulement si son successeur existe et est fermé (un point
non maximal qui n’a pas de successeur est fermé). Ce point esttrès important car les seuls espaces
topologiques finis intéressants sont les espaces T0, non T1 (voir la section3.3). Un COTS possédant
au moins trois points est toujours T0. Il est T1, et même T2, si et seulement si aucun point n’a de
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successeur. Si un point fermé a un prédécesseur et un successeur, il existe un plus petit ouvert qui le
contient, formé de ces trois points. La figure3.4montre la topologie d’un COTS contenant 5 points.

a b

Figure 3.4 – Topologie de la droite de Khalimsky : ensemble{V(x) | x ∈ [[a, b]] } des plus petits voisinages pour
la topologie de Khalimsky sur un segment [[a, b]] deZ oùb = a+4. Les points « ouverts » sont représentés par
des cercles. Pour tout pointx ouvert, on aV(x) = {x} (ces voisinages sont représentés par des cercles rouges).
Les points « fermés » sont représentés par des disques noirs.Pour tout pointx fermé, le singleton{x} est fermé
et on aV(x) = {x− 1, x, x+ 1} (ces voisinages sont représentés par des ellipses bleues).

On étend àZn la topologie de Khalimsky par produit cartésien. La figure3.5montre, pourn = 2,
la base d’ouverts minimale de cette topologie (formée par les plus petits voisinages des points de
Z2). Il y a quatre types de points, les points « ouverts » ({x} est ouvert), les points « fermés », les
points mixtes dont le plus petit voisinage est de type{i − 1, i, i + 1} × { j} et les points mixtes dont le
plus petit voisinage est de type{i} × { j − 1, j, j + 1} (i, j ∈ Z). Chaque point ouvert et chaque point
fermé est adjacent à huit autres points et chaque point mixteest adjacent à quatre autres points (voir
la figure3.5).

La topologie de Khalimsky surZ, et par suite ses produits cartésiens, introduisent une inhomogé-
néité de l’espace qui peut paraître rédhibitoire. Pour parer à cette critique, Khalimskyet al.plaident
pour une implantation en machine dissociant les points affichés de l’ensemble desn-uples mémori-
sés (le domaine). Par exemple, dansZ2, seuls les points dont les deux coordonnées sont impaires, les
points ouverts, doivent être affichés. L’espace, du point de vue de l’observateur est alors parfaitement
homogène (on a donc aussi deux systèmes de coordonnées, celui de l’observateur et celui utilisé
dans le programme et en mémoire pour coder l’image). Cette dichotomie peut être comprise comme
propre à la nature mathématique d’un découpage de l’espace euclidien en union d’intervalles. En
effet, la topologie de Khalimsky peut être vue comme la topologie quotient associée à la partition
deR obtenue en prenant les intervalles ouverts ]k, k + 1[, k ∈ Z, et les singletons{k}, k ∈ Z. Cette
partition, et par suite la droite des entiers de Khalimsky, est constituée d’éléments perceptibles, les
intervalles de mesure 1, et d’éléments imperceptibles, lessingletons de mesure 0.

Dès les premiers articles de 1969, E. Khalimsky propose de nouvelles notions de chemin dans un
espace topologique en remplaçant l’intervalle [0, 1] par un COTS : unchemin digitaldansX (selon
la terminologie utilisée dansKhalimskyet al., 1990b) est une application continue d’un COTS dans
X. À l’aide de ces chemins, il reconstruit une théorie de l’homotopie et l’homologie (Khalimsky,
1969a) – une référence plus accessible estKopperman(1994). Au début des années 90, Khalim-
sky et al. (voir aussiKong et Rosenfeld, 1991) établissent une version du théorème de Jordan dans
Z2 muni de la topologie produit de Khalimsky en utilisant descourbes de Jordandéfinies à l’aide
de la notion de chemin digital. La démonstration du théorèmeest purement digitale et ne fait pas
appel au théorème de Jordan dansR2. Koppermanet al. (1991) puisShortt(1990) étendent ce théo-
rème auxn-surfaces deZn (toujours muni de la topologie produit de Khalimsky) mais ces extensions
font appel à des analogues continus et utilisent le théoèreme de Jordan-Brouwer dansRn. Ils ob-
tiennent aussi une nouvelle preuve – topologique – de la version du théorème de Jordan donnée
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a

b

c

(a) (b)

Figure 3.5 – Une partie rectangulaire deZ2 munie de la topologie de Khalimsky. (a) On distingue trois types de
points : les points ouverts repésentés par des cercles noirs, les points fermés repésentés par des disques noirs et
les points mixtes repésentés par des rectangles noirs. Les points mixtes sont les points à coordonnées mixtes :
l’une est paire, l’autre est impaire. On associe généralement les points ouverts aux coordonnées impaires et
les points fermés aux coordonnées paires mais l’inverse estbien entendu possible. Le plus petit voisinage
d’un point ouvert est un singleton. Par exemple, sur la figureon a représenté par un cercle rouge le voisinage
V(a) = {a} du point ouverta. Le plus petit voisinage d’un point mixte contient trois points. Sur la figure, on a
représenté le voisinageV(b) du point mixteb par une ellipse magenta. Le plus petit voisinage d’un point fermé
contient neuf points disposés en carré centré sur le point. Sur la figure on a représenté par un cercle bleu le
voisinageV(c) du point ferméc. (b) Le graphe d’adjacence associée à la topologie de Khalimsky. On remarque
qu’il n’y a que deux types de nœuds : les nœuds correspondantsaux points « purs » (ouverts ou fermés) d’où
partent huit arêtes et les nœuds correspondants aux points mixtes d’où partent quatre arêtes.

parRosenfeld(1970) en plongeantZ2 dans l’ensemble des points à coordonnées de même parité de
Z2 (Khalimskyet al., 1990a). Dans le même article, les auteurs associent à toute partition deZ2 en
sous-ensembles 4-connexes une partition dans le plan de Khalimsky en ouverts réguliers connexes
complétée par l’union de leurs frontières (au sens topologique). Chaque frontière est une courbe de
Jordan ; cette courbe est un fermé topologique donc non affichée, ce qui est cohérent avec la réalité
euclidienne dans laquelle le bord d’un solide est de mesure nulle.

3.2 Les complexes cellulaires

À peu près à la même époque qui voit la publication des travauxliant la topologie de Khalimsky
aux images digitales des ordinateurs, d’autres auteurs s’intéressent aux décompositions de l’espace
euclidien en complexes cellulaires (Herman et Webster 1983, Ankeney et Ritter 1983, Klette 1983,
Kovalevsky 1984a). L’article qui aura le plus de retentissement est celui deKovalevsky(1989).

Les complexes cellulaires ont été introduits en topologie par Listing (1861) (voir l’article
de Klette (2000) sur les différentes déclinaisons de la notion de complexe cellulaire depuis Listing
jusque dans les années 1970).

Un complexe cellulaire abstrait est un triplet (X, B, dim) où X est un ensemble non vide,B une



3.2. Les complexes cellulaires 25

relation d’ordre stricte et dim une fonction strictement croissante deX dansN (c’est-à-dire telle que
(x, y) ∈ B ⇒ dim(x) < dim(y)). La relationB est larelation d’incidencedu complexe cellulaire
abstrait et dim est safonction dimension. Soientx, y des éléments deX. Si (x, y) ∈ B on dit quex
est incidentà y ou quex est uneface propredey. L’entier dim(x) est ladimensionde x. Un triplet
(Y, B′, dim′) est un sous-complexe du complexe (X, B, dim) siY ⊆ X, B′ = B∩(Y×Y) et dim′ = dim|Y
(dim′ est la restriction àY de la fonction dim). Un sous-complexe d’un complexe cellulaire abstrait
est un complexe cellulaire abstrait.

Dans (Kovalevsky, 1989), l’auteur démontre que tout espace topologique T0 fini X peut être muni
d’une structure de complexe cellulaire abstrait dans laquelle la relation d’incidenceB est donnée par
l’appartenance à la frontière (x est incident ày si x appartient à la frontière (au sens topologique) de
{y}) et la dimension est une fonction quelconque vérifiantxBy⇒ dim(x) < dim(y). Il propose comme
exemple de fonction dimension, la fonctionx ∈ X 7→ max{Card(V(y)) | y ∈ X} − Card(V(x)) où V(a)
désigne le plus petit voisinage dea dansX. Observons avecHerman(1990) que cette fonction dim
attribue respectivement les dimensions 0, 6 et 8 aux points,côtés et carrés de la décomposition cel-
lulaire cubique deR2 et donc ne correspond pas avec la dimension géométrique. Kovalevsky déduit
de son théorème d’« isomorphisme » entre les espaces topologiques finis et les complexes cellulaires
abstraits finis que, dans l’étude des images digitales, les questions topologiques doivent être abordées
sous le prisme des complexes cellulaires et donne l’exempledes décompositions cellulaires cubiques
deRn dont lesn-cubes sont associés aux xels de l’image digitale.

Dans ce cadre, le problème des configurations en damier dans les images digitales définies sur
Z2 est résolu par l’ajout des faces de dimensions 1 et 0 aux carrés associés aux éléments deZ2 et
le choix d’unerègle d’appartenance(« membership predicate ») qui permet d’attribuer lesk-faces
deZ2 (k ∈ {0, 1}) à l’objet, ou plus généralement à un label, ou au fond (voir la figure3.6, extraite
deKovalevsky, 1989).

(a) (b)

Figure 3.6 – Motivation pour l’usage des complexes cellulaires en topologie digitale (Kovalevsky, 1989).
Kovalevsky remarque qu’aucune paire d’adjacence ne permetd’interpréter les deux lettres V représentées
sur la figure (a) comme des ensembles connexes dont la frontière sépare le plan digital en exactement deux
régions. Le fait d’introduire une structure de complexe cellulaire en ajoutant des faces de dimension 0 et 1
(figure (b)) permet de surmonter cette difficulté. Cependant, la question demeure de trouver une règle globale
qui permettrait un étiquetage automatique des nouvelles faces et qui donnerait un résultat satisfaisant sur une
telle figure contenant un motif et son négatif. Aucune des règles globales proposées par Kovalevsky ne permet
d’atteindre cet objectif.
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Les approches de Khalimsly et de Kovalevsky sont équivalentes lorsqu’on identifie les points de
Zn aux points ouverts de l’espace de Khalimsky d’une part et auxn-cubes d’une décomposition cel-
lulaire cubique deRn d’autre partKlette (2002). Cependant, les complexes cellulaires ont l’avantage
de pouvoir être utilisés avec d’autres types de cellules quelesk-cubes. Dans tous les cas, la difficulté
principale est l’attribution des faces de dimension (géométrique) non maximale à l’objet ou au fond
(ou encore aux labels).

Kovalevsky propose quelques règles d’appartenance globales (à utiliser sur toute l’image) pour
les images digitales définies surZ2 telles que l’appartenance au label de la 2-cellule située ausud-est
(équivalente à la 6-adjacence) ou l’appartenance au label maximal (resp. minimal) conduisant pour
une image binaire à valeurs dans{0, 1} à l’équivalent de la (8, 4), resp. (4, 8),-adjacence. Comme les
règles précédentes ne permettent pas de traiter l’exemple de la figure3.6, dans lequel l’image pos-
sède à la fois des lignes obliques noires et des lignes obliques blanches, Kovalevsky décrit encore
une autre règle dans laquelle la décision se fait en fonctionde la présence ou non d’une ligne mince
dans un certain masque (lorsqu’il y a conflit, la règle du label maximal, ou minimal, s’applique).
Face au surcoût potentiel (×2n) en mémoire d’une image cellulaire cubique par rapport à uneimage
digitale, Kovalevsky fait remarquer que, dans une image 2D,il est inutile de coder les faces de di-
mension 1 (si les objets de l’image sont réguliers, au sens topologique – ce qui est implicitement
supposé ici – les 1-faces n’apportent pas d’information surla connexité. Cet argument recoupe celui
utilisé parKong et al. (1991) pour justifier que, dans l’espace de Khalimsky, les frontières des objets
associés aux objets digitaux ne sont pas déterminées de façon unique de sorte que le coût à assumer
pour travailler sur des images topologiquement bien définies dansZ2 est de×2 au lieu de×4. Herman
(1990) étend les résulats de Kovalevsky aux espaces localement bornés (c’est-à-dire dans lesquels la
taille des plus petits voisinages est bornée), la borne, max{Card(V)(y) | y ∈ X}, permettant, comme on
l’a vu, à Kovalevsky – et à Herman – de définir la fonction dimension sur l’espace topologique. Mais
Herman critique l’affirmation de Kovalevsky selon laquelle « the topology of cellular complexes is
the only possible topology on finite sets ». Pour Herman, un complexe cellulaire abstrait fini est un
espace topologique fini avec une notion supplémentaire de dimension et cette notion supplémentaire
est perdue lorsqu’on passe du complexe à l’espace topologique fini, preuve que les deux structures ne
sont pas « isomorphes » (c’est le terme utilisé par Kovalevsly dans son théorème). En effet, considé-
rons un complexe cellulaire abstraitC = (X, B, dim) etY une partie propre deX. Si au sous-complexe
C′ engendré parY on associe un espace topologique (Y,T) selon le procédé décrit par Kovalevsky puis
à cet espace topologique on associe le complexe cellulaire abstraitC′′ toujours suivant la construc-
tion décrite dans l’article de Kovalevsky, alorsC′′ ne sera pas en général un sous-complexe deC car
la fonction dimension ne sera pas la restriction de la fonction dim àY. Kovalevsky et Kopperman
(1994) donnent une autre fonction dimension5 qui n’est autre que la dimension géométrique des
complexes de chaînes d’Alexandroff (voir la section3.3) ce qui permet de lier en partie la dimen-
sion géométrique et la dimension abstraite. Cependant, lesauteurs observent que la restriction à un
sous-espace diminue généralement la dimension d’une face du complexe (lorsque le sous-espace est
fermé, la dimension est conservée).

Kovalevsky(2006) donne une axiomatique de la topologie digitale « comprehensible for prac-

5. Cet article décrit des algorithmes pour l’analyse et le traitement d’images dans le cadre des espaces de Khalimsky.
Même si aucun des mots de l’expression « complexe cellulaireabstrait » n’apparaît dans cet article (le mot cellule – cell–
apparaît une fois), l’introduction de l’article, de même que sa référence à (Kovalevsky, 1989), témoignent que l’équivalence
des approches de Khalimsky et de Kovalevsky ne fait pas de doute aux yeux des deux auteurs.
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tically oriented researchers » qui permet de définir une topologie (au sens classique) des images
digitales ainsi qu’une structure de complexe cellulaire abstrait. Les axiomes sont les suivants.

– Chaque point de l’espace possède au moins un voisinage fini.
– L’intersection de deux voisinages d’un même point est un voisinage de ce point.
– Il y a des points dont le voisinage n’est pas singulier.
– Les frontières sont minces (la frontière d’un objetO est l’ensemble des points de l’espace dont

tout voisinage contient un point de l’objet et de son complément ; la frontière deO est mince
si elle ne contient pas un couple de points, l’un dansO, l’autre dans son complément, tel que
tout voisinage de l’un contient l’autre).

– La frontière d’une frontière est la frontière elle-même.
Dans cet article, Kovalevsky définit une notion d’analogue topologique: un complexe géométrique6

est un analogue topologique d’une image digitale muni d’un graphe d’adjacence si l’adhérence dans
l’objet (resp. dans le fond) de tout union de facettes associé à un ensemble de points de l’objet digital
(resp. du fond de l’image digitale) est connexe si et seulement si l’ensemble de points digitaux consi-
déré est lui-même connexe dans le graphe d’adjacence (voir figures3.7et3.8). Kovalevsky démontre
que les seuls couples d’adjacence de la topologie digitale qui permettent de construire des analogues
topologiques sur la grille cubique sont les couples dont l’une des adjacences est la (3n−1)-adjacence
(voir la figure3.7). Kovalevsky étudie également une classe d’images définiesparKong et Rosenfeld
(1991) comme analogues continus d’images digitales associées à un graphe d’adjacence. Les images
digitales topologiquesfacettes-convexessont des complexes cubiques géométriques dont lesn-cubes
sont associés aux points d’une image digitale et tels que l’intersection de deuxn-cubes de l’objet
(resp. du fond) est vide ou tout entière dans l’objet (resp. le fond)7. Kovalevsky montre que l’ana-
logue topologique des images facettes-convexes n’existe que si le couple d’adjacence de l’image
digitale est (2n, 3n − 1) ou (3n − 1, 2n).

La figure3.8, extraite de (Kovalevsky, 2006), est présentée par l’auteur comme la preuve que « the
set created by an adjacency pair has a strange topological structure ». Mais elle semble plutôt prouver
que l’exigence de transporter sur l’adhérence des analogues la connexité de toutes les parties de
l’objet et du fond est trop forte. Dans le cas particulier de la (4, 8)-adjacence, on associe généralement
un ouvert régulier deR2 à l’objet de l’image. Il semblerait donc préférable de remplacer dans la
définition de l’analogue topologique l’adhérence par l’intérieur de l’adhérence dans le cas de l’objet
(et de garder l’adhérence pour le fond).

Ayala et al. (1997, 2002, 2003, 2004) ont développé un modèle basé sur la notion de complexe
cellulaire abstrait. Une image digitale de dimensionn est définie sur un complexeK de cellules
polyédrales convexes, pur et localement fini (chaque cellule est face d’un nombre fini non nul de
n-cellules). NotonsKn l’ensemble desn-cellules deK. L’objet digital Oest une partie deKn, l’étoile
dansO d’une celluleα, st(α,O), est l’ensemble desn-cellules de l’objet qui incluentα et lesupport
de l’objet digital est l’ensemble des cellules du complexeK qui sont égales à l’intersection des
n-cellules de leur étoile dansO : supp(O) = {α ∈ K | {α} = ⋂ st(α,O)} (voir figure 3.9). Les
règles d’appartenance à utiliser pour les faces de dimensions non maximales sont appeléesfonctions

6. Voir les annexesA.5 et A.6.
7. Le modèle développé au chapitre7 fournit des images qui ne sont pas facettes-convexes (voir par exemple l’objet

de la figure7.8 dans lequel deux 3-faces de l’objet ont une intersection dans l’objet réduite à une 0-face alors que leur
intersection dansF3 est une 1-face).
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(a) (b)
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Figure 3.7 – Analogue topologique (Kovalevsky). (a) Un tore digital formé par 6 voxels noirs et deux voxels
blancs. (b) Sachant que l’image digitale doit être interprétée avec la (6, 18)-adjacence, comment faut-il affecter
les k-faces,k 6 2, à l’objet et au fond pour obtenir un analogue topologique dans l’espace cellulaire ? La
paire{a, b} est connexe dans l’image digitale donc la 2-face entrea et b doit être attibuée à l’objet. Il en est
de même pour toutes les 2-faces en vert sur la figure. La paire{a, c} n’est pas connexe en (6, 18)-adjacence
dans l’image digitale donc la 1-face intersection dea et c doit être attibuée au fond (de même pour les autres
1-faces jaunes visibles sur la figure). En (6, 18)-adjacence, les deux voxels blancs ne sont pas adjacents. Donc,
la 0-face centrale ne peut pas appartenir au fond dans l’analogue topologique de Kovalevsky. De même, la
partie{a, d} n’est pas un ensemble connexe dans l’image digitale. Donc, la 0-face centrale de la figure ne doit
pas appartenir non plus à l’objet. Ainsi, il n’existe pas d’analogue topologique (au sens de Kovalevsky) pour
ce tore interprété en (6, 18)-adjacence.

(a)

a b

c d e

f g

(b)

Figure 3.8 – Analogue topologique en (4, 8)-adjacence (Kovalevsky, 2006). (a) Une image digitale surZ2 avec
son graphe d’adjacence ((4, 8)-adjacence). (b) Son « analogue topologique » (voir texte). Les deux pixels du
fond,c etg, forment une paire connexe dans l’image digitale, donc la fermeture, relativement au fond, de cette
paire est également connexe dans l’image cellulaire. Ainsi, nécéssairement la 0-face à l’intersection decetgest
dans le fond. La paire{d, f } est une partie non connexe dans le graphe d’adjacence et sa fermeture, relativement
à l’objet, dans l’image cellulaire n’est pas connexe. La propriété qui définit l’analogue topologique est vérifiée
ici de la façon souhaitée. Toutefois, le même raisonnement conduit à attribuer la 0-face à l’intersection des
quatre pixelsa, b, d, e au fond ce qui rend l’objet non simplement connexe de façon innatendue. Il faudrait
donc rejeter la (4, 8)-adjacence.

d’éclairage (« lighting function »). Ce sont des fonctionsf : P(Kn) × K → {0, 1} qui vérifient les
propriétés énumérées ci-dessous (P(X) désigne l’ensemble des parties deX).

(i) α < supp(O)⇒ f (O, α) = 0 (hors du support de l’objet, aucune face n’est éclairée) ;



3.3. Les ensembles partiellement ordonnés 29

(ii) ω ∈ O⇒ f (O, ω) = 1 (toutes les faces de l’objet sont éclairées) ;

(iii) f (O, α) = f (st(α,O), α) (l’éclairage d’une face ne dépend que de la configuration locale de
l’objet) ;

(iv) f (O, α) 6 f (Kn, α) (l’éclairage est maximal lorsque toutes les cellules de l’étoile dansKn sont
dans l’objet).

À partir de (Ayala et al., 2002), les auteurs utilisent desfonctions d’éclairage faiblesafin de pou-
voir appliquer leur modèle aux surfaces deR3. Pour cela la condition de localité (iii) est affaiblie
en remplaçant l’étoile par l’étoile étendue(voir la figure3.9). Mais cela oblige à ajouter une cin-
quième propriété (assez technique) dans la définition pour maintenir une topologie satisfaisante pour
le fond de l’image. Comme dans cette thèse, nous nous sommes principalement intéressés aux objets
« épais » plutôt qu’aux surfaces, nous ne détaillerons pas davantage ces fonctions d’éclairage faible.

En s’appuyant sur la représentation sous forme de complexe cellulaire, nomméeniveau matériel
(« device level »),Ayala et al.extraient quatre autres représentations, le graphe d’adjacence, nommé
niveau logique(« logical level »), le graphe de la relation d’incidence dans le complexe cellulaire,
nomméniveau conceptuel(« conceptual level »), le complexe simplicial des chaînes du graphe d’inci-
dence (voir la section3.3), nomméanalogue simplicial(« simplicial analogue ») et enfin la réalisation
géométrique dansRn du complexe de chaînes, nomméanalogue continu(« continuous analogue »).
Pour obtenir une notion de connexité à la fois pour un ensemble de cellules deKn considéré comme
objet et considéré comme fond,Ayala et al. définissent une notion d’adjacence avecobstaclede la
façon suivante. SoientO et O′ deux objets disjoints du complexeK. Deux cellulesω1 et ω2 de
l’objet O sontO′-adjacentess’il existe une celluleα incluse dansω1 et ω2 telle que f (O′, α) = 0
et f (O ∪ O′, α) = 1 (voir la figure3.9). En prenantO′ = ∅, on obtient la connexité deO en tant
qu’objet et en prenantO′ = Kn \ O, on obtient la connexité deO en tant que fond associé à l’ob-
jet O′. Cette notion d’adjacence, et par suite de connexité, est compatible avec tous les niveaux de
leur représentation (les composantes connexes de l’objet et du fond des différents niveaux se corres-
pondent naturellement). De plus, ils exhibent des fonctions d’éclairage pour les (α, β)-adjacences de
Z3, α, β ∈ {6, 18, 26} : les composantes connexes (objet et fond) de leur modèle sont les mêmes que
celles obtenues avec le graphe d’adjacence.

3.3 Les ensembles partiellement ordonnés

Le point commun aux approches topologiques étudiées dans les deux sections précédentes est la
construction de topologies dans lesquelles chaque point possède un voisinage fini. Ces espaces ont
été étudiés parAlexandroff (1937) qui les appelleespaces discrets(« diskrete räume »). Pour éviter
toute confusion avec les espaces discrets au sens mathématique (voir l’annexeA.1), nous les appelons
espaces d’Alexandroff . Dans un espace d’Alexandroff, une intersection quelconque d’ouverts est un
ouvert et chaque pointx possède un plus petit voisinage (nécessairement ouvert) que nous notons
V(x). Remarquons que dans un tel espace, les ouverts et les fermés satisfont aux mêmes propriétés
caractéristiques :∅ et l’espace tout entier sont des ouverts, resp. des fermés, toute union et toute in-
tersection d’ouverts, resp. de fermés, est un ouvert, resp.un fermé. Ainsi, il est possible d’échanger
l’ensemble des ouverts avec celui des fermés pour former latopologie duale. Un espace d’Alexan-
droff qui possède la propriété de séparation T1 est totalement discret. En effet, dans un espace T1,
tout singleton est fermé et dans un espace d’Alexandroff tout union de fermés est fermée. Donc,
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(a) (b) (c) (d)

(e)

1

2

(f) (g) (h)

Figure 3.9 – Fonctions d’éclairage (partiellement adapté deAyala et al., 2002). (a) Un objetO dans la décom-
position cellulaire cubique deR2. (b) Le support deO, supp(O). (c) Une faceα (en gris) et son étoile dansO,
st(O, α), (en noir). (d) L’étoile élargie deα dansO (en noir). (e) Les faces éclairées par la fonction d’éclairageg
définie parg(O, α) = 1 si et seulement siα ∈ supp(O) et st(α,O) ⊆ O (Ayalaet al.associeg à la 4-adjacence).
(f) Deux objets disjoints :O, en rouge, etO′, en bleu. Les deux facesω1 etω2, repérées respectivement par un
1 et un 2 sur la figure, appartiennent àO et s’intersectent en une 0-faceα (au centre de la figure). (g) Les faces
éclairées par la fonction d’éclairageg (voir (e)) pour l’objetO′. En particulier, on voit queα n’est pas éclairée.
(h) Les faces éclairées par la fonction d’éclairageg (voir (e)) pour l’objetO∪O′. La 0-faceα est éclairée. On
en déduit que les facesω1 etω2 de l’objetO sontO′-adjacentes.

dans un espace d’Alexandroff T1 tous les sous-ensembles de l’espace sont fermés et par suitetous
les sous-ensembles sont ouverts. Avec la topologie totalement discrète, les seules parties connexes
sont les singletons ce qui est sans intérêt en analyse d’image. On voit ainsi que les seuls espaces
d’Alexandroff intéressants sont les espaces non T1. À l’opposé, on souhaite pouvoir distinguer –
d’un point de vue topologique – les points de l’espace les unsdes autres. Cela nécessite la propriété
de séparation T0. Nous appelonsA-espaceun espace d’Alexandroff ayant la propriété de séparation
T0. Il est toujours possible de se placer dans un A-espace. En effet, McCord(1966) a montré qu’en
identifiant les points qui possèdent le même plus petit voisinage dans un espace d’Alexandroff non
T0, on obtient un espace quotient homotopiquement equivalentqui est un A-espace.

Dans un espace topologique non T1, on peut définir un pré-ordre appelé(pré-)ordre de spécia-
lisation : x ≤ y si y appartient à tout ouvert contenantx (intuitivement,y est plus « spécial » que
x car il appartient à un plus grand nombre d’ouverts quex). On peut, de façon équivalente, défi-
nir ce pré-ordre parx ≤ y si x ∈ A(y) (A(y) désignant l’adhérence de{y}). Dans un espace T1,
l’ordre de spécialisation est vide. Dans un espace T0, ce pré-ordre est un ordre et l’espace est donc
un EPO (Ensemble Partiellement Ordonné). Inversement, étant donné un EPO (X,≤), la famille U
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des ensembles hauts (voir l’annexeB.1) est une topologie surX et (X,U) est un A-espace tel que
V(x) = {y ∈ X | x ≤ y} pour toutx ∈ X. Nous disons queU est la topologie d’Alexandroff associée à
l’ordre ≤ (surX). La topologie d’Alexandroff associée à l’ordre dual de≤ est la topologie duale de la
topologie d’Alexandroff associée à l’ordre≤. À notre connaissance, le (pré-)ordre de spécialisation
a été introduit pour la première fois, de façon indépendante, par Alexandroff (1937) et Birkhoff
(1937).

Alexandroff (1937) a montré qu’il y a un lien étroit entre les A-espaces et les complexes simpli-
ciaux. En effet, dans un A-espaceX, les points sont les sommets d’un complexe simplicialK(X) dont
les simplexes sont les chaînes finies deX pour l’ordre de spécialisation (voir la figure3.10). Le com-
plexeK(X) est appelé lecomplexe des chaînesde l’EPOX. Inversement, l’ensemble des simplexes
d’un complexe simplicialK muni de la relation d’inclusion est un EPO notéX(K). Le complexe sim-
plicial K(X(K)) n’est pas égal àK mais à sa subdivision barycentrique. Cette correspondanceentre
A-espaces et complexes simpliciaux n’est pas uniquement combinatoire : la topologie d’Alexandroff
d’un côté et la topologie de la réalisation géométrique de l’autre côté sont également concernées.
En effet, la fonctionϕX : |K(X)| → X qui à chaque pointM de la réalisation géométrique deK(X)
associe le plus grand élément de l’unique simplexe (rappelons qu’ici un simplexe est une chaîne)
dont l’intérieur de la réalisation géométrique contientM est une équivalence d’homotopie faible.

Théorème 3.3.1.[McCord, 1966] Soit X un A-espace. Il existe une équivalence d’homotopie faible
ϕX : |K(X)| → X. De plus, à chaque fonction continue f: X → Y entre deux A-espaces on peut
associer une application simpliciale|K( f )| telle que le diagramme suivant soit commutatif :

X Y

|K(X)| |K(Y)|

f

|K( f )|

ϕX ϕY

a

b

c

d

e

f g

hi

(a)

a

b c d e

f g h i

(b)

(a)

(b) (g)

(c)

(h)(d)(i)

(e)

(f )
(g, b, a)

(g, c)

(h, a)

(c)

Figure 3.10 – (a) L’adhérence d’une 2-face d’un complexe cellulaire abstrait qui modèle un pixel deZ2. (b)
Le diagramme de Hasse deX( f ). (c) Le complexe simplicialK(X( f )).

Bertrand(1999) etBertrand et Couprie(1999) sont les premiers à proposer d’utiliser directement
les ensembles partiellement ordonnés comme cadre conceptuel pour les images digitales (Herman
(1990) dans sa critique de l’« isomorphisme » de Kovalevsky entre les espaces topologiques T0 fi-
nis et les complexes cellulaires abstraits avait déjà noté que les ensembles partiellement ordonnés
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couvrent une classe d’espaces topologiques suffisante pour toute l’analyse d’image). Dans ce cadre,
qui embrasse ceux utilisés par Khalimsky et Kovalevsky, ilss’intéressent aux notions de point simple
(voir le chapitre4) et de surface discrète. Bertrand définit en particulier unenotion d’homotopie
dans les EPO en remplaçant, comme l’avait fait Khalimsky, l’intervalle [0, 1] par un intervalle de
Z muni d’une topologie de COTS. Ces homotopies lui permettentensuite de définir, comme en
topologie classique, des notions de rétracte par déformation et d’ensemble contractile. Parmi les
articles qui utilisent cette approche par les EPO, citons par exemple :Couprieet al. (2003) (dis-
crétisation),Couprie et Bertrand(2002) (segmentation),Lohou et Bertrand(1999) (amincissement),
Daragonet al. (2005) (surfaces et frontières).

À l’espace digitalZn (n > 1), Bertrand associe l’EPOFn des complexes cubiques abstraits défini
de la façon suivante. Les ensemblesF1

0 et F1
1 sont définis parF1

0 = {{a} | a ∈ Z} et F1
1 = {{a, a + 1} |

a ∈ Z}. Soit m un entier compris entre 0 etn. Un sous-ensemblef deZn qui est le produit cartésien
de m élements deF1

1 et den − m élements deF1
0 (dans n’importe quel ordre) est unm-cubedeZn

ou, plus simplement, uncubedeZn. L’ensemble de tous lesm-cubes,m ∈ [[0, n]] fixé, est notéFn
m et

l’ensemble de tous lesm-cubes,m décrivant l’intervalle [[0, n]], est notéFn. Si f est unm-cube deZn

(m ∈ [[0, n]]) et g un cube deZn tel que f ⊆ g, on dit quef est unem-facedeg, ou, plus simplement,
unefacedeg. Si de plusf , g, on dit quef est une (m-)facepropredeg.

L’ensembleFn muni de la relation d’ordre⊆ est un ensemble partiellement ordonné qui, muni
de sa topologie d’Alexandroff, est homéomorphe àZn muni de la topologie de Khalimsky (on a par
définitionFn = (F1)n et il est facile de vérifier que la fonction qui à{a} associe 2a et à{a, a+1} associe
2a+1 est un homéomorphisme deF1 sur la droite de Khalimsky). En définissant, pour tout élément f
deFn, dim(f ) comme l’entierm tel que f est unm-cube (ou, si l’on préfère, le logarithme en base 2 du
cardinal def ), on obtient un complexe cellulaire abstrait (Fn,⊆, dim). Considérant une image digitale
λ définie surZn, Bertrand et Couprie définissent deux images définies sur l’EPO des complexes
cubiques, l’une,µm, associée à l’interprétation deλ avec la (2n, 3n − 1)-adjacence et l’autre,µh,
avec l’interprétation duale ((3n − 1, 2n)-adjacence). Pour construire l’imageµm : Fn→ {0, 1}, il faut
d’abord déterminer l’ensemble des cubes deFn qui sont inclus dansS = λ−1({1}) puis retirer jusqu’à
stabilité un certain nombre de cubes « superflus » (voir l’exemple de la figure3.11). Pour construire
l’imageµh : Fn→ {0, 1}, il faut déterminer l’ensemble des cubes deFn qui intersectentS puis retirer
certains cubes avec le même algorithme que pour l’imageµm. La figure3.11, partiellement extraite
de Bertrand et Couprie(1999), illustre cette définition des imagesµm et µh. Bertrand et Couprie
valident leur approche en montrant qu’ils retrouvent les points simples et les surfaces de la topologie
digitale dans le casn = 3 en utilisant des notions de point simple et de surface définies surFn (et plus
généralement sur un EPO) et appliquées aux imagesµm etµh.
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 3.11 – Complexes cubiques « tout ou rien » associés à une imagedigitale (figure partiellement extraite
deBertrand et Couprie, 1999). (a) Une image digitaleλ : Z2 → {0, 1}. (b) L’ensemble desm-cubes deF2 qui
intersectentλ−1({1}) sont colorés en noir. Les 0-cubes{a} deF2 sont repésentés par des petits disques centrés
ena, les 1-cubes par des rectangles situés entre les deux 0-cubes dont ils sont la réunion et les 2-cubes par des
carrés situés entre les quatre 0-cubes dont ils sont la réunion. (c) L’imageµm associée àλ, obtenue – à partir de
l’image (b) – en colorant en blanc itérativement, jusqu’à stabilité, tous les cubes noirs qui n’ont qu’une seule
face propre colorée en noir. (d) L’ensemble desm-cubes deF2 qui sont inclus dans l’ensembleλ−1({1}) sont
colorés en noir. Comme aucun cube noir n’inclut exactement une face propre noire, on obtient directement
l’imageµh associée àλ.





Chapitre 4

Déformations homotopiques

On s’intéresse dans ce chapitre à la façon dont la notion de déformation continue est traduite
dans un espace discret. Il y a au moins deux raisons pour s’intéresser aux déformations continues. La
première est qu’elle permet en topologie classique de définir le groupe fondamental et plus généra-
lement les groupes d’homotopie. Or ceux-ci sont des invariants algébriques puissants. En définissant
des outils équivalents dans les espaces discrets, on se donne la possibilité de les utiliser pour valider
la modification d’une image digitale du point de vue topologique. Notons que généralement, il n’est
pas nécessaire de les calculer pour obtenir cette validation. Il suffit d’être en mesure de prouver qu’ils
n’ont pas été modifiés. C’est le cas par exemple si la transformation envisagée est une équivalence
homotopique faible.

Une autre raison pour s’intéresser aux déformations continues est que les algorithmes d’amincis-
sement, ou d’expansion, sont utilisés dans de nombreuses applications (par exemple, en squelettisa-
tion, segmentation, recalage ou déformation). Or la préservation de la topologie des objets lors des
phases d’amincissement, ou d’expansion, est souvent un critère de qualité recherché. Cette préserva-
tion peut être obtenue en déterminant des conditions suffisantes pour qu’une modification de l’image
en un point ne change pas les caractéristiques topologiquesde l’image telles que les composantes
connexes, les trous et les tunnels (en 3D). C’est ce qui conduit à la définition des points simples.

4.1 Le groupe fondamental

On trouve essentiellement trois manières d’aborder le problème de la définition d’un groupe fon-
damental utilisable avec des images digitales. La premièreest de définir une notion de déformation
homotopique sur lesα-chemins du graphe d’adjacence de l’image comme une suite demodifications
locales, élémentaires du chemin. Dans ce cadre, nous présentons ci-dessous la solution deKong
(1989). La seconde façon de construire un groupe fondamental est de reconstruire la théorie de l’ho-
motopie en remplaçant l’intervalle continu [0, 1] avec lequel sont définis les chemins et les homoto-
pies par un intervalle discret deZ (après avoir éventuellement plongé l’espace discret dans un espace
topologique). En effet, le déroulement continu du temps lors du parcours d’un chemin discret ne
semble guère approprié. Cette démarche a été suivie par plusieurs auteurs sous des formes diverses.
Nous en présentons quelques unes dans cette section. Enfin, la troisième façon de procéder est d’uti-
liser directement le groupe fondamental classique après avoir plongé l’espace digital de l’image dans
un espace topologique, en conservant donc le déroulement continu du temps malgré son opposition
apparente au caractère discret de l’espace ambiant. À notreconnaissance, cette dernière méthode
n’a pas été proposée dans le cadre de l’imagerie digitale bien que les espaces finis soient utilisés
en topologie classique, notamment pour la classification algébrique des espaces topologiques. Nous
n’évoquerons donc pas cette solution dans ce chapitre mais elle fait l’objet du chapitre6.
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Les notions classiques de lacets, équivalence de lacets, concaténation de chemins, de groupe fon-
damental et plus généralement de groupes d’homotopie sont rappelées dans l’annexeA, sectionA.4.

Kong(1989) définit legroupe fondamental digitald’une partie deZn, n ∈ {2, 3}, l’espaceZn étant
muni d’une structure d’espace fortement normalc’est-à-dire d’un couple (α, β) d’adjacences locales
(voir l’introduction du chapitre3), identifiées à un ensemble de segments deRn, telles que :

– aucuneα-adjacence ne coupe uneβ-adjacence ;
– dans chaque carré unitaire deZn, il y a au total deux adjacences diagonales (de typesα et/ou
β) ;

– deux composantes connexes de l’objet et du fond (α- ou β-) adjacentes sont aussi (2n)-
adjacentes.

Ces conditions sont vérifiées par les paires d’adjacences usuelles ((4, 8) et son dual pourn = 2 et
(6, 26), (6, 18) et leurs duaux pourn = 3) mais aussi par les adjacences associées au pavage hexagonal
du plan et aux grilles cubiques centrées ou faces centrées dans l’espace et par les adjacences des
espaces de Khalimsky (voir la figure3.5). Par contre, les fonctions de connexité décrites dans le
chapitre7 induisent, pour certaines d’entre-elles, des adjacences sur Zn qui ne rentrent pas dans le
formalisme des espaces fortement normaux.

Le groupe fondamental digital lui-même peut être défini de deux façons, l’une continue, l’autre
discrète. SoitE une partie de l’espace fortement normal (Zn, α, β) et a un point deE. Un lacet deE
enraciné ena est un lacet deRn tracé sur le sous-grapheEα de (Zn, α) induit parE (vu comme une
partie deRn) passant para. Deux lacets enracinés ena sont équivalents s’ils sont équivalents au sens
classique dans l’espace euclidienRn privé deZn \ E si n = 2 ou privé du sous-grapheEβ de (Zn, β)
induit parZn \ E si n = 3. L’opération usuelle de concaténation étant clairement compatible avec
cette restriction de l’équivalence usuelle, on peut définirl’ensemble quotientπ(E, a) et le munir de
la concaténation qui en fait un groupe, le groupe fondamental digital de point de basea.

La définition discrète est la suivante. Unα-lacet dansE enraciné enaest unα-chemin dansE dont
les deux extrémités sont égales àa. Deuxα-lacetsc1, c2 dansE enracinés ena sont immédiatement
équivalentss’il existe quatreα-cheminsp, q1, q2, r, dansE tels que1 c1 = p.q1.r et c2 = p.q2.r où
q1 et q2 sont inscrits dans un même carré deZ2 si n = 2 ou, sin = 3, dans un même cube deZ3

n’ayant pas deux sommets opposés adjacents dansEβ. La relation d’équivalence entre les lacets deE
enracinés ena est la fermeture transitive de la relation « être immédiatement équivalent ». Le groupe
fondamental est ensuite défini par passage au quotient et muni de la concaténation des chemins.

Les deux groupes fondamentaux digitaux résultant des définitions précédentes sont iso-
morphes (Kong et al., 1992). De plus,Kong et al. montrent l’existence d’un « analogue continu »
C(E) de l’ensemble discretE possédant les propriétés suivantes :

– Eα est inclus dansC(E) ;
– Eβ est inclus dansRn \C(E) ;
– l’injection i : Zn → Rn induit des correspondances bi-univoques entre les composantes

connexes deE et deC(E) d’une part, et deZn \ E et deRn \C(E) d’autre part ;
– pour tout pointa ∈ Zn, l’injection i : Zn → Rn induit un isomorphisme entre le groupe

fondamental digitalπ(E, a), resp.π(Zn \ E, a), et le groupe fondamental euclidienπ1(C(E), a)
si a ∈ E, resp.π1(Rn \C(E), a) si a ∈ Zn \ E ;

1. Nous donnons ici la description deMalgouyres(2000) de l’immédiate équivalence, plus simple que la définition
originale de Kong.
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– la frontière d’une composante connexeX de C(E) intersecte la frontière d’une composante
connexeY deRn \ C(E) si et seulement si un point deX ∩ E estβ-adjacent à un point de
Y∩ (Zn \ E).

Malgouyres(2000) a montré que dansZ2 équipé de la 4-adjacence, ou de la 8-adjacence, le groupe
fondamental digital d’un objet connexe est un groupe libre dont le nombre de générateurs est égal au
nombre de trous de l’objet2. DansMalgouyres(2001), l’auteur donne un algorithme pour déterminer
le groupe fondamental d’un objet connexe deZ3.

a b c

d

ef

h

i

g

(a) (b)

Figure 4.1 – Groupe fondamental digital (Kong). (a) Un ensembleE dans l’espace fortement normal (Z2, ω, ω)
oùω est la 6-adjacence deZ2 définie par ((x1, y1), (x2, y2)) ∈ ω si (x1, y1) et (x2, y2) sont 8-adjacents etx1−x2 ,

y2 − y1. Les points deE sont représentés par des disques noirs. Le grapheEω (voir texte) est en traits pleins et
le grapheEω en traits pointillés. Lesω-cheminsc1 = (a, b, i, h, a), c2 = (a, b, i, g, h, a), c3 = (a, b, i, f , g, h, a)
et c4 = (a, b, c, d, e, f , g, h, a) sont des lacets dansE enracinés ena. Les lacetsc1 et c2 sont immédiatement
équivalents, les lacetsc2 et c3 aussi. Les lacetsc1 et c3 sont équivalents mais pas immédiatement équivalents.
Le lacetc4 n’est équivalent à aucun des lacetsc1, c2, c3. (b) L’analogue continueC(E) de l’ensemble discret
E. Le groupe fondamental digitalπ(E, a) et le groupe fondamental euclidien deπ1(C(E), a) sont tous les deux
isomorphes àZ.

Les travaux deKhalimsky(1987b) se rattachent à la deuxième façon d’aborder l’homotopie dans
un espace digital. En fait, à notre connaissance, c’est le premier à procéder de cette façon. Il définit
un chemin dans un espace topologiqueX comme une application continue d’un COTS dansX. La
figure4.2montre un chemin fermé (un lacet) dansZ2 muni de la topologie de Khalimsky. Sif , g sont
deux fonctions continues entre les espaces topologiquesX et Y, une homotopie entref et g est une
fonction continueH : X × T → Y telle queH(., a) = f et H(., b) = g avecT COTS d’extrémités
a, b. Deux lacets dansX, f1 : T1 → X, f2 : T2 → X, sont équivalents s’il existe un COTST et deux
fonctions continuesgi : T → Ti , i ∈ {1, 2}, et une homotopieH entre f1◦g1 et f2◦g2. Les fonctionsgi

sont nécessaires pour pouvoir comparer des lacets définis sur des COTS de longueurs différentes, ce
qui est indispensable pour l’opération de concaténation (c’est une différence notable avec les chemins
définis sur l’intervalle réel [0, 1]). Le groupe fondamental s’obtient ensuite classiquement par passage
au quotient.

2. Un groupe libre est un ensemble de mots de longueurs finies écrits avec un alphabet constitué des générateurs et de
leurs inverses. La loi du groupe est la concaténation.
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x0

a

bc

(a)

x0
c

(b)

Figure 4.2 – Groupe fondamental de Khalimsky. (a) Un lacetf1 : [[0, 8]] → Z2 au sens de Khalimsky. On a
f1(0) = f1(8) = x0, f1(4) = a, f1(5) = b et f1(6) = c. (b) Un lacetf2 : [[0, 6]] → Z2 avec f2(0) = f2(6) = x0 et
f2(4) = c. Soit g2 : [[0, 8]] → [[0, 6]] la fonction définie parg2(i) = i si i ∈ [[0, 3]], g2(i) = 4 si i ∈ {4, 5, 6} et
g2(i) = i − 2 sinon. La fonctiong2 est continue. Il existe une homotopieH : [[0, 8]] × [[0, 2]] → Z2 entre f1 et
f2 ◦ g2 définie parH(4, 1) = b, H(4, 2) = H(5, 2) = c et H(i, j) = f1(i, j) sinon. Ainsi, le lacetf2 est homotope
au lacetf1.

De son côté,Boxer (1999) définit un groupe fondamental digital pour les objets deZn munis
d’une adjacenceα classique (α ∈ {4, 8} si n = 2, α ∈ {6, 18, 26} si n = 3 et α = 2n si n > 4).
Han (2008) étend les résultats de Boxer à toutes les adjacences baséessur la dimension de l’inter-
section des cubes unitaires deRn centrés sur les points deZn (voir l’introduction du chapitre2). Il
est important de remarquer que la méthode de Boxer ne tient compte que de l’adjacence des objets
(voir la figure 4.4). Pour définir son groupe fondamental,Boxer commence par étendre la notion
de fonction continue digitale deRosenfeld(1986) : une fonction f : X → Y (X ⊆ Zn0, Y ⊆ Zn1)
est (α, β)-continuesi l’image d’une partieα-connexe deX estβ-connexe dansY. Un chemin dans
une partie finieX de Zn muni d’une adjacenceα est alors une fonction (2, α)-continue d’un in-
tervalle [[a, b]] de Z, muni de la 2-adjacence (l’adjacence naturelle), dansX. De manière évidente,
l’image d’un tel chemin est unα-chemin au sens défini dans le chapitre2. De même, deux fonctions
f , g : X→ Y, (α, β)-continues sont homotopes s’il existe une fonctionH : X× [[0, a]] telle queH(x, .)
soit (2, β)-continue pour toutx ∈ X et H(., t) soit (α, β)-continue pour toutt ∈ [[0, a]]. Notons que la
notion d’homotopie ainsi construite ne correspond pas à notre intuition euclidienne. Ainsi, par défi-
nition même de la continuité, il est impossible d’envoyer continuement l’ensembleA de la figure4.3
vers l’ensembleB de la même figure. Ces deux ensembles ne peuvent donc pas avoirle même type
d’homotopie. Plus généralement,Boxer(2005) prouve que deux courbes simples non-contractiles de
cardinaux distincts ne peuvent pas avoir le même type d’homotopie.

Après avoir défini l’homotopie de fonctions, Boxer suit la construction classique du groupe fon-
damental. Boxer prouve que son groupe fondamental est isomorphe au groupe de Kong pour la
(4, 8)-adjacence dansZ2 et la (6, 18)-adjacence dansZ3. Mais il observe lui-même que, par exemple,
la 8-adjacence dansZ2 est inappropriée pour sa théorie de l’homotopie en donnant un exemple de
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(a) (b)

Figure 4.3 – Groupe fondamental de Boxer. (a) Un ensemble digitalA. (b) Un ensemble digitalB. A et B
sont des courbes fermées simples en 4-adjacence. Il n’existe pas de fonction (4, 4)-continue deA sur B car
toute fonction qui envoieA sur B déconnecte deux points deA. Les ensemblesA et B ont donc des types
d’homotopie distincts.

lacet contractile en 8-adjacence et entourant un pixel du fond (figure4.4(a)). Par ailleurs, nous pen-
sons qu’il y a une erreur dans corollaire 4.19 deBoxer (1999) utilisé dans la preuve du théorème
d’isomorphisme avec le groupe de Kong. Par exemple, le lacetde la figure4.4(b) n’est pas (2, 6)-
homotope à un lacet constant (dans l’ensemble formé par les points noirs de l’image) alors qu’il est
immédiatement équivalent à un lacet constant en (6, 18)-adjacence pour l’homotopie de Kong.

a

d b

c

(a) (b)

Figure 4.4 – Groupe fondamental de boxer. (a) Le 8-lacet (a, b, c, d, a) est 8-contractile par (a, b, c, d, a) →
(a, a, d, a, a)→ (a, a, a, a, a) (Boxer, 1999). (b) Ce 6-lacet n’est pas 6-contractile (quelle que soit l’adjacence
du fond qui n’intervient pas dans les définitions de la (2, α)-homotopie de Boxer).

Grandis(2002) construit une théorie de l’homotopie sur un complexe simplicial abstrait. Ces
complexes simpliciaux peuvent être, par exemple, des points de l’espace euclidien vus à différentes
échelles et qui définissent un simplexe dès lors qu’ils sont suffisament près les uns des autres relati-
vement à un étalon (voir la figure4.5).
Soit X un complexe simplicial abstrait. Uneligne est une application simplicialeℓ : Z → X où Z

est vu comme un 1-complexe dont les 1-simplexes sont les paires{i, i + 1}. Une ligne n’est donc rien
d’autre qu’une suite (ℓi)i∈Z de points deX tels que les{ℓi , ℓi+1} sont des arêtes deX (voir figure4.6).
Les lignes sont munies d’une structure simplicialeL dont les simplexes sont les ensembles finisΛ de
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Figure 4.5 – Complexes simpliciaux abstraits de Grandis. (a) Un ensembleE composé de cinq points deR2.
Une partieA de E est un simplexe du complexe simplicialEε si ∀a, b ∈ A, d(a, b) ≤ ε où d est la distance
euclidienne. (b–f) Des représentations deEε pour cinq valeurs deε : ε = 3, ε = 2, ε = 1.4, ε = 1, ε = 0.5
(sur la figure (b),Eε est 4-simplexe complet (avec toutes ses faces) et sur la figure (c), Eε est l’union d’un
3-simplexe complet et d’un 2-simplexe complet se partageant une arête.

lignes tels que
⋃

ℓ∈Λ{ℓi , ℓi+1} est un simplexe deX pour touti ∈ Z. En particulier, une arête du com-
plexe des lignes est un ensemble de deux lignes{a, b} telles que, pour touti ∈ Z, {ai , ai+1, bi , bi+1} est
un 3-simplexe deX. Un chemin est une ligne à support fini (constante sauf en dehors d’un intervalle
fini deZ) (en fait le support du chemin est défini modulo les translations surZ). Une homotopie de
chemins est alors un chemin (dans le complexe des lignes) entre des chemins ayant les mêmes ex-
trémités. La construction du groupe fondamental du complexe simplicial s’en déduit naturellement.
Grandis montre l’isomorphisme de ce groupe fondamental avec celui, au sens classique, de la réa-
lisation géométrique du complexe. La preuve se fait via le groupe des lacets d’arêtes du complexe
(voir l’annexeA.5). Il donne aussi une version simpliciale du théorème de Seifert-Van Kampen (qui
permet de ramener le calcul du groupe fondamental d’un ensemble au calcul du groupe fondamental
de sous-parties).

Ayala et al. (2003, 2004) définissent pour leur modèle cellulaire un groupe fondamental très
proche de celui de Khalimsky. La différence notable est que les fonctions qui remplacent les che-
mins de Khalimsky sont contraintes à associer à un point ouvert de la droite de Khalimsky,Z, une
cellule de dimension maximale dans le complexe sur lequel est défini l’objet (voir la figure4.7). De
cette façon les lacets de leur modèle sont finalement des lacets digitaux et peuvent être comparés avec
ceux de Kong. Ayalaet al. définissent également le groupe fondamental d’un ensemble de cellules
considérées comme fond par rapport à un autre objet (suivantle même principe que celui utilisé pour
la connexité, voir la section3.2). Ces groupes fondamentaux (objet et fond) sont isomorphesaux
groupes fondamentaux classiques des analogues continus définis dans leur modèle (avec les fonc-
tions d’éclairage faible, le morphisme est uniquement surjectif pour le groupe fondamental du fond).
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Figure 4.6 – Homotopie de chemins dans le complexe simplicial abstrait de Grandis(2002). Les points
ai , bi, ci , i ∈ [[0, 5]], sont les sommets d’un complexe simplicial abstraitX. Les cheminsa = (ai)5

i=0, b =
(bi)5

i=0, c = (ci)5
i=0 sont des parcours finis sur les arêtes du complexe. L’homotopie de chemins (a, b, c) est

un parcours fini sur les arêtes du complexe simplicial des lignes : pour touti ∈ [[0, 4]], {ai , ai+1, bi , bi+1} et
{bi , bi+1, ci , ci+1} appartiennent àX.

La démonstration se fait ici aussi en utilisant le groupe deslacets d’arêtes du complexe simplicial
associé au modèle. Enfin, sous certaines conditions, Ayalaet al. établissent une version digitale du
théorème de Seifert-Van Kampen.

x2

x0

(a) (b)

Figure 4.7 – Fonctions d’éclairage et groupe fondamental. (a) Un objet (les grands disques bleus) et son sup-
port en bleu. La fonction d’éclairage est la fonction qui éclaire tout le support (fonction d’éclairage maximale,
associée à la 8-adjacence). Un lacetf1 : [[0, 10]] → Z2 (en rouge) est tracé dans la partie éclairée. Une cellule
sur deux du lacet est une cellule de dimension maximale de l’objet. On a en particulierf1(0) = f1(10) = x0,
f1(2) = x2. En vert, un lacetf2 : [[0, 8]] → Z2 avec en particulierf2(0) = f2(8) = x0 et f2(2) = x2. Soit
g2 : [[0, 2]] → Z2 la fonction constante égale àx0. La concaténationf2.g2 de f2 et deg2 est homotope àf1 par
l’homotopieH : [[0, 10]]× [[0, 6]] → Z2 définie parH(., 0) = f1, H(t, 1) = f2(t) si t − i 6 1, H(t, i) = f2(2+ i) si
t − i ∈ {2, 3, 4}, H(t, i) = f2(t − 2) si t − i > 5 etH(., 2) = f2.g2. On en conclut que le lacetf2 est homotope au
lacet f1 au sens de Ayalaet al. Le groupe fondamental de l’objet est isomorphe àZ. (b) L’objet est maintenant
constitué par les disques blancs (la fonction d’éclairage est toujours la même). Le fond a trois composantes
connexes dont les groupes fondamentaux sont triviaux (en rouge, le seul lacet non trivial du fond).
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Notons pour terminer que toutes les méthodes que nous avons présentées dans cette section, sauf
la méthode purement digitale de Kong, permettent d’envisager la définition de groupes d’homotopie
d’ordres supérieurs.

4.2 Les notions de point et d’ensemble simples

Vouloir modifier une image digitale de façon topologiquement neutre conduit naturellement à la
notion d’ensemble simple, et tout particulièrement depoint simple, grossièrement un ensemble, ou un
point, sur lequel on peut modifier la valeur de l’image sans modifier « la topologie » de celle-ci. Bien
sûr, il est nécessaire de préciser ce qu’on entend par « modifier la valeur de l’image » et par « modifier
la topologie ». Dans cette section, nous nous intéressons uniquement à des images binaires et il n’y
a donc pas d’ambiguïté sur ce qu’est une modification de la valeur de l’image. Cependant, parce
que la littérature sur les images binaires oppose généralement un objet au fond, et que l’attention est
principalement portée sur l’objet, et parce qu’une étape utilisée depuis longtemps en pré-traitement
d’image pour la reconnaissance de forme est l’amincissement de l’objet, les ensembles (ou points)
simples des images binaires sont définis généralement commedes ensembles (ou points) de l’objet
susceptibles de passer au fond de l’image. Au chapitre5, nous verrons comment la notion de point
simple est abordée dans les images de labels.

4.2.1 Définitions dansZ2

L’espace de dimension 2 a ceci de particulier que la définition des points simples ne requiert que
l’utilisation de la notion topologique de connexité. Elle peut donc être donnée naturellement dans le
cadre de la représentation de l’image digitale par un graphed’adjacence.

Un des premiers critères topologiques proposés pour la définition des points simples3 d’une
image digitale 2D définie surZ2 et munie de la (α, 12− α)-adjacence (α ∈ {4, 8}) a été la conser-
vation du nombre de composantes connexes de l’objet et du fond (Rosenfeld, 1970). Rosenfeld
donne une caractérisation locale d’un tel point simple sousreserve que le fond n’ait qu’une seule
composante connexe (l’objet est donc sans trou).Ronse(1988) montrera que cette condition sur le
nombre de composantes connexes du fond n’est pas nécessaire. D’un point de vue algorithmique,
Rosenfeld montre que les composantes connexes simplement connexes (sans trou) de l’objet peuvent
être réduites à un unique point par retrait glouton de pointssimples (le choix du point simple à
retirer, lorsqu’il y en a plusieurs, n’a pas d’importance).Dans (Rosenfeld, 1973), il obtient un ré-
sultat semblable pour les objets possédant un trou : dansZ2 muni de la (4, 8)-adjacence, tout ob-
jet possédant un trou peut être aminci en une courbe fermée simple par retrait glouton de points
simples.Mylopoulos et Pavlidis(1971) définissent la notion d’objetsc-équivalents(le prefixe « c »
renvoyant aux composantes connexes) : deux objetsX et X′ d’une image digitale binaire interprétée
avec la (4, 8)-adjacence sont c-équivalents si leurs composantes connexes sont en correspondance
bi-univoque de telle sorte que, si la composanteC de X est en correspondance avec la composante
C′ deX′, il est possible de passer deC àC′ par suppression et ajout de points simples (en partant de
l’image digitale dontC est l’objet).Mylopoulos et Pavlidismontrent que dansZ2, deux objets sont

3. Aux débuts de la topologie digitale, on parlait de pointsupprimable(« deletable point ») avant que l’expression point
simple ne l’emporte.
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c-équivalents si et seulement si ils ont le même nombre de composantes 4-connexes, chaque paire de
composantes connexes en correspondance ayant le même nombre de trous. Par ailleurs, chaque objet
4-connexe àk trous est c-équivalent à un rectangle àk trous ne contenant qu’un pixel du fond.

A priori, la simple conservation du nombre de composantes connexes peut paraître insuffisante
dans de nombreux contextes, par exemple dans un processus d’amincissement. En effet, on souhaite
généralement que les diverses composantes connexes se correspondent (Ronse, 1986) : si X est l’en-
semble des points de l’image,Y l’objet de cette image etZ une partie simple deY, la suppression de
Z dansY ne doit pas :

– couper une composante connexe de l’objet en plusieurs composantes ;
– supprimer une composante connexe de l’objet ;
– réunir plusieurs composantes connexes du fond en une seule;
– créer une nouvelle composante connexe du fond.

Ces propriétés sont illustrées sur la figure4.8. Comme deux points deY \ Z qui appartiennent à la
même composante connexe deY \ Z sont par définition reliés par unα-chemin dansY \ Z qui est
aussi unα-chemin dansY, ils appartiennent à la même composante connexe deY. Donc, l’injection
i1 : Y \ Z→ Y induit, par passage au quotient, une applicationϕ1 entre les composantes connexes de
Y\Z et les composantes connexes deY. Le même raisonnement vaut pour les composantes connexes
du fond : l’injectioni2 : X\Y→ (X\Y)∪Z induit une applicationϕ2 entre les composantes connexes
deX\Y et celles de (X\Y)∪Z. Les quatre conditions énoncées précédemment se traduisent alors par
la bijectivité des applicationsϕ1 etϕ2. Autrement dit, chaque composante connexe deY doit inclure
exactement une composante connexe deY \ Z et chaque composante connexe de (X \ Y) ∪ Z doit
inclure exactement une composante connexe deX \ Y. Dans ce cas, Ronse dit queZ est fortement
supprimable(« strongly deletable »).Ronsemontre que lorsque l’ensembleZ est 4-connexe, il est
fortement supprimable si et seulement si son retrait de l’objet conserve le nombre de composantes
connexes de l’objet et du fond. En particulier, tout point simple (au sens de Rosenfeld) est fortement
supprimable. De plus,Ronsemontre que tout ensemble fortement supprimable peut être retiré de
l’objet par suppression gloutonne de points simples.

4.2.2 Définitions dansZn, n > 3

En dimension 3, la préservation des composantes connexes del’objet et du fond n’est pas un
critère suffisant pour la conservation de la topologie. En effet, la suppression d’un point, eta fortiori
d’un ensemble de points, dans un objet digital, peut créer untunnel dans l’objet ou dans le fond (voir
la figure4.8(c–d)).

Par conséquent, plusieurs auteurs (e.g., Morgenthaler 1981, Tsao et Fu 1982, Toriwaki et al.
1982, Bertrand et Malandain 1994) définissent les points simples deZ3 comme des points dont le
retrait de l’objet ne peut pas créer ou scinder une composante connexe de l’objet ou du fond, ni dé-
truire ou réunir des composantes connexes de l’objet ou du fond (comme en 2D) et dont le retrait
ne peut pas créer ou ajouter un tunnel de l’objet ou du fond, chaque tunnel étant caractérisé par des
lacets non contractiles de l’objet ou du fond. Différentes caractérisations locales des points simples
respectant les critères précédents ont été proposées par ces auteurs débouchant sur des algorithmes
efficaces d’« amincissement homotopique » 3D. Néanmoins certains termes utilisés dans les preuves
de ces caractérisations locales ne sont pas définis de façon précise et constante comme par exemple
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 4.8 – Compter les composantes connexes, ou les tunnels, ne suffit pas à assurer une conservation
satisfaisante de la topologie. (a–b) Exemples d’amincissements d’un objet qui ne modifient ni le nombre de
composantes connexes de l’objet ni celui du fond mais qui ne permettent pas de relier « canoniquement » les
composantes de l’image modifiée à celles de l’image initiale. (a) Le retrait des deux pixels gris de l’objet scinde
une composante connexe de l’objet en deux et supprime une autre composante connexe de l’objet. (b) Le retrait
des deux pixels gris de l’objet réunit deux composantes connexes du fond et crée une nouvelle composante
connexe du fond. (c–d) (D’aprèsFourey et Malgouyres, 2003) Si, quelle que soit la dimension, la modification
d’un unique pixel ne peut pas changer le nombre de composantes connexes de l’objet ou du fond (la preuve
de cette propriété donnée pour la 2D dansLachaud et Malgouyres(2007) est valable en toute dimension), en
dimension 3, comme le montrent les deux figures (c) et (d), le retrait d’un seul voxel peut supprimer un tunnel
de l’objet et en créer un autre.

le nombre de tunnels de l’objet ou du fond4 ou encore la notion de déformation utilisée pour décider
si un lacet est contractile ou non. Cela peut conduire à utiliser des propriétés qui ne sont pas tou-
jours vérifiées comme l’égalité du nombre de tunnels de l’objet et du fond (le groupe fondamental
d’un nœud estZ tandis que celui de son complémentaire dans l’espace dépenddu type de noeud
et, par exemple, celui du complémentaire du noeud de trèfle possède trois générateurs liés par deux
relations).

S’appuyant sur la caractérisation des tunnels par les classes de lacets,Kong (1989) étend à la 3D
les critères donnés parRonsepour la 2D de la façon suivante. Un sous-ensembleY d’une partieX de
Z3 est simple pour cette partie si :

– chaque composante connexe deX contient exactement une composante connexe deX \ Y ;

4. « It is actually quite hard to define a “tunnel” in such a way the term “number of tunnels” have a precise meaning »
(Kong et Rosenfeld, 1989).
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– chaque composante connexe de (Z3 \ X) ∪ Y contient exactement une composante connexe de
Z3 \ X ;

– pour chaque pointx ∈ X \ Y, l’inclusion i : Z3 \ Y→ Z3 induit un isomorphisme des groupes
fondamentaux digitaux deX \ Y et deX ;

– pour chaque pointx ∈ Z3 \ X, l’inclusion i induit un isomorphisme des groupes fondamentaux
digitaux deZ3 \ X et de (Z3 \ X) ∪ Y.

Fourey et Malgouyres(2003) montrent que lorsqueY est un singleton et lorsqueZ3 est muni de la
(6, 26) ou de la (26, 6)-adjacence, la quatrième condition est induite par les trois premières. Comme
leur preuve utilise lesnombres topologiquesdeBertrand et Malandain, ils démontrent incidemment
que cette caractérisation par les nombres topologiques satisfait les quatre critères ci-dessus.

Supposons qu’on ait défini une notion d’analogue continu d’un objet digital,C : P(Zn)→ P(Rn).
Une autre façon de définir la simplicité est la suivante. Un sous-ensembleY d’une partieX deZn,
n > 2, est simple pourX si l’analogue continu deX \ Y, C(X \ Y) est un rétracte par déformation
de l’analogue continu de l’objet digital,C(X). Cette définition a été envisagée parHilditch (1969)
(cité parKong et Rosenfeld, 1989) pourZ2 en prenant comme analogue continu d’un pixel deZ2 un
carré unitaire deR2. Les collapsus sont des types particuliers de rétraction.Tourlakis et Mylopoulos
(1973) les utilisent, non pas pour définir leur notion de point simple dansZn muni de la 2n-adjacence
mais plutôt pour justifiera posterioricette définition. Nous détaillons ci-dessous leur construction.

La based’un point x dans l’objetX (les objets sont des parties finies de l’espace) est l’ensemble
des pointsy du (3n − 1)-voisinage dex tels que le cube dont{x, y} est une diagonale soit tout entier
inclus dans l’objet (les cubes sont définis de la même façon que les cubes de Bertrand dans la sec-
tion 3.3). À chaque cube inclus dansX est associé un polyèdre cubique deRn ayant pour sommets
les sommets du cube et la réunion de tous ces polyèdres cubiques forme un polyèdreΠX associé à
X (on suppose que l’espace discret est plongé dans l’espace euclidien). La figure4.9 illustre cette
définition.

La définition de la simplicité d’un point est récursive et estliée à la définition d’ensemble discret
contractile (« shrinkable »). Un pointx ∈ X est simple pourX si sa base dansX est contractile.
Un ensembleY est contractile siY est un singleton ou siY possède un point simpley pour Y et
si l’ensembleY \ {y} est contractile. Cette définition récursive est valide puisque le cardinal de la
base de n’importe quel point deX est strictement inférieur à celui deX et, de plus, la dimension de
la base est strictement inférieure à celle deX. Deux objetsX et Y sont réductiblesl’un à l’autre si
l’on peut passer de l’un à l’autre par une suite de retraits etd’ajouts de points simples. À partir de là,
Tourlakis et Mylopoulosobtiennent plusieurs résultats qui montrent la pertinencede leurs définitions.

– Si x est simple pourX alorsΠX \ {x} est un collapsus5 deΠX.
– Si X et Y sont réductibles l’un à l’autre,ΠX etΠY ont le même type d’homotopie.
– Si x est simple pourX alors il existe une isotopie ambiante dans une « sphère »Sn (au sens to-

pologique)6 du complémentaire, dansSn, d’un voisinage régulier deΠX à celui d’un voisinage
régulier deΠX \ {x} (voir la figure4.9).

Le dernier résultat entraîne, par exemple, qu’un nœud de trèfle n’est pas réductible à une simple
boucle.

5. Voir l’annexeA.6.
6. Une isotopie ambiante dansX deY àZ est une isotopieh : X × [0, 1]→ X telle queh(Y,1) = Z.
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Figure 4.9 – (a) En noir, un sous-ensembleX fini de Z2. (b) La base du pointx ∈ X. Cette base n’est pas
contractile au sens deTourlakis et Mylopoulosdonc le pointx n’est pas simple. (c) La base du pointy ∈ X.
Cette base est contractile donc le pointy est simple pourX. (d) Le polyèdre cubiqueΠX associé àX. (e) En gris,
un voisinage régulier deX et en blanc son complément dans la sphèreS2. (f) En gris, un voisinage régulier de
X \ {y} et en blanc son complément dans la sphèreS2.

Pour Kong et Rosenfeld(1989), la notion de réductibilité n’est pas adaptée aux opérations
d’amincissement car elle ne conserverait que le nombre de composantes connexes, de tunnels et de
cavités sans lier les positions de ces différents éléments. Ce reproche nous paraît en partie infondé.
Aucun retrait ou ajout de point simple ne peut supprimer, scinder ou faire appaître un tunnel ou une
cavité puisque ce retrait, ou cet ajout, correspond à un collapse, ou une expansion, sur le polyèdre as-
socié. On a donc toujours une correspondance « canonique » entre les différentes composantes et les
différents tunnels. Par contre, cette correspondance n’est plus donnée par l’inclusion et les différents
éléments topologiques peuvent être effectivement géométriquement déplacés.

Kong(1997) utilise la structure cellulaire cubique deRn (induite par les points à coordonnées en-
tières) et identifie les points de l’espace digital (les xels) auxn-cubes fermés du complexe cellulaire.
L’espace digital est muni de la (3n − 1, 2n)-adjacence. Un pointx d’un objetX est simple (pourX)
si X \ {x} est un rétracte par déformation forte deX. Dans ce cadre, Kong obtient une caractérisation
locale nécessaire et suffisante d’un point simple, valable jusqu’à la dimension 4, basée sur la notion
d’attache(voir la figure4.10) : l’attache dex àX est l’ensemble des cubes deRn inclus dansx et dans
le polyèdre cubique

⋃

y∈X\{x} y. L’attache est donc un complexe géométrique. Un xel est simple si et
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seulement si (la réalisation géométrique de) son attache à l’objet est connexe, le complément de cette
attache dans le bord du xel est également connexe et la caractéristique d’Euler de cette attache est 1.
L’espace étant muni d’une structure cellulaire, le calcul de la caractéristique ne pose pas de problème
ici. Toutes les rétractions utilisées dans la preuve de cette caractérisation sont des collapsus.

(a) (b)

Figure 4.10 – Attache d’une face dans un complexe. (a) En noir et gris, un ensembleX dans une image digitale
2D au sens deKong (1997) (cette image correspond à celle de la figure4.9(a)). (b) En noir, les attaches dans
X des deux pixels gris de l’image (ce sont des complexes géométriques). L’attache du pixel inférieur n’est pas
connexe donc ce pixel n’est pas simple. L’attache du pixel supérieur est connexe, de caractéristique d’Euler 1,
donc ce pixel est simple (en 2D, il est inutile de vérifier la troisième condition).

Dans le cadre des complexes simpliciaux abstraits7 (voir annexeA.5), Bertrand(2007) reprend le
travail de Kong en posant qu’un simplexexest un point simple du complexe simplicialX si X collapse
sur le sous-complexe deX, appelédétachementde x dansX, engendré par la suppression dex et de
ses faces ou, de manière équivalente, si le complexe engendré parx collapse sur l’attache dex à X.
Un simplexex ∈ X est une faceessentielledeX s’il est égal à l’intersection des simplexes maximaux
qui l’incluent : x =

⋂{y ∈ X+ | x ⊆ y} où X+ désigne l’ensemble des simplexes deX maximaux pour
l’inclusion (voir figure4.11). L’ensemble des faces essentielles correspond au supportdes fonctions
d’éclairage d’Ayala et al. (1997). Les faces essentielles qui collapsent sur le complexe engendré par
les faces essentielles de leur frontière sont qualifiées derégulières. Les autres forment lenoyau
critique. Bertrand montre que tout complexe simplicial collapse surson noyau critique. Les simplexes
maximaux de celui-ci peuvent être de dimensions inférieures à celle de l’espace ambiant mais un
complexe simplicialX collapse également sur tout sous-complexe incluant son noyau critique et dont
les faces essentielles sont incluses dans ses propres facesessentielles ce qui permet d’envisager par
exemple des amincissements purement digitaux (c’est-à-dire sans recours apparent à une structure
cellulaire) géométriquement bien équilibrés dansZn muni de la (3n − 1, 2n)-adjacence. De plus, le
processus d’amincissement peut être réitéré jusqu’à stabilité pour obtenir un squelette minimal (voir
la figure4.11).

4.2.3 Définitions dans un ensemble partiellement ordonné

Indépendamment des travaux précédents menés dans la communauté informatique pour obtenir
des algorithmes de traitement d’image qui respectent la topologie des objets et éventuellement du

7. La méthode s’adapte sans difficulté aux complexes cubiques abstraits.
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(a) (b) (c)

Figure 4.11 – Noyau critique d’un complexe. (a) Les faces essentielles du complexe abstraitX associé à
l’ensemble digital de la figure4.9 (a) d’aprèsBertrand(2007). (b) Le noyau critique deX, X0 = Critic(X)
(voir texte). (c) Le noyau critique deX0, X1 = Critic(X0). Ce dernier est stable pour l’opérateur Critic :
X1 = Critic(X1).

fond d’une image digitale, d’autres études des propriétés topologiques des ensembles finis, ou munis
d’une topologie d’Alexandroff (voir section3.3), ont été conduits dans la communauté mathéma-
tique (Stong 1966, McCord 1966, Hardie et Vermeulen 1993, Osaki 1999, Barmak et Minian 2007,
Kukieła 2010). Un des buts de ces travaux est d’obtenir une classificationdes types d’homotopie des
complexes simpliciaux à l’aide d’espaces finis minimaux. Larecherche de ces espaces minimaux
conduit tout naturellement à la caractérisation de points simples. Cependant suivant les objectifs
poursuivis, les contraintes pour définir des points simplesne sont pas les mêmes. En effet, supposons
queZn soit plongé dans un espace topologique, par exemple un espace cellulaire, les points deZn

étant envoyés sur les cellules de dimensionn. En traitement d’image, on cherchera les points simples
parmi ces cellules de dimensionn parce que ce sont les seules qui sont effectivement codées dans
l’image initiale. Par contre, si le but est d’obtenir un espace minimal, il n’y a aucune raison de s’im-
poser cette contrainte. L’exemple des collapsus donné auparavant montre que finalement les deux
approches ne sont pas incompatibles.

Exemple 4.2.1.Pour illustrer les différentes notions de points simples qui vont suivre, notamment
pour faire apparaître leurs différences de puissance, considérons l’exemple suivant. L’espace estF3,
l’espace des complexes cubiques défini à la section3.3. Il est muni de sa topologie d’Alexandroff
pour l’ordre partiel ⊆. On choisit une facette x0 de F3 et x1 une face de x0. On définit alors les
ensembles X0 = F3 \ {x0} et X1 = X0 \ {x1}. Le but est de comparer du point de vue topologique les
espaces X0 et X1 et de voir si le point x1 peut être qualifié de simple pour telle ou telle définition.

Jusqu’à la fin de cette section, l’espaceX est un A-espace muni de sa topologie d’Alexandroff et
l’ordre de spécialisation associé est noté≤ (voir section3.3). L’ordre dual est noté≥. Lorsquex ≤ y
et x , y (resp.x ≥ y et x , y) nous écrivonsx < y (resp.x > y). Nous utilisons aussi les notations
suivantes :

– x↑ = {y ∈ X | x ≤ y} et x↑⋆ = x↑ \ {x} = {y ∈ X | x < y} ;
– x↓ = {y ∈ X | y ≤ x} et x↓⋆ = x↓ \ {x} = {y ∈ X | y < x} ;
– xl = x↑ ∪ x↓ et xl⋆ = xl \ {x}.
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Lorsquexl est fini pour tout pointx ∈ X, nous disons que l’espaceX estlocalement fini8.

4.2.3.1 Points unipolaires

Dans les années soixante,Stong(1966) a introduit la notion depoint unipolaire9 pour classifier
les espaces finis en fonction de leur type d’homotopie. Dans le même article, et dans le même but,
Stong définit aussi lenoyau(« core ») d’un espace fini qui est le plus petit sous-ensemblede X qui
lui est homotopiquement équivalent. La plupart des définitions et résultats présentés dans cette sous-
section ont été donnés par Stong pour des espaces finis mais peuvent être directement étendus aux
A-espaces ou aux A-espaces localement finis.

Définition 4.2.2(Point unipolaire). Soit X un EPO. Un point x∈ X est :
– bas-unipolairesi x↓⋆ a un maximum ;
– haut-unipolaireif x↑⋆ a un minimum ;
– unipolaires’il est bas-unipolaire ou haut-unipolaire.

Propriété 4.2.3(Stong, 1966). Soit X un EPO et x un point unipolaire de X. Alors X\ {x} est un
rétracte par déformation forte de X.

Au chapitre6 (proposition6.2.8), nous établissons la réciproque de cette propriété.
Bertrand(1999) a montré que, dans des EPO localement finis et dénombrables,des points bas-

unipolaires peuvent être supprimés en parallèle10, c’est-à-dire , six et y sont bas-unipolaires,x , y,
dansX alorsy est bas-unipolaire dansX \ {x}. Bien évidemment, nous avons la même propriété avec
des points haut-unipolaires. Cela n’est plus vrai pour des points unipolaires (en omettant le quali-
ficatif « bas » ou « haut ») comme le montre l’exemple de la figure4.12. Cependant, nous donnons
la proposition suivante qui permet, par la suppression de points unipolaires de même hauteur, la
construction d’algorithmes d’amincissement parallèle bien équilibrés.

Proposition 4.2.4. Soit x et y deux points unipolaires distincts dans X. Alors, soit y est unipolaire
dans X\ {x}, soit, pour l’un des deux ordres≤ ou≥ sur X, x est haut-unipolaire, y est bas-unipolaire
et couvre x, et la fonctionϕ : X \ {x} → X \ {y} définie parϕ(z) = z si z, y etϕ(y) = x est un
homéomorphisme.

Démonstration.Soit x , y deux points unipolaires dansX.
– Si x et y ne sont pas comparables,y est unipolaire dansX \ {x} puisque la définition4.2.2des

points unipolaires ne fait intervenir que des points comparables.
– Supposons maintenant quex ≤ y (le casx ≥ y est similaire).

8. Dans la littérature sur les A-espaces on trouve deux définitions pour l’expression « localement fini ». Quand l’article
privilégie la vision topologique classique, l’expressiondésigne le plus souvent le fait que les plus petits voisinages ouverts,
c’est-à-dire les ensemblesx↑, sont finis. Quand l’accent est mis plutôt sur la structure algébrique, on trouve souvent la
définition que nous avons adoptée. Notre choix repose sur l’observation du comportement des algorithmes implantés qui
montre que, même siin fineon ne s’interesse qu’aux points hauts de l’espace, la meilleure efficacité est obtenue lorsqu’on
utilise de la même façon la relation d’ordre et son dual.

9. Stong les appelle « (co)linear points ». Plus récemment,May (2008) les nomme « beatpoints », dénomination reprise
parBarmak et Minian. Bertrand(1999) qui découvre ces points de façon indépendante les appelle «unipolar points ». Nous
avons adopté cette dernière dénomination.

10. Les hypothèses de finitude locale et de dénombrabilité sont en fait inutiles et ne sont d’ailleurs pas utilisées par
Bertrand dans sa preuve.
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(a)

y

x

(b)

Figure 4.12 – Points haut-unipolaire et bas-unipolaire. (a) Un sous-espaceX de F3. (b) Le diagramme de
Hasse deX. La 1-facex est haut-unipolaire et la 2-facey est bas-unipolaire. Nix dansX \ {y} ni y dansX \ {x}
ne sont unipolaires.

• Si y est haut-unipolaire,y est unipolaire dansX \ {x} car la définition4.2.2appliquée ày ne
fait intervenir que l’ensembley↑⋆ qui n’est pas modifié lorsqu’on retirex deX.

• Si y est bas-unipolaire, appelonsz le maximum dey↓⋆. Alors, pour toutt ∈ X,

t < y⇔ t ≤ z. (1)

* Si x , z, l’équivalence(1) reste vraie pour toutt ∈ X \ {x} doncy est unipolaire dans
X \ {x}.

* Si x = z et x est bas-unipolaire, on a clairement max(y↓⋆ ∩ (X \ {x}) = max(x↓⋆) doncy
est unipolaire dansX \ {x}.

* Si x = z et x est haut-unipolaire, nécessairementy est le minimum dex↑⋆ : pour tout
t ∈ X,

x < t ⇔ y ≤ t. (2)

Nous définissons alors la fonctionϕ : X \ {x} → X \ {y} parϕ(t) = t si t , y et ϕ(y) =
x. Trivialement,ϕ est une bijection et, de(1) et (2), nous déduisons queϕ et ϕ−1 sont
croissantes, c’est-à-dire continues. �

Définition 4.2.5(Noyau). Soit (X,≤) un EPO. Une partie Y de X est unnoyaude X si Y n’a pas de
point unipolaire et Y est un rétracte par déformation forte de X.

Propriété 4.2.6(Stong, 1966).

1. Tout EPO fini possède un noyau.

2. Si un EPO a deux noyaux finis, ceux-ci sont homéomorphes.

3. Deux EPO à noyaux finis sont homotopiquement équivalents si et seulement si ils ont des
noyaux homéomorphes.

La question de l’extension de ces propriétés à des espaces infinis est ouverte. On sait (Kukieła,
2010) que si l’EPO n’a pas d’antichaîne infinie et si chaque chaîneadmet un supremum et un
infimum, les trois propriétés sont encore vraies (et le noyauest fini)11. D’un autre côté la droite de

11. Kukieła montre également que l’extension des propriétés 2 et 3 aux EPO localement finis possédant un noyau
obtenue parArenas(1999) est erronée.
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Khalimsky a deux noyaux non-homéomorphes, elle-même et{0} (voir encadré).

La droite de Khalimsky n’a pas de point unipolaire mais est contractile... par retraits de points unipolaires.
La droite de Khalimsky n’a pas de point unipolaire ; elle est donc son propre noyau. Néanmoins, il est possible de
construire une rétraction par déformation forte (décrite ci-après) de la droite de Khalimsky sur{0} qui est donc aussi
un noyau deZ. Ainsi, Z a deux noyaux non homéomorphes. La rétractionH consiste à enlever les points unipolaires
de l’intervalle [[−k, k]] au temps 1

k+1 . Plus précisément :
– H(k, t) = k si t est inférieur à| 1

k+1 |, strictement sik est pair, au sens large sinon.
– H(k, t) = ℓ, ℓ compris entre 0 inclus etk exclu, sit est compris entre 1

|ℓ|+2 et 1
|ℓ|+1 , strictement siℓ est pair, au

sens large sinon.
H est une rétraction par déformation forte de la droite de Khalimsky sur{0}.
L’image réciproque du plus petit voisinage{k} d’un point pair, strictement positif par exemple, est{k} ×
[0, 1

k+1 [∪[k,+∞[×] 1
k+2 ,

1
k+1 [ et l’image réciproque du plus petit voisinage{k − 1, k, k + 1} d’un point impair, stric-

tement positif, est{k− 1, k, k+ 1} × [0, 1
k [∪[k+ 1,+∞[×] 1

k+3 ,
1
k [ (en posant10 = 1).

La propriété4.2.6implique en particulier que pour obtenir un noyau d’un EPO fini, il suffit d’en-
lever les points unipolaires de façon gloutonne. Le résultat sera homéomorphe à tout autre noyau du
même EPO. De plus, il est possible de privilégier un noyau bien équilibré spatialement en retirant
en parallèle tous les points bas-unipolaires puis tous les points haut-unipolaires, etc. jusqu’à stabi-
lité (Bertrand, 1999) ou en retirant en parallèle les points de même hauteur (proposition 4.2.4). En
particulier, quand l’EPO est contractile, nous avons le corollaire suivant.

Corollaire 4.2.7. Si X est fini et contractile, il existe une suite(xi)r
i=0 (r ∈ N) de points de X telle que

X = {x j}rj=0 et, pour tout i∈ [[1, r]] , xi est unipolaire dans{x j}ij=0. De plus, si x est un point unipolaire
de X, nous pouvons choisir xr = x.

Démonstration.Le fait queX est contractile signifie queX est homotopiquement équivalent à un
point. CommeX est fini,X a un noyau et tout noyau deX est un singleton (propriété4.2.6). Il n’est
pas difficile de voir que cela entraîne qu’on peut construire de manière gloutonne une suite (xi)r

i=0
(r ∈ N) de points deX telle queX = {x j}rj=0 et, pour touti ∈ [[1, r]], xi est unipolaire dans{x j}ij=0. �

Considérons maintenant l’image binaire définie dans l’exemple 4.2.1. Toutes les 2-faces dex0

sont unipolaires dansX0. Donc, si dim(x1) = 2, l’ensembleX1 est un rétracte par déformation fort de
X0. Si dim(x1) ≤ 1, x1 n’est pas unipolaire et il est facile de montrer queX1 n’est même pas un simple
rétracte deX0. En effet,x1 appartient à au moins 9 paires de points connexes (25 s’il estde dimension
0) et toute fonction deX0 dansX1 qui laisse invariant les points deX1 déconnecte nécessairement une
de ces paires. Cet exemple montre que les points unipolairessont peu puissants dans les procédures
d’amincissement ou d’expansion.

4.2.3.2 Pointsβ-simples

La notion de pointβ-simplea été introduite parBertrand(1999) dans le but de construire des algo-
rithmes d’amincissement topologiquement fondés dans le cadre des EPO.Barmak et Minian(2008b)
construisent, de façon indépendante, la même notion12 pour définir une opération de « collapsus »

12. En fait, Bertrand utilise une définitionad hocdu type d’homotopie qui coïncide avec la définition classique siX est
compact (ceci est une conséquence de notre proposition6.2.7) mais avec laquelle, par exemple, la droite de Khalimsky
n’est pas contractile, tandis que Barmak et Minian utilisent la définition classique. Ici, nous utilisons la définition classique.
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dans les EPO finis qui corresponde à la notion classique de collapsus dans le complexe simplicial
associé.

Définition 4.2.8(point β-simple). Soit X un EPO. Un point x∈ X est :
– bas-β-simple (dansX) si x↓⋆ est contractile ;
– haut-β-simple (dansX) si x↑⋆ est contractile ;
– β-simple (dansX) s’il est bas-β-simple ou haut-β-simple.

Il est possible de définir la notion de pointβ-simple sans introduire les points bas-β-simple et
haut-β-simple comme le montre la propriété ci-dessous.

Propriété 4.2.9(Barmak et Minian, 2008a). Soit X un EPO fini et x un point de X. L’ensemble xl⋆

est contractile si et seulement si x↓⋆ ou x↑⋆ est contractile.

La propriété suivante nous permet de vérifier que la notion depoint β-simple est une extension
de la notion de point unipolaire.

Propriété 4.2.10(Stong, 1966). Soit X un EPO. Si X a un maximum, ou un minimum, alors X est
contractile. En particulier, pour tout x∈ X, x↓ et x↑ sont contractiles. De plus, pour tout x∈ X, xl

est contractile.

Nous donnons la preuve de cette propriété parce qu’elle illustre bien, de par sa grande simplicité,
comment fonctionne la continuité dans les EPO.

Démonstration.Soit X un EPO possédant un minimumm. On définit l’homotopieH parH(x, t) = x
si t < 1 etH(x, 1) = m (x ∈ X). H est continue surX× [0, 1] car l’image réciproque d’un ouvertU de
X ne contenant pas le minimummestU × [0, 1[ qui est clairement un ouvert deX× [0, 1] et, puisque
mest le minimum deX, le seul ouvert deX contenantmestX lui-même dont l’image réciproque est
bien évidemmentX × [0, 1].
Le cas oùX possède un maximumM est analogue. On définitH par H(x, 0) = x et H(x, t) = M si
t , 0 et on remarque que tous les ouverts deX contiennentM puisque celui-ci est le maximum deX.
L’image réciproque d’un ouvertU deX est alorsU×{0}∪X×]0, 1] qui est égal àU× [0, 1]∪X×]0, 1]
et est donc bien un ouvert.
Notons que nous avons démontré un peu plus que la contractilité deX. En effet,H laisse le minimum
m, ou le maximumM, fixe doncH est une rétraction par déformation forte. Pour montrer quexl est
contractile, on étend la première homotopie pour rétracterxl surx↓ puis la deuxième homotopie pour
rétracterx↓ sur{x}. �

Le fait que les points unipolaires sont des pointsβ-simples est une conséquence immédiate de la
propriété4.2.10car six est bas-unipolaire,x↓⋆ a un maximum et six est haut-unipolaire,x↑⋆ a un
minimum.

Nous avons vu dans la section4.2.3.1(propriété4.2.3) que le retrait d’un point unipolaire est une
rétraction par déformation forte. Cela n’est plus vrai pourun pointβ-simple comme nous pouvons le
vérifier en examinant le cas de l’ensembleX0 de l’exemple4.2.1.

– Si dim(x1) = 2, nous avons déjà vu quex1 est unipolaire, donc il est aussiβ-simple (et dans ce
cas,X1 = X0 \ {x0} est bien un rétracte par déformation forte deX0).
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– Si dim(x1) = 1, le diagramme de Hasse dex1
↑⋆ dans l’EPOX0 est composé de quatre 2-

faces deF3 incluant x1 et des trois 3-faces deF3 incluant x1 et distinctes dex0. Donc, x1
↑⋆

est clairement contractile par retraits successifs de ses deux 2-faces haut-unipolaires puis de
deux de ses 3-faces devenues bas-unipolaires après les deuxsuppressions précédentes et enfin
par suppression des deux dernières 3-faces. Il vient quex1 est haut-β-simple. Or, nous avons
montré à la fin de la section précédente (section4.2.3.1) que, si dim(x1) 6 1, il n’existe pas de
rétraction deX0 surX1.

– Si dim(x1) = 0, soienty0, y1, y2 les trois 2-faces incluantx1 et incluses dansx0. Le lecteur peut
vérifier sur la figure4.13que ces trois faces sont unipolaires dansx1

↑⋆ et quex1
↑⋆ \ {y0, y1, y2}

est un noyau dex1
↑⋆. Il s’en suit quex1

↑⋆ n’est pas contractile etx1 n’est pasβ-simple.

(a) (b)

◦ ◦ ◦
x0

◦ ◦ ◦ ◦ ◦

◦ ◦ y0 y1 ◦ ◦ ◦ y2 ◦ ◦ ◦ ◦

◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦
(c)

Figure 4.13 – Une face nonβ-simple contre-intuitive. (a) Le sous-ensemblex1
↑⋆ de X0 dans le cas où

dim(x1) = 0 (voir texte). (b) Le noyau dex1
↑⋆. (c) Le diagramme de Hasse dex1

↑⋆. Les faces sont parcourues
de bas en haut, de gauche à droite et de l’avant à l’arrière.

Bien que le retrait d’unβ-point dans un EPOX ne soit pas généralement une rétraction, le théo-
rème suivant, établi par Barmak et Minian, assure que la suppression d’un pointβ-simple dans un
EPO fini correspond à une rétraction par déformation forte dans le complexe simplicial associé àX.

Théorème 4.2.11(Barmak et Minian, 2008b). Soit X un EPO fini et x un point de X. SoitK(X) et
K(X \ {x}) les complexes simpliciaux associés respectivement à X et X\ {x}. Si x estβ-simple alors :

– l’inclusion i : X \ {x} → X est une équivalence d’homotopie faible ;
– K(X) collapse surK(X \ {x}).
D’un point de vue algorithmique, les pointsβ-simples ont de bonnes propriétés, analogues à

celles des points unipolaires, puisqu’ils peuvent être retirés en parallèle. En effet, six et y sont deux
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points appartenant àX, de même hauteur, le retrait du pointx de l’ensembleX ne modifie pas les
voisinages stricts dey, y↓⋆ et y↑⋆. De plus, comme nous l’avons vu précédemment, la contractilité
peut être vérifiée de façon gloutonne. Ainsi, un algorithme d’amincissement préservant la topologie
dans un EPO finiℓ peut être obtenu en répétant jusqu’à stabilité13 le retrait des pointsβ-simples de
hauteurk pourk variant de 0 àℓ (la figure4.14donne un exemple d’un tel amincissement).

(a) (b)

Figure 4.14 – Amincissement dansF2 par retrait de pointsβ-simples. (a) L’image originale. (b) Un squelette
obtenu par suppression de pointsβ-simples de même dimension jusqu’à stabilité.

4.2.3.3 Pointsγ-simples

Le fait que les faces de dimension 0 du pointx1 ne soient pas des pointsβ-simples dans l’en-
sembleX0 de l’exemple4.2.1montre que la notion de pointβ-simple n’a pas encore la puissance
souhaitée pour des opérations d’amincissement topologique dans une image digitale.

Bertrand(1999) définit une famille de pointsn-simplesqui prolonge celle des pointsβ-simples.
Formellement, la définition des pointsn-simples est proche de celle des points simples de Tourlakis
et Mylopoulos (voir section4.2.2) : un pointx dans un EPOX est haut-n-simple (resp. bas-n-simple)
si x↑⋆ (resp. x↓⋆) est (n − 1)-contractile. Un ensembleY est p-contractile si p = 0 et Y est un
singleton, ou si la suite double (Yi ,Zi)i>0 définie parY0 = Y, Zi est l’ensemble des points bas-p-
simples, ou l’ensemble des points haut-p-simples deYi et Yi+1 = Yi \ Zi (i ∈ N), est constante et
égale à ({y}, ∅) à partir d’un certain rang (y est un point deY). La figure4.15 montre que le point
x1 de l’ensembleX0 de l’exemple4.2.1est 3-simple lorsque dim(x1) = 0. L’ensemblex1

↑⋆ et son
diagramme de Hasse sont représentés sur la figure4.13. Pour le vérifier, il faut prouver queY = x1

↑⋆

est 2-contractile. Cet ensemble ne contient aucun point bas-2-simple (tous les voisinages-bas (y↓⋆)
des pointsy du diagramme sont non connexes ou contiennent des cycles), par contre les trois 2-

13. Si l’EPO n’est pas fini, cet algorithme peut ne pas terminer comme le montre l’exemple de la droite de Khalimsky.
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faces notéesy1, y2, y3 sur le diagramme de la figure4.13sont haut-1-simples donc également haut-
2-simples (Lohou et Bertrand, 1999, sec. 3.1). Plus précisément, on a, avec les notations utilisées ci-
dessus pour la définition de lan-contractilité,Z0 = {y1, y2, y3}. Le diagramme de Hasse de l’ensemble
Y1 = Y0 \ Z0 est représenté sur la figure4.15(a) L’ensembleY1 contient trois points bas-2-simples
(les trois faces deX0 incluant les trois 2-facesy1, y2, y3) qui forment l’ensembleZ1. Le diagramme de
Hasse de l’ensembleY2 = Y1 \ Z1 est représenté sur la figure4.15(b). Toutes les 0-faces deY2 et six
de ses 1-faces sont haut-2-simples. L’ensembleY3 est représenté sur la figure4.15(c). L’ensemble
Y4 contient trois faces 2-simples (car 1-simples) et l’ensemble Y5 est un singleton (figure4.15(c-d)).
Une étude détaillée d’algorithmes d’amincissement utilisant la notion de pointn-simple peut être
trouvée dansLohou(2001).

La définition et les propriétés suivantes sont dues àBarmak et Minian(2008a).

Définition 4.2.12. Soit X un EPO. Un point x de X est un pointγ-simplesi l’EPO xl⋆ est homotopi-
quement trivial, c’est-à-dire s’il est connexe et tous ses groupes d’homotopie sont triviaux.

La notion de pointγ-simple est un extension de celle de pointβ-simple puisqu’un espace contrac-
tile est bien évidemment homotopiquement trivial. En général, le contraire n’est pas vrai (et nous le
vérifierons en examinant notre exemple dans le cas où dim(x1) = 0). Néanmoins, pour tout point
x, si la longueur deX n’excède pas 2 (c’est-à-dire pratiquement si l’image digitale est de dimen-
sion 2), ou pour tout pointx non minimal et non maximal si dim(X) = 3, les ensemblesx↑⋆ et
x↓⋆ sont de dimensions inférieures ou égales à 1 et les pointsγ-simples coïncident avec les points
β-simples (Barmak et Minian, 2008a).

Contrairement au cas des points unipolaires et des pointsβ-simples, il n’est pas possible de
définir l’ensemble des pointsγ-simples à partir de points bas et hauts-γ-simples. On a cependant
une condition suffisante qui permet de réduire la complexité moyenne de la recherche des points
γ-simples.

Propriété 4.2.13(Barmak et Minian, 2008a). Soit X un EPO fini et x un point de X. Si x↓⋆ ou x↑⋆

est homotopiquement trivial alors l’ensemble xl⋆ est homotopiquement trivial.

La propriété suivante assure que le retrait d’un pointγ-simple ne modifie pas les groupes d’homo-
topie et correspond à une équivalence d’homotopie simple pour les complexes simpliciaux associés.

Théorème 4.2.14(Barmak et Minian, 2008a). Soit X un EPO fini et x∈ X un pointγ-simple. Soit
|K(X \ {x})| et |K(X)| les complexes simpliciaux associés respectivement à X et X\ {x}. On a :

– l’inclusion i : X \ {x} → X est une équivalence d’homotopie faible ;
– les ensembles|K(X \ {x})| et |K(X)| ont même type d’homotopie simple.

LorsqueX est une partie finie deF3, le coût pour décider si l’ensemblexl⋆ est homotopiquement
trivial n’est pas très élevé. En effet,K(xl⋆) est un complexe simplicial 2-dimensionnel qui est soit
une sphère soit un complexe réalisable dansR2. Une alternative pour rechercher les pointsβ-simples,
en toute dimension, est de retirer les pointsβ-simples dansxl⋆ jusqu’à stabilité. Si le résultat est un
singleton,xl⋆ est faiblement homotopiquement équivalent à un point et parsuite homotopiquement
trivial (théorème4.2.11). Néanmoins, cette méthode ne permet pas de conclure si le test échoue.
Par ailleurs, le schéma proposé à la fin de la section4.2.3.2pour un amincissement homotopique
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◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦

◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦

◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦
(a)

◦ ◦ ◦ ◦

◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦

◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦
(b)

◦ ◦ ◦ ◦

◦ ◦ ◦

(c)

◦

◦ ◦ ◦

(d)

◦

(e)

Figure 4.15 – Ensemble 2-contractile (voir texte). L’ensembleY0 est celui de la figure4.13(c). (a)Y1. (b) Y2.
(c) Y3. (d) Y4. (e) Le singletonY5.

par retraits de pointsβ-simples est encore valide : des pointsγ-simples de mêmes hauteurs peuvent
être retirés en parallèle. Sur la figure4.16, nous donnons un exemple d’amincissement homotopique
utilisant ce schéma sur une image 3-D.

Considérons à nouveau l’ensembleX0 de l’exemple4.2.1. Nous avons vu quex1 est un point
β-simple si et seulement si dim(x1) ≥ 1. Supposons maintenant que dim(x1) = 0. Le complexe de
chaînesK(x1

↑⋆) (voir section3.3) est représenté sur la figure4.17dans un espace de dimension 2 et
dans un espace de dimension 3. Il est clairement contractilesi bien quex↑⋆ est homotopiquement
trivial (théorème3.3.1). Ainsi, x1 est un pointγ-simple et l’injectioni : X1→ X0 est une équivalence
d’homotopie faible.
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(a) (b)

Figure 4.16 – Amincissement par suppression de pointsγ-simples sur une image 3D. (a) Un tore creux,
pincé et percé de cinq petits trous. (b) Le même tore après la suppression des pointsγ-simples, dimension par
dimension, jusqu’à stabilité.

(a) (b)

Figure 4.17 – (a) Le pur 2-complexe simplicialK(x1
↑⋆) dans un espace 2D (x1

↑⋆ est représenté sur la fi-
gure4.13-(a)). Les grands/moyens/petits cercles sont les sommets associés aux 3-/2-/1-faces dex1

↑⋆. (b) Le
complexeK(x1

↑⋆) dans un espace 3D. Les sept sommets associés aux 3-faces dex1
↑⋆ sont les coins du cube

et les sommets associés aux 1-faces sont aux centres des 2-faces du complexe.





Chapitre 5

Topologie dans les images de labels

Les images de labels nécessitent une approche particulièreen matière de topologie. En effet, si
les labels définissent des objets qui, individuellement, relèvent de la topologie classique ou digitale,
l’image de labels contient aussi une information sur les relations de voisinage entre les différents
labels. Tout traitement d’image multi-objets attentif à latopologie doit donc à la fois surveiller les
objets mais aussi leurs inter-relations. Cela nécessite depréciser ce que sont ces relations entre les
différents labels, de trouver un modèle pour les représenter ou un critère qui permette par exemple
d’affirmer, ou de vérifier, qu’une transformation, un algorithme,conserve la topologie de l’image
dans toute sa richesse. Une autre difficulté est de construire des algorithmes efficaces pour le trai-
tement de ces images alors que le nombre de labels peut être élevé. Par exemple,Liu et al. (2009)
mentionnent qu’ils utilisent un atlas comportant 137 labels. On conçoit que, sans optimisation, la
surveillance des relations entre ces 137 labels puisse êtreextrêmement coûteuse. Malgré un besoin
croissant d’outils intégrant des considérations topologiques de cet ordre, notamment dans le domaine
du traitement d’images médicales, la littérature sur la topologie des images de labels est, à notre
connaissance, encore peu fournie et essentiellement dédiée à des applications dans des domaines par-
ticuliers. L’approche la plus répandue ne considère qu’un seul label à la fois, les autres labels étant
temporairement, et tour à tour, identifiés avec le fond d’uneimage binaire (e.g.Pouponet al. 1998,
Bazin et Pham 2007, Liu et al.2009). Dans ce cas, soit les relations inter-labels sont perdues, soit il
faut adjoindre une structure comme un arbre d’adjacence de régions pour les mémoriser au risque
de perdre certaines informations comme la présence de tunnels ou les entrelacements. Même dans
les cas où la configuration topologique des différents objets de l’image permet facilement un traite-
ment binaire (dansManginet al. 1995, Miri et al. 2008, les objets sont des sphères concentriques),
quelques questions se posent. Dans une image binaire, il y a normalement un seul objet d’intérêt et
un fond considéré comme une sorte d’« éther » sans importance. Le choix du couple d’adjacences
peut donc se faire uniquement en fonction de l’objet. Par contre, dans une image ayant deux labels (et
pas de fond), il y a deux régions d’intérêt et le fait de munir l’une de la 6-adjacence et la seconde de
la 26-adjacence par exemple peut ne pas être satisfaisant suivant la nature des objets. DansMiri et al.
(2008) le choix se fait en fonction de la nature des objets (épaisseur) tandis que dansManginet al.
(1995) le choix semble plutôt de nature algorithmique (si bien quele même objet peut être traité avec
les deux adjacences). Beaucoup de méthodes utilisent une fonction de coût (ou d’énergie), dépendant
du contexte applicatif, et un critère de simplicité pour attacher ou non un label donné à un point du
fond (Phamet al. 2010). Ainsi, les points vont du fond aux labels ouvice versamais pas d’un la-
bel à l’autre. Parfois, certains points peuvent acquérir unstatus indéterminé parce qu’aucun label ne
peut leur être attribué sans briser une topologie définie parune connaissancea priori ou pour éviter
des intersections d’objets lorsque ceux-ci sont interprétés à l’aide de la 8-adjacence dans le plan ou
la 26-adjacence dans l’espace (voir figure5.1). Comme nous l’avons déjà évoqué, la question des
adjacences à utiliser dans une image digitale de labels est une difficulté récurrente. En effet, quand
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les objets de l’image sont traités un par un, jouant tour à tour le rôle de « l’objet » d’une image bi-
naire puis celui d’une partie du fond, ils sont inévitablement vus sous des adjacences différentes. Par
exemple, un objet peut avoir une composante connexe à un stade du processus utilisé et avoir deux
composantes connexes à un autre stade de ce processus alors qu’aucun changement n’est intervenu
concernant l’objet (voir figure5.1).

Figure 5.1 – Une image avec deux labels représentés respectivementen gris et noir et un fond, représenté en
blanc. Si nous considérons le label gris comme l’objet de l’image en utilisant la 8-adjacence pour l’objet et la
4-adjacence pour le fond, l’objet est un anneau. Les pixels noirs forment alors une composante connexe finie
du fond (un « trou » de l’objet) tandis que les pixels blancs constituent la composante connexe infinie du fond.
Par contre, si nous considérons les pixels noirs comme formant l’objet de la figure (toujours avec le même
couple d’adjacences objet/fond) et rejetons les pixels gris dans le fond de l’image, cesderniers doivent être
regardés avec la 4-adjacence et ils apparaissent comme ayant deux composantes connexes, l’une à l’intérieur
de l’anneau noir et l’autre à l’extérieur.

Pour surmonter ce problème, une solution est d’utiliser la classe des images « bien composées »
de Latecki (voir chapitre2) puisque dans cette classe on utilise la même relation d’adjacence pour
l’objet et pour le fond (nécessairement la 4-adjacence pourles images 2D et la 6-adjacence pour les
images 3D). De plus, lorsqu’une image de labels contient desconfigurations interdites, un algorithme
permet de les « réparer »Siqueiraet al. (2008). Cependant comme les labels sont réparés séquentiel-
lement dans cet algorithme, il est nécessaire d’attribuer préalablement un ordre sur les labels ce qui
peut être très arbitraire et biaiser le résultat.

L’approche deCointepaset al. (2001) prend davantage en compte la spécificité des images de
labels. Elle utilise une notion d’« ensemble d’homotopie » (« homotopy set »), ensemble des labels
qui peuvent être attribués à un point sans modification de la topologie de chaque label concerné et
de son complément dans l’image. Ici l’espace est de dimension 3 et les modifications topologiques
envisagées sont la création ou la suppression de composantes connexes ou de tunnels dans un des
objets ou dans son complément. Un critère local permet de savoir si un label donné appartient ou non
à l’ensemble d’homotopie d’un point. Ainsi, un point peut changer de label et pas seulement passer
au fond ouvice versa.

Bazinet al.(2007) vont plus loin encore dans la prise en compte de la particularité des images de
labels et demandent que tout changement de label sur un pointpréserve la topologie des labels modi-
fiés mais aussi des unions de deux labels en 2D et de trois labels en 3D (voir figure5.2). Les auteurs
obtiennent ces valeurs en faisant le raisonnement suivant.La topologie est décrite par les caractéris-
tiques d’Euler des objets et de leurs unions. Or, en vertu du principe d’inclusion-exclusion vérifiée
par la caractéristique d’Euler (les objets considérés ici se ramènent à des complexes cubiques), celle-
ci peut être calculée à l’aide des caractéristiques des différentes intersections des objets considérés.
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En 2D, resp. 3D, il est suffisant de s’intéresser aux intersections de 2 objets, resp. 3 objets, car des
points ne peuvent apparaître ou disparaître que si des lignes voient leurs caractéristiques modifiées.
Il est donc suffisant de surveiller les caractéristiques des unions de deux objets en 2D et des unions
de trois objets en 3D.

Cependant, il apparaît que ces valeurs ne sont pas suffisantes. La figure5.2(c), extraite de
Bazinet al. (2007), fournit un contre-exemple en 2D qui montre la nécessité deconsidérer aussi
les unions de trois labels, sauf peut-être avec des images bien composées.

2 2 2
3 1 4 2

1 1 1

(a)

2 2 2
3 4 4 2

1 1 1

(b)

2 4 4
1 3 3
1 3 3

(c)

Figure 5.2 – Topologie des labels et topologie de la partition. (a) Une image avec quatre labels. (b) Le label
d’un seul pixel a été changé. Ni les topologies des labels ni celles de leurs complementaires dans l’image ne
sont modifiées. Cependant, la topologie de la partition n’est pas conservée dans la mesure où l’union 1+ 2
devient contractile, 1+3 est séparé en deux composantes connexes en 4-adjacence, 3+4 perd une composante
connexe, 2+3+4 perd une composante connexe en 4-adjacence. (c) Cet exemple est tiré deBazinet al.(2007).
Les auteurs observent que, si nous interprétons l’image avec la (8, 4)-adjacence, le pixel central peut passer du
label 3 au label 2 sans altérer la topologie des quatre labelset des six paires de labels (considérés tour à tour
comme des objets) mais ils ne prennent pas en considération l’union 1+ 3+ 4 bien que sa topologie passe de
celle d’une balle à celle d’un anneau.

Damiandet al. (2011) étudient les images de labels 3D avec une approche frontière, c’est-à-dire
que les objets de l’image, et les relations de voisinage de ces objets sont entièrement caractérisés par
les frontières des objets. L’image est divisée en régions 6-connexes, chacune étant associée à un label.
Par ailleurs, seule la 6-adjacence entre régions est prise en considération. Ainsi aucune intersection
d’objets, ou d’unions d’objets, ne peut se produire. Pour déplacer un pixelx d’une régionA à une
regionB, les auteurs demandent que les surfaces entre le voxelx et la régionA\{x} d’une part et entre
x et la régionB \ {x} d’autre part soient homéomorphes à un disque. De plus, pour chaque régionC
6-adjacente àx, la frontière entre la regionA etC avant la modification de l’image, resp. entreB etC
après la modification, doit collapser sur la frontière correspondante après la modification (resp. avant
la modification). Ces critères sont repris dans la section8.5 et sur la figure8.20pour les comparer
avec nos propres critères (chapitre8).





Deuxième partie

Déformations homotopiques des images
binaires : contributions





Introduction

Nous avons vu dans la première partie que plusieurs approches coexistent pour traiter les ques-
tions d’ordre topologique dans des espaces finis tels que ceux qui supportent les images digitales.
Schématiquement, elles sont au nombre de trois.

– Une première approche (cf. chapitre2), abandonnant la notion d’ensemble ouvert ou fermé,
rebâtit la topologie autour de la notion d’adjacence sur un graphe, reformulant les notions de
la topologie classique au fur et à mesure des besoins de la communauté : connexité, surface,
anse (ou tunnel), déformation homotopique, etc.

– À l’opposé, plusieurs travaux, essentiellement dans la communauté mathématique (cf. sec-
tion 4.2.3), supposent donnée l’existence d’une structure topologique, ou algébrique, et uti-
lisent des résultats généraux de topologie pour déterminerles propriétés de ces espaces finis et
les classifier.

– Enfin, une approche intermédiaire (cf. chapitre3) enrichit l’espace support d’une image digi-
tale de façon à pouvoir munir ce support d’une topologie classique. Si l’espace est enrichi, il
reste néanmoins fini et certaines notions usuelles, comme celle de continuité, qui paraissent
trop inadaptées aux univers finis sont abandonnées, éventuellement au profit de notions simi-
laires entièrement reconstruites1.

Nous nous sommes intéressés dans cette partie aux liens entre ces trois approches. Le chapitre6
se penche sur la notion de continuité à travers celle de chemin (ou d’arc paramétré) dans un espace
topologique fini ou « discret » (plus précisément, un EPO). Nous étudions les relations entre ces
chemins et leurs supports géométriques et nous étudions également les correspondances entre les
déformations continues de tels chemins et des modificationsélémentaires des supports géométriques.
Le chapitre7 propose une mise en correspondance biunivoque, topologiquement neutre, entre les
images digitales définies surZn et une classe d’images « enrichies », définies surFn.

1. Voici, par exemple, ce qu’écriventEckhardt et Latecki(1994) : « General topology deals mainly with continuous
functions. Such functions have no counterparts in discretestructures. However, it would be useful for many applications to
have such a concept as ‘discrete continuity’ ».





Chapitre 6

Chemins digitaux et chemins continus

Si les travaux d’Alexandroff (1937), et dans une moindre mesure deBirkhoff (1937), sont plu-
tôt bien connu en imagerie numérique (voir section3.3), et donc s’il est communément admis que
la finitude des espaces considérés n’est nullement incompatible avec la définition d’une topologie
classique, ceux deMcCord (1966) et deStong(1966) ne sont presque jamais cités dans les articles
de topologie digitale. Cela explique peut-être pourquoi plusieurs notions de topologie générale sont
systématiquement redéfinies pour être adaptées aux images digitales sans que la preuve de l’inap-
titude des définitions classiques à embrasser les particularités du monde discret ne soit clairement
apportée. C’est le cas en particulier de la notion fonctionnelle de chemin, eta fortiori d’homotopie,
qui, à notre connaissance, ont toujours été remplacées par des définitions « locales » à l’analyse et au
traitement d’image. Il est certain que dans ces domaines lesconsidérations d’efficacité algorithmique
sont primordiales et justifient l’utilisation de notions spécifiques, d’autant plus que ces notions sont
conformes à un cahier des charges (topologiques) largementapprouvé. Néanmoins, toute perturba-
tion d’une définition conduit à renoncer à un corpus de connaissances et il n’est pas inintéressant
d’essayer de discerner les perturbations indispensables de celles qui pourraient être évitées. Ces re-
flexions nous ont conduit à étudier les conséquences de l’utilisation de la définition standard d’un
chemin en topologie algébrique – une fonction continue de l’intervalle [0, 1] vers l’espace considéré
– dans le domaine de la topologie digitale. Nous décrivons les images de ces chemins continus dans
un espace discret et les comparons avec les chemins utiliséspar des auteurs tels queKhalimskyet al.
(1990b) ou Kovalevsky(1989) qui ont défini des topologies pour les images digitales sanstoutefois
conserver la notion classique de chemin. Nous montrons que ces différentes définitions conduisent à
des notions véritablement proches. Notre premier résultat(théorème6.2.4) établit que, sous chaque
chemin continup, se trouve un autre chemin continu qui est constant par morceaux, nous disons
un chemin fini, dont l’image est incluse dans celle dep et qui est égale àp en au moins un point
de chaque intervalle sur lequel ce second chemin est constant. Nous étudions également les équi-
valences d’homotopie entre les chemins et décrivons leur contreparties discrètes que nous appelons
desdéformations. Nous montrons que deux chemins finis ayant la même image sonthomotopique-
ment équivalents et notre second théorème (théorème6.2.12) montre que deux chemins finis sont
homotopiquement equivalents si et seulement si l’image de l’un est une déformation de l’image de
l’autre. Ainsi, nous retrouvons (et de fait étendons, puisque nous ne supposons pas que l’espace am-
biant est fini), sans l’utilisation d’un ensemble d’arguments de haut niveau, des résultats récemment
prouvés en topologie algébrique (Barmak et Minian, 2007) qui établissent que le groupe fondamen-
tal d’un espace digital est isomorphe au groupe obtenu en ne considérant les lacets de l’espace sous
un angle géométrique et non plus fonctionnel. Enfin, dans la section6.3, nous comparons plusieurs
notions de points simples (voir section4.2) faisant toutes appel à des déformations continues et uti-
lisables dans un EPO. Ces sortes de points simples sont utilisés dans la partie sur les images de
label (partieIII ). Notre principal résultat dans cette section énonce qu’unpoint β-simple pour un
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sous-ensemble de l’espace des complexes cubiques,Fn estγ-simple pour l’ensemble complémen-
taire (théorème6.3.12).

6.1 Compléments sur les ensembles partiellement ordonnés

Nous donnons quelques propriétés topologiques des EPO et nous précisons notre terminolo-
gie et nos notations. On rappelle que la topologie que nous utilisons dans les EPO est la topologie
d’Alexandroff (voir la section3.3) et que cette topologie admet pour base l’ensemble{x↑ | x ∈ X}.
En particulier,x↑ est le plus petit ouvert contenantx.

6.1.1 Continuité et connexité

Propriété 6.1.1 (Stong 1966). Soit X,Y deux EPO. Une fonction f: X → Y est continue si et
seulement si elle est croissante.

Démonstration.(Stong suppose queX et Y sont finis, mais il n’utilise pas cette hypothèse dans sa
preuve.) Supposons quef soit continue. Soitx1 ≤ x2 deux points dansX. Puisquef est continue,
f −1( f (x1)↑) est un ouvert et cet ouvert contientx1. Donc, il inclut x↑1, le plus petit ouvert contenant
x1. En particulier,x2 ∈ f −1( f (x1)↑), c’est-à-diref (x1) ≤ f (x2). Réciproquement, supposons quef
soit croissante. Soity ∈ Y et x ∈ f −1(y↑). Alors, y ≤ f (x) et, pour toutx′ ∈ x↑, f (x) ≤ f (x′) car f est
croissante. Donc,f (x↑) ⊆ y↑. Ainsi, x↑ ⊆ f −1(y↑) pour toutx ∈ f −1(y↑), ce qui implique quef −1(y↑)
est un ouvert. La fonctionf est donc continue. �

Soit x et y deux points d’un EPOX. Nous disons quex et y sontadjacentssi l’ensemble{x, y}
est connexe. Une suite (xi)r

i=0 (r > 0) de points deX est unarc dansX (de x0 à xr) si, pour tout
i ∈ [[1, r]], xi−1 et xi sont distincts et adjacents. L’entierr est lalongueurde l’arc (xi)r

i=0. Si pour tout
xi , 1 6 i 6 r − 1, xi−1 < xi ⇔ xi > xi+1, nous disons que l’arc estminimal1. Si pour toutx, y ∈ X il
existe un arc dansX dex ày, nous disons queX estconnexe par points2.

Propriété 6.1.2. Soit X un EPO. Deux points dans X sont adjacents si et seulement si ils sont com-
parables.

Démonstration.On considèrex et y, deux points deX, et on poseS = {x, y}. Si x et y ne sont pas
comparables alorsx < y↑ ety < x↑. Donc,x↑ ∩ S = {x} ety↑ ∩ S = {y} sont deux ouverts disjoints de
S. Par suite, l’ensembleS n’est pas connexe. Réciproquement, six, y sont comparables, par exemple
x ≤ y, tout ouvert contenantx inclut x↑ donc contienty de sorte qu’il est impossible de séparerS en
deux ouverts disjoints non vides. DoncS est connexe. �

Lemme 6.1.3(Stong(1966)). Soit X un EPO. Si x et y sont comparables, il existe un chemin dex à
y.

1. La définition d’un chemin (« path ») parKovalevsky(1989) dans le cadre des complexes cellulaires correspond à
notre définition d’un arc tandis que la définition d’un chemindigital (« digital path ») deKong et al. (1991) dans le cadre
de la topologie de Khalimsky correspond à notre définition d’un arc minimal.

2. La langue de Descartes est ici un peu confuse puisque la connexité par arc en topologie désigne la connexité à l’aide
de chemins.
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Démonstration.(Stong suppose queX et Y sont finis mais n’utilise pas cette hypothèse dans sa
preuve.) On peut supposer, sans perte de généralité, quex ≤ y. Soit p : [0, 1] → X la fonction définie
par p(t) = x si t 6 1

2 et p(t) = y si t > 1
2. Vérifions quep est continue, c’est-à-dire quep est un

chemin. Pour cela, il est suffisant de prouver que pour tout ouvertz↑ (z ∈ X) , p−1(z↑) est un ouvert
de [0, 1]. Si x, y < z↑, alorsp−1(z↑) est vide et par conséquent est ouvert. Six ∈ z↑, z≤ x ≤ y de sorte
quey ∈ z↑ et p−1(z↑) = [0, 1] est ouvert. Six < z↑ et y ∈ z↑, alorsp−1(z↑) =] 1

2, 1] qui est un ouvert de
[0, 1]. �

La matière pour la propriété suivante est aussi dansStong(1966).

Propriété 6.1.4. Soit X un EPO. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. X est connexe ;

2. X est connexe par arc ;

3. X est connexe par points.

Démonstration.Pour prouver que 1⇒ 3, supposons queX est connexe et prenons un pointx ∈ X.
Grâce au lemme6.1.3, il est facile de montrer que l’ensembleA des points dansX qui sont reliés àx
par un arc et son complémentaire,B = X \ A, sont des ouverts. CommeX est connexe etA , ∅, B est
vide. DoncX est connexe par points. L’implication 3⇒ 2 provient directement de la définition d’un
arc et du lemme6.1.3. L’implication 2⇒ 1 est vraie dans tout espace topologique. �

Concrètement, la propriété précédente, signifie que, dans un EPO, la définition de la connexité
de la topologie classique et la définition, à l’aide d’arcs, utilisée en imagerie digitale conduisent aux
mêmes composantes connexes.

6.1.2 Homotopie

Soit f , g deux fonctions continues d’un espace topologiqueY vers un EPOX. Nous écrivons
f ≤ g quand f (a) ≤ g(a) pour touta ∈ Y. Il est clair que la relation≤ est un ordre partiel sur
C(Y,X), l’ensemble des fonctions continues deY versX. Pourx1, x2 ∈ X, y1, y2 ∈ Y donnés, nous
posonsC(Y,X)⋆ = { f ∈ C(Y,X) | f (y1) = x1, f (y2) = x2}. Contrairement à la plupart des textes qui
traitent de la topologie de l’ensembleC(Y,X) (Stong 1966, Arenas 1999, May 2008, Kukieła 2010),
nous n’utilisons pas ici la topologie compacte-ouverte surles fonctions continues mais la topologie
d’Alexandroff sur l’EPO (C(Y,X),≤).

Proposition 6.1.5. Soit X un EPO et Y un espace topologique. Soit p, p′ ∈ C(Y,X), p′ ≤ p, deux
fonctions continues comparables. Il existe une homotopie hentre p et p′ telle que, pour tout y∈ Y,
p(y) = p′(y)⇒ ∀u ∈ [0, 1], h(y, u) = p(y) = p′(y).

Démonstration.Considérons la fonctionh : Y × [0, 1] → X définie parh(y, t) = p(y) si t < 1
et h(y, 1) = p′(y). Nous montrons queh est une homotopie dep à p′. Soit x↑ un ouvert de la base
d’ouvert minimale deX. Alors,h−1(x↑) = p−1(x↑)×[0, 1[∪ p′−1(x↑)×{1}. Par ailleurs,y ∈ p′−1(x↑)⇒
p′(y) ∈ x↑ ⇒ p(y) ∈ x↑ (car p′ ≤ p) ⇒ y ∈ p−1(x↑). Par suite,p′−1(x↑) ⊆ p−1(x↑) et h−1(x↑) =
p−1(x↑)× [0, 1[∪ p′−1(x↑)× [0, 1]. Commep et p′ sont continues,p−1(x↑) et p′−1(x↑) sont des ouverts
et par conséquenth−1(x↑) est un ouvert, ce qui établit la continuité deh. �
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Le corollaire suivant est une conséquence directe de la propriété 6.1.5(en prenantY = [0, 1]).
Elle est particulièrement importante pour notre étude des chemins dans les EPOs.

Corollaire 6.1.6. Soit X un EPO et a, b deux points de X. Soit p, p′ deux chemins dans X de a à b
tels que p′ ≤ p. Alors, p et p′ sont equivalents3.

Du corollaire précédent et de la propriété6.1.4, nous obtenons la propriété suivante.

Corollaire 6.1.7. Soit X un EPO et Y un espace topologique. Les composantes connexes deC(Y,X)
(resp.C(Y,X)⋆) sont incluses dans les classes d’homotopie deC(Y,X) (resp.C(Y,X)⋆).

Démonstration.Soit f et g deux fonctions deC(Y,X) (resp.C(Y,X)⋆) appartenant à la même com-
posante connexe. Des propriétés6.1.4et 6.1.2(appliquées à l’EPOC(Y,X) ouC(Y,X)⋆), on déduit
qu’il existe une suite de chemins (qi)r

i=0 (0 ≤ i ≤ r) dansC(Y,X) (C(Y,X)⋆) tels queq0 = f , qr = g
et, pour touti ∈ [[1, r]], qi−1, qi sont comparables, et donc, grâce à la propriété6.1.5, homotopiques.
Il vient que f et g sont homotopiques (sif , g ∈ C(Y,X)⋆, il existe une homotopieh telle que, pour
tout t ∈ [0, 1], h(., t) ∈ C(Y,X)⋆). �

Le corollaire précédent est démontré par Stong sous forme d’une égalité des classes d’homotopie
et des composantes connexes pour la topologie compacte-ouverte deC(Y,X) et lorsqueX et Y sont
des EPO finis.Kukieła (2010) montre que cette égalité peut être étendue (toujours avec la topologie
compacte-ouverte) à tout espace topologiqueX si Y est un EPO, fini ou non, et plus généralement si
Y vérifie le premier axiome de dénombrabilité4.

Pour la démonstration d’un des principaux résultats de ce chapitre, le théorème6.2.12, nous
avons besoin d’un résultat analogue, sous forme d’égalité,pour la topologie d’Alexandroff de l’EPO
C(Y,X). Le théorème6.2.12énonce que la notion d’homotopie de chemin peut être traduite de fa-
çon fidèle dans un EPO par une notion de déformation géométrique et la preuve repose sur le fait
que l’homotopie de chemin se ramène peu ou prou à la comparabilité des chemins. Or ceci est ac-
quis si les classes d’homotopie deC([0, 1],X) sont les composantes connexesC([0, 1],X) puisque la
connexité dans un EPO est équivalente à la connexité par points. Stong a montré que, pourX fini, la
topologie d’Alexandroff deC(Y,X) est plus fine ou égale à sa topologie compacte-ouverte, pluspré-
cisement, l’intersection de tous les ouverts deC(Y,X) pour la topologie compact-ouverte, contenant
une fonction continuef donnée, estf ↑. Mais en général, il n’y a pas égalité entre les deux topologies
(Kukieła 2010, qui relève l’erreur d’Arenas 1999à ce propos). Dans (Mazoet al., 2011, Property 6),
nous avons proposé ce corollaire, avec la topologie d’Alexandroff deC(Y,X), sous la forme d’une
égalité des composantes connexes et des classes d’homotopie. Mais la preuve comporte une erreur
et toute tentative de corriger cette erreur (tout en restantdans le même schéma de preuve) est vaine
puisque la preuve proposée consiste à prouver qu’une homotopie h : Y× [0, 1]→ X induit une fonc-
tion continueh⋆ : [0, 1] → C(Y,X), définie parh⋆(t)(y) = h(y, t), ce qui est faux comme le montre
l’exemple suivant.
On prendY = [0, 1] et X = {a, b} aveca < b. On considère alors l’homotopieh : Y × [0, 1] → X

3. voir l’annexeA.4.
4. Un espace topologique vérifie le premier axiome de dénombrabilité si tout point de l’espace possède une base

dénombrable de voisinages. Étant donné un pointx de l’espace, une famille de voisinages dex est une base de voisinages
dex si tout voisinage dex inclut un voisinage de la base.
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définie parh(y, t) = a si y ≤ t eth(y, t) = b sinon. D’un côté, la fonctionh est bien continue car la pré-
image de l’unique ouvert non trivial,{b}, est l’ouvert{(y, t) | t < y} de [0, 1] × [0, 1]. D’un autre côté,
considérons par exemple la fonctionf = h(., 1

2) : Y→ X. La fonction f appartient àC(Y,X) carh est
continue. La pré-image par la fonctionh⋆ de l’ouvert f ↑ deC(Y,X) est égal à{t ∈ [0, 1] | h⋆(t) ≥ f },
c’est-à-dire à{t ∈ [0, 1] | ∀y ∈ Y, h(y, t) ≥ h(y, 1

2)}. Il est alors facile de voir queh−1
⋆ ( f ↑) = [0, 1

2] qui
n’est pas un intervalle ouvert de [0, 1].

Comme il n’y a pas d’espoir de corriger notre erreur, et que nous n’avons pas trouvé d’autre
schéma de preuve dans le cas général (oùY est un espace topologique quelconque), nous nous
sommes restreint au casY = [0, 1] qui est celui qui est requis pour le théorème6.2.12. Nous avons
trouvé un preuve de l’égalité des composantes connexes et des classes d’homotopie deC([0, 1],X)
qui utilise le théorème6.2.4. Ce théorème permet de remplacer, dans la même classe d’homotopie,
un chemin quelconque par un chemin « fini » (le terme sera définidans la section suivante) beaucoup
plus simple à traiter. Notre résultat est présenté à la fin de la section6.2.1(proposition6.2.7).

6.2 Chemins et arcs

Le but de la section6.2est de comprendre precisément comment un chemin se comportedans un
EPO et, tout particulièrement, d’étudier le lien entre leurs images et les arcs définis à la section6.1.1.
Dans le reste de ce chapitre, (X,≤) est un EPO (X n’est pas supposé fini, ni même localement fini).

6.2.1 Chemins finis

Nous disons qu’une fonctionf : [0, 1] → X estconstante par morceauxs’il existe un nombre
fini d’intervalles (I i )r

i=0 (r ∈ N) tel que f est constant sur chaqueI i et [0, 1] =
⋃r

i=0 I i . Si pour tout
i ∈ [1, r], sup(I i−1) = inf(I i ) et f (I i−1) , f (I i ), nous écrivonsf =

∑r
i=0 xi1I i où {xi} = f (I i ) (le

symbole de sommation utilisé ici est simplement une notation sans signification particulière).
Puisqu’un chemin est une fonction continue définie sur [0, 1] et puisque [0, 1] est compact,

l’image d’un cheminp dans un EPOX est un sous-espace compact deX. Comme ce sous-espace
p(X) est recouvert par la famille d’ouverts (x↑)x∈p(X), il est également recouvert par une partie finie
de cette famille. Donc, siX est un EPO localement fini (comme c’est le cas sur les EPO modéli-
sant les images digitales), tous les ouvertsx↑, x ∈ p(X), sont finis et par suite, l’ensemblep(X) des
points deX parcourus par le cheminp est fini. Néanmoins, cela ne signifie pas quep est constant
par morceaux ni que le mouvement dans l’espaceX induit par la fonctionp soit facile à concevoir.
Par exemple, soitx ≤ y deux points deX et p : [0, 1] → {x, y} la fonction définie parp(0) = x,
p
(]

1
2r+1,

1
2r

[)

= {y} et p
([

1
2r ,

1
2r−1

])

= {x} pour tout entierr positif ou nul. La fonctionp est un
lacet enraciné enx dansX (la continuité dep est évidente car∅, {y}, {x, y} sont les seuls ouverts
de {x, y}) mais ce chemin passe enx et y une infinité de fois et il est impossible de décrire le par-
cours dep immédiatement aprèst = 0. Pour l’instant, contentons-nous de remarquer quep est plus
grand que le chemin constantp0 : [0, 1] → {x} et inférieur au cheminp1 : [0, 1] → X défini par
p1(0) = x, p

(]

0, 1
2

[)

= {y}, p
([

1
2, 1
])

= {x}. Il est donc homotopiquement équivalent à ces deux
chemins (propriété6.1.5).

Définition 6.2.1 (chemin fini). Un chemin p dans X est unchemin finisi p est constant par mor-
ceaux : p=

∑r
i=0 xi1I i . La suite(I i)r

i=0 est appeléesuite des intervallesde p et la suite(xi)r
i=0 la trace
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de p. Un chemin fini estréguliers’il n’y a pas de singleton dans sa suite d’intervalles. Un chemin
fini estminimal si pour tout xi , 1 6 i 6 r − 1, dans la trace de p, xi−1 < xi ⇔ xi > xi+1.

Proposition 6.2.2. La trace d’un chemin fini est un arc, et tout arc est la trace d’un chemin fini
régulier.

Démonstration.Soit p =
∑r

i=0 xi1I i , (r > 0), un chemin fini. Sir = 0, il est évident queχ est un arc.
Si r > 1, considérons un entieri ∈ [[1, r]]. L’ensemble{xi−1, xi} = p (I i−1 ∪ I i) est connexe puisque
I i−1 ∪ I i est connexe etp est continu. Donc,χ is an arc. Soitχ = (xi)r

i=0 (r > 0) un arc. Sir = 0,
le chemin constantp défini parp([0, 1]) = {x0} a pour traceχ. Si r = 1, du lemme6.1.3et de sa
preuve, on déduit qu’il existe un chemin régulier dex0 à x1. Si r > 2, la concaténationp1 . . . pr des
chemins régulierspi de xi−1 à xi (1 6 i 6 r) est un chemin de traceχ et on peut facilement voir, de
par la définition même de la concaténation, que la concaténation de chemins réguliers est un chemin
régulier. �

Le lemme ci-dessous donne une condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction constante
par morceaux soit continue, c’est-à-dire soit un chemin. Lesymbole≍ désigne la comparabilité dans
un EPO (voir l’annexeB).

Lemme 6.2.3. Une fonction constante par morceaux p=
∑r

i=0 xi1I i est un chemin dans X si et
seulement si pour tout i∈ [[0, r − 1]], xi ≍ xi+1 et xi ≤ xi+1⇔ sup(I i) ∈ I i .

Démonstration.Supposons quep soit un chemin fini. Soiti ∈ [[0, r − 1]]. De la proposition6.2.2,
nous obtenonsxi ≍ xi+1. Si xi ≤ xi+1, alorsxi < xi+1

↑ (car, quand nous écrivonsp =
∑r

i=0 xi1I i , nous
avonsxi , xi+1 par convention). Donc, l’ouvertp−1(xi+1

↑) inclut l’intervalle I i+1 mais pas l’intervalle
I i . On en déduit que inf(I i+1) = sup(I i) n’est pas dansI i+1, c’est-à-dire sup(I i) ∈ I i . Si l’inegalité
xi ≤ xi+1 est fausse, alorsxi+1 < xi

↑ et l’ouvert p−1(xi
↑) inclut l’intervalle I i mais pas l’intervalleI i+1.

Ainsi, sup(I i ) n’est pas dansI i . Par conséquent, nous avons l’équivalencexi ≤ xi+1 ⇔ sup(I i) ∈ I i .
Réciproquement, supposons qu’il existe un entiers> 0 tel que toute fonction

∑r
i=0 xi1I i constante par

morceaux avecr 6 sest continue quand, pour touti ∈ [[0, r − 1]], xi ≍ xi+1 et xi ≤ xi+1 ⇔ sup(I i) ∈
I i . Soit p =

∑s+1
i=0 xi1I i une fonction constante par morceaux telle que, pour touti ∈ [0, s], xi ≍ xi+1 et

xi ≤ xi+1 ⇔ sup(I i) ∈ I i . Clairement, pour touti ∈ [0, s− 1], xi ≍ xi+1 et xi ≤ xi+1 ⇔ sup(I i ) ∈ I i

donc la fonction constante par morceauxp′ =
∑s−1

i=0 xi1I i + xs1Is∪Is+1 est continue. SoitU un ouvert
dansX. Si xs, xs+1 < U, ou xs, xs+1 ∈ U, alorsp−1(U) = p′−1(U) est ouvert. Sixs ∈ U et xs+1 < U,
alors nécessairement l’inégalitéxs ≤ xs+1 est fausse ce qui implique que sup(Is) < Is. Il vient que
Is+1 est un fermé etp−1(U) = p′−1(U) \ Is+1 est ouvert. Sixs < U et xs+1 ∈ U alors, puisquexs et
xs+1 sont comparables,xs ≤ xs+1 et, par hypothèse, sup(Is) ∈ Is. On en déduit queIs+1 est ouvert et
p−1(U) = p′−1(U)∪ Is+1 est ouvert. Comme, dans chaque cas, la préimage d’un ouvert est un ouvert,
p est continue. En observant que, sis = 0, la fonctionp est constante et par suite continue, nous
pouvons conclure par induction. �

Le théorème6.2.4est le principal résultat de cette section. Il affirme que tout cheminp dans
un EPO est équivalent à un chemin fini dont la trace est « très proche » de l’image dep. Ainsi, ce
théorème est le premier lien entre la notion fonctionnelle de chemin et celle, discrète, d’arc.
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Théorème 6.2.4.Pour tout x, y ∈ X et tout chemin p de x à y, il existe un chemin fini régulier minimal
de x à y, p′, tel que :

– p′ est inférieur à p ;
– la trace de p′ est incluse dans l’image de p ;
– dans chaque intervalle I de la suite d’intervalles de p′, il y a un réel t tel que p′(t) = p(t).

Démonstration.Soit p un chemin dex à y dansX. Pour toutt ∈ [0, 1], p−1(p(t)↑) est un ouvert qui
contient t. Soit Jt la composante connexe dep−1(p(t)↑) contenantt (Jt est un intervalle ouvert de
[0, 1]). Comme [0, 1] est compact et la famille(Jt)t ∈ [0, 1] est un recouvrement d’ouverts de [0, 1], il
existe une famille finieA de [0, 1], telle que(Jt)t ∈ A recouvre [0, 1]. Si, pour certains couplest, t′ ∈ A,
Jt ∩ Jt′ , ∅ et p(t) ≤ p(t′), nous enlevonst′ deA et nous remplaçonsJt parJt ∪ Jt′ de sorte que nous
pouvons maintenant affirmer queJt ∩ Jt′ , ∅ ⇒ p(t) - p(t′) (notons que cela implique quet′ ne
peut pas appartenir àJt). Soit (ti )r

i=0 la suite strictement ordonnée des réels deA (où r est le cardinal
de A moins un). Puisque quels que soientt et t′ on a t′ < Jt, les suites (inf(Jti ))

r
i=0 et (sup(Jti ))

r
i=0

sont strictement croissantes etJti−1 ∩ Jti , ∅ pour touti ∈ [[1, r]], nous avonsJti−1 ∩ Jti+1 = ∅ pour
tout i ∈ [[1, r − 1]] . Finalement, pour chaque entieri de l’intervalle [[1, r]], nous choisissons un réel
wi dansJti−1 ∩ Jti et nous posonsw0 = −∞, wr+1 = +∞, p(w0) = x, p(wr+1) = y. Nous avons en
particulier, pour touti ∈ [[1, r]], p(ti−1) < p(wi) et p(ti ) < p(wi). Nous posonsJw0 = {0} ∪ [0, t0

2 [
(autrement ditJw0 = {0} si t0 = 0 et Jw0 = [0, t0

2 [ sinon), Jwr+1 = {1}∪] tr+1
2 , 1] et, pouri ∈ [[1, r]], si

Jwi * Jti−1 ∩ Jti , nous remplaçonsJwi par un intervalle ouvertJ tel quewi ∈ J ⊂ J ⊂ Jwi ∩ Jti−1 ∩ Jti

(voir la figure6.1). Nous définissons maintenant la fonctionp′ : [0, 1]→ p ([0, 1]) par :

Jti

ti

Jti+1

ti+1

Jwi

wi

Figure 6.1 – Preuve du théorème6.2.4. Pour toutt de l’intervalleJa, on ap(t) ≥ p(a). Les facesp(ti) et p(ti+1)
ne sont pas comparables. Par contre, puisquewi appartient à la fois àJti et àJti+1, on ap(ti) ≤ p(wi) ≥ p(ti+1).

p′(t) =

{

p(wi) si t ∈ Jwi (0 6 i 6 r + 1),
p(ti) si t ∈ [sup(Jwi ), inf(Jwi+1)

]

(0 6 i 6 r),

Puisque
[

sup(Jwi ), inf(Jwi+1)
] ⊂ Jti et, pour toust ∈ [0, 1] et u ∈ Jt, p(t) ≤ p(u), nous avons

clairementp′ ≤ p. De plus,p′ est constante par morceaux. Nous avons dit auparavant que, pour
tout i ∈ [[1, r]], p(ti−1) < p(wi) et p(ti ) < p(wi). Donc, afin de prouver la minimalité dep′ et, grâce
au lemme6.2.3, sa continuité, nous devons encore examiner ses extrémités, c’est-à-dire, comparer
p(w0) avecp(t0) et p(tr ) avecp(wr+1). Si p(t0) = p(w0) = x, alorsp′(t) = p(t0) = x sur [0, inf(Jw1)],
sinon p(t0) < p(w0) car 0 ∈ Jt0 et p(0) = p(w0) = x. De la même façon, sip(tr ) = p(wr+1) = y,
alors p′(t) = p(tr ) = y sur

[

sup(Jtr ), 1
]

, sinon p(tr ) < p(wr+1) car 1 ∈ Jtr et p(1) = p(wr+1) = y.
Maintenant, nous pouvons conclure quep′ est un chemin fini minimal dex à y. Comme pour tout
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i ∈ [[1, r]], Jwi ⊂ Jti−1 ∩ Jti , nous avons∅ ⊂ ]sup(Ji−1), inf(Ji+1)
[ ⊂ [sup(Jwi ), inf(Jwi+1)

]

et p′ est
régulier. Puisquewi ∈ Jwi et ti ∈

[

sup(Jwi ), inf(Jwi+1)
]

(carti < Jti−1 ∩ Jti et ti < Jti ∩ Jti+1), dans chaque
intervalleI de la suite d’intervalles dep′, il existe un élémentt tel quep′(t) = p(t). �

Il n’y a pas d’espoir de trouver dans le cas général des chemins finis plus grand qu’un chemin
donné. Par exemple, considérons l’EPOX = {x, y, z} où x ≤ y, x ≤ z et y - z (X peut être obtenu
par exemple comme sous-ensemble de l’espaceZn muni de l’ordre de spécialisation de la topologie
de Khalimsky). Soitp : [0, 1] → X la fonction définie parp(t) = x si t appartient à l’ensemble de
CantorC (i.e., t a une écriture en base 3 sans chiffre « 1 »),p(t) = y si t < C et le premier « 1 » dans
une écriture det en base 3 est en position impaire après la virgule,p(t) = zsi t < C et le premier « 1 »
dans une écriture det en base 3 est en position paire après la virgule. La fonctionp est continue car
p−1({y}) =] 1

3,
2
3[∪] 1

27,
2
27[∪] 7

27,
8
27[∪] 19

27,
20
27[∪] 25

27,
26
27[∪ . . . est ouvert etp−1({z}) =] 1

9,
2
9[∪] 7

9 ,
8
9[∪ . . .

est ouvert. Or, tout ouvert de [0, 1] contenant 0 contient des nombre réels avec une écriture enbase 3
dont le premier « 1 » est en position paire ou impaire. Ainsi, un chemin fini plus grand quep devrait
avoir une valeur près de 0 plus grande quey et z. Une telle valeur n’existe pas dansX. Donc, il
n’existe pas de chemin fini supérieur àp dansX.

Les deux lemmes techniques suivants et la proposition6.2.7seront utilisés dans les preuves de la
proposition6.2.11et du théorème6.2.12.

Lemme 6.2.5.Pour tous x, y ∈ X et tous chemins p1, p2, p3 de x à y tels que p1 ≤ p2 et p3 ≤ p2, il
existe trois chemins finis de x à y, p′1 ≤ p1, p′2 ≤ p2, p′3 ≤ p3, tels que p′1 ≤ p′2 et p′3 ≤ p′2.

Démonstration.La preuve est voisine de celle du théorème6.2.4. Cependant, nous avons besoin de
faire quelques changements pour obtenir les inégalités souhaitées. Pour toutt ∈ [0, 1], définissons
maintenantJt comme un intervalle contenantt et inclus dansp−1

1 (p1(t)↑)∩ p−1
2 (p2(t)↑)∩ p−1

3 (p3(t)↑).
L’ensemble finiA est tel que (Jt)t ∈ A est un recouvrement minimal de [0, 1] (pour tout sous-ensemble
strict B deA, (Jt)t ∈ B ne recouvre pas [0, 1]) et les suites (ti)r

i=0, (wi)r
i=0 sont définies comme dans la

preuve du théorème6.2.4. Notons qu’il n’est plus possible d’imposer queti−1, ti < Jti−1 ∩ Jti et par
conséquent, il est possible quep(ti−1) = p(wi) ou p(ti ) = p(wi). Les fonctionsp′k, k ∈ {1, 2, 3}, sont
définies par :

p′k(t) =

{

pk(wi) si t ∈ Jwi (0 6 i 6 r + 1),
pk(ti) si t ∈ [sup(Jwi ), inf(Jwi+1)

]

(0 6 i 6 r).

Manifestement, nous avons toujoursp′k ≤ pk pour chaquek ∈ {1, 2, 3} et, pour les trois fonctions, la
preuve de la continuité n’a pas besoin d’être modifiée (sauf que nous remplaçonsp(ti−1) < p(wi) et
p(ti) < p(wi) par p(ti−1) ≤ p(wi) et p(ti) ≤ p(wi)). De plus, pour tout réelt de l’intervalle [0, 1], nous
avonst ∈ Jwi pour un certaini ∈ [[0, r + 1]] ou t ∈ [sup(Jwi ), inf(Jwi+1)

]

pour un certaini ∈ [[0, r]].
Si, par exemple,t ∈ Jwi , on a p′1(t) = p1(wi) ≤ p2(wi) = p′2(t) et, de même,p′3(t) ≤ p′2(t). Le cas
t ∈ [sup(Jwi ), inf(Jwi+1)

]

est similaire. Donc, les inégalitésp′1 ≤ p′2 et p′3 ≤ p′2 sont vérifiées. �

Lemme 6.2.6.
– Soit p un chemin fini. Il existe un chemin fini régulier p′ ayant la même trace que p et inférieur

à celui-ci.
– Soit p1 ≤ p2 deux chemins finis. Il existe deux chemins finis réguliers p′

1, p′1 ≤ p1, et p′2,
p′2 ≤ p2, ayant respectivement les mêmes traces que p1 et p2 et tels que p′1 ≤ p′2.
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Démonstration.
– Soit p un chemin fini non régulier. Soitu ∈ [0, 1] tel que {u} est un intervalle de la suite

d’intervalles dep. On noteI , J les intervalles avant et après{u} dans la suite d’intervalles dep
(si u = 0 ouu = 1, nous posonsI = ∅ ou J = ∅). Soit x le point deX tel quep(u) = x. D’après
le lemme6.2.3, x est inférieur aux valeurs dep sur les intervallesI et J (car{u} est un intervalle
fermé). Par ailleurs,pétant continu, il existe un réelε > 0 tel quep (]u− ε, u+ ε[) ⊆ x↑ et nous
pouvons choisirε tel que ]u− ε, u[∩[0, 1] ⊆ I , ]u, u+ ε[∩[0, 1]) ⊆ J. Soit pεx : [0, 1] → X, la
fonction définie parpεx(t) = x si t ∈ [u− ε

2, u+
ε
2] et pεx(t) = p(t) sinon. Il est clair quepεx ≤ p

et, du lemme6.2.3, nous déduisons quepεx est un chemin fini (carp est lui-même un chemin
fini) qui a la même trace quep. De cette façon, nous pouvons retirer tous les singletons dela
suite d’intervalles dep pour construire un chemin régulierp′ ≤ p ayant la même trace quep.

– Soit p1 ≤ p2 deux chemins finis. Grâce à la première partie de la preuve, nous savons qu’il
existe un chemin fini régulierp′1 ≤ p1 ≤ p2. Nous modifions légèrement la construction du
cheminp′ ci-dessus afin d’obtenir un cheminp′2 tel quep′1 ≤ p′2. Soitu ∈ [0, 1] tel que{u} est
un intervalle de la suite d’intervalles dep2 et I2, J2 les intervalles avant et après{u} dans cette
suite d’intervalles (siu = 0, ouu = 1, nous posonsI2 = ∅ ou J2 = ∅). Soit x = p(u) etε un réel
strictement positif tel quep (]u− ε, u+ ε[) ⊆ x↑, ]u− ε, u[∩[0, 1] ⊆ I , ]u, u+ ε[∩[0, 1]) ⊆ J
et, soit ]u−ε, u], soit [u, u+ε[ est inclus dans un intervalle de la suite d’intervalles dep′1 (un tel
choix est possible carp′1 est regulier). Supposons, par exemple, que [u, u + ε[ est inclus dans
un intervalle de la suite d’intervalle dep′1 (l’autre cas est similaire) et par conséquentu , 1,
J , ∅, et il existe un pointy ≤ x (car p′1 ≤ p2) dansX tel quep′1 ([u, u+ ε[) = {y}. Posons
pεx : [0, 1] → X, la fonction définie parpεx(t) = x si t ∈ [u, u+ ε

2] et pεx(t) = p2(t) sinon. Comme
dans la première partie de la preuve, nous obtenons quepεx est continu et inférieur ou égal àp2.
De plus, nous avons aussip′1 ≤ pεx. En faisant successivement cette construction pour tous les
singletons de la suite d’intervalles dep2, nous obtenons un chemin régulierp′2 ayant la même
trace quep2 et tel quep′1 ≤ p′2 ≤ p2. �

Proposition 6.2.7. Les composantes connexes deC([0, 1],X) (resp.C([0, 1],X)⋆) sont les classes
d’homotopie deC([0, 1],X) (resp.C([0, 1],X)⋆). De plus, si f et g sont deux chemins finis réguliers
homotopes dans X, il existe un arc de f à g dansC([0, 1],X) ne comportant que des chemins finis
réguliers.

Démonstration.Nous avons déjà montré avec le corollaire6.1.7que les composantes connexes de
l’EPO C([0, 1],X) sont incluses dans les classes d’homotopies deC([0, 1],X). Réciproquement, soit
h : [0, 1]×[0, 1] → X une homotopie entre deux fonctionsf etgdeC([0, 1],X) (resp. avech(0, t) = x0

et h(1, t) = x1 pour toutt ∈ [0, 1]). Soit t ∈ [0, 1]. Commeh est continue, pour touty ∈ [0, 1], il
existe des intervalles ouvertsVy ⊆ [0, 1], Iy ⊆ [0, 1] tels quey ∈ Vy, t ∈ Iy et h(Vy × Iy) ⊆ h(y, t)↑.
La compacité de [0, 1] implique qu’il existe un sous-espace finiA de [0, 1] tel que{Vy}y∈A est un
recouvrement fini minimal de [0, 1]. Comme dans la preuve du théorème6.2.4, on peut supposer
que si deux intervallesVy et Vz du recouvrement fini s’intersectent, alorsh(y, t) et h(z, t) ne sont pas
comparables : si, par exemple,h(y, t) ≤ h(z, t), on remplaceVy parVy∪Vz, Iy parIy∩Yz et on supprime
Vz du recouvrement fini. À nouveau comme dans la preuve du théorème6.2.4, nous choisissons un
réel w dans chaque intersectionVy ∩ Vz non vide (y, z ∈ A) et nous restreignons l’intervalleVw de
façon à ce que son adhérence soit incluse dansVy∩Vz. Les pointsw0, wr+1, avecr = Card(A) − 1, et
les intervallesVw0, Vwr+1 sont définis comme dans la preuve du théorème6.2.4(en posantx = h(0, t)
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et y = h(1, t)). On noteB la réunion deA et de l’ensemble des pointswi , i ∈ [[0, r + 1]]. Enfin, on
définit la fonctionht : [0, 1] → X comme la fonctionp′ de la preuve du théorème (en remplaçant
p parh(., t)) et on poseJt =

⋂

y∈B Iy. Jt est un intervalle ouvert de [0, 1] contenantt. En particulier,
ht ≤ h(., t) et, pour touty ∈ B, on aht(y) = h(y, t). De plus, par définition des intervallesVy et Iy, et
par définition de la fonctionht, pour toutu ∈ Jt, z ∈ [0, 1], il existey ∈ B, z ∈ Vy, ht(z) = ht(y) et
h(z, u) ∈ h(Vy × Jt) ⊆ h(Vy × Iy) ⊆ h(y, t)↑ = ht(y)↑. Autrement dit, on aht ≤ h(., u) pour toutu ∈ Jt.
Du recouvrement de [0, 1] par les intervalles ouvertsJt, t ∈ [0, 1], on extrait un recouvrement fini
minimal (Jt)t∈C (C est une partie finie de [0, 1]). PosonsC = {t2i−1}16i6s avecs ∈ N et t2i+1 < t2 j+1

si i < j. Dans chaque intervalle ouvertJt2i−1 ∩ Jt2i+1, 1 6 i 6 s − 1, on choisit un réelt2i et on
poseht2i = h(., t2i ). On pose égalementh0 = f et h2s = g. La suite de chemins (hti )06i62s est un arc
dansC([0, 1],X) (resp.C([0, 1],X)⋆) car, d’après la construction des cheminsht, t impair, pour tout
i ∈ [[0, 2s]] h2i ≥ h2i+1 ≤ h2i+2 (si deux chemins successifs sont égaux, on supprime l’un desdeux).
Nous pouvons enfin conclure qu’il existe un arc dansC([0, 1],X) (resp.C([0, 1],X)⋆) de f àg et donc
que les fonctionsf et g sont dans la même composante connexe deC([0, 1],X) (resp.C([0, 1],X)⋆).
De plus, dans l’arc (hti )i∈[[0,2s]] , tous les termes d’indice impairs sont, par construction, des chemins
finis réguliers minimaux. Si un terme d’indicei pair, 2≤ i ≤ 2s−2, n’est pas un chemin fini régulier,
grâce aux lemmes6.2.5et 6.2.6, il est possible de remplacerhi−1, hi et hi+1 par trois chemins finis
réguliersh′i−1, h′i et h′i+1 tels queh′i−1 ≤ hi−1, h′i ≤ hi , h′i+1 ≤ hi+1 et h′i−1 ≤ h′i ≥ h′i+1. �

Nous donnons ci-dessous une application du théorème6.2.4qui complète un résultat de Stong
(propriété4.2.3).

Proposition 6.2.8. Soit X un EPO et x un point de X. Le sous-espace X\ {x} est un rétracte par
déformation forte de X si et seulement si x est unipolaire.

Démonstration.Supposons queY = X\ {x} soit un rétracte par déformation fort deX. Alors, il existe
une homotopieh : X × [0, 1] → X telle queh(y, t) = y pour tout (y, t) ∈ Y × [0, 1], h(x, 0) = x et
h(x, 1) , x. La fonctionh(x, .) : [0, 1] → X est un chemin dansX de x à h(x, 1). Donc, en vertu du
théorème6.2.4, il existe un chemin fini régulierp =

∑r
i=0 xi1I i , r > 1, dex àh(x, 1), inférieur àh(x, .)

et tel que dans tout intervalleI de la suite d’intervalles dep, il existe un élémentt tel quep(t) = h(x, t).
Soit t1 ∈ I1 verifiant p(t1) = h(x, t1) = x1 qui est un élément deY comparable àx (proposition6.2.2).
La fonctionh(., t1) : X→ X est continue et, par conséquent, croissante (propriété6.1.1). Donc, pour
tout y ∈ Y, y < x⇒ y ≤ x1 et x < y⇒ x1 ≤ y (carh(., t1) est la fonction identité surY). Commex1

est comparable àx, nous en concluons quex est unipolaire (bas-unipolaire six1 ≤ x, haut-unipolaire
si x ≤ x1). La réciproque est la propriété4.2.3(démontrée par Stong). �

6.2.2 Arcs

Le théorème6.2.4signifie que chaque chemin dans un EPO est homotope à un cheminfini dont
la trace est un arc. En traitement d’images digitales, on s’intéresse généralement aux arcs et on
ignore l’aspect fonctionnel de la définition d’un chemin ou alors on lie les arcs avec les chemins d’un
analogue continu. Dans cette section, nous portons notre attention sur les relations entre les arcs et
les chemins de l’EPO lui-même.

Nous pouvons voir la trace (d’un chemin fini) comme une fonction de l’ensemble des chemins
finis sur celui des arcs (proposition6.2.2). Il est évident que cette fonction n’est pas injective. La
proposition suivante précise les liens entre les antécédents d’un même arc.
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Proposition 6.2.9. Deux chemins finis dans X ayant la même trace sont équivalents.

Démonstration.Soit p =
∑r

i=0 xi1I i et p′ =
∑r

i=0 xi1Ji deux chemins dansX ayant la même trace (r
est un entier naturel). Pour chaquei ∈ [[0, r]], nous désignons parαi et βi (resp.α′i et β′i ) les bornes
inférieure et supérieure des intervallesI i (resp.Ji). Grâce au lemme6.2.3, nous savons que, pour
chaquei ∈ [[0, r]], les intervallesI i et Ji ont la même forme :αi ∈ I i ⇔ α′i ∈ Ji et βi ∈ I i ⇔ β′i ∈ Ji .
Pour toutu ∈ [0, 1], nous notonsKi,u l’intervalle ayant la même forme queI i et Ji et dont les bornes
sont (1− u)αi + uα′i et (1− u)βi + uβ′i . Du lemme6.2.3de nouveau, nous déduisons que la fonction
constante par morceauxpu =

∑r
i=0 xi1Ki,u est un chemin fini. Soith : [0, 1] × [0, 1] → X la fonction

définie parh(t, u) = pu(t). Nous avonsh(t, 0) = p(t) et h(t, 1) = p′(t) pour toutt ∈ [0, 1]. Il est facile
de voir que, pour tout ouvertU, h−1(U) est une union de trapèzes ouverts, inclus dans [0, 1] × [0, 1],
dont les bases sont les segmentsp−1(U) × {0} et p′−1(U) × {1}. Il vient queh est continue :p et p′

sont équivalents. �

Maintenant, une nouvelle question se pose : s’il n’est pas difficile de voir que la réciproque de la
proposition précédente est fausse (à moins queX ne soit un singleton, il y a dansX des chemins finis
équivalents qui ont des traces distinctes), que peut-on dire des traces de deux chemins finis homo-
topes ? Pour répondre à cette question, nous avons besoin d’introduire des modifications élémentaires
sur les arcs qui sont illustrées par la figure6.2(voir aussiCointepaset al.1998, Kong 2003).

Définition 6.2.10(étirement élémentaire, déformation). Un arc χ = (xi)r
i=0 (r > 2) est unétirement

élémentaired’un arc χ′ s’il existe j ∈ [[1, r − 1]] tel queχ′ = (xi)r
i=0,i, j , ou bien xj−1 = x j+1 et

χ′ = (xi)r
i=0,i, j−1,i, j . Un arcχ est unedéformationd’un arcχ′ s’il existe une suite (χi )s

i=0 d’arcs dans
X tels queχ0 = χ, χs = χ

′ et pour tout i∈ [1, s], soitχi est un étirement élémentaire deχi−1, soitχi−1

est un étirement élémentaire deχi .

Nous appellerons également étirement élémentaire la transformation entre un arc et un étirement
élémentaire de cet arc. Observons que siχ = (xi)r

i=0 est un étirement élémentaire deχ′ = (xi)r
i=0,i, j ,

nécessairement les trois pointsx j−1, x j , x j+1 sont mutuellement comparables.Barmak et Minian
(2007) définissent une notion similaire qui conduit aux mêmes déformations : un arcχ = (xi)r

i=0
(r > 2) estprès(« close to ») d’un arcχ′ s’il existe trois entiersj 6 k 6 j′ dans l’intervalle [[1, r − 1]]
tels queχ′ = (xi)r

i=0,i<[ j, j′ ] et x j ≤ . . . ≤ xk ≥ . . . ≥ x j′ ou x j ≥ . . . ≥ xk ≤ . . . ≤ x j′ .

(a) (b) (c)

Figure 6.2 – Étirements élémentaires. (a) Un arcχ dansF2. Les flèches indiquent l’ordre dans lequel les points
de l’espace sont traversés. (b–c) Deux étirements élémentaires deχ.

Proposition 6.2.11.Soit p, p′ deux chemins finis ayant pour tracesχ etχ′. Siχ′ est une déformation
deχ, alors p et p′ sont équivalents.
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Démonstration.Soit p et p′ deux chemins finis dansX ayant pour tracesχ etχ′. Puisqu’une défor-
mation est une suite d’étirements élémentaires et l’équivalence de chemins est une relation d’équi-
valence, il est suffisant de prouver le résultat pour un étirement élémentaire. Nous supposons donc
queχ′ est un étirement élémentaire deχ et, grâce au lemme6.2.6, nous pouvons aussi supposer
quep et p′ sont réguliers. Posonsp =

∑r
i=0,i, j xi1I i ou

∑r
i=0,i, j−1,i, j xi1I i et p′ =

∑r
i=0 xi1Ji (2 6 r et

1 6 j 6 r−1). Nous allons définir un chemin finip1 ayant la même trace quep et comparable àp′. Si
x j−1 < x j < x j+1 ou x j+1 < x j < x j−1, nous posonsp1(t) = p′(t) si t ∈ ⋃i, j Ji et p1(J j) = {x j−1}. Si-
non (x j < x j−1 et x j < x j+1, oux j−1 < x j et x j+1 < x j), soitα etβ les bornes inférieures et supérieures
de J j (α , β car p′ est régulier) etγ = α+β

2 . Nous posonsp1(t) = p′(t) si t ∈ ⋃i, j Ji, p1(t) = x j−1 si
t ∈ [α, γ[, p1(t) = x j+1 si t ∈]γ, β] et p1(γ) = x j−1 si x j−1 ≤ x j+1, p1(γ) = x j+1 si x j+1 ≤ x j−1 (voir
la figure6.3). Dans chaque cas, nous déduisons du lemme6.2.3que p1 est un chemin. Comme les
traces dep1 et p sont les mêmes,p1 et p sont équivalents. De plus, il est facile de voir quep1 ≤ p′

ou p′ ≤ p1. Donc,p1 et p′ sont équivalents et, par transitivité,p et p′ sont équivalents. �

p′≤

6

α γ β

xj+1

xj

xj−1

(a)

p1≤

6

α γ β

xj+1

xj

xj−1

(b)

p′≤

6

α γ β

xj

xj+1

xj−1

(c)

p1≤

6

α γ β

xj

xj+1

xj−1

(d)

Figure 6.3 – Preuve de la proposition6.2.11. (a–b) Casx j+1 < x j < x j−1 (le casx j−1 < x j < x j+1 est similaire).
(c–d) Casx j−1 > x j < x j+1 (le casx j−1 < x j > x j+1 est similaire avecJ j , intervalle ouvert). Dans ce cas, il peut
arriver quex j−1 = x j+1.

Nous pouvons maintenant montrer que la notion de déformation est la contrepartie discrète de la
notion continue d’équivalence homotopique.

Théorème 6.2.12.Deux chemins finis p et p′ dans X ayant des tracesχ etχ′ distinctes sont équiva-
lents si et seulement siχ est une déformation deχ′.

Démonstration.Soit p et p′, p , p′, deux chemins finis équivalents dansX du pointa au pointb
etΠa,b l’EPO des chemins dansX dea à b. Commep et p′ sont équivalents, il existe un arc dep à
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p′ dansΠa,b dont tous les éléments sont des chemins finis réguliers (proposition 6.2.7). Ainsi, pour
prouver que la trace dep est une déformation de la trace dep′, il est suffisant de le faire pour deux
chemins finis dea à b, réguliers et comparables,q =

∑r
i=0 xi1I i et q′ =

∑s
j=0 y j1Jj avecq ≤ q′ (et

q , q′). Comme les deux chemins sont réguliers, on peut supposer, sans restreindre la généralité de
la démonstration, que les intervallesI i (0 6 i 6 r) n’ont pas de borne commune avec les intervalles
J j (0 6 j 6 s). Soit (αk)r+s+1

k=0 la suite strictement croissante dont les éléments sont les bornes des
intervallesI i et J j : α0 = 0, αr+s+1 = 1 et, pour toutk ∈ [[1, r + s]], soit q, soit q′, mais pas les
deux, change de valeur enαk et aucun autre changement ne se produit. Pour toutk ∈ [[1, r + s]], nous
définissons les fonctions constantes par morceauxqk et q′k par qk(t) = q′(t) si t < αk, qk(t) = q(t)
sinon etq′k(t) = q′(t) si t < αk+αk+1

2 , q′k(t) = q(t) sinon (les fonctionsqk et q′k sont représentées sur la
figure6.4 respectivement au voisinage des pointsαk et αk+αk+1

2 ). En particulier,q1 = q et q′r+s = q′

(carq′(0) = q(0) etq′(1) = q(1)). Nous appelonsχk et χ′k les traces deqk et q′k (k ∈ [[1, r + s]]). Du
lemme6.2.3, nous déduisons facilement que les fonctionsqk et q′k sont des chemins finis dea à b.
Nous voulons maintenant prouver que, pour toutk ∈ [[1, r + s]], soit χk (resp.χk+1) est egal àχ′k, soit
χk (resp.χk+1) est un étirement élémentaire deχ′k ou l’inverse. La preuve consiste à examiner les
2× 4 configurations relatives àqk etq′k d’une part et àq′k et qk+1 d’autre part. Ces huit configurations
sont représentées sur les figures6.4 et 6.5. Le lecteur peut vérifier facilement que dans tous les cas,
nous avons un étirement ou l’égalité (dans ces figures, nous notons f (t−) et f (t+) les valeurs prises
par un chemin fini régulierf sur les intervalles ]t − ε, t[, ]t, t + ε[ avecε > 0 suffisament petit pour
que f soit constant sur chacun de ces intervalles. La partie réciproque de la preuve est apportée par
la proposition6.2.11. �

Pour continuer le parallèlisme entre les chemins et leurs homotopies d’une part et les arcs et leurs
déformations d’autre part, nous introduisons maintenant une opération binaire sur les arcs, appelée
produit et notée «. », définie par (x0, . . . , xr ).(y0, . . . , ys) = (x0, . . . , xr , y1, . . . , ys). Plus formellement,
nous avons la définition suivante.

Définition 6.2.13 (Produit (d’arcs)). Soit χ1 = (xi)r
i=0 et χ2 = (yi)s

i=0 (r, s > 0) deux arcs tels que
xr = y0. Le produit deχ1 etχ2 est l’arc notéχ1.χ2 défini parχ1.χ2 = (zi)r+s

i=0 avec zi = xi si i 6 r et
zi = yi−r si i > r.

Soit x un point deX. Il est facile de vérifier que « être une déformation de, ou être égal à » est une
relation d’équivalence dans l’ensemble des arcs dex à x dansX. Nous notons [χ] la classe d’équiva-
lence de l’arcχ et ρ(X, x) l’ensemble des classes d’équivalence. Il n’est pas plus difficile de vérifier
que cette relation d’équivalence est compatible avec le produit que nous venons de définir : le produit
de deux déformations des arcsχ1 et χ2 est une déformation deχ1.χ2. Ainsi, nous pouvons définir
sans ambiguïté le produit de deux classes d’équivalence par[χ1].[χ2] = [χ1.χ2]. De plus,ρ(X, x)
muni de ce dernier produit est un groupe dont l’élément neutre est [(x)] (la classe d’équivalence de
l’arc de x à x de longueur 0) et tel que l’inverse de [(xi)r

i=0] est [(xi)0
i=r ].

Théorème 6.2.14.Soit x un point de X. Le groupe fondamental de X ayant pour point de base x,
π1(X, x), est isomorphe au groupeρ(X, x).

Démonstration.Grâce au théorème6.2.4, nous savons qu’il existe des chemins finis dans toutes les
classes deπ1(X, x) et, grâce au théorème6.2.12, nous pouvons définir une fonctionϕ : π1(X, x) →
ρ(X, x) parϕ([p]) = [χ] où χ est la trace de tout chemin fini équivalent àp. De la proposition6.2.11,
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Figure 6.4 – Preuve du théorème6.2.12. Comparaison des cheminsχk etχ′k. (a)χk est un étirement élémen-
taire deχ′k (selon queq(α+k ) = q′(αk) ou pas, nous utilisons un des deux cas de la définition d’un étirement
élémentaire). (b)χk = χ

′
k. (c) χ′k est un étirement élémentaire deχk. (d) Siq′(α+k ) , q(αk), χ′k est un étirement

élémentaire deχk, sinonχk = χ
′
k.
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Figure 6.5 – Preuve du théorème6.2.12. Comparaison des cheminsχ′k etχk+1. (a)χ′k = χk+1. (b) Siq′(αk) ,
q(α−k+1), χ

′
k est un étirement élémentaire deχk+1, sinonχ′k = χk+1. (c) et (d)χ′k = χk+1.
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nous déduisons queϕ est injective et de la proposition6.2.2nous obtenons queϕ est surjective. Enfin,
ϕ est un morphisme car, de manière évidente, la trace du produit de deux chemins finis est le produit
des traces de ces deux chemins finis. �

Remarque 6.2.15.Barmak et Minian(2007) ont démontré le même résultat d’une manière très dif-
férente et pour des EPO finis. Ils établissent un isomorphisme entreρ(X, x) et le groupe des lacets
d’arêtes du complexe simplicialK(X) associé à X (voir section3.3), puis utilisent l’isomorphisme
entre le groupe des lacets d’arêtes d’un complexe simplicial et le groupe fondamental de sa réali-
sation géométrique (voir l’annexeA.5). Ils concluent en utilisant l’équivalence d’homotopie faible
entre|K(X)| et X obtenue parMcCord(1966) (voir section3.3).

6.3 Simplicité

Dans la partie traitant des images de label (partieIII ), nous utiliserons plusieurs notions de point
simple parmi celles présentées à la section4.2: les paires libres, les points unipolaires et les pointsβ-
ouγ-simples (voir les sections4.2.2et4.2.3). Nous établissons ici quelques éléments de comparaison
supplémentaires entre ces différentes possibilités (d’autres éléments ont déjà été donnés dans la sec-
tion 4.2.3). Le principal résultat obtenu est le théorème6.3.12qui établit, sous certaines hypothèses,
que laβ-simplicité vis-à-vis de l’objet entraîne laγ-simplicité vis-à-vis du fond.

6.3.1 Simplicité et dualité

L’étude des relations qu’entretiennent les différents types de points simples avec la dualité est
nécessaire pour l’obtention du théorème6.3.12. Intuitivement, on peut dire que l’échange du premier
plan et de l’arrière plan d’une image conduit à échanger les ouverts et les fermés de la topologie et
que cela revient à prendre l’ordre dual dans un EPO (voir section 3.3).

Comme un point bas-unipolaire dans un EPO (X,≤) est un point haut-unipolaire dans l’EPO
(X,≥), et inversement, on peut déduire du corollaire4.2.7et de la propriété4.2.3le corollaire suivant.

Corollaire 6.3.1. Un EPO fini(X,≤) est contractile si et seulement si l’EPO dual(X,≥) est contrac-
tile.

Du corollaire6.3.1, nous obtenons immédiatement la proposition suivante.

Proposition 6.3.2.Soit(X,≤) un EPO et x un pointβ-simple de X. Alors, x estβ-simple dans l’EPO
(X,≥).

Comme, de manière évidente, le complexeK(X) (voir section3.3) des chaînes d’un EPO (X,≤)
n’est pas modifié si nous prenons l’ordre dual surX, le théorème3.3.1implique que les groupes d’ho-
motopie de l’EPO (X,≤) sont isomorphes à ceux de son dual (X,≥). Nous en déduisons la proposition
suivante.

Proposition 6.3.3. Soit X un EPO et x un pointγ-simple de X. Alors, x est un pointγ-simple de X
muni de l’ordre dual et de la topologie duale.
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6.3.2 Complexes et simplicité

Dans toute la section6.3.2, X est un complexe cubique inclus dansFn. En particulier, on ax↓ =
{y ∈ Fn | y ⊆ x} pour tout pointx ∈ X. Le symbole⊔ désigne l’union disjointe.

Lemme 6.3.4.Soit X un complexe cubique ou simplicial et x une m-face de X (0 ≤ m≤ dim(X)).

(i) Soit y une k-face de x (0 ≤ k ≤ m). Dans x↓ ∩ y↑ , il existe exactement m− k faces qui couvrent
y et m− k faces couvertes par x.

(ii) Soit x1, x2 deux faces de x telles que x couvre x1 et x= x1 ⊔ x2. Soit Z l’ensemble des faces de
x qui intersectent à la fois x1 et x2. La fonctionθ : Z → x1

↓ définie parθ(z) = z∩ x1 est une
bijection etdim(θ(z)) = dim(z) − 1 pour tout z∈ Z.

Démonstration.

(i) Si k = m, la première assertion du lemme6.3.4est triviale. Nous supposons maintenant que
k < m.
– Si X est un complexe simplicial, il y am+ 1 sommets dansx etk+ 1 sommets dansy. Donc,

il existe exactement (m+ 1) − (k + 1) = m− k faces dex de dimensionk + 1, resp.m− 1,
incluanty : les facesy∪ {z}, resp.x \ {z}, oùzest un sommet appartenant àx \ y.

– SiX est unn-complexe cubique, nous pouvons poser, sans perte de généralité, x =
∏n

i=1 I i où
I i ∈ F1

1 si i 6 m, I i ∈ F1
0 sinon (voir la section3.3) et y =

∏n
i=1 Ji où ∅ ⊂ Ji ⊂ I i si i 6 m− k

et Ji = I i sinon. Il est évident que les seules (k+ 1)-faces, resp. (m− 1)-faces, dex incluanty
sont lesm− k faceszj , resp.z′j , 1 6 j 6 m− k définies parzj =

∏n
i=1 Ki, resp.z′j =

∏n
i=1 K′i ,

avecKi = Ji si i , j et K j = I j , resp. avecK′i = I i if i , j et K j = J j .

(ii ) – SiX est un complexe simplicial, les hypothèses dim(x1) = dim(x)−1 etx = x1⊔x2 entraînent
quex2 est un singleton (une 0-face). Alors, pour toutz ∈ Z, θ(z) = z∩ x1 = z \ x2. Donc,θ
est une bijection dont l’inverseθ−1 est définie parθ−1(z) = z∪ x2. De plus, pour toutz ∈ Z,
dim(z) > 0 et le simplexez∩ x1 = z\ x2 a pour dimensionk− 1.

– Si X est un complexe cubique, l’hypothèsex = x1 ⊔ x2 entraîne que dim(x2) = dim(x1) =
m−1. Comme ci-dessus, nous pouvons supposer quex =

∏n
i=1 I i avecI i ∈ F1

1 si i ≤ m, I i ∈ F1
0

sinon,x1 =
∏n

i=1 J1
i et x2 =

∏n
i=1 J2

i avecJ1
i = J2

i = I i si i , m, ∅ ⊂ J1
m ⊂ Im et J2

m = Im \ J1
m.

On voit alors facilement queZ = {∏n
i=1 Ki | Ki = I i si i ≥ m, et∅ ⊂ Ki ⊆ I i , sinon} et

θ(
∏n

i=1 Ki) =
∏n

i=1 K′i oùK′m = J1
m etK′i = Ki sinon. Donc,θ est bijective. De plus, de manière

évidente, Card({i | K′i ∈ F1
1}) = Card({i | Ki ∈ F1

1}) − 1, c’est-à-dire dim(θ(z)) = dim(z) − 1.
�

Comme conséquence facile du lemme6.3.4, on a le fait que la frontièrex↓⋆ d’un simplexe ou
d’une cellule deFn n’est pas contractile car, pour toutek-facey dex, il existe au moins deux (k+ 1)-
faces dex incluanty, sauf siy est maximal dansx↓⋆, et deux (k− 1)-faces dex incluses dansy, sauf
si y est minimal dansx↓⋆, et par conséquentx↓⋆ n’a pas de point unipolaire. Ainsi,x↓⋆ n’est pas
contractile (corollaire4.2.7).

Corollaire 6.3.5. Soit X un complexe cubique ou simplicial. La frontière d’un point de X n’est pas
contractile.

Définition 6.3.6. Un EPO X a lapropriété de la sphère percéesi, pour toute paire(x, y) de points de
X telle que x couvre y, l’ensemble x↓⋆ \ {y} est homotopiquement trivial.
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La proposition suivante montre que la propriété de la sphèrepercée est satisfaite par tout com-
plexe cubique ou simplicial. Nous établissons une version forte de cette propriété qui sera utilisée
dans la preuve du théorème6.3.12. Les étapes de la preuve sont illustrées par la figure6.6.

Proposition 6.3.7. Soit X un complexe cubique ou simplicial et x un point de X. Soit y une face de x
couverte par x. Soit Y un sous-ensemble de l’adhérence de y incluant y. Alors, x↓⋆ \Y est contractile.

Démonstration.Posonsm = dim(x) et X0 = x↓⋆ \ Y (voir figure 6.6(a–b)). Sim = 1, la proposi-
tion 6.3.7est triviale (X0 est un singleton). Supposons maintenant quem > 2. On notey′ la face
opposée ày dansx↓ : x = y⊔ y′. On a dim(y′) = 0 si X est un complexe simplicial et dim(y′) = m− 1
si X est un complexe cubique. La preuve consiste à contracterX0 sur {y′} par suppression de points
unipolaires. D’abord, nous retirons les faces deX0 qui sont sur la frontière dey, dans l’ordre des
dimensions décroissantes. Pour toute (m− 2)-facez de y↓ \ Y, d’après le lemme6.3.4 il y a deux
(m− 1)-faces dex incluantz dont l’une esty. Donc,z est haut-unipolaire dansX0 et, grâce aux pro-
priétés4.2.3et 4.2.4, nous obtenons que l’ensembleX1 = {z ∈ X0 | z < y↓ ou dim(z) < m− 2} est
un rétracte par déformation forte deX0. Puisque, en accord avec le lemme6.3.4, toute (m− k)-face
de y est couverte par exactementk faces dex et park − 1 faces dey, nous pouvons itérativement
supprimer deX0 toutes les faces propres dey avec les mêmes arguments que ceux que nous venons
d’utiliser. Ainsi, X0 \ y↓ est un rétracte par déformation forte deX0 (voir figure6.6(c)). La seconde
étape consiste à supprimer les faces deZ = (X0 \ y↓) \ y′↓ dans l’ordre croissant de leurs dimensions
en montrant qu’elles deviennent successivement bas-unipolaires au cours du processus. Remarquons
que, puisquex = y ⊔ y′, toutes les 0-faces dex sont soit dansy, soit dansy′. Donc il n’y a pas de
0-face dansZ. Notons également queZ est précisément l’ensembleZ du lemme6.3.4pour x1 = y et
x2 = y′ si X est un complexe simplicial ou éventuellementx1 = y′ et x2 = y si X est un complexe
cubique. Supposons que nous ayons retiré deZ toutes les faces de dimensions inférieures strictement
àk (1 ≤ k ≤ m−1) et considérons unek-facezdex appartenant àZ. Si X est un complexe cubique, le
lemme6.3.4-(ii) assure qu’il existe dansz↓⋆ exactement une (k− 1)-face dey′, précisémentz∩ y′, et,
si X est un complexe simplicial, on a de manière évidentez↓⋆ ∩ y′↓ = {y′}. Ainsi, zest bas-unipolaire
dansZk = {t ∈ Z | dim(t) ≥ k} ∪ y′↓ (les ensemblesZ2 et y′↓ sont représentés sur la figure6.6(d-e)).
De cette façon, nous pouvons itérativement supprimer toutes les faces deZ ce qui prouve quey′↓ est
un rétracte par déformation forte deX0. Commey′↓ est contractile (il possède un maximum,y′), le
résultat est établi. �

Corollaire 6.3.8. Les complexes cubiques et simpliciaux ont la propriété de lasphère percée.

Remarque 6.3.9.La proposition6.3.7est fausse si nous supprimons l’hypothèsedim(y) = dim(x)−1
et sidim(x) > 3. En effet, quand la dimension m de x est supérieure ou égale à 3, pour toute face
y ∈ x↓ avec0 < dim(y) < m− 1, l’ensemble X= x↓⋆ \ {y} n’a pas de point unipolaire : d’une
part dans l’espaceFn, toute k-face couvre2k faces et, dans un complexe simplicial, toute k-face
couvre k+ 1 faces et, d’autre part, d’après le lemme6.3.4, toute k-face de x↓⋆ est couverte par m− k
faces de x↓. Ainsi, toute k-face, k∈ [[1,m− 1]], dans X couvre au moins2 faces et toute k-face,
k ∈ [[0,m− 2]], dans X est couverte par au moins2 faces. Par conséquent, Y est son propre noyau et
n’est pas contractile. Un tel ensemble X est représenté sur la figure6.7(a) dansF3 avecdim(y) = 1.
Dans l’espaceF3, quanddim(y) = 0, il est facile de vérifier que la suppression des points unipolaires
dans X conduit à retirer les1-faces de x↓ incluant y et s’arrête après ces m étapes sur un noyau de
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(a) (b) (c)

(d) (e)

Figure 6.6 – Les principales étapes de la preuve de la proposition6.3.7. (a) L’ensemblex↓⋆ avec dim(x) = 3.
En gris, le sous-ensembleY (y est la 2-face deY). (b) L’ensembleX0 = x↓⋆ \ Y. (c) L’ensembleZ ∪ y′↓. (d)
L’ensemble{z ∈ Z | dim(z) ≥ 2} ∪ y′↓. (e) L’ensembley′↓.

Y (voir la figure6.7-(b)). Par contre, un simplexe de dimension 3 privé de l’une de ses0-faces est
contractile (par suppression des trois1-faces, puis des trois2-faces, incluant la0-face manquante et
enfin des faces non maximales restantes).

(a) (b)

Figure 6.7 – Noyaux des complexesx↓⋆ \ {y} quandx est une 3-face ety est (a) une 1-face ; (b) une 0-face.

La proposition6.3.7peut être exprimée en termes deβ-simplicité : soitx un point dans un com-
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plexeX muni de l’ordre⊆, y une face propre dex de dimension maximale etY un sous-ensemble de
l’adhérence dey contenanty (y ∈ Y ⊆ y↓). Alors, le pointx estβ-simple dansX \ Y. Comme nous
l’avons montré dans la remarque6.3.9, cela n’est plus généralement vrai si dim(y) < dim(x) − 1.
Néanmoins, si on remplace laβ-simplicité par laγ-simplicité, alors il est possible d’étendre le résul-
tat aux faces non maximales de la frontière dex de la façon suivante.

Proposition 6.3.10.Soit X un complexe cubique ou simplicial muni de l’ordre⊆. Soit x un point de
X et Y un sous-ensemble de la frontière de x ayant un maximum ouun minimum. Alors, le point x est
γ-simple dans X\ Y.

Démonstration.Prouver quex estγ-simple dansX \Y revient à établir quex↓⋆ \Y est homotopique-
ment trivial.

– Premier cas :Y a un maximum notéy. La preuve se fait par récurrence surm, la dimension de
x. Si m= 1, le resultat est évident. Nous supposons maintenant quem≥ 2. Si dim(y) = m− 1,
nous appliquons la proposition6.3.7. Si dim(y) ≤ m− 2, soitzune (m− 1)-face dex↓ incluant
y. Par hypothèse de récurrence,z↓⋆ \ Y est homotopiquement trivial. Donc,z est unγ-point
dansx↓⋆ \ Y. Par suite,x↓⋆ \ (Y ∪ {z}) est faiblement equivalent àx↓⋆ \ Y (propriété4.2.14).
Or, en appliquant la proposition6.3.7à x, zet au sous-ensembleY∪{z} de l’adhérence dez, on
obtient quex↓⋆ \ (Y∪ {z}) est contractile. Donc, par transitivité,x↓⋆ \ Y est homotopiquement
trivial.

– Second cas :Y a un minimum notéy. La preuve se fait par récurrence sur le cardinal deY.
Si Card(Y) = 1, c’est-à-direY = {y}, nous utilisons la première partie de la preuve pour
conclure. Supposons maintenant Card(Y) ≥ 2. Soitz, z, y, une face dansY telle que dim(z) =
min{dim(t) | t ∈ Y \ {y}}. On az↓⋆ ∩ Y = {y}. On pose alorsZ = (x↓⋆ \ Y) ∪ {z} = x↓⋆ \
(Y \ {z}). Comme Card(Y \ {z}) < Card(Y), on déduit de l’hypothèse de récurrence queZ est
homotopiquement trivial. Vérifions quez est unγ-point pourZ. On az↓⋆ ∩ Z = z↓⋆ \ {y} qui,
d’après la première partie de la preuve est homotopiquementtrivial. Donc, z est un pointγ-
simple dansZ. Par conséquent, l’injectioni : x↓⋆ \ Y → Z est une équivalence d’homotopie
faible. Il s’en suit directement quex↓⋆ \ Y est homotopiquement trivial. �

La proposition suivante donne quelques éléments de comparaison dans un complexe cubique ou
simplicial entre les paires libres et les points unipolaires ouβ-simples.

Proposition 6.3.11.Soit X un complexe cubique ou simplicial et x un point de X.

(i) Si x ∈ X est unipolaire, alors x est haut-β-simple et il existe y∈ X tels que(y, x) est une paire
libre.

(ii) Si x ∈ X estβ-simple, il existe y, z∈ x↑⋆ tel que(y, z) est une paire libre.

(iii) Si (x, y) est une paire libre, y est haut-unipolaire et x est bas-β-simple dans X\ {y}.

Démonstration.

(i) Soit x ∈ X un point unipolaire. PuisqueX est un complexe, on ax↓ ⊆ X et par conséquent,x
ne peut pas être bas-unipolaire (unem-face dans un complexe cubique ou simplicial couvre 2m
ou m+ 1 faces). Donc,x est haut-unipolaire, ce qui signifie quex↑⋆ a un minimum, que nous
notonsy. Commex↑⋆ a un minimum, il est contractile (propriété4.2.10) et x est haut-β-simple.
De plus dim(y) = dim(x) + 1 (carX est un complexe simplicial ou cubique) ety étant la seule
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face dex↑⋆ avec cette dimension, nous déduisons du lemme6.3.4(i) qu’il n’existe pas de face
z ∈ x↑⋆ telle que dim(z) > dim(y). Donc, (y, x) est une paire libre dansX.

(ii) Soit x ∈ X un pointβ-simple. Alors,x↑⋆ est contractile (carx↓⋆ n’est pas contractile d’après
le corollaire6.3.5). Donc, soitx↑⋆ est un singleton, soit il existe un pointy unipolaire dans
x↑⋆ (corollaire4.2.7). Si x↑⋆ est un singleton{y}, (y, x) est une paire libre. S’il existe un point
y bas-unipolaire dansx↑⋆ alors dim(y) > dim(x) + 2. Or, d’après le lemme6.3.4(a), il existe
dim(y) − dim(x) ≥ 2 faces couvertes pary qui incluent x ce qui contredit le fait quey est
bas-unipolaire. Donc, s’il existe un pointy unipolaire dansx↑⋆, il est nécessairement haut-
unipolaire. En raisonnant comme dans la partie(i) de la preuve, on peut alors montrer qu’il
existe une facezdansx↑⋆ telle que (z, y) est une paire libre dansX.

(iii) Soit (x, y) une paire libre. Le pointx est le seul point dansy↑⋆ doncy est haut-unipolaire et,
puisqueX est un complexe, dim(y) = dim(x) − 1. De plus, grâce à la proposition6.3.10, nous
pouvons conclure quex est bas-β-simple dansX \ {y} (car x↓⋆ ∩ (X \ {y}) = x↓⋆ \ {y}). �

Nous avons vu dans la section4.2 qu’un critère usuel pour qu’un pointy d’un espace digitalX
de dimension 3 soit qualifié de « simple », c’est-à-dire pour que schématiquement sa suppression de
l’objet Y de l’image se fasse à topologie constante, est que(i) l’inclusion i : Y \ {y} → Y induise une
correspondance bi-univoque entre les composantes connexes de l’objet avant et après la suppression,
(ii) l’inclusion i′ : X\Y→ (X\Y)∪{y} induise une correspondance bi-univoque entre les composantes
connexes du fond avant et après la suppression,(iii) l’inclusion i induise des isomorphismes entre
les groupes fondamentaux des composantes connexes de l’objet avant et après la suppression,(iv)
l’inclusion i′ induise des isomorphismes entre les groupes fondamentaux des composantes connexes
du fond avant et après la suppression (Kong et Rosenfeld, 1989). Fourey et Malgouyres(2003) ont
montré, à l’aide de la notion d’enlacementemprunté à la théorie des nœuds, que, dans des images
digitales 3D munies de la paire d’adjacence (6,26) ou (26,6), il est inutile de considérer les groupes
fondamentaux du fond car leurs preservations est impliquéepar les trois premières conditions. Nous
démontrons un théorème équivalent, valable en toutes dimensions, dans l’espace des complexes cu-
biques.

Théorème 6.3.12.Soit X un EPO isomorphe à un complexe cubique et dont le dual est également
isomorphe à un complexe cubique. Soit Y un sous-espace propre de X et y un pointβ-simple dans Y.
Alors y estγ-simple dans(X \ Y) ∪ {y}.

Avant de pouvoir démontrer ce théorème nous devons établir un résultat préliminaire.

Lemme 6.3.13.Soit X un complexe cubique ou simplicial et x un point de X de dimension m. Soit y
une k-face de x (k∈ [[0,m− 1]]). L’ensemble x↓ ∩ y↑ est homéomorphe à l’ensemble des parties d’un
ensemble à(m− k) éléments (considéré comme un EPO pour l’inclusion) par un homéomorphisme
ϕ tel queCard(ϕ(z)) = dim(z) − k pour tout z∈ x↓ ∩ y↑.

Démonstration.Soit V l’ensemble des (k + 1)-faces dex appartenant ày↑. On a Card(V) = m− k
(lemme6.3.4). Nous allons prouver par une récurrence finie quex↓ ∩ y↑ est homéomorphe à l’en-
semble des parties deV, P(V), muni de l’inclusion. Pour cela, on considère une suite (xi)m

i=k de faces
dey↑ ∩ x↓ telles que, pour touti, xi est de dimensioni et, pour touti différent dem, xi ⊂ xi+1 (on a
en particulierxk = y et xm = x). On noteVi l’ensemble des (k + 1)-faces dexi

↓ ∩ y↑⋆ (Vk = ∅). La
figure6.8 illustre les notations utilisées dans la preuve.
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– Nous définissonsϕk : xk
↓∩y↑ = {y} → Vk parϕk(y) = ∅ (on a donc Card(ϕk(y)) = Card(∅) = 0).

– Soit i un entier supérieur ou égal àk et strictement inférieur àm. Supposons que nous ayons
défini un homéomorphismeϕi : xi

↓ ∩ y↑ → P(Vi) tel que Card(ϕ(z)) = dim(z) − k − 1 pour
tout z ∈ xi

↓ ∩ y↑. Par le lemme6.3.4(i), il existe une facea dansV telle queVi+1 = Vi ⊔ {a}.
On appellex′i la face incluse dansxi+1 telle quexi+1 = xi ⊔ x′i (x′i est une 0-face siX est un
complexe simplicial et unei-face siX est un complexe cubique).
Soit Yi l’ensemble des faces incluses dansxi+1 qui intersectent à la foisxi et x′i . Nous définis-
sons la fonctionθi : Yi → xi

↓ par :
θi(z) = z∩ xi .

La fonctionθi est une bijection (lemme6.3.4(ii) ). De plus,θi(z) ∈ xi
↓ ∩ y↑ si et seulement si

z ∈ xi+1
↓ ∩ y↑ (cary ⊆ xi).

Pour toute faceb dansxi+1
↓ ∩ y↑, nous posons :

ϕi+1(b) =

{

ϕi(b) si b est inclus dansxi

{a} ∪ ϕi(θi(b)) sinon.

La fonctionϕi+1 : xi+1
↓ ∩ y↑ → P(Vi+1) est bien définie car, sib n’est pas inclus dansxi, alors

b ∈ Yi (b n’est pas inclus dansx′i puisquey ∈ b).
Inversement, pour toutZ ∈ P(Vi+1), nous posons :

ψi+1(Z) =

{

ϕ−1
i (Z) si Z ⊆ Vi

θ−1
i (ϕ−1

i (Z \ {a})) sinon.

La fonctionϕi+1 est une bijection dont la fonction réciproque estψi+1.
Soit b une face dansxi+1

↓ ∩ y↑. Si b ∈ xi
↓, Card(ϕi+1(b)) = Card(ϕi(b)) = dim(b) − k − 1 par

l’hypothèse de récurrence. Sib < xi
↓, Card(ϕi+1(b)) = 1+ Card(ϕi(θi(b))) = 1 + dim(θi(b)) −

k−1 = dim(b)−k−1 (pour la dernière égalité, nous utilisons le lemme6.3.4-(ii) ). De l’égalité
Card(ϕi+1(b)) = dim(b) − k − 1, nous déduisons queϕi+1 est croissante (pour l’inclusion).
Puisqueϕi+1 est une bijection,ϕ−1

i+1 est aussi croissante et, grâce à la propriété6.1.1, ϕi+1 est
un homéomorphisme. �

Démonstration.(Preuve du théorème6.3.12) Soit y ∈ Y ⊂ X un point β-simple dansY. Alors
y↓⋆ ∩ Y ou y↑⋆ ∩ Y est contractile.

– Supposons quey↓⋆ ∩ Y soit contractile. Grâce au corollaire4.2.7, on sait qu’il existe une suite
de points (xi)r

i=0 (r ≥ 0) telle quey↓⋆ ∩ Y = {xi}ri=0 et x j est unipolaire dans{xi} ji=0 pour

tout j ∈ [[1, r]]. La preuve consiste à établir quex j est un pointγ-simple dansy↓⋆ \ {xi} j−1
i=0

pour tout j ∈ [[1, r]]. Cela impliquera (par transitivité) que l’injection dey↓⋆ \ Y dansy↓⋆ \
{x0} est une équivalence d’homotopie faible. Commey↓⋆ \ {x0} est homotopiquement trivial
(proposition6.3.10), on en deduira quey↓⋆ \ Y est aussi homotopiquement trivial, c’est-à-dire
quey est un pointγ-simple deX \ Y∪ {y}.
• Supposons d’abord quex j est bas-unipolaire dans{xi} ji=0 pour un certainj ∈ [[1, r]]. On pose

Yj = x j
↓⋆ ∩ {xi} ji=0. De la proposition6.3.10, nous déduisons quex j

↓⋆ \ Yj est homotopi-

quement trivial (carYj a un maximum). Commex j
↓⋆ ∩ (y↓⋆ \ {xi} j−1

i=0 ) = x j
↓⋆ \ Yj, x j est un

point γ-simple dansy↓⋆ \ {xi} j−1
i=0 .
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y

x′

i

a

b
xi

θi(b)

Vi

Figure 6.8 – (Preuve du lemme6.3.13). Le pointx deX est un simplexe incluant le 3-simplexexi+1 représenté
sur la figure. Ici,y est une 0-face dex. Le simplexexi+1 est la réunion disjointe du 2-simplexexi (qui contient
y) et de la 0 facex′i . L’ensembleVi est formé des 1-faces dexi contenanty. L’ensembleVi+1 est formé des
1-faces dexi+1 contenanty. L’ensembleVi+1 est aussi la réunion deVi et de l’arête{a}. La 2-faceb de xi+1

intersecte à la foisxi et x′i . Son intersection avecxi , c’est-à-direθi(b), est une arête dexi .

• Supposons maintenant quex j soit haut-unipolaire dans{xi} ji=0 et posonsYj = x j
↑⋆ ∩ {xi} ji=0.

On remarque queYj a un minimum. Grâce au lemme6.3.13, on sait qu’il existe un ho-
méomorphismeϕ : y↓ ∩ x j

↑ → P(E) où E est un ensemble fini non vide. De la pro-
priété 6.1.1 (toute fonction continue entre deux EPO est croissante), nous déduisons que
ϕ(y↓⋆ ∩ x j

↑⋆) estP(E) \ {∅,E}, c’est-à-dire la frontière du simplexe (abstrait)E, et que
ϕ(Yj) a un minimum (carYj a un minimum). Puis nous invoquons la proposition6.3.10
pour affirmer queϕ((y↓⋆ ∩ x j

↑⋆) \ Yj) = E \ ϕ(Yj) est homotopiquement trivial. Donc,
(y↓⋆ ∩ x j

↑⋆) \ Yj = x j
↑⋆ ∩ (y↓⋆ \ {xi} j−1

i=0 ) est homotopiquement trivial etx j est un point

γ-simple dansy↓⋆ \ {xi} j−1
i=0 .

– Nous supposons maintenant quey↑⋆ ∩ Y est contractile. En prenant l’ordre inverse surX (par
hypothèse, (X,⊇) est également un complexe cubique), nous déduisons de la proposition6.3.2
quey est un pointβ-simple pourY et, du corollaire6.3.1quey↓⋆ ∩ Y est contractile. Ensuite,
de la première partie de la preuve, il vient quey est un pointγ-simple pour (X\Y)∪{y}muni de
l’ordre ⊇ et nous en concluons, en invoquant la proposition6.3.3, quey est un pointγ-simple
pour (X \ Y) ∪ {y} avec l’ordre initial. �

Remarque 6.3.14.Nous ne savons pas si le théorème6.3.12demeure vrai en toute dimension si on
remplace l’hypothèse « y est un pointβ-simple » par « y est un pointγ-simple ». Cependant, si la
dimension de X est 2, les pointsγ-simples sont des pointsβ-simples, donc dans ce cas le résultat
reste vrai. De plus, nous avons vérifié, en testant toutes lesconfigurations à l’aide d’un programme
informatique, que le résultat reste vrai dansF3, l’espace des complexes cubiques de dimension 3. La
figure 6.9 fournit un contre-exemple du théorème6.3.12dans le cas où l’hypothèse selon laquelle
l’espace X doit être un complexe pour l’ordre dual n’est pas vérifiée.

L’ensembleFn des complexes cubiques fournit un exemple essentiel de complexe qui est aussi un
complexe pour l’ordre dual. Remarquons qu’il n’y a pas de propriété analogue pour les complexes
simpliciaux.

Proposition 6.3.15.Pour tout n≥ 1, l’EPO (Fn,⊇) est isomorphe à un complexe cubique.
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y

(a) (b)

Figure 6.9 – Le théorème6.3.12est généralement faux quand l’EPO (X,≤) est un complexe cubique mais
(X,≥) n’est pas un complexe cubique. (a) Un complexe cubiqueX dont le dual n’est pas un complexe cubique
(à cause du bord de l’image). En noir un objetY dansX. Le point y est une 1-face deY. En gris clair, le
complément deY dansX, X\Y. (b) En noir, l’ensembleY\{y}. En gris clair, l’ensemble (X\Y)∪{y}. Clairement,
y est un pointβ-simple deY (y est haut-unipolaire dansY) maisy n’est pasγ-simple pour (X \ Y) ∪ {y} car ce
dernier ensemble n’a pas le même nombre de composantes connexes queX \ Y.

Démonstration.Il suffit de montrer que, dansFn, le nombre de faces couvertes par, resp. couvrant,
une face de dimensionk est égal au nombre de faces couvrant, resp. couvertes par, une face de
dimensionn− k.
Soit x unek-face deFn (0 ≤ k ≤ n). Nous pouvons poser, sans perte de généralité,x =

∏n
i=1 I i où

I i ∈ F1
1 si i 6 k et I i ∈ F1

0 sinon.
– Si k > 0, la facex couvre les faces

∏n
i=1 Ji telles qu’il existe un entierj, 1 ≤ j ≤ k, avec

∅ ⊂ Ji ⊂ I i si i = j et Ji = I i sinon. Comme chaque ensemble deFn
1 possède deux sous-

ensembles propres non vides, toutek-face deFn couvre exactement 2k faces deFn.
– Sik < n, la facex est couverte par les faces

∏n
i=1 Ji telles qu’il existe un entierj, k+1 ≤ j ≤ n,

avecI i ⊂ Ji et Ji ∈ Fn
1 si i = j et Ji = I i sinon. Comme chaque ensemble deFn

0 est inclus dans
deux ensembles deFn

1, toutek-face deFn est couverte par exactement 2(n− k) faces deFn.
La conclusion est immédiate. �

6.4 Conclusion

Les résultats obtenus dans ce chapitre montrent que la notion de chemin continu n’est pas très
éloignée de la notion d’adjacence dans le graphe de comparabilité d’un EPO et que celle d’homotopie
possède sa traduction fidèle sur ce graphe. Ce rapprochemententre les méthodes du continu et celles
du discret nous permettent d’enrichir la gamme des outils utilisables en topologie digitale, comme
par exemple en y intégrant les pointsβ-simples etγ-simples. Cela suppose cependant que l’espace
digital soit muni d’une relation d’ordre ce qui n’esta priori pas le cas du support d’origine d’une
image digitale. On devra donc, si l’on souhaite utiliser de tels outils, glisser des éléments « minces »
entre les points deZn.



Chapitre 7

De l’espace digital à l’espace cellulaire

La topologie digitale est sans doute le cadre de travail le plus utilisé pour développer des ou-
tils de traitement d’image intégrant des considérations topologiques. En effet, le support effectif
des images digitales est presque toujours une partie deZn et, comme la topologie digitale est dé-
finie directement dansZn, les méthodes qui s’appuient sur celle-ci fournissent des résultats éga-
lement dansZn ce qui constitue généralement une propriété recherchée dans la plupart des appli-
cations. De plus, comme nous l’avons vu dans le chapitre4, une abondante litterature a déjà été
consacrée à la conservation du type d’homotopie en topologie digitale, particulièrement grâce au
concept de point simple (Bertrand et Malandain 1994, Bertrand 1996, Malgouyres et Lenoir 2000,
Fourey et Malgouyres 2003, Couprie et Bertrand 2009). Il n’est donc pas étonnant que relativement
peu d’applications intégrant des considérations relatives au type d’homotopie aient été développées
dans un des cadres alternatifs présentés au chapitre3. Citons, à titre d’exemple,Cointepaset al.
(2001) et Daragon et Couprie(2002) pour la segmentation d’images basée sur les complexes cu-
biques ou les EPO, ouBertrand et Couprie(2008) pour la squelettisation parallèle basée sur les
complexes cubiques. Dans le cadre de la topologie digitale,on trouve au contraire de nombreuses
applications utilisant des méthodes garantissant la conservation du type d’homotopie. Citons, sans
exhaustivité,Hanet al.(2003), Bai et al.(2009) pour les modèles déformables,Manginet al.(1995),
Dokládalet al. (1999) pour la segmentation,Aktouf et al.(2002), Passatet al.(2005) pour la correc-
tion d’images ouFaisanet al. (2011) pour la déformation d’images.

Du fait de cet usage prépondérant de la topologie digitale, il peut être intéressant de garantir qu’il
existe une compatibilité entre la topologie digitale et lesautres approches topologiques utilisées en
imagerie (et plus généralement avec la topologie classique). Cela suppose, en particulier, de pouvoir
plonger une image initialement définie surZn dans un espace plus riche (autorisant la définition d’une
topologiestricto sensu), tout en respectant l’interprétation de l’image donnée par le choix de la paire
d’adjacences dansZn et les caractéristiques topologiques qui en découlent (voir, e.g., Kong et Roscoe
1985, Ayala et al.1997, Lachaud et Montanvert 2000, Alayrangues et Lachaud 2002).

Ici, nous nous intéressons à l’espace topologique des complexes cubiquesFn. Comme les com-
plexes sont définis comme des structures fermées pour l’inclusion, les images définies surFn sont
le plus souvent associées à des images digitales définies surZn muni de la (3n − 1, 2n)-adjacence
(voir, e.g., Kong, 1997). DansBertrand et Couprie(1999), une méthode est proposée pour inclure
et étendre la topologie digitale dans le cadre des EPO, mais le cas des (6, 18)- et (18, 6)-adjacences
n’est pas considéré. DansAyalaet al. (1997, 2003, 2004), les auteurs donnent une construction per-
mettant de plonger les objets deZn dans un complexe polyédral en accord avec le type de connexité
digitale choisie (voir la section3.2). Cependant, ils ne prennent pas la topologie intrinsèque àFn

mais utilisent cet espace comme un intermédiaire entre l’espace digitalZn et l’espace euclidienRn.
Cela les conduit, comme nous l’avons vu aux sections3.2 et 4.1, à définir des notions spécifiques
de connexité et d’homotopie dansFn. Au contraire, dans ce chapitre, nous proposons de plonger une
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image digitale dans l’EPO des complexes cubiques, de façon àmettre en correspondance les com-
posantes connexes et les types d’homotopie des objets deZn, muni de la topologie digitale, et deFn,
muni de sa topologie d’EPO pour l’inclusion.

Dans tout le chapitre, la lettreλ désigne une image digitale binaire (λ : Zn→ {0, 1}) et la lettreµ
désigne une image complexe binaire (µ : Fn→ {0, 1}). Comme dans les chapitres précédents, l’objet
(resp. le fond) de l’imageθ : X→ {0, 1} (avecX = Zn ouFn) est l’ensembleθ−1({1}) (resp.θ−1({0})).
Si a = (ai)n

i=1 est un point deZn (ai ∈ Z pour touti ∈ [[1, n]]), ă désigne la facette deFn définie par
ă =
∏n

i=1{ai , ai + 1} (la fonction deZn versFn qui àa associe ˘a met en correspondance bi-univoque
les points deZn et les facettes deFn).

7.1 Images régulières

Dans cette section, nous introduisons une classe d’images,définies surFn, que nous associons
de manière bi-univoque aux images binaires définies surZn. Nous étudions quelques unes de leurs
propriétés et nous établissons des résultats qui seront utilisés dans la section7.2où nous démontrons
le bien-fondé du modèle proposé. Schématiquement, le but avec ce modèle est, premièrement, de
rendre explicite l’interprétation d’une image digitale sous-tendue par le choix d’une paire d’adja-
cences dansZn et, deuxièmement, de plonger une image digitale dans un espace topologique dans
lequel les notions de la topologie classique peuvent être directement utilisées.

Si µ est une image complexe, nous écrivons
∨

x∈X µ(x) (resp.
∧

x∈X µ(x)) pour le maximum (resp.
minimum) de l’ensemble{µ(x) | x ∈ X} et nous écrivons égalementµ(a)∨µ(b) (resp.µ(a)∧µ(b)) pour
∨

x∈{a,b} µ(x) (resp.
∧

x∈{a,b} µ(x)). Notons que ({0, 1},∨,∧) est un treillis booléen dont l’opération de
complémentation est notée¬ : ¬0 = 1 et¬1 = 0.

Tout au long de ce chapitre nous fournissons des représentations intuitives des points deFn en
utilisant différentes boîtes rectangulaires pour des faces de dimensionsdifférentes. De plus, dansF2,
les points de l’objet sont représentés en noir tandis que ceux du fond sont représentés en blanc cerclé
de noir, ou ne sont pas du tout représentés, et, dansF3, nous utilisons différentes couleurs pour les
faces de l’objet en fonction de leurs dimensions (bleu : 3-faces ; vert : 2-faces ; jaune : 1-faces ; rouge :
0-faces) tandis que le fond n’est pas représenté.

7.1.1 Correspondance bi-univoque entre les images digitales et complexes

Quand deux facesg, h ∈ Fn couvrent une facef ∈ Fn et leurs plus petits voisinages ne s’inter-
sectent pas (i.e., g↑ ∩ h↑ = ∅), nous disons qu’elle sontopposéespar rapport àf (voir la figure7.1).
Nous notons opp(f ) l’ensemble de toutes les paires{g, h} avecg opposé àh par rapport àf . Intuiti-
vement, la facef sert à « connecter localement » les facesg eth. Quandf est une facette deF3, on a
opp(f ) = ∅.

Définition 7.1.1 (image régulière). Soit ε : [[1, n]] → {−1, 1} une fonction appeléefonction de
connexité1. Une fonctionµ : Fn → {0, 1} est uneimageε-régulière(ou simplement uneimage

1. Par abus de notation, nous noterons souvent une fonction de connexitéε : [[1,n]] → {−1,1} par la liste de ses valeurs,
c’est-à-dire en écrivant (ε(i))n

i=1 à la place deε, comme par exemple dans la légende de la figure7.3(b,c). Nous utilisons
aussi le symbole « . » à la place deε(i) quand la valeur deε(i) n’a pas d’influence sur le comportement de la fonctionε

vis-à-vis d’un objet donné, comme cela est fait par exemple dans la légende de la figure7.4(a). Pour alléger les notations,
nous écrivons aussiε = 1 (ouε = −1) quandε est une fonction constante, comme dans la légende de la figure7.3(a,d).
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(a) (b) (c)

Figure 7.1 – Deux faces opposées dansF3 par rapport à une facef : (a) de dimension 2, (b) de dimension 1,
(c) de dimension 0. (b–c) Les boîtes en pointillés montrent d’autres paires de faces opposées par rapport àf .

régulière) si pour tout m∈ [[1, n]] et f ∈ Fn
m−1, on a, récursivement :

µ( f ) =

{
∧

{a,b}∈opp(f ) µ(a) ∨ µ(b) si ε(m) = 1
∨

{a,b}∈opp(f ) µ(a) ∧ µ(b) si ε(m) = −1

Des exemples d’images régulières sont donnés sur la figure7.2.

(a) (b)

Figure 7.2 – Deux imagesε-régulières (a) surF2, avecε(2) = −1, ε(1) = 1, (b) surF3, avecε(3) = −1, ε(2) =
ε(1) = 1.

Remarque 7.1.2.Pour chaque fonction de connexitéε : [[1, n]] → {−1, 1}, nous définissons la
fonction ζε : {0, 1}Zn → {0, 1}Fn

qui envoie une image digitaleλ sur l’unique image complexeε-
régulièreζε(λ) telle que, pour tout a∈ Zn, on aζε(λ)(ă) = λ(a). Il est évident que, pour toute fonction
de connexitéε, la fonctionζε est une bijection entre l’ensemble des images digitales{0, 1}Zn

et le
sous-ensemble de{0, 1}Fn

constitué des imagesε-régulières. De plus, par le choix de la fonction de
connexitéε, nous pouvons construire avec précision l’image régulièredéfinie surFn pour représenter
la connexité désirée dansZn (voir la figure 7.3). En particulier, nous pouvons retrouver les paires
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n = 2 n = 3 n ∈ N∗

(4, 8) (8, 4) (6, 26) (6, 18) (18, 6) (26, 6) (2n, 3n − 1) (3n − 1, 2n)

ε = −1 ε = 1 ε = −1 ε(3) = −1 ε(3) = 1 ε = 1 ε = −1 ε = 1
ε(2) = 1 ε(2) = −1
ε(1) = −1 ε(1) = 1

Fig. 7.3(a) Fig.7.3(d) Fig.7.4(a) Fig.7.4(a) Fig.7.4(b) Fig.7.4(d)
Fig. 7.5(b) Fig.7.6(a) Fig.7.6(c)
Fig. 7.6(b)

Table 7.1 – Correspondances entre les paires d’adjacences dansZn et les fonctions de connexité. La dernière
ligne du tableau renvoie aux figures illustrant la fonction de connexité.

d’adjacence usuelles2 de Zn (voir les figures7.3 à 7.6 et la table7.1). Dans la section7.2, les
correspondances données dans la table7.1 seront justifiées par deux théorèmes montrant que ces
correspondances permettent de préserver les composantes connexes et les groupes fondamentaux
des objets et des fonds des images.

(a)ε = −1 (b) ε = (1,−1)

(c) ε = (−1, 1) (d) ε = 1

Figure 7.3 – Imagesζε(λ) : F2→ {0, 1} associées à une même image digitaleλ : Z2→ {0, 1}.

Lorsque la fonctionε est constante, la définition7.1.1 peut être simplifiée : quandε = −1,
µ( f ) = 1 si et seulement siµ(a) = 1 pour toute facettea incluant f et quandε = 1, µ( f ) = 1 si
et seulement si il existe une facettea incluant f telle queµ(a) = 1 (le casε = −1 correspond à la
2n-adjacence dansZn, tandis que le casε = 1 correspond à la (3n − 1)-adjacence dansZn : voir la
table7.1). On rappelle que, dans un EPO, la notationf ↑+ désigne l’ensemble des points maximaux
(ici les facettes) supérieurs àf (cf. AnnexeB).

2. Si d’un côté, certaines des 2n fonctions de connexitésε : [[1,n]] → {−1,1} permettent de retrouver les couples
d’adjacences standard (éventuellement de façon apparemment redondante, voir la figure7.4(c,d)), d’autres fonctions de
connexité ne peuvent être associées à aucune paire d’adjacences classique, comme le montre l’exemple de la figure7.6(d).
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(a)ε = ( . , . ,−1) (b) ε = ( . ,−1, 1)

(c) ε = (−1, 1, 1) (d) ε = 1

Figure 7.4 – Imagesζε(λ) : F3 → {0, 1} associées à une même image digitaleλ : Z3 → {0, 1}. (a) Avec
ε(3) = −1, nous obtenons la 6-adjacence dansZ3. (b) Avecε(3) = 1 et ε(2) = −1, nous obtenons la 18-
adjacence dansZ3. (c, d) Avecε(3) = ε(2) = 1, nous obtenons la 26-adjacence dansZ3.

Proposition 7.1.3. Soitµ : Fn→ {0, 1} une imageε-régulière. Soit f une face deFn.

(i) Si ∀m> dim( f ), ε(m) = −1, alors on a :

µ( f ) =
∧

f≺a

µ(a) =
∧

a∈ f ↑+

µ(a).

(ii) Si ∀m> dim( f ), ε(m) = 1, alors on a :

µ( f ) =
∨

f≺a

µ(a) =
∨

a∈ f ↑+

µ(a).

En particulier, siε = −1 (resp.ε = 1) alors, pour tout f ∈ Fn, µ( f ) =
∧

a∈ f ↑+ µ(a) (resp.µ( f ) =
∨

a∈ f ↑+ µ(a)).

Démonstration.Nous donnons la preuve de la partie (i) de la proposition, la preuve de la partie (ii )
est en tout point similaire. La preuve se fait par récurrencesurk = n− dim( f ) ≥ 1. Quandk = 1 et
ε(n) = −1, il y a deux facettesg, h telles quef ↑+ = {g, h} et opp(f ) = {{g, h}}. Commeε(n) = −1, on a
µ( f ) =

∨

{a,b}∈opp(f ) µ(a)∧µ(b) = µ(g)∧µ(h) =
∧

a∈ f ↑+ µ(a) =
∧

f≺a µ(a). Supposons maintenant que,
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(a)ε = (1,−1,−1) (b) ε = (−1,−1,−1)

Figure 7.5 – La (très petite) différence entre les fonctions de connexité (1,−1,−1) et (−1,−1,−1).

pour un certaink ∈ [[1, n−1]], on aitε(m) = −1 pour toutm≥ n−k etµ(b) =
∧

b≺a µ(a) =
∧

a∈ f ↑+ µ(a)
pour toute faceb de dimensionn− k. Soit f un face de dimensionn − k − 1. De la définition7.1.1,
on obtientµ( f ) =

∨

{a,b}∈opp(f ) µ(a) ∧ µ(b), et, en utilisant l’hypothèse de récurrence, il vient alors :

µ( f ) =
∨

{a,b}∈opp(f )

































∧

c∈a↑+
µ(c)

















∧
















∧

c∈b↑+
µ(c)

































puis,
µ( f ) =

∨

{a,b}∈opp(f )

∧

c∈a↑+∪b↑+

µ(c).

Du lemmeC.0.1(ii ) , on a f ↑+ = a↑+ ∪ b↑+ pour toute paire (a, b) ∈ opp(f ). On en déduit que :

µ( f ) =
∨

{a,b}∈opp(f )

∧

c∈ f ↑+

µ(c) =
∧

c∈ f ↑+

µ(c).

En utilisant à nouveau l’hypothèse de récurrence, nous obtenons finalement :
∧

f≺a

µ(a) =
∧

f≺a

∧

b∈a↑+
µ(b) =

∧

b∈ f ↑+

µ(b) = µ( f ).

�

7.1.2 Dualité

Maintenant, nous regardons comment la correspondance proposée dans ce chapitre entre les
images digitales et les images complexes se comporte quand nous prenons le négatif d’une image,
c’est-à-dire quand nous intervertissons l’objet et le fond. Nous montrons que l’image complexe as-
sociée au négatif d’une image digitaleλ est le négatif de l’image complexe associée à l’imageλ,
pourvu que nous changions la fonction de connexitéε en son opposée−ε. Cette caratéristique nous
permettra d’établir en une seule fois des propriétés valables pour l’objet et pour le fond, ou comme
dans la proposition7.2.3, des propriétés pour une paire d’adjacences (α, β) et pour la paire inverse
(β, α).
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(a)ε = ( . , 1,−1) (b) ε = ( . ,−1,−1)

(c) ε = (1,−1, 1) (d) ε = (−1,−1, 1)

Figure 7.6 – (a,b) Un tore construit avec six 3-faces illustre comment les deux sortes de 6-adjacence sont
obtenues. Il y a deux 3-faces du fond qui intersectent les six3-faces du tore. Ces deux faces blanches sont
26-adjacentes mais dans (a) elles ne s’intersectent pas dans le fond (car le tore est un tore à trou nul) tandis que
dans (b) leur intersection appartient au fond. De cette façon, dans (a), nous modélisons la (6, 18)-adjacence
tandis que dans (b) nous modélisons la (6, 26)-adjacence. (c,d) Deux objets construits à partir des trois mêmes
facettes en utilisant deux fonctions de connexité qui peuvent a priori être utilisées pour modéliser la 18-
adjacence (voir la figure7.4(b)). Sur (c) nous pouvons apercevoir une 0-face rouge entreles trois cubes. C’est
ce qui est attendu car le fond doit être muni de la 6-adjacence. Sur (d), il y a un trou à la place de la 0-face
rouge, ce qui n’est pas correct en 18-adjacence.

Soit θ : X → {0, 1} avec (X = Zn ou Fn) une image. Nous définissons l’image négativede θ,
¬θ : X→ {0, 1}, par¬θ(x) = ¬(θ(x)) = 1− θ(x), pour toutx ∈ X. Dans ce qui suit,ε est une fonction
de connexité arbitraire.

Proposition 7.1.4. L’image négative d’une imageε-régulière est(−ε)-régulière.

Démonstration.Soit f ∈ Fn
m−1, avec 1≤ m≤ n. Supposons queε(m) = 1. Alors, nous avons :

(¬µ)( f ) = ¬(µ( f )) = ¬(
∧

{a,b}∈opp(f )

µ(a) ∨ µ(b)).
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Des lois de De Morgan, nous en déduisons que :

(¬µ)( f ) =
∨

(a,b)∈opp(f )

¬(µ(a)) ∧ ¬(µ(b))

=
∨

(a,b)∈opp(f )

(¬µ)(a) ∧ (¬µ)(b).

Le casε(m) = −1 est similaire. Ainsi,¬µ est une image (−ε)-régulière. �

Soit µ : Fn → {0, 1} une imageε-régulière. Nous définissons l’image−µ : Fn → {0, 1} par
(−µ)( f ) = µ( f ) pour tout f ∈ Fn

n etµ est (−ε)-régulière. La figure7.7 illustre cette définition.

Proposition 7.1.5. Pour toute imageε-régulière,µ : Fn→ {0, 1}, on a l’égalité¬(−µ) = −(¬µ).

µ
¬−−−−−→ ¬µ

−










y











y

−

−µ ¬−−−−−→ −(¬µ)

Démonstration.Soit f ∈ Fn
n. On a (¬(−µ))( f ) = ¬((−µ)( f )) = ¬(µ( f )) = (¬µ)( f ) = (−(¬µ))( f ).

De plus,−µ et¬µ sont (−ε)-régulières. Donc,¬(−µ) et−(¬µ) sontε-régulières (proposition7.1.4).
D’où, ¬(−µ) = −(¬µ). �

Des définitions et propositions précédentes, nous déduisons facilement le résultat suivant.

Proposition 7.1.6. Pour toute image digitaleλ : Zn → {0, 1} et toute fonction de connexitéε :
[[1, n]] → {−1, 1}, on a l’égalité¬(ζε(λ)) = ζ−ε(¬λ).

λ
¬−−−−−→ ¬λ

ζε











y











y

ζ−ε

ζε(λ)
¬−−−−−→ ζ−ε(¬λ)

Les propositions7.1.5et7.1.6sont illustrées par les figures7.7et7.8.

Remarque 7.1.7.Schématiquement, la proposition7.1.6signifie que les notions d’objet et de fond
peuvent être échangées sans perte de généralité, pourvu quela paire d’adjacence et la fonction de
connexité associée soient modifiées en conséquence.

7.1.3 Calcul direct des valeurs d’une image régulière

Intuitivement, on peut supposer qu’il existe un lien entre le nombre de facettes appartenant à
l’objet dans l’étoile d’une face donnée et la valeur de l’image en cette face. Il nous a paru intéressant
d’interroger ce lien. En effet, partant d’une image digitale, cela peut nous permettre d’accélérer le
calcul de l’image régulière associée, sous réserve que ce lien soit suffisament simple. Cela peut
nous permettre également d’obtenir la valeur d’une image enun point donné sans devoir auparavant
calculer la valeur de cette image sur toutes les faces de l’étoile de ce point. Cela peut simplifier la
comparaison entre les composantes connexes deZn etFn.



7.1. Images régulières 99

(a)µ (b)−µ

(c)¬µ (d)−(¬µ) = ¬(−µ)

Figure 7.7 – (a) Une image (−1, 1)-régulièreµ : F2 → {0, 1}. (b) L’image (1,−1)-régulière−µ. (c) L’image
(1,−1)-régulière¬µ. (d) L’image (−1, 1)-régulière−(¬µ) = ¬(−µ).

(a)λ (b)¬λ (après rotation)

(c) ζε(λ) (d) ζ−ε(¬λ) = ¬(ζε(λ))

Figure 7.8 – (a) Une image digitaleλ : Z2 → {0, 1}. (b) L’image négative¬λ associatée àλ. (c) L’image
ε-régulièreζε(λ) associatée àλ avecε = (−1,−1, 1). (d) L’image (−ε)-régulièreζ−ε(¬λ) associée à¬λ. Les
images (b,d) ont été tournées de−π/2 le long de l’axe vertical pour faciliter la visualisation de (d).
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f

(a) (b) ε = (−1,−1, 1) (c) ε = (1, 1,−1) (d) ε = (−1, 1,−1)

Figure 7.9 – (a) Représentation symbolique d’un trièdre associé à une facef ∈ Fn telle que dim(f ) = n− 3.
Points noirs :f ↑+1 ; points blancsf ↑+ \ f ↑+1 (voir texte). Les lignes pointillées symbolisent l’existence d’une
face de dimensionn− 1, intersection de deux facettes def ↑+. (b–d) Exemples de trièdres, avec trois fonctions
de connexité différentes (une des facettes bleues est cachée).

Ainsi, le but de la section7.1.3est de trouver si la valeur d’une imageε-régulière en un point est
une fonction deε et du nombre de facettes appartenant à l’objet dans l’étoiledu point. DansF2, la
réponse est positive et facile. DansF3, la réponse demande d’étudier minutieusement une configura-
tion particulière (représentée sur la figure7.9) et, comme nous allons le montrer, bien que la réponse
soit en fait négative, elle n’est pas loin d’une réponse positive. Dans des espaces de dimensions supé-
rieures, la réponse est négative et les configurations à étudier trop nombreuses pour espérer obtenir
un résultat utile.

Soit f ∈ Fn, avecn ≥ 3. Si dim(f ) = n − 3, l’EPO (f ↑,⊆) a un unique élément minimal, à
savoir f , et 8 éléments maximaux, les facettes formantf ↑+. Du point de vue des adjacences, ces
facettes sont géometriquement organisées comme les 8 sommets d’une structure cubique. Nous no-
tons f ↑+1 les facettes def ↑+ dont les valeurs sont égales à 1. Quandf ↑+1 est organisé comme dans
la configuration représentée sur la figure7.9(a) (modulo rotations et symétries), nous disons que
f ↑+1 est untrièdre. Nous définissons deux fonctions, très proches du cardinal,nécessaires pour cou-
vrir le cas de la configuration du trièdre : Card−(E) = 3 et Card+(E) = 5, si E est un trièdre, et
Card−(E) = Card+(E) = Card(E) sinon.

Pour chaque fonction de connexitéε, nous définissons récursivement la fonctionδε par :
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

δε : [[0, n]] → [[1, 2n]]
0 7→ 1

i + 1 7→
{

2δε(i) − 1 siε(n− i) = 1
2δε(i) si ε(n− i) = −1.

Il est facile de vérifier, à l’aide d’une récurrence, que, pour tout m ∈ [[0, n]], on a :

δε(m) = 1+
m
∑

k=1

(1− ε(n− k+ 1)).2m−k−1.

La fonction δ est la réponse (partielle) au problème soulevé en introduction à la présente section
comme le montre la proposition suivante.
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Proposition 7.1.8. Soitµ : Fn → {0, 1} une imageε-régulière et f une k-face deFn (avec n− 3 ≤
k ≤ n− 1).

(i) Si Card−( f ↑+1 ) ≥ δε(n− k), alorsµ( f ) = 1.

(ii) Si µ( f ) = 1, alorsCard+( f ↑+1 ) ≥ δε(n− k).

Démonstration.On posem = n − dim( f ) = n − k (on a donc 1≤ m ≤ 3). Si m = 1, alorsδε(m)
est égal à 1 quandε(n) = 1 et est égal à 2 quandε(n) = −1. Puisque, dans le casm = 1, f ↑+

contient exactement deux faces, qui sont des facettes opposées par rapport àf , les assertions (i) et
(ii ) sont trivialement vraies pourm = 1. Maintenant, supposons quem ∈ [[2, 3]] et que les deux
assertions soient vraies pourm− 1. Comme la relation entreδε(m) et δε(m− 1) dépend de la valeur
deε(n−m+ 1) (c’est-à-dire deε(dim( f ) + 1)), nous étudions séparément les deux possibilités.

– Premier cas :ε(dim( f ) + 1) = −1.
• Si Card−( f ↑+1 ) ≥ δε(m) = 2δε(m− 1), alors nous déduisons du lemmeC.0.2qu’il existe

deux facesg eth, opposées par rapport àf , telles que Card(g↑+1 ) ≥ δε(m− 1) et Card(h↑+1 ) ≥
δε(m − 1). Comme la dimension des facesg et h est supérieure ou égale àn − 2, nous
avons Card(g↑+1 ) = Card−(g↑+1 ) et Card(h↑+1 ) = Card−(h↑+1 ), ce qui nous permet d’utiliser
l’hypothèse de récurrence pour obtenirµ(g) = µ(h) = 1. En se souvenant queε(dim( f )+1) =
−1, nous avonsµ( f ) =

∨

{a,b}∈opp(f ) µ(a) ∧ µ(b) ≥ µ(g) ∧ µ(h) = 1, et par suiteµ( f ) = 1, ce
qui prouve(i).

• Inversement, siµ( f ) = 1, de la définition7.1.1, nous obtenons facilement qu’il existe{g, h} ∈
opp(f ) tels queµ(g) = µ(h) = 1. Ainsi, en utilisant l’hypothèse de récurrence, nous obtenons
Card+(g↑+1 ) = Card(g↑+1 ) ≥ δε(m− 1) et Card+(h↑+1 ) = Card(h↑+1 ) ≥ δε(m − 1). Puisque

g et h sont opposées par rapport àf , nous déduisons du lemmeC.0.1 que Card(f ↑+1 ) =

Card(g↑+1 ) + Card(h↑+1 ). Ainsi, Card+( f ↑+1 ) ≥ Card(f ↑+1 ) ≥ 2δε(m− 1) = δε(m). L’assertion
(ii ) est donc vérifiée.

– Second cas :ε(dim( f ) + 1) = 1.
• Si Card−( f ↑+1 ) ≥ δε(m) = 2δε(m− 1)− 1, alors (c’est une conséquence du lemmeC.0.1(ii ))

dans chaque couple de faces opposées par rapport àf , il existe une faceg telle que
Card−(g↑+1 ) = Card(g↑+1 ) ≥ δε(m− 1). Donc, par l’hypothèse de récurrence, dans chaque
couple de faces opposées par rapport àf , il existe une face dont la valeur est égale à 1. Par
conséquent,µ( f ) =

∧

{a,b}∈opp(f ) µ(a) ∨ µ(b) ≥ ∧{a,b}∈opp(f ) 1 = 1. Ainsi, nous avons prouvé
(i).

• Inversement, siµ( f ) = 1, de la définition7.1.1 nous déduisons qu’il existe dans chaque
couple de faces opposées par rapport àf une faceg telle queµ(g) = 1 ce qui, avec l’hy-
pothèse de récurrence, implique que Card+(g↑+1 ) = Card(g↑+1 ) ≥ δε(m− 1). Nous déduisons

finalement du lemmeC.0.3que Card+( f ↑+1 ) ≥ 2δε(m− 1)− 1 = δε(m) ce qui prouve (ii ). �

De la proposition7.1.8et de la définition7.1.1(requise quandf ↑+1 est un trièdre), nous déduisons le
corollaire suivant.

Corollaire 7.1.9. Soitµ : Fn→ {0, 1} une imageε-régulière et f une k-face deFn (n−3 ≤ k ≤ n−1).
Alorsµ( f ) = 1 si et seulement si l’ensemble f↑+1 satisfait la condition de cardinalité Cε donnée dans
la table7.2.
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dim( f ) = n− 2

ε (. . . , 1, 1) (. . . ,−1, 1) (. . . , 1,−1) (. . . ,−1,−1)

Cε Card(f ↑+1 ) ≥ 1 Card(f ↑+1 ) ≥ 2 Card(f ↑+1 ) ≥ 3 Card(f ↑+1 ) ≥ 4

dim( f ) = n− 3

ε (. . . , 1, 1, 1) (. . . ,−1, 1, 1) (. . . , 1,−1, 1) (. . . ,−1,−1, 1)

Cε Card(f ↑+1 ) ≥ 1 Card(f ↑+1 ) ≥ 2 Card(f ↑+1 ) ≥ 3
Card(f ↑+1 ) ≥ 4

f ↑+1 n’est pas un trièdre

ε (. . . , 1, 1,−1) (. . . ,−1, 1,−1) (. . . , 1,−1,−1) (. . . ,−1,−1,−1)

Cε
Card(f ↑+1 ) ≥ 5

Card(f ↑+1 ) ≥ 6 Card(f ↑+1 ) ≥ 7 Card(f ↑+1 ) = 8
ou f ↑+1 est un trièdre

Table 7.2 – Conditions nécessaires et suffisantes pour avoirµ( f ) = 1 (voir le corollaire7.1.9).

7.1.4 Images régulières et ouverts/fermés réguliers

Nous avons défini l’objet et le fond d’une image régulièreµ : Fn → {0, 1} comme les sous-
ensemblesµ−1({1}) et µ−1({0}) deFn. Nous montrons dans cette section qu’ils n’ont pas de parties
minces ni de trous minces (par « mince », nous voulons dire de dimension plus petite que l’espace
ambiant). Ce point est particulièrement important en construction géométrique (voir par exemple à
ce propos la section 3.2 deBlackmore et Peters(2007)).

La première proposition – facile à démontrer par récurrence– assure que, dans une région dont les
facettes ont toutes la même valeur, l’image a une valeur constante sur les faces de toutes dimensions.

Proposition 7.1.10. Soit µ : Fn → {0, 1} une image régulière. Soitd ∈ {0, 1} et f ∈ Fn. Si, pour
chaque facette g dans f↑+, µ(g) = d, alorsµ( f ) = d.

Grâce à la proposition7.1.10nous pouvons maintenant établir que l’interieur, resp. l’adhérence, de
l’objet (ou du fond) d’une image régulière est un ouvert, resp. un fermé, régulier (la définition des
ouverts/fermés réguliers est rappelée en AnnexeA.1).

Proposition 7.1.11.Soitµ : Fn → {0, 1} une imageε-régulière. Soitd ∈ {0, 1}. Alors (µ−1({d}))◦ est
un ouvert régulier et(µ−1({d}))↓ est un fermé régulier.

Démonstration.Soit E un sous-ensemble deFn. Les deux chaînes d’implications suivantes sont fa-
ciles à établir :

f ∈ (E↓)
◦ ⇒ f ↑ ⊆ E↓ ⇒ f ↑+ ⊆ E↓ ⇒ f ↑+ ⊆ E

∃g ∈ f ↑+, g ∈ E⇒ ∃g ≥ f , g ∈ E◦ ⇒ f ∈ (E◦)↓

Maintenant, nous prenonsE = µ−1({d}). De la proposition7.1.10, nous obtenonsf ↑+ ⊆ E ⇒ f ∈ E.
En prenant la forme contraposée de la proposition7.1.10, on a aussif ∈ E⇒ ∃g ∈ f ↑+, g ∈ E. On a
doncE↓

◦ ⊆ E ⊆ E◦↓. On en déduit facilement que :

E↓
◦↓ ⊆ E↓ ⊆ E◦↓

↓
= E◦↓ ⊆ E↓

◦↓
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où la dernière inclusion vient deE ⊆ E↓. On a donc l’égalitéE↓
◦↓
= E↓ ce qui signifie queE↓ est un

fermé régulier. La preuve de l’égalitéE◦↓
◦
= E◦ est similaire. �

Quand la fonction de connexité est constante, la proposition 7.1.11peut être simplifiée car l’objet
et le fond de l’image sont dans ce cas des ouverts ou des fermés.

Corollaire 7.1.12. Soit µ : Fn → {0, 1} une imageε-régulière. Siε = −1, alors µ−1({1}), resp.
µ−1({0}), est un ouvert, resp. un fermé régulier. Siε = 1, alorsµ−1({1}), resp.µ−1({0}), est un fermé,
resp. un ouvert, régulier.

Démonstration.Si ε = −1, il est clair queg ⊇ f ⇒ g↑+ ⊆ f ↑+ ⇒ ∧h∈g↑+ µ(h) ≥ ∧h∈ f ↑+ µ(h) ⇒
µ(g) ≥ µ( f ). Alors, g ⊇ f et f ∈ µ−1({1}) impliqueg ∈ µ−1({1}), c’est-à-direµ−1({1}) est un ouvert.
Par suite,µ−1({1}) = (µ−1({1}))◦ est un ouvert régulier (proposition7.1.11). De la même façon, si
ε = 1, g ⊆ f impliqueµ(g) ≥ µ( f ). Donc,µ−1({1}) est un fermé régulier. Le résultat pourµ−1({0})
s’obtient par dualité (voir la remarque7.1.7). �

Remarque 7.1.13.Le fait que l’intérieur de l’objet et du fond d’une image régulière sont des ouverts
réguliers peut être étendu aux surfaces entre les objets et le fond. En effet, considérons une k-face de
Fn, 0 ≤ k < n, qui est dans unerégion localement planede la surface dans une imageε-régulièreµ,
c’est-à-dire telle qu’il existe une paire(a, b) ∈ opp(f ) verifiant a↑+ ⊂ µ−1({0}) et b↑+ ⊂ µ−1({1}) (voir
la figure7.10). Il est facile de montrer que toutes les i-faces, k< i < n, dans f↑ qui ne sont ni dans

a

f

b

Figure 7.10 – En vert : une région localement plane de la surface dansune imageε-régulièreµ. La face f
(voir texte) est la 0-face au centre de l’image. En rouge : l’objet. En jaune : le fond.

a↑ ni dans b↑, sont aussi dans la région localement plane de la surface. Enparticulier, dans chaque
paire de faces opposées par rapport à une(n−1)-face de f↑ \ (a↑ ∪b↑), il y a une facette de l’objet et
une facette du fond. Donc, ces(n− 1)-faces sont toutes dans l’objet ou elles sont toutes dans le fond
(suivant la valeur deε(n)). Maintenant, examinons à nouveau le cas de la k-face f . Par la définition
même d’une imageε-régulière, nous avons :
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– siε(k + 1) = 1,

µ( f ) =



















∧

(c,d)∈opp(f )\{{a,b}}
µ(c) ∨ µ(d)



















∧ (µ(a) ∨ µ(b))

=



















∧

(c,d)∈opp(f )\{{a,b}}
µ(c) ∨ µ(d)



















∧ 1

=
∧

(c,d)∈opp(f )\{{a,b}}
µ(c) ∨ µ(d) ;

– siε(k + 1) = −1,

µ( f ) =



















∨

(c,d)∈opp(f )\{{a,b}}
µ(c) ∨ µ(d)



















∨ (µ(a) ∧ µ(b))

=



















∨

(c,d)∈opp(f )\{{a,b}}
µ(c) ∧ µ(d)



















∨ 0

=
∨

(c,d)∈opp(f )\{{a,b}}
µ(c) ∧ µ(d).

Ces égalités prouvent que la valeur deµ( f ) dépend seulement des valeurs deµ sur les (k + 1)-
faces de f↑ \ {a, b} qui sont dans la région localement plane de la surface. Ainsi, on peut facilement
montrer par récurrence queµ( f ) dépend seulement de la valeur deε(n) et est égal àµ(g) pour tout
g ∈ f ↑ \ (a↑ ∪ b↑). Cela prouve que toutes les faces de la région localement plane de la surface dans
l’imageµ partagent la même valeur.

7.2 Chemins et lacets

Dans cette section, nous étudions comment les fonctionsζε définies dans la section7.1 se com-
portent vis-à-vis des chemins dansZn et Fn. Les principaux résultats sont les théorèmes7.2.8 et
7.2.13. Le théorème7.2.8affirme que la fonctionζε induit une bijection entre l’ensemble des com-
posantes connexes de l’objet (resp. du fond) d’une image digitale λ : Zn → {0, 1} et l’ensemble
des composantes connexes de l’objet (resp. du fond) de l’image régulièreµ = ζε(λ) : Fn → {0, 1},
la fonctionε étant choisie en accord avec la paire d’adjacences utiliséedansZn. Le théorème7.2.13
énonce queζε induit un isomorphisme entre le groupe fondamental digitaldeλ−1({1}) (resp.λ−1({0}))
de point de basea (a ∈ Zn) et le groupe fondamental deµ−1({1}) (resp.µ−1({0})) de point de base ˘a.

7.2.1 Composantes connexes

Nous expliquons ici comment nous associons à unα-chemin digital un arc dansFn et nous mon-
trons que cette association respecte les composantes connexes de l’objet et du fond. Les notions
d’α-chemin (digital), d’arc et de chemin fini régulier dans un EPO sont définies respectivement aux
chapitres2 et6 (sections6.1.1et6.2.1).
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Soit χ et χ′ deux arcs dansFn. Nous écrivons3 χ ≤ χ′ s’il existe deux cheminsp ≤ p′ dansFn

dont les traces sontχ etχ′ (tous les chemins dansFn considérés dans la section7.2sont des chemins
finis réguliers).

Définition 7.2.1. Soitω une relation d’adjacence surZn etγ = (pi)r
i=0 (r ≥ 0) unω-chemin dansZn.

L’arc ζ(γ) dansFn est défini parζ(γ) = (q j )2r
j=0 avec, pour tout i∈ [[0, r]] , q2i = p̆i et qj = q j−1∩ q j+1

si j est impair ( j∈ [[1, 2r − 1]]).

Il est évident que la suite de facesζ(γ) définie ci-dessus est effectivement un arc dansFn, et
celui-ci est lui-même la trace d’un chemin fini régulier dansFn (proposition6.2.2). Il est important
de noter que la fonctionζ de la définition7.2.1ne dépend pas de la valeur deω. Cependant, pour
comparer les relations de connexité dansZn et dansFn, nous avons besoin de préciser le lien entre
le choix de la paire d’adjacence dansZn et le choix de la fonction de connexité dansFn (le lecteur
reconnaîtra la correspondance déjà donnée dans la table7.1).

Définition 7.2.2. Soit (α, β) une paire d’adjacences surZn. La fonction de connexitéτ(α, β) :
[[1, n]] → {−1, 1} est définie par :

τ(α, β) =



































−1 si (α, β) = (2n, 3n − 1)
1 si (α, β) = (3n − 1, 2n)
(−1, 1,−1) si n= 3 et (α, β) = (6, 18)
(1,−1, 1) si n= 3 et (α, β) = (18, 6).

Dans la suite de la section7.2, nous utilisons les notations suivantes qui ne seront rappelées que
dans les énoncés des théorèmes :

– (α, β) est une paire d’adjacences surZn ;
– ε est la fonction de connexitéτ(α, β) ;
– d est un entier égal à 0 ou 1 ;
– ω est égal àα si d = 1 et est égal àβ si d = 0 ;
– λ : Zn→ {0, 1} est une image surZn ;
– µ est l’image surFn égale àζε(λ).
La proposition suivante affirme que la fonctionζ associe à un chemin dans l’objet (resp. dans

le fond), de l’image digitaleλ, un arc dans l’objet (resp. dans le fond) de l’image complexeµ. La
conséquence principale de cette proposition est que les images, par la fonctionζε, des composantes
connexes de l’objet (resp. du fond) de l’image digitaleλ sont incluses dans les composantes connexes
de l’objet (resp. du fond) de l’image complexeµ.

Proposition 7.2.3.L’image, par la fonctionζ, d’unω-chemin dansλ−1({d}) est un arc dansµ−1({d}).

Démonstration.La preuve est donnée pour (α, β) = (3n− 1, 2n) et (n = 3 et (α, β) = (18, 6)). Les cas
(α, β) = (2n, 3n − 1) et (n = 3 et (α, β) = (6, 18)) s’obtiennent par dualité (voir la remarque7.1.7).

– Cas (α, β) = (3n − 1, 2n).
On aε(k) = 1 pour toutk ∈ [[1, n]]. Si γ = (pi)r

i=0 (r ≥ 0) est unα-chemin dansλ−1({1}),
du corollaire7.1.9et de la table7.2, on obtient directement queµ( ˘pi−1 ∩ p̆i) = 1 pour tout

3. La notationχ ≤ χ′ ne signifie pas que≤ est un ordre (c’est en fait un pré-ordre sur l’ensemble des chemins finis
réguliers). Par exemple, sia ⊂ b ⊂ c sont trois faces distinctes deFn, on vérifie facilement que (a, c) ≤ (a,b, c) ≤ (a, c).
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i ∈ [[1, r]], c’est-à-dire queζ(γ) est un arc dansµ−1({1}). Si γ est unβ-chemin dansλ−1({0}),
alors dim( ˘pi−1 ∩ p̆i) = n− 1 et, par suite,µ( ˘pi−1 ∩ p̆i) = µ( ˘pi−1) ∨ µ(p̆i) = 0∨ 0 = 0 pour tout
i ∈ [[1, r]]. Il vient queζ(γ) est an arc dansµ−1({0}).

– Casn = 3 et (α, β) = (18, 6).
La fonction de connexitéε est telle queε(3) = 1 et ε(2) = −1. Si γ est un 18-chemin dans
λ−1({1}), alors toutes les faces deγ ont une dimension supérieure ou égale à 1. Ainsi, à nouveau
grâce au corollaire7.1.9et à la table7.2, on trouve queµ( ˘pi−1 ∩ p̆i) = 1 pour touti ∈ [[1, r]] :
ζ(γ) est un arc dansµ−1({1}). Si γ est un 6-chemin dansλ−1({0}), nous utilisons la preuve du
cas (α, β) = (3n − 1, 2n). �

La proposition suivante est évidente.

Proposition 7.2.4. La fonctionζ est un homomorphisme pour le produit des chemins digitaux etle
produit des arcs : pour tousω-cheminsγ, γ′ ∈ Zn, ζ(γ.γ′) = ζ(γ).ζ(γ′).

L’injectivité de ζ est évidente car deuxn-xels distinctsa, b ∈ Zn sont associés à des facettes
distinctes ˘a, b̆ ∈ Fn. La proposition7.2.7prouve la surjectivité deζ modulo les déformations : tout
arcχ deă à b̆ dans l’objet (resp. dans le fond) d’une image régulièreζε(λ) est la déformation d’un arc
ζ(γ) pour un certain cheminγ dea àb dans l’objet (resp. le fond) de l’image digitaleλ (étant entendu
que la fonction de connexitéε est correctement associée à la paire d’adjacences de l’imageλ). Nous
établissons une version forte de la surjectivité, impliquant des chemins dansFn, dont nous aurons
besoin dans la section suivante traitant des groupes fondamentaux. Le lemme7.2.5est le point clef
de la preuve de la proposition7.2.7.

Lemme 7.2.5.Soit p un chemin dansµ−1({d}) dont la trace est( f , g, h) avec f⊃ g ⊂ h. Soit a, b ∈ Zn

deux xels deλ−1({d}) tels queă ⊃ f et h ⊂ b̆. Il existe unω-cheminγ dansλ−1({d}) de a à b et un
chemin q, q≥ p, dont la trace estζ(γ).

Démonstration.La preuve est donnée pourd = 1. Le casd = 0 est obtenu par dualité (cf. re-
marque7.1.7). Si a = b, nous posonsγ = (a) et q = ă1[0,1] et le lemme est démontré. Supposons
maintenant quea , b. On poseg′ = ă ∩ b̆. Il existe trois intervalles inclus dans [0, 1] tels que
p = f 1I + g1J + h1K . Puisque ˘a ⊃ f ⊃ g ⊂ h ⊂ b̆, nous avonsg ⊂ g′.

– Si ε = −1, commeg ∈ µ−1({1}), nous obtenons de la proposition7.1.3que toutes les facettes
dansg↑ ont pour valeur 1. Ainsi, il est très facile de construire unω-cheminγ = (di )k

i=0,
1 ≤ k ≤ n, dea à b dansλ−1({1}) tel queg ⊆ d̆i pour touti ∈ [[0, k]]. De plus, nous pouvons
facilement définir un cheminq dansµ−1({1}) dont la trace estζ(γ) et tel queq ≥ p.

– Si ε = 1, à nouveau grâce à la proposition7.1.3, on ag′ ∈ µ−1({1}) car ă ∈ g′↑+ et µ(ă) = 1.
Donc, nous pouvons poserγ = (a, b) (γ est unω-chemin car iciω = 3n − 1) et définirq par
q(t) = ă si p(t) = f , q(t) = g′ si p(t) = g etq(t) = b̆ si p(t) = h.

– Sin = 3 etε = (1,−1, 1), nous déduisons de la table7.2que si dim(g′) ≥ 1, alorsg′ ∈ µ−1({1})
et on conclut comme ci-dessus en posantγ = (a, b) (ici, ω = 18).
Si dim(g′) = 0, alorsg′ = g et, encore grâce à la table7.2, nous savons qu’il existe au moins
une facette supplémentaire ˘c, c , a et c , b, dansg↑+ ∩ µ−1({1}). La figure7.11 montre la
configuration (modulo rotations et symétries). Nous pouvons alors poserγ = (a, c, b) et la
définition d’un cheminq plus grand quep ne pose pas de difficulté.
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b̆

c̆
ă

g

Figure 7.11 – Preuve du lemme7.2.5: casn = 3, ε = (1,−1, 1) et dim(g′) = 0 (voir texte).

– Sin = 3 etε = (−1, 1,−1), ce qui correspond à (α, β) = (6, 18), comme dans le cas précédent,
nous trouvons en consultant la table7.2qu’il existe dansg↑+ ∩µ−1({1}) suffisament de facettes
pour construire un 6-chemin dansλ−1({1}) dea àb :
Si dim(g) = 2, alorsg′ = g et nous posonsγ = (a, b) (q peut être défini comme dans le cas
ε = 1).
Si dim(g) = 1 (resp. dim(g) = 0) alors il existe au moins trois (resp. six) facettes dans l’étoile
deg, parmi lesquelles ˘a et b̆,de sorte que nous pouvons facilement définir un 6-cheminγ dans
λ−1({1}) et un cheminq dansµ−1({1}) dont la trace estζ(γ) et qui est supérieur ou égal àp.
La figure7.12montre toutes les configurations minimales possibles (modulo rotations et sy-
métries) quand dim(g) = 0 ou dim(g) = 1 (par minimales, nous entendons que l’étoile deg
dans l’objet contient au moins les faces représentées sur lafigure). �

Dans la preuve de la proposition7.2.7nous utiliserons aussi le résultat suivant.

Lemme 7.2.6.Soit (X,≤) un EPO. Le produit des chemins est compatible avec la relation d’ordre :
pour tout a, b, c ∈ X et tous chemins p≤ p′ de a à b et q≤ q′ de b à c, on a p.q ≤ p′.q′.

Démonstration.Soit t ∈ [0, 1]. Si t ≤ 1
2, alors, p.q(t) = p(2t) ≤ p′(2t) = p′.q′(t). Si t ≥ 1

2, alors
p.q(t) = q(2t − 1) ≤ q′(2t − 1) = p′.q′(t). �

Proposition 7.2.7. Soit a, b ∈ Zn. Soitχ un arc de la facettĕa à la facetteb̆ dansµ−1({d}) et p un
chemin dansµ−1({d}) dont la trace estχ. Il existe unω-cheminγ de a à b dansλ−1({d}) et un chemin
q dansµ−1({d}), q ≥ p, dont la trace estζ(γ).

Démonstration.La preuve est donnée pourd = 1. Le casd = 0 est obtenu par dualité (cf. re-
marque7.1.7). Soit χ = (qi)r

i=0 (r ≥ 0) un arc de la facette ˘a à la facetteb̆ dansµ−1({1}) et
p =

∑r
i=0 qi1I i un chemin dont la trace estχ. La preuve se fait par récurrence surr, la longueur

deχ. Si r = 0, la proposition est évidente. Supposons maintenant que lapropriété est vraie quand la
longueur deχ est strictement inférieure à un entierr ≥ 2 (r = 1 est impossible). Soitj ∈ [[1, r − 1]]
le plus petit entier tel queq j est un minimum local deχ, c’est-à-dire tel queq j−1 ⊃ q j ⊂ q j+1

(souvenons-nous queq0 = ă et qr = b̆ sont des facettes) et soitk ∈ [[ j + 1, r]] le plus petit entier tel
queqk est un maximum local deχ, c’est-à-direqk−1 ⊂ qk ⊃ qk+1. Soit t le centre de l’intervalleIk et
ϕ : [0, 1] → [0, 1] la fonction bijective qui envoiet sur 1

2 et est lineaire entre 0 ett et entret et 1. On
a p ◦ ϕ−1 = (

∑k
i=0 qi1(2ϕ)(I ′i )

).(
∑r

i=k qi1(2ϕ−1)(I ′′i )) où I ′i = I i si 0≤ i < k, I ′k = Ik ∩ [0, t], I ′′k = Ik ∩ [t, 1]
et I ′′i = I i si k < i ≤ r. De la forme contraposée de l’assertion de la proposition7.1.10, on déduit
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 7.12 – Preuve du lemme7.2.5: casn = 3, ε = (−1, 1,−1) et dim(g) ≤ 1 (voir texte). (a)g est une
1-face (en jaune) ; ˘a et b̆ sont deux des trois 3-faces (en bleu). (b–d)g est la 0-face (en rouge) ; ˘a et b̆ sont deux
des six 3-faces (en bleu).

qu’il existe un xelc ∈ Zn, tel quec ∈ λ−1({1}) et qk ⊆ c̆ (si qk est une facette deFn, c̆ = qk). Comme
c̆1(2ϕ−1)(I ′′k ) +

∑r
i=k+1 qi1(2ϕ−1)(I ′′i ) est un chemin de ˘c à b̆ dont la longueur est strictement inférieure à

r, par hypothèse de récurrence, il existe unω-cheminγ(2) dec àb dansλ−1({1}) et un cheminq(2) de
c̆ à b̆ tel queζ(γ(2)) est la trace deq(2) et q(2) ≥ c̆1(2ϕ−1)(I ′′k ) +

∑r
i=k+1 qi1(2ϕ−1)(I ′′i ) ≥

∑r
i=k qi1(2ϕ−1)(I ′′i ).

D’un autre côté, grâce au lemme7.2.5, nous pouvons définir dansλ−1({1}) unω-cheminγ(1) dea à
c et un chemin dansµ−1({1}), q(1) ≥ ă1(2ϕ)(I) + q j1(2ϕ)(I ′j )

+ c̆1(2ϕ)(J) ≥
∑k

i=0 qi1(2ϕ)(I ′i )
, où I =

⋃ j−1
i=0 I ′i

et J =
⋃k

i= j+1 I ′i , dont la trace estζ(γ(1)). Finalement, nous posonsγ = γ(1).γ(2) et q = q(1).q(2).
Puisqueζ est un morphisme (proposition7.2.4), ζ(γ) est la trace deq et, grâce au lemme7.2.6, on a
q ≥ p ◦ ϕ−1 et par conséquent,q ◦ ϕ ≥ p. Il est clair queq ◦ ϕ a la même trace queq, ce qui termine
la preuve. �

Nous pouvons maintenant établir notre premier théorème quiaffirme que la correspondance entre
les images digitales et les images régulières proposée dansce chapitre conserve les composantes
connexes d’une image digitale quelle que soit l’interprétation de l’image retenue par le choix d’une
paire d’adjacences classiques.

Théorème 7.2.8.Soit (α, β) une paire d’adjacences surZn. Soitε la fonction de connexitéτ(α, β).
Soitd ∈ {0, 1}. Soitλ : Zn → {0, 1} une image dansZn etµ = ζε(λ) l’image corespondante dansFn.
La fonction qui associe au xel a∈ Zn la facetteă ∈ Fn induit une correspondance bi-univoque entre
les composantes connexes deλ−1({d}) et les composantes connexes deµ−1({d}).

Démonstration.Par les propositions7.2.3et 7.2.7, nous savons que deux pointsa, b dansZn sont
dans la même composante connexe deλ−1({d}) si et seulement si ˘aet b̆sont dans la même composante
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connexe deµ−1({d}). De plus, de la forme contraposée de l’assertion de la proposition 7.1.10(et du
fait que, si f , g sont des faces deFn et f ⊂ g, alors (f , g) est un arc), nous obtenons qu’il n’existe pas
de composante connexe deµ−1({d}) sans facette. �

7.2.2 Groupes fondamentaux en dimension 2 et 3

Le but de cette section est de comparer le groupe fondamentaldigital défini par Kong (voir
section4.1) pour des sous-ensembles deZn, n ∈ {2, 3}, avec le groupe fondamental classique des
sous-espaces deFn. Jusqu’à la fin du chapitre7, la dimensionn de l’espace est restreinte à 2 ou 3.

D’abord nous montrons que lorsque deux chemins digitaux sont équivalents, les arcs correspon-
dants sont des déformations l’un de l’autre.

Proposition 7.2.9.Siγ etγ′ sont deuxω-chemins équivalents dansλ−1({d}), alors l’arc ζ(γ′) est une
déformation de l’arcζ(γ) dansµ−1({d}).

Démonstration.La preuve est donnée pourd = 1. Le casd = 0 est obtenu par dualité (cf. re-
marque7.1.7). Puisqueζ est un homomorphisme (proposition7.2.4) et « être une déformation de ou
égal à » est une relation d’équivalence, nous déduisons de ladéfinition de l’équivalence des chemins
digitaux (voir section4.1) qu’il suffit d’obtenir la conclusion du lemme pour deux chemins digitaux
γ, γ′ immédiatement équivalents. Cela revient à considérer un lacetγ dansλ−1({1}) dea àa (a ∈ Zn),
inclus dans un carré unitaire sin = 2 ou n = 3 et β = 26, ou inclus dans un cube unitaire, et à
montrer queζ(γ) est une déformaton de l’arc constant ˘a. Nous appelonsC le carré, ou le cube, uni-
taire considéré. On peut supposer, sans restreindre la généralité de la démonstration, que le lacetγ

est élémentaire, c’est-à-dire que tous les points deγ, hormis les extrémités sont distincts (sinon, on
applique autant de fois que nécessaire le résultat obtenu pour les arcs élémentaires). Si la longueur de
γ est inférieure ou égale à 2, alors la propriété à démontrer est évidente. Maintenant, nous supposons
que la longueur deγ est supérieure ou égale à 3. On notem la face deFn située à l’intersection des
facettesb̆, b ∈ C. Notons que l’arcζ(γ) est inclus dansm↑. Puisqu’au moins trois facettes distinctes
deC appartiennent àµ−1({1}), nous déduisons de la table7.2que, siα = 3n − 1 ou (n = 3 etα = 18),
alorsm ∈ µ−1({1}) et nous pouvons très facilement construire4 une suite d’étirements élémentaires
de (a) àζ(γ) 5. Nous supposons maintenant queα = 2n. Pour terminer la démonstration, nous exami-
nons tous les lacets élémentaires qui peuvent être construits dans un carré, ou un cube, unitaire deZn

(modulo rotations et symétries). Le lecteur peut vérifier sur la figure7.13que, dans chaque cas, l’arc
ζ(γ) peut être déformé (dansµ−1({1})) en un arc constant en introduisant la facemdansζ(γ). �

Maintenant, nous nous intéressons à la réciproque de la proposition7.2.9, qui est plus difficile à
obtenir. Nous montrons d’abord (lemme7.2.10) que, si un arc dansµ−1({d}) est un étirement élémen-
taire d’un autre arc dansµ−1({d}), il existe un chemin digitalγ dansλ−1({d}) dont l’imageζ(γ) est
supérieure aux deux arcs. Ensuite, nous prouvons (lemme7.2.11) que, si les images de deux chemins
digitaux dansλ−1({d}) sont plus grands que le même arc dansµ−1({d}), ces deux chemins digitaux
sont équivalents. De ces deux lemmes, il n’est pas difficile de conclure (proposition7.2.12).

4. On pourrait aussi invoquer l’existence d’un minimum pouren déduire la contractilité dem↑ ∩ λ−1({1}) (pro-
priété4.2.10).

5. Si ζ(γ) = ( fi)r
i=0 (r ≥ 2 et f0 = fr = a) nous utilisons la suite d’étirements élémentaires (f0) → ( f0,m, fr ) →

( f0,m, fr−1, fr)→ . . .→ ( f0,m, f1, . . . , fr )→ ( f0, f1, . . . , fr).
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Figure 7.13 – Preuve de la proposition7.2.9. Nous utilisons l’ordre dual dansFn pour représenter le carré/cube
unitaire : les facettes sont représentées par des points, les (n − 1)-faces par des arêtes et ainsi de suite. En
particulier, la facem (voir texte) est vue comme le carré{a, b, c, d} ou le cube{a, b, c, d, e, f , g, h}. L’arc ζ(γ)
est dessiné en traits pleins. Commeζε(λ) est une image régulière, quelle que soit la fonction de connexité
ε, quand deux sommets 4/6-adjacents (qui sont en réalité des facettes) du polyèdre représenté sont surζ(γ),
l’arête qui les relie appartient àµ−1({1}) et quand les quatre sommets d’un carré sont surζ(γ), alors le carré
appartient àµ−1({1}). (a) Tous les sommets, et doncm, sont dansµ−1({1}). (b–d) Ces trois figures ne concernent
que le cas (α, β) = (6, 18), c’est-à-direε = (−1, 1,−1). Sur chaque figure, la longueur deγ est supérieure ou
égale à 6, donc, de la table7.2, on déduit quem ∈ µ−1({1}).

Lemme 7.2.10.Soit a, b ∈ Zn. Soitχ et χ′ deux arcs dĕa à b̆ dansµ−1({d}). Siχ′ est un étirement
élémentaire deχ, alors il existe dansλ−1({d}) unω-cheminγ de a à b tel queζ(γ) ≥ χ et ζ(γ) ≥ χ′.

Démonstration.Il y a deux cas dans la définition d’un étirement élémentaire.Ces deux cas sont très
voisins aussi nous ne donnons la preuve que pour l’un des deux. On poseχ = ( fi)r

i=0 (r ≥ 1) et

χ′ = ( fi)
i0
i=0.( fi0, f , fi0+1).( fi)r

i=i0+1 aveci0 ∈ [[0, r − 1]]. On peut supposer, sans perte de généralité,
que fi0 ⊂ fi0+1.

– Casf ⊂ fi0+1.
On considère un cheminp =

∑r
i=0 fi1I i dont la trace estχ (un tel chemin existe d’après la

proposition6.2.2). Grâce à la proposition7.2.7, nous savons qu’il existe unω-cheminγ dans
λ−1({d}) deaàb et un cheminq dansµ−1({d}) dont la trace estζ(γ) et tel queq ≥ p. On posey =
max(I i0) = inf(I i0+1) (puisquefi0 ⊂ fi0+1, l’intervalle I i0 est fermé à droite (proposition6.2.3)).
Soit δ > 0 un réel tel quey − 2δ ∈ I i0 et y + 2δ ∈ I i0+1 (δ existe carp est régulier). On pose
p′ =

∑i0−1
i=0 fi1I i + fi01I + f 1I ′ + fi0+11I ′′ +

∑r
i=i0+2 fi1I i où I ′ = [y − δ, y + δ], si f ⊂ fi0 et

I ′ = ]y, y + δ] si fi0 ⊂ f ⊂ fi0+1, I = I i0 \ I ′ et I ′′ = I i0+1 \ I ′. Ainsi, p′ est continu et il est
manifeste que la trace dep′ estχ′ et p′ ≤ p. On a doncp′ ≤ p ≤ q. Puis,ζ(γ) ≥ χ etζ(γ) ≥ χ′.

– Casfi0+1 ⊂ f .
Toujours grâce aux propositions6.2.2et7.2.7, nous començons par construire unω-cheminγ′

dansλ−1({d}) dea àb et deux cheminsp′ =
∑i0

i=0 fi1I i + f 1I +
∑r

i=i0+1 fi1I i , q′ dansµ−1({d}) dont

les traces sontχ′ et ζ(γ′) et tels queq′ ≥ p′. On posep =
∑i0

i=0 fi1I i + fi0+11I ′ +
∑r

i=i0+2 fi1I i

où I ′ = I ∪ I i0+1. Alors, p est un chemin dont la trace estχ et p ≤ p′ ≤ q′. D’où, ζ(γ′) ≥ χ et
ζ(γ′) ≥ χ′. �

Lemme 7.2.11.Soit a, b ∈ Zn. Soitχ un arc de la facettĕa à la facetteb̆ dansµ−1({d}) etγ, γ′ deux
ω-chemins de a à b dansλ−1({d}) tels queζ(γ) ≥ χ et ζ(γ′) ≥ χ. Alorsγ et γ′ sont équivalents dans
λ−1({d}).

Démonstration.Soit p, p0, q, q′0 quatre chemins dansµ−1({d}) dont les traces sont respectivementχ,
χ, ζ(γ), ζ(γ′) et tels quep ≤ q et p0 ≤ q′0. Si p , p0, puisque ces deux chemins finis réguliers ont
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la même trace, les intervalles de leurs séquences d’intervalles sont deux à deux homéomorphes (leie

intervalle de l’une des deux suites est fermé à gauche (resp.à droite) si et seulement si leie intervalle
de l’autre suite est fermé à gauche (resp. à droite)). Donc, il existe un homéomorphismeϕ, linéaire
par morceaux, tel quep0 = p ◦ ϕ. On poseq′ = q′0 ◦ ϕ

−1. Commeq′0 ≥ p0, on aq′ ≥ p. De manière
évidente, la trace deq′ est ζ(γ′). On pose aussip =

∑r
i=0 fi1I i , q =

∑s
i=0 gi1Ji et q′ =

∑t
i=0 hi1Ki

(r, s, t ≥ 0). Nous prouvons le lemme par récurrence surr, la longueur deχ. Pourr = 0, le résultat
est évident. Supposons maintenant que la propriété est vraie quand la longueur deχ est strictement
inférieure àr (r ≥ 2 car r ne peut pas être égal à 1). Soitj ∈ [[1, r]] le plus petit entier tel quef j

est un minimum local deχ, c’est-à-dire tel quef j−1 ⊃ f j ⊂ f j+1 ( f0 = ă et fr = b̆ sont des facettes
donc f j existe) et soitj′ ∈ [[ j + 1, r]] le plus petit entier tel quef j′ est un maximum local deχ (voir la
figure7.14sur laquelle l’arcχ est représenté par une ligne rouge, l’arcζ(γ) par une ligne pointillée
noire et l’arcζ(γ′) par une ligne noire pleine). Sij′ = r, c’est-à-diref j′ = b̆, alorsζ(γ) et ζ(γ′) sont

gk = e0

hk′ = eu

fj

fj′

fr = gs = htf0 = g0 = h0

Figure 7.14 – Les arcsχ (en rouge),ζ(γ) (en pointillés noirs),ζ(γ′) (en trait plein, noir) etχ′0 (en vert).

inclus dansf j
↑, doncγ etγ′ sont inclus dans le même carré 2× 2 deZn (si dim(f j) ≥ n− 2) ou dans

le même cube 2× 2 × 2 deZn (si dim(f j) = n − 3). De plus, sin = 3, dim(f j) = 0, (α, β) = (6, 26)
et d = 1 (ou (α, β) = (26, 6) etd = 0), alors nous déduisons de la proposition7.1.3qu’il n’y a pas de
facette ayant la valeur 1− d dans f j

↑. Ainsi, en utilisant la définition de l’équivalence entre chemins
digitaux, nous trouvons que les arcsγ etγ′ sont immédiatement équivalents. Sinon (j′ < r), on pose
I j′ = ]y, z[ avec 0< y < z < 1 (commef j′ est un maximum local, on déduit de la proposition6.2.3
que I j′ est un intervalle ouvert de [0, 1]). Soit k ∈ [[0, s]] et k′ ∈ [[0, t]] les entiers pairs définis par
z ∈ Jk ∪ Jk+1 et z ∈ Kk′ ∪ Kk′+1. Puisquep ≤ q, p ≤ q′ et gk, hk′ ∈ Fn

n (en particulierJk et Kk′ sont
ouverts sur la gauche), la définition dek etk′ assure quegk ⊇ f j′ ⊆ hk′ et, par suite, quegi ∈ f j

↑ pour
tout i ≤ k et hi ∈ f j

↑ pour touti ≤ k′ (voir les figures7.14et 7.15). Si f j′ ∈ Fn
n, alors nécessairement

p
y zm

Ij′

q Jk ∪ Jk+1

r Kk′ ∪Kk′+1

Figure 7.15 – Positions relatives des intervallesI j′ , Jk ∪ Jk+1, Kk′ ∪ Kk+1 et des réelsy, z, m (voir texte).
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qk = hk′ = f j′ et nous posonsχ′0 = ( f j′). Sinon (dim(f j′) < n), nous posonsχ′0 = (gk, f j′ , hk′ ) (χ′0
est représenté en vert sur la figure7.14). Dans les deux cas,χ′0 est un arc dansµ−1({d}) donc, de la
proposition7.2.7, nous déduisons qu’il existe unω-cheminγ′0 dansλ−1({d}) tel queζ(γ′0) ≥ χ′0 (en
2D, comme dans l’exemple représenté sur la figure7.14, on a nécessairementζ(γ′0) = χ′0). On pose
ensuiteζ(γ′0) = (ei)u

i=0 (u ≥ 0) et on ae0 = gk eteu = hk′ . De plus,χ′0 est un arc dansf j′
↑ qui est inclus

dansf j
↑ de sorte queζ(γ′0) est aussi un arc dansf j

↑. Soitγ0, γ1 etγ′1 lesω-chemins dansλ−1({d}) tels
queζ(γ0) = (gi )k

i=0, ζ(γ1) = (gi)s
i=k et ζ(γ′1) = (hi)t

i=k′ . On poseγ′′ = γ0.γ
′
0.γ
′
1 (les arcsζ(γ0), ζ(γ′0)

et ζ(γ′1) sont représentés sur la figure7.16). Puisqueζ(γ′′) = ζ(γ0).ζ(γ′0).(hk′ , . . . , ht), il diffère de
ζ(γ′) = (h0, . . . , hk′ ).(hk′ , . . . , ht) seulement dansf j

↑. Ainsi, quelle que soit la relation d’adjacence,
on peut conclure comme ci-dessus que les arcsγ′′ etγ′ sont équivalents.

ζ(γ′

1
)

ζ(γ′

0
)

ζ(γ0)

Figure 7.16 – Les trois arcs définissantζ(γ′′).

Pour pouvoir utiliser l’hypothèse de récurrence, nous définissons maintenant trois nouveaux chemins.
Pour cette définition, nous devons choisir un nombre réelm∈ ]y, z[ ∩(Jk∪Jk+1)∩(Kk′∪Kk′+1). Un tel
nombre existe carJk∪ Jk+1 et Kk′ ∪Kk′+1 sont ouverts à gauche et contiennentz (voir la figure7.15).
Le premier chemin est obtenu à partir dep en enlevant toutes ses faces avantf j′ et en les remplaçant
par la facettegk : p1 = gk1[0,y[+ f j′1[y,z[+(p)[z,1] où la notation (p)I désigne la restriction de la fonction
p à l’intervalle I (p1 est représenté par une ligne rouge sur la figure7.17). Comme nous enlevons au
moins deux faces (f0 et f j) et comme nous ajoutons juste une face, la longueur de la trace dep1 est
strictement inférieure àr. Nous devons vérifier que tous les nouveaux chemins sont réguliers. Cela
implique d’examiner le premier intervalle dansp[y,1]. Cet intervalle est [y, z[ (car ]y, z[ = I j′ donc
p(z) , f j′) et n’est pas un singleton. Le second chemin,q1, est obtenu d’une façon similaire àp1 : on
enlève àq toutes ses faces avantgk, de sorte que la trace deq1 estζ(γ1) : q1 = gk1[0,m[ + (q)[m,1] (q1

est représentée par une ligne pointillée noire sur la figure7.17). Le premier intervalle dans (q)[m,1]

est soit associé àgk (et dans ce cas doit être réuni avec [0,m[), soit associé àgk+1 si m ∈ Jk+1. Mais
dans ce dernier cas, par définition dek, z est aussi dansJk+1 de sorte que le premier intervalle de
(q)[m,1] ne peut jamais être un singleton. Le troisième cheminq′1 est obtenu deq′ en enlevant toutes
les faces avanthk′ et en ajoutant avanthk′ les faces de l’arcζ(γ′0) avec, pour le choix des intervalles,
la contrainte queq′1 doit être égal àq1 et p1 sur [0, y[ : q′1 = gk1[0,y[ +

∑u
i=1 ei1K′i

+ (q′)[m,1] où les
intervallesK′i sont supposés bien définis pour assurer la continuité (q′1 est représenté par une ligne
noire pleine sur la figure7.17). La trace deq′1 estζ(γ′0).ζ(γ′1) = ζ(γ′0.γ

′
1). Le premier intervalle dans

(q′1)[m,1] est soit associé àhk′ = eu (et dans ce cas doit être réuni avecK′u), soit associé àhk′+1 mais
dans ce cas, comme ci-dessus,z est aussi dans cet intervalle de sorte que le premier intervalle ne
peut jamais être un singleton. Ainsi, nous avons trois chemins réguliersp1, q1, q′1 égaux àp, q, q′
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gk = e0

eufj′

Figure 7.17 – Les traces des trois cheminsp1 (en rouge),q1 (en pointillé) etq′1 (en noir).

sur [m, 1] si bien queq1 ≥ p1 et q′1 ≥ p1 sur [m, 1]. Les trois chemins sont identiques (àgk) sur
[0, y[. Sur [y,m[, p1 = f j′ qui est une face incluse dansgk, la trace deq1 sur l’intervalle [y,m[. De
plus, la facef j′ est incluse dans toutes les faces deζ(γ′0), la trace deq′1. Ainsi, q1 ≥ p1 et q′1 ≥ p1

sur [0, 1]. Nous pouvons maintenant appliquer l’hypothèse de récurrence : lesω-cheminsγ1 etγ′0.γ
′
1

sont équivalents. Par suite, lesω-cheminsγ = γ0.γ1 etγ′′ = γ0.γ
′
0.γ
′
1 sont équivalents. Comme nous

avons prouvé auparavant queγ′′ etγ′ sont équivalents, nous pouvons finalement conclure queγ etγ′

sont équivalents. �

Proposition 7.2.12.Soit a, b ∈ Zn. Soitγ etγ′ deuxω-chemins de a à b dansλ−1({d}). Si l’arc ζ(γ′)
est un déformation dansµ−1({d}) de l’arc ζ(γ), alorsγ etγ′ sont équivalents dansλ−1({d}).

Démonstration.Soit γ, γ′ deuxω-chemins dea à b dansλ−1({d}) tels queζ(γ′) est un déformation
de ζ(γ). Par définition, il existe un entierr ≥ 0 et une suiteS d’arcs dansµ−1({d}) (avecµ = ζε(λ)
où ε est la fonction de connexité associée à (α, β)), S = (χ0 = ζ(γ), . . . , χi , . . . , χr = ζ(γ′)), telle
que, pour touti ∈ [[1, r]], soit χi est un étirement élémentaire deχi−1 soit χi−1 est un étirement
élémentaire deχi . Du lemme7.2.10, nous déduisons qu’il existe une suiteSp deω-chemins dans
λ−1({d}), Sp = (γ0, . . . , γi , . . . , γr+1) tels queγ0 = γ, γr+1 = γ

′ et, pour touti ∈ [[1, r]], ζ(γi) ≥ χi−1 et
ζ(γi) ≥ χi . Enfin, par le lemme7.2.11, nous obtenons que, pour touti ∈ [[1, r + 1]], γi−1 est équivalent
àγi . On en conclut queγ est équivalent àγ′. �

Soit a ∈ λ−1({d}). Soit πD(λ−1({d}), a) le groupe fondamental digital deλ−1({d}) avec point de
basea etρ(µ−1({d}), ă) le groupe des arcs dansµ−1({d}) deă à ă, modulo les déformations.

Grâce aux propositions7.2.3et7.2.9, nous pouvons valablement définir la fonctionζ̆ par :
∣

∣

∣

∣

∣

∣

ζ̆ : πD(λ−1(d), a) → ρ(µ−1(d), ă)
[γ] 7→ [ζ(γ)]

où [θ] dénote la classe d’équivalence deθ (pour la relation d’équivalence sur les chemins digitaux
deZn du côté gauche et pour les déformations sur les arcs deFn du côté droit). La proposition7.2.4
s’interprète alors comme l’affirmation quĕζ est un morphisme. La proposition7.2.12établit l’injecti-
vité deζ̆. Comme deux chemins comparables sont équivalents (corollaire 6.1.6), la proposition7.2.7
prouve la surjectivité dĕζ. Nous en concluons que les deux groupesπD(λ−1({d}), a) et ρ(µ−1({d}), ă)
sont isomorphes et, puisqueρ(µ−1({d}), ă) et π(µ−1({d}), ă) sont isomorphes (théorème6.2.14), nous
pouvons énoncer le théorème suivant.
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Théorème 7.2.13.Soit(α, β) une paire d’adjacences surZn. Soitε = τ(α, β) la fonction de connexité
associée à(α, β). Soit λ : Zn → {0, 1} une image dansZn et µ = ζε(λ) l’image correspondante
dansFn. Pour tout a∈ λ−1({d}), le groupe fondamental digital deλ−1({d}) avec point de base a est
isomorphe au groupe fondamental de l’EPO (µ−1({d}),⊆) avec point de basĕa.

7.3 Conclusion

Nous avons proposé unmodus operandipour plonger une image digitale binaire muni d’une paire
d’adjacences standards dans l’espace des complexes cubiques. Nous avons vérifié en particulier que
ce plongement préserve les composantes connexes et leurs groupes fondamentaux, tant dans l’objet
que dans le fond de l’image. De plus, ces plongements ont été définis de façon à pouvoir être étendus à
d’autres sortes d’images, en particulier aux images de labels. Si nous pouvons transporter la partition
associée à une image de label dans un espace topologique tel que celui des complexes cubiques,
nous aurons alors à notre disposition une palette d’outils suffisants pour contrôler de façon robuste la
topologie de chaque élément de la partition initiale et des partitions plus grossières qu’elle engendre.



Troisième partie

Modèles topologiques et points simples
pour les images de labels





Chapitre 8

Les calques

8.1 Introduction

Le but de ce chapitre est d’étudier la topologie des images delabels en suivant l’idée qu’un
processus qui préserve la topologie d’une image de labels doit conserver non seulement la topologie
des labels pris isolément mais aussi la topologie de leurs unions (voir section5), ce qui revient à
exiger que de tels processus ne modifient pas les caractéristiques topologiques des éléments d’une
partition donnée deZn ni de toute partition plus grossière que la partition initiale. En d’autres termes
encore, nous faisons l’hypothèse que les véritables objetsd’intérêt d’une image de labels, plus que
les éléments d’une partition, sont les éléments de l’ensemble des parties de la partition.

Nous avons adopté un point de vue assez théorique afin de pouvoir couvrir une large palette de
situations. Dans le modèle proposé, toute paire d’adjacence deZn peut être utilisée pourvu qu’elle
soit modélisable dans un EPO (voir le chapitre7), il n’y a pas d’hypothèse sur la topologie initiale
des objets (nous n’utilisons pas de connaissancea priori) et les intersections d’objets sont acceptées.
Les comparaisons topologiques entre les images utilisent l’équivalence homotopique faible entre
espaces finis (qui correspond à l’équivalence homotopique dans les espaces continus). Pour éviter les
inconvénients rencontrés lorsqu’on utilise des paires d’adjacences différentes sur le même objet (voir
section5), nous plongeons l’espace digital dans un espace muni d’unetopologie classique, un EPO
dont les points maximaux sont les points de l’image digitale. Ce premier plongement du support de
l’image nous conduit à plonger également les labels de l’image initiale dans un ensemble de labels
enrichi par des labels « composites », plus précisément dansun treillis atomique dont les atomes sont
les labels initiaux. De cette façon, nous pouvons étendre l’image digitale initiale sur l’EPO qui lui
est associé en affectant des labels étendus aux points supplémentaires et nous pouvons définir des
modifications graduelles de l’image bien adaptées à la conservation de la topologie.

Le chapitre est organisé comme suit. La section8.2 introduit le modèle proposé pour la prise
en charge topologique des images de labels. Nous y décrivonsune notion depoint simple pour un
label permettant une modification locale de l’image tout en conservant les groupes d’homotopie des
objets d’intérêt de l’image (pour être plus précis, nous avons des équivalences d’homotopie faible).
Quand l’EPO est l’espace des complexes cubiques, l’utilisation des points simples permet également
la préservation des groupes d’homotopie des complémentaires des objets. De plus, des modifica-
tions peuvent être menées en parallèle sous certaines conditions, conduisant ainsi à des algorithmes
d’amincissement ou de croissance de régions spatialement bien équilibrés. La section8.3s’intéresse
aux images dans lesquelles les ensembles de points qui portent un même label sont des ensembles
fermés (au sens topologique), comme c’est le cas avec des images digitales interprétées en (26, 6)-
adjacence. Dans ce cas, nous définissons une modification élémentaire inspirée des collapsus de la
topologie combinatoire, appeléecoupequi, en plus de conserver la topologie des objets, maintient
leur caractère fermé. La section8.4 s’attache auximages régulièresdans lesquelles le label d’un
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point de l’EPO est déterminé par les labels des points maximaux situés au dessus de lui. Les images
régulières sont associées de manière bi-univoque aux images digitales définies surZn et, dans un cer-
tain sens (voir le chapitre7), partagent leurs composantes connexes et groupes fondamentaux avec
celles-ci. Nous donnons des conditions suffisantes pour utiliser les coupes à l’intérieur de la classe
des images régulières (autorisant ainsi des aller-retoursentreZn et l’EPO associé). La section8.5
conclut le chapitre.

8.2 Images de calques

Soit L un EPO fini avec un élément minimal, noté⊥, et tel que deux éléments distincts dans
L \ {⊥} ne sont pas comparables. Nous écrivonsL⋆ pourL \ {⊥} et nous définissonsℓ comme étant le
cardinal deL⋆. Les éléments deL⋆ sont appelés lesproto-labels. Le diagramme de Hasse de l’EPO
L est représenté sur la figure8.1. Uneimage de labels digitaleest une fonction définie surZn (ou sur
une partieZ deZn) et à valeurs dansL.

Soit l ∈ L⋆, un proto-label etλ une image de labels digitale. L’ensembleλ−1({l}) est lesupportdu
proto-labell (dans l’image de labels digitaleλ). L’union des supports de tous les proto-labels est le
domainede l’imageλ. L’ensembleλ−1({⊥}) est lefondde l’imageλ. Le fond et les supports forment
une partition de la partieZ deZn considérée.

l1 l2 . . . lℓ

⊥

Figure 8.1 – Diagramme de Hasse de l’ensemble des labelsL = {l i}ℓi=1 ∪ {⊥} (voir texte).

Pour munir l’ensemble discretZ d’une topologie, nous l’enrichissons en ajoutant des points de
dimensions strictement inférieures àn dont le rôle est de lier les xels adjacents et de conférer àZ
une structure d’EPO. Typiquement, l’espace que nous obtenons alors est l’espace des complexes
cubiques,Fn, ou tout EPO associé à une décomposition cellulaire de l’espace. Plus généralement, les
images de labels digitales considérées dans ce chapitre sont définies sur un EPO localement fini (X,≤)
(nous ne voulons lier les points deZn qu’à un nombre fini de voisins). Par conséquent, les ensembles
x↑⋆ et x↓⋆ qui apparaissent dans les définitions des pointsβ/γ-simples sont toujours finis. Cela nous
permet d’utiliser tous les résultats de la section4.2.3. De plus, nous supposons que le plongement de
Z dansX met en correspondance bi-univoque les points deZ avec les points maximaux deX. Dans la
suite de ce chapitre, nous identifions les points deZ avec leurs images dansX et nous appelonsxels
les points maximaux deX.

Le fait d’enrichir l’espace digital initial avec des faces de dimensions non maximales pour obtenir
à la fois un espace topologique et une structure algébrique,nous conduit naturellement à faire de
même avec l’ensemble des labels afin de pouvoir attribuer auxfaces servant de lien entre les xels des
labels qui symbolisent ces liens. C’est pourquoi nous plongeons l’ensemble des labels dans un treillis
atomique (T,≤) dont le minimum est associé à⊥ et dont les atomes sont associés aux proto-labels de
L (qui seront aussi appeléslabels atomiques). Les définitions et propriétés utilisées dans ce chapitre
et relatives aux treillis sont rassemblées dans l’annexeB.2.
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Dans la suite du chapitre, nous identifions les éléments deL avec leurs images dansT. Le maxi-
mum deT est noté⊤. Un label est un élément deT. Étant donné un ensemble de proto-labelsL⋆ le
plus petit treillisT incluantL estT = L∪{⊤}. C’est le treillis utilisé parRonse et Agnus(2005, 2008)
pour définir des opérateurs morphologiques sur les images delabels digitales. Le plus grand treillis
atomique dans lequel nous pouvons plongerL est l’ensemble des partiesP(L⋆) (avec le plongement
naturel qui associe∅ à⊥ et le singleton{l} à tout proto-labell).

La façon d’attribuer des labels à des points deX qui ne sont pas maximaux est évoquée dans
Kovalevsky(1989), Ayalaet al. (1997). Dans le chapitre7, nous avons proposé unmodus operandi
pour étendre àFn une image digitale binaire initialement définie surZn. Cette méthode peut être
appliquée également aux images digitales de labels après avoir plongé l’ensemble des proto-labels
dans un treillis. C’est ce que nous ferons à la section8.4. Mais auparavant, pour rester dans un cadre
plus général, nous posons simplement la définition suivante.

Définition 8.2.1(Image de calques). Soit X un EPO localement fini et T un treillis atomique.
– Uneimage de calquesest une fonctionµ : X→ T.
– Soit l un atome de T. L’image binaireµl, notée aussiµ ∧ l, définie par :

µl : X → {⊥, l}
x 7→ µ(x) ∧ l

est appeléecalque(deµ).

La figure8.2montre quelques exemples d’images de calques.

(a) (b) (c)

Figure 8.2 – Images de calques. Les proto-labels sontr, g, b (représentés en rouge, vert et bleu). Les autres
labels sont obtenus en utilisant la synthèse additive des couleurs (e.g., le label{r, b} est représenté en magenta)
sauf⊤ qui est représenté en noir et⊥ qui est représenté en blanc. (a)X est un sous-ensemble deF2. T est
l’ensemble des partiesP({r, g, b}). Notons que dans cette image, les points maximaux n’ont pastous la même
dimension. (b)X est construit sur un pavage hexagonal.T est l’ensemble des partiesP({r, g, b}). Les labels des
points non maximaux sont calculés avec la règle qui sera utilisée dans la section8.4: un label est le supremum
des labels des points maximaux du voisinage. (c)X est construit sur un pavage semi-régulier. Les labels sont
calculés avec la même règle que pour (b) maisT n’est plus l’ensemble des parties :T = {⊥, r, g, b,⊤}.

La proposition suivante montre queµ est le supremum de tous ses calques.

Proposition 8.2.2. Si µ : X → T est une image de calques et L⋆ l’ensemble des atomes de T, alors
µ est le supremum de ses calques :

µ =
∨

l∈L⋆
µl
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Démonstration.Soit x un point dansX. Soit A ⊆ L⋆ l’ensemble des atomes deT qui sont inférieurs
ou égaux àµ(x). Alors, µ(x) =

∨

a∈A a car T est atomique. Soitl ∈ L⋆, un atome dansT. On a
(µ ∧ l)(x) = µ(x) ∧ l = (

∨

a∈A a) ∧ l. Il est clair que (µ ∧ l)(x) = l si et seulement sil ∈ A et
(µ ∧ l)(x) = ⊥ si et seulement sil < A (µ(x) ∧ l = l équivaut àl ≤ µ(x) qui équivaut àl ∈ A). Par
conséquent,µ(x) =

∨

a∈A a =
∨

a∈A(µ(x) ∧ a) =
∨

l∈L⋆(µ(x) ∧ l) =
∨

l∈L⋆(µ ∧ l)(x). �

Nous avons vu que, lorsqu’une image de labels digitaleλ : Z ⊆ Zn → L est donnée, nous
construisons une image de calquesµ : X → T telle que les labels des points maximaux deX (les
xels) sont les atomes deT (les proto-labels) ou le label du fond⊥. Quand une image de calques a
cette propriété, nous disons que l’image estpure. Si les labels des xels deX sont tous des proto-labels,
c’est-à-dire des atomes deT, nous disons que l’image eststrictement pure.

Soitµ : X→ T un image de calques ett ∈ T un label. Lesupport de t dansµ est le sous-ensemble
〈t〉µ deX égal à{x ∈ X | µ(x) ∧ t , ⊥}. Quand il n’y a pas d’ambiguïté, nous disons aussisupport de
t à la place de support det dansµ et nous écrivons〈t〉 à la place de〈t〉µ. Le support d’un proto-label
(dans une image de calques) est le sous-ensemble deX dont les points ont un label supérieur ou égal
à ce proto-label.
Le support d’un labelt , ⊥ est la réunion des supports des proto-labels appartenant àt↓ :

x ∈ 〈t〉 ⇔ µ(x) ∧ t , ⊥ ⇔ ∃l ∈ L⋆, l ≤ µ(x) ∧ t ⇔ ∃l ∈ L⋆, l ≤ t et x ∈ 〈l〉.

Le support du label⊥ est l’ensemble vide. Lecosupport de t dansµ (ou le cosupport de t) est le
complément dansX du support det dansµ. Nous le notons〈t〉cµ ou 〈t〉c. La figure8.3 illustre ces
définitions.

(a)

(b) (c) (d)

Figure 8.3 – Supports dans une image de calques. (a) un image de calques dont le domaine estF2 et dont le
codomaine est l’ensemble des partiesT = P({b, r}) = {∅, {b}, {r}, {b, r}} muni de l’inclusion. Les points ayant
le label{b} sont représentés en bleu, ceux ayant le label{r} en rouge et ceux ayant le label{b, r} en magenta.
Les points du fond (label⊥ = ∅) sont représentés en blanc avec un bord noir ou ne sont pas représentés. (b)
En bleu, le support du label{b}. (c) En rouge, le support du label{r}. (d) En magenta, le support de⊤ = {b, r}.

Nous avons dit dans la section8.1que si l’on souhaite conserver toutes les relations topologiques
dans une image de labels digitale, c’est-à-dire aussi bien les relations intra-labels que les relations
inter-labels, il est important, quand on effectue un changement de label en un point de l’image, de
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maintenir la topologie de toute union de supports. Dans une image de calques, les supports des labels
sont les sous-ensembles deX qui correspondent exactement aux unions des supports des proto-labels
dans l’image digitale. Par conséquent, les supports des labels deT sont les ensembles dont nous
devons pouvoir assurer l’invariance topologique. Cela nous conduit à poser la définition suivante,
illustrée par la figure8.4.

Définition 8.2.3 (Point simple pour un label). Soit µ : X → T une image de calques. Soit t∈ T
un label. Un point x∈ X est unpoint simplepour (le label) t si les deux conditions suivantes sont
vérifiées :

(i) pour tout label u∈ T tel que u∧ µ(x) , ⊥ et u∧ t = ⊥, x estβ-simple pour l’ensemble〈u〉 ;
(ii) pour tout label u∈ T tel que u∧µ(x) = ⊥ et u∧ t , ⊥, x estβ-simple pour l’ensemble〈u〉∪{x}.

(a)

(b) (c) (d) (e)

Figure 8.4 – Simplicité dans une image de calques. (a) Une image de calquesµ dont le domaine estF2 et dont
le codomaine est l’ensemble de partiesT = P({r, g, b}) muni de l’inclusion. Les labels sont représentés comme
sur la figure8.3plus les labels{g, b}, {r, g} qui sont représentés respectivement en cyan et jaune. Le point x est
la 0-face au centre de la figure. Nous avonsµ(x) = {b}. Nous voulons tester si le pointx est simple pour le label
t = {r}. Il y a deux labelsu tels queu∧ µ(x) , ⊥ etu∧ t = ⊥ : {b} et {g, b}. (b) En bleu, l’ensemblex↑⋆ ∩ 〈{b}〉
qui est contractile. (c) En cyan, l’ensemblex↑⋆ ∩ 〈{g, b}〉 qui est contractile. Ainsi, le résultat de la première
partie du test (c’est-à-dire le test de la condition (i) de la définition8.2.3) est positif. Maintenant, considérons
les labelsu pour lesquelsu∧ µ(x) = ⊥ et u∧ t , ⊥ : {r} et {r, g}. (d) En rouge, l’ensemblex↑⋆ ∩ 〈{r}〉 qui est
contractile. (e) En jaune, l’ensemblex↑⋆ ∩ 〈{r, g}〉 qui n’est pas contractile (il a deux composantes connexes).
Le résultat de la seconde partie du test (c’est-à-dire le test de la condition (ii ) de la définition8.2.3) est donc
négatif. On en déduit que le pointx n’est pas simple pour le label{r} (donner le label{r} à x réunirait deux
composantes connexes du label{r, g}).

Dans la première condition de la définition précédente, les hypothèsesu∧ µ(x) , ⊥ et u∧ t = ⊥
signifient quex est dans le support deu dansµ mais qu’il ne sera plus dans ce support si l’image est
modifiée en donnant le labelt à x. De même, dans la seconde condition, les hypothèsesu∧ µ(x) = ⊥
etu∧ t , ⊥, signifient quex n’est pas dans le support deu dansµ mais qu’il appartiendra à ce support
si l’image est modifiée en donnant le labelt à x. Dans chaque cas, en demandant quex soitβ-simple
pour les ensembles〈u〉µ, ou 〈u〉µ ∪ {x}, nous nous assurons qu’il existe une équivalence d’homotopie
faible entre chaque support avant et après la modification del’image µ et, si X = Fn, que les co-
supports seront aussi faiblement homotopiquement équivalents (voir plus loin la proposition8.2.7).
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Dans une image binaire (c’est-à-dire avecT = {⊥,⊤}), la définition8.2.3revient à demander quex
soit β-simple dans〈⊤〉 ou quex soit β-simple dans〈⊤〉 ∪ {x}, suivant quex est dans l’objet ou dans
le fond. Observons aussi que tout point dansµ−1({t}) est simple pour le labelt.

Puisque l’EPOX est localement fini, les ensemblesx↑⋆ et x↓⋆ sont finis. Donc, en accord avec
le corollaire4.2.7, nous pouvons tester la simplicité d’un pointx ∈ X en supprimant de manière
gloutonne les points unipolaires dans les ensemblesx↑⋆ ∩Y et x↓⋆∩Y avecY = 〈u〉 ouY = 〈u〉 ∪ {x},
pour toutu ∈ T. Quand le treillisT est distributif, la proposition suivante nous permet d’accélerer le
test de simplicité en réduisant temporairement la taille deT en identifiant les atomes deT qui ne sont
pas « présents » dansµ(xl) avec le label⊥. Notons que si le treillisT est distributif etµ est défini
à partir d’une image de labels digitaleλ : Z ⊆ Zn → L comme suggéré dans l’introduction de la
section8.2, alorsT est un treillis fini, atomique et distributif dont les atomessont identifiés avec les
éléments deL⋆, c’est-à-dire queT est l’ensemble de partiesP(L⋆).

Proposition 8.2.4. Soitµ : X→ T un image de calques, x un point de X et t un label de T.
Soit Lx l’ensemble des atomes de T qui sont inférieurs ou égaux à au moins un label deµ(xl) et
ϕ : T → T la fonction définie parϕ(u) =

∨{a ∈ Lx | a ≤ u}, pour tout u∈ T.

(i) Si le point x est simple pour t dansµ, alors t ∈ ϕ(T) et x est simple pour t dans l’image
ϕ ◦ µ : X→ ϕ(T).

(ii ) Inversement, si le treillis T est distributif, si t∈ ϕ(T), et si x est simple pour t dans l’image
ϕ ◦ µ, alors le point x est simple pour t dansµ.

Démonstration.
– (i) Nous supposons quex est simple pourt dansµ. Supposons quet < ϕ(T). Alors, il existe un

atomea < Lx tel quea ≤ t (sinon t = ϕ(t) ∈ ϕ(T)). Ce labela est tel quea∧ µ(x) = ⊥ (par
définition dea et Lx) eta∧ t , ⊥. Mais x ne peut pas êtreβ-simple pour l’ensemble〈a〉µ ∪ {x}
car xl⋆ ∩ 〈a〉µ est vide (par définition dea et Lx). Donc, nous avons une contradiction avec la
simplicité dex pourt dansµ. Il vient quet ∈ ϕ(T). Montrons maintenant quex est simple pour
t dans l’imageϕ ◦ µ. Pour cela nous testons les deux conditions de la définition8.2.3.
• Condition (i). Soit u un label dansϕ(T) tel queu ∧ ϕ(µ(x)) , ⊥ et u ∧ t = ⊥. Puisque,

trivialement,ϕ est réduit à l’identité surµ(xl), on au ∧ µ(x) = u ∧ ϕ(µ(x)) , ⊥. Comme
x est simple pourt dans l’imageµ et queu ∧ µ(x) , ⊥ et u ∧ t = ⊥, on en déduit quex
estβ-simple pour l’ensemble〈u〉µ. Nous avons déjà observé que les imagesµ et ϕ ◦ µ sont
égales surxl. Notons de plus que laβ-simplicité implique seulement un sous-ensemble de
xl. Donc,x estβ-simple pour l’ensemble〈u〉ϕ◦µ.

• Condition (ii ). De la même manière, quandu est un label deϕ(T) tel queu∧ ϕ(µ(x)) = ⊥ et
u∧ t , ⊥, nous concluons comme ci-dessus quex estβ-simple pour l’ensemble〈u〉ϕ◦µ∪{x}.

Ainsi, x est simple pourt dansϕ ◦ µ.
– (ii ) Nous supposons maintenant quex est simple pourt dansϕ ◦ µ avect ∈ ϕ(T). Montrons

quex est simple pourt dans l’imageµ en testant les deux conditions de la définition8.2.3.
• Condition (i). Soitu un label deT tel queu∧ µ(x) , ⊥ etu∧ t = ⊥. Par la définition deLx,

on au∧µ(x) = ϕ(u∧µ(x)). Donc,ϕ(u∧µ(x)) ≤ u etϕ(u∧µ(x)) ≤ µ(x). Alors, puisqueϕ est
une ouverture (voir l’annexeB.2), on aϕ(u∧µ(x)) ≤ ϕ(u) etϕ(u∧µ(x)) ≤ ϕ(µ(x)). Par suite,
u∧ µ(x) = ϕ(u∧ µ(x)) ≤ ϕ(u) ∧ ϕ(µ(x)). On en déduit queϕ(u) ∧ ϕ(µ(x)) , ⊥. On a aussi
ϕ(u) ∧ t = ϕ(u) ∧ ϕ(t), car une ouverture est idempotente ett ∈ ϕ(T), etϕ(u) ∧ ϕ(t) ≤ u∧ t,
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car une ouverture est anti-extensive. Donc, on obtientϕ(u) ∧ t = ⊥. Commex est simple
pour t dansϕ ◦ µ, ϕ(u) ∧ ϕ(µ(x)) , ⊥ etϕ(u) ∧ t = ⊥, nous en déduisons quex estβ-simple
pour l’ensemble〈ϕ(u)〉ϕ◦µ ce qui implique quex estβ-simple pour l’ensemble〈u〉µ (en effet,
xl⋆ ∩ 〈u〉µ = xl⋆ ∩ 〈ϕ(u)〉ϕ◦µ car d’un côtéϕ ◦ µ(y)∧ ϕ(u) ≤ µ(y)∧ u et d’un autre côté, tout
atome inférieur àµ(y) ∧ u avecy ∈ xl⋆ est un atome deLx donc est invariant parϕ et par
suite est aussi inférieur àϕ ◦ µ(y) ∧ ϕ(u)).

• Condition (ii ). Quandu est un label dansT tel queu ∧ µ(x) = ⊥ et u ∧ t , ⊥, on a
ϕ(u) ∧ ϕ(µ(x)) = ⊥ (carϕ est anti-extensive). Supposons maintenant queT soit distributif.
Il est facile de vérifier alors quet ∈ ϕ(T) implique queu∧ t ∈ ϕ(T) (tout atome inférieur ou
égal àt est dansLx). Il vient que⊥ , u∧ t = ϕ(u ∧ t) ≤ ϕ(u) ∧ ϕ(t) = ϕ(u) ∧ t. Nous en
concluons, comme précédemment, quex estβ-simple pour〈u〉µ ∪ {x}. �

Contre-exemple 8.2.5(Proposition8.2.4). La figure8.5 illustre le fait que la proposition8.2.4est
généralement fausse dans un treillis non distributif.

(a)

⊤

r g b Y

⊥
(b) (c)

Figure 8.5 – Contre-exemple8.2.5. (a) Une image de calquesµ : X → T. (b) Le diagramme de Hasse deT
(T n’est pas distributif). Les labels⊥, r, g, b, y,⊤ sont représentés respectivement en blanc, rouge, vert, bleu,
jaune et noir. La 2-face jaunex n’est pas simple pour le label⊤ car le labelg est tel queg∧y = ⊥ etg∧⊤ , ⊥
maisx n’est pasβ-simple pour〈g〉 ∪ {x}. (c) L’image de calquesϕ ◦ µ : X→ ϕ(T) (ϕ est définie dans l’énoncé
de la proposition8.2.4). Dans cette image, le pointx est simple pour le label⊤.

Nous revenons maintenant sur les propriétés topologiques conservées lorsque nous modifions un
point simple pour un label dans une image de calques.

Définition 8.2.6. Soitµ, ν : X→ T deux images de calques.
– Si, pour tout label t∈ T, 〈t〉µ et〈t〉ν sont faiblement homotopiquement équivalents, nous disons

que ces images sontéquivalenteset nous écrivonsµ ≈ ν.
– Si, de plus,〈t〉cµ et 〈t〉cν sont faiblement homotopiquement équivalents pour tout t∈ T, nous

disons que les images sontfortement équivalentes.

Nous écrivonsµ + (x, t) pour l’image égale àµ sauf enx, où sa valeur estt.
Avec ses définitions, nous avons le résultat suivant.

Proposition 8.2.7. Soit µ : X → T une image de calques. Soit x un point simple pour le label t.
Alors,µ etµ + (x, t) sont équivalentes, fortement équivalentes si X= Fn.

Démonstration.Soit ν l’image µ + (x, t). Soit u un label. Par définition de l’imageν, les supports
〈u〉µ et 〈u〉ν sont égaux, sauf éventuellement enx. Par conséquent, si (u ∧ µ(x) = ⊥ et u ∧ t = ⊥)
ou (u ∧ µ(x) , ⊥ et u ∧ t , ⊥), alors〈u〉ν = 〈u〉µ. Dans les autres cas, par la définition8.2.3, x
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estβ-simple pour〈u〉µ (si x ∈ 〈u〉µ) ou x estβ-simple pour〈u〉µ ∪ {x} (si x < 〈u〉µ). Donc,〈u〉ν est
faiblement homotopiquement équivalent à〈u〉µ. Si X = Fn, nous déduisons du théorème6.3.12quex
estγ-simple pour〈u〉cµ (si x ∈ 〈u〉µ) ou x estγ-simple pour〈u〉cµ ∪ {x} (si x < 〈u〉µ). Par suite,〈u〉cν et
〈u〉cµ sont faiblement homotopiquement équivalents (propriété4.2.14). �

La prochaine proposition est une conséquence directe des définitions 4.2.8et 8.2.3. D’un point
de vue applicatif, c’est une propriété qui n’est pas à négliger car elle autorise l’écriture d’algorithmes
parallèles d’amincissement, ou de croissance, dans les images de calques en modifiant simultanément
les labels des points simples de même hauteur dans l’EPO.

Proposition 8.2.8. Soitµ0 : X → T une image de calques. Soit t∈ T un label et Y= {yi}ki=0 (k ≥ 1)
un ensemble de points de même hauteur, simples pour le label t. Alors, pour tout i∈ [[1, k]] , yi est un
point simple pour le label t dans l’imageµi = µi−1 + (yi−1, t).

La figure8.6 fournit un exemple d’amincissement et de croissance d’un label t n’utilisant que
des points simples pour des labelsu , t (amincissement) ou pour le labelt (croissance) en traitant
les points de même hauteur lors du même parcours de l’image.

(a) (b) (c)

Figure 8.6 – Amincissement/expansion de labels dansF2 par modifications de points simples. (a) Une image
de calques définie surF2 et à valeurs dansT = P(L⋆) oùL⋆ contient 6 proto-labels. (b) Le label vert clair a été
réduit par retrait de points simples dans son support, dimension par dimension, jusqu’à stabilité. (c) Le même
label a été étendu par ajout de points simple à son support, dimension par dimension, jusqu’à stabilité.

8.3 Images à supports fermés

Dans cette section, nous nous intéressons aux images de calques qui peuvent être associées à des
images de labels digitales munies de la (3n − 1, 2n)-adjacence ((3n − 1)-adjacence pour les objets as-
sociés aux proto-labels et (2n)-adjacence pour le fond éventuel). Cette paire d’adjacences correspond
à des objets fermés dans l’espace continu (Ronse, 1985) ce qui nous a conduits à étudier les images
de calques dans lesquelles le support de chaque label est un fermé. Nous appelons ces images des
images (de calques) à supports fermés. La proposition suivante montre que les images de calques à
supports fermés sont les applications décroissantes de (X,≤) vers (T,≤). Autrement dit, les images
de calques à supports fermés sont les applications continues de (X,≥) vers (T,≤) (propriété6.1.1).
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Proposition 8.3.1.Soitµ : X→ T une image de calques. Les supports des labels dansµ sont fermés
si et seulement siµ est une application décroissante de(X,≤) vers(T,≤).

Démonstration.Supposons que, pour toutt ∈ T, 〈t〉 est un fermé deX. Soit x, y deux points deX
tels quey ≤ x. Siµ(x) = ⊥, on a trivialementµ(x) ≤ µ(y). Nous supposons maintenant queµ(x) , ⊥.
Pour tout atomea ∈ T et tout pointz ∈ X, on a de manière évidentea ≤ µ(z) ⇔ µ(z) ∧ a = a ⇔
µ(z) ∧ a , ⊥ ⇔ z ∈ 〈a〉. Or, puisque〈t〉 est fermé ety ∈ x↓, x ∈ 〈t〉 ⇒ y ∈ 〈t〉. On a donc pour tout
atomea, a ≤ µ(x) ⇒ x ∈ 〈a〉 ⇒ y ∈ 〈a〉 ⇒ a ≤ µ(y). CommeT est atomique, on en déduit que
µ(x) ≤ µ(y).

Réciproquement, supposons queµ soit décroissante. Soitt un label etx un point dans〈t〉c. Alors,
pour touty ∈ x↑, on aµ(y) ≤ µ(x) (car µ est décroissante) et, par suite,µ(y) ∧ t ≤ µ(x) ∧ t = ⊥,
c’est-à-direy ∈ 〈t〉c. Nous en concluons quex↑ ⊆ 〈t〉c pour toutx ∈ 〈t〉c. Donc,〈t〉c est un ouvert et
par suite〈t〉 est un fermé. �

8.3.1 Coupes

Dans la section8.2 nous avons donné des conditions suffisantes pour qu’une modification élé-
mentaire d’image de calques préserve la topologie. Maintenant, si nous voulons travailler dans la
classe des images à supports fermés, nous devons chercher des conditions qui non seulement main-
tiennent la topologie mais aussi le caractère fermé des supports. Or, ceci n’est pas garanti si on utilise
des points simples comme on peut le voir sur la figure8.7.

(a)

y

(b)

Figure 8.7 – Points simples et images à supports fermés. (a) Une image à supports fermésµ : F2→ P({r, g, b}).
Les labels sont représentés comme sur la figure8.2. Le pointy, qui a pour labelµ(y) = {r, b}, est simple pour
le label{b}. (b) l’imageµ + (y, {b}) n’est plus une image à supports fermés (le support du label rouge n’est pas
fermé).

Dans un EPO, un ensembleF est fermé si et seulement si , pour tout pointx ∈ F, les points
inférieurs àx sont aussi dansF. C’est une propriété analogue à celle que l’on trouve dans les com-
plexes simpliciaux où toute face d’un simplexe est encore dans le complexe. Or, il est bien connu
que l’ensemble des complexes simpliciaux est fermé pour lescollapsus : le collapsus d’un complexe
simplicial est un complexe simplicial. De plus, les collapsus « préservent » la topologie (Whitehead,
1939). C’est pourquoi nous avons adapté cette notion de collapsus aux images de calques afin d’être
en mesure de conserver à la fois la topologie des supports et leur caractère fermé. Schématiquement,
nous avons trouvé que cette adaptation pouvait être obtenueen demandant aux supports de certains
labels dans l’EPOxl d’être contractiles (oùx est le point dont nous voulons modifier le label).

Proposition 8.3.2. Soitµ : X→ T une image à supports fermés. Soit y≤ x deux points dans X. Les
affirmations suivantes sont équivalentes.
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(a)

y

x

(b) (c)

Figure 8.8 – Trois images de calques :F2 → P({r, g, b}). Les labels sont représentés comme sur la figure8.2.
(a) (x, y) est un paire libre pour le label{b} : le seul labelu tel quey ∈ 〈u〉 et x < 〈u〉 est {r} et l’ensemble
x↓⋆∩〈{r}〉 est clairement contractile. (b) (x, y) n’est pas une paire libre pour{b} car〈{r}〉∩ x↓ n’est pas connexe
(cet ensemble contienty, la 0-face en magenta et les deux 0 faces en noir). (c) (x, y) est libre pour le label
{b} (comme il n’y a pas de labelu tel quey ∈ 〈u〉 et x < 〈u〉, la définition8.3.3se ramène ici à la définition
classique d’une paire libre dans un complexe).

(i) Pour tout u∈ T tel que y∈ 〈u〉, xl ∩ 〈u〉 est contractile.

(ii) Pour tout u∈ T tel que y∈ 〈u〉 et x< 〈u〉, x estβ-simple pour〈u〉 ∪ {x}.
(iii) Le point x est simple pour le labelµ(y).

Démonstration.(i)⇒ (ii ) Soitu un label tel quey ∈ 〈u〉 et x < 〈u〉. Alors, xl⋆∩ (〈u〉∪ {x}) = xl ∩〈u〉
est contractile par hypothèse. Donc,x estβ-simple pour l’ensemble〈u〉 ∪ {x} (définition 4.2.8 et
propriété4.2.9).
(ii )⇒ (iii ) D’abord, nous observons que, puisqueµ est un image à supports fermés,µ est décroissante
(proposition8.3.1). Donc,µ(x) ≤ µ(y) et, par suite,u∧ µ(x) ≤ u∧ µ(y) pour toutu ∈ T. Il vient qu’il
n’existe pas de labelu tel queu∧ µ(x) , ⊥ et u∧ µ(y) = ⊥. Si u est un label tel queu∧ µ(x) = ⊥ et
u∧ µ(y) , ⊥, par hypothèse,x estβ-simple pour〈u〉 ∪ {x}. Donc,x est simple pourµ(y).
(iii ) ⇒ (i) Soitu un label tel quey ∈ 〈u〉. Alors, soitx ∈ 〈u〉 et, puisque l’ensemblexl est contractile
dans tout EPO (propriété4.2.10), il l’est en particulier dans l’EPO〈u〉, c’est-à-dire quexl ∩ 〈u〉 est
contractile, soitx < 〈u〉 et, par hypothèse,x estβ-simple pour〈u〉 ∪ {x}, c’est-à-direxl ∩ 〈u〉 =
xl⋆ ∩ (〈u〉 ∪ {x}) est contractile. �

Définition 8.3.3 (Paire libre). Soitµ : X → T une image à supports fermés et t∈ T un label. Une
paire (x, y) de points dans〈t〉 est unepaire libre pour le labelt si x est le seul point dans〈t〉 tel que
y < x et les assertions de la proposition8.3.2sont satisfaites par la paire(x, y).

Le label t impliqué dans la définition8.3.3ne peut pas être le label⊥ car 〈t〉 contient au moins
les deux points de la paire libre (x ety) et 〈⊥〉 = ∅. Nous illustrons cette définition sur la figure8.8.

La proposition suivante est l’analogue de la proposition8.2.4pour les paires libres.

Proposition 8.3.4. Soitµ : X→ T une image de calques. Soit t un label et x, y deux points dans〈t〉.
Soit Lx l’ensemble des atomes de T qui sont inférieurs ou égaux à au moins un élément deµ(x↓). Soit
ϕ : T → T la fonction qui envoie le label u sur le labelϕ(u) =

∨{a ∈ Lx | a ≤ u}. Si la paire(x, y)
est libre pour t dansµ alors (x, y) est libre pour t dans l’image à supports fermésϕ ◦ µ : X → ϕ(T).
Inversement, si le treillis T est distributif et(x, y) est un paire libre pour t dans l’imageϕ ◦ µ, alors
la paire (x, y) est libre pour t dansµ.
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Démonstration.D’abord, remarquons que la définition deLx donnée ici revient à celle de la propo-
sition 8.2.4. En effet, tout atomea inférieur ou égal à un élémentµ(z), z ≥ x, est inférieur ou égal à
µ(x) car iciµ est décroissante (proposition8.3.1). Donc les deux définitions coïncident.
Maintenant, supposons que (x, y) est libre pourt dansµ. Puisqueϕ est une ouverture (voir l’an-
nexeB.2) et puisqu’une ouverture est croissante,ϕ ◦ µ est décroissante et par suiteϕ est une image à
supports fermés (proposition8.3.1). De plus,ϕ est anti-extensive doncµ(z)∧ t = ⊥ ⇒ ϕ◦µ(z)∧ t = ⊥
et ϕ n’est rien d’autre que l’identité surµ(x)l (en particulierϕ(µ(x)) = µ(x)). Donc,y↑⋆ ∩ 〈t〉ϕ◦µ =
y↑⋆∩〈t〉µ = {x}. Or, par la définition8.3.3et la proposition8.2.4, nous trouvons quex est simple pour
le labelµ(y) dans l’imageϕ ◦ µ. On en conclut que (x, y) est une paire libre pourt dans l’imageϕ ◦ µ.
Inversement, supposons que le treillisT soit distributif et que (x, y) soit libre pourt dans l’image
ϕ ◦ µ. Commeϕ(µ(y)) = µ(y), nous déduisons de la définition8.3.3et de la proposition8.2.4quex
est simple pour le labelµ(y) dans l’imageµ. De plus, soitz un point dansy↑⋆ tel queµ(z) ∧ t , ⊥.
Commeµ est décroissante, tout atome deT inférieur ou égal àµ(z) est inférieur ou égal àµ(y) et
appartient par conséquent àLx. Donc,ϕ(µ(z)) = µ(z) etϕ(µ(z))∧ t , ⊥. Puisque, par hypothèse, (x, y)
est une paire libre de l’imageϕ ◦ µ, nous avonsz = x. Ainsi, y↑⋆ ∩ 〈t〉µ = {x} et (x, y) est une paire
libre pour le labelt dansµ. �

La définition des paires libres dans une image de calques est une extension de la notion de paire
libre dans les complexes : siX est un complexe simplicial ou cubique,µ : X → T une image de
calques et (x, y) une paire libre pour le labelt dansµ, alors (x, y) est une paire libre pour le complexe
〈t〉µ. La proposition suivante montre que la définition8.3.3se ramène à la définition classique de
paire libre quand les deux points dans la paire partagent le même label.

Proposition 8.3.5. Soitµ une image à supports fermés, t∈ T un label et(x, y) une paire de points
dans〈t〉. Siµ(x) = µ(y) et y↑⋆ ∩ 〈t〉 = {x}, alors (x, y) est une paire libre pour le label t.

Démonstration.Puisqueµ(x) = µ(y), il n’y a pas de labelu ∈ T tel quey ∈ 〈u〉 et x < 〈u〉 donc
l’assertion(ii) de la proposition8.3.2est satisfaite. �

La proposition8.3.6énonce quelques petites propriétés des paires libres qui seront utiles par la
suite.

Proposition 8.3.6.Soitµ une image à supports fermés, t∈ T un label et(x, y) une paire libre pour t.
Alors, x est un élément maximal dans〈t〉, y est haut-unipolaire dans〈t〉 et y≺ x dans X.

Démonstration.Le pointx est un élément maximal de〈t〉 carx est le seul point dans〈t〉 tel quex ≤ y.
Le pointy est haut-unipolaire pour la même raison. Enfin, comme〈t〉 est un fermé,x↓ est inclus dans
〈t〉 et il n’existe pas de point dans〈t〉 entrex ety cary↑ ∩ 〈t〉 = {x, y}. D’où y ≺ x. �

La définition suivante introduit la notion decoupe. Schématiquement, une coupe du labelt dans
une image à supports fermésµ consiste à supprimer le labelt sur une paire libre (x, y) pourt. Bien sûr,
afin de maintenir les frontières entre les supports, le labeldey doit se déplacer vers les autres points
de x↓⋆ et les labels « derrière la frontière », c’est-à-dire les labels dey↑⋆ \ {x}, doivent remplacert
sur {x, y}. La figure8.9 illustre cette définition. La figure8.10 montre que les coupes sont de peu
d’intérêt dans un treillis qui n’est pas distributif car il peut arriver que le label censé être supprimé
par la coupe soit encore présent dans la coupe.
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Définition 8.3.7 (Coupe). Soitµ : X → T une image à supports fermés, t∈ T un label et(x, y) une
paire libre pour le label t. L’image de calquesµy,t : X→ T définie par :

µy,t =























∨

z∈y↑⋆\{x} µ(z) si z∈ {x, y}
µ(z) ∨ µ(y) si z∈ x↓⋆ \ {y}
µ(z) sinon

est unecoupe det eny dansµ (si y↑⋆ \ {x} = ∅, nous posonsµ(x) = µ(y) = ⊥).

(a)

y

x

(b)

y′

x′

(c)

Figure 8.9 – Coupe dans une image de calques. (a) Une imageµ avec une paire libre (x, y) pour le label{b}
(voir la figure8.8(a)).
(b) La coupeµ′ = µy,{b}. La paire (x′, y′) est libre pour{b} dansµ′. (c) La coupeµ′y′,{b}.

(a)

y′

⊤

r g b

⊥
(b) (c)

Figure 8.10 – Coupe stationnaire avec un treillis des labels non distributif. (a) Une image à supports fermés
µ : X→ T. Le diagramme de Hasse deT est représenté en (b) (T n’est pas distributif). Les labels⊥, r, g, b,⊤
sont représentés respectivement en blanc, rouge, vert, bleu et noir. (c) La coupeµ′ = µy,b qui est égale àµ.

La notion de coupe est une extension aux images de calques de la notion de collapsus pour
les complexes. QuandX est un complexe simplicial ou cubique etT est distributif, la proposition
suivante montre qu’une coupe pour le labelt est un collapsus pour le support det et en particulier si
T = {⊥,⊤}, c’est-à-dire quandµ est une image binaire, une coupe n’est rien d’autre qu’un collapsus.

Proposition 8.3.8. Soit µ0 et µ1 deux images à supports fermés définies sur un complexe X et à
valeurs dans un treillis distributif T . Soit t∈ T un label. Siµ1 est une coupe deµ0 pour t, alors〈t〉µ1

est un collapsus de〈t〉µ0.

Démonstration.Soit µ0 une image à supports fermés, (x, y) une paire libre deµ0 pour le labelt et
µ1 la coupeµy,t. De la définition8.3.3, nous avons immédiatement que la paire (x, y) est libre pour
l’ensemble〈t〉µ0 et de la définition8.3.7, nous avons que les supports det dansµ0 et µ1 sont égaux



8.3. Images à supports fermés 129

sauf éventuellement dansx↓. Commeµ0 est une image à supports fermés,x↓ est inclus dans〈t〉µ0 et,
puisqueµ1(z) = µ0(z)∨µ0(y) pour tousz∈ x↓\{x, y}, l’ensemblex↓\{x, y} est encore inclus dans〈t〉µ1.
Le label des pointsx, y dans l’imageµ1 est

∨

z∈y↑⋆\{x} µ0(z). Puisquex est le seul point dans〈t〉µ0∩y↑⋆

et que nous supposons ici queT est distributif, on aµ1(x) ∧ t = µ1(y) ∧ t =
∨

z∈y↑⋆\{x}(µ0(z) ∧ t) =
∨

z∈y↑⋆\{x} ⊥ = ⊥. Donc, nix ni y n’est dans〈t〉µ1 et〈t〉µ1 = 〈t〉µ0\{x, y}. On en conclut que le complexe
〈t〉µ1 est un collapsus de〈t〉µ0. �

Quand le treillisT est distributif, la proposition suivante permet de préciser quels supports sont
modifiés par une coupe. Si le treillisT n’est pas distributif, cette proposition est fausse (voir le
contre-exemple8.3.10).

Proposition 8.3.9. Soit T un treillis distributif etµ : X→ T une image à supports fermés. Soit(x, y)
une paire libre pour le label t∈ T etµy,t la coupe de t en y dansµ. Pour tout label u∈ T dont le
support ne contient pas y, on a〈u〉µy,t = 〈u〉µ.

Démonstration.Soit u un label tel quey < 〈u〉µ et, puisqueµ est une image à supports fermés,
x < 〈u〉µ. De la définition8.3.7, nous avonsµy,t(z) = µ(z) pour tout pointz ∈ 〈u〉µ qui n’est pas
dansx↓. Commeµ est décroissante,µ(z) ≤ µ(y) pour toutz ≥ y. Donc,

∨

z∈y↑⋆\{x} µ(z) ≤ µ(y). Ainsi,
µy,t(y) ∧ u = µy,t(x) ∧ u = (

∨

z∈y↑⋆\{x} µ(z)) ∧ u ≤ µ(y) ∧ u = ⊥, c’est-à-direx, y < 〈u〉µy,t . Enfin, pour
tout pointz ∈ x↓⋆\{y}, µy,t(z) = µ(z)∨µ(y) d’où z∈ 〈u〉µy,t (c’est-à-direµy,t(y)∧u , ⊥) si et seulement
si z ∈ 〈u〉µ (carT est distributif). �

Contre-exemple 8.3.10(Proposition8.3.9). La figure8.11 illustre le fait que la proposition8.3.9
est généralement fausse dans un treillis non distributif. De plus, cette figure montre que le nombre
de composantes connexes des supports n’est pas conservé parune coupe dans un tel treillis. Par
conséquent, ce contre-exemple est aussi un contre-exemplepour le théorème8.3.13quand le treillis
n’est pas distributif.

(a)

y

⊤ = {r, g, b, t}

{r, g} {g, b}

{r} {g} {b} {t}

⊥ = ∅
(b) (c)

Figure 8.11 – Contre-exemple8.3.10. (a) Une image à supports fermésµ : X → T avec T =

{∅, {r}, {g}, {b}, {t}, {r, g}, {g, b}, {r, g, b, t}}, muni de l’inclusion. (b) Le diagramme de Hasse deT : T n’est
pas distributif comme on le voit en calculant{g, b} ∧ ({t} ∨ {b}) et ({g, b} ∧ {t}) ∨ ({g, b} ∧ {b}. Les labels
{r}, {g}, {b}, {r, g}, {g, b}, {r, g, b, t} sont représentés respectivement en rouge, vert, bleu, jaune, cyan et noir. (c)
La coupeµy,{g}. Dans l’imageµ, le support det est vide. Mais, dans la coupeµy,g, le support det, n’est plus
vide (il contient les trois points en noir).
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Comme nous l’avons dit au début de la section8.3.1, le prinipal avantage des paires libres et des
coupes sur les points simples pour labels est de permettre d’effectuer des modifications des images
de calques avec contraintes topologiques tout en restant dans la classe des images à support fermés.

Proposition 8.3.11.Soitµ : X → T une image à supports fermés, t∈ T un label et(x, y) une paire
libre pour le label t. Alors, la coupeµy,t est une image à supports fermés.

Démonstration.Soit (x, y) une paire libre pour un labelt dans un imageµ. Par hypothèse,µ est à
supports fermés, donc décroissante (proposition8.3.1). Montrons queµy,t est aussi décroissante. Soit
a, b deux points dansX tels queb ≤ a et, par conséquent, tels queµ(a) ≤ µ(b). La preuve est conduite
par exhaustion.

– Si b < x↓ alorsa < x↓. Il vient queµy,t(b) = µ(b) et µy,t(a) = µ(a). Dans ce cas, de manière
évidente, on aµy,t(a) ≤ µy,t(b).

– si b ∈ {x, y} et a < x↓ alorsa ∈ y↑⋆ \ {x} et µy,t(a) = µ(a) ≤ ∨z∈y↑⋆\{x} µ(z) = µy,t(b). Donc,
µy,t(a) ≤ µy,t(b).

– Sia, b ∈ {x, y} alorsµy,t(a) = µy,t(b).
Remarquons qu’il est impossible d’avoirb ∈ {x, y} et a ∈ x↓ \ {x, y} car x ≺ y dansX (proposi-
tion 8.3.6).

– Sib ∈ x↓ \ {x, y} eta < x↓ alorsµy,t(a) = µ(a) ≤ µ(b) ≤ µ(b) ∨ µ(y) = µy,t(b).
– Si b ∈ x↓ \ {x, y} et a ∈ {x, y}, alorsµy,t(a) =

∨

z∈y↑⋆\{x} µ(z) ≤ µ(y) (carµ est décroissante) et
µ(y) ≤ µ(b) ∨ µ(y) = µy,t(b), doncµy,t(a) ≤ µy,t(b).

– Sia, b ∈ x↓ \ {x, y}, alorsµy,t(a) = µ(a) ∨ µ(y) etµy,t(b) = µ(b) ∨ µ(y), d’où µy,t(a) ≤ µy,t(b).
Dans chaque cas, on a bienµy,t(a) ≤ µy,t(b). Donc,µy,t est décroissante. �

Quand une image de calquesµ est obtenue à partir d’une image de labels digitale (définie sur une
partie deZn) par la procédure que nous avons décrite au début de la section 8.2, cette image est pure
(µ(x) est un proto-label, ou⊥, pour tout xelx). Les coupes conservent la pureté sous une hypothèse
qui est satisfaite, par exemple, par les pseudo-variétés (voir, e.g., Spanier 1994).

Proposition 8.3.12.Soitµ : X→ T une image à supports fermés, pure (resp. strictement pure). Soit
t ∈ T un label et(x, y) une paire libre pour le label t. Si tous les points de X couverts par un xel sont
couverts par exactement deux points de X et ces deux points sont des xels alorsµy,t est pure (resp.
strictement pure).

Démonstration.Si x n’est pas un xel, alors les xels deX ont le même label dansµy,t que dansµ (car
seuls les points dex↓ voient leur label modifié). Six est un xel, alors, d’après l’hypothèse, il existe
un xelz de X tel quey↑⋆ \ {x} = {z}. Par conséquent (définition8.3.7), µy,t(x) = µ(z) et µ(z) est un
atome ou⊥ carµ est pure (resp. un atome carµ est strictement pure). �

8.3.2 Équivalence homotopique

Le théorème8.3.13 montre que les composantes connexes et les groupes d’homotopie sont
conservés par les coupes à condition que le domaine de l’image ait la propriété de la sphère per-
cée (voir section6.3.2) et que le codomaine soit distributif. La figure8.12 illustre la suite des mo-
difications de l’image décrite dans la preuve. Le contre-exemple 8.2.5 montre que le nombre de
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composantes connexes n’est pas conservé quand le codomainen’est pas distributif et le contre-
exemple8.3.14montre que le type d’homotopie n’est pas conservé quandX n’a pas la propriété
de la sphère percée.

Théorème 8.3.13.Soit µ : X → T une image à supports fermés et(x, y) une paire libre pour le
label t ∈ T. Si X a la propriété de la sphère percée et si le treillis T estdistributif, la coupeµy,t est
équivalente àµ et, si X= Fn, µy,t est fortement équivalente àµ.

(a)

y

x

(b) (c) (d) (e)

Figure 8.12 – Les quatre étapes de la preuve du théorème8.3.13. (a) L’image initiale à supports fermés
µ avec une paire libre (x, y) pour le label{b} (voir la figure8.8(b)). (b) L’imageµ + (x, µ(y)). (c) La plus
petite image à supports fermésν supérieure ou égale àµ + (x, µ(y)). (d) L’image ν + (y, {r}). (e) L’image
µy,{b} = (ν + (y, {r})) + (x, {r}).

Démonstration.

1. Par la définition8.3.3, x est simple pour le labelµ(y) dans l’imageµ. Donc,µ′ = µ + (x, µ(y))
est équivalent àµ (fortement équivalent siX = Fn) d’après la proposition8.2.7.

2. Soitν la plus petite image à supports fermés supérieure ou égale àµ′. Commeµ est une image
à supports fermés,ν est définie parν(z) = µ(z) ∨ µ(y) si z< x et ν(z) = µ(z) sinon. Nous allons
montrer queν est équivalent àµ′. Pour cela, grâce à la proposition8.2.8, il suffit d’établir que
les pointsz ∈ x↓⋆ avec même hauteurk, (où k est un entier strictement inférieur à la hauteur
de x), sont simples pour le labelν(z) dans l’imageµk définie parµk(a) = ν(a) si a ∈ x↓⋆ et la
hauteur de a est strictement supérieure àk, etµk(a) = µ(a) sinon.
Considérons donc un pointz dansx↓⋆ tel queν(z) , µ(z), c’est-à-direµ(y) � µ(z). Notons que
µk(z) = µ(z) et µk(x) = µ(y) par définition deµk. Soit k la hauteur dez. Vérifions quez est
simple pourν(z) dansµk. Soit u un label tel quez ∈ 〈u〉ν et z < 〈u〉µk (si z < 〈u〉ν ou z ∈ 〈u〉µk,
alors le support deu dans l’imageµk + (z, ν(z)) est égal au support deu dans l’imageµk car
µ ≤ ν par définition deν etµk(z) = µ(z)). Dez ∈ 〈u〉ν etz < 〈u〉µk, nous obtenons⊥ , ν(z)∧u =
(µ(z)∨µ(y))∧u = (µk(z)∨µ(y))∧u = (µk(z)∨µk(x))∧u = (µk(z)∧u)∨ (µk(x)∧u) = µk(x)∧u
(la dernière égalité provient dez < 〈u〉µk, d’où µk(z) ∧ u = ⊥). Donc, on ax ∈ 〈u〉µk. Comme
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z < 〈u〉µ (car z < 〈u〉µk) et µ est décroisante, aucun point dansz↑ n’est dans le support deu
dansµ. De plus, commeµk = µ surX \ x↓, aucun point dansz↑ \ x↓ n’est dans le support deu
dansµk. Ainsi, z↑⋆ ∩ 〈u〉µk a un élément maximal,x, et est donc contractile (propriété4.2.10).
Il vient que,zestβ-simple pour〈u〉µk ∪{z}. Cela prouve quezest simple pour le labelν(z) dans
l’ imageµk. De proche en proche, on arrive de cette façon à montrer que les imagesν etµ′ sont
équivalentes, fortement équivalentes siX estFn.

3. Soit u =
∨

z∈y↑⋆\{x} µ(z). Nous montrons maintenant quey est simple pour le labelu dans
l’image ν. Souvenons-nous queν(y) = µ(y) et u ≤ µ(y) carµ est décroissante. Alors,w∧ u ≤
w∧ν(y) pour toutw ∈ T. Soitw un label tel quew∧ν(y) , ⊥ etw∧u = ⊥. De manière évidente,
pour toutz ∈ y↑⋆ \ {x}, on aµ(z) ≤ u et, par suite,w∧µ(z) ≤ w∧u = ⊥. Donc,y↑⋆∩〈w〉ν ⊆ {x}.
Or, x appartient à〈w〉ν puisqueν(x) = µ(y) = ν(y). On en déduit que,y↑⋆ ∧ 〈w〉ν = {x} et y
estβ-simple pour le support dew dans l’imageν. Il vient quey est simple pour le labelu dans
l’image ν et que les imagesν + (y, u) et ν sont équivalentes, fortement équivalentes siX = Fn.

4. Enfin, montrons quex est simple pour le labelu =
∨

z∈y↑⋆\{x} µ(z) dans l’imageν′ = ν + (y, u)
dans laquelle le label dex estν(x) = µ(y). On a montré auparavant quew∧ u ≤ w∧ µ(y) pour
tout w ∈ T. Soit w un label tel quew∧ µ(y) , ⊥ et w∧ u = ⊥. Puisqueν est décroissante et
x ∈ 〈w〉ν, on ax↓⋆ ⊆ 〈w〉ν et par conséquentx↓⋆ ∩ 〈w〉ν′ = x↓⋆ \ {y}. Or, par hypothèse,X a
la propriété de la sphère percée. Donc,x↓⋆ \ {y} est homotopiquement trivial etx est un point
γ-simple pour〈w〉ν′ . De plus,x↓⋆ ∩ 〈w〉cν′ = {y} est clairement contractile de sorte quex est un
pointβ-simple (et donc aussi un pointγ-simple) pour〈w〉cν′ . Donc, (propriété4.2.14) pour tous
labelsw, 〈w〉ν′ et〈w〉ν′+(x,u) sont faiblement homotopiquement équivalents et〈w〉cν′ et〈w〉c

ν′+(x,u)
sont faiblement homotopiquement équivalents (siw est tel quew∧ µ(y) = ⊥ ouw∧ u , ⊥, les
équivalences ci-dessus sont des égalités). Il est clair quel’imageν′ + (x, u) est égale à la coupe
µy,t. Donc,µy,t et ν′ sont équivalents (fortement équivalents siX = Fn).

Par transitivité,µy,t etµ sont équivalents (fortement équivalents siX = Fn). �

Contre-exemple 8.3.14(Théorème8.3.13). La figure8.13illustre le fait que le théorème8.3.13est
généralement faux si l’EPO X n’a pas la propriété de la sphèrepercée.

z

y x

z′

(a)
z

z′

(b)

Figure 8.13 – Contre-exemple8.3.14. (a) Une imageµ : X → P({r, g}). Dans l’EPOX, les pointsz et z′ sont
identifiés. De ce fait,X n’a pas la propriété de la sphère percée (x↓⋆ \ {y} est un anneau). Le support de{g}
est contractile (il a un maximum,x). (b) La coupeµy,{g}. Le support de{g} est un anneau (il n’est donc pas
contractile).



8.4. Images de calques régulières 133

8.4 Images de calques régulières

Nous nous intéressons maintenant aux images de calques construites à partir d’images de labels
digitales. La particularité de ces images de calques est qu’elles sont entièrement déterminées par
leurs valeurs sur les xels (les points maximaux deX, qui sont aussi – par identification – des points
deZn).

CommeX est localement fini, pour tout pointx ∈ X l’ensemblex↑+ = max(x↑) est non vide et
fini. Donc, nous pouvons définir les labels des points deX à l’aide des labels des éléments maximaux
deX.

8.4.1 Images régulières et régularisées

Définition 8.4.1 (Image de calques régulière). Une image de calquesµ : X → T est uneimage (de
calques) régulièresi, pour tout x∈ X,

µ(x) =
∨

y∈x↑+
µ(y)

Supposons que, comme dans l’introduction de la section8.2, les xels deX soient identifiés aux
points d’une partieZ deZn et que les atomes et le minimum du treillisT soit identifiés aux éléments
d’un EPOL composé d’un élément minimal,⊥, et deℓ proto-labels non comparables. Alors, nous
pouvons définir une fonctionζ : LZ → TX de la façon suivante : étant donnée une image de labels
digitale λ : Z → L, ζ(λ) : X → T est la seule image régulière telle que, pour tout xelx ∈ X,
ζ(λ)(x) = λ(x) (plus exactement,ζ(λ)(i(x)) = j(λ(x)) où i et j sont respectivement les plongements
deZ dansX et deL dansT).

La proposition suivante établit que la classe des images régulières est incluse dans la classe des
images à supports fermés.

Proposition 8.4.2. Soitµ : X→ T un image de calques régulière. Alors,µ est une image à supports
fermés.

Démonstration.Il est clair que, pour tous pointsx et y dansX, on ay ≤ x ⇒ x↑+ ⊆ y↑+ ⇒ µ(x) ≤
µ(y). Donc, un image de calques régulière est décroissante et par suite est une image à supports
fermés (proposition8.3.1). �

La régulariséed’une image de calquesµ est l’image régulièreµ′ qui coincide avecµ sur tous les
xels deX. Si µ est une image à supports fermés etµ′ est sa régularisée, alorsµ′(x) =

∨

y∈x↑+ µ
′(y) =

∨

y∈x↑+ µ(y) ≤ µ(x) (carµ est décroissante) pour toutx ∈ X. Il est facile de voir que la régularisée
d’une image à supports fermés est la plus petite image à supports fermés qui coïncide avecµ sur les
xels deX.

En général, les calquesµl d’une image régulière ne sont pas réguliers (voir le contre-
exemple8.4.4). Cependant, si nous régularisons ces calques, nous trouvons que toute image régulière
est un supremum d’images binaires régulières.

Proposition 8.4.3. Soitµ : X→ T un image de calques régulière. Soit L⋆ l’ensemble des atomes de
T. Alorsµ =

∨

(l∈L⋆) µ
′
l où, pour tout l∈ L⋆, µ′l dénote la régularisée du calqueµl .
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Démonstration.Nous montrons d’abord qu’un supremum d’images régulières est régulier :
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(y).

L’image
∨

(l∈L⋆) µ
′
l est donc régulière. Or, de manière évidente,µ′l (y) = µl(y) pour tout xely et ainsi,

∨

(l∈L⋆) µ
′
l (y) =

∨

(l∈L⋆) µl(y) pour tout xely. Par la proposition8.2.2, nous avonsµ =
∨

(l∈L⋆) µl. Donc,
µ et
∨

(l∈L⋆) µ
′
l sont des images régulières qui coïncident sur les xels deX. Elles sont donc égales.�

Contre-exemple 8.4.4(Proposition8.4.3). La figure8.14montre que si le treillis T n’est pas distri-
butif, le calqueµl = µ∧ l, où µ est une image régulière et l est un atome de T, peut être non régulier.

(a) (b)

Figure 8.14 – Contre-exemple8.4.4. (a) Une image régulièreµ : X → T avecT = {∅, {r}, {g}, {b}, {r, g, b}}
muni de l’inclusion (les labels∅, {r}, {g}, {b}, {r, g, b} sont représentés respectivement en blanc, rouge, vert, bleu
et noir).
(b) Le calqueµ{b} n’est pas régulier.

8.4.2 Images régulières dans un treillis booléen

Dans cette section, nous supposons que le treillisT est booléen. Pour toute paire (t, u) de labels,
nous posonst \ u = t ∧ uc oùuc est le complément deu dansT.

La proposition suivante montre que la réduction du nombre delabels, en identifiant certains labels
avec le fond, conserve la régularité des images.

Proposition 8.4.5.Soitµ : X→ T une image régulière et t∈ T un label. Alors, l’imageµ∧t : X→ t↓

définie, pour tout x∈ X, par (µ ∧ t)(x) = µ(x) ∧ t est régulière.

Démonstration.Soit x ∈ X. Alors, (µ ∧ t)(x) = µ(x) ∧ t =
(

∨

y∈x↑+ µ(y)
)

∧ t =
∨

y∈x↑+ (µ(y) ∧ t) =
∨

y∈x↑+(µ ∧ t)(y). Donc, l’imageµ ∧ t est régulière. �

Appliquée aux proto-labels, la proposition8.4.5affirme que les calques sont réguliers.
Avec la proposition suivante, nous montrons que la fonctionζ permute avec la réduction du

treillis T à t↓, pour tout labelt ∈ T.

Proposition 8.4.6. Soit λ : Z ⊆ Zn → L une image de labels digitale. Alors1, pour tout t ∈ T,
ζ(λ) ∧ t = ζ(λ ∧ t).

1. La notation est un peu abusive ici. En fait, puisquet < L, nous devrions définirλ ∧ t par (λ ∧ t)(z) = λ(z) si λ(z) est
un atome soust et (λ ∧ t)(z) = ⊥ sinon. Bien sûr, on aζ(λ)(z) ∧ t = (λ ∧ t)(z), pour tout xelz, carζ(λ)(z) = λ(z) est un
atome (un proto-label).
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En d’autres termes, on a le diagramme commutatif suivant :

LZ TX

LZ TX

ζ

ζ

λ 7→ λ ∧ t µ 7→ µ ∧ t

Démonstration.Puique les imagesζ(λ) ∧ t et ζ(λ ∧ t) sont régulières (proposition8.4.5et définition
deζ), il suffit de montrer que ces deux images sont égales sur les xels deX. Soit x un xel. On a d’un
côtéζ(λ∧ t)(x) = (λ∧ t)(x) = λ(x)∧ t et, de l’autre côté, (ζ(λ)∧ t)(x) = ζ(λ)(x)∧ t = λ(x)∧ t. Donc,
ζ(λ ∧ t)(x) = (ζ(λ) ∧ t)(x). �

Après avoir réduit le nombre de labels en prenant l’infimum avec un label particuliert, nous
pouvons considérer les labels restants comme un unique label. Le résultat est une image binaire dont
le support est〈t〉. En partant d’une image de labels digitale, la proposition suivante montre que cette
opération peut être faite avant ou après l’utilisation de lafonctionζ. En combinant cette proposition
avec la proposition8.4.6et les resultats établis au chapitre6, nous obtenons que les composantes
connexes et le groupe fondamental de toute image digitale binaire obtenue en considérant seulement
une union particulière de labels dans une image de labels digitale sont isomorphes à ceux obtenus
par la même opération dans une image de calques.

Dans la proposition8.4.7, le treillis T n’a pas besoin d’être booléen.

Proposition 8.4.7.Soitλ : Z→ L un image de labels digitale. Soit B.λ : Z→ {⊥,⊤} l’image binaire
définie par B.λ(z) = ⊥ si λ(z) = ⊥ et B.λ(z) = ⊤ sinon. Soit B.ζ(λ) : X → {⊥,⊤} l’image binaire
définie par B.ζ(λ)(z) = ⊥ si ζ(λ)(z) = ⊥ et B.ζ(λ)(z) = ⊤ sinon. Alors, B.ζ(λ) = ζ(B.λ).

Démonstration.La preuve consiste à montrer que 1.B.ζ(λ) est régulier et 2. les fonctionsB.ζ(λ) et
ζ(B.λ) coïncident sur les xels deX.

1. Soitµ : X → T une image régulière,B.µ : X → {⊥,⊤} l’image binaire définie parB.µ(z) = ⊥
si µ(z) = ⊥ et B.µ(z) = ⊤ sinon etx un point deX non maximal. On a :B.µ(x) = ⊥ ⇔ µ(x) =
⊥ ⇔ ∨y∈x↑+ µ(y) = ⊥ ⇔ ∀y ∈ x↑+, µ(y) = ⊥ ⇔ ∀y ∈ x↑+, B.µ(y) = ⊥ ⇔ ∨y∈x↑+ B.µ(y) = ⊥.
Nous pouvons directement conclure queB.µ est régulier.

2. Soitx un xel. On a :B.ζ(λ)(x) = ⊥ ⇔ ζ(λ)(x) = ⊥ ⇔ λ(x) = ⊥ ⇔ B.λ(x) = ⊥ ⇔ ζ(B.λ)(x) =
⊥. Donc,B.ζ(λ) = ζ(B.λ) sont égales sur les xels deX et, comme elles sont régulières, elles
sont égales.

�

Le lemme suivant donne une façon de régulariser localement une image à supports fermés. Nous
utiliserons ce lemme dans la section8.4.3, pour régulariser une image de calques après une coupe.

Lemme 8.4.8.Soitµ : X → T une image à supports fermés,µ′ la régularisée deµ . Soit(x, y) une
paire libre pour le label t= µ(x) \ µ′(x) telle queµ(x) = µ(y). Alors, la coupeµy,t est égale àµ sur
X \ {x, y} et àµ′ sur {x, y}.
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Démonstration.Puisqueµ(x) = µ(y) etµ est décroissante,µ(y) ≤ µ(z) pour toutz∈ x↓. Or, pour tout
point z ∈ x↓⋆ \ {y}, par la définition8.3.7, µy,t(z) = µ(z)∨ µ(y) et par suite,µy,t(z) = µ(z). De nouveau
par la définition8.3.7, µy,t(z) = µ(z) pour tout pointzdansX \ x↓. Donc,µy,t est égal àµ surX \ {x, y}.
Comme (x, y) est une paire libre pourν(x), nous en déduisons quet , ⊥. En particulier,x n’est pas
un xel (par définition,µ′ coïncide avecµ sur le xels dex). Alors :

– µ′(x) =
∨

z∈x↑+ µ(z) ≤ ∨z∈x↑⋆ µ(z) ≤ ∨z∈y↑⋆\{x} µ(z) = µy,t(x) ;
–
∨

z∈y↑⋆\{x} µ(z) ≤ µ(y) = µ(x) (carµ est décroissante) ;
– puisque (x, y) est une paire libre pourt, aucun pointz ∈ y↑⋆ \ {x}, z , x, n’est dans le support

du labelt ; donc,µy,t(x) ∧ t = (
∨

z∈y↑⋆\{x} µ(z)) ∧ t =
∨

z∈y↑⋆\{x}(µ(z) ∧ t) = ⊥.
Le treillis T est distributif, donc il est modulaire. Alors, commeµ′(x) ≤ µy,t(x) ≤ µ(x) etµy,t(x)∧ t =
⊥, on obtient :µy,t(x) = µy,t(x) ∧ µ(x) = µy,t(x) ∧ (t ∨ µ′(x)) = (µy,t(x) ∧ t) ∨ µ′(x) = µ′(x).

En ce qui concerne le pointy, on a µy,t(y) = µy,t(x) = µ′(x) ≤ µ′(y) =
∨

z∈y↑+ µ(z) ≤
∨

z∈y↑⋆\{x} µ(z) = µy,t(y). D’où, µy,t(y) = µ′(y). �

8.4.3 Xels digitalement simples

Une coupe dans un image régulière est rarement régulière. Par exemple, la coupe de la fi-
gure8.9(b) n’est pas régulière car la 1-face en dessous dex est en magenta au lieu de rouge. Cepen-
dant, comme la plupart du temps le domaine de l’image initiale est un sous-ensemble deZn, il est
souhaitable que l’image obtenue à la fin d’un traitement soitaussi définie sur ce sous-ensemble de
Zn. Malheureusement, il n’est pas correct (d’un point de vue topologique) d’extraire une image de
labels digitale d’une image de calques en ne gardant que les xels (par exemple, sur la figure8.9(b),
le support du label{g, b} est connexe grâce notament à une 1-face en magenta mais le support de
ce label est déconnecté dans l’image de labels digitale obtenue en ne conservant que les xels de
l’image de calques). Pour réaliser proprement cette extraction, il est nécessaire d’utiliser l’inverse de
la fonctionζ, la fonction utilisée pour construire une image de calque à partir d’une image de labels
digitale. Commeζ est une bijection entre les images de labels digitales et lesimages régulières, il est
nécessaire de perfectionner les coupes afin d’obtenir un outil pour modifier localement une image de
façon topologiquement neutre dans la classe des images (pures et) régulières.

Définition 8.4.9(Xel digitalement simple). Soitµ : X→ T une image pure et régulière et t un label
de T, atomique ou minimal. Un xel x∈ X estdigitalement simple pourt s’il existe une séquence de
coupes(µi)r

i=0, r ≥ 0, où µ0 = µ, µi est une coupe dansµi−1 pour tout i ∈ [[1, r]] , µr est régulière,
µr(x) = t etµ(y) = µr(y) pour tout xel y distinct de x.

La figure8.15illustre la définition précédente.
Dans la suite, nous n’imposons pas à l’espaceX d’être un complexe cubique ou simplicial. Ce-

pendant, nous empruntons plusieurs notions aux complexes.Nous disons qu’une paire (x, y) de points
d’un sous-espaceY de X est unepaire libre combinatoire pour Ysi x est le seul point deY stricte-
ment supérieur ày. Si Y est un sous-espace deX et s’il existe une suite ((xi , yi))r

i=0, r ≥ 0, de paires
de points deX telle queX = Y ∪ ⋃r

j=0{x j , y j} et, pour touti ∈ [[0, r]], (xi , yi) est une paire libre

combinatoire pourY∪⋃i
j=0{x j , y j}, nous écrivonsXց Y.

Si µ : X → T est une image régulière,x un xel dansX et t un label dansT, nous posons
Att(x, t) = x↓⋆ ∩ 〈t〉µ′ où l’imageµ′ est la régularisée deµ + (x,⊥). Les points de Att(x, t) sont les
points qui « attachent » le xelx au support det (voir la figure8.16).
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(a)

(b) (c) (d)

Figure 8.15 – Xels digitalement simples, ou non, dans une image de labels régulière. (a) Une image pure
et régulièreµ : F2 → P({r, g, b}). Les labels sont représentés avec les conventions de la figure 8.2. (b) Une
coupeµ′ pour le label{b} dansµ. L’imageµ est pure mais n’est pas régulière. (c) Une coupeν pour le label
{b} dansµ′. L’imageν est pure et régulière. Le xel bleux au centre deµ est digitalement simple pour le label
{r} dans l’imageµ car µ et ν coïncident sur tous les xels deF2 sauf enx. (d) Une image pure et régulière
µ : F2 → P({r, g, b, t}). Le proto-labelt est représenté par des boîtes arrondies. Le xel bleux au centre deµ
n’est digitalement simple pour aucun proto-label, car si onlui attribue le label rouge ou vert, on déconnecte le
support de{b} de celui de{t} et si on lui attribue le proto-labelt, cela crée un trou dans le label{r, g, b}.

x

(a) (b) (c)

Figure 8.16 – Attache d’un xel dans une image de calques régulière. (a) Une image régulièreµ : F2 →
P({r, g, b}). (b) L’ensemble Att(x, {b}). (c) L’ensemble Att(x, {r}).

Soit L⋆ l’ensemble des atomes deT et t un label. On pose Card(t) = Card({u ∈ L⋆ | u ≤ t}) =
Card(t↓ ∩ L⋆). L’entier Card(t) est le nombre de proto-labels (c’est-à-dire le nombre d’atomes) dont
le labelt est le supremum.

La proposition suivante fournit une condition suffisante pour qu’un xelx soit digitalement simple
pour un atomet ∈ T, ou pourt = ⊥, dans une image pure et régulièreµ. Pour que le xel soit digi-
talement simple, il suffit qu’il existe une paire libre (x, y) pour le labelµ(x) avecy ∈ 〈t〉 (condition
(i)), qu’il soit possible de passer dex↓ à Att(x, µ(x)) par retraits de paires libres (combinatoires) de
façon à ce que les points dont le label est inférieur ou égal aulabel dey soient retirés en premier
(condition (ii) ) et qu’aucun point dansx↓ \ Att(x, µ(x)) n’ait plus d’un proto-label distinct de ceux
de y (condition (iii) ). La preuve consiste à régulariser pas à pas (grâce au lemme8.4.8) les labels
des points dex↓ \ {x, y} dans l’imageµy,µ(x), en commençant par les points dont le label est inférieur
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ou égal à celui dey. La figure8.17illustre ces étapes. Le contre-exemple8.4.11montre que dans la
proposition8.4.10la condition(iii) n’est pas nécessaire. Cette condition est utilisée dans la seconde
partie de la preuve pour s’assurer que dans toutes les paireslibres considérées les deux points par-
tagent le même label. Notre contre-exemple est construit detelle façon que cette propriété reste vraie
alors que la condition(iii) n’est pas satisfaite.

Proposition 8.4.10.Soitµ : X→ T une image pure et régulière dont le codomaine T est booléen et
dont le domaine X est tel que si un point est couvert par un xel,il est couvert par exactement deux
points de X et ces deux points sont des xels. Soit t un label atomique ou minimal de T et x un xel de
X n’appartenant pas au support de t.
Si :

(i) il existe un point y∈ x↓ tel queµ(y) = µ(x) ∨ t et (x, y) est une paire libre pour le labelµ(x) ;

(ii) x↓ \ {x, y} ց (x↓ \ µ−1(µ(y)↓)) ∪ Att(x, µ(x)) ց Att(x, µ(x)) ;

(iii) pour tout point z∈ x↓⋆ \ Att(x, µ(x)), Card(µ(z) \ µ(y)) ≤ 1 ;

alors le xel x est digitalement simple pour le label t.

yx

(a)

y1

x1

x

(b)

y2

x2

x

(c)

x

(d)

Figure 8.17 – Étapes de la preuve de la proposition8.4.10. (a) L’image de calquesµ et (x, y) = (x0, y0), une
paire libre pourµ(x). (b) L’image de calquesµ1 et (x1, y1), une paire libre (combinatoire) pour l’ensemblex↓ \
{x, y} dont les faces ne sont pas dans Att(x, µ(x)) et dont les labels sont inférieurs ou égaux àµ(y). (c) L’image
de calquesµ2 = µk+1 et (x2, y2) = (xk+1, yk+1), une paire libre (combinatoire) pour l’ensemblex↓ \⋃k

j=0{x j , y j}
dont les faces ne sont pas dans Att(x, µ(x)). (d) L’image de calquesµ′ = µr .

Démonstration.on poset0 = µ(x) (t0 est un atome deT). Des hypothèses surX et µ, on déduit que
t = µ(y)\t0. Soitµ1 la coupeµy,t0. Puisque (x, y) est une paire libre pour le labelt0, c’est aussi une paire
libre combinatoire pour l’ensemble〈t0〉. Soit ((xi , yi))r

i=0 une sequence de paires libres combinatoires
de x↓ à A = Att(x, t0) tel quex0 = x, y0 = y et

⋃k
i=0{xi , yi} = (x↓ ∩ µ−1(µ(y)↓)) \ A aveck ∈ [[0, r]].

Par la définition8.3.7, µ1(h) = t si h ∈ {x, y}, µ1(h) = µ(h) ∨ t si h ∈ x↓ \ {x, y} etµ1(h) = µ(h) sinon.
En particulier,t0 ∨ t ≤ µ1(h) pour tout pointh ∈ x↓ \ {x, y} (carµ est décroissante). Par définition de
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k, pour tout pointh ∈ ⋃k
i=0{xi , yi}, µ1(h) = µ(h) ∨ t ≤ t0 ∨ t. Ainsi, µ1(h) = t0 ∨ t pour tout point

h ∈ ⋃k
i=1{xi , yi}. En particulier,µ1(x1) = µ1(y1). Notons que, puisqueµ est régulière,µ1 = µ′ ∨ ν1

où µ′ est la régularisée deµ1 et ν1(h) = t0 si h ∈ x↓ \ ({x, y} ∪ A) et ν1(h) = ⊥ sinon (ν1 = µ1 \ µ′).
D’autre part,x1 ∈ 〈t0〉µ1 et (〈t0〉µ1 ∩ y1

↑) \ x↓ = (〈t0〉µ ∩ y1
↑) \ x↓ est vide cary1 < A. Donc, (x1, y1),

qui est une paire libre combinatoire dansx↓ \ {x, y}, est aussi une paire libre combinatoire dans〈t0〉µ1.
Donc, par la proposition8.3.5, {x1, y1} est une paire libre pour le labelt0. La coupeµ2 = (µ1)y1,t0

vérifie µ2(h) = µ′(h) si h ∈ {x1, y1} et µ2(h) = µ1(h) sinon (lemme8.4.8). De cette façon, de proche
en proche, nous trouvons que les paires (xi , yi), 1 ≤ i ≤ k, sont libres pourt0 dans l’imageµi = µ

′∨νi

où νi(h) = t0 pour touth ∈ x↓ \ (A∪⋃i−1
j=0{x j , y j}) et νi(h) = ⊥ sinon.

La paire (xk+1, yk+1) est dansx↓ \ µ−1({t0, t0 ∨ t}) donc on at0 ∨ t < µk(xk+1) = µ(xk+1) ∨ t
et t0 ∨ t < µk(yk+1) = µ(yk+1) ∨ t. Or, Card(µ(xk+1) \ (t0 ∨ t)) = Card(µ(yk+1) \ (t0 ∨ t)) ≤ 1 (hy-
pothèse(iii )). Donc, nécessairement, on a Card(µ(xk+1) \ (t0 ∨ t)) = Card(µ(yk+1) \ (t0 ∨ t)) = 1.
Puisqueµk(xk+1) ≤ µk(yk+1), carµ est une image à supports fermés et la coupe d’une image à sup-
ports fermés est une image à supports fermés (proposition8.3.11), on aµk(xk+1) = µk(yk+1). Par
conséquent, nous pouvons en déduire comme ci-dessus que (xk+1, yk+1) est une paire libre dansµk

pourt0 et que la coupeµk+1 est égale àµ′∨νk+1 avecνk+1(h) = t0 pour touth ∈ x↓ \ (A∪⋃k
j=0{x j , y j})

et νi(h) = ⊥ sinon. Nous faisons le même raisonnement avec chaque paire (xi , yi) pourk + 2 ≤ i ≤ r.
La dernière coupe estµr avecµr = µ′ ∨ νr où νr (h) = t0 pour touth ∈ x↓ \ (A ∪ ⋃r

j=0{x j , y j}) et
νr(h) = ⊥ sinon. On a doncνr = ⊥ etµr = µ

′ ce qui achève la preuve. �

Contre-exemple 8.4.11(Proposition8.4.10). La figure8.18montre que dans la proposition8.4.10,
la condition (iii) n’est pas nécessaire.

Couprie et Bertrand(2009) ont établi une propriété de « confluence » des collapsus dansun
complexe cubique en dimension 2, 3 ou 4 : six↓ ց Att(x, 〈t〉) et X est un complexe tel que
Att(x, 〈t〉) ⊂ X ⊂ x↓, alors x↓ ց X si et seulement siX ց Att(x, 〈t〉). Grâce à cette propriété,
nous pouvons appliquer la proposition8.4.10pour tester si un xelx ∈ Fn (n ≤ 4) est digitalement
simple pour un labelt en utilisant la méthode gloutonne décrite dans l’algorithme 1. Bien sûr, si cet
algorithme retourne « faux », cela veut seulement dire que les hypothèses de la proposition8.4.10ne
sont pas toutes satisfaites et, puisque cette proposition ne fournit que des conditions suffisantes, le xel
testé peut néanmoins être digitalement simple. La figure8.19donne des exemples d’images obtenues
à partir de la même image de labels digitale en appliquant l’algorithme à des fins d’amincissement
ou de croissance du support d’un label.

8.5 Conclusion

Nous avons proposé dans ce chapitre plusieurs moyens pour modifier localement une image de
labels en respectant non seulement la topologie de chaque label mais aussi la topologie de la partition
dans ce sens que les topologies des unions de labels de la partition sont aussi conservées (suivant le
choix effectué pour le treillis de labels). Ici la conservation de la topologie est comprise comme
l’existence d’une équivalence d’homotopie faible : quand un point x est retiré d’un ensembleX,
l’inclusion i : X \ {x} → X met en correspondance bi-univoque les composantes connexes deX \ {x}
et X, et induit des isomorphismes entre les groupes d’homotopiedes deux espaces.
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x

(a) (b)

y

(c)

y1

(d)

y2

(e)

y3

(f)

Figure 8.18 – La condition sur le nombre de labels dans la proposition 8.4.10n’est pas nécessaire. (a) Une
image régulièreµ : X → P({r, g, b, e}) avec quatre proto-labelsr, g, b, e représentés respectivement en rouge,
vert, bleu et gris. Les notations sont celles de la preuve de la proposition8.4.10. Le xel x est au centre de
l’image. Son label estt0 = {e}. (b) L’image de labels digitale associée àµ (dansZ3). (c) La coupeµ1 = µy,t0.
(d) La coupeµ2 = (µ1)y1,t0. (e) La coupeµ3 = (µ2)y2,t0. (f) La coupeµ4 = (µ3)y3,t0 qui est régulière. Donc, le xel
x est digitalement simple. Cependant, on aµ(y3) =

∨{r, g, b, e}, donc la condition(iii) de la proposition8.4.10
n’est pas satisfaite.
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) (h) (i) (j)

Figure 8.19 – Amincissement/expansion de labels dansZ2 à l’aide de l’algorithme1. (b) Une image de labels
digitaleλ0 : Z2→ L (le fond n’est pas représenté). (e) L’image régulièreµ = ζ(λ0) : F2→ P(L⋆). (d) L’image
régulièreµ1 obtenue deµ en appliquant l’algorithme1 pour réduire le label vert. (a) La pré-imageλ1 = ζ

−1(µ1).
(f) L’image régulièreµ2 obtenue deµ en appliquant l’algorithme1 pour étendre le label vert. (c) La pré-image
λ2 = ζ

−1(µ2). (g–i) Le même detail dans les imagesλ0, λ1, λ2. (j) Une part du détail ci-dessous dans l’image
µ1. Notons que le carré vert isolé n’est pas digitalement simple pour le label brun : le changement de label
remplirait un trou dans le label brun.
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Algorithme 1 Test de la simplicité digitale d’un xel.

Entrée : x un xel ety une face dex tels que la paire (x, y) est libre pour le labelt
Sortie : un booléen

1: Y← x↓ \ Att(x↓, 〈t〉)
2: T ← {z∈ Y | Card(µ(z) \ µ(y)) > 1}
3: si T , ∅ alors
4: retourner faux
5: fin si
6: Z← {z∈ Y | µ(z) ≤ µ(y)}
7: tant que ∃(h, h′) ∈ Z × Z tel que (h, h′) paire libre dansY faire
8: Z← Z \ {h, h′}, Y← Y \ {h, h′}
9: fin tant que

10: si Z , ∅ alors
11: retourner faux
12: fin si
13: tant que ∃(h, h′) ∈ Y × Y tel que (h, h′) paire libre dansY faire
14: Y← Y \ {h, h′}
15: fin tant que
16: si Y , ∅ alors
17: retourner faux
18: fin si
19: retourner vrai

Considérons maintenant à nouveau les modèles les plus pertinents pour traiter les images de
labels évoqués dans l’introduction. En prenant pourX l’espace des complexes cubiquesF3, la no-
tion de point digitalement simple, nous permet de travailler dans la classe des images 3D « well
composed » en ajoutant une condition supplémentaire dans l’algorithme1 : tout proto-label sur une
1-face du xel en cours de traitement doit être présent sur au moins une des deux 2-faces du xel testé
qui le couvrent (en 2D, aucune condition supplémentaire n’est nécessaire). L’exigence trouvée dans
Bazinet al. (2007) de préserver la topologie de toute union de deux ou trois labels est clairement sa-
tisfaite dans notre modèle puisque nous conservons la topologie de toute union de labels quandT est
l’ensemble des parties des proto-labels. De plus, nous observons que l’algorithme1 interdit d’avoir
plus de trois labels dans le voisinage d’un point adjacent auxel traité (mais ce xel est un point deX,
pas deZ3). DansDamiandet al.(2011), les auteurs fournissent huit figures, cinq en 2D et trois en3D,
pour illustrer leur definition de la notion de point simple dans une image de labels. Sur deux d’entre
elles, toutes les conditions requises sont satisfaites et le point est simple. Sur les six autres, au moins
une des conditions requises n’est pas satisfaite et le pointn’est pas simple. Nous avons testé nos
propres conditions sur cet ensemble d’exemples et nous avons obtenu les mêmes conclusions (voir la
figure8.20). Ainsi, il semble que nous soyons capables avec les méthodes proposées dans ce chapitre
d’embrasser plusieurs approches précédentes tout en fournissant un cadre permettant d’écrire des
énoncés topologiques précis et d’en établir les preuves.
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(a) (b) (c) (d)

(e) (f) (g)

Figure 8.20 – Comparaison entre « ML-simple points » et xels digitalements simples. Nous reprenons les
images utilisées parDamiandet al. (2011) pour illustrer la notion de « ML-simple point » dans une image de
labels digitales afin de comparer cette notion avec notre propre notion de point digitalement simple dans une
image de calques régulière (nous avons omis la première image deDamiandet al.(2011) qui est très similaire
à la seconde). Ces sept images de calques doivent être considérées comme étant définies surZn pour les ML-
simple points ou surFn pour les points digitalement simples. Dans ce dernier cas, nous supposons que les
images sont régulières, de sorte qu’il est inutile de représenter les faces de dimensions non maximales. Il y a
quatre proto-labels représentés en rouge, vert, bleu et gris. Le voxelx est le voxel central (en bleu). Le test
consiste à vérifier si le voxelx est (ML ou digitalement)-simple pour le label rouge. Notonsque les ML-simple
points doivent être utilisés avec la (4, 8)-, ou la (6, 18)-, adjacence. (a)x est ML-simple (Damiandet al., 2011)
et on peut vérifier facilement quex est digitalement simple. (b) à (g)x n’est pas ML-simple (Damiandet al.,
2011) et x n’est pas digitalement simple (ces vérifications ne posent pas de difficulté et sont laissées au lecteur).
On peut observer que sur la figure (f), le label gris n’est pas pris en compte pour décider quex n’est pas un ML-
simple point. Probablement,Damiandet al.ont choisi d’ajouter un quatrième label ici pour mettre en évidence
le fait que le changement de label du voxel central (du bleu aurouge) pourrait modifier la topologie du label
vert. Il n’en va pas de même avec les points digitalement simples. À cause du label gris, ni la condition(i) ni la
condition(iii) de la proposition8.4.10ne sont satisfaites. Par contre, si l’on remplace le label gris par le label
vert, x devient digitalement simple.





Chapitre 9

Les revêtements

9.1 Introduction

Au chapitre7, nous avons défini un plongement deZn dansFn muni de bonnes propriétés topolo-
giques (schématiquement, il conserve les composantes connexes et les groupes fondamentaux) avec
l’intention de l’utiliser pour traiter les images de labels. L’idée est de calculer les valeurs de l’image
sur les faces de dimensions non maximales deFn avec les opérateurs infimum et supremum. Ainsi, le
calcul peut être fait aussi bien sur une image binaire (dont le codomaine est{0, 1}) que sur une image
de labels sous la condition que son codomaine soit muni d’unestrucure de treillis (par exemple en
ajoutant un minimum et un maximum à l’ensemble des labels). Grâce à ce plongement, nous avons
pu définir des transformations locales, à topologie constante, sur les images de labels dont les objets
sont interprétés à l’aide de la (3n−1)-adjacence (chapitre8). Par topologie constante, nous entendons
que les objets définis par la partition initiale du support del’image par les labels, ou de toute partition
plus grossière, gardent leur classe d’homotopie faible lors de la transformation.

Malheureusement, ce plongement ne peut pas être utilisé telquel avec d’autres relations d’ad-
jacence sans des inconvénients majeurs. La figure9.1 fournit un exemple très simple qui met en
évidence le fait que le modèle des calques exposé au chapitre8 pour permettre un traitement topo-
logique des images de labels doit être amélioré si l’on souhaite pouvoir utiliser les plongements de
Zn dansFn définis au chapitre7 avec d’autres adjacences que la paire (26, 6), tout en maintenant
l’exigence de pouvoir contrôler la topologie des unions de labels.

(a) (b)

Figure 9.1 – DeZ2 à F2 avec des labels et des objets ouverts. (a) Une image digitaleλ définie surZ2 (avec
deux labels, rouge et vert, et un fond blanc).
(b) Le plongement de l’imageλ dansF2 obtenu en appliquant la règle (voir la table7.1) définie au chapitre7
pour la (4, 8)-adjacence : le label d’une face deF2 est l’infimum des labels des facettes de l’étoile de cette face,
l’ensemble des parties de l’ensemble des labels étant muni de sa structure de treillis booléen pour l’inclusion.
On voit notamment que, sur l’image considérée ici, cette règle attribue le label du fond à toutes les faces de
dimensions 0 et 1. De manière évidente, les topologies des labels rouge et vert sont identiques dans les images
(a) et (b). Mais si on identifie les deux labels, la topologie du nouveau label, rouge-ou-vert, n’est plus la même
sur les deux images.

La solution pour résoudre le problème illustré par la figure9.1 n’est pas difficile à trouver : les
labels doivent être identifiés dansZn, avant le plongement dansFn. La figure9.2montre l’application
de cette idée au cas de l’exemple de la figure9.1. Dans ce chapitre, nous construisons un nouveau
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modèle basé sur cette idée. Ce modèle a un coût plus élevé en mémoire mais il permet d’étendre sur
Fn une image de labels initialement définie surZn et interprétée avec une paire d’adjacences autre
que (26, 6).

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figure 9.2 – L’imageλ de la figure9.1 est composée de trois objets d’intérêt représentés sur les figures (a–
c) : le label rouge, le label vert et la réunion de ces deux labels. Regarder l’imageλ sous l’angle topologique
revient à scruter la topologie de ces trois objets. Les images des mêmes objets plongés dansF2 (avec la règle
décrite dans la légende de la figure9.1) sont représentées sur les figures (d-f). En procédant de cette façon,
nous évitons l’artefact de la figure9.1.

9.2 Revêtements

Comme dans le chapitre8, nous plongeons l’espace digitalZn, ou une partie de celui-ci, dans un
EPOX muni de sa topologie d’Alexandroff. Cependant, nous nous limiterons ici aux plongements de
Zn dansFn. L’ensemble des labels de l’image initiale, les proto-labels et le fond, sont enrichis d’un
certain nombre de supremums qui définissent les partitions plus grossières dont nous souhaitons ob-
server la topologie (pour la conserver, ou éventuellement la modifier). L’ensemble de ces supremums,
appelés simplement labels, forment un treillis atomique (T,≤), dont les proto-labels sont les atomes
et dont le fond initial, noté⊥, est le minimum (le maximum deT est noté⊤).

Chaque label deT définit une image binaire, unfeuillet, « couvrant » l’image de labels digitale.
Ce feuillet est défini surFn et son objet est celui que l’on souhaite obtenir lorsqu’on identifie tous les
atomes inférieurs àt comme sur la figure9.2(c).

Finalement, on définit unrevêtement(d’image de labels) comme une fonction qui envoie une
facex ∈ Fn sur l’ensemble des labels dont les feuillets contiennentx dans leur partie objet. Ainsi, le
codomaine d’un revêtement est le sous-ensembleGT de l’ensemble des parties deT dont les éléments
sont les ensembles hauts deT, c’est-à-dire les partiesA deT tels quea ∈ A eta ≤ b impliqueb ∈ A.
Les éléments deGT sont appelésfibres. La figure9.4 illustre cette définition.

Définition 9.2.1. Soit n> 1 un entier. Soit(T,≤) un treillis atomique dont le minimum est noté⊥.
Un revêtementµ est une fonction deFn versGT = {

⋃

t∈A t↑ | A ⊆ T} (avec
⋃

t∈∅ t↑ = ∅). Le fond deµ
est l’ensemble des faces deFn tel queµ(x) = ∅ et lesupportdeµ est l’ensemble des faces deFn tel
queµ(x) , ∅ . Pour tout t∈ T, le feuillet µt est l’image binaire définie surFn par µt(x) = 1 si t ∈ µ(x)
etµt(x) = 0 sinon. Soit x une face deFn. L’ensemble des labels deµ(x) est lafibreau dessus de x.

Dans toute la suite de ce chapitre,L⋆ désignera l’ensemble des atomes deT.
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Puisque nous supposons que le treillisT est atomique, et puisque clairement, pour tous labels
t0, . . . , tp, p ∈ N, on a (

∨p
i=0 ti)

↑
=
⋂p

i=0 ti↑, tout élément du codomaineGT d’un revêtement peut être
exprimé comme une union d’intersections :

GT =















⋃

A∈B

⋂

t∈A
t↑ | B ⊆ P(L⋆)















où
⋃

A∈∅
⋂

t∈A t↑ = ∅ et
⋂

t∈∅ t↑ = ⊥↑ = T. De cette façon, les revêtements peuvent être codés
avec des arbres de hauteur 2 dont les feuilles sont des instances des atomes deT et dont les nœuds
correspondent aux opérateurs

⋃

et
⋂

(concrètement, on peut utiliser des chaînes de champs de bits).
Avec cet encodage, on peut extraire le feuilletµt d’un revêtementµ en testant pour chaquex ∈ Fn, si
un sous-arbre deµ(x) (de hauteur 1) est inclus dans le labelt, lui-même codé par un arbre de hauteur
1 (voir la figure9.3).

◦

◦ ◦

t u v
(a)

◦

t u v
(b)

◦

t u
(c)

Figure 9.3 – Codage des fibres et des labels dans un revêtement. Le treillis des labels du revêtementµ contient
les atomest, u, v. (a) L’arbre codant la fibreµ(x) = (t↑ ∩ u↑) ∪ v↑. (b) L’arbre codant le labell = t ∨ u∨ v. (c)
L’arbre représenté est un sous-arbre deµ(x) et un sous-graphe du labell doncx appartient à l’objet du feuillet
µl .

Soit t ∈ T, un label. L’ensemble〈t〉µ = µ−1
t ({1}) est lesupportdet dans l’imageµ. Nous observons

que, par la définition9.2.1et la définition d’un support, les expressionsx ∈ 〈t〉µ, µt(x) = 1 ett ∈ µ(x)
sont synonymes. Nous écrivons〈t〉cµ pour l’ensembleFn \ 〈t〉µ. Quand il n’y a pas d’ambiguïté, nous
écrivons aussi〈t〉 et 〈t〉c au lieu de〈t〉µ et 〈t〉cµ. La figure9.4montre les supports d’un revêtement avec
huit labels (notons que si le fond n’est pas représenté, il n’y a pas de différence entre la représentation
du feuilletµt et celle du support〈t〉µ).

De la définition9.2.1nous déduisons immédiatement que1, pour toutt, u ∈ T,

t ≤ u⇒ µt 6 µu. (9.1)

Intuitivement, cette propriété exprime le fait que si, par exemple, nous identifions deux labelsa et
b, en créant un nouveau labela∨ b, toute face dans le support de l’un de ces deux labels sera aussi
dans le support du nouveau labela∨ b. En particulier, le support deµ est égal au support du label⊤
dansµ car⊤ est supérieur à tous les labels deT. Autrement dit, on a〈⊤〉c = µ−1(∅). La réciproque de
l’implication (9.1) est fausse comme on peut le voir en considérant le revêtement µ : F1 → GP({a,b})
défini parµ({0}) = {{a}, {a, b}}, µ({1}) = {{a}, {b}, {a, b}} etµ(x) = ∅ si x , {0} et x , {1}. En effet, on
a alorsµ{b} ≤ µ{a} alors que{a} et {b} ne sont pas comparables.

1. Rappelons que nous utilisons l’ordre ponctuel pour les fonctions. Ainsi,µt 6 µu signifie µt(x) 6 µu(x) pour tout
x ∈ X.
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Notons qu’il existe un lien évident entre l’ordre ponctuel≤ sur les images binaires et l’ordre
ponctuel⊆ sur les revêtements :

µ ⊆ ν⇔ ∀t ∈ T, µt 6 νt. (9.2)

Quand un revêtement est construit à partir d’une image de labels digitale, les valeurs de l’image
sur les facettes deFn ne sont pas des fibres quelconques deGT . Quand un revêtementµ est tel
que toute facette deFn a une imageµ(x) qui appartient à l’ensemble{t↑ | t ∈ L⋆}, resp.{t↑ | t ∈
L⋆} ∪ {∅}, resp.{t↑ | t ∈ L⋆} ∪ {∅,T}, nous disons que le revêtement eststrictement pur, resp.pur,
resp.faiblement pur. La raison pour laquelle nous définissons la pureté faible est due à l’utilisation
de la dualité dans la suite du chapitre (voir section9.2.3).

Nous définissons maintenant le type d’invariance topologique que nous allons utiliser avec les
revêtements.

Définition 9.2.2. Soit n> 1 un entier et T un treillis atomique. Soitµ, ν : Fn→ GT deux revêtements.
– Si, pour tout label t∈ T, 〈t〉µ et〈t〉ν sont faiblement homotopiquement équivalents, nous disons

que les revêtementsµ et ν sontéquivalentset nous écrivonsµ ≈ ν.
– Si, de plus,〈t〉cµ et 〈t〉cν sont faiblement homotopiquement équivalents pour tout label t, nous

disons que les revêtementsµ et ν sontfortement équivalents.

9.2.1 Revêtements réguliers

Dans cette section, nous décrivons comment nous calculons la valeur d’un label sur une face de
Fn de dimension strictement inférieure àn à partir des valeurs de l’image sur les facettes deFn.

Soit ε : [1, n] → {−1, 1} une fonction de connexité. Rappelons qu’une fonctionµ : Fn → {0, 1}
est une image (binaire)ε-régulièresi pour toutm ∈ [[1, n]] et x ∈ Fn

m−1, on a, de façon récursive,

µ(x) =

{
∧

{a,b}∈opp(x) µ(a) ∨ µ(b) si ε(m) = 1
∨

{a,b}∈opp(x) µ(a) ∧ µ(b) si ε(m) = −1

Nous étendons cette définition aux revêtements de la façon suivante (la figure9.4 illustre cette
définition).

Définition 9.2.3 (revêtement régulier). Soit n> 1 un entier, T un treillis atomique etε : [[1, n]] →
{−1, 1} une fonction de connexité. Un revêtementµ : Fn → GT estε-régulier(ou, plus simplement,
régulier) si pour tout t∈ T, le feuilletµt est une image (binaire)ε-régulière.

Étant donné une fonction de connexitéε, le (revêtement) régulariséd’un revêtementµ est le
revêtementε-régulierµ′ qui coïncide avecµ sur les facettes deFn. Soit x une facette deFn et k ∈
[[0, n]] un entier.Le revêtement régularisé d’ordre k en xdeµ est la fonction qui coïncide avecµ′ sur
les faces dex↓ de dimensions supérieures ou égales àn− k et qui coïncide avecµ sinon.

Un revêtement régulier peut être défini directement, sans faire appel aux feuilletsµt, t ∈ T.

Proposition 9.2.4. Soit T un treillis atomique etε : [[1, n]] → {−1, 1} une fonction de connexité. Un
revêtementµ : Fn→ GT estε-régulier si et seulement si, pour tout x∈ Fn

m−1, m∈ [[1, n]] :

µ(x) =

{
⋂

{a,b}∈opp(x) µ(a) ∪ µ(b) si ε(m) = 1
⋃

{a,b}∈opp(x) µ(a) ∩ µ(b) si ε(m) = −1.
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∅ ∅ ∅ ∅
1↑ 2↑ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅

∅ T ∅ ∅
∅ ∅ 3↑ ∅
∅ ∅ ∅ ∅

∅ ∅ 2↑ ∅
∅ ∅ ∅ 2↑

∅ ∅ ∅ 1↑

(a)

x

y

(b) (c) (d)

(e) (f)

(g)

x

y (cachée)

z

w

(h)

Figure 9.4 – Un revêtementµ défini surF3 et à valeurs dans l’ensembleGT pour T = P({1, 2, 3}). Le
support deµ est inclus dans un parallèlépipèdeP de dimensions 3× 2 × 3. Le revêtementµ est régulier
pour la fonction de connexitéε = (1,−1, 1) (cette fonction de connexité est associée à la (18, 6)-adjacence
dansZ3, d’après la table7.1, page94). (a) Les fibres des facettes deP décrites de l’avant vers l’arrière.
Toutes ces fibres sont dans{t↑ | t ∈ L⋆} ∪ {∅,T} donc µ est faiblement pur. (b–i) Les feuilletsµt pour
t = {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {2, 3}, {3, 1}, {1, 2,3} (le dernier feuillet fait apparaître le support, et le fond,de l’image
µ). Le feuilletµ⊥ (où⊥ est l’élément minimal du treillisT, c’est-à-dire la partie vide de l’ensemble{1, 2, 3})
n’est pas représenté. Il ne contient qu’une seule facette (celle située en dessous de la 2-facex sur la figure (b))
avec toutes ses 2-faces. Les fibres des 2-facesx, y, z sont respectivementsT, 1↑ ∪ 2↑, 1↑ et la fibre de la 0-face
w est 1↑ ∩ 2↑ (qui est égal à{1, 2}↑).
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Démonstration.Supposonsε(m) = 1 et prenons une facex de dimensionm− 1. Alors, par la défini-
tion 9.2.3, on aµt(x) =

∧

{a,b}∈opp(x) µ(a) ∨ µ(b) pour tout labelt ∈ T. Par conséquent, on a :

t ∈ µ(x) ⇔ µt(x) = 1

⇔ ∀{a, b} ∈ opp(x), µt(a) = 1 ouµt(b) = 1

⇔ ∀{a, b} ∈ opp(x), t ∈ µ(a) ∪ µ(b)

⇔ t ∈
⋂

{a,b}∈opp(x)

µ(a) ∪ µ(b).

Le casε(m) = −1 est similaire. �

Nous utiliserons le lemme suivant quand nous aurons à régulariser les revêtements.

Lemme 9.2.5. Soit T un treillis atomique etε : [[1, n]] → {−1, 1} une fonction de connexité. Soit
µ, ν : Fn → GT deux revêtements etµ′, ν′ leurs régularisés d’ordre k en x (k∈ [[1, n]] , x ∈ Fn

n ). Si
µ ⊆ ν, alorsµ′ ⊆ ν′.

Démonstration.Soit y ∈ Fn. Vérifions queµ′(y) ⊆ ν′(y). Si y < x↓, ou si dim(y) 6 n − k − 1, alors
µ′(y) = µ(y) et ν′(y) = ν(y). On en conclut, de manière évidente, queµ′(y) est inclus dansν′(y).
On suppose maintenant quey ∈ x↓. La preuve est conduite par récurrence (finie et décroissante) sur
la dimension dey. Si y = x, le resultat est immédiat. Sin − k 6 dim(y) 6 n − 1, de la première
partie de la preuve (y < x↓) et de l’hypothèse de récurrence, nous déduisons queµ′(z) ⊆ ν′(z) pour
toute facez qui couvrey. Donc,µ′(y) =

⋂

{a,b}∈opp(y) µ
′(a) ∪ µ′(b) ⊆ ⋂{a,b}∈opp(y) ν

′(a) ∪ ν′(b) = ν′(y)
si ε(dim(y) + 1) = 1 et µ′(y) =

⋃

{a,b}∈opp(y) µ
′(a) ∩ µ′(b) ⊆ ⋂{a,b}∈opp(y) ν

′(a) ∪ ν′(b) = ν′(y) si
ε(dim(y) + 1) = −1. Dans les deux cas, nous trouvons queµ′(y) ⊆ ν′(y). �

9.2.2 Simplicité

Dans cette section, nous définissons une transformation locale d’un revêtement qui n’altère pas
la topologie de l’image. Schématiquement, l’idée est que, dans un revêtementµ, une face est simple
pour un ensemble de labelsS s’il est posible de remplacer dans l’imageµ la valeur actuelle deµ(x)
parS sans « changement topologique ».

Cela nous conduit à la définition suivante.

Définition 9.2.6 (Face simple). Soit n > 1 un entier, T un treillis atomique etµ : Fn → GT un
revêtement. Soit S∈ GT une fibre. Une face x∈ Fn estsimple pour (la fibre)S si les deux conditions
suivantes sont vérifiées :

(i) pour tout label u∈ µ(x) tel que u< S , x estβ-simple pour l’ensemble〈u〉 ou pour l’ensemble
〈u〉c ∪ {x} ;

(ii) pour tout label u < µ(x) tel que u ∈ S , x estβ-simple pour l’ensemble〈u〉 ∪ {x} ou pour
l’ensemble〈u〉c.

La proposition suivante justifie la définition9.2.6.

Proposition 9.2.7. Soit n> 1 un entier, T un treillis atomique etµ : Fn → GT un revêtement. Soit
S ∈ GT une fibre et x∈ Fn une face simple pour S . Alors, les revêtementsµ etµ+(x,S) sont fortement
équivalents.



9.2. Revêtements 151

Démonstration.On poseν = µ + (x,S). Soitu ∈ T un label.
– Siu ∈ µ(x) et u ∈ S, ou siu < µ(x) et u < S, alors〈u〉µ = 〈u〉ν.
– Si u ∈ µ(x) et u < S, alorsx ∈ 〈u〉µ et x < 〈u〉ν, c’est-à-dire〈u〉ν = 〈u〉µ \ {x}. Comme, par

la définition9.2.6, x estβ-simple pour l’ensemble〈u〉µ, ou pour l’ensemble〈u〉c ∪ {x}, nous
pouvons conclure que les ensembles〈u〉µ et 〈u〉ν d’une part, et〈u〉cµ et 〈u〉cν d’autre part, sont
faiblement homotopiquement équivalents (théorèmes4.2.11, 4.2.14et 6.3.12). Autrement dit,
les revêtementsµ et ν sont fortement équivalents.

– Si u < µ(x) et u ∈ S, alorsx < 〈u〉µ et x ∈ 〈u〉ν, c’est-à-dire〈u〉ν = 〈u〉µ ∪ {x}. Comme, par
la définition9.2.6, x estβ-simple pour l’ensemble〈u〉µ ∪ {x}, ou pour l’ensemble〈u〉c, nous
concluons à nouveau que les ensembles〈u〉µ et 〈u〉ν d’une part, et〈u〉cµ et 〈u〉cν d’autre part,
sont faiblement homotopiquement équivalents. Les revêtementsµ et ν sont donc fortement
équivalents. �

La proposition suivante nous permet de construire des algorithmes d’amincissement ou de crois-
sance parallèles.

Proposition 9.2.8. Soit n> 1 un entier, T un treillis atomique etµ0 : Fn → GT un revêtement. Soit
{Si}ki=0 (k > 1) un ensemble de fibres deGT et {xi}ki=0 un ensemble de faces de même dimension telles
que, pour tout i∈ [[0, k]] , xi est simple pour Si dansµ. Alors, pour tout i∈ [[1, k]] , xi est une face
simple pour Si dans le revêtementµi défini itérativement parµi = µi−1 + (xi ,Si).

Démonstration.Une facex ∈ Fn est simple si, par la définition9.2.6, x estβ-simple pour certains
ensembles. Or, la définition de laβ-simplicité n’implique que des faces comparables avecx, c’est-à-
dire des faces incluses dans, ou incluant,x. Ainsi, la simplicité d’une face n’est pas affectée par un
changement fait sur une autre face de même dimension. �

9.2.3 Dualité

Grâce à l’ordre dual sur le treillisT et à la complémentation dansP(T), nous pouvons définir
le dual d’un revêtement. Nous verrons que cette dualité n’est rien d’autre qu’un échange du fond et
de l’objet dans chaque feuillet d’un revêtement. Cette dualité est compatible ave la régularité – le
dual d’un revêtementε-régulier est un revêtement (−ε)-régulier – et avec la simplicité - une face est
simple pour un ensemble de labelsS dans un revêtement si et seulement si elle est simple pour le
complément deS (dansP(T)) dans le revêtement dual.

Nous notonsFT le sous-ensemble deP(T) formé par les ensembles bas deT, c’est-à-dire les
compléments des éléments deGT dansP(T). FT est le sous-ensemble de l’ensemble des parties
P(T) dont les éléments sont les partiesA deT telles quea ∈ A et a ≥ b impliqueb ∈ A, c’est-à-dire
FT = GT⋆ où T⋆ est le treillisT muni de son ordre dual2.

Définition 9.2.9. Soit n > 1 un entier, T un treillis atomique etµ : Fn → GT un revêtement. Le
revêtement dualdeµ est le revêtement¬µ : Fn→ FT défini pour tout x∈ Fn par ¬µ(x) = µ(x)c.

Notons que les revêtements et leurs duaux sont des éléments d’espaces de fonctions différents,
respectivement (GT )F

n
et (FT)F

n
, mais ces espaces sont tous les deux inclus dans (P(T))F

n
.

2. GT etFT sont respectivement l’ensemble des ouverts et des fermés dela topologie d’Alexandroff surT.
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La proposition suivante fournit quelques propriétés élémentaires des revêtements duaux. Dans
cette proposition, nous utilisons l’opérateur¬ pour les images binaires défini au chapitre7 : étant
donnée une image binaireθ : Fn → {0, 1}, l’image négative¬θ est définie par¬θ(x) = 1− θ(x) pour
tout x ∈ Fn. La confusion entre les deux opérateurs de dualité, notés chacun¬, n’est pas possible car
ils opèrent sur des types différents.

Proposition 9.2.10.Soit n> 1 un entier, T un treillis atomique etµ : Fn→ GT un revêtement.

(i) L’opérateur¬ est involutif :¬¬µ = µ.

(ii) Le fond du revêtement dual¬µ estµ−1(T).

(iii) Pour tout label t∈ T, 〈t〉¬µ = 〈t〉cµ.
(iv) Pour tout label t∈ T, (¬µ)t = ¬(µt).

(v) Soitε une fonction de connexité. Si le revêtementµ estε-régulier, alors son dual¬µ est(−ε)-
régulier.

(vi) Si le treillis T est fini et distributif, le dual d’un revêtement faiblement pur, resp. fortement pur,
est faiblement pur, resp. fortement pur.

(vii) Si ν est un revêtement fortement équivalent àµ, alors¬ν est fortement équivalent à¬µ.

Démonstration.Soit t ∈ T un label etx une face deFn.

(i) Évident.

(ii) ¬µ(x) = ∅ ⇔ µ(x) = T.

(iii) x ∈ 〈t〉¬µ ⇔ t ∈ ¬µ(x)⇔ t < µ(x)⇔ x < 〈t〉µ.
(iv) Des définitions du revêtement dual¬µ, de l’image negative¬(µt) et de la propriété précédente,

nous déduisons que (¬µ)t(x) = 1⇔ x ∈ 〈t〉¬µ ⇔ x < 〈t〉µ ⇔ µt(x) = 0⇔ (¬(µt))(x) = 1.

(v) Si le revêtementµ est ε-régulier, alors, de la proposition7.1.4, nous déduisons que tous les
feuillets¬µt, t ∈ T, sont (−ε)-réguliers. Donc¬µ est (−ε)-régulier.

(vi) Comme iciT est fini, atomique et distributif,T est l’ensemble des parties d’un ensembleA :
T = P(A). Soit x une facette deFn. Si µ est strictement pur, il existe un élémenta ∈ A tel que
µ(x) = {a}↑. D’où ¬µ(x) = {t ∈ P(A) | a < t} = {t ∈ T | t ⊆ A \ {a}}. Par suite, dansT⋆, on a
¬µ(x) = b↑ oùb = A\{a} est un atome deT⋆. Nous pouvons en conclure que¬µ est strictement
pur. Siµ est faiblement pur, nous pouvons aussi avoir l’égalitéµ(x) = ∅ ou l’égalitéµ(x) = T.
Alors,¬µ(x) = T ou¬µ(x) = ∅.

(vii) Siµ etν sont fortement équivalents alors, pour tout labelt, 〈t〉µ est faiblement homotopiquement
équivalent à〈t〉ν et 〈t〉cµ est faiblement homotopiquement équivalent à〈t〉cν, donc, d’après(iii) ,
〈t〉c¬µ est faiblement homotopiquement équivalent à〈t〉c¬ν et 〈t〉¬µ est faiblement homotopique-
ment équivalent à〈t〉¬ν. On en conclut que les revêtements¬µ et¬ν sont fortement équivalents.

�

Dans la proposition précédente, l’assertion(ii) montre qu’une face est dans le fond du revête-
ment dual¬µ si et seulement si cette face est dans tous les objets des feuillets du revêtementµ. De
l’assertion (v), on déduit que le revêtement dual du regularisé d’un revêtementµ est le regularisé (re-
lativement à la fonction de connexité opposée) du revêtement dual deµ. Notons enfin que l’assertion
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(vi) est fausse si on omet l’hypothèse sur la distributivité deT. Par exemple, avecT = {⊥, a, b, c,⊤}
où a, b, c sont des atomes, on a (a↑)c = {a,⊤}c = {⊥, b, c} qui n’est pas égal àt↓ avect atome deT⋆

(ici, les atomes deT⋆ sont les atomes deT).

Proposition 9.2.11.Soit n∈ {2, 3} un entier, T un treillis atomique etµ : Fn → GT un revêtement.
Soit S∈ FT une fibre et x une face deFn. Alors, x est simple pour la fibre S dans le revêtement dual
¬µ si et seulement si , dans le revêtementµ, x est simple pour le complément de S dansP(T) (qui
appartient àGT).

Démonstration.La proposition9.2.11est une conséquence immédiate de la définition9.2.6. �

9.3 Revêtements1-réguliers et calques réguliers

Le but de cette section est de comparer les notions de revêtements et d’image de calques dans
le but de pouvoir utiliser ces dernières, qui sont beaucoup moins complexes, lorsque les revêtements
sont 1-réguliers et, par dualité, (−1)-réguliers (rappelons que ces deux types de régularité sont asso-
ciés respectivement aux couples d’adjacences (3n − 1, 2n) et (2n, 3n − 1) deZn). Nous verrons que, si
le treillis T est distributif, les revêtements 1-réguliers sont la traduction, dans le cadre théorique des
revêtements, des images de calques régulières définies au chapitre7.

Dans toute la section,n est un entier supérieur ou égal à 1 etT est un treillis atomique.

9.3.1 Revêtement associé à une image de calques

On considère une image de calquesµ : Fn→ T. À l’image de calquesµ, on associe le revêtement
⊗µ défini, pour toutx ∈ Fn, par :

⊗ µ(x) = {t ∈ T | µ(x) ∧ t , ⊥}. (9.3)

La fonction⊗µ est bien un revêtement car on a clairementt ∈ µ(x) et t ≤ u ⇒ u ∈ µ(x), donc
µ(x) ∈ GT pour toutx ∈ Fn. De plus, l’égalité (9.3) assure que les supports des labels sont identiques
dans les deux images :

〈t〉⊗µ = 〈t〉µ, pour toutt ∈ T.

Un exemple de revêtement associé à une image de calques à l’aide de la fonction⊗ se trouve sur
la figure9.6. Notons que dans le revêtement⊗µ, les éléments minimaux des ensembles non vides
⊗µ(x) sont des atomes. En effet, siµ(x) ∧ t , ⊥, il existe un atomea ∈ T tel quea ≤ µ(x) ∧ t ≤ t, car
T est atomique. Alors,a ∈ ⊗µ(x) et t ∈ a↑ (et, de manière évidente,⊥ ne peut pas être un élément de
⊗µ(x)). Nous écrivonsGa

T pour le sous-ensemble deGT dont les éléments non vides sont des parties

de T dont les éléments minimaux sont des atomes :Ga
T =

{

⋃

a∈A a↑ | A ⊆ L⋆
}

où, par convention,
⋃

a∈∅ a↑ = ∅.
Nous donnons ci-dessous quelques propriétés du revêtement⊗µ en relation avec les propriétés

de l’image de calquesµ.

Proposition 9.3.1. Soitµ une image de calques et⊗µ le revêtement associé.
– Siµ est à supports fermés, alors⊗µ est à supports fermés.
– Siµ est strictement pure, resp. pure, alors⊗µ est strictement pur, resp. pur.
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– Siµ est régulière et si le treillis T est distributif, alors⊗µ est1-régulier.

Démonstration.
– Siµ est à supports fermés,µ est décroisante (proposition8.3.1). Alors, on a :

x ⊆ y⇒ µ(x) ≥ µ(y)⇒ ∀t ∈ T, µ(x) ∧ t ≥ µ(y) ∧ t ⇒ ⊗µ(x) ⊇ ⊗µ(y).

Puis, pour toutx inclus dansy, on ay ∈ 〈t〉⊗µ ⇒ t ∈ ⊗µ(y) ⇒ t ∈ ⊗µ(x) ⇒ x ∈ 〈t〉⊗µ. Donc,
〈t〉⊗µ est fermé.

– Siµ(x) est un atome, alors on a :

t ∈ ⊗µ(x)⇔ µ(x) ∧ t , ⊥ ⇔ µ(x) ∧ t = µ(x)⇔ µ(x) ≤ t ⇔ t ∈ µ(x)↑.

D’où, ⊗µ(x) = µ(x)↑.
Si µ(x) = ⊥, alors⊗µ(x) = {t ∈ T | ⊥ ∧ t , ⊥}. Donc⊗µ(x) = ∅.

– Pour toutt ∈ T et toutx ∈ Fn, on a :

⊗µt(x) = 1 ⇔ µ(x) ∧ t , ⊥

⇔



















∨

y∈x↑+
µ(y)



















∧ t , ⊥ carµ ∧ t est régulière

⇔
∨

y∈x↑+
(µ(y) ∧ t) , ⊥ carT est distributif

⇔ ∃y ∈ x↑+, µ(y) ∧ t , ⊥
⇔ ∃y ∈ x↑+,⊗µt(y) = 1

⇔
∨

y∈x↑+
⊗µt(y) = 1.

Cela montre que les feuillets⊗µt sont 1-réguliers (proposition7.1.3). Par conséquent, le revê-
tement⊗µ est 1-régulier. �

9.3.2 Image de calques associée à un revêtement

Inversement, partant d’un revêtement, il n’est pas toujours possible de définir une image de
calques qui partage les mêmes supports. Cela est dû au fait que dans une image de calques, tout
point qui n’est pas dans le fond est dans le support d’au moinsun atome (car une image de calques
est le supremum de ses calques). Mais dans un revêtement, cette propriété n’est généralement pas
vérifiée comme on peut le voir sur la figure9.2 avec la 1-face centrale, ou sur la figure9.4 avec la
0-facew et le labelt = {1, 2}.

Néanmoins, lorsqu’un revêtementµ est à valeurs dansGa
T (ce qui implique en particulier qu’au-

cune face n’a pour valeurT), nous pouvons définir une image de calques⊕µ dont les supports sont
égaux à ceux deµ de la façon suivante (avec la convention

∨ ∅ = ⊥) :

⊕µ(x) =
∨

µ(x) ∩ L⋆.

C’est-à-dire⊕µ(x) est le supremum des atomes deµ(x), ou⊥ si µ(x) est vide (voir aussi la figure9.5).
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Les revêtements obtenus à partir d’une image de labels digitale muni de la (3n− 1, 2n)-adjacence
ou à partir d’une image de labels digitale muni de la (2n, 3n − 1)-adjacence et de la dualité, à condi-
tion que le fond soit remplacé par un proto-label dans ce dernier cas, fournissent des exemples de
revêtements à valeurs dansGa

T (voir la figure9.5).
Nous donnons ci-dessous quelques propriétés de la fonction⊕µ en relation avec les propriétés de

la fonctionµ.

Proposition 9.3.2. Soitµ un revêtement à valeurs dansGa
T et⊕µ l’image de calques associée.

– Si T est distributif, alors〈t〉⊕µ = 〈t〉µ, pour tout t∈ T.
– Siµ est pur, resp. strictement pur, alors l’image⊕µ est pure, resp. strictement pure.
– Siµ est1-régulier, alors l’image⊕µ est régulière.

Démonstration.
– Si t = ⊥, alors 〈⊥〉µ = ∅ par hypothèse et〈⊥〉⊕µ = ∅ pour toute image de calques (voir

page120).
Si t , ⊥, on a :

x ∈ 〈t〉⊕µ ⇔ ⊕µ(x) ∧ t , ⊥

⇔














∨

i

ai















∧ t , ⊥ oùµ(x) =
⋃

i

ai
↑ (ai atome)

⇔
∨

i

(ai ∧ t) , ⊥ carT est distributif

⇔ ∃i, ai ∧ t , ⊥
⇔ ∃i, ai ≤ t car lesai sont des atomes

⇔ t ∈ µ(x)

⇔ x ∈ 〈t〉µ.

– De la définition de l’image de calques⊕µ, on a immédiatement :
• Si µ(x) = t↑ avect atome deT alors⊕µ(x) = t.
• Si µ(x) = ∅, alorsµ(x) = ⊥.

– Soit x ∈ Fn
m avecm ∈ [[0, n− 1]]. On rappelle que

∨ ∅ = ⊥. Par définition de l’image⊕µ, on a
d’une part,⊕µ(x) =

∨

A oùA est l’ensemble des atomes deµ(x) et d’autre part,
∨

y∈x↑+ ⊕µ(y) =
∨

B où B est l’ensemble des atomes des facettes de l’étoile dex.
Montrons queA et B sont égaux.
Soita un atome deT. On a :

a ∈ A ⇔ a ∈ µ(x)

⇔ µa(x) = 1

⇔
∨

y∈x↑+
µa(y) = 1 carµa est 1-régulière et par la proposition7.1.3

⇔ ∃y ∈ x↑+, µa(y) = 1

⇔ ∃y ∈ x↑+, a ∈ µ(y)

⇔ a ∈ B.
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Donc,⊕µ(x) =
∨

A =
∨

B =
∨

y∈x↑+ ⊕µ(y).
On en déduit que l’image de calques⊕µ est régulière. �

Comme les images de calques et les revêtements sont entièrements déterminés par les supports
des labels et que, sous l’hypothèse de distributivité du treillis T, les fonctionsµ ∈ TF

n 7→ ⊗µ ∈ (Ga
T)F

n

etµ ∈ (Ga
T)F

n 7→ ⊕µ ∈ TF
n

conservent les supports, les deux fonctions⊗ et⊕ sont inverses l’une de
l’autre :
si le treillis T est distributif,

– ⊕(⊗µ) = µ pour toute image de calqueµ ;
– ⊗(⊕µ) = µ pour toute revêtementµ à valeurs dansGa

T .
Ainsi, lorsque le treillisT est distributif, nous avons une correspondance bi-univoque entre les images
de calques et les revêtements à valeurs dansGa

T et cette correspondance conserve les supports, la
pureté et la régularité. De plus, nous avons la propriété suivante.

Proposition 9.3.3. Soit T un treillis distributif. Les applications⊕ : (GT)F
n → TF

n
et ⊗ : TF

n →
(GT)F

n
forment une adjonction.

Démonstration.Il faut montrer3 que⊗µ ⊆ ν ⇔ µ ≤ ⊕ν pour toute image de calquesµ : Fn → T et
tout revêtementν : Fn→ GT .

– (sens⇒) On suppose⊗µ ⊆ ν. Soit x un point deFn et A l’ensemble des atomes deT inférieurs
ou égaux àµ(x). Si A = ∅, c’est-à-dire siµ(x) = ⊥, alors clairementµ(x) ≤ ⊕ν(x). Si A , ∅,
on aµ(x) =

∨

A carT est atomique. Or, de manière évidente,A ⊆ ⊗µ(x). Il vient, en utilisant
l’hypothèse, queA ⊆ ν(x) puisA ⊆ ν(x) ∩ L⋆. Donc,µ(x) =

∨

A ≤ ∨ ν(x) ∩ L⋆ = ⊕ν(x).
– (sens⇐) On supposeµ ≤ ⊕ν. Soit t un label appartenant à⊗µ(x), c’est-à-dire tel queµ(x)∧ t ,
⊥. Alors l’hypothèse implique queµ(x) ∧ t ≤ ⊕ν(x). Il vient que tout atome inférieur ou égal
à µ(x) ∧ t est inférieur ou égal à⊕ν(x) =

∨

µ(x) ∩ L⋆. La distributivité deT entraîne alors
que tout atome inférieur ou égal àµ(x) ∧ t appartient àµ(x) ∩ L⋆. L’atomicité deT permet de
conclure queµ(x) ∧ t ≤ ⊕ν(x). �

9.4 Revêtements réguliers surF3

Dans la suite de ce chapitre nous nous intéressons aux imagesdéfinies surF3.
Nous avons vu à la section9.3que les revêtements 1-réguliers peuvent être transformés en images

de calques et traités avec les outils correspondants (au moins si le treillisT est distributif), c’est
pourquoi nous ne nous occuperons pas ici de la fonction de connexité constante, égale à 1. Comme
le dual d’un revêtement (−1)-régulier est un revêtement 1-régulier, et comme la pureté est conservée
par passage au dual (à condition encore que le treillisT soit distributif) nous pouvons également
ignorer les revêtements (−1)-réguliers4 (les figures9.5 et 9.6 donnent un exemple de modification
d’une image (−1)-régulière par passage au dual puis à l’image de calques associée).

Ainsi, dans cette section, nous nous concentrerons sur les revêtements (−1, 1,−1)-réguliers et
sur leurs revêtements duaux, (1,−1, 1)-réguliers. Nous donnerons des conditions suffisantes pour

3. Voir l’annexeB.2.
4. Il convient de noter toutefois que le traitement de la (−1)-régularité est tout à fait possible dans le cadre des revête-

ments et bien plus simple que ce qui va être présenté dans la suite de ce chapitre. En particulier, aucune définition detypes
de 1-face n’est nécessaire.
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modifier localement un revêtement régulier de telle façon que le nouveau revêtement, qui ne diffère
du premier revêtement que sur l’adhérence d’une 3-face, soit encore régulier et fortement équivalent
au revêtement initial.

9.4.1 Revêtements(−1, 1,−1)-réguliers

Avec les trois lemmes suivants, nous modifions successivement les faces d’une facette d’un re-
vêtement (−1, 1,−1)-régulier de façon à ce que le résultat soit fortement équivalent au revêtement
initial. Nous commençons par modifier la facette et ses 2-faces.

Lemme 9.4.1. Soit T un treillis atomique etµ : F3 → GT un revêtement(−1, 1,−1)-régulier. Soit
x une facette deF3 et S ∈ GT une fibre strictement incluse dansµ(x) telle que x est simple pour S .
Alors le régularisé d’ordre 1 en x du revêtementµ + (x,S) est fortement éqivalent àµ.

Démonstration.Par la proposition9.2.7, le revêtementµ′ = µ + (x,S) est fortement équivalent àµ.
Soit ν le régularisé d’ordre 1 enx deµ′. Comme, de manière évidente,µ′ ⊆ µ et µ est régulier, on
déduit du lemme9.2.5queν ⊆ µ. Soit t un label tel queνt , µ

′
t si un tel label existe (sinon, le résultat

est acquis). Alors,µ′t n’est pas régulier. En particulier,µ′t , µt. Par suite,µ′t(x) , µt(x) et, comme
par l’équivalence (9.2) de la page148, µ′t(x) ≤ µt(x), on aµ′t(x) = 0 etµt(x) = 1. Soitz ∈ F3 tel que
νt(z) , µ′t(z). Par la définition même deν, z est une 2-face incluse dansx et par l’équivalence (9.2),
νt(z) = 0 etµt(z) = µ′t(z) = 1. Puisquez ∈ 〈t〉µ et ε(3) = −1, la seule facette deF3 \ {x} qui inclut z
est aussi dans〈t〉µ. Donc,z est haut-unipolaire aussi bien dans〈t〉µ′ que dans〈t〉cν. Comme des faces
unipolaires de même dimension peuvent être supprimées en parallèle, donnant naissance à un rétracte
par déformation forte (proposition4.2.4), nous en déduisons que〈t〉ν et 〈t〉µ′ , resp.〈t〉cν et 〈t〉cµ′ , sont
faiblement homotopiquement équivalents. Ainsi, les revêtementsµ′ et ν sont fortement équivalents
et, par transitivité, les revêtementsµ et ν sont fortement équivalents. �

On pourrait poursuivre la régularisation en continuant de modifier les faces dex dimension par
dimension. Toutefois, cela nécessite d’imposer des conditions très restrictives sur les faces de dimen-
sion 1 et nous avons constaté expérimentalement que les algorithmes d’amincissement obtenus alors
sont peu efficaces. Nous sommes donc obligés d’étudier précisément les différentes configurations
des 1-faces et des 0-faces après l’application du lemme9.4.1. Le fait que les revêtements soient à
valeurs dans un ensemble de fibres et non de labels complique beaucoup cet examen des configura-
tions locales et nous a conduit à poser un certain nombre de notations et définitions qui sont exposées
ci-après. La figure9.7détaille les notations utilisées dans la suite de cette section.

Nous définissons maintenant trois prédicats qui permettront d’identifier des conditions favorables
pour la modification de la fibre d’une 1-face et éventuellement de l’une de ses 0-faces dans le
lemme9.4.3. Dans ces prédicats,x est une facette deF3 et a une 1-face dex et les notationsai

eta j
i sont celles décrites sur la figure9.7.

∃ k0 ∈ {0, 1},∀ k ∈ {k0, 2, 3}, µ(x) ∩ µ(a2) ∩ µ(a3) ⊆ S ∪ µ(a1) ∪ µ(ap
k ) (9.4)

∃ k0, k1 ∈ {0, 1, 2, 3}, k0 , k1,∀ k ∈ {k0, k1}, µ(x) ∩ µ(a2) ∩ µ(a3) ∩ µ(aq
k) ⊆ S ∪ µ(a1) (9.5)

∃ ! k0 ∈ {2, 3},∀ k ∈ {0, 1, k0}, µ(x) ∩ µ(a2) ∩ µ(a3) ⊆ S ∪ µ(a1) ∪ µ(ar
k) (9.6)

Les trois prédicats précédents permettent de définir trois types de 1-faces dans une cellule donnée.
Une 1-facey incluse dans une facettex est detype 1(resp.type 2, type 3) si :
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(a) (b)

(c) (d) (e)

(f) (g) (h)

(i) (j) (k)

(l) (m) (n)

(o)

x

Figure 9.5 – (a) Une image de label digitaleλ qui doit être interprétée avec la (4, 8)-adjacence, c’est-à-dire
quetous les objets représentés par les labels et leurs unions doivent être regardés avec la 4-adjacence tandis
que le fond doit être regardé avec la 8-adjacence. Il y a deux proto-labels :r et v. (b) Le fond est remplacé par
un nouveau label,b. (c–h) Les feuillets non-triviaux (non constants) du revêtementµ, (−1)-régulier, associé
à λ. Le codomaine du revêtementµ est constitué des ensembles hauts du treillis (P({r, v, b}),⊆). Les feuillets
sont représentés dans l’ordreµr , µv, µb, µrv, µvb, µbr. (i–n) Les feuillets du revêtement dual¬µ. Ce revêtement
est 1-régulier. (o) L’image de calques⊕(¬µ). Cette image est pure et régulière (son codomaine est le treillis
(P({r, v, b}),⊇) = (P({c,m, j}),⊆).
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(a)

(b) (c) (d)

(e) (f) (g)

(h) (i) (j)

(k) (l) (m)

(n) (o)

Figure 9.6 – (Voir aussi la légende de la figure9.5). (a) L’image de calquesν = ⊕(¬µ) + (x, c) (la facettex de
la figure9.5(o) est digitalement simple (voir la section8.4.3) pour le labelc dans l’image de calques⊕(¬µ)).
(b–g) Les feuillets non triviaux du revêtement⊗ν. (h–m) Les feuillets non triviaux du revêtement¬(⊗ν). (n)
L’image de labels digitale extraite de¬(⊗ν). (o) Le label factice est supprimé.
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a a2

a1
2

a2
2

a2
0

a1
0

a1

a2

a2
1

a2
3

a1

a3

a1
1

a1
3

Figure 9.7 – Notations. On considère une facettex deF3 (en bleu, rendue en fil de fer) et une 1-facea de x
(au centre, en jaune). Alors,a0 est un alias de la facettex (a0 = x), a1 est la facette de l’étoile dea telle que
a1 ∩ x = a et a2 et a3 sont les deux autres facettes de l’étoile dea. On suppose que toutes les 0-faces dex se
voient attribuer un numéro égal à 1 ou à 2 de façon à ce que chaque 1-face dex inclut une 0-face portant le
numéro 1 et une 0-face portant le numéro 2. On noteai (i ∈ {1, 2}) la 0-face dea portant le numéroi (en rouge).
Enfin, on noteai

0, a
i
1, a

i
2, a

i
3 les quatre facettes de l’étoile deai qui ne sont pas dans l’étoile dea de façon à ce

queai
j partage une 2-face aveca j (i ∈ {1, 2} et j ∈ {0, 1, 2, 3}).

– le prédicat (9.4) (resp. (9.5), (9.6)) est vrai poura = y et pour un certainp ∈ {1, 2} (resp.
q ∈ {1, 2}, r ∈ {1, 2}), et

– le prédicat (9.5) (resp. (9.6), (9.4)) est vrai poura = y etq = 3− p (resp.r = 3− q, p = 3− r).
La figure9.8 montre des 1-faces de type 1 et 3 et explique succinctement les raisons des définitions
précédentes.

Trois 1-facesy, y′, y′′ incluses dansx, sontassociéessi elles ont une 0-face en commun, appelée
le sommetde l’association, et le prédicat (9.6), dans lequelr est le numéro porté par le sommet (voir
la légende de la figure9.7), est vrai pour deux d’entre elles, de types 2 ou 3.

Pour terminer la régularisation du revêtementµ + (x,S) commencée avec le lemme9.4.1, nous
allons changer les valeurs des fibres au-dessus des 1-faces et des 0-faces dans le régularisé d’ordre
1 en x de µ en trois étapes : d’abord nous traitons les 1-faces « ordinaires » (de type 1 ou 2), puis
les configurations impliquant les 1-faces de type 3 et leurs 0-faces et nous terminons avec les 0-faces
« ordinaires ».

Lemme 9.4.2.Soit T un treillis atomique etµ : F3 → GT un revêtement(−1, 1,−1)-régulier. Soit x
une facette deF3 et S ∈ GT une fibre strictement incluse dansµ(x) telles que x est simple pour S .
Soit ν le régularisé deµ + (x,S) en x. Alors, le revêtement égal àν sur les2-faces de x et sur ses
1-faces de type 1 ou 2 et égal àµ partout ailleurs est fortement équivalent au revêtementµ.

Démonstration.PuisqueS ⊂ µ(x), on aν ⊆ µ. Soitν1, le régularisé d’ordre 1 deµ + (x,S) en x. Par
le lemme9.4.1, ν1 est fortement équivalent àµ. Grâce à la proposition9.2.8, il nous suffit de montrer
que toute 1-facey de type 1 ou 2 est simple pourν(y) dans le revêtementν1.
Soity une 1-face dex de type 1 ou 2. On aν1(y) = µ(y) par définition deν1. Siµ(y) = ν(y), le résultat
est trivial. On suppose donc queµ(y) , ν(y). Soit t un label tel quey ∈ 〈t〉ν1 et y < 〈t〉ν, c’est-à-dire
µt(y) , νt(y) (l’inverse,y ∈ 〈t〉ν ety < 〈t〉ν1, est impossible carν1(y) = µ(y) etν ⊆ µ). Alors, grâce à la
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(a) (b)

Figure 9.8 – Prédicats sur les 1-faces (les notations sont celles dela figure9.7). La figure représente une
partie d’un feuilletµt d’un revêtementµ (seules les facettes et trois faces importantes pour notre propos sont
représentées). Le revêtementν est le régularisé deν = µ + (x,S) avecS ⊂ µ(x) (S ∈ GT ) où x est la facette
rendue en fil de fer bleu. En jaune, on voit une 1-facey de x et, en rouge, les 0-facesy1 (en haut) ety2 (en
bas). Ces deux 0-faces peuvent être dans l’objet ou dans le fond du feuillet. Les cubes bleus (x inclus) sont des
facettes du support〈t〉µ et les facettes rendues en fil de fer gris sont dans le fond du feuillet (nous ne pouvons
montrer ici qu’un feuillet du revêtement mais notre but est bien de trouver des conditions portant sur la totalité
des feuillets). Considérons un labelt appartenant àµ(x) \ S (si t < µ(x) ou si t ∈ S, le feuillet correspondant
n’est pas modifié par le changement de fibre au dessus dex : νt = µt). Nous nous intéressons au cas oùy
change de statut lorsqu’on passe de l’imageµ à l’imageν : y ∈ 〈t〉µ ety < 〈t〉ν (l’inverse ne peut pas se produire
carS ⊂ µ(x)). Puisque la fonction de connexité est iciε = (−1, 1,−1), d’après la table7.2, ce changement de
statut se produit si et seulement si il y a exactement trois facettes du support〈t〉µ qui incluenty, dont la facette
x (dans le revêtementν, il n’y a que deux facettes du support det qui incluenty car t < S). Par ailleurs, pour
assurer la légitimité topologique du changement de statut,nous souhaitons quey soit β-simple, c’est-à-dire
quey↑⋆, ou y↓⋆, soit contractile. Or, lorsquey1 n’est pas dans〈t〉µ, le sous-ensembley↑⋆ du support〈t〉µ+(x,S)

n’est pas contractile car il a deux composantes connexes (l’une contenant la facettey2 et l’autre la facettey3).
Il est donc nécessaire dans ce cas de s’intéresser à la frontière dey, {y1, y2} ∩ 〈t〉µ+(x,S). Clairement, celle-ci
est contractible si et seulement si une seule des deux 0-faces est dans le support. Le rôle des trois prédicats
est précisément de décrire toutes les configurations pouvant déboucher favorablement (c’est-à-dire permettant
la modification de la fibre au-dessus dey à topologie constante). (a) Cas d’une 1-facey de type 1. En accord
avec la table7.2, le prédicat (9.4) assure que la 0-face concernée (iciy2) est dans le support du labelt dans
le revêtementµ + (x,S) et le prédicat (9.5) assure que l’autre 0-face dey↓⋆ (ici y1) n’est pas dans〈t〉µ+(x,S).
Le cas d’une 1-face de type 2 est similaire. (b) Cas d’une 1-facey de type 3 (c’est celui qui pose problème).
Ici, les prédicats (9.4) et (9.6) nous disent que les deux 0-facesy1 et y2 sont dans〈t〉µ+(x,S). Donc,y n’est
pasβ-simple. L’idée est alors de supprimer une de ces deux 0-faces avant de supprimery puis de supprimer
la dernière 0-face dey. On peut intuiter que la suppression d’une des deux 0-faces,appelons-làyi , puis dey
puis de l’autre 0-face,y3−i , implique des conditions sur les 1-faces dex qui incluentyi pour que le processus
se termine sans buter sur une 0-face, ou une 1-face, « prise enétau ». C’est ce qui nous a conduit à définir des
associationsde 1-faces.
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régularité deµ, x ∈ 〈t〉µ, x < 〈t〉ν (en d’autres termes,t ∈ µ(x) \S). Puisqueµ est (−1, 1,−1)-régulier,
nous déduisons de la table7.2que〈t〉µ contient exactement trois facettes incluanty dont l’une estx.

– Si t ∈ µ(y1), alors il est évident que les ensemblesy↑⋆ ∩ 〈t〉ν1 et y↑⋆ ∩ 〈t〉cν1
sont contractiles

(voir figure9.9(a)). Alors,y estβ-simple pour les ensembles〈t〉ν1 et 〈t〉cν1
∪ {y}.

– Maintenant, nous supposons quet < µ(y1). Alors, t ∈ µ(x)∩µ(y2)∩µ(y3). Commet ∈ µ(x) \S,
des prédicats (9.4), ou (9.6), et (9.5), nous déduisons que :
• t ∈ µ(yp

k ) pour au moins trois valeurs distinctes dek ;

• t ∈ µ(yq
k) pour au plus deux valeurs distinctes dek (q , p).

Par suite, par la table7.2, on trouve queyp ∈ 〈t〉µ et yq
< 〈t〉µ. Ainsi, y↓⋆ ∩ 〈t〉ν1 = {yp} et

y↓⋆ ∩ 〈t〉cν1
= {yq} sont contractiles ety estβ-simple pour les ensembles〈t〉ν1 et 〈t〉cν1

∪ {y}.
Nous pouvons maintenant conclure quey est simple pourν(y) dans le revêtementν1. �

(a)

xy1

(b)

Figure 9.9 – Preuve du lemme9.4.2. Le trou au centre de la figure correspond à la 1-facey. En rouge :
y↑⋆ ∩ 〈t〉ν1. En vert :y↑⋆ ∩ 〈t〉cν1

. (a) t ∈ µ(y1), c’est-à-direy1 ∈ 〈t〉ν1. Dans cette configuration, il est évident que
y↑⋆ ∩ 〈t〉ν1 ety↑⋆ ∩ 〈t〉cν sont contractiles. (b)t < µ(y1). Ici, les deux ensembles ont deux composantes connexes.
Dans cette configuration, il faut étudier l’ensembley↓⋆ ∩ 〈t〉ν1 pour décider siy estβ-simple dans l’ensemble
〈t〉ν1.

Après avoir régularisé les faces de dimension 2 et les faces de dimension 1 de types 1 et 2,
nous nous intéressons aux faces de type 3. Comme nous l’avonsdit dans la légende de la figure9.8,
le traitement de ces 1-faces est plus compliqué et nécessitela régularisation de certaines 0-faces
auparavant (les sommets des associations). C’est l’objet du lemme suivant.

Lemme 9.4.3. Soit T un treillis atomique etµ : F3 → GT un revêtement(−1, 1,−1)-régulier. Soit
x une facette deF3 et S ∈ GT une fibre strictement incluse dansµ(x) telle que x est simple pour S .
On suppose que les seules associations dans la face x impliquent trois faces de types distincts et que
toutes les faces de type 3 sont en association. Soitν le régularisé deµ+ (x,S) en x etν3 le revêtement
égal àν sur les faces de dimensions supérieures ou égales à 2, sur lesfaces de dimension 1 de type
1, 2, 3 et sur les0-faces sommets d’associations et égal àµ sur toutes les autres faces. Alors, le
revêtementν3 est fortement équivalent au revêtementµ.

Démonstration.
On noteν2 le revêtement égal àν sur les 2-faces dex et sur ses 1-faces de type 1 ou 2 et égal àµ

partout ailleurs. Le revêtementν2 est fortement équivalent àµ d’après le lemme9.4.2. Nous allons
modifier en parallèle le revêtementν2 sur les sommets de toutes les associations de 1-faces dex puis,
dans un second temps, sur toutes les 1-faces de type 3.

1. Soitu, v et w trois faces associées, respectivement de types 1, 2 et 3. Soit α ∈ {1, 2} l’entier tel
quewα (= uα = vα) est le sommet de l’association. Siν(wα) , ν2(wα), nous considérons un label
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t tel quet ∈ ν2(wα) et t < ν(wα) (l’inverse, t ∈ ν(wα) et t < ν(w) est impossible carν ⊆ µ et
ν2(wα) = µ(wα)). Comme dans la preuve du lemme9.4.2, on at ∈ µ(x) \ S et nous déduisons
de la table7.2que〈t〉µ contient exactement six facettes incluantwα dont l’une estx. Notons que,
pour toute facez ∈ (wα)↑⋆, z , w, on aν(z) = ν2(z) (car u et v sont de type 1 et 2). Toutes
les configurations (modulo rotations et symétries) dewα↑⋆ ∩ 〈t〉ν contenant cinq facettes sont
représentées sur la figure9.10(elles sont triées dans l’ordre lexicographique décroissant – (2,2),
(2,1), (2,0), (1,1), etc. – du critère égal aux dimensions des intersections dex avec les deux autres
facettes du fond). Notons que, comme les configurations sontreprésentées modulo rotations et
symétries, il n’est pas possible de préciser les positions respectives des facesu, v etw sur la figure
et nous les désignopns par les lettresb, c, d ({b, c, d} = {w, u, v}).
– Dans les configurations (b, c, e), la contractilité de (wα)↑⋆ ∩〈t〉ν2, qui est égal à (wα)↑⋆ ∩〈t〉ν ou

à ((wα)↑⋆∩〈t〉ν)∪{w}, et de (wα)↑⋆∩〈t〉cν2
, qui est égal à (wα)↑⋆∩〈t〉cν ou à ((wα)↑⋆∩〈t〉cν) \ {w},

est facile à établir.
– Dans la configuration (d), d’après la figure,t ∈ µ(x)∩µ(d2)∩µ(d3) et t < S∪µ(d1)∪µ(dα0 ). Donc,

le prédicat (9.6) n’est pas vérifié par la 1-faced pour r = α. De la définition des associations
nous en déduisons que la faced est de type 1. Il vient queν2(d) = ν(d) et la figure9.10(d)
représente donc exactement les ensembles (wα)↑⋆ ∩ 〈t〉ν2 et (wα)↑⋆ ∩ 〈t〉cν2

. On vérifie aisément
sur la figure que ces ensembles sont contractiles.

– Dans la configuration (f), on trouve, grâce à la figure, que, pour a = b et poura = c, on a :
• t ∈ µ(x) ∩ µ(a2) ∩ µ(a3) et t < S ∪ µ(a1) ∪ µ(aαk ) pourk = 2 ou pourk = 3, et
• t ∈ µ(x) ∩ µ(a2) ∩ µ(a3) ∩ µ(aαk ) et t < S ∪ µ(a1) pour trois valeurs dek.
Par suite, nib ni c n’est de type 1 (les prédicats (9.4) et (9.5) ne peuvent être vérifiés ni en
prenant (p, q) = (1, 2) ni en prenant (p, q) = (2, 1)). Donc,u = d et w est égal àb ou c. De
plus, dans tous les cas, nous déduisons de la table7.2quew ∈ 〈t〉µ doncw ∈ 〈t〉ν2. Alors, nous
pouvons vérifier sur la figure9.10(f) quewα↑⋆ ∩ 〈t〉ν2 = wα↑⋆ ∩ 〈t〉ν ∪ {w} et wα↑⋆ ∩ 〈t〉cν2

\ {w}
sont contractiles.

– Le cas de la configuration (g) est similaire à celui de la configuration (d) :t ∈ µ(x)∩µ(c2)∩µ(c3)
et t < S ∪ µ(c1) ∪ µ(cα1). La facec ne vérifie donc pas le prédicat (9.6) pour r = α, ce qui
prouve quec est la face de type 1 de l’association{b, c, d}. On conclut comme dans le cas de la
configuration (d).

Donc, dans toutes les configurations, la 0-facewα estβ-simple pour l’ensemble〈t〉ν2 (et en fait
égalementβ-simple pour l’ensemble〈t〉cν2

∪ {wα}). Nous en concluons quewα est simple pour
ν(wα) et (proposition9.2.8) que le revêtementν′2 égal àν sur les sommets des associations de
1-faces et àν2 partout ailleurs, est fortement équivalent àν2.

2. Nous nous intéressons maintenant aux 1-faces de type 3 dans le revêtementν′2.

Soity une 1-face de type 3 dansν′2 etα le numéro porté par le sommet de l’association à laquelle
appartienty. En effet, une 1-face de type 3 ne peut pas appartenir à deux associations. Si tel était
le cas, cette 1-face devrait vérifier les prédicats (9.4) et (9.6) pour (p, r) = (1, 2) et (p, r) = (2, 1).
Or, clairement, ces deux prédicats ne peuvent pas être vérifiés par une même 1-facea avecp = r.
Donc,α est bien déterminée et la 0-facey3−α n’est pas un sommet d’association (ce qui implique
queν′2(y3−α) = µ(y3−α)).

Si ν(y) , ν′2(y), nous considérons un labelt tel quet ∈ ν′2(y) et t < ν(y) (rappelons que nous avons
ν(y) ⊆ µ(y) = ν′2(y)). Alors, t ∈ µ(x)\S et, d’après la table7.2, le support〈t〉µ contient exactement
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trois facettes incluanty, dont l’une estx.
– Si t ∈ µ(y1), comme dans la preuve du lemme9.4.2, en examinant la figure9.9, nous trouvons

que les ensemblesy↑⋆ ∩ 〈t〉ν′2 et y↑⋆ ∩ (〈t〉c
ν′2

) sont contractiles.

– Si t < µ(y1), on examiney↓⋆. Notons que dans ce cas, on a nécessairementt ∈ µ(y2) ∩ µ(y3).
• La 0-faceyα est un sommet d’association. Donc,ν′2(yα) = ν(yα) par définition du revêtement
ν′2. En particulier,yα appartient à〈t〉ν′2 si et seulement si , dans〈t〉µ, l’étoile deyα contient
au moins 7 facettes dont l’une estx (cf. table7.2). Or ici le support〈t〉µ contient exactement
trois facettes incluanty (dont x). D’autre part,y vérifie le prédicat (9.6) pour r = α et t ∈
µ(x)∩µ(y2)∩µ(y3)\(S∪µ(y1)). Donc, dans le support〈t〉µ, l’étoile deyα contient exactement
trois facettes qui ne sont pas dans l’étoile dey. Il vient que, dans〈t〉µ, il y a au plus six facettes
dans l’étoile deyα. On en déduit queyα n’appartient pas à〈t〉ν′2.

• Comme la 1-facey est de type 3, elle vérifie le prédicat (9.4) pour p = 3− α. Or, d’après ce
qui a été dit auparavant,t ∈ µ(x) ∩ µ(y2) ∩ µ(y3) et t < S ∪ µ(y1). On en déduit quet ∈ µ(yp

k)
pour au moins trois valeurs distinctes dek. Donc, la 0-facey3−α appartient à〈t〉µ (toujours
d’après la table7.2) et par suitey3−α appartient à〈t〉ν′2.

Finalement,y↓⋆∩〈t〉ν′2 est le singleton{y3−α}, donc est clairement contractile. On peut en conclure
quey est simple pourν(y) dans le revêtementν′2 et, grâce à la proposition9.2.8, queν3 est forte-
ment équivalent àν′2, et par suite àµ.

�

Pour terminer la régularisation du revêtementµ+ (x,S) commencée avec le lemme9.4.1, il reste
à modifier les 0-faces qui ne sont pas des sommets. Finalement, nous obtenons le résultat suivant.

Théorème 9.4.4.Soit T un treillis atomique etµ : F3→ GT un revêtement(−1, 1,−1)-régulier. Soit
x une facette deF3 et S∈ GT une fibre strictement incluse dansµ(x) tel que x est simple pour S .
Si,

(i) toutes les1-faces de x sont de type 1, 2 ou 3,

(ii) toutes les1-faces de x de type 3 sont en association,

(iii) les seules associations dans x impliquent trois facesde types distincts,

alors le régularisé deµ + (x,S) en x est fortement équivalent au revêtementµ.

Démonstration.On noteν le régularisé deµ+ (x,S) enx etν3 le revêtement défini dans l’énoncé du
lemme9.4.3(ν3 est fortement équivalent àµ). Les seules faceszdeF3 telles queν3(z) , ν(z) sont des
0-faces dex qui ne sont pas sommet d’une association. Soitz une 0-face dex telle queν3(z) , ν(z)
et t un label tel quez ∈ 〈t〉ν3 et z < 〈t〉ν (on aν(z) ⊆ µ(z) = ν3(z)). Comme dans les preuves des
lemmes précédents, on trouve quet ∈ µ(x) \ S et que, d’après la table7.2, il y a 6 facettes au dessus
dez dans l’objet du feuilletµt dont l’une estx (donc 5 facettes dans l’objet du feuillet (ν3)t). Nous
pouvons alors examiner l’ensemble des configurations possibles (modulo rotations et symétries) sur
la figure9.10. Notons qu’iciz↑⋆ ∩ 〈t〉ν3 = z↑⋆ ∩ 〈t〉ν (par définition deν3 et par l’hypothèse(i) du
théorème). On vérifie sur la figure que tous les ensemblesz↑⋆ ∩ 〈t〉ν3 sont contractiles sauf dans la
configuration (f) où cet ensemble a deux composantes connexes. On a déjà montré dans la preuve du
lemme9.4.3que, avec cette configuration, les 1-facesb etc ne sont pas de type 1. Donc,b etc sont de
type 2 ou 3. Soitα le numéro porté par la 0-facez (α ∈ {1, 2}). Comme le prédicat (9.4), resp. (9.5),
n’est pas vérifié parb etc lorsqu’on donne àp, resp. àq, la valeurα (t met en défaut les inclusions),
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(a)

b

c

d
yα

x

(b)

(c) (d)

(e) (f)

(g)

Figure 9.10 – Configurations du plus petit voisinage d’une 0-face dans une image binaire (−1, 1,−1)-régulière
contenant cinq facettes (Preuve du lemme9.4.3). (a) La facewα et les trois 1-faces dex qui incluentwα (dont
l’une estw). (b–g) L’ensemble (wα)↑⋆ dans le feuilletνt. La partie à gauche de chaque figure représente l’objet
du feuillet et la partie à droite représente le fond du feuillet. Le feuillet (ν2)t coïncide avec le feuilletνt sauf
événtuellement sur la facew (on peut avoirw ∈ 〈t〉ν2 et w < 〈t〉ν, mais pas l’inverse). Sur la figure (d), l’objet a
un trou si on lui ajoute la 1-faced et, sur la figure (f), l’objet a deux composantes connexes.
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on en déduit que le prédicat (9.6) est vérifié parb et c avecr = α. Donc,{b, c, d} est une association.
Par conséquent,zest un sommet d’association ce qui contredit l’hypothèseν3(z) , ν(z). �

La figure9.12donne un exemple de l’utilisation du théorème9.4.4sur un revêtement pur avec
S = ∅. Dans cet exemple, il y a trois proto-labelsr, g, j, représentés en rouge, vert et jaune, et le
treillis est l’ensemble des partiesP({r, g, j}). Il est donc distributif. Dans ces conditions (revêtement
pur, treillis distributif, fibreS = ∅), on vérifie que le prédicat (9.4) est vrai si et seulement si

– parmi les facettesx, a2, a3, une (au moins) est dans le fond du revêtement ou a la même fibre
quea1, ou

– les facettesap
2 et ap

3 et au moins une des deux facettesap
0 et ap

1 ont la même fibre qu’une des
facettesx, a2 oua3.

On obtient des critères semblables pour les deux autres prédicats.
La proposition suivante permet de réduire le nombre de testsdes prédicats (9.4)-(9.6) à effectuer

pour déterminer le type d’une 1-face lorsqu’on utilise le théorème9.4.4.

Proposition 9.4.5. Soit X un ensemble. Soit A, B,C trois sous-ensembles de X. Alors, soit A⊆ C et
les inclusions A∩ B ⊆ C et A⊆ C ∪ B sont toutes les deux vraies, soit A* C et une inclusion est
vraie si et seulement si l’autre est fausse.

Démonstration.Si A ⊆ C, il est évident queA ∩ B ⊆ C et A ⊆ C ∪ B sont toutes les deux vraies.
Maintenant, nous supposons queA * C. Soit x ∈ A \ C. Si nous supposons queA ∩ B ⊆ C, nous
trouvons quex < B. Donc,A * C∪B. Inversement, si nous supposons queA ⊆ C∪B, nous trouvons
quex ∈ B et donc queA∩ B * C. �

Dans l’implantation du théorème9.4.4, nous utilisons la proposition9.4.5quand nous effectuons
les tests des prédicats (9.4)-(9.6), en prenantA = µ(x)∩µ(a2)∩µ(a3), B = µ(ap

k) etC = S∪µ(a1). En
effet, si, par exemple, pourp ∈ {1, 2}, on aµ(x)∩µ(a2)∩µ(a3) * S∪µ(a1)∪µ(ap

k ) pour un certaink,
alors le lemme9.4.5nous dit que, premièrementA n’est pas inclus dansC, puis que, si en remplaçant
p parq = 3− p, nous obtenons l’inclusionµ(x)∩µ(a2)∩µ(a3) ⊆ S∪µ(a1)∪µ(aq

k) pour trois valeurs
dek (le prédicat (9.4) ou (9.6) est vérifié), nous n’aurons pas l’inclusionµ(x)∩µ(a2)∩µ(a3)∩µ(aq

k) ⊆
S ∪ µ(a1) pour ces trois valeurs dek (le prédicat (9.5) ne sera pas vérifié) et inversement.

On considère maintenant deux revêtements (−1, 1,−1)-réguliers,µ1 et µ2, et x une facette deF3

telle queµ1(x) , µ2(x) et µ1 et µ2 coïncident sur les autres facttes deF3. L’idée pour passer d’un
revêtement à l’autre est la suivante (voir la figure9.11pour une illustration dansF2 de cette idée). Si
les deux revêtements réguliers sont topologiquement équivalents, il doit exister deux facettesx1, x2

dans le voisinage dex telles que dim(x∩ x1) = dim(x∩ x2) = 2 etµ1(x1) = µ1(x) etµ2(x2) = µ2(x)
(sinon,{x} serait une facette isolée dans le support de chaque label). Alors, on poseS = µ1(x)∩µ2(x),
qui est une fibre au-dessus de la 2-facex∩ x1 dans le revêtementµ2 et au-dessus de la 2-facex∩ x2

dans le revêtementµ1, et, en partant deµ1 et deµ2, nous testons avec le théorème9.4.4 si nous
pouvons étendre la fibre S au-dessus dex. Si le test réussit, nous pouvons passer du revêtementµ1 au
revêtementµ2 en préservant la topologie.

Le corollaire suivant applique cette idée en s’appuyant surle théorème9.4.4.

Corollaire 9.4.6. Soit T un treillis atomique. Soitµ1, µ2 : F3 → GT deux revêtements(−1, 1,−1)-
réguliers tels qu’il existe une facette x deF3 avecµ1(x) , µ2(x) etµ1 etµ2 coïncident sur les autres
facettes deF3.
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x1 x x2

(a)

x1 x x2

(b)

x1 x x2

(c)

Figure 9.11 – Modification d’un label dans un revêtement (−1, 1,−1)-régulier. (a) Un revêtementε-régulierµ1

oùε est constant, égal à−1, et le treillisT est l’ensemble des partiesP({r, g}). Les fibresr↑, g↑ et (r ∨ g)↑ sont
représentées respectivement en rouge, vert et jaune. (b) Unrevêtementε-régulierµ2. Les deux revêtements
coïncident sur les facettes deF2 sauf sur la facettex. L’ensembleS est la fibre au-dessus des 1-facesx∩ x1 et
x∩ x2 : S = (r ∨ g)↑. (c) Le régularisé deµ1 + (x,S) = µ2 + (x,S).

Si les hypothèses suivantes sont vérifiées,

(i) il existe une fibre S strictement incluse dansµ1(x) et µ2(x) telle que x est simple pour S dans
les deux revêtementsµ1 etµ2,

(ii) les revêtementsµ1 etµ2 vérifient les hypothèses du théorème9.4.4,

alors les revêtementsµ et ν sont fortement équivalents.

9.4.2 Revêtements(1,−1, 1)-réguliers

Les revêtements (1,−1, 1)-réguliers sont les duaux des revêtements (−1, 1,−1)-réguliers (propo-
sition 9.2.10-(v)). Ainsi, nous pouvons utiliser les résultats de la section précédente pour obtenir des
résultats similaires pour les revêtements (1,−1, 1)-réguliers.

Nous définissons maintenant trois prédicats qui correspondent aux prédicats (9.4), (9.5) et (9.6)
utilisés dans la section9.4.1. Dans ces prédicats,x est une facette deF3 eta une 1-face dex.

∃ k0 ∈ {0, 1},∀ k ∈ {k0, 2, 3}, S ∩ µ(a1) ∩ µ(ap
k) ⊆ µ(x) ∪ µ(a2) ∪ µ(a3) (9.7)

∃ k0, k1 ∈ {0, 1, 2, 3}, k0 , k1,∀ k ∈ {k0, k1}, S ∩ µ(a1) ⊆ µ(x) ∪ µ(a2) ∪ µ(a3) ∪ µ(aq
k) (9.8)

∃ ! k0 ∈ {2, 3},∀ k ∈ {0, 1, k0}, S ∩ µ(a1) ∩ µ(ar
k) ⊆ µ(x) ∪ µ(a2) ∪ µ(a3) (9.9)

Il est clair que le prédicat (9.7), resp. (9.8), resp. (9.9), est vérifié par une 1-facey incluse dans
une facettex deF3 si et seulement si la facey vérifie le prédicat (9.4), resp. (9.5), resp. (9.6), dans
le revêtement¬µ à condition de remplacer la fibreS deGT par la fibreSc deFT . Nous pouvons
maintenant définir les types des 1-faces d’un revêtement (1,−1, 1)-régulier de la même manière que
ceux d’un revêtement (−1, 1,−1)-régulier.
Une 1-facey incluse dans une facettex est detype 1(resp.type 2, type 3) si :

– le prédicat (9.7) (resp. (9.8), (9.9)) est vrai poura = y et pour un certainp ∈ {1, 2} (resp.
q ∈ {1, 2}, r ∈ {1, 2}), et
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 9.12 – Amincissement des labels d’un revêtement (−1, 1,−1)-régulier. (a) Une image de labels digitale
λ. (b) Les labels ont été amincis en utilisant le théorème9.4.4appliqué au revêtement (−1, 1,−1)-régulierµ
associé àλ, avecS = ∅. Nous montrons l’image digitale associée au revêtementν obtenu. (c,d) Les feuillets
µrouge etνrouge.



9.4. Revêtements réguliers surF3 169

(e) (f)

(g) (h)

Figure 9.12 – (continuée) (e,f) Les feuilletsµrouge+jauneet νrouge+jaune. (g,h) Les feuilletsµvert+jaune etνvert+jaune.
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– le prédicat (9.8) (resp. (9.9), (9.7)) est vrai poura = y etq = 3− p (resp.r = 3− q, p = 3− r).
Trois 1-facesy, y′, y′′ incluses dansx, sontassociéessi elles ont une 0-face en commun, appelée le
sommetde l’association, et le prédicat (9.9), dans lequelr est le numéro porté par le sommet, est vrai
pour deux d’entre elles, de type 2 ou 3.

Théorème 9.4.7.Soit T un treillis atomique. Soitµ : F3→ GT un revêtement(1,−1, 1)-régulier. Soit
x une facette deF3 et S une fibre incluant strictementµ(x) et telle que x est simple pour S .
Si

(i) toutes les1-faces de x sont de type 1, 2 ou 3,

(ii) toutes les1-faces de x de type 3 sont en association,

(iii) les seules associations dans x impliquent trois facesde types distincts,

alors le régularisé deµ + (x,S) en x est fortement équivalent au revêtementµ.

Démonstration.Puisqueµ est un revêtement (1,−1, 1)-régulier, le revêtement¬µ est (−1, 1,−1)-
régulier etx est simple pourSc dans le revêtement¬µ (proposition9.2.11). Nous observons aussi que
Sc ∈ FT et queSc est inclus dans¬µ(x). Il est évident alors que l’image¬µ vérifie les hypothèses du
théorème9.4.4car si une facey vérifie le prédicat (9.7) (resp. (9.8), (9.9)) dans l’imageµ, elle vérifie
le prédicat (9.4) (resp. (9.5), (9.6)) dans l’image¬µ. Donc, le revêtement¬µ est fortement équivalent
au régularisé (relativement à la fonction de connexité (−1, 1,−1)) du revêtement¬µ + (x,Sc) =
¬(µ + (x,S)). Par conséquent, le revêtementµ est fortement équivalent au régularisé deµ + (x,S)
(proposition9.2.10-(v),(vii)). �

Nous considérons maintenant deux revêtements,µ1 et µ2, (1,−1, 1)-réguliers etx une facette de
F3 telle queµ1(x) , µ2(x) et µ1 et µ2 coïncident sur les autres facettes deF3. Le corollaire suivant
fournit des conditions suffisantes pour que les revêtementsµ1 etµ2 soient fortement équivalents.

Corollaire 9.4.8. Soit T un treillis atomique. Soitµ1, µ2 : F3 → GT deux revêtements(1,−1, 1)-
réguliers tels qu’il existe une facette x deF3 avecµ1(x) , µ2(x) etµ1 etµ2 coïncident sur les autres
facettes deF3.

Si les hypothèses suivantes sont vérifiées,

(i) il existe une fibre S incluant strictementµ1(x) et µ2(x) telle que x est simple pour S dans les
deux revêtementsµ1 etµ2,

(ii) les revêtementsµ1 etµ2 vérifient les hypothèses du théorème9.4.7,

alors les revêtementsµ et ν sont fortement équivalents.

Sur la figure9.13 l’image de labels digitale (identique à celle de la figure9.12) est interpretée
avec la (18, 6)-adjacence et ainsi est associée à un revêtement pur et (1,−1, 1)-régulier (qui n’est pas
représenté). Le même algorithme que celui utilisé pour la figure9.12est appliqué sur ce revêtement
(avec les adaptations nécessaires pour tenir compte du changement de fonction de connexité) pour
amincir tous les labels. Le résultat montre une faiblesse dela méthode suggérée dans le commentaire
qui précède le corollaire9.4.6et illustré par la figure9.11 (cette méthode est utilisée dans l’algo-
rithme que nous avons implanté). Le voxelx (voir la figure) ne peut pas être supprimé car il n’a pas
de 6-voisin ayant le même label. Parfois, il est possible de contourner ce manque de puissance de
l’algorithme en utilisant des marqueurs (des voxels qui ne doivent pas être modifiés) pour guider le
déroulement de l’algorithme comme sur la figure (e) où, grâceà un seul marqueur (x0 sur la figure),
nous avons pu mener plus loin le processus d’amincissement du revêtement.
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(a) (b)

(c)

x

(d)

x0

Figure 9.13 – Amincissement des labels d’un revêtement (1,−1, 1)-régulier. (a) Une image de labels digitale
λ. (b) Les labels ont été amincis en utilisant le critère du théorème9.4.7appliqué surν, le revêtement (1,−1, 1)-
régulier associé à l’imageλ. Nous montrons l’image de labels digitale associée au revêtementµ obtenu. (c)
Une autre vue du résultat où nous pouvons apercevoir un voxelx qui bloque le processus d’amincissement car
il n’a pas de 6-voisin portant le même label. (d) Le même algorithme a été utilisé sur le revêtementν mais le
voxel x0 a été préalablement marqué (il ne peut pas être modifié par l’algorithme) pour éviter que le voxelx
ne tombe dans la configuration de la figure (c).
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9.5 Conclusion

Dans une image de labelsλ : Zn → L, les supports des proto-labels (les blocs de la partition
totale ou partielle de l’espace associée à la segmentation dont l’image de labels est issue) engendrent
un treillis atomique (Aλ,∪,∩). Ce treillis Aλ et son dualA¬λ contiennent tous les ensembles dont
les topologies définissent conjointement la topologie deλ, en tant qu’image de labels. Grâce aux
notions présentées dans ce chapitre, nous pouvons associerà l’imageλ munie d’un couple d’adja-
cence standard un revêtementµ tel que chaque ensembleE = 〈l1〉λ ∪ 〈l2〉λ ∪ . . . 〈lk〉λ du treillis Aλ
(les l i sont des proto-labels), ou chaque ensembleEc du dualA¬λ, est envoyé sur un sous-ensemble
〈l1 ∨ l2 ∨ . . . lk〉µ deFn, ou sur son complémentaire dansFn, régulier (au sens ou son intérieur et son
adhérence sont des ouverts/fermés réguliers), dont les composantes connexes sont en correspondance
bi-univoque avec celles deE, ou deEc, et dont les groupes fondamentaux sont isomorphes à ceux des
composantes connexes deE, ou deEc. De cette façon, tous les ensembles dont nous voulons scru-
ter la topologie (les éléments deAλ et deA¬λ) sont plongés dans un espace topologique, en accord
avec le choix d’une paire d’adjacences. La notion de face simple pour une fibre nous permet alors de
caractériser des modifications locales du revêtement qui préservent l’ensemble des différentes com-
posantes connexes et tous leurs groupes d’homotopie tandisque les théorèmes9.4.4et9.4.7, et leurs
corollaires, peuvent être implantés directement dansZn pour permettre le changement de label d’un
xel dans l’image de labels.







Chapitre 10

Conclusions et perspectives

Dans ce mémoire, nous avons proposé un cadre conceptuel pourla modélisation topologique des
imagesn-aires définies sur des ensembles finis et, plus généralement, sur des ensembles discrets.
Afin de permettre la prise en compte des relations topologiques intra-labels et inter-labels nous avons
muni ceux-ci d’une structure de treillis atomique dont les atomes sont les labels initiaux, les proto-
labels. Ainsi, à la partition initiale de l’image en labels,nous pouvons associer une collection de
supports (chapitre8), ou d’images binaires (chapitre9), chacun étant associé à un label particulier du
treillis. En procédant de cette façon, la prise en compte de la topologie inter-(proto-)labels procède de
la topologie classique ensembliste (intra-label) si l’espace support est muni d’une structure topolo-
gique. Cette structure peut être obtenue en plongeant l’espace discretZn dans l’espace des complexes
cubiquesFn et en faisant appel à la notion d’image régulière introduiteau chapitre7. À l’intérieur
de ce cadre, nous avons essentiellement porté notre attention sur les déformations homotopiques en
introduisant en imagerie digitale les notions de pointsβ-simple etγ-simple empruntés à la topologie
algébrique après avoir prouvé la compatiblité de l’approche algébrique classique (à temps continu)
avec celle à temps discret utilisée généralement en topologie digitale (chapitre6).

Nous achevons ce manuscript avec plusieurs interrogationsà l’esprit qui peuvent constituer de
futurs axes de travail.
• En premier lieu, nous avons implanté en machine les différentes notions définies dans le mé-

moire pour les tester sur quelques petits exemples (de l’ordre de quelques milliers de pixels ou
voxels). Cela nous a permis par exemple de corriger les premières conditions suffisantes que
nous avions obtenues pour la modification locale d’un revêtement dans un espace de dimen-
sion 3 (cf9.4.1) dont la puissance était trop faible. Néanmoins, ces tests ne sont pas suffisants
et nous souhaiterions étudier la complexité et l’intérêt pratique de nos propositions dans des
applications « réelles ».

• Nous souhaiterions étudier les conséquences de la restriction de l’espace ambiant à une surface.
Quelles propriétés nouvelles pourrions-nous obtenir ? En particulier, nous nous demandons si
le théorème6.3.12, qui est énoncé pour l’espace des complexes cubiques ne pourrait pas être
étendu à des surfaces telles que celles définies parEvakoet al. (1996).

• Evako (2011) a décrit récemment des notions de type d’homotopie et de point simple dans
un graphe. Ces notions font appel à des déformations élémentaires en ce qui concerne le type
d’homotopie et à des voisinages contractiles en ce qui concerne les points simples, ce qui les
rend proches d’une part des déformations que nous décrivonsdans la section6.2.2pour des
graphes de comparabilité et d’autre part des différents types de points (points unipolaires,β-
simples etγ-simples) utilisés dans notre travail. Il serait intéressant de mener une comparaison
des deux points de vue.

• Comme nous l’avons dit dans la partieI, section4.2, en dimension 2 un ensemble simple
se réduit à une « somme » de points simples, c’est-à-dire qu’un ensemble simple peut être
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supprimé d’un objet par retrait séquentiel de points simples. Cela n’est plus vrai à partir de
la dimension 3 (Passatet al. (2007, 2008), Passat et Mazo(2009), Mazo et Passat(2010)) : il
existe des ensembles simples qui ne contiennent aucun pointsimple. Comment transposer les
travaux précédents sur les ensembles simples (tous conduits, sauf le premier, dans le cadre des
complexes cubiques avec des points simples définis à l’aide de collapsus) dans le cadre des
EPO en utilisant, et en comparant, les différents types de points simples utilisés dans notre
mémoire ? Comment étendre ces ensembles simples aux images de labels ?

• Nous avions envisagé de consacrer un chapitre à la définitiond’opérateurs morphologiques
pour les images binairesε-régulières puis pour les revêtements en s’appuyant sur lesrésultats
deRonse(2006). Nous n’avons pas pu mener à terme ce travail faute de temps.Cela peut être
un autre axe de travail sur les images de labels.
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Annexe A

Topologie

Nous rappelons quelques définitions et propriétés de topologie utilisées dans notre travail. Le lecteur sou-
haitant obtenir plus de détails sur une notion particulièrepourra consulter un ouvrage de topologie générale
comme par exempleMunkres(1999), Viro et al.(2008) ou un ouvrage de topologie algébrique commeHatcher
(2002), Maunder(1996), May (1999), Spanier(1994).

A.1 Définition

Soit X un ensemble dont les éléments seront appelés des points. UnetopologiesurX est une collectionU
de sous-ensembles deX, appelésouverts, tels que :

i ∅,X sont des ouverts ;

ii toute intersection finie d’ouverts est un ouvert ;

iii toute union d’ouverts est un ouvert.

Le complément dansX d’un ouvert est appelé unfermé. De la définition précédente, on déduit que toute union
finie de fermés est un fermé et que toute intersection de fermés est un fermé. Un ensemble d’ouverts est une
base d’ouvertsde la topologie si tout ouvert de la topologie est une union d’ouverts de la base. Un ensemble
d’ouverts est unepré-base d’ouvertsde la topologie si l’ensemble des intersections finies des ouverts de la
pré-base est une base de la topologie. Unvoisinaged’un point x ∈ X est un sous-ensemble deX incluant un
ouvert contenantx.

L’ adhérenceY (notée aussi A(Y)) d’un sous-ensembleY ⊆ X est le plus petit fermé incluantY. L’ interieur
Y◦ d’un sous-enesmbleY ⊆ X est le plus grand ouvert inclus dansY. C’est aussi l’union de tous les ouverts
inclus dansY. Adhérence et intérieur sont des notions duales. En effet, on aY◦ = X \

(

X \ Y
)

et Y = X \
(X \ Y)◦ . Un ouvertY est régulier s’il est égal à l’intérieur de son adhérence (Y = (Y)◦) et un fermé est
régulier s’il est égal à l’adhérence de son intérieur (Y = Y◦).

Pour tout sous-ensembleY ⊆ X, l’ensembleUY = {U ∩ Y | U ∈ U} est une topologie surY appelée la
topologie induiteparU surY. L’ensemble{∅,X} est une topologie surX appelée topologietriviale ou indis-
crète. L’ensembleP(X) de tous les sous-ensembles deX est une topologie qui est appelée topologiediscrète
en mathématiques. Ici, nous l’appellerons topologietotalement discrètecar dans le domaine des sciences de
l’image le mot discret renvoie seulement au caractère fini oudénombrable de l’espace.

A.2 Fonctions continues et classification des espaces topologiques

Soit X,Y deux espaces topologiques (c’est-à-dire des espaces munisd’une topologie). Une fonctionf :
X→ Y estcontinuesi la préimage de tout ouvert deY est un ouvertX. En particulier, si la topologie surY a une
baseB et la préimage de tout ensemble deB est un ouvert deX, alors f est continue. Sif est bijective etf et
f −1 sont toutes les deux continues, alorsf est unhoméomorphismeet les espacesX et Y sonthoméomorphes.

Si Y est un sous-ensemble deX, Y est unrétractedeX s’il existe une fonction continue, appeléerétraction,
r : X → Y telle quer(y) = y pour touty ∈ Y. Une fonction continer : X × [0, 1] → X est unerétraction par
déformation (forte)si, pour toutx dansX, y dansY on ar(x, 0) = x, r(x, 1) ∈ Y et r(y, 1) = y (et, pour toutt
dans [0, 1], r(y, t) = y). Si une telle fonction existe,Y est unrétracte par déformation (forte)deX.
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QuandY n’est pas un sous-espace deX, il existe une notion similaire à celle de rétraction. Deux fonctions
continuesf , g : X→ Y sonthomotopess’il existe une fonction continue, appeléehomotopie, h : X×[0, 1]→ Y
telle queh(x, 0) = f (x) et h(x, 1) = g(x) pour toutx ∈ X. Si de plus, pour toute valeur det, la fonction
h(., t) est un homéomorphimse, on dit quef et g sont isotopes eth est une isotopie. Les espacesX et Y
sonthomotopiquement équivalents(ou ont le mêmetype d’homotopie) s’il existe deux fonctions continues
f : X→ Y etg : Y→ X, appeléeséquivalences d’homotopie, telles queg◦ f est homotope à la fonction identité
idX et f ◦g est homotopique à idY. Si X etY sont homéomorphes, ils sont homotopiquement équivalents :étant
donné un homéomorphismeϕ entreX etY, ϕ etϕ−1 sont des équivalences d’homotopie entreX etY. L’inverse
est faux en général (par exemple, une boule est homotopiquement équivalente – mais pas homéomorphe – à
un point). Un espace topologique estcontractiles’il a le type d’homotopie d’un point.

A.3 Attributs topologiques

Un espace topologiqueX estconnexes’il ne peut pas être partitionné en deux ouverts non vides. L’union
de deux sous-espaces connexes deX d’intersection non vide est connexe. Lescomposantes connexesdeX sont
les sous-espaces connexes deX maximaux (pour l’inclusion). Tout pointx deX appartient à exactement une
composante connexe. Les composantes connexes d’un espaceX forment donc une partition deX. Notons aussi
que l’image d’un connexe par une application continue est connexe.

Soit x1, x2 deux points deX. Un cheminde x1 à x2 dansX est une fonction continueπ : [0, 1] → X avec
π(0) = x1 et π(1) = x2. Un espaceX estconnexe par arcssi pour toute paire (x1, x2) de points deX, il existe
un chemin dex1 à x2 dansX. Un espace connexe par arcs est connexe.

Un espaceX estcompactsi de toute collection d’ouverts recouvrantX, c’est-à-dire dont l’union estx (une
telle collection est appeléerecouvrement), on peut extraire un sous-recouvrement fini. L’image d’un compact
par une application continue est encore un compact.

Un espaceX satisfait l’axiome de séparation T0 (ou, plus simplement, est unespace T0) si pour toute
paire (x1, x2) (x1 , x2) dansX il existe un ouvert deX qui contient un élément de la paire et pas l’autre. Il
est équivalent de dire quex1 n’appartient pas à l’adhérence de{x2} ou x2 n’appartient pas à l’adhérence de
{x1}. Si, pour toute paire (x1, x2) (x1 , x2), il existe deux ouverts deX, l’un contenantx1 et pasx2, l’autre
contenantx2 et pas, ou, ce qui revient au même,x1 n’appartient pas à l’adhérence de{x2} et x2 n’appartient pas
à l’adhérence de{x1}, c’est-à-dire, si pour toutex ∈ X, {x} est fermé, alorsX est unespace T1. Lesespaces de
Hausdorff , ouespaces T2, commeRn muni de sa topologie usuelle, ont une propriété plus forte : deux points
distinctsx1 et x2 possèdent toujours des voisinages distincts (il existe deux ouverts deX, l’un contenantx1,
l’autre contenantx2, qui ne s’intersectent pas). ToutT2-espace estT1 et toutT1-espace estT0.

Unen-variété topologiqueest un espace de Hausdorff dans lequel tout point possède un voisinage homéo-
morphe à un ouvert deRn.

A.4 Topologie algébrique

Soit X un espace topologique. Deux cheminsp, q dansX sontéquivalentss’ils ont les mêmes extrémités
(c’est-à-direp(0) = q(0) etp(1) = q(1)) et s’ils sont homotopes par une homotopieh telle queh(0, u) = p(0) =
q(0) eth(1, u) = p(1) = q(1) pour toutu ∈ [0, 1]. Il est facile de vérifier que cette relation entre cheminsest
réellement une relation d’équivalence. On écrit [p] pour la classe d’équivalence du cheminp. Si p, q sont deux
chemins dansX tels quep(1) = q(0), on définit le produit de ces deux chemins parp · q par :

(p · q)(t) =

{

p(2t) si t ∈ [0, 1
2],

q(2t − 1) si t ∈ [ 1
2 , 1].

Ce produit est compatible avec la relation d’équivalence sur les chemins définie juste auparavant et on écrit
[p] · [q] = [p · q]. Soit x un point deX. Un lacetenraciné enx est un chemin dansX qui part dex et fini en



A.5. Complexes simpliciaux 181

x. Le produit de deux lacets enx est un lacet enx et l’ensembleπ1(X, x) des classes d’équivalences des lacets
enracinés enx est un groupe pour ce produit. Il est appelé legroupe fondamentaldeX (avecpoint de base x)
ou lepremier groupe d’homotopiedeX. Si X est connexe par arcs, le groupeπ1(X, x) ne dépend pas du point
de base (c’est-à-dire pour tous pointsx, y ∈ X, π1(X, x) et π1(X, y) sont isomorphes). On définit les groupes
d’homotopie d’ordres supérieurs en remplaçant les lacets enracinés enx par des applications continues de
[0, 1]n versX qui envoient la frontière dun-cube surx. Le produit de deux applications de ce type est défini en
identifiant deux faces des deuxn-cubes :

(p · q)(t1, . . . , tn) =

{

p(2t1, t2, . . . , tn) si t1 ∈ [0, 1
2],

q(2t1 − 1, t2, . . . , tn) si t1 ∈ [ 1
2 , 1].

Par convention, l’ensemble des composantes connexes deX est notéπ0(X, x), mais il est dépourvu d’une
structure de groupe.

Soit X et Y deux espaces topologiques avec les points de basex et y. Une application continuef : X→ Y
est uneéquivalence d’homotopie faiblesi les morphismesfn : πn(X, x)→ πn(Y, y) définis parfn([p]) = [ f ◦ p]
sont tous bijectifs (f0 est seulement une bijection, pas un morphisme). Deux espaces X,Y sont faiblement
homotopiquement équivalentss’il existe une suite d’espacesX0 = X,X1, . . . ,Xr = Y (r > 1) et une suite
d’équivalences d’homotopie faibleXi−1 → Xi ou Xi → Xi−1 pour tout i ∈ [[1, r]]. Deux espacesX et Y
faiblement homotopiquement équivalents ont des groupes d’homotopie isomorphes.

Deux espaces homotopiquementéquivalents sont faiblementhomotopiquementéquivalents (l’inverse n’est
pas vrai en général mais le théorème de WhiteheadWhitehead(1949a,b) montre que cela est vrai dans un
espace qui est la réalisation géométrique d’un complexe (voir l’annexeA.5).

Le théorème de Jordan est un aspect important de la topologiedeR2. Il peut être obtenu en utilisant les
notions d’homotopie et de groupe fondamental.

Théorème A.4.1. DansR2, une courbe fermée simple C sépare l’espace (muni de sa topologie usuelle) en
deux composantes connexes dont l’une est bornée et l’autre non. La courbe C est la frontière de ces deux
composantes connexes.

Ce résultat se généralise àRn (n ≥ 1) sous le nom de théorème de Jordan-Brouwer (l’image continue et
injective de la sphèreSn−1 dansRn sépare cet espace en deux composantes connexes dont l’une est bornée et
l’autre non et qui ont pour frontière l’image en question).

A.5 Complexes simpliciaux

Un complexe simplicial abstraitest un ensembleK de sous-ensembles non vides1 appeléssimplexes, d’un
ensembleV, tel que tout sous-ensemble non vide d’un simplexe est un simplexe et tout élément deV appartient
à au moins un simplexe. Les élements deV sont appeléssommets. Un sous-ensemble (propre) non vide d’un
simplexe est uneface(propre) du simplexe considéré. Ladimensiond’un simplexe fini est le nombre de ses
sommets moins un2 et la dimension d’un complexe est le maximum des dimensions de ses simplexes si un tel
maximum existe. Unek-face(k ∈ N) d’un simplexe est une face du simplexe de dimensionk.

Des points deRn sontgéométriquement indépendantsi toutek-variété affine deRn (k 6 n) contient au
plus k + 1 de ces points. Le simplexegéométriqueengendré par un ensemble de points géométriquement
indépendants est l’enveloppe convexe de ces points et ceux-ci sont lessommetsdu simplexe géométrique.
Unek-faced’un simplexe (géométrique) est un simplexe engendré park sommets du simplexe. Uncomplexe
simplicial (géometrique) Kest un ensemble de simplexes dansRn tel que toute face d’un simplexe deK est
un simplexe deK et toute intersection de deux simplexes deK est un simplexe deK. Les facesdu complexe

1. Certains auteurs ne font pas cette restriction et acceptent l’ensemble vide comme simplexe. Nous utilisons cette
possibilité dans la proposition6.3.13.

2. L’ensemble vide a donc pour dimension−1 lorsqu’il est considéré comme un simplexe.
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sont les faces de ses simplexes. Le sommets d’un complexe sont les sommets de ses simplexes. Les sommets
d’un complexe ne sont généralement pas indépendants. Laréalisation geometrique|K| d’un complexeK est
l’union de ses simplexes munie de la topologie dont les ensembles fermés sont les parties dont l’intersection
avec chaque simplexe est une partie fermée deRn. Comme une union de fermés n’est pas toujours un fermé,
cette topologie peut être différente de la topologie usuelle deRn. Cependant, si le complexe estlocalement
fini, c’est-à-dire si chaque sommet appartient à un nombre fini desimplexes, cette topologie correspond à la
topologie usuelle deRn. Lessimplexes ouvertsde |K| sont les intérieurs de sesk-faces (k > 1) et ses 0-faces.
Chaque pointx de |K| appartient à un unique simplexe ouvert engendré par des sommetsv1, . . . , vk (k > 1)
et il existe un uniquek-uplet (b1, . . . , bk) dans [0, 1]k tel quex =

∑k
i=0 bi vi . Étant donnée une applicationf

entre l’ensemble des sommets de deux complexesK and K′, la fonction |K( f )| qui associe à chaque point
x =
∑k

i=0 bi vi de |K| le pointy de |K′| défini pary =
∑k

i=0 bi f (vi) estl’application simpliciale associée f. Cette
application est continue.

La réalisationd’un complexe simplicial abstraitK est un complexe simplicial géométrique dont les som-
mets sont en correspondance bi-univoque avec les sommets deK et dont les simplexes sont engendrés par
les images des sommets deK. Tout complexe simplicial abstrait de dimensionn peut être réalisé dansR2n+1

Hilton et Wylie (1960).
Un chemin d’arêtes dans un complexe simplicialK est une suite de sommets du complexeK telle que

deux sommets consécutifs appartiennent à une même 1-face ducomplexe. Un lacet d’arêtes est un chemin
d’arêtes dont le premier et le dernier sommets sont identiques. Ce premier et dernier sommet est laracine, ou
le point de basedu lacet. Deux chemins d’arêtes sontimmédiatement équivalentssi l’un est obtenu à partir
de l’autre en insérant un sommet, de sorte que le sommet inséré avec les deux sommets entre lesquels il est
inséré engendrent une 2-face du complexeK. Deux chemins d’arêtesp et q sontéquivalentss’il existe une
suite (pi)r

i=0 (r ∈ N) telle quep0 = p, pr = q et pk est immédiatement équivalent àpk−1 pour toutk ∈ [[1, r]].
Cette relation est réellement une relation d’équivalence et l’ensemble des classes d’équivalences des lacets
enracinés en un même sommets, muni du produit (pi)r

i=0.(p
′
i )

s
i=0 = (p′′i )r+s

i=0 où p′′i = pi si i ≤ r et p′′i = p′i−r si
i ≥ r, est un groupe, appelé groupe des lacets d’arêtes du complexe K de point de bases. Il est isomorphe au
groupe fondamental, avec point de bases, de la réalisation géométrique du complexeK (Spanier(1994)).

A.6 Complexes polyédraux

La notion de complexe polyédral généralise la notion de complexe simplicial. Un exemple de complexes
polyédraux particulièrement important pour les images digitales est celui des complexes cubiques dont les
sommets sont des points deZn.

Unepolyèdreouvert/fermé de dimensionm est une intersection, non vide et bornée, d’un nombre fini de
demi-hyperplans ouverts/fermés d’un planR de dimensionm de l’espace euclidienRn (m≤ n). L’intersection
d’un hyperplan deR avec l’adhérence d’un polyèdreP est une (m− 1)-facedeP si cet hyperplan n’intersecte
pas l’intérieur deP. Une (m− 1)-face deP est elle-même un polyèdre (de dimensionm− 1). Unek-face d’une
(m− 1)-face d’un polyèdreP est unek-face deP. Lessommetsd’un polyèdre sont les 0-faces de ce polyèdre.

Un complexe polyédral Kest un ensemble de polyèdres dansRn tel que toute face d’un polyèdre deK est
un polyèdre deK et toute intersection de deux polyèdres deK est un polyèdre deK. Les facesdu complexe
sont les faces de ses polyèdres. Le sommets d’un complexe sont les sommets de ses polyèdres. Laréalisation
géométriqued’un complexe polyédralK est la réunion de ses polyèdres.

Les définitions et propriétés suivantes concernent aussi bien les complexes polyédraux que simpliciaux
(qui sont des types particuliers de complexes polyédraux).

Un sous-complexe d’un complexeK est un complexe dont les sommets sont des sommets deK et dont les
polyèdres sont des polyèdres deK. Unesubdivision K2 d’un complexe polyédralK1 est un complexe polyédral
qui a la même réalisation géométrique queK1 et tel que chaque face deK2 est incluse dans une face deK1.
La subdivision barycentrique K2 d’un complexe polyédralK1 est la subdivision deK1 dont les sommets sont
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les isobarycentres des faces deK1 et telle qu’une facef de K2 a pour sommets l’isobarycentre d’une faceg
deK1 et l’ensemble des sommets d’une face deg. Les complexes sont des EPO pour l’inclusion. Unefacette
d’un complexeK est une face maximale (pour l’inclusion). Un complexe estpur si toutes ses facettes ont
même dimension. L’étoiled’une facef est l’ensemble des faces du complexe qui incluentf . Nous la notons
f ↑. L’ adhérenced’une facef , ou d’un ensembleE de faces, est l’ensemble des faces incluses (au sens large)
dans f , ou dans une face deE. Nous les notonsf ↓ et E↓. L’adhérence d’une face est un complexe et tout
complexe ayant un maximum est l’adhérence de son maximum. Lelien d’un sommets est l’ensemble des
faces du complexe qui sont incluses dans une face de l’étoilede{s} et qui ne contiennent pass. Le lien est un
complexe.

Un complexe est unen-sphère combinatoires’il existe un homéomorphisme linéaire par morceaux entre
la réalisation géométrique de ce complexe et la frontière d’un polyèdre de dimensionn+ 1. Un complexe est
unen-variété combinatoiresi le lien de chaque sommet est une (n− 1)-sphère combinatoire.

Une paire libre du complexeK est une paire de faces (f , g) telle que f est la seule face du complexe
incluantg (autrement dit, l’étoile deg ne contient quef et g). Si (f , g) est une paire libre deK, l’ensemble
K\{ f , g} est uncollapsus élémentairedeK. S’il existe une suite (Ki)r

i=0 de sous-complexes deK tels queK0 = k
et Ki est un collapsus deKi−1 pour touti ∈ [[1, r]] alors on dit queKr est un collapsus deK (ou queK collapse
surKr ), ou queK est une expansion deKr , et on noteK1 ց K2. Si K1 ց K2, alors la réalisation géométrique
|K2| de K2 est un rétracte par déformation forte de la réalisation géométrique|K1| de K1 (voir la figureA.1).
S’il existe une suite (Ki)r

i=0 de sous-complexes deK tels queK0 = k et Ki est un collapsus élémentaire deKi−1,

(a)

fg

(b) (c) (d)

Figure A.1 – (a) Un complexeK et (f , g), une paire libre deK. (d) Le complexeK′ = K \ { f , g} qui est un
collapsus élémentaire deK. (b),(c) Deux instants dans une rétraction par déformationforte deK surK′.

ou Ki−1 est un collapsus élémentaire deKi , pour touti ∈ [[1, r]], alors on dit queK et Kr ont le même type
d’homotopie simple. Deux complexes de même type d’homotopie simple ont des réalisations géométriques
qui ont le même type d’homotopie.

Le voisinage régulierd’un sous-complexeK (d’une subdivision) d’unen-variété combinatoireM est un
sous-complexe (de cette subdivision) deM qui est aussi unen-variété et qui collapse surK.

La caractéristique d’Euler(ou caractéristique d’Euler-Poincaré) d’un complexeK, fini, de dimensionk,
ayantni faces de dimensioni (1 ≤ i ≤ k), est le nombreχ(K) défini parχ(K) = n0 − n1 + n2 . . . + (−1)knk.
Cette caractéristique ne dépend que de la réalisation géométrique du complexe et on l’étend aux espaces
topologiques quelconques en remplaçant le nombre dei-faces par le rang duie groupe d’homologie singulière
(voir e.g.Maunder(1996)). De plus, si deux espaces ont le même type d’homotopie et possèdent chacun des
caractéristiques d’Euler bien définies, alors celles-ci sont égales.





Annexe B

Ordres et treillis

B.1 Ensembles partiellement ordonnés

Soit X un ensemble. Une relation binaire surX est unpré-ordresi elle est reflexive et transitive. Si de
plus, elle est antisymétrique, alors c’est unerelation d’ordre (partielle). Un ensemble partiellement ordonné,
ouEPO, est un couple (X,≤) dans lequel la relation≤ est une relation d’ordre surX. La relation≥, définie sur
X parx ≥ y si et seulement siy ≤ x, est une relation d’ordre partielle surX appeléerelation d’ordre duale. On
dit que deux pointsx et y deX sontcomparablessi x ≤ y ouy ≤ x. Si, pour toute paire (x, y) d’éléments deX,
x et y sont comparables, la relation≤ est unerelation d’ordre totalesurX.

Nous écrivonsx < y quandx ≤ y et x , y et nous posons :
– x↑ = {y ∈ X | x ≤ y} et x↑⋆ = x↑ \ {x} = {y ∈ X | x < y} ;
– x↓ = {y ∈ X | y ≤ x} et x↓⋆ = x↓ \ {x} = {y ∈ X | y < x}.

Si xetysont comparables, nous écrivonsx ≍ y ; sinon, nous écrivonsx - y. L’ensemble des points comparables
avec un pointx donné est notéxl (xl = x↓ ∪ x↑), et nous posonsxl⋆ = xl \ {x} = x↓⋆ ∪ x↑⋆. Un pointx ∈ X est
minimalsi x↓ = {x} et maximalsi x↑ = {x}. Étant donné un pointx ∈ X, l’ensemble des points maximaux de
x↑ est notéx↑+. Un pointx ∈ X est leminimumdeX si x↑ = X et est lemaximumdeX si x↓ = X.

Un EPO estlocalement finisi pour chaque pointx de X, il y a un nombre fini de points comparables
avecx. Unechaînede X est un sous-ensemble totalement ordonné deX. Une antichaîne deX est un sous-
ensemble deX dont deux éléments quelconques ne sont pas comparables. Lalongueurd’une chaîne est son
nombre d’éléments moins un. Lalongueurd’un EPOX est la longueur maximale d’une chaîne deX si un tel
maximum existe1. Un sous-espaceY de X est unensemble bas, resp.haut, de X si pour touty ∈ Y et tout
x ∈ X, x < y, resp.y < x, entraînex ∈ Y.

La hauteurd’un point x ∈ X est la longueur dex↓. Si x < y et il n’existe pas de pointz dansX tel que
x < z< y, on dit quey couvre xet on écritx ≺ y. Le diagramme de Hassede la relation≤ est le graphe orienté
de la relation≺ (voir la figureB.1).

e (3)

d (2)

c (1)

b (1)

a (0)

Figure B.1 – Le diagramme de Hasse d’un EPO defini par l’ensemble{a, b, c, d, e}muni de la relation d’ordre
{(a, a), (a, b), (a, c), (a, d), (a, e), (b, b), (b, d), (b, e), (c, c), (c,e), (d, d), (d, e), (e,e)}. Entre parenthèses, nous in-
diquons la hauteur des points. La longueur de cet EPO est 3.

1. Certains auteurs définissent lalongueur d’une chaîne comme son nombre d’éléments. Par ailleurs, la longueur
maximale d’une chaîne deX est aussi appelée lahauteurdeX.
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Soit X et X′ deux EPO. Une applicationϕ : X→ X′ est un isomorphisme (d’ensembles ordonnés) siϕ est
bijective et siϕ et sa réciproque sont croissantes.

B.2 Treillis

Un treillis est un EPO dans lequel chaque paire (a, b) d’éléments a un supremum, notéa∨b, et un infimum,
notéa∧b. Par exemple, l’ensemble des fermés réguliers (voir AnnexeA.1) muni des opérationsF∨G = F∪G
et F ∧G = (F ∩G)◦ est un treillis. De même, l’ensemble des ouverts réguliers peut être muni d’une structure
de treillis en posantF ∨G =

(

F ∪G
)◦

et F ∧G = F ∩G.
Un treillis est borné s’il possède un plus grand et un plus petit élément. Tout treillis fini est borné. Dans un

treillis qui possède un plus petit élément, unatomeest un élément qui couvre l’élement minimal. Untreillis
atomiqueest un treillis ayant un plus petit élément et dans lequel chaque autre élément est le supremum d’un
ensemble d’atomes. Un treillis estmodulairesi x ≤ z impliquex∨ (y∧z) = (x∨y)∧z. Un treillis estdistributif
si x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z), ou, de manière équivalente, six ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z). Tout treillis
distributif est modulaire. Dans un treillis borné, un élément y est lecomplémentd’un élementx si l’infimum
de x et y est l’élément minimal et le supremum dex et y est l’élément maximal. Un treillis estbooléens’il
est distributif et si chaque élément a un complément. Dans untreillis booléen, le complément est unique. Un
treillis fini distributif est booléen si et seulement si il est atomique. Les treillis des fermés/ouverts réguliers
deRn sont des exemples de treillis booléens qui ne sont pas atomiques (pour la simple raison qu’ils n’ont pas
d’atomes).

Soit T un treillis. Une fonctionϕ : T → T est uneouverturesi ϕ est anti-extensive (ϕ(x) ≤ x pour tout
x ∈ T) et ϕ(x) ≤ y ⇒ ϕ(x) ≤ ϕ(y) pour toutx, y ∈ T. Une ouverture est croissante (x ≤ y ⇒ ϕ(x) ≤ ϕ(y))
et idempotente (ϕ ◦ ϕ = ϕ). Étant donné un sous-ensembleA de T, la fonctionϕA : T → T definie par
ϕA(x) =

∨{a ∈ A | a ≤ x} est une ouverture.
Soit T et T′ deux treillis. Deux applicationsϕ : T → T′ et ϕ′ : T′ → T forment une adjonction si

ϕ(x) ≤ y⇔ x ≤ ϕ′(y) pour tousx ∈ T et y ∈ T′. Dans ce cas,ϕ est un isomorphisme (d’ensembles ordonnés)
entre les treillisϕ′(T′) etϕ(T) dont la réciproque estϕ′.
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Propriétés combinatoires des complexes
cubiques utilisées au chapitre7

Lemme C.0.1. Soit0 ≤ m< n. Soit f ∈ Fn
m. On a :

(i) Card(f ↑+) = 2n−m.

(ii) Pour {g1, g2} ∈ opp(f ). f ↑+ = g1
↑+ ⊔ g2

↑+ (où⊔ dénote l’union disjointe).

Démonstration.
– (i) Nous pouvons supposer, sans perte de généralité, quef =

∏n
i=1 I i où I i ∈ F1

1 si i ≤ m et I i ∈ F1
0

sinon. De manière évidente, pour toutI i (m+ 1 ≤ i ≤ n) il existe deux 1-cubes dansF1
1 incluantI i et par

conséquent, il y un 2n−m produits
∏m

i=1 I i ×
∏n

i=m+1 Ji où I i ⊂ Ji ∈ F1
1 pour touti ∈ [[m+ 1, n]].

– (ii ) On applique la première partie du lemme aux trois facesf , g1, g2 : il y un 2n−m facettes dansf ↑ et
2n−m−1 facettes dansg1

↑ comme dansg2
↑ . Comme, par définition de la fonction opp,g1

↑ ∩ g2
↑ = ∅,

nous pouvons conclure quef ↑+ = g1
↑+ ⊔ g2

↑+. �

Les deux lemmes suivants utilisent les définitions des fonctions Card− et Card+ données dans la section7.1.3.

Lemme C.0.2. Soit f une k-face dansFn (k ∈ [[n− 3, n− 1]]) et E un ensemble de facettes dans f↑. Si
Card−(E) ≥ 2r (r ∈ [[1, 2n−k−1]] ), alors il existe deux faces g, h ∈ Fn, opposées par rapport à f , telles que
Card(E ∩ g↑) ≥ r et Card(E ∩ h↑) ≥ r.

Démonstration.On posem = n − dim( f ) = n − k. En utilisant la dualité sur l’ordre dansFn, on trouve que
l’assertion de ce lemme est une conséquence de l’assertion suivante que nous allons prouver : « sif est une
facette deFm et E est un ensemble de 2r 0-faces dansf ↓ qui ne sont pas dans la configuration représentée
sur la figureC.1(k), alors il existe une facette de la frontière def ↓ qui contient exactementr éléments deE ».
Comme le résultat est évident sim= 1 et que nous avons restreint notre lemme àm≤ 3, nous pouvons passer
en revue toutes les configurations, modulo rotations, symétries et dualité (e.g., choisir six points parmi huit
revient à en choisir deux). Ces configurations, pourm = 2 etm = 3, sont représentées sur la figureC.1 et la
seule, portant la lettre (k), dans laquelle aucune facette de la frontière def ↓ ne contient la moitié des points,
correspond à la configuration d’un trièdre (voir section7.1.3). �

Lemme C.0.3. Soit f une k-face dansFn (k ∈ [[n− 3, n− 1]]) et E un ensemble de facettes dans f↑. S’il existe
n − k faces qui couvrent f et dont les étoiles contiennent au moins r facettes de E (r∈ [[1, 2n−k−1]] ), alors
Card+(E) ≥ 2r − 1.

Démonstration.Comme dans la preuve du lemmeC.0.2, on peut utiliser la dualité dansFn pour remplacer
l’assertion de ce lemme par l’assertion suivante que nous allons prouver : « sic est une facette deFn (1 ≤ n ≤ 3)
et E un ensemble de 0-faces dansc↓ tel qu’il existen facettes dec↓⋆ qui contiennent, chacune, au moinsr
faces deE (1 ≤ r ≤ 2n−1), alors Card(E) ≥ 2r − 1 ou r = 3 et E est dans la configuration représentée
sur la figureC.2(b) (dans ce cas, Card(E) ≥ 2r − 2) ». Si r = 1, la propriété est triviale, de même que
dans le cas où deux desn facettes dec↓⋆ qui contiennentr faces deE sont parallèles (en effet deux faces
parallèles ne partagent pas de 0-faces donc, dans ce cas Card(E) ≥ 2r). Par conséquent, dans la suite de la



188 Annexe C. Propriétés combinatoires des complexes cubiques utilisées au chapitre7

(a) (b) (c)

(d) (e) (f) (g) (h)

(i) (j) (k) (l) (m)

Figure C.1 – Configurations (modulo rotations, symétries et dualité) utilisées dans la preuve du lemmeC.0.2
(voir texte). (a–c) Configurations en dimension 2 ; la ligne pleine indique la facette de dimension 1 qui satisfait
la propriété. (d–m) Configurations en dimension 3 ; les lignes pleines entourent la facette de dimension 2 qui
satisfait la propriété.

(a) (b) (c) (d) (e)

Figure C.2 – Configurations utilisées dans la preuve du lemmeC.0.3(voir texte). Points noirs : faces deE.
Arêtes noires : arêtes des facettes du cube qui contiennent au moinsr faces deE. (a) n = 2 et r = 2. (b–d)
n = 3 etr = 3. (e)n = 3 etr = 4.

démonstration, nous supposons que toutes lesn facettes partagent une même 0-face. De plus, il suffit d’étudier
les configurations minimales, c’est-à-dire, les ensemblesE qui satisfont l’hypothèse alors qu’aucun de leurs
sous-ensembles propres ne le font. Sin = 2 etr = 2, il n’existe qu’une telle configuration minimale (modulo
rotations et symétries), représentée sur la figureC.2(a). Quandn = 3, soitb, f , l les trois facettes dec↓⋆ qui
contiennentr faces deE, t la 0-face contenue dans ces trois facettes, etx, y, z les 0-faces contenues dans
exactement deux de ces trois facettes (sur la figureC.2(b–e),b, f , l sont situées dessous, devant et à gauche,
respectivement). Sir = 2 les deux premières 0-faces deE contenues dansb ne peuvent pas être partagées avec
f et l (mais peuvent être partagées avecf ou avecl). Donc, il existe au moins une troisième face deE dansf ou
l, impliquant qur Card(E) ≥ 3. Si r = 3, la seule configuration minimale avec{t, x, y, z} ⊆ E est représentée sur
la figureC.2(b) et la seule configuration minimale, modulo rotations, avec t ∈ E et Card({x, y, z} ∩ E) = 2 est
représentée sur la figureC.2(c). Le cas Card({x, y, z} ∩ E) = 1 est impossible. La seule configuration minimale
avect < E est représentée sur la figureC.2(d). Si r = 4, la seule configuration minimale est représentée sur
la figureC.2(e). Le lecteur peut facilement vérifier sur les figuresC.2(b–e) que dans chaque cas l’assertion
donnée au début de la preuve est vérifiée. �
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